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Resumo

Um dos maiores desafios da fisica tedrica é a construcdo de uma teoria quantica da
gravitacdo. Uma das candidatas mais promissoras é a Gravitacao Quantica de Lagos,
uma teoria quantica nao perturbativa e independente de background da Relatividade
Geral. Um dos objetivos desta dissertacao é construir a teoria da Gravitacao Quantica de
Lacos, utilizando o formalismo de spinfoams, que parte do formalismo Lagrangiano da
Relatividade Geral e utiliza técnicas de quantizagao inspiradas nas teorias de calibre na
rede, a partir de uma discretizacao do Espaco-Tempo. Como principais resultados, temos
a construcao da base de spin-networks, dos operadores de area e volume, que possuem
o espectro discreto, e do vértice EPRL/FK, que implementa a dindmica. Com o intuito
de testar as previsoes da teoria, uma das areas de maior interesse ¢ a Cosmologia. Outro
objetivo desta dissertagdo é mostrar uma forma de implementar o limite cosmoldgico
partindo da teoria completa, utilizando estados coerentes da Gravitagdo Quantica de Lagos
centrados em geometrias homogéneas e isotropicas e estudando a dinamica em primeira
ordem. Como principal resultado, mostramos que as amplitudes de transi¢do retornam o

limite classico esperado pela Cosmologia.

Palavras-chave: Gravitagao Quantica de Lacos, Cosmologia Spinfoam, Relatividade

Geral, Cosmologia Quantica



Abstract

One of the biggest challenges in theoretical physics is the construction of a quantum
theory of gravity. One of the most promising candidates is Loop Quantum Gravity, a
non-perturbative, background independent quantum theory of General Relativity. One
of the goals of this dissertation is to construct the theory of Loop Quantum Gravity,
following the spinfoam approach, which starts from the Lagragian formalism of General
Relativity and uses quantization techniques inspired by lattice gauge theories, based on a
discretization of spacetime. As main results, we have the construction of the spin-network
basis, the area and volume operators, which have a discrete spectrum, and the EPRL/FK
vertex, which implents the dynamics. In order to test the predictions of the theory, one
of the areas of greatest interest is Cosmology. Another objective of this dissertation is
to show a way to implement the cosmological limit starting from the complete theory,
using coherent states of Loop Quantum Gravity picked around homogeneous and isotropic
geometries and studying the dynamics in first order. As a main result, we show that the

transition amplitudes returns the classical limit expected by Cosmology.

Keywords: Loop Quantum Gravity, Spinfoam Cosmology, General Relativity, Quantum

Cosmology
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1 Introducao

No inicio do século passado surgiram duas teorias que mudaram completamente a
Fisica e a nossa forma de ver o universo: a Relatividade Geral e a Mecanica Quantica. A
primeira se mostrou muito além de uma descricao da gravitagao, modificando as nossas
concepcoes de espaco e tempo. Ja a segunda desafiou o determinismo da ciéncia, impondo
novos conceitos e ferramentas matematicas que até os dias de hoje causam estranheza. As
duas teorias porém nao conversam entre si e até hoje nao temos uma teoria quantica da
gravitacao finalizada e com resultados experimentais comprobatorios. Diversas tentativas
tém sido feitas desde entao para resolver este que talvez seja o maior desafio da fisica
tedrica fundamental. Dentre elas se destaca a Gravitacao Quantica de Lagos, uma teoria

quéntica nao perturbativa e independente de background da Relatividade Geral [1].

Inicialmente a Gravitagao Quéantica de Lacos surgiu sob a sua forma candnica,
que busca partir do formalismo Hamiltoniano da Relatividade Geral e encontrar uma
teoria quantica através de um procedimento de quantizagdo candnica [2—4]. Tal ramo teve
um rapido crescimento a partir dos anos 1980, com a formulagao da Relatividade Geral
em novas variaveis, conhecidas como varidveis de Ashtekar [5,6], que serao discutidas
no Capitulo 2. Nos anos 1990 a teoria tomou a forma como a conhecemos hoje, com a
utilizacao das variaveis de holonomia e fluxo, além da formulacao dos conhecidos operadores

de area e volume.

Porém, na formulagdao candnica a construgao da dinamica da teoria se tornou um
problema por muito tempo, levando ao crescimento de uma nova abordagem: o formalismo
de spinfoams, que implementa a dinamica quantica através do calculo de amplitudes de
transicao utilizando integrais de trajetéria [7]. Tal formalismo se tornou um grande sucesso
com a publicagdo do vértice EPRL/FK no fim dos anos 2000, que respeita principios
béasicos da Mecéanica Quantica e da Relatividade Geral, além de levar ao limite classico

correto para a teoria [8].

Utilizando a interpretagao geométrica da teoria, a cinemética construida pela
formulagdo candnica e a dindmica proposta pelo formalismo de spinfoams foi possivel
construir uma formulagdo covariante da teoria, como apresentada em [1]. Tal formulagao
tem uma prescricao de quantizacao clara, com os seguintes passos, que serao seguidos aqui

na analise dos problemas:

1. Reformulagao da Relatividade Geral em novas varidveis.
2. Discretizacao Classica.

3. Quantizac¢ao (ou Cinemaética).
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4. Dinamica.

O primeiro passo consiste em reformular a Relatividade Geral em novas linguagens.
Tal reformulacao sera discutida em detalhes no Capitulo 2 e inclui o formalismo de tetradas,
as variaveis ADM, os principios de agao para a teoria e a construcao das varidveis de
Ashtekar.

O segundo passo sera trabalhado no Capitulo 3 onde é mostrado como discretizar
a Relatividade geral utilizando as ideias e técnicas de dois campos distintos: o calculo de
Regge e as teorias de calibre na rede. O primeiro nos fornece ideias de como discretizar
uma variedade Lorentziana através de triangulagoes, além de nos fornecer uma expressao
para a acao discreta da teoria. J& o segundo nos guiard na escolha das variaveis discretas,
no 2-complexo e no grafo da fronteira. Com as varidveis discretas sera possivel obter a

algebra de holonomia-fluxo, que guiara o nosso processo de quantizacao.

O terceiro e quarto passos serao discutidos no Capitulo 4 onde serd construida
a teoria da Gravitacao Quantica de Lacos no formalismo de spinfoams. Inicialmente, a
cinematica sera obtida a partir de um processo de quantizagao candnica, guiada pela
algebra de holonomia-fluxo. Com isso, sera obtida a chamada representacao da holonomia,
em que o nosso espago de Hilbert é o espaco de fungdes de quadrado integravel no grupo
SU(2), invariantes por transformacoes de calibre. Uma base para este espago é dada
pelas fungoes de spin-network, construidas usando o teorema de Peter-Weyl a partir de
representagoes irredutiveis do grupo SU(2). A dindmica da teoria é feita a partir do
calculo de amplitudes de transicao, utilizando integrais de trajetoria. Partindo de uma
acao discreta e truncando tais amplitudes em um 2-complexo encontraremos a chamada
amplitude do vértice, que assume a forma do vértice EPRL/FK com as escolhas adequadas

de variaveis.

Apesar do desenvolvimento teérico rigoroso, ainda nao ha comprovagoes experimen-
tais de previsoes da Gravitacao Quantica de Lacos. Neste contexto, a cosmologia é uma
das areas de maior interesse para a aplicacdo da teoria, pois espera-se que efeitos quanticos
introduzam modificacées na dindmica do universo primordial, levando a resultados que
podem ser observados pelas proximas missoes experimentais, ocasionando em um possivel

teste da mesma.

Recentemente, com o desenvolvimento do formalismo de spinfoams, surgiu a Cosmo-
logia Spinfoam [9-11], que procura descrever a dindmica de modelos cosmolégicos a partir
da teoria completa da Gravitagao Quantica de Lacos explorando estados semiclassicos
associados a espagos-tempos homogéneos e isotropicos. Para realizar tal implementacao,
no Capitulo 5, é introduzida uma nova base de estados: os estados coerentes. Tais estados
sao inspirados nos estados de mesmo nome do oscilador harmoénico quantico, uma vez que

eles minimizam as relacoes de incerteza para os observaveis geométricos, além de serem
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centrados em torno de uma geometria rotulada por pardmetros classicos. Serao construidos
dois tipos de estados coerentes para a Gravitagdo Quantica de lagos, utilizando técnicas

diferentes: os estados de Livine-Speziale [12] e os estados Heat Kernel [13-18].

Juntando os elementos estudados nos capitulos anteriores, no Capitulo 6 serao
aplicadas as técnicas desenvolvidas para o caso da Cosmologia, investigando o caso da
Cosmologia Spinfoam. Por fim, no Capitulo 7 sdo apresentadas algumas consideragoes

finais e perspectivas futuras para o trabalho.
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2 Relatividade Geral

A Relatividade Geral é uma das teorias mais bem sucedidas da Fisica, desde a
sua publicagao por Einstein em 1915. Ela busca descrever o comportamento do campo

gravitacional, dada uma certa distribuicao de energia e matéria no espago-tempo.

Desde entao, diversas formulagoes surgiram para a teoria, com diferentes perspecti-
vas e objetivos. Neste capitulo, iremos apresentar de forma resumida as diversas descri¢oes
da teoria que levaram ao modelo da Gravitacao Quéntica de Lagos, como a formulacao
métrica [19,20], o formalismo de tetradas [21], as varidveis ADM [22,23], os principios
variacionais, como a acado de Einstein-Hilbert [19], a acdo de Palatini [24] e a agdo de
Holst [25], e as varidveis de Ashtekar [5,26].

2.1 Formulacao Métrica

Na formulagao original proposta por Einstein, o campo gravitacional é descrito por
um tensor métrico g,, (z) de uma variedade Lorentziana quadridimensional, de assinatura
(1,3). A distribuigao de matéria é descrita pelo tensor de energia-momento 7}, (z), que é

relacionado & métrica pela equacao de Einstein':
1
R/u/ - ing/ = Tw/a (21)

em que 7, ¢ o tensor de Ricci e R é o escalar de curvatura, ambos determinados a partir

de contragoes do tensor de curvatura de Riemann. Este objetos sao definidos da seguinte

maneira:
R, =0T, —0,I0 +T0 T, —T0T). (2.2)
R, =R, (2.3)
R=R', = Ru.g". (2.4)
Serd usada durante toda a disserta¢do a convengao usual: os indices gregos (i, v, p,...)

tomam valores de 0 a 3 e serao chamados de indices do espaco-tempo, uma vez que eles
fazem referéncia a base coordenada. Além disso, sera usada a seguinte convencao de soma
de Einstein: quando tivermos em um mesmo termo um indice repetido em cima e embaixo,

estes indices estardo somando para todos os valores permitidos.

O objeto I';,, é chamado de simbolo de Christoffel ou Conexao de Levi-Civita e

define a derivada covariante em se¢oes do fibrado tangente da variedade:

V.V =9,V 4T VP (2.5)

Durante toda a dissertacao, a menos que seja dito o contrario, trabalharemos em unidades em que
8nG=c=1.

1
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Assim, podemos ter uma nog¢ao mais intuitiva do tensor de curvatura de Riemann,

uma vez que, para uma conexao livre de torcao (I'7, = I ), ele pode ser escrito como:
R,V =V, V|V (2.6)

Ou seja, a nogao de curvatura pode ser capturada pela nao comutatividade de derivadas

covariantes em diferentes direcoes.

Ao exigirmos que a conexao seja compativel com a métrica (Vyg,, = 0) e livre de

torcao, pode-se mostrar que a mesma é unicamente definida pela métrica:

1
F;);I/ = ig)\p(a,ugup + aug,up - apg;w)' (27)

Por fim, dada uma métrica g,, que é solugdo de (2.1), as trajetérias no espago
tempo sao dadas pela equacao geodésica:

A%+ dx? dx°
p damdrT g 9.
oz e =0 (2:8)

Aqui foram apresentados apenas os principais conceitos da formulagao métrica.
Para uma discussao mais detalhada, os livros classicos podem ser consultados, como [19]
e [20].

2.2 Formulacao de Tetradas

A formulacao de tetradas da Relatividade Geral carrega uma das noc¢oes mais
importantes da teoria e de variedades diferenciaveis: localmente M é isomorfa a R". Ou
seja, localmente o espaco tangente ¢ isomorfo ao espago de Minkowski (M*) e podemos

definir este isomorfismo através das tetradas:
el T,M — M*. (2.9)

Assim, localmente as tetradas sao um conjunto de quatro 1-formas linearmente indepen-

dentes que satisfazem:

el = eidm” ; 1=0,..,3 (2.10)

1

I
HU'

v elv)=e

Durante toda a dissertagao, a menos que seja dito o contrario, os indices latinos maitsculos
do meio do alfabeto (I, J,...) tomam valores de 0 a 3, sao chamados indices internos e

ganham esse nome por fazer referéncia ao espaco interno de Minkowski.

A relagao das tetradas com a métrica surge de forma natural, uma vez que elas
sdo definidas através do mapa (2.9). Deste modo, dada uma tetrada, a métrica g,, da

variedade é definida como o pullback da métrica de Minkowski:

g () = €} (x)e] (x)nrs. (2.11)
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E importante estabelecer que os indices gregos da variedade sobem e descem com a
métrica g,, e sua inversa g"”, enquanto os indices internos sobem e descem com a métrica
de Minkowski 77, e sua inversa /. Assim, podemos definir as tetradas inversas e, que
satisfazem:

I

w o I
e =105 e e

I v v

L€1 =10, (2.12)
Diante destas defini¢bes podemos ver outra interpretacao dada para as tetradas:

elas definem uma base ortonormal para o espago tangente em cada ponto da variedade.

Invertendo (2.11), temos quatro campos vetoriais (ef, ..., €5) que sdo ortonormais:

gu(2)er (x)es (x) = 1. (2.13)

Podemos inclusive escrever os elementos da base coordenada usual do espaco tangente

{0,} em termos da base de tetradas:

O = eer. (2.14)

Observa-se ainda que ao fazermos transformagoes de Lorentz A € SO(3,1) nas
tetradas na forma:

ei(:z:) — Aﬂei(z), (2.15)

mantemos a relacdo (2.11), uma vez que a métrica 7;; é invariante por transformagoes
de Lorentz. Assim, a formulacdo de tetradas possui uma invaridncia de Lorentz local que
nao afeta a métrica. Ainda analisando (2.11), vemos que as tetradas codificam todas as
informagoes da métrica, de forma que podemos formular toda a Relatividade Geral em

termos destes novos objetos.

Seguindo a mesma linha de raciocinio da formulagao métrica, podemos definir uma

derivada covariante em se¢oes do fibrado de Minkowski da seguinte maneira:
D' =90 + wﬁjv‘]. (2.16)

Utilizaremos a notacao D, para diferenciar da derivada covariante V,, definida em (2.5).
Podemos definir ainda uma derivada covariante exterior (d*) para formas diferenciais
da seguinte forma:

d“u’ = du’ +w'; Au’. (2.17)

Nesta linguagem, a conexao w é chamada de conexao de spin e, localmente, é

uma 1-forma:

wl, = w{uda:“. (2.18)

Ao exigirmos que D,, seja compativel com 777, vemos que a conexao de spin toma valores

na algebra de Lie do grupo de Lorentz (si(2,C)):

Dynry = 0un1y + Wfﬂ?KJ + wﬁmm

K K
= WMIT/KJ + WH,JT]IK =0.



Capitulo 2. Relatividade Geral 15

Logo,
wi! = —wil. (2.19)

Podemos ainda introduzir uma nova derivada covariante, que age tanto nos indices
internos como nos indices espaco-temporais. A ela damos o nome de derivada covariante
total e iremos denotd-la por V. Sua definigao ¢ feita da forma usual, com a conexao de spin
agindo nos indices internos e a conexao de Levi-Civita agindo nos indices espaco-temporais:

wel I I J o I
V.G, =0,C, +w,,C, =17, C,. (2.20)

Utilizando a linguagem de formas diferenciais, podemos introduzir o tensor de
torcao:

T =dve’ =de’ +w'; ne’, (2.21)

que é uma 2-forma (o simbolo A denota o produto exterior de formas diferenciais, enquanto
o operador d denota a derivada exterior). A equagao (2.21), na auséncia de torgao (T = 0),

¢é chamada de primeira equac¢ao de Cartan.

A primeira equacao de Cartan é uma ferramenta poderosa para o calculo dos
componentes da conexao de spin, uma vez que ha um teorema que garante que dada uma
tetrada, existe uma tnica conexao métrica livre de torcao. Neste ponto, ¢ importante
observar que com estas condigoes a conexao de spin é totalmente equivalente a conexao de
Levi-Civita, de forma que alguns textos costumam chamar w desta maneira. A traducao
entre as duas pode prontamente ser feita, uma vez que a conexao de Levi-Civita é o
pullback da conexao de spin para T'M. Tal afirmacao pode ser traduzida ao exigirmos que
a derivada covariante usual (2.5) seja equivalente a derivada covariante (2.16):

elV,u” = Du’
! (8 u? + 17 u”) =0 uI—i—wiju‘]
eldu’ + ell7 v’ = u’d,el + eld,u” —i—wijeu

crzxu

Assim, chegamos na relagao entre as duas conexoes:

ell' = 0,el —I—queJ (2.22)

o vl

Observando a definigdo (2.20), vemos que ao passar o termo da esquerda para a

direita em (2.22), temos que a tetrada é compativel com a derivada covariante total:

V“lje =€’ —|—wwe —1I7 e, =0. (2.23)

v €y
Em coordenadas locais, podemos definir o tensor de curvatura da forma usual:

2d du’ = F,, ", (2.24)
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Traduzindo para a linguagem de formas diferenciais, temos:

(d)u! = F', A, (2.25)

Logo, a equagao (2.26) expressa a curvatura em termos de uma 2-forma e é chamada de

segunda equagao de Cartan.

A 2-forma de curvatura (2.26) pode ser traduzida para coordenadas locais, utilizando
a expressao (2.24):
1 5
P, = 5 F et N dx (2.27)
e pode ser relacionada ao tensor de Riemann usual (2.2) utilizando o mapeamento das
tetradas:

R, =F," kel (2.28)

O Tensor de Ricci é definido da mesma forma que na formulagdo métrica, utilizando

o mapeamento das tetradas:

Fyun'y=F pv JeMeN7 (2.29)
Fry = FMIMJ7 (2.30)
R, = Frjee;. (2.31)

Com estas defini¢oes, podemos mostrar que o escalar de curvatura é o mesmo nas
duas formulagoes:
R= g'uVR;w = gMVFIJeéeZ = nIJFIJ- (232)

Por fim, vamos provar que a equacgao de Einstein no vacuo no formalismo de
tetradas é:
eIJKLe] A FJK = 0. (233)

Reescrevendo os termos de (2.33), temos:
€1JKLE, I'pIK d:v“ A dz? N dx°

eUKLeMFJKpUd:E“ Adz? Ndx® Ndx¥ =0

éuypaé[JKLelFJK =0.

Onde na segunda linha fizemos um produto exterior com dz” e no passo seguinte fixamos

um elemento da base de formas, mantendo a antissimetria no e#**?. Usando a identidade
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det(e)eleye?) = 3 €€ el temos:
0= egeﬁ(ei]FJKpa
= ege%eZ]FJKpaeﬁ
o [vp so]
= R,,"Po,
=R, — R, + R0, — R, 0, + R, — R,
— R, — R,/ + R0+ R&"+ R, ™ —R,"

P po
— — R’ — R +2R§", — R, — R,
= 4R" — 2R¢,

= 4Rzgzxo - 2Rgzzo'5;:-

Assim, temos:

1
ij - §Rguy = 0,
que ¢ a ja conhecida equagao de Einstein no vacuo (2.1).

A formulacao de tetradas possui diversas vantagens conceituais e operacionais,
como a utilizagdo das equagoes (2.21) e (2.26) no célculo da conexao e da curvatura. A
aplicacao deste formalismo na resolucao de problemas de Relatividade Geral, bem como

discussoes mais profundas do tema podem ser encontradas em [21].

2.3  Formalismo ADM

O formalismo ADM é uma reformulagao da Relatividade Geral em novas variaveis,
proposto por Arnowitt, Deser e Misner [22], com o objetivo de estabelecer um formalismo
Hamiltoniano para a Relatividade Geral e, consequentemente, sua dindmica. Sua introducao
foi de extrema importancia, uma vez que abriu caminho para o desenvolvimento da

quantizagao canonica da Relatividade Geral.

A motivacao inicial da troca de variaveis que iremos introduzir surge ao analisarmos

o tensor de Einstein, que ¢ definido como o lado esquerdo de (2.1):
1
G =R, — iRg‘“" (2.34)

Como mostrado em [23, pg. 20], as componentes GOM de (2.34) apresentam apenas de-
rivadas de primeira ordem da meétrica, enquanto as componentes puramente espaciais
G*, apresentam derivadas de segunda ordem. Assim, podemos dividir as 10 equacoes de
Einstein em 6 equagoes de segunda ordem, que dardo a dindmica da teoria, e 4 equacoes

de primeira ordem, que servirao como vinculos para as equagoes de evolucao.

Deste modo, somos motivados a buscar uma formulacdo da teoria que faca a

disting@o entre as componentes espaciais e temporais de (2.34), de forma que possamos
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tratar tensores no espago-tempo como tensores espaciais que evoluem no tempo. Para isso,
somos levados a fazer uma divisao da nossa variedade M em espaco e tempo, através de
folheagOes espaciais que evoluem no tempo. Porém, sem um referencial fixo a nocao de
tempo nao é bem definida. Assim, vamos trabalhar com um parametro ¢, que define uma
curva tipo tempo em M, e para cada t fixo teremos uma hipersuperficie espacial ¥J;, que

serao as folhas da nossa folheacao.

Para introduzirmos tal estrutura estamos assumindo que nossa variedade é global-
mente hiperbédlica. Na pratica, esta condi¢ao nao é restritiva, pois ela nos diz que M pode
ser folheada em superficies de Cauchy, onde toda curva tipo tempo corta estas superficies
apenas uma vez. Assim, a hiperbolicidade global apenas introduz uma estrutura causal
no espaco tempo, que ja é esperada para espacos-tempo fisicos. Logo, topologicamente,
M=Rx .

Naturalmente, podemos definir um vetor normal unitario as superficies >;:

gt ot
J—gvP0,t0,t

De fato o vetor é normal, pois para qualquer vetor v € T'X, temos que g,,v"g"?0,t =

nt =

(2.35)

vh0,t = 0. Além disso, o vetor é normalizado e tipo-tempo, pois g,,n*n” = —1. Por fim,
podemos definir n® de forma tnica ao exigirmos que ele sempre aponte para o futuro
nto,t > 0.

O vetor normal também nos permite definir precisamente os tensores espaciais. Um
tensor serd dito espacial se ele se anula quando contraido com a normal n* em qualquer

indice.

Podemos ainda definir um segundo vetor tipo-tempo, que concorda com a nogao de
evolugao temporal introduzida pelo parametro ¢. Definimos o vetor t* como sendo aquele
tangente as curvas (1), ou seja, estas curvas sdo as curvas integrais de t*, de forma que
t"0,t = 1. O vetor t* serd chamado de campo vetorial de evolugao temporal. As
curvas integrais de t* ainda irdo permitir associar unicamente pontos em duas folhas, ao
estabelecermos que as intersegoes da curva com »; mostram o mesmo ponto em diferentes

instantes do tempo.

Cada superficie espacial 3D ¥; tem a sua propria estrutura Riemanniana, de forma

que podemos definir a métrica induzida nestas superficies:

Quv = Guv + nyny. (236)

Tal definicao ¢ justificada ao percebermos que g, é a parte espacial de g,,, uma vez que

para um vetor puramente espacial v*, temos:

Q" = (g + nuny,)v" = g0k, (2.37)
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Figura 1 — Decomposi¢ao ADM.

além de ter seus componentes temporais nulos:
Qun* = (g + nyn,)n* =n, —n, = 0. (2.38)

Um ponto a ser observado é que, devido a (2.38), podemos usar a métrica ¢”, como um
projetor, que toma apenas a componente espacial de cada componente de um tensor

contraida com ela.

Desta forma, temos todos os elementos necessarios para trabalharmos com tensores
espaciais que evoluem no tempo. Definimos a derivada temporal de um tensor como a

derivada de Lie ao longo do campo vetorial de evolugao temporal ¢*:

Bt RN} Hn 01 on P1--Pn
A o =4, 07, o LA "

(2.39)

1...0n"7

onde as projegoes sao inseridas para garantir que A seja espacial.

O vetor t* aponta para o futuro, mas nao necessariamente é ortogonal as superficies
¥, de forma que ele pode ser decomposto em suas componentes espaciais e normais (ver
Figura 1):

N* = ¢"t,, (2.40)

Nnt =t —g¢"t,. (2.41)

A componente espacial (2.40) é chamada de vetor de shift. A componente espacial é
naturalmente definida em (2.41), ao subtrairmos a componente espacial. O termo N é a

projecao de t* na diregao n* (N = —n,t"), chamado de fungao de lapso.
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Podemos agora decompor a métrica g,, em termos das novas varidaveis. Usando a
relagdo (2.41) em (2.36), temos:

g =q" —nfn" = ¢ — —(t" — N*)(t" — N"). (2.42)
Dada a métrica espacial g,,,, podemos definir uma derivada covariante nas superficies

>, que seja compativel com a mesma:

(3)v)\Au1munylmyn =g, g, 7, qonynqé/\véAplmpn (2.43)

01...0n")

onde Vs denota a derivada covariante usual (2.5). E imediato notar que (2.43) é linear e
satisfaz a regra de Leibniz, uma vez que (2.5) também satisfaz tais propriedades. Podemos

mostrar que ®)V é compativel com a métrica espacial:
O G = 304 0°, Vo Gps = 430, 0°,V o (gps + 115) = 0, (2.44)

onde no ultimo passo foi utilizado que g,s ¢ compativel com V) e que, pela regra de

Leibniz, sempre haverd uma normal contraida com um projetor no segundo termo.

Definida uma derivada covariante nas folhas espaciais, podemos definir o tensor de

curvatura da forma usual:

IR, we = (PIVIV, - OV, OV Jw,. (2.45)

uvp

Tal tensor é chamado de tensor de Riemann 3D ou tensor de curvatura intrinseca.
Ele recebe esse nome pois ele apenas carrega informagoes da folha espacial >, mas nao

diz nada a respeito sobre como ela esta imersa no espago-tempo quadridimensional.

Em contraste com (2.45), podemos definir um tensor de curvatura extrinseca,
que captura a informagao de como as folhas espaciais estao imersas na variedade. Tal
informacao pode ser obtida a partir da mudanca do vetor normal em diferentes pontos de
DI

K, =%V,n,. (2.46)

E importante notar que tanto (2.45), quanto (2.46) sio tensores puramente espaciais,
devido aos projetores presentes em (3)V#, assim em alguns momentos eles podem ser

denotados apenas com indices espaciais (a, b, ...) sem perder nenhuma informagao.

O tensor de curvatura extrinseca satisfaz algumas propriedades importantes, que
nao serao demonstradas aqui, mas que irao gerar defini¢coes alternativas para o mesmo ao

longo do texto:

K,u,l/ - Kl/p,u (247)
1
K;w = iﬁnqiun (248)

K, = ﬁ(q,w - B®V,N, - OV,N,). (2.49)
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Por fim, podemos introduzir equagoes que mostram as relagoes entre o tensor de
Riemann quadridimensional e os tensores de curvatura intrinseca e extrinseca. Tais relagoes
sao conhecidas como equagoes de Gauss-Codazzi ou relagoes de curvatura e sao de
vital importancia na construcao da Hamiltoniana da teoria. Porém, as demonstracoes das
mesmas sao extensas e fogem do objetivo desta dissertacao, de forma que elas serdo apenas
enunciadas. Uma dedugao detalhada das mesmas pode ser encontrada em [23, pgs.47-49].

As relagoes sao:

q&uq)\yqﬁpqong)\ef = (3)R;wp0 + KM.DKVU - KVPKNU7 (250)
qu(SqV)\qpeRuupanU = (3)V6K)\0 - (3)V/\K69, (2.51)
Ruponn’ = —L, K, + K5 Ko+ OV (,n’Ven,) + n'n*(Vsn,)(Van,). (2.52)

A equagao (2.50) é conhecida como equagao de Gauss. Ja a equagao (2.51) é chamada de

equacao de Codazzi. Por fim, a equagao (2.52) é conhecida como equacao de Ricci.

Podemos usar as relagoes de curvatura para escrever os componentes espaciais
GOM e mostrar que elas realmente sao vinculos entre a curvatura intrinseca e extrinseca,
além de provar que as componentes G4, contém derivadas segundas da métrica espacial
¢, como feito em [27]. As novas varidveis introduzidas nesta se¢do sdo essenciais para
reescrever a Hamiltoniana da teoria, levando a chamada acdo ADM, que estabelece a
Relatividade Geral como um sistema Hamiltoniano vinculado. Tal andlise foi essencial
no desenvolvimento da formulacao candnica da Gravitacao Quantica de Lacos e pode ser

encontrada em [23] e [3].

2.3.1 Variaveis ADM na linguagem de tetradas

Podemos implementar todas as variaveis discutidas nesta secao utilizando o forma-
lismo de tetradas, o que serd essencial no decorrer da dissertacao. Fazendo a decomposi¢ao
(3+ 1) das tetradas, temos:

e = egdx”‘ = egdr” + eXdx®, (2.53)
e' = e dat = efdx’ + e dx”. (2.54)

Sabemos que qualquer escolha de tetradas que satisfaga (2.11) é valida, de forma que,

seguindo (2.42), podemos implementar as varidveis ADM da seguinte maneira:
ed=0;ey=N;e,=N" (2.55)

Assim, temos:
e’ = Nd2°; e' = N'da® + e dax”. (2.56)
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O termo €’ sdo as triadas (e nao tetradas, pois estamos em 3D) relacionadas as folhas

espaciais 2. A relacdo com a métrica espacial é a usual:
N A
Qab = eaebdijv (257)

onde d;; ¢ a métrica interna, que no caso espacial é a métrica Euclidiana.

2.4 Acoes para a Relatividade Geral

2.4.1 Acao de Einstein-Hilbert

Em 1915, em paralelo ao desenvolvimento da Relatividade Geral por Einstein,
David Hilbert propos um principio variacional para a teoria, cujas equagdes de movimento
reproduzem as equagoes de Einstein. A acao é conhecida como agao de Einstein-Hilbert

e pode ser escrita como:
Sl / d'ay/— det(g) R, (2.58)

onde det(g) é o determinante da métrica e R é o escalar de Ricci (2.4).

Podemos mostrar que a agao (2.58) nos retorna a equagao de Einstein (2.1) quando
utilizamos o principio da minima acado. Tal demonstracao é feita em diversos livros de
Relatividade Geral, como [19] e [20], de forma que nos concentraremos aqui nos principios

variacionais seguintes, que levaram a teoria quantica que queremos descrever.

A agdo (2.58) pode ser reescrita, utilizando o formalismo de tetradas:
Sle / d'z| det(e)|etey F,, 7, (2.59)

onde foi utilizado que det(g) = — det(e)? (obtido ao aplicarmos o determinante na equacio

(2.11)) e a definicao do escalar de curvatura (2.32).

Traduzindo para a linguagem de formas diferenciais, temos:
1
SEH[G] = Z/G[JKLGI/\QJ/\FKL, (260)

que podemos mostrar ser equivalente a (2.59):

1 1
ZGIJKLeI AN e‘] A FKL = geIJKLeieinaKde“ A dl’ A dl’p A d.’L’
1
—_ gEIJKLE/U/pO' u ino' KLd4
1 1
= 2det( )eKeLF KLty = fdet( Jeel KLy, (2.61)

onde foi usada a identidade det(e)ele = 1€ eryk el el e que os indices de F, ** sao

antissimétricos.
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Assim, de fato as agoes sao equivalentes, exceto por um sinal, uma vez que a agao
em varidveis métricas tem um termo na forma |det(e)|, enquanto na agao de tetradas
temos o mesmo termo sem o médulo. Assim, sobre uma operacgao de reversao temporal, o
sinal da ac¢ao na formulagdo métrica ndo muda, enquanto na formulagao de tetradas hé
uma inversao. Tal comportamento é observavel, uma vez que afeta no acoplamento de
férmions e também na evolugdo por integrais de trajetdria [1]. Uma vez que agoes no geral
mudam de sinal para uma trajetéria reversa, a a¢ao na linguagem de tetradas surge como

a acao natural para a Relatividade Geral.

Por fim, podemos introduzir a definicdo do operador dual de Hodge, denotado

por * e definido como:
1
F]*J = §€[JKLFKL. (262)

Assim, podemos reescrever a agao:
1 I J * 1 *
SEH[e]:§/e Ne AFIJ:§/€/\€/\F, (2.63)

onde no ultimo passo todos o indices contraidos foram omitidos para termos uma notagao

mais compacta, que usaremos frequentemente daqui em diante.

2.4.2 Acao de Palatini

A acdo de Einstein-Hilbert é dita uma formulagao de segunda ordem, pois tem
como variavel apenas a tetrada e (ou a métrica g) e a conexao é tomada como uma variavel

dependente de e via a condi¢ao de tor¢ao nula (2.21).

Porém, foi proposto por Palatini [24] um principio variacional ligeiramente diferente

de (2.63). A agao de Palatini, no formalismo de tetradas, pode ser enunciada como:
1 I J * 1 *
Sp[e,w]:§/e Ne /\FIJ[w]:§/e/\e/\F[w]. (2.64)

Ou seja, a acdo mantém a mesma forma da acao de Einstein-Hilbert, porém aqui a
curvatura Fw] depende da conexdo, que é uma varidvel independente da tetrada a priori.

Por este motivo, a acao de Palatini é dita uma formulagdo de primeira ordem.

Podemos fazer o principio variacional para (2.64). Variando a conexao, temos:
58 = ; [ erne’ ne’ nGFRE.
Mas usando (2.26), temos:
SF = d(6w") + (0w! i) A w7 + Wl A (657).
Porém, usando a derivada covariante exterior (2.17):

d?(6w") = d(6w'”) + w'p A 6w + Wl A (0. (2.65)
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Mas

w’ g N 6w = —6wl i Aw® = 6wl AW, (2.66)
de forma que podemos escrever F/ = d¥(dw!’). Voltando & variagao da acio:
0S = ;/EUKLeI Ael A d? (W)
= ;/[dw(eUKLeI Ael NOwEE) — d¥(ersxre’ Ael) A SwiE]
= _; /d“(e[JKLe[ Ael) A swhE

1
= —i/eIJKL[dw(eI) A €J + 61 A d“’(e‘])] VAN (5(.UKL

1
== —5 /[GIJKde(BI) VAN GJ - EIJKde<€J) VAN 61] A 5WKL
= — /E[JKL(dw€I> VAN GJ A 5wKL = 0,
onde na terceira linha o termo de fronteira foi desprezado. Assim, a acao é um extremo

(6S = 0) para variagdes dw % arbitrarias se:
de! = de' +w', ne! =0, (2.67)

de forma que recuperamos a condi¢ao de tor¢ao nula.

Variando a tetrada, temos:

1
05 = 2 /[ﬁzJKL((SeI) ANel NFRE 4 epgere’ A (6e”) A PR

== /E[JKL((SGI) N 6J VAN FKL = 0.
A acdo é um extremo (65 = 0) para variacoes del arbitrarias se:
GIJKL€J/\FKL = 0, (268)

que sao as equagoes de Einstein no vicuo no formalismo de tetradas (2.33).

Assim, vemos que a acao de Palatini retorna o formalismo obtido para a acgao
de Einstein-Hilbert no vacuo, porém é mais geral, na medida que nao pressupde uma
relagdo entre a conexao e as tetradas. Além disso, para o acoplamento de férmions os dois

formalismos ndo sdao equivalentes, como explicitado em [1] e [2].

2.4.3 Acao de Holst

Em 1996, Holst percebeu que podemos acrescentar um termo a acao de Palatini
sem modificar as equagoes de movimento classicas [25]. A esta acdo generalizada da

Relatividade Geral damos o nome de acao de Holst, que pode ser escrita como:

1 1
SH[G,(,U]I2/€IA6J/\F;J+2’7//61/\6J/\F[J, (2.69)
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onde o segundo termo é chamado de termo de Holst e a constante de acoplamento
recebe o nome de constante de Barbero-Immirzi. Podemos reescrever (2.69) de vérias

maneiras equivalentes:

1 1
SH[e,w]:2/e/\e/\<F*—|—7F> (2.70)
:;/e/\e/\<*+f1y>F (2.71)
:1/<*e/\e+1e/\e>/\F, (2.72)
2 g

onde novamente os indices contraidos foram omitidos.

Podemos mostrar, via principios variacionais, que o termo de Holst ndo modifica

as equagoes de movimento classicas. Variando a conexao, temos:

5SH_;/[<*+’1V> el Net
_ ;/ l(*Jr i) el/\e‘]] A d®(Swry)
_ ;/{dw [<*+ i) el Ael AéwIJ] - <*+ i) (") nel + el na(e”)] /\&UU}

-/ KH i) (de") A e‘]] Ay =0,

onde usamos (2.65) na segunda linha e desprezamos o termo de fronteira no ultimo passo.

/\5F]]

A agdo é um extremo (0.5 = 0) para variagoes dwy; arbitrarias se:
d“e’ =0, (2.73)

ou seja, recuperamos (2.67).Variando as tetradas, temos:

1 1 1
(5SH:2/[(561/\6J/\<*+7> Fry+el Ade? A <*+7> FU]

1
:/561/\6‘1/\(*4-7)}7[]:0-

A agdo é um extremo (0.5 = 0) para variagoes de; arbitrarias se:
1
e’ A <*+ ) Fry=0. (2.74)
Y
Usando (2.25), temos:
J 1 J * 1 J
e’ N |[x+ — FU:e /\FIJ—F*@ /\F[J
y y
1
=e/ NF}; + ;n[KeJ A FE,

1
=el A FI*J + ;HIK(CZWVGK =0.
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Usando a condigao de tor¢ao nula obtida na variagao da conexao, o segundo termo zera e
temos:
e/ NFY; =0 = eprel NFEE=0. (2.75)

Ou seja, recuperamos a equagao de Einstein no vacuo no formalismo de tetradas (2.33).

Assim, mostramos que classicamente a acao de Holst é equivalente a acao de
Palatini. Em outras palavras, o termo de Holst nao modificou as equagoes de movimento
classicas. Porém, como veremos adiante este termo trara implicagoes para a teoria quantica,
de forma que a acao de Holst, que é a acao mais geral da Relatividade Geral, serd nosso

ponto de partida na construcao da Gravitacao Quantica de Lagos.

2.5 Vinculo de Simplicidade Linear

Utilizando (2.72), podemos reescrever a agao de Holst da seguinte maneira:
Sle,w] = /B” A Fpy = /B AF, (2.76)

onde a 2-forma B!’ foi definida como:

1 1 1J
B! .= <*e/\e+e/\e> : (2.77)
2 gl
A 2-forma B possui algumas propriedades importantes:

1. B!/ toma valores na dlgebra de sl(2, C)
Para mostrar isso, basta notar que os indices de B sao antissimétricos, de forma que

o trago de B zera [28, pg. 3.

2. B é o momento conjugado a conexao w
Para mostrar isso, podemos expandir F' = dw +w Aw e notar que termos w aparecem

apenas em dw, de forma que gﬁ =B.
w

Devido a (2.76), dizemos que a Relatividade Geral é uma teoria BF, porém com um
vinculo adicional, ao qual damos o nome de vinculo de simplicidade linear. Ele surge devido
ao fato de trabalharmos em superficies espaciais de fronteira (X), assim como definimos
no formalismo ADM. Passando para o espaco de Minkowski, utilizando o formalismo de
tetradas, sabemos que nossa teoria é invariante por transformagoes de Lorentz (2.15).
Porém, ao definirmos as superficies >, quebramos a invariancia pelo grupo de Lorentz

para o grupo de rotagoes SU(2) em .

Nestas superficies, podemos naturalmente definir uma normal, como feito em (2.35).
Mapeando-a para o espago de Minkowski, utilizando (2.9), temos o vetor n!. Aqui temos

um passo importante: de posse de n! e de B!/ em ¥, podemos quebrar B em duas partes:

K'=n;B", (2.78)
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L' =n;(xB)". (2.79)

A componente (2.78) é conhecida como parte elétrica e a componente (2.79) é conhecida
como parte magnética. Tais nomes surgem em analogia ao eletromagnetismo, pois de posse
do tensor eletromagnético e de um referencial de Lorentz, podemos quebrar este tensor
nas suas partes elétricas e magnéticas de forma analoga a feita aqui. Deve-se ressaltar que
ao fixarmos uma superficie 3 e definirmos n’ estamos definindo exatamente um referencial

de Lorentz, que nos permite a quebra de invariancia citada anteriormente.

Uma vez que B!’ é antissimétrico, temos que:
TLITLJBIJ = —TZ[’N,JBIJ = n[KI =0. (280)

Analogamente para L. Ou seja, K e L’ sdo vetores puramente espaciais, fazendo sentido
adotarmos a notacio K e L para um determinado calibre em que K7 = (0,K") e L' =

(0, L%). Tal calibre ¢ chamado calibre de tempo e sera definido a seguir.

Sabemos que temos uma liberdade na escolha do vetor de shift e da funcao de
lapso no formalismo ADM, uma vez que elas controlam como a folheacao é feita, ou seja,
elas determinam o campo de evolucao temporal. Podemos entao trabalhar no chamado
calibre de tempo (ou time gauge na literatura), que consiste em escolhermos a normal para
coincidir com o vetor de evolugdo temporal (em outras palavras, N =1 e N* = 0). De
forma equivalente, na formulacao de tetradas, o calibre de tempo é dado ao escolhermos:

ed=0;e)=N=1;¢, =N =0. (2.81)

a

Nestas condigoes, temos n; = (1,0,0,0). Podemos entao escrever as componentes de K e

L neste calibre:

nyB"|, _15 =B = K'=B", (2.82)
1 1. . 1. .
nJ(*B)IJ‘n:(Lﬁ) — nJingKLBKLLz:(I,G) — 56zOlekl s = iéjkBjk- (283)

Temos agora todas as condigoes necessarias para mostrarmos o vinculo. Primeira-

mente, no calibre de tempo, vemos que:
Il _ 0 _ _
nre ’E =€ = dt’z =0. (284)

Assim, aplicando nas definigoes (2.78) e (2.79):

1 1 1
K'|s =n;B"|g = Jh (e”KLeK Ael 4+ Zel A e‘]> s = in[(*e Ae)t. (2.85)
f‘)/
Da mesma forma: .
Ly =ny;*B)"|g = o (xe A )", (2.86)
Y

onde usamos o fato que ao aplicarmos o operador x duas vezes ele se anula e um indice da

tetrada ira se contrair com n;. Logo, observamos que uma componente de B é proporcional
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a outra na superficie 2. A essa relacao de proporcionalidade damos o nome de vinculo

de simplicidade linear, que pode ser escrito como:

K =~L. (2.87)

Tal vinculo devera ser implementado na teoria quantica e serd essencial em varios
aspectos. Primeiramente, ele nos permitira trabalhar com apenas uma das componentes
de B, uma vez que elas sdo proporcionais nas superficies . Além disso, poderemos
usar estados SU(2) na cinemética da teoria quantica, que possuem diversas vantagens
operacionais, e sua implementagao nos dard o mapeamento entre os estados SU(2) e
SL(2,C) na dindmica da teoria.

2.6  Variaveis de Ashtekar

As varidveis de Ashtekar tem grande importancia historica no desenvolvimento da
teoria da Gravitagao Quéntica de Lagos. Elas foram introduzidas em 1986 por Ashtekar [5],
que percebeu que a sua utilizacao simplificava a forma dos vinculos da Hamiltoniana da
Relatividade Geral [6], o que possibilitou o surgimento do formalismo canoénico da teoria.
Tais varidaveis também vao desempenhar um papel essencial no formalismo de spinfoams,
uma vez que a algebra que elas estabelecem serd um dos pontos de partida na construcao

da teoria quantica.

Ha varias maneiras de chegarmos as varidveis de Ashtekar. Uma delas é via
transformagoes canonicas no espago de fase do formalismo ADM, como feito em [3].
Também é possivel inseri-las manualmente ao escrevermos a acao de Holst no formalismo
Hamiltoniano, como em [26]. Embora tais tratamentos sejam essenciais na formulagao
canodnica da teoria, eles requerem um tratamento matematico longo e rigoroso, que nao
sera essencial na formulagao de spinfoams, uma vez que ela nao parte da Hamiltoniana e
dos vinculos da teoria. Aqui tomaremos um caminho mais curto, que destaca a origem da

variaveis como um par conjugado e da énfase a sua interpretacao geométrica.

Partindo da acdo de Holst (2.70), podemos escrevé-la da seguinte maneira:

KL 1
€rJKL + ;FIJ : (2.88)

1
Szi/el/\e‘]/\

Assim como fizemos na analise da 2-forma B!/ em (2.77), se queremos encontrar os
momentos temos que procurar por derivadas temporais na acao. Lembrando que Fj; =
dwry + wrr AWk, vemos que os tinicos termos que aparecem com derivadas temporais
em (2.88) vao surgir de dw. Assim, omitindo os termos w A w (que serao inseridos em

um termo representado por (---) nas proximas equagoes, assim como os demais termos
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omitidos daqui pra frente), temos:
1 2
= 1/61 Ael A <dwKL€[JKL + ”}/dWIJ> + ( : )
1 I A J KL 2
:—1/d<€ Ne )/\ w E[JKL"‘;W[J —|—(), (289)

onde no tltimo passo fizemos uma integracao por partes e ignoramos o termo de fronteira.
Queremos analisar as derivadas explicitamente, entao temos que sair da linguagem de

formas diferenciais. Usando que:
/ dz# A dz” A dz? A da® = — / €7 4z A\ dat A da® A da® = — / P i, (2.90)

temos:
2
4 /8 6 6 [ E]JKL -+ mKnJLwKL] EMVpUdZLZE + ( ) (291)
Y

Estamos interessados nas derivadas temporais, entao vamos nos concentrar em pu =0 e

inserir todos os demais termos em (---):

2
4 /80 € Gb [ EIJKL + vannJLwKL] abcd41} —I— ( . ), (292)

Oabc

onde definimos €%%*¢ = €%, Implementando o calibre de tempo (2.81), temos:

/(30 el eb l . EZJKL+ 377@K77]LW ] edir+ ()
/80 elel) [ Rein + 35ﬂ5]—mwim] Mo iy (o)
= /80 ( el eie“bcezjk> [wgk + ;yelmkwém] d'z +(--), (2.93)
onde no ultimo passo usamos que:

Ez‘jkquwlm = (5”5]‘7” - 5¢m6jl)wlm = Wiy — Wy = 2(4}1‘]‘. (294)

Assim, chegamos na forma final das varidveis. Definimos o campo elétrico de
Ashtekar como:

1
Ei(z) = ieijke“bce{,ek (2.95)

também chamado de triada densitizada, pois pode ser escrito como o inverso da triada

multiplicada pelo seu determinante.

Definimos também a conexao de Ashtekar ou conexao de Ashtekar-Barbero:

Al(x) = w4 (2.96)

27’“

e vemos pela forma de (2.93), que A% é o momento conjugado a EY.
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Podemos ter uma intuicdo melhor do significado da conexao de Ashtekar ao
analisarmos cada um de seus termos. O primeiro claramente é a conexao de spin relacionada

a triada, ou seja, a solugdo da primeira equacao de Cartan em 3D:
de' +wi Nef = 0. (2.97)
Usualmente, utiliza-se a seguinte notacao para este termo:

) 1.
Il = §ezklw§l. (2.98)

J& o segundo termo exige uma analise mais cuidadosa. Calculando sua contracao

com a triada, temos:

0i i0 b io b dis 0 b d
Ceildy' = =€y = —( gCeiWy = —q 4" Vyeq = qude Vinag = Kae, (2.99)
onde usamos (2.23) no terceiro passo e € = 1% gz = —qu.€; = —ng no quarto. Assim,

somos motivados a definir:
K = W% = K. (2.100)

0

Y em (2.96) pode ser interpretado como a versdo em tetradas da

Deste modo, o termo w
curvatura extrinseca. Podemos reescrever a conexao de Ashtekar como:

Al(z) =T, +yK.. (2.101)

a

Assim, a conexao de Ashtekar possui uma interpretacado geométrica interessante: ela
transporta objetos paralelamente na folha Y com o primeiro termo, mas também produz
um transporte paralelo devido a curvatura extrinseca, devido ao segundo termo. Assim,
ela se mostra muito 1til ao codificar informagoes da folheagao e de como ela esta imersa

na variedade.

Devido a definigao (2.100), temos que impor um vinculo adicional & teoria. Sabemos
que K é um tensor simétrico (2.47), porém, a contragao K'e;, nao carrega esta informagcao.

Assim, impomos o chamado vinculo de Gauss:
Gap = Kl,e) =0, (2.102)

que recebe este nome devido a forma que o mesmo assume na formulacdo Hamiltoniana
da teoria, que é analoga ao vinculo de Gauss nas teorias de Yang-Mills. Pode-se mostrar
?

também que este vinculo gera transformagoes infinitesimais SO(3) [3, pg. 125].

Vemos que as novas variaveis possuem um indice vetorial interno espacial livre.
Assim, podemos utilizar o isomorfismo existente entre R? e SU(2) (associando uma base de
matrizes de Pauli {o;} a estes vetores, por exemplo) para trabalhar com ambas as varidveis

tomando valores em su(2), o que serd extremamente conveniente na teoria quintica.
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Um dos ponto centrais da utilizacdo das variaveis de Ashtekar estd no fato de que

elas formam um par canénico. A algebra que elas estabelecem é entdao dada por:

{AL(2), Ay} = {E(2), B} (y)} = 0, (2.103)
{AL(2), Bj(y)} = 10;0,0(x, y). (2.104)

Apesar de simples, tal dlgebra nao é trivial e é obtida através da analise Hamiltoniana da

teoria. Sua dedugdo de forma detalhada pode ser consultada em [3].
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3 Discretizacao Classica

Seguindo a prescricao de quantizacao do formalismo de spinfoams para a Gravitacao
Quantica de Lagcos, temos como préximo passo a construcao de uma teoria discreta para a
Relatividade Geral Cléssica.

Tal construcgao sera essencial, tanto para a cinematica como para a dinamica da
teoria. A partir da algebra estabelecida em (2.103) e (2.104), poderemos construir uma
algebra de observaveis para variaveis discretas, que levara a algebra de Holonomia-Fluxo,
que estabelecera a cinematica da teoria quantica através de um processo de quantizacao

canonica.

Ja a dindmica da teoria quantica é estabelecida através do formalismo de integrais
de trajetoria. Sabe-se que a amplitude de transicao W (x,t,2’,t"), entre um estado inicial

|z) e final |2’), em um intervalo entre ¢ e t’, pode ser escrita da seguinte maneira:
t i
W(ata', ) = @)U = t)]z) = [ Dla(t)er, (3.1)
t

onde U(t' —t) = e~ #('=1) ¢ o operador de evolucdo temporal e S [z] é a acdo classica.
Porém, podemos escrever a expressao (3.1) através de um processo limite:

Wiz, t,z',t') =N lim /dmne%SN[””"], (3.2)

N—oo
onde N é um fator de normalizacao e Sy[z,]| é a discretizagdo da agao cldssica. Como
exemplo, para um sistema classico no qual a Lagrangiana pode ser escrita como L =T —U,
a discretizacao da agao classica pode ser escrita como:

n=1

- U(xn)>At. (3.3)

Assim, um outro objetivo deste capitulo é encontrar uma acao para a teoria discreta
da Relatividade Geral, de forma que possamos utilizd-la em (3.2) para o calculo das

amplitudes de transicao quanticas.

E importante destacar que ao trocarmos a teoria continua da Relatividade Geral
por uma descrigao discreta da mesma, estamos trocando uma teoria com infinitos graus de
liberdade por um teoria com um ntmero finito graus de liberdade. Assim, ao escolhermos
uma determinada discretizacao da variedade, estamos truncando os graus de liberdade
com os quais iremos trabalhar, o que trara consequéncias na descrigao, como sera discutido

nos capitulos seguintes.

Além disso, vale destacar que este procedimento de discretizacao é diferente da

posterior quantizacdo e ambos nao devem ser confundidos. O fato de que os operadores
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que serao definidos no Capitulo 4 possuem um espectro discreto em nada esta relacionado
com a discretizagao que aqui serda feita. Novamente, o procedimento de discretizagao é
classico e leva a um truncamento dos graus de liberdade de um determinado problema. A

quantizagao é um resultado fisico e é consequéncia somente do problema estudado.

As ideias e técnicas utilizadas neste capitulo surgiram de dois principais campos
de estudo: as teorias de calibre na rede e o célculo de Regge. O primeiro deles tem como
principal objetivo trabalhar com as teorias de calibre de Yang-Mills em um espago discreto,
chamado de rede, e obter uma acao discreta, para calcularmos amplitudes de transicao
numericamente, utilizando (3.2). J& o cdlculo de Regge foi introduzido por Tullio Regge [29],
com o objetivo de descrever a Relatividade Geral apenas em termos geométricos, sem o uso
de coordenadas. Utilizando tais ideias, Ponzano e Regge construiram um primeiro modelo
quantico para a Relatividade Geral em trés dimensoes [30], que motivou os trabalhos

seguintes, que serao descritos neste capitulo.

3.1 Discretizacao do Espaco-Tempo

As teorias de calibre na rede sao construidas em um espago discreto, de forma
que os campos possuem valores definidos apenas nos nds ou arestas da rede. Porém,
a Relatividade Geral ¢ uma teoria completamente diferente das demais, pois o campo
gravitacional nao apenas toma valores no espaco, mas ele proprio dita a geometria do
espaco-tempo. Assim, ao construirmos uma teoria discreta para a Relatividade Geral,
estamos construindo uma discretizacao do espago-tempo em si, o que terda implicagoes

geométricas significativas, como sera visto adiante.

O primeiro passo consiste na escolha de como quebrar o espago-tempo em porcoes
discretas. Tal procedimento serd feito através de triangulagoes. Uma triangulacao é a
divisao de uma variedade d-dimensional em d-simplexos, juntamente com relagoes de
fronteira e orientacoes. Um d-simplexo é a generalizagao de triangulos e tetraedros para
dimensoes arbitrarias, sendo definido como a regiao convexa de M delimitada por d + 1
pontos. Por exemplo, podemos quebrar uma variedade bidimensional em vérios triangulos

(ver Figura 2) ou uma variedade tridimensional em vérios tetraedros.

Um d-simplexo é totalmente determinado pelos d(d + 1)/2 segmentos s que o
delimitam, de forma que podemos definir o que chamamos de espagco de Regge: um
espago de Regge (M, s) é um espago métrico d-dimensional obtido ao colarmos d-simplexos
pelos (d — 1)-simplexos da sua fronteira. O grande trunfo do cdlculo de Regge esta no fato
de que qualquer variedade Riemanniana (M, ¢g) pode ser aproximada arbitrariamente bem

por uma geometria de Regge (M, s) [31].

Para o caso quadridimensional em que estamos interessados, nossa variedade M

sera dividida em 4-simplexos. Um 4-simplexo é uma envoltoria convexa quadridimensional
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Figura 2 — Triangulacao de uma variedade bidimensional.

Triangulagio (A) | 2-complexo(C = A*)
4-simplexo (v) Vértice (v)
Tetraedro () Aresta (e)
Tridngulo (%) Face (f)
Segmento (s)

Ponto (p)

Tabela 1 — Triangulagao de uma variedade quadridimensional.

de 5 pontos. Em sua fronteira temos cinco 3-simplexos, que sao tetraedros. Os tetraedros
por sua vez sao delimitados por triangulos, que sao delimitados por segmentos, que sao
delimitados por pontos. Todas as estruturas citadas sao orientadas de forma arbitraria,
o que serd conveniente na definicao das varidveis. Uma dada triangulagdo de M serd
denotada por A, enquanto a notagao para os componentes da triangulacao podem ser

consultados na Tabela 1.

Com o objetivo de discretizar a Relatividade Geral e suas variaveis dinamicas, é
conveniente introduzir uma estrutura dual a triangulacao construida. Tal introducao ¢é
feita da seguinte maneira: para cada 4-simplexo, que representa uma porc¢ao do espaco
quadridimensional, associamos um vértice, que faz o mesmo papel dos sitios nas teorias
de calibre na rede. Ligando dois vértices, teremos uma aresta, que sao associadas aos
tetraedros, uma vez que dois 4-simplexos sao colados por um tetraedro comum. Entre duas
arestas podemos associar uma face, que esta relacionada ao triangulo comum entre dois
tetraedros colados. A esta estrutura dual a triangulacado damos o nome de 2-complexo,
que é composto por vértices, arestas e faces, todos orientados, sendo denotado por A* ou C.
As relagoes entre os elementos da triangulacao e do 2-complexo podem ser consultados na
Tabela 1. A visualizacao grafica do 2-complexo para um tnico 4-simplexo esta representada

na Figura 3.
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Figura 3 — 2-complexo para um 4-simplexo. Em vermelho temos o vértice (v), em preto as
arestas (e) e em tons de azul as faces (f).

3.1.1 Discretizacao da Fronteira

Pelo motivos mencionados no Capitulo 2, a cinematica da teoria quantica sera
construida em superficies de fronteira. Assim, devemos construir também uma estrutura
discreta para tais superficies. Porém, com as escolhas feitas para a triangulacao do bulk,

nao temos liberdade para discretizar a fronteira arbitrariamente.

A fronteira é uma variedade tridimensional, de forma que a sua triangulacao é
feita por tetraedros, que sao colados pelos tridngulos, que por sua vez sao colados pelos
segmentos, que se juntam nos pontos. Construimos o dual da triangulacao de forma analoga
ao feito em quatro dimensoes, associando um né para cada por¢ao do espago, que neste
caso sao tetraedros. Dois nos sao ligados por um link, que sao associados aos triangulos que
estdo na fronteira entre dois tetraedros colados. Desta forma, o dual da triangulacao forma
um grafo na fronteira, denotado por I'. As relagoes entre os elementos da triangulagdo da

fronteira e do grafo estao na Tabela 2.

E importante observar que o grafo pode ser visto como o dual da triangulacio
na fronteira (I' = (0A)*), como feito no pardgrafo anterior, mas também pode ser visto
como a fronteira do 2-complexo (I' = dA*). Para isso, podemos observar que um segmento
do 2-complexo que corta a superficie na fronteira representa um nod, uma vez que ele

é um tetraedro da fronteira. J& uma face que intercepta a superficie de fronteira esta
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Triangulagao da fronteira (0A) | Grafo (I' = (0A)* = 0A*)
Tetraedro (7) 16 (n)
Tridngulo () link ()
Segmento (s)
Ponto (p)

Tabela 2 — Triangulacao da fronteira.

Figura 4 — Grafo como a fronteira de um 2-complexo para um 4-simplexo. Em vermelho
temos o n6 (n) e em preto os links ({).

associada a um link, uma vez que ela ¢ dual aos triangulos. Tais relagoes estao representadas

graficamente na Figura 4.

Reunindo as informagoes, temos entao que a discretizagao da fronteira é representada
por um grafo, que é um conjunto de nés e links (I' = {n, ¢}), no qual os links possuem
uma orientagdo arbitraria. Um tetraedro possui quatro tridngulos na sua borda, de forma
que, pela associacao feita, para cada né teremos 4 links em nosso grafo, ou seja, nosso
grafo é quadrivalente. Uma representacao de uma segao de um grafo genérico com estas

caracteristicas esta na Figura 5.
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Figura 5 — Segao de um grafo quadrivalente orientado. Em vermelho temos os nés (n) e
em preto os links ().

3.2 Discretizacao das Variaveis Dinamicas

A estrutura introduzida na secdo anterior torna a discretizagao do espago-tempo
muito semelhante aquela feita para as teorias de calibre na rede, se associarmos os sitios da
rede com os vértices (ou nés, na fronteira). Assim, o préximo passo consiste na discretizacao

das varidveis classicas introduzidas no Capitulo 2.

Sabemos que temos uma conexao w, que toma valores em sl(2, C), responsavel pelo
transporte paralelo continuo na variedade. Porém, com um espago discreto o transporte
paralelo ¢ feito de forma discreta, ou seja, precisamos de um elemento que faca o transporte
entre um vértice e outro. Desta forma, assim como nas teorias de calibre, associamos um
elemento do grupo, que é a matriz de transporte paralelo gerada por w, a cada aresta e,

responsavel por fazer o transporte paralelo entre dois vértices:
U, = Pele®, (3.4)

onde P ¢é o operador de ordenamento de caminho, necessario pois estamos trabalhando
com grupos nao-abelianos. Ele é definido a partir da expansao da exponencial em séries de

Taylor:
Pehe =1+ /ﬂ +/0 s /o diry* (s)wu(Y()V" (B)wn (v(E) + -+ -, (3.5)

onde, por exemplo, o termo quadratico pode ser escrito como %73 f7 w fv w. A nova variavel

discreta U, é chamada de holonomia e é um elemento do grupo SL(2,C).

A holonomia serd uma variavel essencial em nossa construcao, de forma que
precisamos estuda-la mais profundamente. Se v é uma curva continua na variedade, a

holonomia da conexao w ao longo de v é definida pela equacao:

d

TU(s) = () (v(5))U (s) = 0 (3.6)

e pela condicao U(0) = I, onde 4#(s) é a tangente & curva. E ficil notar que (3.4) é

solucdo de (3.6), se identificarmos a curva v com a aresta e adotarmos que U = U(s = 1),
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para uma parametrizacdo da aresta com um parametro s variando entre 0 e 1. A notacao

compacta utilizada em (3.4) pode ser traduzida para:
1
Uy =Pexp | [ dsi(9)anlr()]: (3.7)

Outra propriedade fundamental da holonomia é a forma como ela se transforma sob
transformacoes de calibre na conexao ao longo do caminho de integracao. Como resultado,

temos que a holonomia se transforma como:
U, = A(0)U, A (3(1)) (3.8)
ou, utilizando a notagao da discretizacao no 2-complexo, que sera a usual daqui em diante:
Ue = A UA 5 A, Ay, € SL(2,C), (3.9)

onde s, é o vértice de onde sai a aresta e t, é 0 vértice onde a aresta chega (de source e

target, no inglés). Ou seja, as transformagoes de calibre acontecem apenas nos vértices.

Por fim, definimos a holonomia com orientacao contraria como sendo o inverso da

holonomia na orientacao usual, ou seja:

U.=U" (3.10)

E importante citar que a utilizacdo do termo holonomia na literatura de Gravitacio
Quantica de Lagos, em geral, difere da literatura matematica. Aqui, a variavel holonomia
nao precisa ser integrada ao redor de um loop fechado, como normalmente é definida em

textos matematicos.

Com estas defini¢oes, vemos ainda mais semelhangas entre as teorias de calibre
e a forma como estamos construindo nossa teoria. A holonomia desempenha o mesmo
papel das linhas de Wilson, sendo definida da mesma maneira e se comportando da mesma

forma sob transformacoes de calibre.

Como discutido, a variavel conjugada a conexao em 4 dimensoes é a 2-forma B. Uma
2-forma pode ser integrada em uma superficie, de forma que discretizamos B integrando-a
nos triangulos da nossa triangulagdo. Como os triangulos sao unicamente associados com
as faces, a variavel pode ser discretizada como:

Bi= | B. (3.11)

te
A 2-forma B toma valores em sl(2,C), de forma que By € sl(2,C).

A nova variavel By nao se transforma apenas nos vértices sob transformacoes
de calibre em um calibre arbitrario. Por isso, consideraremos que a definicdo de By é

tomada em um calibre que a holonomia pode ser quebrada em dois fatores, cada um deles
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correspondendo a holonomia de uma metade da aresta (U, = US U ), sendo a holonomia
da segunda metade igual a identidade (U; =), além de assumir a conexao constante no

tridngulo ¢;. Com estas condigoes, B se transforma apenas nos nos [1, pg.134].

Logo, temos as variaveis do nosso espaco de fase discreto (U, Bf) € SL(2,C) x
sl(2,C). Com esta estrutura, podemos fazer a teoria hamiltoniana para as varidveis
discretas, calculando os colchetes de Poisson entre as variaveis, utilizando técnicas de
teoria hamiltoniana na rede, aproveitando as propriedades do grupo envolvido. Porém, tal
passo sera essencial somente para as variaveis na fronteira, que levarao a cinematica da

teoria quantica. Assim, o mesmo sera desenvolvido na proxima secao.

3.2.1 Variaveis da Fronteira

Na fronteira, a discretizagdo natural levaria a varidveis (By, Uy), assim como as
definidas na se¢ao anterior, porém discretizadas no grafo da fronteira. Ambas sao associadas
aos links, pois a holonomia na fronteira fara o transporte paralelo entre dois nos e a 2-forma
B ainda sera integrada nos triangulos, que na fronteira sao duais aos links. Porém, podemos
utilizar alguns resultados presentes no Capitulo 2 para simplificar a teoria e que trarao

consequéncias fisica importantes.

Sabemos que na fronteira, devido ao vinculo de simplicidade linear (2.87), as
componentes elétricas e magnéticas da 2-forma B sdo proporcionais, de forma que podemos
trabalhar apenas com uma delas sem perda de informacao. Em particular iremos trabalhar

com a componente magnética L’. Utilizando (2.83) e que:
(xe A e)?F|g = €%, el Aet|y =0, (3.12)

no calibre de tempo, temos:

Li = ge’jkej A e (3.13)

A discretizacdo de B nos links implica na discretizacio de L! também nos links, de forma
que temos:
) 1 . )
L, = —¢", / el A er. 3.14
¢ 2,}/ Ik e ( )
Porém, podemos mostrar que a L’ estd completamente ligada ao campo elétrico de

Ashtekar. Partindo de (2.95), podemos introduzir a 2-forma:

. 1 .
El = 5eabcE‘“da;b A daz®. (3.15)
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Substituindo a definicao (2.95), temos:

E' = ;eabc Beijke“deede daz® A dz®
i (0502 — 0507) ehebda® A da®
; ]kedekdaj A dz©

= Eeijkej A e

Ou seja, E° reproduz a componente magnética L* a menos da constante ~y, de forma
que podemos trabalhar com ela nas superficies de fronteira. Discretizando E* nos links,

temos:

Ej=_é; [ ¢ e (3.16)
2 ty

A nova varidvel discreta tem uma interpretacdo geométrica que sera fundamental

na teoria quantica. Sabemos que a area de uma superficie pode ser dada por:

Ag = /S &0\ [det(h),

onde h é a métrica induzida na superficie S. Seguindo a mesma légica do formalismo
ADM, teremos uma métrica induzida em S, que pode ser escrita como hg, = Qap — TaTs,

onde 7, ¢ normal a superficie. Escolhendo coordenadas em que 2® = 0 define a superficie,

By = (911 Q12) ' (3.17)

hqy pode ser escrita como:

q12  g22

Usando que ¢® C’ba onde C% é a matriz dos cofatores, temos que ¢ det(h).

det
Substituindo, temos:

Asg _/d o\/det(q)g® —/de/det J2e3edoi —/d%,/E?»ESéw —/ B (3.18)

Assim, o vetor definido por E! fornece a drea do tridngulo associado ao link ¢ e é normal a

det(q)

superficie do mesmo.

Utilizaremos entdo E¢ como nossa variavel discreta. Porém foi visto no Capitulo
¢
2, que a variavel conjugada a E° nas superficies de fronteira é a conexao de Ashtekar.
Assim, nosso par canonico que sera utilizado na teoria quéntica sera (E¢, A*). de forma
Y 7 al?
que temos que discretizar a conexao. A discretizacao serd feita da mesma forma que na

secao anterior: a conexao sera discretizada através da holonomia associada a cada link:
A
= Pele, (3.19)

onde a notagao compacta pode ser traduzida como:

Uy = Pexp U dsi(s) Al (v(s)7i| | (3.20)
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onde v#* é a curva que percorre o link ¢ e 7; sao os geradores de su(2). Assim, nossa

holonomia assume valores no grupo SU(2) na representacao fundamental.

Com a definicdo das variaveis discretas, percebemos uma estrutura semelhante a da
segao anterior. Nosso espago de fase sera dado por (U, Ey) € SU(2) x su(2) ~ T*SU(2).
Com esta estrutura, os colchetes de Poisson entre as variaveis discretas ja sao conhecidos,

devido a estudos de teoria Hamiltoniana na rede e podemos apenas enuncié-los:

{Ufa Uf/} = 07 (321)
{Eé, Ez,} = 75@@/61']']6515, (322)
{Ug,Eé/} = 75gg/UgTi. (323)

Podemos porém construir cada um dos colchetes individualmente. O mais trivial
surge de (3.22), uma vez que associamos E} com elementos da dlgebra de su(2). Assim, os
colchetes deverao reproduzir as relagoes ja conhecidas para momento angular, a menos do
fator 7. J& para (3.21), basta expandir a holonomia em termos da conexao e substituir
(2.103).

Para o cdlculo de (3.23), precisamos de mais cuidado. Sabemos de (2.104) que o
colchete entre as variaveis é nulo, a menos que elas sejam avaliadas no mesmo ponto,
devido ao d(x,y). Assim, antecipando este fato, a menos que ¢ = ¢’ os colchetes serao

nulos, de modo que podemos escrever:
(U By} = {Pelet BLL = {Peli? B} oy

Podemos quebrar a holonomia em trés parcelas: a primeira seré feita integrando a conexao
na primeira metade do link e a dltima integrando na segunda metade. No ponto do link
em que ha a intersecdo com o triangulo t,, ou seja, o inico ponto que gera um termo nao

nulo nos colchetes, criamos um pequeno intervalo de comprimento € e tomamos o limite:
U = Pelit = timPele pel Apel-, (3.24)
Inserindo nos colchetes, temos:
A {113% PeliApel.Apel A, E;;} See

= lim U {Pe)-*, B} U7 ou

= lim U {11 + [ air, E;;} U 600

= lim U { / Al ida®, ;ebcd /t By A dyd} U7 60

= lg% ;UjTjebcd /gdx“ \ dy® A dy* {Afl(x), Ebi(y)} Uy, b

= 11—% ;U;Tjebcd /€de /te dy® A dy*~y§9626 (x,y) Uy S

= %UZTiUZ_égg/eabc /dx“ dy® A dy°s (x,y) .
€ ty
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O resultado é independente da escolha de coordenadas, assim podemos trabalhar em um

2 23 definem o plano do tridngulo.

sistema ortogonal, em que z' define a direcao do link e x
Com essa escolha, a =1 e b, c = 2,3, gerando um fator de 2 na contracao dos indices b e c.

Além disso, o delta tridimensional acaba com as integrais, de forma que podemos escrever:
{Ug, Eé/} = ’YU;TiUZ_(;gg/.

Por fim, podemos utilizar que a definicdo de B, e consequentemente de E?, é tomada em

um calibre especifico, em que U, =T e U, = U, de forma que provamos (3.23):

{Ug, Eé/} = ’Y(Sgg/UgTi.

As relacoes (3.21), (3.22) e (3.23) sdo chamadas de Algebra de Holonomia-Fluxo

e serdao o ponto de partida para a quantizacao da teoria.

3.3 Discretizacao da Acao

Como discutido, temos que encontrar uma acao discreta para a Relatividade
Geral, para que possamos utilizd-la em (3.2) e construir a dindmica da teoria quéntica.
Inicialmente, uma ac¢do com estas caracteristicas foi proposta por Regge [29] e ela se
mostrou uma boa agao para a Relatividade Geral em trés dimensoes [30], uma vez que ela
converge para a acao de Einstein-Hilbert, no limite em que a variedade de Regge converge
para uma variedade Riemanniana. Anos mais tarde, a ideia de Regge foi generalizada
para teorias BF associadas a um grupo de calibre G, em quatro dimensoes, em um campo

chamado de teorias topolégicas na rede [32].

Desta maneira, podem ser utilizadas as ideias vindas destes campos na construcao
de uma agao discreta, uma vez que a Relatividade Geral é uma teoria BF, mas que
deve satisfazer o vinculo de simplicidade, como discutido em 2.5. Tal acao foi proposta
inicialmente em [33] para o caso Euclidiano e generalizada em [8] para o caso Lorentziano,

podendo ser enunciada como:
Spise = Y Tra(BilUy), (3.25)
£

onde By € g é o elemento da algebra associado as faces do 2-complexo e Uy € G é o
elemento do grupo associado também a face. Aqui trabalharemos com um grupo geral G,

enquanto no Capitulo 4 especificaremos o grupo de interesse.

Como foi visto, a holonomia U, é associada as arestas do 2-complexo. Assim, para
associar um elemento do grupo a uma face basta compormos os elementos associados a

cada uma das arestas que circundam a face f:

Ur=U,, ... U, (3.26)
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onde as arestas eq,...,e, delimitam a face f.

A agdo (3.25) pode ser qualitativamente interpretada ao ser comparada com a agao
de Holst na forma (2.76). Temos um elemento da algebra do grupo em cada uma das
agoes, representado por B em (2.76) e por B em (3.25). Em ambas também temos um
termo que captura a curvatura: em (2.76) temos o tensor de curvatura F7/| ja em (3.25) a

curvatura é capturada por Us.

Uma das definigbes do célculo de Regge impoe que a curvatura da variedade esté
concentrada nos (d — 2)-simplexos, que sao chamados de hinges. Em 4 dimensoes, a
curvatura esta entao nos tridngulos. Porém, os tridngulos sdo duais as faces, de forma que é
natural esperar que o elemento Uy capture a curvatura. Sua interpretacao pode ser feita da
seguinte maneira: se Uy = I significa que ao sairmos de um determinado vértice e fazermos
sucessivos transportes paralelos pelas arestas eq,. . .,e, voltando para o mesmo vértice nao
encontramos nenhum efeito de curvatura, ou seja, um vetor transportado ao redor da
face f por Uy nao sofrera nenhuma alteragao. Porém, se Us # I significa que teremos uma

operacao resultante, devido a curvatura.

E importante ressaltar que as andlises aqui realizadas sdo apenas qualitativas,
destacando os aspectos geométricos da acao 3.25. O fato de que ela é uma boa acao
discreta estd ancorado no resultado de que ela converge para a agao da Relatividade Geral

no limite continuo [33].
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4 Gravitacao Quantica de Lacos

Nos capitulos anteriores toda a teoria da Relatividade Geral foi reformulada em
novas variaveis e em um espago discretizado. Neste capitulo construiremos uma teoria
quantica nao-perturbativa e independente de background da Relatividade Geral, chamada

de Gravitacao Quantica de Lacos, utilizando o formalismo de spinfoams.

O capitulo sera dividido em duas principais partes: uma construindo a cinematica

e outra a dindmica da teoria quantica.

4.1 Cinematica

Por cinematica de uma teoria quantica entede-se a definicao espago de Hilbert e da
algebra de observaveis da mesma. Seguindo a prescricao de quantizacao do formalismo de
spinfoams, a cinematica é construida a partir de um processo de quantizacao candnica, em
que as variaveis sao promovidas a operadores quanticos e os colchetes de Poisson classicos
sao promovidos a comutadores. A utilizacao deste procedimento de quantizacio para a
cinematica surgiu no formalismo canonico da teoria, onde os vinculos encontrados no
formalismo ADM séao resolvidos na teoria quantica levando exatamente a teoria que iremos

descrever nesta segao [3].

E importante salientar que a cinemética serd construida nas superficies 3D definidas
no Capitulo 2, ou melhor, em uma teoria discreta, como definido no Capitulo 3, a cineméatica
sera construida com estados no grafo da fronteira. Ou seja, utilizaremos técnicas de
quantizacao candnica para definirmos a fronteira que serd utilizada pelo formalismo de
spinfoams para a implementacao da dinamica, como sera discutido na secao seguinte. Deste
modo, o problema a ser resolvido é encontrar uma representacao para os operadores que

levem a relagoes de comutacao que espelham a algebra de holonomia-fluxo.

Assim, espelhando (3.23), procuramos operadores que satisfacam :
|Us, B}y = by Upr. (4.1)

Uma escolha de representacao natural é trabalhar na representacao da holonomia, ou seja,
em analogia com a mecanica quéantica para particulas, em uma representacao em que a
holonomia U, faz o papel de coordenada, enquanto a variavel F, faz o papel do momento.

Assim, a principio, o nosso espago de Hilbert associado a um grafo I' seré:

S = L* [SU(2)%,dU,| (4.2)

I Durante toda a dissertacdo utilizamos o sistema de unidades naturais, em que 87G = ¢ = 1. Porém,

neste capitulo manteremos explicitamente a constante i a fim de evidenciar os efeitos de quantizacao.
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ou seja, o espaco de fungoes de quadrado integravel de SU(2)%, segundo a medida de Haar
(A.37), onde L é o nimero de links no grafo, uma vez que associamos uma holonomia a

cada link. Como um espaco de Hilbert, .7 tem um produto interno definido por:

Wlo) = [ dUB(U)s(h). (4.3)

U(2)

Nesta representacio, os estados ¢ (U,) € L?[SU(2)Y, dUy| sao fungdes dos elementos
do grupo SU(2), de forma que o operador holonomia U,? é um operador multiplicativo.
Temos agora que encontrar um operador E} que satisfaca a relagao de comutacio (4.1).

Nesta representacao, tal operador é definido por:
By = yhJj, (4.4)

onde J; sdo os campos vetoriais invariantes 4 esquerda, definidos a partir da acio

nos estados 1 (U) por:

TH(U) = ~i S (Ue)

onde 7" sdo os geradores de su(2). O operador E} é comumente chamado de operador

(4.5)

;
t=0

triada.

Um grupo de Lie admite duas dlgebras de campos vetoriais: os campos invariante
a esquerda e a direita. O ponto fundamental é que tais campos sao isomorficos a algebra
de Lie do grupo, de forma que o colchete de Lie entre eles a define completamente. Uma

discussao detalhada dos campos vetoriais invariantes pode ser encontrada na referéncia [34].

Apesar de ser uma escolha natural, temos que mostrar que de fato a representacao
do operador E; em termos dos campos vetoriais invariantes a esquerda satisfaz as relagoes

de comutacao (4.1):
U B 0(U0) = UiEiw(U) — BUwU) =2 (Ui (U0) = J; s V)
=h [Ue <—’idw(Ue€tTi) ) + Zi (UeetTiw(UgetTiD ]

=0 —o

dt dt
+elm iw(U ™)
t=0 dt ‘

dt
== ih’yUgTiw(Ug).

= h [—iU,{dw(Uﬂi)

+ iU, (#Wwwet“)
0

)

Assim, o operador triada na forma (4.4) obedece as relac¢oes de comutacao (4.1), quando o

t=

operador holonomia é um operador multiplicativo, ou seja, na representagao da holonomia.
Os demais colchetes de Poisson cldssicos (3.21) e (3.22) sao trivialmente satisfeitos, uma
vez que os campos vetoriais invariantes a esquerda satisfazem as relagoes de comutagao de

su(2) e os operadores holonomia sao multiplicativos.

2 Com o objetivo de manter uma notacio mais limpa, nido serd usada a notacdo U, para denotar um

operador quantico. Assim, deste ponto em diante, a menos que seja dito o contrario, U; e E, sao
operadores em 5.
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E interessante notar as semelhancas da representacao da holonomia com a repre-
sentagao da posicao da mecanica quantica de particulas: a holonomia, que é andloga as
coordenadas, ¢ um operador multiplicativo, enquanto o operador triada, que é analogo aos

momentos, ¢ um operador derivativo no grupo.

4.1.1 Quantizacdo da area

Como foi mostrado em (3.18), a varidvel E} determina a area do tridngulo associado
ao link (. Assim, ao promovermos Ej} a operador, podemos definir também um operador

de 4rea:

A= ’Yh’ﬂ (4.6)

Sabemos porém, que J* sdao os geradores do grupo SU(2), de forma que \j]Q éo
operador de Casimir de SU(2) (ver Apéndice A). Os autovalores do operador de Casimir

sao conhecidos: sao dados por j(j + 1), onde j € N/2. Assim, a area é quantizada, com os

A, = vhieGe + ). (4.7)

Devido as analogias com a mecanica quantica de momento angular, os nimeros quanticos

seguintes autovalores:

J¢ sao chamados de spins. Como sera visto adiante, a base de estados terd como um dos

seus numeros quanticos os spins associados a cada um dos links.

Estamos trabalhando em unidades 87G = ¢ = 1, porém podemos restaurar as

constantes para interpretarmos a quantizacao da area fisicamente:

8tGyh
Aj, = 3 VJe(e +1). (4.8)

Assim, definindo a escala de comprimento l?;Q L= 8”g7h’, temos:
lrga = 8™l piancks (4.9)

onde lpjgner € 0 comprimento de Planck (Ipjaner ~ 10_35m), que ¢é a escala de comprimento

onde espera-se que os efeitos quéanticos se tornem dominantes na descrigdo da gravitagao.

A quantizacdo da area é um resultado fundamental e uma das previsoes da teoria
da Gravitacao Quantica de Lacgos: qualquer interacdo que dependa da area sofrerd efeitos

de quantizacao.

4.1.2 O espaco de Hilbert Fisico e a base de spin-network

Os estados no espago de Hilbert 74 definido em (4.2) ainda nao sao os estados
fisicos da teoria, pois 0os mesmos nao sao invariantes por transformacoes de calibre. E
importante recordar que a teoria formulada na linguagem de tetradas ¢ invariante por

Transformagoes de Lorentz Locais (2.15). Tais transformagoes de calibre atuam na conexao,
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de forma que a holonomia se transforma como visto em (3.9). Lembrando que na teoria
discreta construida as transformacoes de calibre acontecem apenas nos nés, nossos estados

invariantes devem ser da seguinte forma:

Y(Ur) = (A, Uhy,b), (4.10)
onde As,, Ay, € SU(2) e sp indica o né de onde sai o link e t, o n6 onde ele chega.

Tais invariancias por transformagoes de calibre podem ser implementadas através

do vinculo de Gauss ou vinculo de fechamento:

Gut) = 0, (4.11)
onde o operador G, ¢é definido como:
Gn=Ey, + Ep, + Eyy + Ey, (4.12)
e l1,...,04 880 os links associados ao né n.

Podemos prontamente mostrar que a condigao (4.10) e a equagao de vinculo (4.11)
sao equivalentes. Como a orientacao dos links é arbitraria, podemos escolher todos os links
orientados para dentro do né n, de forma que n = t,. Assim, fazendo uma transformacao
de calibre A,' = e~ € SU(2), temos:

BUD) = (U ™™) = $(U) + 3 LU )

t+4--- 4.13
7 dt + ’ ( )

t=0

onde expandimos w(Uge_”i) na segunda igualdade. Ou seja, para que os estados sejam

invariantes pelas transformagoes de calibre nos nés, temos que ter:

d i
- U —ir
%: dtw( e )

=iy Ju(Us) =0, (4.14)

ou seja, recuperando os fatores de yh, chegamos a relagdo (4.11).

O nome vinculo de fechamento surge devido a uma interpretacao geométrica
interessante. Foi visto no Capitulo 3 que a variavel Eg pode ser interpretada como um
vetor normal as superficies dos tridngulos associados aos links, com a norma dada pela
area do tridngulo. Assim, o vinculo (4.11) indica que as quatro normais as faces de um
tetraedro associado ao né n somam zero, que ¢ a condi¢ao geométrica de existéncia de um

tetraedro fechado.

Introduzido o vinculo, podemos introduzir um outro espaco de Hilbert, com estados
que satisfazem a condigdo (4.11). Tal espaco abrigard os estados fisicos da teoria, ou seja,
aqueles estados que sdo invariantes por transformacgoes de calibre da forma (4.10). A este

espago damos o nome de espaco de Hilbert fisico, definido por:

Kr = L*[SU(2)%/SU(2)N, dU,), (4.15)
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pYUI™ (U, n

7

Figura 6 — Matriz de Wigner associada a um link £. Os indices m e n se transformam de
acordo com as transformagoes de calibre em cada né.

onde N é o nimero de ndés no grafo I' e a notacao de espago quociente leva a um
interpretagdo de Kr como o espago de fungoes quadrado integraveis de SU(2) em cada

link, que sao invariantes por transformacoes de calibre nos nos.

Definido o espago de Hilbert fisico, podemos procurar uma base de estados para o
mesmo. Como consequéncia do teorema de Peter-Weyl (A.41), podemos escrever o espago

de fungoes quadrado integraveis do grupo SU(2) na forma:

L*[SU(2),dU] = @H ® H;. (4.16)

Como associamos um espaco H; para cada link, temos:
L*SU(2)%,dUy) = ®@Hﬂ @ H;, = DQQHj, @Hj,- (4.17)

Podemos porém fazer uma recontagem, uma vez que estamos interessados em espacos
invariantes por transformacoes de calibre nos nés. Ao associarmos um espago H; @ H;
por link estamos associando um espaco H; com cada metade de um link, pois cada espago
deste se transforma de acordo com o n6 adjacente a ele. Na linguagem de representacoes
irredutiveis do grupo, estamos associando uma matriz de Wigner com cada link e cada
um de seus indices se transforma de acordo com transformacoes no né adjacente, como
representado na Figura 6. Assim, ao invés de fazermos um produto tensorial nos links,
podemos fazer um produto nos nés, com um espaco H; diferente associado a cada link

naquele no:

L*[SU2)",dU)) = P R (Hj, @ Hj, @ Hyy @ Hj,). (4.18)

Je 1
Ao analisarmos o espago (4.18) podemos construir o espaco de Hilbert fisico, ao

inserirmos a invariancia por transformagoes de calibre nos noés:

Kr = L*[SU((2)"/SU2)Y,dU) = P Q) Invsue) (Hj, @ Hj, @ Hj, @ Hj,).  (4.19)

je 1
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Uma base para este espago é conhecida, sendo dada pelos intertwiners quadrivalentes (ver

A1.1):
g2k mn (K J3 Ja
b mgmams = ( ) e® ( ) , (4.20)

my Mg M n o ms My
onde o0s objetos entre parénteses sdo os simbolos 3j de Wigner e e)™" ¢ o tensor invariante
SU(2) na representagao H,;:

6(]) — (_1)j7m5m’7n e 6(])mn e (—1)jim(5myin, (421)

mn

Os intertwiners quadrivalentes formam uma base para o espago de objetos invariantes por
transformagoes SU(2) em quatro representagoes dadas. Por exemplo, na base de ntimeros
magnéticos, um estado no né n invariante por transformagodes SU(2) pode ser escrito

COIMoO:

‘knajb s 7j4> = Z L$2m2m3m4 ’jla m1> |j27 m2> ‘j37 m3> ’j47 m4> . (422)
mi1maomsmy

Sabemos que o simbolo 3j é nulo, a menos que os spins da linha superior satisfacam

as condigoes de Clebsch-Gordan entre eles. Assim, k é um spin, ou seja, um semi-inteiro,

que deve satisfazer:
max||jy — jol, [j3 — jal] <k <minljy +jo,jz+ja] e J1+jetk s+t k€Z, (4.23)

ou seja, k é um spin associado ao no, que carrega a liberdade residual do espaco invariante.

Podemos construir explicitamente os estados em Kr, utilizando uma outra con-
sequéncia direta do teorema de Peter-Weyl: as matrizes de Wigner formam uma base para

o espago de fungoes quadrado integraveis de SU(2) (A.40). Assim, podemos escrever:

Y(U) = 3 i DV (U): $(U) € L[SU(2),dU]. (4.24)

jmn

Para um grafo com L links, temos entao:

WU) = X Ggommpmn DY Un) - DU (). (425)

Jesme,me
Os estados desta forma porém nao sao invariantes de calibre. Podemos analisar o compor-
tamento de (4.25) sob transformacoes de calibre ao realizar uma transformagao apenas em

um no. Escolhendo orientar todos os links entrando no no, temos:

VU) = Y Chmpn DI (AU, )DY™ (AU, )DY™ (AU, ) DYY™  (AUL,)

Je,me,myg

« pUs)ms (U,) - .. plz)me UL,).

ns nr

(4.26)
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Como DY (U) é uma representacio, temos que D(UV) = D(U)D(V'), assim:

> Chomen DU (MDY () DY (A) DU (A)

. 3
Jesmg,myg

5 D(J’l)nﬁ (Ugl)D(h)né (UZQ)D(j3)nl3 (Uga)D(jzx)nf;M(U&l) (4.27)

n3

x DY (Uy)--- DYP™E (),

Logo, para que o estado seja invariante por transformacgoes de calibre nos nés, precisamos
em cada né de um objeto invariante por transformagoes SU(2) com quatro indices, ou seja,

um intertwiner quadrivalente. Assim, um estado invariante de calibre é escrito na forma:

U,) = Z ngknbzlm2m3m4 . LZZL 3ML-2ML—1ML (1) (Ug,)---D () (U, ), (4.28)

N miny mrny,
jékn
que também pode ser escrito como:

Ue) = 2 Cioka ik (U), (4.29)

jan
onde ¥k, (Up) sao as chamadas fung¢ées de onda spin-network. Em outras palavras,
Yk, (Ug) sdo os estados |jg, ky) na representacao da holonomia. Eles podem ser escritos

na forma compacta:
Uik (Ue) = (Utlje; kn ® Ly T ® DY (1y). (4.30)

Para esta base de estados para K damos o nome de base de spin-network.

A notagao usada em (4.30) indica que temos um intertwiner quadrivalente associado
a cada nd, com o respectivo nimero quantico k,, e uma matriz de Wigner associada a
cada link, na representacao j,. O simbolo - indica que os intertwiners estao contraidos
com as matrizes de Wigner seguindo a estrutura do grafo I'. A Figura 6 mostra como sao

associados os indices das matrizes de Wigner com os indices dos intertwiners em cada no.

A estrutura de contracao entre intertwiners e matrizes de Wigner estd indicada
esquematicamente na equacgao (4.28). Para descrevé-la explicitamente, é preciso especificar
um grafo em particular. Como exemplo, considere um grafo tetravalente de trés nds, como

na Figura 7. Um estado spin-network para este grafo é:

= D Gy naname gunamans DOy (U, ) DG, (Ur,)
s ’ ’ (4.31)
x DY (Ue,) D, (Ue,) DS, (U ) D), (U

Ha um outro operador geométrico fundamental na Gravitacao Quantica de Lacos:

o operador de volume. O volume de um tetraedro classico é dado por:

V- mel.(gg < Ay (4.32)
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Figura 7 — Grafo quadrivalente com trés nés. Como exemplo, um estado spin-network
para este grafo pode ser montado como feito em (4.31).

onde ffl ¢ o vetor normal ao tridngulo da face, com norma dada pela area daquele triangulo.
Um tetraedro ¢ delimitado por quatro tridngulos, mas qualquer escolha de trés triangulos
gera 0 mesmo volume pela equacao (4.32), uma vez que o vetor A, estard vinculado aos

demais pelo vinculo de fechamento (4.11).

A quantizacao do observavel volume é direta, uma vez que os operadores E, sao
normais aos tridngulos e tem norma dada pela area dele. Assim, o operador volume é dado

por:

Vo = ?\AE&-(E@Q X Ey,)| = ?(vﬁ)m\/ml.(]b X Jg,)|- (4.33)

Como associamos os tetraedros aos nos na nossa discretizagao, o operador de volume
também estd associado a cada nd. Observa-se assim que o niimero quantico associado ao
no pode ser o autovalor de volume v,, ao invés do nimero k,. Tal mudanca ¢ feita ao
calcularmos os elementos de matriz de V,, na base |k,) e diagonalizarmos a matriz, obtendo
os autovalores e autoestados de V;,. Nesta nova base, é possivel escrever as fung¢oes de onda

de spin-network como:

¢jzvn(U€) = <Ug’jg, Un> = ® byy T ® D(je)(Uﬁ)- (434)
n ¢

E importante destacar que o cdlculo do espectro do operador de volume é um
problema mais complicado, sem uma féormula simples para spins arbitrarios, como temos
para o operador de area. Além disso, é importante observar que a forma (4.33) sé é
valida para uma discretizacao construida a partir de tetraedros, uma vez que ela usa
explicitamente o volume de um tetraedro classico. Porém, formas mais gerais podem ser

construidas para diversas geometrias.

Outra consideracao importante acerca dos estados spin-network é que eles nao

diagonalizam completamente a métrica espacial. Geometricamente falando, os autovalores
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de area e volume nao contém informacoes suficientes para reconstruir a geometria de um
tetraedro classico. Tal conclusao é classicamente esperada, uma vez que para especificar
completamente um tetraedro precisamos de seis informacgoes, que podem ser trés vetores
que especificam trés lados com uma origem em comum no ponto de uma das quinas do
tetraedro, por exemplo. Porém, com a areas dos triangulos que delimitam o tetraedro e o

volume temos apenas cinco graus de liberdade especificados.

Quanticamente tal incerteza no formato dos tetraedros pode ser vista na perspec-
tiva dos principios de incerteza. Podemos introduzir um novo operador, que nos dara a

informacgao do angulo diedral entre dois tridngulos de um tetraedro:
Egl.EgQ = (Agl ﬁgl).(AgQﬁgQ> = AglAgQ COSs 9@152. (435)

Podemos entao calcular o comutador de dois operadores para dois angulos diedrais

diferentes:

[Ey, Ey,, Ey, By = (h) 40, ey, Jo, -]
(h7)4[<]e1 51]7‘]&‘]656161]
(hfy)“[Jg1 ng] 5UJ£35M
= (hm)* ie™ 5nggS5kz
= (hy)* iGiijeljézjzg
= ihyEy, (Ey, x Ey,). (4.36)

Ou seja, o comutador é proporcional ao operador de volume, que é nao nulo no geral. Pelo

principio da incerteza sabe-se que dados dois operadores A e B, temos:
1
AAAB > §| ([A, B]) |- (4.37)

Assim, para o nosso caso, temos:

P B (B, x B (1.33)

A(Efl‘Eb)A(Efl'Efa) =

Devido a relagoes de incerteza, como (4.38), o formato dos tetraedros nao sao

bem especificados no regime quantico. Assim, a interpretacao da geometria discreta na
forma de pequenos tetraedros é imprecisa e deve ser usada apenas como uma imagem que
pode auxiliar na visualizagao dos estados quanticos. Somente no limite semi-classico tal

perspectiva geométrica é retomada, como sera discutido no Capitulo 5.

Por fim, devemos lembrar que a nossa prescricao de quantizagao trunca os graus
de liberdade da Relatividade Geral ao realizar a discretizagdo das superficies espaciais em
um grafo I'. Assim, podemos obter resultados melhores da teoria ao refinarmos o grafo,
ou seja, aumentarmos o nimero de nds. Da mesma forma, o espaco de Hilbert fisico Kr

nao é o espaco completo da Gravitagao Quantica de Lagos, mas sim o espago de Hilbert
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associado a teoria truncada a um grafo I'. O espaco de Hilbert completo é obtido tomando

a soma sob todos os grafos abstratos possiveis:
Haqr = P Kr. (4.39)
r

Tal distingao ficara clara ao aplicarmos a teoria a Cosmologia no Capitulo 6, pois esco-
lheremos explicitamente um tnico grafo para representar o espaco, além de mostrar as

possibilidades de refinamento dos grafos.

4.2 Dinamica

Por dindmica de uma teoria quintica entende-se a parte da mesma que define a
evolucao temporal dos estados. No formalismo de spinfoams, a dindmica ¢é definida a partir
das amplitudes de transi¢ao (3.1). Assim, nosso objetivo é construir uma expressao para
as amplitudes de transi¢ao para um 2-complexo, dada uma configuragdo definida no grafo

da fronteira.

421 Omapal,

Para o calculo das amplitudes de transicao iremos trabalhar com estados no espago-
tempo, ou seja, estados 4D, discretizados no 2-complexo. Tais estados sao fungoes da
holonomia da conexao de spin (3.4), ou seja, sdo fungoes de elementos do grupo SL(2,C).
Porém, na fronteira trabalhamos com estados que sao fungoes de SU(2) e precisamos de
alguma forma conectar as informagoes da fronteira com as do bulk. Tal conexao sera feita

utilizando o vinculo de simplicidade linear (2.87) para a constru¢ao de um mapa entre os
estados SL(2,C) e SU(2).

Sabe-se que o grupo SL(2,C) possui dois operadores de Casimir, dados no calibre

de tempo por (ver Apéndice A.2):

1 L

C, = 5BUB” = K*- I (4.40)
1 — =

02 = §€[JKLBIJBKL = KL, (441)

onde B!’ € sl(2,C) sdo os geradores do grupo, K’ sao os geradores de boosts (2.78) e L'

sao os geradores de rotagoes (2.79).

Usando o fato de que os espacos de representacoes unitarias V®*) do grupo SL(2, C)
se decompoem em espacos H; de representagoes de SU(2), como mostrado em (A.53),

odemos construir uma base que diagonaliza os operadores Cy, Cs, L? e L,, chamada de
) ) )
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base candnica |p, k; j, m):

Cilp, ks j,m) = (p* = k* + 1) |p, k; j,m) (4.42)
Cy |p, k; 3, m) = pk |p, k; j,m) (4.43)
L*Ip,k; j,m) = j(j + 1) Ip, k; 4, m) , (4.44)
L. |p,k; j,m) =m|p, k;j,m). (4.45)

Nosso objetivo é fazer uma implementagao fraca do vinculo (2.87), ou seja, queremos
estados (¢|K — ~vL|)) = 0 ao menos no limite cldssico. Para fazer a implementacio fraca
podemos trabalhar diretamente com os autovalores dos operadores de Casimir e exigir que

(2.87) seja satisfeito. Assim temos, implementando o vinculo diretamente nos operadores:
Cy=RK*—[?=~[*—[*=(y* - 1)L? (4.46)

Cy=K.L=~L (4.47)

Em funcao dos autovalores, temos:

{p2 —K 1= -Di+1) (4.48)

pk=7i(+1)
Porém, queremos a implementac¢ao do vinculo no limite classico, que é onde esperamos que

o vinculo de simplicidade seja valido. O limite classico é tomado com o limite de ntimeros

quanticos grandes, de forma que podemos manter apenas os termos quadraticos:

2 12— (22 _1)42
P (v ) )i* (4.49)
pk=7J
Uma solucao para este sistema de equagoes é dada por:
p="k e k=7j. (4.50)

Tal solugao define completamente a implementacdo do vinculo de simplicidade
linear e permite a construgdo de um mapa entre os espagos de representacao de SU(2) e
de SL(2,C). O mapa é denotado por Y, sendo definido por:
Y,: H; — v (p=7i.k=7)
om) > . i d.m) (4.51)

ou pela sua atuacao nos respectivos espacgos de fungoes:

Y, : L*[SU(2)] — F[SL(2,C)]
W(h) =3 cimn DV, > (g) = D cjmn DV (4.52)

jmn jmn
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onde F[SL(2,C)] é o espago de fungoes de SL(2,C).

Temos agora apenas que mostrar que o mapa definido por (4.51) realmente imple-

menta o vinculo de simplicidade linear fracamente, ou seja, temos que mostrar que:
(Y,0| K — 7LIY,4) = 0. (4.53)
Os estados na base canonica podem ser escritos como:

Y, 6) = |vi, 5 5,m') (4.54)
Y 4) = v, gs d.m) . (4.55)

Escolhemos estados com o mesmo j, uma vez que as relagoes de ortogonalidade tornam
a relagao (4.53) valida trivialmente se os estados tiverem j’s diferentes. Como a relagao
¢é vetorial, podemos provéa-la para cada uma das trés componentes. Comecemos com a
primeira:
o LT+ L
(YL@l L Yy0) = (vd, i 4 m/ [ LY g s dom) = (0ds 3 gyl |———
1

= 5 (dogiom'| [+ m e DG = m) b gsdm 1)

V4, j; 3, m)

G =m+ OG-+ m) i om = 1)

W(j Tt 1) — M) + /G —m+ D+ m)(sm/,ml] |

N | —

Para K, temos:

L L L Kt + K~

¥ ¥ - yJr o ! yJar o - yJr |—
(Y 0| KMY,0) = (v, 45 4, | K g, 3 4, m) = (v5, 53 5, | ;

=§<W,J;J,m’| [aj\/(ﬂ—m—l)(J—m) V4,455 —1,m+1)

177, 353, m)

+ B\ +m + 1) — m) |vg.gig.m+ 1)
+aguny/(GHmA DG +m+2) g+ Lm+ 1)
—a;/(j +m)(j +m—1) |y s —Lm— 1)

+ B\ +m)(j — m+ 1) g, Gy jm — 1)

—ajen/ = m+ DG = m+2) g gid + Lm = 1)

Bil 17 : : :

=5 W(] 1+ 1) (G = M) + (G~ m+ 1)+ m)5m',m—1] 7
onde foram utilizadas as relagoes de ortogonalidade da base canonica e as agoes dos
geradores na base estao listadas em A.2, juntamente com a definicao das constantes a; e

B;. Juntando ambas as expressoes, temos:

Vol =A%) = P2 LG o DG = )

U= m+ DG+ )] . (456)
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Porém, a definicao de 3; ¢ dada por:
kp 5
B =~ = . 4.57
TG+ G +1) (457)

Logo, no limite de nimeros quanticos grandes, mantendo apenas os termos quadraticos

em j, temos ; = 7 e o vinculo ¢ satisfeito fracamente para a primeira componente. Para

a segunda componente, temos:
2 P / 2 P P / L+ - Li L.
YLOILAYon) = (g, g3 g |L2Nds s ym) = (3 s g = =173 53 4, m)

= (v, 3; 5, ™| {\/(] +m+1)(j —m) |vj, j;j,m+1)

21

U =m DG+ m) g gom = 1)

- 21@ {\/(9 +m+1)(J — M) ms1 — \/(] —m+1)(j+ m)ém’,m—l:l )

Para K2, temos:
+

Vo0l K2 |Y0) = (v, g2 d.m | K2 g, s jom) = (v, s o | =g 3.3 m)

1

— - (g |G = m = DG = m) i = Lm+ 1)

+ B\ +m + 1) —m) v g g.m+ 1)

+ o /(G +m+ 1) +m+2) g+ Lom+ 1)
+ap/(G+m)G+m—1) |y, jij — 1m—1)

— B G +m)(j —m+ 1) |y, g om — 1)

tagen/(G = m+ DG —m+2) g+ 1m = 1)]

- g@ W (G +m+ 1) =M mer — /(G —m+ 1)+ m>5mcm1] :

Juntando ambas as expressoes, temos:
Bi =T /- :
(Yo K =y LA Y30h) = =o-— [\/(] +m 4 1)(j = M) ms1

—JG—m+ 1)+ M)émf,m_l] . (4.58)

Mas ja& mostramos que ; = 7y sob a imagem do mapa Y, e no limite de j grande, de forma

que a segunda componente também satisfaz o vinculo. Para a terceira componente, temos:
(VL0 L2|Ya0) = (v7, 55 3, | L2755 4, 1) = 1.
Para K3, temos:
(Va0 K2 [Y,0) = (g, gy g, [P g, g g, m)
= (g ol [ /72 = 2 g, 3 = L) + By g g gom) (4.59)
o/ (G + 1) =m? v, 5+ 1,m) (4.60)

= mﬁj5m7m/. (461)
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Juntando ambas as expressoes, temos:

<Y'Y¢|K3 - ’YL3|Y7¢> = (5] — Y) MG (4.62)

que no limite em que 3; = 7 ¢ igual a zero. Logo, a terceira componente também satisfaz o
vinculo, de forma que provamos a expressao (4.53) e mostramos que o mapa Y, implementa

o vinculo de simplicidade linear na teoria quantica.

O mapa Y, terd papel fundamental no que se segue, sendo utilizado no mapeamento
entre os estados do bulk, que sao fungoes de SL(2,C), e os estados da fronteira, que sdo

fungoes de SU(2), na construcao das amplitudes de transicao.

4.2.2 O vértice EPRL/FK

Um dos grades desafios na formulagao canénica da Gravitagdo Quantica de Lagos é
a implementacao do vinculo Hamiltoniano, responsavel por gerar a evolugao temporal dos
estados cinematicos. Tal dificuldade ¢é evitada no formalismo de spinfoams, uma vez que a
evolugao temporal dos estados ¢ feita pelo calculo de amplitudes de transicao de estados
na fronteira. O grande problema entdo se tornou encontrar uma forma para as amplitudes
de transicao que levassem ao limite classico descrito pela teoria da Relatividade Geral,

que sera apresentado adiante.

Historicamente, existiram diversos trabalhos e modelos que procuraram resolver
o problema da dindmica. A implementacao de uma evolugao temporal via integrais de
trajetéria de um modelo discreto tem inspiragdo na formulagdo de Regge [30], que foi
generalizada para teorias BF gerais posteriormente, em um campo chamado de Teorias
Topolbgicas na Rede [32]. J& os primeiros resultados que levaram ao modelo atual surgi-
ram no modelo de Barrett-Crane [35]. Houve ainda inimeras outras contribuicoes para
chegarmos ao modelo atual que nao discutiremos nesta dissertacao. Para uma perspectiva

histérica de varios outros trabalhos, a referéncia [7] pode ser consultada.

Nesta dissertacao nos concentraremos no modelo introduzido pelo vértice EPRL/FK.
As siglas remetem aos nomes dos autores dos dois principais trabalhos: Engle, Pereira,
Rovelli e Livine [8] e Freidel e Krasnov [36]. Mostraremos aqui como chegar a forma atual
das amplitudes de transicao através da escolha adequada de variaveis e da implementacao

do vinculo de simplicidade linear via mapa Y.

E importante lembrarmos que estamos trabalhando em uma teoria discreta, onde
os graus de liberdade foram truncados em um 2-complexo. Assim, a amplitude de transicao
pode ser escrita através de um processo limite, como na Equacao (3.2). Foi visto também
que a agao discreta para uma teoria BF associada a um grupo de calibre G é a agao (3.25).
Assim, a amplitude de transi¢do truncada para um dado 2-complexo C utilizando esta
agao é:

We =N / dU, / dBret X B (4.63)
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Figura 8 — Face de um 2-complexo delimitada por varias arestas. As novas variaveis (4.65)
e (4.66) estao representadas pictoricamente.

onde Uy é o elemento do grupo associado as faces (3.26) e By é o elemento da algebra também
associado as faces. N é um fator de normalizacgdo e ird absorver todas as contribuicoes
constantes daqui em diante. Transformando o somatério em um produto de exponenciais

e fazendo a integracao nos elementos da algebra, temos:

We =N / dU. ] 6(Uy). (4.64)

Neste ponto introduzimos duas novas variaveis:
Ue = Gvelfev’, (465)

hvf = Ge'vGve- (466)

A variavel g, pode ser interpretada como a holonomia da metade do link, enquanto A é a
holonomia associada as quinas. A notacao utilizada evita confusdes: g, ¢ a holonomia que
faz o transporte paralelo do vértice v até o meio da aresta e, enquanto ge,s faz o transporte

do meio de e até o vértice v’. Assim, nesta notagao, temos:
Jev = Goo - (4.67)

Para h,; a notagao também é intuitiva: ele é o elemento do grupo que faz o transporte
paralelo da metade de uma aresta até outra, passando por uma quina. Em cada quina de
uma face temos apenas um vértice, assim utilizamos o rétulo vf para identificar de qual

elemento h estamos falando. Todas essas defini¢oes estao representadas na Figura 8.

Voltando a amplitude de transicao, podemos escrever:

We = N / it [T (huthye ). (4.68)
f
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onde apenas trocamos as variaveis U, multiplicadas ao redor da face pelas variaveis h.;.
Podemos agora aproveitar da relacao entre as variaveis hyt € gy para inserir resolugoes da

identidade da forma:
/dgveé(gevgve’hvf) =1L (469)

Temos assim:
WC = N/dhvf / dgve H 5(hvfhv’f e ) H 6(gevgve’hvf)- (470)
f vf
Podemos entao escrever a amplitude de transicao da seguinte maneira:

We =N [ dhos T]0(he) I Avlhor), (4.71)
f \%

onde h¢ é a multiplicagdo dos elementos hys ao redor da face e Ay(hy) é chamada de

amplitude do vértice, definida por:
Av<hvf) - /dgve Hé(gevgve’hvf)~ (472)
f

A amplitude do vértice tem papel fundamental no que se segue.

Para desenvolver a expressao (4.72), temos que especificar com qual grupo estamos
trabalhando para utilizarmos as representagoes daquele grupo e podermos fazer os calculos
explicitamente. Observa-se que até aqui os resultados (4.71) e (4.72) sdo totalmente gerais,
ou seja, sao validos para qualquer teoria BF em um grupo G arbitrario, uma vez que nao

o especificamos em nenhuma etapa da deducao.

A implementacao correta do grupo de simetria, bem como a utilizacdo do mapa Y,
foi o grande sucesso dos modelos EPRL/FK. Sabemos que na fronteira queremos estados
SU(2), enquanto no bulk queremos estados SL(2,C). Podemos entao fazer a seguinte
tentativa: as variaveis g, serdo tomadas como varidveis SL(2,C), enquanto as varidveis
hyt sa0 escolhidas como SU(2). A motivacao geométrica é interessante. Se os vértices do
2-complexo estao associados aos 4-simplexos, uma aresta, que liga dois vértices, cola um
tetraedro da fronteira de um 4-simplexo com outro tetraedro da fronteira de um 4-simplexo
vizinho. Assim, podemos pensar na variavel g, como fazendo o transporte paralelo do
centro do 4-simplexo até o tetraedro da sua fronteira, ou seja, ela esta associada somente a
um tunico 4-simplexo, de forma que ela nao carrega nenhuma informacao da fronteira deste
4-simplexo, estando relacionada somente ao bulk da variedade. J4 as variaveis h,; saem
do meio de uma aresta, passando pelo vértice e chegando ao meio da aresta seguinte, ou
seja, podemos visualiza-la como sendo a variavel que faz o transporte paralelo entre dois
tetraedros de um 4-simplexo. Assim, h,s carrega as informagoes de como dois tetraedros
estdo colados, ou seja, ela carrega a informacio da fronteira de um 4-simplexo. E importante
dizer que tais argumentos servem apenas como uma visualizacao das escolhas das variaveis,
de forma que uma demonstracao rigorosa da sua validade ¢ feita ao mostrarmos que a

forma da amplitude do vértice obtida leva ao limite classico correto.
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Escolhidos os grupos envolvidos, podemos trabalhar com representacoes dos mesmos.
Iremos expandir a func¢ao delta de (4.72) em representagoes unitarias do grupo SU(2):
S(U) =324 + 1) Tr; [DO(U)] (4.73)

j
onde o trago é tomado na representacao de spin-j de SU(2).

Temos porém um problema. A multiplica¢ao de elementos do grupo em §(gey Gve Pove)
nao ¢ bem definida ao trabalharmos com representacoes, uma vez que estamos multiplicando
elementos que pertencem a diferentes grupos. Outro ponto é que a expansao (4.73) apenas
é valida para o grupo SU(2). Porém, podemos utilizar o mapeamento introduzido pelo

mapa Y, para solucionar ambos os problemas, de forma que temos:
Ay (hyt) = Z/SL(2 o dgve H(ij +1) Trj, [Y’YTD(p’k)(gev>D(p’k)(gve’)Y;/D(j)(hvf)} . (4.74)
Jt ’ f

onde D®*)(g,,) sdo as matrizes de Wigner para SL(2,C) (A.66).

O rétulo SL(2,C)% na integracio nos lembra que a integragio ¢ feita em cinco
elementos do grupo SL(2,C), pois temos cinco arestas saindo de um vértice, ou seja, temos
cinco elementos ¢, em um dado vértice. Porém, podemos mostrar que devido a estas
integracoes, a amplitude do vértice na forma (4.74) diverge. Comecemos observando que a

amplitude do vértice definida é uma funcao na forma:

Ay ~ . dev f(GevGue’) = / . dgevf(gevge_’i)- (4.75)
SL(2,C) SL(2,C)
Porém, uma fun¢do f como esta é invariante por transformagoes A € SL(2,C) comuns da
forma:
Gve Agye
F(Gevgoe) = F(geeN ' Aged) = f(gevgors)- (4.76)

Logo, chamando A = g_3', onde g5 é 0 elemento associado com a quinta aresta, temos:

Gvs = g;5lgv5 =1
(gt -5 9vs) = f(Grs -5 Gua)- (4.77)

Logo, a fungdo nao dependerd mais do elemento do grupo associado a quinta aresta e
teremos:

AV ~ dgevf(gvla cee 7gv4) =F dgv5 — 00, (478)
SL(2,C)° SL(2,C)

que diverge, pois SL(2,C) é um grupo nao compacto. O mesmo raciocinio é valido para
qualquer outro elemento do grupo associado com qualquer uma das outras quatro arestas,
sendo que o quinto elemento foi escolhido apenas como um exemplo. Porém, como as

transformagoes de calibre nos vértices sao comuns, apenas um dos cinco elementos pode
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ser mapeado na identidade, de forma que f continuard dependendo de quatro outros

elementos.

A divergéncia de (4.74) é porém facilmente resolvida. A integral divergente em
(4.78) é apenas o volume do grupo SL(2,C), que é divergente pelo fato do grupo nao
ser compacto, e nao traz nenhuma informacao fisica. Assim, podemos suprimir a quinta
integracao e realizar apenas as integrais nao divergentes, de forma que a forma final da

amplitude do vértice pode ser escrita como:

Ay(hog) = /S Lo dg. [ [(2j¢ + 1) Try, [Y,j D@ (g ) DPF) (g, )Y, Dm(hvf)} ,(4.79)
Jt ’ f

onde a notagao |, SLE,C) dg.. indica que apenas realizamos as integrais nao divergentes
de (4.74). Com esta modificacdo, é possivel mostrar que a amplitude do vértice (4.79) é

finita [37].

E conveniente ainda escrever a amplitude do vértice de uma forma mais compacta:

Ay = [ dgl, T] P lgestier ] 4.80
( f) SL(2.0) gvelz[ [g g f] ( )
onde P[g, h] é definido como:

Plg,h] = >_(2j + 1) Tr; [YID@N (g)Y, DO (h)] . (4.81)

J
A amplitude do vértice na forma (4.80) serd frequentemente usada no Capitulo 6.

Definida a forma final da amplitude do vértice, podemos escrever a forma completa

das amplitudes de transicao:

We(Un) =N [, iy et L1900 TT A (4.82)
f

v

Como esperado, We deve depender da configuracao do grafo da fronteira, ou seja, das
varidveis Uy. Assim, na integral em (4.82) integramos sobre todos os elementos hys no bulk,
ou seja, no interior do 2-complexo, de forma que (4.82) dependera apenas dos elementos
que nao foram integrados, ou seja, os elementos do grupo associados ao grafo da fronteira.
Assim, a interpretagdo de (4.82) é direta: ela nos dé a amplitude de uma determinada
configuragao da fronteira de um dado 2-complexo. Se a fronteira for formada por duas
partes desconexas, como sera feito no modelo do Capitulo 6, (4.82) pode ser interpretada
como a probabilidade de uma determinada configuragao inicial transicionar para uma

determinada configuracao final, dado um 2-complexo ligando os dois grafos desconexos.

E sempre importante lembrar que ao trabalharmos com uma teoria discreta estamos
truncando os graus de liberdade, de forma que a amplitude definida em (4.82) é uma

aproximacao. Quanto mais refinado for o 2-complexo, ou seja, quanto maior o niimero
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de vértices na discretizagao, mais a amplitude de transi¢ao se aproxima do valor exato
esperado. Em outras palavras, podemos escrever:

W = lim We. (4.83)

C—oo

Na pratica, em calculos concretos, podemos ver as contribui¢oes que cada novo vértice
adicionado ao 2-complexo traz para os resultados procurados. Tal ideia sera aplicada
diretamente no Capitulo 6 ao analisarmos a contribuicdo de apenas um vértice no modelo

estudado.

Outro ponto importante é que a nossa construgao inicial partiu da discretizacao
da variedade a partir de triangulagoes. Assim, a principio, o nosso vértice é dual a um
4-simplexo (ver Tabela 1), de forma que a amplitude de transi¢ao obtida seria valida apenas
para este tipo de geometria. Porém, ¢ possivel discretizar a variedade de diversas outras
maneiras e utilizando outras geometrias, de forma que é possivel mostrar que o resultado
encontrado para a amplitude de transigao (4.82) e para a amplitude do vértice (4.79) é
valido para geometrias arbitrarias [38]. Tal generalizacao do vértice EPRL/FK é essencial
e também sera usada explicitamente no Capitulo 6, onde a fronteira sera construida por

triangulacoes mas o vértice utilizado nao necessariamente sera dual a um 4-simplexo.

Por fim, vale dizer que a construgdo do vértice EPRL/FK foi um dos modelos
propostos e o seu sucesso e ampla utilizagao se deve ao fato de o mesmo levar ao limite
classico esperado da teoria. Entende-se o limite classico esperado da seguinte maneira. Os
resultados classicos acontecem no regime em que i é pequeno. Assim em (3.1), o integrando
oscilara fortemente para todas as trajetorias, exceto para aquelas que levam a variagoes
nulas da agao, ou seja, para as solucoes das equacoes de movimento, de forma que no

limite classico podemos escrever:
K3 !4t
W ~ enS@talt) (4.84)

em que S(x,t,2/,t') é a agdo avaliada na solugdo das equagdes de movimento, entre os
pontos iniciais (z,t) e finais (2/,t'). A funcao S(x,t,2’,t") recebe o nome de fungao de
Hamilton. Logo espera-se que para o vértice EPRL/FK, no limite cléssico, a amplitude
se comporte como em (4.84), com o peso dado pela acao de Regge, uma vez que estamos
na teoria discreta. A implementacgao deste limite na Gravitacdo Quantica de Lagos é feita
ao utilizarmos os estados coerentes, que serao discutidos no Capitulo 5, e tomarmos o
limite de niimeros quanticos grandes. Neste contexto, alguns trabalhos mostraram que o
vértice EPRL/FK reproduz o resultado esperado, como [39] e [40].
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5 Estados Coerentes

No Capitulo 4 foi introduzida a base de spin-networks (4.34), como sendo a base
de estados na representacdo da holonomia que diagonaliza os operadores de area e volume
em um dado grafo I'. Porém, foi visto que a interpretagao geométrica introduzida pela
discretizacao classica se torna imprecisa na teoria quantica, devido as incertezas associadas a
geometria (4.38). Assim, somos motivados a buscar estados que recuperem as propriedades

classicas da geometria, possibilitando a andlise do regime semiclassico da teoria.

Tais estados sao chamados de estados coerentes, inspirados nos estados que levam o
mesmo nome na teoria do oscilador harmonico quantico. Nesta, estes estados reproduzem as
caracteristicas esperadas para um oscilador harmonico classico: possuem valores esperados
(%) e (p) oscilantes, possuem um valor bem definido de energia, ou seja, com pequenas
incertezas relativas, além de minimizarem as relagoes de incerteza (Ax.Ap = h/2). A
funcao de onda destes estados é descrita como um pacote de onda gaussiano, que oscila no

tempo sem perder a sua forma [41].

Com estas caracteristicas, os estados coerentes se mostram excelentes estados
semiclassicos, uma vez que reproduzem as caracteristicas esperadas para as variaveis
classicas, mas ainda carregando comportamentos inerentes da descricdo quantica. O
objetivo deste capitulo é introduzir algumas construgoes de estados coerentes para a
Gravitacao Quantica de Lacos, que minimizem as relagoes de incerteza para um dado
observavel, além de ter um pico em uma determinada geometria, favorecendo a recuperacao

das caracteristicas classicas e o consequente estudo do limite classico da teoria.

5.1 Estados Coerentes de Livine-Speziale

Uma classe de estados coerentes conveniente, baseada nas propriedades do grupo
SU(2), foi introduzida em [12], levando o nome dos autores do trabalho: os estados
coerentes de Livine-Speziale. A construcao destes estados parte do fato que o espago de
Hilbert da Gravitacao Quéantica de Lagos truncado para um grafo pode ser decomposto
a partir de produtos de espagos de representagao de spin j de SU(2) (H;) para cada nd
(4.19). Assim, podemos construir estados coerentes SU(2) para cada espago H,; e tomar o

produto tensorial dos mesmos em seguida.

Comecemos com um estado |j,m) € H;. Tal base diagonaliza os operadores J?
(A.13) e J, (A.14). Assim, o valor de J, é bem definido, mas temos relagoes de incerteza
associadas a J, e J,. Usando (A.12) e (4.37), temos:

1
AJAT, > ST, (5.1)
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Queremos encontrar estados em #H,; que minimizem esta relacao de incerteza, ou seja,
estados em que valha a igualdade em (5.1). Um bom candidato é o estado |j, j), ou seja, o
estado de maior J, possivel. Vamos mostrar isso explicitamente. A acao dos operadores de

escada ¢é facilmente calculada:

Jo i) =0, (5.2)

Logo, (J,) = (J,) = 0, ja que eles sao combinacoes de J; e J_:

Jp = JJF —5 Jia (54)
Jo—J

Para calcularmos as dispersoes procedemos para o célculo de (J7) e (J7). Temos entao:

() = 0T + (Ted) + L) + (), (56)
(F2) = S (T2 = () = () + 472)). (5.)

Porém, devido a (5.2) e (5.3), sabemos que (J}) = 0 e (J?) = 0. Assim, (J7) = (J]) e

podemos escrever:

()= U+ ) = S = T = SGG+ ) - ) =2 (58)

N —

Calculando a dispersao, temos:

A@:A@=VM%—@f=¢; (5.9)

Aplicando na relagao de incerteza (5.1):
j 1
Ou seja, os estados |7, j) minimizam as relagoes de incerteza (5.1). Além disso, temos para
I A
VI G+ 20 +1)

ou seja, no limite classico, onde temos niimeros quanticos grandes, as incertezas relativas

as incertezas relativas:

0, (5.11)

sdao pequenas, indicando que temos um bom estado semiclassico.

Os estados |j,j) sdo estados coerentes para o operador L,. Porém, podemos
generalizar tais estados, de forma a obter estados coerentes em uma direcao genérica 7.
Para isso, basta utilizarmos matrizes de rotagdo D(Rj7) que rodam o vetor Z para o vetor

n:
Ry2 = . (5.12)
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Atuando com as representacoes nos estados, podemos definir:
Os estados (5.13) sao chamados de estados coerentes SU(2).

Definidos os estados coerentes em H;, queremos definir estados coerentes em .
Porém, sabemos que % pode ser decomposto em produtos tensoriais de espacos H; em

cada né (4.18). Assim, um estado coerente para um né em S pode ser escrito como:
J1,711) @ |j2, 2) @ |3, Ti3) @ |Ja, Tia) € Hjy @ Hyp @ Hyy @ Hy, (5.14)

onde 71,...,J4 sa0 0s spins associados a cada um dos links naquele no. Estes estados
porém, de forma geral, ndo sao invariantes por transformagoes de calibres no nés, ou seja,
eles ndo estao no espago de Hilbert fisico Kr (4.19). Para projetar os estados (5.14) para
Kr precisamos que os mesmos sejam invariantes por transformagodes SU(2) nos nés. Tal
projecao pode ser implementada de forma intuitiva: fazemos uma transformagao SU(2)
comum em todos os estados |jg, 7¢) e integramos sob todas as transformagoes possiveis, de

forma que o estado resultante é invariante por estas transformacoes. Assim, temos:
[, ie) = [ U DUD(U) s, 1) D (U)o, )

® DU (U) |3, fis) @ DY (U) |ja, 7ia) -

(5.15)

O objeto acima é um intertwiner, uma vez que esta associado a um né e é um objeto
invariante por transformagoes de calibre SU(2). Por este motivo, ele é chamado de

intertwiner coerente de Livine-Speziale.

Nesta base de intertwiners podemos escrever um estado coerente associando um
intertwiner coerente para cada no:

by (Ur) = @ DV (Uy) - @) ta(i). (5.16)
y4

n

Os estados na forma (5.16) sao chamados de estados coerentes de Livine-Speziale.

A interpretacao fisica dos estados coerentes de Livine-Speziale é interessante.
Eles sao rotulados por um vetor e um spin para cada link em um determinado né. Ao
visualizarmos a triangulacao envolvida, temos um vetor associado a cada triangulo de um
tetraedro. Para os estados fisicos, tais vetores devem continuar satisfazendo a relagao de
fechamento ao rodarmos um tetraedro por transformagoes SU(2). Assim, os vetores 77, em
cada link podem ser interpretados como normais a cada um dos tridngulos da borda de
um tetraedro. Ja os spins estao relacionados as areas dos tridngulos (4.7). Porém, foi visto
no Capitulo 3 que a variavel Eg tem a interpretacao de um vetor normal aos triangulos,
com norma dada pela area da superficie dos mesmos. Desse modo, os estados coerentes de
Livine-Speziale sao rotulados pelas grandezas associadas ao operador Eg, sendo estados

coerentes associados a eles.
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Com esta descricao, os estados coerentes de Livine-Speziale carregam as informagoes
da geometria de um tetraedro classico, porém ela nao diz nada a respeito de como estes
tetraedros sao colados, ou seja, ela nao nos fornece informacoes de como eles estao
mergulhados na triangulagao do espaco-tempo. Deste modo, estes estados coerentes sao
comumente chamados na literatura de estados coerentes intrinsecos [1], uma vez que
eles carregam informacoes apenas da geometria intrinseca, ou seja, da geometria das folhas

espaciais tridimensionais (descritas no Capitulo 2).

5.2 Estados Heat Kernel

Como discutido inicialmente, os estados coerentes se caracterizam como aqueles
que possuem uma distribuicao centrada ao redor de um valor médio, de forma que as
relagoes de incerteza sejam minimizadas. Utilizando estes conceitos, o objetivo desta secao
é construir estados coerentes que tenham picos nas variaveis de configuracao e também

nas respectivas variaveis canonicamente conjugadas.

A construcao de tais estados coerentes pode seguir ideias béasicas da Mecanica
Quantica usual. Vamos considerar o seguinte estado gaussiano unidimensional para uma

particula centrada na posi¢ao ¢ na representagao da posicao:

—(2—a)?
Y(z) = Ae” 22, (5.17)
onde A é uma constante de normalizagao. Fazendo uma transformada de Fourier podemos

obter a funcao no espaco dos momentos:
k2

¢(k) = Be /-2 e " (5.18)
onde B é uma constante. Assim, o estado gaussiano satisfaz a relacdo de incerteza minima
(Az.Ak = 1) desejada. Porém, ao escrevermos o estado na forma (5.17), centramos a sua
posicao ao redor de um valor ¢, porém seu momento é centrado em zero. Ao contrario,
se especificarmos a funcao ¢(k) centrada em um valor p, ao realizarmos a transformada
de Fourier obteremos a posicao centrada em zero. Queremos encontrar uma forma de
especificar tanto o valor médio da posicao como do momento. Tal objetivo pode ser atingido
ao complexificarmos o valor médio da posicao:

2

qg—z2=q+ i%p, (5.19)
de forma que teremos:
—(2—2)2 —(2—q)2 i
D(x) = Ae T35 = Al 5 tirT (5.20)

Ao realizarmos a transformada de Fourier obtemos:

—(k—p/m)?

o(k) = Ble 202 T, (5.21)
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Assim, conseguimos manter a minimizacao das relagoes de incerteza, enquanto a posi¢ao e

o momento estao centrados nos valores desejados ((z) = q e (k) = p/h).

A generalizacao matematica das ideias acima para a construcao de estados coerentes
para grupos de Lie compactos foi introduzida em [42]. J4 a forma de construgao dos estados
para a Gravitagdo Quéntica de Lagos foi proposta inicialmente em [17] e posteriormente

em [13] na forma invariante de calibre.

Tais estados coerentes podem ser construidos de uma forma intuitiva, como proposto
em [1]. Queremos um estado centrado em um certo valor da nossa variavel de configuracao,

ou seja, da holonomia. Inicialmente, podemos fazer isso com uma funcao delta:
Un, (Ug) = 6(Uchy V), (5.22)

onde hy € SU(2) é o elemento onde a distribuicio delta estd centrada.! Expandindo o
delta em representagoes, como em (4.73), temos:

Yn(Ue) = D (25 + 1) Ty [DV(Uehy V)], (5.23)

J

A funcao delta porém nao é a nossa escolha final para um estado coerente, uma
vez que ela estda centrada em um valor de holonomia, sem nenhuma incerteza associada,
de forma que a varidvel conjugada necessariamente apresentard uma grande incerteza.
Uma opcgao na resolucao deste problema surge de técnicas desenvolvidas na resolugao da

equagao do calor:

ou(t, x) 5
—— + Vu(t,x) =0
ot (t.2) : (5.24)
u(0,z) = f(x)
que por inspecao direta possui solugoes na formas:
u(t,z) = eV f(x) (5.25)

Onde e~V* é o chamado operador Heat Kernel. Sua interpretacao ¢ direta ao analisarmos
(5.24): para solugoes de estado estaciondrio, a equacao se reduz a uma equagao de Laplace,
que nao admite maximos e minimos locais, de forma que o papel do operador Heat Kernel é
de suavizar a distribuigao inicial dada por f(z). Analisando um caso particular de interesse,
a visualizacao da atuagao do operador Heat Kernel é ainda mais clara: sabe-se que, se
f(z) = é(x — a), entdo a solucdo da equagao do calor é uma gaussiana centrada em a, mas

que se alarga no tempo, com o = /%.

Nosso objetivo é generalizar a atuagao do operador Heat Kernel para o grupo SU(2),

de forma a suavizar a distribuicdo delta em (5.23), tornando-a uma distribuigdo gaussiana,

1 Neste contexto, é importante dizer como funciona a funcio delta para o grupo SU(2). Ela possui as

mesmas propriedades de filtragem que o delta de Dirac usual: a filtragem ocorre quando o argumento
do delta retorna a identidade do grupo. Para o grupo dos reais, com a operagao de soma, a identidade
é o elemento zero. Para o grupo SU(2) a identidade é a matriz I. Assim, [dU f(U)§(Uh™') = f(h).
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mas ainda centrada em h,. Em nosso contexto, temos como operadores derivativos no
grupo os campos vetoriais invariantes (4.5), de forma que a generalizagao do Laplaciano é

dada pelo operador J?. Assim, podemos reescrever um novo estado centrado em h, como:

Ui (Ug) = 325 4 e Ty [DY (Uphy V)], (5.26)

J
Expandindo o operador Heat Kernel em série, percebemos que cada um dos termos

retornard poténcias dos autovalores de J2, de forma que teremos:

U (Ue) = D225 + 1)e” 700 T [DI (Ughy )], (5.27)

J

O estado na forma (5.27) possui o pico em hy, mas ainda nao especifica o pico na
variavel conjugada. Porém, foi visto da experiéncia com a Mecanica Quéntica usual que
tal pico pode ser obtido a partir da complexificagdo do pico da variavel de configuracao.
Procuramos entdo como complexificar um elemento do grupo SU(2). A resposta surge
na andlise das algebras de su(2) e sl(2,C). Sejam A,B € su(2), entdo qualquer elemento
de sl(2,C) pode ser escrito como A +iB € sl(2,C), ou seja, sl(2,C) ~ su(2)€. Tomando
a exponencial destes elementos da dlgebra, chegamos a chamada decomposicao polar de
SL(2,C):

H = he'®?, (5.28)

que é um caso particular da decomposicao de Cartan (A.51). Vemos que a complexificagao
de um elemento do grupo SU(2) resulta em um elemento do grupo SL(2,C). Além disso,

pela decomposigao polar (5.28), vemos que:
SL(2,C) ~ SU(2) x su(2) ~T*SU(2), (5.29)

ou seja, o grupo SL(2,C) é isomorfo ao espago de fase cinematico da Gravitagdo Quéntica
de Lagos, de forma que ao complexificarmos h € SU(2) — H € SL(2,C), o novo elemento
H nos fornecera as informacgoes do pico de ambas as varidaveis do espacgo de fase, como

serd discutido em seguida.

Assim, complexificando o pico da nossa varidavel de configuracao em (5.27) e

extendendo a construcao para todos os links, podemos escrever:
Un(Ue) = [T D023 + 1)e™ 00 Ty [DYD (U, H, ). (5.30)

L ge

Da mesma forma como foi discutido para os estados coerentes de Livine-Speziale, os estados
Heat Kernel na forma (5.30) ndo pertencem ao espago de Hilbert fisico da Gravitacao
Quantica de Lacos Kr, ou seja, eles nao sao invariantes por transformagoes de calibre
nos nés. Porém, assim como na secao anterior, tal problema é resolvido ao projetarmos o
estado para o espaco invariante através de integragoes, cobrindo todas as transformacoes

possiveis nos noés:

Yn, (Up) = /SU(z) dgn H Z(ng + 1)6_tj‘*(j‘*+1) Tr,, [D(jf)(gs_llUggteHg_l)]. (5.31)
£ Je
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Os estados nesta forma sao chamados de estados coerentes Heat Kernel. Eles também

sao escritos usualmente na forma compacta:

_ -1 -1
On(U) = [, don TTK a2 Vegi ;). (5.82)
onde
K(U)=Y"(2j + 1)e U Ty, [DO(U)]. (5.33)

J

O estudo dos picos destes estados foi feito inicialmente em detalhes em [18]. E
importante notar que os estados sao escritos na representagao da holonomia, ou seja, eles sao
fungdes que dependem de U,. O rétulo Hy apenas indica o elemento de SL(2, C) escolhido,
que determina os valores médios das variaveis, como ficara claro adiante. Utilizando a

parametriza¢ao de H, proposta em [9]:
HE _ heeiélth/Sﬁ'yG (534)
é possivel mostrar que os picos do estado (5.31) sao:

WnUeln,) _ (W | Eelon,) _
Wu,|0u,) he e Wmbm) Ey (5.35)

com incertezas:
IR
AUg ~ \Vth e AEg ~ ?7 (536)

que tém um comportamento esperado para distribuicoes gaussianas. Estamos interessados
nas incertezas relativas. Usando o fato de que o médulo de E;, é dado pela area do triangulo

associado ao link E, ~ vhj,, temos:

AFE 1
=t (5.37)
Ee eVt
Para a holonomia o valor esperado nao depende de j,, assim:
AU,
— ~ Vit 5.38
= (539

Como queremos incertezas relativas pequenas o parametro ¢, chamado de tempo Heat

Kernel, sofre uma restricao:

1
o< Vi< 1. (5.39)
l

Uma caracteristica importante dos estados Heat Kernel é a sua interpretacao fisica
em termos da geometria do espaco-tempo. Tal interpretagao foi apresentada em diversos
trabalhos, como [14-16]. Uma vez que o comportamento médio da geometria é determinado
por Hy, o estudo deste levard a interpretacao fisica desejada. Comecamos relembrando
a decomposicao de Cartan de um elemento de SL(2,C), descrita com mais detalhes em
(A.51):

H = Uens/?y 1, (5.40)
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onde U,V € SU(2). Um elemento de SU(2) por sua vez pode ser escrito como uma
composicao de rotagoes:

U = Ry, €13/, (5.41)

onde Rj;, é definida como a rotagao que leva o vetor unitario na direcao 2 para o vetor
fis (5.12) e o outro fator é apenas uma rotac¢ao ao redor do eixo 2. Podemos fazer uma
decomposi¢ao analoga para V:

V = Ry, e'173/2, (5.42)

A interpretacao fisica dos vetores 7i5 e 11, serd dada adiante. Substituindo (5.41) e (5.42)
em (5.40) e jé inserindo o rétulo em termos dos links, temos:

4 L B
H, = Rﬁsé £19003/2 oneo3 /2 lq[gstﬁj
7

— Rﬁseefi(q/ffqﬁim)as/?R%tlz7 (5.43)

onde no segundo passo foi utilizado que rotagoes e boosts na mesma dire¢do comutam

(A.49). Definindo uma nova variavel &, = ¢, — ¢, podemos escrever:
Hy = Ry, e #o3/2R-1 (5.44)
f4 tp
onde foi definida a variavel complexa:

zZp = gg + Z"f]g. (545)

Assim, um elemento H, determina completamente os picos do estados coerentes
(5.31). Por sua vez, seguindo a decomposic¢ao (5.44) o elemento H, depende de 4 pardmetros:
&, Me, s, € My, Tais pardmetros tem uma interpretagao fisica fundamental e influenciam

diretamente na geometria descrita.

Os dois vetores i, e 7;, fornecem as normais associadas aos triangulos que sao
colados no link ¢ [16]. Os rétulos s, e t, indicam o tridngulo do tetraedro do qual sai (do
inglés, source) o link ¢ e o tridngulo do tetraedro no qual chega (do inglés, target) o link,
respectivamente. E importante ressaltar que na nossa construcao dois triangulos colados
tem necessariamente a mesma area, mas nao necessariamente estao perfeitamente alinhados
na colagem. A este tipo de geometria é dada o nome de twisted geometry, introduzida
em [14].2

Ja& as variaveis & e n, tem interpretacdo ainda mais direta. E possivel mostrar que

ne ¢ totalmente determinada pela area associada ao triangulo no link ¢:

Apt
H4 outros tipos de geometrias possiveis, descritas de acordo com as restri¢gdes na colagem dos poliedros.
Quando as normais estdo alinhadas temos as vector geometries. Ja para colagens entre poliedros com

exatamente o mesmo formato temos as Regge geometries. O trabalho [43] pode ser consultado para
mais detalhes.

Me (5.46)

2
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Enquanto a variavel &, é determinada pelo chamado angulo extrinseco, que é dado pelo
angulo na variedade quadridimensional entre dois tetraedros da triangulagdo, ou seja, tal

dngulo ¢ a versdo discreta da curvatura extrinseca [16].

A interpretacao fisica dos estados Heat Kernel sera fundamental e servird como um
guia na escolha das variaveis do problema no proximo capitulo. Devido a esta interpretagao
e ao fato de que estes estados possuem picos em ambas as variaveis do espago de fase, eles

também sdo usualmente chamados de estados coerentes extrinsecos [1].
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6 Cosmologia Spinfoam

Neste capitulo iremos reunir todas as ideias apresentadas ao longo da dissertagao
para a aplicagado em um problema concreto: o estudo da Cosmologia. H4 um grande
interesse na aplicagao da Gravitacao Quantica de Lagos na Cosmologia, uma vez que se
espera que efeitos quanticos introduzam modificacoes na dindmica do universo primordial,

levando a efeitos que podem ser observados, possibilitando o teste da teoria.

Na Figura 9, temos um diagrama esquematico das possibilidades para abordar o
problema. Partindo da Relatividade Geral, podemos introduzir o principio cosmologico,
reduzindo os graus de liberdade da teoria e chegando na Cosmologia. A partir da Cos-
mologia, podemos implementar as técnicas de quantizacao da Gravitacao Quéntica de
Lagos nas varidveis cosmoldgicas, como serd discutido adiante, chegando na Cosmologia
Quantica de Lagos. Tal campo de pesquisa teve um grande crescimento no inicio dos anos
2000, com previsoes importantes, como a substituicdo da singularidade inicial do universo
por um bounce devido aos efeitos de quantizacao [44]. A Cosmologia Quéantica de Lagos
¢ um campo de pesquisa amplo e com varias possiveis abordagens, porém ela nao é o
tépico principal desta dissertagdo. Para mais detalhes, as referéncias [45,46] podem ser

consultadas.

Neste trabalho iremos seguir o outro caminho. Ao longo do texto, construimos

Relatividade Quantizagao Gravitagcao Quéantica
g
Geral de Lacos
e 3
1] GC) %)
; gs &
& g5 %
Z', o + E
ko] I35 <
%) 8 1] o
> Q.
o TO <
© >
[0] 11|
° \ 4
‘§« Cosmologia Spinfoam
3
x X
\ 4

Cosmologia Quantica

Cosmologia

Quantizacdo de Lacos

Figura 9 — Diagrama ilustrativo das possibilidades de abordar o problema de quantizacao
na Cosmologia. Neste capitulo seguiremos o caminho da Cosmologia Spinfoam.
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a teoria da Gravitagao Quantica de Lacos no formalismo de spinfoams. Neste capitulo,
iremos mostrar como podemos utilizar as técnicas desenvolvidas para implementar estados
coerentes homogéneos e isotropicos, ou seja, com picos em geometrias FLRW na cinematica
da teoria [10]. Além disso, usando a dindmica do vértice EPRL/FK é possivel mostrar, com
as devidas aproximagoes, que a teoria retorna o limite classico esperado para as amplitudes

de transicdo, se mostrando autoconsistente [9,11].

6.1 Cosmologia Classica

A Cosmologia consiste no estudo do universo em largas escalas, onde vale o principio
cosmologico, que assume o espago como sendo homogéneo e isotrépico. Neste contexto, é

possivel mostrar que a métrica sempre pode ser escrita na forma:

dr?

2 2 742 2

+ 72d0* + r? sen® 0d? | | (6.1)
onde N(t) é chamada de fungao de lapso, a(t) ¢é o fator de escala e K é o pardmetro de
curvatura [47,48]. A métrica na forma (6.1) é chamada de métrica FLRW, em homenagem
aqueles que contribuiram no seu desenvolvimento (Friedmann-Lemaitre-Robertson-Walker).
Como a funcao de lapso multiplica a parte temporal da métrica, ela nos indica o ritmo
de contagem do tempo. Ja o fator de escala multiplica a parte espacial da métrica,
determinando assim o tamanho do universo. Ambas dependem somente do tempo, sendo
coerentes com as hipoteses de homogeneidade e isotropia. J4 o parametro de curvatura
pode assumir trés valores, dependendo da topologia do espaco estudado: K = —1 para

universos abertos, K = 0 para universos planos e K = 1 para universos fechados.

Apesar de ser uma questao em aberto, os resultados observacionais sugerem que
0 nosso universo é plano [49]. Assim, neste capitulo trabalharemos explicitamente com
K = 0, o que facilitara alguns calculos. A inclusao de curvatura pode ser feita como

sugerido em [50].

Para interpretarmos as amplitudes de transicao que encontraremos na teoria
quantica precisamos obter a forma da acao para a Cosmologia. Para utilizar a agdo de
Einstein-Hilbert (2.58) precisamos do escalar de curvatura (2.4). Vamos entao calculd-lo

utilizando o formalismo de tetradas. Uma escolha de tetradas para a métrica (6.1) com
K=0é&

e =N@)dt , e =alt)dr , e =at)rdd , e =a(t)rsenbdp. (6.2)

Utilizando a condigao de tor¢ao nula (2.21) para calcular os componentes da conexao
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obtemos o sistema de equagoes:

aw®;dr + arw’ydd + ar sen 0w ydp = 0,
adtdr + Nw!ydt + arw'ydf + ar sen fw'ydp = 0,
ardtdf + adrdf + Nw?,dt + aw? dr + ar sen fw?sdp = 0,

ar sen 0dtdp + asen 8drdy + ar cos 0d0dy + Nw3ydt + aw? dr + arw3,df = 0,

onde o produto exterior entre formas diferenciais foi omitido para termos uma notacao

mais compacta. Usando (2.19) e as propriedades do produto exterior temos as solugoes:

0 ar

a
0o _ 1 _ 2 _ 1 _ 2 _ _
wl—wo—ﬁdr, w = —wy =db, wo—wZ—NdG,
arsen 0
wh = w'y = dp, W’ =—w'y=senfdyp, w?, =—w? = cosfdp.

De posse dos componentes da conexao e utilizando a equagao (2.26) podemos

calcular os componentes da curvatura:

Fl = (a - “) dtdr, F? = (a . “) rdtdf, F3 = (“ - “) rsen Odtdyp,

N N2 N N? N o N?
9 d2 3 d2 3 a2 2
F? = ﬁrd@dr, F? = ya ! sen Odedr, F7) = 2! sen Odpd?.

Usando a definigao (2.30), podemos calcular as componentes do tensor de Ricci. Como
estamos interessados no calculo do escalar de curvatura, apenas as componentes diagonais

do tensor sao de interesse. Assim, temos:

3 (aN a 1 (aN a 242
F00:a<_)’ F11=F22=F33=<—>+

N2 N Na \ N2 N a*N?’

Substituindo na definigdo do escalar de curvatura (2.32), temos:

R=6 {5+ _dN). (6.4

N?q  N2g2 N3

O determinante da métrica FLRW ¢ facilmente calculado, uma vez que ela é diagonal:
det(g) = —N?a®r* sen? 6. (6.5)

Substituindo (6.4) e (6.5) na agao de Einstein-Hilbert (2.58), temos:

22

Seosm = §/d zy/—det(g)R = 3/d x Na’r”senf g + Noa? T ang ) (6.6)

Como a geometria é a mesma em todas as regioes, podemos escolher uma regiao finita

para a integracao e definir:

Vo = / 2 sen Odrdfdp. (6.7)
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Em particular, podemos escolher uma regiao tal que V; = 1, de forma que temos:

a2 aa®  a?aN
= dt | — + — — . .
Seom =3 [ (N + -5 ) (6.8)

Integrando o primeiro termo por partes, teremos:

.2
aa
Scosm - _3/dt7 S ronteira 6.9
N T Stront (6.9)
onde sy
a~a
Sfronteira = N (610)

A acdo na forma (6.9) é valida apenas para a descrigdo da dindmica cosmolégica sem
nenhum contetido de matéria no universo. Para descrever situagoes diferentes desta temos

que acrescentar um termo S,qtéria acoplando os componentes desejados:
Stotal - Scosm + Smatéria' (611)

Pela observagao de (6.9) podemos definir a Lagrangiana para a cosmologia:

3aa?
Lcosm = - ?\C; . (612)

Definida a Lagrangiana, podemos partir para a analise canonica do problema.

Calculando os momentos canonicamente conjugados a a e N, temos:

OL cosm, 6aa
o _ _baa 6.13
b i N (6.13)
a'Z—JCOS'I’)’L
= — = 0. 6.14
PN ON ( )

Assim, py é um vinculo primario e ird aparecer na Hamiltoniana multiplicado por um

multiplicador de Lagrange. Fazendo a transformacao de Legendre:

. Np2
Hcosm =d a N - Lcosm = - <. 6.15
apq + INPN 194 (6.15)
A nossa Hamiltoniana total sera entao:
Htotal = Hcosm + Hmatéria + )\PN7 (616)
onde A é um multiplicador de Lagrange.
De posse da Hamiltoniana, podemos encontrar as equagoes de movimento:
- OHpq
N =t )\ (6.17)
Ipn

ou seja, a primeira equagao nos dd um informacao essencial: N(¢) é uma fungao arbitraria
do tempo, ou seja, uma escolha de calibre. Isto serd essencial no decorrer do capitulo. A
proxima equagao sera:
2
a[_[toml o Y2 8]¥matéria
ON 12a ON

P = (6.18)
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Porém, sabemos que py = 0, logo, por consisténcia, temos que impor py = 0. Temos

assim: ) BH
pa matéria
_ =0. 1
12a ON 0 (6 9)

A equacao de movimento seguinte é:

. a-[{toml Npa
= = — 6.20
a 8pa 6a ) ( )

que apenas reproduz a defini¢do de p,. A ultima equacao de movimento é:

8Htotal o Npg a}Imatéria

Pa = oa 1242 Oa

(6.21)

Combinando as equagoes de movimento podemos chegar em expressoes familiares.

Calculando a p, em (6.20) e substituindo em (6.19), temos:

a 2 1 a}[matéria
— ) == .22
(aN ) 3a3  ON (6.22)

Substituindo o mesmo p, em (6.21) e utilizando (6.22), obtemos:

CL/N B aN/N2 o 1 1 aP[matéria 1 aHmatéria (6 23)
Na ~ 6\a® ON Na?  Oa ' '

Para escrever as equagoes (6.22) e (6.23) de uma forma mais familiar podemos
fazer algumas defini¢oes. A dependéncia de H,,q1¢ri com N deve vir apenas do fator do

determinante da métrica, para que ele carregue a interpretacao de energia. Assim, podemos

definir:
aI—Lnatéria o Hmatém’a

E= = .24
ON N (6.24)

A partir da energia, podemos definir a densidade de energia p e a pressao P:

E Hmatéria
=== —. 2
P=v Na? (6:25)
oF 1 8Hma éria

P=—_= ferae, (6.26)

oV~ 3Na? da
Como devido a (6.17) N(t) é fungao arbitraria de ¢, podemos escolher o chamado calibre

de tempo, em que N = 1. Nestas condigoes, podemos reescrever (6.22) e (6.23):

<a>2 - §> (6.27)

Z:—é@+3m. (6.29)

A equacdo (6.27) é conhecida como Equagao de Friedmann e a equagao (6.28) ¢é

conhecida como Equacao de Raychaudhuri.

Neste capitulo, iremos estudar o caso do espaco livre, ou seja, sem nenhum contetido

de matéria. Existem técnicas para acoplarmos matéria a Gravitacdo Quantica de Lagos,
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como descrito em [1], porém tal procedimento complica consideravelmente o problema,
fugindo do escopo desta dissertacao. Outro ponto essencial é que, como ja discutido, iremos
trabalhar no calibre de tempo, ou seja, N(t) = 1 daqui em diante. E importante observar
que foi essencial manter a dependéncia em N (t) até aqui a fim de derivarmos as equagoes
de movimento. Feito isso, sabendo que a funcao é apenas uma escolha de calibre, podemos

substitui-la pela expressao mais conveniente.

Com a forma da acao (6.9) e as equagoes de movimento (6.27) e (6.28) em maos,
podemos estudar qual o limite classico esperado da teoria quantica. Tal procedimento
é importante, pois ao obtermos a amplitude do vértice para a Cosmologia poderemos
verificar que a mesma apresenta o limite classico correto. Foi discutido no Capitulo 4, na

Equacao (4.84), que o limite cléssico da amplitude de transi¢ao é dado por:
Wz, t,2',t') ~ erS@ta’t) (6.29)

em que S(x,t, 2',t') é a funcdo de Hamilton, definida como a agao classica calculada na

solucdo das equagdes de movimento entre configuragoes iniciais (z,t) e finais (2, t').

Temos entao que encontrar a fungao de Hamilton para a Cosmologia. Ao avaliarmos
a agao (6.9) nas solugoes da equacao de Friedmann (6.27), vemos que o termo principal e
o de fronteira irao se anular, uma vez que para p = 0 a solucao da equagao (6.27) leva
a a = 0. Porém, podemos tratar o problema de forma perturbativa, para analisarmos as
flutuagoes em torno dos valores de aegssico © Qerassico, definidos pelas solugoes das equagoes

de movimento. Assim, definimos:

a(l) = Qclassico 1 5@7 (630)
") = Gusssico + 00 = da. (6.31)

Primeiramente, vamos analisar o termo principal da acdo, sem o termo de fronteira.

Substituindo a expansdo em (6.9) e mantendo apenas os termos de primeira ordem, temos:

S

cosm

— 3 / dta® (aV)" = 0. (6.32)
Ja para o termo de fronteira (6.10), temos:

S](”i)onteiv“a = Sa(l)Za(l) - 3@2 da + 6acléssi005a + 0(2) (633)

classico

Assim, em primeira ordem, apenas sobram contribui¢oes do termo de fronteira para a

funcao de Hamilton.

E importante comentar que no caso com acoplamento de matéria ou constante
cosmologica, tal resultado é exato, ou seja, o termo principal da acao zera ao ser avaliado
nas solugdes das equagdes de movimento, mas o termo de fronteira nao, sendo este o tnico

que contribui para a funcao de Hamilton.
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Assim, a funcdo de Hamilton para a cosmologia sera:
S(ai, (lf) = Sfronteiramf = S(af) — S(ai), (634)

onde
S(a) = 3a’a, (6.35)

de forma que espera-se que as amplitude de transi¢cao apresentem um comportamento na
forma:
W (as, ag) ~ en®@a) = a9 =S — W (q )W (a;). (6.36)

Ou seja, espera-se que as amplitudes de transicao fatorem e que cada fator tenha seu

comportamento oscilatério governado por (6.35).

6.1.1 Variaveis de Ashtekar

Antes de prosseguirmos para a discretizacdo e a quantizacao de fato, podemos
analisar quais sao as varidveis de Ashtekar no contexto da Cosmologia. Tal passo ¢é essencial
na Cosmologia Quantica de Lagos, como sera discutido, mas também desempenha um

papel importante na escolha das nossas variaveis na construcao de estados cosmologicos.

O primeiro passo para a construcao das variaveis é a escolha da folheagao em que
iremos trabalhar. No caso da Cosmologia tal escolha é direta: iremos trabalhar no calibre
de tempo em que N(t) =1e N = 0. Com esta escolha, a escolha das triadas para as folhas
espaciais é direta:

e = a(t)da'. (6.37)

Escolhida a triada podemos partir para o calculo da conexao de Ashtekar (2.101).
O primeiro termo da conexao é dado pela conexao de spin da triada, que pode ser calculada

pela condicao de torgao nula:
de' + €, 7 N e =0, (6.38)
cuja solucao para espacos planos e em superficies espaciais de t fixo é:
I =0. (6.39)

O segundo termo da conexao é calculado a partir da curvatura extrinseca. No calibre de

tempo, a expressao (2.49) se reduz a:

i O : A
K,y — % = L (eke}) = 6;006)ai = Suaa (6.40)

Contraindo com a triada inversa obtemos o termo de curvatura extrinseca:

. . 1 )
K = Kue" = 0gpaa” = = ad'. (6.41)
a
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Reunindo (6.39) e (6.41) podemos escrever a conexao de Ashtekar:
Al =T! +~vK! = ~vad, = cd’, (6.42)

onde definimos uma nova variavel
c="a (6.43)

que carrega toda a informacao da conexao.

A variavel seguinte é o campo elétrico de Ashtekar, definido em (2.95). Substituindo

as triadas explicitamente, temos:

1 - 1 - a?
Ef = ieijkeabce{,elj = iqjkeabcazfsgéf = Eeibcﬁabc = a0 = pdY, (6.44)

onde novamente definimos uma nova variavel
2
p=a (6.45)

que carrega toda a informacao do campo elétrico.

As variaveis ¢ e p fazem o papel das variaveis de Ashtekar na teoria da Cosmologia
Quéantica de Lagos. Assim, os procedimentos de quantizacao partem da algebra classica
estabelecida entre ¢ e p. Na Cosmologia Spinfoam estas varidveis também serao importantes

na construcao dos estados coerentes homogéneos e isotropicos, como sera discutido adiante.

6.1.2 Discretizacao Classica

Antes de partirmos para a teoria quantica, nossa prescricao de quantizacao estabe-
lece que devemos truncar os graus de liberdade da nossa teoria, fazendo uma discretizagao

da variedade. Comecemos pela fronteira.

Na construcao feita no Capitulo 3 a nossa fronteira espacial é discretizada por
tetraedros. Tal discretizagao nos fornece um dual, que é dado pelo grafo da fronteira I,
onde sao discretizadas as variaveis. Para discretizarmos as superficies espaciais temos
que lembrar que elas satisfazem uma propriedade fundamental: o espaco é homogéneo e
isotropico. Assim, o grafo de fronteira escolhido deve representar tais propriedades. Para
isso, como sera discutido adiante, os grafos devem ser regulares, ou seja, todos os nés
devem ter a mesma valéncia. O grafo mais simples com esta caracteristica é o grafo de
dipolo (I'y), representado na Figura 10. Pela sua simplicidade, as figuras deste capitulo
irao fazer referéncia ao grafo de dipolo, mas os resultados aqui apresentados sao validos

para qualquer grafo regular.

Para fazermos a dindmica quantica, precisamos construir um 2-complexo. Vimos
porém que a amplitude de transicao pode ser calculada em diferentes ordens, dependendo

do quanto refinamos o 2-complexo escolhido. Aqui, trabalharemos em uma primeira
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Figura 10 — Grafo de Dipolo quadrivalente (I's): o grafo regular de dois nés (em vermelho)
conectados por 4 links (em preto). Sua interpretagao geométrica é direta:
estamos discretizando um espago tridimensional colando dois tetraedros por
todas os seus triangulos da borda.

aproximacao, ou seja, consideraremos um 2-complexo com apenas um vértice, o que nos

possibilitarda chegar a um resultado analitico.

Assim, a discretizagdo completa do nosso problema estéd representada na Figura 11.
A interpretacao desta discretizagao é direta. Estamos interessados no estudo da dinamica
no contexto da Cosmologia. Para isso, folheamos nossa variedade em superficies espaciais
homogéneas e isotropicas. A discretizacao de cada uma destas superficies é feita através
de um grafo regular. Para estudarmos como uma superficie espacial evolui em outra
introduzimos o 2-complexo da Figura 11, que liga um grafo inicial (I';), que é dual a
triangulacdo de uma superficie inicial, a um grafo final (I'y), que é dual a triangulacio de
uma superficie final. Esta ligacao é feita com um 2-complexo de apenas um vértice, que
nos dara uma amplitude de transicao truncada apenas a um primeiro termo de amplitude

do vértice.

6.2 Cinematica

Definida a forma da discretizacao do espago podemos discretizar as nossas variaveis
no grafo da fronteira para entao proceder para a quantizacao. Porém, tais procedimentos
sao exatamente os mesmos desenvolvidos nos Capitulos 3 e 4. O espago de Hilbert fisico da
teoria ainda é descrito por (4.19) e uma boa base de estados ainda é a base de spin-network
(4.30).

Para implementarmos as variaveis do nosso problema precisamos porém de estados
que tenham picos em geometrias homogéneas e isotrépicas. Uma ferramenta para a
construgao de tais estados foi desenvolvida no Capitulo 5: os estados coerentes. Utilizaremos
aqui os estados Heat Kernel, que nos possibilitarao escolher o pico dos estados tanto na

geometria intrinseca quanto na extrinseca.

A construcgao de estados coerentes homogéneos e isotropicos a partir dos estados
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Figura 11 — 2-complexo entre dois grafos regulares de fronteira desconexos com apenas um
vértice. Os grafos da fronteira estao representados por grafos de dipolo, com
links em preto e nés em vermelho. O vértice do 2-complexo esta representado
em azul, enquanto as arestas estao em verde. Por simplicidade, as faces nao
estao representadas no desenho, mas estao presentes sempre entre duas arestas.

Heat Kernel foi proposta inicialmente em [9]. Em seguida, outros autores mostraram que
tais estados realmente possuem picos em geometrias FLRW [10]. Vamos apresentar aqui

como tal construgao ¢ feita.

Reproduzindo alguns resultados do Capitulo 5, lembramos que os estados Heat

Kernel podem ser escritos como:

o -1 -1
VY, (U) = /S v dgnl;[K (95, Uege, Hy ), (6.46)
onde
K(U)=Y"(2j + 1)e Ut Ty, [DO(U)]. (6.47)

j
O elemento H, € SL(2,C) determina completamente o pico da geometria e pode ser
decomposto na forma:
Hy = Ry, e =o3/2R=-1 (6.48)
f4 ty

onde foi definida a variavel complexa:
Zp = fg + Z?]g (649)

Assim, H, depende de quatro parametros que definem o pico da geometria e possuem

interpretacao dada no Capitulo 5: 7, e 7;, s@o as normais dos tridngulos que estao colados
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no link ¢, & é proporcional a curvatura extrinseca, enquanto 7, é proporcional a area dos

tridngulos colados no link ¢ (5.46).

Com as interpretacoes fisicas dadas, a proposta de implementacao de estados
coerentes homogéneos e isotrépicos feita em [9-11] é intuitiva. Partindo de estados Heat

Kernel, devemos impor:

1. Os grafos nos quais os estados sao construidos devem ser regulares.
2. As normais nao dependem dos nés:
Ms, = T, = Ty, (6.50)

onde 77, é a normal ao triangulo da borda de um tetraedro regular, que é associado

ao link 0.
3. A variavel z, deve independer do link e deve ser dada por:

t
= ,—P. 6.51
z c+z}_wp (6.51)

As trés condigoes implementam explicitamente a homogeneidade e a isotropia ao
exigir que nao devem haver dire¢oes ou pontos preferidos no grafo. Ja a terceira condicao,
implementa as variaveis da Cosmologia definidas na Segao 6.1.1, utilizando a interpretagao
fisica das quantidades £ e 7. Como £ é relacionada a curvatura extrinseca, que por sua vez
¢ relacionada a derivadas temporais de quantidades intrinsecas, no contexto da cosmologia
é natural associar £ = ¢ = va. Ja n é associada a area (5.46), que na cosmologia é dada
pelo quadrado do fator de escala. Utilizando as trés condigoes acima é possivel mostrar

que os estados coerentes Heat Kernel possuem picos em geometrias FLRW [10].

6.3 Dinamica

O tltimo passo no estudo do nosso problema é a implementacao da dindmica
quantica. Como descrito no Capitulo 5, a dindmica da Gravitagao Quantica de Lacos é
truncada para um dado 2-complexo e pode ser calculada a partir da seguinte amplitude
de transicao (4.82):

v

We(Us) = N / s [T 6(he) TT Av(hos), (6.52)
SU(2) i
onde Ay (hyf) é a amplitude do vértice, que pode ser escrita como:

A (h, :/ g’ TT P [gev v, ot 6.53
(hws) Lo gvel;[ [Gev Gers ] (6.53)

onde P[g, h] é definido como:

Plg,h] = >2(2j + 1) T, YID®W (g)Y, DI ()] . (6.54)

J
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Para o nosso problema, queremos calcular a amplitude do vértice do 2-complexo
da Figura 11, considerando que os estados de fronteira sdo aqueles definidos na Se¢ao 6.2.

Assim, calculando a amplitude do vértice na base de estados coerentes, temos:

Ay(Hp) = (Avlton,) = /SU(Q)L AU Av(Up)tbn, (Uy)

= d dg 2ji + 1) Tr;, [YI DR (goygoer )Y, DY)
SU(2)L Uy SL2C) Yve (HZ( Jf + ) I“Jf[ y (g g ) ; (UZ)}

fJe
(H > (2o + 1)e 0D Ty [D(”)(UeHel)])

_ —tje(je+1) T H(p.k) , (4)
= SmdgveHZ 2+ 1)e U Ty [YIDP) (goygye) Y, DY) (Hy)|

= d P, H, evive’ ) 6.55
SL(2,C) gvelzl t(He, gev ') ( )

onde no pentltimo passo foi utilizada a expansao do delta em representagdes (4.73) para

calcular a integral e no tultimo passo foi definido:
Pi(H,g) = Y_(2j + 1)e 70 Tr; [YIDWN (g)y, DO (H))| . (6.56)

J

E importante observar um ponto essencial. Em (6.53) o produto é tomado sobre
as faces, enquanto em (6.46) o produto é tomado nos links podendo causar alguma
confusao na definigdo (6.55). Porém, observando a Figura 11 e lembrando que na fronteira
a correspondéncia entre links e faces é direta (um link pode ser interpretado como uma
face que corta a fronteira) percebemos que nao ha nenhuma ambiguidade na expressao.
O mesmo raciocinio ¢ valido entre arestas e nés: um né pode ser associado a uma aresta

que intercepta a fronteira. Com isso, podemos reescrever a expressao (6.55) abrindo

explicitamente as integrais em termos dos elementos dos grafos e do 2-complexo:
Av(zi, 2p) = Ay(Ho(2), Ho(2y))

= d91d92d91d92 Hpt Hyi, 91 92 HPt Hys, g1 (92) 1)
SL(2,0) v o

= A(z)A(zy). (6.57)

Ou seja, é possivel fatorar a amplitude do vértice em dois fatores, cada um dependendo

apenas dos elementos do grafo inicial ou do grafo final.

Queremos estudar o comportamento das amplitudes no limite semiclassico. No
nosso contexto, o limite semiclassico pode ser encontrado no limite em que a nossa escala de
comprimento é grande comparada ao comprimento de Planck. Analisando (6.51), queremos
p = a® > vh, ou seja, Im(z) > 1. O tnico termo que depende de z em A(z) estd em H,,

de forma que usando (6.48) temos:

D(J')(Hé) - D(J')(Rm)D(J)( 71203/2)D(J)(Rw) (6.58)
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Expandindo o termo que depende de z, temos:

DO ) = 37 5 |jm) {j, ml

m=—j

J
_ Z et Re(z)meIm(z)m ‘], m> <], m’

m=—j
~ e |5, 5) (4, 4], (6.59)

onde foi usado o fato de que Im(z) > 1, assim, como o termo e™®™ nao ¢ limitado, a
soma serd dominada pelo termo de maior nimero magnético m = j. Substituindo em
(6.58), temos:

DY)(Hy) ~ e 1 DY)(Rz,) |4, 7) (4, 5] DV (R:}). (6.60)

Tig

Usando porém a defini¢do dos estados coerentes SU(2) (5.13), temos:
DY(Hy) = e |, i) (j, 7l = e P, (6.61)

onde Py = |j, i) (7, 7| ¢ o projetor nos estados coerentes SU(2).

Como a amplitude do vértice fatora em duas partes que dependem de apenas um
dos grafos da fronteira, podemos estudar o comportamento de somente uma delas, uma
vez que o resultado serd exatamente o mesmo para a outra diferindo apenas pelo valor de

z. Substituindo o resultado (6.61), temos:
A(z) ~ / dgve [T (240 + 1)e el emizie Ty PgYJD(p’k)(gevgve»)Ky}. (6.62)
SL(2,C) P G

Notando que a soma em j, é a mesma para todos os links e que ela nao depende dos

elementos do grupo, podemos escrever:

dgwe TTTr |BYID®R) (g g.0)Yo | . (6.63
7 L(z,«:)ggr{ZV (gg)v} ( )

A(z) ~ (Z(Zj + 1)etj(j“)e”j) /s

Aqui tomaremos outra aproximacao. Observa-se que a soma em j é gaussiana, assim

trocaremos a soma pelo seu pico jg, que pode facilmente ser calculado:

. p
= —_—. 6.64
Jo 2y ( )
Assim, substituindo jy, podemos escrever:
. tp(p—4) _ icp L .
A ~ (2 + DB e ) Q0), (6.65)

onde Q(jo) foi definida como a integral em (6.63) avaliada no pico j = jy. Tal integral pode
ser avaliada utilizando técnicas de ponto de sela, resultando em um fator proporcional a

norma dos estados coerentes, como feito em [11].
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Estamos porém interessados no comportamento oscilatorio da amplitude que nos
fornecera a comparacao com o resultado classico esperado. O termo oscilatério da amplitude

(6.65) é dado por;
_iLep _ iLyaa?® B

Az) ~me 2 =¢ 2m =¢ i gaa’ (6.66)

Ou seja, a amplitude de transicdo quantica fatora em dois termos. Um deles depende
apenas das variaveis do grafo final, enquanto o outro depende apenas da variaveis do
grafo final. Cada um destes termos tem o comportamento oscilatorio no limite classico
dado por (6.66). Assim, mostramos que no limite classico a parte oscilatéria da amplitude
de transicao é governada pela fungao de Hamilton da Cosmologia (6.34), como previsto
em (6.36). Ou seja, a teoria construida se mostra autoconsistente, retornando os valores

esperados no limite classico.

Em uma outra abordagem, é possivel mostrar que a amplitude obtida em (6.65)
esta no nicleo de um operador, que no limite classico corresponde ao vinculo Hamiltoniano,
de forma que a equagao de Friedmann é recuperada [9]. Tal resultado também pode ser

obtido usando a extensao do vértice EPRL/FK que inclui uma constante cosmoldgica [11].
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7 Conclusao

Nesta dissertagao vimos como construir uma teoria quantica, nao perturbativa e
independente de background da Relatividade Geral: a Gravitacdo Quantica de Lagos no

formalismo de spinfoams.

Inicialmente, no Capitulo 2, foi visto como reformular a Relatividade Geral em
diferentes linguagens. Tais formulagoes nos permitiram desenvolver ferramentas essenciais
para uma posterior quantizacao, como o formalismo de tetradas, as variaveis ADM, a acao

de Holst e as varidveis de Ashtekar.

De posse destas novas ferramentas, foi visto no Capitulo 3 como discretizar a
Relatividade Geral combinando técnicas de dois campos distintos: as teorias de calibre
na rede e o calculo de Regge. Com isso, foi possivel truncar os graus de liberdade da
Relatividade Geral a um grafo, no contexto cinematico, ou a um 2-complexo no contexto
dinamico. A constru¢ao de uma acao discreta se mostrou uma grande vantagem, indicando
um caminho para o cdlculo de amplitudes de transicao na teoria quantica. Além disso,
com as variaveis da teoria discretizadas foi possivel obter uma algebra simples, que abriu

caminho para a quantizacao da teoria: a algebra de holonomia-fluxo.

Em seguida, no Capitulo 4, utilizando os resultados anteriores foi construida a
Gravitacao Quantica de Lacos. A cinematica da teoria é obtida através de um processo
de quantizagdo canonica, onde promovemos as variaveis a operadores que satisfazem
relagoes de comutacgao que espelham a algebra de holonomia-fluxo. Com isso, encontramos
a representacao da holonomia, na qual o nosso espaco de Hilbert é o espago de fungoes
de quadrado integravel do grupo SU(2) para cada link do grafo, que sdo invariantes por
transformacoes de calibre em todos os nés. Foi visto que uma base conveniente para este
espaco € a base de spin-network, construida a partir de matrizes de Wigner, que sao
representagoes irredutiveis do grupo SU(2), e intertwiners, que garantem a invaridncia de
calibre nos nés. Nesta construgao, vimos que associamos um spin a cada link do grafo, que
nos da a informacao da area da superficie dual a este link, além de um niimero quantico a

cada no, que pode ser interpretado como fornecendo o volume do poliedro a ele associado.

Ainda no mesmo capitulo, foi construida a dindmica da teoria. Tal desenvolvimento
foi o grande sucesso do formalismo de spinfoams, que utiliza as integrais de trajetéria como
ferramenta no calculo das amplitudes de transi¢do. Mostramos como chegar a amplitude do
vértice EPRL/FK, que obedece principios basicos da Mecanica Quantica e da Relatividade

Geral, além de levar ao limite clssico correto [39,40].

Ja no Capitulo 5, foi desenvolvida uma nova base de estados para a Gravitacao

Quantica de Lacos, que sao bons estados semiclassicos, com picos em determinadas
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geometrias e minimizando as relagoes de incerteza. Tais estados sao chamados de estados
coerentes, inspirados nos estados que levam o mesmo nome e tem propriedades semelhantes
na teoria do oscilador harmonico quantico. Foram construidos dois tipos de estados,
utilizando técnicas diferentes. Os estados de Livine-Speziale utilizam técnicas do grupo
SU(2) para construir intertwiners que minimizam as relagdes de incerteza em cada link.
Estes estados porém nao possuem picos na geometria extrinseca, nos motivando a construir
os estados Heat Kernel utilizando técnicas da resolucao da equacao do calor. Tais estados
possuem pico na geometria intrinseca e extrinseca, além de possuir uma interpretacao

geométrica direta, facilitando a sua aplicagao em problemas diversos.

Por fim, no Capitulo 6, foram aplicadas as técnicas desenvolvidas ao longo de toda
a dissertagdo em um problema concreto: a Cosmologia. A partir da a¢ao encontrada para
o problema foi possivel estabelecer qual o limite classico que deve ser encontrado para a
amplitude de transicdo de uma teoria quantica da Cosmologia. Discretizando a variedade
espacial em grafos regulares e implementando as variaveis cosmologicas adequadamente nos
estados Heat Kernel, foi possivel construir estados coerentes homogéneos e isotrépicos, que
possuem picos em geometrias FLRW. Com isso, calculamos a amplitude de transicdo em
primeira ordem, ou seja, com apenas um vértice, entre estados homogéneos e isotropicos
associados a dois grafos regulares desconexos. No limite de volumes grandes comparados a
escala de Planck foi possivel mostrar que a parte oscilatéria das amplitudes de transicao

retorna o comportamento previsto a partir da dinamica classica.

E importante observar que os resultados obtidos no Capitulo 6 ndo sdo nenhuma
previsao da teoria. Apenas mostramos que o modelo construido é autoconsistente, no
sentido de que partimos de uma teoria classica e percorremos um longo caminho até
chegarmos a teoria quantica, porém ¢é necessario que a teoria quantica construida retorne

o comportamento classico no limite adequado.

Devemos salientar também que os calculos feitos no ultimo capitulo foram feitos
tomando fortes aproximagcoes. O modelo adotado em si é uma primeira aproximacao, uma
vez que tomamos apenas um grafo para representar todo o espago de Hilbert da Gravitacao
Quéntica de Lagos, como discutido em (4.39), e calculamos a amplitude de transi¢ao em
um 2-complexo com apenas um vértice, de forma que espera-se novas contribuigbes com o
refinamento do mesmo. Além disso, o calculo foi feito para volumes grandes, de forma que
desprezamos varios termos nas somas (6.59) e (6.65). Outro ponto importante é que os
calculos foram feitos para o espago vazio (p = 0) e sem curvatura (K = 0), de forma que o

modelo pode ser aprimorado para procurarmos novos resultados.

Assim, ha a perspectiva da melhora do modelo em algum dos varios pontos apresen-
tados. Inicialmente podemos trabalhar em um modelo com curvatura [50] ou com a inclusao
de uma constante cosmoldgica [11,51]. H4 indicativos de que o refinamento dos grafos

de fronteira nao leva a novas contribuigoes [11,52]. Alguns trabalhos ji desenvolveram
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modelos com acoplamento de matéria e com um 2-complexo mais refinado [53]. Outra
possibilidade seria a mudanca dos estados de fronteira. Recentemente foram publicados
candidatos a estados cosmolégicos [54], que possuem a sua semiclassicalidade amparada
na conjectura de Bianchi-Myers [55] e podem levar a novos resultados quando estudada
a sua dindmica. Desta forma, espera-se encontrar novas previsoes da teoria, que possam

levar a testes observacionais no futuro, comprovando-a ou refutando-a.
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APENDICE A - Tépicos de teoria de grupos

A teoria da Gravitagao Quantica de Lacos utiliza varias técnicas e resultados de
teorias de grupos, principalmente dos grupos SU(2) e SL(2,C). Assim, este Apéndice tem
como objetivo introduzir alguns resultados importantes utilizados ao longo da dissertacgao.
Ressalta-se que este topico é extremamente amplo e pode ser analisado através de diversas
abordagens, de forma que neste Apéndice serao enunciados e mostrados apenas os resultados

essenciais para a compreensao do texto principal desta dissertacao.

Comecemos com algumas defini¢bes basicas, porém essenciais.

Definicdo A.1 (Grupo). Um grupo G € um conjunto equipado com uma opera¢do - :
G x G — G, chamada de operacio do grupo, uma operacio ~': G — G, chamada de

inversa, e um elemento I € G, chamado de identidade, de modo que:

1. (g-h)-c=g-(h-c),

com g,h,c € G.

Definido o que é um grupo, podemos definir o que caracteriza um subgrupo:

Defini¢cao A.2 (Subgrupo). Um subgrupo H C G é um subconjunto de G fechado pela

operagdo do grupo e inversa, contendo a identidade.

Visto que os dois grupos de nosso interesse sao grupos matriciais, a operagao do
grupo sera o produto, de forma que sera omitido o simbolo - daqui em diante. Um grupo

de matrizes extremamente importante é o grupo geral linear GL(n, C):

Definigao A.3 (Grupo Geral Linear). O grupo geral linear GL(n,C) é o grupo de matrizes

n X n invertiveis e com entradas complexas.

Ou seja, GL(n,C) é o grupo de transformagoes lineares, que engloba intimeros

grupos matriciais de interesse fisico.

Definido o grupo GL(n,C), podemos definir a representagdo de um grupo:

Definicdo A.4 (Representacao). Uma representagao p do grupo G no espago vetorial V' é
um homomorfismo p : G — GL(V), obedecendo p(gh)v = p(g)p(h)v,Yv € V e Vg, h € G.
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Ou seja, uma representagdo mapeia um elemento do grupo em uma transformagao
linear em um espago vetorial de interesse. Uma classe de representacoes de interesse sao

as representacoes irredutiveis, definidas a seguir.

Definicao A.5 (Representagao Irredutivel). Um subespago V' C V' é dito invariante se
plg)v € V' .Yv € V' e g € G. Dizemos que uma representacio p é irredutivel se os seus

tnicos subespagos invariantes sio o proprio V- e {0}.

As representagoes irredutiveis sdo importantes, uma vez que podemos construir

representacoes redutiveis a partir dela, seja por soma direta ou por produto tensorial.

Ao longo de diversos textos ha diferentes usos para o termo representacao, podendo
se referir ao espago em que agem as transformacoes lineares do grupo G, ou seja, V', ou as
representacoes p, como na Definicdo A.4. Aqui seremos precisos com as defini¢oes, com o
objetivo de evitar confusoes. O espaco vetorial V' onde age o grupo G sera chamado de
espaco de representacao, enquanto o termo representacao sera reservado para o que foi
definido na Definicao A.4.

Outras defini¢oes de interesse sao a de um grupo abeliano e de um Grupo de Lie:
Defini¢ao A.6 (Grupo Abeliano). Um grupo G é dito abeliano se gh = hg, Vg, h € G.

Definigao A.7 (Grupo de Lie). Um grupo G € dito um grupo de Lie se ele possui a

estrutura de uma variedade, com as operagoes do grupo e inversa sendo mapas suaves.

Os nossos grupo de interesse sao grupos de Lie, de forma que poderemos utilizar

ferramentas do estudo de variedades no seu tratamento.

Dadas as defini¢oes acima, podemos partir para o estudo de cada um dos grupos
de interesse, ou seja, SU(2) e SL(2,C). Porém, vale ressaltar a motivacao de estes serem
0s nossos grupos de interesse. Originalmente, os grupos de interesse seriam o grupo de
Lorentz (SOq(1,3)) e o grupo de rotagoes espaciais (SO(3)). Porém, podemos mostrar
que o grupo SL(2,C) é o recobrimento universal de SOy(1,3), assim como SU(2) é o
recobrimento universal de SO(3) [56]. Desta maneira, pelo fato dos grupos de interesse
possuirem a mesma algebra dos grupos originais, ao tomarmos um elemento do grupo
como a exponencial da combinacgao linear de elementos da algebra, caimos no grupo
maior, ou seja, no recobrimento universal. Tal argumentacao pode ser feita de maneira

matematicamente rigorosa, através das chamadas estruturas de spin, como feito em [57].

Como serd visto nas préximas segoes, os grupos de recobrimento SU(2) e SL(2,C)
possuem vantagens operacionais interessantes e nos possibilitarao utilizar ferramentas

essenciais para a Gravitacao Quantica de Lagos.
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A.1 O grupo SU(2)

O grupo SU(2) é um grupo de Lie, ndo-abeliano, de matrizes 2 x 2, unitarias e
de determinante 1. Seu nome vem da sigla de grupo especial unitario (special unitary, do

inglés). Uma matriz genérica com estas caracteristicas pode ser representada por:

Ulg = (“ g) a4+ 187 = 1. (A1)

O fato de |af* + |8]> = 1 leva & uma consequéncia fundamental: o grupo SU(2)
é compacto. Tal afirmacao pode ser facilmente observada, ao definirmos o = w + iz e
B =z + iy, de forma que |a|* + |B]° = 22 + 3% + 22 + w? = 1, ou seja, SU(2) é isomorfico
A esfera unitdria S°.

O espaco de representacdo fundamental de SU(2) é formado pelos espinores v €

C?%; a = 0, 1. Denotaremos os espaco de representacio fundamental de SU(2) por H; /2- O

A

espaco de espinores de 2j indices completamente simétricos v4142/ também se transforma

sob a a¢ao de SU(2) em cada um dos indices, assim ele é um espago de representagao de
SU(2) e serd denotado #H;. Pode-se observar diretamente que #; tem dimensao 2j + 1,

uma vez que cada um dos indices assume valor A,, = 0,1 e eles sdo simétricos.

Podemos definir em 1/, um produto escalar, que é invariante sob a agao de SU(2):
(uv) = u%° + a'v', (A.2)
Demonstracao.

(UulUgv) = (au® + pu')(an® + o') + (=B’ + au')(—fo° + av')
= |a|?a%° + aBulv! 4+ Bau'® + | Bt v?
+ 8% — pau’v' — aBut® + |affulv?

= (la* + [B[)a"" + (Jaf* + [8[)a'v" = (ulv).

]

Podemos também introduzir dois tensores antissimétricos e p e €%, definidos

0 1\ ., (0 1
eAB:<_1 O) e e’ = (_1 0). (A.3)

Tais tensores sdo invariantes sob a agao de SU(2):

CcOomao:

eapUUP, = eop. (A.4)

Tal afirmacdo ¢ facilmente demonstrada ao substituirmos explicitamente U4y e utilizar
o + 182 = 1.
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Os tensores €45 ainda possuem outras propriedades interessantes:
—1\A AC D
(U)"p =€"espU¢, (A.5)

eape? = —65. (A.6)
Ambas as propriedades sao facilmente demonstradas ao substituirmos as defini¢bes dadas

aos objetos explicitamente.

Devido as caracteristicas do tensor €45, podemos adotar a convencao de que ele

pode ser usado para subir e abaixar os indices SU(2) da seguinte maneira:

vi=ePug e vy =0Pega (A.7)

Definido o grupo, podemos introduzir a algebra a ele associada. A algebra de Lie

de SU(2), denotada por su(2), é definida pelas relagoes de comutacao:

73, 73] = ijTk- (A.8)

Uma base de matrizes que satisfazem essas relacoes é dada por:
T, = — =0y, (Ag)

onde o; sdo as matrizes de Pauli.

Sabemos que podemos escrever um elemento de um grupo de Lie como a exponencial

da combinacao linear de elementos da algebra. Temos entao:
Ula') = e*™. (A.10)

Podemos também interpretar o = an’, onde 7 é um vetor unitario. Assim, um elemento

de SU(2) depende de um angulo « e de uma diregao 77, podendo ser escrito como:
 A.G « «
U(a,n) =e "2 = cos <2> — i sen <2>ﬁ.6’, (A.11)
onde a ultima igualdade é facilmente mostrada ao expandirmos a exponencial em série de

poténcias.

Observando (A.8), percebe-se que a dlgebra de su(2) satisfaz as relagoes da édlgebra
de geradores de rotagao, o que é esperado, uma vez que as dlgebras de su(2) e so(3) sao
isomorficas. Assim podemos interpretar os elementos de SU(2) como operadores de rotagao.
Utilizando este fato, podemos aproveitar todo o formalismo ja conhecido para a mecéanica

quantica de momento angular, uma vez que ele esta fundamentado na mesma algebra.

Sabemos que uma rotacao por um angulo « na direcao ¢ é descrita pelo operador

—q . . . k s .
Ri(a) = e7™/i onde os operadores J; satisfazem [J;, J;] = i€;; Jp. Porém, quaisquer
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operadores J; hermitianos que satisfazem estas relagoes de comutagao sao ditos operadores

de momento angular, de forma que:
[ Jj) = i€ T e [0, 7] =0, (A.12)

onde J? = J2 + Jy2 + J? é o momento angular total, chamado na linguagem de teoria de

grupos de Operador de Casimir do grupo SU(2).

Devido a (A.12), podemos encontrar uma base que diagonaliza J? e J, simultanea-

mente. Tal base é conhecida e nela estes operadores possuem os seguintes autovalores:

Jjom) = (G + 1) [5,m) (A.13)
J.|j,m) =mlj,m), (A.14)
onde j € N/2em = —j,...,j. A base |j,m) é usualmente a base mais utilizada para H;

e sera utilizada daqui em diante.

Como discutido, na base de espinores, o espaco H; € o espaco de representacao de
SU (2) gerado pelos espinores de 25 indices totalmente simétricos. Porém, podemos definir
H; na base |j, m) como sendo o espago gerado por |j,m) com j fixo. Observamos que o
espago possui dimensao 25 + 1, pois m = —j,...,J.
Podemos escrever um elemento genérico de H,; nesta base como:
J
)y = > o™ |jm), (A.15)

m=—j

além de definir um produto interno andlogo ao definido para H; o:

(ulp) = a™™. (A.16)

Na base |7, m), h4 uma representacao irredutivel para o grupo SU(2) que é de
fundamental importancia no que se segue. Tais representacdes sao conhecidas como

matrizes de Wigner (DY )mn(U )) e s@o definidas como:

D(J)mn(U) — <], m‘e—ioﬂJi

jin) - (A.17)

Utilizando a interpretagao ja conhecida da mecéanica quantica, observa-se que pY )mn(U )
pode ser interpretada como a probabilidade de encontrarmos o estado |7, m) a partir do

estado |j,n) rodado de um angulo |@| na diregao definida por &.

Férmulas explicitas para as matrizes de Wigner podem ser encontradas em [58]
ou em livros tradicionais de Mecénica Quéntica, como [59]. Além disso, elas podem ser
encontradas facilmente em softwares matematicos a partir de uma dada parametrizacao

para os elementos de SU(2), que serao discutidas adiante.
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O tensor invariante SU(2) e4p pode ser generalizado para a representacao de spin

J, na base |7, m). O resultado é [58]:
eV = (—1)77",, _, e DM —= (1), (A.18)

e ele satisfaz as seguintes propriedades:

= (1P, (A.19)
eif;inle”)m’” = (—1)%5", (A.20)

além das propriedades satisfeitas por ele no espaco de representacao fundamental. Em
particular, podemos usar e¥) para subir e abaixar indices, além de calcular os elementos

das matrizes de Wigner inversas.

A.1.1 Intertwiners

Os intertwiners desempenham papel fundamental na construcido da teoria de
Gravitagao Quantica de Lacos, uma vez que os estados fisicos da geometria devem ser
invariantes por transformacoes de calibre nos nds. Assim, precisamos de um objeto que
seja invariante por transformagoes SU(2) em todos os seus indices e, por defini¢do, estes

sao os intertwiners.

Na Gravitacao Quantica de Lacos associamos um espago H; a cada metade de um
link. Assim, em um né quadrivalente estaremos lidando com um espago H,;, ®H;, ®H ;, @H,;, ,
de forma que temos que desenvolver técnicas para trabalhar em espacos formados por

produtos tensoriais de espagos H;.

Tais técnicas sdo amplamente conhecidas para o grupo SU(2), uma vez que elas
surgem do formalismo da soma de momento angular. Sabe-se que temos duas bases de
interesse para o espago H;, ® Hj,: a base |ji,m1) [j2, m2), que diagonaliza os operadores
JW20g@20 g e J2) e a base |j1,j2; 5, m), que diagonaliza os operadores J1? J2?2,
(JO + J@)2 e JU + J@ . Como ambas as bases geram o mesmo espaco, as duas estao

relacionadas por uma transformagcao unitaria:

1, ma) [z ma) = S CURD G s m) (A.21)
jm
lj1.jasdim) = Y C(jmj)mlmm |1, ma) 52, m2) - (A.22)
mims9

Aos coeficientes desta transformagao unitdaria damos o nome de coeficientes de Clebsch-
Gordan.

O espaco H;, ® H,, pode ser decomposto da seguinte maneira:

Jj1+72
Hy,oH;,= @ H; (A.23)

J=li1—72|
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Logo, os valores de j, que determina os autovalores do momento angular total, sao limitados:
1 = J2l <7 <J1+ o (A.24)

Esta condicao, juntamente com j; + j» + 7 € Z, sao chamadas de condi¢gées de Clebsch-
Gordan.

Os coeficientes de Clebsch-Gordan possuem algumas propriedades importantes:

1. Os coeficientes sao nulos, a menos que as condi¢oes de Clebsch-Gordan sejam

satisfeitas;

2. C(jljgj)mlmm = 0 se m # my + may;

m ~(j1j23)mim! mf cms
C ! 2m — 6m11 5m§,

3. (Ortogonalidade) >, (/\91723)

mima

4. (Convengao de fase) Com a convengao de fase de Condon-Shortley ! [60], os coeficientes
fgzgymame o ~(51529)

. . (
sao reais e C . -

m s
possueln 0 mesmo valor numeérico.

Definidos os coeficientes de Clebsch-Gordan, podemos voltar ao objetivo inicial de
construir um objeto invariante por transformagoes SU(2) em todos os indices. Tal objeto

¢ o simbolo 35 de Wigner, definido como:

o J2 s 1 j1—j2+3s (v(J172J3) n_(j
P — — : _1)Jr—detis iz cla) A.25
1mams3 (ml My mg) 2]3 ¥ 1( ) mime nms ( )

Como principal propriedade o simbolo 3j é invariante por transformagoes SU(2) comuns

em todos os seus indices, para trés representagoes diferentes:

plinm (U)D(j2)m2n2(U)D(j3)m3n3(U)Lm1m2m3 = Lnyngns (A.26)

ny
e devido a esta propriedade o simbolo 35 é chamado de intertwiner trivalente.

Os intertwiners serao uteis na construgao de estados fisicos invariantes por trans-

formagoes SU(2). Por exemplo, um estado invariante pode ser escrito como:

[0) = D tmumoms l71ma) [joma) [jsms) - (A.27)

mimeoms
Ou seja, este estado é invariante por rotagoes, sé podendo fazer parte da representacao de

spin-0. Assim, a interpretacao do intertwiner trivalente é clara: ele acopla trés spins (j1, jo

e j3) em um Spin zero.

O simbolo 3 possui algumas propriedades importantes, derivadas da sua construgao

a partir dos coeficientes de Clebsch-Gordan:

L A convencdo de fase de Condon-Shortley é tomada ao ndo adicionarmos uma fase extra nos coeficientes

que definem a agdo dos operadores de escada, como em (A.60) e (A.61), de forma que os escolhemos
reais e positivos.
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L. tmymaems = 0, s€ my + mg + m3 = 0 ou as condicoes de Clebsch-Gordan nao forem
satisfeitas:

lji—d2|l <is<pa+Js e ji+jo+7Js€Z; (A.28)

2. (Ortogonalidade)

. . . ) . y ] ,
Z JuJ2 ] Jr J2 ] _ %(Eyﬁﬁ ’ (A,29)
mimg \T1 M2 M my mog m 27+1

m my me mj) \mjp my, m
3. (Normalizacao) ¢™™2™3 1, 1oms = 1

4. O simbolo 3j é real com as convengoes de fase de Condon-Shortley.

Estamos porém interessados em construir objetos invariantes SU(2) em quatro
representacoes dadas, uma vez que utilizamos grafos quadrivalentes. Tais objetos podem
facilmente ser construidos a partir dos intertwiners trivalentes e de €Y) . uma vez que

mn?

ambos sao invariantes por transformagoes SU(2):

Lﬁ,’fimmm:(‘” " )e““)m"( " j“)- (A31)

my Mg M n o ms My

O objeto (A.31) é conhecido como intertwiner quadrivalente. De fato, podemos
construir intertwiners de valéncia arbitraria ao contrairmos simbolos 3j utilizando o tensor

o)

mn*

A principal propriedade do intertwiner quadrivalente é a sua invariancia por

transformagoes SU(2) em cada um dos indices:

D(jl)mlm (U)D(jQ)mzn (U)D(js)ms (U)D(j4)m4n4<U)L£T12m2m3m4 _ Lgi)nznsmu (A.32)

2 n3

como esperado, uma vez que os seus constituintes sao invariantes.

O nimero k£ é um spin, que deve satisfazer as condi¢oes de Clebsch-Gordan com os

dois simbolos 37. Ou seja:
max||j1 — jol, |73 — jal] <k <minljy +jo,j3 +js] e Jit+jotk js+jat+k€Z (A33)

Assim, variando k para todos os valores possiveis, geramos o espago de estados invariantes
SU(2) de quatro representagoes Hj, ® H;, ® H;, @ Hj,.

As principais propriedades do intertwiner quadrivalente surgem das propriedades
dos simbolos 35 e do tensor €9 . E importante porém citar que eles obedecem uma relacio

de ortogonalidade:

L(k)m1m2m3m4[/(k’) 1

mimamamy mékk’ (A34)
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A.1.2 Medida de Haar

Uma questao de fundamental importancia é a de como realizar integracoes de
elementos do grupo ou entao de fungoes destes elementos. Para isso, precisamos construir

uma medida de integracao, chamada de medida de Haar.

O desenvolvimento da medida de Haar se apoia no fato de haver um teorema
que garante que para todo grupo compacto, como é o caso de SU(2), hd uma tnica
integral invariante a menos de um escalar com volume total finito. Ou seja, a integral é
completamente definida ao normalizarmos o volume. Uma integral é invariante se a medida

obedece a propriedade dU = d(UV') = d(VU), para todo V' pertencente ao grupo.

Podemos ainda estender a definicado para grupos nao compactos, ao certificarmos
que a fungdo que esta sendo integrada possua suporte compacto, ou seja, ela zera fora de

um conjunto compacto.

Dadas as propriedades citadas, a medida de Haar pode ser construida explicitamente.
Tal construgao é feita em detalhes em [56] para o grupo SU(2), assegurando que de fato a

medida é invariante. Partindo de (A.1), podemos utilizar a seguinte parametriza¢ao:
a=w+iz e [=uz+iy, (A.35)
com
w=cosf, z=senfcosy, xr=senfsencos¢, y = senlsensen . (A.36)

Podemos facilmente verificar que com esta parametrizacao |a|>+|3|° = 22 +y2+22+w? = 1.

Neste sistema, a medida de Haar normalizada para SU(2) ¢ dada por:
1 2T pmoopm
/ AU = — / / / sen 6% sen Ydfddo. (A.37)
SU(2) 272 Jo Jo Jo

A parametrizacao em termos dos angulos de Euler é usual, tanto em livros texto,
como para calculos em programas de computador. Nesta parametrizacao um elemento de

SU(2) pode ser escrito como:
U, 0, p) = eV™efmefm (A.38)

e a medida de Haar é:

1 4 27 T
AU — / / / 0d0dyde. A.39
/SU(2) 1672 Jo Jo Jo sen Yo ( )

A.1.3 O teorema de Peter-Weyl

Um teorema de extrema importancia em nosso contexto é o teorema de Peter-Weyl.
Ele nos permitirda encontrar uma base para o espago de fungoes quadrado integraveis de
SU(2) e consequentemente poderemos construir explicitamente as fungdes de onda de spin

network. Na forma encontrada em [56], o teorema pode ser enunciado como:
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Teorema A.1 (de Peter-Weyl). Seja G um grupo compacto, entao:

1. O espago L*(G) pode ser decomposto em um espago de Hilbert da soma de represen-

tagoes irredutiveis de G, cada uma de dimensao finita;
2. Toda representagdao irredutivel de G é de dimensdo finita;

3. Cada representagio irredutivel de G ocorre em L*(G) com uma multiplicidade igual

a sua dimensao;

4. Qualquer representacao unitiria de G em qualquer espaco de Hilbert pode ser de-
composta em um espaco de Hilbert da soma direta de representacoes irredutiveis de

dimensdo finita.

A demonstragao do teorema foge do escopo deste texto e pode ser encontrada
em [56].

No contexto do grupo SU(2), sabemos que as matrizes de Wigner sdo uma repre-
sentacao irredutivel do grupo. Assim, as consequéncias do Teorema de Peter-Weyl podem

ser enunciadas de algumas maneiras diferentes:
Y(U) =3 cjmnDI™ ; (U) € L2[SU(2), U], (A.40)
jmn
ou seja, as representagoes irredutiveis do grupo formam uma base para o espago de fungoes

quadrado integraveis do grupo em relagao a medida de Haar. Além disso, podemos escrever:

L*[SU(2),dU] = EB H; ® H,;, (A.41)

que ¢ uma consequéncia de (A.40), uma vez que o espago H,; ® H; ¢ o espaco das matrizes
de Wigner. Como consequéncia final, temos que a base formada pelas matrizes de Wigner

¢é ortogonal com relagdo a medida de Haar:

/ 1

duDY™ (U)DYI™ (U) = 800 6" A.42
Lo 0D (0) = 5 (A-42)

m n/ .

O teorema de Peter-Weyl tem grande importancia na teoria de grupos e represen-
tagoes, possuindo uma ampla utilizagdo em varios tépicos. Assim, o objetivo desta secao
¢é apenas enunciar os resultados utilizados ao longo da dissertacao. Novamente, para um

tratamento mais detalhado, a referéncia [56] pode ser consultada.

A.2 O grupo SL(2,C)

O grupo SL(2,C) é um grupo de Lie, ndo-abeliano, de matrizes 2 x 2, de entradas

complexas e de determinante 1. Seu nome vem da sigla de grupo especial linear (special
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linear, do inglés). Uma matriz genérica com estas caracteristicas pode ser representada

por:
HA, = (a Z) ;ad —be = 1. (A.43)

Observando esta estrutura podemos enunciar uma primeira propriedade importante: o
grupo SU(2) é subgrupo de SL(2,C), uma vez que ele satisfaz todas as condigoes exigidas

para tal.

A Algebra de Lie de sl(2,C) é composta por matrizes que satisfazem:
sl(2,C) ={J e M(2,C)| Tr J = 0}, (A.44)

onde M(2,C) é a algebra de matrizes complexas 2 x 2. Uma base que satisfaz tais relagoes

é composta pelos geradores JI/(= —J7!), definidos pelas relacdes de comutacio:
{J[J’ JKL} _ _nIKJJL + 77ILJJK + 77JKJIL . nJLJIK' (A.45)

Assim como ja feito para o tensor B!/, dado um tensor de dois indices que toma
valores na dlgebra de si(2,C) e um referencial, podemos quebrar este tensor nas suas
componentes elétricas e magnéticas. Na linguagem dos geradores do grupo, podemos
quebrar JI/ nos geradores de boosts (K1) e rotacoes (L'). Dado um vetor n! tipo-tempo e

trabalhando no sistema em que n! = (1,0,0,0), temos:

1 .
L' = 5e{,KLJJKnL = (0, L"), (A.46)

K'=J"Yn; = (0, K%, (A.47)

de forma que a algebra dos geradores K¢ e L ¢ dada por:

L', L] = i€e”, LF, (A.48)
L, K| = i, K*, (A.49)
(K K| = —ie?, Lk, (A.50)

Um elemento de SL(2,C) pode ser decomposto para diversas aplicagdes, como a
construcao de medidas de integracao ou estudo de algumas propriedades, como para o caso
dos estados coerentes extrinsecos da Gravitacao Quantica de Lagos. Para esta aplicacao, a

decomposi¢ao usual ¢ a chamada decomposicao de Cartan, que pode ser escrita como:
H = Uero/?y 1, (A.51)

onde U,V € SU(2) e e’3/2 ¢ um boost na direcdo z, com p sendo um pardmetro. A
interpretacao fisica da decomposicao de Cartan é clara: uma transformacao de Lorentz

pode ser decomposta em uma rotacao, seguida de um boost na direcao z, seguida de uma
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outra rotacao. Tal decomposicao é usada constantemente no estudo de estados coerentes e

na implementacao de estados homogéneos e isotrépicos na Gravitacao Quantica de Lacos.

Queremos agora construir o espago de representagoes unitarias de SL(2, C) (espagos
de representacao como o espinorial e de vetores de Minkowski nao sao unitarios, logo nao
podemos definir um produto interno positivo definido). Tal espago é definido pela agao

dos elementos do grupo:

UN)d(z) = oA 2¥);  U(A) = o (A.52)

Denotamos o espaco de representacdes unitérias de SL(2,C) por V®*  sendo
rotulados pelos niimeros p e k que determinam os autovalores dos Casimirs do grupo. V (®*)
possui uma propriedade importante: ele pode ser decomposto em espacos de representagao
de spin-j de SU(2):

- éﬁj (A.53)

Tal resultado é muito importante por diversos motivos. O principal é o fato de ele
nos permitir utilizar as técnicas desenvolvidas para o grupo SU(2) em varios passos,
como a construcao de uma base de estados, uma vez que o espacgo de representagoes de
SL(2,C) se decompoe em espacos de representacao de SU(2). Além disso, observamos duas
caracteristicas importantes do espaco V®F): ele é um espaco de representacoes redutivel,
uma vez que ele pode ser decomposto em espagos menores, e ele é de dimensao infinita,
uma vez que cada um dos H; ¢ de dimensao finita, mas V(®k) & uma soma infinita de

espagos de spin j.

Outro fato importante acerca do grupo SL(2,C) é que ele possui dois operadores

de Casimir. Eles podem ser escritos como:

1 — -
Cy = 5JL,J” = K?— [ (A.54)

]_ — -
CQ = gG]JKLJIJJKL =K L. (A55)

Os autovalores de C e Cy sao determinados por p e k e serdao discutidos em seguida.

Uma base natural entdo pode ser construida para V®*) considerando o resultado
(A.53). A base |p, k; j,m) é chamada de base candnica e diagonaliza os operadores Cf,
CQ, L2 (§ LZZ

Cy lp, k; j,m) = (p° — k> + 1) |p, k; j,m) (A.56)
Cy |p, k; j,m) = pk |p, k; j,m) | (A.57)
L |p, ks g,m) = j(G + 1) |p, ks 3,m) (A.58)
L. |p,k; j,m) = m|p, k; j,m). (A.59)
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O ntmero p € Rt é um ntmero real positivo, enquanto k € % é um semi-inteiro. Os
valores possiveis para j partem de (A.53), ou seja, j = k,k+1,.. ., enquanto os valores de

m = —j,...,J seguem o ji conhecido para SU(2).

Dada a base candnica, é conveniente definirmos como ¢é a acao dos geradores
na mesma. A acao de L, é conhecida, pois o operador é diagonal na base. A acao dos

operadores L, e L, podem ser definidas a partir da acao dos operadores de escada:

Ly |p, k:jom) = /(G +m+ 1) (G —m) |p, ks jym + 1), (A.60)
L |p,k:jom) = /(G +m)(j —m+1) |p, ks jym — 1), (A.61)

onde Ly = L, +iL,. Relacoes andlogas podem ser utilizadas para os geradores de boosts,

de forma que temos:
K |p ki j,m) = ajy/j2 —m? p, ks j — 1,m) + Bym |p, k; j, m)
— i/ (J+1)2—m?|p,k;j+ 1, m), (A.62)
Ky Ip. ks jym) = azy /(G = m)(j —m = 1) |p, ki j = Lm + 1)
+6j\/(j —m)(j+m+1)|p, k;j,m+1)
/(G Hm 1) +m2) p ks j+Lm 1), (A.63)

K_|p,k;j,m) = —az\/(j +m)(j +m — 1) |p,k;j — 1,m — 1)
+ 833G +m)(j —m+ 1) p, ks jm — 1)
— /(G —m+ 1) —m+2)[p, kg +1,m 1), (A.64)

onde Ky = K, £1K,. As constantes a; e §; sao definidas como:

N (R o I/
aj = J 2477 — 1) B; G0 (A.65)

A forma da agdo dos geradores é essencial para a implementagao do vinculo de simplicidade

linear na teoria quantica, como feito no Capitulo 4.

Com a base canonica, podemos também definir as matrizes de Wigner para o grupo
SL(2,C):
k)jim . .
DR (H) = (p, ks i, m|H|p, k; j, n) . (A.66)
Formulas explicitas para as matrizes sao obtidas ao escolhermos uma decomposi¢ao dos

elementos do grupo. Tais rela¢oes podem ser encontradas em [28].

Assim como feito para o grupo SU(2), podemos construir uma medida de integra-
¢ao invariante para SL(2,C). A forma explicita da medida dependera da decomposicao
escolhida para os elementos do grupo, assim como no caso de SU(2). Utilizando a forma

da matriz (A.43), uma medida de integragao invariante é dada por:

3
dH = (;) 1b|~2da da db db dd dd. (A.67)
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Utilizando a decomposigao de Cartan (A.51), a medida pode ser escrita como:
1
dH = o sinh p?dpdUdV, (A.68)
T

onde as medidas dos elementos SU(2) sao dadas pela medida de Haar ja definida.

Outras medidas podem ser definidas para diferentes decomposi¢oes do grupo. E
importante destacar que as medidas nao sao normalizadas, como feito para o grupo SU(2),
pois SL(2,C) nao é compacto. Tal fato serd de grande importancia na definigdo de integrais
no grupo na teoria, uma vez que o volume do grupo é divergente. Assim, como discutido
no Capitulo 4, a divergéncia no vértice EPRL/FK é evitada ao retirarmos uma integracao

no volume do grupo.

Definida a medida de integracao, podemos estabelecer a relagdo de ortogonalidade

entre as matrizes de Wigner:

. A NASTANN ]_ . /
dHDPM . (H) DR, (H) = < b(p — 1) 8T 6 G
~/SL(2,(C) jQTL( ) ]2n( ) 4(]72 + ]CQ) (p p) kk J272
(A.69)

Ha diversos outros resultados do grupo SL(2,C) que podem ser explorados, porém
aqui foram apresentados somente os resultados essenciais para a dissertacao. Para discussoes

mais aprofundadas a referéncia [28] pode ser consultada.
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