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RESUMO

O objetivo deste trabalho consiste na analise comparativa de alguns

dos procedimentos utilizados para avaliar integrais de dominio

utilizando o Método dos Elementos de Contorno. Com este proposito
foi elaborado um programa computacional em linguagem FORTRAN
77, considerando-se acoes de dominio em analises elasticas lineares
de problemas bidimensionais para o estado plano de
tensdo/deformacdo. As integrais de dominio analisadas se devem a
consideracdo de forca gravitacional e a presenca de variagoes de
temperatura em pontos do corpo em estudo. Para a consideragao
destes efeitos foram utilizados o procedimento de discretizacao do

dominio em células e dois métodos de transformacao da integral de

dominio em uma integral de contorno equivalente (o Metodo do Tensor
de Galerkin e 0 Método da Multipla Reciprocidade). A eficiencia da
aplicacao destes procedimentos € demonstrada atraves da
comparacao dos resultados obtidos nos varios exemplos analisados.
Sa0 também avaliadas as influéncias de alguns parametros nos
procedimentos citados, como aquele devido a constante da solugéo
fundamental ou a utilizacac de dados Iniciais de temperatura

interpolados ou campos de temperatura que nao satisfazem a condi¢cao

de equilibrio de fluxo de Gauss. Estas avaliagoes permitem justificar as
diferencas nas solugbes obtidas com cada procedimento e indicam,

para certas aplicagdes, o procedimento mais adequado a ser utilizado.



ABSTRACT

The aim of this work Is {0 make a comparative analysis of some
procedures 1o evaluate domain integrals using the Boundary Element
Method. With this purpose a FORTRAN 77 computational code has
been developed, considering domain effects in linear elastic analysis of
2-D plane stress/strain problems. The considered domain integrals
arise from the consideration of the gravitational force and temperature
changes. To take into account these effects, a procedure using the
division of the domain into cells and two methods to transform the
domain integral into an equivalent boundary integral (the Galerkin
Tensor Method and the Multiple Reciprocity Method) have been used.
The efficiency of the procedures is shown by comparing the resulis
obtained In several analysed exampies. The Influence of some
parameters In the results 1s also evaluated, such as the parameter due
the fundamental solution constant, the use of interpolated temperature
initial values or the use of temperature distributions that do not satisfy
the Gauss equilibrium condition. These evaluations allow for farther
insight into the differences on the results for each procedure and

Indicate the best approach to be used with some applications.
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CAPITULO 1

INTRODUGAO

1.1 - Consideracodes gerais

Os problemas de engenharia podem ser resolvidos por

métodos experimentais, analiticos e numericos. Em certos problemas
praticos as solucdes analiticas s&o de dificil obtencao. Os métodos
experimentais sdo de custo elevado e mais utilizados em pesquisas
cientificas, devendo-se, desta forma, buscar-se um metodo numérico

mais adequado a aplicagaoc em questao.

Os principais meétodos numericos utilizados para a

solucdo de problemas em engenharia s&o: o Metodo das Diferengas

Finitas (MDF), o Meétodo dos Elementos Finitos (MEF), que sao

métodos de dominio, e o Método dos Elementos de Contorno (MEC).
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O MDF e o0 metodo mais simples e antecedsu a ¢

(1)
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dos outros dois. Este consiste em transformar o sistema de equacoes
diferenciais representativo do problema em um sistema aigebrico,
atraves da aplicacdo de operadores diferenciais que aproximam cada
uma das derivadas parciais continuas, usando expansoes locais,
geralmente séries de Taylor truncadas, para representar as variaveis

em sub-regioes convenientemente definidas.

O MEF faz uso de equacOes diferenciais em sua

formulagao, e € o método atualmente mais conhecido e de grande

aplicabilidade na engenharia. Este metodo consiste em dividir 0 meio
continuo em uma serie de elementos, equacionando-0s
individualmente como sub-regidées continuas e reunindo-os para a
solucao do problema como um todo. Para tal, torna-se necessario
associarem-se nos a cada elemento e escolherem-se funcoes de
interpolacao para representar os valores das variaveis em quaisquer

pontos do elemento, a partir dos valores nodais das mesmas.

Tanto o MDF e o MEF requerem uma entrada de dados
definindo todo o dominio a ser analisado. Determinados problemas
exigem malhas muito refinadas e consequentemente um sistema com
elevado numero de equacoes. Desta forma podem ser desvantajosas
suas aplicagcoes em determinados problemas, como 0s que possuem

contorno Infinito ou concentracao de tensoes, por exemplo.

O MEC utiliza equacdes integrais em sua formulagao
basica e consiste em analisar um determinado corpo submetido a
solicitacoes, utilizando-se apenas a discretizacao do seu contorno,

onde sao feitas as devidas aproximacoes.
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As principais vantagens da utilizacao do MEC sao;

- as solucoes sao obtidas atraves de equacgoes integrals, gue sao mais
precisas gue as equacoes diferenciais;

- as variaveis sao de contorno apenas, reduzindo em uma unidade a
dimensao do problema original;

- as solucoes para problemas de dominios infinitos ou semi-infinitos
sao0 mais viaveis, sendo o contorno infinito representado de forma
exata;

- para problemas da elasticidade que envolvem concentragcdoes de
tensdes e problemas com deformacdes ou tensdes iniciais obtem-se

resultados com uma boa precisao.

Assim ¢ uso do MEC pode proporcionar economia
computacional, gerando sistemas de equacgoes relativamente menores
que o MEF, embora a matriz utilizada no MEC é cheia e nao-simétrica,
e solucces mais rapidas e apresentando ainda melhores resuttados em

determinados casos.

Os problemas fisicos em geral sao representados por

equacbes diferenciais. Através do uso da técnica dos residuos

ponderados ou do teorema de Betlti, estas eguagoces podem ser
transformadas em equacoes integrais de contorno, adotando-se como

funcado ponderadora uma solugao fundamental do problema. Pode-se
entao buscar uma solugao numerica discretizando-se o contorno em

segmentos sobre 0s quais sao aproximados o0s valores das variaveis,

obtendo-se o sistema de equagdes do MEC, ao se escrever as

representacdes integrais discretizadas nos diversos pontos de



2C.Cccacan. ~ solucaoc fundamental e em gerai a resposta num meio

n7.nito decorrente da aplicagac de uma carga unitaria num ponto.

As formulacoes do MEC podem ser obtidas pelo metodo
indireto ou pelo método direto. Neste ultimo, as Iincognitas dos
integrandos sao as variaveis fisicas do problema real (desiocamentos
e forcas de superficie no contorno, no caso de problemas da
elasticidade). Na formulac¢ao indireta, a solugcdo do problema & obtida
em termos de variaveis ficticias ou funcdes de tensbes, por exemplo,
sem significado fisico real, associadas as variaveis reais de contorno.
A partir da obtencac destas variaveis ficticias determinam-se as

variavels fisicas do problema.

Determinados problemas que envolvem propriedades
fisicas ou geométricas variaveis no dominio, tais como materiais

diferentes e variacdo de espessura, podem ser resolvidos atraves do

MEC com o uso de sub-regides, desenvolvendo-se as equacoes
integrais para cada regiao separadamente e depois somando-as com a

consideracao de equilibrio e compatibilidade nas interfaces.

Alguns problemas de engenharia apresentam

caracteristicas adequadas a utilizacdo do MEF em combinacao com o

MEC, visando obter resultados melhores ao se utilizar o metodo

numerico mais conveniente em cada regiao do corpo em estudo.

Varias pesqguisas vém sendo realizadas com a intencao

de se estender a aplicacdo do MEC para todas as areas tecnicas da

engenharia. Na area de Engenharia de Estruturas o MEC tem sido

aplicado com sucesso nos estudos de interacao solo-estrutura, em
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analise de escavacoes e fundacoes em geral, em flexao ae placas.
elastodinamica, problemas nao-lineares, mecanica da fratura,

problemas de contato e analises tridimensionais.

A discretizacao do dominio no MEC pode ser evitada
em muitos casos, mas podera ser necessaria para considerarem-se
determinadas forcas de volume, efeitos dependentes do tempo ou nao-

ineares. Nestes casos, nao sao introduzidas incognitas adicionais na

analise, mas aparece uma integral de dominio na formulacao do MEC
que deve ser apropriadamente analisada para se obter a melhor
solugao do problema. Um procedimento mais direto e natural para
avaliacao da integral de dominio é a discretizacao em células, que
pode em certos casos afetar a eficiéncia numeérica do MEC e depreciar
sua elegancia devido a discretizacao interna. Entretanto, este processo
e uma forma bastante acessivel para o tratamento da integral de

dominio, pois o valor desta integral pode ser obtido atraves da integrat

de cada célula separadamente. Esta integral de célula podera ser
avaliada numericamente, caso nao existam singularidades no
integrando. A singularidade associada a solugao fundamental de Kelvin
para casos bidimensionais ocorre quando o ponto de aplicagao da
carga unitaria esta situado sobre o contorno da celula e, nestes casos,
0 valor da integral de dominio pode ser obtido de forma adequada

atraves da utilizacao de um procedimento semi-analitico.

Para alguns tipos de forcas de volume e distribuigcao de
temperatura, a transformacao da integral de dominio em uma integral
de contorno equivalente & possivel e mais atraente. Diversos
procedimentos foram criados com este objetivo, tais como o Método do

Tensor de Galerkin (MTG), o uso de Integrais Particulares, o Método
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da Reciprocidade Dual (MRD) e o Método da Multipla Reciprocidace
(MMR).

O MTG consiste em adotar-se um tensor associado a
solucao fundamental que possibilita o uso do teorema da divergéncia

para transformar a integral de volume em uma integral de contorno.

A utilizacao de integrais particulares envolve a solugac
de equacdes diferenciais ndo-homogéneas, isto é, trata-se da solugao

da equacao diferencial pela soma da solucao da equacao homogenea

a uma solucao particular. Entac o uso desta tecnica consiste em
encontrar uma solucaoc fundamental particular que transforma a integral
de dominio devido as forcas de volume em uma integral de contorno.
Sua limitacdo é que a implementacao computacional € dispendiosa,
pois € necessario resolver-se inicialmente cada tipo de equagéo

integral de dominioc semi-analiticamente.

No MRD & proposta uma representacao da forga de
volume dada por uma série de funcoes linearmente independentes,
definidas sobre todo o dominio, multiplicadas por coeficientes a serem
determinados. Com a utilizacao do conceito de solucoes particulares e
integrando-se por partes o termo de dominio para transforma-lo numa
integral de contorno, obtém-se uma expressao semelhante a equacao
do MEC homogénea, isto €, sem considerar forcas de volume. Este
metodo resolve uma grande quantidade de problemas, mas em muitos
casos reguer um numero significativo de pontos internos para
aproximar a solucio exata. Sua maior limitacao € guando se trabalha

com problemas que possuem elevado numero de graus de liberdade,



noIs 0 metodo torna-se dispendioso em funcao da inversac de matriz

inerente ao mesmo.

O MMR €& um procedimento relativamente novo e
consiste em uma aplicacdo repetida da integracao por paries e do
teorema de Green, usando-se uma seguéncia de solugoes
fundamentais de alta ordem e de derivadas da funcao da forca de
volume. Os resultados obtidos com o seu uso sao praticamente exatos,
nois Ndo existem aproximacdes no processo. Resolve-se qualquer tipo
de problema, desde que seja possivel obter convergéncia no processo
OuU que seja obtida uma derivada da funcac da forca de volume

identicamente nula.

Uma das forcas de volume gque usualmente tem de ser
incluida em uma analise estrutural corresponde ao peso proprio do
corpo. Para consideracaoc desta forgca gravitacional, considera-se que a
gravidade terrestre apresenta-se aproximadamente constante até
determinada altura, gue geralmente abrange o meio no qual esta
situado o dominio do problema em anélise. A utilizacao de forca
gravitacional constante facilité o calculo da integral de dominio

correspondente.

A variagdo termica na engenharia tem de ser
corretamente avaliada para evitarem-se problemas, tais como
deformacdes excessivas, rupturas e diminuicdo da vida util das
estruturas. O problema estacionario de distribuicao de temperaturas
corresponde a um problema de potencial governado por uma equagac
de Poisson. Uma vez obtida a solucao para a distribuicao de

temperaturas, a consideracao do carregamento termicc na analise
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¢ astica pode ser introduzida como deformactes ou tensdes niciais. o

gue resulta em uma integral de volume na equacao integral do MEC.

1.2 - Objetivos

O objetivo da dissertacao consiste na analise

comparativa de alguns dos procedimentos utilizados para a avaliacao

de integrais de dominio utilizando-se o MEC. Com esta finalidade foi
desenvolvido um programa computacional em linguagem FORTRAN,
considerando-se a forca de volume em problemas elasticos, lineares e
bidimensionais, utilizando-se elementos de contorno com variacao
linear. Além da forca gravitacional, foi considerado também o problema
correspondente a aplicacdo de um campo de distribuicao de
temperaturas, que também resulta no aparecimento de uma integral de
dominio. Para avaliarem-se as integrais de dominio foram
selecionados 1{rés procedimentos entre varios outros citados na
literatura. O primeiro procedimento consiste na diviséo do dominio em
celulas que, além da simplicidade de aplicacao, tambem apresenta a
caracteristica de aplicacdo geral, podendo avaliar qualquer distribuicao
de forcas de volume (temperaturas ou outros efeitos como
deformacoes plasticas) no dominio do corpo. Os outros dols
procedimentos, o MTG e o MMR, utilizam a transformacao da integral
de dominio em uma integral de contorno baseados em transformacoes
matematicas equivalentes, e necessitam que o0s valores das
distribuicdes satisfacam equacdes diferenciais do tipo Laplace ou

Poisson.
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Alem do ievantamento do estado da arte sobre
consideracao de forcas de volume com os procedimentos citados
acima e descricao dos passos necessarios para as implementaces
numericas, o trabalho apresenta um estudo sobre a eficiéncia de cada
procedimento através da comparacao dos resultados obtidos em varios

exemplos analisados.

1.3 - Revisao Bibliografica

A transformacao de uma equacao diferencial em uma
equacao integral tem tido varias contribuicbes dos estudiosos desde

1903, quando foi publicado o trabalho de FREDHOLM' apud BREBBIA

et alii (1984), no qual foi demonstrada a existéncia de solucao para

equacoes diferenciais da teoria de potencial, com base em
procedimentos de discretizacao. Desde entao, este processo vem

sendo estudado por diversos pesqguisadores.

BANERJEE e BUTTERFIELD? apud BANERJEE (1994)

usaram pioneiramente o nome Meétodo dos Elementos de Contorno

(MEC) em 1975, em seu trabalho sobre o MEC aplicado a

geomecanica.

1 FREDHOLM, |. Sur Une Classe Dequations Fonctionefles. Acta Math, v.27, p.365-380,
1903.

* BANERJEE, P. K.: BUTTERFIELD, R, Boundary Element \Metnods in Gecmecnanics.
Finite Elements in Geomechanics. Cap.16. G. Gudenus Jonn WWiley and Sons,
London, 1876.
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O MEC ¢ uma técnica bem estabelecida & 0s seus
conceitos fundamentais, suas caracteristicas e aplicacoes vem sendo

aprimorados e divulgados por varios autores nos ultimos tempos.

1.3.1 - Discretizagao do dominio em células

Problemas que incluem for¢as de volume e variacao de
temperatura podem ter seus dominios divididos em celuias de forma a
se obter o total da integral de dominic oriunda destes efeitos, conforme
apresentam BREBBIA e WALKER (1980), BREBBIA et alii {1984),
BREBBIA e DOMINGUEZ (1892). TEIXEIRA (1992) estudou a analise

bidimensional elastoplastica de iuneis pelo MEC considerando as

deformacoes plasticas na forma de “tensdes iniciais” e avaliando as
integrais de dominio correspondentes com o0 Uuso do procedimento de

discretizacao do dominio em celulas triangulares.

O uso do procedimento de discretizacao em ceélulas
conduz ao aumento da quantidade de dados a serem manipulados e
em certos casos € necessario um grande refinamento da malha
interna. Por esta razao numerosos estudos vém sendo realizados para
se fazer com eficiéncia a transformacgao da integral de dominio em uma

integral de contorno.



1.3.2 - Métodos de transformacgao da integral de dominio para

uma integral de contorno

A transformacao de integral de dominio em Integral de
contorno equivalente foi proposta por RIZZ0O e SHIPPY (1977) de
forma eficiente, com a aplicacao do teorema da divergéncia (teorema
de Green) na integral referente as forcas de volume para problemas da
termoelasticidade. No trabalho de KARAMI e KUHN (1993) foi utilizado
este método, que resulta em uma equacaoc integral de contorno para
dominios multiplos, empregando representacoes de geometria
isoparametrica quadratica para analise de probiemas de fratura
submetidos a carregamento de forgcas de volume. O objetivo foi
alcancado com a demonstracéo da eficiéncia do MEC em relacao aos
outros metodos, demandando pouco esfor¢co na preparacao dos dados

e obtendo-se solugcdo com otimos niveis de precisao.

Integrais Particulares

O uso de integrais particulares para a transformacao da
integral de dominio foi discutido, em principio, por WATSON?
BANERJEE e BUTTERFIELD (1981).

>WATSON, J. O. Advanced impiementation of the Boundary Element Mesihod for Two and
Three Dimensional Elastostatics. Cap.3 in P. K. Bareries ard R. Butterfield {eds.).

-

Delopments in Boundary Element Methods, v.1, Apgiies Scerce 2ublishers, Barking.
U, K., p.31-64, 1978.
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No trabalho de PAFPE e BANERJ

estudadas formulacoes direta e indireta de elementos de contornc para

E (1987), foram

elasticidade bidimensional, confirmando a eficiéncia do MEC mesmo
para problemas de regidées multiplas com geometria complicada.

Foram utilizadas integrais particuiares para forca graviiacional e forca

centrifuga.

Em muitos trabalhos foi utilizado este procedimento, tais
como HENRY e BANERJEE (1988a,b) que desenvolveram uma

formulacdo de elementos de contorno bi e tridimensional para analise

termoelastica e elastoplastica, concluindo sobre a real versatilidade e
precisdo do MEC. Segundo estes autores, o uso de integrais
particulares satisfazem a equacao diferencial ndo-homogénea de

forma adequada.

Método do Tensor de Galerkin

Quando a equacao diferencial correspondente a forcga
de volume & uma equacéo de Laplace ou de Poisson, a integral de
dominio podera ser transformada em uma integral de contorno
utilizando o Meéetodo do Tensor de Galerkin (MTG), o qual fol proposto
inicialmente por CRUSE® apud KARAMI e KUHN (1993) e
desenvolvido por DANSON (1981). No trabalho de BREBBIA et ali
(1984) e de BEREBBIA e DOMINGUEZ (1992) foi dado um bom enfoque

* CRUSE, T.A. Boundary integral Equation Method for Three Dimensional Fracture
Mechanics Analysis. AFOSR-TR-75 0813 Report, 1975,



sobre a utilizacdo do métedo, apresentando-se o MTG para probiemas

de elasticidade com forcas gravitacionais, for¢as centrifugas e

carregamento termico.

Na mesma linha de pesquisa, SANTIAGO (1987) utilizou
o MTG para tratar problemas de elasticidade bidimensional com forga
gravitacional, forca centrifuga e carregamento térmico, dando boa
visdo sobre a eficiéncia do método através dos resultados obtidos nas

aplicacoes.

SANTIAGO e TELLES (1894) fizeram a aplicagao do

MEC na analise termoelastica linear de estruturas para o estado plano,

considerando-se o fluxo estacionario e utilizando-se a solugao
fundamental de Kelvin. Na transformacéo de integrais de dominio em

integrais de contorno foi aplicado o MTG, obtendo-se bons resultados.

Método da Reciprocidade Dual

Outro método eficiente para o tratamento de integrais de
dominio cuja aplicagdo tem-se difundido entre os pesquisadores € ©
Método da Reciprocidade Dual (MRD) que foi proposto primeiramente
por NARDINI e BREBBIA® apud BREBBIA e DOMINGUEZ (1992).

> NARDINI, D.: BREBBIA, C. A. A New Approach to Free Vibration Analysis Using
Boundary Elements. Bondary Element Methods in Engineering. ed. C. A. Brebbia,
Springer-Verlag, Bertin, 1982
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Na analise estrutural, muitos pesquisadores deixaram
sua contribuicao para o MRD. Por exemplo, PORTELA & ALIABADI

(1992) fizeram com eficiéncia a implementacdo numeérica

bidimensional do MRD para problemas de fratura linear e elastica.

SENSALE et alif (1994) apresentaram uma aplicacao do
MRD a problemas de tensoes téermicas em materiais elasticos lineares
e isotropicos submetidos a uma distribuicao permanente e arbitraria de

temperatura e obtiveram bons resultados.

VENTURINI (1994) fez uma analise critica das varias

possibilidades para o tratamento de integrais de dominic no MEC.
Propos uma familia de funcoes para o uso do MRD em problemas

bidimensionais e problemas nao-iineares.

Alem das aplicacoes na Engenharia Estrutural, um
grande leque de aplicactes do MRD pode ser visto em diversos

trabalhos realizados por varios autores. PARTRIDGE & WROBEL

(1990) estudaram o problema nao-linear de condugao de calor de
ignicdo espontdnea de um solido reativo, obtendo propriedades ja

esperadas dentro de limites preestabelecidos.

WROBEL e DEFIGUEIREDO (1991) utilizaram uma
formulacao de elementos de contorno para problemas uniformes de
conveccao-difusao com campo de velocidade variavel de valor baixo.
Neste trabalho foi feito um estudo interessante gue mostra quando ©
uso de MRD €& vantajoso ou nao, concluindo gque quando a velocidade

é significativa em comparacao com a difusibilidade, deve-se utilizar
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discretizacgo do dominio em células para a obtencdo de resultados

mals exatos.

ZHU et alii (1994) apresentaram o MRD aplicado num
espaco de Laplace para resoiver eficientemente problemas de difusao

dependentes do tempo.

LEE et alii (1994) apresentaram um modelo com o uso
do MRD para radiagao acustica em um campo subsonico de fluxo nao-

uniforme.

CHENG et alii (1994) utilizaram varias funcdes de forma
globais para interpolar o termo de forcas de volume no MRD, cujos

resultados apresentaram otimos niveis de convergéncia.

DAVIS et alif (1994) fizeram com sucesso um trabalho
de aplicagao a industria de plastico, utilizando-se simulacdo de
elementos de contorno com ¢ uso do MRD para transferéncia de calor

durante o processo industrial.

PARTRIDGE (1994) comparou uma funcdo de
aproximacao global no MRD com funcdes basicas radiais conhecidas
para conveccao, difusdo e outros problemas nos quais a integral de
volume considerada contém derivada primeira e segunda da variavel
do problema, derivadas de tempo e somatério e produtos de funcdes
Incluindo termos nao-lineares. Concluiu que com este procedime~::

obtém-se resultados muito precisos.
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Metodo da Multipla Reciprocidade

Mais recentemente, NOWAK (1988) propbs o Método

da Multipla Reciprocidade (MMR), desenvolvendo-o juntamente com

BREBBIA, para solucionar problemas regidos pelas equacoes de
Helmholtz (1989a) e de Poisson (1983b).

A sua aplicacdo para problemas de elasticidade foi
inicialmente apresentada por NEVES e BREBBIA (1991), quando
desenvolveram as equacdes para o MMR a partir das equagoes da
elasticidade, que sao relativamente complexas. Apresentaram o MMR

para problemas de elasticidade com forgcas gravitacionals e

carregamento térmico.

Conceitos fundamentais e variadas aplicacoes

realizadas com a utilizacao do MMR foram reunidas por NOWAK e

NEVES (1994), onde comparam o MMR com outros metodos de

transformacao da integral de dominio referente as forcas de volume.

1.4 - Descri¢ao do corpo da dissertagao

A dissertacao sera dividida em cinco capitulos, a saber:

O capitulo 1 refere-se a introducao, onde o Metodo dos Elementos de

Contorno (MEC) e os procedimentos para consideracao de forgas de



VOiume sao apresentados de uma forma sucinta junto a revisag

Dibliografica e a descricao do corpo da dissertacao.

O capitulo 2 trata dos fundamentos e da formulacao basica do MEC

para elasticidade bidimensional linear.

O capitulo 3 trata da consideracao de forcas de volume utilizando-se
0s procedimentos de discretizacao do dominio em células, Metodo do

Tensor de Galerkin e Método da Multipla Reciprocidade.

O capitulo 4 trata da forma e dos passos necessarios para a
implementacao do programa para consideracao de forcas
gravitacionais e carregamento termico em problemas de elasticidade

bidimensional.

No capitulo 5 sao mostradas as aplicacoes feitas com 0sS
procedimentos de calculo na forma de discretizacao em celulas, do
Tensor de Galerkin e do Método da Multipla Reciprocidade, bem como

um estudo comparativo entre eles.

No capitulo 6 sac apresentadas as conclusoes obtidas atraves das
aplicacdes e sugestdes para a continuidade dos estudos sobre o

assunto.



CAPITULO 2

PROBLEMAS DE ELASTICIDADE LINEAR BIDIMENSIONAL

2.1 - Introducio

Neste capitulo sera apresentada a aplicacao do Metodo
dos Elementos de Contorno (MEC) para problemas elasticos lineares
bidimensionais e isotrépicos, utilizando-se a formulacao direta. Para

isto, sera apresentado o egquacionamento basico destes problemas, a

partir do qual obtém-se as equacoes integrais do MEC.

Para a obtencao das equacoes integrais do MEC e suas
propriedades intrinsecas, sao discutidos o0s seguintes topicos. a
identidade de Somigliana; a solucao fundamental de Kelvin; a equacgao
integral para pontocs do contorno; representacao integral para as

tensbes nos pontos internos e de contorno; consideracao de regioes

infinitas; e o Método dos Elementos de Contorno propriamente dito.
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2.2 - Conceitos basicos da elasticidade linear

A propriedade da elasticidade segundo TIMOSHENKO

e GOODIER (1980) e conferida a quase todos os materiais usados na
engenharia de estruturas até um certo nivel de tensao. Assim, abaixo
deste limite, a consideracao desta  propriedade  facilita
significativamente a analise e permite a obtencao de respostas com

precisao adequada.

A elasticidade € caracterizada pelo fato do corpo nao
guardar deformacoes residuais apds um ciclo de carga e descarga.
Admite-se, também, que o0 corpo & isotropico, isto e, ele tem

propriedades elasticas iguais em todas as direcoes.

Neste trabalho sao admitidas relacdes deformacao-
deslocamento para o corpo em regime de peduenos deslocamentos e
pequenas deformacdes. Assume-se ainda uma relagcao constitutiva
elastica linear, ou seja, o material deve obedecer a lel de Hooke e
mudancas da configuracdo inicial da estrutura s&o despreziveis,

formulando-se o equilibrio na posicao indeformada.

Os problemas abordados configuram-se como estados
planos de tensao ou deformacao, que serao apresentados a seguir e

genericamente ilustrados pela fig. (2.1).



Figura 2.1 - Corpo genérico no plano xy

2.2.1 - Estado plano de tensao

O estado plano de tensao (fig. (2.2)) ocorre quando as

componentes de tensao o, w: € 1y, podem ser consideradas nulas nas
faces externas e no interior de um corpo. Isto acontece quando o sélido
tem uma espessura muito delgada e € submetido as forcas aplicadas
paralelamente ao plano xy e distribuidas uniformemente ao longo da

espessura. Assim 0 estado de tensao fica completamente
especificado pelas componentes oy, oy € 14y , iIndependentes de z, as
deformacoes ., € ¢,; Sa0 nuias e a deformacao especifica g, pode ser

calculada em funcao de ¢, e g,, da forma seguinte:

Ve, +¢,) -

onde v & o coeficiert >~ Tiee—-e
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Figura 2.2 - Chapa fina submetida a carregamentos no seu piano -

estado plano de tensao

2.2.2 - Estado plano de deformagao

Quando a dimensao do solido na direcao z € muito
grande em relacao as outras, pode ocorrer o estado plano de
deformacao. Neste caso, o carregamento nao deve variar ao longo da

dimensao na diregcao z.

Num corpo longo cilindrico ou prismatico solicitado por
forcas perpendiculares ao eixo longitudinal z, pode-se admitir que
todas as secOes transversais estao nas mesmas condicoes, como
mostrado na fig. (2.3). Supobe-se que as secoes extremas sejam
localizadas entre dois pianos indeslocaveis e sem atrito de forma que ©
deslocamento na direcao z seja impedido e também, por simetria, na

secado do meio. [sto permite admitir que 0 mesmo ocorre com as



CeEMEls secoes fransversals. Portanto e suficiente considerar. para

efeito de analise, uma fatla de espessura unitaria.

Como a componente de deslocamento w, na direcao do
eiXo z, &€ nula e as componentes U e v (nas diregoes dos €iXos X e ¥
respectivamente) nao dependem de z, as componentes de deformacao
angular ., e gy, € deformagao na direcao z, ; , sao tambem nulas, e

tem-se:

OV W
€y = 1 =0
S ANNG)"
ou oW
€y = 1 e 0 (22)
oL X
.
W
g = =)

Consegquentemente as componentes de tensaoc de
cisaihamento 1, € 1y, sao nulas, e as componentes de deslocamento u

e v sao funcoes de x e y apenas.

A componente de tensao o, pode ser encontrada em

funcao de oy € oy por meio da Lei de Hooke e da hipotese de g, = 0,

conforme a relacao abaixo:
(5, = v(G +O'y) (2.3)

Portanto, tanto o problema de estado plano de

deformacdo, como o estado plano de tensdo, se reduzem a

determinacao de oy, oy € 14, , que sao fungoes de X e y apenas.
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Figura 2.3 - Solido prismatico submetido a carregamentos constantes

na direcao z - estado plano de deformacao

2.2.3 - Equagoes gerais da elasticidade

A formulacao geral da elasticidade sera representada
através do uso de notacao cartesiana indicial juntamente com a
notacdo matricial. Na notacdo indicial o simbolo de somatorio sera
desnecessario sempre que aparecerem dois indices iguais no mesmo

termo, da seguinte forma (considerando problemas bidimensionais):

G0 =GF+0:
e (2.4)

Ok =011 TO2

As derivadas no plano serao representadas por virgulas, precedendo a

coordenada em relacao a qual e feita a derivacao, por exemplo:
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‘i.: = G:'k.i .:2|5I

OCs vetores e matrizes neste texto serdo denotados em negrito.

Em  problemas de estado plano de deformacao, o
estado de tensdo em um ponto do dominio é representado, em relagao

a Xy e Xz, pela matriz de tensoes seguinte:

Gy O O
o =i G,y B, O (2.6)
0 0 o5

sendo ¢

Considera-se o elemento infinitesimal, retirado de um
corpo em equilibrio estatico, de arestas dx; e dx, indicado na fig. (2.4).
As forcas que atuam no corpo séo as forgas de volume e as forgas de
superficie no contorno que devem estar em equilibrio estatico umas
com as outras através da variacdo de tensdes no dominio,

satisfazendo a seguinte equacao:

Gy +by =0 (2.7)

onde os indices k e j variam de 1 a 2, e bx sac as componentes das

forcas de volume.
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Figura 2.4 - Tensdes e forcas de volume no elemento infinitesimal

As tensdes num plano qualguer sdo dadas pela formula

de Cauchy abaixo:

P, = Oy (2-8)

onde p; € a componente do vetor tensdo num plano qualquer na
direcdo x; € ny representam os cosenos diretores do vetor unitario

normal a este plano.

Com a aplicacao da eq. (2.8) num plano coincidente
com a superficie obtém-se a condicao de equilibrio no contorno do

COorpo, comeo.
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sendo p; a componente do vetor de forcas de superficie (fig. (2.5)) na

direcao x; € ng a normal apontando para fora do dominio.

Ty 4 /' » P

012 ¥

(321

022

W
X

Figura 2.5 - Forgas de superficie

O estado de deformacao em um ponto, em relacao a xy

e Xz , e definido por:

- (2.10)

onde: g15 = €01,

Definindo-se ux como componentes de deslocamento e
fungoes de x; , continuas e derivavels, € considerando-se pequenas
deformacdes, tal que o quadrado e o produto da derivada parcial de uy
sao0 despreziveis, a deformacac pode ser representada pelo tensor de

deformacéo infinitesimal de Cauchy abaixo:
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A garantia de um campo de deslocamentos continuo e
univoco €& obtida quando as deformacgoes satisfazem a seguinie

equacao de compatibilidade:

~7 ~Z 7
O € e 28 ¢
1,252 20 Sy (2.12)

- Ty 2 Ty 2

Se o material € homogéneo, isdtropo e linearmente
elastico, considerando-se o estado inicial neutro e o0 estado plano de
deformacao, a relacao tensao-deformacao € dada pela lei de Hooke

generalizada, cuja expressao é:
O — Cjkilgil (2-13)

onde C,, € o tensor isotropo de 4 = ordem de constantes elasticas,

dado por:

2Gy
Cour = 7 8udi +G(8;8y +8,5) (2.14)

sendo G o modulo de elasticidade transversal. v o coeficiente de

Poisson e §,, o delta de Kroneker, definido como:

& se =k
5 = < J‘ (2.15)
0O se | =K




3
o

O modulo de elasticidade longitudinal E pode ser obtido

emtermos de G e v COMO segue;

E = 2G(1+ v) (2.16)

Aplicando-se a eq. (2.14) em (2.13), tem-se:

5, = 2Ge, + ff;vs"ﬁjk . (2.17)

OU INversamente:

& jk 1 [ij 4 Giiajk] (2.18)

O problema de elasticidade linear para estado plano de

deformacao € interpretado peias equacoes (2.7), (2.11) e (2.17). kste
mesmo equacionamento pode ser usado para o caso de estado plano

de tenséo substituindo-se v por v/(1+v).

Substituindo-se a eq. (2.11) na eq. (2.17), obtem-se a
expressao das tensoes em termos das derivadas dos deslocamentos,
e em seguida nas equacoes de equilibrio (2.7) gera-se a equacao de

equilibrio de Navier:

Gu, +—2u. +b, =0  emO (2.19)
T 1=-2v

As forcas de superficie dadas pela eq. (2.9) podem ser

obtidas de forma analoga, tendo-se:
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FPortanto, os delocamentos uy deverao ser obtidos da
equacao de Navier satisfazendo as condicoes de contorno. Conhecidas

as componentes do desiocamento ux , as deformacoes sao

encontradas através da eq. (2.11) e as tensoes resultam da lei de

Hooke, expressa pelaeq. (2.17).

2.2.4 - Formulagdo com tensodes iniciais ou deformagoes iniciais

A analise de um corpo submetido a variacao de
temperatura T, para T independente de z, é feita através da aplicagao
de um campo de deformacdes iniciais ou tensoes inicials. Para

problemas envolvendo carregamento térmico, a deformacgao total é

representada por:

€ = E% +E5 (2.21)

J

onde & € a deformacéo elastica e ¢, a deformacéo térmica, que para

estado plano de deformacao € dada por:

el = aT(1+ V)5, (2.22)
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sendo o o coeficiente de expansao {ermica linear e lembrandc guse

para problemas do estado plano de deformacao tem-se a deformacao

g. =0,

As deformacdes térmicas sao consideradas como

deformacdes iniciais. A aplicacao da lei de Hooke para a parte elastica

do tensor de deformacgéo, expressa como e} =g, —g,, resulta na

seguinte expressao:

Oy = 2G(8jk = Eka)Jr 12(321 (8“ - 8;)5”{ (2.23)

A eq. {2.23) pode ser reescrita em termos das tensoes

INICI&IS COMO:

oy = 268, + ZG; 68 10 (2.24)

sendo o, a tensdo inicial que se refere as deformagoes termicas,

equivalente a:

ol = 26(e]) + 2 (1), (2.25)

Considerando-se a eq. (2.22) para estado piano de

deformacao, a sua substituicac devida na eq. (2.25) leva a:

Gy = 2(3[ i ij TS, (2.26)

1-2v
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As tensdtes em termos das derivagas  dos
deslocamentos sao obtidas pela substituicdo das equacbes (2.11) e
(2.20) na eq. (2.24), ou seja:

2Gv

— 2V

1+ v

GW::GGL

Ji

T uu) + Uy 0 — 26[ Jo::TES i (2.27)

1—2v

Substituindo-se esta equacao nas equacoes (2.7) e

(2.9), obtem-se a expressao de equilibrio de Navier:

Gy e G2 U + b, —2(3{1[ et )T_k = ) (2.28)
vV

1—2v

aaaam

cujas forcas de superficie no contorno devem obedecer a seguinte

expressao:

2Gv
_|_
1—-2v

1+ v

G(U;,k +ukd.)nk >

un, =p,+ 2G( j@aTnJ (2.29)

As expressdes mostradas neste capitulo sdo validas

para o estado plano de deformacao. Para o caso de estado planc de

tensao, desde gque a temperatura nao varie ao longo da espessura,

estas equacoes podem ser usadas trocando v por v, o por o, a

saber:

(2.30)

enquanto o valor de G nao se altera.



2.3 - Formulagao integral de contorno

A formulacaoc integral de contorno € deduzida utilizando-

se 0 Metodo dos Residuos Ponderados conforme BREBBIA e

DOMINGUES (1992). Admite-se inicialmente que serao minimizados
0s erros envolvidos apenas nas equagoes de equilibrio (2.7), os quais

serao ponderados utilizando uma funcgao do tipo deslocamento u. .

Para problemas de eiasticidade, as condigoes de
contorno usualmente sao definidas como essenciais (deslocamentos

prescritos):
u =u em I (2.31)
e naturais (for¢as de superficie prescritas):

P, =P, em I5 (2.32)

Para minimizar os erros envolvidos nas aproximacoes

numericas da eq. (2.7), deve-se multiplica-la pela funcao de

ponderacao u_ e fazer a integragcao no dominio da seguinte forma:
| (o4, +b,)ud=0 (2.33)

Integrando-se por partes o primeiro termo da eq. (2.33)
e agrupando-se 0s termos correspondentes apos simplificacoes,

obtéem-se:
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Levando em consideracdo o principio da reciprocidade,
devido a simetria dos tensores envolvidos, e integrando-se por partes
novamente o primeiro termo da eq. (2.34), encontra-se a adjunta da

equacao (2.7), que sera:

[ ojudQ+ [ budQ =~ pu,dl + | pu,dr (2.35)

Considerando-se o contorno dividido em duas partes tal

que T' =T, UT,, e aplicando-se as condi¢goes de contorno, eq. (2.31) e

ed. (2.32), na eq. (2.35), tem-se:

Jo okt | budQ = -] pudl | Bu,dr +

L o, G dl’ -+ L p u, dl’ (2.36)

Integrando-se por partes duas vezes o primeiro termo
da eq. (2.36) com a finalidade de recuperar a expressao original (2.33),
obtém-se uma equacao de residuos ponderados um pouco diferente,
em funcao de terem sido introduzidas as condi¢des de contorno. Nesta
equacao, podem ser visualizadas as ponderacoes das equacoes de

equilibrio e também das condicoes de contorno naturais e essencials.

—sta expressao generalizada é usualmente utilizada para obter-se a

eguacao integral de contorno.

(U~ )P dl + | (p — P Judl (2.37)

Ly ['o

L(c‘*m +b )u dO =



2.3.1 -ldentidade de Somigliana

O primeiro passo para se chegar a equacgao integral de
contorno & a obtencédo da identidade de Somigliana, que pode ser
deduzida a partir do principio de reciprocidade devido a relagao
tensao/deformacaoc fornecida pelo tensor simetrico e Isotropico de
quarta ordem ou atraves do metodo dos residuos ponderados. O
primeiro processo se refere ao teorema do trabalho reciproco de

BETTI" apud CRUSE (1988), e o seu desenvolvimento pode ser
encontrado em BREBBIA ef alii (1984).

Para utilizar os residuos ponderados, considera-se um
corpo definido pelo dominio ©Q e contorno [ (fig. 2.1), que esta em

equilibrio estatico, conforme eq. (2.7), e sujeito a condicoes de

contorno prescritas. Este estado € representado pelas grandezas

g, U, p, e b.Assume-se que uma nova regiao, a qual contem o

D-ij oy |

corpo considerado de dominic Q* e contorno I'™ no infinito, conforme

fig. (2.6), também esta em equilibrio estatico, com grandezas

i .U, P e b. .

O
O erro introduzido, para uma determinada solugao, pode
ser minimizado pela expressao de residuos ponderados dada pela eq.
(2.37), segundo os autores BREBBIA e WALKER (1980), VENTURINI
(1983), BREBBIA ef alii (1984), BREBBIA e DOMINGUES (1992).

1 BETTI E. Teoria Dell £lasticita. {f Nuovo Ciemento. T. 7-10.
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Figura 2.6 - Regiao geral de dominio Q* e contorno I'*, contendo o

corpo de dominio Q2 e contorno I

Integrando-se por partes o primeiro termo da eq. (2.37),

obtem-se:

~JLouerdQ+ [ bu,dQ = -] updl - | Budl+

PGl — | pu,dr (2.38)

Sabendo-se que o, =c¢} -o,, fazendo-se a devida

substituicao na eq. (2.38) e integrando-se por partes o primeiro termo

obtido, tem-se;

] T & w* &
Ok dQ+ | ol dQ+ ]| b u,dQ=- pudl -
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Admite-se a hipotese que as componentes de forga de

volume b, correspondem a forcas concentradas unitarias positivas

aplicadas no ponto & € 3*, em cada uma das duas diregcoes ortogonais

dadas pelos vetores unitarios €; . Isto pode ser representado na forma:

b} = A%, x)e. (2.40)

onde A(§ x) corresponde a funcao Delta de Dirac, sendo & chamado

de ponto fonte e x ¢ Q" 0 ponto campo.

A funcao Delta de Dirac tem as seguintes propriedades:

AE, x)=0 se £ # X
AlE, X) >  se & =X (2.41)
J,, 9X)A(E. X)d(x) = o)

Entretanto, se ¢ < Q, a primeira integral na eq. (2.39)

pode ser representada como:

—.LG;HJUHCIQ . lejtude = Uy (‘i)ek (242)
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Alem  disto, se cada carga concentrada atua
naependentemente, os desioccamentos e forcas de superficie

denotadas com asterisco podem ser escritas da seguinte forma:

o s
uj — uij k&,){

‘ 2 43
P, = Pyl \&49)

y
/
p
/

onde u;(& x} € p;(& x) representam os deslocamentos e as forcas de

superficie na direcdo j no ponto x, respectivamente, para carga unitaria

atuando na direcao | { e ) aplicada no ponto &.

Portanto, pode-se representar as componentes de
deslocamentos no ponto & separadas, reescrevendo-se a eq. (2.39) da

seguinte forma:

)= 51 (55 99 (6) - (9 X ()
_by(x)u; (&, x)dQx) + L}G i (X4 (&, x)dO x) (2.44)

onde, para facilitar a notagao, foram consideradas somadas as partes

docontornol1el>.

Considerando-se que as forcas de volume sao funcoes
conhecidas, a terceira integral do lado direito da eq. (2.44) nao possul
nenhum valor incognito. O mesmo ocorre com a Ultima integral, que se
refere ao carregamento térmico, enquanto as demais Integrais

apresentam incognitas apenas no contorno.



A eq. (£2.44) e conhecida como identidade de Somigliara
para deslccamentos e proporciona a representacac integral do
desiocamento nos pontos internos em termos dos valores de contorno

Ux € Pk , € do carregamento de dominio.

O ultimo termo da eq. (2.44), correspondente ao

carregamento termico, e pode ser ainda modificado. Seja a integral de

volume B: dada por:
Bi = LJGJTH(X)E;H (&, X)d2(x) (2.45)

Substituindo-se o valor da tensao Inicial correspondente

a variacao de temperatura (eq. (2.26)):

ol :2(3[ e )aT(x)ﬁ . (2.46)

1-2v

obtém-se a relacio:

8. = 2Ga{ ;)] T(eiu(E 99,00(x) = 2Ga| 1 X ][ T(x)ei (e x)a0(0)

(2.47)

Introduzindo-se agora a relacao do tensor de

deformacoes de Cauchy, tem-se:

B, - 2%[3?}) [ T (E:X)000 (2.48)



A eq. (£.44) pode entao ser escrita como.

2Gc1[ ki ] U (£ T(X)AOx) (2.49)

Outra forma alternativa de apresentar esta equacao de
desiocamentos pode ser obtida integrando-se por partes a ultima

integral de volume da eq. (2.49) e reagrupando-se o0s termos, o que

fornece:
0, (8) = [P, (3u; (£ x)dT(x) ~ [ uy(x)py(E.X)dT (%) +
J,,bs ()u5 (& x)dx) (2.50)
onde:
5.(x) = p(X)+ 2Gu[11+2" ]T(x) " (2.51)
b (x) =b,(x)- 260{11";) (%) (2.52)

2.3.2 - Solugdes fundamentais

A solugdo fundamental u; de determinado problema e

uma solucao singular da equacao de Navier, eq. (2.19), satisfazendo a:



Neste trabalho, considera-se Q como mejo elastico

infinito e, conseqlientemente, T esta situado no infinito. Neste caso, a

solucao fundamental e devida a Kelvin.

Supondo-se que & e o ponto fonte, isto €, o ponto onde

supde-se aplicada uma distribuicao de forcas representada pela funcao
delta de Dirac, com resultante unitaria, € x o ponto campo, as

expressoes das solugdes fundamentais sao:

a) Deslocamentios

(3 4v)inrs —rr | (2.54)

onde os indices 1 e | variamde 1 a 2.
b) Forcas de superficies

Substituindo-se a expressao dos deslocamentos (2.54)

na eq. (2.20), obtém-se:

. ~1 f or W
pi(£,X) = 3o o -41(1 —2v)8, +2rr, ]EH =~ {1~ QV)(r,i”j = rljni)j (2.55)




c) Deformacdes especificas

Considerando-se ¢, como a deformagédo ¢, em um

ponto x, devido a uma carga unitaria aplicada no ponto £ na direcao I, a

relacao deformacao-deslocamento fornece:

B —1
- 871(1 — v

& 13(& X) Gr [(1 ~ 2v)(r_k6ij + rljﬁik) = B0k 20T, ] (2.56)

d) Tensoes

Supondo-se que o, € a tensdo o, em um ponto X,

devido a uma carga unitaria aplicada no ponto ¢ na direcao i, a

equacao constitutiva, eq. (2.17), fornece:

—1
4r(1- v

e 1 s E (1-2w)(r 8, +r3, —rd,)+2rrr | (2.57)

Para todas expressoes, r = r(&,x) representa a distancia

entre o ponto fonte & e 0 ponto campo x e suas derivadas sao tomadas

com referéncia as coordenadas do ponto X, ou seja:

or r}
= - 2.58
g Eﬁxj(x) r ( )

onde:

r:(r.rj)“2 e 1 =x%(X)—x/(&) (2.99)



sendo X as coordenadas cartesianas dos pontos.

2.3.3 - Equagao integral no contorno

Para que a eq. (2.49) represente deslocamentos no
contorno, relacionando apenas variaveis no contorno, pode-se utilizar a

sequinte alternativa. O dominio e alterado retirando-se um setor

circular, como mostrado na fig. (2.7), com 0 centro no ponto fonte ¢ e

ralo .

A eqguacdo de reciprocidade pode ser escrita para o

corpo mostrado na fig. (2.7) como:

G B 2= | o8l QFG}kekadQ (2.60)

o Q,

onde Q. € o dominio alterado com a remoc¢ao do setor de circulo.
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Figura 2.7 - Ponto singular & removido do contorno por um setor de

circulo

O ponto fonte & nao pertence ao dominioc €. , portanto
os tensores fundamentais nao sao singulares. Supondoc-se gue g {X) e
sik(X) representam, respectivamente, deformagoes e tensdes continuas
no dominio Q. , e integrando-se por partes a eq. (2.60), tendo em vista

que A(E,x) = 0 em todo dominio, obtem-se:

jp;k (& x)u, (x)dI'(x) = j' U (8, )P, (x)dT(x) + gg_[u;k (£, X)o, (X)dQ x) +

R R |

2Go (1+) Jju;krk(E_,,x)T(x)dQ(x) (2.61)

Integrando-se por partes a ultima integral de volume e

reagrupando-se os termos, obtém-se:
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'{.p;[i.x)uﬁ(’xjdf(x) = r[u;k(ifx)bk(x)df(;x#)* |u_< l"ix_]i{‘__x):f?.l'x? 2.

8)
A

-—_

onde p.(x) e b,(x) sdo dados pelas egs. (2.51) e (2.52).

O calculo dos limites das integrais, quando ¢ tende a
zero, fornece a representacdo integral dos deslocamentos em pontos

do contorno:

Cie(E)Ue(6) + | Pic(& X (¥)aAr () = f uje (6,39, ()T (x) +

L_}u}k (£, X)by (x)dQ(x) (2.63)

A Integral do lado esquerdo da eq. (2.63) deve ser
considerada no sentido do valor principal de Cauchy, cuja existéncia

pode ser demonstrada se u; (x) satisfaz a condicdo de Holder abaixo:

[uk(x)uuk(é)‘ <Br* (2.64)

sendo B e ¢ constantes positivas.

O coeficiente ci(&) é dado pela seguinte expressio:

Cie(£) = lIm | pi (£ X)dr(x) (2.65)

£ — 0

sendo demonstrado que c,(£) =5, /2 para contornos suaves, c, (&) =1

para pontos internos e c,(£) =0 para pontos externos.
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A eq. (2.63) & a representacac integral dcs
deslocamentos em um ponto em fungcao dos valores das forcas de
superficie e deslocamentos no contorno, bem como das forcas de

dominio.

2.3.4 - Regioes infinitas

A extensao da eq. (2.63), para regioes infinitas com uma
ou mais cavidades internas, requer uma analise cuidadosa do
comportamento das fun¢des envolvidas. Esta analise esta relacionada
ao comportamento das funcodes sobre uma superficie de contorno

iInfinitamente distante das cavidades.

Figura 2.8 - Definicao da regiao infinita com cavidade interna

Seja p o raio de uma esfera de superficie ', , centrada

em & , que envolve as cavidades do problema externo representado na

fig. (2.8}). A eq. (2.63), considerando-se nuias a forca de volume e a
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variacao de temperatura, pode ser escrita para a regiao situada enire [
e: [, COmE.

C (B (E) + | i (ExJu ()aT () + | Pie(E xJu(X)dr(x) =
J‘r u (&, X)p, (x)dl(x) + J'rp U (€, )P (X)dT(x) (2.66)

onde ¢ e I'.

Avaliando-se o limite quando p—«w , a eq. (2.66) pode

ser escrita em termos de integrais em I’ apenas, se for satisfeita a
condicao de regularidade:

Iim Lp [p;( (&3 (x) = uj (& x)p (X)] dr(x)=0

(2.67)

Para problemas bidimensionais,

considerando-se ©
contorno no infinito, portanto x € [, , tem-se:

dI'(x)=[J|dp ,onde [J|=0O(p).

(2.68)
. {O(np+1) . j=k
Uik (E.u X) - {Lo(ﬂ | J = [l (269)
pi(E.x)=0(p™) (2.70)

Se a carga total aplicada sobre a superficie I nao for

auto-equilibrada, o principio de Saint-Venant mostra que ui(x) € pj(x)



erac 0 mesmo  comportamento  da  solucao  fundamenial
correspondente a uma carga concentrada na diregac da resultante.

Consequentemente, u(x) = O(inp + 1) & p,(x) = O(p 1) sdo obtidos, ©

gue naoc garante, em geral, a anulacédo de cada termo separadamente.
No entanto, pode-se substituir uix) e pi(x) pelos tensores
correspondentes a solucdo fundamental e entao verificar que a ed.

(2.67) e satisfeita, cancelando-se os dois termos da integral sobre I,

gquando p—o .

Portanto, pode-se afirmar que a condicao de
regularidade € sempre satisfeita se uy(x) e p{x) se comportam, na pior
das hipoteses, como a solugao fundamental no infinito.

Na analise desenvolvida anteriormente nao se
considerou as forcas de volume generalizadas. Para estas,

apresentadas mais a frente, nota-se que © peso obrovorio € a forca
centrifuaa violam as condicoes de reaularidads- ™~ = ~mros fSeemiesy

se a distribuicdo de temperatura e sua derivada em relacao a normal
ao contorno se comportarem como a solucao fundamental do problema

de potencial bidimensicnal a condicao de regularidade sempre sera

satisfeita.

2.3.5 - Tensoes nos pontos internos

Uma vez determinada a expressao para o0S

deslocamentos em pontos internos, pode-se obter as tensdes atraves



NAN
()

das derivadas dos deslocamentos e da utilizacao da lel de HookKs

generalizada.

As derivadas dos deslocamentos (eq. (2.49)) em relacao
as coordenadas do ponto & para as integrais no contorno, podem ser

calculadas sem maiores dificuldades, devendo-se apenas observar
que a integral de dominio apresenta uma singularidade no ponto £. No

caso da forca de volume, devido a singularidade fraca do tensor u,(&, x)

na integral de dominio, nao é necessario acrescentar nennum termo
adicional quando da integracdo da derivada deste termo singular
(BREBBIA ef alii (1984)). Para o termo de dominio dependente da

temperatura, a avaliacdo correta da singularidade gera um termo livre

que deve ser adicionado a expresséo das tensoes.

Como a eq. (2.49) € uma representagao continua dos

deslocamentos nos pontos internos, pode-se deriva-la em relagcao as
coordenadas do ponto £. Substituindo-se suas derivadas na eq. (2.27)

e considerando-se que or/ox (&) = —ar/ dx,(x) , obtém-se:

I Ui (€, X)P, (X)dI (X I Pui (&, XU (X)dT(x) +

Lu;k (&, )b, (x)dYx) + 2(3(1(11 TV )J‘ v (EX)T(X)dQ(x)+g;  (2.71)

==
sendo:

Use = —O e (2.72)
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2v(nirr, +njr,]rlk)—:—(2nkr|irlj +N.5, + n.ﬁjk)ﬁ -2v) - (1- 4“)”k5ij} (2.73)

]

Wi = 1wy (au -2ri1;) (2.74)
r (1—2v) - Gr:x(1+v]
9 =~ 2(1 - V) Oy = — (1 B v) T(&)ﬁ i (2-75)

onde as derivadas estao todas em termos das coordenadas do ponto x.

2.3.6 - Tensoes nos pontos de contorno

Utilizando a matriz de transformacio para tensor de 12
ordem, determinam-se os deslocamentos e as forcas de superficie em

relacac a um sistema de referéncia local ao elemento considerado,

observar fig. (2.9).



dominio Q

> X1

Figura 2.9 - Sistema de referéncia local ao elemento

A equacao de Cauchy (2.8), para o sistema de

referéncia local, fornece;

T (2.76)

A componente de deformacao para este sistema de

referéncia e dada por:

s

(2.77)

onde o deslocamento 7, € interpolado ao longo do elemento em

termos dos pontos nodais.

Para o estado plano de deformacao, a lel de Hooke

generalizada, eq. (2.17), fornece:
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Sx T 1 (1-2v) é —vep —(1-vjeT i (5L

Supstituindo-se a eq. (2.78) na lei de Hooke

generalizada, agora para obter c,,, tem-se:

5., = 1 VG5, +2GE,, —(1+ v)2GaT| (2.79)

1—v

Portanto, as eq. (2.76) e eq. {(2.79) fornecem as tensodes

em um ponto gualguer do contorno em relagcac ao sistema de
referéncia local do elemento. Usando-se, agora, a matriz de
transformacio para o tensor de 2° ordem, obtém-se as tensbes em

relacao ao sistema de referéncia global.

As expressdes mostradas neste capitulo sao validas
para o estado plano de deformacao. Para o caso de estado plano de
tensao, desde que a temperatura ndo varie ac longo da espessura,

estas equacoes podem ser usadas trocando v por v, o por o, dados

pela eq. (2.30).

2.4 - Método dos Elementos de Contorno

A eq. (2.63) pode ser resoclvida analiticamente apenas
para problemas com geometria e condicoes de contorno muito simples.
Para uma abrangéncia maior dos problemas em geral, torna-se

apropriada uma aproximacao numerica da equacao, transformando-a
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numa forma algebrica. Esta aproximacao geralmente consiste 108

seguintes procedimentos:

- 0 contorno I é discretizado em uma série de elementos (fig. (2.10))
sobre o0s quais os deslocamentos e forcas de superficie sao
interpolados em funcao dos valores nos pontos nodais;

- 0 dominio Q (para o caso de haver forcas no dominio) pode ser
discretizado por uma série de ceélulas internas;

- aeq. (2.63) € aplicada na forma discretizada para cada ponto nodal,
obtendo-se um sistema de equacoes algebricas lineares;

- as condi¢coes de contorno sao aplicadas, permitindo a obtencéo de
uma solugao unica para o problema correspondente aos valores
Incognitos de deslocamentos e forcas de superficie nos pontos

nodais do contorno.

As coordenadas cartesianas x dos pontos do elemento

['; podem ser representadas por:

>
¥

P X" (2.80)

sendo ¥ uma matriz contendo funcdes de forma e x" um vetor com as

coordenadas nodais.



clemento

~ pontos nodais

Figura 2.10 - Elementos de contorno com variacao linear

A fig. (2.11) Ilustra a aproximacao adotada quando

utiliza-se o elemento linear.

Neste caso, a eg. (2.80) assume a forma a seqgulir:

o %
i 2 T
Xe | W O1 Y/ 02 Xi (2.81)
X, | |0y 0 v X
X
Sendo.
o 5
v 25(1—11) S :§(1+n) (2.82)

(2.83)
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Figura 2.11 - Coordenadas cartesianas do elemento n

Similarmente, os deslocamentos u e forcas de

superficie p sao interpolados sobre cada elemento da seguinte forma:

u==o u"

(2.84)
p==® p"

onde u" e p" sdo os deslocamentos e forcas de superficie nodats,

respectivamente, conforme fig. (2.11).

Para o elemento linear, as matrizes da eq. (2.84) podem

ser escritas na forma;:
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I

(2.85)

I

sendo as funcdes de interpolacéo ¢' e ¢° similares as funcdes y' e ~

dadas pelas equacoes (2.82).

A descontinuidade das forcas de superficie ou das
condicoes geométricas de contorno do corpo, sera tratada com o
conceito de no duplo. O mesmo consiste na consideracdo de dois nos
na intersecao de elementos adjacentes, com as mesmas coordenadas

cartesianas, sem haver elemento algum entre eles,conforme fig. (2.12).

| —~
o
o

Figura 2.12 - Conceito de no duplo para elemento linear

Para compiementar a representacao matricial da

equacao integral de contorno, sac definidas as seguintes matrizes:



{7
(12

Cit Cu b1 N
fy == 5 b = T = 2GC¥ T
LCH CZE_ |_b2_| |_ =2y 3
" U LI . . LJ +U
U =i 31 12 p _ p21 pjz U _ 11,1 2z (286)
LUE‘I uzz_ Tp21 pzz_ u:zﬂ +uzzz

Considerando-se a discretizacao adotada no contorno e
no dominio, a eq. (2.63) (considerando-se a forca de volume e a

temperatura na forma da eq. (2.49)) pode ser reescrita como:

0, +Z.f - U dF = Z_[ ujkpkdl“+z e U, b, dQ +

2@{3”]2 U TdO (2.87)

sendo N 0 numero de elementos de contorno e M o numero de celulas.
Na notacdo matricial, ja introduzindo as variaveis nos pontos nodais,

tem-se:

i“ud}df}

n="

U+ZN:{Jrnp*(D dT}

=

M=

H%u*bdﬁ}qhi“ UTdQ} (2.88)

=1

=

Da transformacao de coordenadas cartesianas x para o

sistema homogéneo, tem-se:

dr' =|G|dn

(2.89)
dQ) = ]J!dmdnz
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onde o0 determinante do jacobiano da transformacao no contorno &

dado por:

o (55

sendo que para elemento linear, [G\:g em todo o elemento. O

determinante do jacobiano da transformacao para o0 caso de

discretizagdo em células triangulares corresponde a | J [=2 A, sendo A

a area da célula.

A eq. (2.88) pode entao ser escrita como:

cu+§{frnp*® ]G\dn}un i“‘rnu*@ |G|dﬂ}P”+

n=1
M ) M
Z{J‘%u b‘J‘dmdnz }+Z

{j_ UT |J|dn,dn, } (2.91)
rri=1 m 1 o
Adotando-se um esquema de integragcao numerica sobre

0s elementos e as células pode-se reescrever a eq. (2.91), caso nao

haja singularidade, como:

cu+i<f§w’k(p*d) )JG\L u" :§J< wk(u**@ )RIGIL p" +
n=1 { k=1 ) ]

% N

J \L +i< Zm,:,,(u"T)r

m=1 | r=1 ) m=1 i_r=1

J|} (2.92)
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CONTOMO € para & celula. respectivamenis,

Observando-se a eq. (2.54), constata-se que a solugao

fundamental u, apresenta singularidade Ilogaritmica quando a

integracao & efetuada no elemento que contém o ponto fonte. Utliiza-se

nestes casos a integracao analitica para avaliar adequadamente

integrais singulares.

Utilizando-se o indice | para representar o ponto

singular, tem-se:

Hy = L_jp*q?’ dl’ G; = Lj ud dr
(2.93)
Bir, = | u'bdQ B,=[ UTdO
e chamando:
H =H, % ]
) (2.94)
H =H,+c | = ]
a eq. (2.92) pode ser escrita como:
N | N M Mo
> Hu'=> Gp'+) B, +> B, (2.95)
je=dl i—1 i -1 =1

Escrevendo-se as equacdes integrais na forma

discretizada para pontos de colocacdo coincidentes com 0s nos
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‘.72 0N&ls ao contorne. obtém-se um sistema de eguacoes algepricas

Sug pode ser expresso matriciaimente como:
Hu=Gp+B+B (2.96)

Aplicando-se as condigbes de contorno € rearranjando-
se H e G, de forma gque as incognitas de contorno se concentrem num

vetor X, o sistema de equacoes fica expresso por:
AX =F (2.97)

Deve-se notar que os vetores B e B (que corresponde ao termo devido
a temperatura) foram incorporados no vetor F. Resolvendo-se o

sistema de equacbes determinam-se todos os valores do contorno.,
O calculo da matriz ¢ da eq. (2.92) pode ser evitado

utilizando-se consideracdes de movimento de corpo rigido (BREBBIA

ef alii (1984)). Assim para regioes finitas tem-se:

N
By =X 5, j#i (2.98)

e para regioes infinitas:

H, =1- Y H, = (2.99)

sendo | a matriz identidade.



CAPITULO 3

AVALIACAO DAS INTEGRAIS DE DOMINIO NO MEC

3.1 - Consideragoes gerais

Algumas aplicacoes na Engenharia de Estruturas
dependem de forcas que atuam nos elementos de volume de um
corpo, conhecidas como forcas de volume. A presenca destas forgas
gera integrais de dominio na representacao integral do probiema, que

devem ser avaliadas quando se analisa o problema através do MEC.

As forcas de volume mais conhecidas sao as forcgas
gravitacionais, como 0 peso-proprio de um corpo, e as forcas
centrifugas, devido a rotacao de um corpo em volta de um eixo. Outros
efeitos que geram uma integral de dominio no MEC sao aqueles
devidos a retracao, inchamento ou variacao de temperatura do corpo.

Alem destes, no caso de analise nao-linear ocorre um termo integral de
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aominio decorrente da aplicacao de tensdes residuzis cu ce’ormragies

-

residuais. O calculo das integrais de dominio sera feito com ¢ emprego

dos procedimentos de discretizacao do dominio em celulas, Metodo do
Tensor de Galerkin (MTG) e Método da Multipla Reciprocidade (MMR)

nesie trabalho.

Para o peso proprio € o carregamento térmico sera feito
um tratamento adequado da integral de dominio conforme a precisac
que se quer alcancar. A forca gravitacional € considerada constante
para fins praticos, o que simplifica a analise. O carregamento térmico
sera considerado em pontos discretos, cujo valor da temperatura em

cada ponto pode ser previamente determinado através de uma analise
experimental ou de uma analise numérica, a qual e utilizada neste

trabalho. Alem disto € considerada a possibilidade de ocorréncia de
variacao de temperatura ao iongo do dominio segundo uma fungao

constante, linear ou parabdlica, numa determinada direcao.

Um campo de distribuicdo de temperatura estacionario
dentro de um dominioc QQ de um corpo com contorno I', pode ser

descrito pela equacao de Poisson na forma:

vzn%bﬂ -0 (3.1)

onde T & uma funcdo que representa o valor da temperatura, A € a
condutividade termica e by corresponde a densidade das fontes

internas de calor.



A presenca de fonte de calor no dominic resutz nra

seguinte equacao Iintegral do problema:
AC UL +J.rq udl = J.ru qdl' - | ub, dQ (3.2)

-
b,

sendo o fluxo g=-x ©
on

e observando-se gque nesta equacao o indice i repetido nao implica em

U eq as solucdes fundamentais equivalentes,

somatorio.

A Ultima integral na eq. (3.2), funcao da fonte de calor
bo, € uma integral de dominio que pode ser avaliada com as técnicas
que serao utilizadas neste trabalho. Os detalhes referentes a analise
do problema de potencial e da equacao de Poisson para temperatura
via MEC podem ser encontrados em BREBBIA et alif (1984), NOWAK
e NEVES (1994).

A equacao integral dos deslocamentos dos pontos de
um corpo elastico solicitado por um carregamento de dominio generico
e por uma variacao de temperatura € dada pela eq. (2.49), sendo a

influéncia das forgcas de volume representada pela integral:
B = ﬂu;}(i, x)b (x)dCY(x) (3.3)
e a influéncia da variacao de temperatura representada pela integral:

5 _ 2(3[1(1 + v)

= o) £_:!T()()Lll;}m(&,>':)dQ(>-<) (3.4)




A solucao fundamental u. para o0 caso bidimensional &

dada pela eq. (2.54) transcrita a seguir:

]
871;(1 — v)G

(£ = (3-4v)Inrs; —rr ] (3.5)

sendo que a derivada da solugdo fundamental u,, € igual a:

e w A 3.6
Hick 47{(1 — v:G r (3-6)

A representacao integral das componentes de tensao
num ponto interno do corpo € dada pela eq. (2.71), na qual a

contribuicao das forcas de volume € representada por:
S; = | ik (£, )b (X)dQ(x) (3.7)

e a contribuicdo da variacao de temperatura € dada por:

s T+ v :
S = 2&{1 a 2~J | vy TdQ+g] (3.8)
que pode ser escrita como:
= 2Ga(1+v) T Go1+ V)
B = ) | (85 -2rr))Zda- TS (3.9)
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3.2 - Procedimentos de calculo de integrais de dominio

As integrais de dominio no MEC podem ser analisadas
basicamente de duas formas:

- numericamente no dominio, fazendo uma divisao em células e
utilizando uma aproxima¢ao numerica para a integral em cada
celula;

- utilizando-se processos de transformacao da integral de dominio em
uma integral de contorno, tais como MTG e MMR, que depois €&

avaliada numericamente.

Estes procedimentos serao analisados a seguir.

3.2.1 - Discretizacao do dominio em células

A discretizacac do dominio & uma techica bem
conhecida na formulacdo dos metodos numéricos de dominio e pode
ser utilizada no MEC para a avaliacdo das integrais de dominio. Este

prOCEdimen‘tO consiste em dividir n ~fornn am 1IMa caria rda naniiannc
elementos chamados celulas, conforme fig. (3.1), sobre as quais €

realizada a integracao, sendo o resultado total obtido pelo somatorio

das integrais das celulas.
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Figura 3.1 - Divisao do dominio em células

A discretizacao do dominio deve em principic ser
evitada para nao diminuir o grande atrativo do MEC, que e a
necessidade de se discretizar o problema apenas no contorno.
Entretanto o calculo do termo de dominio por meio de integrais sobre
ceélulas € um caminho mais direto, € em alguns casos, como na analise
nac-linear, em geral € a alternativa mais simples e confiavel. Para
cerfos tipos de problemas, quando as forcas de dominio sao definidas
apenas em pontos discretos, a divisao em células € 0 unico

procedimento viavel na pratica.

Considerando-se o dominio dividido em células

triangulares, a integral de dominio da eq. (3.3) & obtida na forma:
NE
B, => N u,b.dQ | (3.10)
m=t1 " '

sendo N. o numero de células e OO, o dominio da celula m.

Devido a necessidade de integracao numerica

bidimensional para calcular as integrais de dominio sobre as celulas,
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38 coordenadas de um ponto qualauer da celula s&c parareir Zesss
em funcao das cocrdenadas dos vertices, estabelecendo-se sobre g

celula um sistema de coordenadas homogéneas, conforme fig. {(3.2).

Figura 3.2 - Célula triangular e definicao de coordenadas homogeneas

Assim, as coordenadas cartesianas de um ponio do

subdominio Q. podem ser expressas por:

P T [ gl g 37 T
| 2, 3 | M2 :
_XEJ Xy Xz X5
- [ M3

sendo as fungcbes de interpolacao expressas em funcao do sistema

cartesiano de coordenadas (X1,X2) da forma seguinte:

T, = -ZLA(ZAE +b_ X, +aﬂx2) (3.12)

onde:

a =x -x (3.13)

tL



b, =% — % 13.14)
2A° =yt —% % (3.15)
A= ;(b152 “b,a,) (3.16)
sendo:
o=1,23 B =231 y=3,1,2

Se 0 ponto fonte nao coincide com nenhum dos nos da
célula, a integral na eq. (3.10) & regular e pode ser utilizada a
integracao numerica para dominios triangulares proposta por Hammer
et ali’ apud BREBBIA ef alij (1984).

Jlw, (3.17)

jbjui} ‘ J ‘ an, [an, = kzn;[bju;]Tlﬁ_]15:1]k

3

sendo wy 0s pesos referentes aos pontos de integracaoc de Hammer €

]J\ o determinante do jacobiano igual a duas vezes a area da célula

triangular.

Assim a representacao numeérica da eq. {(3.10), caso nao

haja singularidade, em cada uma c¢élula sera:

" HAMMER, P. C.; MARLOWE, O. J.; STROUD, A. H. Numerical Integration Over
Simplexes and Cones. Math. Tables Other Aids Comput. v.10, p.130-139, 1856
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onde A. € a area da celula e.

No caso do ponto fonte coincidir com um dos nds da
celuta, pode ser utilizado um esquema de integracao semi-analitica
para remover a singularidade do integrando, proposto por TELLES e
BREBBIA® apud BREBBIA ef alii (1984), para o caso bidimensional.

Define-se inicialmente um sistema de coordenadas cilindricas (r,¢) com
origem no ponto singular £, no qual o valor maximo de r referente ao

angulo ¢ € obtido na forma:

R(%) E (3.19)

- b, cos¢ + a, sengd

Figura 3.3 - Sistema de coordenadas cilindricas baseado no ponto

singuiar &

 TELLES, J. C. F.; BREBBIA, C. A. The Boundary Element Method in Plasticity. In New
Developments in Boundary Element Methods., p.295-317, CML Pubiications. Southampton,
1980. Appl. Math. Modelling, v.5, p.275-281, 1981.
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Observando-se que 0S termos r, =cosg € r, =seng Sao

independentes der, e sendo dQ_ =rdrdj, tem-se entao:

R e I o]
= EIE;O . L e Jv)G[(S ~4v}Inrg, - rjirjj]rdr dd (3.20)

A Integral (3.20) pode ser efetuada faciimente com

relacao a r, tomando-se o limite guando ¢ — 0, obtendo-se entao uma

expressdo na qual ja esta considerada a singularidade do tensor u; e

depende apenas da variavel §.

Esta expressao pode entao ser integrada
numericamente com relacao a variavel ¢, utilizando-se a quadratura de

Gauss unidimensional. Neste caso, a variavel ¢ sera expressa como:
1
0= (b = 01) (6, + 1) (3.21)
com n definido no intervalo [-1,1}, ficando:

do = 22 2¢’1 " (3.22)

A integracdo numérica referente as tensoes em pontos
Internos faz-se de forma semelhante. A representacac numerica da

integral em cada célula (sem singularidade) sera:
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Com a presencga da singularidade, apos a mudancga de

coordenadas cilindricas, tem-se a expressao:

; b
u; b, dQ = Iim X

g—0 < L 4:,1:(1_ )[(1"2V)(r.j6ki +10; —r.kﬁ +2rr r ]drdd)

0,

(3.24)

que pode ser resolvida de forma analitica para a variavel r e

numericamente na variavel ¢.

Para o caso de carregamento térmico a integracao
numérica nas ceélulas é analoga. Assim a influencia nos

deslocamentos, caso nao haja singularidade, e dada por:

B) =|> WFGC‘U*"’)U*“TJ oA (3.25)
: \ .

(8) = iwm[zGa(m)(&j 2r.r.)T] 2A (3.26)

w(i-y) ) [

No caso dos deslocamentos, a representacao em
coordenadas cilindricas das integrais singulares, apods as

simplificacoes, tem a seguinte forma:



= lim_ | 7| - . Tdrdo (3.27 ]
g—U vi o2 2a(1-v) ~
e para tensdes em pontos internos:
= Gim [ 6o ) (5, ~2ryr,)-dr d (3.28)
g0 e m(1-v)*

as quais podem ser avaliadas com 0 processo semi-analitico ja
descrito e observando-se que a Integral em (3.28) tem de ser

interpretada no sentido do Valor Principal de Cauchy.

Consideragoes para forga gravitacional

Seja um corpo de densidade constante p submetido ao
campo gravitacional constante g;. A for¢ca de volume relacionada defini-

S€ COMO.

b, = pg, (3.29)

A formulacao integral para os deslocamentos referente a
esta forca sera obtida, simplesmente, pela substituicao da eq. (3.29) na
eq. {3.10). Substituindo-se a eq. (3.29) na eq. (3.18) para a integracao

numMerica, tem-se entao;



B.), = > w,(upg) 2A, 1230

k=1

Da mesma forma para as tensdes em pontos internos,
substitul-se a eq. (3.29) na eg. (3.23):

(s,) = iwl(ui}kpgk)l 2. (3.31)

—

A integral analitica € desenvolvida com relacao a r para

0 peso-proprio constante na eq. (3.20) da seguinte formas:

I. =
- 8n(1-v)G

. 4 (3—4\!) |nR(¢) —— Py =Ny

”pgj J-dlg f i 1ﬁ W RZ(dJ)
2

Sendo assim a integral numérica da eq. (3.32) pode ser

escrita como:

(Ii)e ~ 8n(1-v)G ; L 2 | :

_pa. (R2(¢) I - ; _
il W A (¢)<(3-4v) InR(d))—;— &y — il >~J b2 —
- K

(3.33)

onde 0os m pontos de integracao de Gauss com seus respectivos pesos
w?® séo dados em BREBBIA ef alii (1984).

Aplicando-se a relacao (3.29) na eq. (3.24) e integrando-

se em relacao a r, obtem-se:



| : Dﬁ-ﬁ:: - r.ioji{ - r__-czclij } o ér:r_j.f'.:{ d: t334|

e =]

w([(-29)r 8 418 i) <20 ]) (P20 (3.38)
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Consideragoes para carregamento térmico constante

Para um corpo submetido ao carregamento térmico

constante, as integrais numeéricas relacionadas ao calculo dos
deslocamentos e das tensoes em pontos internos correspondem

respectivamente a eq. (3.25) e a eq. (3.26).

Quanto a singularidade inerente a integral semi-analitica
para deslocamentos, esta e obtida apos o desenvolvimento da eq.

(3.27) em relacao a r, obtendo-se entao:

B or,('l + v) o
L= = T rR(¢)dd (3.36)

e para as tensdes em pontos intermos:

2
S T |, InR(¢) (8, —2r;r;) dd (3.37)



As Integrais numericas das egs. (3.36) e (3.37: s&C

"espectivamente:

TS we(rR(@)), |22 (3.38)

L

(Iij)e ~ G ?fgr_i)) T _i wf(InR(d))(aLj — 2r_ir1j) )k P2 2¢1 (3.39)

Consideracdes para carregamento térmico linear

Para a variagcao de temperatura linear ao longo do
dominio, sera utilizada uma funcao especifica que considera a variagcao
de temperatura apenas na direcac do eixo x,. Seja a fungao linear

abalxo:

= - (T,1 - 2)-——- (3.40)



Figura 3.4 - Definicao das variacoes de temperatura T4 e 15, € da

distdncia h

A coodernada Xx,, considerando-se o0 sistema de

coordenadas cilindricas (r,¢), equivale a:

X, =rsend + X,(&) (3.41)

conforme fig. (3.3).

As integrais de dominio referentes a este tipo de
variacao de temperatura serao obtidas pela substituicac da eq. (3.40)
nas eq. (3.25) e eq. (3.26).

Para avaliar as integrais singulares, observa-se que a
eq. (3.40) & dependente de x; e portanto de r, como indicado na eq.
(3.41). Obtém-se entao a integral analitica a partir da eq. (3.27), como

se segue:



| [(R(d}_)seno)/zmxz [j_}]

ety I_ | J1 R(9)— 5 == (T - T2)

g

| = L‘TE (,5__ -—-2r1_r.j); T, + T, InR(¢)+

.4

(3

(3.42)

(3.43)

As representacoes numericas das eqs. (3.42) e (3.43)

serao respectivamente:

T2

0, = o) Swe e T

|_k1

(T~ T,)

[(R($)3en¢)/2+x2 (&)]

N

N

G(I('1 + v) m

T. +T

([ij)e - n(1-v) ZWE((S” ) 2r’ir’j)i | 2

k=1

(T, hTz) R(¢)2sen¢ + %, (8)INR(6)

_|_

¢’2_¢1

ZINR(p) +

.
:}J
k

. -1

¢y — 9,
2

(3.44)

(3.45)



Consideragdes para carregamento térmico parabdélico

Para a variacao de temperatura parabdlica ao longo do
eiX0 Xo, sera utilizada também uma fun¢édo especifica, conforme fez-se
para o caso linear. Esta funcao sera entao substituida nas egs. (3.25) e

(3.26) para a obtencao das integrais de dominio correspondentes.

Seja, entao, a funcao parabdlica abaixo:

7
T=2T,+T, —2T3);—§+(T1 —Tz)ih%JrTg (3.46)

Figura 3.5 - Definicao das variacoes de temperatura T1,To e T3, € da

distancia h

Substituindo-se esta expressdo na eq. (3.27) e

ntegrando-se com relacao ar, obtém-se:



- _,:('_Fr;) N s w e ‘(?)SEH § o
_ 2".(:1—&'). rR(c})_h: (T. + T, —2T, )L . R{o)seno x. ()
_ B i
xg(é)] ¥ (T : ™) [R((b);end) +X, (é)J + T, |do (3.47)

e para tensoes em pontos internos (eq. (3.28)):

Ga(1+v 9 i 2 > p
[ = 271;((1v)) L“‘; (613. —:2rlir:j)_T3 INR($) + F(ﬂ + T, ——2T3)([R (¢)sen ¢]/2+
(11— T2) _

2 R($)sendx, (£)+ x5 (£)INR(6)) + (R(9)send + x, (£)InR(9)) | di

(3.48)

N

ConsideragGes para carregamento térmico generalizado

Com o proposito de averiguar o efeito sobre um corpo
submetido a uma variacao qualquer de temperatura na analise elastica,
as temperaturas e suas derivadas serjo determinadas através de uma
analise téermica. Obtidos os resultados para cada no das celulas, sera
feita uma interpolacao em funcao dos valores nodais, utllizando-se as
coordenadas homogéneas triangulares definidas nas expressoes (3.12)

a (3.16), da seguinte forma:

T:[’m N2 ng] T (3.49)
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Este valor interpolado da temperatura sera supbstituico
nEs egs. (3.25) e (3.26), para deslocamentos e tensdes em pontos

internos respectivamente, para as integrais regulares.

Para as integrais singulares utiliza-se o procedimento
semi-analitico ja descrito, observando-se apenas que neste caso
devem ser consideradas também as funcdes de interpolacido, que

dependem da variavel r.

Fazendo-se entaoc a mudanca para o sistema de
coordenadas cilindricas, obtem-se a seguinte expressao para a integral

de dominio (correspondente a equacao de deslocamentos):

e
a(1 T V) I &(1 T v) _ do RGN . 5
| = — ~—Td() = — ] | d d
| 2?-[(1 - V) 'L!E r ! 23"{(1 = V) SLT']O i J‘% r"[Th L ng] g dJ T3
(3.50)

onde, sendo y 0 no singular, tem-se as fun¢des de interpolacao m,

(¢=1,2 ou 3) dadas por:

n,='n, + i(b“ cos¢ +a, send) (3.51)

2

com 'n, =0 para o=y € 'n, =1 para « =7y . Integrando-se entao em
relacao a variavel r e tomando-se o limite para ¢ >0, a expressao

abaixo é obtida no caso do no singular y coincidir com o no 1 da celuia:
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-{b,cosd -a,send)

| (b_f cosd +a, sembj

. o1+ v) N J.% (b, cos¢ +a, send)

> | d T? 3.52
(b}, cos¢ +a, sen dJ) ¢ ( )

(b, cos¢ +a; sen¢)

(b? Cos¢ +a, sen ¢)2

Se 0 no singular v coincidir com o né 2 ou 0 no 3 da celula, basta

nermutar nesta expressao o sinal dos coeficientes e os indices das
variaveis a, e b, de forma adequada. A eq. (3.52) pode entao ser

integrada numericamente com relacao a variavel ¢.

A integral de dominio singular correspondente a

equacao de tensdes também ¢& analisada com este procedimento.

Neste caso tem-se:

Go(1+ v) (6 —2rr)

| =
” :rt(1 - v) L’*e re

1dQ =

Gao (1+v

_ R{¢) (6 *2“’)
'ﬂt(1—v 8—)0 J‘

[Th n, ﬂ:a]drd(b T* (353)

gue apresenta como resultado, no caso do no singular y coincidir com o

no 1 da célula:



n(R(9))

| fuz —

?; —(b, cos¢d +a,send) | T

Gl V) e o [ aa [oe| mma
=) L}j( = rﬂjrlj) (b}, cos¢+a?sen¢y) 0 Ta (3.54)

~(b, cos ¢ +azsend)
2

b, cosd+a, send
e, seng)

I

Se 0 no singular y coincidir com o0 no 2 ou 0 no 3 da celula, permutam-

se os coeficientes e os Indices das variaveis a, e by de forma

adequada.

3.2.2 - Métodos de transformac¢ao da integral de dominio para o

contorno

A integral de dominio também pode ser corretamente
avaliada utilizando-se métodos de transformacao para se obter uma
integral apenas no contorno, preservando-se assim a vantagem do

MEC de se trabalhar apenas com o contorno.

Os Métodos de transformacac da integral de dominio
para o contorno tratados neste trabalho sdo o Método do Tensor de
Galerkin (MTG) e o Metodo da Multipla Reciprocidade (MMR).



3.2.2.1 - Metodo do Tensor de Galerkin

Seja G, o tensor de Galerkin relacionado & solugao

fundamental de Kelvin u;, eq. (3.5), pela seguinte expressao:

Gik (3.55)
V

sendo gue, para problemas bidimensionais, este tensor € dado por:

, 1 1
Gy =g ot |n@aﬁ (3.56)

Derivando-se devidamente a eq. (3.56) e substituindo-a

na eq. (3.59), obtem-se:

— ey

; — [/ — 8y
i = T (34v)|n(r)6ijr!irj+( 5 ]6” (3.57)

o -

que difere da eq. (3.5) apenas por uma constante.

Esta constante é especifica para o usoc do MTG, mas
também pode ser utilizada para o0 MMR e discretizagao do dominio em
celulas. DE PAULA (1991) observou que a presenca da constante na
solucao fundamental sempre melhora o equilibrio da solugcao numerica

(este equilibrio ndo € automaticamente satisfeito em uma solucao



nadréao com elementos de contorno), e que esta condicao de equilibrio

melhorara se o valor da constante for aumentado.

Consideragoes para forga gravitacional

Considerando-se a forca gravitacional na forma definida
na eq. (3.29) e substituindo-se a solucao fundamental em funcao do

tensor de Galerkin na integral de dominio [eq. (3.3}], tem-se:

,. 1 :
B; = .[Q[G!J,kk - 2(1 B v) Gk,kj} pgde(X) (3-58)

entdo, a transformacio desta integral para o contorno € obtida atraves
da utilizacao do teorema da divergencia, fornecendo a seguinte

equacao:

/
" Le;k — G:kJnde (3.59)

Substituindo-se a derivada da eq. {(3.56) na eq. (3.59),

obtém-se:

- —

Bi — al < 2|ﬂ[1J-1
7 8n [

b —_—

1 ™
[ginkr_k = 2(1 B )gkr,kni} Al (3.60)

o
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A integral correspondentie para as tensoces em pontos
internos € obtida derivando-se a eq. (3.60) e aplicando-se a lei de

Hooke, que fornece:

PR —_—

1 1
8ij = IV& 2r1”,,r1,,,,](girij + gjr_i)+ 1 , vﬁij 2nmr_mgsr_5 + [1 - 2In] g.Nn. [—

-V [

S —

el (N1 +107;) - 1m22V [1-—2In%}(g,nj +gn,); dl (3.61)

Consideragdes para carregamento térmico

A substituicao da eg. (3.55) na eq. (3.4) gera a seguinte

equacao:

5 _ Goz('l+v)

)

Gy TQ (3.62)

gue pode ser transformada pela integracao por partes em:

B _ Ga(’l+v)

(1Y)

“1' G:WiT njdr B L G:I{,ijJdQ] (3.63)

Utilizando-se a integracao por partes novamente na

segunda integral do lado direito, obtem-se:



s Ger |1+
s oo “[1GMﬁndr fQMTndY—|GMTd"](36m

(1-)

Levando-se em consideracao a eg. (3.1) para um campo

de distribuicao de temperatura estacionario:

T = 'b, (3.65)

e efetuando-se outra integragao por partes na terceira integral da eq.

(3.64), com a primeira derivada de bg continua, obtém-se:

—  Gol1+ : :
B = E:J(“_ V)‘U) erik,ijnjdr_-J‘rGik,kT.jn]dr"_
bﬂk
J<3k O dl + ca_afdg (3.66)

Contanto que as derivadas de ordens mais altas de bg

existam, pode-se calcular a primitiva de G, e 0 processo pode ser
repetido até encontrar-se uma derivada homogénea de by. Neste caso,

o valor final de B, & obtido através da soma de uma série de integrais
de contorno somente. Se as derivadas de by constituem uma serie

infinita, o processo de convergéencia deve ser estudado.

Para o caso bidimensional, considerando-se b,, =0

(intensidade das fontes internas de calor constante) e fazendo-se as

derivadas devidas do tensor G, a eq. (3.66) & dada por:

ijI



0
(3

_ »I_:_ ;ﬂ fl_lr/ \\". - - I_If ~ "
B 'f ( \)@ < |H1‘“‘l?n1 — [T My T_ rr’|| mj_i kaﬂk o
CAr(t-vy |V o220 TR e 20 )

L = o

re 1 |
[E' InF ﬂiJ T,kl{ sl (367)

Diferenciando-se a eq. (3.67) e aplicando-se a lel
constitutiva do material, obtém-se a influéncia para as tenstes em

pontos Internos da forma seguinte:

r— A

5,
2?[(1 = y) : nmrlm{(,l _jzv) = 2I‘,ir}] —I-Hi!“j +njr,i o

L s

—

T,knk o

3, {(sz) 1]

I+ —In--
R He=Dy Z r

b e

r[znﬂ@( 2V nml’mBHJrnir}Jrr‘Ijri} T, bdr
470 N@-2v) ™ PR

T J—

(3.68)

No caso de consideracfes para carregamento térmico

linear tem-se T, = 0, entac utilizam-se as equagoes acima anulando-se
os termos devido a T,. De forma semelhante faz-se para carregamento

termico constante, sendo neste caso T, = 0.



3.2.2.2 - Metodo da Multipla Reciprocidade

O MMR € uma técnica capaz de transformar integrais de
dominio em integrais de contorno equivalentes, cujo conceitc esta
relacionado a uma aplicacao repetida do teorema da reciprocidade,
utilizando-se uma sequéncia de solugdes fundamentais de alta ordem,
em contrapartida com a diminuigao da ordem da funcao da forca de

dominio, até obter convergéncia no processo.

O aumento da ordem da solucao fundamental e reducao
da ordem da forca de dominio sao representados conforme as

expressoes de recorréncia abaixo:

PSR (I ) DR (0
Vau = u; (3.69)

nara solucao fundamental e

b = yZp® (3.70)

J

para forca de dominio, sendo (L) a ordem destas equacoes.

No caso de problemas da elasticidade bidimensional a

integral de dominio referente as for¢cas de volume sera:

B® = | u“b"dQ (3.71)



para deslocamentos e
S = Qu;}f{“)bf}dﬂ (3.72)

para tensées nos pontos internos, sendo que o indice (0) corresponde

a ordem inicial destas equacoes.

A solugdo fundamental de ordem inicial u” equivale a
eq. (3.5) e uy” corresponde a eq. (2.72), as quais serao necessarias

para o desenvolvimento do MMR, para se obter a partir delas as

solucdes fundamentais de ordem mais alta.

Com o uso da primitiva da solucao fundamental definida
na eq. (3.69) e a derivada da componente da forca de volume
conforme eq. (3.70), pode-se obter uma lei de recorréncia para ©
processo, a qual explica devidamente como funciona o MMR para

determinado problema em analise, conforme fig. (3.4).

Desde que a forca de volume b e a solugdo

fundamental u;” sejam conhecidas, a integral de dominio B;” pode

ser transformada em uma serie de integrais de contorno equivalentes,

da forma seguinte:

~ L 2 N(8
(_-/.u" * E/'Ib'

Bi% =% | f—— 8 L (3.73)
—or on on

Portanto o MMR pode ser utilizado para funcao de

dominio de qualquer ordem, desde que a convergéncia seja possivel.
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G e ae (DR ; |
BY = | (—— b —u*? —Lydl + | u*"b"d0
Lon N =
ey e
B.{L_”)
i
L =L +1

Figura 3.6 - Transformacao da integral de dominio para o contorno
através do MMR

Para tensées em pontos internos o processo iterativo é

semelhante, obtendo-se:

«-::,ui(L-i-ﬂ ) -~ (L)
5@ =3 [ (2 p® e Py (3.74)

on



A primeira primitiva u;'’ sera:

2 ) ]
T 3-4 (| L 1] L isd |s,
L 3211;(1%)6“)_( ") )T e P
N
(1—~— In-r-)rirj : (3.75)
L8

A diferenciacao da eq. (3.75) em relagao a normal

fornece:
2 I -
i o M (3—~4v)[2|n1+1} Jmlisr, +
on 32n(1~v)G i r 2 r
(Fﬁ;k +r1,61k)[1 -—Ing +Irr ¢ (3.70)
A primitiva u,’ & dada por:
* r 3
U0 = T {2(1 - 2x;)(r|16jk F ol + rlkéiij)ln(r) +
(rlfajk +1 8 + r,k5i;) In(r) - rjr,jrrk} (3.77)
Com a diferenciacao da eq. (3.77) em relacao a normal,
obtem-se:
oue .
T (1'_ v {2(1 - 20)[(5,8 0 + 8,8, 8,53, )In(r) + (T8, +7,8, — 18y ) ]+

(340 8,84 +818,)In(r) +(rd +7,8 + 1By )r |-

[(rd.rﬁSit +10 0 +1r S H) s DR ]} (3.78)
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Consideragoes para forga gravitacional

A componente inicial da forca de volume para forca
gravitacional € dada pela eq. (3.29). Considerando-se a atracao

gravitacional constante, enfao.

=0 (3.79)

e consequentemente:

b(" = 0 (3.80)

Neste caso, a integral de dominio da eq. (3.73) ¢

reduzida para:

8O - [ T pogr (3.81)

Para tensoes em pontos internos, fazendo-se as

mesmas substituicdes na eq. (3.74), a integral correspondente sera:

Oy’
SO L K p®dr (3.82)

an
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Consideragdes para carregamento térmico

No caso de carregamento termico, a integral de dominio
inicial sera dada pela eq. (3.4) e utiliza-se a lei de recorréncia referente

a solucao fundamental, eq. (3.69), e:

TG = v2TO (3.83)

referente a temperatura.

Com a aplicacao do MMR, a integral de dominio da
expressao (3.4) é transformada em uma série de integrais de contorno

a saber:

o (@) 2GC‘(1+V . au‘r‘?‘LH) (L) “(L+1) o™ =
B = (1_2v)_z X ST U )dI (3.84)

L O on

A solucao fundamental de ordem mais alta pode ser

obtida resolvendo-se a eqg. (3.69), cujas solugbes podem ser
encontradas nos trabalhos de NOWAK e NEVES (1994). As duas

primeiras primitivas e suas respectivas derivadas normais sao

apresentadas abaixo:

r-rinr 3.85
N (3.85)

"(2) - r ra([m’——] 3.86
i Ban(1- )G 4 (5.86)
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o 2v-1
= 5, Inr+rr. Jn 387
on 8;1(1_V)(3( X ] x) k ( )
~ *(2) — -
Ol 2v—1 [ 3) '
— Oy +2rr ) Inr——| +r;r ngr 3.88
on 647{(1—\,:)(3 _( Ik | ,k) 4 i ,i-:A K ( )

A componente de tensao para pontos Internos

correspondente a integral de dominio devido a variacao térmica sera:

57 =3[ 2 50 265 (3.89)
\T-2v
onde
: 1 /= L] = (L]
Eij{L} = 5(8'[1 A Bj(,i ) (390)

a. Carregamento termico linear

No caso de carregamento termico linear, tem-se por

exemplo:

TO ~f(x,) - (3.91)
AT (8 |
"*’;n _ T, (3.92)

TO =0 (3.93)



A equacao (3.84) torna-se portanto em:

éfn) _ 2G£1(1 -+ v)j (81.];51)
(1 — 2v) r

N

T _y;

04

(3.94)

onde u '’ e ou,” /on s@o dados respectivamente pelas eq. (3.85) e eq.

H,)

(3.87).

Para tensoes em pontos internos, obtem-se:

— (D) Gof1+ v O. T[E')
i = ( )J.l«a’ r'}krk[ ”2 — 2rlirlj) +nir1j +njr1i =
V

2?1:(1 - v)

(Inr+v)+rr,

| -

b. Carregamento térmico quadratico

0]
T,

- dl

-

—

(3.95)

No caso de variagao quadratica de temperatura, seja:

T = fix,’ |
~T1(0)
ol

n :f1(xk)nk

T _y2T@ _ .t

(3.96)

(3.97)

(3.98)
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oTd

=0 3.99
- (3.99)

Entao a equacao (3.84) se reduz a:

Dy T (C} o POy ]
M _ 260(1+ V) L(Gﬁ{"*i ro _yo }dm T”“”-J‘ TOGr | (3.100)
C

(‘]—ZV)

onde u;\”, aul’ /on e ou.? / 6n sdo dados pela eq. (3.85), eq. (3.87) e

eq. (3.88), respectivamente.

A influéncia sobre as tensbdes em pontos internos devida

as integrais de dominio & dada pelo somatério de S na eq. (3.95)

mais os termos referentes a S{”, que s&o obtidos pela diferenciagcdo do

o
segundo termo da eq. (3.84) e substituidos na eq (3.89) e eq. (3.90),

obtendo-se:

e -

— 1 3. 0]
Sj = Co +v)j;4 nkrk{ ” 2rir)+nirj +NT, LI
om(1—v) || a2y Ty
[ 6;' f ; G'[I']—i—\” _4V6i-
1_12\)('””‘*’)”;'} Tn, +dl" + 8n((1—v))L‘ 1_2Lr1knk Inr +
(nirjj N+ 8N, )(Inr —1/ 4)+r_irjjr_knk]rT“)dI‘ (3.101)

As expressbes mostradas para os procedimentos de
calculo da integral de dominio sado validas para o estado plano de
deformacao. Para o caso de estado plano de f{ensao, desde que a
temperatura nao varie ao longo da espessura, estas equagoes podem

ser usadas, trocando-se v por v, a por a, conforme eq. (2.30).
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As  representacoes numeéricas das  equacoes
apresentadas para o uso do MTG e MMR sao efetuadas pela
substituicao das integrais por somatorios variando conforme o numero
adotado de pontos de integracao de Gauss, de forma semelhante ao
procedimento de discretizacido do dominio em céluias. Entretanto, o
jacobiano da transformacac € a metade do comprimento do elemento

de contorno considerado durante a analise.

A singularidade das integrais do MTG e MMR sera

tratada pelo método de transformacio do terceiro grau proposto por

[ELLES (1987) que sera descrito a seguir.

Calculo de integrais com singularidade logaritmica utilizando-se

transformac¢ao de coordenadas do terceiro grau

As integrais com singularidades logariimicas podem ser
resolvidas utilizando-se integracdo numérica pela quadratura de
Gauss, porém, fazendo-se, antes de integrar, uma transformacao de
coordenadas. Esta transformacao origina um jacobiano que tem valor

zero no ponto onde ocorre a singularidade, anulando-a.

Sendo f(n) a funcdo a ser integrada no intervalo [-1,1],

contendo o ponto singular n, tem-se entao:

1= [ f(n) dn (3.102)



A mudanca de variavel, neste caso, € da forma:

n(y)=ay’ +by? +cy +d

dny(v)
dy

= 3ay’ +2by +¢C

atendendo as sequintes condigoes:

2

d? 0

dy ;

8 .o
dyﬁ
n(’l):‘l
n(*1)::~1

Para este caso, obtém-se a solucao:

1
a=—
(
P
Q
— 2
i ¥
Q
d=-b
Q=1+3¥°

sendo y o valor de y para o qual n(y) =7, calculado por:

§ = ?;/("ﬁ'n* +|n’) +#(ﬁn* |+

97

(3.103)

(3.104)

(3.105)

(3.106)



onde:

n =m° -1

98

(3.107)

A Integral (3.102), apdés a mudanca de coordenadas,

tem a seguinte expressao:

| = .[:f(aya +by? +oy + c:l)(i%s:‘w2 +2by + c) dy (3.108)

a qual, substituindo-se os valores acima encontrados, pode ser escrita

na forma:

1

- J‘1"f{1 &S

3y°

(r-7)" +7(7° +3)]ﬁ

J

) dy (3.109)




CAPITULO 4

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

O programa objeto desta dissertacao foi implementado
em linguagem Fortran para resolver problemas que envolvem

consideracoes de forcas no dominio.

Adotou-se como plataforma de trabalho um programa
para analise de problemas de elasticidade bidimensional apresentado
por BREBBIA et ali (1984) e sobre o qual foram feitas varias

implementacoes para a avaliacao de integrais de dominio.

A seguir sdo apresentados o0s fundamentos da
integracdo numérica para celulas triangulares, que € uma das

alternativas estudadas para o calculo das integrais de dominio.
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4.1 - Integragao numeérica para celulas triangulares

O calculo analitico de determinadas integrais nem
sempre é possivel, dependendo da complexidade do problema
envolvido, sendo em geral mais conveniente a utilizacao de metodos

numericos para a sua avaliacao.

Com a utilizacao do procedimento de discretizacao do
dominio em células para consideracoes de forcas de dominio foi
desenvolvido um estudo para a escolha de um esquema de integracao

numeérica em dominios iriangulares, dentre os disponiveis na literatura.

Este estudo comparativo avaliou 0s esquemas de integracao propostos
por Hammer et ali’ apud BREBBIA et alii (1984), COWPER (1972) e

REDDY e SHIPPY (1981). Também foi avaliado um esquema de

integracado semi-analitico, visando a solugcao de integrais com pontos

singulares nos vertices da celula sob integracao.

Os resultados obtidos com o esquema de integragao
proposto por Hammer sao exatamente os mesmos obtidos com o

esgquema proposto por Cowper.

Para a avaliacao da eficiéncia dos esquemas de
integracao citados, foram calculadas numericamente as seguintes
integrais, cujos respectivos resultados analiticos também sao

apresentados a segquir:

" HAMMER, P. C.: MARLOWE, O. J.; STROUD, A. H. Numerical Integration Over
Simplexes and Cones. Math. Tables Other Aids Comput. v.10, p.130-139, 1956
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—1/2

L=[ [ (x+y) dxdy=06666666667
1

L= [ (x+y) " dxdy = 0.4000000000

—1/2

L= [ [ +y?) dxdy =0.881373587 (4.1)
= [ ['sen(x+y)dxdy = 1000000000

| = j: [lexp [x-+ y-1|dxdy = 0.71828183

A aproximacao numeérica destas integrais e feita da

seguinte forma:
1 pleiy &
| = QF(X:Y) de) = .[:1 L | f(nnﬂzrna)‘ J‘dn1dﬂ2 = ;f(ﬂmnz:ns)k‘ J ‘Wk (4.2)

sendo |J| o determinante do jacobiano da transformacéo de

coordenadas do sistema cartesiano (x)y) para o sistema de

coordenadas de area (n1, nz, nz), igual a duas vezes a area do

triangulo, e wg 0 peso.

As coordenadas adimensionais de area, n;, definidas

sobre o dominio triangular estao relacionadas ao sistema cartesiano

(X,y) pelas seguintes relacoes:

X = 11X +1X" N X

y = m&” 7“'123’2 =t n3y3 | (4.3)
Ny =T-Mn;— M,

onde (X', v, (X, y°) e (X°, y°) sdo as coordenadas dos vértices da

célula triangular.
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Os resultados obtidos utilizando-se os esquemas de

integracao numeérica em questao sao apresentados nas tabelas (4.1) a
(4.3).

Deve-se notar que as integrais |1 e |3 sao singulares. Isto
significa que o resultado de uma integracdo numeérica que nao leve em
consideracao a singularidade nao deve apresentar bons resultados,
mas 0s obtidos com a utilizacao do esquema de Reddy e Shippy sao
melhores que 0s obtidos pelos outros esquemas testados. A utilizagao
de um esquema de integracao semi-analitico nas células com pontos
de singularidade sobre os vertices proporciona resultados mais

precisos.

Assim, para as integrais singulares |1 e l; resolvidas por
integracao semi-analitica, isto e, efetuando-se uma mudanca para
coordenadas cilindricas (r,0) e integrando-se analiticamente em r €
numericamente em 0, sao obtidos resultados melhores, como indicado

abaixo. Retirada a singularidade atraves do uso do limite quando o raic

r tende a zero, as integrais |4 e I3 tornam-se em:

- 7z
|, = | 2 s[5
1 jﬂ 3(1+ sen20) (4.4)

n g
- [a
I?’_L cosede

funcao apenas da variavel 0.

A resolucdo numerica da integral |y, por exemplo, pode

entao ser feita da seguinte forma:
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E F(e)do = [ ‘"(T‘l)JIdH:kZH1 f(ne )] J]w, (4.5)

onde a coordenada adimensional ny esta relacionada com o angulo 6 na

forma:

0 = Z(n+1) (4.6)

e o determinante do jacobiano |J| da transformacdo de coordenadas €

dado por:

\J\:E (4.7)

Como 0s niveis de precisao para integrais regulares sao
praticamente os mesmos com o0s dois metodos analisados, optou-se
neste trabalho pela utilizacao dos pontos de integracao de Hammer.
Para as integrais singulares, utilizou-se na integracao semi-analitica os

pontos de integracao de (Gauss.
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Tabela 4.1 - Resultados de integracao numerica utilizando 7 pontos de

Reddy e Shippy

X X5 X3 W Integrais Solugao numerica

0,070558 0,295669 0,633773 0,11232%9

0,889074 0,0554863 0,055463 0,020987 ' 0,664717
0,055463 0,055463 0,889074 0,020987 y 0,400018
0,333333 0,333333 0,333333 0,100053 3 0,876723
0,295669 0,633773 0,070558 0,112329 4 0,999997
0,055463 0,889074 0,055463 0,020987 5 0,713137
0633773 0,070558 0,285669 0,112329

Tabela 4.2 - Resultados da integracdo numérica atraves dos esquemas

de Hammer ou Cowper com 7 pontos

X4 Xo X3 W Integrais Solugao numerica

0,333333 0,333333 0,333333 0,225000

0,797427 0,102870 0,102870 0,125939 1 0,660686
0,102870 0,797427 0,102870 0,125939 2 0,400150
0,102870 0,102870C (0,797427 0,125939 3 0,831568
0,059716 0,470142 0,470142 0,132394 4 1,000140
0,470142 0,0569716 0,470142 0,132394 5 0,693879
0,470142 0,470142 0,059716 0,132394

Tabela 4.3 - Resultados da integracao de func¢oes singulares atraves

do esquema de Gauss com 10 pontos

+ X; Wi Integrais  Solugdo numerica
0.148874 0.295524
0.433395 0.269267 4 0.666667
0.679410 0.219086
0.865063 0.149451 5 0.881374
0.973907 0.066671
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4.2 - Estrutura do programa

O programa tem capacidade para resolver problemas de

estado planc de deformacao, ou de tensao, prevendo-se material

isotropico, calcular forcas de superficie, deslocamentos e tensoes. A

descontinuidade das forcas de superficie € considerada, utilizando-se o

conceito de no duplo. O programa tambem resolve problemas

submetidos a forca gravitacional constante e carregamento térmico

generalizado, constante, linear e parabdlico.

O programa principal denominado MEC chama as

seguintes subrotinas:

1.
2.

INPUT, para leitura dos dados gerais;
INPUTB, para entrada dos dados que dizem respeito as forgas de

volume;

. INTPOINT, que armazena as tabelas de integracao de (Gauss e

Hammer, que sao utilizados na integracac numerica,;

. CONST, para calculo das constantes de uso geral,
. BFORCES, para introduzir consideracdes sobre forcas no dominio;

. MATRX, para céalculo da matriz A e do vetor F, eq. (2.90), chamando

a subrotina FUNC, que calcula as integrais numericas requeridas

para o sistema de equacgoes;

. SLNPD, que resolve o sistema de equacdes utilizando o metodo de

eliminacao de Gauss/Jordan;

. OUTPT, para impressdo dos resultados obtidos, incluindo também

calculo das tensdes no contorno, dos deslocamentos e tensdes em

pontos internos.
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A subrotina BFORCES chama as seguintes subrotinas:

CELL, para possibilitar a utilizacao de discretizacao do dominio em

células;

2. GTENSOR, para possibilitar a utilizacao do Método do Tensor de

Galerkin (MTG);

3. MRM, para possibilitar a utilizacao do Metodo da Multipla

Reciprocidade (MMR).

Em seguéncia, a subrotina CELL chama as seguintes

subrotinas:

1.

SEMICELL, para ser utilizada quando se tratar do ponto de

singularidade da celula;

. NUMCELL, para ser utilizada quando o ponto fonte nao coincide

com 0 no da célula.

A subrotina GTENSOR chama as seguintes subrotinas:

. GRAV, para ser utilizada quando se fizer consideragoes de forca

gravitacional pelo MTG;

. TGRAV, para ser utilizada quando for considerar as tensoes devido

a forca gravitacional pelo MTG;

. TEMP, para ser utilizada quando se fizer consideragoes de

carregamento térmico pelo MTG.

. TTEMP, para ser utilizada quando for considerar as tensoes devido

ao carregamento térmico pelo MTG.

A subrotina MRM chama as seguintes subrotinas:

. GRAVM: para ser utilizada quando se fizer consideracoes de forca

gravitacional pelo MMR,;
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2. TEMPM; para ser utilizada quando se fizer consideracoes de

carregamento termico pelo MMR;

Uma subrotina chamada pelas subrotinas ligadas ao
GTENSOR e MMR € a subrotina POLI3, para fazer a mudanca de
coordenadas, utilizando-se a transformacao do terceiro grau proposta

por TELLES (1987), apenas quando houver singularidade nas

consideracoes da forca no dominio pelo MTG e MMR.

A subrotina OUTPT chama as seguintes subrotinas:
1. FENC, que calcula as expressoes para tensoes nodais do contorno,
2. FUNC;
3. CELL,;
4. GTENSOR,;
5. MMR.

As quatro ultimas subrotinas sdo chamadas para o calculo dos

deslocamentos e tensdes em pontos internos.

Um diagrama de blocos esquematizando o sistema de

chamadas do programa e apresentado na fig. (4.1).
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CAPITULO 5

EXEMPLOS

5.1 - Introducao

S80 apresentados a sequir exemplos de problemas
estaticos de elasticidade linear bidimensional analisados através do
Método dos Elementos de Contorno (MEC), tratando-se de estado
plano de tensdo ou de deformacio, através do programa que foli

implementado para utilizagao em microcomputadores.

Os exemplos foram analisados avaliando-se as integrais
de dominio através da discretizacao do dominio em celulas, do Método
do Tensor de Galerkin (MTG) e do Método da Multipla Reciprocidade
(MMR). Através dos resuitados obtidos com tais procedimentos sao
feitas comparacdes visando obter informacbdes sobre a eficiéncia de

cada um.



110

Foram utilizados elementos lineares para a
discretizacdo do contorno e céluias triangulares, com variagao linear
do efeito a ser considerado sobre a mesma, para a discretizacao do
dominio. A consideracao de descontinuidade das for¢cas de superficie
quando fornecidas como condigoes de contorno, bem como no caso de

pontos angulosos, foi realizada com a utilizacao de nos duplos.

Além da comparacao entre os procedimentos adotados

para a analise via MEC, as solu¢des encontradas foram comparadas

com resultados obtidos atraves do Meétodo dos Elementos Finitos

(MEF) através da utilizacdo do programa ANSYS, e/ou com solugoes
analiticas quando disponiveis. Utiliza-se no MEF uma malha uniforme
de elementos do tipo quadrilatero, chamado PLANE42, especifico para

analise de problemas de estado plano de tens&o, com nos de contorno

coincidentes com a discretizacao usada na analise pelo MEC.

5.2 - Exemplo 1-a

Chapa submetida a tragdo e ao peso proprio

Considera-se uma chapa retangular apoiada no bordo
superior, submetida a um carregamento uniformemente distribuido de

valor 12 kN/m” na borda inferior e ao peso proprio.

A analise foi feita para o estado plano de tensao. As

propriedades fisicas do material sao as seguintes:

- modulo de elasticidade E =10° kN/m*:
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- coeficiente de Poisson v=0.3;
- massa especifica p = 10,0 kg/m’;
com:

- aceleracio da gravidade g=98 m/s”.

A geometria e as condi¢cbes de contorno estao definidas
na fig. (56.1). As discretizacdes utilizadas no MEC e no MEF/ANSYS

estao ilustradas na fig. (5.2).

Para observar a convergéencia dos deslocamentos,
foram feitas trés discretizacdes utilizando 10, 20 e 40 elementos de
contorno, com 12, 48 e 192 ceélulas internas, respectivamente,

conforme fig. (5.2).

0 =12 kN/m°

Figura 5.1 - Exemplo 1 - geometria e condigoes de contorno



<l
I__.-':Ji
ke
<
.

T
‘lL

6"
/ \ \"“‘w/__.___-___ 7 N
/ k / kY
~ 9 H fr{;‘l

\/
. i
Ia{’lx} l\ [._J;J
Kw’ So g #Lﬂ \,L,»’r uL A :\‘ : z ¥ -::--;,H ? = =7 1:{/
7 : ~ - !
e R :
F\‘a a \_ a/ C_;/ e N7 ! — j —
-~ "‘xx \ il o | - :
E/ = v 3
£ - -~ - :
L ""‘\__ .-__.." \ .-___.-'"' . .. N 3 | I |
AU | AT 2 |
“ f,-f x\ o3 | ™ | / H"u.__ . = f—’
_ % ,ff i_:l \-f A S
s ' N, b sl

~d
I
e
A
]

. 45\1/5'“ f;z\b\ 17 |

\x
oS
.,
#
A
r
Lo DD

10

™ o | 2 : ]- o
% .-'"f 4 Mx' i .-"'"-fi.lxﬂ‘ e =
H‘x ] Ir A . 1 .
/ -\_5 \ Iy ” p i |
A T - ol -]/ N o

-~
-
| —

112

Figura 5.2 - Exemplo 1 - discretizacoes - (a) MEC - 10 elementos e 12

células; (b) MEC - 20 elementos e 48 celulas; (c) M

—C - 40

elementos e 192 celulas; (d) MEF/ANSYS - 96 elementos
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Os deslocamentos uy, ao longo do eixo x (y=0) sao
mostrados na tab. (5.1) e os deslocamentos uy, ac longo do eixo x=3,0
(paralelo ao eixo y) estao apresentados na tab. (5.2). As expressoes

analiticas (UGURAL e FENSTER' apud SANTIAGO (1987))

correspondentes s4o0 mostradas a seguir:

u, :g—g(er—xz —vy2)+% (5.1)
, = =B (e-x)y -2y (5.2)

Os resultados obtidos através da discretizacao do
dominio em céiulas, MTG e MMR apresentaram valores iguais para
consideracbes de forca gravitacional, com a mesma discretizacao, e

proximos aos obtidos atraves do ANSYS.

Os erros percentuais médios dos resultados obtidos
para deslocamentos u, em relacao a solugado analitica foram:
- ANSYS - 96 elementos: 1,34 %:
- MEC - 10 elementos: 1,50 %;
- MEC - 20 elementos: 1,39 %:
- MEC - 40 elementos: 1,34 %;

e a diferenca meédia dos resultados obtidos com o MEC em relagao aos
resuitados obtidos com 0 ANSYS foi de 0,002 %.

Para deslocamentos u,, 0s erros percentuais medios

enconfrados em relacao a solugaoc analitica foram:

"UGURAL, A. C.: FENSTER, S. K. Strength and Applied Elasticity. American Elsevier
Publishing Company, New York, 1975.



114

- ANSYS - 86 elementos: 1,07 %:
- MEC - 20 elementos: 1,54 %:
- MEC - 40 elementos: 1,12 %:

e a diferenca média dos resuliados obtidos com o MEC em relacao aocs
resultados obtidos com o0 ANSYS foi de 0,04 %.

Os resultados deste exemplo s&o ilustrados pelas fig.

(5.3), para deslocamentos uy e fig. (5.4), para deslocamentos uy.
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—&— Analitica
—@— MEF/ANSY S
—4&— MTG, MMR e Células

—eo— Analitica
—r— MEFFANSY S

i
—&— MTG, MVR e Celulas |

Figura 5.4 - Exemplo 1-a - deslocamentos u,
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5.3 - Exemplo 1-b

Chapa submetida a tragdao, ao peso proprio e a variagao de

temperatura

Neste exemplo, a chapa do exemplo 1-a € analisada
considerando-se além dos carregamentos de borda e peso proprio,

uma reducdo uniforme de temperatura no dominio igual a 50°C. O

coeficiente de dilatacdo térmica linear € o =10~ /°C.

Os resultados obtidos sao apresentados nas tabs. (5.3)

e (5.4). As expressoes analiticas sao apresentadas a sequir:

_ PY o2 2Yy  PX
u, = - (2::(5 X" — vy )+ = +aATX (5.3)
A% A%
i, == EF (e x)y - Zy - oaTy (5.4)

Os erros percentuais medios dos resultados obtidos

para deslocamentos U, em relacao a solucao analitica foram:

- ANSYS - 96 elementos: 1,51 %;

- MEC - 10 elementos: 1,48 %:

- MEC - 20 elementos: 1,57 %:

- MEC - 40 eiementos: 1,51 %:

e a diferenca média dos resultados obtidos com o0 MEC em relagao aos
resultados obtidos com o ANSYS foi de 0,002 %.
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Para deslocamentos uy,, 0s erros percentuais medios
encontrados em relacao a solucao analitica foram:
- ANSYS - 96 elementos: 0,99 %;
- MEC - 20 elementos: 1,13 %:
- MEC - 40 elementos: 1,02 %
e a diferenca média dos resultados obtidos com o MEC em relagao aos
resultados obtidos com o ANSYS fol de 0,03 %.

Os resultados deste exemplo sao ilustrados pela fig.

(5.5) (deslocamentos u,) e fig. (5.6) (deslocamentos u,).

Vé-se através destes valores que a precisao dos

resultados obtidos na analise via MEC & muito boa.

O fato dos resultados da analise pelo MEC, atraves dos
trés processos utilizados, serem 0s mesmos para cada discretizacao,
tanto para o exemplo 1-a como para o exemplo 1-b, ja era esperado,
pois a avaliacido da integral de dominio é teoricamente exata pelos trés
processos. O termo constante na integral de dominio, que representa
for¢ca gravitacional ou temperatura, € representado de forma exata em
cada caso. As peguenas diferencas numeéricas observadas nos Ultimos
algarismos significativos se devem aos diferentes procedimentos de

integracédo numérica adotados para as celulas internas e elementos de

contorno. Em comparacdo com a solugao obtida peio MEF/ANSYS,
também observa-se uma concordancia praticamente exata em todos 0s

resultados.
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Figura 5.5 - Exemplo 1-b - deslocamentos uy

—e— Analitica
—@— MEF/ANSY S
—&— MTG, MMR e Células

Figura 5.6 - Exemplo 1-b - deslocamentos u,
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5.4 - Exemplo 2-a

Chapa em L submetida a forga gravitacional

Considera-se uma chapa na forma de um L apoiada em
duas bordas, conforme fig. (5.7), submetida a forgca gravitacional,

considerada constante no dominio.

E considerado estado plano de tensdo. As propriedades

fisicas do material do corpo sao as seguintes:

- médulo de elasticidade E =10° kN/m*:

- coeficiente de Poisson v=03;
- massa especifica p=0,10 kg/m’;
com:

- aceleracdo da gravidade g=10 m/s”

A geometria, condi¢cbes de contorno e discretizagoes

sao mostradas na fig. (5.7).
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Figura 5.7 - Exemplo 2 - (a) geometria e condi¢cdes de contorno; (b)
MEC-24 elementos e 40 celulas; (¢} MEC-384 elementos

e 10240 céluias; (d) MEF/ANSYS-5120 elementos

Neste exemplo pode-se observar a influéncia da
constante da solucao fundamental nos resultados da analise. Com esta
finalidade, para a geracao dos coeficientes das matrizes envolvidas no

sistema de equacdes AX=F com 0s procedimentos de discretizacao do

dominio em células e MMR, utilizou-se a solucao fundamental do MEC,
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fornecida pela eq. (2.54). Para a utilizacao do MT(G, a solugao
fundamental correspondente tem que ser a fornecida pela eq. (3.57),

que difere da eq. (2.54) por uma constante.

Na tab. (5.5) sao apresentados o0s resultados obtidos
para os deslocamentos u,, utilizando-se os trés procedimentos citados

para avaliacédo da integral de dominio via MEC e o MEF/ANSYS, para

as devidas comparacoes. A variacao dos resultados entre o

MEF/ANSYS e o MEC pode ser visualizada atravées da fig. (5.8) e fig.
(5.9).

A analise deste exemplo através dos trés processos,
considerando-se a solugao fundamental dada pela eq. (3.57), tal como

na analise anterior pelo MTG, apresenta resuitados coincidentes.

Esta influéncia da constante da solucao fundamental

esta intimamente relacionada ao equilibrio das forcas de superficie e

das cargas aplicadas ao corpo, segundo DE PAULA (1991). Os
exemplos 1-a e 1-b, quando testados para a mesma variagao de
constantes, nao apresentaram variagoes nos resuitados, uma vez que

todas as condicdes de equilibrio ja estavam automaticamente

satisfeitas em funcao da simetria do problema.

A diferenca média percentual dos resultados obtidos do
MEC em relacao ao MEF/ANSYS € 0,31 %, eixo x=0,5, e 2,90 %, eixo

y=0,5, para deslocamentos u.
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Figura 5.8 - Exemplo 2-a - deslocamentos u, - eixo x=0,5
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—&— MEF/ANSY S
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Figura 5.9 - Exemplo 2-a - deslocamentos u, - eixo y=0,5
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5.5 - Exemplo 2-b

Chapa em L submetida a temperatura constante

Neste exemplo, a chapa do exemplo 2-a & analisada

considerando-se uma reducao uniforme de temperatura no dominio

igual a 50°C. O coeficiente de dilatacio térmica linear é o =10"° /°C.

Na tab. (5.6) e tab. (5.7) sao apresentados 0s resultados
obtidos para deslocamentos uy € Uy, respectivamente, utilizando-se os

procedimentos citados.

A variacao dos resuitados entre o MEF/ANSYS e o MEC

pode ser visualizada através das fig. (5.10) e fig. (5.11).

Tomando-se as mesmas consideracoes estabelecidas

para o Exemplo 2-a sobre a solucao fundamental usada, verifica-se
que para o caso de problemas de temperatura, utiliza-se a derivada da
solucao fundamental na integral de dominio. Portanto, a constante
adicionada a eq. (2.54), desaparece na derivagao, e
consequentemente pode-se utiiizar a solucao fundamental conforme

eq. (2.54) nas integrais do sistema de equacoes tambeém para o MTG.

A diferenca média percentual dos resultados obtidos do
MEC (384) em relacdo ao MEF/ANSYS € 1,13 %, eixo x=0,5, € 0,15 %,

eixo y=0,5, para deslocamentos u,, 0,14 %, eixo x=0,5, e 1,39 %, €Ixo

y=0,5, para deslocamentos u.



Tabela 5.6 - Exemplo 2-b - deslocamentos u,

Tabela 5.7 - Exemplo 2-b - deslocamentos u,

u, x=0,5MEF (x1 0'3) MTG/MMR/Células (xm'B) Dif. MEC/MEF %

pontos Y 5120 elem. 24 elem. 384 elem. (24) (384)

1 -0.75 | 0.000000 0.000000 0.000000
2 -0.50 | -0.143180 -0.107130 -0.137850 25.18 3.72
3 -0.25 | -0.287910 -0.263250 -0.284240 8.57 1.27
4 0.00 | -0.444360 -0.429430 -0.442440 3.36 0.43
5 0.25 | -0.560220 -0.545750 -0.558540 2.58 0.12
6 0.50 | -0.574910 -0.561330 -0.574340 2.36 .10
y=10,5 3.4 1.13

X

7 0.25 | -0.447920 -0.435110 -0.447330 2.86 0.13
8 0.00 | -0.330260 -0.317840 -0.329740 3.76 0.16
9 -0.25 | -0.220540 -0.211860 -(0.220190 3.94 0.16
10 -0.50 | -0.110380 -0.106140 -0.110200 3.84 0.16

11 -0.75 | 0.000000 0.000000 0.000000
3.60 0.15

127

U, |[x=0,5{MEF (x107) | MTG/MMR/Células (x107) |Dif. MEC/MEF %

pontos y 5120 elem. | 24 elem. 384 elem. (24) (384)

1 -0,75 (0,000000 0,000000 0,000000
Z -3,50 | -0,110380 -3,106140 -0,110200 3,84 0.16
3 -0,25 | -0,220540 -0,211860 -0,220190 3,94 0,16
4 0,00 | -0,330260 | -0,317840 -0,329740 3,76 0,16
5 0,25 | -0,447920 | -0,435110 -0,447330 2. 86 0,13
6 0,50 | -0,574910 | -0,561330 -0,574340 2,36 0,10
y=0,5 3,35 0,14

X

¥ 0,25 -0,560220 | -0,545750 -(3,559540 2,58 0,12
8 0,00 -0,444360 | -0,429430 -0,442440 3,36 0,43
9 -0,25 | -0,287910 | -0,263250 -0,284240 8,57 1,27
10 -0,50 | -0,143180 | -0,107130 -0,137850 2518 3,72

11 -0, 75 0,000000 0,000000 0,000000
9.92 1,39
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5.6 - Exemplo 2-c

Chapa em L submetida a uma variacao linear de temperatura ao

longo do eixo y

Neste exemplo, a chapa do exemplo 2-a € analisada

considerando-se uma variagao linear de temperatura no dominio,

conforme fig. (5.14). Esta variacao se da apenas na diregao do eixo v,

sendo portanto constante para y = constante.

W 7
!
I".

Figura 5.14 - Exemplo 2-c - variacao linear de temperatura

Os dados geometricos da chapa e as condigbes de

contorno € as discretizacoes sao mostradas na fig. (5.7).

Nas tab. (6.8) e tab. (5.9 sao apresentados o0s
resultados obtidos para deslocamentos u, e uy, respectivamente,

utitizando-se os procedimentos adotados.

A variacao dos resultados obtidos entre 0 MEF/ANSYS

e o0 MEC pode ser visualizada nas figuras (5.15) a (5.18).



131

A diferenca média percentual dos resuitados obtidos do
MEC em relacao ao MEF/ANSYS é 0,96 %, eixo x=0,5, e 0,08 %, eixo

y=0,5, para deslocamentos uy, 0,69 %, eixo x=0,5 e 1,69 %, eixo

y=0,5, para desiocamentos uy.

Tabela 5.8 - Exemplo 2-c - deslocamentos u,

U, |x=0,5 MEF (x10'3) MTG/MMR/Células (x1 0“3) Dif. MEC/MEF %
pontos y 5120 elem. 24 elem. 384 elem. (24) (384)
1 -0.75 0.000000 (.00000 0.00000
2 -0.50 | -0.071923 -0.05716 -0.069533 20.52 3.32
% -0.25 | -0.159750 -0.15123 -0.158110 5.33 1.03
4 0.00 { -0.268060 -0.26456 -(0.267200 1.31 0.32
9 0.25 | -0.374440 -0.37117 -(0.374150 0.87 0.08
6 0.50 | -0.454250 -0.44843 -0.454000 1.28 0.06
y=05 5.86 0.96
X
7 0.25 | -0.359150 -0.35344 -(0.358890 1.59 0.07
8 0.00 | -0.267540 -0.26244 -(.267310 1.91 0.09
9 -0.25 | -0.178470 -0.17502 -0.178310 1.93 0.09
10 -3.50 | -0.089268 -0.08757 -0.089191 1.90 0.09
11 -0.75 (.000000 (.00000 0.00000
1.83 0.08
Tabela 5.9 - Exemplo 2-c - deslocamentos u,
u, |x=05MEF (x10'3) MTG/MMR/Celulas (x1 0'3) Dif. MEC/MEF %
PoNtos Y 5120 elem. 24 elem. 384 elem. (24) (384)
1 -0.75 0.000600 0.000000 0.000000
2 -0.50 0.038178 0.038350 0.038264 0.45 0.23
3 -0.25 0.050097 0.051071 0.050257 1.94 0.32
4 0.00 0.033927 0.036255 0.034161 6.86 0.69
5 0.25 | -0.013898 -0.011042 -0.013630 20.55 1.93
6 0.50 | -0.094375 -0.090582 -0.094113 4.02 - 0.28
y=10,5 6.77 0.69
X
{ 0.25 { -0.144550 -0.137190 -0.144220 5.09 0.23
8 0.00 | -0.139030 -0.128570 -0.138120 7.52 0.65
9 -0.25 | -0.102610 -0.088211 -0.100910 14.03 1.66
10 -0.50 | -0.057798 -0.040306 -0.055370 30.26 4.20
11 -0.75 0.000000 0.000000 0.000000
14.23 1.69
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Figura 5.16 - Exemplo 2-c - deslocamentos u, - eixo y=0,5
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5.7 - Exemplo 2-d

Chapa em L submetida a uma variagao parabolica de temperatura

ao longo do eixo y

Neste caso, a chapa do exemplo 2-a € analisada
considerando-se uma variacao parabdlica de temperatura no dominio,
ao longo do eixo y, conforme fig. (5.19). As caracteristicas
geomeétricas, condicoes de contorno e discretizacoes adotadas sao

mostradas na fig. (5.7).

Figura 5.19 - Exemplo 2-d - variacao parabclica de temperatura

Nas tab. (5.10) e tab. (5.11) sdo apresentados Os
resultados obtidos para deslocamentos u, e u,, respectivamente,

utilizando-se os procedimentos citados.
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A variacao dos resultados obtidos pode entre o

MEF/ANSYS e 0 MEC (24 elementos de contorno) ser visualizada nas
figuras (5.20) a (5.23).

A diferenca media percentual dos resultados obtidos do
MEC em relacdo ao MEF/ANSYS € 0,74 %, eixo x=0,5, e 0,05 %, eixo

y=0,5, para deslocamentos u,;, 0,20 %, eixo x=0,5, e 2,42 %, eixo

y=0,5, para deslocamentos u,. Portanto, os resultados tem nivel
razoavel de precisgo. Os resultados sofrem maior variacao para oS

pontos do eixo x=0,5.



Tabela 5.10 - Exemplo 2-d - deslocamentos u,
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u, | x=0,5| MEF (x10%) | MTG/MMR/Células (x10”)  |Dif. MEC/MEF %
pontos y 5120 elem. 24 elem. 384 elem. (24) (384)
1 -0.75 | 0.000000 0.000000 0.000000
2 -0.50 | -0.039644 -0.034351 -0.038564 13.35 2.72
3 -0.25 | -0.098729 -0.097651 -0.098018 1.09 0.72
4 0.00 | -0.179390 -0.181370 -0.179050 1.10 0.19
5 0.25 | -0.271970 -0.273860 -0.271880 0.69 0.03
6 0.50 | -0.368280 -0.365800 -0.368140 0.67 0.04
y =05 3.38 0.74
X
7 0.25 | -0.293690 -0.291030 -0.293540 0.91 0.05
3 0.00 | -0.219910 -0.217880 -0.219790 0.92 0.05
9 -0.25 | -0.146630 -0.145380 -0.146550 0.85 0.05
10 | -0.50 | -0.073322 -0.072693 -0.073281 0.86 0.06
11 | -0.75 | 0.000000 0.000000 0.000000
0.88 0.05
Tabela 5.11 - Exemplo 2-d - deslocamentos u,
uy, | x=0,5| MEF (x107) | MTG/MMR/Células (x10°)  |Dif. MEC/MEF %
pontos Y 2120 elem. 24 elem. 384 elem. (24) (384)
1 -0.75 | 0.000000 0.000000 0.000000
2 -0.50 | 0.048834 0.048524 0.048881 0.63 0.10
3 -0.25 | 0.085580 0.085308 0.085673 0.32 0.11
4 0.00 | 0.101600 0.101630 0.101740 0.03 0.14
5 0.25 | 0.087952 0.088378 0.088121 0.48 0.19
6 050 | 0.036110 0.037504 0.036285 3.86 0.48
y=0,5 1.07 0.20
X
7 0.25 | -0.028593 -0.022411 -0.028287 21.62 1.07
8 0.00 | -0.052621 -0.042323 -0.051916 19.57 1.34
9 -0.25 | -0.049675 -0.037529 -0.048487 24.45 2.39
10 | -0.50 | -0.033122 -0.020899 -0.031503 36.90 4.89
11 | -0.75 | 0.000000 0.000000 0.000000
25.64 2.42
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5.8 - Exemplo 3-a

Viga submetida a variagdao de temperatura parabdlica

Seja uma viga submetida a variacao parabodlica de
temperatura, ao longo do eixo y, no dominio. A fig. (5.24) ilustra a
geometria da viga e as condigcoes de contorno para analise térmica e
analise elastica. O contorno foi dividido em 48 elementos de mesmo

comprimento e o dominio foi dividido em 256 celulas triangulares.

Ty |
T -,_.] I _..-"f _] :] ;
- e e e A T TR, b —r |LI T T b % T "
1 - L g TN PNt v :
o1 () 4 ¥ N i el s ™~ I
o ol = ~ :f N OSSN NT N,
= on - u N NS N NS S
— L | |‘\ - ke “x.,'ff-\\ o v o >< o 5
‘ ¢ r AT s e e e Al el I
,""f .-"'-r- . D i_l It \\‘ \"//l\ b / = / |
% T=-50 an ~50
E}, 4 X3

Figura 5.24 - Exemplo 3-a - geometria, condi¢oes de contorno e

discretizagoes para variacao de temperatura parabolica

E considerado estado plano de tensdo. As propriedades

fisicas do material s30 as seguintes:

- médulo de elasticidade E = 10¢ kN/m?:

- coeficiente de Poisson v=03;

- coeficiente de dilatacdo térmica linear o =10 ° /°C.

Inicialmente as temperaturas em cada ponto foram

determinadas através da solucdo analitica, dada por T =-200y"
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(eq. (3.46)), utilizando-se portanto a solucao exata da temperatura em
cada ponto de integracao. Os resultados obtidos para for¢cas de
superficie ao longo da borda x=1 sao apresentados na tab. (5.12), e

sao também ilustrados pela fig. (5.25).

Em seguida, o problema fol reanalisado elasticamente
via MEC com os trés procedimentos estudados, sendo as temperaturas
nos pontos de integragao obtidas por interpolacao dos valores nodais
de temperatura nos elemenios de contorno e celulas internas. Os
resultados obtidos para forgcas de superficie neste caso sao

apresentados na tab. (5.13), e sao também ilustrados peia fig. (5.26).

Tabela 5.12 - Exemplo 3-a - for¢cas de superiicie p, - temperatura

analitica
X =1 Analitica MTG / MMR / Células Erro
y Py Px %

0.600 (0.0000 -0.0363

0.125 0.3125 02772 11.30
0.250 1.2500 1.2087 3.30
0.375 2.8125 2.8077 017
0.500 5.0000 47816 437

Tabela 5.13 - Exemplo 3-a - forcas de superficie py - temperatura

iInterpolada
X =1 Analitica MTG / MMR Erro Células Erro
y Px Px Yo Px Yo

0.000 0.0000 -0.0061 0.0149

0.125 0.3125 0.3069 1.79 0.3284 5.09
0.250 1.2500 1.2403 0.78 1.2600 0.80
0.375 2.8125 2.8281 0.55 2.8581 1.62
0.500 5.0000 4 8814 2.37 4.8350 3.30
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Figura 5.25 - Exemplo 3-a - temperatura analitica para py

500 - X

4,00 -

—&— Analitica

2.00 - —p— MTG e MMR
& célula
1.00 —+
G.00 & . | Y
0, 0,40 0.50

Figura 5.26 - Exemplo 3-a - temperatura interpolada para py
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Observa-se na utilizacao dos valores interpolados que o
resultado obtido com a divisdao em ceélulas apresenta diferencas
maiores com relacao aos outros procedimentos. Isto se deve ao fato
das funcoes de interpolacao lineares nao representarem exatamente a
variacao de temperatura parabolica nos elementos de contorno € nas

células internas.

5.9 - Exemplo 3-b

Viga submetida a um campo de temperatura com descontinuidade

no coniforno

Este exemplo usa a mesma viga do exemplo 3.a, com
as mesmas condicoes de contorno para o problema de elasticidade e

com condi¢cdes de contorno mostradas na fig. (5.27) para a analise

termica.
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Figura 5.27 - Exemplo 3-b - Problema de descontinuidade de

temperatura
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A analise do problema foi efetuada adotando-se uma
malha mais refinada para a discretizacao, levando-se em consideracao
o ponto onde ocorre a singularidade da derivada da temperatura,
utilizando-se 58 elementos de contorno e 330 celulas triangulares
internas (fig. (5.28) e (5.29)). Para comparacoes, uma malha com 128
elementos de contorno e 400 células internas (fig. (5.30) € (5.31))

também e utilizada.

detalhe A

Figura 5.28 -

Figura 5.29 - Exemplo 3-b - detalhe A
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Figura 5.31 - Exemplo 3-b - detalhe B

Como nao se dispbe de uma solucao analitica para o
problema térmico neste caso, uma solucao numérica foi obtida
utilizando-se o MEC e adotando-se uma funcao do tipo tensor de

Galerkin para transformar a integral de dominio devido a fonte de calor

interna em uma integral de contorno equivalente (BREBBIA et ali
(1984)).

A mesma discretizacao de contorno foi utilizada nas
analises termicas e elasticas. Os resultados obtidos sao mostrados na
tab. (5.14), e apresentam comportamento estavel. E interessante
observar-se, entretanto, que os resultados utilizando o MTG e 0 MMR
sao diferentes neste exemplo. Isto pode ser justificado através da

analise da expansao da integral de dominio em integrais de contorno

equivalentes (eq. (3.66) e eq. (3.84)). Em ambos 0s meétodos a

expansao € dada por frés integrais que, apesar de suas singularidades,

possuem constantes diferentes em suas expressoes. Caso exista
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equilibrio de fluxo no contorno (ou seja, a condicao de equilibrio de
fluxo de Gauss seja satisfeita) estas diferencas nas constantes nao
alteram o resultado final da integral de dominio {(obtida através de trés
integrais de contorno eguivalentes). A presenca do ponto com
singularidade na derivada da temperatura deste exemplo perturba esta
condicao de equilibrio e resulta em valores diferentes para a integral

de dominio em cada metodo.

Uma tentativa para melhorar os resultados elasticos
usando 58 elementos de contorno foi feita atraves do uso dos valores
nodais da temperatura e suas derivadas (analise termica) obtidas da
discretizacdo mais refinada (128 elementos de contorno). Como
mostrado na tab. (5.15), os resultados com divisao em células ficam
mais precisos quando comparados com os resultados obtidos no passo
anterior. O mesmo nao é verdade em relacao ao MTG e MMR, desde
que os valores termicos na malha de 58 elementos obtidos por uma
discretizacao diferente ndo satisfazem a condicao de equilibrio de

(Gauss.

Os resultados obtidos estao melhores ilustrados nas
figuras (5.32) a (5.37).
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CAPITULO 6

CONCLUSOES

As integrais de dominio devidas a consideragao de

forcas gravitacionais e variacdo de temperatura na formulacao do

Método dos Elementos de Contorno (MEC) foi avaliada pelos
seguintes procedimentos: discretizacdo do dominio em celulas, Método
do Tensor de Galerkin (MTG) e Meéetedo da Mudltipla Reciprocidade
(MMR).

A comparacdo dos resultados obtidos através de

implementacdes efetuadas através do MEC com o0s resultados
correspondentes as analises processadas atraves do MEF/ANSYS
mostra um excelente nivel de precisao, quando adotam-se malhas

refinadas em ambos o0s métodos (exemplos 2-a, 2-b, 2-c e 2-d). A

comparacao dos resultados obtidos atraves do MEC com solugoes
analiticas também apresentou niveis de precisao muito adequados

COomo No caso dos exemplos 1-a, 1-b e 3-a.
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Comparando-se o0s resultados obtidos com os
procedimentos apresentados para o MEC, conclui-se que 0s mesmos
sao semelhantes apesar de serem utilizados formulacdes diferentes.
Para o MTG e o MMR, os resultados sio idénticos, com exceg¢ao dos
problemas que nao apresentam equilibrio de fluxo no contorno. Isto
confirma a validade da formulacao de cada procedimento de calculo da

integral de dominio.

A convergéncia dos resultados foi observada com o

refinamento da malha em todos os exemplos utilizados.

Verificou-se que qualquer constante adicionada a
solucao fundamental (eq. (2.54) e eq. (3.57)) gera resultados
ligeiramente alterados, dependendo do estado de equilibrio da
solugcao. Deve-se observar que no caso de problemas de temperatura,
utiliza-se a derivada da solucao fundamental na integral de dominio e
na derivagao esta constante desaparece. Se mesmo assim for
adicionada uma constante na solucao fundamental do sistema de
equacoes, os resultados serdo modificados se nao houver um estado
material de equilibrio de forcas, o qual ocorre por exemplo quando
tem-se simetria da estrutura e do carregamento. Onde os resultados

sao equilibrados a constante nao tem influéncia na solucao final.

Para consideracao de forca gravitacional devem ser

feitas as seguintes consideracgoes: |
- para haver coeréncia da formulacdo no MTG, uma vez que a solugao
fundamental esta relacionada com o tensor de Galerkin, tem-se

obrigatoriamente que utilizar a constante dada pela eq. (3.57);
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- para a divisao em celulas utiliza-se diretamente a solucao
fundamental para as integrais de dominic e para se obterem as
matrizes de influéncia H e G. Logo, pode-se considerar qualquer
valor para a constante mas, se o0s resuitados nao estiverem
equilibrados, 0s mesmos serao alterados em funcao do valor da
constante, ficando tao mais equilibrados quanto maior for a
constante;

- para o MMR, onde uliliza-se uma solucao fundamental de ordem
superior, a adicao de uma constante modifica a primitiva a ser
utilizada, e os resultados também sofrerao alteracao se nao

estiverem equilibrados.

Os exemplos apresentados ilustraram bem este
comportamento. O primeiro exemplo que tem simetria de forma e
carregamento, apresentou os mesmos resultados para desiocamentos

com 0s trés metodos, apesar de ter sido utilizada uma constante nula

para a divisdao em células e MMR. No segundo exemplo, que nao
satisfaz automaticamente as condi¢cdes de equilibrio por nao ter
simetria, os resultados foram os mesmos para 0 MMR e divisao em
celulas (com constante nula), mas diferentes dos obtidos com o tensor
de Galerkin. Utilizando-se a mesma constante para os trés metodos

obtéem-se resultados iguais tambem para o segundo exemplo.

No caso de carregamento termico fol feita uma
comparacao dos resultados obtidos com diferentes formas- de se
fratarem os dados, para uma variagao parabolica de temperatura com
solugcao analitica conhecida. Inicialmente os valores da temperatura
nos pontos de integracao foram obtidos analiticamente e os resultados

obtidos com os trés métodos foram idénticos. Depois, com os valores
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exatos nos pontos nodais das células internas e elementos de
contorno, obteve-se a temperatura nos pontos de integracao utilizando-
se a interpolagcao linear dos valores nodais. Neste caso, como as
funcoes de interpolacao lineares nao representaram exatamente a
variacao de temperatura adotada, obtiveram-se resultados distintos
para os métodos que utilizam a interpolacao apenas no contorno (MTG
e MMR) e no dominio (divisao em celulas). Apesar dos valores

distintos, os resultados finais foram equivalentes em termos de

precisao.

Com a finalidade de enfatizar as diferencas entre 0s
procedimentos foi utilizado um problema com descontinuidade de
temperatura. A solucao para o campo de temperaturas foi obtida
numericamente utilizando-se um tensor do tipo Galerkin para avaliar a
integral de dominio devido a fonte de calor interna. A mesma
discretizacao fot usada para a analise térmica e a analise elastica. Os

resultados obtidos pelos trés procedimentos foram distintos, sendo que

as diferencas entre o MTG e 0 MMR se devem ao fato do equilibrio de

fluxos no contorno nao ser satisfeito.

Utilizando-se duas discretizacoes diferentes do contorno
para cada tipo de analise, termica e elastica, observou-se que 0s
resultados obtidos sao diferentes pelos trés procedimentos, e que para
a divisao em células 0s mesmos sao mais proximos dos valores reais.
Estes resultados demonstram que a divisdo em ceélulas & o melhor
procedimento a ser utilizado gquando os valores de temperatura sao
conhecidos apenas em alguns pontos, como ocorre em medicoes
experimentais, € se 0s mesmos nao estao vinculados a uma equagao

diferencial que garanta o equilibrio de fluxos no contorno. Nestes
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casos, quando utiliza-se o MTG ou o0 MMR, deve-se tomar um cuidado
especial, desde que resultados distorcidos sao obtidos na analise
elastica se o0 campo de temperaturas nao satisfaz a condicao de

equilibrio de Gauss.

Trabalhando-se apenas com 0 contorno na
consideracao de forcas de dominio atraves do MTG e do MMR,
verifica-se a facilidade de se lidar com os dados e o0 menor dispéendio
computacional, sendo os resultados semelhantes aos obtidos pela
divisao em células. Pode-se resolver qualquer problema de forgca de
dominio com estes procedimentos, desenvolvendo-se as series
inerentes ao MTG e ao MMR ate atingirem-se as condigoes
determinadas para cada procedimento para a devida convergéncia da

formulacao.

Sugestoes

Com o0s potentes recursos computacionais noje
disponiveis, & importante acoplar a este procedimento numerico um
processador de dados em uma interface grafica, onde o usuario teria
maior facilidade de definir a estrutura a ser analisada, avaliar todos 0s
resuitados obtidos e efetuar as modificagoes necessarias para obter

um projeto final mais eficiente.

As consideracbées de simetria devem ainda ser

trabalhadas, o que ird ocasionar uma reducao significativa da entrada
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de dados, alem de reduzir as dimensdes das matrizes envolvidas.
Desta forma poderao ser utilizadas discretizacoes mais refinadas em

pontos com concentracao de tensoes, por exemplo.

Todo o desenvolvimento da formulacao para divisao em
células pode ser utitizado para o desenvolvimento de um programa
computacional para analise plastica ou elastoplastica, utilizando-se o
processo de tensdes iniciais ou deformacgoes Iniciais distribuidas no

dominio plastificado.
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