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Resumo

C om a utilizacao de dois lemas é apresentado, neste trabalho, uma demonstra-
¢ao elementar do Teorema de Arzeld. Para embasar esse processo, foi desenvolvido,
preliminarmente, o conceito de Congruéncia Pontual (Simples) e Congruéncia Uni-
forme de sequéncias de funcoes, apresentando definigoes e resultados referentes a

continuidade, derivabilidade e integrabilidade de tais sequéncias.

Palavras chave: Funcoes, Limites, Sequéncias, Convergéncia Simples, Convergéncia

Uniforme.
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Abstract

With the use of two lemmas is show this working, a basic demosntration of
Arzeld Theorem. To support this process was developed, initially, the concept of
Congruence Punctual (Simple) and Uniform Matching Functions Sequences, with
definitions and results of continuity, differentiability and integrability of such se-

quences.
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Introducao

O Teorema de Arzeld pode ser considerado, segundo Alencar (1988), um sim-
ples corolario do Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesque. Entretanto,
podemos afirmar que ele é suficiente para muitas aplicagoes na analise real e na

analise funcional em que sao utilizados o Teorema de Lebesque.

Em sintese o Teorema de Arzela determina sob quais condigoes uma sequéncia li-
mitada de fungoes admite uma subsequéncia convergente. A primeira demonstragao
desse teorema ocorreu no ano de 1885. Desde entao, surgiram diversas demonstra-

¢Oes nao muito elementares.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma demonstracao elementar do Teorema

de Arzela.

Apresentaremos no primeiro capitulo, os conceitos e defini¢oes que darao suporte
a demonstracao do Teorema de Arzeld, exemplificando-os para um melhor entendi-

mento.

J& no segundo e ultimo capitulo enunciaremos e demonstraremos o Teorema de

Arzela.



Capitulo 1

Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar conceitos e defini¢coes os quais contri-

buirao para a demonstracao do Teorema de Arzela.

1.1 Convergéncia Pontual e Uniforme

Daremos, a seguir, as defini¢oes de convergéncia pontual (simples) e convergéncia

uniforme.

Defini¢ao 1 : Uma sequéncia de funcgoes f, : X C R — R converge simplesmente para
a funcao f: X C R — R, se dado qualquer € > 0, pode-se obter, para cada x € X, um

numero natural ng = ny(€,x), o qual depende de € e de x, tal que n > ng =

= |fa(x) — f(x)| <e.

Exemplo 1 : Seja f, : R — R, tal que f(x) = 7. A sequéncia (f,) converge simples-
mente em toda a reta, para a funcao identicamente nula f: R — R. De fato, dado
€ > 0, temos que encontrar um numero natural ng, o qual depende de € e de x, tal

que n > ng = |fu(x) — f(x)| <¢,isto é, n>ny =[5 -0 <e&.
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<€:>n>M

€ -

I«
n

Donde, 7] <& =

. X a
Portanto, seja ny > % o numero procurado.

Graficamente, conforme abaixo (Figura 1.1), é ficil visualizar a convergéncia.

y
filx) =ax b
) =5b L
fax)=F el
L) =3p- A
O X

Figura 1.1: Convergéncia Simples

Definicao 2 : Uma sequéncia de funcgoes f,, : X C R — R converge uniformemente
para a funcao f:X C R — R quando, para todo € > 0 dado, existe ng € IN, tal que

n>nop=|fa(x) — f(x)| <Eg, seja qual for x € X.

Dessa forma, dizer que f,, — f uniformemente em x significa que, para todo € >0,
existe ng € IN tal que o grafico de f,, para todo n > ng, esta contido na faixa de raio

€ em torno do grafico de f.
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o fx)
o fu(x)

\

Figura 1.2: Convergéncia Uniforme

Exemplo 2 : No Exemplo 1 fica facil ser ver que nenhuma faixa de raio € em torno
do eixo das abcissas (grafico da fungao identicamente nula - Figura 1.1) pode conter
o grafico de uma funcao f,: R — R, tal que f,(x) = 7. Logo, a sequéncia (f;)
nao converge uniformemente para zero em R. Entretanto, se X C R é um conjunto
limitado, digamos com |x| < ¢ para todo x € X, entao f, — 0 uniformemente em x.
Com efeito, dado € > 0, basta tomar ng > ¢, pois n > ng = |f,(x)| = |in| =< <&
Exemplo 3 : A sequéncia de fungoes continuas f, : [0,1] — R, f,(x) = x", converge
simplesmente para a funcao descontinua f:[0,1] - R, f(x) =0se0<x<1le

fl) =1

Temos que a convergéncia é uniforme em todo intervalo da forma [0,1—-8],0<d< 1,
mas nao é uniforme em [0,1]. De fato, escrevendo a =1—39, temos 0 < a < 1,
logo r}grolo a"=0. Dado € >0, seja ng € IN tal que n > ng = |a" — 0| < €, ou seja,
a" <e. Entdao, n >ny=0< f,(x) <da" < € para todo x € [0,a]. Portanto f, — 0
uniformemente no intervalo [0,1 —8]. Por outro lado, tamanho € = %, afirmamos
que, seja qual for ng € IN, existem pontos x € [0,1) tais que | fy, (x) — f(x)| > % Basta
observar que lim x™ = 1. Logo existe 6 =0 tal que 1 —d<x <1 = x"0 > % Isso

x—1
mostra que f, nao converge uniformemente para f no intervalo [0, 1].

11
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Figura 1.3: Sequéncia de Fungoes f,(x) = x"

Exemplo 4 : Dada a sequéncia de funcoes f, : (0,b) = R, f,(x) = 2 temos que

x+n’

: — 1 2x4n
P ) = i =1

Logo, a fungao limite f sera f(x) =1.

Essa convergéncia é uniforme, pois | f,(x) — f(x)| = ]%j‘%}f —1|= |2x+x"+%| =il =
=X 0
x+n n’

Portanto, dado & > 0, para termos |f,(x) — f(x)| < €, basta tomarmos 2 < ¢, ou seja,

n> lg’ (independente de x).

y

Figura 1.4: Sequéncia de Fungoes f;,(x) = %Cx_k—t:’
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1.2 Continuidade

De acordo com o Exemplo 3, podemos afirmar que a convergéncia pontual (sim-
ples) nao preserva a continuidade, isto é, o limite pontual de uma sequéncia de

fungoes continuas pode nao ser continua.

Entretanto, a continuidade é preservada pela convergéncia uniforme, conforme

nos mostra o resultado do proximo teorema o qual demonstraremos em seguida.

Teorema 1 : Se uma sequéncia de fungoes f,, : X C R — R converge uniformemente
para f: X C R — R e cada f, é continua no ponto a € X, entao f é continua no

ponto a.

Demonstracao : Queremos provar que dado € > 0, existe 8 > 0 tal que se x€ X e

Ix—al <d=|f(x)—fla)| <e.

Do fato da sequéncia de fungoes f,, convergir uniformemente, temos:
Dado € > 0, existe ng € IN tal que n > ng = |fu(x) — f(x)| < § para todo x € X.
Fixemos um numero natural n > ng.
Como f, é continua no ponto a, existe d >0 tal quex€X e [x—a| < d=
= |fu(x) = fula)| < 5.
Logo, se x€ X e [x—a| <3, entdo |f(x) — f(a)| = |f(x) = fulx) + fu(x) — fula) +
+ (@) = f(@)| < [fulx) = f@+fu(x) = f@)| + | fala) = fla)| <5+5+5=¢
Portanto, f é continua no ponto a. n
Exemplo 5 : No exemplo 4, verificamos que a sequéncia de fungoes continuas f,(x) =

2x+n
x+n?’

converge uniformemente em (0,b) para a fungao f: (0,b0) — R, definida por

f(x) =1, a qual é continua.

Exemplo 6 : Como vimos no exemplo 3, a sequéncia de fungoes continuas f(x) = x"

nao pode convergir uniformemente em [0, 1], pois converge simplesmente para a
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funcao descontinua f:[0,1] — R tal que f(x) =0se 0<x<1le f(1)=1.

1.3 Integrabilidade

Para analisarmos a questao da integrabilidade, recordaremos a definicao da In-

tegral de Riemann, por meio das somas de Riemann.

Consideremos P:a = xp < x] < ... < x, = b uma partigdo do intervalo [a,b] e
pontos X; € [x;—1,xi], i=1,...,n (pontos intermedidrios). Dada uma funcao f: [a,b] —
R a soma de Riemann, indicada por S(f,P), relativamente a partigao P e aos pontos

n
X;, € a soma S(f,P) =Y f(f,-)Axi em que Ax; =x; —x;_1.
i=1

Na notacao acima estd implicita a dependéncia de S(f, P) relativamente & escolha

dos pontos &;. Chamamos de norma da particao P os nimero ||P|| = max {Ax;}.
1<i<n

Definigao 3 : Uma fungao f: [a,b] — R limitada se diz integrdvel a Riemann se
existir um numero I com a seguinte propriedade: dado € > 0 existe 8 > 0 tal que
|IS(f,P) —I| < € para toda particao P de [a,b] com norma ||P|| < § e para qualquer
escolha dos pontos intermediarios X;. No caso em que o nimero I exista, ele serd

indicado por f: f(x)dx.

Podemos observar que a Definicao 3 é equivalente a definicao da Integral de

Riemann por somas inferiores e somas superiores.

De posse da definicao da Integral de Riemann, podemos analisar o resultado

dado pelo teorema a seguir.

Teorema 2 : Se a sequéncia de fungdes integraveis f, : [a,b] — R converge uniforme-
mente para f : [a,b] — R, entao f é integrével e fabf(x)dx = 1i_r>n fab fn(x)dx. Ou seja,
n—yoo

b q: . b N .
[ lim f, = lim [ f, se a convergéncia é uniforme.
n—oo n—oo

Demonstracao : Seja I, = fffn(x)dx.

14
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Primeiro vamos mostrar que a sequéncia de nimeros reais (I,) é uma sequéncia

de Cauchy.

Seja € > 0. Devemos mostrar que existe ng € IN tal que para todo n,m > ngy se
tem |I, — Iy| < €.
Mas sabemos que dado € > 0, existe ng € IN tal que se n > ng, entao |f,(x) —

— f(x)| < € para todo x € [a,b], pois f, : [a,b] = R converge uniformemente para
fila,b] = R. Assim, se n,m > no, | fu(x) = fin(x)| = | fu(x) = f(x) + f(x) = fin(x)] <
< fa(x) = I+ 1f () = fm(x)| <€ +€ =2¢.

Portanto, se m, n > ng, entao |l — Iy| = | [ fu(x)dx — [7 frn(x)dx| = | [2(fu(x) —
— fn@))dx| < [71fu(x) = fin(x)]dx < [} 2€'dx = 2¢/ (b —a).

Logo, se queremos |, — I,| < €, entao basta tomar & = —2(198_0).

Como toda sequéncia de Cauchy de niimeros reais é convergente, temos que existe

1i_r>n I, = 1. Vamos mostrar que f é integrével e que | f f(x)dx =1, mostrando que I
n—roco

satisfaz as condigoes da Definigao 3.

Seja € > 0. Devemos achar & > 0 tal que se P é uma parti¢ao de [a,b] com norma

|P|| <9, entao [S(f,P)—1I|<e.
Temos que:

IS(f,P) —1| = |S(f,P) = S(fu, P) +S(fo, P) = In+ 1o — 1| < |S(f, P) = S(fu, P)| +
+ |S(fn,P) _In| - |In_I|'

Se conseguirmos fazer cada uma dessas parcelas menor que %, teremos o que

queremos.
Vejamos a primeira parcela.
S(7.P) = S(nP) = | £ () —xim1) = X F(8) (e —xi-)] = | X (£(5) -
~ @) (5= xi-0)] < L 1FE) — ol b — x|,

15
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No entanto, existe ng tal que n > ng implica |f(x) — f(x)| < ﬁ para todo

X € |a,b], pois f, : [a,b] — R converge uniformemente para f: [a,b] — R.

Escolhemos entao n > ng, temos:

l |f (&) — fa(F)|[xi —xia | < El 5o i —Xi1) = 55 X (i —xi1) =

= 3(b-a) (b—a)=3.

NN

Analisaremos agora, a segunda parcela.

Fixado um n, como f, é integravel, por definicao, temos que existe 6 > 0 tal que

se ||P|| <8, entao [S(fy,P) —I,| < §.
Finalmente, verificaremos a terceira parcela.
Como ja sabemos nlglc}o I, = I, entao existe n; tal que se n > n; implica |[, —I| < %
Portanto, seja n > max{no,n; } entao |S(f,P)—S(fu—P)|+ |S(fu,P) — In| +
+—1<5+5+5=¢
Ou seja, |S(f,P)—1| <e.

Portanto, isso mostra que f é integravel e que ILm i) ab fa(x)dx= [ ab f(x)dx, como
n—soco

queriamos demonstrar. o

Exemplo 7 : Seja f,: (0,b) = R tal que f,(x) = %Cﬁr—tf

Vimos no Exemplo 4 que 1i_r>n fn(x) = f(x) =1 para todo x € (0,b).
n—>oo
Como a convergéncia de f, é uniforme, pelo Teorema 2, temos | c? f(x)dx =

s b . b 1 b 2x+
= ,}l_rflfo fa(x)dx, ou seja, [ ldx—nlgl}ofo xx+nndx'

D lde—b e Tim [P 2550y — Tim 2b — In("2)] — Tim {2 —
De fato, [, ldx—ber}l_{rolofo dx—’111_r>£10[2b In("2)" = lim {2b — In[(1 +

x+n N—o0

+2)81} = lim (2b — Ine?) = 2b—b = b.

Por outro lado, se uma sequéncia de fungoes integréveis f, : [a,b] — R converge

simplesmente para f : [a,b] — R, pode ocorrer que f nao seja integravel.

16
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Exemplo 8 : Seja {ry,r2,...,ry,...} uma enumeragao dos niimeros racionais de |a,b]
e f, a funcao que assume o valor 1 nos pontos ri,...,r, e zero nos demais pontos de

[a,D], ou seja,
falx)=1sexe{r,r,...,rm}e
fa(x) =0sex€la,b]|—{ri,ra,....,r}.
Portanto, podemos escrever
filx)y=1sex=ry e fi(x) =0sexe[a,bl—{r}.

Hx)=1sexe{r,n}te fo(x)=0sex¢€ la,b]—{r,n}.

fa(x)=1sexe{r,r,...,r} e fulx) =0se x € [a,b| —{ri,r2,...,rn}.

Seja, f:]a,b] - R a funcdo tal que f(x) =1 se x é racional e f(x) =0 se x é

irracional.
Entao, lim f,(x) = f(x) para todo x € [a,b].
n—soo

O que pode ser verificado, facilmente, analisando dois casos:

1° caso : x ¢ Q
Por defini¢ao, temos que f,(x) =0 para todo n.
Portanto, ’}gl(}ofn(x) =0= f(x).
2% caso : x€Q
Seja x = ry, entao temos: fi(x) =0, f2(x) =0,..., f_1(x) =0, fu(x) =1,
for1(x)=1...

Portanto, lim f,(x) = 1 = f(x), pois para valores maiores ou iguais a n, os
n—oo

termos f, tornam-se iguais a 1 em x.

Finalmente temos que cada f;, é integréavel.

17
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De fato, [? f,(x)dx =0, pois dado € > 0 se P é uma particio tal que ||P|| <,
k—1
0>0,0<S(fy,P)= Z Su(T) (X1 —xi) < ndl.

i=0
Logo, se queremos |S(f,,P) —I| <€, basta tomar § = £.
Porém, f: [a,b] — R definida por f(x) =0 se x é irracional e f(x) =1 se x é

racional, nao é integravel.

De fato, pois dada qualquer particdo P de [a,b], temos que todos os intervalos
[xi—1,x;] de P contém niimeros racionais e irracionais.

Portanto, se &; € @ temos:

n—1 n—1

S(f,P)= ¥ fE)(xir1,x) = L (Xir1,%) =b—a

i=1 i=1
Se x; € @ temos:

n—1

S(f,P) = )_:1 J (%) (xig1,%;) = 0.

1=

Mesmo quando a sequéncia de fungoes integraveis f, : [a,b] — R converge sim-
plesmente para a fungao integréavel f: [a,b] — R, pode ocorrer que r}l_l;lolo f f Jn(x)dx #
# Ju f(x)dx.

Exemplo 9 : Para cada n € N, seja f, : [0,1] — R definida por f,(x) = nx"(1 —x").

Dessa forma, f,(1)=0e 0 < f,(x) <nx" se 0 <x < I.

n+1
Temos que lim nx* =0se 0 <x < 1, pois nx" >0 paratodon € N e lim % =
n—oo n—yo0

=x<1.

Pelo critério da razao, podemos afirmar que Y nx" converge, decorre que o termo

geral tende para zero.

Portanto, a sequéncia (f,) converge simplesmente em [0, 1] para a fungao identi-

camente nula.

n2
Entretanto, [y fo(x)dx = G-

18
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Logo, fol fa(x)dx = enquanto fol 1i_r>n fu(x)dx=0.
n—roo

1.4 Derivabilidade

A questao da derivabilidade é um pouco mais complexa.

O préximo teorema nos diz que (’}gfgofn)/ = lim fi desde que as derivadas f
convirjam uniformemente.
Teorema 3 : Seja (f,) uma sequéncia de funcdes de classe C! no intervalo [a,b].
Se, para certo ¢ € [a,b], a sequéncia numérica (f,(c)) converge e se as derivadas f,

convergem uniformemente em [a,b] para uma funcdo g, entao (f,) converge em |a,b]

uniformemente para uma funcéo f, de classe C', tal que ' =g.

Demonstracao : Pelo Teorema Fundamental do Caélculo, para cada n € IN e todo

x € [a,b] temos fu(x) = fulc) + [ f(0)dr.

Dessa forma, podemos escrever lim f,(x) = lim f,(c) + lim [ £} (¢)dt.
n—yoo n—oo n—oo
Uma vez que (f,(c)) converge, consideremos lim f,(c) =d.
n—soo
Ja sabemos, pelo Teorema 2, que se a convergéncia é uniforme, entao | f lim f, =
n—soo

lim [ f,.

n—co

Temos também, por hipétese, que f; converge uniformemente em [a,b] para uma

funcao g.
Logo, lim [ f;(t)dt = [ g(t)dt.
Decorre que r}i_r)rgofn(x) =d+ [Tg(t)dr.
Uma vez fazendo f(x) =d + [ g(t)dt, obtemos lim fn(x) = f(x).

Além disso, g é continua, pois (f,) é uma sequéncia de classe C ' no intervalo

[a,b] e as derivadas f, convergem uniformemente no mesmo intervalo. Portanto, f

19
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é derivavel e f'(x) = g(x) para todo x € [a,b] (em virtude do Teorema Fundamental

do Célculo). Em particular, f’ é continua, isto é, f é de classe C!.

Resta apenas provar que a convergéncia f,, — f ¢ uniforme.

De fato, | fu(x) = £(x)] = |fule) + [ F4(0)de — £() — [ (1) ] <
< Ufale) = £+ | [ Fylo)de — [7 g(t)dt] <

< Uule) = £+ | X(Fa(0) — 8(0))dt] <

< |fule) = £ + [T 1£3(0) — (o).

Devido ao fato da sequéncia (f,(c)) convergir, podemos afirmar que existe ng tal

que, para todo n > ng temos |f,(c) — f(c)] < 5.

J& que a sequéncia (f)) converge uniformemente para g, podemos afirmar que

existe nj tal que, para todo n > n; temos |f,(t) —g(r)| < ﬁ.

Portanto, se n > max{ng,n;} temos |f,(x) — f(x)| < 5+ |x—c|2b$_a| <5+

€ € € __
+’b—a’m < §+§—8.
Logo, f, — f uniformemente, como queriamos demonstrar. O

Exemplo 10 : Seja f: (0,) — R, tal que f(x) = 22,

x+n
2 —(2
Temos que f'(x) = (H(’l)ﬂf)f = G
- . / i
Decorre, entao, que r}g{}of (x) = ,1152, (xtn)? 0.

Dessa forma, a fungao limite f serd f(x) =0.

Por outro lado temos (h_r)n fn(x)) = (1) =0, ou seja (h_r>n fa(x)) = li_r>n ' (x).
n—oo n—oo n—-oco

Analisaremos, agora, a convergeéncia.

le

i) = F0) = It =01 = Gt < 3 =
Portanto, f, — f uniformemente.

Exemplo 11 : A sequéncia de fungoes f,(x) = sennﬂ converge uniformemente para

20
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zero em toda a reta. Mas a sequéncia de suas derivadas f)(x) = cos(nx) nao converge,

sequer simplesmente, em intervalo algum.

De fato, todo intervalo, na reta, contém um numero da forma x = ’%’t, com m, p
. . . . . T b—a
inteiros, ou seja, dado o intervalo [a,b] podemos considerar p tal que s <7 Logo,

existe m tal que % € [a,b].

Figura 1.5: Intervalo contendo niimero da forma x = ’%ﬂ

Dessa maneira, se n = kp, com k inteiro, entao cos(nx) = cos(kmm) = +1, ou seja,

cos(nx) assume infinitas vezes os valores 1 e —1.

21



Capitulo 2

O Teorema de Arzela

Q)emonstraremos neste capitulo o Teorema de Arzela que é uma versao do Te-
orema 2 com hip6tese menos restritiva, isto é, supoe-se que a sequéncia (f,) convirja
apenas pontualmente para f, supondo, no entanto, que f seja integravel e que exista

K > 0 tal que || fu(x)|| < K para todo x € [a,b] e para todo n € IN.
Vamos apresentar uma demonstragao elementar desse teorema.

No que segue, a Unica integral considerada é a integral de Riemann, conforme a

Definigao 3.

Antes de iniciarmos a demonstracao do Teorema de Arzeld, apresentaremos a

seguinte forma de completividade de R.

Teorema 4 : Se (H,) é uma sequéncia decrescente (H, D H,+1) de subconjuntos nao

vazios, fechados e limitados de R, entao (| H, # <.

n=1

Ainda, para colaborar na demonstracao do Teorema de Arzeld, precisaremos do
conceito de conjunto elementar e suas propriedades, bem como o lema de Bartle e o

lema de Lewin, as quais daremos a seguir.

Definicao 4 : Um conjunto E C R se diz elementar se for a uniao finita de intervalos
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limitados.

A um intervalo I de extremos a e b, a < b, associamos, naturalmente, uma medida

que é o seu comprimento b —a. Agora, se E é um conjunto elementar, sempre é

possivel escolher intervalos [;; 1 <i<n, de extremos a; e b;, com a; < b; e b; < a1,

tais que E = 61,-. A escolha dos [;, como acima, assegura que I;(\I;, i # j, seja
=1

um conjunto lcom um tunico elemento ou o conjunto vazio. Dessa forma, podemos

estender o conceito de medida para os conjuntos elementares.

n
Definicao 5: Se E = |J I; ¢ um conjunto elementar, definimos a medida de E,

denotada por m(E) = ¥ (b; —a;), em que a; e b; sao os extremos dos intervalos

L.

1

1

Dadas as Definigoes 4 e 5, temos as seguintes propriedades dos conjuntos ele-

mentares:

Propriedade 1 : A classe dos conjuntos elementares é fechada para a uniao, intersecao

e diferenca.

a) Unido
Hipotese: Ey e E; sao conjuntos elementares.
Tese: E1|JE> ¢ um conjunto elementar.

Demonstracao

n m
Sejam Ey = U I; e By = U I}, com I e I} sendo intervalos limitados.
j=1 j=1

n

m
Temos que E{UE> = (U ;) U(U I;) é a uniao finita de intervalos limitados.

J=1 J=1

Portanto, por definicao, E;|JE> é um conjunto elementar. O

b) Intersecao

Hipétese: E| e E, sao conjuntos elementares.
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Tese: E1(E> é um conjunto elementar.

Demonstracao

n m
Sejam Ey = U Ij e E; = U I}, com I; e I; sendo intervalos limitados.

n

Temos que E1NEx = (U I;)N(
j=1

DS

!
IJ)
j=1

— (hULU...UL)N( @ 1) =

— [N u UL N( U IU...UlhN( U 1)) =
— LAGUBU.- UL UL NG UBU- U U...U LN UBU. .
U1 = mNHUGNBU...UEN L) UGN URNB)U. ..
@A) UGN UGN U. UGN,

Cada interse¢ao nao vazia, acima, é um intervalo limitado, pois é a intersecao

de intervalos limitados.
Dessa forma, Ej[)E> ¢ a uniao finita de intervalos limitados.

Portanto, por definicao, E1()E> é um conjunto elementar. O

c) Diferenca
Hipotese: Ey e E; sao conjuntos elementares.
Tese: E1 — E> é um conjunto elementar.

Demonstracao

n m
Sejam Ey = U lje B, = U I;., com I; e Ij- sendo intervalos limitados.
j=1 =

Temos que E; — E; = E;N(CE>)
Como CE; = 0( .LnJlI}) — 0 ULU...UL,) = CIHNECL)N...NCL).
Pas
entao Ey — Ey = ( CJ nHNCenNtsN...NCr,) =
=1

J
=(nULU...UuL)NCLrNCLN...NCL,) =
=mNCpNeLN...NCe,)uLNCNCLN...NCLHU. . .ULNCNCLAN. ..
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...NCI), que é a unido finita de intervalos limitados, pois para todo
i, i<j<n, I;NCENCLN...NCL, é uma unido finita de intervalos limitados

ou vazio.

Portanto, por definicao, E; — E» é um conjunto elementar. O

Propriedade 2 : Se Ej e E; s@o conjuntos elementares disjuntos, entao m(E||JE2) =

=m(E))+m(E).
Hipdtese: E; e E; sao conjuntos elementares disjuntos.
Tese: m(E1UE>) = m(Ey) +m(E,)

Demonstracao

n m
Sejam Ey = | I}, sendo que I;(I; é um ponto ou vazio se j#k, e Er = |J I;-,
j=1 j=1
sendo que I;(\]; é um ponto ou vazio se j # k.

Sendo a;j < b; os extremos de I; e ¢c; < d; os extremos de I}, entao

m(Ey) = ¥ (bj—aj) e m(Ex) = ¥ (d;—c)).

J=1 J=1

n

m
Temos que E1JE2 = (U 1;)U(UI}) e como E1NEx = &, entdo ;([; = @ para
j=1

j=1
todoi=1,....ne j=1,...,m.

Portanto, por definigao, m(E; JE,) = i (bj—aj)+ f (dj—cj)=m(E1)+m(Ey). O

j=1 j=1
Propriedade 3 : Se E, E| e E, sao conjuntos elementares tais que E C Ej|JE>, entao
m(E) <m(E;)+m(E,).
Hipdtese: E, E; e E> sao conjuntos elementares e E C E|JE».
Tese: m(E) <m(Ey)+m(E;)

Demonstracao

Primeiro vamos mostrar que se Ej e E sao conjuntos elementares e E; C E, entao
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m(E1) <m(E).

Pela Propriedade 1, E; = E — E; é um conjunto elementar.

Temos também que E;((E —E;) = &.

Como E =E;J(E —Ej), pela Propriedade 2, m(E) = m(E;) +m(E — E}), ou seja,
m(E1) <m(E).

Mostramos, agora, que se E| e E sao conjuntos elementares, entdao m(E; JE) <
<m(E;)+m(E).

De fato, Ey UE = (E1 —E)UE, entdao m(E\UE) =m(E1 —E)+m(E) <m(E)+
+m(E). O

Propriedade 4 : Se E é elementar e € > 0, entao existe F C E elementar e fechado

tal que m(E) —€ < m(F).
Hipdtese: E é um conjunto elementar e € > 0.
Tese: Existe F C E elementar e fechado tal que m(E) —e <m(F).

Demonstracao

n
Seja E = |J I}, com I; intervalos limitados tal que I;(I; é vazio ou um ponto, se
j=1
J#k

Consideremos, agora, a; < bj os extremos de /;.
n

Dessa forma, m(E) = Y. (bj —aj).
=1

n
Tomemos F = U I} com I} = [aj+ 55, bj — z3].

j=1
Logo, [l =2 e m(F) = § (b~ §~ &~ aj) =
j=1
n n
= ;(bj—aj)—Zz‘c'n:m(E)—§>m(E)—8 O

1 j=1
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Enunciaremos agora, dois lemas, cujas demonstracoes seguem conforme Alencar

(1988).

Lema 1 : Bartle

Seja f: [a,b] — R integrével com f(x) > 0 para todo x € [a,b].

Se [P f(x)dx = 0> 0, entdo o conjunto A = {x € [a,b] : f(x) = 3(1%0)} contém um

conjunto elementar E tal que m(E) > 37T

Demonstracao

Como F ¢ integravel, dado € = %, existe uma particao P:a =xp <x; < ... <

o
3
X, = b de [a,b] tal que [S(f,P)—a| < ¥, qualquer que seja a escolha dos pontos
intermediarios.

Logo, S(f,P) > %‘*.

Portanto, existe pelo menos um i, 1 <i<n, tal que [x;_j,x;] C A.

Caso contrério, para cada i existiria &; € [x;_1,x;] tal que f(&;) < 3( 2 © conse-

quentemente para essa escolha dos X; terfamos S(f,P) = Z f(x)Ax; < m ): Ax; =
i=1

3(b 7] (b—a) =%, o que é uma contradicao com o fato que S(f, P)> 2?“ para qualquer

escolha dos pontos intermediarios.
Portanto, o conjunto N definido por Ny = {i: 1 <i <:[x;_1,x;] C A} é nao vazio.

Consideremos, agora, o conjunto N, definido por N, = {i: 1 <i<n}\N;. Podemos

observar que para cada j € Na, existe Xj € [xj_1,x;] tal que f(x;) < 3(%@.

Escrevendo a soma de Riemann S(f,P) como S(f,P)= Y, f(x)Ax+ Y f(&;)Ax;
€N JEN2

=2 obtemos:
a)

e escolhendo os Xj, j € Np, conforme f(x;) < 30

X <S(f,P) = ¥ fE@Aa+ ¥ fE)AG < Y f(E)AG+ X =

iEN) JEN, lENl
= % f(E)Ax;+ %, ou seja, 2 < % fE) A+ 5 =5 < Z f(xz)Ax < HfH Z Ax;.
1€N] LSO
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Portanto, 7% < ¥ Ax;.
3T = &,

Para finalizar, observamos que o conjunto elementar E = |J (x;—1,x;) tem me-
iEN]
didam(E)= Y Ax; > ﬁ. O
iEN]

Lema 2 : Lewin

Seja (A,) uma sequéncia decrescente de subconjunto limitados de R tal que

N A, = . Se para cada n definirmos o, como o, = sup{m(E) : E C A,, E conjunto
n=1

elementar}, entao lim o, = 0.
n—soo

Demonstracao

Sendo (A,) uma sequéncia decrescente, temos que A} DA D ... DA, DA D .. ..

Podemos afirmar que {m(E) : E CA,, E clementar} D {m(E): E C Ay+1, E elementar},

pois A, D Apt1.

Portanto, sup{m(E) : E C A,+1, E elementar} <sup{m(E) : E C A,, E elementar},

ou seja, Oy < Oly.
Assim, (a,) é uma sequéncia decrescente de nimeros reais nao negativos.

Agora, queremos mostrar que lijn o, = 0.
n—oo

Suponha que isso nao seja verdade.

Como (a,) é uma sequéncia decrescente limitada inferiormente por 0, existe

lim o, = 200 > 0 sendo o, > 28 para todo n € IN.

n—oo

Pela definicao de supremo, existe F, C A, conjunto elementar, tal que

S

Ja pela Propriedade 4, existe E, C F, conjunto elementar e fechado, tal que

m(Ep) > m(Fy) — 55 > 0y — 55

3

Portanto, m(E,) > 0, — 5.
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E como E, é elementar, entao E, é limitado.

n
Consideremos, agora, H, = () E;.
i=1

Dessa forma, H, é fechado, pois a intersecao de um numero finito de conjuntos

fechados é fechado, e H, ¢ limitado, pois H, C E| para todo n e E; é limitado.

Assim, temos que se H,, # @ para todo n, entao (| H, # @ uma vez que
n=1

Como (N H, C () A, chegamos a uma contradigao, ja que (| A, = J.
1 1 1

n= n= n=

Devemos mostrar entao que H, # &. Para isso destacamos os seguintes resulta-

dos:

I) Se E é um conjunto elementar contido em A,\E,, entao m(E) +m(E,) =

= m(EUE,) < a,, portanto m(E) < o, —m(Ey,) < 0, — (0 — )

S
2/1 27[ .

II) Se E é um conjunto elementar contido em A,\H,, entdao E estd contido no
n n
complemento de H,, e mais CH, = C(N E;) = U (CE;), logo E se escreve como
i=1 i=1
n n n
E=EN( Ul[IEi) = _Ul(EﬂCE,-) = .Ul(E\Ei).
= = =

Como E CA, CA,_1 C...CA|, temos que para cadai=1,2,...,n, E\E; é um

conjunto elementar contido em A; — E;, logo m(E\E;) < 2% por 1.
n n

Logo, m(E) < ¥ m(E\E;)) < ¥ & <.
i=1 i=1

Se H), fosse vazio teriamos entao que para todo conjunto elementar contido em

A, —H, =A,, m(E) < 8.

Logo, a, =sup{m(E) : E C A,, E elementar } <9, o que é uma contradi¢do. O

Passamos, entao, a enunciar e a demonstrar o teorema de Arzela.
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Teorema de Arzeld : Seja (f,) uma sequéncia de fungoes definidas e integraveis em

[a,b] tais que ||fu|| = sup |fu(x)] <M para todo n. Se (f,) converge pontualmente
x€la,b)

para uma funcdo f, integravel em [a,b], entao 1i_r>n / ab fa(x)dx= [ ab f(x)dx

Demonstracao

Supondo f,(x) > 0 para todo x € [a,b] e f =0, devemos mostrar que
hm f Su(x)dx=0.

Suponhamos o contrario, isto é, lim [ ab fn(x)dx #0.

Entao, existe o> 0 e uma sequéncia (fy, ) de (f,) tal que fffnk(x)dx >,
k=1,2,....

De fato, se 0 < fabfn(x)dx +# 0, entao o > 0 tal que para todo N, existe n > N tal
que fffn(x)dx > Q.

Dado N =1, existe n; > 1 tal que fffn] (x)dx > o.

Dado N = ny, existe np > n; tal que fffn2 (x)dx > a.

Dessa forma, fabfnk (x)dx>o, k=1,2,...

Agora, para cada k, consideremos o conjunto Ay = {x € [a,b] : fn,(x) > 3( 2 bara
algum i,i > k}.

Portanto, temos:

={x¢cla,b]: fn,( )_3 o) bara algum i,i > 1}
Ay ={x€la,b]: f,(x) > 30 ) para algum i,i>2}
Aj={x€la,b]: fu(x) > 5 ) para algum i,i > j}

Decorre que (Ag) é uma sequéncia decrescente.
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Além disso, temos que ﬂ A = @, pois se ﬂ Ap 75 @ implica que existe x € ﬂ Ag
k= = k=1
tal que se x € Ay, entdo ex1ste i1 em que fnzl( ) 3poa) Para i1 > 1.

Portanto, existem infinitos indices k, tal que fy, (x) > 3(b°ia).

A sequéncia (fy, (x)) é uma sequéncia limitada de nimeros reais, pois
| fu (x)]] <M por hipdtese, logo, ela possui subsequéncia convergente, em que todos

0S seus termos sao maiores ou iguais a 3([)%{@, consequentemente o limite dessa

o

subsequéncia é maior ou igual a 3—a)

Mas a sequéncia (fy(x)) converge para 0(zero), logo nao pode admitir subsequén-

cia convergente para um nimero maior que 0(zero).

Portanto, N Ay =9
k=1

Podemos afirmar que {x € [a,b] : fy, (x) e pelo Lema 1, Ay contém

04
= 3(b—a)

um conjunto elementar Ej tal que m(Ey) > 537

Por outro lado, pelo Lema 2, temos que klim m(Ey) =0, o que contradiz o fato de
—»00
m(Ek) 2 Q
Portanto, devemos ter li_r)n / f fn(x)dx=0.
n—oo

Provamos, entdo, O Teorema de Arzeld para sequéncia (f,) de fungoes nao ne-

gativas convergindo para 0(zero).

Digamos provado para sequéncias (g,) de fungoes nao negativas convergindo para
0(zero). Logo, podemos escrever g,(x) = |f,(x) — f(x)| cujo limite é a fungao nula, o
que significa dizer que lim [ ab gn(x)dx=0.

n—»oo

Como g(x) = [fu(x) — F(3)], entio —ga(x) < (fulx) — £(x)) < ga(¥), 0 que equivale

a = 7 gn(x)dx < J7 (fal) = f(0))dx < [ gn(x)dx

Tomando o limite em cada termo dessa desigualdade, obtemos:

- lim [ gn(x)dx < lim [7(fu(x) = f(x))dx < lim [ gu(x)dx, 0 que implica,
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0< lim [7(fu(x) = f(x))dx < 0.

Portanto, ,115130 fab(fn(x) —f(x)dx=0=

= lim [7 fu(¥)dx— lim [7 f(x)dx = 0= lim [ fu(x)dx— [; f(x)dx=0=
= lim [} fu(x)dx= [} f(x)dx. O

Provando, assim, o Teorema de Arzela.
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