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RESUMO

O presente trabalho apresenta uma relacdo entre os sistemas de numeragao
posicionais decimais e aqueles sistemas de bases ndo decimais. Essa relacdo se constitui a
partir das referéncias sobre a escrita dos numerais e ao modo de realizar as operagdes
basicas, apontando as comparacdes que permitem visualizar que os principios de construcao
desses sistemas numéricos possuem semelhancas entre si. Para isto, primeiramente, fizemos
um apanhado histdrico a respeito da construcdo dos sistemas de numeracdo em varias
civilizagBes para que pudéssemos entender a origem destes sistemas e perceber o porqué da
prevaléncia do nosso sistema de numeracdo decimal. Fizemos um estudo comparativo entre
os sistemas de numeracgao posicionais de bases quaisquer e o decimal. Com o objetivo de
explorar este conhecimento em sala e para facilitar a compreensao dos sistemas numéricos
pelos alunos, incluimos jogos, atividades e desafios que podem ser solucionadas aplicando
conhecimentos sobre os sistemas de numeragdao e possibilitando aos discentes um

aprendizado mais efetivo.



SUMMARY

This paper presents a relation between the decimal positional numbering systems
and those not decimal bases systems. This relation is based on the references on the
numerals writing and the way to perform basic operations, pointing out the comparisons
that permit you see that the principles of construction of these numerical systems have
similarities with each other. For this, firstly, we made a historical overview about the
construction of the numbering systems in various civilizations for us to understand the origin
of these systems and realize why the prevalence of our decimal system. We made a
comparative study of the positional number systems of any bases and decimal. In order to
explore this knowledge in the classroom and to facilitate understanding of the number
system by students, we included games, activities and challenges that can be solved by

applying knowledge of the numbering systems and enabling students to effective learning.



INTRODUCAO

Quando nos deparamos com atividades ou problemas que envolvem o
conhecimento sobre sistemas de numeracdo que ndo seja o decimal, é que percebemos o
quanto precisamos aprofundar neste conhecimento. Foi a busca por esta necessidade de
entender melhor sobre a construcdo de sistemas de numeracdo que nao fossem decimais e,
principalmente, as semelhangas que existem ou nado, entre esses e o sistema decimal, que
nos impulsionou a pesquisar e escrever sobre o tema. O interesse despertado ao encontrar
livros, textos ou atividades e problemas nos quais se discutem o significado tedrico e pratico
dos sistemas de numeracdo, permitiu a oportunidade de estudar e conhecer como foram
construidos, historicamente e, mais especificamente, na matematica, os sistemas de
numeracgdo. A partir dai, perceber como eles influenciaram o processo de organizacao dos
registros das quantidades. Foram esses processos criados para organizar o registro das
contagens e, ao mesmo tempo, a sistematiza¢cdo dos calculos aritméticos que permitiram o
desenvolvimento das ciéncias exatas. Ao aprofundar nosso estudo nesse conteudo,
percebemos como ele pode levar a uma compreensdao mais efetiva dos algoritmos
operacionais utilizados nos sistemas numéricos em qualquer base, que o torna
extremamente enriquecedor para o aprendizado e o desenvolvimento do raciocinio

matematico.

Iniciamos com um breve histérico da inven¢dao dos numerais — simbolos para
representar numeros — em algumas das civilizagdes antigas mais importantes. Em seguida,
retomaremos o estudo sobre o sistema numérico decimal — que se tornou predominante em
guases todas as culturas atuais. Comparativamente, aproveitaremos a tematica para estudar
e compreender melhor os sistemas numéricos que nao sao de base decimal. Mostraremos
como construir os padrdes de representacdo numeérica de acordo com a base considerada
para obter um sistema numérico. Apresentaremos como realizar as operag¢des aritméticas
basicas: adicao, subtracao, multiplicacdo e divisdo. Descreveremos como fazer a conversao
de numerais de uma base para outra. Ainda, proporemos jogos que tenham como principio
estes sistemas numéricos e que ajudem na sua compreensdo e na sua aprendizagem,
permitindo o desenvolvimento do gosto pela investigacdo das relagdes numeéricas em jogos

ou desafios envolvendo essa tematica.



Os sistemas numéricos sao introduzidos de forma restrita na Escola, ou
seja, focado no sistema decimal e, somente nas séries iniciais e, quando é retomado
continua com a restricdo citada anteriormente. Os professores, durante a formacdo e
mesmo no desenrolar do seu dia a dia na sala de aula, ndo tém oportunidade de aprofundar
o estudo sobre os sistemas numéricos de bases ndo decimais e a relacdo entre estes e o
sistema numérico decimal e, muitas vezes ndo vislumbram como este conteldo pode ser
extremamente rico e importante na compreensao do préprio sistema decimal e na resolucao
das operacgdes bdsicas e como ele pode ser trabalhado com outras apresentagdes, inclusive
de forma ludica, e serem utilizados para planejar atividades para a sala de aula. O
aprofundamento ou um estudo mais detalhado deste tdpico permite ampliar as
possibilidades de desenvolver atividades como as que proporemos neste trabalho. Isto mais
uma vez contribui para a diversificacdo de metodologias e das praticas de aprendizagem da

matematica.



Capitulo 1

Historia dos Sistemas de Numeragao

Neste capitulo, na primeira se¢do, vamos esbocar parte da histéria da
invencdo dos numerais, isto é, simbolos usados para representar nimeros e da criacdo dos
sistemas de numeragdo de algumas antigas civilizagbes. Na segunda se¢dao, faremos um

estudo mais detalhado do nosso sistema de numeragao decimal.
1.1 - Introducgao

A necessidade de contar objetos e coisas, de representar quantidades e ou
numeros sempre esteve presente. Nos primoérdios, a contagem era realizada através de
marcas em 0ssos ou pedacos de madeira e de pedras ou utilizando-se dos dedos das maos e
dos pés. Foi contando objetos com outros objetos que a humanidade comecgou a construir o

conceito de numero.

A partir do momento em que o homem comegou a se organizar socialmente e
comecaram a surgir as primeiras cidades, era necessario, além de registrar quantidades,
resolver problemas do dia a dia e efetuar calculos, a partir do desenvolvimento das relagdes
comerciais, de forma rapida e precisa. Surgiram, entdo, os simbolos — desenhos que
representam quantidades de objetos — e que atendiam a estas necessidades daqueles
primeiros povoados. Dados histdricos revelam que ha 5.000 anos antes da era crista, quando
comecgaram a ocorrer a apropriacao de sinais para a escrita, ja existiam modelos de registros
nas comunidades locais que esbocavam a escrita dos numerais — simbolos que representam
numeros. Os primeiros povos de que se tem noticia, que foram os egipcios e sumérios, ja
faziam seus registros em pedras, blocos de argila, madeira, papel. Com o desenvolvimento
da capacidade de se estabelecer relagGes comerciais entre si e entre outros povos, de
estudar os fenémenos naturais, de observar movimentos dos planetas e estrelas, de plantar
e armazenar alimentos pela agricultura, de construir monumentos como as piramides
egipcias, eram notdrias a sistematizacdo destes registros e a criacdo de simbolos que

pudessem facilitar a comunicacao dos dados numéricos.
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Desta maneira, apresentaremos, historicamente, como surgiram alguns dos
diversos sistemas de numeragdao e o motivo pelo qual prevalece o sistema atualmente

adotado quase que no mundo todo.
1.1.1 - Numerais Egipcios:

Os egipcios foram um dos primeiros povos cujos registros encontrados em
papiros — o mais famoso é o papiro do Ahmes — revelam a criacdo de simbolos para
representar os numeros. As atividades relacionadas a agricultura, a construcdo das

piramides impulsionaram a criagdo de sistema de contagem, por volta de 4.000 anos atras.

Sete simbolos eram empregados e eram escritos de maneira simples, como

veremos a seguir:

Simbolo egipcio  descricdo  nosso numero

bastéo 1
calcanhar 10
rolo de corda 100
flor de I6tus 1000

dedo apontando 10000

S8 U 3 puro D —

peixe 100000
homem 1000000
Figura 1

Observe como eles escreviam o numero 322:

999“ m | | ouseja,100+100+100+10+10+1+1

A cada agrupamento de 10 simbolos era criado um novo simbolo para

representar as quantidades utilizando este sistema de numeracdo, como mostra a Figura 2.
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Mas é evidente notar que este sistema se baseava em sete simbolos basicos como mostra a

Figura 1 acima.

nn Nnn NN anna annn INNN
n 00NN [ ‘an’ nan ana anon NN N

10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 2

Assim, temos aqui mais um exemplo de escrita do numero 3577 utilizando o

sistema egipcio:

ll.nilu "?' i‘%’ §3§)0§

Figura 3

Entretanto, ndo havia ordem a ser seguida para escrever os simbolos. O sistema
egipcio era baseado em agrupamentos de 10, ndo tinha simbolo para o zero, n3o se utilizava
do valor de posicdao, como nosso sistema decimal e era dificil de ser usado para representar
numeros grandes ou numeros como 999. Os egipcios conseguiam efetuar cdlculos, ja
representavam fracdes, mas pela quantidade de simbolos algumas opera¢des matematicas

se tornavam impraticaveis.
1.1.2 - Numerais Sumérios e Babilonicos:

Os sumérios, que viviam numa regido chamada Babil6nia, que pertence hoje ao
Oriente Médio, contemporaneamente aos egipcios, desenvolveram uma civilizacao
prdspera, baseada na agricultura e no desenvolvimento da astronomia. Foram precursores
da escrita cuneiforme, em forma de cunha, que era registrada em blocos de argila cozidos ou

secos ao sol.
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O sistema de numeracdo dos babil6nios utilizava a ideia de valor de posicao,
mas ndo tinha nenhum simbolo para o zero e a contagem se baseava em 60, que é a
combinacdo de dois sistemas de contagem manuais utilizados por estes povos: o de base 5
(dedos das maos) e o de base 12 (falanges dos dedos). O simbolo de cunha vertical podia
representar 1, 60 ou 60, o que dificultava o entendimento do valor representado. Somente
muito mais tarde, eles criaram um simbolo para representar a quantidade 10, ja que
guantidades menores que 60 precisavam ser representadas e, também para o zero. Nas

figuras 4 e 5 podemos ver exemplos de numerais escritos pelos babilénios.

i i i § i {1 () ¥ ¥ ~x
¥FF v FFEF EEF -
<7 “TT  =TTT =FF <%
< = 2 LA T
T T = T

Figura 4

Vejam como representavam o numero 800 na escrita cuneiforme:

Fla«fM7TEHMMETR &Y < @

30 8 |60 50 7 |180 40 1 (240 40 1 |120 10

4 38 117 221 281 139

Figura 5

1.1.3 - Numerais Romanos
O império romano, cujo apice se deu em 100 d. C., necessitava de pessoas
habeis em calculos. Os romanos possuiam um sistema de numeracdo, ainda hoje conhecido
por nés, mas que nao facilitava os cdlculos. Sdo sete simbolos utilizados conforme Figura 7.
Inicialmente a numera¢do romana foi baseada no principio da adi¢cdo, como

mostra o exemplo:
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MMMDCCCCXXXXVIIII =3 949
Numa fase posterior, de forma a simplificar a escrita de numerais, foi
introduzida uma notagdo seguindo o principio subtrativo, no qual o simbolo de valor menor
se coloca a esquerda do simbolo de valor maior. Neste caso, o valor representado é dado
pela subtracdo dos seus valores. Assim sendo, a representacdo do numero anterior passou a

ser: MMMCMXLIX.

1 5 (10 | 50 | 100 | 500 | 1000

Figura 7

Para niumeros maiores, os romanos adotaram a representacdo de colocar um
traco horizontal sobre as letras que representam esses nimeros. Um traco multiplicava o
numero representado abaixo dele por 1.000. Dois tracos sobre a letra multiplicava seu valor
por um milhdo. Observe os exemplos na figura 8:
X = 10%1_.000 — 10000

XX = 70¥%1 000 — 70000
XX = 20 %1 _ 000000 = 20000 04040

Figura 8

Para realizar os calculos, os romanos utilizavam o abaco e escreviam os

resultados com os numeros romanos.

O sistema de numerag¢do romano era baseado no agrupamento de 10 em 10,
ja que os simbolos para nimeros grandes sdao multiplos de 10, isto é, L =5 x 10, mas nao
utiliza a ideia de valor de posicao para os simbolos. Originalmente, o numeral romano para 5
era o esboco da mdo que foi simplificado para um V. As operacdes de adi¢cdo e subtracdo
sdao faceis de resolver com numerais romanos, mas multiplicacdo e divisdo nao.

Curiosamente, estes numeros foram utilizados na Europa até o inicio do século XV.
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1.1.4 - Numerais Indo arabicos

Por volta de 300 a. C., os hindus, povos que viviam no norte da india, possuiam
um conjunto de 9 numerais, sem o simbolo para o zero, faziam pouco uso do valor
posicional mas a base da contagem era 10. Apenas no final do século VI, é que foi
introduzida a ideia de criar um simbolo para uma posicdo vazia - o simbolo para zero - pelo
matemadtico chamado Bhaskara. A partir desta época, podemos considerar que os hindus
construiram um sistema de numeracdo de 10 simbolos em que usavam o valor posicional
com o algarismo das unidades ainda representado a esquerda, o que logo em seguida foi
modificado.

Os hindus passaram a representar os nimeros de acordo com a ordem em que
ocupavam e faziam os calculos de maneira bem semelhante ao que é hoje utilizado.

Por volta de 660 d. C., os drabes conquistaram tudo, desde a Ardbia até a Africa
do Norte e Espanha e ndo destruiram as culturas locais. Bagda se tornou centro da cultura
arabe, onde se estudava astronomia hindu e ciéncia grega. Por volta de 700 d. C., Al
Khowarizmi, um matematico que estudou os livros de matematica da india, traduziu para a
linguagem arabe e apresentou, num livro escrito por ele, o cdlculo hindu e o sistema de
numeracao criado por eles.

Podemos dizer que herdamos os numerais dos hindus, pois em seu livro: "Sobre
a arte de calcular”, Al Khowarizmi detalha como, a partir dos 10 simbolos que incluiam o
zero, se organizava o sistema de numeracdo hindu. Apresenta a ideia de ordem na
representacdo numérica e a mudanca de valor pela troca da posicdo do simbolo, a
representacdo das quantidades maior que 10 e o agrupamento em classes na leitura dos
numeros. O termo algarismo se originou do nome do Matematico Al Khowarizmi e os
simbolos apresentados sdao hoje denominados algarismos indo arabicos, ja que os arabes
absorveram, refinaram e aumentaram a matematica e a astronomia hindu antes de as
transmitirem a Europa.

Na figura 6, temos representados os primeiros registros numéricos dos

indianos e como os algarismos indianos foram se modificando pelos drabes.



cum_dois trfs quatys cince sefs sete oifo fove Zer
séc. ¥I (indiano) ! '\: f*"'" . ' : ( | | | !
INS|ZR 7| N YN .:‘_-_%_6]_ L )
séc. IX (indiano) "\,zﬂl;'f)\:((:&l:L\:Q.T—t(’\‘o_j
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Figura 6

A obra de Al Khowarizmi foi traduzida para o latim pelo monge inglés Adelard,
no século XIl. Foi essa traducao latina que trouxe os numerais indos-arabicos para a Europa.
Mas somente a partir de 1600, os numerais indos arabicos passaram a fazer parte da
civilizacdo europeia que até entao se utilizava do sistema de numera¢dao romana. O sistema

de numeracdo decimal tornou-se predominante e adotado em grande parte da civilizacdo

mundial.
1.2 - Sistema de Numerag¢ao Decimal

Uma diferenca basica que categoriza os diversos sistemas criados pela
humanidade é o fato de existirem sistemas posicionais e ndo posicionais. Nos sistemas
posicionais o valor ou o peso de cada algarismo depende do lugar que ele ocupa na escrita
numeérica. J& os sistemas ndo posicionais indicam aquelas representacdes nos quais a
posicao reciproca dos constituintes ndo é relevante. Por exemplo, temos o sistema romano:
o numero LXXXVIII representa o niumero 88, o valor do V =5 ou do X = 10 ndo depende da
posicdo em que se encontram nesta escrita. Os numerais romanos ainda encontrados nos

mostradores de relégios ou para enumerar os séculos, ndo sdo utilizados em Matematica,
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pois ndo asseguram uma economia de simbolos utilizados na representacdo e nao facilitam

as operagoes.

Os sistemas posicionais permitem que com um numero de simbolos definidos
possamos representar qualquer quantidade numérica. Por exemplo, no nimero decimal
222, o algarismo 2 representa quantidades diferentes dependendo da posicdo em que se
encontra de modo que na primeira posi¢cdo, o 2 ( contando da direita para a esquerda)
representa duas unidades, na segunda posicao duas dezenas ou vinte unidades e na terceira
posicio duas centenas ou 200 unidades. E desta consideracdo que se aplica o termo
posicional aos sistemas desta categoria. A outra grande vantagem é a facilidade de realizar

as operagoes aritméticas entre os numeros.

Primeiramente, apresentaremos e faremos um estudo detalhado do nosso
sistema decimal, para o qual somos apresentados logo no inicio da aprendizagem de
numeros e operacdes nas séries iniciais da escola. Foi como vimos um sistema criado pelos
hindus e divulgado pelos drabes e representa um grande passo para o desenvolvimento da
matematica. Esse sistema numérico associa duas ideias bdsicas: o valor posicional e a base
10. A razdo para a preponderancia do sistema decimal extrapola a questao da matematica e
pode ser explicada pelo fato que as maos, como um dos primeiros instrumentos de

representacdo de quantidades, possuem dez dedos.

Neste sistema, como ja estudamos, historicamente, a grande contribuicdo dada
ao formato de como representamos a contagem dos objetos é o fato de que, para
representar esta contagem, inclusive quando ndo tinhamos nenhum objeto a representar,
cujo simbolo é dado pelo 0 (zero), criamos dez simbolos, que sdo assim representados na

atualidade: 0,1, 2, 3,4,5,6,7,8e9.

Ao longo dos ultimos milénios, ocorreu uma evolugdo e uma unificagdo na
escrita dos dez simbolos utilizados nos sistema de numeracdo decimal ou de base 10 e
permitiu a disseminacdo da ideia central de utilizacdo de apenas dez simbolos para a

representacdo de qualquer quantidade numérica.

O nosso sistema decimal, como o préprio nome diz, utiliza a base 10 ou

agrupamentos de 10 em 10 para representar a contagem de objetos. Assim, dada uma
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colecdo de objetos, podemos escrever quantos grupos de 10 podem ser formados. Por
exemplo, se temos trinta e oito objetos, como mostra a figura 9, observamos que formamos

trés grupos de 10 e mais oito unidades.

[ ] [ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] L] [ ] [ ] [ ]

Figura 9

Representamos esta quantidade utilizando o numeral 38, o algarismo 8, da direita
para a esquerda, representa 8 unidades e o numero 3, a esquerda, representa trés

agrupamentos com 10 objetos e cada agrupamento de dez objetos é chamado de dezena.

Quando trabalhamos com quantidades maiores, por exemplo, o numero 117,
ao formar os grupos de 10, tém-se, entdo, onze grupos de 10 mais sete unidades. Os onze
grupos de 10 podem ser reagrupados, tomando a base 10 novamente como parametro para
realizar os agrupamentos e, temos dez grupos de 10 e mais um grupo de 10, ou melhor,
notamos que formamos um grupo de 10 10, um grupo de 10 e sete unidades. Os grupos
de 10 10 ou grupos de dez dezenas sao chamados de centenas. Portanto, a representacao

de 117 possui 1 centena,1 dezena e 7 unidades. Veja a figura 10:

Figura 10.

Quanto maiores as quantidades a ser representada maior a necessidade de
criar grupos de 10 dos agrupamentos anteriores de modo que cada posi¢ao a esquerda

representa um valor 10 vezes maior. Mais a frente, mostraremos no quadro de valor
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posicional como representamos e nomeamos os grupos que vdo sendo formados a partir

desta orientacao.

Escrevemos toda e qualquer quantidade combinando os dez simbolos de modo
gue a posicdo ocupada pelo digito na representacdo numérica |lhe confere um valor

diferente.
Vejamos alguns exemplos:
Observe o valor do simbolo 6 em cada numero:
536 — vale 6 unidades
2562 — 5 vale60unidades ou 6 dezenas
2680000 ——— vale 600 000 unidades ou 6 centenas de milhares

A necessidade da criacdo do valor de posicdo surgiu quando tinhamos que
representar numericamente quantidade com mais de nove objetos. Quando contamos dez
objetos, por exemplo, ao agrupda-los na base decimal, formamos 1 grupo de dez. Para
representar esta quantidade sem criar nenhum outro simbolo, além daqueles ja conhecidos,
fazemos a combinac¢dao de modo que a representacdao de dez objetos seja dado por 10 que
significa 1 grupo de dez ou 1 dezena e 0 unidades. Quando temos que representar até nove
objetos é necessario um digito ou algarismo também chamado de ordem. A partir de dez
objetos repetiremos os simbolos, acrescentando digitos na representacdo numérica, a
esquerda, segundo uma combinacdo ordenada destes digitos, conforme veremos na figura

11.

Notamos nesta figura que, esgotada a contagem com representagdo de um
digito, que aparecem escritos na forma 01 =1, 02 =2, 03 = 3,...,, 09 = 9, continuaremos a
escrita comecando do algarismo 1 combinando-o, na sequéncia, com O, igual a 10, com1,
igual a 11, ..., com 9, igual a 19, retomamos agora a partir do algarismo 2, 2 com 0 = 20, 2
com1=21,..2com9 =29 e continuamos assim até esgotar todas as representacdes com

dois digitos que terminam com 99.
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5=25
6=26
7=27
8=28
9=29

Figura 11
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A partir deste ponto, ou seja, terminada as combinag¢des ordenadas de numerais

com dois digitos, combinamos 10 com 0, 100; 10 com 1, 101; ...; até encontrar todas as

combinagbes que possuem trés digitos que tem como ultima representagdao o niumero 999,

conforme se apresenta na figura 12.

0=100
1=101
2=102
3=103
10 4=104
5=105
6 =106
7 =107
8=108
9=109

11

0=110
1=111
2=112
3=113
4=114
5=115
6=116
7 =117
8=118
9=119

29

0=290
1=291
2=292
3=293
4=294
5=295
6 =296
7=297
8=298
9=299

Figura 12

57

0=570
1=571
2=572
3=573
4=574
5=575
6=576
7=577
8=578
9=579

99

0=990
1=991
2=992
3=993
4 =994
5=995
6 =996
7=997
8 =998
9=999...

A préoxima representagdo numeérica terd 4 digitos e se inicia com a combinagdao 100

com 0 = 1000, e assim por diante, de modo que conseguiremos escrever e representar

qgualquer quantidade utilizando os mesmos simbolos, apenas acrescentando digitos ou

ordens na representacdao numeérica.

No sistema numérico decimal estabelecemos uma organizacdo na representagao

numérica e nomeamos cada posicio ou ordem ocupada pelos algarismos. A medida que

temos 3 ordens, este grupo tem a denominacdo de classe, o que facilita a leitura dos

numerais e a nomeacgdo das ordens em nimeros maiores ou com muitos digitos. No quadro

12, aproveitamos para escrever os nomes das primeiras classes e das ordens e

representamos os exemplos de numerais ja citados anteriormente: 536, 2.536 e 2.680.000.
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... Classe dos milhdes

Classe dos milhares

Classe das unidades simples

Grupos de

Grupos de Grupos de Grupos de Grupos de Grupos de Unidades
1.000.000 =10° | 100.000=10° | 10.000 = 10* 1.000 = 10° 100 =10’ 10 simples
Unidades de Centenas de Dezenas de Unidades de Centenas Dezenas
milhdo milhar milhar milhar simples simples
a) 5 3 6
b) 2 5 6 2
c) 2 6 8 0 0 0 0
Quadro 1
Vejamos:

a) 536 possui 5 grupos de 10 x 10 chamados de centenas, 3 grupos de 10 que sdo as

b)

dezenas e mais 6 unidades representado por 3 digitos ou 3 ordens na classe das

unidades simples. Lé-se: quinhentos e trinta e dois

2.562 tém quatro digitos ou ordens e, por isto, ja possui o algarismo 2 na classe dos

milhares, na ordem das unidades de milhar. Lé-se: dois mil quinhentos e sessenta e

dois.

2.680.000 tém sete digitos ou ordens e jd ocupa a classe dos milhdes. Lé-se: dois

milhdes seiscentos e oitenta mil.

Tomemos com exemplo o nimero 2562. Podemos decompor este nimero levando

em conta a posicdao em que cada algarismo ocupa, observando que cada posicdo a esquerda

representa um valor 10 vezes maior de acordo com a representacao abaixo:

2 56 2=

=

2 unidades =2

60 unidades = 6

500 unidades =5

— 2000 unidades = 2

10°= 2 unidades simples

10" = 6 dezenas simples

10% = 5 centenas simples

10° = 2 unidades de milhar

Tomemos o numero 1.007.500 como outro exemplo:
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10 07500
|—> 0 unidades simples =0 10°
0 dezenas simples =0 10

500 unidades = 5 centenas simples=5  10°

—>7000 unidades = 7 unidades de milhar=7 103

L ) 0dezenasde milhar=0 10°

» 0 centenas de milhar=0 10°

L 1.000.000 unidades = 1 unidade de milhdo=1 10°

Observe que o zero é o simbolo chave da representacdo posicional, pois ele
ocupa as posicoes sem qualquer algarismo naquela posicdo e nos permite compreender a
quantidade representada. Outra observacdo a fazer aqui é que as classes sdo separadas por

um ponto, a cada conjunto de 3 algarismos escritos da direita para a esquerda.

Observe também que os grupos sdo os fatores de multiplicagdo do mesmo valor
que é o valor da base, assim o grupo das dezenas s3o grupos de 10 ou 10%; o grupo das
centenas sdo gruposde 10 10 = 10% o grupo das unidades de milhares sdo grupos de
10 10 10 = 10°. J4 o grupo das unidades simples é na verdade grupos de 1 e que

associando a representac¢do de poténcia pode ser representado como se segue: 1= 10°.

Podemos, também, decompor ou escrever o numero utilizando a representacao
em poténcias de base 10, onde os coeficientes sdo valores tomados para fazer os

agrupamentos na contagem das quantidades. Desta forma:

a) 536=5 10> 3 10* 6 10°

b) 2562=2 10° 5 10° 6 10 2 10°

c) 1007500=1 10° 0 10° o 10* 7 10° 5 10° 0 10' O 10°
Note que basta resolver as operagdes que se apresentam na expressdao numérica

formada pelas somas das poténcias que encontramos a representacdao numérica original.

Assim, podemos decompor um numero decimal ( nx ng.z ... N2 N Ng )10 qualquer

da seguinte forma:

(nk Ngg...naning)io= nNi. 10 + Nk-1 0%+ .+ n;. 10"+ n, .100, demodoque,0 ng 9.



22

1.2.1 - Operagdes no sistema decimal:

Como ja dissemos, estes sistemas posicionais facilitam as operagdes. A
compreensao do valor posicdo permite o entendimento das operagdes de adicdo, subtracao,
multiplicagdo e divisdo. Assim, nos exemplos que se seguem, utilizando numeros decimais,
podemos comparar os métodos usualmente abreviados de calculo, a esquerda, com os

métodos a direita, que mostram como o valor posi¢ao é usado:

a) Adicao
a.l) 26 20 6
79 70 9
1
a.2) 346 300 40 6 346
529  — 500 20 9  — 529
875 800 60 (10 5) 875

=800 70 5=875

Neste exemplo, podemos ver que o resultado da soma da ordem das unidades:
6 9 =15, ou seja, 1 dezena e 5 unidades e, pela propriedade associativa da soma, vamos
esta 1 dezena as dezenas somadas: 2 4 que resulta 7 dezenas, obtendo o valor correto
desta adicdo. Este fato é sempre explicado com um macete de subir o nimero 1 para casa
anterior aquela que se fez a soma, quando ensinamos a realizar a adigao. Entretanto,

devemos salientar que esta situacao é uma aplicacdo da propriedade associativa da soma: a

(b c¢c)=(a b) wc

b) Subtracdo

b.1) 728 700 20 8
413 =——> 400 10 3
315 300 10 5
5
b.2) 615 500 (100 10) 5 11 5
243 ~ (200 40  3) > 243
372 300 70 2 372

Neste exemplo, observamos que ndo é possivel tirar 4 dezenas de 1 dezena,
entdo retiramos 1 centena da ordem superior para que possamos subtrair 4 dezena de 11

dezenas, cujo resultado é 7. Ficamos com 5 centenas para subtrairmos 2 centenas e
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obtemos o resultado correto desta operacdo. Este fato também é ensinado como macete de

tomar emprestado na casa a esquerda sem, muitas vezes, a correta explicagdo do

procedimento.

c) Multiplicagao

c.1) 24 20 4
2 : _2
48 40+ 8

Aqui utilizamos a propriedade distributiva da multiplicacdo:a (b c¢)=

c.2) 27 : 20 7 : 27
3 _3 3
81 60 (20 1)=81 81

Neste caso, utilizamos a propriedade distributiva da multiplicacdo e a associativa

da adicao.
c.3) 32 30 2
12 > 10 2
64 60 4
32 300 20
384 300 80 4

No exemplo acima, vemos que a aplicar a propriedade distributiva da
multiplicacdo ao valor que se encontra na ordem das unidades do segundo fator, 12,
escrevemos os resultados a partir da posicdo das unidades. Ja a multiplicacdo do valor que

se encontra na ordem das dezenas, faz com que os resultados sejam escritos a partir da

posicdo das dezenas e assim sucessivamente.
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d) Divisao

d.1) 684 |2 600 80 4|2

684 342 > 600 80 4 300 4 2

0 0 00
d2) 384 |12 300 80" 4|10 2
36 32 —— 300 60 30 2
24 20 4
24 20 4
0 0

Na divisdao comegamos a operagdao com o valor que se encontra na ordem
mais a esquerda. Entretanto, se este for menor que o divisor serd necessario acrescentar o
primeiro digito a direita para comecar a operagdo. O processo depende também da
qguantidade de digitos do divisor, se for dois digitos devemos comecar a divisdo por, pelo
menos, com os dois primeiros digitos a esquerda do dividendo ou do nimero que se quer

dividir.
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Capitulo 2

Sistemas de numerag¢ao em diferentes bases

Vimos no capitulo 1 que a humanidade construiu varios sistemas numéricos se
utilizando de diferentes agrupamentos das quantidades. Uma curiosidade que vale
acrescentar aqui é a Civilizagdo Maia que possuia um sistema de numerag¢dao em que 0s
valores eram escritos com o uso de grupos de 20. Cada um dos sistemas considerados
apresentava simbolos, caracteristicas, regras operacionais préprios. Vimos, detalhadamente,
o sistema numérico decimal que é posicional e utiliza a base 10. Neste capitulo, vamos
estudar a representacdo numérica de sistemas posicionais utilizando-se de bases ou

agrupamentos das quantidades diferentes de 10.

Para isto, primeiramente, vamos estabelecer que, para facilitar e tomar a
representacdo numeérica mais pratica, utilizaremos, até onde é possivel, os mesmos simbolos
da base decimal. Outra consideracdo a fazer é que para facilitar o nosso estudo vamos
apresentar os sistemas de numeragao em bases quaisquer através de dois formatos, sendo o
primeiro o geométrico e, em seguida o algébrico. No primeiro, que chamaremos de
construcdo geométrica, mostraremos, através de desenhos ou figuras, que é a base
considerada no sistema de numeracdo que formard os agrupamentos para representar
numericamente as quantidades nas contagens dos objetos. A ideia de valor posicional
aparece quando temos que representar qualquer quantidade sem criar nenhum novo
simbolo. O segundo formato apresentado chamaremos de construcao algébrica da escrita
dos numerais. Nela observamos a repeticao combinada e ordenada dos digitos ou simbolos,
sem criar nenhum outro simbolo, que permite representar qualquer quantidade em um
sistema de numeracdo posicional. Iremos observar que a apresentacdo no formato
geométrico permite a compreensdo e a significacdo da construcdo algébrica e o quadro de

valor de posicao faz a transicao reciproca de um formato para o outro.

Nas secGes que se apresentam a seguir, apresentaremos os sistemas de
numeracdo de base 4, de base 7 e de base 12. Estes foram escolhidos de acordo com as
referéncias bibliograficas encontradas, nas quais as diferentes bases apresentadas nos

sistemas numeéricos ndao decimais foram estas. Deste modo, facilitou o estudo, a
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compreensdo e a producdo deste capitulo. Finalmente, apresentaremos a conversdo destes

sistemas para o sistema numérico decimal e vice versa.
2.1- Sistema de Numeragao em Base 4

Assim como no sistema de base decimal ou base 10 que representa qualquer
quantidade por agrupamentos de 10, no sistema numérico de base 4 representaremos as
guantidades a partir de agrupamentos na base 4 ou em grupos de 4. No sistema numérico
decimal, vimos que para escrever ou representar quantidades na base dez é necessario 10
algarismos ou simbolos. Para representar quantidades na base 4, usaremos apenas 4
simbolos. Poderiamos inventar estes simbolos para esta representacdao, mas embora possa
inicialmente confundir, é mais pratico, como ja dissemos, usar os simbolos da base decimal.

Entdo, os simbolos ou algarismos da base 4 sdo: 0,1, 2 e 3.

Vamos comparar os agrupamentos na base 10 com os agrupamentos na base

4, conforme os exemplos que se seguem.

Consideramos um conjunto de treze pontinhos. Para escrever um numeral
gue represente o nimero dos pontos no sistema decimal vamos agrupa-los em grupos de
10. Neste caso, temos um grupo de 10 e trés pontos a mais, ou seja, temos 1 dezenae 3

unidades representado por 13, conforme figura 13.

Figura 13
Realizaremos o mesmo procedimento na mesma quantidade de pontos

agrupando-os em grupos de 4, conforme figura 14, abaixo.

Figura 14
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Observe que obtemos 3 grupos de 4 mais uma unidade que escrevemos 31 na
base 4, onde 3 representa numero de grupos de quatro e 1 representa a quantidade de
pontos que ndo chegam a formar grupos de quatro. A representacdo deste nimero na base

4 é 31,4, na qual aparecem dois digitos ou duas ordens.

Agora, consideremos trinta pontinhos. Se os agruparmos na base 4 ou em
grupos de 4, temos sete grupos de 4 mais duas unidades. Como neste sistema, qualquer
numero deve ser escrito apenas com os digitos 0, 1, 2, 3, entdo para representar sete grupos
de 4, vamos reagrupa-los em grupos de 4, de modo que temos um grupo (agrupando 4

grupos de 4), mais trés grupos de 4 mais duas unidades. Ver figura 15.

[ ] [ ] [ ] [ )
[ ] [ ]
Figura 15

Criamos assim uma nova ordem, pois a representacdo desta quantidade na
base 4 é dada por 1324. O numero obtido possui trés ordens: o digito 2 indica as unidades
gue nao formaram grupos de 4, ou seja, os pontinhos que sobraram, o digito 3 indica que ha

3 grupos de 4 e o digito 1 indica que temos um agrupamento de 4 grupos de 4.

Seguindo o raciocinio anterior, dado um conjunto com certo nimero de
elementos, para representar esta quantidade em base 4, primeiro agrupamos em grupos de
4, podem sobrar um, dois, trés ou nenhum elemento nao agrupado. Se o niumero de grupos
de 4 for maior que trés, reagrupamos estes grupos em grupos de 4 (formamos grupos de 4
4 ), criando a terceira ordem na representacdo numérica. Se o nimero de grupos de 4 4
for maior que trés, reagrupamos, novamente, em grupos de 4, criando assim mais uma

ordem que possui4 4 4 elementos ou unidades e assim, sucessivamente.

Por exemplo, tomemos um conjunto com noventa pontinhos. Construiremos
0s agrupamentos na base 4 de modo que, inicialmente, formamos vinte e dois grupos de 4

mais 2 unidades, em seguida, vinte e dois grupos de quatro formam cinco grupos de 4 4



28

mais dois grupos de 4 mais as duas unidades. Ainda temos cinco grupos de 4 4 que

reagrupados novamente, formam, finalmente, um grupode4 4 4, mais um grupo de

4 4 mais dois grupos de 4 e mais duas unidades. Logo, noventa pontinhos podem ser
representados na base 4 como 11224, um numeral com 4 ordens. A figura 16 ilustra os

agrupamentos citados neste exemplo.

[ ] L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] L] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

Figura 16

Aproveitamos esse exemplo dado anteriormente para apresentar a conversao do
numero 90 que esta na base 10 para um numero na base 4 utilizando o processo de divisbes

sucessivas pelo divisor 4, como mostraremos a seguir:

9o\i zz\i su

2 22 2 5 1 1

Ao dividirmos 90 unidades por 4, encontramos 22 grupos de 4 e sobram 2

unidades. Dividindo novamente, 22 grupos de 4 por 4, temos 5 grupos de 4 4 e sobram 2
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grupos de 4. Podemos ainda redividir 5 grupos de 4 4 por 4, obtendo 1 grupode 4 4 4e
sobrando 1 grupode 4 4.

Observe que apds as divisdes sucessivas pelo divisor 4, os valores ou coeficientes
gue compdem a representacdo numérica na base 4 é formado, nesta ordem, pelo ultimo
qguociente obtido, menor que 4, e os restos das divisdes, da ultima até a primeira, nesta
ordem. Todos estdo assinalados em negrito e itdlico. Assim podemos apresentar o algoritmo

abaixo que permite a conversdo do valor decimal para a representacdo na base 4.

90 | 4
2 22

4
2 5 4
1 1

Assim, 9010 =1122,.
2.1.1 — A Escrita dos Numerais e o Quadro de Valor Posicional na base 4

J4 podemos perceber que para escrever o numero representado em bases ndo
decimais utilizamos uma notacdo que facilita e diferencia o registro destas quantidades de
acordo com a base tomada para realizar o agrupamento. Voltando ao exemplo da figura 10
onde 31 na base 4 é escrito como 31,4, no qual o indice indica a base em que estamos

trabalhando e representando a quantidade em questao.
Vejamos a diferencga entre a escrita dos numerais abaixo:
No sistema decimal, 31 significa 3 dezenas e 1 unidade e |é-se “trinta e um”.

No sistema de base 4, 31, significa 3 grupos de 4 mais 1 unidade e |é-se “trés

um base 4”.

No sistema decimal, 132 significa 1 centena, 3 dezenas e 2 unidades e |é-se

“cento e trinta e dois”.

No sistema de base 4, 132, significa 1 grupo de 4 x 4, 3 grupos de 4 e 2 unidades

e |é-se “um trés dois base 4”, ou simplesmente “cento e trinta e dois em base 4”.
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Os numeros decimais ndo sdo escritos com indice que indica a base porque é o

sistema convencionalmente adotado.

Para representar numericamente qualquer quantidade em uma contagem cuja
base dos agrupamentos é a base 4 e, sendo este, um sistema posicional, utilizaremos a
mesma combinacdo ordenada que estudamos no sistema decimal. Na base 4, possuimos sé
os digitos 0, 1, 2 e 3, para representar quantidades maiores que trés, basta combinar os

simbolos da seguinte forma, como se apresenta na figura abaixo:

0=00=0 0=10 0=20 0=30

0 1=01=1 1 1=11 2 1=21 3 1=31

2=02=2 2=12 2=22 2=32

3=03=3 3=13 3=23 3=33
Figura 17

Notemos que a primeira combinacdo de dois digitos, 104, representa o valor 4

gue é a base considerada neste estudo. Isso também acontece no sistema decimal.

A ultima representacdo numérica com dois digitos é 33, que corresponde a 15
unidades, para contar conjuntos com mais de 15 elementos, necessitamos combinar 10 com
cada um dos 4 digitos (0, 1, 2, 3), nesta ordem, em seguida 11 com os digitos 0, 1, 2, 3, nesta
ordem, até obtermos o ultimo ndmero com trés digitos: 3334. Para representar numerais
gue necessitam do acréscimo de mais uma ordem faremos entdo 100 com 0, com 1, e assim

por diante. Veja algumas destas representag¢des nas figuras a seguir.

0=100 0=110 0=220 0=310 0=330
1=101 1=111 1=221 1=311 1=331
1 2=102 11 2=112 22 2=222 31 2=312 33 2=332
3=103 3=113 3=223 3=313 3=333
0=1000 0=2230 0=3330
1=1001 1=2231 1=3331
100> 2 = 1002 223 2=2232 333 2=3332
3=1003 3=2233 3=3333

Figura 18
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Confirmamos que, apds a representacdo de 3 unidades, o nimero que se segue
é 10, que representa 4 unidades e que para contar a partir de quatro objetos nao
precisamos de mais nenhum outro simbolo, pois teremos a repeticdo dos simbolos utilizados
neste sistema. Assim, apds 104, em seguida, vém o 11, 124, 134, 204, e assim por diante.

Interpretando alguns destes nimeros vemos que:
a) 104 representa 1 grupo de quatro mais O unidades,
b) 11, representa 1 grupo de quatro mais 1 unidade,
c) 124representa 1 grupo de quatro mais 2 unidades,
d) 134 representa 1 grupo de quatro mais 3 unidades,
e) 204representa 2 grupos de quatro mais O unidade, e assim por diante.

E como no sistema decimal o algarismo a direita representa as unidades
e o algarismo a esquerda o nimero de grupos de quatro objetos. A medida que se formam
novos agrupamentos de quatro ou para indicar a formacdo de 4 grupos de quatro (4 x 4)
acrescentamos um digito ou um algarismo a esquerda na escrita do numeral. Assim a cada
agrupamento representado acrescentamos uma ordem ou digito a representacdao numérica.

Vejamos outros exemplos:

a) 3004 significa 3 grupos de 4 4, nenhum grupo de 4 e nenhuma unidade e possui 3
ordens.
b) 2321, significa 2 gruposde4 4 4, 3gruposded 4, 2 gruposde 4 e 1lunidadee

possui 4 ordens.

Observe que grupos de 4 x 4 é o mesmo que grupo de 16, gruposde 4 4
4 é o mesmo que grupo de 64. Assim, podemos reler o nimero 2321, como dois grupos de
64, trés grupos de 16, dois grupos de 4 e uma unidade. Este exemplo confirma o que foi
citado anteriormente, que cada posi¢ao a esquerda representa um valor 4 vezes maior e,
como no sistema decimal, é necessario acrescentar mais um digito na representacao

numeérica correta.

Uma maneira de compreender a representacao dos numeros é através do

quadro de valor de posi¢do baseado nos agrupamentos de base 4, como veremos a seguir. E
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importante acrescentar que, nos sistemas de bases distintas ao de base 10 as ordens nao

possuem momenclatura préprias e ndo possuem a formagao das classes. Os numeros que

aparecem no quadro 2 s3o:

a) 2321, b) 33,4 c) 32003, d) 1324 e) 3004
Grupos de 256 Grupos de 64 Grupos de 16 Grupos de 4 Unidades (ndo
. s ) . formam grupos de 4)
=4x4x4x4=4 =4x4x4=4 =4x4=4 =4
a) 2 3 2 1
b) 3 3
c) 3 2 0 0 3
d) 1 3 2
e) 3 0 0
Quadro 2

2.1.2 — Representac¢ao Polinomial em Poténcias de base 4

Fica facil confirmar que também podemos decompor os numeros de

acordo com a posicao ocupada nos agrupamentos que se apresentam no quadro de valor

posicional e representar os grupos na base 4 como poténcias de base 4, conforme

representacdo abaixo do exemplo a:

2321,=2 (4 4 4) 3 (44 2 4 1=2 4 3 4
Mais exemplos:

b) 33,=3 4 3=3 4 3 4°

c)32003;,=3 (4 4 44 2 (444 0 (44 0 4

d)132, =1 (4 4 3 4 2=1 4> 3 4' 2 4°

€)203,=2 (4 4 0 4 3=2 4> 0 4 3 4°
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f)10000,=1 (4 4 4 4 0 (4 44 0 (44 0 4 0=
=1 4* 0 4 o0 4> 0o 4 o0 4°

Mostraremos aqui que, ao desenvolver as expressdes numéricas resolvendo as
poténcias e a soma destes resultados encontrou a representacdo numeérica no sistema
decimal, ou seja, podemos converter a representacdo numérica na base 4 para a base
decimal. Isso é possivel por que a base considerada nas poténcias e os digitos possuem o

mesmo valor do sistema decimal.
A partir dos exemplos acima, teremos que:

a) 2321,=2 (4 4 4) 3 (4 4) 2 4 1=2 4 3 4 2 4" 1 4=
=128 48 8 1= 185;

b) 33,=3 4 3=3 4* 3 4°=12 3=15

c) 10000,=1 (4 4 4 4 O (444 0 (4 4 0 4 0=

=1x4"+0x4°+0x4°+0x4"+0x4°=256+0+0+0+0 = 256.
2.1.3 — Operagoes no Sistema Numérico de base 4

Na sequéncia, mostraremos com podemos realizar as operag¢des de

adicdo, multiplicacdo, subtracdo e divisdo dos nimeros representados na base 4.

Para efetuar os calculos, uma alternativa é completar as tabuas de adi¢ao

e multiplicagao sempre colocando os resultados na base 4:

+ 0 1 2 3 X 0 1 2 3
0 0 1 2 3 0 0 0 0 0
1 1 2 3 |10, 1 0 1 2 3
2 2 3 | 104 | 114 2 0 2 | 104 | 124
3 3 1104 | 114 | 124 3 0 3 | 124 | 21,

Tabela 1 Tabela 2
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A partir destas tabelas de soma e multiplicacdo, podemos realizar as
operagbes com os numeros na base 4 e ainda é possivel verificar a semelhanga com as
operacdes no sistema decimal. Além disto, as tabelas facilitam as operacdes e a visualizacdo

das representagdes numéricas na base em questdo, como veremos nos exemplos abaixo:

A) Adigao: 23? parcelas

12,

101, == soma

No exemplo acima, temos o nimero 234 que representa 2 grupos de quatro e
3 unidades somado ao numero 124 que representa 1 grupo de quatro e 2 unidades.
Comecamos a somar pela ordem das unidades, ou seja, da direita para a esquerda, como no
sistema decimal. Neste caso, 3; 24 = 11, que representa 1 grupo de quatro e 1 unidade.
Deixamos o 1, na mesma posicdo da unidade, como resultado da operacdo das unidades e
adicionamos o 14 que representa o grupo de quatro na ordem imediatamente a esquerda.

Assim, 1, 24 14éigual a104. Logo o resultado desta adicdo é 1014,

Vejamos outros exemplos:

al) 32 a.2) 123, a.3) 123,
11, 101, 321,
103, 230, 1110,

Analisando o exemplo a.3), vemos que, neste caso, come¢camos da direita
para a esquerda, 3; 14 = 104, Mantemos o 04 na ordem das unidades e adicionamos 14 na
ordem imediatamente a esquerda (grupos de quatro): 1, 24 24 =114 Mantemos 14 na
ordem em que estamos e adicionamos 14 na ordem mais a esquerda (gruposde 4 4): 14

14 34 =1 14.

Vejamos mais este exemplo: a.4) 3234

303,

1232,
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34

B) Multiplicagdo: 234T fatores

2014 ——>produto

Neste exemplo, multiplicamos 23, que representa 2 grupos de quatro e 3
unidades por 34 que representa 3 unidades. Comecamos também como no sistema decimal
pelas unidades. Assim 3, 34 é igual a 214 que representa 2 grupos de quatro e 1 unidade.
Mantemos o valor da unidade, na primeira posicdo, a direita, e somamos 24 a multiplicacdo

de3; 24, demodoque2; (34 24)=204 Logo o resultado da operagao é 201,.

Observamos mais alguns exemplos:

b.1) 214 b.2)20, b.3) 323, b.4) 213, b.5) 3124
104 204 34 21, 231,
2104 10004 2301, 213 312

1032 2102
11133, 2130
300332,
C) Subtracao: 31,4
2
23,

Neste exemplo, estamos subtraindo 314 de 2,4. Fazemos esta operacdo
como no sistema decimal e ja observamos que na ordem das unidades, vamos subtrair 24 de
1,. Como isto ndo é possivel, vamos retirar 1 grupo de quatro na ordem a esquerda e
ficamos com 11, — 24 = 34 ( para facilitar transformamos os nimeros em quantidades do
sistema decimal, ou seja, ficamos com 5 unidades — 2unidades = 3 unidades). Como
retiramos 1 grupo de quatro de 3 grupos de quatro ficamos com 24, ou seja, 3;— 13 =2, € 0

resultado desta operacao é 23,.

Vejamos mais alguns exemplos:
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c.1) 100, c2) 32 c.3) 203, c.4) 1.000,
1, 23,4 21, 232,
33, 34 122, 102,

D) Divisdo:

Vejamos alguns exemplos:

d.1) 10, | 2 d2) 21,| 1 d3) 32, | 2
0 2 0 21, 12, 134
0

No primeiro exemplo, também precisamos transformar as quantidades
representadas para o sistema decimal. Desta forma, 104 representam quatro unidades no
sistema decimal que divididas por 2 da como resultado 2 unidades. Esta é uma divisdao
exata. No exemplo c), faremos como no sistema decimal, dividindo da esquerda para a
direita, ou seja comecando pela ordem superior. Neste caso, 3; 24 = 14 e sobra 1,4 que é
colocado sob a ordem que estamos operando. Descemos o algarismo 2 da ordem
imediatamente a direita e formamos o nimero 124 que representa 6 unidades no sistema
decimal que divididas por 2 resulta 3 unidades. Esta divisdo também é exata. Vejamos mais

alguns exemplos:

d4) 21,3 d.5) 1004 | 10 d.6) 31204 | 102, d.7) 202243

0 34 0 104 00 304 22 2324
0 12
0

2.2 - Sistema de Numeracao na Base 7

Dando continuidade a proposta deste capitulo, faremos a representacao
numeérica no sistema numérico em base 7. Mostraremos exemplos, nos quais vamos agrupar

as quantidades de 7 em 7, ou seja, escreveremos quantidades representando-as na base 7.
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Além da representacdo, mostraremos também como é feito o registro e as operacdes

aritméticas com os numerais na base 7.

Tomemos 37 objetos, vamos agrupa-los em grupos de 7, como na figura 19:

AAANAANANANLN AAND A

A AN A ANANANAN AANDAAA
AAANANANDNANANAANA

Figura 19

Vemos que formamos 5 grupos de sete e mais 2. Representamos como ja
vimos, este nUmero da seguinte maneira: 52;. 525 significa 5 grupos de 7 e mais 2 unidades
e Lé-se: “cinco dois base sete”. Relembramos que o indice 7 significa a base que estamos

utilizando para agrupar as quantidades representadas.

Assim com nos sistemas posicionais vistos até o momento, para representar
0s numeros em base 7, sdo necessarios 7 simbolos. Continuaremos utilizando os algarismos
indo arabicos como os simbolos para a representacdao numérica nesta base. Assim, os 7

simbolos necessarios sdo: 0,1, 2,3,4,5e6.

Vamos exemplificar representando 68 objetos na base 7. Ao agrupar esta
guantidade em grupos de 7, encontramos nove grupos de 7 e 5 elementos que ndo formam
um grupo de 7 e que representa o valor das unidades. Como nao temos simbolo para
representar os nove grupos, reagruparemos os grupos de 7. Encontramos, entdo, 1 grupo de
7 grupos de 7, restando 2 grupos de 7 e as 5 unidades. Logo, 68 = 125, que possui 3 digitos

ou ordens. Representaremos esta situa¢do na figura 20.

Figura 20
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Representaremos, agora, os 85 objetos abaixo em agrupamentos cuja base é

X XXX XXXX AX X X XXX XX XX XXX
X AX XX XX XA X XXXX XXX XTXKX X

X X|X XXXZXXXX@'X XX| X|X XK X X
X| X% X XXX‘XXX&"XX X|§X X X

Figura 21

Ao agrupar esta quantidade em grupos de 7, encontramos doze grupos de 7
mais uma unidade. Reagrupamos os grupos de 7 e formamos 1 grupo de 7 agrupamentos de

7, 5 grupos de 7 e mais 1 unidade, assim podemos escrever que 85 = 151; com 3 ordens.

Assim, 1515 significa 1 grupode 7 7, 5 grupos de 7 e 1 unidade. Lé-se: “um seis

um base sete”.

Aproveitando este exemplo, reapresentaremos para mostrar o algoritmo que
converte numerais na base decimal para os de base 7, através das divisGes sucessivas por 7.
As divisOes sdo realizadas até encontrarmos um quociente menor que 7, a partir deste valor,
inclusive, e os restos obtidos da uUltima até a primeira divisdo, nesta ordem, conseguimos

escrever o numeral convertido na base 7, como veremos abaixo:
85 7
1 12
ANCAE

A partir destes exemplos, vemos que para representar as unidades que

Assim 85 =151,

constituem a quantidade que nao forma grupos de 7 precisamos de um algarismo. A partir
do momento que formamos grupos de sete, necessitamos de mais um digito, para
representar a ordem imediatamente superior a anterior. No exemplo de 157, ja

conseguimos agrupar os grupos de 7 7 e isto significa o incremento de mais uma ordem ao
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numeral. Confirmamos que a cada agrupamento de sete formados a partir dos
agrupamentos anteriores aumentamos a quantidade de digitos para registrar aquela
guantidade e estas ordens vdo se apresentando com valores sete vezes maiores que a
anterior. Por exemplo, se temos uma quantidade em que formamos 2 gruposde?7 7 7,
5 grupos de 7 7, 1 grupos de 7 e mais 6, entdo temos o numeral 2516; com 4 ordens.
Notamos aqui, mais uma vez, que este fato ocorre em todos os sistemas de numeragao

posicional decimal ou ndo decimais, conforme vemos neste capitulo.

A construcdo algébrica dos numerais na base 7 se faz de modo semelhante
aos outros sistemas estudados até o momento. Aqui, também, quando temos 7 objetos
podemos formar um grupo de sete, assim 7 unidades é igual a 10; que significa 1 grupo de
sete e nenhuma unidade. A partir de 7 objetos ndo precisamos de mais nenhum simbolo
para representd-los e se inicia a repeticdo dos 7 simbolos: 0, 1, 2, 3, 4, 5 e 6, numa sequéncia
de combinacdes como veremos a seguir, que sdo semelhantes as ja apresentadas nos

sistema decimal e em base 4.

0=00=0 0=10 0=60
1=01=1 1=11 1=61
2=02=2 2=12 2=62
0 3=03=3 1 3=13 6 3=63
4=04=4 4=14 4=64
5=05=5 5=15 5=65
6=06=6 6=16 6 =66
Figura 22

A figura acima revela que a combinac¢do dos simbolos significativa ocorre a partir
do digito 1, ja que o zero, mais a esquerda de qualquer digito, ndo altera o valor final. A
partir do digito 1 a esquerda dos digitos 0, 1, 2, ..., 6, nesta sequéncia, vamos representando
as quantidades maiores que seis unidades. Terminada a combinacdo com o digito 1,
comecamos com o 2 aesquerdadeO, 1, ..., 6, e assim até o digito 6, que determina a ultima
combinacdo de dois digitos possivel: 66. A partir daqui, comegamos com o primeiro numeral
com dois digitos, 10, combinando-o com a sequéncia dos digitos utilizados neste sistema de
numeracdo. Assim continuaremos até encontrar 666, Ultima combinacdo com trés digitos.
Mantendo as combinagdes como descritas, escreveremos toda e qualquer representagao

numeérica nesta e em qualquer outra base considerada.
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Utilizaremos também o Quadro Valor de Posicao, no qual representamos alguns
numeros escritos na base 7. Notemos mais uma vez que as ordens ndo estdo nomeadas.

Nele representaremos os exemplos que seguem:

a) 2516, b) 125, c) 151, d) 52; e) 6;
Grupos de 343 Grupos de 49 Grupos de 7 Unidades (que ndo
formam grupos de 7
=7x7x7=7" =7x7=7° =7 completos)
a) 2 5 1 6
b) 1 2 5
<) 1 5 1
d) 5 2
e) 6
Quadro 3

2.2.1 — Representagao Polinomial no Sistema de base 7

Mostraremos a representacdo polinomial dos numerais na base 7.
Fica facil confirmarmos que também podemos decompor os nimeros de acordo com a
posicdo ocupada nos agrupamentos que se apresentam no quadro de valor posicional e
representar os grupos na base 7 como poténcias de base 7, conforme representacdo dos

exemplos abaixo:

a)2516,=2 (777 5 (77 1 7 6=2 7 1 77 5 70 6 7°
b)125,=1 7> 2 78 5 7°

¢)151,=1 (7 70 5 7 1=1 72 5 70 1 7°

Assim também com os numeros abaixo:

d)52,=5 70 2 7°

e)6,=6 7°

Veremos que, quando decompomos 0s numerais, como mostramos acima,

podemos converter o numeral na base 7 para o numeral na base decimal, uma vez que as
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bases e os algarismos sdo numeros decimais. Para isto, basta calcular a expressdao numérica

que se apresenta na decomposicdo, calculando as poténcias e realizando as adigdOes, de

modo que:

2516;=2

(7 7

=2 243

=686 49

2.2.2 - Operagoes

7)

1

35

5

49

6=776.

(7 7)

1

7

O procedimentos para realizar as operagSes com numeros nesta base é

analoga a base 4. Podemos montar tdbuas com as operacdes de soma e multiplicacdo que

facilitam a compreensao dos resultados obtidos. Mas devemos lembrar que operamos como

no sistema decimal e que se os resultados sdo maiores que 6 unidades, devemos agrupar e

adicionar a ordem imediatamente superior.

+ 0 1 2 3 4 5 6 2 3 4 5 6
0 0 1 2 3 |4 5 6 0 0 0 0 0
1 1 2 3 4 |5 6 10, 2 3 4 5 6
2 2 3 4 516 10; | 11, 4 6 |11, | 137 | 15,
3 3 4 5 6 |10, | 11, | 12, 6 |12, | 15;| 21, | 24,
4 4 5 6 |10, |11; | 12; | 13, 11, | 15; | 227 | 267 | 33,
5 5 6 | 107 | 11, | 127 | 137 | 14, 137 | 21, | 267 | 245 | 42,
6 6 | 107 | 11, | 12, | 13, | 14, | 15, 15; | 24, | 33; | 42; | 51,

Tabela 3 Tabela 4

Apresentaremos algumas operagdes bdsicas com valores na base 7 e vamos

selecionar alguns exemplos para explicar os mecanismos utilizados que s3o bem

semelhantes aos empregados no sistema decimal:
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A) Adigao:
al) 54, 82) 106 a,3) 6105
35, 11 667
122, 120, 1006,

No exemplo a.1), adicionamos 54; que representa 5 grupos de sete mais 4
unidades a 35, que representa 3 grupos de sete mais 5 unidades. Comecando pela ordem
das unidades, temos que 4; 57 = 12; que representa 1 grupo de sete mais 2 unidades.
Mantemos o 2; sob a ordem das unidades e somamos 1; na ordem dos grupos de sete.
Assim, 1; 5; 37=12;que representa um grupode 7 7 mais 2 grupos de 7. O resultado

desta adicdo é 122, que representa 1 grupode 7 7, 2 grupos de 7 mais 2 unidades.

B) Multiplicagdo:

b.1) 655, b.2) 200,
3 6
2631, 1500,

Na multiplicacdo do exemplo b.1) comecamos pelas unidades, ou seja, 3
5; = 21;. Mantemos 1; sob a ordem das unidades e somamos 27 a multiplicagdo 3 57 na
ordem dos grupos de sete: 2; 3 5, = 235. Mantemos 37 nesta ordem e somamos 2; a

ordem mais a esquerda: 2; 3 67 =267. O produto da multiplicacdo fica assim: 26315.

C) Subtracao:

cl) 43, c.2) 5413,
267 436,
14, 4644,

Ao observarmos a subtracdo do exemplo c.1) vemos que vamos subtrair, na
ordem das unidades, 3; de 67 o que ndo é possivel, assim é necessario subtrair 1 grupo de 7
da ordem a esquerda, de modo que ficamos com 13; 67 = 4,. Ficamos com 3 grupos de
sete que subtraido de 2 grupos de sete é igual a 15. O resto ou a diferenca €, nesta operacao,

14,.
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D) Divisdo:

d.1) 503,|4 d.2) 5063, |11, d.3) 105,/ 6 d.4) 52,2

10 116, 36 433, 15 12, 12 24,
33 33 0 1
0 0

Vamos analisar o exemplo d.2) para explicarmos aqui também o processo da
divisdo para valores cuja base ndo é decimal. Comecamos pela esquerda e como o divisor
possui 2 digitos, iniciamos a divisdo a partir dos dois algarismos a esquerda. Desta forma, 50,

11,, que representam na base decimal 35 8 =4 e resto 3. O algarismo 4 fica na posicao
do quociente e o resto 3 permanece sob os algarismos divididos. Desce o algarismo 6 a
direita do resto 3 e temos entdo 36; 11, =3 e resto 3. Desce o algarismo 3 das unidades,
novamente a direita do resto 3 e temos mais uma vez 33; 117 =3 e resto 0. Desta forma, o

resultado desta divisdo exata é 433,.
2.3 - Sistema de Numeragao na Base 12:

Estudaremos nesta sessdo, como se faz a representacdo dos numeros
quando tomamos a base 12 para realizar os agrupamentos, ou seja, apds agrupar uma
guantidade qualquer de elementos de 12 em 12. Curiosamente, ainda hoje, verificamos a
existéncia de contagem cujo agrupamento é 12, por exemplo, as duzias, o ano com 12
meses, o dia com 24 horas (2 12) mas, como ja vimos, historicamente, ndo foi o sistema

numeérico que prevaleceu.

Na representacdo numérica em base 12 vamos continuar aplicando os
algarismos indo ardbicos, mas sabemos que serdo necessarios 12 simbolos para representar
guantidades na base 12 entdo temos que criar 2 novos simbolos para representar todos os
simbolos necessdrios para a escrita numérica. Estes simbolos poderiam ser qualquer figura
ou desenho ja que ndo temos mais que 10 simbolos indo arabicos utilizados no sistema
decimal. Optamos, entdo, pelo a e B para completar o conjunto de simbolos da base 12, que
podem ser assim apresentados a seguir: 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,a, 3. Deste modo, aj,=

10 unidades e 1> =11 unidades.
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Por exemplo, para representar 17 objetos na base 12, temos 1 grupo de
12 e mais 5 unidades. Logo, 17 = 15;, Para representar 29 objetos na base 12, temos 2

grupos de 12 e mais 5 unidades. Logo, 29 = 254,

Outro exemplo é o numero 144 pode ser representado na base 12 se
agruparmos esta quantidade em grupos de 12, encontramos 12 grupos de 12, como nao
temos um simbolo, neste sistema, para representar 12, vamos reagrupa-los, novamente, e

obtemos 1 grupode 12 12, nenhum grupo de 12 e nenhuma unidade. Logo, 144 = 100,

Vamos escrever o numeral decimal 1575 no sistema cuja base é duo
decimal ou base 12, utilizando o algoritmo das divisdes sucessivas que permite fazer esta

conversdo. Deste modo,

1575 | 12
3

131 | 12

11 10

Mas, como a1, = 10 unidades e B1, =11 unidades, ent3o:
1575 = QB312

Neste sistema, a construgdo numérica se faz, como nos outros sistemas,
combinando em sequéncia os digitos. A partir do momento que temos que representar 12
unidades, formamos 1 grupo de 12, que é representado pela combinacdo do 1 como 0 e

forma 10,,. Dando sequéncia temos 1113, 1213, 1313, 1443, ..., 101z, 1B1z, 2012, 2115,

2243, ..., 2012, 2 B12, ..., @012, ..., AB12, BO12, B212, B312,..., B2, BB12, 1001y, ...

E esta regularidade que possibilita saber a quantidade de digitos a cada

agrupamento registrado e que se mantém neste sistema de base duo decimal.

A escrita dos numerais através da representacdo dos grupos como soma de
poténcias cuja base é o valor dos grupos tomados na contagem, como observado nos outros
sistemas anteriores, se observa também neste caso. A conversdo dos valores que se
apresentam na base 12 para o sistema decimal também é feita da mesma maneira, que se

calcula resolvendo a expressdao numérica encontrada.
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Exemplos:
a) 2186,=2 (12 12 12) 1 (12 12) 8 12 6=2 12> 1 12> 8 12 6

=2 12> 1 12> 8 12' 6 12°=2 1728 1 144 8 12 6 1
= 3702.

b) 1ap=1 12> o 128 B 12°=1 144 10 12 11 1=275.

2.3.1 - Operagoes:

Construindo a tabela de adicdo para esta base:

[uny
[uny
N
w
E) w
v
(o)}
~N
(o]
Yo}
Q
e~

104,

2 2 3 4 5 6 7 8 9 a B 104, | 114,

4 5 6 7 8 9 a B 1012 1112 1212

3 3
4 4 5 6 7 8 9 a B 101, | 1145 | 1245 | 1312

5 5 6 7 8 9 a B 1015 | 1142 | 1245 | 1343 | 1445

6 6 7 8 9 a B 1012 1112 1212 1312 1412 1512

7 7 8 9 o] B 1015 | 1142 | 1245 | 1315 | 1445 | 1515 | 1612

8 8 9 o] B 1017 | 1147 | 1245 | 1315 | 1445 | 1545 | 1612 | 1712

9 9 a B 1012 1112 1212 1312 1412 1512 1612 1712 1812

a a B 1012 1112 1212 1312 1412 1512 1612 1712 1812 1912

B B 1012 | 1117 | 1245 | 1345 | 1445 | 1515 | 1642 | 1715 | 1815 | 1915 | 1o,

Tabela 5

Podemos realizar as seguintes operagdes, como nos exemplos a seguir,
verificando que as operacbes sdo realizadas da mesma forma que nos sistemas de
numeracdo vistos anteriormente. Apresentaremos exemplos nos quais realizamos as

operacdes de adicdo, nos dois primeiros e de multiplicacdo nos ultimos exemplos:
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1 1 21
a2 101y 571 la 65,
201, 99 2 3
1101, 19 a B 21 5 7615

Ao finalizar a primeira parte do estudo dos sistemas numéricos de bases nao
decimais, vemos que as vantagens de utilizar bases pequenas como a base 4 e a base 2, que
estudaremos no préximo capitulo, sdo percebidas quando resolvemos as tabuas de adicao e
multiplicacdo, pois estas sdo menores, o que torna seu aprendizado mais facil, ja que diminui
a quantidade de fatos para realizar as operagdes. Entretanto, as representacées em bases
pequenas requer uma quantidade enorme de digitos para escrever um numero, como
veremos na base 2. O contrario acontece a medida que aumentamos o valor da base dos
agrupamentos como, por exemplo, os sistemas de numeracdo de base 7 ou de base 12,

estudados neste capitulo.

2.4 - Sistemas de Numeragao na base a

Seja N um numero qualquer natural maior que 1 representado num sistema

de numeragao posicional de base g, onde a #1. O nimero N pode ser apresentado por meio
da sequéncia de coeficientes ou digitos, ny, 0 < ny < a— 1, da seguinte forma:
( N Ng-1, ..., N2, N1, No )a
k-1

2 1
e decomposto como: ng. d + ngg. a4 ... +n, @ +ng.d +ny. &

Vamos exemplificar considerando os sistemas numeéricos que estudamos
neste capitulo. Nos exemplos abaixo, representaremos a decomposicdo de N4 no sistema de

base 4, de P; na base 7, de M;, na base 12 e de C na base 10.
Para Ny, os coeficientes n, estdo compreendidos entre 0 e 3. Assim,
— _ k k-1 1 0
Ng=(ng Ny, ooy N2, N, N0 )y =N .4+ 4 +..407.4 +np. 4

Para P, os coeficientes ny estdao compreendidos entre O e 6:
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P,=(ng Nkg, ..., N3, N, No )7 = Ni. 75+ Nk-7 - 7V o+ ni.7 +ny.7°
Para My, os coeficientes ny estdao compreendidos entre 0 e f3:
— k k-1 1 0
M12 = ( Nk, Nk-1, ..., N3, N1, Ng )12 = Ng. 12" + Nk-1 A27 0+ .+ ny. 127 + No A2
Para C, os coeficientes ny estdao compreendidos entre 0 e 9:
— k k-1 1 0
C=(nw N1y ooy N2, N, N ) 10= N . 10" + Nk 107"+ ...+ n7. 10" + np .10
2.4.1 - Conversao de Numeros em Bases quaisquer para Numeros Decimais

Ja haviamos estudado esta decomposicao dos nimeros representados nas bases 4,
7 e 12 e acrescentado, ao longo da apresentacdo, que é possivel converter qualquer nimero
escrito nestas ou em outras bases para a representagao decimal. Isto é possivel por que
tanto os coeficientes quanto a base sao niumeros que possuem a mesma representagao e o
mesmo valor do sistema decimal. Basta resolver as poténcias e a adicdo entre elas, ou seja,
resolver a expressdao numérica obtida para encontrar o numeral na representacdo decimal.

Vamos rever isto com mais alguns exemplos:
a)2321,=2 4> 3 4 2 4 1 4°
=2 64 3 16 2 4 1 1
=128 48 8 1=185;
b)23000,=2 4* 3 4 0 4* 0 4 o0 4&°
=2 256 3 64 0 16 0 4 0 1
=512 192 0 0 0=704;
19ap,=1 12> 9 12! o 12°
=144 108 10=362.
d64so, =6 7° 4 77 4 70 0 7°

=6 343 4 49 4 7 O
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=2058 196 16 =2270;
e)1953=1 10° 9 10*> 5 10 3 10°
=1 1000 9 100 5 10 3 1

=1000 900 50 3=1953.
2.4.2 - Conversao de Numeros Decimais em Numeros de Bases nao decimais

Para converter um numero decimal para base que ndo seja decimal,
devemos proceder a divisGes sucessivas do numero dado pelo valor da base pela qual
queremos escrever esta quantidade até que o ultimo quociente seja um valor menor que o
valor do divisor que é a base do sistema na qual se quer converter um determinado
namero. Assim, seja um numero decimal C podemos escrevé-lo em um nimero N escrito em

uma base a qualquer, desde que a 1, no qual os coeficientes ou digitos ou algarismos ny,
0 n¢ a-—1,realizando sucessivas divisdes inexatas pela base a, de modo que o primeiro

resto, ng, sera o primeiro algarismo, a partir da direita, na representacdao de N. O quociente

desta divisao, dividido por g, deixa o resto n;. E assim, dividindo cada quociente da divisdo
anterior pela base a. obtém-se, consecutivamente, os restos ng, ni ... ng que sao os
coeficientes e, por sua vez, os algarismos que compdem, na ordem inversa, a representacao
de N na base a. Logo, C=N, =(ny Ny, Nk, ..., N2, N1, Ng )

‘o

No B a

ni A a

llustraremos alguns exemplos onde realizaremos a conversdo do numero na

representacao decimal para o nimero em determinada base indicada em cada exemplo:
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a) Vamos representar o valor decimal 66 no valor cuja base da escrita é 12:

66 12
6 5

\
Logo, 66 = 56,,

c) Representaremos 3287 na forma deste mesmo nimero na base 7:

3287 = 12404,

d) Vamos mostrar mais dois exemplos, nos quais convertemos 200 em um numeral na

base 3 e 15 em um numero do sistema de base 4.

200 3 15 4
3 3

2 66 3
—
0 22 3
1 7 3
1 2

Vemos que: 200 =21102; e 15=33,

Este procedimento se aplica a conversdao em qualquer base. O processo das
divisdes sucessivas se interrompe ao se anular o ultimo quociente, uma vez que o mesmo
possui um valor menor que o divisor e, o respectivo resto fornece o algarismo a extrema
esquerda da representacdo numérica. Nos nossos exemplos, interrompemos o processo
guando o ultimo quociente obtido é menor que o divisor — base considerada na conversao.
Esse quociente ja é considerado o primeiro algarismo a esquerda na escrita do numero na

base em que se quer representa-lo.
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Capitulo 3

Jogos e Aplicagdoes com Sistemas de Numeragao de base 2

Apresentamos, inicialmente, o sistema de numeracdo de base 2 neste
capitulo para fazer o estudo desta representagdao numérica utilizando-se do agrupamentos
das quantidades em grupos de dois e, em seguida apresentar algumas jogos nos quais as

regras se encontram baseados no conhecimento deste sistema de numeracgao.

3.1 - Sistema de Numeragao de Base 2:

No sistema de numeracdo de base 2 utilizamos o menor agrupamento
possivel, isto é, agrupamos as quantidades de dois em dois, necessitando apenas dois
simbolos: 0 e 1. Desta maneira representamos as quantidades sempre utilizando os digitos 0

el

Uma das aplicagdes mais antigas do sistema em base dois é a mensagem
telegrafica. A partir da representacao de cada letra do alfabeto e dos espagos em branco,
por um numero que, ao ser escrito com base dois, sera representado apenas pelos simbolos
0 e 1, podemos registrar e codificar mensagens e envia-las. Pode-se transmitir a um ponto
distante qualquer um destes simbolos utilizando fios condutores, nos quais a passagem de
corrente representa a unidade e a sua auséncia, o zero. Isto exemplifica a facilidade de

converter os algarismos bindrios em sinais elétricos.

Este sistema de numeragdo mostrou-se de grande utilidade para uso em
maquinas como computadores, maquinas de calcular, pois representar quantidades e
guaisquer outros sinais por dois simbolos é algo util para os equipamentos eletroeletronicos,
onde o 0 e o 1 podem ser correspondentes ao liga-desliga, sim-ndo, aberto-fechado,
contato-interrupg¢do, passagem-vedacdo, uma vez que os circuitos elétricos, eletrénicos ou

digitais sdo constituidos por elementos dotados de dois estados distintos.

O maior inconveniente de base dois é que a representacao de cada niumero

ou a chave de decifracdo de uma escrita envolve muitos algarismos. Por exemplo, cem mil,
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gue na base dez se representa por 6 algarismos, na base dois representa-se por 17
algarismos. Porém, este inconveniente é superado nas maquinas eletronicas pela velocidade

e pela facilidade das regras operacionais possiveis com este sistema.

Vamos representar nos exemplos abaixo conjuntos de elementos
agrupando-os na base 2. Vejamos como representamos trés elementos na base 2. Ao
agrupar estes trés elementos, temos 1 grupo de dois e ainda mais um elemento que nao
chega a formar um grupo de dois que constitui a ordem das unidades. A formacdo de 1
grupo de dois e 1 elemento que sobra permite que precisemos de duas ordens para
representemos os trés elementos, ou seja, 1 grupo de dois mais 1 unidade, dada pelo

numeral 11,. Veja figura abaixo:

Figura 23

Observe mais esta figura que apresentamos a seguir:

Figura 24

Na figura 24 acima, temos o agrupamento de dez elementos em grupos de
dois, formam-se cinco grupos de dois e nenhuma unidade, como nao temos um digito para
representar os cinco grupos, reagrupamos os grupos de dois e encontramos dois grupos 2 x
2 e 1 grupo de dois. Novamente, ndao temos digito que represente dois neste sistema, pois os
algarismos utilizados aqui sdo 0 e 1, assim reagrupamos os gruposde 2 2 e encontramos 1
grupode2 2 2,nenhum grupode?2 2,1 grupo de 2 e nenhuma unidade, ou seja, 1
grupode2 2 2,0grupode2 2,1 grupo de 2 e 0 unidades. Assim, dez elementos sdo

representados por 1010,.

Observamos que a cada agrupamento formado, necessitamos de mais uma
ordem ou o acréscimo de mais um digito a esquerda. Como nos sistemas estudados no

capitulo anterior, repetimos os digitos na sequéncia de representa¢cdo da contagem e
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colocando - o imediatamente a esquerda a cada nova ordem que precisamos representar.

Vejamos mais alguns exemplos:
o valor decimal 2 é representado no sistema de base 2 por 10, e |é-se “um zero base 2”;

o valor decimal 4 é representado no sistema de base 2 por 100, e |é-se “um zero zero base

”,
27

o valor decimal 8 é representado no sistema de base 2 por 1000, e |é-se “um zero zero zero

base 2”;

o valor decimal 16 é representado no sistema de base 2 por 10000, e Ié-se “ um zero zero

zero zero base 2”.

Relembraremos o algoritmo da conversao do niumero na base decimal para
outras bases, utilizando o exemplo da figura 24, no qual escrevemos o valor decimal no

valor representando o sistema de base 2. Vejamos a seguir:

10 | 2
0 5

2
1 2 2
0o 1

Apds divisdes sucessivas por 2, encontramos no ultimo quociente e nos restos
das divisGes, do ultimo para o primeiro, os coeficientes que compdem o nUmero na base 2.

Assim 10 = 1010,.

Apresentaremos outros dois exemplos, onde escreveremos os valores decimais 8
e 33 representados no sistema de base 2, verificando que através das divisdes sucessivas por

2 encontraremos os coeficientes que compdem cada um dos numerais na base 2:

1 16| 2 0 4 |2
0 8|2 0o 2 |2
0 4] 2 o 1
0o 2|2
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Assim 33 =100001; e 8 = 1000,

Os restos de cada divisdo e o ultimo quociente, como se encontram
representados acima em negrito e italico, formam o numero na base em que se quer
converter o valor dado. Este valor é escrito tomando consecutivamente o ultimo quociente e
os restos na ordem inversa, ou seja, do ultimo quociente obtido até o primeiro resto
encontrado para compor a representacdo do nimero que se quer converter na base em que

estamos estudando.
3.1.1. — A escrita dos numerais e o Quadro de Valor de Posi¢cao

Retomando a escrita dos numerais no sistema de base 2, veremos que a
combinagao numa sequéncia em que se repetem os simbolos utilizados neste sistema de
numerac¢ao, de forma semelhante ao que acontece nos outros sistemas de numeragao

estudados até aqui, conforme mostraremos abaixo:

OKO=OO=0

1=01=1
1 0=1 0=100
1=101
1=11 0=110
1 =111

100:0 =1000 101:0 =1010 110 KO =1100 111Y0 =1110

1=1001 1=1011 1=1101 1=1111
1000Y0 10000 1001@ 10010 1110 :0 =11100 1111‘: 0=11110
=10001 =10011 .. 1=11101 1=11111..

Figura 25
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Mais uma vez, podemos perceber que apds a representacdo do O e do 1, a proxima
representacdao numérica é dada pela combinagdo do 1 com 0, 10, e, assim sucessivamente.
Podemos escrever os numerais com numero de ordens necessarias para representar

quaisquer conjuntos de elementos agrupando-os de dois em dois.

Vamos utilizar o quadro de valor posicional, neste sistema para visualizar as

representagdes numéricas, a partir dos exemplos ja vistos até aqui:

a) 11, b)111, €)1010, d)10000, e) 100001,
Grupos de 32 Grupos de 16 Grupos de 8 Grupos de 4 | Gruposde 2 | Unidades
=2x2x2x2x2=2" | =2x2x2x2=2" | =2x2x2=2° | =2x2=2° =2
a) 1 1
b) 1 1 1
<) 1 0 1 0
d) 1 0 0 0 0
e) 1 0 0 0 0 1
Quadro 4

3.1.2 — Representac¢ao polinomial e as operagdes no Sistema de base 2:

Mostraremos a representacdo polinomial dos numerais do sistema numérico de
base 2, através da sequéncia de poténcias de base 2 e os respectivos coeficientes ou digitos
gue o constituem. Vejam os exemplos ja estudados anteriormente, representados neste

formato:

a) 11,=1 2 1=1 2* 1 2°=3;
b) 111,=1 (2 2) 1 2 1=1 2> 1 2' 1 2°=7;
c) 1010,=1 (2 2 2) 0 (22 1 2 o0=1 2> o 2> 1 2! o 2°
=10;
d) 100001,=1 (2 2 222 0 (2222 0 (222 0 (22 0 2
1=1 22 0 2* o 22 0o 22 o 28 1 2°=33;

Vejamos outros exemplos:

a) 1001,=1 (2 22) 0 (22) 0 2 1=1 22 0o 22 o 28 1 2°
=9



b) 111001,=1 (2 2 2 2 2) 1

1=1 2°

1 2% 1
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2222 1 (222 0 (22 0 2
22 0 22 0 2! 1 2°=s57.

Em todos os exemplos acima, a partir da representagao polinomial e

resolvendo a expressdo numeérica que se forma, encontramos os valor decimal

correspondente ao numeral escrito na base 2. Como ja estudamos anteriormente, toda vez

que decompomos o numeral de acordo com os agrupamentos tomados e com os digitos que

o formam, utilizando a representac¢do polinomial podemos converter os numerais escritos

em qualquer base para o seu respectivos valor decimal.

Para realizar as operagdes neste sistema, construir as tabelas de adicdo e

de multiplicacdo facilita a realizacdo destes procedimentos. A seguir apresentamos as

tabelas de adigdao e multiplicagcdo no sistema de base 2:

+ 0 1
0 |0 1
1 |1 10,
Tabela 6

X 0 1
0 0 0
1 0 1

Tabela 7

Nos exemplos que se seguem, mostraremos como se realizam estas operacgdes,

lembrando que seguimos os mesmos procedimentos adotados nos sistemas de numeracgao

decimal e ndo decimal:

a) Adicao:
a.l) 11, a.2) 10,
1 10,
100, 100,

b) Multiplicagao:

d) 11, E) 10,
L 0,
11, 00,

a.3) 101,
11,
1000,
f) 100,
10,
000
+ 100

1000,
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Como ja observamos as regras para realizar as operacbes sdo as mesmas ja

descritas anteriormente. Neste caso, a multiplicacdo se mostra mais simplificada, pois os

valores obtidos nos produtos sdo sempre 0 ou 1.

3.2 - Jogos e atividades com o Sistema de numeragao de base 2

Apresentaremos aqui alguns jogos e desafios em que trabalhamos com a

compreensdo do sistema de numeragdao de base 2. Nosso objetivo é incluir neste trabalho

atividades que possam ser utilizadas em sala de aula e que permitam que os alunos tenham

melhor compreensao do sistema de numeragao de base 2.

3.2.1 - Magica Matematica

Vamos descobrir o dia do seu aniversario...

Como se realiza esta magica?

1 — Para descobrir o seu dia de aniversario utilizam-se estes calendarios magicos:

Um sim um nao

De dois em dois

dom seg ter qua qui sex sab dom seg ter qua qui sex sab
i 2 3 4 1 2 3 4
5 6 7 8 9 10 11 5 6 7 8 9 10 11
12 13 14 15 16 17 18 12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25 19 20 21 22 23 24 25
26 27 28 29 30 31 26 27 28 29 30 31




De quatro em quatro

De oito em oito
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dom seg ter qua qui sex sab dom seg ter qua qui sex sab
1 2 3 4 1 2 3 4
5 6 7 8 9 10 11 5 6 7 8 9 10 11
12 13 14 15 16 17 18 12 13 14 15 16 17 18
19 20 21 22 23 24 25 19 20 21 22 23 24 25
26 27 28 29 30 31 26 27 28 29 30 31
Meio més sim meio nao
dom seg ter qua qui sex sab
1 2 3 4
5 6 7 8 9 10 11
12 13 14 15 16 17 18
15 20 21 22 23 24 25
26 27 28 29 30 31
Figura 26

2 — Devolva os calendarios que indiquem a data de seu nascimento aparece sublinhada.

3 — Em poucos segundos consegue-se dizer o seu dia de aniversario.

Qual é o truque?

Para realizar esta atividade é necessario construir os cinco calendarios de

acordo com a figura 26. O procedimento para descobrir o dia do aniversario consiste em

pedir que, dos cinco calenddrios, o aluno devolva aqueles em que o seu dia de aniversario

esta sublinhado. O trugue é somar os primeiros numeros sublinhados que aparecem nos

calenddrios que a pessoa escolheu e vocé descobrird a data de seu aniversario, sem que ela

Ihe conte. O resultado corresponde a data procurada. Por exemplo, se a pessoa nasceu no

dia 7, os calendarios em gue este numero aparece sublinhado tém os niumeros 1, 2 e 4 como

os primeiros numeros sublinhados. A soma delesé1 2

algumas vezes o professor pode perguntar: Por que é que funciona?

4 =7. Depois de realizar o truque
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Este jogo considera os valores decimais entre 1 e 31 escritos na base 2 e, na
representacdao do maior valor considerado, temos que 31 = 11111,, ou seja, ho maximo 5
digitos. Este fato explica por que montamos 5 calendarios que se baseiam nos meses tém,
no maximo, 31 dias e, por esta razao contém todas as possiveis datas de aniversario. Este
truque utiliza o fato de todos os niumeros naturais serem uma poténcia de base 2 ou serem
escritos com uma soma de diferentes poténcias de base 2, uma vez que os coeficientes de
cada poténcia é sempre 1, na decomposicdo em poténcias de base 2. Em todos os
calendarios, os primeiros niumeros sublinhados sdao poténcias de base 2: 1, 2, 4, 8, 16.
Voltando ao exemplo em a data de nascimento é 7. Vemos que: 7=1 2 4= 2° 2t 2%
E o numero decimal 7 = 111,. Por isso, o nUmero 7 aparece nos cartdes cujos primeiros

valores sublinhados sdoo 1,02 e 04.

No calendario que possui o 1 como o primeiro nimero sublinhado, o restante
dos nimeros sublinhados contém essa poténcia de 2 (1 = 2°%), quando decompostos numa
adicdo dessas poténcias. Este é o primeiro calendario. Quando convertemos estes nimeros
na sua representacdao numérica de base 2, todos possuem o digito 1 na primeira posi¢cao da
direita para esquerda. No segundo calenddrio, o nimero 2 é primeiro sublinhado e o
restante dos numeros sublinhados possuem a poténcia de base 2 correspondente, ou seja,
2! e, na representacdo em base 2, o digito 1 aparece na segunda posicdo da direita para a
esquerda. E assim até o quinto e ultimo calendario em que os nimeros sublinhados tém o 2°
na sua decomposicao e o digito 1 na representacdo em base 2 na quinta posicdo da direita

para a esquerda.

Para facilitar a compreensdo vamos escrever, no quadro abaixo, todos os
valores decimais de 1 a 31 com sua representacdo da base 2 e fazer a associa¢do da posicao

do digito 1 nesta escrita com as poténcias de base 2 na sua decomposicao.
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Posicao do
digitol | 52 | 42 | 32 | 22 | 12
NuUmeros 24 (23|22 |21 | 2°
decimais
1 1
2 10
3 1 |1
4 1|10 |0
5 1 |10 |1
6 1 |1 |0
7 1 (1 |1
8 1 /0 |0 |O
9 1 /0 [0 |1
10 1 /0 |1 |0
11 1 |0 |1 |1
12 1 /1 |0 |O
13 1 /1 |0 |1
14 1 /1 (1 1|0
15 1 /1 |1 |1
16 1 /0 (0 |0 |O
17 1 /0 [0 |0 |1
18 1 /0 (0 |1 O
19 1|10 |0 (1 |1
20 1 /0 (1 |0 |O
21 1 /0 |1 |0 |1
22 1 /0 (1 |1 |0
23 1 /0 |1 |1 |1
24 1 (1 (0 |0 |O
25 1112 |0 (0 |1
26 1112 |0 (1 |0
27 1112 |0 (1 |1
28 1112 1|1 (0 |0
29 1 (1 (1 |0 |1
30 1 (1 (1 |1 1|0
31 1 (1 (1 |1 |1
Quadro 6

Para analisarmos este jogo, devemos fazer algumas observacdes importantes. O
numero 31 aparece em todos os calendarios, pois ele tem o algarismo 1 em todas as cinco
posicdes na sua representacdo numérica em base 2 e todas as poténcias de base 2 possiveis,

neste caso, na sua decomposi¢do, conforme vemos no quadro acima.
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Em cada calendario temos 16 numeros assinalados. Finalmente, observamos
uma regularidade ao sublinhar estes nimeros que se encontram apontada na figura 26, de
modo que no primeiro calendario assinalamos um numero sim e outro nao; no segundo,
sublinhamos de dois em dois; no terceiro, de quatro em quatro, no quarto, de oito em oito

e, no ultimo, meio més sim e meio més nao.
3.2.2 - Jogo das tdbuas

Vamos adivinhar o nimero que vocé pensou... \

Como é possivel adivinhar?

1 — Para adivinhar o numero pensado precisamos destas tdbuas com nameros.

1 3 5 7 9 11 |13 |15 2 3 6 7 10 (11 |14 |15

17 |19 |21 |23 |25 |27 |29 |31 18 |19 |22 |23 |26 |27 |30 |31

33 |35 |37 |39 |41 |43 |45 |47 34 |35 |38 |39 |42 (43 |46 |47

49 |51 |53 |55 |57 |59 |61 |63 50 (51 |54 |55 |58 |59 |62 |63

65 |67 |69 |71 |73 |75 |77 |79 66 (67 |70 |71 |74 |75 |78 |79

81 |83 |8 |87 |8 |91 |93 |95 82 |83 (8 |87 |90 |91 |94 |95

97 |99 |10 |103| 105|107 |110 | 111 98 |99 |102|103 | 106 | 107 | 110 | 111

113 | 115 | 117 | 119 | 121 | 123 | 125 | 127 114 | 115 | 118 | 119 | 122 | 123 | 126 | 127

12 tabela 22 tabela
4 5 6 7 12 13 14 15 8 9 10 11 12 13 14 | 15
20 |21 |22 |23 28 |29 |30 |31 24 |25 |26 |27 |28 |29 |30 |31
36 37 38 39 44 | 45 46 47 40 |41 |42 |43 |44 |45 |46 | 47
52 53 |54 |55 60 |61 |62 63 56 |57 |58 |59 |60 |61 |62 |63
68 |69 |70 |71 |76 |77 |78 |79 72 |73 |74 |75 |76 |77 |78 |79
84 |8 |8 |87 |92 |93 |94 |95 88 (8 |90 |91 |92 |93 |94 |95
100 | 101 | 102 | 103 | 108 | 109 | 110 | 111 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111
116 | 117 | 118 | 119 | 124 | 125 | 126 | 127 120 | 121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127

32 tabela 42 tabela
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16 17 18 19 20 |21 22 23 32 |33 (34 (35 |36 |37 |38 |39
24 | 25 26 | 27 28 |29 |30 |31 40 |41 |42 |43 |44 |45 |46 |47
48 149 |50 |51 |52 |53 |54 |55 48 |49 |50 |51 |52 |53 |54 |55
56 |57 |58 |59 60 |61 62 | 63 56 |57 |58 |59 (60 |61 |62 |63
80 |81 |82 83 |8 |8 |86 |87 9 |97 |98 |99 |100 | 101|102 | 103
88 |89 (90 |91 |92 93 |94 |95 104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111
112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119 112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119
120 | 121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127 120 | 121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127
52 tabela 62 tabela

64 |65 (66 |67 |68 |69 |70 |71

72 |73 |74 |75 |76 |77 |78 |79

80 |81 |82 |83 |84 |8 |86 |87

88 |8 |90 |91 |92 |93 |94 |95

9% |97 |98 |99 | 100 | 101|102 | 103

104 | 105 | 106 | 107 | 108 | 109 | 110 | 111

112 | 113 | 114 | 115 | 116 | 117 | 118 | 119

120 | 121 | 122 | 123 | 124 | 125 | 126 | 127

72 tabela

1|7 /62/61|60|59|2 |8 |
40139/27]28|29|30(3433 |

= : -~ wleslaz|19]20(21|22[a7]a1
pensado. Ndo pode ser maior que 127. B e P
32|31|35|36|37|38[26|25
3 — Logo diremos o numero pensado. Ll L e d G
49]10]14|53|52]11 15|56
57|63|6 |5 |4 |3 58|64

2 — Indigue em quais das tabuas encontram o nimero

Consideram-se 7 tabuas de 64 casas

contendo certos niumeros compreendidos entre 1 e 127. Podemos saber onde se encontram
qualquer um destes numeros indicados nas tdbuas desde que se saiba em que tabuas estes
se encontram. Assim, para adivinhar o niumero pensado é sé pedir ao aluno que indique em
guais tabuas aquele nimero se encontra. Some os todos os numeros do canto superior
esquerdo. O resultado é o numero pensado. Depois de realizar varias adivinhacdes, o

professor pode perguntar: Como se faz esta adivinhacdo?

Mais uma vez a adivinhacdo é realizada por que podemos escrevemos qualquer
numero natural como poténcias de base 2 ou como soma de diferentes poténcias de base 2,
ou seja podemos escrever qualquer nimero natural como um numero do sistema numérico

de base 2.
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Para construirmos estas tabelas devemos considerar que todos os nimeros
escritos na representacao de base 2 possuem, no maximo, 7 algarismos, pois o maior valor:
127 = 1111111,, ou seja, a representacao numérica de 127 em base 2 possui 7 digitos. Por
isso, sdo sete tabelas. Além disto, 127 pode ser escrito como a soma de todas as poténcias
de base 2 que aparecem nas tabuas, ou seja, 127=2° 2t 22 2° 2* 22 2°=1 2

4 8+16 32 64, queseencontram na 12,22, 32 . 72 tabelas, respectivamente.

As tabuas estdo ordenadas, em ordem crescente, de acordo com as
potencias de base 2 que aparecem no canto superior esquerdo, de modo que a primeira
tabela comeca com o 1 = 2°, a segunda com o 2 = 2%, a terceira com o0 4 = 2% e assim até a
sétima que se inicia com 64 = 2°. Em cada tabela, existem aqueles nimeros que, na
representacdo em base dois, apresentam os algarismos um, no sentido da direita para a
esquerda, nas posi¢ées que correspondem a ordenacgao das tabelas e, na decomposicdo em
adicdo de poténcias de base 2, contém a poténcia correspondente ao valor do canto

superior esquerdo. Vejamos um exemplo:
57=111001,=2° 2® 2* 2°=1 8 16 32.
O numero 57 encontra-se na primeira, quarta, quinta e sexta tabuas e apenas nestas.

Desta forma, levando em consideracao a representacdo dos valores em base

2, na primeira tabela comegamos com o numero 1 que possui o digito 1 na primeira posi¢ao
0 , . . s .

e 1 =2". Todos os outros nimeros que se encontram na primeira tabela, possuem o digito 1
na primeira posicdo da sua representacdo em base 2 e contém a poténcia 2° na sua
decomposicdo. Na segunda tabela comegamos com o numero 2 que possui o digito 1 na
segunda posicdo assim como todos os outros numeros pois, estes nimeros contém a
poténcia 2' na decomposicdo. E assim até a 72 tabela. Verifiquem que este mecanismo

também acontece no jogo anterior da Magica Matematica.

Veremos que ha valores que se repetem entre as tabelas, como ja vimos no

exemplo do numero 127 que estd em todas as tabuas.

Este jogo tem o mesmo principio do jogo anterior. A diferenca estd no formato
das tabelas montadas. Neste jogo, ndo montamos as tabelas com todos os valoresde 1 a 127

e nao assinalamos os valores eles que estivessem com a posi¢do do digito 1 de acordo com a
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tabela em que se encontram. Aqui colocamos apenas os 64 numeros que atendam a

caracteristica definida para cada uma das tabelas montadas.

A exploragdo desta atividade pode ser estendida como, por exemplo, solicitar a
realizacdo do inverso desta operacdo, que é transformar qualquer valor menor que 127 na
representacdo de base 2. Isso pode ser feito, sem dificuldades, mentalmente. Por exemplo, o
numero 100 se encontra na sétima, sexta e terceira tabelas que possuem, respectivamente,
as poténcias 2° , 2°> e 2°. Verificamos que 100 = 64 32 4 =2° 2° 2% logo a
representacdo de base 2 do nimero 110 possui o algarismo 1 na 32, na 62 e na 72 posicao,

de modo que 100 = 1100100,.

Outra quest3o que se pode colocar aos alunos é responder por que 2* n3o é
uma das poténcias da decomposicdo do numero 35. Se 2* fosse uma das poténcias da
decomposicao de 35, as restantes teriam que somar 19; como 19 = 2 28 2%a poténcia
2" apareceria repetida na decomposicdo de 35 e teriamos 35 =2* 2* 2 2°=2 2*
2t 2°=2° 2'  2° Podemos realizar esta atividade com os ndmeros restantes e pedir

aos alunos que expliquem este fato.

Ainda podemos perguntar se é possivel montar jogos como estes com outros
valores. Como ja relatamos, o maior valor é um numero cuja representacao na base 2
apresenta apenas os digitos 1. Lembre-se 31 = 11111, e possui 5 digitos e 127 = 1111111, e
possui 7 digitos. No primeiro caso, construimos 5 tabelas quadradas com 16 digitos e no
segundo, construimos 7 tabelas quadradas com 64 valores. Se buscarmos outros valores em
gue a representacdo na base 2 é semelhante, temos, por exemplo, 7 = 111, que possui 3
digitos, entdao podemos construir 3 tabelas quadradas com valores entre 1 e 7 com 4 valores
cada uma. Outro exemplo é 511 = 111111111, que possui 9 digitos e entdo podemos ter 9
tabelas quadradas com valores entre 1 e 511 com 256 valores cada. Os valores 31, 127, 7 ou
511 tem numero impar de digitos na sua representacdo em base 2. Se optarmos pelo
numero 15 = 1111,, teremos 4 tabelas com 8 digitos cada. Aqui as tabelas construidas nao
sdo quadradas e sim retangulares. Observe que 15 tem um numero par, quatro, de digitos

na sua representacdo de base 2.



3.3.3 - Jogos dos Palitos:

1- Elas comegam a partida com 128 palitos cada um.

Duas pessoas participam do jogo.
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2- Em cada jogada, elas tiram par ou impar; se sai par, o jogador 1, que pediu a op¢ao

gue da a sua metade para o jogador 1.

par, dd a metade de seus palitos para o outro jogador 2 e, se sai impar é o jogador 2

3- Eles repetem o procedimento da regra anterior até que um deles fique com um
numero impar de palitos, quando a partida acaba. Ganha quem ficar com o maior
numero de palitos.

Veja o que acontece em uma partida ficticia:
Jogador 1 | Jogador 2 Par Jogador 1 | Jogador 2 impar Jogador 1 | Jogador 2
— —>
128 128 12 jogada 64 192 22 jogada 160 96
par Jogador1l | Jogador?2 impar Jogador1 | Jogador?2 par
— — —
32 80 176 42 168 88 52
Jogador 1 Jogador 2 impar | Jogador 1 | Jogador 2 par Jogador 1 | Jogador 2
 —
84 172 62 190 86 72 85 171
par Jogador1l | Jogador?2
l—>
ga
Figura 26

Acompanhando esta partida, chamamos jogador 1 de J1 e jogador 2 de J2, de

modo que na 12 jogada saiu a opc¢do par, entdo J1 da 64 palitos (metade de 128) para J2,

logoJ1ficacom64el2com128 64=192.

Na 22 jogada saiu op¢do impar, entdo J2 da a metade de 192 que é 96 para J1,

logo J1 ficacom 64 96 = 160 e J2 fica com 96 palitos.
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Na 32 jogada, a opc¢do é par, entdo J1 fica com 80 e J2 com 176 (96  80)
palitos; na 42 jogada, a opgao é impar, entdo J1 fica com 168 (80 88) e J2 fica com 88; na
52 jogada, a opcao é par, entdo J1 fica com 84 e J2 fica com 172 palitos; na 62 jogada, a
opcdo é impar, entdo J1 fica com 190 e J2 fica com 86 palitos e, finalmente, na 72 jogada, a
opc¢ao é par, entdo J1 fica com 85 e J2 com 171, quando termina a partida. Como J2 ficou

com a maior quantidade de palitos ele ganha a partida. A partida acabou na 72 jogada.
Podemos realizar as seguintes atividades:

a) Pedir aos alunos que joguem algumas partidas e registrem os resultados parciais e
finais,

b) Sugerir aos alunos que completem as tabelas de jogos ficticios em vdrios tipos de
situacdo de jogo,

c) A partir do resultado final de uma partida, informar se saiu par ou impar na ultima
jogada ou mesmo a sequéncia de pares e impares desta partida,

d) Desafiad-los a descobrir o porqué do término do jogo na sétima partida.

Observe que o término da partida na 72 jogada vai acontecer com qualquer
partida que se iniciar com esta quantidade de palitos, pois, 128 = 2’. Verificamos também,
conforme algoritmo das divisdes sucessivas que, sdo necessarias sete divisdes sucessivas por
2 para obter a representacdo de 127 na base 2 e sé um digito 1 aparece com o ultimo
guociente obtido nesta divisdes, ou seja, 128 é resultado de uma poténcia de base 2. Este
jogo é possivel com valores que possuem esta caracteristica, tais como: 32, 64, 256, etc.
Entdo, podemos propor o jogo com outra quantidade de palitos, por exemplo, 32 ou 64 ou

256 e realizar as mesmas atividades.
3.2.4 - Computador de papel

Vamos confeccionar cartdes de cartolina perfurados

para trabalhar com nimeros de 0 a 31, utilizando-se a base 2.
Esses numeros podem ser escritos com 5 digitos, uma vez que
31 =11111,, ou seja, a representacdo na base 2 de 31 tem, no maximo, 5 digitos. De acordo

com o quadro abaixo, os valores de 0 a 31 se apresentam na base2 com 5 digitos, por que os
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cartdes confeccionados apresentam 5 marcacgdes entre furos e ou fendas e isto facilita a

compreensdo do formato que os cartées aparentam.

Base 10 | Base2 | Base 10 | Base2 | Base 10 | Base2 | Base 10 | Base 2
0 00000 8 01000 16 10000 24 11000
1 00001 9 01001 17 10001 25 11001
2 00010 10 01010 18 10010 26 11010
3 00011 11 01011 19 10011 27 11011
4 00100 12 01100 20 10100 28 11100
5 00101 13 01101 21 10101 29 11101
6 00110 14 01110 22 10110 30 11110
7 00111 15 01111 23 10111 31 11111
Quadro 7

Para confeccionar os cartdes, vamos usar os modelos conforme se apresentam
nas figuras 27, 28 e 29, recortando-os, perfurando-os e cortando neles as fendas. Os cartdes
possuem os valores na base decimal e a representagcado na base 2. Para a representacao na
base 2, os furos representam o numero 1 e as fendas o numero 0. Este formato garante que
ao fazer um mago com as cartas e colocar um palito ou clipe por alguns dos buracos do
maco, e levanta-lo, algumas cartas cairdo e outras ficardo presas no palito. Repetindo
organizadamente este procedimento poderemos realizar opera¢gdes com os numeros na

base 2 de 0 a 31, tais como:

a) Separar os pares dos impares. Basta colocar o palito no primeiro furo a direita e
levantar. Todos os cartées com numeros pares cairdo.

b) Colocar as cartas em ordem crescente. Para isto, embaralhe as cartas. Comece
colocando o palito no primeiro buraco da direita (casa das unidades). Levante o
maco, deixando as cartas cairem, arrume as cartas que cairam em ordem e na frente
do restante e repita o mesmo procedimento para cada um dos furos que se
apresentam, sempre arrumando as que cairem em ordem. Quando terminar, todas
as cartas estardao em ordem crescente apds 5 levantamentos.

c) Localizar qualquer nimero de 0 a 31 com a colocacdo do palito e levantamento do

mago até 5 vezes. Isto se deve ao fato de que qualquer nimero natural tem
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representacdo Unica na base 2. Veja, por exemplo, como localizar a carta 15: coloque
o palito na casa das unidades e levante o mago, descarte as que cairam; a seguir
coloque no furo 2%, levante e descarte as que cairam. Coloque na casa 2% e 2° levante
e descarte as cartas que cairam. Coloque o palito na casa 2*, a carta que caiu é a 15.
Sugerir questdes sobre quantidade de cartas obtidas com um ndmero maior de furos,
por exemplo, 6. Ou ainda sobre quantos furos, no minimo, serdo necessarios para
representar os nimeros de 0 a 127.

Relacionar os cartdes perfurados com o Jogo Magica Matematica e pedir para
descrever como usar os cartdes perfurados para adivinhar o aniversdrio de uma

pessoa associando com o jogo da Magica Matematica.
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Capitulo 4

Desafios com Sistemas de Numeracgao

Neste capitulo, vamos apresentar desafios nos quais utilizamos a estratégia
de resolucdo relacionada aos sistemas de numeracdo de bases decimais e ndo decimais,
como a base 3, a base 2 e a base 100. Faremos a apresentac¢ado e a explicacdao de cada uma
das atividades para que sejam bem encaminhadas em sala de aula e visem reforcar e ampliar

o uso deste tipo de atividades com nossos alunos.

4.1 - Desafio das 100 moedas

Cem moedas, indistinguiveis pela forma, estdo %‘;m /
\
dispostas em 10 pilhas com 10 moedas cada. Noventa dessas
moedas pesam 10g cada e dez moedas restantes pesam 9g e estéio em uma mesma pilha.

Com uma pesagem em uma balan¢ca de um prato com marcador, descobrir a pilha falsa.

Devemos lembrar que deve ser feita apenas uma pesagem e que a balanca
mostra a pesagem com os digitos no visor. Desta forma, o aluno colocara as moedas sobre o
prato e ligara a balanca para verificar o peso e isto uma Unica vez.

Apds apresentarmos o problema, devemos aguardar um tempo no qual o aluno
busca o entendimento da questdo e pensa numa estratégia de solucdo. Uma maneira de
ajudar a encontrar a solucdo, podemos propor um desafio mais simplificado, porém
contendo a ideia que serd usada para solucionar o problema principal. Peca aos alunos que
considere, inicialmente, duas ou trés pilhas de 10 moedas cada. Uma das pilhas tem moedas
com 9 g e a(s) outra(s) possuem moedas que pesam 10 g cada, descubra a pilha falsa com
apenas uma pesagem. Para facilitar os registros, podemos pedir-lhes que enumerem as
pilhas.

Neste caso, novamente, devemos deixar nosso aluno pensar e propor solugdes e
testar suas solugcdes e acreditamos ser mais facil pensar nas possibilidades e entender o

raciocinio utilizado para resolver o problema com uma quantidade menor de moedas.
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O aluno devera perceber que se escolhe uma das pilhas, ele pode escolher das 3
ou mesmo das 2, a pilha que estd com peso normal e a pilha que possui moedas com peso
menor nao serd escolhida na primeira pesagem. Se ele escolhe a pilha falsa na primeira
pesagem deve perceber que o fator “sorte” contribuiu para que ele resolvesse a questao.
Além desta, existem outras estratégias que podem dar a impressdo de resolucdo do
problema. Mas, neste caso, elas podem estar associadas a probabilidade de encontrar uma
solucdo dentre trés possibilidades, mas ndo permite encontrar a solucao certa para qualquer
situagdo apresentada.

Se ele retira uma moeda de cada pilha, ordenadamente ou nao, e pesa, ou pesa
todas as pilhas em conjunto, ndo conseguird distinguir em qual das pilhas se encontram as
moedas com peso menor.

Devemos acompanhar as estratégias apresentadas e analisar as tentativas e
erros, verificando se encontraram a real solugdao que permite descobri em qual das pilhas de
moedas se encontram aquelas que tém peso menor, na primeira e Unica pesagem.

A solucdo ¢é retirar, aleatoriamente, uma, duas e trés moedas,
respectivamente, de cada pilha, colocar as seis moedas retiradas no prato e ligar a balanca.
Pelo peso apurado, descobre-se em qual das pilhas se encontram as moedas com pesos
menores.

No quadro abaixo, apresentaremos uma solucdo e analisaremos as possiveis
pesagens registradas pela balanga. As letras V e F abaixo de cada pilha representam,

respectivamente, pilha verdadeira ou falsa.

IE' > >
Pilhas de ——
moedas P — g [ —
—_— —_— p— Valor da
<:>: S — [— Pesagem
— > >
12 caso F Vv Vv 59¢g
29 caso \Y F \ 58¢g
39 caso \Y \ F 57g
Quadro 8

Se todas as moedas fossem verdadeiras, ou melhor, pesassem 10 g cada uma, o

valor da pesagem das seis moedas retiradas seria 60 g. No primeiro caso, temos 9 20
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30 =59 g, a diferenca é de 1 g pois retiramos uma moeda na pilha falsa. No segundo caso, o
valor da pesagem é 58 g ( 10 18  30), a diferenca de 2 g indica que retiramos duas
moedas da pilha falsa e, por fim, no terceiro caso, a pesagem registrada é 57 g (10 20
27), a diferenca de 3 g indica que da pilha falsa tomamos trés moedas.

Apds este momento, voltamos ao desafio com as 100 moedas. O segredo esta
na quantidade crescente de moedas retiradas em cada pilha a partir de uma moeda até a
quantidade total da pilha. Sabendo-se a quantidade de moedas retirada em cada pilha,
independentemente da ordem, e pelo peso registrado na balanga, descobre-se qual das

pilhas possuem as moedas com peso menor que as demais.

4.2 - Problemas da Pesagem l e ll

Os dois problemas que se seguem utilizam de

um dispositivo de pesagem que é a balanca de dois

pratos. E bem provéavel que a maioria de nossos alunos,
hoje, ndo conheca uma balanga deste tipo. Assim, vamos explicar, basicamente, o
mecanismo de funcionamento deste dispositivo.

A balanca de dois pratos é um dos instrumentos

de medicdo mais antigos que se conhece. Ela é composta por ' 0 ki d
. . ~ . . S
dois pratos a mesma distancia de um eixo central, de modo
gue podemos comparar o peso de dois objetos, um em cada I
prato. Se de um lado o objeto for mais pesado, este lado fica mais baixo que o outro. Se os
objetos tiverem pesos iguais, a balanca ficara em equilibrio, ou seja, ndo haverd nenhum
movimento dos pratos. Para realizar a pesagem, coloca-se um ou mais objetos de peso
conhecido (peso-padrdo) e, no outro, o objeto que se deseja pesar. Sdo acrescidos ou

retirados pesos-padrdo até que se estabeleca o equilibrio entre os dois pratos e temos o

peso relativo do objeto.
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4.2.1 - Problema da pesagem |

Um comerciante adquiriu uma balanga de

dois pratos. Qual é o numero minimo de pesos que ele
deverd possuir para pesar qualquer quantidade inteira entre 1 a 100g, colocando os pesos

apenas em um dos pratos da balan¢a?

Poderiamos propor, para resolver o problema dado, que o aluno comece
encontrando solugbes para pesar quantidade de 1 a 5 gramas, lembrando que a resposta
deve apresentar o numero minimo de pesos que podemos utilizar para pesar qualquer
guantidade inteira proposta. No caso, se esta quantidade fosse de 1 a 5 gramas, poderiamos
ter pesos de valores tais como 1, 2, 3, 4 e 5 gramas — 5 pesos no total — ou até mesmo 5
pesos de 1 grama cada. Entretanto queremos saber se é possivel ter uma quantidade menor
e pesar as mesmas quantidades ou qualquer quantidade de gramas? E possivel utilizar
outros valores de pesos que somados ou ndao podem expressar qualquer valor inteiro em
gramas utilizando-se um nimero menor de pesos?

Vamos utilizar poténcias de base 2, a partir do 1 podemos escrever qualquer
numero utilizando estas poténcias e com a particularidade de que sempre utilizamos apenas
uma vez cada um destes valores na composicdao de qualquer quantidade representada na

base 2. Lembremos as poténcias de base 2:

2°=1
2'=2
22=4
2°=8
2*=16
2°=32
2° =64, etc.

Exemplificando, vamos escrever os nimeros de 1 a 10 utilizando as poténcias de base
2, ou seja, escrever estes numeros no sistema de base 2, como ja vimos anteriormente no

estudo do sistema de numeracdo binario ou base 2.
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Assim para pesar quantidades de 1 a 5 gramas podemos usar pelos dados acima os
pesos de 1g, 2g e 4g, ou seja, trés pesos sdo suficientes para pesar estas quantidades. Um
numero menor de pesos que os citados no inicio da apresentacdo deste problema.
Utilizamos valores que s3ao resultados das poténcias de base 2, que nada mais é que
escrever as quantidades no sistema de numeracdo de base 2. Dois pesos sdo insuficientes,
pois, por exemplo, pesos de 1g e 2g permitem no maximo 3 pesagens ou pesar até 3g. Com
os trés pesos de 1g, 2g e 4g podemos pesar até 7g ou efetuar 7 pesagens.

Continuemos nossa estratégia de resolucdo pedindo que, a partir de agora,
encontremos o numero minimo de pesos para pesar de 1 a 10 gramas de uma determinada
substancia. Observe que na escrita dos niumeros de 1 a 10 usando as poténcias de base 2,
utilizamos os valores 1, 2, 4 e 8. Podemos entdo afirmar que para pesar de 1 a 10 gramas
serdo necessarios quatro pesos: 1g, 2g, 4g, e 8g, ja que com estes valores conseguimos obter
qualquer quantidade inteira entre 1 e 10. Como ja vimos anteriormente, com 3 pesos nao
conseguimos chegar até 10 gramas. Verificamos também que com estes 4 pesos podemos
pesaratél 2 4 8=15gramas.

A partir destes exercicios podemos entdo voltar a questdo de origem desta
atividade que é a pesagem de 1 a 100 gramas de ouro usando um dos pratos da balanca e
uma quantidade minima de pesos.

Solicitar aos alunos que continuem a encontrar poténcias de 2 cuja soma se
aproximem de valores acima de 100 gramas. Pela atividade anterior ja sabem que 1, 2,3 e 4

somam 15, pelas poténcias ja calculadas no principio da atividade vamos propor que eles
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acrescentem os valores encontrados no cdlculo destas poténcias até chegarem a um valor
acima de 100. Nesta atividade elesverdgoquel 2 4 8 16 32 64 =127. Entdo
com 7 pesos com estes valores podemos pesar qualquer quantidade entre 1 e 100 gramas e
o valor maximo pesado com eles é 127 gramas.

E importante salientar que como todo nimero é uma composicdo de valores
(todos ou nao) obtidos das poténcias de 2, podemos utilizar somente um dos pratos da

balanca ja que cada peso é colocado ou ndo no prato da

esquerda para realizar quaisquer pesagens que queremos.

4.2.2 - Problema da Pesagem Il

Seu Jodio precisa pesar uma pera em uma balan¢a

de dois pratos. Ele possui 5 pesos distintos de 1g, 3g, 9g, 279 e

T8

" .. . - aaulame - o
81g. Seu Jodo, equilibrando a pera com os pesos, descobriu que a \Q \g

pera pesa 61g. Quais pesos estavam no mesmo prato que a pera? | Y

a) 1,9e 27 b)3e27 c)9e27 d)1e9 e) 3e9

Para pensarmos no desafio proposto
acima, vamos exemplificar com um problema que
apresentaremos a seguir: Em uma balanga de dois

E_J) I3y N -
6@ pratos estdo equilibrados, num dos pratos, dois queijos
de pesos iguais e 6 quilogramas; no outro prato estao
equilibrados 13 quilogramas. Qual é o peso dos dois
gueijos?

Neste caso, temos uma situacdo em que, pelo valor determinado de pesos-
padrdo, temos que descobrir o peso do objeto equilibrando-o com pesos nos dois pratos da
balanca. Facilmente, descobrimos que os dois queijos pesam 7 kg.

Voltando ao problema inicial, vemos que para resolver essa questdo,
devemos colocar os 5 pesos disponiveis e a pera nos pratos da balanca até que ela se
equilibre, ou seja, até que a soma dos pesos em cada lado seja igual. Isso ocorre quando
colocamos de um lado os pesos com 1, 9 e 81 gramas ( totalizando 91 gramas) e do outro

lado a pera, o peso de 27 gramas e o de 3 gramas e do outro ( que pelo equilibrio também
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totaliza 91 gramas). Assim ele descobre que a pera pesa 61 gramas, pois 27 3 =30; 30
61=91g. Entdo: 61 27 3=81 9 1. Portanto, os pesos que se encontram no mesmo
prato da pera é 3 e 27 gramas e a alternativa correta é a letra b.

Observamos que os pesos sdo todos poténcias de base 3, como
mostraremos abaixo, fato que nos levou a pensar nas situacdes problemas cuja pesagem em
uma balanca de dois pratos utilizando pesos cujos valores sdo obtidos na base 3. Esta é uma
atividade interessante que podemos explorar para exemplificar o uso do sistema de
numeracgao de base 3. Ao ler o problema, temos a seguinte questdo: para quais valores sera
possivel equilibrar uma pera, cujo peso em gramas é um numero inteiro, utilizando os pesos
de 1g, 3g, 9g, 27g e 81g?

Revendo o célculo de algumas poténcias de base 3, procuraremos aprofundar nosso estudo

para explicar a resolucdo deste problema.

3°=1

3'=3

3%=9
3*=27
3*=81

3° =243

3°= 729, etc.

Estes cdlculos confirmam que os pesos acima sao todos na base 3. Utilizaremos
uma propriedade interessante a representacdo de numeros naturais na base 3 para
conseguirmos explicar a resolugdo de problemas deste tipo.

Lembraremos, antes, que qualquer numero natural a, pode ser escrito em
qualquer base b. Ja vimos que na base 3, representamos qualquer quantidade utilizando os

digitos 0, 1 e 2. Vejamos alguns exemplos:

o>

No caso da pera que tem 61 gramas:

1 20| 3
2 6 |3
0o 2

61=2021,=2 3* o0 3> 2 3t 1 3°
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A propriedade interessante é que podemos representar qualquer quantidade na
base 3 como soma das poténcias cujos coeficientes sdo -1, 0 e 1 ou pela diferenca de

numeros cujas representacdes em base 3 sé contem os algarismos 0 e 1.

Esta propriedade se assemelha a da base 2 na qual podemos compor nimeros
utilizando ou ndo valores obtidos no cdlculo das poténcias uma sé vez, so que na base 3
podemos fazer esta composicao utilizando ou nao valores obtidos das poténcias de base 3
transformando esta composicdo numa igualdade dos valores que encontram de cada lado.
Aqui estd a explicacdo para colocarmos os pesos em qualquer um dos pratos na pesagem

com uma balanca de dois pratos.

Assim reescrevemos o valor de peso da pera que é de 61 gramas nesta nova

representagao:

1 20| 3
-1 7 3
1 2 3

101
61=1 3* 1 3 1 3> 1 3 1 3°logo:
61=81 27 9 3 1.

Entdo, 61 27 3=81 9 1 queéaigualdade mostrada no comeco do texto

para representar a solu¢do do problema 9.

Desta forma é possivel efetuar a pesagem de qualquer nimero inteiro de gramas
numa mesma balan¢a com dois pratos utilizando apenas um peso de 1g, um peso de 3 g, um

peso de 9 g, um peso de 27 g, etc.

Podemos por exemplo propor o mesmo problema 8 com a ressalva de que os
pesos podem ser colocados em qualquer dos pratos da balanca. Neste caso, vamos descobrir
0 numero minimo de pesos para qualquer quantidade inteira de gramas de ouro de 1 a 100
gramas. Para resolver este problema precisamos da propriedade interessante do sistema

com base 3, que foi estudada anteriormente, no problema da pera, que é o fato de
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podermos escrever qualquer nimero natural como diferenca de dois numeros cujas
representagdes em base 3 sé contem algarismos 0 e 1. Vamos exemplificar esta propriedade
escrevendo 100 na base 3. Como normalmente fazemos usando os coeficientes 0, 1 e 2,

temos que 100 = 102013, ou seja, 100 =1 3 2 32 1 3%

Podemos representar essa decomposicdo em base 3 escrevendo o coeficiente 2

como (3 — 1), vejamos abaixo como este processo se da:

100=1 3* 2 3% 1 3°=1 3* (3 1) 3 1 3°=
)

100=1 3* 3 3% 1 3% 1 3°=1 3* 1 3 1 32 1 3°

Se usarmos os coeficientes -1, 0 e 1, temos que 100 = 11-1015 e sabemos que ao
realizar as operacdes entre as poténcias de base 3 e os seus coeficientes, encontraremos:
100=1 3* 1 3* 1 3% o0 3' 1 3°=81 27 9 1

Logo, 100 9=81 27 1.

Desta forma, pesamos um objeto de 100 g que tenha sido colocado no prato
esquerdo com pesos de valores na poténcia de base 3, acrescentando a este mesmo prato
um peso de 9 g (cujo coeficiente é -1) e, equilibradamente, no prato direito os pesos 81, 27 e

1 g ( cujos coeficientes é 1) e, ainda, ndo utilizamos o peso cujo coeficiente é 0.

Se quiséssemos pesar 38 gramas, veremos que:

38 | 3

-1 13| 3
1 4|3
1 1
38=1 3* 1 3% 1 3' 1 3°=27 9 3 1

38 1=27 9 3

Podemos afirmar que para realizar a pesagem pedida no problema acima, basta
ter os pesos de 1, 3,9 27 e 81 gramas ( cinco pesos) e nenhum outro valor maior. Com estes
pesos e com esta propriedade que permite pesar através do equilibrio dos pratos usando
pesos cujos valores sao poténcias de base 3, conseguimos pesar qualquer quantidade inteira

de gramas. Neste caso, o maior peso que pode ser pesado com os pesosdadosé1 3 9
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27 81 =121 gramas. De fato quanto maior o peso do objeto maior o valor de poténcias de

base 3 sera necessario para equilibrar a balanca.

Por se mais complexo, esta atividade requer que o aluno tenha entendido bem o
problema anterior que, deve ser apresentado antes

deste.

4.3 - Problema do Rei:

A populagdo de uma pequena cidade, inclusive seus governantes, sempre
gostou de propor e resolver desafios matemdticos. Certo dia, no julgamento de um
prisioneiro, propbs o seguinte desafio: o Rei escreveria trés numeros secretos a, b e ¢, com
dois algarismos cada. O prisioneiro precisaria dizer trés numeros x, y e z. Em seguida, o Rei
divulgaria o resultado da operacdo ax by cz. A partir desse resultado, o prisioneiro diria
quais sdo os trés numeros secretos escritos pelo Rei. Caso contrdrio, ele seria condenado.

Ajude o prisioneiro a conquistar sua liberdade.

Vamos utilizar como estratégia dados semelhantes ao problema, mas cujas
grandezas sejam menores para que os alunos consigam refletir sobre a questdo e entdo
descobrir a solugdo. Se o rei escrevesse dois nimeros com 1 algarismo, quais o valores o
prisioneiro deveria dizer para que os niUmeros que o rei escreveu aparecam no resultado da
opera¢dao? Como poderemos ajuda-lo a ser salvo da condenagdo? A operacgdo consiste em
multiplicar cada um dos valores do prisioneiro com cada um dos valores secretos do rei e

somar tudo ao final.

Devemos deixar os alunos fazerem tentativas e erros até descobrir que os valores
gue o prisioneiro deve dizer é 10 e 1. Por exemplo, se o rei escreveu 2 e 7 e o principe disser

10el,temosque?2 10=20e7 1=7e 20 7= 27 ou

7 10=70e2 1=2;70 2=72.Llogo, osnumeros escritos peloreisdo2e7.

Observemos que a ordem em que aparecem os numeros, neste caso, ndo

interfere, pois s6 estamos querendo descobrir os nimeros secretos.
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Podemos complementar esta atividade propondo que os alunos adivinhem dois
numeros de 1 algarismo que o professorou outro colega pensaram para que eles possam
entender o processo de multiplicacdo e a soma posterior dos resultados parciais e a relacao

com a base 10 que é a base do nosso sistema de numeragao.

Em continuidade, podemos sugerir a mesma atividade para 3 numeros de 1
algarismo e quais os valores que o outro deve dizer para que no resultado das operagdes
entre eles apareca os valores inicialmente pensados ou escritos secretamente. Neste caso,

os alunos descobrirdo que é 100, 10 e 1.

Podemos propor em seguida que o prisioneiro
descubra dois numeros de 2 algarismos que o rei escreveu

secretamente. Deixar os alunos debaterem entre si e por

tentativas e erros descobrir que é 0 100 e o 1. Isto porque se
o rei escreveu 34 e 21, fazendo34 100=3400e21 1=21esomando3400 21=3421,
vemos que 0s numeros secretos aparecem no resultado da operagdo. Continuamos esta
atividade propondo outras adivinha¢des com varios valores cujos numeros possuem 2

algarismos.

Aqui, o interessante é mostrar que no sistema de base decimal os algarismos que
conhecemos aparecem em qualquer posicdo e que para mudar uma posi¢do basta
multiplicar por 10 e que é diferente se multiplicarmos por 100, pois neste caso 0s numeros
mudam 2 posicoes. Esta atividade reforca bem a relagdo entre as ordens no sistema decimal

e as operacdes de multiplicagdo por 10, 100.

Na préxima etapa e ultima propor o problema do rei original. A medida que eles
encontram que os valores que o prisioneiro deve dizer é 1, 100 e 10000, de modo que os
numeros que o rei escreveu aparecam no resultado da operagdao mostrar que estes valores

s3o resultados de poténcias de base 100, uma vez que 100° = 1, 100" = 100 e 100° = 10000.


http://2.bp.blogspot.com/-ojtA8xE2V2s/TnPNBca7WZI/AAAAAAAAAXY/z_SFskwE8pI/s1600/coroa-rei.gif
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CONCLUSAO

Atividades bem orientadas utilizando-se dos jogos aqui apresentados e até de
materiais concretos durante as aulas de Matemadtica podem facilitar a aprendizagem de
conceitos fundamentais que permitem a aprendizagem do sistema posicional decimal que é
o0 mais empregado no nosso dia a dia e, por sua vez a compreensdo das operagdes bdsicas:

adicdo, subtracdo, multiplicacdo e divisao.

E possivel melhorar a compreensdo do sistema decimal utilizando-se de sistemas
numeéricos em outras bases, com o sistema de base 2 e, conseguir a aprendizagem destes
conceitos fundamentais bdsicos e tdo importantes para o desenvolvimento do
conhecimento matematico. E possivel ainda, mostrar a inter-relacdo entre a matematica e
outras areas do conhecimento. Fazer a associa¢do da utilidade e aplicagdo do conhecimento

matematico da significado e relevancia ao aprendizado em sala de aula.

As atividades apresentadas se destinam ao publico que se encontra no Ensino
Fundamental e, para isto, é necessdrio propor atividades que visem desenvolver
capacidades, tais como: utilizar diferentes estratégias para quantificar elementos de uma
colecdo como contagem, estimativa e correspondéncia de grupos; reconhecer e utilizar a
fungcdo do nimero como cédigo na organizacdo de informacgdes; identificar regularidades na
escrita numérica, utilizando-as para nomear, ler e escrever numeros e ler, escrever,
comparar e ordenar numeros naturais para compreensao das caracteristicas do sistema de
numeracdo decimal. A abordagem destas capacidades se utiliza de estratégias em que
retomamos os conhecimentos ja consolidados acerca do sistema de numeracdo decimal
posicional e introduzimos com atividades diversificadas como exercicios, jogos ou situacdes
problemas, os sistemas numéricos em outras bases, realizando operac¢des e representacoes
para que os alunos possam compreender sistematizar, formalizar e ampliar os aspectos
relacionados as capacidades desenvolvidas nesta proposta. Permite ao educando vivenciar,
relacionar e aprofundar as ideias matemadticas estabelecidas neste tdpico, respeitando o

nivel de formalizacdo adequado ao publico do Ensino fundamental.

Esse conhecimento e as atividades propostas permitem apontar e verificar suas

relagbes com conceitos matematicos permite dar suporte e promover uma oportunidade
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diferenciada de aprendizagem e motivar o alunado neste processo de reconhecer a
matemadtica como um conhecimento importante para a sua formacgao e articulado com o
mundo. Permite ao professor a descoberta de algo novo e ao mesmo tempo inesperado,
amplia a demanda pela busca de novos conhecimentos dentro da matematica, novos
estudos, novos planejamentos para refletirem sobre a Matematica escolar e lancarem novos

olhares sobre ela.
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