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Resumo

O principal interesse desta tese estd na utilizagdo de um método numérico aplicado a problemas
de radar de penetra¢do de solo (GPR - Ground Penetration Radar) com o uso de malhas

simpliciais.

Para o desenvolvimento desta proposta é utilizada a linguagem das formas diferenciais aplicada
ao eletromagnetismo. Esta escolha se deu devido ao fato de que o calculo exterior das for-
mas diferenciais fornece uma estrutura matematica para a teoria de campos eletromagnéticos
que combina muito da generalidade da analise tensorial com a simplicidade computacional e

concretude do cdlculo vetorial.

Pode-se perceber que embora o célculo das formas diferenciais seja em muitos aspectos seme-

Ilhante ao cdlculo vetorial, é na verdade mais geral do que a notagao de vetor.

As seguintes contribui¢des deste trabalho s3o:

e Desenvolvimento de uma técnica de aproximagdo esparsa para a inversa das matrizes de

Hodge.

e Desenvolvimento de uma condicao de contorno absorvente para se tratar meios com

perdas.

Estas contribuicdes irdo possibilitar a aplicacio da teoria de formas diferenciais para a simulacao
de sistemas de radar de penetracdo de solo.

Palavras-chave: GPR, formas diferenciais, equa¢des de Maxwell.
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Abstract

The main interest of this thesis is the use of a numerical method applied to ground penetrating

radar (GPR) problems using tetrahedral mesh.

To develop this proposal it is used the language of differential forms applied to electromag-
netism. This choice was made given the fact that the exterior calculus of differential forms
provides a mathematical framework for the theory of electromagnetic fields that combines much
of the generality of the tensor analysis with the computational simplicity and concreteness of

the vector calculus.

It can be seen that although the calculus of differential forms is in many aspects similar to the

vector calculus, it is in fact more general than the vector notation.

The following contributions of this work are:

e Development of a sparse approximation technique for the inverse of Hodge matrices.

e Development of an absorbing boundary condition to deal with lossy media.

These contributions will enable the application of the theory of differential forms for the

simulation of soil penetrating radar systems.

Keywords: GPR, differential forms, Maxwell's equations.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Relevancia

A determinacdo de espessuras de horizontes de solos e de laminas d'dgua tanto de lagos como
de lencdis freaticos, o estudo dos estratos ou camadas de rochas, buscando determinar os
processos e eventos que as formaram, a deteccdo de fraturas em rochas preenchidas por ar
ou por dgua em subsuperficies, a deteccdo de diferentes estruturas no subsolo, a identificacao
de lixo toxico enterrado, a investigacao arqueoldgica, prospeccao de petrdleo, deteccao de
inclusdes em estruturas de concreto, estimacao da espessura de pavimentos entre outras tantas
aplicagdes s3o possiveis através da utilizacdo dos Radares de Penetracdo de Solo (GPR -

Ground Penetrating Radar)/l.

Pode-se salientar que uma das questdes relevantes no estudo de sistemas de GPR estd nas
caracteristicas que este tipo de sistema possui, € que possibilitam a sua utilizagdio como
ferramenta para testes ndo destrutivos. A esséncia de um sistema de GPR estad na utilizacdo
de ondas eletromagnéticas, para o estudo de estruturas subsuperficiais, ou seja, um pulso
de energia ¢é irradiado para o subsolo por intermédio de uma antena transmissora, sofrendo

reflexdes, refracoes e difragdes, sendo entdo parcialmente captado por uma antena receptora.

Na utilizacao de sistemas de GPR, dificuldades podem surgir na deteccdo de objetos enterrados

devido a alguns fatores, como por exemplo:

*

Serd usado em todo o texto a sigla em inglés para Radar de Penetragao de Solo.



1.1. Relevancia

e As reflexdes causadas pelos objetos serem pequenas em comparacdo a outros sinais, que

sdo incidentes sobre a antena receptora.
e Meios agressivos que podem eliminar completamente o sinal transmitido.

e Tratamento de superficies complexas.

Dai surge como uma solu¢do para entender estes fendmenos a utilizagdo de simulagao com-
putacional de sistemas de GPR. O processo de simulagdo é um instrumento que possibilita
o modelamento geoldgico, ou seja, um programa de computador simula o fendmeno eletro-
magnético em um modelo pré concebido, possibilitando assim que através desta simulagcao
se observe o perfil geolégico imaginado para ser comparado com o perfil obtido pelo GPR.
O grande ganho com o uso de simuladores é a informacdo obtida por diversas fontes; seja
nas caracteristicas do meio, seja nas caracteristicas das feicoes do perfil, ou nas mais diversas

possibilidades que podem ser criadas em um ambiente de simulacdo computacional.

Espera-se que um modelo numérico para sistemas de GPR possa fornecer meios para se explorar
a relacdo entre as propriedades do subsolo e os dados obtidos pelo sistema de GPR. Neste tipo
de simulacdo deve-se considerar o sistema de uma maneira completa, ou seja, nao se pode
considerar seus componentes individuais separadamente. Por exemplo, se as antenas forem
analisadas fora do sistema (isoladas de outros elementos), a anélise ndo levara em consideragdo
o acoplamento entre as antenas e a superficie da terra. Dependendo do tiro de antena utilizada
grandezas como a impedancia de entrada da antena ja ndo seriam corretas. Assim, as antenas,
a terra, e o objeto enterrado devem ser modelados simultaneamente a fim de se ter uma andlise

precisa do sistema.

Em virtude disto, é necessario a utilizacdo de um método capaz de simular de maneira efici-
ente toda a estrutura de um problema de GPR, que incluem a geometria complexa de objetos
enterrados, a geometria complexa de antenas, a modelagem do solo levando-se em considera-
cdo a condutividade, a dispersividade, a anisotropia, a eficiéncia da aplicacdo de condicdes de

contorno absorventes para truncar o dominio computacional.



1.2. Motivacao

1.2 Motivacao

Para que se tenha um modelamento eficiente dos fendmenos eletromagnéticos envolvendo
aplicacdes de GPR, é necessario a utilizacdo de técnicas numéricas que resolvam problemas
fisicos com um grau elevado de dificuldade. Logo, a motivagdo principal deste trabalho estd
na aplicagdo de um método numérico para a solucao de problemas que envolvam o uso dos

georadares.

Para o desenvolvimento desta proposta utiliza-se o cédlculo exterior de formas diferenciais que
fornece uma estrutura matematica para a teoria de campos eletromagnéticos que combina
muito da generalidade da anélise tensorial com a simplicidade computacional e concretude
do célculo vetorial. Observa-se que embora o célculo das formas diferenciais seja em muitos
aspectos semelhante ao calculo vetorial, é na verdade mais geral do que a notacdo de vetor
[Warnick et al., 1997].

O uso das formas diferenciais estd baseado em se ter as equacbes de Maxwell através da
construcio de dois sistemas matriciais em termos da intensidade do campo elétrico F (repre-
sentado como a formulago primal) e a intensidade do campo magnético H (denotada como a

formulag3o dual), respectivamente. A conexdo entre a formulagdo primal e dual é estabelecida

através do operador estrela de Hodge [He and Teixeira, 2006b].

A contrapartida discreta do operador estrela de Hodge serd definida em fun¢do da ma-
lha utilizada na discretizacdo do dominio estudado, para malhas triangulares e tetraédricas

por exemplo, se tem as matrizes de Galerkin Hodge que geram um sistema linear esparso

[Bossavit, 1988]. Para se explicitar totalmente este sistema linear é necessario a inversao das

matrizes de Galerkin Hodge, que possuem inversa tipicamente cheias.

[Bossavit and Kettunen, 1999] apresentam uma técnica de lumping para se obter uma aproxi-

macao diagonal para a inversa desta matriz, mas observou-se a necessidade da imposicao de

certas condi¢cOes sobre a malha para se garantir a positividade definida destas aproximacoes,

[He and Teixeira, 2007] propdem um método de aproximacao para a inversa das matrizes de

Galerkin Hodge que é incondicionalmente estdvel, totalmente explicito e esparso, um fator
negativo nesta aproximacdo estd no fato de se ter que calcular a inversa da matriz de Hodge

explicitamente e isto leva a um custo computacional consideravel.



1.2. Motivacao

s

E proposto neste trabalho de doutorado uma técnica de esparsificacao [Moura et al., 2012b]

da inversa da matriz de Hodge que consiste no particionamento recursivo desta matriz em
blocos e a obtencdo de aproximacgdes esparsas das submatrizes durante o processo de inversao

por blocos, o que leva a um menor custo computacional.

Devido as limitagdes de tempo e memdria, geralmente o dominio de um modelo computacional
para simulacdo de campos eletromagnéticos é truncado por uma fronteira artificial em que
condi¢Bes de contorno absorventes (ABC - Absorbing Boundary Conditions) sdo impostas.
O dominio computacional é truncado de tal forma que os campos na regido de interesse

podem ser determinados e qualquer onda incidente oriunda da fronteira seja absorvida. Uma

abordagem alternativa para se impor tais ABC's foi proposta por Berenger |[Berenger, 1994

para o método das diferencas finitas no dominio do tempo (FDTD - Finite-Difference

Time-Domain).

[Berenger, 1994] mostrou que um meio especial de absorcdo pode ser construido de forma

que as ondas nio reflitam na interface, chamou de camadas perfeitamente casadas (PML -
Perfectly Matched Layer). Por esta técnica, a regido de fronteira absorvente é preenchida

com um material de diferentes propriedades condutivas, escalonados por planos paralelos.

Embora a PML foi introduzida em aplicacées para FDTD[Berenger, 1994], ela também pode

ser usada na modelagem para o método dos elementos finitos no dominio do tempo (FEM -

Finite Element Method), [Kuzuoglu and Mittra, 1997] fazem uma investigac3o tedrica e nu-

mérica da PML aplicada ao FEM. E verificado que é possivel estender os conceitos cartesianos
de PML envolvendo semi-espacos para geometrias cilindricas e esféricas que s3o apropriadas
para as fronteiras fechadas em duas e trés dimensGes através da definicdo de camadas de

perdas anisotrépicas em um sistema de coordenadas relevante e apropriado ao problema.

[Movahhedi et al., 2007] apresentam uma nova formulacdo para implementar um tipo de PML,

denominada de CFS-PML (Complex Frequency Shifted-Perfectly Matched Layer) para o
truncamentos de fronteiras em dominios 2D aplicado ao FETD. Este método atua diretamente
sobre as equagoes de Maxwell. E mostrado que o método proposto é altamente absorvente
para os modos evanescentes no calculo da interacdo da onda em estruturas alongadas ou
cantos agudos. O impacto dos parametros CFS-PML sobre o erro de reflexdo é investigado e

as melhores escolhas destes parametros sdo observadas.



1.3. Objetivos

O uso de formas diferenciais nos permite introduzir um método misto de elementos finitos no
dominio do tempo (FETD - Finite Element Time Domain) que é baseada em equagdes de
Maxwell de primeira ordem e que usa simultaneamente os campos elétrico e magnético como

incégnitas. As p-formas de Whitney sdo usadas para representar a intensidade do campo

elétrico e a densidade de fluxo magnético |[Bossavit, 1988]. As equacgdes de atualizagdo se

assemelham as equacdes utilizadas no FDTD com a ressalva de que a atualizacdo deste método

requer a solucdo de um sistema esparso [Moura et al., 2012b].

Neste trabalho, uma CFS-PML é implementada usando a discretizagdo de primeira ordem
das equacgbes de Maxwell com a aplicacdo dos elementos de Whitney e da teoria das formas
diferenciais. Esta abordagem é voltada para meios com perdas e simplifica o uso do CFS-PML

com o uso de matrizes de incidéncia.

Desta forma, o uso das formas diferenciais serd uma opcao viavel para este tipo de aplicacdo e
surge a motivacao para este trabalho de doutorado, unir a grande capacidade do método FDTD
com a possibilidade de se trabalhar com geometrias complicadas. O objetivo é aplicar de uma
maneira eficiente a teoria de formas diferenciais ao estudo de sistemas de GPR, levando-se
em conta a necessidade de adaptar e criar meios de inserir uma PML para a absorcdo das
ondas e simular perfeitamente solos dispersivos, ndo homogéneos e condutivos em dominios

tridimensionais.

1.3 Objetivos

Este trabalho de doutorado tem como objetivo principal a obtencdo de uma ferramenta com-
putacional baseada na teoria de formas diferenciais. Essa ferramenta ird possibilitar o modela-
mento de sistemas de GPR, levando em conta a geometria das antenas, as caracteristicas do

solo e as geometrias de objetos enterrados.

Como contribuicdes relevantes deste trabalho destacam-se:

e O tratamento das matrizes de massas através do processos de esparsificacdo recursiva que
nos fornece uma aproximacao esparsa para as inversas destas matrizes, possibilitando
assim, um ganho no tempo computacional no que se refere a resolucdo dos sistemas

lineares gerados neste tipo de modelo.



1.4. Publicacoes decorrentes do trabalho

e A formulagdo de uma condi¢do de contorno absorvente, que denomina-se neste trabalho
de CFS-PML (do inglés complex frequency shifted-perfectly matched Iayerﬂ desenvol-

vida para a teoria de formas diferenciais.

1.4 Publicagoes decorrentes do trabalho

Artigos publicados

e A.S. Moura, R. R. Saldanha, E. J. Silva, A. C. Lisboa, W. G. Facco, and N. Z. Lima. A
recursive sparsification of the inverse hodge matrix. Magnetics, IEEE Transactions on,
43(2):611-614, 2012.

e W. G. Facco, E. J. Silva, A. S. Moura, N. Z. Lima and R. R. Saldanha. Handling Material
Discontinuities in the Generalized Finite Element Method to Solve Wave Propagation
Problems. IEEE Transactions on Magnetics,48(2):607-610, 2012.

e N. Z. Lima, R. C. Mesquita, W. G. Facco, A. S. Moura, E. J. Silva. The Nonconforming
Point Interpolation Method Applied to Electromagnetic Problems. IEEE Transactions
on Magnetics,48(2):619-622, 2012.

Artigos aceitos para publicacao

e A.S. Moura, B. N. Gomes, R. R. Saldanha, E. J. Silva, A. C. Lisboa, and W. G. Facco.

Otimizacdo dos parametros CFS-PML utilizando Evolugdo Diferencial. Momag, 2012.

e A.S. Moura, R. R. Saldanha, E. J. Silva, M. F. Pantoja, A. C. Lisboa and W. G. Facco.
CFS-PML via Discrete Differential Forms for Ground Penetrating Radar Applications,
CEFC 2012.

e A. S. Moura, R. R. Saldanha, E. J. Silva, A. C. Lisboa, W. G. Facco, and N. Z. Lima.
Approximation of the inverse of the Hodge Matrix via Sparsity Pattern, CEFC 2012.

W. G. Facco, E. J. Silva, R. Adriano and A. S. Moura. Treating Curvilinear Interfaces in
a Non-Conforming Generalized Finite Element Method Enriched by Plane Waves, CEFC
2012.

T Serd usado ao longo do texto a sigla em inglés para este tipo de PML.
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e W. G. Facco, E. J. Silva, R. Adriano, A. S. Moura and N. Z. Lima. Handling Material
Discontinuities in a Non-Conforming Generalized Finite Element Method to Solve Wave

Propagation Problems, Microw. Opt. Technol. Lett.

Artigos submetidos para publicacao

e A.S. Moura, R. R. Saldanha, E. J. Silva, M. F. Pantoja, A. C. Lisboa and W. G. Facco.
Discretization of the CFS-PML for Computational Electromagnetics Using Discrete Dif-
ferential Forms, Microw. Opt. Technol. Lett., (artigo submetido maio/2012).

1.5 Estrutura do texto

A estrutura desta tese esta dividida em seis capitulos. O capitulo [2 consiste na apresentacdo
tedrica das formas diferenciais com enfase em sua aplicacdo ao eletromagnetismo. O calculo
das formas exteriores permite que as equacdes diferenciais e integrais sejam expressas em
espacos suaves e curvos de uma maneira bem consistente, ao revelar um conjunto de invariantes
geométricas, tais como, as operagoes classicas com gradientes, divergentes e rotacionais que
serdo unificadas pelo operador derivada exterior, bem como os teoremas de Green, Gauss e
Stokes que podem ser representados de uma maneira generalizada pelo Teorema Generalizado
de Stokes.

No fim deste capitulo as equacdes de Maxwell na forma diferencial e integral sdo apresentadas,

juntamente com suas rela¢des constitutivas.

No capitulo [3 serd apresentado através da teoria dos complexos simpliciais a contrapartida
discreta para a nocdo de formas diferenciais. Serd mostrado que este tipo de discretizacdo ira
representar numericamente todos os resultados obtidos no modelo continuo. Este capitulo se
encerra com a apresentacao de um esquema leap-frog para as equacoes de Maxwell no dominio

do tempo. Exemplos sao apresentados para mostrar a versatilidade e simplicidade do método.

No capitulo [ uma técnica de esparsificacdo é apresentada para as matrizes de Hodge, que
consiste em se obter uma aproximacao esparsa para a inversa destas matrizes. Neste capitulo
mostra-se que esta abordagem leva a um custo computacional consideravelmente menor em

relacdo a uma inversao direta. A esparsificacao recursiva consiste no particionamento recursivo
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da matriz de Hodge em blocos e a aproxima¢ao destas submatrizes por matrizes esparsas

durante o processo de inversao por blocos.

Experimentos numéricos sao apresentados e mostram que o método leva a um menor niimero
de operagBes no processo de inversdo (ou seja, a um menor custo computacional) e conclui-
se através destes mesmos testes que o método é incondicionalmente estavel. Outro ponto
importante estd no fato que este tipo de aproximacao nao afeta a estabilidade do sistema ao

longo do tempo.

No capitulo Bl é apresentado uma discretizacdo numérica para uma PML para se truncar
dominios abertos, esta condicdo de contorno absorvente sera denominada por CFS-PML. A
discretizacdo das equacdes CFS-PML serad desenvolvida sobre a teoria das formas diferenciais

aplicadas ao eletomagnetismo, e isto ird garantir uma simplificagdo nos algoritmos.

Para a discretizacdo utiliza-se a seguinte estratégia sobre as equagoes de Maxwell, a lei de
Ampere-Maxwell com as relacdes constitutivas inseridas pelo operador de Hodge sera discre-
tizada no espaco pelo método de Galerkin. Por outro lado, a lei de Faraday é representada

discretamente através das relacbes topoldgicas através das matrizes de incidéncia.

Para a discretizacao temporal utiliza-se um esquema leap-frog juntamente com uma convolugio
recursiva dentro da regido PML. Trés exemplos sdo apresentados para validar a CFS-PML para

dominios bi e tridimensionais.

O capitulo [l é dedicado inteiramente a aplicacdo da teoria das formas diferencias sobre sis-
temas de radares de penetracao de solo. E apresentado portanto, uma pequena introducao
sobre a teoria de radares de penetracao de solo e as condicOes necessdrias para se modelar
computacionalmente tais modelos. Logo apds sdo apresentados a implementacao de modelos

de GPR em espacos bi e tridimensionais.



Capitulo 2

Equacoes de Maxwell em formas

diferenciais

2.1 Introducao

Ao longo da metade do século XIX, varios cientistas contribuiram para o desenvolvimento da

teoria eletromagnética, convergindo para a publicacdo do fisico e matematico James Clerck

Maxwell intitulada de “A Treatise on Eletricity and Magnetism” [Maxwell, 1873]. Com

esta publicacido Maxwell unificou os varios fenomenos eletromagnéticos outrora considerados

dissociados em um Unico conjunto de equagdes, as chamadas Equacoes de Maxwell.

A partir do século XX ha o surgimento de um novo formalismo matemdtico para se tratar as

equacoes de Maxwell que sdo as formas diferenciais [von Westenholz, 1981]. Em comparacio

com a andlise vetorial e o calculo tensorial, as formas diferenciais se destacam pelo fato de
unirem o melhor destas duas teorias, ou seja, nas formas diferenciais hd uma generalidade
nos conceitos eletromagnéticos como no caso do calculo tensorial e a simplicidade da analise
vetorial [Desbrun et al., 20060].

A natureza geométrica dos modelos geralmente estudados por exemplo no eletromagnetismo
sao melhor expressadas e esclarecidas através do uso do calculo exterior das formas diferen-
ciais, introduzido por [Cartan, 1945]. Esta geometria baseada no célculo foi desenvolvida e

aperfeicoada para se tornar a base da geometria diferencial moderna.
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Segundo [Bryant, 1991], o célculo das formas exteriores permite que as equagdes diferenciais
e integrais sejam expressas em espacos suaves € curvos de uma maneira bem consistente, ao
revelar um conjunto de invariantes geométricas. A este conjunto de invariantes geométricas
pode-se citar, por exemplo, as opera¢oes cldssicas com gradientes, divergentes e rotacionais,
bem como os teoremas de Green, Gauss e Stokes que podem ser representados de uma maneira
concisa em termos das formas diferenciais com a utilizagao de um tnico operador denominado

derivada exterior, estas observacoes induzem a uma generalidade desta abordagem.

Observa-se também que a derivada exterior das formas diferenciais representa a parte anti-
simétrica das derivadas e isto é uma das mais importantes partes de diferenciacao, ja que a
derivada exterior é um operador invariante para mudanca de sistemas de coordenadas. Na
verdade, demostra que todas as equacdes diferenciais podem ser expressas
em termos da derivada exterior. Como consequéncia, varias iniciativas foram destinadas a
formular as leis fisicas em termos das formas diferenciais, mencionamos aqui os trabalhos de
[Burke, 1985], [Lovelock and Rund, 1993], [Bossavit, 1994] e [Flanders, 2001] que s3o livros

que oferecem um tratamento tedrico de varias teorias fisicas com o uso das formas diferenciais.

Neste capitulo é apresentado uma abordagem sobre os conceitos importantes das for-
mas diferenciais [Flanders, 1989], e o texto serd desenvolvido em funcdo das aplicacdes

ao eletromagnetismo [Deschamps, 1981 Warnick et al., 1997]. Em se tratando de aplica-

coes, podemos ainda destacar os importantes trabalhos de |[Bossavit, 1994, [Bossavit, 1988,
Bossavit and Kettunen, 1999, [Bossavit, 2001}, [Bossavit, 2005] que tratam da teoria das for-

mas diferencias e de sua aplicagdo ao eletromagnetismo. Nestes trabalhos também sao

abordados as p-formas de Whitney que sdo usadas como fun¢des de aproximagao para os

campos eletromagnéticos. Outros trabalhos importantes sdo os de [He and Teixeira, 2007]

e |[Donderici and Teixeira, 2008] que tratam da aplicacao das formas diferencias em meios

dispersivos e a explicitagdo do método através da esparsificacdo da matriz de Hodge.

2.2 Nocao intuitiva e formal para formas

diferenciais

Nesta secdo serd introduzida a teoria de formas diferenciais através de uma visdo puramente
intuitiva. Esta op¢do tem como objetivo mostrar a simplicidade da teoria e em sequéncia sera

apresentada a definicao formal para as formas diferenciais.

10



2.2. Nocao intuitiva e formal para formas diferenciais

2.2.1 Nocao intuitiva

De uma maneira intuitiva define-se formas diferenciais como sendo as grandezas passiveis de
integracao, ou seja, as quantidades correspondentes ao integrando que ocorrem sobre o sinal
da integral. No dominio tridimensional tém-se O-formas, 1-formas, 2-formas e 3-formas. Por
exemplo a forma 3zdx € integrada sobre uma linha, logo, é classificada como uma 1-forma,
a forma x?ydxdy é integrada por uma integral dupla sobre uma superficie, por isso, é uma

2-forma.

De uma maneira geral considera-se uma fungdo continua definida em um intervalo I C R

F:1—R (2.1)

A partir de ([Z7]), pode-se definir f(z) em (2.2]), que é a sua derivada, da seguinte maneira:

dF
= —. 2.2
fw) =2 (22)
Sem uma rigorosidade a principio, é possivel reescrever (2.2]) como
dF = f(z)dx (2.3)

que levard a seguinte equacao

/bdF _ /bf(:c)d:c (2.4)
a Fb) - F(a).

A equacdo (24]) é o conhecido teorema fundamental do calculo, o integrando f(x)dx é
uma 1-forma, pelo fato de sé admitir a integracdo sobre um intervalo real unidimensional. De

uma maneira similar se tem a fungdo G(z,y, z) em (2.5,

G = > %—de, (2.5)

p:$7y7z

que pode ser integrada sobre qualquer curva C' unidimensional em R?, veja Figura 211

Esta nocdo pode ser entdo estendida para uma k-forma, que pode ser vista como uma quan-

tidade passivel de integracdo sobre uma regido D k-dimensional.

11
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S

Figura 2.1: Curva C' unidimensional em R3.

Na préxima secdo sera dado uma definicao formal para formas diferenciais sobre um espaco

euclidiano n-dimensional.

2.2.2 Definicao formal para formas diferenciais

De uma maneira mais formal, considera-se o espaco Euclidiano n-dimensional R e M C R"
uma regido aberta denomina uma p-variedade. Seja o espago vetorial T, M de todos os vetores
tangentes a M passando pelo ponto x € M. Uma p-forma w? é definida como um operador

multilinear anti-simétrico (2.0,

WP ToM X - x TyM — R (2.6)
onde
p
N=TMx- - xT,M (2.7)

é o espaco vetorial das p-formas em um ponto x € M.

Estas p-formas mudam de sinal na presenca de permutagdes impares das varidveis (propriedade
anti-simétrica). Uma p-forma qualquer sobre uma variedade naturalmente induzird uma p-
forma sobre uma subvariedade, através da restricio do mapeamento linear para o dominio que

é o produto de espacgos tangentes da subvariedade.

A partir de (2.6]), pode-se afirmar que um elemento w? € AP é descrito da seguinte maneira:

1
W= b et A et A LA et (2.8)
p:

12
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onde A é o produto exterior entre uma g-forma e uma r-forma.

Define-se o produto exterior como sendo uma forma bilinear anti-simétrica entre uma ¢-forma

w? e uma r-forma ", dado por

q T q+r
A AxA— A (2.9)
wiNa" = wzlw___“qagl)\%)\rdx“l A

AN datedz™ L A da

Apresenta-se agora algumas propriedades do produto exterior. Sejam entdo o € A*, 3,7 €
ALneN,we N\ eabeR, temos que:

aNa = 0. (2.10)
aN(af+by) = aaxAB+baAy
aN(nhw) = (eAn)Aw

aNp = (=PSB Aa.

Apds esta apresentacdo formal da definicao das formas diferenciais, serd apresentado na pré-
xima secdo uma descricdo das grandezas eletromagnéticas em termos da teoria de formas

diferenciais e se dard uma representacao grafica para as mesmas.

2.3 Campos eletromagnéticos representados via

formas diferenciais

Nesta secdo sera apresentada a teoria das formas diferenciais como uma ferramenta para
descrever e analisar os campos eletromagnéticos, através de uma estrutura matematica concisa

para o eletromagnetismo.

A teoria das formas diferenciais faz naturalmente uma distin¢do clara entre as diversas gran-
dezas eletromagnéticas, como por exemplo fluxos e intensidades de campo. Desta forma, é
possivel trabalhar com uma aproximacao unificada para as integracdes de grandezas fisicas

sobre variedades p-dimensionais em espacos n-dimensionais.
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A distincao entre as diversas grandezas eletromagnéticas serd apresentada a seguir através da

classificacdo das formas diferenciais pelo seu graLH.

2.3.1 1-formas

Uma 1-forma representa uma quantidade que é integrada ao longo de um caminho, em geral,
formas de grau igual a 1 podem representar a variagao em qualquer direcdo, e podem ser uma
combinacao de diferenciais de todas as suas coordenadas. De maneira geral, uma 1-forma

pode ser escrita no espaco euclidiano tridimensional como
A =a(z,y, z)de + b(z,y, 2)dy + c(z,y, 2)dz (2.11)

onde a, b, ¢ sao as suas componentes.

) 4

X
Figura 2.2: 1-forma dz integrada sobre a linha que liga os pontos (0,0,0) e (4,0,0)

Como ilustragdo a isto, seja entdao a 1-forma dx, que possui superficies perpendiculares ao
eixo-x igualmente espagadas por uma unidade. Figura fornece uma representacao grafica

da integral em (Z12) e significa que a 1-forma dx possui 4 planos perpendiculares ao eixo-x.

*

O grau de uma forma diferencial é definido como sendo igual a dimensao da regiao na qual esta forma
admite integragao.
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Ao se integrar dx do ponto (0,0,0) ao ponto (4,0,0), tém-se o seguinte resultado descrito em

@12,
(4,0,0)
/ d = 4. (2.12)
(

0,0,0)

VA yA

sl 4
v

(a) (b) ' (c)
Figura 2.3: (a) 1-forma dz no plano zy, (b) 1-forma 3dz + 5dy e (c¢) 1-forma com compo-
nentes nao constantes

E possivel também ter uma interpretacdo do comportamento de uma 1-forma em um plano,
neste caso, a imagem torna-se uma série de linhas perpendiculares ao eixo-x espacadas a uma
distancia de uma unidade, como mostrado na Figura2.3|a). Graficamente, integrais no plano
sao semelhantes as integrais em trés dimensbes: o valor de uma integral de caminho é o
nimero de linhas perfuradas pelo caminho. A fim de se representar corretamente a integral

de uma 1-forma, é necessario considerar a sua orientagdo.

A integral da 1-forma —dx ao longo de um caminho de (0,0,0) a (4,0,0) é igual a -4. Assim,
quando se conta superficies perfuradas por um caminho, existe a necessidade de se comparar
o sinal da 1-forma com a direcao do caminho, a fim de determinar se a superficie contribui
positiva ou negativamente. Ao lidar com 1-formas mais complicadas, como por exemplo, 3dz+
5dy, esta 1-forma possui superficies obliquas aos eixos coordenados, veja a sua representacao
na Figura Z3(b). Se as componentes de uma 1-forma n3o sdo constantes, tém-se superficies

curvas, veja Figura 23(c).
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E possivel criar uma analogia entre 1-formas e vetores, uma 1-forma representa uma quantidade
que é integrada ao longo de um caminho e um vetor representa uma quantidade com uma
magnitude e direcao, tais como o deslocamento ou a velocidade. Apesar desta diferenca, os
dois tipos de quantidades tém trés componentes independentes, e podem ser usadas como

sinbnimos para descrever quantidades como campos eletromagnéticos.

Matematicamente, os vetores e formas diferenciais estdo intimamente relacionados, em co-
ordenadas euclideanas, podendo-se fazer uma correspondéncia entre os vetores e formas. A
equacdo (2.I3)), apresenta uma correspondéncia entre a 1-forma A e o o vetor A com mesmas

componentes.

a(x,y, z)dx + b(x,y, 2)dy + c(x,y, 2)dz +— a(x,y, 2)& + b(z,y, 2)) + c(x,y,2)z (2.13)

Diz-se que a 1-forma A e o vetor A sdo duais. Uma vez que é facil de se passar da forma
diferencial para a representacao vetorial, pode-se escolher a quantidade que melhor atende a

um problema em particular.

Com a definicdo apresentada para 1-forma e sua representacao geométrica, é possivel agora
entender o campo elétrico e magnético como 1-formas. Geralmente, como uma motivacao
fisica, interpreta-se a intensidade do campo elétrico como sendo a forca experimentada por uma
pequena carga de teste localizada em um campo. Isto leva naturalmente a uma representacao

vetorial do campo elétrico, que pode ser chamada de uma representacao na forma intensiva

ou representacao de uma grandeza intensiva [Faria et al., 2008].

Seja entdo a intensidade de campo elétrico dada pela equagdo (ZI4) em um dominio tridi-
mensional ) C R3.
E = E,i+ Ej+ E.2. (2.14)

A intensidade de campo elétrico é uma grandeza integrada sobre uma linha, dada por:

fﬁﬂ:f@w+%@+@w (2.15)
P P
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A equagdo (2.IB]) fornece uma interpretacio de E como a 1-forma intensidade de campo

elétrico, descrita na equagio (2.16]).

£ =FE,dx+ E,dy + E.dz. (2.16)

Analogamente, a intensidade de campo magnético é uma 1-forma, descrita pela equacdo

@.17).
H = H,dx + H,dy + H.dz (2.17)

Uma representacao grafica para as 1-formas é extremamente (til na compreens3o intuitiva
do comportamento de campos electromagnéticos. Por exemplo, a intensidade do campo
elétrico representa a mudanca do potencial em funcao da distancia, e a fim de se encontrar a
diferenca total de potencial entre dois pontos, precisa-se integrar o campo elétrico ao longo
de um caminho entre estes pontos. Graficamente, isso significa que contamos superficies
que representam as intensidades de campo elétrico. Matematicamente, deve-se realizar uma

integral de caminho.

2.3.2 2-formas

A densidade do fluxo magnético, B ¢ definida como sendo o ndmero de linhas de fluxo por
unidade de area que permeiam o campo magnético. A densidade de fluxo magnético é o

produto da permeabilidade magnética do meio p pelo vetor campo magnético H.

B =uH. (2.18)

D =¢E. (2.19)

A densidade de corrente .J é diretamente proporcional ao campo elétrico aplicado,

-

J=0oE, (2.20)

onde o é a condutividade do meio.
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......................

X

Figura 2.4: 2-forma dxdy integrada sobre area

Densidades de fluxo e de corrente podem ser pensadas como sendo tubos que ligam as fontes
de fluxo ou corrente, e esta é a representacdo grafica natural de uma 2-forma, que é desenhada

como um conjunto de superficies que se cruzam para formar tubos.

Por exemplo a 2-forma dxdy representa a sobreposicdo das superficies das 1-formas dx e dy,
onde as superficies de cada 1-forma s3o perpendiculares a sua direcdo. A Figura[2.4] apresenta

os tubos produzidos pela intercessao destas superficies na direcao positiva do eixo-z.

A integral da densidade de fluxo ao longo de uma superficie é o fluxo total que atravessa a
superficie. De uma maneira geral, a integral de uma 2-formas sera o nimero de tubos que

atravessam a superficie. A Figura (2.4]) apresenta a area pontilhada que representa a integral

@20
//dxdy— (2.21)

ou seja, 4 tubos perfuram a regido [0, 2] x [0,2] no plano xy.

Em notacdo das formas diferencias, a expressao geral para uma 2-formas serd descrita por:

C = Cidy Ndz + Cydz N\ dx + Csdr N\ dy (2.22)
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Logo a densidade de fluxo elétrico, a densidade de fluxo magnético e a densidade de corrente

serdo representadas da seguinte maneira:

D = Dydy AN dz + Dsedz A dx + Dsdx A dy (2.23)
B = Bydy N\ dz + Badz A dx + Bsdx A dy (2.24)
J = Jidy N dz + Jodz A dx + Jzdz A dy. (2.25)

2.3.3 3-formas

Algumas grandezas fisicas se comportam como densidades e naturalmente sdo integradas
sobre volumes. Na teoria eletromagnética tem-se a densidade volumétrica de carga pode ser

representada como uma 3-forma
p=qdx Ndy Adz (2.26)

onde ¢ é a densidade de carga escalar.

Geometricamente, uma 3-forma é gerada pela intersecao de 3 superficies no espago, esta
intersecdo gera caixas no espaco. Uma carga ponto é entdo vista como sendo uma caixa de

tamanho infinitesimal localizada no ponto.

Az

=V

K

X

Figura 2.5: 3-forma 8dzdydz integrada sobre volume.

Por exemplo o grafico da 3-forma dx A dy A dz representa as intersegcdes das superficies

produzidas pelas 1-formas dx,dy e dz. A intercessdao destas superficies produzem pequenos
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cubos de lado igual a uma unidade que preenchem todo o espago. A integral de uma 3-formas

sobre um volume é igual ao numero de cubos unitarios dentro deste volume.

A Figura (25]) mostra a interpretacdo geométrica para a integral da 3-forma 8dx A dy A dz

sobre o paralelepipedo de medidas (a, b, ¢). O resultado para esta integral é dado pela equagdo

' b
/ / / 8dx A dy N dz = 8abe (2.27)
o Jo Jo

2.3.4 O0-formas

Pode-se definir uma 0-forma como sendo uma fun¢do escalar, ou seja, qualquer grandeza
escalar fisica que ndo represente densidade de volume s3o O-formas. No eletromagnetismo o

potencial escalar elétrico é uma 0-forma.

2.4 Derivada Exterior

Nesta secao sera apresentado o operador derivada exterior, que é um dos principais operadores
da teoria das formas diferenciais. O operador derivada exterior representa a parte antissimétrica
das derivadas e sera mostrado que as equag¢bes de Maxwell na forma diferencial podem ser

todas expressas em termos deste operador.

Sera também apresentado um dos mais importantes teoremas da teoria de formas diferenciais
que é o Teorema Generalizado de Stokes e através deste teorema é possivel expressar as

equagdes de Maxwell em sua forma integral.

2.4.1 O operador derivada exterior

Pode-se definir a derivada exterior como um mapeamento, cuja a agdo sobre p-formas w? é
definida por
p+1

d - /p\H/\ (2.28)

d
Py — de: P
d (wP) ZE:I o x; A (WP)
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2.4. Derivada Exterior

Por (2.28)), tem-se que a derivada exterior d é um operador que agindo em 0-formas fornece
uma 1-forma. Assim, se f é uma fungdo, entdo d f = E?_l (%dm) é sua diferencial, e ao
- 7

mesmo tempo é identificada como uma 1-forma.

Essa 1-forma é a forma dual do gradiente da funcdo f. Da mesma maneira que o operador d
opera sobre 0-formas gerando 1-formas, é possivel, através dele, aplicar p-formas em (p + 1)-
formas. Este operador é o analogo para os operadores grad(V), curl(Vx) e div(V.) no
calculo vetorial, ou seja, na teoria das formas diferenciais estes operadores sao unificados por

um Unico operador.

<0 - formas> — <1 - formas> — <2 - formas> — <3 - formas>
V= V4, Vi, Vi,
fungoes i campos s fluxos e fungoes

escalares vetoriais vetoriais densidade

Figura 2.6: Diagrama de correspondéncia entre o calculo das formas diferenciais e o calculo
vetorial. Onde tem-se que #1(dz) = dx e #o(dx N dy) = dz.

Figura apresenta o diagrama de correspondéncia entre o calculo das formas diferencias,

também chamado de calculo exterior com o cdlculo vetorial.

A derivada exterior goza das seguintes propriedades. Seja entdo a e [ sdo p-formas e v é uma

g-forma.

1. dlaApB)=da+dp
2. d(aAy) = (da) Ay + (=1)P A (d7)

3. d®?w = d(dw), para toda forma w
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2.4. Derivada Exterior

No eletromagnetismo, tem-se que a derivada da 1-forma intensidade de campo elétrico £

(2.16), nos fornece a seguinte 2-forma:

d€ = d(E,dz+ E,dy+ E.dz) (2.29)
= (0,2 —0,Ey)dy Ndz+ (0,Ex — 0,Ez)dz N\ dx
+ (0,By — 0,Ex)dx A dy.

Observa-se que (2.29) é o anélogo para o operador rotacional aplicado ao vetor campo elétrico,
V x E. Na préxima secao é apresentado o teorema generalizado de Stokes, como uma

consequéncia da utlizacao do operador derivada exterior.

2.4.2 Teorema Generalizado de Stokes

Teorema 2.4.1 (O teorema Generalizado de Stokes) Seja M uma variedade p + 1 di-
mensional com bordo compacto OM com mesma orientacdo que a variedade M, e uma
p-forma w definida num aberto contendo M. Tem-se que a integral da derivada da forma w

sobre a variedade M ¢€ igual a integral da forma w sobre o bordo da variedade, ou seja,

A generalidade do teorema vem do fato de que se houver uma variacdo do grau da forma
diferencial w, se obtém os principais teoremas do célculo diferencial e integral. Se w é uma
0-forma entdo o teorema da equagdo (2.30) é o teorema fundamental do célculo. Se o w é
uma 1-forma serd obtido o teorema vetorial de Stokes e se w é uma 2-forma tem-se teorema

do divergente.

2.4.3 Complexo de deRham

Um complexo de deRham é obtido através de um conjunto de espacos lineares que podem
ser conectados de maneira exata por um operador. Mostra-se nesta secdo que os espacos das

formas diferenciais sdo conectados de uma maneira exata pelo operador derivada exterior.

22



2.4. Derivada Exterior

Para se iniciar esta secdo define-se primeiramente formas exatas e fechadas. Uma p-forma w?”

é chamada uma forma exata se existe uma (p — 1)-forma a?~! tal que

WP =daf . (2.31)

E uma p-forma wP é chamada uma forma fechada se

dw” = 0. (2.32)

E importante notarmos que toda forma exata é fechada, ou seja,

dw? =d(da?t) =0. (2.33)

Na forma continua destaca-se um importante resultado, que é o lema de Poincaré, que
garante que sobre variedades contrateis e suaves uma p-forma fechada é localmente exata, ou

seja, existe uma vizinhanga na variedade na qual a p-forma é exata.
Logo pode-se assumir que a derivada exterior satisfaz (2.34))

dd=0 (2.34)

A equagio (2.34)) é o correspondente em R? as identidades Vx V =0e V.Vx = 0. A partir

desta propriedade pode-se definir uma cadeia complexa.

Definicao 2.4.1 Uma cadeia complexa é uma sequéncia de espacos lineares que sdo conec-

tados por um operador D que satisfaz a propriedade expressa na equacdo (2.34]).

Quando os espacos envolvidos sdo os espacos de formas diferenciais, e o operador é a derivada

exterior d, esta cadeia complexa é chamada de complexo de deRham (2.35]).
0 1 2 3
ASANSNANSNA (2.35)
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2.5. Equacoes de Maxwell na forma diferencial e integral

2.5 Equacoes de Maxwell na forma diferencial e
integral

Com o uso da derivada exterior pode-se agora escrever as equacbes de Maxwell na forma

diferencial da seguinte maneira

& = -0,B8
dH = 0D+ J (2.36)
dD = p
dB = 0

Aplicando o teorema generalizado de Stokes (2Z.30) em (2.36]), tém-se as equagdes de Maxwell

na sua forma integral.

d
£ - ——1/ 5
oM dt J p

d
Y oo
oM tJm M

D:/p
M M
‘/ B - 0

oM

Uma observagdo a ser feita em (2.37)) é que o grau da variedade M é dependente do grau
da forma diferencial que esta sendo integrada, por exemplo, na Lei de Coulomb para o campo

elétrico tem-se uma integral de volume, ou seja, uma variedade M de grau 3.

2.6 Relacoes constitutivas

Apresentou-se na secao anterior as equacoes de Maxwell em sua forma diferencial e integral
através do uso da derivada exterior e do teorema generalizado de Stokes. Surge agora a
necessidade de se representar as relaces constitutivas das equacdes de Maxwell e para isso
serd utilizado o operador estrela de Hodge que serve como ponte entre as intensidades de

campo e as densidades de campo.
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2.6. Relacoes constitutivas

Inicia-se esta secdo dando uma definicdo de métrica para que se possa assim introduzir os

conceitos sobre o operador estrela de Hodge.

2.6.1 Meétrica

Apresenta-se aqui os conceitos necessdrios sobre métricas para o desenvolvimento desta secao,

fixando um conjunto €2, uma métrica que atua sobre 2 é um operador bilinear
M:QxQ—R (2.38)

que possui as seguintes propriedades Vz,y, z € )

(i) E positivamente definida, ou seja, é tal que M(z,y) > 0.
(i) E simétrica, ou seja, é tal que M(z,y) = M(y, z).
(iii) Obedece a desigualdade triangular M (x, z) < M(x,y) + M(y, 2).

(iv) E nula apenas para pontos coincidentes, ou seja, M(z,y) =0 <=z =y.

A métrica euclidiana atribui a qualquer dois pontos © = (x1,22,23) € ¥ = (y1,Y2,y3) NO

espaco euclidiano R? , o ndmero:

M(z,y) = [lz —yll = (2.39)
A métrica euclidiana pode ser representada pela matriz identidade
1 00
o=1010 (2.40)
0 01

Logo tém-se que através de (2.39) e (2.40]) pode-se escrever a seguinte equa¢do matricial

M (z,y) = (z —y) o(z —y). (2.41)
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2.6. Relacoes constitutivas

Sabe-se que a métrica induz a um produto interno, logo dados dois vetores vy, v, é possivel

definir o produto interno entre eles por:

v1.v9 = (v1)7 ovy (2.42)

Observa-se que em variedades n3o planares, a subtracdo de dois pontos sé é possivel para
pontos infinitesimalmente préximos uns dos outros, logo, a métrica é realmente uma definicdo
local para o espaco tangente em cada ponto. Serd apresentada uma expressao para o volume

induzido por uma métrica.

" = +/|oldxt Ndx® A ... A da" (2.43)

Como foi visto acima uma métrica define um produto interno de vetores e essa nocao também
se estende as formas diferenciais, o operador estrela de Hodge a ser definido na préxima secao

sera construido a partir de uma métrica e induzird um produto interno sobre formas.

2.6.2 Operador Estrela de Hodge

O operador estrela de Hodge serd definido como um isomorfismo entre p-formas e (n — p)-

formas, onde n é a dimens3o do espaco.

3

*:/p\ > A (2.44)

*(wP) = WP

Através de um produto interno (, ) induzido por uma métrica (2.38]), pode-se definir o operador

estrela de Hodge da seguinte maneira:

aA*xf = {a,p)pu" (2.45)

para qualquer par de (n — p)-formas onde i é o volume induzido pela métrica.

Observe que o produto cunha A opera em (2.45]) de uma maneira especial, é o produto de

uma p-forma com uma (n — p)-forma, que sdo duas formas complementares.

26



2.6. Relacoes constitutivas

Como exemplo da atuagdo do operador estrela de Hodge sobre formas, considere entdo o

espaco euclidiano R3, tém-se

*xdr = dyNdz (2.46)
*dy = dzNdx
*dz = dr Ndy

*1 = dxANdyNdz

** = 1.

Através das relacOes constitutivas para o eletromagnetismo, relaciona-se as seguintes formas:

e A 2-forma D com a 1-forma & através de uma O-forma e.
e A 2-forma B com a 1-forma H através de uma 0-forma p.

e A 2-forma J com a 1l-forma &€ através de uma 0-forma o.

Usando entdo (2.45]) é possivel obter as relagdes constitutivas das equagdes de Maxwell na

linguagem das formas diferenciais descritas da seguinte maneira,

D = x£& (2.47)
B = xH
j - *05-

Tabela 2.1: Representagao de campos e fontes via formas diferenciais.

Grandeza Forma Grau Unidade
Intensidade de campo elétrico & 1 A%
Intensidade de campo magnético H 1 A
Densidade de fluxo elétrico D 2 C
Densidade de fluxo magnético B 2 Wb
Densidade de corrente elétrica J 2 A
Densidade de carga elétrica p 3 C

Tabela[2.I]apresenta resumidamente a representacdo dos campos e fontes do eletromagnetismo
pela teoria das formas diferenciais com seus respectivos graus e unidades, note que os campos

e fontes agora independem de uma métrica.
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2.7. Contracao de Poincaré

@ —VeeV @

) 4

A
0-fi
v ‘ormas (I)
v d
v € -
-0,
CE g 1-formas ;4 — 5 ?{
operador
d d estrela de Hodge J d
o, -0,
2-formas g —_— 0 D - ﬂ
d J d J d
0
0 p -0
3-formas
Vv
-V malha primal malha dual

(@) (b)

Figura 2.7: (a) Notagao vetorial. (b) Formas diferenciais e operadores.

Para finalizar esta secdo apresenta-se na Figura[2.7 um comparativo entre a estrutura vetorial e
de formas diferenciais para a representacdo dos campos eletromagnéticos. Figura[2.7(a) apre-
senta toda a estrutura do cdlculo vetorial para as leis do eletromagnetismo com os operadores

gradiente V, rotacional Vx e divergente V-.

Figura 2Z7[(b) mostra como o uso das formas diferenciais simplifica a representacdo das leis
eletromagnéticas. O lado esquerdo do diagrama abrange a lei de Faraday, d€ + 0; B = 0,
a lei de Gauss para o campo magnético d B = 0, e a representacdo do campo elétrico em
termos do potencial como, £ = —d¢ — J;.A. O lado direito do diagrama abrange a lei
de Ampere dH — 0,D = J, a lei de Gauss para o campo elétrico dD = p, e a equagao
de continuidade d J + 0;p = 0. Os dois lados do diagramas sdo conectados pelas relacdes

constitutivas representadas pelo operador estrela de Hodge (2.47).

2.7 Contracao de Poincaré

O operador estrela de Hodge x (2244]) é um isomorfismo que define um produto interno global,

(WP, aP) = / wP A xaf (2.48)
0
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2.8. Traco de uma forma diferencial

onde w?, o € A’, que é chamado de contracdo de Poincaré. A derivada exterior goza da
propriedade de ser independente de uma métrica, ao contrario disto, o operador estrela de

Hodge  depende de uma métrica.

Pode-se entao definir para o conjunto das p-formas, a sua norma dada por
(WP wh) = / WP A xwP < oo (2.49)
Q

que tera a propriedade de ser positiva quando a métrica que atua sobre o operador for definida
positiva. Logo o espaco A" com a norma descrita em (Z49) pode ser visto como um espago de
Hilbert L,(€2). Se ha uma restricdo com respeito a suavidade via operador derivada exterior,

a norma pode ser definida de maneira a termos que
[(wP, wP) + (dw?, dwP)] < 0o (2.50)

que é uma norma de Sobolev. Este espaco de Sobolev é um subconjunto do espaco de Hilbert

via restricdo de suavidade com respeito a norma de Sobolev.

2.8 Traco de uma forma diferencial

O Traco de uma forma diferencial é essencialmente a restricio de uma forma definida sobre

uma variedade M para uma subvariedade I' C M e sera escrito da seguinte maneira
WP|r ou trr (w?) (2.51)

pode-se dizer por (2.51]), que w? é uma p-forma sobre I' C M.

Um resultado importante é o traco de uma forma diferencial é distributivo sobre o produto

exterior [Bluck et al., 2006], ou seja,

(WP A a?)|r =wP|r Aad|p (2.52)

Considerando uma particdo da variedade M = M; U M5 com um bordo comum I'. Define-se
uma ¢-forma em cada uma das variedades M; e M por a? e 37 respectivamente. Dizemos

que as duas formas s3o iguais sobre I" se
R — (2.53)
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2.8. Traco de uma forma diferencial

Formas diferenciais possuem naturalmente os graus de continuidade que siao exigidos por
suas quantidades fisicas reais, tais como campo elétrico (1-forma) e o fluxo magnéticos (2-
forma). A mistura aparente dos requisitos de continuidade é simplesmente um resultado
enganoso do cdlculo vetorial usual, que define a continuidade em termos de componentes
individuais dos vetores. Este problema é resolvido de forma elegante através da utilizagdo das
formas diferenciais, como a sua continuidade é definida em termos das suas operacées como

mapeamentos em vectores tangentes.

Neste capitulo foi apresentado a teoria continua para formas diferenciais com uma enfase para
a teoria eletromagnética. No préximo capitulo apresenta-se a contrapartida discreta para esta
teoria e desta forma, tem-se a possibilidade de se apresentar a contrapartida discreta para as

equacoes de Maxwell.
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Capitulo 3

Discretizacao das Equacoes de

Maxwell

3.1 Introducao

No capitulo 2 descreveu-se de uma maneira bem resumida a teoria das formas diferenciais e os
seus principais operadores, agora deseja-se prover uma maneira eficiente para a discretizacao
de dominios continuos de maneira a possibilitar a resolugdo das equagdes de Maxwell (2.36))

via elementos finitos.

Encontrar uma contrapartida discreta para a nocdo de formas diferenciais é uma questdo
delicada. Se apenas houvesse uma representacio discreta para as formas diferenciais usando
seus valores coordenados e atribuindo a derivada exterior uma aproximacdo por diferencas

finitas, teoremas basicos, tais como o teorema de Stokes ndo seriam vdlidos numericamente.

Neste capitulo serd apresentada a contrapartida discreta para as formas diferencias de ma-
neira a se preservar todos os resultados obtidos em sua forma continua e esta discretizagcdo é
denominada um complexo simplicial.

3.2 Simplexos e complexos simpliciais

O principal objetivo desta secdo é apresentar uma discretizagdo adequada das formas dife-

renciais, conhecida como complexo simplicial. Serd apresentada uma estrutura geométrica
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3.2. Simplexos e complexos simpliciais

concebida para se preservar todas as propriedades fundamentais das formas diferenciais para
o uso computacional. Para simplificar, esta discussio serd restringida a dominios tridimensio-
nais, mas a construcao é aplicavel a qualquer n-variedade em espacos arbitrarios. Na verdade,
a Unica condicdo necessaria a se ter é que o espa¢o seja um espaco vetorial, o que é uma

condicdo natural na prética.

3.2.1 Simplexos

A nocdo de cadeia e co-cadeias que correspondem a dominios de integracao e integrandos,
respectivamente ird prover o conceito geométrico fundamental para se definir a integragdo

sobre variedades p-dimensionais.

Os simplexos s3o a base fundamental e elementar para a construcdo das cadeias. Como toda
primitiva geométrica é um conjunto de pontos, pode-se expandir esse conceito para o R?,
dizendo que um objeto geométrico é um conjunto de primitivas geométricas que tem o bordo

como parte do objeto e no qual existe uma esfera de raio finito que limita o mesmo.

Um p-simplexo é o fecho convexo de um conjunto de p + 1 pontos com independéncia afim
no R™. Em outras palavras, p-simplexos podem ser definidos como analogos dimensionais de

triangulos, onde p representa a dimensao do simplexo.

Estes p-simplexos possuem uma orientacdo e a unido de p-simplexos de diferentes tipos é
denominada uma célula-complexa que satisfaz uma conformalidade requerida, ou seja, dois

simplexos tém intercessao nao vazia se, e somente se, esta intercessao é um g-simplexo, com

q<p:

Tabela 3.1: p-Simplexos em uma malha simplicial

Elementos da malha grau

Nés 0-simplexos
Arestas 1-simplexos
Triangulos (faces) 2-simplexos
Tetraedros 3-simplexos

Tabela B1] apresenta os simplexos de uma malha simplicial em dominios tridimensionais, ou

seja, O-simplexos sdo os nés da malha, 1-simplexos s3o as arestas, 2-simplexos sdo as faces
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3.2. Simplexos e complexos simpliciais

(tridngulos), ou seja, o fecho convexo de trés pontos distintos e os 3-simplexo s3o os tetraedros,

ou seja, é o fecho convexo de quatro pontos.

Formalmente, um p-simplexo s, € um poligono convexo nao degenerado de p + 1 vértices

distintos vy, vy, - - - , v, € R™, com n > p, ou seja, é a intercessao de todos conjuntos convexos
que contém vy, vy, - - - ,vUp, a saber
p
sp=3x€R"|x= E Q;v; (3.1)
i=0

onde o; > 0e > ” 'a; =1, péa dimensdo do simplexo que pode também ser representado
da seguinte maneira
sp = {vovy - - v, }. (3.2)

Destaca-se aqui, que um importante resultado que garantird a conexdo entre o dominio con-
tinuo e o discreto é a chamada dualidade de Poincarég. Este Teorema afirma que a cada

simplexo de dimens3o k é possivel associar uma (n — k)-forma. Para mais detalhes sobre a

dualidade de Poincaré sugere-se o trabalho de |[von Westenholz, 1981].

3.2.2 Orientacao de um simplexo

Um importante aspecto no estudo de p-simplexos é a nogdo de orientagdo. Observa-se que
toda ordenacao de p + 1 vértices de um p-simplexo pode ser dividida em duas classes de
equivaléncia, ou seja, existem duas orientagdes possiveis para todas as permutac¢des realizadas
sobre os vértices. Neste texto serd assumido uma orientacao local para cada simplexo, isto é,

uma orientacao particular.

Pode-se entdo definir que a orientacdo de um p-simplexo é uma classe de equivaléncia da orde-
nacao dos vértices do simplexo. Dois simplexos s3ao equivalentes se a paridade da permutacao

de seus indices é par e isto é indicado por

(Vo, -, p) ~ (v2(0), ..., 0:(p)) (3.3)

onde 7 é uma permutacao.

* Jules Henri Poincaré (1854-1912), o autor da dualidade que leva seu nome, viveu na Franca e foi con-
temporaneo de Hilbert. O trabalho cientifico de Poincaré teve grande repercussao na Cosmogonia, na
Teoria da Relatividade e na Matemadtica, especialmente nas areas de Topologia e Equacoes Diferenciais.
Dedicou-se também a Filosofia da Ciéncia.
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3.2. Simplexos e complexos simpliciais

é %

1 4

7 7

0-simplexos (vértices) 1-simplexos (arestas) 2-simplexos (facess) 3-simplexos (tetraedros)

Figura 3.1: p-simplexos orientados.

Por exemplo, o 1-simplexo s; = {4, j} na Figura [3.1] possui uma orienta¢3o indicada pela seta
e o 1-simplexo com orienta¢do oposta, serd indicado por {j,i} ou —{i,j}. Analogamente,
Figura B.1] apresenta a orientacdo dos 2-simplexos {i,7,k}, {j,%,1} e {j, k, I}, por final a

orientagdo do 3-simplexo {1, j, k, [}.

3.2.3 Fronteira de um simplexo

Qualquer (p — 1)-simplexo gerado por um subconjunto de {vg, vy, -+ ,v,} é chamado de uma
(p — 1)-face de si. Isto é, uma (p — 1)-face é simplesmente um (p — 1)-simplexo cujos p

vértices sao obtidos dos p + 1 vértices do p-simplexo.

A

Figura 3.2: Operador bordo aplicado a um triangulo (esquerda), e um tetraedro (direita).
Orientacoes dos simplexos sao indicadas por setas.
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3.2. Simplexos e complexos simpliciais

Define-se como a fronteira de um p-simplexo a unido de todas as suas (p — 1)-faces e devido
a orientagdo padrdo dos simplexos, a soma formal das (p — 1) faces define a fronteira do
p-simplexo. Com isto, naturalmente se define o operador bordo que atua sobre os p-simplexos
e atribui a cada (p — 1)-face o valor 1 ou -1 como coeficientes relacionados a sua orientagio,
veja a Figura 3.2l

Para remover possiveis erros na orientacao, pode-se definir o operador bordo da seguinte forma:
p
_ J )
0{vo,v1,---,v,} = g (=) {wo, v1,- -, 05, ,Up}, (3.4)
=0

onde 9; indica a omissdo do j-ésimo termo v; na sequéncia. Claramente, cada p-simplex possui
uma quantidade de (p+ 1)-faces. Veja figura33], que mostra a atuagdo do operador fronteira
sobre o triangulo {i, j, k}.

¢ ¢

, ]

¢ ¢

Figura 3.3: O operador bordo 0 aplicado a um triangulo (2-simplexo) é igual & soma com
sinal das arestas (ou seja, 1-faces do 2-simplexo).

3.2.4 Complexo simplicial

Um complexo simplicial é uma colecao K de simplexos, que satisfaz as seguintes propriedades:

(i) Toda face de um simplexo em K estd em K.

(ii) A intersecdo de qualquer dois simplexos em K é vazio, ou uma face.
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3.3. Cadeias e co-cadeias

M &2

(b)

Figura 3.4: (a) Colecao de snnplexos que nao é um complexo simplicial (b) Complexo
simplicial.

A Figura B4(a) apresenta um exemplo de uma cole¢do de simplexos que n3o forma um
complexo simplicial, pois, ndo satisfaz (ii). A Figura[B.4(b) apresenta um exemplo de cole¢cdo

de simplexos que é um complexo simplicial.

Um complexo simplicial pode ser utilizado como uma base para o espaco R™. Malhas Triangu-
lares em 2D e tetraédricas em 3D s3o exemplos de tais complexos simpliciais. Note que malhas
poligonais podem ser facilmente trianguladas e portanto, podem ser facilmente transformadas

em complexos simpliciais (Figura B.5).

T

Figura 3.5: Triangulacao de poligono.

3.3 Cadeias e co-cadeias

Nesta secao sera dado a nocao de cadeias, mostra-se a acao do operador bordo que atua sobre

a fronteira dos simplexos gerando cadeias e por fim serd introduzida a no¢do de co-cadeias.
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3.3. Cadeias e co-cadeias

3.3.1 Cadeias

Nesta secdo serd apresentado a nocao de cadeia que ird fornecer a estrutura necessaria para se
operar sobre varios elementos de forma sucessiva. A fronteira de um p-simplexo produz uma

(p — 1)-cadeia. A seguinte definicdo é mais precisa e geral.

Definicao 3.3.1 Uma p-cadeia de um complexo simplicial orientado K é um conjunto de
valores, um para cada p-simplexo de IC. Isto € uma p-cadeia ¢ é uma combinagdo linear

formal de todos os p-simplexos em K:

c= Z c(s).s (3.5)
sek
onde c(s) sdo coeficientes reais. O termo combinagdo linear formal significa que, neste con-
texto, nenhuma adicdo ou escalonamento € feito. Os coeficientes c(s) devem ser interpretados
como multiplicidade de integracdo (positiva ou negativa). Denota-se o espaco das p-cadeias
por C,.

Figura mostra exemplos de p-cadeias. O conjunto de nés orientados é uma 0-cadeia, o

conjunto de arestas orientadas é uma 1-cadeia e o conjunto de faces orientadas é uma 2-cadeia.

Figura 3.6: Exemplo de 0-1-2 cadeias de multiplicidade 1. (a) Conjunto de nds orientados.
(b) Conjunto de arestas orientadas. (c) Conjunto de faces orientadas.
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3.3. Cadeias e co-cadeias

3.3.2 Operador bordo sobre cadeias

Define-se aqui de maneira mais formal o operador bordo que ird receber um p-simplexo e
retorna a soma (com coeficientes) de todas suas (p — 1)-faces. Neste caso, dizemos que o

operador bordo aplicado a um p-simplexo gera uma (p — 1)-cadeia.

Definicao 3.3.2 Para cada p > 1, define-se o operador bordo sobre uma cadeia da seguinte

maneira:
8]3 : Cp — C(p_l) (36)
Op Z CpSp = Z cp05p
p p

O operador fronteira 0, pode retornar um particular tipo de cadeia, ou seja, uma cadeia com
valores iguais a 0, 1 ou -1. Por isso, pode-se estender a no¢do de fronteira para as p-cadeias,
simplesmente usando a propriedade de linearidade apresentada em (B.0]). Observa-se que um
conjunto de valores atribuidos a todos os simplexos de um complexo simplicial, pode induzir
um outro conjunto de valores obtidos por ponderacao das fronteiras de cada simplexo pelo
valor original armazenado nele. Esta operagdo é muito natural, e pode assim ser implementada

facilmente como explicado a seguir.

Uma vez que o operador bordo d, é um mapeamento linear do espago de p-simplexos ao espago
dos (p — 1)-simplexos, ele pode simplesmente ser representado por uma matriz de dimens3o
|ICP=L|| x ||KP]|, onde KP é o conjunto de todos os p-simplexos e ||KP|| é a sua cardinalidade.
A matriz em questdo sera esparsa, pois, somente os vizinhos estdo envolvidos no operador de
fronteira. Da mesma forma, esta matriz contém apenas os valores 0, 1 e -1. Repare que em

3D, hd trés operadores fronteira ndo-triviais d,:

e 0, é o operador fronteira sobre as arestas,
e 0, é o operador fronteira sobre as faces,

e (s é o operador fronteira sobre os tetraedros.

No entanto, o operador necessario para uma determinada operacao é ébvio a partir do tipo de

argumento: se a fronteira é um tetraedro serd necessario, o operador O3, ou seja, a fronteira
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3.3. Cadeias e co-cadeias

de um p-simplexo s, é encontrada pela atua¢do 0,s,. Gragas a isto, é possivel simplificar a

notacao e remover o subscrito quando ndo houver ambiguidade.

Geometricamente se tem que a fronteira de uma fronteira é um conjunto vazio, logo ¢ plausivel

afirmar que o operador bordo aplicado duas vezes sobre um p-simplexo é zero, ou segja,

00,5, = 0. (3.7)

A justificativa para a equacdo ([B.7) vem do fato que quando se aplica o operador 0, duas
vezes tem-se a ocorréncia de (p — 2)-simplexos que apareceram exatamente duas vezes com

sinais opostos, e portanto cancelando-se na soma.

Usando a linearidade do operador bordo 0,, verifica-se facilmente que a propriedade apresen-
tada em (B.7) é estendida para todas as p-cadeias cuja a base seja formada por p-simplexos.
Assim, os operadores bordo 0, transformam co-cadeias em cadeias complexas. Figura B.7]

mostra uma cadeia complexa criada pelo operador J,.

P 7N\ N ) \
, N / \ \
7 N / \
Vs N / N\
4 & N
)

Figura 3.7: A cadeia complexa de um tetraedro com o operador fronteira 0.

A cadeia complexa relativa ao espaco das formas discretas é chamado de complexo de

deRham discreto, ou co-cadeia complexa.

3.3.3 Co-cadeias

Uma p-co-cadeia w serd definida como o dual de uma p-cadeia ¢, isto é, w é uma aplicacao

linear que relaciona uma p-cadeia a um escalar em R,

w:C — R (3.8)

c = w(c).
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3.3. Cadeias e co-cadeias

As cadeias sao combinagdes lineares de simplexos, logo as co-cadeias retornam uma combina-
cao linear dos valores das co-cadeias sobre os simplexos envolvidos. Claramente, uma co-cadeia
também corresponde a um valor por simplexo (como todos os p-simplexos formam uma base
para o espaco vetorial C),, precisa-se entdo conhecer o mapeamento dos vetores da base deste
espaco para determinar o mapeamento linear), e, portanto, a no¢do de dualidade de cadeias e

co-cadeias é apropriada.

Observa-se que contrariamente a uma cadeia, uma p-co-cadeia é avaliada em cada simplexo
de dimens3o p. Em outras palavras, uma p-co-cadeia pode ser pensada como um campo que

pode ser avaliado em cada p-simplexo de um complexo simplicial orientado K.

3.3.4 Implementacao de cadeias e cocadeias

Considerando o conjunto de todos os p-simplexos em /C, que se denota por KP, uma p-cadeia
pode simplesmente ser armazenada como um vetor ¢, de dimensdo igual a ||K?||, ou seja, uma
coordenada para cada p-simplexo s, € KP. De maneira andloga, a representa¢ao numérica das
co-cadeias segue a das cadeias devido a dualidade existente. Similarmente w sera representada

por um vetor w” com a mesma dimensao de c,,.

Como w opera em ¢, obtém-se um escalar em R. A operagdo linear w(c) se traduz em um
produto interno entre os vetores w,.c,. Mais especificamente, pode-se continuar a pensar em
¢, como um vetor coluna de modo que o mapeamento linear w pode ser representado por um
vetor linha (wP)? e com isto o produto interno w(c) torna-se simplesmente uma multiplicagdo
de matrizes envolvendo o vetor linha w” e o vetor coluna ¢,. O cdlculo de uma co-cadeia se

torna assim algo trivial para se implementar.

3.3.5 Formas diferenciais discretas

A partir de agora pode-se perceber que as p-co-cadeias sdo o analogo discreto das formas
diferenciais. De fato, uma p-forma diferencial continua pode ser vista como um mapeamento
linear de um conjunto p-dimensional para R, devido ao fato de que uma p-forma sé admitir

ser integrada sobre uma p-variedade (ou seja, uma sub-variedade).

Note agora que um dominio coberto por uma malha, serd visto simplesmente como uma
cadeia, e um mapeamento linear de uma cadeia para o conjunto dos niimeros reais é o que se

denomina de co-cadeias. Uma co-cadeia é, portanto, uma contrapartida natural de uma forma
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3.3. Cadeias e co-cadeias

diferencial. Por exemplo, uma 0-forma pode ser avaliada em cada ponto, uma 1-forma pode
ser avaliada em cada curva, uma 2-forma pode ser avaliada em cada superficie, e 3-formas
avaliadas sobre volumes, se restringirmos a integracdo somente em p-subvariedades que sdo a
soma dos p-simplexos na triangulacdao, tem-se uma p-co-cadeia, assim p-co-cadeias sao uma

discretizacao das p-formas.

Pode-se ainda mapear uma p-foma continua para uma p-co-cadeia, para se fazer isso, primeiro
integra-se a p-forma em cada p-simplexo e atribui-se o valor resultante para cada simplexo
para assim obter uma p-co-cadeia sobre o p-complexo simplicial. Esta p-co-cadeia é uma

representacao discreta de uma p-forma original.

Neste ponto é possivel estender de uma maneira natural a noc¢do de calculo de um forma

diferencial w sobre uma cadeia arbitraria, simplesmente pelo uso da linearidade (3.9),

Yo [ w. 3.9
/Zicmw ;c/Siw (3.9)

Logo tem-se que a integragao de uma forma diferencial w sobre cada p-simplexo s, prové
uma discretizacao de w, ou seja, o mapeamento de uma p-forma w para um p-co-cadeia serd

representado pela seguinte equacao integral:

Wli] = / o (3.10)

Com isto, obtém-se toda a estrutura para o andlogo discreto das forma diferencias e assim
tem-se a condicdo de relacionar as grandezas eletromagnéticas em uma discretizacdao com
as co-cadeias. Por exemplo, considere um complexo celular numa regidao de campo elétrico,
pode-se associar a cada 1-célula do complexo uma tensdo. Assumindo-se que toda 1-célula
possui um numero Unico de identificacdo, a distribuicido de tensdo pode ser descrita por um

vetor algébrico (B.11)),
tensdes = (t1,t2,...1,). (3.11)

Esta associacao pode ser interpretada como o mapeamento de 1-células em escalares e como
tensoes sobre linhas s3o aditivas, este mapeamento pode ser definido sobre cadeias, assim este

mapeamento atribui um escalar a toda uma 1-cadeia e tem-se assim uma 1-co-cadeia.
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3.4. Derivada exterior discreta

Na proxima secdo da-se a contrapartida discreta para o operador derivada exterior.

3.4 Derivada exterior discreta

Nesta secdo sera apresentada a versao discreta para o operador derivada exterior, que nao
serd uma aproximagdo, mas, um analogo discreto exato da derivada exterior continua (2.28))

e utiliza-se para este fim o teorema generalizado de Stokes apresentado em (2.30).

Observa-se pelo teorema de Stokes que a integral avaliada sobre um conjunto p-dimensional é
transformada em uma integral de contorno (ou seja, sobre um conjunto de dimens&o (p —1)).
Com esta simples equacdo que relaciona a avaliacdo de d w em um simplexo s para a avaliagdo
de w na fronteira deste simplexo, a derivada exterior discreta pode ser facilmente definida com
a seguinte analogia, o valor da derivada exterior avaliada sobre uma forma em um simplexo é

equivalente a avaliacdo desta forma sobre a fronteira do simplexo.

3.4.1 Implementacao da derivada exterior discreta

Pode-se definir o seguinte produto interno entre as p-formas e p-cadeias como sendo a integral

de uma p-forma w avaliada sobre um p-simplexo s,

/Sw w5 (3.12)

Através do teorema de Stokes (Teol2.4.T]), temos uma relagdo entre a derivada exterior d e o
operador bordo (3.6]), esta relacdo é apresentada em (B.13)),

[dw, s] = [w, Ops] . (3.13)

Por (B.13)), o operador (d sera interpretado como o adjunto do operador bordo 0,, e por esta

razao a derivada exterior é também denominada de operador co-bordo.
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3.4. Derivada exterior discreta

Pelo fato da integral ser um operador linear, é possivel escrever de uma maneira mais geral o

teorema de Stokes para uma cadeia arbitraria,

/ dw = / w (3.14)
> Cisi 8(21 cisi)

I
o
&

I
)
—
e

Para exemplificar a atuagao do operador derivada exterior sobre o simplexo, a Figura mostra
este operador atuando sobre as 1-forma, definidas como nimeros nas arestas, a imagem por
este operador é uma 2-forma representada pelo nimero na face orientada. A orientacdo da
1-forma pode ser oposta a orientagdo induzida nas arestas pela orientacdo das faces, neste
caso, os valores nas arestas muda o sinal. Por exemplo, a 2-forma associada ao operador d

sobre 1-forma em torno do tridngulo toma o valor 2 — 0.75 — 1 = 0.25.

cr
075 925 \ 2
c*

cr
“

! Q4

Figura 3.8: Derivada exterior discreta operando sobre 1-simplexos

Como foi usado um vetor de dimens3o ||C?|| para a representagdo discreta de uma p-co-cadeia,
o operador derivada exterior d também pode ser representado por uma matriz de dimensao

|ICPHL|| x ||KP]|, usando a notagdo matricial introduzida anteriormente, temos:

/E)w = w'(0ec) (3.15)
= (W')e=(0Tw)e

:/dw
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3.4. Derivada exterior discreta

de onde tem-se a igualdade das matrizes d = 97

Implementar a derivada exterior, preservando o Teorema de Stokes (Teo[ZZ41]) é, portanto,
uma questdo trivial na pratica. Como no caso do operador fronteira, ndo ha realmente mais
de uma matriz para o operador derivada exterior, e sim a matriz serd construida em funcao da

dimensdo do simplexo.

Apresenta-se agora um exemplo sobre a atuagdo do operador co-bordo (derivada exterior
discreta) sobre um complexo simplicial. Seja um complexo simplicial em 2D, apresentado pela
figura 3.9

Figura 3.9: Complexo simplicial em 2D.

Tem-se entdo que o operador derivada exterior aplicado as arestas produz o seguinte:

d(er) = -Vi+Va d%e2) = —V5+ 15

d’(e3) = =Vi+ Vs des) = Vo + Vi (3.16)
d%es) = —Va+ Vi d(es) = —Va+ Vs

d0(€7) =-Vs4+ V5
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3.4. Derivada exterior discreta

As equagdes em (B.16) podem ser representadas pelo seguinte sistema matricial:

-1 1 0 0 0
0 1 -1 0 0 R
-1 0 1 0 0 Vs

V=] 0 -1 0 1 0 Vs (3.17)
0 -1 1 0 Vi
0 0 -1 1 Vs
0 1 0 -1

De maneira analoga tem-se a derivada exterior aplicada as faces do complexo simplicial,

d'(f) = ei—es—ey (3.18)
d'(f2) = es—es+eo
d'(fs) = es+es+er

A equacdo (B.I]]) pode ser representada pelo seguinte sistema matricial:

€1
€2
1 -1 =10 0 00 e3
dle=|0 1 0 1 =100 | | e (3.19)
00 0 0 1 11 es

€6

€7

Observa-se que 320 satisfaz a propriedade V x (V) = 0 do célculo vetorial

d'.d’ = (3.20)

o o O
o o O

0
0
0

o O O
o O O

Note que devido ao fato de se ter que o operador derivada exterior d” é o adjunto do operador
fronteira 0, a derivada exterior pode ser chamada entdo de operador co-fronteira d,, e induzira
uma co-cadeia complexa:

02 ot o0 (3.21)
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onde C?,p =0, 1,2 s3o os espacos das p-co-cadeias.

Como no caso continuo aqui também se tem que a derivada exterior discreta sera o analogo dis-
creto para os operadores gradiente, rotacional e divergente da teoria vetorial. Define-se como

matrizes de incidéncia a representacao matricial da derivada exterior discreta e convenciona-se

o seguinte:
G=¢" (3.22)
C=d (3.23)
D = ¢ (3.24)

As matrizes em ([3.22)),([3.23) e (3.:24]) sdo a representa¢do matricial do gradiente, rotacional

e divergente, respectivamente.

3.5 Malha primal e dual

Uma das definicdes chave para o cadlculo discreto é a nocdao de malha primal e dual em
variedades trianguladas. A ideia principal é associar a cada primal p-simplexo o seu dual
(n — p)-celular, onde n é a dimensdo da variedade. Por exemplo, considere a malha triangular
na Figura 310

e—e Primal e—e Dual
Figura 3.10: Malha primal e dual em 2D.
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Associa-se uma 2-célula dual (poligono) para cada vértice primal (0-simplexo), uma aresta dual
(1-célula) para cada aresta primal (1-simplexo) e uma 0-célula dual (vértice) para cada face
primal (2-simplexo). Por construgdo, o nimero de (n — p)-células duais é igual ao nimero de
p-simplexos. O conjunto de células duais é denominado um complexo celular, que n3o precisa

ser um complexo simplicial em geral.

O complexo celular dual vai herdar diversas propriedades e operagcdes do complexo simplicial
primal. Uma das mais importantes a se destacar aqui é a nocao de incidéncia. Por exemplo,
se duas arestas na malha primal estdo na mesma face primal e sdo incidentes, as duas arestas
duais correspondentes também estao em uma mesma face dual e sdo incidentes. A figura
mostra as duas arestas primais ¢; e e; sdo incidentes e suas analogas duais €] e e} possuem

as mesmas propriedades.

Como resultado desta propriedade de incidéncia, pode-se facilmente derivar um operador de
fronteira sobre o complexo celular dual e, consequentemente, uma derivada exterior discreta
para o complexo celular dual. A derivada exterior para o complexo celular dual serd definido

naturalmente como o oposto transposto do seu primal.

Aot = (=17 (k)" (3.25)

O termo (—1)? que aparece em (B.27]) é a orientacdo induzida sobre a célula dual a partir
da orientacdo da primal. No restante do nosso capitulo, iremos utilizar d como um operador
derivada exterior tanto para o complexo simplicial primal como para o complexo celular dual

para se manter nossas notagdes o mais simples possivel.

Na discretizacao de dominios tem-se que na malha dual serd utilizada as transpostas das ma-
trizes de incidéncia da malha primal para representar o analogo discreto do operador derivada

exterior, ou seja,

G =¢° (3.26)
ch=q' (3.27)
D" = ¢° (3.28)

As matrizes em ([3.26)), (3:27) e (3:28)) sdo a representa¢do matricial na malha dual do gradiente,

rotacional e divergente, respectivamente.
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3.5. Malha primal e dual

Como a derivada exterior foi definida de uma maneira bem plausivel e correta na malha dual,
tem-se que a propriedade descrita em (2.34]) também se aplica a malha dual e assim o complexo
celular dual também possui uma estrutura de cadeia complexa. As duas estruturas primal e
dual serdo ligadas usando-se o operador estrela de Hodge discreto que sera definido na préxima

secao.

Para a construcdo do complexo celular dual usa-se a no¢o de dualidade circuncéntrica (ou
Voronoi). O circuncentro de um p-simplexo serd definido como o centro da p-circunferéncia,

que € a Unica p-esfera que contém todos os p + 1 vértices do p-simplexo.

Figura 3.11: Dualidade Circuncéntrica: 2-circunferéncia para o triangulo

A Figura BII] mostra um exemplo da dualidade circuncéntrica em uma malha 2D. A 0-
célula dual a face triangular (2-simplexo) é o circuncentro do tridngulo. A 1-célula dual as
arestas primais (1-simplexo) é o segmento de reta que une o circuncentro do tridngulo para o
circuncentro dos seus triangulos incidentes, enquanto a 2-célula dual associada a um vértice
primal é cérner em forma de cunha construido pelo circuncentro do tridngulo, os dois centros

das arestas adjacentes e os seus vértices.
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Denota-se entdo a operacido de dualidade pelo simbolo %, ou seja, um simplexo primal s tera
seu dual definido como xs que tem a sua orientacdo induzida pela orientacdo do simplexo

primal e a orientacao da variedade.

Na configuragdo continua, o produto exterior (ou cunha) A definido em (2.I0]), é um operador
utilizado para a construcdo de formas diferenciais de maior grau a partir de formas de menor

grau.

Para o desenvolvimento deste trabalho precisa-se de uma no¢do simples do que seja o operador
produto exterior discreto primal-dual. Dado uma primal p-cocadeia 1 e uma dual (n — p)-
co-cadeia (, o produto exterior discreto 1 A ( € uma n-forma. Por exemplo, a Figura
apresenta o produto cunha de uma 1-co-cadeia primal com 1-co-cadeia dual é uma 2-forma

associada a regiao convexa definida pela aresta primal e a aresta dual.

Figura 3.12: Regiao convexa definida pelas arestas primal (linha continua em azul) e dual
(linha pontilhada em vermelho).

3.6 p-formas de Whitney

Como se viu anteriormente, as p-co-cadeias sao discretizacoes de p-formas. Esta representacao
de formas discretas em cadeias, embora seja muito conveniente em muitas aplica¢bes, nao é

suficiente para preencher certas demandas de aplicacdes. No caso em que se trata de grandezas

49



3.6. p-formas de Whitney

eletromagnéticas, que necessita-se obter um valor pontual de uma p-forma para a representacao
desta grandeza. Como uma solugdo para este problema, pode-se usar uma interpolacao destas
cadeias com o resto do espaco. Por simplicidade, estas funcbes de interpolacdo podem ser

tomadas de forma que sejam lineares em relacao as coordenadas dos vértices.

3.6.1 Funcoes interpolantes para 0 e 1-formas em 2D

Pensando na interpolacdo linear discreta para 0-formas, umas das fun¢des candidatas para
isso sdo as referidas funcdes chapéu usadas amplamente em elementos finitos. Esta funcdo de
base sera denotada como \; para cada vértice v;. Estas funcbes sdo, dentro de cada simplexo,
as famosas coordenadas baricéntricas, introduzidas por que irdo satisfazer a

seguinte propriedade:

1, i=j
Ai(v;) = o (3.29)
0, 1#]

Figura 3.13: Funcao de forma nodal - 0-formas interpolantes.
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Figura 3.13 apresenta o comportamento de uma fun¢do de forma nodal e com esta base de

funcdes, pode-se checar facilmente a seguinte igualdade, onde denota-se o vértice i como o

1, 1=
55 55 0, i#]

Portanto, estas funcdes interpolantes representam numa base de 0-co-cadeias, que correspon-

0-simplexo s;,

dem exatamente ao dual da base de 0-cadeias.

Esta técnica de interpolacdo pode ser estendida para 1-formas. Para isso, serd usado o método
proposto por [Whitney, 1957]. Uma 1-forma de Whitney associada a aresta s;; é definida como

segue:

e = = =~ ~ 7

[

I
S

A O

le o eovorromr 7”77
‘,H”//////////
4),4/,///////////
4,,7>/>/r/7///////////

Figura 3.14: Funcao de forma aresta - 1-formas interpolantes.

Figura 3.14] apresenta o comportamento do campo gerado pela 1-forma As;; em um triangulo

{ijk}. De fato, a integral da 1-forma de Whitney referente a aresta s;; serd igual a 0 para
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3.6. p-formas de Whitney

integracoes fora desta aresta, isto se da pelo fato de um dos vértices nao pertencer a esta

aresta. Logo conclui-se que

1, i=kj=1
/ Asij =4 —1, i=1j=k (3.32)
Skl

0 em outros casos

e com isto a base de fun¢des para 1-cocadeias esta bem definida.

3.6.2 Formas de Whitney

A construcdo das funcdes interpolantes pode ser estendida para um p-simplexo arbitrario.

Define-se entdo as fun¢des de Whitney ou p-formas de Whitney [Bossavit, 1994], como uma

familia de p-formas com as seguintes propriedades:

1. S3o polindbmios de no méximo grau 1 que atuam sobre os tetraedros.
2. Elas s3o conformes sobre as faces (superficies).

3. Elas estao unicamente determinados a partir de suas integrais sobre os p-simplexos.

Duas p-formas s3o conformes sobre uma superficie se atribuem os mesmos valores a um
conjunto qualquer de p-vetores tangentes a superficie em qualquer ponto. De acordo com esta
definicdo, tem-se entdo que 3-formas sdo incondicionalmente conformes, pois, em um plano
tangente qualquer trés vetores sdo linearmente dependentes. 2-formas w? e w? s3o conformes
b , sdo conformes

se suas componentes normais coincidem em ambos os lados. 1-fomas w, e w

1
s
0 0
s

se suas componentes tangenciais coincidem e, por fim duas 0-formas w; e w,, sao conformes

se ambas s3o continuas.

1-formas s3o integradas sobre as arestas e pode se dizer que w! é a circulagdo do campo vetorial
w ao longo da aresta. A integral de uma 2-foma w? através da face é o fluxo do campo vetorial
w através da face. A integral de uma 3-forma w? sobre o tetraedro é exatamente w e por fim

a integral de uma 0-forma w® sobre um 0-simplexo x; é simplesmente w(z;).

Se constrdi as formas de Whitney da seguinte maneira: seja ¢ um vértice de um dos 3-simplexos

(tetraedro) da malha simplcial e 2 um ponto pertencente a este tetraedro, veja Figura 310
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7

Figura 3.15: Forma de Whitney - coordenadas baricéntricas.

Seja entdo \;(x) o peso baricéntrico de x sobre este tetraedro. Para todo x fora deste tetraedro

temos que \;(z) = 0. Conclui-se que \; é uma fun¢do continua e linear por partes tal que
r = Z Ai(x)x; (3.33)
i=N
onde x; é a posicao do nd ¢ e temos que

Z Ai(wg) =1 (3.34)

i

E possivel associar a qualquer p-simplexo a forma diferencial

p
Wh =Y (—LPALAAG A AN AN A AN, (3.35)
j=0
Pela equacdo [3.30] tem-se que
W’ = A\ parap=0
wh = Ad\Y — A d)NY, parap =1 (3.36)

w = 2 ()\?Od)\?l A dNy — A AN A NSy + Ad A A d)\?l) para p = 2.
Pela Figura observa-se o comportamento das p-formas de Whitney. Tem-se que d\; é
perpendicular a face {i, k, 1} e d)\; é perpendicular a face {j, k, [} veja Figura B.16la).

Os campos se comportam da seguinte maneira:
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—d\,

di

7 dh, nd,

Figura 3.16: Elementos de Whitney: (a) Elemento de aresta (b) Elemento de face.

1. Os campos rodam em torno da aresta {k,[} que chamamos de eixo central.

N

. Os campos sdo normais aos planos contendo a aresta {k,(}.
3. Possuem magnitude proporcional a sua distancia ao eixo central.

4. S3o diferentes de zero em todos os tetraedros que contém a aresta {7, j}.

Uma propriedade importante a se destacar a respeito das 1-forma de Whitney é que dw;; =
2d A\ Ad A; existem como fun¢do e ndo sé apenas como uma distribuicdo. A parte tangencial
de w;; é continua através das faces que contém a aresta {3, j}. E facil verificar que a sua
circulagdo é 1 ao longo da aresta {i,j} e 0 ao longo das outras. Assim, as propriedades (1),
(2) e (3) sdo satisfeitas. Se

U= Z u g (3.37)

{i,j}eE

€ uma combinagdo linear dos elementos de Whitney de grau 1, os graus de liberdade u;; sao

as circulacbes de u ao longo das arestas.

Agora, para elementos de faces se tem um campo central (o centro é o quarto vértice do
tetraedro que contém a face), em cada um dos dois tetraedros que tém face {i,j, k} em
comum. Interpreta-se o campo como proveniente da fonte [, crescendo, atravessando a face
e desaparecendo em [, o quarto vértice do outro tetraedro. Este campo tem continuidade

normal, e seu fluxo através da face {i, j, k} é 1, assim como os fluxos sdo os graus de liberdade
do elemento (veja a figura B.16(b)).
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3.7. Operador estrela de Hodge discreto

Nos espacos de Sobolev observamos o seguinte diagrama
HY(Q) % H(curl, Q) 5 H(div, Q) % L*(Q) (3.38)

chamado diagrama de deRham. As formas de Whitney os espacos de Whitney satisfazem o

diagrama discreto de deRham.

wo Lt L w2 S s (3.39)

Pela equacdo ([3.39), é possivel afirmar que, as p-formas de Whitney irdo possuir as caracteris-
ticas fisicas dos campos eletrornagnéticos (continuidade tangencial, descontinuidade normal),

e isto garantird a eliminacao dos modos espurios.

3.7 Operador estrela de Hodge discreto

Em sua contrapartida discreta, o operador estrela de Hodge se torna mais facil de se imple-
mentar, necessitando-se apenas da maneira de como mapear uma p-co-cadeia primal para a

sua (n — p)-co-cadeia dual e sua atuag3o inversa.

Por definicdo de malha dual, p-cadeias e as (n — p)-cadeias duais sdo representadas por vetores
de mesma dimensao, de maneira analoga a representacdo do operador derivada exterior discreto
(co-bordo), a representacdo do operador estrela de Hodge sera dada pela utilizagdo de uma
matriz de tamanho ||KP|| x ||K?||, onde ||[K”|| é a cardinalidade do conjunto de todos os

p-simplexos.

Para fins numéricos deseja-se que esta matriz seja simétrica, definida positiva, e, as vezes, até

mesmo diagonal para célculos mais rapidos.

As relacdes constitutivas foram expressas em termos da teoria de formas diferenciais pela

equacdo (2.47). As equagdes constitutivas discretas podem ser expressas da seguinte maneira:

= M (e)e (3.40)
h = M2 (I/) b
j = Mi(o)e
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3.7. Operador estrela de Hodge discreto

As matrizes M; e M, em (3.40]) serdo denotadas como os operadores de Hodge discreto e sdo
conhecidas como matrizes de massa ou de Hodge. A esséncia destas matrizes esta relacionada
ao tipo de discretizacdo, ou seja, serdo construidas em fun¢do do tipo de malha utilizada. Se
na discretizacdo é utilizada uma malha estruturada como no FDTD, obtém-se as matrizes de

Yee Hodge e se for utilizada malhas ndo estruturadas como no FEM, tém-se as matrizes do

tipo Galerkin Hodge [Moura et al., 2012b]. A seguir serd apresentado os dois tipos de matrizes

de massa considerados.

3.7.1 Matrizes Geométrica (Yee Hodge)

Neste caso considera-se uma malha regular de hexaedros satisfazendo Az = Ay = Az = L.
Tem-se que a intensidade de campo elétrico £ sera definida sobre as arestas dos hexaedros e
a densidade de fluxo magnético B sobre as faces. A densidade de fluxo elétrico sera definida

sobre as faces duais e a intensidade de campo magnético sera definida sobre as arestas duais.

A matriz de Yee Hodge sera obtida pela troca dos elementos Ax, Ay e Az pelas infinitesimais
dx, dy e dz, respectivamente. Seja entdo ¢; = &; ;Ax a intensidade de campo elétrico sobre a
resta i na direcado x. Em termos das relacdes constitutivas tem-se que a intensidade de fluxo

elétrico sobre a i-ésima face dual sera obtida por:

E em funcdo das componentes Ay e Az a densidade de fluxo elétrico pode ser determinada
da seguinte maneira:

Logo pelas equagdes ([B.41)) e (B.42) pode-se escrever
[M, (€)],,; = €L. (3.43)

E nas entradas fora diagonal se assumira

[Mi (€)];, = 0. (3.44)

Pode-se entdo agrupar as equagdes (3.43) e (3.44]) em fungdo do delta de Kronecker
[Ml (E)Lj = €L5ij- (3.45)
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3.7. Operador estrela de Hodge discreto

E similarmente é possivel construir as demais matrizes de Yee Hodge,

(M, (0)],; = oLdj (3.46)
[M: (v)];; = %51']' (3.47)

3.7.2 Matrizes Galerkin Hodge

No capitulo [2 apresentou-se a contracao de Poincaré e mostrou-se que o operador estrela de
Hodge induz um produto interno (248]). Logo pode-se definir a norma de uma p-forma w? da

seguinte maneira:
] = / WA (3.48)
Q

Com o uso das p-formas de Whitney, é possivel aproximar a intensidade de campo elétrico £

e a densidade de fluxo magnético B por:

E = Zwilei (349)

B=) w, (3.50)
J

onde ¢; e b; podem ser interpretados como a circulagdo ao longo da aresta ¢ e o fluxo passando

através da face j. w; e w2; sdo 1 e 2-forma de Whitney.

Tém-se entao que

||€||:/€/\*5:/5/\D (3.51)
Q Q

13| :/BA*B:/BAH. (3.52)
Q Q

Pela combinagdo das equagdes (3.49), ([B.50), (3.51) e (B.52) pode-se construir as matrizes

de Galerkin Hodge da seguinte forma:

(M, (e)];; = /Q w; A *ew; (3.53)

[M (V)]z‘j = /QWZQ /\*ijz' (3.54)
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3.7. Operador estrela de Hodge discreto

E de maneira andloga tem-se a relagdo constitutiva que envolve a densidade de corrente e o

campo elétrico definido da seguinte maneira

(M, (0)]; :/Qw}/\*(,w}. (3.55)

As matrizes de Galerkin Hodge serao calculadas de uma maneira geral pela seguinte expressao:
M, (o) = / aw! - wldS) (3.56)
Q

onde o denota um dos campos escalares €, v, 0.

Estas matrizes sao nao diagonais, esparsas e definidas positivas. No préximo capitulo sera

apresentado uma técnica [Moura et al., 2012b| para a obten¢ao de uma inversa esparsa apro-

ximada destas matrizes de Hodge.

3.7.3 Atuacao do operador de Hodge discreto

Pode-se afirmar que qualquer valor primal de uma p-forma pode ser facilmente transferida a
malha dual por meio de uma escala adequada e vice-versa; para ser mais preciso, esta afirmacdo
obedece a seguinte equacio:

*pHn_p = (—1)P" P[4 (3.57)

Isto implica que o operador x sobre a malha dual é o inverso do operador x sobre a malha
primal a menos de um sinal. E desta forma usa-se o inverso do operador estrela de Hodge
para ir da (n — p)-co-cadeia dual para a p-co-cadeia primal. Convenciona-se, no entanto, usar
* de forma indiferenciada para significar tanto o operador estrela ou seu inverso, ja que nao
hd ambiguidade uma vez que sabemos se o operador é aplicado a uma forma primal ou a uma

forma dual.

Figura B.17 mostra a acdo do operador derivada exterior sobre as p-cocadeia na malha primal
e dual e operador estrela de Hodge que faz a ligacao entre as duas malhas, um mapeamento

entre p-cocadeias e (n — p)-cocadeias.

Salienta-se aqui que p-co-cadeias sdo os analogos discretos das formas diferenciais. De fato,
uma p-forma continua foi definida como um mapeamento linear de um conjunto p-dimensional

ao conjunto dos nimeros reais R, e pelo de se poder apenas integrar uma p-forma em uma
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3.7. Operador estrela de Hodge discreto

\d‘\‘

/&
*I l*'1
A d

Figura 3.17: Operador derivada exterior discreto e operador estrela de Hodge discreto

sobre simplexos e suas células duais

D
b=

[

*
*

e

C

=
%)

(o

p-variedade, pode-se construir uma malha D? sobre esta variedade que é simplesmente uma
cadeia. Define-se entdo um mapeamento linear desta cadeia para R, o qual serd denominado

de co-cadeia, ou seja, a contrapartida discreta de uma forma.

Por exemplo, uma 0-forma pode ser avaliada em cada vértice, uma 1-forma pode ser avaliada
em cada aresta, uma 2-forma pode ser avaliada em cada face e 3-formas avaliadas sobre o

volume do tetraedro.

Se ha uma restricao para se calcular integrais sobre uma p-subvariedade, que é a soma dos p-
simplexos na triangulacdo, tem-se uma p-co-cadeias, assim p-co-cadeiais sdo uma discretizagao
das p-formas. Pode-se ainda mapear uma p-forma continua para uma p-co-cadeia, para fazer
isso, basta que primeiro se integre a p-forma em cada p-simplexo e atribua o valor resultante
para cada simplexo para se obter dai uma p-co-cadeia sobre um complexo p-simplicial, a

co-cadeia resultante sera ent3o a representacao discreta da forma original.
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3.8. Equacoes de Maxwell na forma discreta

3.8 Equacoes de Maxwell na forma discreta

Deseja-se encontrar o campo elétrico £, a densidade de fluxo elétrica D, o campo magnético
‘H e o fluxo magnético B em um dominio €2 onde a permissividade ¢, a permeabilidade € a
condutividade o sao conhecidas. Considera-se uma malha M sobre este dominio €2 que consiste
do conjunto T' de 3-simplexos (tetraedros), F' de 2-simplexos (tridngulos), E de 1-simplexos

(arestas) e N de 0-simplexos (nds).

Nesta discretizacao, os campos £ e H serdo caracterizados pelos vetores grau de liberdade e e b
que representam fisicamente a forca eletromotriz ao longo dos 1-simplexos e o fluxo magnético
passando através dos 2-simplexos, respectivamente. Estes vetores siao relacionados por uma
aplicacdo um-a-um aos vetores graus de liberdade d, h e j que representam fisicamente o
fluxo elétrico e a forca magnetomotriz e a densidade de corrente na malha dual M¢ de M
[Bossavit and Kettunen, 1999].

No dominio discreto as leis constitutivas que correspondem a um mapeamento de e para d
e b para h serao representados pelos operadores lineares M, My e M3 , e escreve-se este

mapeamento em forma matricial por (3.40).

As equacgbes de Maxwell no dominio discreto podem ser escritas entao da seguinte maneira:

db

Ce=—— 3.58

dd
C'™h=—+j 3.59
R (3.59)
Db =0 (3.61)

da
-Gp—— = 3.62
o-T e (362)
DT+ o _ 0 (3.63)

dt '
As relagdes constitutivas serao representadas pelas seguintes equag¢des matriciais:

d=M,(e)e (3.64)
b=M,(y)h (3.65)
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j=M, (0)e (3.66)

onde p, q e r estardo relacionado ao grau da forma que a matriz multiplica.

3.9 Exemplos

Nesta secao apresenta-se alguns exemplos do uso das formas diferenciais para a resolucao
de problemas eletromagnéticos com o objetivo de se mostrar a capacidade desta ferramenta
para lidar com esta classe de prolemas. O foco deste trabalho é a resolucdo no dominio do
tempo, mas, se apresenta um exemplo estdtico para se demonstrar a versatilidade do método.
Apresenta-se também dois exemplos no dominio do tempo, guia retangular em dominios bi e

tridimensionais.

3.9.1 Calha retangular

Neste exemplo iremos considerar uma calha retangular de dimensdes 1 x lcm que é limitada
por planos condutores aterrados. A calha é infinitamente longa na direcdo do eixo-z. Man-
tendo uma separacao pequena comparada as outras dimensoes da calha, coloca-se uma tampa
condutora no potencial V) = 1 volt em y = 1. Assuma que a regidao no interior da calha é

homogénea com ¢, = 1.

Usando a lei de Faraday e Coulomb para o campo elétrico, tem-se

d€+oB = 0 (3.67)
dD = p

Este é um problema eletromagnético estatico sem cargas, ou seja, as derivadas temporais sao

nulas e p = 0, logo pode-se escrever ([B.67)) da seguinte maneira,

& = 0 (3.68)
dD = 0

Por ([B.68) £ é uma 1-forma fechada, logo existe uma O-forma ¢, que fisicamente é o potencial
escalar elétrico, tal que
E=—do (3.69)
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Usando agora a relacdo constitutiva D = %.£, tem-se entdo a seguinte equacdo que descreve

0 nosso problema
d*.dp =0 (3.70)

Este problema se reduz em encontrar a O-forma ¢, logo para esta discretizagdo sera usada

como fung3o interpolante a 0-forma de Whitney (3.30]), w",

¢ = Zuzwln (3.71)

onde u; serd o potencial no nd i.

Logo a contrapartida discreta de (3.70)) sera escrita como,
G, (e)Gop =0 (3.72)

onde G é a matriz de incidéncia né-aresta ([3.:22)) e M, (¢) é a matriz de Hodge (B.55).

A Figura 3.18 mostra as 10 equipotenciais e a distribuicao de campo elétrico.

0.3

ot 0.2

Figura 3.18: Equipotenciais e distribuicao do campo elétrico - calha2D.
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A solucdo analitica ¢** deste problema, obtida de [Polycarpou, 2006], é dada pela seguinte

expressao:

B %i ((2k — 1)mx) senh ((2k — 1)7y) (3.73)
k=1

senh ((2k — 1)m)

A Figura[3.19 apresenta a solugdo analitica e a solugdo obtida pelo uso das formas diferenciais

e 0Observa-se que o método obtém uma boa aproximacdo para a solugdo do problema.

ol

/

o
‘\“\\‘\\\\\\W |
‘ Wi

Figura 3.19: Solucao para o problema da calha em 2D. (a) Solugao analitica, (b) solugao
utilizando Formas Diferenciais.

Para se calcular o erro desta aproximacao é utilizada a seguinte férmula:

A

Figurd3.20] apresenta o comportamento do erro em toda a geometria, observa-se que nas
quinas da regidao o erro é mais elevado devido a descontinuidade do potencial nestes pontos.
Na verdade, é esperado que isto ocorra independente do método numérico utilizado. Mas no

restante da geometria percebe-se uma coeréncia com a solu¢ao analitica.
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Erro (%)

Figura 3.20: Erro absoluto percentual E,., calculado para o potencial.

3.9.2 Guia de onda retangular 2D

Considere o guia de onda retangular , cujas paredes na direcdo z sao condutoras eletricamente
perfeitas (PEC - perfect electric conductor) e cujo material interno é o ar. No final do

guia temos uma regido PML, cuja parte tedrica serd vista no capitulo [B] terminada por uma
parede condutora eletricamente perfeita.

Onda PEC
Incidente

.
>

» PML | PEC

wzZeoL'0=¢e

X PEC

A

P>
b=0599m ¢=0.1654m

Figura 3.21: Guia de onda retangular 2D.
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As dimensdes do guia sdo apresentadas na Figura[3.21]e considera-se uma onda plana incidente,
com angulo de incidéncia igual a 0° e que se propaga em seu interior no modo T'Eyy. A

expressao da onda incidente é dada por:
E, = Asen (E> cos (wt — fz) (3.75)
a

onde A é a amplitude maxima do campo elétrico na direcdo y, w é a frequéncia angular e
B = +/k?— (m/a)? é a constante de propagacao do guia, sendo k o nimero de ondas.

1

Para dominios em 2D, as formas de Whitney (3.36]), w° e w? sio escalares e w' é um vetor.

Para o caso T'Eyg, &, serad vista como uma 0-forma e B = (B,, B,) serd uma 1-forma, logo

teremos a seguinte aproximagao para estes campos:

& = ZeiW? (3.76)
B = ijw]l

Utilizando as equag¢des (B.58), (B.59), (3:64) e (B.65) tem-se que as equagdes de Maxwell

semi-discretas para o dominio do tempo em funcao da forca eletromotriz e e da densidade de

fluxo magnético b sdo escrita da seguinte maneira para j = 0:

db
d T
2 M (e = GTM, (v) b. (3.78)

Para a discretizagdo temporal das equa¢des em ([B.1717)-([B.78), utiliza-se um esquema do tipo

leap-frog [Wong et al., 1995]. Denota-se b no tempo ty+kdt por b* e e no tempo t0+(k3+%)dt
k+

1 . e e e _1
por €"t2 onde k& € N. Assumi-se uma condic3o inicial para b e e 2.

Utilizando as equacdes ([B.77) e (B.7])), pode-se calcular o valor de b e e para qualquer ¢ > tg
pelas seguintes equacoes:
bF+l = b* — AtGel1/2 (3.79)

k12 = eF=1/2 L At MY () GTM, (v) b] (3.80)

onde G é a matriz de incidéncia né-aresta (3.22)) e My (¢) e M, (v) sdo as as matrizes de
Galerkin Hodge dadas por (3.56]).
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Tem-se que o esquema leap-frog em (B.79)-(B3.80) é condicionalmente estavel e para que se

tenha e e b limitados quando k£ — oo, a condi¢cdo de Courant-Friedrichs-Lewy serad definida

em fungdo dos maior autovalor da matriz M, (¢) [Gedney and Roden, 2000],
2

VAmax

€).

At < (3.81)

onde A\yax € 0 maior autovalor da matriz M (

O problema do guia de onda é simulado em 20.000 passos de tempo (11,2728 ns) para uma
onda plana incidente com amplitude igual a A = 2V/m, considerando o intervalo de tempo
igual a At = 5.64 x 107 13s. A camada PML tem espessura de 2.86 \, sendo A o comprimento
de onda.

-

27

17

(V/m)

\ \ \ \
3
0 0.1 02 03 04 05
7. (m)

Figura 3.22: Campo elétrico £, no meio do guia x = a/2 apds 4,1709 ns de simulacao.

Figura B.22] apresenta a distribuicdo do campo elétrico na regido central do guia (z = a/2)
com 17.400 passos de tempo (4,1709 ns), em contraste com a solu¢do da onda incidente
(B.73). Observe que a solugdo do método com formas diferenciais é concordante com esta

solucao.

O erro em dB relativo a solugdo da onda incidente F, fora da regido PML sera calculado em

funcdo do tempo, através da seguinte expressdo:

E, = 201logy, (M) (3.82)

max | £, |

A Figura B.23 apresenta o erro E,. na regido central do guia (z = a/2) com 17.400 passos de

tempo, observa-se que o erro estd abaixo de -30 dB o que é satisfatério para esta simulagao.
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40 -

Erro (dB)

-60

0 | | | | |
0 0.1 02 03 04 05

7(m)

Figura 3.23: Erro em dB da distribuicao do campo elétrico £, em relagao a onda incidente
no guia apoés 3,664 ns de simulagao.
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Figura 3.24: Distribui¢ao do campo elétrico &, no guia apds 3,664 ns de simulacao.

Figura apresenta uma fotografia da distribuicdo da componente &, do campo elétrico
no guia apods 3,664 ns de simulacao. E observado que os padrboes para o campo elétrico
correspondem ao modo de propagacao TE10 no guia e que hd uma atenua¢do do campo na
regiao da PML, onde este é absorvido, simulando a continuacdo da propagac¢do da onda no

guia. A formulacdo para esta PML serd abordada no capitulo Bl

3.9.3 Guia de onda retangular 3D

Apresenta-se agora a versao em 3D do guia onda retangular, cujas paredes na direcdo z sao
condutoras eletricamente perfeitas (PEC) e cujo material interno é o ar. Como no caso 2D,
no final do guia temos uma regido PML terminada por uma PEC. As dimensdes do guia sdo
(0.1092m x 0.0546m x 0.7644m), Figura apresenta detalhes da geometria do guia.

Considera-se novamente uma onda plana incidente, com angulo de incidéncia igual a 0° e que

se propaga em seu interior no modo T'Ey. A expressdo da onda incidente é dada por (3.73]).
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Figura 3.25: Guia de onda retangular 3D.

Agora em 3D, as formas de Whitney (3.3G) tem o seguinte comportamento, w’ é um escalar
e w! e w? sdo vetores. Para o caso TEyy, £ = (0,&,,0) serd uma 1-forma e B = (B,,0,B.)

serd uma 2-forma, logo obtém-se a seguinte aproximacdo para estes campos:

g = > ew (3.83)

O esquema esquema leap-frog em termos de e e b para este problema sera dado por:
b+l = bF — AtCet~1/2 (3.84)

eh /2 = eh=1/2 4 A¢ [M? (€) CTM, (1v) bt] (3.85)

onde C é a matriz de incidéncia aresta-face (8.23)) e M, (¢) e My (v) sdo as as matrizes de
Galerkin Hodge dadas por (3.56]).

Figura 3.26] apresenta a componente &, do campo elétrico no tempo ¢t = 4 a ¢ = 20 ns no
ponto p = (0.0546,0.0273,0.385) que estd localizado exatamente no meio do guia 3D, temos
novamente em contraste com a soluc¢do analitica (8.75) que a solu¢do do método com formas

diferenciais é concordante com a solugdo analitica e, o campo é completamente absorvido pela
camada PML.

Apresenta-se agora as configuracoes dos campos elétrico e magnético para o modo T'F1q. Fi-
gura[3.27 apresenta o comportamento do campo elétrico £ = (0, &,, 0) e do campo magnético
H = (H,,0,H.) no plano xz em y = 0.0273 m. Percebe-se que a solugdo obtida é condizente

com o comportamento experado para o campo magnético no plano zz.
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— Formas diferenciais
----- Solucio analitica

E_(V/m)
=

v

3 | | | | | | | J
4 6 8 10 12 14 16 18 20

Tempo (nsec)

Figura 3.26: Campo elétrico £, no ponto p = (0.0546, 0.0273, 0.385) localizado no centro
do guia 3D.
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Figura 3.27: Carta de campo - Comportamento dos campos elétrico £ e magnético H no
plano zz - guia 3D.

Apresentou-se neste capitulo a teoria discreta para as formas diferenciais e sua aplicacdo
a problemas eletromagnéticos. No préximo capitulo serd apresentado uma técnica para a

esparsificacdo da inversa da matriz de Hodge.
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Capitulo 4

Esparsificacao Recursiva para

matrizes de Hodge

4.1 Introducao

No capitulo [3 foi apresentado um sistema de equagdes em (3.84)-(B.85) para a solu¢do no

dominio do tempo de problemas de propagacao de ondas usando a teoria de formas diferenciais.

Estas equacdes consistem na resolucao de um sistema linear esparso definido pela insercdo das
relacOes constitutivas através das matrizes de Hodge em cada passo de tempo. Estas matrizes
atuam como um mapeamento entre os graus de liberdade, ou seja, o mapeamento entre os
vetores que representam a forca eletromotriz para a densidade de fluxo elétrico, e a densidade

de fluxo magnético para a forca magnetomotriz.

Observou-se que se uma estrutura de hexaedros é usada na malha, as matrizes de Hodge sao
diagonais e sdo denominadas matrizes Yee Hodge (8.45]). Com estas matrizes diagonais temos
que o esquema em (B.84)-([B.8H) se torna totalmente explicito no sentido de se calcular os
graus de liberdade das equacdes de Maxwell, pois, a inversao da matriz de Hodge neste caso
¢ trivial [Bernard et al., 2010].

Como neste trabalho sera utilizado malhas simpliciais, as matrizes de Hodge serdo nao-

diagonais, definida positiva, simétricas e esparsas|Lee et al., 1997]. Estas matrizes sao deno-

minadas matrizes de Galerkin Hodge (3.50)), e considerando-se que a inversa destas matrizes
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4.2. Inversao por blocos

sao tipicamente cheias, tem-se na literatura a utilizagdo de métodos de lumping que sdo ge-
ralmente usados para se obter uma matriz diagonal aproximada para a inversa da matriz de
Hodge no FETD [Fisher et al., 2005].

[Bossavit and Kettunen, 1999] propuseram uma aproximacao que requer que todos os angulos

diedrais sejam agudos, mas se percebeu que a imposicao desta condicao é muito dificil de se

impor na pratica, e as vezes o lumping destrdi a positividade definida das matrizes, levando a

uma estabilidade condicional [Keranen et al., 2002].

[He and Teixeira, 2007 propdem um método que é incondicionalmente estdvel, totalmente

explicito e esparso que é usado em malhas simpliciais para o FETD, neste método uma apro-
ximacdo esparsa para a inversa da matriz de Hodge é calculada. Nesta aproximacao, a inversa
da matriz de Hodge é calculada explicitamente e através da mesma se obtém a sua aproxima-
¢30 esparsa, esta abordagem leva a um custo computacional consideravel, pois, se considera

a inversdao da matriz original e o processo de esparsificacao.

Neste capitulo apresenta-se uma técnica de esparsificacdo [Moura et al., 2012b] da inversa

da matriz de Hodge que consiste no particionamento recursivo desta matriz em blocos. A
ideia fundamental é aproximar as submatrizes por matrizes esparsas durante o processo de
inversao por blocos. Experimentos numéricos que serdo apresentados mostram que o método
leva a um menor niimero de operacdes no processo de inversdo (ou seja, a um menor custo

computacional) e é incondicionalmente estdvel.

4.2 Inversao por blocos

O método de esparsificagcdo recursiva da inversa da matriz de Hodge é baseada na seguinte

férmula de inversao por bloco [Lin et al., 2009]

Q' X,

DL —
XD s

(4.1)

onde D' =M e

Q. = A;,—-B,D;'B}
X; = —Q;'B,D;* (4.2)
S, = D;'-D;'B'X,
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4.3. Critério de esparsificacao

As expressoes em (1)) e (42) surgem a partir do particionamento de uma matriz que é

descrito da seguinte maneira:

A; B;

Note que a inversao da matriz Dy de ordem n x n se reduz a inversiao de uma matriz D; de
ordem (n — g X n — q) e uma matriz Q; de ordem (¢ X ¢), onde 0 < ¢ < n. A férmula de
inversao pode ser aplicada recursivamente a matriz Dy, levando a uma sequéncia de tamanho

decrescente de matrizes.

M =Dy, D;,Dy,..., Dy (4.4)
onde
ko= llog(1/n)] (4.5)
eD;éoblocode D; i, parai =1,2,...,k, tal que a inversa M~! é obtida pelas substituicoes
sucessivas através da sequéncia
D, D.!',.... D/, Dyt =M"! (4.6)

4.3 Critério de esparsificacao

As matrizes em (A.6]) podem ser aproximadas por matrizes esparsas, devido ao fato de que seus

elementos nao nulos e de maior valor absoluto estarem fortemente concentrados e préximos

a sua diagonal |[He and Teixeira, 2007|. Esta propriedade nos induz a ideia da esparsificacdo

recursiva, que tem por objetivo a obtencao de uma sequéncia de matrizes esparsas

Dj,D(,j_l)s, ...,Dgt =Mt (4.7)

para aproximar a sequéncia descrita em (4.0)).

Neste trabalho, é aplicado a esparsificagdo recursiva sobre a matriz de Hodge, a fim de suavizar
e acelerar o processo de esparsificacdo. Durante o processo, a matriz de Hodge é recursiva-

mente dividida em blocos menores como em (4.4]) e, em seguida, recursivamente invertida por

@1).

Apés cada inversdo das matrizes em (.G, a respectiva matriz D,;l é esparsificada para uma

matriz Dl;l de acordo com o critério utilizado em [He and Teixeira, 2007], que é apresentado

a seguir.
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4.3. Critério de esparsificacao

4.3.1 Esparsificacao via parametro threshold

Neste critério [He and Teixeira, 2007], os coeficiente fora da diagonal da matriz D,;l = [dij]

sao zerados quando
|diz;] < rmin |diag D * (4.8)

onde 0 < r < 1 é o parametro threshold.

Este critério é motivado pela estrutura das matrizes de Hodge (B.50]), cujos maiores valores
estao localizados na diagonal destas matrizes, de modo que isso induz naturalmente um valor

de corte dado por uma fracao do menor coeficiente diagonal.

O interesse aqui estd em se obter de uma maneira eficiente uma aproximacao para a inversa da
matriz de Hodge que seja esparsa e que ndo perca as caracteristicas da matriz inversa original.
Para se verificar a viabilidade desta abordagem, serd feito uma analise do desempenho do

método da esparsificacdo recursiva.

Primeiramente, ird se definir a densidade de uma matriz M de ordem (m x n) como

ds(M) = Im;i(nM) (4.9)

onde nnz(M) é o niimero de elementos diferentes de zero da matriz M.

Um fato importante a ser salientado aqui é que a ordem de complexidade para a inversao de
uma matriz estd relacionado a sua densidade (.9]). A complexidade associada com a inversdo
direta de uma matriz cheia é igual a O(n®). Por outro lado, a complexidade da inversdo de

uma matriz esparsa depende de sua densidade.

No método da esparsificacao recursiva tém-se que cada etapa de substituicdo regressiva, uma

1

matriz inversa (i.e. Q;' é calculada, e observando que D; ! é proveniente do passo ante-

(2
rior) e 4 produtos matriciais sdo calculados. Considerando que todas as matrizes possuem
uma densidade ds, e que a inversdo desta matriz utiliza ¢;dsn® operagdes (por exemplo, a

decomposicdo LU utiliza 2dsn®/3 operacdes) e uma multiplicagdo matricial utiliza ¢, dsn®
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4.3. Critério de esparsificacao

operacdes (por exemplo, um método trivial utiliza ds n® operacdes), a esparsificacdo recursiva

ird utilizar o seguinte niimero de operacoes
k .
T(n,ds) = Z cq+ 4ey) ds <§>

- wrn () a0

i=1

< 4 —1

< (cq+4cy)dsn® L /27 }
1

— 7(cd+4cm)dsn3

para inverter e esparsificar uma matriz de ordem (n x n).

Para se comprovar a veracidade da equagdo (4.I0), aplicou-se a esparsificagdo recursiva com
um parametro threshold fixo 7 = 1 x 10~ a matrizes de Hodge com tamanho crescente, e e se
comparou o tempo de processamento para o método da esparsificdo recursiva com o método

convencional de inversao.

Tabela [A1] apresenta estes resultados e pode ser visto que, com o aumento do tamanho das
matrizes, a esparsificacao recursiva fica mais rdpida do que a inversao convencional, o que é
explicado pelo fato de que a esparsificagdo das matrizes na sequéncia decrescente em (4.1

diminui o nimero de operacdes no processo de inversao.

Tabela 4.1: Tempo de processamento: Inversao Convencional (IC) X Esparsificagdo Re-
cursiva (ER)

Tamanho da Matriz IC ER  Speedup

n (s) (s)  IC/ER
500 0.03 0.04 0.70
1000 0.11 0.14 0.81
2500 1.23 0.89 1.38
5000 10.80  3.77 2.86
7500 27.04 11.99 2.25
9000 929.05 20.19  46.01
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4.4. Andlise de estabilidade

4.4 Analise de estabilidade

Um importante aspecto para um método de aproximacdo de inversas de matrizes esta rela-
cionado a estabilidade do sistema, ou seja, deseja-se um método incondicionalmente estavel.
Nesta secdo, serao discutidas algumas questdes relacionadas com a estabilidade do processo

de esparsificagdo recursiva, utiliza-se para estes testes um cubo unitdrio com 5.000 tetraedros.

Primeiramente serd mostrado que o método preserva a positividade definida das matrizes de

Hodge, sabe-se que esta propriedade esta relacionada a positividade dos autovalores da matriz

[Anton and Rorres, 2001], portanto, precisa-se saber se o sinal dos autovalores da matriz sao

preservados. Neste sentido, é usado o erro relativo dos autovalores, descrito a seguir

onde \; (M™1) e \; (M !) s3o os i-ésimos autovalores das matrizes M~! e M; !, respectiva-

mente.

0.4

Erro (%)
=
to
I
|

0.1 il

0 \ \ \ \ \ ——— —
0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75

Densidade da matriz (%)

Figura 4.1: Erro relativo dos autovalores como funcao da densidade da matriz para o
método da esparsificacao recursiva.

Na Figura 41 os erros relativos sdo consistentemente menores que 0.33% para uma densidade

minima de 0.32% usando o método da esparsificagdo recursiva. Com este resultado conclui-se
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4.4. Andlise de estabilidade

que todos os autovalores de M; ! s3o positivos, ou seja, a matriz esparsa aproximada possui
a positividade definida da matriz M~!'. Observa-se também que o erro tende a zero a medida

que a densidade cresce, o que induz a um comportamento estdvel.

Outro teste feito verificou-se a propriedade de forte localizacao préxima a diagonal da matriz
é preservada. Para analisar o error causado pelo método da esparsificacao recursiva, nds

utilizamos a ideia da norma da diagonal de uma matriz,

1/2

[diag M| = () d? (4.12)
i=1

onde d;; sao os coeficientes da diagonal da matriz D;l. Note que a norma da diagonal de
MM ! =1, é ||diagL,|| = n'/2.

Usando este parametro define-se o erro da diagonal como sendo

|diag MM || — n!/?
Ediag - n1/2

(4.13)

onde M ! é a matriz esparsa obtida pelo método de esparsificacdo recursiva.

0.7

0.6

0.5

041

Erro (%)

03

02

0.1

1 1
0.35 0.40 0.45 0.50 0.55 0.60 0.65 0.70 0.75

0 | | |
Densidade da matriz (%)

Figura 4.2: Erro relativo da diagonal como funcao da densidade da matriz para o método
da esparsificacao recursiva.

76



4.4. Andlise de estabilidade

Os erros relativos da norma da diagonal observados na figura sao consistentemente me-
nores que 0.65% para uma densidade minima de 0.32% usando a esparsificacdo recursiva,
mostra-se assim que o método preserva a propriedade de forte localizacdo da matriz original.
Observamos novamente que o erro tende a zero a medida que a densidade cresce, que induz

a um comportamento estavel do método.

D}’ Dy

Figura 4.3: Padrao de esparsidade da sequéncia de matrizes D; D' D} D; 1 D, M !
6s ? Hs 1" "4g 7735 17725 0 s
via esparsificacao recursiva.

Figura mostra o padrdo de esparsidade da sequéncia de matrizes em (.7]) obtidas pelo mé-
todo da esparsificacdo recursiva. Observe graficamente que a propriedade de forte localizagao

dos elementos é preservada em cada etapa do processo de esparsificacdo.

O método de esparsificacdo recursiva aproxima uma matriz tipicamente cheia para matrizes

esparsas, mantendo as propriedades importantes de positividade definida e de forte localizacdo
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4.5. Exemplos Numericos

dos elementos. Na préxima secdo, o método da esparsificacdo recursiva sera aplicado para se

resolver um problema eletromagnético em 3D.

4.5 Exemplos Numericos

Para se analisar o método da esparsificacdo recursiva e para validar a sua estabilidade resolve-
se agora o problema de uma cavidade ressonante em 3D. A cavidade é retangular com paredes
perfeitamente condutivas com dimensdes 1.0mmx0.5mmx1.5mm. Um pulso Gaussiano mo-

dulado é usado como fonte de densidade de corrente para excitar a cavidade, que é dado

T(t) = A cos(wt) exp (- <t - t°)2>g (4.14)

T

por

onde A = 10GA/m?w = 0.427rad/s t, = 16ps e 7 = 5ps. A malha simplicial usada

nesta simula¢ao possui 11.801 tetraedros e 16.719 arestas. Apds a separacdo das arestas

livres das arestas fontes [Keranen et al., 2002], se obtém uma matriz de Hodge com tamanho

(11.105 x 11.105). Simulagdes foram realizadas com a inversa convencional da matriz de

Hodge e com sua aproximagdo dada pelo método de esparsificagdo recursiva.

Ao aplicar a transformada de Fourier no dominio do tempo no sinal medido no centro da
cavidade, a frequéncia de ressonancia pode ser obtida. A solucdo analitica deste problema
possui uma frequéncia de ressonancia de 180.20 GHz. Usando-se a inversa convencional da
matriz de Hodge foi obtido uma frequéncia de ressonadncia igual a 179.43 GHz apds 13.145
passos de tempo, que corresponde a um erro de 0.427%. Matrizes com densidades muito

baixas sao usados para verificar a estabilidade do método de esparsificacao recursiva.

Tabela 4.2: Erro Relativo - Esparsificacao Recursiva.

Parametro Frequéncia de Erro Densidade normalizada Esparsificacao

r ressonancia % ds(M; 1)/ ds(M;) segundos
0.05 179.43 0.42 0.83 83.24
0.10 179.43 0.42 0.59 73.44
0.15 181.27 0.59 0.50 66.54
0.20 183.10 1.61 0.37 61.92
0.25 186.76 3.64 0.29 D7.82
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Tabela apresenta os resultados obtidos através da utilizacdo dos parametros r =
{0.05,0.10,0.15,0.20,0.25} no processo de esparsificacdo, observa-se que o erro é direta-
mente proporcional a este parametro. Este comportamento ocorre porque a medida que r
cresce retira-se mais elementos da matriz de Hodge, acarretando assim a perda de informa-

cOes essenciais para a resolucdo do sistema linear esparso.

Destaca-se na Tabela os resultados obtidos para r = 0.05 e » = 0.10, verifica-se um erro
igual ao obtido com o uso da matriz original, mostrando que até uma densidade normalizada
de 0.59 se mantém sem nenhum prejuizo as propriedades para a resolucdo do sistema. Em
contrapartida, se tem para densidades normalizadas menores que 0.50 uma perda nas informa-
cOes para a resolucao do sistema linear, causando assim a perca de precisio com o aumento

do erro.

Um outra caracteristica interessante a ser destacada é o fato do tempo de processamento ser
diretamente proporcional a densidade normalizada, ou seja, quanto mais esparsa é a matriz

menor é o custo computacional para inverté-la.

Figura 4.4: Padrao de esparsidade: (a) Matriz de Hodge M (€) e (b) inversa aproximada
da matriz de Hodge M; " (¢) via esparsificacdo recursiva com r = 0.10.

FiguralZ.4 mostra o padrdo de esparsidade da aproximacdo da inversa da matriz de Hodge e via
método da esparsificagio recursiva. Observe que o método preserva como mostrado na secdo
anterior a localizacdo dos elementos, ou seja, mesmo com o processo de inversao aproximada

a energia do sistema nao é dissipada.
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4.5. Exemplos Numericos

Uma importante conclus3o a ser observada pelas matrizes em[4.4] é que a inversa esparsificada
da matriz de Hodge mantém um perfil semelhante ao da matriz de Hodge original. Como nado
se tem uma forma de especificar o melhor parametro r a ser utilizado no processo, deve-se

comegar com um 7 que mantém uma densidade normalizada maior ou igual a 1.

4 I I
—e— Esparsificacio recursiva
= — = Método convencional ||

3.5

Erro (%)

1.5

0.5

0 | | | | | |
0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1
Densidade da matriz (%)

Figura 4.5: Erro relativo do método da esparsificacao recursiva para o problema da cavi-
dade ressonante 3D.

Figura[d.h] apresenta o comportamento do erro em relacdo a densidade da matriz esparsificada.
E possivel observar que para densidades da matriz esparsa a partir de 0.07%, tém-se que os
erros tendem a ser iguais ao erro obtido usando a inversa original da matriz de Hodge, que
possui uma densidade de 100%. Nota-se também que o erro é inversamente proporcional a
densidade da matriz, ou seja, quanto mais se aproxima da densidade da matriz original mais

preciso é o resultado obtido.

Uma maneira encontrada para se reduzir o tempo de processamento é usar a estratégia da
bi-esparsificacdo recursiva, na qual o método proposto é aplicado nas matrizes D e Q em

(A1) para obter suas respectivas matrizes esparsas aproximadas D! e Q.

Na figura mostra-se o comportamento do método com respeito a densidade e erro relativo
em relacdo a solucdo analitica. Como nesta estratégia se esparsifica duas matrizes ao invés de

uma, é necessario que haja um aumento na densidade da matriz esparsificada para se manter
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3 I I I
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Figura 4.6: FErro relativo do método da bi-esparsificacao recursiva para o problema da
cavidade ressonante 3D.

a precisao desejada. Mesmo com esta imposicdo para a densidade, percebe-se que apds uma

certa densidade normalizada o método se iguala ao erro obtido pelo uso da inversa da matriz
de Hodge.

TabelalZ3 mostra os resultados obtidos com o uso da bi-esparsificacdo, percebe-se novamente,
que para r = 0.05 e r = 0.10 chega-se ao mesmo erro obtido pelo uso da matriz original. Ao se
comparar estes resultados com os da Tabela[4.2] é observado que o tempo de processamento é
reduzido consideravelmente, mas, se tem um aumento considerdvel na densidade normalizada
da matriz esparsificada. Isto é explicado pelo fato de que no processo de bi-esparsificacdo usa-

se duas matrizes-(n/2 x n/2), ou seja, as informagdes sdo retiradas duas vezes no processo.

Tabela 4.3: Erro relativo - Bi-Sparsificacao Recursiva.

Parametro Frequéncia de Erro Densidade normalizada Esparsificacao

T ressonancia % ds(M;1)/ ds(M;) segundos
0.05 179.43 0.42 5.83 23.52
0.10 179.43 0.42 4.33 21.98
0.15 181.27 0.59 3.17 19.42
0.20 183.10 1.61 2.33 17.13
0.25 184.93 2.62 1.75 15.44
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Como ja apresentado anteriormente deseja-se o desenvolvimento de uma ferramenta de si-
mulac3o para sistemas de GPR baseada na linguagem de formas diferenciais. Mostrou-se no
capitulo [ que ao se utilizar as matrizes de Galerkin-Hodge (B.56]) é gerado um sistema linear
esparso com matrizes nao-diagonais, sendo assim tem-se que resolver este sistema em cada

passo de tempo.

Neste capitulo apresentou-se o método da esparsificacao recursiva usado para se obter uma
aproximac3o esparsa para a inversa das matrizes de Galerkin-Hodge e no capitulo [ serd
apresentada uma condicao de contorno absorvente para se truncar dominios computacionais
para as simulacdes de Gpr, serd visto que o esquema leap-frog obtido com esta PML gerara
uma matriz de Galerkin-Hodge em funcdo da permissividade € e da condutividade . Em um
dos exemplos apresentados no capitulo [B] a inversa desta matriz serd aproximada pelo método

da esparsificacdo recursiva.
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Capitulo 5

CFS-PML para Formas Diferenciais

Quando se lida numericamente com uma certa classe de problemas de propagacdo de ondas
eletromagnéticas uma das principais preocupac¢des é o truncamento do dominio computacional
de modo que se possa simular eficientemente um dominio infinito. Em outras palavras, deve-se
evitar campos esplrios devido a reflexdes de ondas de saida sem um aumento significativo no

nimero de incégnitas do problema original.

-
Ar
Y
IO,S m
Solo
Concreto
N
3,5m
2,86 m
1 A4
1m 3m 1m

Figura 5.1: Truncamento de dominio computacional para simulacao de.

Deseja-se desenvolver neste capitulo uma PML capaz de lidar por exemplo com a aplicacao
para GPR descrita pela Figura 5.1} que apresenta um sistema composto por um meio ar, um

solo com caracteristicas elétricas com perdas e uma estrutura em concreto enterrada no solo.
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Observou-se nos capitulos anteriores que uma das caracteristicas das formas diferenciais esta
no fato de se permitir formular o método misto FETD que é baseado nas equagdes de Maxwell
de primeira ordem. Neste caso, as incégnitas sdo a circulacao do campo elétrico ao longo das
arestas e o fluxo magnético através de faces. Para aproximar os campos, 1-formas de Whitney

s3o utilizadas para representar a intensidade de campo eléctrico &£, e 2-formas de Whitney sao

utilizadas para se representar a densidade de fluxo magnético B |[Bossavit, 1988].

Ao utilizar o esquema leap-frog, as equacgdes de atualizacao se assemelham as equagdes do
FDTD com a ressalva de que a atualizacdo deste elemento finito misto exige um solucionador
para matrizes esparsas, neste caso € utilizado o método da esparsificacdo recursiva visto no

capitulo [l

Neste trabalho uma camada CFS-PML sera utilizada para truncar o dominio computacional
com perdas. Este tipo de PML oferece um nimero de vantagens sobre as implementagoes
tradicionais. Especificamente, a aplicagdo de CFS-PML é completamente independente do
meio de acolhimento e tem uma grande capacidade para absorver os modos evanescentes

e pode proporcionar uma economia significativa na memdéria quando se trata de estruturas

alongadas, com arestas vivas, ou excitacdes de baixa frequéncia [Roden and Gedney, 2000].

[Movahhedi et al., 2007] apresentam a CFS-PML implementada para o FETD misto para o

truncamento de fronteiras em espacos 2-D. Aplica-se o método de Galerkin tendo as fun¢des
de Whitney como func¢oes de base para se obter a forma semi-discreta das equagdes de Maxwell

e se prioriza principalmente os parametros de otimizacdo PML.

Neste capitulo serd apresentada uma nova discretizagdo numérica para formulagdo CFS-PML
com o objetivo de se truncar dominios abertos em duas e trés dimensodes. Esta discretizacao
serd baseada na utilizacdo do método de Galerkin para se discretizar a equacgao referente a lei
de Ampere-Maxwell e a utilizacdo de propriedades topoldgicas via matrizes de incidéncia para

se discretizar a equacdo referente a lei de Faraday.
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5.1. Equacoes de Maxwell modificadas

5.1 Equacoes de Maxwell modificadas

Nesta secdo sera apresentada a formulagiao para CFS-PML com o uso de formas diferenciais,

e para isso interpreta-se a PML como sendo uma continuacdo analitica para as equacoes de

Maxwell para um dominio espacial de varidveis complexas [Teixeira and Chew, 1998].

No espaco euclidiano a continuagdo analitica pode ser expressada da seguinte forma:

q
0= [ s (5.1)
0
onde as fungdes CFS-PML generalizadas sdo definidas como
o
=k, + —+ — 2
Si(e0) = kg + (52)

As fungoes S,, sdo dependentes da frequéncia e definidas para atenuar os campos na direcao
q = {x,y,z}. O pardametro o, é a condutividade que causa a redugdo exponencial da amplitude
da onda dentro da regiao PML, « é o fator de desvio de frequéncia que produz uma dependéncia
na frequéncia de atenuagdo, k, > 1 é um fator escalar. Este lltimo desempenha uma regra

fundamental para a absorcdo de ondas evanescentes e incidéncia rasantes préximas.

Em notacdo vetorial as equacbes de Maxwell no espaco complexo s3ao as usuais, mas com o
operador nabla modificado em virtude da continuacdo analitica,

LQ+ALQ+A1 8
S.0, Y

V==z2 Syay ZS_Z(‘)_Z

(5.3)

Pode-se entdo definir a forma geral do tensor A(w) em coordenadas cartesianas da seguinte

maneira

1M+1M+1M (5.4)
— 2T+ — —ZzZ .
S, s,

>l

() =

Por (0.3]) tem-se que o operador V é dependente da continuagdo analitica e como se deseja
neste trabalho utilizar a teoria de formas diferencias na qual se tem que o operador derivada
exterior independe de uma métrica (2.28)]) serd feito propositalmente uma aproximagdo para
um novo operador d de maneira que a sua independéncia da métrica n3o seja comprometida.

Esta aproximacao serd dada da seguinte maneira:
d(wP) ~d (pr> (5.5)
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5.1. Equacoes de Maxwell modificadas

Considera-se inicialmente um dominio tridimensional e pela aproximagio definida em (5.5)
assume-se que os campos elétrico e magnético satisfazem as seguintes equagoes de Maxwell

modificadas dentro da regido PML no dominio da frequéncia.
d (f(w).é) — —jwB (5.6)

d (f(w) (*,,5’)) = Jw * E+x,E (5.7)

onde £ é uma 1-forma, B é uma 2-forma e d é o operador derivada exterior.

As equagles constitutivas sdo escritas em termos do operador estrela de Hodge (2.44) que
mapeia p-formas em (n — p)-formas . A permissividade ¢, a condutividade o, e a relutividade

v =1/ sdo assumidas 0-formas.

Serd feito aqui uma separacdo em funcdo da dimens3o do dominio e do modo de propagacao,
devido as propriedades topoldgicas utilizadas na discretizacdo da lei de Faraday, em dominios
bidimensionais, tem-se dois modos de propagacao a se considerar, os modos Transverso Elétrico
(TE) e Transverso Magnético (TM).

Para o modo TE, o campo elétrico € permanece como uma 1-forma e B se torna um campo
escalar (a componente z do campo B) deve ser tratada como uma 2-forma. Por outro lado,
para o modo TM, o campo eléctrico é uma funcdo escalar, uma 0-forma, e B é uma 1-forma
[He and Teixeira, 2006a].

Consequentemente a forma para o tensor em ([5.4) serd alterada para

= 1. 1 ..
Nw) = g it + 5y (5.8)
@ y

O objetivo é trabalhar com a CFS-PML no dominio do tempo, logo, através da utilizagdo das
propriedades de diferenciagdo sobre as equacdes (5.6))-(5.7]), obtém-se as seguintes equa¢des

no dominio do tempo

% = —d (AW +¢) (5.9)
a (R(t) * (x,B)) = *6% 4w E (5.10)
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5.2. Equacoes CFS-PML de Maxwell semi-discretas

onde * indica a convolugdo no tempo, e os elementos coordenados de A;(t) sdo obtidos pela

transformada inversa de Laplace da seguinte maneira

L0 o (), (5.11)

Sq (t) ]{Zp €0 k127

onde () é o delta de Dirac e u(t) é a fungdo Heaviside.

Na préxima segdo serd apresentada a forma semi-discreta das equagdes (0.9) e (5.10).

5.2 Equacoes CFS-PML de Maxwell semi-discretas

Nesta secdo se apresenta a discretizagdo espacial das equa¢des de maxwell modificadas (£.9)
e (B.10), o desenvolvimento sera dividido em duas partes, ou seja, serd considerado dominios

bidimensionais com uma subdivisao entre modos de propagac¢do e dominios tridimensionais.

5.2.1 Dominios bidimensionais

Como ja dito anteriormente, em dominios bidimensionais hd um tratamento especifico para
cada modo de propagacdo, devido ao fato de se ter uma alteracdo no grau das formas dife-
rencias envolvidas e isto leva a modificagdo nas matrizes de incidéncia e de Hodge usadas no

sistema discreto.

5.2.1.1 Modo TE

Apresenta-se agora as equagdes CFS-PML de Maxwell semi-discretas considerando o modo de
propagacao TE, ou seja, a aproximacao dos campos restritos aos elementos do dominio 7,

sera dada por:

3
E= ew! (5.12)
=1

1
B=> buw, (5.13)
m=1

onde w’,p = 1,2, é a p-forma de Whitney associada com o i-ésimo simplexo. Os coeficientes e;
e by, sdo a tensdo elétrica ao longo da i-ésima aresta e o fluxo magnético através da m-ésima
face, respectivamente. Considera-se aqui uma malha simplicial em um dominio bidimensional
no plano, onde o nimero de faces (tridngulos), arestas e nds serd denotado, N¢, N. e N,

respectivamente.
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5.2. Equacoes CFS-PML de Maxwell semi-discretas

Utilizando as equagdes (5.12)) e (5.13]) em (5.9)) e expandido-as para uma soma de componentes

cartesianos, obtém-se para cada elemento f,, a seguinte equacdo

i > d( zq< ()*ei) :_w;ds_? (5.14)

i=1 \g={zy}

onde wilq sdo as componentes da 1-forma de Whitney para ¢ = {z,y} e m é um ndmero inteiro

que identifica o triangulo na malha.

Para cada aresta ¢j da malha temos uma 1-forma de Whitney associada a ela, definida da

seguinte maneira

wi; = Xid XN —Ajd N (5.15)
onde

A = ag + bpr + ¢y (5.16)
para k =1,].

Desenvolvendo a equagdo (5.17) em fungdo de (5.16), tem-se

whi = AidAj = A d A (5.17)
B O\ O\ ON; ON;
_A[adwd]wad ay}

O\ ON; O O\;
(W2 2 (A2, 2

= ()\zb] — )\]bz) dx -+ ()\Z'Cj - )\jcz’> dy

Calculando a derivada exterior d(w;;) e utilizando (5.I7), obtém-se
d(w;) = d ((wll])x dx + (w}j)y dy) (5.18)
= d((Aibj — A\jbi) dz) + d ((Nic; — Ajei) dy)
0
Y T
= (Cibj - Cjbi) dx N\ d’y + (biCj - bjCi) d’y A dx
= (Cibj - Cjbi) dx N\ d’y + (Cibj - Cjbi) dx N\ dy

Através de (5.I8]), pode-se escrever as seguintes igualdades
1
a((eh),) =a((h),) = gawh) (5.19)
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5.2. Equacoes CFS-PML de Maxwell semi-discretas

Utilizando as igualdades descritas em (5.19), a equagdo (5.14) pode ser escrita da seguinte

maneira

(1, 1 , dby,
Z éd(wi) Z <Sq(t)*ei) =W (5.20)

i=1 q={z,y}

Apds a aplicacdo do Teorema Generalizado de Stokes [2.4.1] na variedade triangular, T, a forma
semi-discreta de (5.19]) é obtida,

1 1 “
5 [E)1(E)1(EH)1]. H;y} M = /by (5.21)

Considerando a soma sobre todos os triangulos da malha na regiao PML, o sistema semi-

discreto global de equac¢des diferenciais ordinarias é

db 1 1
@~ 3% 2 S, "¢ (5.22)

g={zy} ¢

onde e e b sdo vetores coluna de incégnitas. A matriz C de tamanho Ny x N, representa
a derivada exterior discreta agindo sobre 1-formas discretas (3.23]), observamos ainda que em

(5:22]), apenas propriedades topoldgicas estdo envolvidas.

Observando a forma elementar de (5.9]), a discretizagdo é feita pelo método de Galerkin da
seguinte maneira. Considera-se o produto exterior de (5.9) por uma 1-forma de Whitney e
calcula-se a integral sobre o triangulo. Apds algumas manipula¢des e utilizando a propriedade

fundamentais dos espagos Whitney, ou seja, satisfazem o diagrama discreto de deRham (3.39).

dW? c Wrtt, (5.23)

A equagao matricial para um triangulo sera descrita como

+1
dei

1
Z w7 k0 | | £ | Mo (V) | = [Mi(0)i] ei + [Mi(€)ij] — (5.24)
q:{x,y} <Sq(t) ) +1 dt

ondei,j =1,2,3 e M(¢), M;(0) e May(r) sdo matrizes de massa definidas em (B.56]).
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5.2. Equacoes CFS-PML de Maxwell semi-discretas

Através da assemblagem de todos os elementos da malha teremos a seguinte equa¢ao matricial

de 1 _. 1
M (¢) = = 5C" M (v) qe{ny} (E % b) — M, (0)e. (5.25)

Com isto tém-se a forma semi-discreta das equacdes de Maxwell modificadas para o modo de

propagacao TE em dominios bidimensionais.

5.2.1.2 Modo TM

Para o modo TM em dominios bidimensionais, considera-se a seguinte aproximag¢ao para os

campos,

3
£ = Z erwy (5.26)
k=1

3
B = Z biw; (5.27)
i=1

Neste caso, tem-se que os coeficientes e;, e b; sdo a tensdo elétrica calculada no k-ésimo né e o
fluxo magnético através da i-ésima aresta, respectivamente. Considera-se aqui novamente uma
malha simplicial em um dominio bidimensional no plano, onde o nimero de faces (tridngulos),

arestas e ndés sera denotado, Ny, N, e INV,,, respectivamente.

Utilizando as equagdes (5.26]) e (5.27)) em (5.9)) e expandido-as para uma soma de componentes
cartesianos, obtém-se para cada elemento f,, a seguinte equacao
3 3
1 db;
0 1 )
Z Z dq( k) (Sq(t) k‘) Z an ( )
kiil q:{x7y} i=1

onde d, sdo as componentes da derivada exterior sobre a 0-forma de Whitney para ¢ = {x, y}.

Observando [5.28] percebe-se que as componentes da derivada exterior induzem uma projecdo

proj, definida por:

proj, (z,y) = (z,0) (5.29)
proj, (z,y) = (0,y)
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5.2. Equacoes CFS-PML de Maxwell semi-discretas

Através de (£.29)), a equacdo em (5.28)) pode ser escrita como

3 1 3 d
| D proj, (d(«R)) (m*ek) Zl d_ (5.30)

k=1 q={=,y}

Equivalentemente ao modo TE, as equacées CFS-PML de Maxwell semi-discretas dentro da

regiao PML serdo definidas como

db 1
E = — Z Gq—Sq(t) * e (5.31)

a={z,y}

T 1
qe{zw} GIM, (v) (§q % b) — M, (0)e (5.32)

onde e e b s3o vetores coluna de incégnitas.

As matrizes G, serdo construidas a partir da matriz G que possui tamanho N, x N, é

a contrapartida discreta para a derivada exterior atuando sobre 1-formas, esta matriz esta

definida em (3.22]).

Como uma projecdo foi induzida em (0.28)), pode-se definir as matrizes G, através das proje-
¢oes proj dos ndés da malha, ou seja,

[proj, (n)|1?
72|

(Galy; = (G, (5.33)

j

5.2.2 Dominios tridimensionais

Para dominios tridimensionais considera-se uma malha simplicial tal que, o nimero de tetra-
edros, faces (tridngulos), arestas e nds sera denotado, Ny, Ny, N, e N,, respectivamente. A

aproximacao dos campos restritos aos elementos do dominio €2, serd dada por:

6
E = Zeiwil (534)
i=1

4
B=>Y bw (5.35)
j=1

onde w!,p = 1,2, é a p-forma de Whitney associada com o i-ésimo simplexo. Os coeficientes
e; e b; sdo a tensdo elétrica ao longo da i-ésima aresta e o fluxo magnético através da i-ésima

face, respectivamente.
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5.2. Equacoes CFS-PML de Maxwell semi-discretas

Utilizando aproximagdes (5.34])-(5.35]) sobre as equagdes (5.9) e (5.10) e expandido-as para
uma soma de componentes cartesianos, obtém-se para cada face f,, de um tetraedro 7; a

seguinte equacao

’ ) 1 , dby,
Z Z d (wiy) <Sq(t) * ei) =W (5.36)

i=1 \ g={z,y,2}

onde wilq sdo as componentes da 1-forma de Whitney para ¢ = {z,y,2z} e m é um ndmero

inteiro que identifica o tridngulo na malha.

Para o caso tridimensional a 1-forma de Whitney (5.13]), é construida a partir das seguintes
0-formas
A = ap + bpx + cpy + diz (537)

para k =1,].

Desenvolvendo a equagdo (B.I0) em funcdo de (5.37), serd obtido a seguinte igualdade em

funcdo das coordenadas cartesianas

o\ O\ o\ O\
O N—2 22 d N—2 .2 g )
ij (2855 ]83:) er(zay ]63/) 4 (5.38)
)y O\,
* (A%—Aﬂ‘ 8z)d2

Usando (5.38)), temos que:

d(wiy) = d((ib; = A\jb) d) + d (Nie; — Ajei) dy) + d (Nidj = Njdi) dz) (5.39)
9 (Nibj — Asbi) 9 (Aibj — A;bi)

= ——————dyAd dz ANd
ay y N\ dx + pp zNdx
s — \ocs s — \acs
+ 9y ]Cl)da:/\dy—i-—a( i jcz)dz/\dy
ox 0z
0 (Nd; — \;d; 0 (Nid; — \d;
+ (Aud; = A )daz/\dz—i- (A, = A, )dy/\dz
ox dy
= (biCj — bjCi) dZ + (bld] — bjdz) dy
+ (biCj — bjci) dz + (Cidj — dei) dx
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5.2. Equacoes CFS-PML de Maxwell semi-discretas

Entdo para ¢ = {x,y, z}, serd obtido a seguinte relacdo entre a derivada exterior de 1-forma

de Whitney e a derivada exterior de suas componentes:

1 .
d (Wz‘lj)q ~ 9 projz(d Wz‘lj)- (5.40)

Onde a fungdo projegdo proj; serd definida da seguinte maneira

pI'Ojf (IL’,y,Z) - (anaz) (541)
proj; (v,y,2) = (,0,2)
projz (z,y,2) = (z,9,0).

A equacdo (5.30) pode ser escrita da seguinte maneira

: 1 o dby,
S| X gl (gee) | -ate e

=1\ g={z,y,2}

Através de (5.39), tem-se que

ldw; " =2 (ldwi,|I” + [ld wiy I* + lldws. ) (5.43)

Aplicando do Teorema Generalizado de Stokes na variedade tetraédrica, €2, a forma semi-
discreta de (5.9) é obtida,

t llrojg(en)|? T
ros o) 2 1 “ db
2| £ HJquH; _ . A @ * | e =— (5.44)
ao={wyz} | g Ioroigles)li2 a e

lleall?

Considerando a soma sobre todos os tetraedros da malha na regiao PML, o sistema semi-

discreto global de equac¢des diferenciais ordinarias é

% S e <% . e) (5.45)

q={zy,2}

onde e e b s3o vetores coluna de incégnitas.

93



5.2. Equacoes CFS-PML de Maxwell semi-discretas

De maneira andloga ao modo TM 2D, tem-se que as matrizes C, de tamanho Ny x N, serdo
construidas através das projecdes proj, induzidas pela equacdo (5.42) e pela matriz rotacional
C ([B.23)). Entdo, para cada aresta i e face m da malha define-se as matrizes C, da seguinte

maneira . )
 [lprojy (e
m el

[C] [C] (5.46)

im "

Usando novamente o método de Galerkin a utilizagdo das matrizes C,, e utilizando aos propri-
edades fundamentais dos espacos Whitney e através da assemblagem de todos os elementos

da malha teremos a seguinte equacdo matricial

M, (e) % = >  CIM;(v) (Si % b) — M, (0)e. (5.47)

q€{z,y,z} 7

5.2.3 Equacoes CFS-PML semi-discretas

Pode-se entdo resumir aqui os trés tipos de equagdes para dentro da regido PML em funcao

da dimensao do dominio e do modo de propagacado para o caso 2D.

5.2.3.1 Modo TE 2D

% — _%C 1(t) *x e (548)
={zy} 1
de 1 _., 1
M (€) - = ;C"Ms (v) > <§q *b) —M, (0)e (5.49)
q€{z.y}
5.2.3.2 Modo TM 2D
db 1
— ==Y G, e (5.50)
dt S Sl
M(e)@— > GIM, (v) Lw — M, (0)e (5.51)
i dt qe{z,y} o Sq ’ .

5.2.3.3 Dominios 3D
db 1
at 2. G <S Ol e) (5:52)

M, (€) % = > CIM;(v) (— * b) —M, (0)e (5.53)
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5.3 Discretizacao no tempo das equacoes CFS-PML
de Maxwell

Para a discretizagdo temporal das equa¢des (5.48)-(5.53) precisa-se fornecer uma forma re-

cursiva para calcular as convolugdes discretas Si xee Si x b.
q q

Desenvolve-se esta se¢do utilizando as equagdes (5.48) e (5.49) para o modo TE 2D e os
outros dois casos serao obtidos analogamente. Define-se agora os vetores convoluidos e e b,

para ¢ = {z,y}, como uma maneira de simplificar a notag3o,

. [ 1 1
e, = [m *x eq(t), A * eo(t), . 50 * eNe(t)} (5.54)
1 1 1

b, = [m*bl(t),%*bg(t),...,%*b]vf(t)}

A seguir apresenta-se uma maneira recursiva para calcular convolugdes discretas e reescrever
as equacdes, a fim de facilitar a aplicacdo das condicGes de contorno dos problemas estudados.

Usando (5.11]), cada componente dos vetores convoluidos (5.54]) podem ser escritas da seguinte

maneira,
1 0(t)  ogi ()
xe(t) = ——¢ Orai Joy(t) | *e;(t 5.55
s e (k ) (1)) % eitt) (5.55)
1 o —(U“qu)t
_ Zt i q,t cokq,i t zt
el - o u(t) = et
= —elt) + &alt) 5 lt)
q,?
1
- % _GZ(t)+¢q,Z(t)
q,?
e
1 o(t)  0gy —(—u":ak_q“')t
xb;(t) = —— - % e OFa,j u(t) | *b;(t) (5.56)
Sq(t) J ( qu Eokfgd J
1 . f’q,z+akq,z>
= —b(t) - L <€°’“q’f t) * b;(t
b0~ e u(t) * b1
1
= el + (1) +by(1)
q,?
1
-7 AGZ(t)Jqu?J(t)
q,?
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onde
E.i(t) = _Gjljrgi 7( CoFan )tu(t) (5.57)
(bq,i(t) = fq,i<t> * ei(t) (5-58)
Vq,i(t) = &q.5(t) % b; (). (5.59)

Escrevendo em notacdo matricial tém-se os seguintes vetores

Py(t) = [Pg1(t), Pg2(t), -+, Pgn.(t)] (5.60)
Ty(t) = [Ye1(t) Pga(t), - g, (t)] (5.61)
Koe(t) = [ea(t)/kgn, ea(t) kg, s en(t)/kqn.] (5.62)
Koo(t) = [bi(t)/kgr, ba(t)/kiga, -+ b, (8) /g, ] (5.63)

As equacgdes (5.48) e (£.49) podem entdo ser escritas da seguinte maneira em decorréncia de

(6.60)- (B.63),

ob =0 ; (,0)+3,(0) (5.64)
OM (e = JCTML() 3 (Kyp Wy (1) ~ Mi(o)e (5.65)
a={z.y}

onde ¢ = {z,y}.

O objetivo agora é a discretizagdo no tempo das equacdes em (5.64]) e (5.65)). Para se ter
uma representacao discreta satisfatoria destas equacgdes, precisa-se representar discretamente
as convolugdes dos vetores W, (t) e ®,(t) em (5.60) e (5.GI]), respectivamente. A estratégia
adotada serd discretizar &, ;(t) em (5.57)) e mostrar que através desta discretizagdo é possivel
calcular de uma forma recursiva os vetores W, (t) e ®,(t), o que facilitard e trard uma economia

computacional na implementacdo da CFS-PML.
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Seja entdo a representacdo discreta dada por

(n+1)At
§paln] = / Eq.i(T)dT (5.66)
(n+1)At o _(faiteka
N / _he ( c0kg,i ) u(T)dr

) (n+1)At 0q,itakq
_ Og,i N cokq,i i
= e i) u(r)dr

T 12
€0 k:q,i nAt

0q,itakq og,itakq
- Oq.i Eok’(“‘ ef(qe(;kﬁ)(nJrl)At e*(%)?@At
cok? 040+ aky
o "+akq o "+o¢kq
0y (e )ae ) (e Jua
— e q, — ]_ e q,
ki (04 + aky)

ok
— (70(16,11‘:0’ q)nAt
= Gq,i€ o

onde,

qu
0 (k o W) (g — 1) (5.67)

(i)
. — q,1
hei = e .

Por (5.66)) e (5.67)) é possivel escrever &, ;[n + 1] em fungdo de &, ;[n],
_(oq’i-kakq
Ealn +1] = hgze \

h 7(aig:a%q)nAt *(qu’g:a,kq>At
— e q,t e q,t
q,?

n A
Jornas (5.68)

= &gilnlgq.-

As convolugdes em (B.58) e (B.59) podem ent3o ser escritas em sua forma discreta utilizando

o resultado da equacdo (5.G8)) e a aproximacdo discreta de uma convolugio dada por

(f*g)m] = f(m—mn)g(m) (5.69)
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5.3. Discretizacao no tempo das equacoes CFS-PML de Maxwell

Com isto tem-se que cada componente ¢, ; do vetor ®, no instante n + 1 pode ser escrito de

maneira recursiva da seguinte maneira,

Ggaln +1] = (§i*ei)[n+1] (5.70)
n+1
= Z Erilm)ei(n+1—m)
n+1

= ng( )62n+1 +Z§qz eln+1— )

n+1

= hq,iei(n + 1) + Z gq,ifq,i(m — 1)62(71 +1— m)
m=1
= hgiein+1)+gq Z £gi(m)ei(n —m)
m=0

= hqu‘@i(” + 1) + gq,igq,i(n) * GZ(TL)
= hgiei(n +1) + ggi0q.i[n]

analogamente temos que

Vgin+1] = (&5 % b;)n+1] (5.71)

n+1

= quj j(n+1—m)

= hq,jbj(n —+ 1) + gq,jwq,j [n]

Assim a discretizagdo no tempo das equagdes em (0.G4) e (5.63]), com a aplicagdo de um

esquema leap-frog para resolver o sistema é dada por

b"tE = b E —CZ (K2, + &) (5.72)

At a1 a1
(M (€)+AIM, (0)) € = My () " + -CTM (v) ) (qu 2 | xpﬁ) (5.73)

q

5.3.1 Condicoes de contorno através de particionamento de matrizes

Como neste trabalho o enfoque é a utilizacao de malhas ndo estruturadas na discretizacdo do
dominio, tem-se que ao contrario do método classico de Yee [Yee, 1966|, impor condicbes de
contorno requer alguns cuidados, em problemas de valor de contorno nem todas as arestas e

faces possuem graus de liberdade.
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5.3. Discretizacao no tempo das equacoes CFS-PML de Maxwell

Logo para tratar as condicoes de contorno diferentes de zero, usa-se a abordagem de partici-

onamento de matrizes [Keranen et al., 2002]. Neste sentido, o vetor da circulacdo do campo

elétrico e, a matriz de incidéncia C e a matriz de Galerkin Hodge M serdo particionados da

e= [ ©f ] (5.74)

seguinte forma

€s

c-|c c| (5.75)
Mff Mfs

M, = [ Vo ] (5.76)
Ml Ml

Usando as equagdes (5.74)), (5.75) e (5.76), pode-se escrever o seguinte esquema leap-frog

btz = bz — —c Z (K, + @) (5.77)

e = (N7) 1[M{f<> +§cTM2( )3 (ph vyt )] ~N{el™ (5.78)

q

Ny = (My(e) + AtM, (o)) (5.79)

Finalmente, vale ressaltar que a deducdo total apresentada neste capitulo estende-se ao
modo TM e a dominios tridimensionais. Observa-se que as matrizes de massa e inci-
déncia serdao construidas em funcao do modo de propagacao e da dimensao do problema
[He and Teixeira, 2006b], Tabela [5.1] apresenta estes casos

Tabela 5.1: Grau das formas diferenciais X dimensao e modo de propagacao.

Modo de Propagacao Grau da forma diferencial
Dimensao Campo Elétrico | Dens. de Fluxo Magnético
Modo TE 2D 1 2
Modo TM 2D 0 1
3D 1 2
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Para o modo TM as matrizes C, M; e M, serdo substituidas em (5.77) e (B.78) por G, M

e M, respectivamente.

btz = b 2 At Z G, (ng + ‘E’Z) (5.80)
q={z.y}
1 1 1
o = (N) M @e At Y ann ) (K03 wpt) [ -t sy
q={z,y}
No = (Mo(e) + AtMy(0)) (5.82)

No caso de dominios tridimensionais, a matriz de incidéncia C serd trocada pelas matrizes de

incidéncia direcionais C, e tém-se

b i =b" At Y G, (KI, + @) (5.83)
q={zy,z}
-1 1 1
et = (N{) IM{f(gen+ar ST IV, () (KppE i) | - N{ertt (584
a={z,y,2}

5.4 Parametros CFS-PML

Nesta secdo sera feito uma discussdo sobre o papel dos parametros CFS-PML na implemen-
tacao desta condicao de contorno absorvente e como cada um age sobre a onda dentro da

regiao de absorcao.

Como ja foi salientado, quando trata-se da aplicacado de uma PML para o truncamento de
dominios para uma certa classe de problemas de propagacdo de ondas é necessaria a escolha dos

parametros relacionados a formulacdo PML proposta. Neste trabalho utilizou-se os pardmetros

propostos por [Movahhedi et al., 2007], que estdo apresentados em (B.11]).

E dada agora uma interpretacao fisica de cada um dos parametros CFS-PML que serdo otimi-
zados. A condutividade o, ird produzir uma atenuagdo exponencial da onda dentro da regido

PML. Equacgdo (.80]) apresenta os valores especificos da condutividade para cada direcdo
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5.4. Parametros CFS-PML

q = x,y, onde estes valores assumem o comportamento de fun¢bes polinomiais de ordem m

para as diferentes componentes contravariantes dos campos.

d m
0y = Omaz (fq) (5.86)

onde L é a profundidade fisica da regido PML, e d, é a distancia a partir da interface interna
PML.

O valor 0,4, em (B.87) é interpretado como a condutividade maxima para cada direc3o,
cujo valor adotado sera interpretado como a maxima atenuacdo da onda sem comprometer o

desempenho da CFS-PML.
m+1

Omaz = _2777L

onde 1 é a impedancia intrinseca do meio, e R é o coeficiente tedrico de reflexdo da incidéncia

In(R) (5.87)
normal de uma onda plana.

O fator de deslocamento k,, ird controlar a velocidade de fase da onda. Tem-se que o0 aumento
de k, reduz a velocidade de fase da onda, o que significa introduzir um aumento artificial do
indice de refracao que consequentemente reduz o angulo de incidéncia e isso faz com que o
desempenho do meio PML seja melhorado nos casos de incidéncia mais obliqua. Equacao
(E.88) apresenta a maneira de se obter o fator de deslocamento k.

by =1+ (s — 1) (d_Lq)m (5.88)

Tanto em (B.87) e (5.88), 0, e k, sdo obtidos pela gradagdo polinomial, ou seja, isso aumentara
o valor da condutividade o, de zero e do fator de deslocamento k, de 1 no meio PML em
d, = 0, que é a interface do meio PML, até o, = 04z € kg = Kimas, respectivamente, em

d, = L, que é o contorno terminado por uma parede condutora eletricamente perfeita.

O parametro o em (5.11]) é definido como o deslocamento da frequéncia complexa, que neste

trabalho é assumido constante e independente da direcao de propagacao.

Na préxima secao serd apresentado simulaces para se medir a capacidade de absorcao da

CFS-PML, tanto para dominios bidimensionais e tridimensionais.
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5.5. Erro de reflexao para CFS-PML

5.5 Erro de reflexao para CFS-PML

5.5.1 Erro de reflexao 2D - modo TM

O primeiro exemplo calcula os campos gerados por uma linha de corrente que irradia ondas TM
polarizadas no espaco livre. Para validar a proposta de implementacao, € avaliado a existéncia

de campo esplrios, devido a reflexdo dos limites CFS-PML.

Figura apresenta a geometria computacional, esta geometria é representada por um qua-
drado de dimensdes 7 x 7 cm, regido PML de L = 2,0 cm de espessura e terminada por
uma parede eletricamente perfeita. O dominio foi discretizado com uma malha com 112.491

tridngulos e 169.278 arestas e o passo de tempo utilizado é At = 0,02821ns.

Regiao CFS-PML

L=2,0

d=7,0

@ Fonte

Figura 5.2: Geometria computacional com regiao CFS-PML.

A excitacao utilizada nesta simulacdo é um pulso Blackman-Harris [lrving and Knight, 2006],

localizada em (z,y) = (0,0) com frequéncia central de 300 MHz (veja Figuras B.3]).

Uma das questdes primordiais serd a escolha de parametros PML étimos que sdo calculados
utilizando as expressdes (5.80)-(5.88). Logo temos m = 2,5545, R = exp(—13,3799),

Kmaz = 4,0024, o = 0,001, estes parametros foram escolhidos de maneira otimizada através

da aplicacdo do algoritmo da evolucao diferencial [Moura et al., 2012a.
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Figura 5.3: Pulso Blackman-Harris com frequéncia dominante de 300 MHz.

-0.02
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-0.06
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0.1

Figura 5.4: Fotografias mostrando amplitude do campo elétrico &, em t =
3,551ns; 13,42 ns; 23, 36 ns.

Figura 5.4] apresenta fotografias do campo £ nos tempos t = 3, 55 ns; 13, 4 ns; 23, 36 ns. Cla-
ramente se percebe a onda viajando para o exterior da fonte e a nao ocorréncia de modos

espurios que s3o provenientes da interface interna da regiao PML.
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5.5. Erro de reflexao para CFS-PML

Para avaliar o desempenho do CFS-PML, calcula-se uma solu¢do de referéncia dentro da
geometria apresentada na Figura estendida 3 vezes no seu tamanho, ou seja, usa-se um
quadrado de 21 cm de lado e para evitar qualquer reflexdo espuria para esta simulacdo é inserida
na fronteira desta nova geometria uma nova regido de absorcio PML. Usa-se a mesma fonte

e 0 mesmo passo de tempo At da simulacdo anterior.

O erro de reflexdo em dB relativo a solu¢do de referéncia serd calculado em fun¢do do tempo,

através da seguinte expressao:

EA—FE

max ‘

Onde E representa o campo discreto dependente do tempo calculado na simulagdo, E4 re-
presenta o mesmo campo discreto calculado pelo problema de referéncia, e E2_  representa

o valor maximo do campo de referéncia durante todo o tempo de simulac3o.

0 I - — — I 1 N

i
Y
..... i Erro calculado no ponto (0,2)
-200 i Erro calculado no ponto (2,0)
Erro calculado no ponto (-2,-2)

-400

600~
f

i/ \/

-800 : \f N 1 iy
[/ (=)

, |
-1000 : ‘ ‘ | ] 1
710020 20.5 21 215 22 23 235 24 245 25
0

60 f

Erro (dB)

Erro (dB)

\ \
5 10 15 20 25 30 35 40 45
Tempo (nsec.)

25
Tempo (nsec.)
-1200

Figura 5.5: Erro de reflexao em funcao do tempo calculado nos pontos A, B e C para o
modo de propagacao Transverso Magnético.

Figura mostra que o erro em dB como uma fun¢ao do tempo, de trés pontos de amostra,
A=1(0,2), B=(2,0)e C = (-2,-2), (ver Figlh4l). O erro de reflexdo é consistentemente
inferior -40dB, o que mostra que a camada de CFS-PML eficazmente emula um dominio
aberto. Comparando o erro de reflexdo em funcdo do tempo com os snapshots da Figura 5.4
percebe-se claramente que a ocorréncia de micro-reflexdes decorrentes da entrada da onda na

regiao CFS-PML ocorrem aproximadamente partir de 20 ns, este fendmeno é destacado na
Figura 5.5
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5.5. Erro de reflexao para CFS-PML

Neste exemplo tratou-se a formulagdo CFS-PMI para o modo transverso magnético, ou seja,
considerou-se aqui o campo elétrico como uma 0-forma e a densidade de fluxo magnético como
sendo uma 1-forma, desta feita utilizou-se as equacdes de Maxwell modificadas descritas pelas

equagdes (0.80) e (B.8T]). O préximo exemplo tratard da formulagdo para o modo TE.

5.5.2 Erro de reflexao 2D - modo TE

Para esta segunda simulagdo pretende-se calcular os campos gerados por um circulo de raio
r = 0.2 centrada na origem da geometria computacional descrita pela Figura 6.2l Os pa-
rametros pml utilizados sao idénticos aos do modo TM. Novamente para validar a proposta
de implementacdo, é avaliado a existéncia de campo esptirios, devido a reflexdo dos limites
CFS-PML.

0 \ \ \ \
TATY v
— Erro calculado no ponto (0,2)
'200 [ Erro calculado no ponto (2,0) M
O Erro caleulado no ponto (-2,-2)
Py WL L L il ekt "
400 4 //M 2 , ; .
2 i
E A‘;JM -40 g - - j //77\’
s -600 “ — .
o mﬁ g \ \ / \ /
= Aﬁ / T %0 ‘H‘ “ U” .
800 el . |
-100 ~‘ | : {, i 4
-120 , H 4
-1000 : ,
-140 1 1 L L i =]
30 30.5 31 315 32 325 33 335 34 345 35
Tempo (nsec.)
-1200 | | | | | | | |
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45

Tempo (nsec.)

Figura 5.6: Erro de reflexao em funcao do tempo calculado nos pontos A, B e C para o
modo de propagacao Transverso Elétrico.

Figura apresenta o erro de reflexdo em fun¢do do tempo calculado por (5.89). Novamente
se tem que os erros estiao abaixo de -40 dB, mostrando assim o bom desempenho da CFS-PML
para o caso TE. Nesta simulacdo o campo elétrico é considerado uma 1-forma e a densidade

de fluxo magnético uma 2-forma e sido usadas as equagdes de Maxwell modificadas para este
caso s3o descritas pelas equa¢des (B.77) e (B.75).

Como ultimo teste deste capitulo sera verificado a capacidade de absorcao da CFS-PML para

formas diferenciais em dominios tridimensionais.
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5.5. Erro de reflexao para CFS-PML

5.5.3 Erro de reflexao 3D

Para validar a proposta de implementacdo da CFS-PML para dominios tridimensionais, foi
avaliada a existéncia de campos espurios, devido a reflexdo no limite da regido CFS-PML,
os campos calculados sao gerados por uma esfera de raio r = .1 m com centro em ¢ =
(0.5,0.5,0.5) e iluminada por um pulso Black-Harris com frequéncia central de 300 MHz
(Veja Figura [5.3]) no espaco livre.

Figura 5.7: Geometria computacional e pontos onde erro de reflexao foi calculado.

A geometria computacional é apresentada pela Figura 5.7], esta geometria é um cubo com as
dimensdes 1 x 1 x 1 m. Os erros de reflexdo para este modelo serdo calculados nos pontos
destacados na Figura 5.7l Os parametros CFS-PML utilizados s3o os mesmos utilizados para
o caso 2D, com uma profundidade fisica da regido PML é L. = 0.3 m e é terminada por
uma parede perfeitamente eléctrica. O dominio foi discretizado com uma malha com 61.926

tetraedros e o passo de tempo é At = 0, 0363 ns.

Para avaliar o desempenho a implementacdo da CFS-PML para dominios 3D mediu-se o erro
de reflexdo (em dB) como no caso bidimensional através de (5.89). Este erro foi calculado

em relacao a uma solugdo de referéncia obtida pela ampliagao da geometria e terminada com
uma camada CFS-PML.

Figura mostra os erros de reflexdo medidos nos pontos com coordenada z = 0, percebe-se

que aproximadamente em ¢ = 6.5ns somente o ponto (z,y,z) = (0,0,0) apresenta um erro
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Figura 5.8: Erro de reflexao em funcao do tempo calculado nos pontos da geometria.

de reflexao ligeiramente superior a -40 dB, por outro lado, em todo o restante da simulagcao

0s erros estao abaixo da faixa de -40 dB.

0 \ \ ‘
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Figura 5.9: Erro de reflexao em funcao do tempo calculado nos pontos da geometria.

Para os pontos da geometria com coordenada z = 0.5 tem-se um melhor desempenho para a
CFS-PML, Figura mostra que durante toda a simulagdo os erros de reflexdao em todos os

pontos avaliados estiveram abaixo de -40 dB.

Por ultimo Figura [5.10] apresenta o erro de reflexao referente aos pontos com coordenada
z = 1, temos aqui novamente como na Figura que entre os instantes ¢t = dns e t = 10ns
os pontos (z,y,2) = (1,1,1) e (x,y,2) = (1,0, 1) apresentam erros um pouco acima de -40
dB.
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Figura 5.10: Erro de reflexao em funcao do tempo calculado nos pontos da geometria.

No geral tanto para o caso bidimensional como para o caso tridimensional a CFS-PML pro-
posta aqui se mostrou bastante eficiente na absorcdo das ondas. No préximo capitulo serdo
apresentadas algumas aplicagdes em GPR para a teoria vista até o presente capitulo. Serdo

simulados modelos em dominios bi e tridimensionais.
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Capitulo 6

Simulacoes Numéricas para sistemas

de GPR

6.1 Introducao

Neste capitulo serd realizada uma breve introducdo sobre a teoria dos radares de penetracao
de solo e sera aplicado a teoria vista neste trabalho para a simulacdo numérica deste tipo de

sistema em dominios bi e tridimensionais.

O radar de penetragdo de Solo - GPR (Ground Penetrating Radar) é um método eletromagné-
tico de investigacao do subsolo, que se caracteriza como nao destrutivo e ndo invasivo, e tem
sido muito utilizado ultimamente na investigacdo de camadas proximas da superficie, por ser
rapido, pratico, econdmico e oferecer uma alta resolucdo, que permite obter grandes detalhes

e informacdes sobre feicGes geoldgicas.

Para se obter as informacdes das propriedades fisicas do subsolo sem a necessidade de esca-
vagoes ou sondagens sdo utilizados os chamados métodos geofisicos. Os métodos geofisicos
podem ser definidos como ativos e passivos. Os métodos ativos medem a resposta que o solo
fornece com respeito a energia eletromagnética, elétrica e sismica enquanto que os métodos

passivos medem a intensidade de campo elétrico, magnético e gravitacional.

O radar de penetracdo de solo, é um método geofisico de superficie, ou seja, os instrumen-
tos de medida (antenas) s3o colocados na superficie do solo [Annan, 1992]. Estes sistemas
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utilizam ondas eletromagnéticas na faixa de 300 MHz a 3 GHz, para o estudo de estruturas
subsuperficiais, ou seja, um pulso de energia ¢ irradiado para o subsolo por intermédio de
uma antena transmissora, sofrendo reflexdes, refracoes e difracdes, sendo entdo parcialmente

captado por uma antena receptora.

Uma das dificuldades encontradas neste tipo de operacdo estd no fato de que, dependendo
do tipo do objeto enterrado e as caracteristicas do solo, a reflexdo causada por ele pode ser
pequena em comparacao a outros sinais, que sao incidentes sobre a antena receptora. Devido
a esta dificuldade surge a necessidade do modelamento computacional para a simulagdo deste
sistemas a fim de se entender todos os fenémenos ocorridos durante a execu¢ao do processo,
levando-se em conta a variacao de parametros, tais como, geometria de objetos enterrados,

tipos de solo, presenca de outros materiais no solo e etc.

O GPR é conhecido como uma ferramenta poderosa com aplicacdes em areas como arqueo-
logia, prospeccao de petrdleo, deteccdo de inclusdes em estruturas de concreto, estimacdo da
espessura de pavimentos entre outras tantas. Um dos grandes atrativos da utilizacao do GPR

se encontra no fato da sua aplicabilidade como um teste n3o destrutivo.

Os sistemas de GPR podem ser modelados computacionalmente através das equacles de
Maxwell e ao longo deste trabalho apresentou-se a teoria das formas diferenciais como uma

boa op¢ao para a simulacdo de problemas de propagacao de ondas eletromagnéticas.

Um dos fatores que se destacam na utilizacdo das formas diferenciais para a discretizacido das
equagoes de Maxwell é o fato de se obter um método explicito, ou seja, o calculo de valores
de uma certa grandeza em um instante posterior pode ser obtido através dos valores desta
grandeza obtidos em um instante anterior. Outro aspecto a se pontuar estd no fato de se ter
grande facilidade em se modelar geometrias complexas através da utilizacdo de malhas nao

estruturadas.

6.2 Histdorico do GPR

O GPR teve sua aplicacdo voltada primeiramente para fins militares, estes instrumentos eram
usados na deteccdo de minas enterradas e a sua utilizagdo em larga escala ocorreu durante

a segunda guerra mundial. Em 1929 na Alemanha ondas de radio de altas frequéncias foram
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utilizadas para a investigacao de sub-superficies com o intuito de se determinar a espessura de
uma geleira [Stern, 1929], mas, devido as limitacGes tecnoldgicas da época esta tecnologia foi

pouco explorada até os anos de 1950.

Nos anos de 1960 devido a queda das placas de gelo na Groenlandia o interesse sobre o tema
se acendeu e um dos maiores sucessos deste método se deu na determinagao da espessura de

placas de gelo na Antartida e no Artico.

Nos anos de 1970 devido as pesquisas espaciais e as missoes a lua houve aplicacoes deste tipo
de sistema em ambientes sem gelo e a partir disto se nota uma intensificacdo considerdvel em
sua utilizacdo, gerando com isto diversas aplicagdes. Neste periodo os sistemas de GPR come-

cam a ser utilizados para a localizacao de objetos enterrados, ou cavidades tais como tubos,

tuneis e minas |Fullagar and Livleybrooks, 1994|, estas aplica¢des se generalizaram como uma

ferramenta geotécnica.

Nos anos de 1980, os sistemas de GPR foram reconhecidos como método da exploragao geofi-
sica por parte da comunidade geocientifica mundial e isso se deveu ao grande desenvolvimento
tecnoldgico que possibilitou o desenvolvimento de equipamentos mais eficientes para a aquisi-

cao de dados.

No inicio de 1990, comeca-se a fabricar sistemas de GPR capazes de coletar dados de reflexao
em arquivos digitais, e com a capacidade de se armazenar grandes quantidades de dados para
posterior processamento e analise. E quase ao mesmo tempo ha um grande desenvolvimento
tecnoldgico por parte dos computadores pessoais, tendo assim equipamentos cada vez mais
baratos e mais poderosos do ponto de vista computacional e este avang¢o possibilitou uma

forma de se processar os dados digitais de uma maneira que n3o era possivel anteriormente.

Devido ao desenvolvimento tecnolégico neste periodo hd uma grande aquisicao de dados de
GPR e a criacdo de importantes técnicas de processamento, destacando-se os trabalhos de
[Conyers and Goodman, 1997], [Goodman, 1996] e [Goodman et al., 1998] que abordam o

calculo de mapas de amplitude e simulagdes computacionais de modelos bi e tridimensionais.

Os estudos japoneses de sistemas de GPR proporcionaram a descoberta e mapeamento de uma

grande variedade de sitios arqueoldgicos enterrados, incluindo fornos de ceramica e timulos
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cercados por fossos [Goodman et al., 1995]. Neste trabalho, uma vasta gama de condi¢coes de

enterro foram encontradas e modeladas computacionalmente antes da aquisicdo de dados a fim
de determinar o melhor equipamento a se usar e as configuracdes para o melhor funcionamento

do equipamento.

6.3 Principios de um GPR

Os Radares de penetragdo de solo s3o sistemas eletromagnéticos para a analise ndo destrutiva
das caracteristicas do subsolo. Este sistema basicamente estd baseado na radiacdo de um
pulso eletromagnético por intermédio de uma antena transmissora que deve ser instalada a
uma distancia consideravelmente pequena do solo. Este pulso sofre reflexdes, refracdes e
difracbes, sendo parcialmente captado pela mesma ou por uma outra antena denominada

antena receptora.

[
ti Xx Al‘
Solo 1
[ |
|
— a™
Solo 2
- 9

Figura 6.1: Esquema bésico de um GPR para exploracao do subsolo composto por duas
camadas com objetos enterrados. As antenas transmissoras e receptoras estao represen-
tadas por t, e 7,.

A Figura apresenta esquema tipico de um sistema de GPR, composto por uma antena
transmissora t, e uma antena receptora r,. O esquema mostra a utilizacdo do sistema em
subsolo composto dois tipos de solo com caracteristicas elétricas diferentes. Neste tipo de
aplicacao se deseja detectar um certo objeto enterrado, mas pode haver a ocorréncia de sinais
provenientes de objetos indesejados que obviamente pode complicar muito a interpretacao dos
dados recebidos, e mesmo, em alguns casos, esconder completamente o objeto de interesse

tornando-o impossivel de se detectar.
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Sabe-se que o sucesso na utilizagdo de uma técnica, como por exemplo, sistemas de GPR esta
relacionado ao conhecimento tedrico do método e de suas limitacoes. A base dos sistemas de
GPR estd na teoria de propagacao de ondas eletromagnéticas de alta frequéncia, e por isso, o

primeiro fator a ser pontuado aqui sera a caracterizacdo das ondas de radar.

6.3.1 Caracteristicas das ondas de radar

As equacdes de Maxwell serdo utilizadas para se estudar as estruturas subsuperficiais a partir
de suas propriedades elétricas e magnéticas, estas equagoes possibilitam entender o compor-
tamento das ondas eletromagnéticas em qualquer meio de propagacao e, através das relacoes
constitutivas, é possivel obter informac¢des das propriedades elétricas e magnéticas dos mate-
riais em que os campos estao atuando. As ondas de radar se movem tanto no ar quanto no
solo s3o uma forma de energia eletromagnética composta por campos elétricos e magnéticos

conjugados.

A geracdo deste tipo de onda se dd quando uma corrente elétrica oscila em um corpo con-
dutivo, produzindo assim um campo elétrico e um campo magnético secundario. As ondas
electromagnéticas (OEMs) s3o entdo geradas e se propagam para fora da fonte, com a sua
porcao eléctrica da forma de onda se movimentando perpendicularmente a por¢cao magnética.
Uma caracteristica especial das ondas de radar esta na capacidade de penetracao em solos por
alguns metros antes que sejam atenuadas e sua energia perdida, e devido a isto temos a sua

ampla aplicacdo na deteccao de objetos enterrados.

Na utilizagdo do GPR as OEMs n3o destroem o solo por onde passam, pode-se entdo dizer
que o sistema é ndo destrutivo e indireto pelo fato, de que o acesso a estrutura espacial do

sub-solo é feita através de uma imagem passivel de interpretacdo.

As ondas de radar se localizam entre os muitos tipos de ondas conhecidos, existem muitas
designacdes atribuidas as ondas electromagnéticas, cada uma definida por seu comprimento
de onda (que é determinado pela frequéncia da fonte oscilante que os produz). A Luz Visual é
a onda eletromagnética mais conhecida, temos também os raios X, ultravioleta, transmissoes
telefonicas, radiagdo infravermelha, radio, TV e celular, raios gama, e muitos mais. Ondas de

radar utilizadas pelos sistemas de GPR ocupam uma porcao especifica do espectro de radio.
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As ondas de radio, onde as ondas de radar s3o um subconjunto deste tipo de onda, tém
frequéncias muito baixas, com comprimentos de onda de propagacdo que variam de poucos
centimetros até, no maximo, algumas dezenas de metros de comprimento. A energia de radar
utilizada na maioria das aplicacdes de GPR tem frequéncias que variam entre cerca de 10 e
1500 mega-hertz. Esta energia ocupa uma por¢ao do mesmo espectro eletromagnético da

televisao e radio FM, telefones celulares e outros dispositivos de comunica¢do pessoal.

Se ocorrer um fenémeno de atenuacdo ou absorcio em um dos componentes elétrico ou
magnético a onda deixard de propagar e desaparecerd, no ar as ondas de radar se propagam
facilmente, e se nao houver um meio que a absorva ou reflita, a onda percorrerd uma distancia
infinita. Neste ponto destaca-se a importancia de uma condicdo eficiente de absorcdo na simu-
lacdo numérica destes sistemas, levando-se em conta a presenca de solos com caracteristicas

elétricas de perdas.

Para se truncar os dominios computacionais reativos aos sistemas que serao estudados neste
capitulo, sera utilizada a CFS-PML apresentada no capitulo[Bl Como visto pelos teste reali-
zados este tipo de PML se apresenta como uma boa op¢ao para o tratamento deste tipo de

sistema.

Dependendo da frequéncia de oscilagcdo, diferentes comprimentos de onda de propagagao sio
produzidos, o comprimento de onda e frequéncia de oscilagdo sdo grandezas inversamente
proporcionais, ou seja, quanto maior a frequéncia de oscilacdo mais curto sera o comprimento
de onda da energia electromagnética produzida, e vice-versa. Para gerar comprimentos de
onda de radar mais longos é necessdrio a utilizagdo de antenas maiores, com frequéncia de

oscilacdo menor.

As OEMs se propagam através do solo, e sua velocidade depende das propriedades dielétricas
do solo [Annan, 1992]. Em interfaces, por exemplo, fronteiras de diferentes tipos de solo ou
objetos distintos, onde as propriedades dielétricas dos diferentes meios mudam de uma maneira
dréstica, a onda eletromagnética é parcialmente refletida. O tempo de viagem e amplitude

destas ondas s3o registrados pela antena receptora.

Cada comprimento de onda de propagacao de energia vai se comportar de forma diferente em

relacdo aos diferentes meios de comunica¢ao dentro do solo, ou seja, se houver a ocorréncia
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de comprimentos longos de onda de energia estes geralmente terdao uma propagacao mais
profunda com menos reflexo de pequenos objetos e comprimentos de onda mais curtos irdo
penetrar profundidades mais rasas, mas refletindo de maneira muito mais facil as pequenas
descontinuidades enterradas no solo. Os comprimentos de onda mais curtos tem capacidade

de penetracao menor porque sdo mais facilmente atenuados pela maioria dos tipos de solos.
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Figura 6.2: Diferentes trajetérias de ondas de GPR em um solo com duas camadas com
permissividades relativas diferentes.

Os materiais geoldgicos serdo caracterizados eletricamente pela condutividade elétrica, per-
missividade elétrica e pela permeabilidade magnética. Figura mostra caminho de viagem
de varios tipos de onda através do solo que podem ocorrer na presenca de duas camadas com

permissividades relativas diferentes.

Mostrou-se no capitulo [3] que a insercao das caracteristicas elétricas dos solos considerados

nas simulacdes de GPR via formas diferenciais sera feito de uma maneira bem simples através
das matrizes de Galerkin Hodge (B.50).

s

E importante entdo salientar que, na insercao das propriedades elétricas dos meios, deseja-se
ao simular estes sistemas obter as mesmas respostas de um sistema real. Pode-se pontuar

entdo os efeitos destas variacdoes, como segue.
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A permissividade afeta diretamente a atenuacdo e a propagacao das ondas de radar
[Annan, 1992], ou seja, se €; > €3, ondas refratadas sao geradas e se propagam paralelamente
a fronteira da segunda camada. Uma outra medida utilizada para se expressar esta relacdao
constitutiva é a permissividade dielétrica relativa ¢, ou constatnte dielétrica dos materiais k&,
definida por:

b= < (6.1)

onde ¢y = 8,854 x 10712 (F/m) é a permissividade dielétrica do vécuo.

A segunda caracteristica elétrica é a condutividade elétrica do meio o expressa em Siemens por
metro (S/m), que mede a habilidade que o material possui em conduzir corrente elétrica. O
valor da condutividade em meios geoldgicos é dependente de alguns fatores que sdo o teor de

umidade, a salinidade, o percentual de argila, a porosidade e a presenca de minerais condutivos.

A permeabilidade magnética ;1 é a terceira caracteristica a ser considerada, segundo
[Keller, 1987], em muitas situagcdes geoldgicas, os fatores preponderantes para a transmis-
sao e recepcao de ondas de radar s3o as propriedades elétricas do meio. Logo para ondas de
radar supde-se (1 nas maioria dos materiais € independe da frequéncia e portanto a razdo entre
a permeabilidade 11 e a permeabilidade do vécuo py = 47 x 10~7 definida como permeabilidade

relativa,
o = — (6.2)

é aproximadamente igual a 1.

E importante salientar que na maioria das vezes o efeito da variagdo da permeabilidade mag-
nética ndo tem sido considerado nas medi¢des de solo, mas em casos em que hd uma grande

variacdo da permeabilidade magnética, seus efeitos ndao podem ser ignorados em secoes de

GPR [|Annan, 1992].

6.3.2 Geracao e gravacao de ondas de radar

Um Sistema de Medicdo de GPR consiste em um transmissor e uma antena receptora e uma
unidade de controle. A parte principal do sistema GPR é a unidade de controle que gera os
sinais do GPR e também recebe os sinais, apds passagem pela terra. O sistema completo é

controlado por computador.
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Para se coletar as reflexdes, as antenas do sistema de GPR que comumente ficam emparelhadas
sao movidas ao longo do terreno. Uma antena gera ondas de radar, e uma segunda antena
registra os tracos de reflexao gerados a partir das reflexdes, este tipo de sistema é chamado
bi-estatico. Existe a possibilidade de se usar uma Ulnica antena como transmissora e receptora,
este sistema é denominado mono-estatico. Neste tipo de aquisicao de dados, a mesma antena
é ligada para transmitir um pulso de radar e, em seguida, imediatamente trocada para o modo

de recepc¢ao, a fim de medir a energia refletida de retorno recebida a partir do solo.

Existem alguns sistemas multicanal de GPR comercialmente disponiveis que podem enviar
e receber sinais de miltiplas antenas simultaneamente. Pesquisas também estdo desenvol-
vendo arranjos de antenas que podem potencialmente receber reflexdes em dezenas ou mesmo

centenas de antenas de superficie para produzir imagens tridimensionais precisas do subsolo.

Quando muitas centenas ou mesmo milhares de vestigios de reflexdes sdo armazenados se-
quencialmente a medida que sao coletadas, um perfil de reflexao é produzido. Com o auxilio
de um computador, as reflexdes de milhares de vestigios dentro de muitos perfis em uma grade
podem ser convertidos em profundidade no solo, e através da energia das ondas refletidas se
pode realizar a andlise do meio, produzindo imagens que retratam a natureza do material no

solo em trés dimensdes.

Um dos grandes problemas enfrentados na aquisicao de dados de radar esta no fato de que
a maioria dos sistemas de GPR transmitem pulsos de radar a taxas extremamente elevadas
que variam de 25.000 a 50.000 pulsos por segundo, e o problema estd que a maioria dos
digitalizadores ndo s3o suficientemente rapido para amostrar as ondas refletidas recebidas a
partir de qualquer um destes pulsos. Uma maneira de se resolver isto, estd na estratégia de
amostragem incremental dos dados coletados, ou seja, os sistemas de controle produzem um
traco de reflexdo composto da seguinte maneira, registra-se o primeiro pulso transmitido. A
segunda amostra é registada a partir do segundo pulso e assim por diante até que um traco

de reflexdo completo seja construido.

6.3.3 Perda de Energia e profundidade de penetracao

Geralmente antenas s3o colocadas diretamente sobre a superficie do solo, ou o mais perto
possivel, mas, se ao contrdrio estas antenas estao localizadas muito acima da superficie do

solo, a energia das ondas de radar n3o vai efetivamente penetrar no solo.
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Figura 6.3: Redugao da intensidade do sinal.

Quando isso acontece, grande parte da energia transmitida é refletida pela interface ar-solo e
volta para a antena de recepc¢do, havendo assim muito pouca energia para se penetrar com
mais profundidade. O sinal eletromagnético é atenuado por diferentes processos no seu trajeto
através do solo, Figura apresenta uma visdo geral dos diferentes processos que levam a

uma reducdo da intensidade do sinal.

A maior perda de energia é resultante do amortecimento da circulacdo das cargas livres trans-
mitidas. A atenuacdo dependente do material serd induzida pela condutividade elétrica de

corrente continua o, relativa ao meio investigado.

Tem-se que a amplitude A da onda eletromagnética ird diminuir exponencialmente em funcao

da distancia d percorrida com respeito ao seu valor inicial Ag:

A(z) = Age™?" (6.3)
onde
o
8= g (6.4)
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Quanto maior for a condutividade 0. do meio, maior serd a atenuacdo da onda electromagné-
tica. No solo, a condutividade eléctrica, por exemplo, ird aumentar devido a um aumento no

teor de umidade do solo de argila ou a quantidade de solutos dissolvidos na solu¢do do solo.

A profundidade de penetracdo da onda electromagnética sera descrita por:

5= (6.5)

Esta profundidade serd reduzida a medida que a condutividade elétrica do meio aumenta, por

exemplo, para a dgua salgada a profundidade de penetracio é de apenas 6 = 1 cm.

Além disso, temos também as chamadas perdas esféricas que podem ocorrer em fung¢do da
geometria do campo de medicdo. A densidade de energia é reduzida devido ao espalhamento

geométrico com o inverso do quadrado do trajeto percorrido.

Outros aspectos que causam a reducdo da energia e o espalhamento e a difracdo da energia
electromagnética causada por objetos cujas dimensdes tem a mesma ordem de grandeza que o
comprimento da onda eletromagnética incidente, chamamos este fendmeno de espalhamento
de Mie, o que impossibilita a reducdo da energia registrada pela antena de recepcao, e também
temos que as perdas de energia que podem ser também induzidas, em consequéncia das perdas
geradas pela reflexdo e transmissdo durante a passagem da onda através da interface de dois

meios.

Logo as fragGes transmitidas ndo podem mais ser registadas pela antena receptora, e isto se
da devido ao desacoplamento das antenas para com o solo e esta energia é perdida para o

espaco livre. Estas perdas podem ser definidas como perdas de fronteira.

6.4 Modelagem computacional de Sistemas de GPR

A simulagdo numérica de sistemas GPR é extremamente importante para se ter o desenvolvi-
mento de novos tipos de antenas, técnicas para deteccdo de sinais e formulagdo de algoritmos

para tratamento de sinais.
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Existem muitas consideraces a serem feitas ao se lidar com o modelamento computacional
de sistemas de GPR. Para se ter uma simulacdo o mais realista possivel é necessario levar em

consideracao alguns aspectos importantes, tais como:

Caracteristicas das ondas eletromagnéticas;

tipos de solos - dispersivos e com perdas;

rugosidade da superficie do solo;

obstdculos naturais como pedras e residuos organicos;

A geometria das antenas que compdem o sistema.

Como mostrado ao longo deste trabalho as formas diferenciais se apresentam como um método
numérico atrativo para este tipo de aplicacdo. Esta capacidade se deve ao fato de se poder
modelar antenas de uma maneira bem natural através da utilizacdo de malhas simpliciais.
Neste trabalho sera simulado modelos que tratam meios com perdas e deixa-se para trabalhos

futuros o tratamentos de meios dispersivos.

A abordagem utilizada através das formas diferenciais para a simulagao dos modelos de GPR
sera através da representacao numérica para se fornecer através de um esquema leap-frog a
solugcdo para as equagdes de Maxwell, no dominio do tempo. Ao contrdrio do FDTD que
se baseia na discretizacdo das derivadas parciais com o uso de diferencas centrais, no caso
das formas diferencias sera utilizado como visto no capitulo 3 uma contrapartida discreta
para o operador derivada exterior. O esquema leap-frog resultante é utilizado como uma
marcha iterativa no tempo para se obter as solugdes desejadas em fungdo do campo elétrico
e da densidade de fluxo magnético. Em todas as simulagdes realizadas neste capitulo serd

considerado meios lineares e nao magnéticos.

6.4.1 Levantamento de superficies baseados em reflexao - 2d

O levantamento de superficies baseado na reflexdo, é um sistema de GPR onde a antena
transmissora e receptora se encontram localizadas sobre a superficie da terra e os dados
provenientes das subsuperficies sdo coletados e sdo analisadas as mudancas ocorridas no pulso

devido as propriedades elétricas do meio e a presenca de objetos refletores.
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Figura 6.4: Modelo com propriedades elétricas.

Figura apresenta a geometria computacional que é composta por trés meios €2, {25 e {23
que representam respectivamente o ar, solo com permeabilidade relativa ¢, = 9, permissividade
relativa y1, = 1 e condutividade 0 = 1 mS/m e outro solo com permeabilidade relativa €, = 25,
permissividade relativa i, = 1 e condutividade 0 = 5 mS/m. Dentro das regides (2; e {2y sdo

inseridos dois objetos com paredes eletricamente perfeitas.

Este problema envolve uma fonte de corrente polarizada localizada na interface ar-solo e
irradiando a onda. A excita¢do tem a forma de um pulso Blackman-Harris no ponto (z,y) =
(—1,2.5) com frequéncia dominante de 300 MHz (ver fig[5.3)).

Os parametros da fungdo CFS-PML (G5.I1]) utilizados com base nos resultados do capitulo
sdom = 3, R = exp(—9), kpar = 4 € @ = 0.004, a regido PML possui uma espessura de

r=1,5cm, e é terminada por uma PEC.

Para esta simulacdo usaremos as equacdes de Maxwell modificadas (5.80)-(5.82) dentro da
regiao PML, utilizou-se uma malha com 78.953 elementos, 118.798 arestas e 39.846 néds e a

componente &, do campo elétrico serd calculada por:

&= ule, (6.6)
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A matriz de Hodge obtida por Eq.(5.82)) possui ordem igual a 39.036 x 39.036 e utilizou-se
o método da esparsificacdo recursiva da matriz de Hodge vista no capitulo [ para aproximar
a inversa desta matriz, com parametro threshold » = 1 x 1075 e se obteve uma matriz com
densidade igual a ds(M;,) = 0.4885%.

Para validar a eficiéncia do método da esparsificacao recursiva comparou-se as solugdes obtidas
através da matriz de Hodge original com a solucao obtida com a matriz esparsificada através
do seguinte erro.

|E° — E7|

E=— (6.7)
| B
onde E° é a solucao obtida através da matriz de Hodge original e £* é a solugcao obtida pela

matriz de Hodge esparsificada em fung¢do do tempo.

0.7

0 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
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Posicao x(m)

Figura 6.5: Erro maximo com o uso da esparsificacao recursiva medido nos pontos sobre
a reta y = 2.5 em relacao a solucao com o uso da matriz de Hodge original.

Figura apresenta o erro maximo medido em todo o tempo de propagacao calculado sobre
os pontos da reta y = 2.5, ou seja, na interface ar-solo. Observa-se que para todos os pontos
amostrados o erro estd abaixo de 0.5%, no ponto (z,y) = (—1,2.5) o erro zero, devido ao

fato da fonte esta localizada neste ponto.
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Figura 6.6: Erro maximo com o uso da esparsificacao recursiva medido em dois pontos
sobre a reta y = 2.5 em funcao do tempo e em relagao a solugao com o uso da matriz de
Hodge original.

Figura apresenta o comportamento do erro em relacdo ao tempo, o erro foi calculado
sobre os pontos (z,y) = (—3.0,2.5) e (x,y) = (3.0,2.5) e fica evidenciado um erro abaixo
de 0.35% para todo o tempo de propagacdo, o que mostra o bom desempenho da técnica de

esparsificacdo recursiva .

E apresentado a seguir fotografias do comportamento da componente &, do campo elétrico
para esta simulacdo, o objetivo aqui é destacar a eficiéncia da CFS-PML em meios com perdas
e mostrar que o uso das formas diferenciais como uma ferramenta de simulagcdo numérica para
sistemas de GPR. E destacado também os fendmenos de reflex3o causados pelas interfaces

dos meios e pelos objetos enterrados.

Figura mostra fotografias da componente £, do campo elétrico nos instantes de tempo
t = 3.38,5.92, 8.46ns. E observado a propagacao da onda através do ar e sua entrada na regiao
de PML, observa-se a eficacia da CFS-PML para o meio ar. Nota-se também a diferenca de

amplitude da onda nas regides €2; e {25, devido as caracteristicas elétricas dos meios.

Na Figura é destacado o comportamento da onda dentro da regido {2, e observa-se a

reflexdo causada pelo primeiro objeto enterrado. Fica também evidenciado a boa absor¢do pela
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Figura 6.8: Fotografias mostrando amplitude do campo &, em ¢ = 11.84,15.23,20.31ns.

regido CFS-PML no meio ar e a entrada neste meio da onda refletida pelo objeto enterrado

no solo.

Figura mostra a viagem pelo ar da onda refletida pelo objeto enterrado na regido €2, e
novamente se destaca aqui o fendmeno da reflexdo causada pela interface dos meios €2; e
(5. Outro ponto importante a se destacar na Figura esta na absorcdo por parte da regido

CFS-PML referente ao meio ar da onda refletida pelo objeto proveniente do solo.

Neste ltimo snapshot (Fig. [610) é observado a entrada da onda no meio 23 e o fendmeno
da reflexdo causada na interface entre os meios, observamos também o momento em que a

onda encontra o segundo objeto enterrado e sua reflexdo.
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Figura 6.10: Fotografias mostrando amplitude do campo &, em ¢ = 35.54, 59.24, 69.39ns.

Figura [6.11] mostra o comportamento da componente de campo elétrico &, para o tempo
t variando de 0 a 70 ns e para todas as antenas receptoras localizadas na interface ar-solo
y = 2.5, a antena transmissora estd localizada em (z,y) = (—1,2.5). Esta é uma fatia da

saida multi-compensada do cubo de dados.

Observamos dois tipos de eventos em Figl6. 11| os eventos lineares sdo a passagem direta da
onda entre o ar e o solo, enquanto que os eventos com movimentos hiperbélicos sdo os reflexos
dos objetos enterrados nos dois tipos de solo, e as reflexdes causadas pelas fronteiras entre os

diversos meios.
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Figura 6.11: Componente de campo &, observada por diversas antenas receptoras para a
antena transmissora localizada em (z,y) = (—1,2.5).

Encerra-se esta secdo se destacando o bom comportamento da CFS-PML para meios com
perdas e também para o tratamento de ondas refletidas por objetos enterrados. Na préoxima
secao serd a presentado o modelamento de uma antena corneta em 2D destacando-se assim

a capacidade de se lidar com geometrias através de malhas triangulares.

6.4.2 Antena Corneta - 2d

Nesta aplicagdo serd simulado um modelo (veja Figl6.12(a)) contendo dois meios €2; e €25 que
representam o ar e um solo com permeabilidade relativa ¢, = 4, permissividade relativa p,, = 1
e condutividade o = 1 mS/m e no solo temos um objeto enterrado com paredes eletricamente

perfeitas.

No ar estd inserida uma antena corneta setorial plano-E com abertura de 14°, a antena foi
escolhida de acordo com a condicdo 6tima de propagacdo, ou seja, obedecendo as seguintes
medidas descritas em Figle12(b).

As medidas da antena s3o dadas em funcdo do comprimento de onda A, ou seja, temos que
b=A2a=M\4,c= %)\, d=)\ R=8\e B = (2)\R)%. Nesta aplicacdo considera-se
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Regidao PML

2 ® Objeto

y
Zy X
Figura 6.12: (a) Modelo computacional constituido por antena corneta setorial plano-E e

objeto enterrado no solo com perdas. (b) Antena corneta setorial plano-E com abertura
de 14°.

o modo TM, ou seja, tem-se as componentes, £, do campo elétrico e (B,, B,) para o fluxo

magnético.

De acordo com a tabela [5.1] serd utilizado as formas de Whitney ([B.36), w® e w! que sdo
funcoes escalares e vetoriais, respectivamente. Para este caso, a componente £, do campo
elétrico serd vista como uma 0-forma e o fluxo B = (B,, B,) serd uma 1-forma, logo se tém

as seguintes aproximagoes para estes campos:

£ = Z@W? (6.8)
B = ijwjl»

Nesta aplicagdo sera utilizada as equagGes de Maxwell modificadas descritas em (5.80)-(5.82))
e se usara como fun¢ao de excitacdo um pulso modulado gaussiano seno, que pode ser expresso

da seguinte maneira:

G(t) = hexp {[— (t — 379) /7'0]2} sin (27 fet) (6.9)
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onde h = 1.484, 1y = [77 (fn— fc)_l], frn = 3GHz, f. = 2GHz. A fonte sera posicionada em
A/4 na parte traseira do guia (ver Figle.12(b)).
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Figura 6.13: Fotografias mostrando amplitude do componente do campo elétrico £, nos
instantes t = 3.76,7.52,11.28,15.04 ns.

Figura mostra fotografias com geracdo do pulso dentro da antena corneta nos tempos
t = 3.76ns e a onda percorrendo toda a estrutura da antena em direcdo ao solo. No tempo
t = 7.52ns observa-se a onda dentro do solo com perdas e o efeito de reflexdo causado pela
presenca do objeto enterrado. Claramente no tempo t = 11.28ns é observado a absorcao
dos diversos tipos de ondas produzidas neste modelo pela regido CFS-PML e em ¢ = 15.04ns
as ondas refletidas tanto pelo objeto enterrado como pela interface ar-solo sdo absorvidas na

regidao CFS-PML acima da antena corneta no meio ar.

Para se destacar o efeito da presenca do objeto enterrado no solo, apresentamos a seguir
a comparagdo entre os sinais mensurados no ponto (z,y) = (0,0). Figura [6.14] apresenta
o comportamento da componente £, do campo elétrico com e sem a presenca do objeto

enterrado, percebe-se claramente o efeito reflexivo causado pelo objeto enterrado.

E feito a diferenca entre os sinais apresentados na Figura [6.14] e esta diferenca é apresentada
pela Figurd6.15 A diferenca dos sinais é um pulso modulado Gaussiano diferencial produzido

pela resposta da presenca do objeto enterrado no solo.
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Figura 6.14: Comparacao dos sinais tanto com e sem a presenca do objeto enterrado.
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Figura 6.15: Diferenca entre os sinais - com e sem a presenca do objeto enterrado.

O préximo exemplo ird tratar a deteccdo de uma estrutura em concreto e a andlise através da

velocidade de propagacdo da onda da localizacdo desta estrutura.
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6.4.3 Deteccao de estruturas em concreto

Nesta secao apresenta-se a simulacao da deteccao de uma estrutura em concreto. Figura[6.16

apresenta estrutura simulada, que é composta por um tinel com 5 m de largura e 3 m de

altura construido em um solo com permissividade relativa €, = 2,4 e condutividade elétrica

o =1x10"3S/m. O material do tinel é concreto com permissividade relativa ¢, = 5,5

e condutividade elétrica 0 = 0 S/m. Para todos os materiais do esquema assumi-se uma

permeabilidade relativa p, = 1.

Ar

,_ﬁ)

IO,S m

Solo
Concreto

2,86 m

S

z

Figura 6.16: Esquema de deteccao de estrutura em concreto por GPR, composta por tiunel

de concreto construido em um solo com caracteristicas elétricas com perdas.
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Figura 6.17: Pulso Blackman-Harris com frequéncia dominante de 500 MHz.
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Para esta simulagdo assume-se o modo TM, ou seja, tem-se que o campo elétrico £ = E.dy é
uma O-forma e a densidade de fluxo magnético B = B,dx + Bydz é uma 1-forma. Logo para
este modelo serd utilizado as equagdes modificada de Maxwell descritas em (5.80)-(5.82)). A
antena transmissora é modelada como um dipolo iluminada por um pulso Blackman-Harris
com frequéncia dominante de 500 MHz (Veja Figura [6.17)).

Serd apresentado agora o radargrama do comportamento do campo elétrico, onde a escala
vertical do radargrama indica o tempo que o pulso leva para alcangar uma anomalia no terreno,

ser refletido e captado pela antena receptora.
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Figura 6.18: Simulagao sem a presenca da estrutura de concreto. Campo elétrico £ obser-
vado por antenas receptoras posicionadas na interface ar-solo para antena transmissora
posicionada no centro do percurso.

Figura [6.18] apresenta radargrama que corresponde a uma medicdo feita sobre a interface ar-
solo[6.16l sem a presenca da estrutura em concreto (tdnel). Percebe-se apenas a ocorréncia de
eventos lineares o que indica os efeitos da passagem da onda pelos meios ar e solo e o efeito

da dispersao causada pelo solo.

Conhecer o valor da velocidade de propagacao da onda GPR no meio geoldgico, constitui
um fator de extrema relevancia, pois é através dele que pode-se estimar a profundidade dos
objetos. No vécuo, a onda GPR propaga-se com velocidade de 0,3m / ns e no meio geoldgico
com valores, geralmente, compreendidos entre 0,06m /ns e 0,16 m / ns.
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A velocidade de propagacdo da onda eletromagnética em um meio com permissividade dielé-
trica relativa ¢,, condutividade elétrica o e permeabilidade magnética relativa y,. serd calculado
da seguinte maneira,

v = < (6.10)

Jour (225150

onde ¢ é a velocidade da luz no vécuo, o/we é o fator de perda e w é a frequéncia . Pode-

se observar pelo fator de perda, que quando a condutividade aumenta a velocidade da onda

diminui e vice-versa.

Quando uma onda de alta frequéncia, como é o caso do GPR, propaga-se através de um meio
geoldgico com condutividade menor que 100 mS/m, onde a perda é muito pequena, e ndo ha
presenca de material ferromagnético i, = 1, a equagdo (6.I0) pode ser escrita da seguinte

maneira,

(6.11)

Pela Figural6.16ltem-se que a parte mais alta do ttinel se localiza a uma distancia d = 0,5 m do
solo, aplicando (6.10]) para os dados deste modelo se obtém o seguinte valos para a velocidade

de propagacao,
0,3m/ns

YT /R 8542 x 10—012

=0,1936m / ns (6.12)

Logo o tempo esperado t,, para que as antenas receptoras detectem a onda refletida pela

estrutura de concreto serd

d
te, = - 6.13
- (6.13)
B 0,5m
©0,1936m /ns
— 5,1676ns (6.14)

e o tempo t,, esperado para que as antenas receptoras detectem a passagem da onda pela

estrutura de concreto e o interior do tunel serd

2(3,5 — 2,86) + 1
o= 23 - )+ (6.15)

= 11,78ns
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Agora apresenta-se o radargrama do comportamento do campo elétrico na presenca da es-
trutura de concreto, espera-se pela escala vertical do radargrama obter as medidas do ttnel.
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Figura 6.19: Simulagao com a presenca da estrutura de concreto. Campo elétrico £ ob-
servado por antenas receptoras posicionadas na interface ar-solo para antena transmissora
posicionada no centro do percurso. Linha tracejada em vermelho indica ¢,, = 5,7816ns e
linha tracejada em azul indica ¢,, = 12,39 ns.

Figura apresenta radargrama que corresponde a uma medicdo feita sobre a interface
ar-solo com a presenca da estrutura em concreto (tunel). Percebe-se agora em relagdo ao
primeiro radargrama a ocorréncia de eventos hiperbdlicos o que indica os efeitos de
reflexdo causados pela estrutura de concreto. O radargrama mostra a recep¢do da onda
refletida pela estrutura de concreto como calculado em (613) e (E.15]).

Figura apresenta radargrama que corresponde a uma medicdo feita sobre a interface ar-
solo para antenas transmissora e receptora se movendo simultaneamente. Novamente se tem
a ocorréncia de eventos hiperbdlicos o que indica os efeitos de reflexdo causados pela estrutura
de concreto.

O dltimo exemplo a ser apresentado na préxima secdo é a simulagdo de uma antena corneta
em 3D, sera mostrado a eficiéncia do uso das formas diferenciais para se tratar geometrias

mais complicadas e a eficiéncia da versdo para dominios tridimensionais da CFS-PML.
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Figura 6.20: Simulacao com a presenca da estrutura de concreto. Campo elétrico &
observado por antena receptora que se move simultaneamente com a antena transmissora
posicionada na interface ar-solo.

6.4.4 Antena Horn 3D

Nesta secao sera simulada uma aplicacdo em 3D para se mostrar a eficiéncia do uso das formas
diferenciais para a simulacao de sistemas de GPR. Analogamente ao caso bidimensional sera
simulado aqui um sistema simples de GPR descrito pela Figura [6.21]

O modelo implementado é constituido por dois meios €2; e {25 que representam o ar e um solo
com permeabilidade relativa ¢, = 4, permissividade relativa p, = 1 e condutividade 0 = 1
mS/m e no solo temos uma esfera enterrada com centro ¢ = {2.3,2.15, 1.7} e raio A\/2, com

paredes eletricamente perfeitas.

No ar serd considerado uma antena corneta localizada a uma distancia de 1 comprimento
de onda A do solo. A antena foi escolhida de acordo com a condi¢do étima de propagacao,
ou seja, obedecendo as seguintes medidas descritas pela Figura [6.221 As medidas da antena
cornetasdoa =M\/2, b=XA/4, c=3\/4, L=\, d=T\e h =2\

Para a func3o de excitagdo utilizaremos pulso modulado gaussiano seno definido em Eq.(6.9)).
A fonte serad posicionada em \/4 na parte traseira do guia sobre um cilindro de altura h; =
0,082\ e raio r = 0, 1063\ (veja Figura [6.22)).
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Figura 6.21: Antena Corneta 3D propagando sobre solo com perdas
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. |

Figura 6.22: Antena Corneta 3D.

Utilizando as informagdes da tabela .1l serd usado aqui as formas de Whitney (3.30), w' e w?

que sao func¢des vetoriais e serdo utilizadas para se aproximar o campo elétrico e a densidade de
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fluxo magnético, respectivamente. Sera utilizado o esquema leap-frog descrito pelas equagdes

de Maxwell modificadas (5.83))- (5.85).

Para o caso tridimensional o campo elétrico £ é uma 1-forma e o fluxo magnético B é uma

2-forma, ou seja, estes campos serdo aproximados por:
£ =) ew (6.16)
B = Z bjw?
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Figura 6.23: Comparagao dos sinais tanto com e sem a presenca da esfera enterrada.

Como no caso bidimensional serd realizado aqui uma andlise sobre o efeito da presenca da
esfera enterrada no solo. Serd feito o calculo do campo elétrico em um ponto localizado no
centro da saida da antena corneta com coordenadas (2.302.151.80). De maneira semelhante
ao caso 2D é observado pela Figura a mudanca de amplitude do campo devido a reflexao

causada pela esfera.

A diferenca entre os sinais apresentados na Figura [6.23 é realizado e novamente como na
simulagdo em 2D é notado pela Figura a geracdo de um pulso modulado Gaussiano

diferencial produzido pela resposta da presenca da esfera enterrada no solo.

Nesse capitulo, foram solucionados problemas que envolvem sistemas de GPR em dominios

bi e tridimensionais através do uso das formas diferenciais afim de se validar toda a teoria

136



6.4. Modelagem computacional de Sistemas de GPR

0.03}- -

L bl

-0.02 |- N

Amplitude (V/m)

-0.03 - i
\ \ \ \ \ \

0 5 10 15 20 25 30
Tempo (nsec.)

Figura 6.24: Diferenga entre os sinais - com e sem a presenca da esfera enterrada.

desenvolvida ao longo deste trabalho de doutorado. Os resultados obtidos demonstram que
a teoria de formas diferenciais é uma boa opg¢do para o estudo de propagacdo de ondas

eletromagnéticas, em especial o0 modelamento de sistemas de GPR em meios com perdas.
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Capitulo 7

Conclusao

No presente trabalho a teoria de formas diferenciais foi descrita como uma ferramenta para a
simulacdo de problemas eletromagnéticos. O enfoque principal deste trabalho foi a aplicacao
das técnicas desenvolvidas em sistemas de radar de penetracao de solo - GPR, envolvendo

meios com perdas.

No capitulo [2] apresentamos de maneira puramente aplicada a teoria das formas diferenciais
objetivando a discretizacdo das equacdes de Maxwell. No capitulo 3l a discretizacdo espacial e
temporal das equacoes de Maxwell é apresentada e problemas eletromagnéticos tanto estaticos
quanto no dominio do tempo foram implementados para se demonstrar a aplicabilidade e

facilidade da ferramenta.

No capitulo [] foi apresentado o método da esparsificacdo recursiva para se obter uma aproxi-
macgdo esparsa da inversa da matriz de Hodge. Observou-se que este método comparado com
alguns similares leva a um custo computacional bem menor. Testes mostraram que o método
n3o afeta a estabilidade do sistema, devido ao fato do sinal dos autovalores nao ser alterado
e de se manter a forte concentracdo dos termos de maior grandeza em torno da diagonal.
Mostrou-se também que uma opc¢ao para se acelerar ainda mais o processo de esparsificacdo
estd na utilizacdo do processo em dois sub-blocos distintos das matrizes do particionamento,
a bi-esparsificacdo é uma opgao mais rapida com menos precisdo do que esparsificacdo tnica.

Este recurso pode ser especialmente util quando se lida com matrizes de alta ordem.
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Um fato importante a se destacar que independentemente do problema eletromagnético a ser
tratado, a matriz de Galerkin Hodge tem a propriedade de ser fortemente localizada, assim
o método da esparsificacdo recursiva pode ser aplicada a muitos problemas eletromagnéti-
cos. Como exemplo a isto utilizamos o método com sucesso sobre as matrizes geradas pelas

equacdes modificadas da CFS-PML vista no capitulo (Bl

No capitulo [l foi apresentado um algoritmo para se resolver as equagoes de Maxwell em
dominios truncados pela CFS-PML. A formulacdo apresentada usa a teoria das formas dife-
renciais como base de desenvolvimento, o que torna o algoritmo extremamente simplificado
independente da dimens3o do problema. A discretizacdo é baseada puramente nas matrizes
de incidéncia e de Hodge, ou seja, através das propriedades topoldgicas e da aproximacao via
método de Galerkin. Os resultados apresentados neste capitulo mostram a alta capacidade de

absorcdo da CFS-PML com erros na maioria das vezes abaixo de -40 dB.

Conclui-se aqui as contribuicoes deste trabalho de doutorado através dos resultados obtidos
no capitulo [6] que demonstram que o uso das formas diferenciais é vidvel para a simulacdo
de sistemas de GPR em dominios bi e tridimensionais. Destaca-se como contribuicbes a
esparsificacdo recursiva das matrizes de Galerkin Hodge e a condicdo de contorno absorvente
denominada neste trabalho de CFS-PML.

Trabalhos Futuros

As seguintes propostas sao apresentadas como continuidade deste trabalho:

e Investigacdo de problemas inversos em espalhamento de ondas eletromagnéticas, motiva-
dos por exemplo por problemas de deteccdo de falhas em materiais, formas de geometrias

enterradas e sua localizagcao através de imagens de radar.

e Investigacdo de técnicas como o ADI para tornar a formulagdo CFS-PML para formas

diferenciais incondicionalmente estavel em relacao a discretizacdo temporal.

e Investigacao de técnicas para diminuir o tempo de processamento do método da Es-
parsificacdo Recursiva da Matriz de Hodge, por exemplo através da reorganizagdo das

entradas da matriz de maneira a torna-la uma matriz banda.
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