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Resumo

Estudamos a estabilidade polinomial de C0-semigrupos utilizando duas ferramentas principais:

os multiplicadores de Fourier e o tipo de Fourier de um espaço de Banach. Para esse estudo,

apresentamos todos os pré-requisitos necessários e consideramos o resolvente do gerador de

um C0-semigrupo, bem como suas potências, como um multiplicador de Fourier a valores em

um espaço de Banach. A caracterização da estabilidade polinomial de um C0-semigrupo é

então obtida por meio de certos multiplicadores de Fourier. Como consequência, estudamos

o decaimento polinomial para espaços de Banach que possuem tipo de Fourier p ∈ [1, 2].

Palavras Chaves: taxas de decaimentos; C0-semigrupos; multiplicadores de fourier; tipo de

fourier.



Abstract

We study the polynomial stability of C0-semigroups using two main tools: Fourier multipliers

and the Fourier type of a Banach space. For this study, we present all the necessary prerequisites

and consider the resolvent of the generator of a C0-semigroup, as well as its powers, as a Fourier

multiplier taking values in a Banach space. The characterization of the polynomial stability of a

C0-semigroup is then obtained through certain Fourier multipliers. As a consequence, we study

the polynomial decay for Banach spaces that have Fourier type p ∈ [1, 2].

Keywords: decay rates; C0-semigroups; fourier multipliers; fourier type.
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Notação Selecionada

N := {1, 2, 3, · · · } e C± := {z ∈ C | Re(¼) ≷ 0}

p′ = p/(p− 1) Conjudado de Hölder.

X Espaço de Banach Complexo.

∥ · ∥ = ∥ · ∥X Norma em um espaço de Banach X

L(X,Y ) Espaço dos operadores lineares e limitados de X para Y .

D(A) Domínio de um operador linear A.

Ran(A) Imagem de um operador linear A.

Ã(A) Espectro de um operador linear A.

Ä(A) Conjunto resolvente de um operador linear A.

R(¼,A) := (¼−A)−1 Operador resolvente de A em ¼ ∈ Ä(A).

(T (t))tg0 C0-semigrupo.

F Transformada de Fourier.

S(R;X) Espaço de Schwartz vetorial.

S ′(R;X) Espaço das distribuições temperadas vetoriais.

C∞
c Espaço das funções teste.

f(t) ≲ g(t) ∃ C, t0 g 0 tal que para cada t g t0, f(t) f Cg(t).

f(t) ≃ g(t) Se f(t) ≲ g(t) ≲ f(t)

SÉ := {z ∈ C | 0 < |arg(z)| < É} Setor aberto de ângulo É.
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Introdução

Contexto Histórico

Uma questão importante no estudo das equações diferenciais consiste em determinar o

comportamento assintótico das soluções. Nesse contexto, surge uma pergunta natural: a solução

de uma determinada equação atinge o equilíbrio? E, em caso afirmativo, com qual velocidade?

Para equações diferenciais parciais que podem ser reescritas como equações de evolução

lineares, é bem conhecido que o comportamento das soluções ao longo do tempo pode ser

analisado por meio das propriedades espectrais do gerador infinitesimal do semigrupo associado.

A teoria assintótica de semigrupos fornece ferramentas relevantes para estudar a convergência

das soluções do problema abstrato de Cauchy:







u′(t) +Au(t) = 0 t g 0

u(0) = x.
(1)

Sabemos que a equação (1) possui uma única solução para cada x ∈ X, onde X é um espaço de

Banach, e que essa solução depende continuamente do dado inicial x se, e somente se, −A for o

gerador infinitesimal de um C0-semigrupo (T (t))tg0 em X, (para mas detalhes veja [16]). Nesse

caso, a solução única de (1) é dada por u(t) = T (t)u(0), ∀t g 0. Além disso, se x ∈ D(A), então

u ∈ C1([0,∞);X) (Proposição II.6.2 de [16]).

Na teoria clássica das equações diferenciais ordinárias, em que X possui dimensão finita,

o critério de estabilidade de Lyapunov (Teorema 2.10 de [16]) é uma ferramenta poderosa

para estudar o comportamento assintótico de (1). No entanto, esse critério não se aplica, em

geral, quando X é de dimensão infinita. Nesse contexto, o comportamento assintótico pode ser

analisado por meio das propriedades espectrais do gerador infinitesimal A e do comportamento

da norma do operador resolvente, um exemplo importante é o Teorema de Gearhart-Prüss, no

caso de X ser um espaço de Hilbert (veja o Teorema 2.2.2)

Teorema 1. Seja X um espaço de Hilbert e (T (t))tg0 um C0-semigrupo limitado, sendo A seu

gerador infinitesimal. Então (T (t))tg0 é exponencialmente estável se, e somente se, iR ¢ Ä(A)

e sups∈R ∥R(is, A)∥ <∞.
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É importate observar que uma cota uniforme para o resolvente não é suficiente para garantir

estabilidade exponencial em espaços de Banach gerais (Veja o contraexemplo IV.2.7 de [16]).

Nos trabalhos [13], [23] e [24] foi levantada a questão sobre a relação entre o crescimento da

norma do resolvente do gerador e o decaimento do semigrupo. Mais precisamente, assumindo

que Ã(A) ¢ C+ em (1), mas ∥R(is, A)∥L(X) → ∞ a medida que |s| → ∞, conclui-se que o

semigrupo (T (t))tg0 não é exponencialmente estável.

Até 2010, muita atenção foi dedicada à investigação de taxas de decaimento polinomiais para

semigrupos. Em [5], foi demonstrado o seguinte resultado:

Teorema 2. (Teorema 3.5 em [5]) Seja X um espaço de Banach e (T (t))tg0 um semigrupo

limitado definido em X com gerador infinitesimal −A tal que Ã(A)∩ iR = ∅. Seja s g 0 e ponha

M(s) := sup
|À|fs

∥(iÀ +A)−1∥L(X).

Se existem C, ´ > 0 tais que M(s) f C(1 + s)´, então para cada ε > 0 existe Cε > 0 tal que,

para cada t > 0

∥T (t)(1 +A)−1∥L(X) f Cεt
− 1

β
+ε

Em [25], foram obtidas estimativas melhores para o Teorema 2 no caso em que X é um espaço

de Hilbert.

Teorema 3. (Teorema 2.1 em [25]) Seja X um espaço de Hilbert e (T (t))tg0, A e M como no

Teorema 2. Então, se existem C, ´ > 0 tais que M(s) f C(1 + s)´, vale

∥T (t)(1 +A)−1∥L(X) = O

(

log(2 + t)
1
β
+1

t
1
β

)

, t→ ∞.

Em [6], foi estendido o Teorema 2 para o caso em que a norma do operador resolvente possui

crescimento arbitrário

Teorema 4. (Teorema 1.5 de [6]) Sejam X um espaço de Banach e (T (t))tg0 um semigrupo

limitado em X com gerador −A tal que Ã(A) ∩ iR = ∅. Seja M : (0,∞) → (0,∞) dada por

M(s) = sup|À|fs ∥(iÀ +A)−1∥L(X), então existe uma constate positiva C tal que

∥T (t)(1 +A)−1∥L(X) = O

(

1

M−1
log (Ct)

)

, t→ ∞.

onde M−1
log é a inversa a direita de Mlog(s) :=M(s)(log(1 +M(s)) + log(1 + s)). Em particular,

se M(s) f C(1 + s)´ para todo ´ > 0 e C > 0, então

∥T (t)(1 +A)−1∥L(X) = O

(

log(t)

t

)1/´

, t→ ∞.

Ainda em [6], foi conjecturado que a correção logarítmica poderia ser removida no caso de

espaços de Hilbert, embora não se pudesse esperar taxas melhores que (M−1
log (Ct))

−1 em espaços
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de Banach gerais. Em [10], essa conjectura foi parcialmente resolvida, demonstrou-se que, no

caso em que a norma do operador resolvente possui crescimento dado por alguma lei de potência,

a correção logarítmica é de fato ótima em espaços de Banach gerais. No entanto, para o caso

de espaços de Hilbert, foi demonstrado que a correção logarítmica pode ser descartada conforme

mostra o seguinte Teorema:

Teorema 5. (Teorema 2.4 de [10]) Sejam X um espaço de Hilbert e (T (t))tg0 um C0-semigrupo

limitado com gerador −A tal que iR ¢ Ä(A). Então, dado ´ > 0, as seguintes afirmações são

equivalentes

1. ∥(is+A)−1∥L(X) = O(|s|´), |s| → ∞.

2. ∥T (t)(1 +A)−1∥L(X) = O(t
− 1

β ), t→ ∞.

Procurando responder a tal conjectura para uma classe maior de funções, em [7] foi obtido o

seguinte resultado

Teorema 6. (Teorema 1.1 de [7]) Sejam X um espaço de Hilbert e (T (t))tg0 um C0-semigrupo

limitado em X com gerador −A tal que iR ¢ Ä(A). Sejam ´ > 0 e b > 0, então são equivalentes

1. (a) ∥(is+A)−1∥L(X) = O(|s|´ log(|s|)−b), |s| → ∞.

(b) ∥T (t)(1 +A)−1∥L(X) = O(t
− 1

β log(t)
− b

β ), t→ ∞.

2. Se ∥(is+A)−1∥L(X) = O(|s|´ log(|s|)b), |s| → ∞. Então, para cada ε > 0

∥T (t)(1 +A)−1∥L(X) = O(t
− 1

β log(t)
b
β
+ε

), t→ ∞.

Finalmente, em [31], o resultado do Teorema 6 foi estendido para uma classe mais geral

de funções, a saber, as de crescimento positivo. Diz-se que uma função contínua crescente

M : (0,∞) → (0,∞) é de crescimento positivo se existem ³ > 0, C ∈ (0, 1] e s0 > 0 tais que

M(¼s)

M(s)
g C¼³, ¼ g 1, s g s0

Teorema 7. (Teorema 3.2 de [31]) Sejam X um espaço de Hilbert e (T (t))tg0 um C0-semigrupo

limitado definido em X com gerador −A, e seja M : (0,∞) → (0,∞) uma função de crescimento

positivo. As seguinte afirmações são equivalentes

1. iR ¢ Ä(A) e ∥(is+A)−1∥L(X) = O(M(|s|)), |s| → ∞.

2. ∥T (t)(1 +A)−1∥L(X) = O(M−1(t)), t→ ∞.

Até o momento esses são os principais resultados da teoria assintótica de C0-semigrupos

limitados. A literatura disponível sobre decaimento polinomial ou outros tipos de decaimento

trata quase exclusivamente de semigrupos uniformemente limitados. O primeiro resultado sobre

decaimento polinomial para semigrupos não limitados foi obtido por [5]. Para o que se segue

É0(T ) := limt→∞(log(∥T (t)∥L(X))t
−1.
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Teorema 8. (Proposição 3.4 de [5]) Sejam X um espaço de Banach e (T (t))tg0 um semigrupo

definido em X com gerador −A tal que existe ´ > 0 de forma que ¼ 7→ (¼+A)−1(1 +A)−´ com

Re(¼) > É0(T ) possui estensão holomorfa limitada para Re(¼) g 0. Então, existe Cn,¶ > 0 tal

que, para cada n ∈ N, ¶ ∈ (0, 1] e t > 0 vale

∥T (t)(1 +A)−´(n+1)−1−¶∥L(X) f Cn,¶t
−n (2)

Ainda em [5], acreditava-se que seria possível melhorar os resultados do Teorema 8 caso

alguma propriedade geométrica do espaço de Banach fosse admitida. Algum tempo depois,

descobriu-se que, de fato, caso alguma propriedade geométrica fosse considerada, como por

exemplo o Tipo de Fourier do espaço (veja a Definição 2.1.2), a estimativa em (2) poderia

ser melhorada, conforme demonstra Rozendaal e Veraar em [30]. Para isso, estabeleceu-se uma

relação entre a estabilidade polinomial e certos multiplicadores de Fourier (veja a Definição 2.1.7),

possibilitando melhorias na taxa de decaimento em (2). Em [30], os seguintes resultados foram

demonstrados, para mais detalhes do que se segue veja as seções 2.1 e 2.4 do presente texto.

Teorema 9. (Teorema 4.6 de [30]) Seja −A o gerador de um C0-semigrupo (T (t))tg0 em

um espaço de Banach X, suponha que A tem resolvente de crescimento (³, ´) para algum

³, ´ ∈ [0,∞). Seja n ∈ N0 e seja Y um espaço (A, n)-Admissível. Então as seguintes condições

são equivalentes:

1. sup
tg0

∥tnT (t)∥L(Y,X) <∞.

2. Existem È ∈ C∞
c (R), p ∈ [1,∞) e q ∈ [p,∞] tais que

È(·)R(i·, A)k ∈ M1,∞(R,L(Y,X)),

(1− È(·))R(i·, A)k ∈ Mp,q(R,L(Y,X))

para todo k ∈ {n− 1, n, n+ 1} ∩ N.

Mais ainda, se vale (1) ou (2), então R(i·, A)k ∈ Mp,q(R,L(Y,X)) para

(i) n g 2, k ∈ {1, . . . , n− 1} e 1 f p f q f ∞,

(ii) k = n g 1 e 1 f p < q f ∞,

(iii) k = n+ 1, p = 1 e q = ∞.

Como consequência do Teorema 9 temos a seguinte estabilidade polinomial.

Teorema 10. (Teorema 4.9 de [30]) Sejam ³, ´ ∈ [0,∞) e A um operador setorial injetivo

com resolvente de crescimento (³, ´) definido em um espaço de Banach X com tipo de Fourier

p ∈ [1, 2]. Seja r ∈ [1,∞] tal que 1/r = 1/p + 1/p′, e seja Ã, Ä ∈ [0,∞) tais que Ã > ³ − 1 e

Ä > ´+1/r. Então, para cada Ä ∈ [0,min(Ã+1
³ −1, Ä−r−1

´ −1)), existe uma constante CÄ ∈ [0,∞)

tal que

∥T (t)∥L(Xσ
τ ,X) f CÄt

−Ä, (t ∈ [1,∞)]). (3)
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Se p = 2, então (3) também vale para Ä g ´ e Ä ∈ [0,∞) com Ä < Ã+1
³ − 1 e Ä f Ä

´ − 1.

Em 2024, [34], combinando as técnicas de [30] e [7], consideraram resolventes de crescimentos

mais gerais e obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 11. (Teorema 1.13 de [34]) Sejam ´ > 0, b g 0 e (T (t))tg0 um C0-semigrupo definido

no espaço de Banach X sendo −A seu gerador infinitesimal. Suponha que X possui tipo de

Fourier p ∈ [1, 2] e que C− ¢ Ä(A) e que para cada ¼ ∈ C com Re(¼) f 0,

∥(¼+A)−1∥L(X) ≲ (1 + |¼|)´)(log(2 + |¼|))b.

Sejam r ∈ [1,∞] tal que 1/r = 1/p− 1/p′, e Ä > 0 tal que Ä > ´ + 1/r. Então, para cada ¶ > 0,

existem constantes C¶,Ä ∈ [0,∞) e t0 g 1 tais que para cada t g t0,

∥T (t)(1 +A)−Ä∥L(X) f C¶,Ä t
1− τ−r−1

β log(1 + t)
b(τ−r−1)

β
+ 1+δ

r (4)

Uma questão importante é a obtenção de taxas mais precisas que (4), ou seja, se é possível

remover o fator logarítmico obtido em [34]. Em [15], utilizando técnicas de análise harmônica

em espaços de Besov e estimativas envolvendo multiplicadores de Fourier, foi demonstrado que

é possível remover o fator logarítmico mesmo em espaços de Banach gerais, conforme o seguinte

Teorema.

Teorema 12. (Teorema 1.1 de [15]) Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo

(T (t))tg0 definido em um espaço de Banach X. Suponha que X possui tipo de Fourier p ∈ [1, 2],

que C+ ¢ Ä(A) e que existem constantes ´ > 0 e C g 0 tais que

∥R(¼,A)∥L(X) f C(1 + |¼|)´ ¼ ∈ C+.

Seja Ä g 0 e ponha Ä := (Ä+ 1)´ + 1/p− 1/p′. Então existe CÄ g 0 tal que, para todo t g 1

∥T (t)(1 +A)−Ä∥L(X) f CÄt
−Ä.

O objetivo desta dissertação é estudar as ferramentas necessárias para a análise dos Teoremas

9 e 10, o que inclui certas técnicas com multiplicadores de Fourier desenvolvidas em [29]. Além

disso, busca-se oferecer um texto introdutório e didático sobre o tema, incluindo o estudo de

resultados adicionais que, embora não sejam indispensáveis para a compreensão dos Teoremas 9

e 10, enriquecem a formação e entendimento do leitor sobre o assunto.

O texto está organizado da seguinte forma: no Capítulo 1, apresentamos os pré-requisitos

para os Teoremas principais. Na Seção 1.1, discutimos alguns resultados sobre a integração de

funções com valores em um espaço de Banach, parte essencial para quase toda a teoria moderna

de semigrupos. Na Seção 1.2, abordamos o conceito de R-limitação, uma ferramenta importante

em análise harmônica vetorial. Esse conceito é útil tanto no estudo de certos multiplicadores

de Fourier vetoriais quanto na análise de taxas de decaimento de semigrupos. Na Seção 1.3,
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apresentamos o cálculo funcional, especificamente o cálculo funcional de Dunford-Riesz, que tem

se mostrado uma ferramenta crucial na teoria de semigrupos. O gerador de um C0-semigrupo

é um operador setorial, conforme o Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.2.1). Na Seção 1.4,

iniciamos o estudo sobre multiplicadores de Fourier, começando pela teoria escalar e pelo Teorema

de Mikhlin (Teorema 1.4.2).

O Capítulo 2 concentra-se nos resultados principais. Na Seção 2.1, damos continuidade ao

estudo de multiplicadores de Fourier, agora no contexto vetorial. Na Seção 2.2, apresentamos

dois resultados clássicos sobre a estabilidade de C0-semigrupos: o Teorema de Hille-Yosida e o

Teorema de Gearhart-Prüss. Na Seção 2.3, estudamos algumas estimativas sobre o operador

resolvente do gerador de um C0-semigrupo, utilizando o conceito de R-limitação. Finalmente,

na Seção 2.4, reunimos a teoria desenvolvida anteriormente e aplicamos na demonstração dos

resultados principais sobre estabilidade polinomial de C0-semigrupos. Algumas informações

elementares sobre semigrupos estão no Apêndice A, e alguns resultados sobre interpolação, usados

na demonstração do Teorema de Mikhlin, são apresentados no Apêndice B.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo, apresentaremos as ferramentas básicas que utilizaremos ao longo do texto.

Desenvolveremos uma teoria de integração para funções que assumem valores em um espaço de

Banach X. Vamos apresentar os chamados espaços de Bochner e como esses espaços generalizam

os espaços Lp.

1.1 Integração Vetorial e Espaços de Bochner

Um dos operadores mais importantes em análise é o operador transformada de Fourier que é

definido, para o caso de uma função f ∈ L1(Rn), como

(Ff)(À) = f̂(À) =

∫

Rn

e−ix·Àf(x)dx. (1.1)

Ao longo do texto iremos alternar entre as notações Ff e f̂ sempre que for conveniente. Um

resultado importante, conhecido como teorema de Plancherel [1],[17], afirma que esse operador

é um isomorfismo em L2(Rn), ou seja,

∥f∥L2(Rn) = (2Ã)−n∥Ff∥L2(Rn).

Essa primeira seção se dedica a estudar propriedades relacionadas à integrabilidade de funções

f : R → X onde X é um espaço de Banach qualquer, ou seja, queremos estudar funções que

assumem valores vetoriais. Surge uma pergunta natural: será que podemos definir a transformada

de Fourier para uma função desse tipo? E quais são as condições para que tal transformada esteja

bem definida?

Podemos definir tal operador de forma análoga ao caso escalar; entretanto, neste caso, f(x)

representa um vetor no espaço de Banach X, enquanto e−ix·À representa um número complexo.

Portanto, trabalharemos com espaços de Banach sobre o corpo dos complexos, e a integral que

aparece em (1.1) é chamada de integral de Bochner. A referência principal para esta seção é [36].
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Comecemos por um primeiro exemplo de função vetorial. Sejam (Ω,A) um espaço

mensurável, i.e, um conjunto Ω munido com uma Ã-álgebra, X um espaço de Banach sobre

C, f : Ω → C uma função escalar e x ∈ X um vetor qualquer, defina f ¹ x : Ω → X como

(f ¹ x)(s) = f(s)x, s ∈ Ω.

A ideia dessa função vetorial é colocar a função f(s) na ”direção” do vetor x. Note que

(f ¹ x)(s) ∈ span(x) para todo s ∈ Ω pois, dado s ∈ Ω, (f ¹ x)(s) é um múltiplo de x.

Definição 1.1.1. Uma função f : Ω → X será simples, se existirem S1, . . . , SN ¢ Ω conjuntos

mensuráveis e disjuntos, e vetores não nulos x1, . . . , xN ∈ X tais que

f =

N
∑

n=1

ÇSn ¹ xn, (1.2)

em que ÇA denota a função característica do conjunto A. Vamos denotar por
∑

(Ω;X) o espaço

vetorial das funções simples.

Observe que, por (1.2), f(s) ∈ span{x1, . . . , xN} para todo s ∈ Ω.

Definição 1.1.2. 1. f : Ω → X é mensurável se para todo conjunto de Borel B ¢ X, f−1(B)

é mensurável, i.e, f−1(B) ∈ A.

2. f : Ω → X é fortemente mensurável (ou Bochner mensurável) se f é o limite pontual de

funções simples, i.e, se existe (fn) ¢
∑

(Ω, X) tal que fn(s) → f(s) para todo s ∈ Ω.

3. f : Ω → X é fracamente mensurável se para todo funcional linear contínuo x∗ ∈ X∗ a

função escalar ïf, x∗ð : Ω → C é mensurável1.

Definição 1.1.3. Dizemos que uma função f : Ω → X assume valores separáveis, se existe um

subespaço X ′ ¢ X separável e fechado tal que f(Ω) ¢ X ′.

Com isso podemos enunciar o Teorema de mensurabilidade de Pettis

Teorema 1.1.1. (Pettis) Uma função f : Ω → X é fortemente mensurável se, e somente se, for

fracamente mensurável e assume valores separáveis.

Demonstração. Suponha que f é fortemente mensurável, então f é o limite pontual de uma

sequência de funções mensuráveis, e portanto mensurável. Da continuidade dos elementos de X∗

segue que f é fracamente mensurável. Resta mostrar que f assume valores separáveis. Seja (fn)

uma sequência de funções simples tal que fn → f pontualmente; defina Xn = span(fn(Ω)), nesse

caso dim(Xn) < ∞. Em particular, Xn é separável, e definindo X ′ = span(
⋃

nXn), temos que

X ′ é separável. Como f(s) = limn→∞ fn(s) e X ′ é fechado, segue-se que f(s) ∈ X ′, e portanto

f assume valores separáveis.

1A notação ïf, x∗ð representa a ação do funcional x∗ no vetor f(s), i.e, ïf, x∗ð(s) = ïf(s), x∗ð
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Suponha agora que f é fracamente mensurável e assume valores separáveis. Seja (xn) uma

sequência densa em X, e para todo n ∈ N, defina φn : X → {x1, . . . , xn} tal que ∀x ∈ X,

∥x−φn(x)∥X = min
1fjfn

∥x− xj∥X , se por acaso mais de um elemento atingir o mínimo, escolha o

de menor índice. Como (xn) é denso em X, vale que

0 = lim
n→∞

min
1fjfn

∥x− xj∥X = lim
n→∞

∥x− φn(x)∥X ,

concluindo que limφn(x) = x para todo x ∈ X. Defina a sequência fn : Ω → X por

fn(s) = φn(f(s)) para todo s ∈ Ω, então nesse caso limn→∞ fn(s) = f(s). Mostremos que

fn é mensurável; para isso, note que

f−1
n (xk) = {s ∈ Ω | φn(f(s)) = xk}

= {s ∈ Ω | ∥f(s)− xk∥X = min
1fjfn

∥f(s)− xj∥X}.

Usando a separabilidade de X e o Teorema de Hahn-Banach [33], podemos obter uma sequência

(x∗n) em X∗ tal que ∥x∥X = sup |ïx, x∗nð|. Logo,

s 7→ ∥f(s)− xj∥X = sup
n∈N

|ïf(s)− xj , x
∗
nð|

é um supremo enumerável de funções mensuráveis, pois f é fracamente mensurável, concluindo

que

s 7→ min
1fjfn

∥f(s)− xj∥X

é mensurável, o que mostra que f−1
n (xk) é mensurável. Uma vez que fn assume valores em um

espaço de dimensão finita, fn é simples e isso conclui a demonstração.

O próximo resultado será útil quando definirmos a transfomada de Fourier vetorial.

Proposição 1.1.1. Se f : Ω → X é fortemente mensurável e φ : Ω → K é mensurável, então

φf : Ω → X definida por (φf)(s) = φ(s)f(s) é fortemente mensurável

Demonstração. Ao invés de usarmos aproximação por funções simples, vamos usar o Teorema

1.1.1. Precisamos mostrar que φf é fracamente mensurável e que assume valores em um espaço

separável. Para a parte fracamente mensurável, podemos fazer

ïφf, x∗ð(s) = ïφ(s)f(s), x∗ð = φ(s)ïf(s), x∗ð.

Como, por hipótese φ é mensurável e f é fortemente mensurável (logo fracamente mensurável)

segue-se que φf é fracamente mensurável. Além disso, como f é fortemente mensurável, pelo

Teorema 1.1.1, existe X ′ ¢ X separável tal que f : Ω → X ′, portanto (φf)(s) = φ(s)f(s) ∈ X ′

para todo s ∈ Ω.
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Definição 1.1.4. Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida Ã-finito e f, g : Ω → X. Dizemos

que f = g em quase todo ponto, ou µ-q.t.p, se µ({s ∈ Ω; f(s) ̸= g(s)}) = 0, diremos que f = g

fracamente em quase todo ponto, ou fracamente µ-q.t.p, se ∀ x∗ ∈ X∗ valer ïf, x∗ð(s) = ïg, x∗ð(s)
µ-q.t.p.

Lema 1.1.1. Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida Ã-finito, f, g : Ω → X funções fortemente

mensuráveis. Então f = g µ-q.t.p se, e somente se, f = g fracamente µ-q.t.p

Demonstração. ⇒) Trivial.

⇐) Para cada x∗ ∈ X∗, considere o conjunto

Nx∗ = {s ∈ Ω|ïf(s), x∗ð = ïg(s), x∗ð},

que por hipótese satisfaz µ(Nx∗) = 0. Como Nx∗ depende do funcional x∗ e como o dual de

X em geral, não é enumerável, pode ocorrer que uma união arbitrária de conjuntos de medida

nula ser um conjunto de medida positiva. Para contornar tal problema usaremos o Teorema

1.1.1. Sabemos que f, g são funções fortemente mensuráveis, segue-se do Teorema 1.1.1 que

existem X
′

f e X
′

g espaços separáveis e fechados tais que f : Ω → X
′

f e g : Ω → X
′

g. Defina

X ′ = span(X
′

f ∪X ′

g) e note que f, g : Ω → X ′, com X ′ separável e fechado. Usando a definição

de separabilidade e o Teorema de Hahn-Banach, existe (x∗n)n∈N em X∗ que separa pontos de

X ′, i.e, se ïx′1, x∗nð = ïx′2, x∗nð para todo n ∈ N, então x′1 = x′2. Vamos usar essa sequência de

funcionais para definir o conjunto

N =
⋃

n∈N

Nx∗
n
;

note que µ(N) = 0 pois N é uma união enumerável de conjuntos de medida nula. Além disso, se

s /∈ N , então ïf(s), x∗nð = ïg(s), x∗nð para todo n ∈ N; pelo Teorema de Hahn-Banach, segue-se

que f(s) = g(s) concluindo que f = g µ-q.t.p

Estamos em condições de definir o que chamamos de espaços de Bochner Lp(Ω,A, µ;X), que

generalizam os espaços Lp(Ω,A, µ).
Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida e f : Ω → X uma função qualquer. Defina

∥f∥X : Ω → [0,∞)

s 7→ ∥f(s)∥X .

Se f for mensurável, então ∥f∥X é mensurável, pois é a composição de uma função mensurável

f com a função contínua ∥ · ∥X .

Definição 1.1.5. Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida, X um espaço de Banach e p ∈ [1,∞].

Definimos o conjunto Lp(A,Ω, µ;X) como o conjunto das funções f : Ω → X fortemente
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mensuráveis tais que ∥f∥X ∈ Lp(Ω,A, µ), equipado com a norma

∥f∥Lp(Ω,A,µ;X) =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∥f∥X
∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Lp(Ω,A,µ)

=















(∫

Ω
∥f(s)∥pXdµ(s)

)1/p

, se p ̸= ∞

ess. sup
s∈Ω

∥f(s)∥X , se p = ∞

Os espaços Lp(Ω,A, µ;X) são chamados de espaços de Bochner e iremos abreviar Lp(Ω,A, µ;X)

para Lp(Ω;X) sempre que estiver claro quais a Ã-álgebra e a medida que serão usadas. Além

disso, identificaremos duas funções f, g ∈ Lp(Ω;X) se f = g µ-q.t.p.

Observação 1.1.1. Usando a mesma prova para o caso escalar Lp(Ω), podemos provar que

Lp(Ω;X) é um espaço de Banach.

Proposição 1.1.2. Denote por
∑

(Ω, X) o conjunto das funções simples como na Definição

1.1.1; então, ∀p ∈ [1,∞),
∑

(Ω, X) ∩ Lp(Ω;X) é denso em Lp(Ω;X)

Para p ∈ [1,∞] definimos o expoente conjugado de p como p′ = p/(p − 1) ou dizemos que

p e p′ são expoentes conjugados quando 1/p + 1/p′ = 1. Por convenção 1 e ∞ são expoentes

conjugados. No caso escalar, sabemos que o dual de Lp(Ω) é Lp′(Ω) para p ∈ (1,∞). mostremos

que toda função g ∈ Lp′(Ω, X∗) induz um funcional em Lp(Ω, X), que iremos denotar por Φg e

que age da seguinte forma:

∀ f ∈ Lp(Ω;X), ïf,Φgð =
∫

Ω
ïf(s), g(s)ðdµ(s).

Repare que do lado esquerdo temos a dualidade em Lp(Ω, X) e Lp′(Ω, X∗) enquanto que do lado

direito temos a dualidade em Lp(Ω) e Lp′(Ω). Para mostrar a continuidade de Φ, note que

|ïf,Φgð| f
∫

Ω
|ïf(s), g(s)ð|dµ(s) f

∫

Ω
∥f(s)∥X∥g(s)∥X∗dµ(s) f ∥f∥Lp(Ω;X)∥g∥Lp′ (Ω;X∗)

onde usamos a desigualdade de Hölder, já que ∥f∥X ∈ Lp(Ω) e ∥g∥X∗ ∈ Lp′(Ω). Assim,

∥Φg∥Lp(Ω,X)∗ f ∥g∥Lp′ (Ω,X∗).

o que mostra que Φ : Lp′(Ω;X∗) → Lp(Ω;X)∗ é contínuo.

No caso em que X = K e p ∈ [1,∞), Φ é um isomorfismo isométrico, i.e, toda φ ∈ Lp(Ω)∗

é da forma Φg = φ para alguma g ∈ Lp′(Ω) e ∥φ∥Lp(Ω)∗ = ∥g∥Lp′ (Ω). Isso sugere uma pergunta

natural: para quais espaços de Banach X, Φ é um isomorfismo isométrico? A resposta para essa

pergunta está relacionada aos espaços que possuem a propriedade de Radon-Nikodyn, mas não

iremos entrar em detalhes sobre esse assunto (referimos a [36] para mais detalhes).

Estamos em condições de definir a integral de Bochner, que será o substituto da integral de

Lebesgue para o caso de funções vetoriais. Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida e X um espaço
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de Banach. Para uma função simples f =
∑

ÇSn ¹ xn, definimos

∫

Ω
fdµ =

N
∑

n=1

µ(Sn)xn

A demonstração de que essa definição não depende de como representamos f , que ∥
∫

Ω fdµ∥X f
∫

Ω ∥f∥Xdµ e que
∫

Ω f + gdµ =
∫

Ω fdµ+
∫

Ω gdµ são totalmente análogas ao caso escalar. Agora

vamos definir a integral de Bochner, objeto esse que será muito importante para o restante deste

trabalho

Definição 1.1.6. Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida e f : Ω → X uma função fortemente

mensurável. A função f será Bochner integrável com respeito a medida µ se existir uma sequência

de funções simples fn : Ω → X tal que

lim
n→∞

∫

Ω
∥f − fn∥Xdµ = 0.

Observe que s 7→ ∥f(s) − fn(s)∥X é mensurável, logo faz sentido a definição acima; além

disso,

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
(fn − fm)dµ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X

f
∫

Ω
∥fn − fm∥Xdµ f

∫

Ω
∥fn − f∥Xdµ+

∫

Ω
∥f − fm∥Xdµ,

ou seja, a sequência
∫

Ω fndµ é Cauchy em X, e como X é Banach, segue-se que tal sequência é

convergente.

Definição 1.1.7. Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida e f : Ω → X uma função Bochner

integrável, Definimos a integral de Bochner de f com respeito a medida µ como

∫

Ω
fdµ = lim

n→∞

∫

Ω
fndµ.

Além disso, se f é Bochner integrável e se f = g µ-q.t.p, então g é Bochner integrável e a integral

de Bochner de f e g coincidem

Proposição 1.1.3. Sejam (Ω,A, µ) um espaço de medida e f : Ω → X uma função fortemente

mensurável. f é Bochner integrável com respeito a medida µ se, e somente se, f ∈ L1(Ω,A, µ;X),

e nesse caso vale

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∫

Ω
fdµ

∣

∣

∣

∣

∣

∣

X
f
∫

Ω
∥f∥Xdµ.

Demonstração. ⇐) Suponha f ∈ L1(Ω,A, µ;X); como f é fortemente mensurável, podemos

tomar uma sequência de funções simples fn com fn → f q.t.p e ∥fn∥X f ∥f∥X . Nesse caso,

usando o Teorema da Convergência Dominada clássico do caso escalar, segue-se que

lim
n→∞

∫

Ω
∥fn − f∥Xdµ = 0



23

concluindo que f é Bochner integrável.

⇒) Suponha agora que f é Bochner integrável. Seja então (fn) uma sequência de funções simples

como na Definição 1.1.6. Nesse caso, para n suficientemente grande temos

∫

Ω
∥f∥Xdµ f

∫

Ω
∥f − fn∥Xdµ+

∫

Ω
∥fn∥Xdµ <∞,

o que mostra que f ∈ L1(Ω,A, µ;X). Agora note que pela desigualdade triangular, se f é uma

função simples, vale ∥
∫

Ω fdµ∥X f
∫

Ω ∥f∥Xdµ, e o resultado geral segue-se por densidade.

Os clássicos teoremas de convergência nos espaços de Lebesgue também possuem versões para

o caso vetorial, enunciaremos o teorema mais importante nessa direção

Teorema 1.1.2. (Convergência Dominada) Seja fn : Ω → X uma sequência de funções Bochner

integráveis. Se existem f : Ω → X e uma função não negativa g ∈ L1(Ω;R) tais que fn converge

para f µ-q.t.p e ∥fn∥X f g µ-q.t.p, então f é Bochner integrável e vale

lim
n→∞

∫

Ω
∥fn − f∥Xdµ = 0.

Em particular

lim
n→∞

∫

Ω
fndµ =

∫

Ω
fdµ.

Demonstração. Basta notar que ∥fn − f∥X f 2g µ-q.t.p, e aplicar o Teorema da Convergência

Dominada para o caso escalar.

Observação 1.1.2. Note que se T : X → Y é um operador linear e limitado entre dois espaços

de Banach, então Tf : Ω → Y é Bochner integrável e, pelas Definições 1.1.6 e 1.1.7, vale

T

∫

Ω
fdµ =

∫

Ω
Tfdµ;

em particular, se x∗ ∈ X∗ é um funcional linear limitado qualquer, então

〈∫

Ω
fdµ, x∗

〉

=

∫

Ω
ïf, x∗ðdµ.

Essa observação terá importantes aplicações quando T for um operador fechado.
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1.2 R-Limitação

Nesta seção estudaremos o conceito de família de operadores R-limitado. Tal conceito é

muito útil para enfraquecer certas hipóteses sobre decaimento e/ou diferenciabilidade de certos

multiplicadores de Fourier (como veremos no Capítulo 2) e também no estudo de taxas de

decaimento para semigrupos que veremos mais adiante. Vamos começar com a definição de

sequência de Rademacher.

Definição 1.2.1. Para cada n ∈ N, a sequência de funções rn : [0, 1] → {−1, 1} definida por

rn(t) = sign(sen(2nÃt))

é chamada de sequência de Rademacher.

−1

1
r1(t)

−1

1
r2(t)

−1

1
r3(t)

Figura 1.1: Os três primeiros termos da sequência de Rademacher

Note que, rn(t) induz uma partição do intervalo [0, 1] em 2n partes, e pela Figura 1, vemos que

rn(t) é uma sequência ortonormal em L2[0, 1] mas não uma base ortonormal, pois cos(2Ãt) é um

exemplo de função ortogonal a rn(t) para cada n ∈ N.

Vejamos como usar a sequência de Rademacher para estimar certas normas Lp, vamos

começar com o seguinte resultado

Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Khinchine) Para cada p ∈ [1,∞) existe uma constante C(p)

tal que para toda sequência (an)
N
n=1 ¢ C vale

1

C(p)

(

N
∑

n=1

|an|2
)1/2

f
∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rn(·)an
∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1])

f C(p)

(

N
∑

n=1

|an|2
)1/2

.

Demonstração. Vamos dividir em casos.

•Caso p = 2. O resultado se segue do fato que rn é uma sequência ortogonal em L2([0, 1]) com

C(2) = 1.

•Caso p > 2. Vamos supor, sem perda de generalidade que
∑N

n=1 |an|2 = 1 e considere

f(t) =
∑N

n=1 anrn(t), mostremos que

∫ 1

0
e|f(t)|dt f 2e

1
2 .
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Note que

∫ 1

0
ef(t)dt =

∫ 1

0
exp(

N
∑

n=1

anrn(t))dt =

N
∏

n=1

∫ 1

0
eanrn(t)dt =

N
∏

n=1

ean + e−an

2
.

Observe que e´ + e−´ f 2e
β2

2 (basta comparar os coeficientes das séries de potência), portanto

∫ 1

0
ef(t)dt f

N
∏

n=1

e
a2n
2 = exp

(

N
∑

n=1

a2n
2

)

= e
1
2 .

e esta estimativa vale para |f(t)| = −f(t).
Seja p ∈ N e y ∈ R, então (novamente comparando os termos das séries de potência)

|y|p < p!(1 + |y|p/p!) f p!e|y| (1.3)

Portanto, fazendo |f(t)| = y em (1.3) e integrando, obtemos

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnan

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1])

=

∫ 1

0
|f(t)|pdt f p!

∫ 1

0
e|f(t)|dt f 2p!e

1
2

o que mostra que ∥f∥Lp([0,1]) f C(p) = (2p!e1/2)1/p, por propriedades da norma Lp, concluímos

que ∥f∥Lp f C(p)∥f∥L2 . Para obter a outra desigualdade lembre-se que, sendo Ω ¢ R
n um

compacto, então valem as inclusões Lp(Ω) ¢ Lq(Ω) sempre que p g q, portanto para p ∈ N

com p g 2 vale ∥f∥L2([0,1]) f ∥f∥Lp([0,1]) o que conclui para o caso em que p ∈ N e p > 2. Se

p ∈ (2,∞) então, pondo q = [p] + 1 ([x] denota o menor inteiro maior ou igual a x) pelo que foi

mostrado anteriormente, concluímos que ∥f∥L2 f ∥f∥Lp f ∥f∥Lq f C(p)∥f∥L2 isso demonstra

a desigualdade para p g 2.

•Caso 1 f p < 2. Tome ¹ ∈ (0, 1) de forma que 2 = ¹p + (1 − ¹)4, usando a desigualdade de

Hölder, temos

∥f∥2L2 =

∫ 1

0
|f(t)|2dt =

∫ 1

0
|f(t)|p¹ · |f(t)|4(1−¹)dt

f
(∫ 1

0
|f(t)|pdt

)¹ (∫ 1

0
|f(t)|4

)1−¹

= ∥f∥p¹Lp∥f∥4(1−¹)
L4 .

Note que já demonstramos a desigualdade ∥f∥L4 f C(4)∥f∥L2 , portanto,

∥f∥p¹Lp∥f∥4(1−¹)
L4 f C(4)4(1−¹)∥f∥p¹Lp∥f∥4(1−¹)

L2

dividindo ambos os membros por C(4)4(1−¹)∥f∥4(1−¹)
L2 concluímos um dos lados da desigualdade,

enquanto que o outro novamente se segue pela inclusão dos espaços Lp já mencionada e isso

conclui a demonstração.
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Note que a desigualdade de Khinchine pode ser interpretada da seguinte forma, se denotarmos

por radp o espaço das séries
∑

rnan que convergem na norma Lp([0, 1]), então tal espaço

é isomorfo ao espaço ℓ2 para todo p ∈ [1,∞), i.e, em radp todas as normas Lp([0, 1]) são

equivalentes.

Gostaríamos de obter uma versão da desigualdade de Khinchine para o caso vetorial, i.e,

queremos trocar a sequência (an)n∈N ¢ C por uma sequência de vetores (xn)n∈N ¢ X, para X

um espaço de Banach, mas note que a desigualdade é falsa para o caso vetorial, como mostra o

seguinte contraexemplo.

Exemplo 1.2.1. Tome X = ℓ∞(N), considere S =
∑N

n=1 rn(t)xn, com rn(t) a sequência de

Rademacher e xn = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . ), nesse caso

N
∑

n=1

rn(t)xn = (r1(t), r2(t), . . . , rN (t), 0, . . . )

e vale o seguinte

∥

∥

∥

∑

rn(·)xn
∥

∥

∥

Lp([0,1],ℓ∞(N))
=

(∫ 1

0

∥

∥

∥

∑

rn(t)xn

∥

∥

∥

p

ℓ∞(N)
dt

)1/p

=

(∫ 1

0
1dt

)1/p

= 1

isso mostra que, ∀ p ∈ [1,∞), ∥∑ rnxn∥Lp([0,1],ℓ∞(N)) = 1 por outro lado, note que

(

N
∑

n=1

∥xn∥2ℓ∞(N)

)1/2

=
√
N

logo, não vale a desigualdade de Khinchine para o caso vetorial, já que um termo é constante e

igual a 1 enquanto o outro termo cresce com
√
N .

Na verdade, o Teorema 1.2.1 vale para o caso vetorial com p = 2 se, e somente se, X for um

espaço de Hilbert [37], mas queremos obter alguma estimativa desse tipo para o caso vetorial

geral, i.e, para o caso em que X é um espaço de Banach qualquer.

Denotemos por Radp(X) o espaço de Banach das somas
∑

rnxn com xn ∈ X que convergem

no espaço de Bochner Lp([0, 1], X), com p ∈ [1,∞). Observe que, se
∑

xnrn = 0, então

para todo x∗ ∈ X∗ vale
∑ïxn, x∗ðrn = 0 e como rn são ortogonais em L2([0, 1]) segue que

ïxn, x∗ð = 0 ∀n ∈ N, pelo Teorema de Hahn-Banach, xn = 0 ∀n. Isso nos mostra que, para cada

elemento de Radp(X) existe uma única sequência xn ∈ X tal que a soma
∑

xnrn converge em

Lp([0, 1], X) para o tal elemento ou seja, os elementos de Radp(X) estão bem definidos. Vamos

identificar Radp(X) com o espaço das sequências (xn)n∈N ¢ X com a norma

∥(xn)n∈N∥Radp(X) =
∥

∥

∥

∑

rnxn

∥

∥

∥

Lp([0,1],X)

ou seja

Radp(X) = {(xn)n∈N ¢ X | ∥(xn)n∈N∥Radp(X) <∞}
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Vejamos o análogo da desigualdade de Khinchine, Teorema 1.2.1, para o caso vetorial.

Teorema 1.2.2. Seja p ∈ [1,∞), então existe uma constante C(p) tal que ∀n ∈ N vale

1

C(p)

∥

∥

∥

∑

rnxn

∥

∥

∥

L2([0,1],X)
f
∥

∥

∥

∑

rnxn

∥

∥

∥

Lp([0,1],X)
f C(p)

∥

∥

∥

∑

rnxn

∥

∥

∥

L2([0,1],X)

i.e, Radp(X) são isomorfos para todo p ∈ [1,∞).

A demonstração do Teorema 1.2.2 é análoga ao Teorema 1.2.1, porém a desigualdade

∫ 1

0
e∥f(t)∥dt f C

com f(t) =
∑

rn(t)xn é muito mais delicada, sugerimos [22] para uma demonstração detalhada

do Teorema 1.2.2.

Teorema 1.2.3. (Princípio de Contração de Kahane) Seja N ∈ N. Para toda sequência

(³n)
N
n=1 ¢ C com |³n| f 1 e para toda sequência (xn)

N
n=1 ¢ X vale

∥

∥

∥

∑

rn³nxn

∥

∥

∥

Lp([0,1],X)
f 2

∥

∥

∥

∑

rnxn

∥

∥

∥

Lp([0,1],X)
. (1.4)

Demonstração. Primeiro vamos considerar o caso em que ³n = ±1 ∀n ∈ {1, . . . , N}. Note que

rn(t)³n ∈ {−1, 1}, para cada n ∈ {1, . . . , N}, já que rn(t) é uma sequência de Rademacher, nesse

caso
∥

∥

∥

∑

rn³nxn

∥

∥

∥

Lp([0,1],X)
=
∥

∥

∥

∑

rnxn

∥

∥

∥

Lp([0,1],X)
. (1.5)

Agora considere ³n ∈ R com |³n| f 1, nesse caso (³n)
N
n=1 é um vetor em R

N que pertence ao

cubo Q com vértices no conjunto V = {v = (v1, . . . , vN ) | vn = ±1, n = 1, . . . , N}, note que o

cubo Q é o fecho convexo de seus vértices, i.e, se ³ = (³n)
N
n=1 ∈ Q então existe (¼v)v∈V ¢ [0, 1]

tal que
∑

v∈V ¼v = 1 e ³n =
∑

v∈V ¼vvn com vn = ±1, ou seja, cada ponto em Q é uma

combinação convexa dos vértices de Q, assim temos

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rn
∑

v∈V

¼vvnxn

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1];X)

f
∑

v∈V

¼v

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnvnxn

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1];X)

=
∑

v∈V

¼v

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnxn

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1];X)

onde usamos (1.5) uma vez que vn = ±1, para cada n ∈ {1, · · ·N}. Por fim, se ³n ∈ C com

|³n| f 1, podemos usar o fato de que |Re(³n)| f |³n| f 1 e |Im(³n)| f |³n| f 1, nesse caso

teremos duas somas, o que resulta no fator 2 que parece em (1.4).

Agora estamos em condições de definir a R-Limitação de uma família de operadores lineares

e limitados.

Definição 1.2.2. Sejam X, Y espaços de Banach e Ä ¢ L(X,Y ) uma família de operadores

lineares e limitados. Ä é R-limitado se, e somente se, para algum p ∈ [1,∞) (e portanto todos)

existir uma constante C(p) <∞ tal que para toda coleção finita T1, . . . , TN ∈ Ä e x1, . . . , xN ∈ X
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vale
∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnTnxn

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1],Y )

f C(p)

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnxn

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1],X)

(1.6)

A menor constante C(p) tal que vale (1.6) será denotada por R(Ä)

Exemplo 1.2.2. Pelo Teorema 1.2.3 o conjunto Ä = {aI; |a| f 1} é R-imitado, além disso

qualquer coleção composta por um único operador limitado é sempre um conjunto R-limitado,

observe também que, qualquer família de operadores R-limitados é uniformemente limitado,

bastando tomar N = 1 na Definição 1.2.2 e usar o princípio de limitação uniforme para concluir

que sup
T∈Ä

∥T∥ f R(Ä).

O próximo lema é uma reformulação das desigualdades ∥T + S∥ f ∥T∥ + ∥S∥, ∥RT∥ f
∥R∥ · ∥T∥ no contexto de conjuntos R-limitados.

Lema 1.2.1. Sejam X, Y e Z espaços de Banach, se Ä e Ã são subconjuntos R-Limitados de

L(X,Y ), e Ä um subconjunto R-limitado de L(Y, Z), então os conjuntos

Ä + Ã = {T + S ; T ∈ Ä, S ∈ Ã} e Ä ◦ Ä = {U ◦ T ; T ∈ Ä, U ∈ Ä}

são R-limitados e vale

R(Ä + Ã) f R(Ä) +R(Ã) e R(Ä ◦ Ä) f R(Ä)R(Ä)

Demonstração. Sejam Tn ∈ Ä , Sn ∈ Ã e Un ∈ Ä, então o resultado se segue das seguintes

desigualdades

∥

∥

∥

∑

rn(Tn + Sn)xn

∥

∥

∥

L1([0,1],Y )
f
∥

∥

∥

∑

rnTnxn

∥

∥

∥

L1([0,1],Y )
+
∥

∥

∥

∑

rnSnxn

∥

∥

∥

L1([0,1],Y )
∥

∥

∥

∑

rnUnTnxn

∥

∥

∥

L1([0,1],Z)
f R(Ä)

∥

∥

∥

∑

rnTnxn

∥

∥

∥

L1([0,1],Y )

Na maioria dos casos de interesse, X = Lp(Ω, µ), onde (Ω, µ) é um espaço de medida Ã-finito

e p ∈ [1,∞). Vamos reformular o conceito de R-limitação para esse caso. Seja f1, . . . , fN vetores
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em X então

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnfn

∥

∥

∥

∥

∥

L2([0,1],Lp(Ω))

≲

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnfn

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1],Lp(Ω))

=





∫ 1

0

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rn(t)fn

∥

∥

∥

∥

∥

p

Lp(Ω)

dt





1/p

=

(

∫ 1

0

(

∫

Ω

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

n=1

rn(t)fn(É)

∣

∣

∣

∣

∣

p

dµ(É)

)

dt

)1/p

=

(

∫

Ω

(

∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

∣

N
∑

n=1

rn(t)fn(É)

∣

∣

∣

∣

∣

p

dt

)

dµ(É)

)1/p

≲





∫

Ω

(

N
∑

n=1

|fn(É)|2
)

p
2

dµ(É)





1/p

=

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

N
∑

n=1

|fn(É)|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω)

onde usamos o Teorema 1.2.2, o Teorema de Fubini e a desigualdade de Khinchine (Teorema

1.2.1), já que fn(É) é uma sequência numérica. Podemos então reformular o conceito de R-

limitação no caso em que X = Lp(Ω), dizendo que Ä ¢ L(Lp(Ω)) é R-limitado se, e somente se,

existe uma constante C tal que

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

N
∑

n=1

|Tnfn(·)|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω)

f C

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

N
∑

n=1

|fn(·)|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω)

(1.7)

Exemplo 1.2.3. Seja Ä ¢ L(Lp(Ω)), suponha que os operadores em Ä sejam dominados por um

operador positivo (que mapeia funções positivas em funções positivas) S ∈ L(Lp(Ω)) no seguinte

sentido

|Tf | f S|f |, ∀ T ∈ Ä, f ∈ Lp(Ω).

Nesse caso Ä é R-limitado

Demonstração. Seja T1, . . . , TN ∈ Ä e f1, . . . , fN ∈ Lp(Ω). Então

∥

∥

∥

∥

(

∑

|Tnfn|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω)

f
∥

∥

∥

∥

(

∑

(S|fn|)2
)1/2

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω)

≲
∥

∥

∥

∑

rnS|fn|
∥

∥

∥

Lp([0,1],Lp(Ω))

onde usamos a desigualdade de Khinchine (Teorema 1.2.1), e como S é um operador fixo e

limitado segue que

∥

∥

∥

∑

rnS|fn|
∥

∥

∥

Lp([0,1],Lp(Ω))
≲ ∥S∥

∥

∥

∥

∑

rn|fn|
∥

∥

∥

Lp([0,1],Lp(Ω))
≲ ∥S∥

∥

∥

∥

∥

(

∑

|fn|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω)

onde usamos novamente a desigualdade de Khinchine (Teorema 1.2.1). Por (1.7) segue-se que Ä

é R-limitado.
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O Exemplo 1.2.3 possui importantes aplicações para estudar conjuntos R-limitados dados

por integrais, i.e, operadores do tipo

Tkf(t) =

∫

Ω
k(t, s)f(s)ds.

Se Tk0 é limitado em Lp(Ω) para alguma função k0 positiva fixa, então o conjunto {Tk | |k| f k0}
é um conjunto R-limitado em L(Lp(Ω)). Se (Tt)tg0 é um semigrupo positivo em Lp(Ω), veja [27],

segue que, se ¼0 ∈ Ä(A)∩R, então o operador resolvente é positivo e vale |R(¼,A)f | f R(¼0, A)|f |
com Re(¼) g Re(¼0), pelo Exemplo 1.2.3 o conjunto Ä = {R(¼,A) | Re(¼) g ¼0} é R-limitado.

Vejamos um exemplo de conjunto que não é R-limitado

Exemplo 1.2.4. Seja X = Lp(Ω), p ∈ [1, 2) ∪ (2,∞) e considere Ä ¢ L(Lp(Ω)) o conjunto dos

operadores de translação, i.e, Tnf(·) = f(· − n), n ∈ N0 e tome fn = Ç[0,1] então

∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

m−1
∑

n=1

|Tnfn|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω)

= ∥Ç[0,m]∥Lp(Ω) = m1/p

enquanto que
∥

∥

∥

∥

∥

∥

(

m−1
∑

n=1

|fn|2
)1/2

∥

∥

∥

∥

∥

∥

Lp(Ω)

= ∥m1/2Ç[0,1]∥Lp(Ω) = m1/2

logo, para p ∈ [1, 2) não podemos ter m1/p f Cm1/2 para todo m e para uma constante fixa C,

contradizendo (1.7), e da mesma maneira concluímos para p ∈ (2,∞).

Teorema 1.2.4. Seja Ä ¢ L(X,Y ) um conjunto R-limitado. Denotaremos por co(Ä) o

fecho convexo de Ä , i.e, o menor fechado convexo que contém Ä , e o fecho absoluto convexo,

absco(Ä) = {∑N
i=1 ¼iTi | Ti ∈ Ä, ¼i ∈ C com

∑N
i=1 |¼i| = 1}. Então, co(Ä) e absco(Ä) são

R-limitados e vale

R(co(Ä)) f R(Ä) R(absco(Ä)) f 2R(Ä)

Demonstração. Sejam A e B subconjuntos quaisquer em um espaço vetorial complexo. Primeiro

vamos provar que

co(A×B) = co(A)× co(B). (1.8)

Seja
N
∑

i=1

¼i(ai, bi) com (ai, bi) ∈ A × B para todo i ∈ {1, . . . , N}, ¼i g 0 e
N
∑

i=1

¼i = 1,

uma vez que
N
∑

i=1

¼i(ai, bi) =

(

N
∑

i=1

¼iai,

N
∑

i=1

¼ibi

)

, observe que a primeira coordenada é um

elemento de co(A), enquanto que a segunda coordenada é um elemento de co(B), isso mostra

que co(A× B) ¢ co(A)× co(B). Para a outra inclusão tome (a, b) ∈ co(A)× co(B), nesse caso

vale

a =
∑

i

ai¼i b =
∑

j

bjµj
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com
∑

¼i =
∑

µj = 1, ai ∈ A e bi ∈ B e note que
∑

i,j ¼iµj = 1, nesse caso vale

(a, b) =





∑

i

ai¼i,
∑

j

bjµj



 =





∑

j

µj
∑

i

ai¼i,
∑

i

¼i
∑

j

bjµj



 =
∑

i,j

¼iµj(ai, bj)

e como
∑

i,j ¼i, µj = 1 segue que (a, b) ∈ co(A × B) o que conclui a demonstração de (1.8).

Aplicando esse processo n vezes concluímos que vale co(A1)× · · · × co(An) = co(A1 × · · · ×An),

vamos usar esse fato para demonstrar o Teorema 1.2.4.

Sejam T1, . . . , Tn ∈ co(Ä), tome A1 = A2 = · · · = An = Ä , ¼1, . . . , ¼N , ¼j g 0 com
∑N

j=1 ¼j = 1 e Tkj ∈ Ä para k = 1, . . . , n, j = 1, . . . , N tal que

Tk =
N
∑

j=1

¼jTkj .

Para x1, . . . , xn ∈ X vale o seguinte:

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=1

rkTkxk

∥

∥

∥

∥

∥

L2([0,1],Y )

f
N
∑

j=1

¼j

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=1

rkTkjxk

∥

∥

∥

∥

∥

L2([0,1],Y )

f





∑

j

¼j



R(Ä)

∥

∥

∥

∥

∥

n
∑

k=1

rkxk

∥

∥

∥

∥

∥

L2([0,1],X)

concluindo que R(co(Ä)) f R(Ä). Agora observe que, pelo princípio de contração de Kahane

(Teorema 1.2.3) e o Exemplo 1.2.2, Ä ′ = {¼T ; T ∈ Ä, |¼| f 1} é R-limitado e nesse caso

co(Ä ′) = absco(Ä) logo R(absco(Ä)) f 2R(Ä).

Relembre que a topologia forte em L(X,Y ) é a topologia gerada por conjuntos da forma

{S ∈ L(X,Y ); ∥(S − T )x∥Y < ε}

com T ∈ L(X,Y ), x ∈ X e ε > 0, além disso Tn converge para T na topologia forte se, e somente

se, limTnx = Tx para todo x ∈ X, onde o limite é tomado na topologia da norma de Y .

Teorema 1.2.5. Seja Ä ¢ L(X,Y ) um conjunto R-limitado, então o fecho de Ä na topologia

forte é um conjunto R-limitado e vale

R(Ä s) f R(Ä).

Demonstração. Seja T 1, . . . , TN ∈ Ä s e x1, . . . , xN ∈ X, fixe ε > 0, pela definição da topologia

forte podemos escolher T1, . . . , TN ∈ Ä tais que para cada n ∈ {1, . . . , N}

∥Tnxn − Tnxn∥ f 2−nε.
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Escrevendo Tn = Tn + Tn − Tn e usando a desigualdade triangular temos

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnTnxn

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1],Y )

f
∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnTnxn

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1],Y )

+

N
∑

n=1

∥Tnxn − Tnxn∥Y

f R(Ä)

∥

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

rnxn

∥

∥

∥

∥

∥

Lp([0,1],X)

+ ε

e como ε > 0 é arbitrário, segue o resultado. Em particular R(co(Ä)
s
) f R(Ä) e R(absco(Ä)

s
) f

2R(Ä).

Como consequência dos Teoremas 1.2.4 e 1.2.5 temos o seguinte resultado

Proposição 1.2.1. Seja Ä ¢ L(X,Y ) um conjunto R-limitado, sejam N : Ω → Ä uma função

fortemente mensurável definida em um espaço de medida Ã-finito (Ω, µ) e h ∈ L1
µ(Ω), defina o

operador TN,h ∈ L(X,Y ) por

TN,h =

∫

Ω
h(É)N(É)dµ(É). (1.9)

Então, Ξ = {TN,h ; ∥h∥L1 f 1} é R-limitado.

Demonstração. Sejam x1, . . . , xn ∈ X e ε > 0 arbitrário. Uma vez que N : Ω → Ä é

fortemente mensurável, podemos aproximar a função mensurável M : Ω → Xn dada por

M(É) = (N(É)xk)
n
k=1, por funções características em L∞(Ω, Xn), e com isso obter uma partição

(Vj)
m
j=1 de Ω onde m ∈ N ∪ {∞}, e Éj ∈ Vj de forma que para todo j:

∥N(É)xk −N(Éj)xk∥X f ε, µ− q.t.p Éj ∈ Vj , k = 1, . . . , n.

pondo

S =

m
∑

j=1

(

∫

Vj

h(É)dµ(É)

)

N(Éj)

nesse caso, por (1.9) segue que ∥TN,hxk − Sxk∥X f ε para k = 1, . . . , n, e portanto, S pertence

a vizinhança de TN,h na topologia forte determinada por x1, . . . , xn e ε > 0, além disso, como

∥h∥L1 f 1 segue-se que S ∈ absco(Ä)
s

o que implica em Ξ ¢ absco(Ä)
s
, logo pelos Teoremas

1.2.4 e 1.2.5 segue-se que Ξ é um conjunto R-Limitado.

Proposição 1.2.2. Seja N : Ω → L(X,Y ) uma função fortemente mensurável, definida no

espaço de medida (Ω, µ) Ã-finito tal que para alguma constante C vale

∫

Ω
∥N(É)x∥Y dµ(É) f C∥x∥X , ∀x ∈ X. (1.10)

Seja h ∈ L∞(Ω, µ), defina o operador Th ∈ L(X,Y ) como em (1.9), nesse caso o conjunto

Ä = {Th | ∥h∥L∞ f 1} é R-limitado e R(Ä) f 2C.

Demonstração. De fato, sejam h1, . . . , hm ∈ L∞(Ω) com ∥hn∥L∞ f 1, n ∈ {1, . . . ,m} e
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x1, . . . , xm ∈ X, vale o seguinte

∥

∥

∥

∥

∥

m
∑

n=1

rnThnxn

∥

∥

∥

∥

∥

L1([0,1],Y )

=

∥

∥

∥

∥

∥

∫

Ω

(

m
∑

n=1

rnhn(É)N(É)xn

)

dµ

∥

∥

∥

∥

∥

L1([0,1],Y )

f
∫

Ω

∥

∥

∥

∥

∥

m
∑

n=1

rnhn(É)N(É)xn

∥

∥

∥

∥

∥

L1([0,1],Y )

dµ

f 2

∫

Ω

∥

∥

∥

∥

∥

N(É)

m
∑

n=1

rnxn

∥

∥

∥

∥

∥

L1([0,1],Y )

dµ

f 2C

∥

∥

∥

∥

∥

m
∑

n=1

rnxn

∥

∥

∥

∥

∥

L1([0,1],X)

onde usamos o princípio de contração de Kahane (Teorema 1.2.3), já que ∥hn∥L∞ f 1 para

n ∈ {1, . . . ,m}, e a hipótese em (1.10).

Esses resultados sobre famílias de operadores integrais R-limitados terão aplicações quando

estivermos discutindo algumas estimativas do operador resolvente do gerador de um C0-

semigrupo (Proposição 2.3.1).

1.3 Cálculo Funcional

Nesta seção estudaremos o cálculo funcional conhecido como cálculo funcional de Dunford-

Riesz para operadores setoriais. Veremos mais adiante que não há perda de generalidade em

desenvolver essa teoria sobre operadores setoriais pois, nas aplicações que estudaremos sobre

estimativas de C0-semigrupos, o gerador será um operador setorial. Vamos começar definindo

esse conceito.

Definição 1.3.1. Para 0 < φ < Ã, seja o setor

Sφ =







{z ∈ C | z ̸= 0 e | arg(z)| < φ}, se φ ∈ (0, Ã)

(0,∞), se φ = 0

Dizemos que um operador A : D(A) → X definido em um espaço de Banach X, limitado ou não,

é setorial de ângulo φ se satisfaz as seguinte condições:

1. Ã(A) ¢ Sφ,

2. M(A,φ′) := sup{∥¼R(¼,A)∥L(X) | ¼ ∈ C \ Sφ′} <∞ para todo φ′ ∈ (φ, Ã)

Denotaremos o conjunto dos operadores setoriais de ângulo φ por Sect(φ,X). Portanto, se

A é um operador setorial de ângulo φ, escrevemos A ∈ Sect(φ,X). Dado um operador setorial

A, definimos

φA := min{0 f φ < Ã | A ∈ Sect(φ,X)}.
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como o ângulo espectral (ou ângulo de setorialidade) de A. Uma família (Al)l é dita

uniformemente setorial de ângulo φ ∈ [0, Ã) se Al ∈ Sect(φ,X) para cada l, e suplM(Al, φ
′) <∞

para todo φ′ ∈ (φ, Ã).

Vejamos algumas propriedades de operadores setoriais.

Proposição 1.3.1. Seja X um espaço de Banach, e A : D(A) → X um operador fechado, então

1. Se (−∞, 0) ¢ Ä(A) e

M(A, Ã) = sup
¼>0

∥¼(¼+A)−1∥ <∞

então M(A, Ã) g 1 e A ∈ sect(Ã − arcsen(M(A, Ã)−1), X).

2. Se A é injetivo e A ∈ Sect(φ,X) para algum φ ∈ [0, Ã), então A−1 ∈ Sect(φ,X) e vale a

identidade fundamental

¼(¼+A−1)−1 = I − 1

¼

(

1

¼
+A

)−1

para todo ¼ ∈ C \ {0}. Em particular, M(A−1, φ′) f 1 +M(A,φ′) para todo φ′ ∈ (φ, Ã).

3. A família de operadores (A+ ¶)¶g0 é uniformemente setorial de ângulo φ. De fato,

M(A+ ¶, φ′) f C(φ′)M(A,φ′) (¶ > 0, φ′ ∈ (φ, Ã))

onde C(φ′) = (sen(φ′))−1 se φ′ ∈ (0, Ã/2] e C(φ′) = 1 se φ′ ∈ [Ã/2, Ã).

A família de operadores {(A+ ¶)(A+ ε+ ¶)−1 | ε > 0, ¶ g 0} é uniformemente setorial de

ângulo φ

Demonstração. 1. Denote M(A, Ã) =M e seja x ∈ D(A), note que, para cada ¼ > 0

x =
¼

¼
(¼+A)−1(¼+A)x =

(

¼(¼+A)−1 +
¼

¼
(¼+A)−1A

)

x,

portanto,

∥x∥ f 1

¼
M∥Ax∥+M∥x∥ (1.11)

tomando o limite quando ¼ → ∞ em (1.11), temos ∥x∥ f M∥x∥ para todo x ∈ D(A), e

portanto M g 1. Agora seja ¼0 < 0 e M ′ > M , para cada µ ∈ C, com |µ−¼0| f |¼0|
M ′ temos

que µ ∈ Ä(A), pois o conjunto resolvente é um aberto de C e podemos usar um argumento

de expansão em série de potência em torno de ¼0 e escrever

R(µ,A) =
∑

ng0

(µ− ¼0)
nR(¼0, A)

n+1
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e nesse caso, segue que

|µ| ∥R(µ,A)∥ f |µ|
∑

ng0

|µ− ¼0|n∥R(¼0, A)∥n+1

f |µ|
∑

ng0

|µ− ¼0|n
Mn+1

|¼0|n+1

=
M |µ|
|¼0|

∑

ng0

|µ− ¼0|n
Mn

|¼0|n

f M |µ|
|¼0|

∑

ng0

(

M

M ′

)n

usando |µ| = |µ+ ¼0 − ¼0| f |µ− ¼0|+ |¼0| e a série geométrica, temos

M
|µ|
|¼0|

∑

ng0

(

M

M ′

)n

f
(

1 +
|µ− ¼0|
|¼0|

)

M

1− M
M ′

f
(

1 +
1

M ′

)

MM ′

M ′ −M
=

(M ′ + 1)M

M ′ −M
.

Tome φ′ > Ã − arcsen(1/M) e defina M ′ = 1/sen(Ã − φ′) nesse caso M ′ > M .

Escolha µ ∈ C tal que φ′ f | arg(µ)| f Ã e defina ¼0 = Re(µ), nesse caso2 ¼0 < 0 e

|µ− ¼0| f |¼0|/M ′. Portanto, vale o cálculo feito acima, ou seja,

∥µR(µ,A)∥ f (M ′ + 1)M

M ′ −M

concluindo o item 1.

2. Tome ¼ ∈ C \ {0}, e note que

(¼+A−1)(¼+A−1)−1 = ¼(¼+A−1)−1 +A−1(¼+A−1)−1 = I

¼(¼+A−1)−1 = I −A−1(¼+A−1)−1 = I − ((¼+A−1)A)−1

colocando um fator ¼−1 em evidência na última igualdade chegamos em

¼(¼+A−1)−1 = I − 1

¼

(

1

¼
+A

)−1

. (1.12)

A desigualdade do item 2 segue-se usando a desigualdade triangular em (1.12).

3. Seja A¶ = (A+ ¶) e observe que, para φ′ ∈ (φ, Ã), se ¼ ∈ SÃ−φ′ então ¼+ ¶ ∈ SÃ−φ′ e vale

¼(¼+A¶)
−1 =

¼

¼+ ¶
(¼+ ¶)(A+ ¼+ ¶)−1,

logo tomando o supremo em ¼ obtemos M(A¶, φ
′) fM(A,φ′) sup¼∈Sπ−ϕ′

|¼|
|¼+¶| , concluindo

2Note que ϕ′ > π/2 já que 0 f 1/M < 1
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que sup¶>0M(A¶, φ
′) < ∞, calculando o supremo mencionado chegamos em C(φ′) que

aparece na primeira parte do item 3. Para a segunda parte, note que, se ¼ ∈ SÃ−φ′ , então

¼(1 + ¼)−1ε+ ¶ ∈ SÃ−φ′ , além disso

¼+A¶(A¶ + ε)−1 = ¼(A¶ + ε)(A¶ + ε)−1 +A¶(A¶ + ε)−1

= (¼(A¶ + ε) +A¶)(A¶ + ε)−1

= (¼+ 1)

(

A¶ +
ε¼

1 + ¼

)

(A¶ + ε)−1.

uma vez que o último termo da cadeia de igualdades acima é invertível, segue-se que

¼+A¶(A¶ + ε)−1 é invertível e com isso

¼(¼+A¶(A¶ + ε)−1)−1 =
¼

1 + ¼
(A¶ + ε)

(

A¶ +
ε¼

1 + ¼

)−1

=
¼

1 + ¼

(

A¶ +
ε¼

1 + ¼
+

ε

1 + ¼

)(

A¶ +
¼

1 + ¼
ε

)−1

=
¼

1 + ¼
I +

1

1 + ¼

(

ε¼

1 + ¼

(

A¶ +
ε¼

1 + ¼

)−1
)

e como A¶ é uniformemente setorial, segue-se que A¶(A¶ + ε)−1 é uniformemente setorial.

Veremos que existe uma classe de funções na qual é possível definir um cálculo funcional

através da fórmula integral de Cauchy. Se A é um operador setorial, vamos estudar a classe de

funções que permite definir o seguinte operador:

f(A) =
1

2Ãi

∫

Γ
f(z)R(z,A)dz (1.13)

onde Γ é a fronteira do setor Sφ. Para fazer sentido a integral acima, precisamos que f tenha

alguma propriedade de decaimento em 0 e em ∞. Vejamos as propriedades necessárias para isso.

Definição 1.3.2. Seja φ ∈ [0, Ã) e f : C → C uma função meromorfa3 em Sφ.

1. f possui limite polinomial c ∈ C em 0 se existe ³ > 0 tal que f(z) − c = O(|z|³) quando

z → 0.

2. f possui limite polinomial ∞ em 0 se 1/f possui limite polinomial 0 em 0.

3. f possui limite polinomial d ∈ C∞ em ∞ se f(z−1) possui limite polinomial d em 0.

4. f possui limite polinomial finito em 0 (em ∞) se existe c ∈ C tal que f possui limite

polinomial c em 0 (em ∞).

5. Se f possui limite polinomial 0 em 0 (em ∞), dizemos que f tem decaimento regular em 0

(em ∞).
3Holomorfa em Sϕ com exceção de polos
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Vamos definir a classe de Dunford-Riesz em Sφ como

H∞
0 = {f ∈ H∞(Sφ) | f tem decaimento regular em 0 e em ∞}

Onde

H∞(Sφ) = {f : Sφ → C | f é holomorfa e limitada em Sφ}

equipado com a norma ∥f∥∞,Sϕ = sup{|f(z)| | z ∈ Sφ}.
O lema a seguir reúne alguns exemplos de funções na classe de Dunford-Riesz

Lema 1.3.1. Seja φ ∈ (0, Ã] e f : Sφ → C uma função holomorfa, então são equivalentes

1. f ∈ H∞
0 (Sφ).

2. Existem C g 0 e s > 0 tais que |f(z)| f Cmin{|z|s, |z|−s} para todo z ∈ Sφ.

3. Existem C g 0 e s > 0 tais que |f(z)| f C |z|s

1+|z|2s
para todo z ∈ Sφ.

4. Existem C g 0 e s > 0 tais que |f(z)| f C

( |z|
1 + |z|2

)s

para todo z ∈ Sφ.

Demonstração. 1) =⇒ 2) Se f ∈ H∞
0 (Sφ), então f tem decaimento regular em 0, o que significa

que f(z) tem limite polinomial 0 em 0, e portanto existe ³ > 0 tal que |f(z)| f C1|z|³ para

z → 0. f também possui decaimento regular em ∞, o que significa que f(z) tem limite polinomial

0 em ∞, que por sua vez significa que f(z−1) tem limite polinomial 0 em 0, logo existe ´ > 0

tal que |f(z−1)| f C2|z|´ , trocando z por 1/z segue-se que |f(z)| f C2|z|−´ para z → ∞. Tome

s = min(³, ´), nesse caso, s f ³ e s f ´ o que implica, para z → 0, em |z|³ f |z|s, e para

z → ∞, vale |z|−´ f |z|−s implicando em |f(z)| f Cmin(|z|s, |z|−s).

2) =⇒ 3) Note que, para z → 0 temos |z|s

1+|z|2s
f |z|s enquanto para z → ∞ temos

|z|s

1+|z|2s
f |z|s

|z|2s
= |z|−s e portanto existe C > 0 tal que min(|z|s, |z|−s) f C |z|s

1+|z|2s
.

3) =⇒ 4) Basta comparar 1 + |z|2s e (1 + |z|2)s.

4) =⇒ 1) Consequência direta da definição.

Para o caso de funções em H∞
0 (Sφ) a integral de cauchy definida em (1.13) fica bem definida

pois, se A for um operador setorial, então podemos usar o item (2) do Lema 1.3.1 para fazer o
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seguinte cálculo

∥f(A)x∥ f 1

2Ã

∫

Γ
|f(z)| ∥R(z,A)x∥ |dz|

f C

∫ ∞

−∞
|f(rei¹)| 1|r|dr∥x∥

f C

(∫ 1

0
rs−1dr +

∫ ∞

1
r−s−1dr

)

∥x∥

f C∥x∥.

o que mostra que f(A) é um operador limitado.

Vamos considerar agora a chamada classe de Dunford-Riesz estendida. Note que a função

racional (1 + z)−1 e as funções constantes não são elementos de H∞
0 (Sφ). Definimos, então, a

classe de Dunford-Riesz estendida como

E(Sφ) = H∞
0 (Sφ)· ï(1 + z)−1ð · ï1ð

Observação 1.3.1. Note que, se f : Sφ → C for holomorfa, tiver decaimento regular no infinito

e possuir continuação analítica em uma vizinhança da origem, então f ∈ E(Sφ) já que, pela

continuação analítica, existe C tal que |f(z) − f(0)| f C|z| para z próximo da origem, o que

implica em f possuir limite polinomial finito em 0, com essas hipóteses, vale f ∈ E(Sφ), já que

a função g(z) = f(z)− f(∞)− (f(0)− f(∞))/(1 + z) ∈ H∞
0 (Sφ)

Um exemplo importante de função em H∞
0 (Sφ) que usaremos mais adiante está contida no

seguinte Lema:

Lema 1.3.2. Seja 0 < Re(´) < Re(³). Então, para todo φ ∈ (0, Ã)

z´

(1 + z)³
∈ H∞

0 (Sφ)

Lema 1.3.3. Seja f ∈ H∞
0 (Sφ) e defina

h(z) =

∫ 1

0
f(sz)

ds

s
e g(z) =

∫ ∞

1
f(sz)

ds

s
. (1.14)

para z ∈ Sφ. Então h, g ∈ E(Sφ), h(0) = g(∞) = 0 e

h(z) + g(z) =

∫ ∞

0
f(sz)

ds

s

é constante.

Demonstração. Veja em [18]

Vamos enunciar uma proposição (Proposição 2.6.11 de [18]) que iremos usar na demonstração

da desigualdade dos momentos.
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Proposição 1.3.2. Seja φ ∈ (0, Ã] e f ∈ E(Sφ). Então existe uma constante Cf > 0 tal que

sup
t>0

∥f(tA)∥ f CfM(A,φ)

para cada operador setorial A ∈ Sect(w,X), w ∈ (0, φ). Além disso, dado ¹ ∈ [0, φ− w) temos

∥f(¼A)∥ f CfM(A,φ− ¹)

para todo ¼ ∈ C, com |arg¼| f ¹.

Teorema 1.3.1. (Desigualdade dos Momentos) Seja A um operador setorial definido em um

espaço de Banach X, sejam ³, ´, µ ∈ R com µ < ´ < ³ e µ g 0. Então, existe uma constante

C > 0 tal que, para cada x ∈ D(A³) vale4

∥A´x∥ f C

¹(1− ¹)
∥Aµx∥1−¹∥A³x∥¹.

sendo ¹ := (´ − µ)(³− µ)−1.

Demonstração. Seja È(z) ∈ H∞
0 (Sφ) e note que z³È(z) e z−³È(z) são limitadas. Sejam

h(z)(h(z) + g(z))−1 e g(z)(h(z) + g(z))−1 onde g(z) e h(z) são as funções definidas no Lema

1.3.3 por (1.14). Ponha h̃(z) = z−(³−´)h(z) e g̃(z) = z´−µg(z) e note que h̃ e g̃ são elementos

de H∞
0 (Sφ). Para cada x ∈ D(A³) e t > 0 temos o seguinte

A´x = h(tA)A´x+ g(tA)A´x = h̃(tA)(tA)³−´A´x+ g̃(tA)(tA)−(´−µ)A´x

tomando a norma, usando a desigualdade triangular, reescrevendo (³ − ´) = (³ − µ)(1 − ¹) e

−´ + µ = −(³− µ)¹ e usando a Proposição 1.3.2 temos

∥A´x∥ f Ch̃t
(³−µ)(1−¹)∥A³x∥+ Cg̃t

−(³−µ)¹∥Aµx∥

calculando o ínfimo para t > 0 chegamos em

∥A´x∥ f Ch̃

(

¹∥Aµx∥
(1− ¹)∥A³x∥

)(1−¹)

∥A³x∥+ Cg̃

(

(1− ¹)∥A³x∥
¹∥Aµx∥

)¹

rearranjando os termos concluímos que

∥A´x∥ f C

[

(

1− ¹

¹

)¹

+

(

¹

1− ¹

)1−¹
]

∥Aµx∥1−¹∥A³x∥¹.

o resultado se segue notando que o termo entre colchete é limitado por (¹(1 − ¹))−1, e

C = max{Cg̃, Ch̃}.

Pelo Lema 1.3.2, se ³, ´, ¸ ∈ (0,∞), a função f(z) = z³(¸+z)−³−´ ∈ H∞
0 (Sφ) logo podemos

4Definimos a potência Aα como Aα := (1 +A)nAα(1 +A)−n onde n ∈ N com 0 < Re(α) < n.
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definir o operador

A³(¸ +A)−³−´ =
1

2Ãi

∫

∂Sθ

z³

(¸ + z)³+´
R(z,A)dz (1.15)

onde ∂S¹ é a fronteira do setor S¹ com ¹ ∈ (φ, Ã) orientada positivamente. Observe que, para um

operador setorial A, e ³, ´ ∈ [0,∞), o operador A³(1+A)−³−´ é limitado, vamos usar a notação

Φ³
´(A) := A³(1 +A)−³−´ , nesse caso temos Φ³

0 (A) = (A(1 +A)−1)³ e se ³1, ³2, ´1, ´2 ∈ [0,∞),

então (Proposição 3.1.1 de [18])

Φ³1
´1
(A)Φ³2

´2
(A) = Φ³1+³2

´1+´2
(A)

Denote por X³
´ o conjunto imagem de Φ³

´ , i.e, X³
´ = Im(Φ³

´(A)) sendo X³ = X³
0 e X´ = X0

´ .

Se A for um operador injetivo, então X³
´ é um espaço de Banach com a norma

∥x∥Xα
β
= ∥x∥X + ∥Φ³

´(A)
−1x∥X = ∥x∥X + ∥(1 +A)³+´A−³x∥X

onde x ∈ X³
´ , para isso basta notar que ∥ · ∥X f ∥ · ∥Xα

β
, logo se (xn)n é Cauchy em X³

´ , as

sequências (xn)n e (Φ³
´(A)

−1xn)n serão Cauchy em X, além do mais, no nosso contexto, −A
é gerador de um C0-semigrupo e portanto, é um operador fechado (Proposição A.0.2), logo se

xn → x e Φ³
´(A)

−1xn → y, então Φ³
´(A)

−1x = y e X³
´ é Banach. Note que Φ³

´(A) : X → X³
´ é

um isomorfismo no seguinte sentido: existe C g 0 tal que

∥T∥L(Xα
β ,X) f ∥TΦ³

´(A)∥L(X) f C∥T∥L(Xα
β ,X) (1.16)

onde T ∈ L(X³
´ , X), para justificar (1.16) basta notar que

∥Tx∥X = ∥TΦ³
´(A)Φ

³
´(A)

−1x∥X f ∥TΦ³
´(A)∥L(X)∥Φ³

´(A)
−1x∥X f ∥TΦ³

´(A)∥L(X)∥x∥Xα
β

o que implica em ∥T∥L(Xα
β ,X) f ∥TΦ³

´(A)∥L(X). Note agora que

∥TΦ³
´(A)x∥X = ∥Ty∥X f ∥T∥L(Xα

β ,X)∥y∥Xα
β

= ∥T∥L(Xα
β ,X)

(

∥Φ³
´(A)x∥X + ∥x∥X

)

f ∥T∥L(Xα
β ,X)(∥Φ³

´(A)∥L(X) + 1)∥x∥X

donde se segue (1.16).
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1.4 Multiplicadores de Fourier Parte I

Nesta seção vamos dar início ao estudo dos multiplicadores de Fourier, objetos que terão

importância para os resultados principais deste trabalho. Começaremos discutindo um pouco

sobre operadores que são invariantes por translação, abordando inicialmente o caso escalar, e na

Parte II iremos desenvolver essa teoria para o caso vetorial.

Operadores invariantes por translação aparecem naturalmente em matemática aplicada; em

Física, por exemplo, existe o princípio da relatividade, que nos diz que os fenômenos físicos

são os mesmos em qualquer referencial inercial; ou seja, são fenômenos invariantes por troca de

coordenada, e qualquer teoria matemática que tenha sucesso em descrevê-los deve levar em conta

essa invariância.

Multiplicadores de Fourier são funções m para as quais o operador Tmf = F−1(mFf) faz

sentido. Em geral, estamos interessados em saber quando tal operador é limitado de Lp(Rn) para

Lq(Rn), com 1 f p f q f ∞ (o caso p > q é trivial, como veremos na Proposição 1.4.1). No artigo

clássico de Hörmander [21], foi demonstrado que a classe dos operadores Tm, também chamados

de operadores multiplicadores de Fourier, coincide com a classe dos operadores singulares do tipo

convolução f 7→ K ∗ f , onde K ∈ S ′(Rn). Os casos mais simples ocorrem quando p = q = 2

(Teorema 1.4.1), p = q = 1 e p = q = ∞; nesses dois últimos casos, os multiplicadores são

dados por transformadas de Fourier de medidas limitadas [17]. Os casos p, q ∈ (1,∞) \ {2} são

altamente não triviais e em geral, sabemos apenas condições sobre m para que Tm seja limitado.

Hörmander mostrou que para 1 < p f 2 f q < ∞, se m ∈ Lr
weak (veja a Definição

B.0.1), com r−1 = p−1 − q−1, então Tm : Lp(Rn) → Lq(Rn) é limitado. Também foi

demonstrado que a condição p f 2 f q é necessária. Ainda em [21], foram introduzidos

condições de integrabilidade/suavidade no kernel K, que permitem extrapolar a limitação de

Tm : Lp0(Rn) → Lq0(Rn), com 1 < p0 f q0 < ∞, para Lp(Rn) → Lq(Rn), com 1 < p f q < ∞,

onde os expoentes satisfazem p−1 − q−1 = p−1
0 − q−1

0 ; tais condições levariam as extensões da

teoria de Calderón-Zygmund [14]. Para o caso em que p0 = q0, foi mostrado que a condição de

suavidade no kernel K pode ser traduzida na condição de suavidade no multiplicador m, o que

é suficiente para demonstrar o Teorema de Mikhlin (Teorema 1.4.2).

Vamos começar definindo operadores que são invariantes por translação.

Definição 1.4.1. Um operador linear e limitado T : Lp(Rn) → Lq(Rn) é invariante por

translação se

ÄhT = TÄh , ∀ h ∈ R
n

onde Ähf(x) = f(x− h) é o operador de translação.

Exemplo 1.4.1. Sejam p ∈ [1,∞], f ∈ L1(Rn) e considere o operador Tf : Lp(Rn) → Lp(Rn)

dado por

Tf (g)(x) = f ∗ g(x) =
∫

Rn

f(y)g(x− y)dy.

Então, Tf é linear, limitado e comuta com a translação.
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Demonstração. O fato de ser linear vem da linearidade da integral. Para mostrarmos a limitação,

vamos usar a desigualdade de Minkowski para integrais [17]

∥Tf (g)∥Lp(Rn) =

∥

∥

∥

∥

∫

Rn

f(y)g(· − y)dy

∥

∥

∥

∥

Lp(Rn)

f
∫

Rn

|f(y)|∥g∥Lp(Rn)dy = ∥f∥L1(Rn)∥g∥Lp(Rn).

Agora, para mostrar que Tf comuta com a translação, basta notar que

ÄhTf (g)(x) = Tf (g)(x− h) =

∫

Rn

f(y)g(x− h− y)dy =

∫

Rn

f(y)Ähg(x− y)dy = Tf (Ähg)(x)

Em geral, queremos estudar operadores T : Lp(Rn) → Lq(Rn), onde p, q ∈ [1,∞] são

quaisquer, e que comutam com a translação. Mostremos inicialmente que se por acaso p > q,

então o único operador linear e limitado que comuta com a translação é o operador nulo.

Proposição 1.4.1. Sejam p > q e T : Lp(Rn) → Lq(Rn) linear, limitado e que comuta com

a translação. Se p < ∞, então T ≡ 0, e se p = ∞, então T restrito ao espaço das funções

limitadas que vão para zero no infinito é o operador nulo.

Demonstração. Seja p <∞. Como T é limitado, existe C > 0 tal que

∥Tf∥Lq f C∥f∥Lp .

Afirmamos que

lim
h→∞

∥f + Ähf∥Lp = 21/p∥f∥Lp ;

de fato, dado ε > 0, escreva f = f1+f2, onde f1 possui suporte compacto e ∥f2∥Lp < ε/(2+21/p).

Se por acaso |h| é grande o suficiente, então f1 e Ähf1 possuem suportes disjuntos, de forma que

∥f1 + Ähf1∥Lp =

(∫

Rn

|f1(x) + Ähf1(x)|pdx
)1/p

=

(∫

Rn

|f1(x)|pdx+

∫

Rn

|Ähf1(x)|pdx
)1/p

= 21/p∥f1∥Lp .

Agora, usando esse resultado para |h| suficientemente grande junto com a desigualdade triangular,

obtemos

∣

∣

∣
∥f + Ähf∥Lp − 21/p∥f∥Lp

∣

∣

∣ =
∣

∣

∣∥f + Ähf∥Lp − ∥f1 + Ähf1∥Lp + 21/p∥f1∥Lp − 21/p∥f∥Lp

∣

∣

∣

f
∣

∣

∣∥f + Ähf∥Lp − ∥f1 + Ähf1∥Lp

∣

∣

∣+ 21/p
∣

∣

∣∥f1∥Lp − ∥f∥Lp

∣

∣

∣

f ∥f2 − Ähf2∥Lp + 21/p∥f2∥Lp f 2ε

2 + 21/p
+

21/pε

2 + 21/p
= ε,

o que demonstra nossa afirmação. Note que, pela hipótese de T ser linear e comutar com a
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translação, temos

∥T (f + Ähf)∥Lq = ∥Tf + ÄhTf∥Lq .

Portanto, tomando o limite quando |h| → ∞, segue-se do argumento anterior que

∥Tf + ÄhTf∥Lq → 21/q∥Tf∥Lq .

Agora, usando a hipótese de T ser limitado, obtemos ∀h ∈ R
n

∥T (f + Ähf)∥Lq f C∥f + Ähf∥Lp

e novamente tomando o limite quando |h| → ∞, chegamos a

21/q∥Tf∥Lq f C21/p∥f∥Lp =⇒ ∥Tf∥Lq f C

21/q−1/p
∥f∥Lp .

Isso mostra que a constante que aparece na limitação de T pode ser melhorada, já que

p > q =⇒ 1/p < 1/q repetindo o processo concluímos que tal constante pode ser tomada

arbitrariamente pequena, concluindo que T é o operador nulo. Se p = ∞ podemos repetir o

argumento usando o fato de que f é limitada e vai a zero no infinito.

A Proposição 1.4.1 reduz os casos de interesse em operadores invariantes por translação

apenas para p f q.

Note que a Transformada de Fourier transforma convolução em produto pontual [17], e pelo

Exemplo 1.4.1, a convolução é um operador invariante por translação; logo, faz sentido considerar

o seguinte operador

Tmf = F−1(m(À)f̂(À)),

onde m(À) é uma função limitada.

Definição 1.4.2. Seja 1 f p f q f ∞, então dada m ∈ L∞(Rn), defina o operador

Tm : Lp(Rn) → Lq(Rn) por

Tmf = F−1(m(À)f̂(À)) (1.17)

m é chamado de multiplicador de Fourier (Lp, Lq), ou simplesmente multiplicador de Fourier, se

existe Cp tal que

∥Tmf∥Lq(Rn) f Cp∥f∥Lp(Rn).

O conjunto de multiplicadores de Fourier (Lp, Lq) será denotado por Mp,q.

Observação 1.4.1. Pela Proposição 1.4.1, o conjunto Mp,q = {0} se p > q.

Um caso de interesse são os multiplicadores de Fourier em L2(Rn).

Teorema 1.4.1. Seja m : Rn → C mensurável. Então Tm : L2(Rn) → L2(Rn), dado por (1.17)

é limitado se, e somente se, m ∈ L∞(Rn). Nesse caso, vale

∥Tm∥L(L2(Rn)) = ∥m∥L∞(Rn)
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Demonstração. Suponha que m ∈ L∞(Rn), então m(À)f̂(À) ∈ L2(Rn) e como F : L2(Rn) →
L2(Rn) é uma isometria sobrejetiva, segue-se que F−1(m(À)f̂(À)) ∈ L2(Rn). Além disso, como

∥Tmf∥L2(Rn) = ∥F−1(m(À)f̂(À))∥L2(Rn)

= ∥m(À)f̂(À)∥L2(Rn)

f ∥m∥L∞(Rn)∥f̂∥L2(Rn)

= ∥m∥L∞(Rn)∥f∥L2(Rn),

segue-se que ∥Tm∥L(Lp(Rn)) f ∥m∥L∞(Rn). Suponha agora que Tm seja limitado, sabemos que

F : L2(Rn) → L2(Rn) é isomorfismo linear, então basta provar que o operador de multiplicação

M : L2(Rn) → L2(Rn) dado por Mf̂(À) = m(À)f̂(À) é limitado se, e somente se, m ∈ L∞(Rn).

Por hipótese, Tm : L2(Rn) → L2(Rn) é limitado, portanto FTmF−1 : L2(Rn) → L2(Rn)

também é limitado por ser a composição de operadores limitados. Além disso, temos que

∀f ∈ L2(Rn),

FTmF−1f = F
(

F−1(m(À)f(À))
)

= m(À)f(À),

Agora, observe que apesar do dual de L∞(Rn) não ser L1(Rn), ainda assim é possível calcular a

norma de uma vetor em L∞(Rn) usando a ”dualidade” [11]

∥f∥L∞(Rn) = sup
h∈L1,∥h∥L1=1

∫

Rn

f(À)h(À)dÀ = sup
h∈L1,∥h∥L1=1

∫

Rn

|f(À)||h(À)|dÀ, ∀f ∈ L∞(Rn)

Assim,

∥m∥2L∞(Rn) =
∥

∥|m|2
∥

∥

L∞(Rn)
= sup

∥h∥L1=1

∫

Rn

|m(À)|2|h(À)|dÀ.

Faça g(À) := |h(À)|1/2. Como h ∈ L1(Rn), segue-se que g ∈ L2(Rn), de modo que

sup
∥h∥L1=1

∫

Rn

|m(À)|2|h(À)|dÀ = sup
∥g∥L2=1

∫

Rn

|m(À)|2|g(À)|2dÀ.

Como
∫

Rn

|m(À)|2|g(À)|2dÀ f ∥M∥L(L2(Rn))∥g∥2L2(Rn),

tomando-se o supremo com ∥g∥L2(Rn) = 1, segue-se que ∥m∥2L∞ f ∥M∥2L(L2(Rn)), o que conclui a

demonstração.

Exemplo 1.4.2. Se k ∈ L1(Rn), então m(À) = k̂(À) ∈ C0
b (R

n) ¢ L∞(Rn), e nesse caso,

Tm : L2(Rn) → L2(Rn) dado por Tmf = F−1(m(À)f̂(À)) = k ∗ f , vale

∥Tmf∥L2(Rn) f ∥m∥L∞(Rn)∥f∥L2(Rn) f ∥k∥L1(Rn)∥f∥L2(Rn).

Exemplo 1.4.3. Seja mj(À) =
iÀj
|À| , À ∈ R

n, j = 1, . . . , n. Então, como |Àj | f |À|, temos

∥mj∥L∞(Rn) < ∞, e portanto Rj = Tmj : L2(Rn) → L2(Rn) é limitado. Rj é chamado de
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operador de Riesz, e é possível mostrar que

Rjf = lim
ε→0

cn

∫

Rn\B(x,ε)

xj − yj
|x− y|n+1

f(y)dy.

Observe que a integral acima pode ser vista como a convolução de f com kj(x) = xj/|x|n+1.

Como kj /∈ L1(Rn), esse é um típico exemplo de operador integral singular.

Em geral, gostaríamos de caracterizar os espaços Mp,q. Já vimos que Mp,q = {0} se p > q e

que M2,2 = L∞. Os casos p = q ∈ (1,∞) \ {2} são bem mais delicados, como mencionado no

início desta seção. Vejamos um exemplo importante.

Teorema 1.4.2. (Multiplicador de Mikhlin) Seja m : R
n \ {0} → C uma função de classe

Cn+2(Rn) tal que existe uma constante A que satisfaz

|∂³m(À)| f A|À|−|³| (1.18)

para todo À ̸= 0 e |³| f n + 2. Então para todo p ∈ (1,∞), o operador Tm : Lp(Rn) → Lp(Rn)

dado por

Tmf = F−1(m(À)f̂(À))

é limitado.

Para a demonstração desse Teorema, iremos precisar de alguns resultados preliminares.

Vamos começar discutindo um pouco sobre partições diádicas da unidade. Usualmente, uma

partição diádica da unidade em R
n \ {0} é uma partição da unidade φj(À), j ∈ Z em R

n \ {0},
tal que

supp(φj(À)) ¢ {À ∈ R
n | c2j f |À| f C2j}, ∀j ∈ Z,

onde c, C > 0 são escolhidas de maneira adequada, no nosso caso vamos tomar c = 1/2 e C = 2.

Tal partição pode ser construída escolhendo uma função não negativa È ∈ C∞
c (Rn), tal que

È(À) > 0 ⇐⇒ 1/2 < |À| < 2; então, definindo Èj(À) := È(2−jÀ), j ∈ Z, defina

ϕ(À) :=
∑

j∈Z

Èj(À) > 0, À ̸= 0,

e então fazemos φj(À) := ϕ(À)−1Èj(À). Isso define uma partição da unidade com as propriedades

mencionadas. Nesse caso observe que ϕ(2−jÀ) = ϕ(À), ou seja, ϕ é invariante por reescala diádica.

De fato, temos

ϕ(2−jÀ) =
∑

k∈Z

Èk(2
−jÀ) =

∑

k∈Z

È(2−(j+k)À),

e pela mudança de variável l = k + j, temos

ϕ(2−jÀ) =
∑

l∈Z

È(2−lÀ) = ϕ(À),
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donde se segue que

φ0(2
−jÀ) =

È(2−jÀ)

ϕ(2−jÀ)
=
È(2−jÀ)

ϕ(À)
= φj(À),

ou seja, φj(À) = φ0(2
−jÀ) (ao invés de olharmos para o termo j, podemos olhar para o termo

zero e dilatar por 2−j). Disto se segue a estimativa

|∂³φj(À)| = |∂³φ0(2
−jÀ)| f C|∂³φ0|2−j|³|, ∀³ ∈ N

n
0 , j ∈ Z. (1.19)

A principal ideia presente na demonstração do Teorema 1.4.2 consiste em usar a partição diádica

para decompor m(À) como

m(À) =
∑

j∈Z

mj(À) =
∑

j∈Z

φj(À)m(À), ∀ À ̸= 0,

e então usar a hipótese (1.18) junto com a estimativa (1.19) para obter

|∂³mj(À)| f
∑

´f³

(

³

´

)

|∂³−´φj(À)||∂´m(À)| f C2−j|³|.

Agora, para cada mj(À) vale que

Tmjf = F−1(mj(À)f̂(À)) =

∫

Rn

kj(x− y)f(y)dy, x /∈ supp(f)

onde kj = F−1(mj) ∈ C∞
b (Rn) (pois supp(mj) é compacto). Formalmente, temos

Tmf =
∑

j∈Z

Tmjf =
∑

j∈Z

∫

Rn

kj(x− y)f(y)dy,

precisamos mostrar que a soma que aparece acima converge em algum sentido para uma função

que satisfaz certas hipóteses. Vamos começar pelo seguinte resultado.

Lema 1.4.1. Sejam N ∈ N0 e g : Rn → C uma função em CN
c (Rn). Então vale a seguinte

estimativa:

|(F−1g)(x)| f CNµ(supp(g))|x|−N sup
|´|=N

∥∂´g∥L∞(Rn), x ̸= 0

em que CN é uma constante que não depende de g.

Demonstração. Seja ´ ∈ N
n
0 com |´| = N . Então [17],

(−ix)´(F−1g)(x) = F−1(∂´g)(x), ∀x ∈ R
n,
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e portanto

|x´ ||(F−1g)(x)| = |F−1(∂´g)(x)| f ∥∂´g∥L1(Rn)

=

∫

Rn

|∂´g(À)|dÀ =
∫

Rn

|∂´g(À)|Çsupp(g)(À)dÀ

f ∥∂´g∥L∞(Rn)µ(supp(g)) f sup
|´|=N

∥∂´g∥L∞(Rn)µ(supp(g)).

Uma vez que ´ ∈ N
n
0 , com |´| = N , é arbitrário, concluímos que

|x|N |(F−1g)(x)| f µ(supp(g)) sup
|´|=N

∥∂´g∥L∞(Rn).

Lema 1.4.2. Sejam m(À) como no Teorema 1.4.2 e mj(À) = φj(À)m(À) com φj(À) uma partição

diádica da unidade em R
n \ {0}. Então, kj(x) = (F−1mj)(x) satisfaz a estimativa

|∂³kj(x)| f C³2
j(n+|³|−M)|x|−M ,

para todos x ̸= 0, j ∈ Z, M = 0, . . . , n+ 2 e ³ ∈ N
n
0 , sendo C³ independente de x e j.

Demonstração. Observe que

∂³kj(x) = F−1((iÀ)³mj(À))(x) ∀z ∈ R
n, ³ ∈ N

n
0 , j ∈ Z.

Agora vamos mostrar que (iÀ)³mj(À) é de classe CN (Rn) para algum N e depois usar o Lema

1.4.1 com (iÀ)³mj(À) no lugar de g (observe que mj tem suporte compacto)

|∂´(iÀ)³mj(À)| f
∑

µf´

(

´

µ

)

|∂´−µ(iÀ)³||∂µmj(À)|

f C³,´

∑

µf´

|À||³|−(|´|−|µ|)2−j|µ|Ç{À | 2j−1f|À|f 2j+1}

f C
′

³,´2
j(|³|−|´|), ∀ |´| f n+ 2

Aplicando o Lema 1.4.1 com N =M = 0, . . . , n+ 2, obtemos

|∂³kj(x)| = |F−1((iÀ)³mj(À))(x)| f C³,nµ(supp(φj))|x|−M2j(|³|−M).

Como a medida do anel {2j−1 f |À| f 2j+1} é Cn2
nj , temos que

|∂³kj(x)| f C³|x|−M2j(n+|³|−M), ∀ x ̸= 0, j ∈ Z.
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Proposição 1.4.2. Seja m como no Teorema 1.4.2. Então, existe k ∈ C1(Rn \ {0}) tal que

|∂³k(x)| f C|x|−n−|³|, x ̸= 0, |³| f 1,

e

Tmf(x) =

∫

Rn

k(x− y)f(y)dy, ∀x /∈ supp(f), f ∈ S(Rn).

Demonstração. Primeiro note que precisamos de x /∈ supp(f), pois do contrário teríamos

que avaliar k(0) em algum momento. Para demonstrar esse resultado vamos novamente usar

a partição diádica, a saber kj(x) = F−1(mj(À))(x) e mostrar que
∑

j∈Z ∂
³kj(x) converge

absolutamente e uniformemente em todo compacto de R
n\{0} para uma função k(x) que satisfaz

|∂³k(x)| f C|x|−n−|³|. Para tanto dividiremos soma
∑

j∈Z ∂
³kj(x) em duas partes

∑

2jf|x|−1

∂³kj(x) e
∑

2j>|x|−1

∂³kj(x)

e mostraremos a estimativa desejada separadamente. Para a primeira soma, vamos usar o Lema

1.4.2 com |³| f 1 e M = 0 (o menor valor de M) para obter

∑

2jf|x|−1

|∂³kj(x)| f C
∑

2jf|x|−1

2j(n+|³|) f C ′|x|−n−|³|.

Para a segunda soma vamos escolher M = n+ |³|+ 1, |³| f 1 (o maior valor de M), nesse caso

∑

2j>|x|−1

|∂³kj(x)| f C
∑

2j>|x|−1

2j(n+|³|−(n+|³|+1))|x|−n−|³|−1

= C
∑

2j>|x|−1

2−j |x|−n−|³|−1 f C ′|x|−n−|³|.

Isso mostra que
∑

j∈Z ∂
³kj(x) satisfaz a estimativa e converge absolutamente e uniformemente

em cada compacto de R
n \ {0} para uma função k(x) que satisfaz |∂³k(x)| f C|x|−n−|³| para

todo |³| f 1.

Resta mostrar que k(x) satisfaz

Tmf =

∫

Rn

k(x− y)f(y)dy.

Primeiro note que

m(À)f̂(À) =
∑

j∈Z

mj(À)f̂(À)

e como
∑ |mj(À)| é uniformemente limitada e f̂ ∈ L1(Rn) (já que f ∈ S(Rn)), por convergência

dominada segue que a série converge na norma L1 para m(À)f̂(À). Além disso, note que, usando
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a relação entre convolução e a transformada de Fourier, temos

∑

j∈Z

Tmjf(x) =
∑

j∈Z

∫

Rn

kj(x− y)f(y)dy =

∫

Rn

k(x− y)f(y)dy

onde usamos o fato da série convergir uniformemente em cada compacto de R
n \ {0}, o que

conclui a demonstração.

Para concluir a demonstração do Teorema de Mikhlin, basta usar o Teorema B.0.4, já que a

Proposição 1.4.2 implica em (B.15) que por sua vez implica na condição de Hörmander (B.14).



Capítulo 2

Estabilidade de C0-semigrupos e

Multiplicadores de Fourier vetoriais

2.1 Multiplicadores de Fourier parte II

Gostaríamos de obter uma versão vetorial dos resultados da Seção (1.4). No contexto vetorial,

foi demonstrado [9] que a extrapolação dos resultados de [21] que mencionamos no começo da

seção (1.4) ainda são válidos para o caso p = q. Porém, mesmo para o caso p = q = 2, não vale

Tm ∈ L(L2(Rn;X)) se m ∈ L∞(Rn), a menos que X seja um espaço de Hilbert, o que restringiria

muito nossos propósitos.

Em [12], foi mostrado que Tm ∈ L(Lp(Rn;X)) para m(À) = sign(À) se o espaço X satisfaz a

propriedade UMD; não iremos entrar em muitos detalhes sobre essa propriedade (para maiores

referências sobre a propriedade UMD, recomendamos [36] e [37]), mas vale mencionar que a

maioria dos espaços de interesse a satisfazem.

No contexto vetorial é natural permitir que m assuma valores em L(X,Y ); em [4], foi

mostrado que o análogo natural do teorema de Mikhlin não se estende para esse cenário vetorial

a menos que X tenha cotipo 2 e Y tenha tipo 2 (não iremos entrar em detalhes sobre tipo e

cotipo de um espaço de Banach; para tal discussão, recomendamos [37]).

Ainda assim seria interessante obter a versão vetorial dos resultados sobre multiplicadores de

Fourier, pois sua grande utilidade foi confirmada no estudo de problemas da teoria de regularidade

e equações de evolução [2], [20] e [38]. O que precisamos para tal extensão é o conceito de R-

limitação, veremos como formalizar essas ideias.

Vale notar que as noções sobre multiplicadores a valores em L(X,Y ) foram originalmente

motivadas pela teoria de estabilidade e regularidade; nesta dissertação, iremos aplicar certos

resultados para estabilidade de C0-semigrupos, mas suas aplicações não se restringem a isso;

existem aplicações no cálculo H∞ para geradores de C0-grupos [28] e também, na teoria de

equações dispersivas, a clássica estimativa de Strichartz pode ser vista como um teorema sobre

multiplicadores a valores em L(X,Y ) [35].

50
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Vamos começar definindo a transformada de Fourier vetorial. Lembre-se que tal transformada

envolve a multiplicação por uma exponencial complexa, e assim nesse caso precisamos que o

espaço de Banach considerado seja definido no corpo dos complexos. Além do mais, note que

tal exponencial complexa é uma função mensurável, pois é contínua, e pelos resultados da Seção

(1.1) (mais precisamente a Proposição 1.1.1) , podemos apresentar a seguinte definição.

Definição 2.1.1. Sejam X um espaço de Banach e f ∈ L1(Rn;X). Definimos a transformada

de Fourier de f como

F(f)(À) = f̂(À) =

∫

Rn

e−ix·Àf(x)dx, À ∈ R
n,

onde a integral acima representa a integral de Bochner.

Alguns resultados válidos para L1(Rn) se estendem para o caso vetorial.

Teorema 2.1.1. Se f ∈ L1(Rn;X), então f̂ ∈ C0(R
n;X) e ∥f̂∥L∞(Rn;X) f ∥f∥L1(Rn;X).

Demonstração. Podemos usar o fato de que L1(Rn) ¹ X é denso em L1(Rn;X) e repetir a

demonstração do Lema de Riemann Lebesgue escalar para concluir que f̂(À) → 0 se |À| → ∞.

Para a demonstração da continuidade, basta usar o Teorema da Convergência Dominada. Por

fim a estimativa ∥f̂∥L∞(Rn;X) f ∥f∥L1(Rn;X) é trivial.

Grande parte da teoria da transformada de Fourier inversa se faz de maneira análoga ao

caso escalar; vamos apenas mencionar alguns resultados que serão úteis para a versão vetorial

do Teorema de Plancherel (para mais detalhes, sugerimos [36]).

Lema 2.1.1. Sejam X um espaço de Banach, f ∈ Lp(Rn;X) e ϕ ∈ L1(Rn). Então, a convolução

ϕ ∗ f(x) :=
∫

Rn

ϕ(y)f(x− y)dy

está bem definida enquanto uma integral de Bochner para quase todo x ∈ R
n, e vale

∥ϕ ∗ f∥Lp(Rn;X) f ∥ϕ∥L1(Rn)∥f∥Lp(Rn;X).

Proposição 2.1.1. Seja X um espaço de Banach. Para todo p ∈ [1,∞), o espaço Cc(R
n;X) é

denso em Lp(Rn;X).

Proposição 2.1.2. Sejam p ∈ [1,∞), f ∈ Lp(Rn;X) e ϕ ∈ L1(Rn) tal que ∥ϕ∥L1(Rn) = 1. Para

cada ε > 0, defina ϕε(x) := ε−nϕ(xε−1). Então,

lim
ε→0+

ϕε ∗ f = f,

onde o limite acima se dá na norma Lp(Rn;X).

Proposição 2.1.3. Suponha que f ∈ L1(Rn;X) seja tal que f̂ ∈ L1(Rn;X). Então, f =

F−1F(f) em todos os pontos de Lebesgue de f .
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Demonstração. É um resultado bem conhecido que g(x) = exp(−|x|2/2) é autovetor de F com

autovalor (2Ã)n/2. Usaremos, na demonstração, a teoria de aproximações da identidade. Defina

gε(x) := ε−ng(x/ε); nesse caso, se x ∈ R
n é um ponto de Lebesgue de f , então gε ∗ f → f

pontualmente se ε→ 0+, e portanto vale

f(x) = lim
ε→0+

∫

Rn

gε(y)f(x− y)dy

= lim
ε→0+

∫

Rn

(∫

Rn

(2Ã)−n/2g(εÀ)eiy·ÀdÀ

)

f(x− y)dy

= lim
ε→0+

∫

Rn

(2Ã)−n/2g(εÀ)

(∫

Rn

e−i(x−y)·Àf(x− y)dy

)

eix·ÀdÀ

= lim
ε→0+

∫

Rn

(2Ã)−n/2g(εÀ)f̂(À)eix·ÀdÀ.

Agora observe que g(εÀ) → g(0) = 1 quando ε → 0+, e como por hipótese f̂ é integrável,

podemos usar o Teorema da Convergência Dominada para concluir que f(x) = F−1F(f)(x).

Para o que se segue, vamos introduzir o seguinte subespaço de L∞(Rn;X):

Ľ1(Rn;X) := {g ∈ L∞(Rn;X) | g = f̌ para alguma f ∈ L1(Rn;X)}.

Lema 2.1.2. Seja X um espaço de Banach. A transformada de Fourier em Ľ1(Rn;X) está bem

definida, e para funções em L1(Rn;X) ∩ Ľ1(Rn;X), esta coincide com a transformada definida

em L1(Rn;X).

Demonstração. Suponha que f = ǧ = ȟ com g, h ∈ L1(Rn;X). Definindo k := g − h,

segue-se que k ∈ L1(Rn;X) e ǩ = ǧ − ȟ = 0 ∈ L1(Rn;X). Agora, pela Proposição 2.1.3,

k = F(F−1k) = 0̂ = 0, logo g = h. Se f ∈ L1(Rn;X) ∩ Ľ1(Rn;X), então f = ȟ com

h ∈ L1(Rn;X), e novamente pela Proposição 2.1.3, vale h = F(F−1h) = f̂ .

Lema 2.1.3. Para todo p ∈ [1,∞) temos a validade das seguintes afirmações.

1. Lp(Rn;X) ∩ Ľ1(Rn;X) é denso em Lp(Rn;X).

2. L1(Rn;X) ∩ Ľ1(Rn;X) é denso em Lp(Rn;X) ∩ L1(Rn;X).

Teorema 2.1.2. (Teorema de Plancherel) Sejam H um espaço de Hilbert e f ∈ L2(Rn;H) ∩
L1(Rn;H). Então, f̂(À) ∈ L2(Rn;H) e vale

(2Ã)−n∥f̂∥L2(Rn;H) = ∥f∥L2(Rn;H). (2.1)

Demonstração. Vamos denotar por ï·, ·ð o produto interno de H. Se f, g ∈ L1(Rn;H), vale

∫

Rn

ïf̂(x), g(x)ðdx =

∫

Rn

ïf(x), ǧ(x)ðdx.



53

Note que para funções em L1(Rn;H) ∩ Ľ1(Rn;H), (2.1) se segue tomando g = f̂ e usando

a Proposição 2.1.3. O teorema se segue por densidade já que, pelo Lema 2.1.3, L1(Rn;H) ∩
Ľ1(Rn;H) é denso em L2(Rn;H) ∩ L1(Rn;H).

Vale notar que o Teorema 2.1.2 não vale caso H não seja um espaço de Hilbert (Veja o

Exemplo 2.1.15 de [36]).

Usando interpolação vetorial, é possível mostrar que a transformada de Fourier se estende

a um operador linear e limitado de Lp(Rn;H) em Lp′(Rn;H) para todo p ∈ [1, 2] onde

1/p + 1/p′ = 1, de onde surge a pergunta: para quais espaços de Banach X, a transformada

de Fourier se estende a um operador limitado de Lp(Rn;X) para Lp′(Rn;X)? Isso nos leva a

definição de tipo de Fourier de um espaço de Banach.

Definição 2.1.2. Seja p ∈ [1, 2]. Diremos que um espaço de Banach X possui tipo de Fourier p

se a transformada de Fourier for um operador limitado de Lp(Rn;X) para Lp′(Rn;X). Diremos

que X possui cotipo de Fourier p ∈ [2,∞] se X possuir tipo de Fourier p′.

Exemplo 2.1.1. Pelo Teorema 2.1.1, se X é um espaço de Banach, então X tem tipo de Fourier

1.

Exemplo 2.1.2. Pelo Teorema 2.1.2, se X é um espaço de Hilbert, então X tem tipo de Fourier

2.

Exemplo 2.1.3. Por interpolação vetorial ([36]), se X é um espaço de Banach com tipo de

Fourier p ∈ [1, 2], então X tem tipo de Fourier r para todo r ∈ [1, p].

Exemplo 2.1.4. Sejam X espaço de Banach e r ∈ [1,∞). Se X possui tipo de Fourier p ∈ [1, 2],

então o espaço Lr(Rn;X) possui tipo de Fourier min(p, r, r′).

Demonstração. Para demonstrar tal resultado, precisaremos da desigualdade de Minkowski

vetorial (Proposição 1.2.22 de [36]), que diz basicamente que se 1 f p f q < ∞, então existe

uma imersão contínua de Lp(Rn;Lq(Rn;X)) em Lq(Rn;Lp(Rn;X)); em outras palavras, vale

∥f∥Lq(Rn;Lp(Rn;X)) f ∥f∥Lp(Rn;Lq(Rn;X)).

Suponha que r ∈ [p, p′]; então, r′ ∈ [p, p′] e nesse caso min(p, r, r′) = p. Para toda

f : Rn → Lr(Rn;X), usando a Proposição 1.2.22 de [36], temos

∥Ff∥Lp′ (Rn;Lr(Rn;X)) f ∥Ff∥Lr(Rn;Lp′ (Rn;X))

=

(∫

Rn

∥Ff(t)∥r
Lp′ (Rn;X)

dt

)1/r

f ∥F∥L(Lp(Rn;X),Lp′ (Rn;X))

(∫

Rn

∥f(t)∥rLp(Rn;X)dt

)1/r

f ∥F∥L(Lp(Rn;X),Lp′ (Rn;X))∥f∥Lp(Rn;Lr(Rn;X)),
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onde na primeira desigualdade usamos a Proposição 1.2.22 de [36] com r f p′, na segunda

desigualdade usamos o fato de X possuir tipo de Fourier p e na terceira usamos novamente a

Proposição 1.2.22 de [36] com p f r.

Supondo agora r /∈ [p, p′], vale min(p, r, r′) < p. Nesse caso existem duas possibilidades: se

min(p, r, r′) = r, então 1 f r f p, uma vez que todo espaço de Banach possui tipo de Fourier 1,

e por hipótese, X possui tipo de Fourier p, por interpolação segue-se que X tem tipo de Fourier

min(p, r, r′) = r. A demonstração do caso min(p, r, r′) = r′ é análoga.

Definição 2.1.3. Seja X um espaço de Banach. O espaço de Schwartz vetorial é o espaço

S(Rn;X) := {f ∈ C∞(Rn;X) | ∥f∥³,´ := ∥x 7→ x´∂³f(x)∥L∞(Rn;X) <∞ ∀ (³, ´) ∈ N
2n}.

De maneira análoga ao caso escalar, a família de seminormas ∥ · ∥³,´ define uma métrica que

torna S(Rn;X) um espaço métrico completo, a saber

d(f, g) =
∑

³,´

2−|³|−|´| ∥f − g∥³,´
1 + ∥f − g∥³,´

.

Também é verdade que S(Rn;X) é denso em Lp(Rn;X) para todo p ∈ [1,∞) [36] e vale o

seguinte resultado, cuja demonstração segue as mesmas ideias do caso escalar.

Teorema 2.1.3. Seja X um espaço de Banach. Então F : S(Rn;X) → S(Rn;X) é uma bijeção

contínua com inversa contínua.

Vamos definir a transformada de Hilbert e comentar sobre alguns resultados que generalizam

o Teorema 1.4.2 para o caso vetorial.

Definição 2.1.4. Sejam p ∈ [1,∞) e f ∈ Lp(R). Definimos a transformada de Hilbert truncada

de f como

(Hεf)(x) =
1

Ã

∫

|y|gε

f(x− y)

y
dy =

1

Ã

∫

|x−y|gε

f(y)

x− y
dy,

e a transformada de Hilbert de f como

(Hf)(x) = lim
ε→0+

(Hεf)(x), (2.2)

sempre que o limite acima existir.

Para o caso vetorial, estamos interessados em saber para quais espaços de Banach X a função

(Hf)(x) existe para toda f ∈ Lp(R;X). Isso nos leva a seguinte definição

Definição 2.1.5. Diremos que um espaço de Banach X satisfaz a propriedade UMD se para

toda f ∈ Lp(R;X) o limite em (2.2) existe e vale

∥Hf∥Lp(R;X) ≲ ∥f∥Lp(R;X).



55

Todos os subespaços de Lp(R) para p ∈ (1,∞) satisfazem a propriedade UMD; já o espaço

L1(R) e o espaço das funções contínuas C(K), com K ¢ R
n compacto, não satisfazem tal

propriedade; para mais detalhes, sugerimos [36].

Observação 2.1.1. A definição geral da propriedade UMD é a seguinte:

Definição 2.1.6. Diremos que um espaço de Banach X possui a propriedade da diferença de

martingale incondicional (unconditional martingales difference), se para todo p ∈ (1,∞) existir

uma constante ´ g 0 (dependendo de p e X) tal que, sempre que (S,A, µ) for um espaço

de medida Ã-finito, (Fn)
N
n=0 for uma filtração Ã-finita, e (fn)

N
n=0 for um martingale finito em

Lp(S;X), então para todos escalares |En| = 1, n = 1, . . . , N , vale

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

Endfn
∥

∥

∥

∥

Lp(S;X)

f ´

∥

∥

∥

∥

N
∑

n=1

dfn

∥

∥

∥

∥

Lp(S;X)

.

A Definição 2.1.5 é uma equivalência da definição acima (Teorema 5.1.1 de [36]).

Vamos estudar multiplicadores de Fourier vetoriais. A partir de agora vamos nos concentrar

em R
n com n = 1.

Definição 2.1.7. Sejam p, q ∈ [1,∞], X e Y espaços de Banach e considere m : R \
{0} → L(X,Y ) fortemente mensurável. Dizemos que m é um multiplicador de Fourier

(Lp(R;X), Lq(R;Y )), ou simplesmente multiplicador de Fourier (Lp, Lq), se existir uma

constante C > 0 tal que Tmf := F−1(m(À)f̂(À)) ∈ Lq(R;Y ) sempre que f ∈ Lp(R;X) e valer

∥Tmf∥Lq(R;Y ) f C∥f∥Lp(R;X), ∀ f ∈ S(R;X).

No caso p ∈ [1,∞), Tm se estende para um operador limitado de Lp(R;X) para Lq(R;Y ).

Vamos denotar o conjunto dos multiplicadores de Fourier (Lp, Lq) por Mp,q(R,L(X,Y )).

Exemplo 2.1.5. No caso de m constante, i.e, m(À) = m0 ∈ L(X,Y ), pela Observação

1.1.2, m ∈ Mp,p(R,L(X,Y )) e ∥Tm∥L(Lp(R;X),Lp(R;Y )) = ∥m∥L(X,Y ), já que Tmf = m0f para

f ∈ S(R;X).

Vejamos algumas propriedades dos multiplicadores. Para o que se segue, vamos considerar

p ∈ [1,∞) e q ∈ [p,∞].

Proposição 2.1.4. 1. Suponha mi ∈ Mp,q(R,L(X,Y )), i ∈ {1, 2} e c ∈ R. Então,

m1 +m2 ∈ Mp,q(R,L(X,Y )), c ·m1 ∈ Mp,q(R,L(X,Y )) e valem Tm1+m2 = Tm1 + Tm2 e

Tc·m1 = cTm1 .

2. Sejam X,Y e Z espaços de Banach e suponha m1 ∈ Mp,q(R,L(X,Y )), m2 ∈
Mp,q(R,L(Y, Z)). Então m2 ·m1 ∈ Mp,q(R,L(X,Z)) e vale Tm1·m2 = Tm2Tm1 .

3. Suponha m ∈ Mp,q(R,L(X,Y )). Então Äam(À) = m(À−a) ∈ Mp,q(R,L(X,Y )), para todo

a ∈ R, e vale ∥TÄam∥ = ∥Tm∥, ou seja, Mp,q(R,L(X,Y )) é invariante por translações.
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4. Sejam mn ∈ Mp,q(R,L(X,Y )) uma sequência de multiplicadores de Fourier (Lp, Lq) e

m : R → L(X,Y ) mensurável tal que para cada À ∈ R, n ∈ N e x ∈ X,

m(À)x = lim
n→∞

mn(À)x, ∥mn(À)∥L(X,Y ) f C1, ∥Tmn∥L(Lp(R;X),Lq(R;Y )) f C2.

Então, m ∈ Mp,q(R,L(X,Y )), com ∥Tm∥L(Lp(R;X),Lq(R;Y )) f C2.

Demonstração. 1. Se m1 ∈ Mp,q(R,L(X,Y )), então Tmf = F−1(m1f̂) é limitado. Sendo c

uma constante e F−1 linear, segue-se que

Tcm1f = F−1(cm1f̂) = cF−1(m1f̂) = cTm1f,

e portanto cm1 ∈ Mp,q(R,L(X,Y )).

Se mi ∈ Mp,q(R,L(X,Y )) com i ∈ {1, 2}, note que

Tm1+m2f = F−1((m1 +m2)f̂) = F−1(m1f̂) + F−1(m2f̂)

é limitado por ser a soma de operadores limitados.

2. Basta notar que

Tm2(Tm1f) = F−1(m2(F(Tm1f))) = F−1(m2(FF−1(m1f̂))) = F−1(m2m1f̂) = Tm2m1f

3. Basta usar as seguintes propriedades da transformada de Fourier:

F(e−ia(·)f(·))(À) = f̂(À + a), eiat(F−1f)(t) = F−1(f(· − a))(t).

Portanto,

eiatTm(e−ia(·)f(·))(t) = eiatF−1(m(·)F(e−ia(·)f(·)))(t)
= eiatF−1(m(·)f̂(·+ a))(t) = F−1(Äamf̂)(t) = TÄamf,

e como e±iat é limitada, segue-se que

∥TÄamf∥Lq(R;Y ) f ∥Tm∥L(Lp(R;X),Lq(R;Y ))∥f∥Lp(R;X).

4. Seja f ∈ S(R;X). Por convergência dominada, mnf̂ → mf̂ em L1(R;Y ), já que

∥mn(À)f̂(À)∥Y f C1∥f̂(À)∥X e f̂ ∈ L1(R;X), i.e,

lim
n→∞

∫

R

∥mn(À)f̂(À)∥Y dÀ =
∫

R

∥m(À)f̂(À)∥Y dÀ,

e como F−1 : L1(R;X) → L∞(R;Y ) é limitado, segue-se que Tmnf → Tmf em L∞(R;Y ).
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Por fim, pelo Lema de Fatou,

∥Tmf∥qLq(R;Y ) =

∫

R

∥Tmf(t)∥qY dt

f lim inf

∫

R

∥Tmnf(t)∥qY dt f Cq
2∥f∥

q
Lp(R;X).

Vamos relembrar as ideias da demonstração do Teorema 1.4.2: primeiramente, demonstramos

que cada m ∈ L∞(Rn) é um multiplicador de Fourier L2 já que F : L2(Rn) → L2(Rn) é um

isomorfismo (Teorema 1.4.1), depois, demonstramos a estimativa L1
weak para Tm (Teorema B.0.4),

usamos interpolação de Marcinkiewicz (Teorema B.0.2) e dualidade para concluir o Teorema

1.4.2. No caso vetorial, essa estratégia não funciona, pois F : L2(Rn;X) → L2(Rn;X) não é um

operador limitado se X não for um espaço de Hilbert.

A estratégia para obter uma versão do Teorema 1.4.2 no caso vetorial é partir da transformada

de Hilbert. É um resultado bem conhecido sobre a transformada de Hilbert que F(Hf)(À) =

−i · sign(À)f̂(À) (veja [17]), definindo mH(À) := −i · sgn(À), temos Hf = F−1(mH(À)f̂(À)),

e portanto, se H for um operador limitado, segue-se que mH é um multiplicador de Fourier

(Lp, Lp), i.e, mH ∈ Mp,p(R,L(X,Y )). A nossa estratégia é ir modificando esse multiplicador até

obtermos uma função m que cumpra certas condições. Diante disso, é natural supormos que os

espaços de Banach envolvidos satisfaçam a propriedade UMD.

Nossa pergunta inicial é: que tipo de multiplicadores de Fourier podemos construir a partir

do multiplicador básico relacionado com a transformada de Hilbert, a saber

mH = Ç(−∞,0] − Ç(0,∞),

assumindo que X satisfaz a propriedade UMD? Primeiro note que

∥TmH∥L(Lp(R;X),Lp(R;Y )) g 1,

já que IdR = m2
H e ∥A2∥ f ∥A∥2 qualquer que seja A um operador limitado. Usando a Proposição

2.1.4, temos que as seguintes funções também são multiplicadores:

1. Ç(0,∞) =
1
2(IdR −mH),

2. Ç(−∞,0] =
1
2(IdR +mH),

3. Ç(a,∞)(t) = Ç(0,∞)(t− a),

4. Ç(−∞,b](t) = Ç(−∞,0](t− b).

Portanto, se m : R → L(X,Y ) for da forma m(·) = ÇIA, onde I ¢ R é um intervalo e

A ∈ L(X,Y ), então Tmf = A(TÇIf) para f ∈ S(R;X), e portanto m ∈ Mp,p(R,L(X,Y )),

com ∥Tm∥L(Lp(R;X),Lp(R,Y )) f ∥A∥L(X,Y )∥TÇI∥L(Lp(R;X),Lp(R,Y )).

O próximo resultado é a versão vetorial do Teorema 1.4.2.
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Teorema 2.1.4. Sejam X e Y espaços de Banach que satisfazem a propriedade UMD e

1 < p <∞. Seja m ∈ C1(R \ {0};L(X,Y )) uma função que satisfaz as seguintes condições

1. Ä1 = {m(t) | t ∈ R \ {0}} é R-Limitado com R(Ä1) = C1,

2. Ä2 = {tm′(t) | t ∈ R \ {0}} é R-Limitado com R(Ä2) = C2.

Então, m ∈ Mp,p(R,L(X,Y )) e existe uma constante C que depende apenas de X,Y e p, tal que

∥Tm∥L(Lp(R;X),Lp(R;Y )) f Cmax(C1, C2).

Para uma demonstração detalhada do Teorema 2.1.4, sugerimos [22] ou [36]. No entanto,

alguns comentários são pertinentes.

Primeiramente, observe que todo conjunto R-limitado é limitado em norma, o que implica

em ∥m′(t)∥L(X,Y ) f C
t . Embora m′ não seja necessariamente integrável, vale

∫ 2i+1

2i
∥m′(t)∥L(X,Y )dt f Cln(2), i ∈ N. (2.3)

A ideia da demonstração do Teorema 2.1.4 é parecida com a do Teorema 1.4.2. Baseado em (2.3)

e nos multiplicadores obtidos a partir de mH , tentamos decompor f ∈ Lp(R;X) na série formal

f =
∑

n∈Z Pnf , onde

supp(F(Pnf)) ¢ In := {t ∈ R | 2n−1 f |t| f 2n}, n ∈ Z.

Lembrando que, nesse contexto, estamos supondo que X satisfaz a propriedade UMD, logo

Pn := TÇIn
∈ L(Lp(R;X), Lp(R;X)), n ∈ Z.

Primeiramente, precisamos mostrar que
∑

Pnf converge para f em Lp(R;X). Em seguida, para

cada n ∈ Z, aplicamos Tm a Pnf , o que equivale a aplicar TmPn a f . Mostramos que TmPn é

limitado e, posteriormente, precisamos demonstrar que
∑

TmPnf converge em Lp(R;Y ). Essa

é a parte mais delicada do teorema, pois não basta que
∑

Pnf seja convergente em Lp(R;X);

é necessária uma convergência mais forte, que corresponde à convergência incondicional. Em

termos de análise harmônica, precisamos da decomposição de Littlewood-Paley.

Após essas estapas preliminares, usamos uma partição diádica da unidade, como no Teorema

1.4.2, e por fim, estimamos ∥Tmf∥Lp(R;Y ). Vale comentar que a condição 1 no Teorema 2.1.4

é necessária, enquanto 2 é uma condição conveniente e suficiente mas não necessária. Mais

precisamente, vale o seguinte: sejam X e Y espaços de Banach, e seja m ∈ L∞(R,L(X,Y )).

Denotando por L(m) o conjunto dos pontos de Lebesgue de m, se Tm ∈ L(Lp(R, X);Lp(R, Y ))

para algum p ∈ (1,∞), então {m(t) | t ∈ L(m)} é R-limitado em L(X,Y ).

Para encerrar essa seção, vamos enunciar e demonstrar um resultado que relaciona o tipo de

Fourier de um espaço com um multiplicador em Mp,q(R,L(X,Y )).

Teorema 2.1.5. Sejam X espaço de Banach com tipo de Fourier p ∈ [1, 2] e Y um espaço de

Banach com cotipo de Fourier q ∈ [2,∞], e seja r ∈ [1,∞] tal que r−1 = p−1 − q−1. Seja
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m : R \ {0} → L(X,Y ) fortemente mensurável tal que ∥m(·)∥L(X,Y ) ∈ Lr(R). Então, Tm se

estende a um operador limitado de Lp(R;X) para Lq(R;Y ) com

∥Tm∥L(Lp(R;X),Lq(R;Y )) f Fp,XFq′,Y ∥∥m(·)∥L(X,Y )∥Lr(R),

onde Fp,X := ∥F∥L(Lp(R;X),Lp′ (R;X)) e Fq′,Y := ∥F∥L(Lq′ (R;Y ),Lq(R;Y ))

Demonstração. Seja f ∈ S(R;X). Observe que 1/r = 1/p− 1/q implica 1/r = 1/q′ − 1/p′, logo

1 =
1

r/q′
+

1

p′/q′
,

e portanto, podemos usar a desigualdade de Hölder

∥mf̂∥q′
Lq′ (R;Y )

=

∫

R

∥mf̂∥q′Y f
∫

R

∥m∥q′L(X,Y )∥f̂∥
q′

X

f
(∫

R

(

∥m∥q′L(X,Y )

)r/q′
)q′/r

·
(∫

R

(

∥f̂∥q′X
)p′/q′

)q′/p′

=

(∫

R

∥m∥rL(X,Y )

)q′/r

·
(∫

R

∥f̂∥p′X
)q′/p′

.

Elevando ambos os membros a potência q′, obtemos

∥mf̂∥Lq′ (R;Y ) f ∥m∥Lr(R;L(X,Y ))∥f̂∥Lp′ (R;X) f Fp,X∥m∥Lr(R;L(X,Y ))∥f∥Lp(R;X), (2.4)

onde na última desigualdade, usamos a hipótese de X possuir tipo de Fourier p. Observe que

∥F−1g∥Lq(R;Y ) = ∥Fg∥Lq(R;Y ) para g ∈ Lq′(R;Y ), e portanto

∥Tm(f)∥Lq(R;Y ) f Fq′,Y ∥mf̂∥Lq′ (R;Y ). (2.5)

Combinando (2.4) e (2.5), segue-se que m ∈ Mp,q(R,L(X,Y )).

2.2 Preliminares sobre estabilidade de C0-semigrupos

Nesta seção apresentaremos dois resultados da teoria clássica de C0-semigrupos, sendo o

Teorema de Hille-Yosida um teorema de caracterização e o Teorema de Gearhart-Prüss de

estabilidade. Historicamente, até onde sabemos, o Teorema de Gearhart-Prüss foi o primeiro

resultado na teoria de estabilidade de C0-semigrupos.

Pelo Teorema A.0.2, se (T (t))tg0 é um C0-Semigrupo, então existem M g 1 e w > 0 tais

que ∥T (t)∥L(X) fMewt; se w = 0, então (T (t))tg0 é uniformemente limitado e se M = 1, então

(T (t))tg0 é chamado semigrupo de contrações. Os lemas a seguir auxiliarão na demonstração do

Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.2.1).

Lema 2.2.1. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) → X um operador linear tal que

1. A é fechado em D(A) = X;
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2. O conjunto resolvente de A contém R
+ e para todo ¼ > 0 vale

∥R(¼,A)∥L(X) f
1

¼
; (2.6)

então,

lim
¼→∞

¼R(¼,A)x = x, x ∈ X

Demonstração. Uma vez que vale (1), podemos mostrar o resultado para D(A) e depois

estendemos ao fecho. Se x ∈ D(A), então

∥¼R(¼,A)x− x∥X = ∥(¼R(¼,A)− I)x∥X = ∥AR(¼,A)x∥X = ∥R(¼,A)Ax∥X f ∥Ax∥X
¼

.

Tomando o limite quando ¼ → ∞, o resultado se segue para x ∈ D(A). Sejam agora x ∈ X

e ε > 0; pelo item (1), existe x̃ ∈ D(A) tal que ∥x − x̃∥X < ε/3, e assim, por (2) e para ¼

suficientemente grande,

∥¼R(¼,A)x− x∥X f ∥¼R(¼,A)(x− x̃)∥X + ∥¼R(¼,A)x̃− x̃∥X + ∥x− x̃∥X < ε.

Definição 2.2.1. Seja ¼ > 0. Definimos a aproximação de Yosida de A por

A¼ = ¼AR(¼,A) = ¼2R(¼,A)− ¼I. (2.7)

O próximo lema justifica o termo ”aproximação”.

Lema 2.2.2. Seja A um operador definido em um espaço de Banach X satisfazendo as mesmas

hipóteses do Lema 2.2.1. Se A¼ é a aproximação de Yosida de A, então

lim
¼→∞

A¼x = Ax, x ∈ D(A).

Demonstração. Para x ∈ D(A), basta usar o Lema 2.2.1 e (2.7)

lim
¼→∞

A¼x = lim
¼→∞

¼AR(¼,A)x = lim
¼→∞

¼R(¼,A)Ax = Ax.

Lema 2.2.3. Seja A um operador definido em um espaço de Banach X satisfazendo as mesmas

hipóteses do Lema 2.2.1. Se A¼ é a aproximação de Yosida de A, então A¼ é gerador do semigrupo

uniformemente contínuo de contrações (etAλ)tg0. Além disso, ∀x ∈ X, ¼, µ > 0 vale

∥etAλx− etAµx∥X f t∥A¼x−Aµx∥X .

Demonstração. Como A¼ = ¼2R(¼,A) − ¼I, para cada ¼ > 0, A¼ é limitado e portanto, gera
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um semigrupo uniformemente contínuo1 (etAλ)tg0. Além disso, para cada t g 0, por (2.6),

∥etAλ∥L(X) = ∥et(¼2R(¼,A)−¼I)∥L(X) = ∥e−t¼et¼
2R(¼,A)∥L(X) f e−t¼et¼

2∥R(¼,A)∥L(X) f e−¼te¼t = 1,

logo, (etAλ)tg0 é semigrupo de contrações.

Da definição da exponencial de um operador limitado, etAλ , etAµ , A¼ e Aµ comutam entre si,

e portanto

∥etAλx− etAµx∥X =

∥

∥

∥

∥

∫ 1

0

d

ds

(

etsAλet(1−s)Aµx
)

ds

∥

∥

∥

∥

X

f
∫ 1

0
∥etsAλet(1−s)Aµ(tA¼x) + etsAλet(1−s)Aµ(−tAµx)∥Xds

=

∫ 1

0
t∥etsAλet(1−s)Aµ(A¼x−Aµx)∥Xds

f t∥A¼x−Aµx∥X .

Agora estamos em condições de enunciar e demonstrar o Teorema de Hille-Yosida.

Teorema 2.2.1. (Hille-Yosida) Um operador A definido em um espaço de Banach X é gerador

de um C0-semigrupo (veja a Definição A.0.2) de contrações (T (t))tg0 se, e somente se,

1. A é fechado e D(A) = X.

2. O conjunto resolvente de A contém R
+, e para todo ¼ > 0 vale

∥R(¼,A)∥L(X) f
1

¼
.

Demonstração. =⇒) Suponha que A seja gerador de um C0-semigrupo de contrações. Nesse

caso, pela Proposição A.0.2, A é fechado e D(A) é denso em X.

Para ¼ > 0 e x ∈ X, seja

R¼x =

∫ ∞

0
e−¼tT (t)xdt. (2.8)

Como t 7→ T (t)x é uniformemente contínua (Proposição A.0.1) e limitada, a integral (2.8) existe

como integral imprópria e define um operador linear limitado que satisfaz

∥R¼x∥X f
∫ ∞

0
e−¼t∥T (t)x∥Xdt f ∥x∥X

∫ ∞

0
e−¼tdt =

∥x∥X
¼

o que implica ∥R(¼)∥L(X) f 1/¼. Além disso, se h > 0 temos

(

T (h)− I

h

)

R¼x =
1

h

∫ ∞

0
e−¼t(T (t+ h)x− T (t)x)dt. (2.9)

1Todo operador limitado A gera o semigrupo uniformemente contínuo exp(tA) [27].
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Ainda,

1

h

[∫ ∞

0
e−¼tT (t+ h)xdt−

∫ ∞

0
e−¼tT (t)xdt

]

=
1

h

[∫ ∞

h
e−¼(t−h)T (t)xdt−

∫ ∞

0
e−¼tT (t)xdt

]

=
1

h

[

e¼h
(∫ ∞

0
e−¼tT (t)xdt−

∫ h

0
e−¼tT (t)xdt

)

−
∫ ∞

0
e−¼tT (t)xdt

]

=
1

h

[

(

e¼h − 1
)

∫ ∞

0
e−¼tT (t)xdt− e¼h

∫ h

0
e−¼tT (t)xdt

]

=
e¼h − 1

h

∫ ∞

0
e−¼tT (t)xdt− e¼h

h

∫ h

0
e−¼tT (t)xdt. (2.10)

Combinando (2.9) e (2.10), fazendo h → 0+, e usando as propriedades de limites e o Teorema

A.0.2, chegamos a

lim
h→0+

(T (h)− I)

h
R¼x = ¼R¼x− x (2.11)

Isso mostra que para todos x ∈ X e ¼ > 0 vale R¼x ∈ D(A), e pela definição do domínio do

gerador de um C0-semigrupo2, AR¼ = ¼R¼ − I, o que implica (¼I −A)R¼ = I. Vamos mostrar

que também vale R¼(¼I−A) = I o que conclui a demonstração de que R¼ é o operador resolvente

de A em ¼ > 0. Note que se x ∈ D(A), temos

R¼Ax =

∫ ∞

0
e−¼tT (t)Axdt =

∫ ∞

0
e−¼tAT (t)xdt = A

(∫ ∞

0
e−¼tT (t)x

)

= AR¼x,

e portanto R¼A = AR¼. Agora, pela identidade (2.11),

(¼I −A)R¼ = R¼(¼I −A) = I.

⇐)

Para a volta, vamos usar os Lemas 2.2.1, 2.2.2 e 2.2.3. Seja x ∈ D(A); então,

∥(etAµ − etAλ)x∥X f t∥Aµx−A¼x∥X f t∥Aµx−Ax∥X + t∥Ax−A¼x∥X .

Agora, pelo Lema 2.2.2, ∥Aµx−Ax∥X e ∥A¼x−Ax∥X convergem para zero quando ¼ e µ tendem

para infinito o que mostra que {etAλx} converge quando ¼→ ∞ e a convergência é uniforme em

compactos. Como D(A) é denso em X e ∥etAλ∥L(X) f 1, podemos estender ao fecho, e assim

definimos T : X → X pela lei

lim
¼→∞

etAλx = T (t)x, ∀x ∈ X. (2.12)

Da identidade (2.12), T (t) satisfaz a propriedade de semigrupo com T (0) = I e ∥T (t)∥L(X) f 1.

Além disso, note que t 7→ T (t)x é o limite uniforme de t 7→ etAλx, e portanto t 7→ T (t)x é

contínua, isso conclui que T (t) é C0-Semigrupo de contrações. Resta mostrar que A é de fato

seu gerador.
2Lembre-se que, uma vez que Rλx ∈ D(A), podemos aplicar o operador A em Rλx e por definição, a ação de

A em um vetor qualquer de seu domínio é dado pelo limite que aparece no item 2 da Definição A.0.2.
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Seja x ∈ D(A). Por (2.12) e pelo Teorema A.0.2, temos

T (t)x− x = lim
¼→∞

etAλx− x = lim
¼→∞

∫ t

0
esAλA¼xds =

∫ t

0
T (s)Axds, (2.13)

onde usamos a continuidade uniforme em intervalos limitados para comutar o limite com a

integral. Seja agora B o gerador de T (t). Vamos mostrar que B = A. Seja x ∈ D(A). Segue-se

de (2.13) que
(

T (t)− I

t

)

x =
1

t

∫ t

0
T (s)Axds,

e fazendo t→ 0+ temos

lim
t→0+

(

T (t)− I

t

)

x = T (0)Ax = Ax.

Isso mostra que x ∈ D(B) e Bx = Ax, portanto B contém A.

Como B é gerador de um C0-semigrupo de contrações, pela ida do Teorema 2.2.1, 1 ∈ Ä(B).

Por outro lado, estamos assumindo que 1 ∈ Ä(A) e como B contém A, vale que

(I −B)D(A) = (I −B
∣

∣

D(A)
)D(A) = (I −A)D(A).

Uma vez que (I − A) : D(A) → X é invertível com inversa limitada, (I − A)D(A) = X, e como

(I −B) : D(B) → X também é invertível, (I −B)−1X = D(B), portanto

(I −B)D(A) = (I −A)D(A) = X =⇒ D(A) = (I −B)−1X = D(B) =⇒ A = B.

O teorema a seguir é um dos primeiros resultados da Teoria de Estabilidade de C0-semigrupos.

Este teorema fornece condições necessárias e suficientes para o decaimento exponencial da função

[t 7→ ∥T (t)∥L(X)]. Primeiro vamos enunciar um resultado que será usado em sua demonstração

(Proposição V.1.7 de [16]).

Proposição 2.2.1. Seja (T (t))tg0 um C0-semigrupo. Então, as seguintes afirmações são

equivalentes:

1. (T (t))tg0 é exponencialmente estável, i.e, existem É > 0 e M g 1 tais que ∥T (t)∥L(X) f
Me−Ét.

2. limt→∞ ∥T (t)∥L(X) = 0.

Teorema 2.2.2. (Gearhart-Prüss) Sejam X um espaço de Hilbert e (T (t))tg0 um C0-semigrupo

limitado, sendo A seu gerador infinitesimal. Então, (T (t))tg0 é exponencialmente estável se, e

somente se, iR ¢ Ä(A) e sups∈R ∥R(is, A)∥L(X) <∞.

Demonstração. ⇒) Seja (T (t))tg0 exponencialmente estável. Nesse caso, existem É > 0 e M g 1

tais que ∥T (t)∥L(X) fMe−Ét. Note que se ¼ ∈ C é tal que Re(¼) > −É, então podemos definir
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o operador resolvente de A por (2.8), e pela demonstração do Teorema de Hille-Yosida,

∥R(¼,A)∥L(X) f
∫ ∞

0
e−Re(¼)t∥T (t)∥L(X)dt fM

∫ ∞

0
e−(Re(¼)+É)tdt,

e a integral acima é convergente se, e somente se Re(¼) > −É. Em particular, iR ¢ Ä(A) e vale

∥R(is, A)∥L(X) fM

∫ ∞

0
e−Étdt =M

1

É

o que implica sup
s∈R

∥R(is, A)∥L(X) fMÉ−1 <∞.

⇐) Sejam K := suptg0 ∥T (t)∥L(X) e ³ > 0, defina T³(t) := e−³tT (t), t g 0 e observe que

∥T³(t)x∥2X = ∥T³(t− Ä + Ä)x∥2X = ∥T³(t− Ä)T³(Ä)x∥2X ,

donde se segue que

∥T³(t)x∥2X =
1

t

∫ t

0
∥T³(t− Ä)T³(Ä)x∥2XdÄ.

Agora, fazendo K := suptg0 ∥T (t)∥L(X)

1

t

∫ t

0
K2∥T³(Ä)x∥2XdÄ f K2

t

∫ ∞

0
∥T³(Ä)x∥2XdÄ. (2.14)

Seja agora C := sups∈R ∥R(is, A)∥L(X); usando a identidade do resolvente

³R(³+ is, A)R(is, A) = R(is, A)−R(³+ is, A),

obtemos

∥R(³+ is, A)∥L(X) = ∥R(is, A)− ³R(³+ is, A)R(is, A)∥L(X) f C + ³C∥R(³+ is, A)∥L(X),

o que mostra que ∥R(³+ is, A)∥L(X) f (É − ³)−1 para todo ³ ∈ (0, É), onde É = C−1.

Usando agora a identidade do resolvente

R(³+ is, A)−R(É + is, A) = (É − ³)R(³+ is, A)R(É + is, A),

obtemos

∥R(³+ is, A)x∥L(X) = ∥R(É + is, A)x+ (É − ³)R(³+ is, A)R(É + is, A)x∥L(X),

usando ∥R(³+ is, A)∥L(X) f (É − ³)−1 concluímos que

∥R(³+ is, A)x∥X f 2∥R(É + is, A)x∥X , ∀³ ∈ (0, É). (2.15)

Tomando mais uma vez ³ ∈ (0, É) e x ∈ X, se estendermos (T³(t))tg0 a 0 em R
−, então
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s 7→ R(³+ is, A)x é a transformada de Fourier de t 7→ T³(t)x; usando o Teorema de Plancherel,

∫

R

∥T³(Ä)x∥2XdÄ =

∫

R

∥R(³+ is, A)x∥2Xds

f 4

∫

R

∥R(É + is, A)x∥2Xds = 4

∫

R

∥TÉ(Ä)x∥2XdÄ f c∥x∥2X . (2.16)

Combinando (2.14) e (2.16) obtemos ∥T³(t)∥L(X) f Kct−1/2 para todo ³ ∈ (0, É) e t > 0, e

fazendo ³→ 0+ temos

∥T (t)∥L(X) f
Kc

t1/2
.

Por fim, fazendo t→ ∞ concluímos que (T (t))tg0 é exponencialmente estável.

2.3 Algumas Estimativas Sobre o Resolvente

Nesta seção vamos apresentar algumas estimativas sobre o operador resolvente usando R-

limitação. Os resultados a seguir podem ser demonstrados usando cotas uniformes, mas a forma

que iremos apresentar permitirá deduzir isso a partir da R-limitação. Antes porém, iremos

precisar do seguinte lema.

Lema 2.3.1. Sejam φ ∈ (0, Ã/2) e ¹ ∈ (Ã − φ, Ã). Seja Ω := C+ \ (Sφ ∪ {0}) e seja

Γ := {rei¹ | r ∈ [0,∞)} ∪ {re−i¹ | r ∈ [0,∞)} orientada de ∞ei¹ para ∞e−i¹. Então, para

todos ³ ∈ [0,∞), ´ ∈ (0,∞), ¸ ∈ (0, 1] e ¼ ∈ Ω, vale

1

2Ãi

∫

Γ

z³

(¸ + z)³+´(z + ¼+ ¸ − 1)
dz =

(1− ¸ − ¼)³

(1− ¼)³+´
. (2.17)

Além disso, para todos µ ∈ [1,∞) e ¶ ∈ [0,∞), existe uma constante C g 0 tal que

|z|µ
|z + 1|µ+¶

|1− ¼|
|z + ¼| f C e

1 + |¼|
|12 + z|¶|z + ¼− 1

2 |
f C (2.18)

para todos z ∈ Γ e ¼ ∈ Ω.

Demonstração. Para r ∈ (0, Im(¼)/2) e R g 2|¼| + 2, defina Γ+ := {sei¹ | s ∈ [r,R]},
Γ− := {se−i¹ | s ∈ [r,R]}, Γr := {rei¿ | ¿ ∈ [−¹, ¹]} e ΓR := {Rei¿ | ¿ ∈ [−¹, ¹]}, e considere

Γr,R := Γ+ ∪ Γr ∪ Γ− ∪ ΓR orientada no sentido anti-horário. Então,

∫

ΓR

|z|³
|¸ + z|³+´ |z + ¼+ ¸ − 1|d|z| =

∫ ¹

−¹

|R|³+1

|¸ +Rei¿ |³+´ |Rei¿ + ¼+ ¸ − 1|d¿

= R−´

∫ ¹

−¹

1

| ¸R + ei¿ |³+´ |ei¿ + ¼+¸−1
R |

d¿; (2.19)

agora note que
∣

∣

∣

¸

R
+ ei¿

∣

∣

∣ g 1− ¸

R
g 1

2
=⇒ 1

∣

∣

¸
R + ei¿

∣

∣

³+´
f 2³+´ (2.20)
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e

|¼+ ¸ − 1| f |¼|+ |¸ − 1| f |¼|+ 1 f R

2
, (2.21)

e portanto
∣

∣

∣

∣

ei¿ +
¼+ ¸ − 1

R

∣

∣

∣

∣

g 1− |¼+ ¸ − 1|
R

g 1

2
. (2.22)

Usando (2.20), (2.21) e (2.22) em (2.19), segue-se que

R−´

∫ ¹

−¹

1

| ¸R + ei¿ |³+´ |ei¿ + ¼+¸−1
R |

d¿ f R−´¹22+³+´

fazendo R → ∞, segue-se que a integral em ΓR converge para 0. De maneira análoga, também

se mostra que a integral em Γr converge para 0 quando r → 0+. Usando a Fórmula Integral de

Cauchy,

f(w) =
1

2Ãi

∫

Γ

f(z)

z − w
dz,

com f(z) = z³(z + ¸)−³−´ , concluímos que

lim
r→0+,R→∞

1

2Ãi

∫

Γr,R

z³

(z + ¸)³+´(z + ¸ + ¼− 1)
dz =

(1− ¸ − ¼)³

(1− ¼)³+´
,

o que demonstra a identidade (2.17). Agora observe que |z+¼| = ||z|e±i¹+¼| = |z| |e±i¹+¼′| para

algum ¼′ ∈ Ω; como a distância de e±i¹ para −Ω é positiva, existe uma constante C1 ∈ (0,∞)

tal que |z + ¼| g C1|z|. Logo,

|z|µ
|1 + z|µ+¶

|1− ¼|
|z + ¼| f

|z|µ
|1 + z|µ+¶

( |1 + z|
|z + ¼| + 1

)

f |z|µ
|1 + z|µ+¶

(

1

C1|z|
+

1

C1
+ 1

)

,

e o último termo da desigualdade é limitado uniformemente em z ∈ Γ. Para a segunda estimativa

em (2.18), note que as distâncias de z−1/2 a Γ (e portanto a −Ω) e entre z+1/2 e 0 são limitadas

uniformemente por uma constante C2 > 0. Logo, |z + ¼− 1/2| g C2 e |1/2 + z| g C2 para todo

z ∈ Γ e ¼ ∈ Ω o que mostra que é suficiente limitar |¼|
|z+¼−1/2| uniformemente. Seja ¿ ∈ [−Ã/2, Ã/2]

tal que ¼ = |¼|ei¿ , e ponha w := z
|¼| ∈ Γ. Então,

|¼|
|z + ¼− 1/2| =

1

|w + ei¿ − 1
2|¼| |

,

e o resultado se segue da observação geométrica

∣

∣

∣

∣

(

w − 1

2|¼|

)

− (−ei¿)
∣

∣

∣

∣

g dist(Γ,−ei¿) g dist(Γ,−eiφ).

Proposição 2.3.1. Sejam ³ ∈ {0} ∪ [1,∞), ´ ∈ [0,∞) e ´0 ∈ [0, 1], e seja A um operador

setorial injetivo definido no espaço de Banach X. Seja φ ∈ (0, Ã2 ], considere o domínio

Ω := C+ \ (Sφ ∪ {0}) e suponha que −Ω ¢ Ä(A). Então, valem as seguintes afirmações:
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1. O conjunto

{¼³(¼+A)−1|¼ ∈ Ω, |¼| f 1} ¢ L(X) (2.23)

é R-limitado se, e somente se, o conjunto

{(¼+A)−1|¼ ∈ Ω, |¼| f 1} ¢ L(X³, X) (2.24)

é R-limitado,

2. O conjunto

{¼−´(¼+A)−1|¼ ∈ Ω, |¼| g 1} ¢ L(X)

é R-limitado se, e somente se, o conjunto

{¼´0(¼+A)−1|¼ ∈ Ω, |¼| g 1} ¢ L(X´+´0 , X)

é R-imitado,

3. O conjunto

{(1− ¼)´0(¼+A)−1A³(1 +A)−³−´−´0 − (−¼)³
(1− ¼)³+´

(¼+A)−1|¼ ∈ Ω} (2.25)

é R-limitado em L(X).

x

y

φ

Ω

Figura 2.1: Região Ω da Proposição 2.3.1

Demonstração. 1. Primeiro fixe ¹ ∈ (max(ÉA, Ã − φ), Ã) e seja Γ := {rei¹ | r ∈ [0,∞)} ∪
{re−i¹ | r ∈ [0,∞)} orientada de ∞ei¹ para ∞e−i¹.

Vamos dividir a prova do item 1 para o caso em que ³ = 1 e ³ > 1, já que no caso ³ = 0 os

conjuntos são idênticos. Primeiro note que o conjunto em (2.24) é R-limitado se, e somente

se, {(¼ + A)−1Φ³
0 (A)} ¢ L(X) é R-limitado, já que Φ³

0 : X³ → X é isomorfismo; usando
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(¼+A)(¼+A)−1 = I e a identidade do resolvente, temos

(¼+A)−1Φ1
0(A) = (¼+A)−1A(1 +A)−1

= (I − ¼(¼+A)−1)(1 +A)−1

= (1 +A)−1 − ¼(¼+A)−1(1 +A)−1

= (1 +A)−1 − ¼

(

(¼+A)−1

1− ¼
− (1 +A)−1

1− ¼

)

=
1

1− ¼
(1 +A)−1 − ¼

1− ¼
(¼+A)−1

=
1

1− ¼

(

(1 +A)−1 − ¼(¼+A)−1
)

. (2.26)

Agora observe que o singleto {(1+A)−1} é R-limitado, e portanto seu fecho convexo também

o é (Teorema 1.2.4). Além disso, a função ¼ 7→ (1− ¼)−1 é limitada superior e inferiormente

em Ω, e portanto o termo {(1− ¼)−1(1 +A)−1} é R-limitado. Como a soma de conjuntos R-

limitados é R-limitado (Lema 1.2.1), segue-se que {(¼+A)−1Φ1
0(A)} é R-limitado em L(X) se,

e somente se, {¼(¼+A)−1} é R-limitado em L(X). Agora, por (2.26), segue-se a equivalência

do item 1 para o caso ³ = 1.

Se ³ > 1, note que

(¼+A)−1Φ³
0 (A) = (¼+A)−1A³(1 +A)−³

= (¼+A)−1(1 +A)A³(1 +A)−³−1;

usando a identidade do resolvente

(¼+A)−1 = (1 +A)−1 + (1− ¼)(¼+A)−1(1 +A)−1,

temos

(¼+A)−1Φ³
0 (A) = (I + (1− ¼)(¼+A)−1)A³(1 +A)−³−1

= A³(1 +A)−³−1 + (1− ¼)(¼+A)−1A³(1 +A)−³−1. (2.27)

Observe agora que o singleto {A³(1 + A)−³−1} ¢ L(X) é R-limitado; usando o isomorfismo

Φ³
0 (A), concluímos que (¼+A)−1 é R-limitado em L(X³, X) se, e somente se,

(1− ¼)(¼+A)−1A³(1 +A)−³−1
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for R-limitado em L(X). Por (1.15),

(¼+A)−1A³(1 +A)−³−1 =
1

2Ãi

∫

Γ

z³

(1 + z)³+1
(¼+A)−1R(z,A)dz

=
1

2Ãi

∫

Γ

z³

(1 + z)³+1

(¼+A)−1

(z + ¼)
dz +

1

2Ãi

∫

Γ

z³

(1 + z)³+1

R(z,A)

(z + ¼)
dz

=
(−¼)³

(1− ¼)³+1
(¼+A)−1 +

1

2Ãi

∫

Γ

z³

(1 + z)³+1

R(z,A)

(z + ¼)
dz,

onde usamos a identidade do resolvente na segunda igualdade e o Lema 2.3.1 na terceira

igualdade. Então, ∀¼ ∈ Ω temos

(1− ¼)(¼+A)−1A³(1 +A)−³−1 =
(−¼)³
(1− ¼)³

(¼+A)−1 + S¼,

onde

S¼ :=
1

2Ãi

∫

Γ

z³

(1 + z)³+1

(1− ¼)

(z + ¼)
R(z,A)dz.

Para estimar essa integral vamos usar o Lema 2.3.1: fixe ε ∈ (0,min{³ − 1, 1}] e note que

pelo Lema 2.3.1 se f(z) =
zε

(1 + z)2ε
, então a função f(z)R(z,A) é integrável em Γ (note que

podemos multiplicar o integrando que aparece em S¼ por f(z)
f(z)), e pelo Lema 2.3.1

sup

{ |z|³−ε

|1 + z|³+1−2ε

|1− ¼|
|z + ¼|

∣

∣

∣
¼ ∈ Ω, z ∈ Γ

}

<∞.

Definindo

h¼(z) :=
|z|³−ε

|1 + z|³+1−2ε

|1− ¼|
|z + ¼| ,

segue-se das Proposições 1.2.1 e 1.2.2, com N(z) = f(z)R(z,A) e h(z) = h¼(z), que o conjunto

{S¼;¼ ∈ Ω} ¢ L(X)

é R-limitado. Portanto

(¼+A)−1Φ³
0 (A) = A³(1 +A)−³−1 +

(−1)³

(1− ¼)³
¼³(¼+A)−1 + S¼,

e como (−1)³(1−¼)−³ é limitado inferiormente e superiormente, concluímos que a R-limitação

de (2.23) é equivalente à R-limitação de (2.24).

2. Para a demonstração do item 2, note que se ´ + ´0 = 0, então os conjuntos são idênticos;

portanto, podemos supor ´ + ´0 > 0. Usando o isomorfismo Φ0
´+´0

(A) e a identidade
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(¼+A)−1 + (z − (1/2 +A))−1 = (z + ¼− 1/2)(¼+A)−1(z − (1/2 +A))−1, temos

(¼+A)−1Φ0
´+´0

(A) = (¼+A)−1(1 +A)−´−´0 = (¼+A)−1(1/2 + (1/2 +A))−´−´0

=
1

2Ãi

∫

Γ

1

(1/2 + z)´+´0
(¼+A)−1R(z, 1/2 +A)dz

=
1

2Ãi

∫

Γ

1

(1/2 + z)´+´0(z + ¼− 1/2)
dz(¼+A)−1

+
1

2Ãi

∫

Γ

1

(1/2 + z)´+´0(z + ¼− 1/2)
R(z, 1/2 +A)dz

Pelo Lema 2.3.1,

1

2Ãi

∫

Γ

1

(1/2 + z)´+´0(z + ¼− 1/2)
dz =

1

(1− ¼)´+´0
,

e portanto

(1− ¼)´0(¼+A)−1Φ0
´+´0

(A) =
1

(1− ¼)´
(¼+A)−1 + (1− ¼)´0T¼, (2.28)

onde

T¼ =
1

2Ãi

∫

Γ

1

(1/2 + z)´+´0(z + ¼− 1/2)
R(z, 1/2 +A)dz.

Para estimar essa integral, fixe ε ∈ (0, ´ + ´0) e note que se f(z) = (z + 1/2)−ε, então

f(z)R(z, 1/2+A) é integrável em Γ (novamente, podemos multiplicar o integrando em T¼ por

f(z)/f(z)), e pelo Lema 2.3.1 vale

sup

{

1 + |¼|
|1/2 + z|´+´0−ε|z + ¼− 1/2|

∣

∣

∣
¼ ∈ Ω, z ∈ Γ

}

<∞.

Denotando por h¼(z) o termo que aparece no supremo acima e sabendo que f(z)R(z, (1/2+A)

é integrável em Γ, podemos usar as Proposições 1.2.1 e 1.2.2, com N(z) = f(z)R(z, (1/2+A))

e h(z) como acima, para concluir que {(1 + |¼|)T¼|¼ ∈ Ω} é R-limitado, uma vez que

|1− ¼|´0 f 1 + |¼| para todo ¼ ∈ Ω, concluímos o item 2.

3. Para o item 3, vamos supor ³ > 1 e ´ > 0; os outros casos seguem de forma análoga às

demonstrações dos itens 1 e 2. Em (2.25) vamos somar e subtrair o termo (1 − ¼)−´(¼ +

A)−1A³(1 +A)−³ e assim obter

A³(1 +A)−³
[

(1− ¼)´0(¼+A)−1(1 +A)−´−´0 − (1− ¼)−´(¼+A)−1
]

+ (1− ¼)−´

[

(¼+A)−1A³(1 +A)−³ − (−¼)³
(1− ¼)³

(¼+A)−1

]

.

Denotemos os termos entre colchetes de V 1
¼ e V 2

¼ respectivamente. Agora, basta mostrar que

{V i
¼ | ¼ ∈ Ω} ¢ L(X) é R-limitado para i ∈ {1, 2}. Observe que pela demonstração do item
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2, e em particular por (2.28), segue-se que

R({V 1
¼ | ¼ ∈ Ω}) = R({(1− ¼)´0T¼ | ¼ ∈ Ω}) <∞.

Para V 2
¼ , note que por (2.27) e (2.28), vale V 2

¼ = A³(1 + A)−³−1 + S¼. Portanto, a

demonstração do item 1 nos dá

R({V 2
¼ | ¼ ∈ Ω}) f ∥A³(1 +A)−³−1∥L(X) +R({S¼ | ¼ ∈ Ω}) <∞.

Proposição 2.3.2. Sejam ³ ∈ [1,∞), ³0 ∈ (0, ³) e A um operador setorial injetivo definido no

espaço de Banach X tal que iR \ {0} ¢ Ä(A) e que satisfaz

sup{∥¼³(¼+A)−1∥L(X) | ¼ ∈ iR \ {0}, |¼| f 1} <∞.

Então,

sup{∥¼³−³0(¼+A)−1∥L(Xα0 ,X) | ¼ ∈ iR \ 0, |¼| f 1} <∞.

Demonstração. Pelas Proposições 2.2.1f e 3.1.9 de [18], o operador A(1 + A)−1 é setorial e

A³0(1+A)−³0 = (A(1+A)−1)³0 . Agora, usando a desigualdade dos momentos (Teorema 1.3.1)

e a Proposição 3.1.9 de [18], temos

∥¼³−³0(¼+A)−1A³0(1 +A)−³0x∥X
= |¼|³−³0∥(A(1 +A)−1)³0(¼+A)−1x∥X

≲ |¼|³−³0∥(¼+A)−1(A(1 +A)−1)³x∥
α0
α
X ∥(¼+A)−1x∥

α−α0
α

X

f ∥(¼+A)−1A³(1 +A)−³∥
α0
α

L(X)∥¼
³(¼+A)−1∥

α−α0
α

L(X) ∥x∥X .

para todos ¼ ∈ iR \ {0} e x ∈ X. O resultado é consequência do item 1 da Proposição 2.3.1.

2.4 Estabilidade Polinomial via Multiplicadores Vetoriais

Esta é a seção principal do texto, iremos reunir as ideias apresentadas até agora e aplicar

no estudo de estabilidade polinomial de C0-semigrupos e demonstraremos os Teoremas 9 e 10.

Comecemos com algumas definições

Definição 2.4.1. Seja ³, ´ ∈ [0,∞). Um operador A definido no espaço de Banach X possui

resolvente de crescimento (³, ´) se as seguintes condições são satisfeitas:

1. −A é gerador de um C0-Semigrupo (T (t))tg0 em X.

2. C− \ {0} ¢ Ä(A), e o conjunto

{

¼³

(1 + ¼)³+´
(¼+A)−1 | ¼ ∈ C+ \ {0}

}

¢ L(X)
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for uniformemente limitado.

Diremos que um operador A tem R-resolvente de crescimento (³, ´) se A tiver resolvente de

crescimento (³, ´) e o conjunto

{

¼−´(¼+A)−1 | ¼ ∈ C+, |¼| g 1
}

¢ L(X)

for R-limitado.

O próximo lema será usado para interpolação de taxas de decaimento.

Lema 2.4.1. Seja A um operador setorial injetivo definido no espaço de Banach X tal que −A
é gerador de um C0-semigrupo (T (t))tg0 em X. Para j ∈ {1, 2}, seja ³j , ´j ∈ [0,∞) tais que

³1 g ³2 e ´1 g ´2, e seja fj : [0,∞) → [0,∞) funções tais que ∥T (t)∥
L(X

αj
βj

,X)
f fj(t) para todo

t ∈ [0,∞). Então para cada ¹ ∈ [0, 1] existe C¹ ∈ [0,∞) tal que

∥T (t)∥
L(X

θα1+(1−θ)α2
θβ1+(1−θ)β2

,X)
f C¹(f1(t))

¹(f2(t))
1−¹ (t ∈ [0,∞)). (2.29)

Mais ainda, suponha que f1(t) = Ct−µ para algum C, µ ∈ [0,∞) e t ∈ [1,∞). Então para cada

¹ ∈ [1,∞), existe C¹ ∈ [0,∞) tal que

∥T (t)∥
L(X

θα1
θβ1

,X)
f C¹t

−µ¹ (t ∈ [1,∞)). (2.30)

Demonstração. Seja t ∈ [0,∞), usando (1.16)

∥T (t)∥
L(X

θα1+(1−θ)α2
θβ1+(1−θ)β2

,X)
f ∥T (t)Φ¹³1+(1−¹)³2

¹´1+(1−¹)´2
(A)∥L(X) = ∥T (t)Φ¹(³1−³2)

¹(´1−´2)
(A)Φ³2

´2
(A)∥L(X)

Seja c := ³1 − ³2 + ´1 − ´2. Então, note que

Φ
α1−α2

c
β1−β2

c

(A) = A
α1−α2

c (1 +A)−
(α1−α2)

c
−

(β1−β2)
c = A

α1−α2
c (1 +A)−1

e pela proposição 3.10 de [7], o operador A
α1−α2

c (1 + A)−1 é setorial. Usando as regras de

composição de funções do cálculo funcional (proposição 2.1.4 de [18]) temos

Φ
¹(³1−³2)
¹(´1−´2)

(A) = A¹(³1−³2)(1 +A)−¹c =

[

Φ
α1−α2

c
β1−β2

c

(A)

]c¹

agora usando a desigualdade dos momentos com µ = 0, ³ = c e ´ = ¹³ temos

∥
[

Φ
α1−α2

c
β1−β2

c

(A)

]c¹

x∥X ≲ ∥
[

Φ
α1−α2

c
β1−β2

c

(A)

]c

x∥¹X∥x∥1−¹
X = ∥Φ³1−³2

´1−´2
(A)x∥¹X∥x∥1−¹

X

para x ∈ D(Φ³1−³2
´1−´2

A). Vamos combinar os resultados acima para demonstrar a desigualdade em
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(2.29)

∥T (t)∥
L(X

θα1+(1−θ)α2
θβ1+(1−θ)β2

,X)
f ∥T (t)Φ¹(³1−³2)

¹(´1−´2)
(A)Φ³2

´2
(A)∥L(X)

= ∥
[

Φ
(α1−α2)

c
(β1−β2)

c

(A)

]c¹

T (t)Φ³2
´2
(A)∥L(X)

≲ ∥Φ³1−³2
´1−´2

(A)T (t)Φ³2
´2
(A)∥¹L(X)∥T (t)Φ³2

´2
(A)∥(1−¹)

L(X)

= ∥T (t)Φ³1
´1
(A)∥¹L(X)∥T (t)Φ³2

´2
(A)∥(1−¹)

L(X)

≲ ∥T (t)∥¹
L(X

α1
β1

,X)
∥T (t)∥(1−¹)

L(X
α2
β2

,X)
f (f1(t))

¹(f2(t))
(1−¹)

o que demonstra (2.29). Para demonstrar (2.30), seja n ∈ N. Nesse caso, temos

∥T (t)∥L(Xnα1
nβ1

,X) f ∥T (t)Φn³1
n´1

(A)∥L(X) f ∥T
(

t

n

)

Φ³1
´1
(A)∥nL(X)

≲

(

f1

(

t

n

))n

= Cnnµnt−µn.

isso conclui (2.30) para o caso de ¹ ∈ N. Agora basta usar (2.29) para interpolar entre (n³1, n´1)

e ((n+ 1)³1, (n+ 1)´1) o que conclui (2.30) para ¹ ∈ [1,∞).

Proposição 2.4.1. Sejam ³, ´ ∈ [0,∞) e A um operador setorial injetivo com resolvente de

crescimento (³, ´) definido em um espaço de Banach X. Seja Ã, Ä ∈ [0,∞) tais que Ã > ³− 1 e

Ä > ´ + 1. Então para cada Ä ∈ [0,min(Ã+1
³ − 1, Ä−1

´ − 1)) existe CÄ ∈ [0,∞) tal que

∥T (t)∥L(Xσ
τ ,X) f CÄt

−Ä (t ∈ [1,∞)).

Demonstração. Vamos demonstrar a seguinte afirmação mais geral: para todo s g 0 e ¶, ε > 0,

existe uma consntate Cs,¶,ε g 0 tal que

∥T (t)∥L(Xµ
ν ,X) f Cs,¶,εt

−s (t ∈ [1,∞)]), (2.31)

onde µ = max((s + 1)³ − 1 + ¶, 0) e ¿ = (s + 1)´ + 1 + ε. A Proposição 2.4.1 segue tomando

s = p, µ = Ã e ¿ = Ä . Pelo Lema 2.4.1, basta demonstrar (2.31) para n = s ∈ N0.

Seja x ∈ Xµ
¿+1 e ponha y := Φµ

¿ (A)x = A−µ(1 +A)µ+¿x ∈ D(A), então

g(t) :=
1

2Ãi

∫ −i∞

i∞
e−¼t ¼µ

(1 + ¼)µ+¿
R(¼,A)yd¼

é um vetor bem definido em X para todo t g 0 já que pela Definição 2.4.1, o integrando é uma
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função em H∞
0 (Sφ). Note que g(t) é diferenciável e vale

g′(t) =
1

2Ãi

∫ −i∞

i∞
e−¼t ¼µ

(1 + ¼)µ+¿
(−¼R(¼,A))yd¼

=
1

2Ãi

∫ −i∞

i∞
e−¼t ¼µ

(1 + ¼)µ+¿
(−I −AR(¼,A))yd¼

= −Ag(t).

Além disso,

g(0) =
1

2Ãi

∫ −i∞

i∞

¼µ

(1 + ¼)µ+¿
R(¼,A)yd¼ = Aµ(1 +A)−µ−¿y = x.

Portanto, pela unicidade de solução do problem de Cauchy, g(t) = T (t)x. Usando integração por

partes

tnT (t)x =
tn

2Ãi

∫ −i∞

i∞
e−¼t ¼µ

(1 + ¼)µ+¿
R(¼,A)yd¼

=
(−1)n

2Ãi

∫ −i∞

i∞

(

dn

d¼n
e−¼t

)

¼µ

(1 + ¼)µ+¿
(−¼R(¼,A))yd¼

=
1

2Ãi

∫ −i∞

i∞
e−¼tp(¼;A)yd¼

sendo p(¼;A) uma combinação linear finita de termos da forma

¼µ−j

(1 + ¼)µ+¿+(k−j)
R(¼,A)n−k+1

para 0 f j f k f n, onde j = 0 se µ = 0. Portanto

∥tnT (t)x∥X f 1

2Ã

∫

iR
∥p(¼;A)∥L(X)∥y∥Xd|¼| ≲ ∥(−A)−µ(1 +A)µ+¿x∥X f ∥x∥Xµ

ν

com constantes implícitas que são independentes de t e x. O resultado se segue do fato de Xµ
¿+1

ser denso em Xµ
¿ .

O próximo resultado leva em conta o crescimento de (T (t))tg0 em X e estende a Proposição

2.4.1 com taxas de decaimento em XÃ
Ä para Ã ∈ [0, ³− 1] e Ä ∈ [0, ´ + 1].

Proposição 2.4.2. Sejam ³, ´ ∈ [0,∞) e A um operador setorial injetivo com resolvente de

crescimento (³, ´) definido em um espaço de Banach X. Sejam Ã, Ä ∈ [0,∞), então para cada

Ä ∈ [0,min(Ã/³, Ä/´)) existe uma constante CÄ ∈ [0,∞) tal que

∥T (t)∥L(Xσ
τ ,X) f CÄmax(1, ∥T (t)∥L(X))t

−Ä

para t ∈ [1,∞).

Demonstração. Vamos demonstrar a seguinte afirmação mais geral: Para todo s g 0, ¶, ε > 0,
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existe uma constante Cs,¶,ε g 0 tal que

∥T (t)∥L(Xµ
ν ,X) f Cs,¶,εmax(1, ∥T (t)∥L(X))t

−s

com µ = s³ + ¶ e ¿ = s´ + ε. Seja ε̃ > 0 e ponha s̃ := s/¹, para ¹ ∈ (0, 1),

µ̃ := max((s̃+ 1)³− 1 + ε̃, 0) e ¿̃ := (s̃+ 1)´ + 1 + ε. Pelo Lema 2.4.1 e por (2.31)

∥T (t)∥
L(Xµ̃θ

ν̃θ ,X)
≲ ∥T (t)∥1−¹

L(X)∥T (t)∥
¹
L(Xµ̃

ν̃ ,X)
≲ max(1, ∥T (t)∥L(X))t

−s.

para todo t g 1. Observe que µ̃¹ = max(s³ + ¹(³ − 1 + ε̃), 0) e ¿̃¹ = s´ + ¹(´ + 1 + ε̃). Agora

basta tomar ¹ ∈ (0, 1) tal que µ̃¹ f s³+ ε e ¿̃¹ f s´ + ε.

Definição 2.4.2. Seja −A o gerador de um C0-semigrupo (T (t))tg0 em um espaço de Banach

X, e seja n ∈ N0. Um espaço de Banach Y que está continuamente imerso em X é (A, n)-

Admissível, se valem as seguintes condições:

1. Existe uma constante CT ∈ [0,∞) tal que T (t)Y ¢ Y e

∥T (t)|Y ∥L(Y ) f CT ∥T (t)∥L(X) (t ∈ [0,∞));

2. Existe um subespaço denso Y0 ¢ Y tal que [t 7→ tnT (t)y] ∈ L1([0,∞);X) para todo y ∈ Y0.

Exemplo 2.4.1. Seja ³, ´ ∈ [0,∞) e seja A um operador setorial injetivo com resolvente de

crescimento (³, ´). Então Y = XÃ
Ä é (A, n)-Admissível para todo Ã, Ä ∈ [0,∞) e n ∈ N0 pela

Proposição 2.4.1.

Teorema 2.4.1. (Caracterização Polinomial via multiplicadores de Fourier) Seja −A o gerador

de um C0-semigrupo (T (t))tg0 em um espaço de Banach X, suponha que A tem resolvente de

crescimento (³, ´) para algum ³, ´ ∈ [0,∞). Seja n ∈ N0 e seja Y um espaço (A, n)-Admissível.

Então as seguintes condições são equivalentes:

1) sup
tg0

∥tnT (t)∥L(Y,X) <∞.

2) Existem È ∈ C∞
c (R), p ∈ [1,∞) e q ∈ [p,∞] tais que

È(·)R(i·, A)k ∈ M1,∞(R,L(Y,X)),

(1− È(·))R(i·, A)k ∈ Mp,q(R,L(Y,X))

para todo k ∈ {n− 1, n, n+ 1} ∩ N.

Mais ainda, se vale (1) ou (2), então R(i·, A)k ∈ Mp,q(R,L(Y,X)) para

i) n g 2, k ∈ {1, . . . , n− 1} e 1 f p f q f ∞

ii) k = n g 1 e 1 f p < q f ∞;
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iii) k = n+ 1, p = 1 e q = ∞.

Antes de demonstrar o Teorema 2.4.1, precisaremos de dois resultados, o primeiro deles é a

seguinte lema

Lema 2.4.2. Sejam X um espaço de Banach, −A o gerador de um C0-semigrupo (T (t))tg0

definido em X, n ∈ N, x ∈ X e À ∈ R. Suponha que −iÀ ∈ Ä(A) e que a função

[t 7→ tnT (t)x] ∈ L1([0,∞);X), então

F [t 7→ tnT (t)x](À) = n!(iÀ +A)−n−1x.

Demonstração. Basta notar que

(iÀ +A)

∫ ∞

0
e−iÀtT (t)xdt = −

∫ ∞

0

d

dt
e−iÀtT (t)xdt+A

∫ ∞

0
e−iÀtT (t)xdt.

Pelo Lema 3.1.9 de [26], tem-se ∥T (t)∥L(X) → 0 se t → ∞, usando esse fato, integração por

partes e o Teorema A.0.2 obtemos

(iÀ +A)

∫ ∞

0
e−iÀtT (t)xdt = −e−iÀtT (t)x

∣

∣

∣

∞

0
= x

portanto
∫ ∞

0
e−iÀtT (t)xdt = (iÀ +A)−1x

repetindo o processo n vezes obtemos

∫ ∞

0
e−iÀttnT (t)xdt =

1

(−i)n
dn

dÀn

∫ ∞

0
e−iÀtT (t)xdt = n!(iÀ +A)−n−1x.

Um outro resultado que precisaremos é a seguinte proposição

Proposição 2.4.3. Seja X um espaço de Banach e Y ¢ X continuamente imerso em X e

n ∈ N. Suponha que −A é o gerador de um C0-semigrupo (T (t))tg0 em X com iR \ {0} ¢ Ä(A)

e que existem È ∈ L∞(R), p ∈ [1,∞) e q ∈ [1,∞] tais que, para j ∈ {n− 1, n} ∩ N, temos

mj
1(·) := È(·)R(i·, A)j ∈ M1,∞(R,L(Y,X)),

mj
2(·) := (1− È(·))R(i·, A)j ∈ Mp,q(R,L(Y,X)).

Então TR(i·,A)n : Lp(R;Y ) ∩ L1(R;Y ) → L∞(R;X) é limitado e ∥TR(i·,A)n∥ f 2MCn, onde

M = sup{∥T (t)∥L(X) | t ∈ [0, 2]}, e

Cn =

n
∑

j=n−1

∥T
mj

1
∥L(L1(R;Y ),L∞(R;X)) + ∥T

mj
2
∥L(Lp(R;Y ),Lq(R;X))
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para n > 1 e

C1 = ∥Tm1
1
∥L(L1(R;Y ),L∞(R;X)) + ∥Tm1

2
∥L(Lp(R;Y ),Lq(R;X)) + ∥IY ∥L(Y,X).

Demonstração. Seja K ∈ N, f1, . . . , fK ∈ Ṡ(R) := {f ∈ S(R) | f̂ (k)(0) = 0 ∀ k ∈ N0} e

x1, . . . , xK ∈ Y e ponha f :=
∑K

k=1 fk ¹ xk. Pelas propriedades do espaço de Schwartz, segue

que Tmn
1
(f) ∈ Cb(R;X), e por hipótese

sup
t∈R

∥Tmn
1
(f)(t)∥X f ∥Tmn

1
∥L(L1(R;Y ),L∞(R;X))∥f∥L1(R;Y ). (2.32)

e

∥Tmn
2
(f)∥Lq(R;X) f ∥Tmn

2
∥L(Lp(R;Y ),Lq(R;X))∥f∥Lp(R;Y ). (2.33)

Afirmamos que para cada l ∈ Z, existe t ∈ [l, l + 1] tal que

∥Tmn
2
(f)(t)∥X f 2∥Tmn

2
∥L(Lp(R;Y ),Lq(R;X))∥f∥Lp(R,Y ). (2.34)

De fato, supondo por absurdo que seja falso, então para todo t ∈ [l, l + 1] vale

∥Tmn
2
(f)(t)∥X > 2∥Tmn

2
∥L(Lp(R;Y ),Lq(R;X))∥f∥Lp(R,Y ).

integrando ambos os membros em t, comparando a norma Lq em R com a norma Lq em [l, l+1]

obtemos

∥Tmn
2
(f)(t)∥Lq(R;X) g

(∫ l+1

l
∥Tmn

2
(f)(t)∥qXdt

)1/q

> 2∥Tmn
2
f∥L(Lp(R;Y ),Lq(R;X))∥f∥Lp(R;Y )

contradizendo (2.33).

Fixado l ∈ Z, seja t ∈ [l, l + 1] tal que vale (2.34), nesse caso, fazendo R(i·, A) =

R(i·, A) + È(·)R(i·, A)− È(·)R(i·, A) = m2(·) +m1(·), (2.32) implica

∥TR(i·,A)n(f)(t)∥X f 2∥Tmn
1
∥L(L1(R;Y ),L∞(R;X))∥f∥L1(R;Y )∩Lp(R;Y )

+ 2∥Tmn
2
∥L(Lp(R;Y ),Lq(R;X)))∥f∥L1(R;Y )∩Lp(R;Y ). (2.35)

Seja Ä ∈ [0, 2] e observe que o Lema 2.4.2 nos dá

∫ Ä

0
eiÀrT (r)xdr = eiÀÄT (Ä)R(iÀ, A)x−R(iÀ, A)x
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para todo À ∈ R \ {0} e x ∈ X, portanto

T (Ä)TR(i·,A)n(f)(t) =

∫

R

eiÀ(t−Ä)eiÀÄT (Ä)R(iÀ, A)nf̂(À)dÀ

=

∫

R

eiÀ(t−Ä)R(iÀ, A)nf̂(À)dÀ

+

∫

R

∫ Ä

0
eiÀ(t−Ä)eiÀrT (t)R(iÀ, A)n−1f̂(À)drdÀ

= TR(i·,A)n(f)(t− Ä) +

∫ Ä

0
T (r)TR(i·,A)n−1(f)(t− Ä + r)dr.

Agora usando (2.35) e a desigualdade de Hölder temos

∥TR(i·,A)n(f)(t− Ä)∥X fM(∥TR(i·,A)n(f)(t)∥X +

∫ Ä

0
∥TR(i·,A)n−1(f)(t− Ä + r)∥Xdr)

f 2M(∥Tmn
1
∥L(L1(R;Y ),L∞(R;X)) + ∥Tmn

2
∥L(Lp(R;Y ),Lq(R;X)))∥f∥L1(R;Y )∩Lp(R;Y )

+M(Ä∥Tmn−1
1

(f)∥L∞(R;X) + Ä1/q
′∥Tmn−1

2
(f)∥Lq(R;X))

f 2M





n
∑

j=n−1

∥T
mj

1
∥L(L1(R;Y ),L∞(R;X)) + ∥T

mj
2
∥L(Lp(R;Y ),Lq(R;X))



 ∥f∥L1(R;Y )∩Lp(R;Y )

para n > 1. O caso n = 1 é análogo, a diferença é que podemos estimar diretamente

∫ Ä

0
∥f(t− Ä − r)∥Xdr f ∥IY ∥L(Y,X)∥f∥L1(R;Y ).

Uma vez que Ä ∈ [0, 2], l ∈ Z é arbitrário e Ṡ(R)¹Y ¢ Lp(R;Y )∩L1(R;Y ) é denso, concluímos

a demonstração.

2.4.1 Demonstração do Teorema 2.4.1

Demonstração. (2) =⇒ (1): Usando o Teorema A.0.1, seja É,MÉ g 1 tais que ∥T (t)∥L(X) f
MÉe

t(É−1) para todo t g 0 e ponha

m(À) := n!(iÀ +A)−n(IX + É(iÀ +A)−1) ∈ L(Y,X) (À ∈ R \ {0}).

Como (i ·+A)−1 = −R(−i·, A), pela Proposição 2.4.3

Tm : Lp(R;Y ) ∩ L1(R;Y ) → L∞(R;X)

é limitado com

∥Tm∥L(Lp(R;Y )∩L1(R;Y ),L∞(R;X)) f 2Mn!(Cn + ÉCn+1) (2.36)
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onde M := supt∈[0,2] ∥T (t)∥L(X) e Ck como o da Proposição 2.4.3 para k ∈ N e C0 := ∥IY ∥L(Y,X).

Seja Y0 ¢ Y como na Definição 2.4.2 e fixe x ∈ Y0. Pelo Lema 2.4.2

F [t 7→ tnT (t)x](·) = n!(i ·+A)−n−1x. (2.37)

Ponha f(t) := e−ÉtT (t)x para t g 0 e f ≡ 0 em (−∞, 0), nesse caso

∥f(t)∥Y f ∥e−ÉtT (t)∥L(Y )∥x∥Y f CT ∥e−ÉtT (t)∥L(X)∥x∥Y (t ∈ [0,∞)). (2.38)

Portanto f ∈ L1(R;Y ) ∩ L∞(R;Y ) e, por interpolação, ∥f∥Lr(R;Y ) f CTMÉ∥x∥Y para todo

r ∈ [1,∞]. Aplicando o Lema 2.4.2 para o semigrupo e−ÉtT (t) cujo gerador infinitesimal é

−A−ÉI, obtemos f̂(·) = (É+ i ·+A)−1x. Usando a identidade do resolvente (iÀ+A)−1 − (É+

iÀ +A)−1 = É(iÀ +A)−1(É + iÀ +A)−1 obtemos

m(À)f̂(À) = n!(iÀ +A)−n−1x (À ∈ R \ {0}).

Combinando (2.37) e (2.38) com (2.36) temos

sup
tg0

∥tnT (t)x∥X f ∥Tm∥L(Lp(R;Y )∩L1(R;Y ),L∞(R;X))(∥f∥Lp(R;Y ) + ∥f∥L1(R;Y )) f C∥x∥Y

onde C = 4Mn!CTMÉ(Cn + ÉCn+1). Agora basta estender para Y já que Y0 ¢ Y é denso.

(1) =⇒ (2): Ponha Kn := suptg0 ∥tnT (t)∥L(Y,X) e seja Y0 ¢ Y como na Definição 2.4.2. Seja

f ∈ Ṡ(R)¹ Y0 e defina a convolução entre f e t 7→ tnT (t)

Sk(f)(s) :=

∫ ∞

0
tkT (t)f(s− t)dt, s ∈ R, k ∈ {0, 1, . . . , n}.

Note que a integral acima é convergente, pois tnT (t)y ∈ L1([0,∞);X) para todo y ∈ Y0. Observe

também que, pelo Lema 2.4.2, e pela relação entre a convolução e a transformada de Fourier,

podemos escrever

Sk(f) = k!F−1((i ·+A)−k−1f̂(·)) = k!T(i·+A)−k−1(f). (2.39)

Agora, para n g 2, k ∈ {0, . . . , n− 2} e r ∈ [1,∞], defina M̃ := supt∈[0,1] ∥T (t)∥L(Y,X) temos

∥t 7→ tkT (t)∥Lr([0,∞);L(Y,X)) f M̃ +Kn∥t 7→ t−2∥Lr(1,∞) f M̃ +Kn. (2.40)
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De fato,

∫ ∞

0
∥tkT (t)∥rL(Y,X)dt =

∫ 1

0
∥tkT (t)∥rL(Y,X)dt+

∫ ∞

1
∥tkT (t)∥rL(Y,X)dt

f
(

sup
t∈[0,1]

tk

)r

M̃ r +

∫ ∞

1
t(k−n)r∥tnT (t)∥rL(Y,X)dt

f M̃ r +Kr
n

∫ ∞

1
t−2rdt

f M̃ r +Kr
n.

De maneira análoga, para n g 1 e r ∈ (1,∞],

∥t 7→ tn−1T (t)∥Lr([0,∞);L(Y,X)) f M̃ +
Kn

(r − 1)1/r
. (2.41)

Combinando (2.39) e (2.40) (trocando k por k − 1) com a desigualdade de Young vetorial

(Proposição 1.3.5 de [3]) obtemos, para p ∈ [1,∞) e q ∈ [p,∞],

∥T(i·+A)−k(f)∥Lq([0,∞);X) =
1

(k − 1)!
∥Sk−1(f)(·)∥Lq([0,∞);Y )

f 1

(k − 1)!
∥[t 7→ tk−1T (t)]∥Lr([0,∞);L(Y,X)) ∥f∥Lp([0,∞);Y )

f M̃ +Kn

(k − 1)!
∥f∥Lp([0,∞);Y ), (n g 2, k ∈ {1, . . . , n− 1}),

O que mostra que

∥T(i·+A)−k∥L(Lp(R;Y );Lq(R;X)) f
M̃ +Kn

(k − 1)!
(n g 2 , k ∈ {1, . . . , n− 1}). (2.42)

Portanto (i ·+A)−k ∈ Mp,q(R,L(Y,X)), e de maneira análoga, com o auxilio de (2.41), temos

∥T(i·+A)−n∥L(Lp(R,Y );Lq(R,X)) f M̃ + (r − 1)−1/rKn

(n− 1)!
(n g 1, p < q), (2.43)

∥T(i·+A)−n−1∥L(L1(R,Y );L∞(R,X)) f Kn

n!
. (2.44)

Concluindo que (i · +A)−n ∈ Mp,q(R;L(Y,X)) e (i · +A)−n−1 ∈ M1,∞(R;L(Y,X)). Agora

(2.42), (2.43) e (2.44) resultam nos itens (i) − (iii) do Teorema 2.4.1 para (i · +A)−1, e por

reflexão, vale também para R(i·, A). Finalmente, para (2), seja È ∈ C∞
c (R) e note que

F−1(È(·)(i · +A)−1f̂(·)) = (F−1(È)) ∗ S0(f), pela desigualdade de Young e (2.44), segue-se

que È(·)R(i·, A)k ∈ M1,∞(R;L(Y,X)) para todo k ∈ {1, . . . , n + 1}, e obtemos (2.44) para

È(·)R(i·, A) com o fator ∥F−1È∥L1(R) adicional multiplicativo. Por fim, (2.42) é válida para

(1− È(·))R(i·, A) já que a soma de multiplicadores ainda é um multiplicador.

Observação 2.4.1. A hipótese feita no Teorema 2.4.1 de que A possui resolvente de crescimento

(³, ´) para algum ³, ´ ∈ [0,∞) é feita apenas para garantir que TR(i·,A) esteja bem definido, a
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escolha específica de ³ e ´ não é relevante.

Por fim, como consequência do Teorema 2.4.1, temos o próximo resultado sobre estabilidade

polinomial usando o tipo de Fourier do espaço de Banach envolvido.

Teorema 2.4.2. (Caracterização polinomial via tipo de Fourier) Sejam ³,´ ∈ [0,∞) e A um

operador setorial injetivo com resolvente de crescimento (³, ´) definido no espaço de Banach X.

Suponha que X possui tipo de Fourier p ∈ [1, 2] e sejam r ∈ [1,∞], com 1/r = 1/p − 1/p′, e

Ã, Ä ∈ [0,∞) tais que Ã > ³−1 e Ä > ´+1/r. Então, para cada Ä ∈ [0,min(Ã+1
³ −1, Ä−r−1

´ −1))

existe CÄ ∈ [0,∞) tal que

∥T (t)∥L(Xσ
τ ,X) f CÄt

−Ä (t ∈ [1,∞)). (2.45)

Se p = 2, então (2.45) também vale para Ä g ´ e Ä ∈ [0,∞) com Ä < Ã+1
³ − 1 e Ä f Ä

´ − 1.

Demonstração. Vamos demonstrar a seguinte afirmação: para todo s g 0, ¶, ε > 0 existe uma

constante Cs,¶,ε g 0 tais que

∥T (t)∥L(Xµ
ν ,X) f Cs,¶,εt

−s (t ∈ [1,∞)),

onde µ = max((s + 1)³ − 1 + ¶, 0), ¿ = (s + 1)´ + 1
r + ε para p ∈ [1, 2), e ¿ = (s + 1)´ para

p = 2. Vamos usar o Lema 2.4.1 e demonstrar o caso n := s ∈ N0.

Primeiro note que se p = 1, então o Teorema 2.4.2 se segue da Proposição 2.4.1 já que todo

espaço de Banach possui tipo de Fourier 1.

Para p ∈ (1, 2) vamos definir ´0 := 1/r+ ε, e para p = 2 vamos fazer ´0 = 0. Vamos assumir

´0 ∈ [0, 1). Observe que, pela hipótese de A possuir resolvente de crescimento (³, ´) vale

sup

{ |¼|³
(1 + |¼|)³+´

∥(¼+A)−1∥L(X) | ¼ ∈ iR \ {0}
}

<∞. (2.46)

Afirmamos que, para cada k ∈ {1, . . . , n},

sup{∥R(iÀ, A)k∥L(Xnα
nβ ,X) | À ∈ R \ {0}} <∞. (2.47)

De fato,

∥R(iÀ, A)kAn³(1 +A)−n³−n´∥L(X) = ∥R(iÀ, A)kA(n−k+k)³(1 +A)−(n−k+k)(³+´)∥L(X)

= ∥(R(iÀ, A)A³(1 +A)−³−´)k(A³(1 +A)−(³+´))n−k∥L(X)

f ∥R(iÀ, A)A³(1 +A)−³−´∥kL(X)∥(A³(1 +A)−(³+´))n−k∥L(X)

o termo A³(1+A)−³−´ é uniformemente limitado para À ∈ R\{0}. Vamos mostrar que o termo

R(iÀ, A)A³(1 +A)−³−´ também é uniformemente limitado.



82

Por (2.46), se |À| f 1, então o conjunto

{|À|³R(iÀ, A) | |À| f 1} ¢ L(X)

é uniformemente limitado. Usando o item 1 da Proposição 2.3.1, o conjunto

{R(iÀ, A)A³(1 +A)−³ | |À| f 1} ¢ L(X)

é uniformemente limitado.

Para |À| g 1, (2.46) implica que o conjunto

{|À|−´R(iÀ, A) | |À| g 1} ¢ L(X)

é uniformemente limitado. Usando o item 2 da Proposição 2.3.1, segue-se que o conjunto

{R(iÀ, A)(1 +A)−´ | |À| g 1} ¢ L(X)

é uniformemente limitado. Portanto, para |À| f 1 vale

∥R(iÀ, A)A³(1 +A)−³−´∥L(X) f ∥R(iÀ, A)∥L(Xα,X)∥(1 +A)−´∥L(X)

e para |À| g 1 vale

∥R(iÀ, A)A³(1 +A)−³−´∥L(X) f ∥R(iÀ, A)∥L(Xβ ,X)∥A³(1 +A)−³∥L(X)

o que demonstra (2.47).

Defina h(À) := |À|1−¶(1 + |À|)−1+¶+´0 e observe que, para cada k ∈ {1, . . . , n+ 1} temos

∥R(iÀ, A)k∥L(Xµ
ν ,X) ≲ ∥R(iÀ, A)kA(n+1)³−1+¶(1 +A)−(n+1)³+1−¶−(n+1)´−´0∥L(X)

f ∥R(iÀ, A)k−1Φn³
n´(A)R(iÀ, A)A

³−1+¶(1 +A)−³+1−´−¶−´0∥L(X)

f ∥R(iÀ, A)k−1Φn³
n´(A)∥L(X)∥R(iÀ, A)A³−1+¶(1 +A)−³+1−¶−´−´0∥L(X)

≲ ∥R(iÀ, A)k−1∥L(Xnα
nβ ,X)∥R(iÀ, A)A³−1+¶(1 +A)−³+1−¶−´−´0∥L(X).

Multiplicando a desigualdade acima por h(À), e procedendo de maneira análoga na demonstração

de (2.47), segue-se que

{ |À|1−¶

(1 + |À|)1−¶−´0
R(iÀ, A)k | À ∈ R \ {0}

}

¢ L(Xµ
¿ , X) (2.48)

é uniformemente limitado. Agora seja È ∈ C∞
c (R) tal que È ≡ 1 em [−1, 1]. Usando (2.48)

temos

∫

R

|È(À)|∥R(iÀ, A)k∥L(Xµ
ν ,X)dÀ f

∫

R

|È(À)|(1 + |À|)1−¶−´0

|À|1−¶
dÀ ≲

∫ À0

0

1

|À|1−¶
dÀ,



83

para algum À0 > 0, e como 1−¶ < 1, a integral de |À|¶−1 é convergente. Agora usando novamente

(2.48) temos

∫

R

∥(1− È(À))R(iÀ, A)k∥rL(Xµ
ν ,X)dÀ f

∫

R

|1− È(À)|r (1 + |À|)r−¶r−´0r

|À|r−r¶
dÀ ≲

∫ ∞

À1

dÀ

(1 + |À|)1+ε̃
,

como È(À) = 1 para À ∈ [−1, 1], basta limitar a integral acima a partir de À1 > 0, de fato, como

´0r = 1+ ε̃ > 1, para ε̃ = rε > 0 segue-se que a integral de (1 + |À|)−ε̃−1 é convergente. Usando

o Teorema 2.1.5 e as estimativas acima, concluímos que

È(·)R(i·, A)k ∈ L1(R,L(Xµ
¿ , X)) ¢ M1,∞(R,L(Xµ

¿ , X)),

(1− È(·))R(i·, A)k ∈ Lr(R,L(Xµ
¿ , X)) ¢ Mp,p′(R,L(Xµ

¿ , X)).

Note que usamos o fato de Xµ
¿ possuir tipo de Fourier p já que é isomorfo ao espaço X. Para

concluir a demonstração basta aplicar o Teorema 2.4.1.

Vejamos um exemplo de aplicação dos resultados apresentados.

Exemplo 2.4.2. Fixe a ∈ (0,∞) e b ∈ (0, 1) com a + b g 1. Defina φ(s) := s−a + isb

para s ∈ (1,∞) e sejam X = W 1,2(1,∞) e A o operador de multiplicação definido em X,

associado a função φ, i.e, (Af)(s) = φ(s)f(s). Nesse caso, Ã(A) ¢ C+ e −A é gerador do C0-

semigrupo (T (t))tg0 ¢ L(X) dado por T (t)f(s) = e−tφ(s)f(s) para t ∈ [0,∞), f ∈ W 1,2(1,∞)

e s ∈ (1,∞). Vamos demonstrar que A possui resolvente de crescimento (0, b−1+2a
b ), mostrando

que ∥(¸ − iÀ +A)−1∥L(X) ≲ |À| b−1+2a
b para cada ¸ ∈ [0,∞) e À ∈ R.

Note que o operador (¸ − iÀ + A)−1 é o operador de multiplicação em W 1,2(1,∞) associado

com a função s 7→ (¸ + s−1 + i(sb − À))−1. Pela Teorema II.3.8 (Forma geral do Teorema de

Hille-Yosida) em [16], existem M g 1 e É0 tais que, para todo ¼ ∈ C com Re¼ > É0,

∥R(¼,−A)∥L(X) f
M

Re ¼− É0
. (2.49)

Seja É > 0 com É > É0, então para todo ¸ > É para todo À ∈ R, por (2.49),

∥R(¸ + iÀ,−A)∥L(X) = ∥(¸ + iÀ +A)−1∥L(X) f
M

¸ − É0
,

assim,

sup{∥(¸ + iÀ +A)−1∥L(X) | ¸ > É, À ∈ R} <∞. (2.50)

Como Ã(A) ¢ C+, então C− ∋ ¼ 7→ R(¼,A) é analítica, logo pela compacidade [−É, 0] ×
[

−
(

a
b

)b/(a+b)
,
(

a
b

)b/(a+b)
]

, assim

sup

{

∥(¸ + iÀ +A)−1∥L(X) | −¸ ∈ [−É, 0]×
[

−
(a

b

)b/(a+b)
,
(a

b

)b/(a+b)
]}

<∞. (2.51)
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Combinando (2.50) e (2.51)

sup

{

∥R(−¸ + iÀ, A)∥L(X) | ¸ g 0, À ∈
[

−
(a

b

)b/(a+b)
,
(a

b

)b/(a+b)
]}

<∞.

Agora, para À ∈ R com |À| >
(

a
b

)b/(a+b)
, vamos estimar

{

∥R(−¸ + iÀ, A)∥L(X)

}

pelo supremo

de s 7→ (¸ + s−a + i(sb − À)−1 e sua derivada, ou seja,

sup
s>1

1

|¸ + s−a + i(sb − À)| + sup
s>1

as−a−1 + bsb−1

|¸ + s−a + i(sb − À)|2

f 2 sup
s>1

1

s−a + |sb − À| + 2 sup
s>1

as−a−1 + bsb−1

s−2a + |sb − À|2 . (2.52)

Note que

sup
1<sf|À|1/b

1

s−a + |sb − À| f |À|a/b f g(À)

e s 7→ 1
s−a+|sb−À|

é decrescente em s > |À|1/b >
(

a
b

)1/(a+b)
, logo a primeira parcela de (2.52) é

majorada por g(À) para |À| >
(

a
b

)b/(a+b)
. Para a segunda parcela, com |À| >

(

a
b

)b/(a+b)
> 1 e

s ∈ (1, (|À|+ 1/2)1/b), temos

as−a−1 + bsb−1

s−2a + |sb − À)|2 f asa−1 + bsb−1+2a f C|À| b−1+2a
b ,

e para s > (|À|+ 1/2)1/b,

as−a−1 + bsb−1

s−2a + |sb − À)|2 ≲
1

(sb − À)2
≲ g(À).

Assim, combinando as estimativas anteriores, para cada ¸ > 0 e À ∈ R,

∥(¸ − iÀ +A)−1∥L(X) ≲ |À| b−1+2a
b .

Agora seja t ∈ [1,∞), temos então

∥T (t)∥L(X) ≃ sup
k∈{0,1}

sup
s∈(1,∞)

∣

∣

∣

∣

dk

dsk
e−tφ(s)

∣

∣

∣

∣

≃ sup
s∈(1,∞)

|ibsb−1te−ts−a − as−a−1te−ts−a |

≃ sup
s∈(1,∞)

sb−1te−ts−a ≃ t1−
1−b
a ,

para constantes implícitas que não dependem de t. Pela Proposição 2.4.2, para todo t ∈ [1,∞) e

para cada Ä ∈ [0,∞) e Ä ∈ [0, Äb/(b− 1 + 2a))

∥T (t)∥L(Xτ ,X) ≲ t1−
1−b
a

−Ä.
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Por outro lado, de maneira explícita, obtemos

∥T (t)∥L(Xτ ,X) ≃ sup
k∈{0,1}

sup
s∈(1,∞)

∣

∣

∣

∣

dk

dsk

(

e−tφ(s)φ(s)−Ä
)

∣

∣

∣

∣

≃ sup
s∈(1,∞)

sb−1−bÄ te−ts−a ≃ t1−
1−b+τb

a .

o que mostra que ∥T (·)∥L(Xτ ,X) decai mais rapidamente do que o resultado da Proposição 2.4.2

prevê, observe também que ∥T (t)∥L(Xτ ,X) ∈ L1[0,∞) se, e somente se, Ä > b−1+2a
b .
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Apêndice A

Teoria de Semigrupos

Neste apêndice vamos apresentar os resultados elementares da teoria de Semigrupos de

operadores lineares.

Definição A.0.1. Seja X um espaço de Banach. Uma família de operadores T (t) a um

parâmetro t ∈ [0,∞), onde T (t) : X → X é linear e limitado é um C0-semigrupo se

1. T (0) = I

2. T (t+ s) = T (t)T (s), para todo t, s g 0 (propriedade de semigrupo)

3. limt→0+ T (t)x = x, para todo x ∈ X (propriedade de continuidade)

Definição A.0.2. Um operador linear A : X → X definido por

1.

D(A) =

{

x ∈ X; lim
t→0+

T (t)x− x

t
existe

}

2.

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x

t
, x ∈ D(A)

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo T (t)

Teorema A.0.1. Seja T (t) um C0-semigrupo. Então existem constantes M g 1 e É g 0 tais

que

∥T (t)∥L(X) fMeÉt, 0 f t <∞

Demonstração. Vamos mostrar que existe t1 > 0 tal que ∥T (t)∥L(X) é limitado para t ∈ [0, t1].

Pelo princípio de limitação uniforme, T (t) é pontualmente limitado pois é um semigrupo de

operadores lineares e limitados, logo é uniformemente limitado, o que implica

∥T (t)∥L(X) fM ∀t ∈ [0, t1].

89
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Como T (0) = I e ∥T (0)∥L(X) = 1, segue-se que M g 1. Agora, defina É := ln(M)/t1 g 0; dado

t g 0, escreva t = nt1 + ¶, onde ¶ ∈ [0, t1]. Pela propriedade de semigrupo, segue-se que

∥T (t)∥L(X) = ∥T (nt1 + ¶)∥L(X)

= ∥T (nt1)T (¶)∥L(X)

= ∥Tn(t1)T (¶)∥L(X) f ∥T (t1)∥nL(X)∥T (¶)∥L(X) fMnM =Mn+1.

Agora note que n = t
t1

− ¶
t1

, o que implica n f t
t1

, e como M g 1, segue-se que Mn f M
t
t1 .

Uma vez que É = ln(M)1/t1 , temos M
1
t1 = eÉ, o que implica M

t
t1 = etÉ

Proposição A.0.1. Se T (t) é um C0-semigrupo, então ∀x ∈ X, a função t 7→ T (t)x é contínua

de [0,∞) → X.

Demonstração. Sejam t, h g 0 e note que

∥T (t+h)x−T (t)x∥X = ∥T (h)T (t)x−T (t)x∥X f ∥T (t)∥L(X)∥T (h)x−x∥X fMeÉt∥T (h)x−x∥X ;

fazendo h→ 0+ e usando a propriedade (3) de semigrupos o resultado se segue.

Teorema A.0.2. Sejam (T (t))tg0 um C0-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Então

i) Para x ∈ X, vale

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t
T (s)xds = T (t)x.

ii) Para x ∈ X, valem
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A)

e

A

(∫ t

0
T (s)xds

)

= T (t)x− x.

iii) Para x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e vale

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

iv) Para x ∈ D(A), vale

T (t)x− T (s)x =

∫ t

s
AT (Ä)xdÄ =

∫ t

s
T (Ä)AxdÄ.

Demonstração. Note que as propriedades (ii) e (iv) são análogas aos teoremas do cálculo para

funções reais.

i) Note que
∥

∥

∥

∥

1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− T (t)x

∥

∥

∥

∥

X

f 1

h

∫ t+h

t
∥T (s)x− T (t)x∥Xds.
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Como t 7→ T (t)x é contínua, segue-se que a medida que h→ 0, s→ t (já que t f s f t+h),

e portanto ∥T (s)x− T (t)x∥X → 0. Por continuidade uniforme,

∥

∥

∥

∥

1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− T (t)x

∥

∥

∥

∥

X

→ 0.

ii) Sejam x ∈ X e h > 0, e observe que

T (h)− I

h

(∫ t

0
T (s)xds

)

=
1

h

∫ t

0
T (h+ s)xds− 1

h

∫ t

0
T (s)xds. (A.1)

Fazendo h+ s = s′ na primeira integral do lado direito acima, temos

1

h

∫ t

0
T (h+ s)xds =

1

h

∫ h+t

h
T (s)xds.

Agora vamos usar as identidades

∫ t+h

h
=

∫ t+h

0
−
∫ h

0
e

∫ t

0
=

∫ t+h

0
−
∫ t+h

t

para reescrever as integrais em (A.1):

1

h

∫ t

0
T (h+ s)xds− 1

h

∫ t

0
T (s)xds =

1

h

(∫ t+h

0
T (s)xds−

∫ h

0
T (s)xds

)

− 1

h

(∫ t+h

0
T (s)xds−

∫ t+h

t
T (s)xds

)

.

Assim
T (h)− I

h

(∫ t

0
T (s)xds

)

=
1

h

∫ t+h

t
T (s)xds− 1

h

∫ h

0
T (s)xds,

e tomando o limite quando h→ 0+, temos

T (h)− I

h

(∫ t

0
T (s)xds

)

= T (t)x− x.

iii) Sejam agora x ∈ D(A) e h > 0. Então,

T (h)− I

h
T (t)x =

T (h+ t)x− T (t)x

h
=
T (t)T (h)x− T (t)x

h
= T (t)

T (h)− I

h
x,

e tomando o limite quando h → 0+, temos A(T (t)x) = T (t)Ax e T (t)x ∈ D(A). Note que

esse cálculo também mostra que

d+

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax,

onde d+

dt indica a derivada a direita. Vamos verificar que a derivada a esquerda também
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existe e vale AT (t)x. Se t > 0, então

lim
h→0+

[(

T (t)x− T (t− h)x

h

)

−AT (t)x

]

= lim
h→0+

[(

T (t+ h− h)x− T (t− h)x

h

)

+ T (t− h)Ax− T (t− h)Ax−AT (t)x

]

= lim
h→0+

T (t− h)

(

T (h)x− x

h
−Ax

)

+ lim
h→0+

(T (t− h)Ax− T (t)Ax) .

O primeiro limite na última igualdade é zero, pois x ∈ D(A) e ∥T (t−h)∥L(X) é limitado em

0 f h f t, enquanto que o segundo limite é zero, pois T (t− h) é contínua.

iv) Usando o item iii), temos

∫ t

s

d

dÄ
T (Ä)xdÄ = T (t)x− T (s)x =

∫ t

s
T (Ä)AxdÄ.

Proposição A.0.2. Se A é o gerador de um C0-semigrupo (T (t))tg0, então D(A) é denso em

X e A é um operador fechado.

Demonstração. Para cada x ∈ X, e para cada t > 0, defina

xt :=
1

t

∫ t

0
T (s)xds.

Segue-se do Teorema (A.0.2) que xt ∈ D(A) e que limt→0 xt = x, e isso conclui a densidade.

Para mostrar que A é fechado, dada uma sequência (xn)n tal que xn → x e Axn → y, devemos

mostrar que x ∈ D(A) e que Ax = y. Pelo item iv) do Teorema (A.0.2)

T (t)xn − xn =

∫ t

0
T (s)Axnds.

Note que T (s)Axn → T (s)y uniformemente em cada intervalo compacto, logo podemos tomar o

limite quando n→ ∞ e escrever

T (t)x− x =

∫ t

0
T (s)yds =⇒ T (t)x− x

t
=

1

t

∫ t

0
T (s)yds.

Fazendo t → 0+, temos Ax = y, e como limt→0+ t
−1(T (t) − I)x existe, concluímos a

demonstração.

Teorema A.0.3. Sejam T (t) e S(t) C0-semigrupos de operadores lineares e limitados com

geradores A e B respectivamente. Se A = B, então T (t) = S(t) para todo t g 0

Demonstração. Seja x ∈ D(A) = D(B). Usaremos o item iii) do Teorema (A.0.2). Como

x ∈ D(B), S(s)x ∈ D(B) = D(A), logo T (t)S(s)x ∈ D(A) para todo t g 0; em particular,
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substituindo t por t − s em T (t)S(s) temos T (t − s)S(s)x ∈ D(A). Como a função s 7→
T (t− s)S(s)x é diferenciável, obtemos

d

ds
T (t− s)S(s)x = −AT (t− s)S(s)x+ T (t− s)BS(s)x

= −T (t− s)AS(s)x+ T (t− s)AS(s)x = 0 =⇒ T (t− s)S(s)x = cte.

Portanto, os valores de T (t− s)S(s)x quando t = s e quando s = 0 são os mesmos, o que mostra

que T (0)S(t)x = T (t)s(0)x. Como D(A) é denso, o resultado se segue.

Vamos dar alguns exemplos de C0-semigrupos.

Exemplo A.0.1. Seja p ∈ [1,∞) e considere f ∈ Lp(R). Defina

(T (t)f)(x) = f(x+ t), x ∈ R, t g 0.

Então, (T (t))tg0 é uma isometria linear em Lp(R). A família (T (t))tg0 é chamada semigrupo

das translações, seu gerador é o operador com domínio D(A) = W 1,p(R), onde W 1,p(R) é o

espaço de Sobolev de ordem (1, p), i.e,

W 1,p(R) = {f : R → R | f ∈ Lp(R) e f ′ ∈ Lp(R)}

onde a derivada acima deve ser interpretada no sentido das distribuições, e a ação de A é dada

por Af = f ′.

Exemplo A.0.2. Considere o núcleo do calor K : [0,∞)× R → R dado por

Kt(x) =
1√
4Ãt

e−
x2

4t .

Da teoria de aproximações da identidade [17], sabemos que se f ∈ Lp(R) para algum p ∈ [1,∞),

então

lim
t→0+

(Kt ∗ f)(x) = f(x),

onde a convergência acima se dá na norma Lp(R). Considere a família de operadores (T (t))tg0

em Lp(R), dada por






(T (t)f)(x) = (Kt ∗ f)(x), t > 0

(T (0)f)(x) = f(x).

Então, (T (t))tg0 é um C0-semigrupo e seu gerador é dado por Af = −△f , cujo domínio é

D(A) =W 2,p(R).



Apêndice B

Tópicos de Interpolação de Operadores

Neste apêndice vamos reunir alguns resultados sobre interpolação de operadores em Lp(Rn).

Seja f ∈ Lp(Rn) com p ∈ [1,∞), e denote por E³ = {x ∈ R
n | |f(x)| > ³}, e df (³) = µ(E³).

Nesse caso,

∥f∥pLp(Rn) g
∫

Eα

|f(x)|pdx g ³pdf (³),

e portanto

df (³) f
∥f∥pLp(Rn)

³p
. (B.1)

Observe que podemos usar a função df (³) para calcular a norma Lp da função f como se segue:

∥f∥pLp =

∫

Rn

|f(x)|pdx =

∫

Rn

(

∫ |f(x)|

0
p³p−1d³

)

dx

=

∫ ∞

0
p³p−1

(

∫

|f |>³
dx

)

d³

=

∫ ∞

0
p³p−1df (³)d³.

Dadas as funções f e g, considere os conjuntos

{x | |f + g| > ³+ ´}, {x | |f | > ³} e {x | |g| > ´}.

Nesse caso, se x é tal que |f(x)| f ³ e |g(x)| f ´ simultaneamente, então

|f(x) + g(x)| f |f(x)|+ |g(x)| f ³+ ´,

o que implica

x ∈ {x | |f(x) + g(x)| f ³+ ´}.

Isso mostra que

{x | |f(x)| f ³} ∩ {x | |g(x)| f ´} ¢ {x | |f(x) + g(x)| f ³+ ´}.

94
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Tomando o complementar, obtemos

{x | |f + g| > ³+ ´} ¢ {x | |f | > ³} ∪ {x | |g| > ´},

e em particular,

df+g(³+ ´) f df (³) + dg(´). (B.2)

Definição B.0.1. Seja p ∈ [1,∞), definimos o espaço Lp(Rn) fraco, ou Lp
weak(R

n), como o

conjunto das funções f : Rn → R tal que

∥f∥Lp
weak

:= inf{C > 0 | df (³) f
Cp

³p
, ∀³ > 0} (B.3)

é finito. Se p = ∞ definimos L∞
weak(R

n) = L∞(Rn).

Por (B.1), segue-se que toda função em Lp(Rn) pertence ao espaço Lp
weak(R

n) mas não é uma

inclusão própria, pois |x|−n/p ∈ Lp
weak(R

n) mas |x|−n/p /∈ Lp(Rn).

O espaço Lp
weak(R

n) é um espaço quasi-normado; de fato, (B.3) satisfaz

1. ∥kf∥Lp
weak

= |k|∥f∥Lp
weak

∀k ∈ C.

2. ∥f + g∥Lp
weak

f C(∥f∥Lp
weak

+ ∥g∥Lp
weak

).

3. ∥f∥Lp
weak

= 0 =⇒ f = 0 µ− q.t.p.

Para uma demonstração detalhada de 2 sugerimos [17].

A grande vantagem de se usar os espaços Lp-fraco está no estudo e problemas de interpolação.

Teorema B.0.1. Sejam 1 f p < q f ∞ e seja f ∈ Lp
weak(R

n) ∩ Lq
weak(R

n). Então, f ∈ Lr(Rn)

para r ∈ (p, q) e vale

∥f∥Lr f
(

r

r − p
+

r

q − r

)1/r

∥f∥¹1
Lp
weak

∥f∥¹2
Lq
weak

(B.4)

onde

¹1 =

1
r − 1

q
1
p − 1

q

, e ¹2 =

1
p − 1

r
1
p − 1

q

.

Demonstração. •Caso q <∞. Note que, por (B.3), vale

df (³) f
∥f∥p

Lp
weak

³p
, df (³) f

∥f∥q
Lq
weak

³q
, ∀³ > 0

e portanto

df (³) f min

(∥f∥p
Lp
weak

³p
,
∥f∥q

Lq
weak

³q

)

.

Procurando ³ de modo que
∥f∥p

Lp
weak

³p
f

∥f∥q
Lq
weak

³q
,
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encontramos

³ f A :=

(∥f∥q
Lq
weak

∥f∥p
Lp
weak

)

1
q−p

Neste caso,

∥f∥rLr = r

∫ ∞

0
³r−1df (³)d³ f r

∫ ∞

0
³r−1min

(∥f∥p
Lp
weak

³p
,
∥f∥q

Lq
weak

³q

)

d³

= r

∫ A

0
³r−1

∥f∥p
Lp
weak

³p
d³+ r

∫ ∞

A
³r−1

∥f∥q
Lq
weak

³q
d³

= r∥f∥p
Lp
weak

³r−p

r − p

∣

∣

∣

∣

∣

A

0

+ r∥f∥q
Lq
weak

³r−q

r − q

∣

∣

∣

∣

∣

∞

A

=
r

r − p
∥f∥p

Lp
weak

Ar−p +
r

q − r
∥f∥q

Lq
weak

Ar−q.

Substituindo o valor de A e rearrajando, chegamos em (B.4).

•Caso q = ∞. Nesse caso, L∞
weak = L∞ e f ∈ Lp

weak ∩ L∞; logo, se ³ > ∥f∥L∞ , então

df (³) = 0, e temos

∥f∥rLr f r

∫ ∥f∥L∞

0
³r−1−p∥f∥p

Lp
weak

d³

= r∥f∥p
Lp
weak

³r−p

r − p

∣

∣

∣

∣

∣

∥f∥L∞

0

=
r

r − p
∥f∥p

Lp
weak

∥f∥r−p
L∞ .

Definição B.0.2. Diremos que um operador linear T é do tipo forte (p, q) se T : Lp(Rn) →
Lq(Rn) for limitado. Diremos que T é do tipo fraco (p, q) se T : Lp(Rn) → Lq

weak(R
n) for

limitado no seguinte sentido: existe C > 0 tal que

³dTf (³)
1/q f C∥f∥Lp , ∀ ³ > 0

Definição B.0.3. Um operador T é dito subaditivo (ou sublinear) se, para todos f , g e para

todo ¼ ∈ C, vale

|T (f + g)| f |T (f)|+ |T (g)| e |T (¼)| = |¼||T (f)|.

Teorema B.0.2. (Interpolação de Marcinkiewicz) Sejam 1 f pi f qi f ∞, i ∈ {1, 2} e q1 ̸= q2.

Seja T um operador subaditivo de tipo fraco (pi, qi). Então, T é de tipo forte (p, q), onde

(

1

p
,
1

q

)

= (1− t)

(

1

p1
,
1

q1

)

+ t

(

1

p2
,
1

q2

)

, t ∈ [0, 1]

Demonstração. Vamos demonstrar apenas o caso em que p1 = q1 e p2 = q2 com p1 < p2 e

qi <∞, para o caso geral sugerimos [19]. Fixe ³ > 0 e seja f ∈ Lp(Rn), onde p ∈ (p1, p2)
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Vamos reescrever f = f1 + f2, onde

f1(x) =







f(x) se |f(x)| > ³

0 se |f(x)| f ³

e

f2(x) =







0 se |f(x)| > ³

f(x) se |f(x)| f ³;

a ideia é decompor f em uma parte "grande"(onde |f | > ³) e uma parte "pequena"(onde

|f | f ³), usar a subaditividade de T e estimar a propriedade desejada separadamente para f1 e

para f2. Sejam s, r tal que s f p f r, e note que

∫

Rn

|f1(x)|sdx =

∫

Rn

|f1(x)|p|f1(x)|s−pdx f ∥f∥pLp³
s−p

∫

Rn

|f2(x)|rdx =

∫

Rn

|f2(x)|p|f2(x)|r−pdx f ∥f∥pLp³
r−p.

Fazendo s = p1 e r = p2 concluímos que f1 ∈ Lp1(Rn) e f2 ∈ Lp2(Rn). Pela subaditividade de T

e por (B.2), obtemos

dTf (³) f dTf1(³/2) + dTf2(³/2) (B.5)

Como por hipótese T é do tipo fraco (p1, p1) e do tipo fraco (p2, p2), existem C1 e C2 tais que

³p1dTf1(³) f C1∥f1∥p1Lp1 e ³p2dTf2(³) f C2∥f2∥p2Lp2 ,

e assim

dTf1(³/2) f
C1

(³/2)p1

∫

Rn

|f1(x)|p1dx =
C1

(³/2)p1

∫

|f |>³
|f(x)|p1dx (B.6)

dTf2(³/2) f
C2

(³/2)p2

∫

Rn

|f2(x)|p2dx =
C2

(³/2)p2

∫

|f |f³
|f(x)|p2dx. (B.7)

Agora, substituindo (B.6) e (B.7) em (B.5), obtemos

dTf (³) f
C1

(³/2)p1

∫

|f |>³
|f(x)|p1dx+

C2

(³/2)p2

∫

|f |f³
|f(x)|p2dx. (B.8)
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Multiplicando ambos os membros de (B.8) por p³p−1 e integrando com respeito a ³, temos

∥Tf∥pLp =

∫ ∞

0
p³p−1dTf (³)d³

f 2p1C1p

∫ ∞

0
³p−p1−1

∫

|f |>³
|f(x)|p1dxd³+ 2p2C2p

∫ ∞

0
³p−p2−1

∫

|f |f³
|f(x)|p2dxd³

= 2p1C1p

∫

Rn

∫ |f(x)|

0
³p−p1−1d³|f(x)|p1dx+ 2p2C2p

∫

Rn

∫ ∞

|f(x)|
³p−p2−1d³|f(x)|p2dx

= 2p1C1p

∫

Rn

³p−p1

p− p1

∣

∣

∣

∣

∣

|f(x)|

0

|f(x)|p1dx+ 2p2C2p

∫

Rn

³p−p2

p− p2

∣

∣

∣

∣

∣

∞

|f(x)|

|f(x)|p2dx

= 2p1C1
p

p− p1

∫

Rn

|f(x)|pdx− 2p2C2
p

p− p2

∫

Rn

|f(x)|pdx

=

(

2p1C1
p

p− p1
+ 2p2C2

p

p2 − p

)

∥f∥pLp .

Isso conclui a demonstração de que T é do tipo forte (p, p).

Para o que se segue, iremos decompor R
n em cubos diádicos da seguinte forma: seja Λ0 a

malha de cubos unitários com vértices em Z
n; nesse caso, Rn pode ser decomposto como uma

união disjunta (com interiores disjuntos) de elementos de Λ0 e podemos refinar tal decomposição

pondo, para cada k ∈ Z, a malha Λk := 2−kΛ0.

Teorema B.0.3. (Decomposição de Calderón-Zygmund) Sejam f não negativa e integrável em

R
n e ³ > 0. Então, existe uma decomposição de R

n tal que

1. R
n = F ∪ Ω, F ∩ Ω = ∅.

2. f(x) f ³, µ− q.t.p em F .

3. Ω = ∪kQk, onde Qk são cubos com interiores disjuntos tais que

³ <
1

µ(Qk)

∫

Qk

f(x)dx f 2n³. (B.9)

Mais ainda, se f = g + b, onde

g(x) =











f(x), se x ∈ F

1

µ(Qj)

∫

Qj

f(x)dx, se x ∈ Qj ,

e

b(x) =
∑

j

(

f(x)− 1

µ(Qj)

∫

Qj

f(x)dx

)

ÇQj (x),

então:

1. g(x) f 2n³ µ− q.t.p em R
n;

2. b(x) = 0 para todo x ∈ F e
∫

Qj
b(x)dx = 0 para cada j ∈ N.
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Demonstração. Para cada k ∈ Z seja Λk := 2−kΛ0 a malha de cubos diádicos. Uma vez que f

é integrável em R
n, a integral em um cubo Q ∈ Λk é limitada pela norma L1(R) de f . Escolha

k0 ∈ Z de modo que para todo Q ∈ Λk0 vale

1

µ(Q)

∫

Q
f(x)dx f ³. (B.10)

A partir deste k0 escolhido, vamos refinar a malha Λk0 usando o seguinte processo: divida o cubo

Q ∈ Λk0 em 2n partes e seja Q′ um subcubo de Q. Existem duas possibilidades para Q′; ou a

média de f sobre Q′ é maior do que ³ ou é menor ou igual a ³. Se por acaso o primeiro ocorrer,

mantenha Q′, senão divida Q′ novamente em 2n partes e repita o processo. Ao final teremos

uma coleção de cubos Q onde
1

µ(Q)

∫

Q
f > ³, ∀ Q ∈ Q.

Note que, dado um cubo Q ∈ Q, existe um cubo Q′ que contém Q e que não foi escolhido no

passo imediatamente anterior mencionado (pois senão (B.10) seria falso). Nesse caso, se Q′ tem

lado 2−k para algum k ∈ Z, então Q tem lado 2−k−1 e vale

³ <
1

µ(Q)

∫

Q
f f µ(Q′)

µ(Q)

1

µ(Q′)

∫

Q′

f f 2n³, (B.11)

defina

Ω :=
⋃

Q∈Q

Q e F := Ωc

e observe que se x ∈ F , então existe uma sequência de cubos Qj que não foram escolhidos durante

o processo mencionado de forma que diam(Qj) → 0 e tal que x ∈ Qj para todo j ∈ N, e

1

µ(Qj)

∫

Qj

f f ³. (B.12)

Pelo Teorema da Diferenciação de Lebesgue [17] a integral em (B.12) converge em quase todo

ponto para f(x) quando µ(Qj) → 0. Por fim (B.9) é consequência de (B.11).

Vamos falar sobre um resultado importante que é usado na demonstração do Teorema 1.4.2

(Teorema do multiplicador de Mikhlin).

Considere o operador T definido por

Tf(x) = F−1(K̂f̂)(x), f ∈ S(Rn) (B.13)

onde K̂ satisfaz as seguintes hipóteses:

1. K̂ ∈ L∞(Rn);

2. existe k ∈ L1
loc(R

n \ {0}) tal que para toda f ∈ C∞
c (Rn),

Tf(x) = k ∗ f(x), µ− q.t.p x /∈ supp(f),
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e k satisfaz a condição, conhecida como condição de Hörmander

∫

|x|>2|y|
|k(x− y)− k(x)|dx f C, ∀ y ∈ R

n (B.14)

onde C > 0.

Proposição B.0.1. Seja k : Rn \ {0} → C uma função de classe C1(Rn) que satisfaz

|∇k(x)| f C|x|−n−1 ∀x ̸= 0. (B.15)

Então, k satisfaz a condição de Hörmander em (B.14)

Demonstração. Primeiro observe que

d

dt
k(x− ty) = −y · ∇k(x− ty),

e portanto

k(x− y)− k(x) = −
∫ 1

0
y · ∇k(x− ty)dt.

Tomando o módulo

|k(x− y)− k(x)| f |y|
∫ 1

0
|∇k(x− ty)|dt,

e usando a hipótese (B.15), vem

|k(x− y)− k(x)| f |y|
∫ 1

0

C

|x− ty|n+1
dt. (B.16)

Pela desigualdade triangular, |x− ty| g |x|− t|y|, e como (1− t)|y| g 0, segue-se que |y| g t|y|, o

que implica −t|y| g −|y|, e portanto |x|−t|y| g |x|−|y|. Como queremos estimar a integral para

|x| > 2|y|, temos −|y| > −|x|/2, o que implica |x| − |y| > |x|/2. Combinando as desigualdades

anteriores, segue-se ∀t ∈ [0, 1] que |x − ty| > |x|/2, substituindo tal desigualdade em (B.16),

obtemos

|y|
∫ 1

0

C

|x− ty|n+1
dt f |y|

∫ 1

0

2C

|x|n+1
dt =

|y|C
|x|n+1

.

Por fim,
∫

|x|>2|y|
|k(x− y)− k(x)|dx f C|y|

∫

|x|>2|y|

1

|x|n+1
dx <∞,

pois |x|³ ∈ L1(Rn \B(0, 1)) para todo ³ > n.

Teorema B.0.4. Suponha que T seja um operador linear como em (B.13), onde K̂ ∈ L∞(Rn),

e que satisfaz a condição de Hörmander (B.14). Então, para todo ³ > 0,

³dTf (³) f C1∥f∥L1(Rn), ∀ f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn). (B.17)

Mais ainda, T se estende a um operador linear limitado T : Lp(Rn) → Lp(Rn) para todo

p ∈ (1,∞).
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Demonstração. Para a demonstração de (B.17) referimos [1], Vamos mostrar apenas que T se

estende a um operador limitado em Lp para p ∈ (1,∞). Primeiro note que T ∈ L(L2(Rn)) (pois

M2,2 = L∞), e que portanto T é do tipo fraco (2, 2). Por (B.17), segue-se que T é do tipo fraco

(1, 1), e portanto pelo Teorema B.0.2, T ∈ L(Lp(Rn)) para todo p ∈ (1, 2). Resta demonstrar o

resultado para p > 2. Note que ∀f, g ∈ S(Rn)

∫

Rn

Tf(x)g(x)dx =

∫

Rn

F(Tf)(À)F(g)(À)dÀ =

∫

Rn

K̂(À)f̂(À)ĝ(À)dÀ =

∫

Rn

f̂(À)K̂(À)ĝ(À)dÀ,

onde usamos o Teorema de Plancherel. Definindo T̃ f = F−1(K̂(À)f̂(À)) para f ∈ S(Rn), temos

∫

Rn

f̂(À)K̂(À)ĝ(À)dÀ =

∫

Rn

f(x)T̃ g(x)dx.

Agora, para todas f, g ∈ C∞
c (Rn) com suportes disjuntos vale

∫

Rn

Tf(x)g(x)dx =

∫

Rn

∫

Rn

k(x− y)f(y)dy g(x)dx =

∫

Rn

f(y)

∫

Rn

k(x− y)g(x)dxdy;

logo, se g ∈ C∞
c (Rn), temos

T̃ g(x) =

∫

Rn

k(y − x)g(y)dy

para quase todo ponto x /∈ supp(g), onde k̃(z) = k(−z), z ̸= 0, satisfaz a condição de Hörmander

(B.14). Isso implica T̃ ∈ L(Lq(Rn)) para todo 1 < q f 2. Agora, por dualidade (com 1 < q′ f 2)

∥Tf∥Lq = sup
g∈Lq′ ,∥g∥q′=1

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

Tf(x)g(x)dx

∣

∣

∣

∣

= sup
g∈Lq′ ,∥g∥q′=1

∣

∣

∣

∣

∫

Rn

f(x)T̃ g(x)dx

∣

∣

∣

∣

f C∥f∥q

implicando T ∈ L(Lq(Rn)) para todo 2 f q <∞.
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