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Resumo

Estudamos a estabilidade polinomial de Cy-semigrupos utilizando duas ferramentas principais:
os multiplicadores de Fourier e o tipo de Fourier de um espago de Banach. Para esse estudo,
apresentamos todos os pré-requisitos necessarios e consideramos o resolvente do gerador de
um Cp-semigrupo, bem como suas poténcias, como um multiplicador de Fourier a valores em
um espago de Banach. A caracterizagdo da estabilidade polinomial de um Cp-semigrupo é
entdo obtida por meio de certos multiplicadores de Fourier. Como consequéncia, estudamos
o decaimento polinomial para espagos de Banach que possuem tipo de Fourier p € [1,2].

Palavras Chaves: taxas de decaimentos; Cy-semigrupos; multiplicadores de fourier; tipo de

fourier.



Abstract

We study the polynomial stability of Cy-semigroups using two main tools: Fourier multipliers
and the Fourier type of a Banach space. For this study, we present all the necessary prerequisites
and consider the resolvent of the generator of a Cy-semigroup, as well as its powers, as a Fourier
multiplier taking values in a Banach space. The characterization of the polynomial stability of a
Cp-semigroup is then obtained through certain Fourier multipliers. As a consequence, we study
the polynomial decay for Banach spaces that have Fourier type p € [1, 2].

Keywords: decay rates; Cy-semigroups; fourier multipliers; fourier type.
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Introducao

Contexto Historico

Uma questao importante no estudo das equagoes diferenciais consiste em determinar o
comportamento assintético das solugoes. Nesse contexto, surge uma pergunta natural: a solugao
de uma determinada equagao atinge o equilibrio? E, em caso afirmativo, com qual velocidade?

Para equactes diferenciais parciais que podem ser reescritas como equacoes de evolugao
lineares, ¢ bem conhecido que o comportamento das solugoes ao longo do tempo pode ser
analisado por meio das propriedades espectrais do gerador infinitesimal do semigrupo associado.
A teoria assintética de semigrupos fornece ferramentas relevantes para estudar a convergéncia

das solugbes do problema abstrato de Cauchy:

(1)

Sabemos que a equagao (1) possui uma tnica solugao para cada x € X, onde X é um espago de
Banach, e que essa solucao depende continuamente do dado inicial = se, e somente se, —A for o
gerador infinitesimal de um Cp-semigrupo (T'(¢))i>0 em X, (para mas detalhes veja [16]). Nesse
caso, a solugao tnica de (1) é dada por u(t) = T'(¢t)u(0), V¢t > 0. Além disso, se z € D(A), entao
u € C1([0,00); X) (Proposicao 11.6.2 de [16]).

Na teoria classica das equacoes diferenciais ordinarias, em que X possui dimensao finita,
o critério de estabilidade de Lyapunov (Teorema 2.10 de [16]) ¢ uma ferramenta poderosa
para estudar o comportamento assintotico de (1). No entanto, esse critério nao se aplica, em
geral, quando X é de dimenséo infinita. Nesse contexto, o comportamento assintético pode ser
analisado por meio das propriedades espectrais do gerador infinitesimal A e do comportamento
da norma do operador resolvente, um exemplo importante é o Teorema de Gearhart-Priiss, no

caso de X ser um espago de Hilbert (veja o Teorema 2.2.2)

Teorema 1. Seja X um espago de Hilbert e (T'(t))i>0 um Co-semigrupo limitado, sendo A seu
gerador infinitesimal. Entao (T(t))i>0 € exponencialmente estdvel se, e somente se, iR C p(A)

e sup,cp || R(is, A)|| < oo.
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E importate observar que uma cota uniforme para o resolvente nao é suficiente para garantir
estabilidade exponencial em espagos de Banach gerais (Veja o contraexemplo IV.2.7 de [16]).
Nos trabalhos [13], [23] e [24] foi levantada a questdo sobre a relagado entre o crescimento da
norma do resolvente do gerador e o decaimento do semigrupo. Mais precisamente, assumindo
que 0(A) C Cy em (1), mas ||R(is, A)|lz(x) — oo a medida que |s| — oo, conclui-se que o
semigrupo (7'(t))¢>0 néo é exponencialmente estavel.

Até 2010, muita atengao foi dedicada & investigacao de taxas de decaimento polinomiais para

semigrupos. Em [5], foi demonstrado o seguinte resultado:

Teorema 2. (Teorema 3.5 em [5]) Seja X um espago de Banach e (T'(t))i>0 um semigrupo
limitado definido em X com gerador infinitesimal —A tal que o(A)NiR = (). Seja s > 0 e ponha

M(s) = sup [|(i€ + A) "l (x)-
l€1<s
Se existem C, 3 > 0 tais que M(s) < C(1 + s)?, entdo para cada e > 0 existe C. > 0 tal que,
para cada t >0
_1
IT(#)(1+ A) Y| gix) < Ot 77

Em [25], foram obtidas estimativas melhores para o Teorema 2 no caso em que X é um espago
de Hilbert.

Teorema 3. (Teorema 2.1 em [25]) Seja X um espago de Hilbert e (T'(t))i>0, A e M como no
Teorema 2. Entio, se existem C,[3 > 0 tais que M(s) < C(1 + ), vale

log(2 + )5+
IT()(1+ A) " zx) = O (g(:)> |t — oo
B

Em [6], foi estendido o Teorema 2 para o caso em que a norma do operador resolvente possui

crescimento arbitrario

Teorema 4. (Teorema 1.5 de [6]) Sejam X um espago de Banach e (T(t))i>0 um semigrupo
limitado em X com gerador —A tal que o(A) NiR = 0. Seja M : (0,00) — (0,00) dada por

M(s) = supjg|<, (i€ + A)7 Yl g(x), entdo existe uma constate positiva C tal que

1
| T(t)(1 + A)*1||£(X) =0 (M‘l(Ct)> , t— oo.

log

onde Mlggl ¢ a inversa a direita de Mog(s) == M (s)(log(1+4 M(s)) +1log(1+s)). Em particular,

se M(s) < C(1+ s)? para todo B >0 e C >0, entdo

() /6
1T+ A) Y zx) = O (1 gf“) |t — 0.

Ainda em [6], foi conjecturado que a corregao logaritmica poderia ser removida no caso de

espacos de Hilbert, embora nao se pudesse esperar taxas melhores que (Mlgg(Ct))_l em espacos
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de Banach gerais. Em [10], essa conjectura foi parcialmente resolvida, demonstrou-se que, no
caso em que a norma do operador resolvente possui crescimento dado por alguma lei de poténcia,
a correcao logaritmica é de fato 6tima em espacgos de Banach gerais. No entanto, para o caso
de espagos de Hilbert, foi demonstrado que a correcao logaritmica pode ser descartada conforme

mostra o seguinte Teorema:

Teorema 5. (Teorema 2.4 de [10]) Sejam X um espago de Hilbert e (T'(t))i>0 um Co-semigrupo
limitado com gerador —A tal que iR C p(A). Entao, dado 8 > 0, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes
L |[(is + A) Ml gx) = O(1s]7), [s| = oo
_1
2. |IT()(1+ A)_1||£(X) =0(t 8), t— 0.

Procurando responder a tal conjectura para uma classe maior de fungoes, em [7] foi obtido o

seguinte resultado

Teorema 6. (Teorema 1.1 de [7]) Sejam X um espago de Hilbert e (T'(t))i>0 um Co-semigrupo
limitado em X com gerador —A tal que iR C p(A). Sejam B >0 e b > 0, entdo sao equivalentes

L (a) (s + A) Yz = O(s? log(|s)~), |s] — oo,
(5) [IT(#)(1+ A) Y| x) = Ot log(t) " #), t— oo,

2. Se ||(is+ A) " Hlgx) = O(|s|?log(|s])?), |s| — oo. Entdo, para cada € > 0

IT@)(1+ A) Y o) = O 7 log(t)5+9), ¢ — oo

Finalmente, em [31], o resultado do Teorema 6 foi estendido para uma classe mais geral
de fungoes, a saber, as de crescimento positivo. Diz-se que uma fungdo continua crescente

M : (0,00) — (0,00) é de crescimento positivo se existem o > 0, C' € (0,1] e so > 0 tais que

M(\s)
M(s)

ZCAaa)\Zl,SZSO

Teorema 7. (Teorema 3.2 de [31]) Sejam X um espago de Hilbert e (T'(t))e>0 um Co-semigrupo
limitado definido em X com gerador —A, e seja M : (0,00) — (0,00) uma fungdo de crescimento

positivo. As sequinte afirmagoes sao equivalentes
1. AR C p(A) e ||(is + A) " ox) = OM([s])), |s| — oo.
2. T+ A) o) = OMH(1)), t — cc.

Até o momento esses sdo os principais resultados da teoria assintotica de Cy-semigrupos
limitados. A literatura disponivel sobre decaimento polinomial ou outros tipos de decaimento
trata quase exclusivamente de semigrupos uniformemente limitados. O primeiro resultado sobre
decaimento polinomial para semigrupos nao limitados foi obtido por [5]. Para o que se segue
wo(T) = limy—so0 (log (| () | £t
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Teorema 8. (Proposicao 3.4 de [5]) Sejam X um espago de Banach e (T'(t))i>0 um semigrupo
definido em X com gerador —A tal que existe 8 > 0 de forma que X — (A + A)~ (1 4+ A)~F com
Re(X\) > wo(T') possui estensao holomorfa limitada para Re(X) > 0. Entao, existe Cy s > 0 tal
que, para cadan € N, 6 € (0,1] et > 0 vale

IT () (L + A) P2 0y < Ct ™" (2)

Ainda em [5], acreditava-se que seria possivel melhorar os resultados do Teorema 8 caso
alguma propriedade geométrica do espaco de Banach fosse admitida. Algum tempo depois,
descobriu-se que, de fato, caso alguma propriedade geométrica fosse considerada, como por
exemplo o Tipo de Fourier do espaco (veja a Definicdo 2.1.2), a estimativa em (2) poderia
ser melhorada, conforme demonstra Rozendaal e Veraar em [30]. Para isso, estabeleceu-se uma
relagao entre a estabilidade polinomial e certos multiplicadores de Fourier (veja a Defini¢ao 2.1.7),
possibilitando melhorias na taxa de decaimento em (2). Em [30], os seguintes resultados foram

demonstrados, para mais detalhes do que se segue veja as segoes 2.1 e 2.4 do presente texto.

Teorema 9. (Teorema 4.6 de [30]) Seja —A o gerador de um Cy-semigrupo (T'(t))i=0 em
um espago de Banach X, suponha que A tem resolvente de crescimento («,f3) para algum
a,f €10,00). Sejan € Ny e sejaY um espago (A, n)-Admissivel. Entio as sequintes condigoes

sao equivalentes:
1. SuthnT(t)Hﬁ(Y’)() < 00.
t>0

2. Existem ¢ € C(R), p € [1,00) e q € [p, 0] tais que

Y()R(i-, A)F € MPX(R, LY, X)),
(1= ¥()R(i, A € MPUR, L(Y, X))

para todo k € {n —1,n,n+ 1} NN.
Mais ainda, se vale (1) ou (2), entio R(i-, A)¥ € MP4(R, L(Y, X)) para
(i))n>2,ke{l,....n—1} el <p<q<o0,
(i) k=n>1lel<p<q< oo,
(iti)) k=n+1,p=1¢eq= 0.
Como consequéncia do Teorema 9 temos a seguinte estabilidade polinomial.

Teorema 10. (Teorema 4.9 de [30]) Sejam «, € [0,00) e A um operador setorial injetivo
com resolvente de crescimento («, B) definido em um espago de Banach X com tipo de Fourier
p € [1,2]. Sejar € [1,00] tal que 1/r = 1/p+ 1/p/, e seja 0,7 € [0,00) tais que ¢ > a—1 e
7> B+1/r. Entdo, para cada p € [0, min(ZE —1, % —1)), existe uma constante C, € [0, c0)
tal que

1T cxe ) < Cot ™, (1€ [1,00)]). 3)
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Se p =2, entao (3) também vale para 7 > 5 e p € [0,00) comp<"7+1—1 epg%—l_

Em 2024, [34], combinando as técnicas de [30] e [7], consideraram resolventes de crescimentos

mais gerais e obtiveram o seguinte resultado.

Teorema 11. (Teorema 1.13 de [34]) Sejam >0, b >0 e (T'(t))i>0 um Co-semigrupo definido
no espaco de Banach X sendo —A seu gerador infinitesimal. Suponha que X possui tipo de

Fourier p € [1,2] e que C_ C p(A) e que para cada X\ € C com Re()\) <0,
I+ A) Ml S (1+ A7) (log(2 + [A])".

Sejam r € [1,00] tal que 1/r =1/p—1/p', e 7 > 0 tal que T > S+ 1/r. Entdo, para cada § > 0,
existem constantes Cy+ € [0,00) e tg > 1 tais que para cada t > to,

b('rf'r_l) 146
4‘77““+‘?7

r—r—1
IT()(1+ A) o) < Cart' ™ 7 log(1+1) (4)

Uma questao importante é a obtengao de taxas mais precisas que (4), ou seja, se é possivel
remover o fator logaritmico obtido em [34]. Em [15], utilizando técnicas de analise harménica
em espacos de Besov e estimativas envolvendo multiplicadores de Fourier, foi demonstrado que
é possivel remover o fator logaritmico mesmo em espagos de Banach gerais, conforme o seguinte

Teorema.

Teorema 12. (Teorema 1.1 de [15]) Seja A o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo
(T'(t))e>0 definido em um espago de Banach X. Suponha que X possui tipo de Fourier p € [1,2],
que C4 C p(A) e que existem constantes >0 e C > 0 tais que

IR\ A)llexy < CA+ M) Aec,.
Seja p >0 e ponha 7= (p+1)3+1/p—1/p'. Entao existe C, > 0 tal que, para todo t > 1
IT@)(1+A) T gx) < Cpt™”.

O objetivo desta dissertagao é estudar as ferramentas necessarias para a analise dos Teoremas
9 e 10, o que inclui certas técnicas com multiplicadores de Fourier desenvolvidas em [29]. Além
disso, busca-se oferecer um texto introdutério e didético sobre o tema, incluindo o estudo de
resultados adicionais que, embora nao sejam indispenséveis para a compreensao dos Teoremas 9
e 10, enriquecem a formacgao e entendimento do leitor sobre o assunto.

O texto estd organizado da seguinte forma: no Capitulo 1, apresentamos os pré-requisitos
para os Teoremas principais. Na Secao 1.1, discutimos alguns resultados sobre a integracao de
fungoes com valores em um espacgo de Banach, parte essencial para quase toda a teoria moderna
de semigrupos. Na Segao 1.2, abordamos o conceito de R-limitagao, uma ferramenta importante
em anéalise harmonica vetorial. Esse conceito é ttil tanto no estudo de certos multiplicadores

de Fourier vetoriais quanto na analise de taxas de decaimento de semigrupos. Na Secao 1.3,
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apresentamos o calculo funcional, especificamente o célculo funcional de Dunford-Riesz, que tem
se mostrado uma ferramenta crucial na teoria de semigrupos. O gerador de um Cy-semigrupo
¢ um operador setorial, conforme o Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.2.1). Na Segao 1.4,
iniciamos o estudo sobre multiplicadores de Fourier, come¢ando pela teoria escalar e pelo Teorema
de Mikhlin (Teorema 1.4.2).

O Capitulo 2 concentra-se nos resultados principais. Na Secao 2.1, damos continuidade ao
estudo de multiplicadores de Fourier, agora no contexto vetorial. Na Secao 2.2, apresentamos
dois resultados classicos sobre a estabilidade de Cp-semigrupos: o Teorema de Hille-Yosida e o
Teorema de Gearhart-Priiss. Na Secdo 2.3, estudamos algumas estimativas sobre o operador
resolvente do gerador de um Cy-semigrupo, utilizando o conceito de R-limitacao. Finalmente,
na Secao 2.4, reunimos a teoria desenvolvida anteriormente e aplicamos na demonstragao dos
resultados principais sobre estabilidade polinomial de Cpy-semigrupos. Algumas informagoes
elementares sobre semigrupos estao no Apéndice A, e alguns resultados sobre interpolacéo, usados

na demonstragao do Teorema de Mikhlin, sdo apresentados no Apéndice B.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos as ferramentas bésicas que utilizaremos ao longo do texto.
Desenvolveremos uma teoria de integragao para fungoes que assumem valores em um espago de
Banach X. Vamos apresentar os chamados espacos de Bochner e como esses espacos generalizam

os espagos LP.

1.1 Integracao Vetorial e Espacos de Bochner

Um dos operadores mais importantes em analise é o operador transformada de Fourier que é

definido, para o caso de uma fungdo f € L'(R"), como
FNEQ=F© = [ e (11)
Ao longo do texto iremos alternar entre as notagoes Ff e f sempre que for conveniente. Um

resultado importante, conhecido como teorema de Plancherel [1],[17], afirma que esse operador

é um isomorfismo em L?(R"™), ou seja,

Il z2@ny = 2m) " | F fll L2y

Essa primeira se¢ao se dedica a estudar propriedades relacionadas a integrabilidade de func¢oes
f:R — X onde X é um espago de Banach qualquer, ou seja, queremos estudar fungoes que
assumem valores vetoriais. Surge uma pergunta natural: serd que podemos definir a transformada
de Fourier para uma funcao desse tipo? E quais sao as condig¢oes para que tal transformada esteja
bem definida?

Podemos definir tal operador de forma analoga ao caso escalar; entretanto, neste caso, f(x)
representa um vetor no espaco de Banach X, enquanto e "¢ representa um ntmero complexo.
Portanto, trabalharemos com espacos de Banach sobre o corpo dos complexos, e a integral que

aparece em (1.1) é chamada de integral de Bochner. A referéncia principal para esta se¢ao é |36].
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Comecemos por um primeiro exemplo de func¢ao vetorial. Sejam (£2,.4) um espago
mensuravel, i.e, um conjunto 2 munido com uma o-algebra, X um espaco de Banach sobre

C, f: Q — C uma fungao escalar e z € X um vetor qualquer, defina f ® z : 2 — X como

(fox)(s) = f(s)z, s€q.

A ideia dessa funcao vetorial é colocar a funcao f(s) na “dire¢cao” do vetor z. Note que

(f @ z)(s) € span(x) para todo s € Q) pois, dado s € Q, (f ® x)(s) é um mualtiplo de x.

Definigao 1.1.1. Uma funcgao f : Q — X serd simples, se existirem S1,...,Sny C Q conjuntos
mensurdveis e disjuntos, e vetores nao nulos x1,...,xny € X tais que
N
F=> x5, ®n, (1.2)
n=1

em que x4 denota a funcao caracteristica do conjunto A. Vamos denotar por > (€; X) o espago

vetorial das funcoes simples.
Observe que, por (1.2), f(s) € span{x1,...,zN} para todo s € Q.

Definigao 1.1.2. 1. f:Q — X é mensurdvel se para todo conjunto de Borel B C X, f~1(B)

¢ mensurdvel, i.e, f~1(B) € A.

2. f:Q — X é fortemente mensurdvel (ou Bochner mensurdvel) se f € o limite pontual de

fungoes simples, i.e, se existe (fn) C > (2, X) tal que fr(s) = f(s) para todo s € Q.

3. f:Q — X € fracamente mensurdvel se para todo funcional linear continuo x* € X* a

fungao escalar (f,x*) : Q — C € mensurdvel".

Definicao 1.1.3. Dizemos que uma funcao f: Q) — X assume valores separdveis, se existe um

subespaco X' C X separdvel e fechado tal que f(Q)) C X'.
Com isso podemos enunciar o Teorema de mensurabilidade de Pettis

Teorema 1.1.1. (Pettis) Uma fungao f : Q — X € fortemente mensurdvel se, e somente se, for

fracamente mensurdvel e assume valores separdveis.

Demonstra¢ao. Suponha que f é fortemente mensuravel, entdao f é o limite pontual de uma
sequéncia de fungdes mensuraveis, e portanto mensuravel. Da continuidade dos elementos de X*
segue que f é fracamente mensuravel. Resta mostrar que f assume valores separaveis. Seja (fy)
uma sequéncia de fungoes simples tal que f, — f pontualmente; defina X,, = span(f,(£2)), nesse
caso dim(X,) < co. Em particular, X,, é separavel, e definindo X’ = W, temos que
X' é separavel. Como f(s) = lim,,« fn(s) e X’ é fechado, segue-se que f(s) € X', e portanto

f assume valores separaveis.

'A notagao (f,z*) representa a agdo do funcional * no vetor f(s), i.e, (f,z*)(s) = (f(s),z*)
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Suponha agora que f é fracamente mensuravel e assume valores separaveis. Seja (z,) uma
sequéncia densa em X, e para todo n € N, defina ¢, : X — {z1,...,2,} tal que Va € X,
|z — on(2)||x = 1r<n]1£1n||a: — zj||x, se por acaso mais de um elemento atingir o minimo, escolha o
de menor indice. Como (,,) ¢ denso em X, vale que

0= lim min [lz —2;x = lm flo—en()]x,
concluindo que limg,(z) = x para todo = € X. Defina a sequéncia f, : Q@ — X por
fn(s) = on(f(s)) para todo s € Q, entdo nesse caso limy, o0 fn(s) = f(s). Mostremos que

fn € mensuravel; para isso, note que

Fo ) = {5 € | on(f(s)) = 2}
={s € Q| [|f(s) —zklx = min [[f(s) -zl x}

1<j<n

Usando a separabilidade de X e o Teorema de Hahn-Banach [33], podemos obter uma sequéncia

(x}) em X* tal que ||z||x = sup |[(z,x})|. Logo,

s ||f(s) — zjllx = sup[(f(s) — zj, ;)]
neN

é um supremo enumeravel de fungoes mensuraveis, pois f é fracamente mensuréavel, concluindo
que
s+ min || f(s) — zi||x
i | £(5) -]

é mensuravel, o que mostra que f, !(z) é mensuravel. Uma vez que f,, assume valores em um

espaco de dimensao finita, f, é simples e isso conclui a demonstragao. O
O proéximo resultado sera 1til quando definirmos a transfomada de Fourier vetorial.

Proposigao 1.1.1. Se f : Q — X € fortemente mensurdvel e ¢ : Q) — K € mensurdvel, entdo

of : Q= X definida por (pf)(s) = ¢(s)f(s) € fortemente mensurdvel

Demonstracao. Ao invés de usarmos aproximagcao por func¢oes simples, vamos usar o Teorema
1.1.1. Precisamos mostrar que ¢f é fracamente mensurével e que assume valores em um espaco

separavel. Para a parte fracamente mensuravel, podemos fazer

(of,2%)(s) = (p(s)f(s),2") = p(s){f(s), 2).

Como, por hipotese ¢ é mensuravel e f é fortemente mensuravel (logo fracamente mensuravel)
segue-se que pf é fracamente mensuravel. Além disso, como f é fortemente mensuravel, pelo
Teorema 1.1.1, existe X’ C X separavel tal que f : Q — X' portanto (¢f)(s) = ¢(s)f(s) € X’
para todo s € Q2. O
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Definigao 1.1.4. Sejam (2, A, ) um espago de medida o-finito e f,g : Q@ — X. Dizemos
que f = g em quase todo ponto, ou p-q.t.p, se p({s € Q; f(s) # g(s)}) =0, diremos que f =g
fracamente em quase todo ponto, ou fracamente u-q.t.p, se ¥ x* € X* valer (f,z*)(s) = (g,2*)(s)

n-q.t.p.

Lema 1.1.1. Sejam (2, A, u) um espago de medida o-finito, f,g: Q — X fungdes fortemente

mensurdveis. Entao f = g u-q.t.p se, e somente se, f = g fracamente p-q.t.p

Demonstragao. =) Trivial.

<) Para cada 2* € X*, considere o conjunto

No= = {s € Q(f(s),27) = (9(s), %)},

que por hipodtese satisfaz p(Ny+) = 0. Como N,- depende do funcional z* e como o dual de
X em geral, nao é enumeravel, pode ocorrer que uma uniao arbitraria de conjuntos de medida
nula ser um conjunto de medida positiva. Para contornar tal problema usaremos o Teorema
1.1.1. Sabemos que f,g sao fungoes fortemente mensuraveis, segue-se do Teorema 1.1.1 que

existem X} e X; espacos separaveis e fechados tais que f : Q — X} eg:Q — X;. Defina

X' = spcm(X} U X,) e note que f,g:Q — X', com X' separavel e fechado. Usando a definigao
de separabilidade e o Teorema de Hahn-Banach, existe (z}),en em X* que separa pontos de
X', ie, se (2, x}) = (2, x}) para todo n € N, entdo zj = 2. Vamos usar essa sequéncia de

funcionais para definir o conjunto

N = Nas;
neN
note que u(N) = 0 pois N é uma unido enumeravel de conjuntos de medida nula. Além disso, se
s ¢ N, entao (f(s),z}) = (g(s),z)) para todo n € N; pelo Teorema de Hahn-Banach, segue-se

n

que f(s) = g(s) concluindo que f =g p-q.t.p O

Estamos em condi¢oes de definir o que chamamos de espagos de Bochner LP(Q, A, u; X), que
generalizam os espagos LP (2, A, u).
Sejam (€2, A, 1) um espago de medida e f: 2 — X uma fun¢ao qualquer. Defina

1f1lx = €2 = [0, 00)
s = [1f(s)]lx-

Se f for mensuravel, entdo || f||x é mensuravel, pois é a composi¢do de uma fun¢ado mensuravel

f com a funcao continua || - || x.

Definigao 1.1.5. Sejam (2, A, ) um espago de medida, X um espago de Banach e p € [1,0].

Definimos o conjunto LP(A,Q, u; X) como o conjunto das funcées f : Q — X fortemente
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mensurdveis tais que || f|lx € LP(Q, A, 1), equipado com a norma

B ( i Hf(s)|!§(du(s)>l/p7 .

LP(Q,A,1) ess. sup||f(s)| x, sep =00
SEN

1l = HHfHX

Os espagos LP(Q), A, u; X) sao chamados de espagos de Bochner e iremos abreviar LP(2, A, p; X)
para LP(Q2; X) sempre que estiver claro quais a o-dlgebra e a medida que serao usadas. Além

disso, identificaremos duas fungoes f,g € LP(Q; X) se f = g u-q.t.p.

Observagao 1.1.1. Usando a mesma prova para o caso escalar LP(SY), podemos provar que
LP(Q; X) € um espago de Banach.

Proposicao 1.1.2. Denote por > (2, X) o conjunto das fungoes simples como na Defini¢ao
1.1.1; entao, ¥p € [1,00), > (2, X) N LP(2; X)) € denso em LP(€); X)

Para p € [1,00] definimos o expoente conjugado de p como p’ = p/(p — 1) ou dizemos que
p e p' sdo expoentes conjugados quando 1/p 4+ 1/p’ = 1. Por convengao 1 e 0o sdo expoentes
conjugados. No caso escalar, sabemos que o dual de LP(Q) é Lp/(Q) para p € (1,00). mostremos
que toda funcdo g € LP (Q, X*) induz um funcional em LP(Q, X), que iremos denotar por O, e

que age da seguinte forma:
VeI X), (D) = /Q (F(s), 9(s))dpcs).

Repare que do lado esquerdo temos a dualidade em LP(2, X) e Lp/(Q, X™*) enquanto que do lado

direito temos a dualidade em LP(2) e L” (). Para mostrar a continuidade de ®, note que
([, @) S/ﬂ!(f(S),g(S)ﬂdﬂ(S) < /Q 1 () lx lg () Lx-dpa(s) < 11l zr )91 e s x0
onde usamos a desigualdade de Hélder, ja que || f||x € LP(Q) e ||g]|x~ € L” (Q). Assim,

1@l Lr(0,x) < N9ll 1o (0, x5)-

0 que mostra que ® : LP (Q; X*) — LP(Q; X)* & continuo.

No caso em que X =K e p € [1,00),  é um isomorfismo isométrico, i.e, toda ¢ € LP(Q)*
¢ da forma @, = ¢ para alguma g € L” (Q) e ol ey = ||gHLp/(Q). Isso sugere uma pergunta
natural: para quais espagos de Banach X, ® é um isomorfismo isométrico? A resposta para essa
pergunta esta relacionada aos espagos que possuem a propriedade de Radon-Nikodyn, mas nao
iremos entrar em detalhes sobre esse assunto (referimos a [36] para mais detalhes).

Estamos em condi¢oes de definir a integral de Bochner, que serd o substituto da integral de

Lebesgue para o caso de fungoes vetoriais. Sejam (€2, .4, 1) um espago de medida e X um espago
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de Banach. Para uma funcao simples f = > xs, ® x,, definimos

N
/ fdp = ZM(SH)S%
Q n=1

A demonstragao de que essa defini¢do nao depende de como representamos f, que || fQ fdu|lx <
Jo lfllxdp e que [, f+ gdp = [ fdu+ [q gdp sao totalmente analogas ao caso escalar. Agora
vamos definir a integral de Bochner, objeto esse que serd muito importante para o restante deste
trabalho

Definigao 1.1.6. Sejam (2, A, u) um espago de medida e f : Q@ — X uma fungao fortemente
mensurdvel. A funcao f serd Bochner integrdvel com respeito a medida p se existir uma sequéncia

de funcgoes simples f, : Q0 — X tal que
dm [ 17~ fuldu =0,

Observe que s — [|f(s) — fn(s)||x é mensuravel, logo faz sentido a defini¢ao acima; além

ou seja, a sequéncia fQ frndu é€ Cauchy em X, e como X é Banach, segue-se que tal sequéncia é

disso,

[ (= )

n-— Jm d_ n - d —Jm da
XS/QHf fllxu</QHf fIIX/H/QIIf Fullxdn

convergente.

Definigao 1.1.7. Sejam (2, A, ) um espago de medida e f : Q — X wuma fungdo Bochner

integrdvel, Definimos a integral de Bochner de f com respeito a medida p como
/fdp: lim fndpu.
Q n—oo Q

Além disso, se f é Bochner integrdvel e se f = g p-q.t.p, entdo g € Bochner integrdvel e a integral

de Bochner de f e g coincidem

Proposicao 1.1.3. Sejam (2, A, u) um espago de medida e f: Q2 — X uma funcao fortemente

mensurdvel. f é Bochner integrdavel com respeito a medida v se, e somente se, f € L' (0, A, u; X),

| [ sanl| < [ 11

Demonstragio. <) Suponha f € LY(Q, A, u; X); como f é fortemente mensuravel, podemos

e nesse caso vale

tomar uma sequéncia de fungoes simples f, com f, — f q.t.p e ||[fnllx < || f]lx- Nesse caso,

usando o Teorema da Convergéncia Dominada classico do caso escalar, segue-se que

dnn [ = fldn =0
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concluindo que f é Bochner integravel.
=) Suponha agora que f é Bochner integravel. Seja entao (f,,) uma sequéncia de fungoes simples

como na Defini¢ao 1.1.6. Nesse caso, para n suficientemente grande temos

/Q 1 llxdi < /Q 0 = fullxdu + /Q | fullxdp < o,

o que mostra que f € L'(Q, A, u; X). Agora note que pela desigualdade triangular, se f é uma
fungao simples, vale || [, fdullx < [q | fllxdp, e o resultado geral segue-se por densidade. [

Os cléssicos teoremas de convergéncia nos espagos de Lebesgue também possuem versoes para

o caso vetorial, enunciaremos o teorema mais importante nessa direcao

Teorema 1.1.2. (Convergéncia Dominada) Seja fy, : Q@ — X uma sequéncia de fungoes Bochner
integrdveis. Se existem f:Q — X e wma fungdo nao negativa g € L*(S;R) tais que f, converge

para f p-q.t.p e || fullx < g p-q.t.p, entao f é Bochner integrdvel e vale

dnn [ 14~ fllxdn o

Em particular

lim fndu:/fd,u.
Q Q

n—oo

Demonstragao. Basta notar que || f, — f|lx < 2g p-q.t.p, e aplicar o Teorema da Convergéncia

Dominada para o caso escalar. O

Observacgao 1.1.2. Note que seT : X —'Y € um operador linear e limitado entre dois espagos

de Banach, entao Tf : Q0 — 'Y € Bochner integrdvel e, pelas Definicoes 1.1.6 e 1.1.7, vale

T /Q fdp = /Q T fdp

em particular, se x* € X* é um funcional linear limitado qualquer, entdo

</Qfdu,w*> =/9<f,rr*>du-

Essa observacao terd importantes aplicagoes quando T for um operador fechado.
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1.2 R-Limitacao

Nesta segao estudaremos o conceito de familia de operadores R-limitado. Tal conceito é
muito util para enfraquecer certas hipoteses sobre decaimento e/ou diferenciabilidade de certos
multiplicadores de Fourier (como veremos no Capitulo 2) e também no estudo de taxas de
decaimento para semigrupos que veremos mais adiante. Vamos comecar com a definicdo de

sequéncia de Rademacher.

Definigao 1.2.1. Para cada n € N, a sequéncia de fungoes ry, : [0,1] — {—1,1} definida por
rn(t) = sign(sen(2"nt))

€ chamada de sequéncia de Rademacher.

r1(t) ra(t) r3(t)

Figura 1.1: Os trés primeiros termos da sequéncia de Rademacher

Note que, ,(t) induz uma parti¢do do intervalo [0, 1] em 2" partes, e pela Figura 1, vemos que
7, (t) é uma sequéncia ortonormal em L2[0, 1] mas ndo uma base ortonormal, pois cos(27t) ¢ um
exemplo de fungao ortogonal a r,(t) para cada n € N.

Vejamos como usar a sequéncia de Rademacher para estimar certas normas LP, vamos

comecar com o seguinte resultado

Teorema 1.2.1. (Desigualdade de Khinchine) Para cada p € [1,00) existe uma constante C(p)

tal que para toda sequéncia (a,)N_; C C vale

A 1/2
N a 2
o) (;\ ] ) <

=1

N 1/2
< C(p) (Z ’an’2> .
n=1

N
Z rn()an

LP([0,1])

Demonstracao. Vamos dividir em casos.

eCaso p = 2. O resultado se segue do fato que 7, é uma sequéncia ortogonal em L?([0,1]) com
c(2)=1.

eCaso p > 2. Vamos supor, sem perda de generalidade que Eﬁle lan|? = 1 e considere

ft) = ny:l anry(t), mostremos que

1
/ Wl gp < 265
0
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Note que

1 1 N N o1 Moo @
e e
/ O gy :/ e:cp(z anrn(t))dt = H/ enn(t) gt — H —
0 0 o n=1"70

n=1

B> . . .
Observe que P 4e B < 2ez (basta comparar os coeficientes das séries de poténcia), portanto

e esta estimativa vale para |f(t)| = —f(t).

Sejap € N ey € R, entdo (novamente comparando os termos das séries de poténcia)

lylP < pl(1+ |y[P/p!) < plel (1.3)

Portanto, fazendo |f(t)| = y em (1.3) e integrando, obtemos

1
- / FOPdt < p / IOy < opted
0

1
Lr([0,1]) 0

N
g TnGn
n=1

o que mostra que || f[|zr(o,1)) < C(p) = (2ple!/2)1/P por propriedades da norma LP, concluimos
que ||fllr < C(p)||fllr2. Para obter a outra desigualdade lembre-se que, sendo Q C R"™ um
compacto, entdo valem as inclusées LP(2) C L4(2) sempre que p > ¢, portanto para p € N
com p > 2 vale || fl|r2j0,1) < I[fllzr(f0,1)) © que conclui para o caso em que p € Nep > 2. Se
p € (2,00) entdo, pondo g = [p] + 1 ([z] denota o menor inteiro maior ou igual a z) pelo que foi

mostrado anteriormente, concluimos que || f|z2 < ||fllzr <

|flle < C()||f|lr2 isso demonstra
a desigualdade para p > 2.
eCaso 1 < p < 2. Tome 0 € (0,1) de forma que 2 = fp + (1 — #)4, usando a desigualdade de

Hoélder, temos
! ! 0 4(1-6
I3 = [ 1r@Fa = [ 1rr- o=
1 0 1 1-6
< ([ wwra) ([ or)
0 0
4(1-0
= 71 1717
Note que ja demonstramos a desigualdade || f||;a < C(4)]f]| 2, portanto,
IFIESIAIE ™ < c@ s £175

dividindo ambos os membros por C(4)*1~) Hfﬂi(;fe) concluimos um dos lados da desigualdade,
enquanto que o outro novamente se segue pela inclusao dos espagos LP ja4 mencionada e isso

conclui a demonstragao. O
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Note que a desigualdade de Khinchine pode ser interpretada da seguinte forma, se denotarmos
por rad, o espaco das séries ) rpa, que convergem na norma LP([0,1]), entao tal espago
¢ isomorfo ao espago ¢2 para todo p € [1,00), i.e, em rad, todas as normas LP([0,1]) sdo
equivalentes.

Gostariamos de obter uma versao da desigualdade de Khinchine para o caso vetorial, i.e,
queremos trocar a sequéncia (ap),eny C C por uma sequéncia de vetores (zy)neny C X, para X
um espaco de Banach, mas note que a desigualdade é falsa para o caso vetorial, como mostra o

seguinte contraexemplo.

Exemplo 1.2.1. Tome X = (*(N), considere S = 3V

e Tn(t)xn, com rp(t) a sequéncia de

Rademacher e x,, = (0,...,0,1,0,...), nesse caso

Zrn Tn = Tl(t) TQ(t) ,TN(t),O,...)

e vale o sequinte

1/p 1 1/p
HZT" L2([0,1],62° (N </ HZT” o )dt> - </0 1dt> =1

isso mostra que, ¥V p € [1,00), || > rnZnllLr((0,1],6o(v)) = 1 por outro lado, note que

N 1/2
(Z ||xn||§oo(N>) =VN
n=1

logo, nao vale a desigualdade de Khinchine para o caso vetorial, jd que um termo € constante e

igual a 1 enquanto o outro termo cresce com v N.

Na verdade, o Teorema 1.2.1 vale para o caso vetorial com p = 2 se, e somente se, X for um
espago de Hilbert [37], mas queremos obter alguma estimativa desse tipo para o caso vetorial
geral, i.e, para o caso em que X é um espaco de Banach qualquer.

Denotemos por Rad,(X) o espago de Banach das somas ) | r,z, com z, € X que convergem
no espaco de Bochner LP([0,1],X), com p € [1,00). Observe que, se > z,r, = 0, entao
para todo x* € X* vale > (xp,2*)r, = 0 e como 7, sdo ortogonais em L2([0,1]) segue que
(xn,z*) =0 Vn € N, pelo Teorema de Hahn-Banach, z,, = 0 Vn. Isso nos mostra que, para cada
elemento de Rad,(X) existe uma tnica sequéncia z, € X tal que a soma ) x,7, converge em
LP(]0,1], X) para o tal elemento ou seja, os elementos de Rad,(X) estdo bem definidos. Vamos

identificar Rad,(X) com o espaco das sequéncias (2, )neny C X com a norma

| @a)nerillrady () = | 3 raan

Lr([0,1],X)

ou seja

Rady(X) = {(zn)nen C X | [[(Zn)nenl| rad, (x) < 00}
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Vejamos o analogo da desigualdade de Khinchine, Teorema 1.2.1, para o caso vetorial.

Teorema 1.2.2. Seja p € [1,00), entao existe uma constante C(p) tal que ¥n € N wvale

HZ | o000 = HZ " o], x HZ 'ndn

i.e, Rad,(X) sao isomorfos para todo p € [1,00).

L£2(]0,1],X)

A demonstragao do Teorema 1.2.2 é andloga ao Teorema 1.2.1, porém a desigualdade

1
/ IOl g < ¢
0

com f(t) = rp(t)x, é muito mais delicada, sugerimos [22] para uma demonstragao detalhada
do Teorema 1.2.2.

Teorema 1.2.3. (Principio de Contra¢ao de Kahane) Seja N € N. Para toda sequéncia

(an)N_, C C com |an| < 1 e para toda sequéncia (z,)Y_; C X wvale

1.4

Hzrnan n Lr([0,1],X) HZ " "}Lp([m X)) (14)

Demonstragao. Primeiro vamos considerar o caso em que oy, = £1 V¥n € {1,..., N}. Note que

rn(t)an, € {—1,1}, paracadan € {1,..., N}, ja que r,(t) ¢ uma sequéncia de Rademacher, nesse
caso

= . 1.5

HZrnan | Lo po,11,3) HZ ‘LP(OI X) (15)

Agora considere oy, € R com |ay,| < 1, nesse caso (ay,)Y_; ¢ um vetor em RY que pertence ao
cubo Q com vértices no conjunto V= {v = (v1,...,vn5) | v, = £1,n = 1,..., N}, note que o
cubo Q é o fecho convexo de seus vértices, i.e, se a = (a,,)N_; € Q entdo existe (A, )vey C [0,1]
tal que > cy A = 1 e an = ) cy At com v, = %1, ou seja, cada ponto em Q é uma

combinacgao convexa dos vértices de Q, assim temos

N N
Tn vUnTn < Z Ay Zrnvnl‘n = Z Ay T'nZn
n=1 veV Lr([0,1];X) veV n=1 Lr([0,1];X) veV n=1 Lr(]0,1];X)
onde usamos (1.5) uma vez que v, = %1, para cada n € {1,---N}. Por fim, se o, € C com

la| < 1, podemos usar o fato de que [Re(an)| < [an| < 1 e [Im(a,)| < |an| < 1, nesse caso

teremos duas somas, o que resulta no fator 2 que parece em (1.4). O

Agora estamos em condi¢oes de definir a R-Limitagdo de uma familia de operadores lineares

e limitados.

Definigao 1.2.2. Sejam X, Y espacos de Banach e 7 C L(X,Y) uma familia de operadores
lineares e limitados. T € R-limitado se, e somente se, para algum p € [1,00) (e portanto todos)

existir uma constante C(p) < oo tal que para toda colegao finita T, ..., Ty € T exy,...,ony € X
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vale

< C(p)
Lr([0,1],Y)

N N
E TnTpTy, E 'nTn
n=1 n=1

A menor constante C(p) tal que vale (1.6) serd denotada por R(T)

Lr([0,1],X)

Exemplo 1.2.2. Pelo Teorema 1.2.3 o conjunto 7 = {al;|a] < 1} € R-imitado, além disso
qualquer colecdGo composta por um unico operador limitado € sempre um conjunto R-limitado,
observe também que, qualquer familia de operadores R-limitados € uniformemente limitado,
bastando tomar N = 1 na Definicdo 1.2.2 e usar o principio de limitagcdo uniforme para concluir
que sup||T|| < R(1).

Ter

O proximo lema é uma reformulagio das desigualdades ||T°+ S| < ||T] + [|S|l, ||RT|| <

|R|| - [|T]| no contexto de conjuntos R-limitados.

Lema 1.2.1. Sejam X, Y e Z espacos de Banach, se T e o sao subconjuntos R-Limitados de

L(X,Y), e p um subconjunto R-limitado de L(Y,Z), entdo os conjuntos
T+o={T+S;Ter,Sco} epor={UcT;Ter,UE€p}
sao R-limitados e vale
R(t4+0) < R(r)+ R(o) e R(po7) < R(T)R(p)

Demonstracao. Sejam T,, € 7, S, € o0 e U, € p, entao o resultado se segue das seguintes

desigualdades

HZ (T + Sp)zn
HZ rnUnThnxy

oY) HZ T”TM"‘ o) | HZ TnSnn

< R(p) |3 raTun

L1(]0,1],Y)

L1(]0,1],2) L1([0,1],Y)

O

Na maioria dos casos de interesse, X = LP(2, u), onde (2, 1) é um espago de medida o-finito

e p € [1,00). Vamos reformular o conceito de R-limitagao para esse caso. Seja fi,..., fy vetores
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em X entao

S
L2((0,1),L7(2)

N
> rafn
n=1

Lr([0,1],LP(Q2))
1/p

1| N
Z rn(t)f
n=1

1 N P 1/p

:( /0 ( /Q S rat) fulw) d#@)) dt)
1| N P 1/p

- ( /Q ( /0 S ra(t) fulw) dt) du(w))

p 1/p

N 5 N 1/2
/Q (Zlfn(W)l2> dnw)| = (Zlfn(w)!2>
n=1 n=1

A

LP(Q)

onde usamos o Teorema 1.2.2, o Teorema de Fubini e a desigualdade de Khinchine (Teorema
1.2.1), ja que f,(w) é uma sequéncia numérica. Podemos entao reformular o conceito de R-

limitacao no caso em que X = LP(Q), dizendo que 7 C L(LP(2)) & R-limitado se, e somente se,

N 1/2
(2]%CW> (1.7)

Lr(Q)

existe uma constante C' tal que

N 1/2
<Z ’Tnfn()|2>
n=1

Exemplo 1.2.3. Seja 7 C L(LP(R2)), suponha que os operadores em T sejam dominados por um

Lr(Q)

operador positivo (que mapeia fungdes positivas em fungoes positivas) S € L(LP(Y)) no sequinte
sentido

ITfI<S|fl, VT e, feLP(Q).
Nesse caso 7 € R-limitado

Demonstragao. Seja Ti,...,Tn € T e fi,..., fnv € LP(Q). Entao

> ) <SS rsisl

onde usamos a desigualdade de Khinchine (Teorema 1.2.1), e como S ¢ um operador fixo e

H (SIfal)?

LP(Q) LP([0,1],LP(Q2))

limitado segue que

HZTnSUn

o S BTl 151 (S 15:)

LP(Q)

onde usamos novamente a desigualdade de Khinchine (Teorema 1.2.1). Por (1.7) segue-se que T
é R-limitado. O
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O Exemplo 1.2.3 possui importantes aplicagoes para estudar conjuntos R-limitados dados

por integrais, i.e, operadores do tipo
150 = [ bt )7 (s

Se Tk, € limitado em LP(Q) para alguma funcéo ko positiva fixa, entdo o conjunto {7}, | |k| < ko}
¢ um conjunto R-limitado em £(LP(2)). Se (T3)+>0 ¢ um semigrupo positivo em LP(2), veja [27],
segue que, se \g € p(A)NR, entdo o operador resolvente é positivo e vale |R(\, A) f| < R(Xo, A)| f]
com Re(\) > Re()\), pelo Exemplo 1.2.3 o conjunto 7 = {R(A, A) | Re(\) > Ao} é R-limitado.

Vejamos um exemplo de conjunto que nao é R-limitado

Exemplo 1.2.4. Seja X = LP(2), p € [1,2) U (2,00) e considere T C L(LP(S2)) o conjunto dos

operadores de translagdo, i.e, Tnf(-) = f(- —n), n € Ng e tome f, = xjo,1] entdo

m—1 1/2
<Z |Tnfn|2> = [IX[o,m) | o) = m*?
n=1

Lr(Q)

enquanto que

m—1 1/2
(Z |fn|2> = |m"x (0.1 |l o () = m*/?
n=1

Lr(Q)

logo, para p € [1,2) nao podemos ter m/P < CmY? para todo m e para uma constante fizxa C,

contradizendo (1.7), e da mesma maneira concluimos para p € (2,00).

Teorema 1.2.4. Seja 7 C L(X,Y) um conjunto R-limitado. Denotaremos por co(T) o
fecho convexo de T, i.e, o menor fechado convero que contém T, e o fecho absoluto convero,
absco(T) = {Zfil NT; | T; € 7,0 € Ccom vazl\)\z] = 1}. Entao, co(t) e absco(T) sao
R-limitados e vale

R(co(T)) < R(1) R(absco(T)) < 2R(T)

Demonstracao. Sejam A e B subconjuntos quaisquer em um espago vetorial complexo. Primeiro

vamos provar que

co(A x B) = co(A) x co(B). (1.8)
N N

Seja zAi(ai,bi) com (a;,b;)) € A x B para todo i € {1,....N}, \; > 0 e Z)\i =1,
i=1 =1

N N N
uma vez que Zx\i(ai,bi) = (Z )\iai,Z)\in'), observe que a primeira coordenada é um
i=1 i=1 i=1

elemento de co(A), enquanto que a segunda coordenada é um elemento de co(B), isso mostra

que co(A x B) C co(A) x co(B). Para a outra inclusao tome (a,b) € co(A) x co(B), nesse caso

vale

a:Zai)\i b:ij’}/j
i J
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com Y Ai=>.7=1,a; € Aeb; € B e note que Zi,j Aivj = 1, nesse caso vale

(@,0) = | Y adi, Y by | = [ Do D aide D N> by | =D Aivilaib))
i i i i i i

e como ;A y; = 1 segue que (a,b) € co(A x B) o que conclui a demonstracao de (1.8).
Aplicando esse processo n vezes concluimos que vale co(A1) X -+ x co(Ay) = co(A1 X -+ X Ayp),
vamos usar esse fato para demonstrar o Teorema 1.2.4.

Sejam Ti,...,T, € co(r), tome Ay = Ay = -+ = A, = 7, Ai,...,An, Aj > 0 com
Z;V:l)\j =leTyjerparak=1,...,n,j=1,...,N tal que

N
Tp =Y ATk
j=1

Para x1,...,x, € X vale o seguinte:

n

Z T Thj

k=1

N
SZ)\]‘

L2(o,1,y) J=1

n
Z e
k=1

S Z /\j R(T) Z TEZk
J k=1

L2([0,1],Y) L2([0,1],X)

concluindo que R(co(7)) < R(7). Agora observe que, pelo principio de contragdo de Kahane
(Teorema 1.2.3) e o Exemplo 1.2.2, 7/ = {\T'; T € 7,]\| < 1} é R-limitado e nesse caso
co(t") = absco(t) logo R(absco(T)) < 2R(T). O

Relembre que a topologia forte em £(X,Y") é a topologia gerada por conjuntos da forma
{5 e L(X,Y); (S -T)zly <&}

comT € L(X,Y), z € X ee >0, além disso T,, converge para T na topologia forte se, e somente

se, lim T,,x = T'x para todo x € X, onde o limite é tomado na topologia da norma de Y.

Teorema 1.2.5. Seja 7 C L(X,Y) um conjunto R-limitado, entdo o fecho de T na topologia

forte € um conjunto R-limitado e vale
R(7°) < R(7).

Demonstracio. Seja T1,..., Ty € 75 e x1,...,xn € X, fixe € > 0, pela definicao da topologia

forte podemos escolher T1,...,Tx € T tais que para cadan € {1,...,N}

| Than — Thxa| < 27 "e.
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Escrevendo T,, = T, + T), — T, e usando a desigualdade triangular temos

N N N
Z rnann S Z TnTnxn + Z HTnxn - TnanY
n=1 Lr([0,1],Y) n=1 Lr([0,1],Y) n=1
N
< R(T) Z T'ndn +e€
n=1 Lr([0,1],X)

e como £ > 0 é arbitrario, segue o resultado. Em particular R(co() ) < R(7) e R(absco(r) ) <
2R(T). O

Como consequéncia dos Teoremas 1.2.4 e 1.2.5 temos o seguinte resultado

Proposicao 1.2.1. Seja 7 C L(X,Y) um conjunto R-limitado, sejam N : Q — T uma fungao
fortemente mensurdvel definida em um espago de medida o-finito (Q,p) e h € L}L(Q), defina o

operador Ty, € L(X,Y) por
Tyn = | hw)N@)d(w) (1.9)
Q
Entao, Z2={Tnp; ||h]lpr <1} € R-limitado.
Demonstra¢do. Sejam x1,...,z, € X e ¢ > 0 arbitrario. Uma vez que N : @ — 1 ¢é
fortemente mensuravel, podemos aproximar a funcao mensuravel M : © — X" dada por

M(w) = (N(w)xk)}_q, por fungdes caracteristicas em L>°(£2, X™), e com isso obter uma particao

(V3)jLy de Q onde m € NU {00}, e w; € V; de forma que para todo j:

IN(w)xr — N(wj)agl|lx <e, p—qtpw;eV; k=1,...,n.

pondo
m
s=%" ( / h(w)dmm) N(wy)
j=1 \’Vi
nesse caso, por (1.9) segue que ||Ty pxy — Skl x < € para k =1,...,n, e portanto, S pertence
a vizinhanca de T} na topologia forte determinada por x1,...,z, e € > 0, além disso, como

[|hllzr < 1 segue-se que S € absco(r) o que implica em Z C absco(t)’, logo pelos Teoremas

1.2.4 e 1.2.5 segue-se que = é um conjunto R-Limitado. O

Proposicao 1.2.2. Seja N : Q — L(X,Y) uma funcao fortemente mensurdvel, definida no

espago de medida (2, 1) o-finito tal que para alguma constante C vale
| IN@alydu@) < Clalx,  vaex. (1.10)

Seja h € L>®(Q, ), defina o operador T, € L(X,Y) como em (1.9), nesse caso o conjunto
T ={Th | ||h]lre < 1} € R-limitado e R(7) < 2C.

Demonstragao. De fato, sejam hi,...,hy € L®(Q) com ||hplre < 1, n € {1,...,m} e
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Z1,...,Tm € X, vale o seguinte
ZrnThnxn = | / (Z rnhn(w)N(w)xn> du
n=1 L1([0,1,Y) £ \n=1 L1([0,1,Y)
< / Zrnhn(w)N(w)xn du
2 ln=1 L1([0,1],Y)
m
§2/ N(w)Zrna}n du
@ n=1 L1([0,1],Y)
<2C Zrnxn
n=1 L1([0,1],X)

onde usamos o principio de contragdo de Kahane (Teorema 1.2.3), ja que ||h,||z~ < 1 para

n € {1,...,m}, e a hipotese em (1.10). O

Esses resultados sobre familias de operadores integrais R-limitados terao aplicagoes quando
estivermos discutindo algumas estimativas do operador resolvente do gerador de um Cjy-

semigrupo (Proposigao 2.3.1).

1.3 Calculo Funcional

Nesta se¢ao estudaremos o calculo funcional conhecido como céalculo funcional de Dunford-
Riesz para operadores setoriais. Veremos mais adiante que nao ha perda de generalidade em
desenvolver essa teoria sobre operadores setoriais pois, nas aplicacoes que estudaremos sobre
estimativas de Cp-semigrupos, o gerador serd um operador setorial. Vamos comecar definindo

esse conceito.

Definigao 1.3.1. Para 0 < ¢ < 7, seja o setor

{z€eClz2+#0 e |arg(z)| < ¢}, se € (0,7)

(0,00), se p=0

Dizemos que um operador A : D(A) — X definido em um espago de Banach X, limitado ou nao,

€ setorial de dngulo ¢ se satisfaz as sequinte condigoes:
1. o(A) C Sy,
2. M(A,¢') = sup{[]AR(\, A)|lz(x) | A€ C\ Sy} < oo para todo ¢’ € (o, )

Denotaremos o conjunto dos operadores setoriais de angulo ¢ por Sect(p, X). Portanto, se
A é um operador setorial de angulo ¢, escrevemos A € Sect(p, X). Dado um operador setorial
A, definimos

va=min{0 < p <7 | Aec Sect(p, X)}.
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como o angulo espectral (ou angulo de setorialidade) de A. Uma familia (4;); ¢ dita
uniformemente setorial de angulo ¢ € [0, 7) se A; € Sect(p, X) para cada l, e sup; M (4, ¢') < oo
para todo ¢’ € (p, ).

Vejamos algumas propriedades de operadores setoriais.
Proposicao 1.3.1. Seja X um espaco de Banach, e A : D(A) — X um operador fechado, entao
1. Se (—00,0) C p(A) e
M(A,7) =sup |[AA+ A4)7} < oo
A>0

entio M(A,7) > 1 e A € sect(m — arcsen(M (A, 7)~ 1), X).

2. Se A ¢ injetivo e A € Sect(p, X) para algum ¢ € [0,7), entdo A~' € Sect(p, X) e vale a

identidade fundamental

para todo A € C\ {0}. Em particular, M(A™1, ') <1+ M(A,¢') para todo ¢’ € (¢,).

3. A familia de operadores (A + 0)s>0 € uniformemente setorial de dngulo . De fato,
M(A+6,¢") S C(P)M(A¢")  (6>0,¢ € (p,7))

onde C(¢') = (sen(¢’)) ™t se ¢’ € (0,7/2] e C(¢') =1 se ¢ € [r/2,7).
A familia de operadores {(A+6)(A+¢e+6)"1 | e> 0,0 > 0} € uniformemente setorial de

dangulo ¢

Demonstracao. 1. Denote M (A, 7) = M e seja x € D(A), note que, para cada A > 0

z="A+A) T+ Az = <)\(>\ +A) §(A + A)—1A> z,

> >

portanto,
1
lzll < v M|[Az]| + Mlz| (1.11)

tomando o limite quando A — oo em (1.11), temos ||z|| < M]||z| para todo = € D(A), e

portanto M > 1. Agora seja A\g < 0 e M’ > M, para cada u € C, com | — A\g| < |]’\\/[°/| temos

que p € p(A), pois o conjunto resolvente é um aberto de C e podemos usar um argumento

de expansao em série de poténcia em torno de Ag e escrever

R, A) = (1 = ho)"R(Ao, A)"*!
n>0
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€ nesse caso, segue que

] 1R (s A< L] D 1= Dol [ R(Do, A"
n>0

MnJrl
< |/‘L|Z|:u >‘0|n|)\ |n+1

n>0

Myl M
= 2o Im = A"
Aol nzz:o Aol
n
< ()
Aol =\ M
usando |u| = |p+ Ao — Ao| < | — Ao| + |Xo| € a série geométrica, temos

YAk lv—2ol\ M 1\ MM (M'+1)M
<(1+ 1+ = .
on\n>0 M’ o] 1_% M)M—-M M-M

Tome ¢’ > m — arcsen(1/M) e defina M’ = 1/sen(m — ¢') nesse caso M’ > M.
Escolha ;1 € C tal que ¢ < |arg(p)| < 7 e defina \g = Re(p), nesse caso® \g < 0 e

I — Xo| < |Xo|/M’. Portanto, vale o calculo feito acima, ou seja,

(M +1)M

<

concluindo o item 1.
2. Tome X € C\ {0}, e note que

A+AHA+A Y =04+ A ) a0+ Aa =T
MA+A D =T A0+ A ) =T (A+ A Ha)!

colocando um fator A~! em evidéncia na ultima igualdade chegamos em

AA+AH! _I—i</1\+A>_l. (1.12)

A desigualdade do item 2 segue-se usando a desigualdade triangular em (1.12).

3. Seja A; = (A+9) e observe que, para ¢’ € (¢, m), se X € Sy_ entdo A+ 8 € S;_ e vale

AMA+ 457 = A O)(A+A+6)7!

/\—1—5(

Al

et concluindo
7

logo tomando o supremo em A obtemos M (As, ¢") < M (A, ¢")supycs

ZNote que ¢’ > 7/2 ja que 0 < 1/M < 1
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que supgsgM(As, ') < oo, calculando o supremo mencionado chegamos em C(¢’) que

aparece na primeira parte do item 3. Para a segunda parte, note que, se A € S;_./, entao

AM14+X)te+6 €S, além disso

A+ As(As +e) ™t = MNAs +e)(As +e)H+ As(As +¢) 7
= (MAs+¢e)+ A5)(As + )71

= ()\ + 1) <A5 + 1_;\)\) (A5 + 6)_1

uma vez que o ultimo termo da cadeia de igualdades acima é invertivel, segue-se que

A+ As(As + )~ & invertivel e com isso

A+ As(Ag 27 = HAA<A5+5>( )
“x (i) ()

+
A 1
_ A
T+ A +1+>\< < 1+)\> )

e como Aj é uniformemente setorial, segue-se que As(As +¢)~! é uniformemente setorial.

O

Veremos que existe uma classe de fungoes na qual é possivel definir um céalculo funcional

através da férmula integral de Cauchy. Se A é um operador setorial, vamos estudar a classe de

funcoes que permite definir o seguinte operador:

1
_ m/rf(z)R(z,A)dz (1.13)

onde I' é a fronteira do setor S,. Para fazer sentido a integral acima, precisamos que f tenha

alguma propriedade de decaimento em 0 e em co. Vejamos as propriedades necessarias para isso.

Definigao 1.3.2. Seja ¢ € [0,7) e f: C — C uma fun¢io meromorfa® em S,,.

1. f possui limite polinomial ¢ € C em 0 se existe a > 0 tal que f(z) —c = O(|2]|%) quando

z — 0.
2. f possui limite polinomial oo em 0 se 1/f possui limite polinomial 0 em 0.

3. f possui limite polinomial d € Co, em oo se f(z71) possui limite polinomial d em 0.

4. [ possui limite polinomial finito em 0 (em o) se existe ¢ € C tal que f possui limite

polinomial ¢ em 0 (em o).

5. Se f possui limite polinomial 0 em 0 (em oo), dizemos que f tem decaimento regular em 0

(em o0).

3Holomorfa em S, com excegdo de polos
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Vamos definir a classe de Dunford-Riesz em S, como
HE ={f e H®(S,) | f tem decaimento regular em 0 e em oo}

Onde
H>(S,)={f:8, = C| f éholomorfa e limitada em S}

equipado com a norma || f||eo,s, = sup{|f(2)| | z € S,}.

O lema a seguir retne alguns exemplos de fungoes na classe de Dunford-Riesz
Lema 1.3.1. Seja ¢ € (0,7] e f: S, = C uma fungdo holomorfa, entio sao equivalentes
1. fe HP(S,).

2. Ezistem C' >0 e s > 0 tais que | f(z)| < Cmin{|z|*, |2|~*} para todo z € S,.

s

3. Ezistem C >0 e s > 0 tais que |f(z)| < C%lz'% para todo z € S,.

|2|
1+ |22

4. Ezistem C >0 e s > 0 tais que |f(z)] < C < ) para todo z € S.

Demonstracio. 1) = 2) Se f € HG°(S,), entao f tem decaimento regular em 0, o que significa
que f(z) tem limite polinomial 0 em 0, e portanto existe o > 0 tal que |f(z)| < Ci|z|* para
z — 0. f também possui decaimento regular em 0o, o que significa que f(z) tem limite polinomial
0 em oo, que por sua vez significa que f(z~!) tem limite polinomial 0 em 0, logo existe 3 > 0
tal que |f(z~1)| < Ca2|?, trocando z por 1/z segue-se que | f(z)| < Ca|z|~? para z — co. Tome
i

s = min(q, 3), nesse caso, s < a e s < o que implica, para z — 0, em |z|* < |z|%, e para

z — 00, vale |2| 7% < |z|7* implicando em |f(z)| < C'min(|z|*, |2|7%).

2) = 3) Note que, para z — 0 temos 71J|rz|lz"25 < |z|* enquanto para z — oo temos
z|® z|® — . . _ 2|5
1J‘r||z|zs < |IZ|‘23 = |z| ™% e portanto existe C' > 0 tal que min(|z|%,|z|7%) < C%,

3) = 4) Basta comparar 1+ [2]?* e (1 + |2]?)®.

4) = 1) Consequéncia direta da definigao.
O

Para o caso de funcoes em HG(S,) a integral de cauchy definida em (1.13) fica bem definida

pois, se A for um operador setorial, entdao podemos usar o item (2) do Lema 1.3.1 para fazer o
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seguinte calculo

[ (A)z]| < 1/ [F ()| B(z, A)x|| [dz]

< c/ )l
§C</ - 1dr+/ r_s_ldr> ]
0 1

< Cll]-

o que mostra que f(A) é um operador limitado.
Vamos considerar agora a chamada classe de Dunford-Riesz estendida. Note que a fungao
racional (1 + 2)~! e as fungdes constantes nao sdo elementos de H§°(S,). Definimos, entdo, a

classe de Dunford-Riesz estendida como
E(Sp) = Hg®(Sp) @ ((1+2)" ") & (1)

Observagao 1.3.1. Note que, se f : S, — C for holomorfa, tiver decaimento regular no infinito
e possuir continuacdo analitica em uwma vizinhanca da origem, entao f € E(S,) jd que, pela
continuagao analitica, existe C tal que |f(z) — f(0)] < C|z| para z prézimo da origem, o que
implica em f possuir limite polinomial finito em 0, com essas hipdteses, vale f € E(S,), jd que

a fungio g(z) = f(z) — f(00) = (f(0) = f(00))/(1 + 2) € H5"(Sy)

Um exemplo importante de funcao em HG®(S,) que usaremos mais adiante esta contida no

seguinte Lema:

Lema 1.3.2. Seja 0 < Re(B) < Re(a). Entao, para todo ¢ € (0,7)

ZB

T € Hi°(Sp)

Lema 1.3.3. Seja f € H°(S,) e defina

1 ds > ds
= [T e o= [T (1.14)

para z € S,. Entdo h,g € £(S,), h(0) = g(o0) =0 e

- [ e

€ constante.
Demonstragao. Veja em [18§] O

Vamos enunciar uma proposigao (Proposicao 2.6.11 de [18]) que iremos usar na demonstragao

da desigualdade dos momentos.
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Proposigao 1.3.2. Seja ¢ € (0,7] e f € £(S,). Entao existe uma constante Cy > 0 tal que
sup [[f(tA)|| < CrM(A, @)
t>0

para cada operador setorial A € Sect(w, X), w € (0,¢). Além disso, dado 0 € [0, — w) temos
IFAA) < CpM (A, = 6)

para todo A € C, com |arg\| < 6.

Teorema 1.3.1. (Desigualdade dos Momentos) Seja A um operador setorial definido em um
espago de Banach X, sejam a, 8,7y € R com v < 8 < a e~ > 0. Entdo, existe uma constante
C > 0 tal que, para cada x € D(A®) vale*

C

Bell <
|A x| < 01— 0)

—0 0
A7 0 ) A%,

sendo 0 == (B —v)(a — )~ L.

Demonstragao. Seja (z) € HG(S,) e note que z%(z) e z~%Y(z) sado limitadas. Sejam
h(z)(h(2) + g(2))™" e g(2)(h(2) + g(2))"! onde g(z) e h(z) sdo as funcdes definidas no Lema
1.3.3 por (1.14). Ponha h(z) = 2~ (@ Ph(z) e §(z) = 2P~ 7g(z) e note que h e § séo elementos
de H§°(S,). Para cada x € D(A%) e t > 0 temos o seguinte

APr = h(tA) APz + g(tA) APz = h(tA)(tA)* P APz + G(tA)(tA) =B~ APy

tomando a norma, usando a desigualdade triangular, reescrevendo (o — ) = (a« —v)(1 — ) e

—B 4+ v = —(ax— )0 e usando a Proposigao 1.3.2 temos
147z < Gt @9 A%|| 4 Cgt~ ()| Az

calculando o infimo para t > 0 chegamos em

glAvzl] \"? (1 - o))l A% \°
APzl < C; [ —E L A° o
| x‘—ch<<1—e>umx\ 1A%l G5 \ A

rearranjando os termos concluimos que

1-0\’ o\’
SPN)
o resultado se segue notando que o termo entre colchete ¢ limitado por (#(1 — )7L, e
C = maX{Cg,Cﬁ}. O

1A% < © 1472 | 7)|A% .

Pelo Lema 1.3.2, se a, 8,7 € (0,00), a fungdo f(z) = 2%(n+2)"*# € H§(S,) logo podemos

“Definimos a poténcia A® como A% := (1 + A)"A%(1+ A)™" onde n € N com 0 < Re(a) < n.
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definir o operador
1 z¢
A® D) e — ————R(z,A)d 1.15

onde 0S5y é a fronteira do setor Sy com € € (p, 7) orientada positivamente. Observe que, para um
operador setorial A, e a, § € [0, 00), 0 operador A%(1 + A)~*=F ¢ limitado, vamos usar a notacio
PG(A4) = A*(1+ A)~>F8 nesse caso temos ®§(A) = (A(1+ A)~1)¥ e se a1, az, 1, B2 € [0,00),
entao (Proposigao 3.1.1 de [18])

o5 ()25 (4) = 25153 (A)

Denote por X§ o conjunto imagem de @, i.e, X§ = Im(®F(A)) sendo X* = X§ e Xpg = Xg.

Se A for um operador injetivo, entao X € um espaco de Banach com a norma
Izl xg = lellx +195(A) elx = Jzlx + 111+ A)*PA 2| x

onde z € X§, para isso basta notar que || - ||x < | - ng, logo se (7y,), ¢ Cauchy em X§, as
sequéncias (zp)n € (@g(A)_lxn)n serao Cauchy em X, além do mais, no nosso contexto, —A
é gerador de um Cp-semigrupo e portanto, é um operador fechado (Proposi¢ao A.0.2), logo se
Ty — T € @g(A)_lxn — y, entao @g(A)_lcc =y e X§ € Banach. Note que ®3(4) : X — X7 &

um isomorfismo no seguinte sentido: existe C' > 0 tal que
1Tl ccxgx0) < I1TF(A o) < ClITlexg,x) (1.16)
onde T' € L(Xf, X), para justificar (1.16) basta notar que
ITx|x = |T2G(A)PF(A)  z]lx < ITPF(A) ) PF(A) 2llx < (TRF(A)cx)lllxg

o que implica em ||T|‘L(Xg,X) < [|[T®5(A)[ c(x). Note agora que

N

1T2F(A)zlx = ITylx < ITlcexgxllvlxg
= I Tllexg x) (125(A)zllx + llzlx)

1T 2xg, 0 (195 (Al 2x) + Dllzllx

IN

donde se segue (1.16).
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1.4 Multiplicadores de Fourier Parte I

Nesta secao vamos dar inicio ao estudo dos multiplicadores de Fourier, objetos que terao
importancia para os resultados principais deste trabalho. Comegaremos discutindo um pouco
sobre operadores que sao invariantes por translacao, abordando inicialmente o caso escalar, e na
Parte I1 iremos desenvolver essa teoria para o caso vetorial.

Operadores invariantes por translagdo aparecem naturalmente em matematica aplicada; em
Fisica, por exemplo, existe o principio da relatividade, que nos diz que os fenémenos fisicos
sao os mesmos em qualquer referencial inercial; ou seja, sao fendmenos invariantes por troca de
coordenada, e qualquer teoria matematica que tenha sucesso em descrevé-los deve levar em conta
essa invariancia.

Multiplicadores de Fourier sio fungdes m para as quais o operador Ty, f = F~'(mFf) faz
sentido. Em geral, estamos interessados em saber quando tal operador é limitado de LP(R™) para
LY(R™), com 1 < p < g < oo (ocasop > g étrivial, como veremos na Proposigao 1.4.1). No artigo
classico de Hormander [21], foi demonstrado que a classe dos operadores T, também chamados
de operadores multiplicadores de Fourier, coincide com a classe dos operadores singulares do tipo
convolugao f +— K x f, onde K € §’'(R™). Os casos mais simples ocorrem quando p = ¢ = 2
(Teorema 1.4.1), p = ¢ = 1 e p = ¢ = 00; nesses dois ultimos casos, os multiplicadores sao
dados por transformadas de Fourier de medidas limitadas [17]. Os casos p,q € (1,00) \ {2} sdo

altamente nao triviais e em geral, sabemos apenas condigoes sobre m para que T, seja limitado.

r
weak

B.0.1), com r~! = p7! — ¢! entdo T,, : LP(R*) — L4(R") é limitado. Também foi

Hoérmander mostrou que para 1 < p < 2 < ¢q < oo, se m € L (veja a Definigao
demonstrado que a condicdo p < 2 < ¢ é necessaria. Ainda em [21], foram introduzidos
condigoes de integrabilidade/suavidade no kernel K, que permitem extrapolar a limitagao de
Ty, : LPO(R™) — LD (R™), com 1 < py < qo < oo, para LP(R") — LI(R™), com 1 < p < ¢ < o0,

1 1

onde os expoentes satisfazem p~ =Dy 1 q L. tais condicgoes levariam as extensoes da

— qi
teoria de Calderon-Zygmund [14]. Para o caso em que pg = qp, foi mostrado que a condigao de
suavidade no kernel K pode ser traduzida na condig¢ao de suavidade no multiplicador m, o que
¢ suficiente para demonstrar o Teorema de Mikhlin (Teorema 1.4.2).

Vamos comegar definindo operadores que sao invariantes por translacao.

Definigao 1.4.1. Um operador linear e limitado T : LP(R™) — L9(R™) € invariante por
translacdo se
ThT:TTh, VY heR"

onde T, f(z) = f(x — h) é o operador de translagao.

Exemplo 1.4.1. Sejam p € [1,0c], f € LY(R™) e considere o operador Ty : LP(R™) — LP(R™)
dado por
Trlg)(@) = fxg(z) = | fy)gle—y)dy.

Entao, Ty € linear, limitado e comuta com a translagao.
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Demonstracao. O fato de ser linear vem da linearidade da integral. Para mostrarmos a limitagao,

vamos usar a desigualdade de Minkowski para integrais [17]

I T

< / LF gl e@mydy = (| £l L1 @n) 9]l Lo (7).
Lr(RP) n
Agora, para mostrar que Ty comuta com a transla¢do, basta notar que

T Tt(g)(x) = Tf(g)(z — h) = . fy)g(z —h —y)dy = - fW)mg(z — y)dy = Ty (Thg)(x)

O

Em geral, queremos estudar operadores T' : LP(R™) — L%(R"™), onde p,q € [1,00] s@o
quaisquer, e que comutam com a translacao. Mostremos inicialmente que se por acaso p > g,

entao o tnico operador linear e limitado que comuta com a translagdo é o operador nulo.

Proposicao 1.4.1. Sejam p > q e T : LP(R™) — LY(R™) linear, limitado e que comuta com
a translagao. Se p < oo, entdo T = 0, e se p = 00, entdo T restrito ao espaco das funcoes

limitadas que vao para zero no infinito € o operador nulo.

Demonstracao. Seja p < oco. Como T € limitado, existe C' > 0 tal que

ITfllze < Cll fllze.

Afirmamos que

im [|f + 7 f |0 = 27| f]| o3
h—o00

de fato, dado & > 0, escreva f = fi+ fo, onde f; possui suporte compacto e || fo||r < £/(2421/7).

Se por acaso |h| é grande o suficiente, entao f1 e 75, f1 possuem suportes disjuntos, de forma que

1/p
It il = ([ 1)+ o)
1/p
—(/ AP+ | \Thﬁ(x)rpdx) — 9| fy] .
Rn Rn

Agora, usando esse resultado para |h| suficientemente grande junto com a desigualdade triangular,

obtemos

If + 70 flle — 27| fll o

= |17 + 78z = 12 + 7w fullir + 221 fulln = 27 £l 2o

+ 27|l fullze = 1120

2¢e 21/pg -
2 oir 2o ©

< |IF + Sl = I+ 7afilleo

<|lfo = mufallie + 2P| fol » <

o que demonstra nossa afirmacao. Note que, pela hipotese de T ser linear e comutar com a
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translacao, temos

IT(f +7nf)llLe = ITf + 7Tl a-

Portanto, tomando o limite quando |h| — 00, segue-se do argumento anterior que
ITf + T flla — 29| Tf| s
Agora, usando a hipotese de T ser limitado, obtemos Vh € R™

IT(f +1f)lle < ClIf +7nfllre

e novamente tomando o limite quando |h| — oo, chegamos a

C
2T f|lea < C2VP||f|w = | Tfll10 < gi7a i Il

Isso mostra que a constante que aparece na limitagdo de T pode ser melhorada, ja que
p>q = 1/p < 1/q repetindo o processo concluimos que tal constante pode ser tomada
arbitrariamente pequena, concluindo que T é o operador nulo. Se p = oo podemos repetir o

argumento usando o fato de que f é limitada e vai a zero no infinito. O

A Proposicdo 1.4.1 reduz os casos de interesse em operadores invariantes por translacao
apenas para p < q.

Note que a Transformada de Fourier transforma convolugao em produto pontual [17], e pelo
Exemplo 1.4.1, a convolugao é um operador invariante por translagao; logo, faz sentido considerar

o seguinte operador

T f = F~H(m(€)f(9)),
onde m(§) é uma fungao limitada.

Definicao 1.4.2. Seja 1 < p < ¢ < o0, entio dada m € L*®°(R"™), defina o operador
Ty : LP(R™) — LY(R™) por

Tnf = F 1 (m(&)f(€)) (1.17)
m é chamado de multiplicador de Fourier (LP, LY), ou simplesmente multiplicador de Fourier, se

existe Cp tal que
| T f |l Larry < Coll £l Lo mny.-
O conjunto de multiplicadores de Fourier (LP, L?) serd denotado por MP1.
Observagao 1.4.1. Pela Proposigao 1.4.1, o conjunto MP? = {0} se p > q.
Um caso de interesse sio os multiplicadores de Fourier em L?(R™).

Teorema 1.4.1. Seja m : R™ — C mensurdvel. Entdo Ty, : L>(R") — L*(R"), dado por (1.17)

é limitado se, e somente se, m € L*°(R™). Nesse caso, vale

1Tl 2@y = Ml Loo @)
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Demonstracdo. Suponha que m € L®(R"), entdo m(€)f(¢) € L*(R") e como F : L*(R") —

L?(R™) ¢ uma isometria sobrejetiva, segue-se que F~1(m(¢) f (¢)) € L*(R™). Além disso, como

T f | 2y = [~ (mU(€) £(E)l L2y
= [Im(&) F ()l z2(rn)
< ||m||L°°(IR")||f”L2(R")

= ||m”L°°(R")”f”L2(]Rn)7

segue-se que || Tl z(rrmn)) < [|m||Loo@ny. Suponha agora que T, seja limitado, sabemos que
F : L*(R") — L?(R") ¢ isomorfismo linear, entdo basta provar que o operador de multiplicacio
M : L2(R™) — L2(R") dado por M f(&) = m(&)f(€) é limitado se, e somente se, m € L>°(R™).
Por hipétese, Ty, : L*(R") — L?(R") é limitado, portanto FT,,F~! : L*(R") — L*(R")
também é limitado por ser a composicao de operadores limitados. Além disso, temos que
Vf e L*R"),
FLnF L f = F (FHm&f(9)) = m©)f(©),

Agora, observe que apesar do dual de L>(R™) nio ser L'(R"), ainda assim & possivel calcular a

norma de uma vetor em L>°(R") usando a "dualidade” [11]

e = sw [ f@neds= s [ HOInOIE v e L@

heLl ||h||1=1 heLl ||hl| 1=1

Assim,

ey = Pl ey = s [ (e PlnCe) e
lAll,1=1JR"

Faca g(&) := |h(&)|*/2. Como h € L'(R"), segue-se que g € L?(R™), de modo que

sup [ m(@PIR©IdE = sup [ m(©)Plg(e) P

Al L1=1 llgll L2=1

Como
/Rn m(€)*1g(§)17dé < M| z(z2@ny 19172 @n):

tomando-se o supremo com [|g|[2(gn) = 1, segue-se que [[m[|F < HMH%(LZ(RH)), o que conclui a

demonstracao. O

Exemplo 1.4.2. Se k € LY(R"), entdo m(€) = k(¢) € CYR™) C L®(R™), e nesse caso,
Ty : L2(R™) — L2(R") dado por Ty, f = F 1 m(€)f(€)) =k * f, vale

| T Sl 2@@ny < Ml poe o)l L2ny < IRl L2 @eny L || 2 (-

Exemplo 1.4.3. Seja m;(§) = %, £ e R j=1,...,n Entao, como |§;| < [£|, temos
M|l poe(rny < o0, e portanto Rj = Ty, : L*(R") — L*(R™) € limitado. Rj; € chamado de
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operador de Riesz, e é possivel mostrar que

R;f = lim cn/
/= e=0 " JRn\B(z,e) |$—y\”+1f( u)dy

Observe que a integral acima pode ser vista como a convolugdo de f com kj(z) = z;/|z|" .

Como kj ¢ L'Y(R™), esse € um tipico exemplo de operador integral singular.

Em geral, gostariamos de caracterizar os espagos MP4. Ja vimos que MP? = {0} se p > q e
que M?2 = L. Os casos p = q € (1,00) \ {2} sdo bem mais delicados, como mencionado no

inicio desta se¢ao. Vejamos um exemplo importante.

Teorema 1.4.2. (Multiplicador de Mikhlin) Seja m : R™ \ {0} — C wma funcao de classe

C"2(R™) tal que existe uma constante A que satisfaz
0°m(€)| < Al¢|~1 (1.18)

para todo £ # 0 e |a] < n+ 2. Entao para todo p € (1,00), o operador T, : LP(R™) — LP(R")
dado por
Tf = FH(m(€)f(€))

€ limitado.

Para a demonstracao desse Teorema, iremos precisar de alguns resultados preliminares.
Vamos comecar discutindo um pouco sobre parti¢oes diddicas da unidade. Usualmente, uma
partigao diddica da unidade em R™\ {0} é uma particao da unidade ¢;(§),j € Z em R™\ {0},
tal que

supp(p;(€)) C{E€R™ |2’ < ¢ <C2'}, VjeZ,

onde ¢, C > 0 sao escolhidas de maneira adequada, no nosso caso vamos tomar ¢ = 1/2 e C' = 2.
Tal particdo pode ser construida escolhendo uma fungdo nao negativa ¢ € C°(R"), tal que
P(€) >0 < 1/2 < [¢] < 2; entao, definindo ;(§) == (279¢), j € Z, defina

)= 1hi(€) >0, £#0,

JEZ

e entdo fazemos p;(€) == ¢(&) 1 (€). Isso define uma particdo da unidade com as propriedades

mencionadas. Nesse caso observe que ¢(277¢) = ¢(€), ou seja, ¢ é invariante por reescala diadica.

B(279€) =D Yp(279€) =D (27 UThg)

kEZ kEZ

De fato, temos

e pela mudanca de variavel [ = k + j, temos

G(279) =D p(27¢) = ¢(¢),

leZ
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donde se segue que

eo(z76) = S8 - P e,

ou seja, (&) = ©0(277¢) (ao invés de olharmos para o termo j, podemos olhar para o termo

zero e dilatar por 277). Disto se segue a estimativa
[0%0;(&)] = 10%p0(277€)| < Cl0%po|2771°, Vo € Ny, j € Z. (1.19)

A principal ideia presente na demonstragao do Teorema 1.4.2 consiste em usar a particao diadica

para decompor m(§) como

m(&) =Y "m;(&) =D @i()m(E), YE£O,

= JET
e entdo usar a hipotese (1.18) junto com a estimativa (1.19) para obter
« _ o
rms(@)l < 3 (§) el )] < 2.
Ba

Agora, para cada m;(&) vale que

n

T = F i ©F(©) = [ hyla—)fwdy. o ¢ supp(s)

onde k;j = F~1(m;) € Cg°(R™) (pois supp(m;) é compacto). Formalmente, temos
Tof =Y Tosf =3 [ hito = )f )y,
j€L jez 'R"
precisamos mostrar que a soma que aparece acima converge em algum sentido para uma fungao

que satisfaz certas hipoteses. Vamos comegar pelo seguinte resultado.

Lema 1.4.1. Sejam N € Ng e g : R® — C uma fungio em ON(R™). Entio vale a seguinte

estimativa:

[(FLg)(x)| < Cnu(supp(g))|z|™N e 10%g|| ooy, ©#0

em que Cn € uma constante que nao depende de g.

Demonstragao. Seja € Njj com |3] = N. Entao [17],

(—ix)’(F'g)(x) = F 1 (0°g)(x),Vz € R™,
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e portanto
27 [[(F~1g) (@) = |F~H0%g) ()] < 11079 11 gren)

= [ 10%0(0)1dg = [ 10°%5(6) i (€€
R™ R™

< [10°g]| oo Ry t(supp(g)) < ‘gluevuaﬁg”LOO(]R")M(SUPP(Q))'

Uma vez que 8 € Njj, com || = N, ¢ arbitrario, concluimos que

|| VI(F ) ()] < M(SUPP(Q))‘gliiil]?v\|3ﬂg||L°°(Rn)'

O

Lema 1.4.2. Sejam m(§) como no Teorema 1.4.2 e m;(§) = ¢;(&)m(§) com (&) uma particao
diddica da unidade em R™\ {0}. Entao, kj(z) = (F1m;)(z) satisfaz a estimativa

0% kj(w)] < Cu2IrHAI=AD |z =M,

para todos x #0, j € Z, M =0,...,n+2 e a € NJJ, sendo C,, independente de x ¢ j.

Demonstracao. Observe que
8kj(x) = F 1 ((i)*m;(€))(x) V2 € R, a € Ng,j € Z.

Agora vamos mostrar que (i€)*m;(€) ¢ de classe C™ (R™) para algum N e depois usar o Lema

1.4.1 com (i€)“m; (&) no lugar de g (observe que m; tem suporte compacto)

0%(i6)°my(©)] < 3 (f) 1097(66)° 107 my €)]

v<B

< Cup Z ,§|IOéI—(IBI—IvI)Q—ijIX{5 | 2i-1<]e]< 2541
v<B
< C;’BQj(‘a|_|B‘), v ‘5| <n+2
Aplicando o Lema 1.4.1 com N = M =0,...,n + 2, obtemos
|0%k; (@) = |F 1 ((1)m; (€))(x)] < Canps(supp(spy))|a| =M 27—,

Como a medida do anel {2771 < [¢| < 29H1} & €2 temos que

0%k ()| < Cola| MICHI=M) iy g £ 0,5 € 7.
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Proposigao 1.4.2. Seja m como no Teorema 1.4.2. Entdo, existe k € CY(R™\ {0}) tal que

10%(z)| < Cla|™™7 10, 2 £0,]al <1,

Tf(@) = [ bo =)y, Vo ¢ supp(s). | € SE)

Demonstragao. Primeiro note que precisamos de = ¢ supp(f), pois do contrario terfamos
que avaliar k£(0) em algum momento. Para demonstrar esse resultado vamos novamente usar
a partigio diddica, a saber k;j(z) = F1(m;(€))(x) e mostrar que > jez 0%kj(x) converge
absolutamente e uniformemente em todo compacto de R™\ {0} para uma funcao k(z) que satisfaz

0%k ()| < Clz|~"~lol. Para tanto dividiremos soma " ._, 9%k;(z) em duas partes

JEZ
> %kx) e > %)
27 <|a|~1 29> |z| =1

e mostraremos a estimativa desejada separadamente. Para a primeira soma, vamos usar o Lema

1.4.2 com |o| <1 e M =0 (o menor valor de M) para obter

S k@l <c Y Pt < g el

27 <|z|~1 27 <|z|~1

Para a segunda soma vamos escolher M =n + |a|+ 1, |a] < 1 (o maior valor de M), nesse caso

S k@) <O Y el el ) g mnfal=1
27 >|z|~1 25> || =1
=C Z 2*j’x‘fnf|a|fl < Cl’@"ini‘aL

20> |z|—1

Isso mostra que Y .., 0%k;(z) satisfaz a estimativa e converge absolutamente e uniformemente

JEZ
em cada compacto de R™ \ {0} para uma funcio k(z) que satisfaz |0%k(z)| < C|z|~"~ 1ol para
todo |a| < 1.

Resta mostrar que k(z) satisfaz
Tnf = | K=y fy)dy.

Primeiro note que

m(©) (&) =Y _m;i(©)f(©)

JEZ
e como Y |m;(€)] & uniformemente limitada e f € L'(R") (ja que f € S(R™)), por convergéncia

dominada segue que a série converge na norma L' para m(¢) f (£). Além disso, note que, usando
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a relagdo entre convolugao e a transformada de Fourier, temos

S 0@ =3 [ kil - )iy = [ Ko -1y
JEL jez /R" "
onde usamos o fato da série convergir uniformemente em cada compacto de R™ \ {0}, o que

conclui a demonstragao. O

Para concluir a demonstragao do Teorema de Mikhlin, basta usar o Teorema B.0.4, ja que a

Proposigao 1.4.2 implica em (B.15) que por sua vez implica na condigao de Hérmander (B.14).



Capitulo 2

Estabilidade de Cj)-semigrupos e

Multiplicadores de Fourier vetoriais

2.1 Multiplicadores de Fourier parte II

Gostarfamos de obter uma versao vetorial dos resultados da Secao (1.4). No contexto vetorial,
foi demonstrado [9] que a extrapolagao dos resultados de |21] que mencionamos no comego da
se¢ao (1.4) ainda sao validos para o caso p = ¢. Porém, mesmo para o caso p = ¢ = 2, nao vale
T € L(L?(R™; X)) se m € L>®(R™), a menos que X seja um espaco de Hilbert, o que restringiria
muito nossos propoésitos.

Em [12], foi mostrado que T, € L(LP(R"; X)) para m(§) = sign(&) se o espago X satisfaz a
propriedade UMD; néo iremos entrar em muitos detalhes sobre essa propriedade (para maiores
referéncias sobre a propriedade UMD, recomendamos [36] e [37]), mas vale mencionar que a
maioria dos espacos de interesse a satisfazem.

No contexto vetorial ¢ natural permitir que m assuma valores em L£(X,Y); em [4], foi
mostrado que o analogo natural do teorema de Mikhlin nao se estende para esse cenario vetorial
a menos que X tenha cotipo 2 e Y tenha tipo 2 (ndo iremos entrar em detalhes sobre tipo e
cotipo de um espago de Banach; para tal discussao, recomendamos [37]).

Ainda assim seria interessante obter a versao vetorial dos resultados sobre multiplicadores de
Fourier, pois sua grande utilidade foi confirmada no estudo de problemas da teoria de regularidade
e equagoes de evolugao [2], [20] e [38]. O que precisamos para tal extensao é o conceito de R-
limitagao, veremos como formalizar essas ideias.

Vale notar que as nogdes sobre multiplicadores a valores em £(X,Y) foram originalmente
motivadas pela teoria de estabilidade e regularidade; nesta dissertagdo, iremos aplicar certos
resultados para estabilidade de Cjy-semigrupos, mas suas aplicagoes nao se restringem a isso;
existem aplicagoes no calculo H™ para geradores de Cy-grupos [28] e também, na teoria de
equacoes dispersivas, a classica estimativa de Strichartz pode ser vista como um teorema sobre

multiplicadores a valores em £(X,Y") [35].

50
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Vamos comegar definindo a transformada de Fourier vetorial. Lembre-se que tal transformada
envolve a multiplicagdo por uma exponencial complexa, e assim nesse caso precisamos que o
espaco de Banach considerado seja definido no corpo dos complexos. Além do mais, note que
tal exponencial complexa é uma funcao mensurével, pois é continua, e pelos resultados da Se¢ao

(1.1) (mais precisamente a Proposi¢ao 1.1.1) , podemos apresentar a seguinte definigao.
Definigao 2.1.1. Sejam X um espaco de Banach e f € L*(R™; X). Definimos a transformada

de Fourier de f como

F()E) = f(6) = / e f(x)dz, € € R,

n

onde a integral acima representa a integral de Bochner.
Alguns resultados validos para L!(R") se estendem para o caso vetorial.

Teorema 2.1.1. Se f € LY(R"; X), entio f € Co(R™; X) e

|f||L<>o(Rn;X) < 1 fllpr mrsx)-

Demonstragio. Podemos usar o fato de que L'(R") ® X & denso em L'(R";X) e repetir a
demonstracdo do Lema de Riemann Lebesgue escalar para concluir que f (&) = 0 se [£] — oc.
Para a demonstracao da continuidade, basta usar o Teorema da Convergéncia Dominada. Por

fim a estimativa ||f||Loo(Rn;X) < | fllrmn;x) € trivial. O

Grande parte da teoria da transformada de Fourier inversa se faz de maneira anéloga ao
caso escalar; vamos apenas mencionar alguns resultados que serao tuteis para a versao vetorial

do Teorema de Plancherel (para mais detalhes, sugerimos [36]).

Lema 2.1.1. Sejam X wm espaco de Banach, f € LP(R™; X) e ¢ € L'(R"). Entdo, a convolugdo

ox f(x) = [ o) f(x—y)dy

R’Il

estd bem definida enquanto uma integral de Bochner para quase todo x € R™, e vale

1 * fHL”(R”;X) < ”d)HLl(R")HfHLP(]Rn;X)-

-

Proposicao 2.1.1. Seja X um espago de Banach. Para todo p € [1,00), o espago C.(R™; X) é
denso em LP(R™; X).

Proposigao 2.1.2. Sejam p € [1,00), f € LP(R"; X) e ¢ € LY(R") tal que 9l 1 ny = 1. Para
cada € > 0, defina ¢c(x) == e "¢(xe™1). Entdo,

lim ¢ x f = f,

e—07t
onde o limite acima se dd na norma LP(R™; X).

Proposigao 2.1.3. Suponha que f € Ll(R”;X) seja tal que f c Ll(R”;X). Entao, f =
FLF(f) em todos os pontos de Lebesgue de f.
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Demonstragdo. E um resultado bem conhecido que g(z) = exp(—|z|?/2) é autovetor de F com
autovalor (27r)"/ 2. Usaremos, na demonstracio, a teoria de aproximacoes da identidade. Defina
g:(x) == € "g(x/e); nesse caso, se z € R™ é um ponto de Lebesgue de f, entdo g. x f — f
pontualmente se e — 07, e portanto vale

f(z) = lim 9-(y) f(z — y)dy

e—0t Rn

=t [ ([ engeeac ) o - iy

e—0t

— lim (27T)—n/2g(€§) (An €_i(x_y)'£f($ _ y)dy> eiaz{df

e—0t Rn

= lim [ (2m)7"2g(c€) f(€)e S de.

e—0t Rn

Agora observe que g(¢£) — ¢(0) = 1 quando ¢ — 01, e como por hipotese f é integravel,

podemos usar o Teorema da Convergéncia Dominada para concluir que f(x) = F~LF(f)(z). O

Para o que se segue, vamos introduzir o seguinte subespago de L>®(R"; X):
LYR™ X) = {g € L°(R™; X) | g = f para alguma f € L*(R™; X)}.

Lema 2.1.2. Seja X um espaco de Banach. A transformada de Fourier em L'(R™; X) estd bem
definida, e para fungoes em L'(R™; X) N Ll(R”;X), esta coincide com a transformada definida
em LY(R™; X).

Demonstragio. Suponha que f = § = h com g,h € L'(R"; X). Definindo k = g — h,
segue-se que k € L'(R";X) e k = §—h = 0 € L'(R"; X). Agora, pela Proposicao 2.1.3,
k= F(F k) = 0 =0, logo g =nh Sefe LYR™ X) N LY(R™ X), entdo f = h com
h € L*(R™; X), e novamente pela Proposicao 2.1.3, vale h = F(F~'h) = f d

Lema 2.1.3. Para todo p € [1,00) temos a validade das sequintes afirmagaes.
1. LP(R™; X)N LY (R™; X) € denso em LP(R™; X).
2. LYR™; X) N LY (R™; X) ¢ denso em LP(R™; X) N LY(R™; X).

Teorema 2.1.2. (Teorema de Plancherel) Sejam H um espaco de Hilbert e f € L?*(R™; H) N
LY(R™; H). Entio, f(¢) € L*(R™; H) e vale

(27T)_n”f|’L2(Rn;H) = 1/l L2 mn;m)- (2.1)

Demonstragio. Vamos denotar por (-,-) o produto interno de H. Se f,g € L*(R"; H), vale

[ (@ gyis = [ (s)g@)ds
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Note que para funcbes em L'(R™; H) N LY(R"; H), (2.1) se segue tomando g = f e usando
a Proposicao 2.1.3. O teorema se segue por densidade ja que, pelo Lema 2.1.3, L'(R™; H) N
LY(R"; H) & denso em L?(R™; H) N LY(R™; H). O

Vale notar que o Teorema 2.1.2 nao vale caso H nao seja um espago de Hilbert (Veja o
Exemplo 2.1.15 de [36]).

Usando interpolagao vetorial, é possivel mostrar que a transformada de Fourier se estende
a um operador linear e limitado de LP(R";H) em LP (R";H) para todo p € [1,2] onde
1/p+1/p" = 1, de onde surge a pergunta: para quais espagos de Banach X, a transformada
de Fourier se estende a um operador limitado de LP(R™; X) para 7 (R™; X)? Isso nos leva a

definicao de tipo de Fourier de um espaco de Banach.

Definigao 2.1.2. Seja p € [1,2]. Diremos que um espago de Banach X possui tipo de Fourier p
se a transformada de Fourier for um operador limitado de LP(R™; X) para L’ (R™; X). Diremos

que X possui cotipo de Fourier p € [2,00] se X possuir tipo de Fourier p'.

Exemplo 2.1.1. Pelo Teorema 2.1.1, se X € um espaco de Banach, entao X tem tipo de Fourier
1.

Exemplo 2.1.2. Pelo Teorema 2.1.2, se X € um espaco de Hilbert, entao X tem tipo de Fourier
2.

Exemplo 2.1.3. Por interpolagio vetorial ([36]), se X é um espago de Banach com tipo de
Fourier p € [1,2], entdo X tem tipo de Fourier v para todo r € [1,p].

Exemplo 2.1.4. Sejam X espago de Banach e r € [1,00). Se X possui tipo de Fourier p € [1,2],

entao o espago L"(R™; X) possui tipo de Fourier min(p,r,r’).

Demonstracao. Para demonstrar tal resultado, precisaremos da desigualdade de Minkowski
vetorial (Proposigao 1.2.22 de [36]), que diz basicamente que se 1 < p < g < o0, entdo existe

uma imersao continua de LP(R™; LY(R™; X)) em L(R™; LP(R™; X)); em outras palavras, vale

1 £l Lar;Lr®e;x)) < I fllLe®e;pa@n;x))-

Suponha que r € [p,p']; entdo, ' € [p,p'] e nesse caso min(p,r,7’') = p. Para toda
f:R"— L"(R™ X), usando a Proposigao 1.2.22 de [36], temos

IFF i s gy < I Fllr s om0

1/r
= (1Ol oyt

1/r
S L] A—

< ||]:||L(Lp(Rn;X)7Lp’(Rn;x))||f||LP(]Rn;LT(]Rn;X))7
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onde na primeira desigualdade usamos a Proposi¢ao 1.2.22 de [36] com r < p/, na segunda
desigualdade usamos o fato de X possuir tipo de Fourier p e na terceira usamos novamente a
Proposigao 1.2.22 de [36] com p < r.

Supondo agora r ¢ [p,p'], vale min(p,r,7’) < p. Nesse caso existem duas possibilidades: se
min(p,r,r") = r, entdao 1 < r < p, uma vez que todo espago de Banach possui tipo de Fourier 1,
e por hipotese, X possui tipo de Fourier p, por interpolacao segue-se que X tem tipo de Fourier

min(p,r,r") = r. A demonstragao do caso min(p,r,r’) =’ é analoga. O

Definicao 2.1.3. Seja X um espaco de Banach. O espago de Schwartz vetorial € o espaco
SR™ X) = {f € C®°R%X) | | fllas = |z = 270" (2)|| poo(n.x) < 00 ¥ (v, B) € N*"},

De maneira analoga ao caso escalar, a familia de seminormas || - || s define uma métrica que

torna S(R™; X)) um espago métrico completo, a saber

22 =18 If —9gllag
L+[f -9

?ﬂ

Também ¢é verdade que S(R"; X) é denso em LP(R™; X) para todo p € [1,00) [36] e vale o

seguinte resultado, cuja demonstragao segue as mesmas ideias do caso escalar.

Teorema 2.1.3. Seja X um espaco de Banach. Entao F : S(R"; X) — S(R™; X) é uma bijecao

continua com inversa continua.

Vamos definir a transformada de Hilbert e comentar sobre alguns resultados que generalizam

o Teorema 1.4.2 para o caso vetorial.

Definigao 2.1.4. Sejam p € [1,00) e f € LP(R). Definimos a transformada de Hilbert truncada

. 1 flz—vy) 1 fy)
Hef)a) == [ L& Yg, = dy.
(#e) ™ /|y>6 YT /vay|>5 Y

Y r—=y

de f como

e a transformada de Hilbert de f como

(Hf)(z) = lim (H*f)(z), (2.2)

e—0t

sempre que o limite acima existir.

Para o caso vetorial, estamos interessados em saber para quais espagos de Banach X a fungao

(Hf)(z) existe para toda f € LP(R; X). Isso nos leva a seguinte definigao

Definicao 2.1.5. Diremos que um espaco de Banach X satisfaz a propriedade UMD se para
toda f € LP(R; X)) o limite em (2.2) existe e vale

IH fllzewixy S Il zegrix)-
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Todos os subespagos de LP(R) para p € (1, 00) satisfazem a propriedade UMD; ja o espago
L'(R) e o espago das fungoes continuas C(K), com K C R™ compacto, ndo satisfazem tal

propriedade; para mais detalhes, sugerimos [36].
Observagao 2.1.1. A defini¢ao geral da propriedade UMD € a sequinte:

Definicao 2.1.6. Diremos que um espaco de Banach X possui a propriedade da diferenca de
martingale incondicional (unconditional martingales difference), se para todo p € (1,00) existir
uma constante 3 > 0 (dependendo de p e X) tal que, sempre que (S,A,pu) for um espago
de medida o-finito, (Fn)2_y for uma filtragio o-finita, e (f,)N_o for um martingale finito em

LP(S; X), entao para todos escalares |E,] =1, n=1,..., N, vale

N

D dfs

n=1

<p

LP(S;X)

N
> Endfn
n=1

LP(S;X)'
A Defini¢ao 2.1.5 € uma equivaléncia da defini¢ao acima (Teorema 5.1.1 de [36]).

Vamos estudar multiplicadores de Fourier vetoriais. A partir de agora vamos nos concentrar

em R"” com n = 1.

Definicao 2.1.7. Sejam p,q € [l,00|, X e Y espagos de Banach e considere m : R\
{0} — L(X,Y) fortemente mensurdvel. Dizemos que m €é um multiplicador de Fourier
(LP(R; X), LY(R;Y)), ou simplesmente multiplicador de Fourier (LP,LY), se existir uma
constante C' > 0 tal que Ty, f = F 1 (m(€)f(€)) € LYR;Y) sempre que f € LP(R; X) e valer

| T fllLamyy < Cllfllze@xy, ¥V f € S(R; X).

No caso p € [1,00), Ty, se estende para um operador limitado de LP(R; X) para L1(R;Y).
Vamos denotar o conjunto dos multiplicadores de Fourier (LP, L?) por MP4(R, L(X,Y)).

Exemplo 2.1.5. No caso de m constante, i.e, m(§) = my € L(X,Y), pela Observagao
1.1.2, m € MPP(R,L(X,Y)) e | Tnllcrrmx),cr@y)) = lImllecx,yy, jd que Tonf = mof para
feSR; X).

Vejamos algumas propriedades dos multiplicadores. Para o que se segue, vamos considerar

p€[l,00) eq € [p,o0].

Proposicao 2.1.4. 1. Suponha m; € MPUR,L(X,Y)), i € {1,2} e ¢ € R. Entao,
mi +mg € MPIY(R, L(X,Y)), c-my € MPUR,L(X,Y)) e valem Ty 4my = Ty + Ty €
Tem, =T, .

2. Sejam XY e Z espagos de Banach e suponha m; € MPIUR L(X,Y)), mo €
MPAUR, L(Y, Z)). Entao mg-my € MPUR, L(X,Z)) e vale Tinymy = Ty T, -

3. Suponha m € MPY(R, L(X,Y)). Entao tom(§) = m({ —a) € MPUR, L(X,Y)), para todo
a € R, ewvale |Trm| = || Tmll, ou seja, MP4(R, L(X,Y)) € invariante por translagoes.
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4. Sejam m, € MPUR,L(X,Y)) uma sequéncia de multiplicadores de Fourier (LP,L7) e
m: R — L(X,Y) mensurdvel tal que para cada £ e R, n e Nex € X,

m(§)x = lm mu (), [lmn(§)llexy) < Cro T, e @x),Lo@y)) < Co

Entdo, m € MPU(R, L(X,Y)), com || Tnll (o x),Lamv)) < Co-

Demonstragio. 1. Se m; € MPI(R, L(X,Y)), entdo T}, f = F~*(myf) ¢é limitado. Sendo ¢

uma constante e F~! linear, segue-se que

Tom, [ = f_l(cmlf) = c]:_l(mlf) =T, f,

e portanto cmy € MPI(R, L(X,Y)).
Se m; € MPYUR, L(X,Y)) com i € {1,2}, note que

Ttmof = F H((m1 +ma) f) = F L (mi f) + FH(maf)

é limitado por ser a soma de operadores limitados.

2. Basta notar que
Ty (T, f) = F~H(ma(F (T, 1)) = F~Hma(FF " (ma f))) = F " (mama f) = Ty, f

3. Basta usar as seguintes propriedades da transformada de Fourier:

F(e OO = fle+a), ™(FHE) =F (= a)(t).

Portanto,

eiatTm(efia(-)f(.))(t) _ eiatJT_'fl(m(,)f(efia(')f(.)))(t)
=" F m()f (- +a)(t) = F (ramf)(t) = Trym f,

e como et ¢ limitada, segue-se que

1 Trym fll Laryyy < N Tomll 2or@x),La@y ) Il e r;x)-

4. Seja f € S(R;X). Por convergéncia dominada, my,f — mf em LY(R;Y), j& que
Imn(€)F(©)lly < CLlIF(©)x e f € L'R; X), ie,

hm/||mn &|lydé = /Hm E)llyds,

e como F': LY(R; X) — L®(R;Y) ¢ limitado, segue-se que T, f — T f em L®(R;Y).
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Por fim, pelo Lema de Fatou,

T Wacay = [ WSOl
< limnf / 1T SO dE < O

O

Vamos relembrar as ideias da demonstragao do Teorema 1.4.2: primeiramente, demonstramos
que cada m € L*®°(R™) é um multiplicador de Fourier L? ja que F : L?(R") — L*(R") ¢ um
isomorfismo (Teorema 1.4.1), depois, demonstramos a estimativa L. . para T, (Teorema B.0.4),
usamos interpolagdo de Marcinkiewicz (Teorema B.0.2) e dualidade para concluir o Teorema
1.4.2. No caso vetorial, essa estratégia nao funciona, pois F : L?(R™"; X) — L?(R"; X) ndo é um
operador limitado se X nao for um espago de Hilbert.

A estratégia para obter uma versao do Teorema 1.4.2 no caso vetorial é partir da transformada
de Hilbert. E um resultado bem conhecido sobre a transformada de Hilbert que F(H f)(&) =
—i - sign(€)f(€) (veja [17]), definindo mp(¢) = —i - sgn(§), temos Hf = F~(mu(&)f(£)),
e portanto, se H for um operador limitado, segue-se que my é um multiplicador de Fourier
(LP,LP), i.e, mg € MPP(R,L(X,Y)). A nossa estratégia ¢ ir modificando esse multiplicador até
obtermos uma funcdo m que cumpra certas condi¢oes. Diante disso, é natural supormos que os
espacos de Banach envolvidos satisfagam a propriedade UMD.

Nossa pergunta inicial é: que tipo de multiplicadores de Fourier podemos construir a partir

do multiplicador basico relacionado com a transformada de Hilbert, a saber

MHA = X(—00,0] — X(0,00)>

assumindo que X satisfaz a propriedade UMD? Primeiro note que

| T | (e (s x), Lo (R YY) 2> 1,
ja que Idg = m% e || A?|| < ||Al|? qualquer que seja A um operador limitado. Usando a Proposigio
2.1.4, temos que as seguintes fungoes também sao multiplicadores:
L. X(0,00) = %(IdR —my),
2. X(—o00,0] = %(IdR +mpg),
3. X(ay00) (1) = X(0,00) (t — @),
4 X (=00 (t) = X(—c0,0(t = b).

Portanto, se m : R — L£(X,Y) for da forma m(-) = xsA4, onde I C R é um intervalo e
A e L(X,Y), entdo T),f = A(Ty,f) para f € S(R; X), e portanto m € MPP(R,L(X,Y)),

com || Tonl 2o rix),Lo®y)) < NAlccx vyl Tl oze@:x), Lo ®,v))-
O préximo resultado é a versao vetorial do Teorema 1.4.2.
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Teorema 2.1.4. Sejam X e Y espagos de Banach que satisfazem a propriedade UMD e
1 <p<oo. Sejam e CHR\{0}; L(X,Y)) uma funcio que satisfaz as sequintes condiges

1. 1 ={m(t) | t e R\ {0}} é R-Limitado com R(m) = C1,
2. 7o ={tm/(t) | t e R\ {0}} é R-Limitado com R(19) = Cs.

Entao, m € MPP(R, L(X,Y)) e existe uma constante C que depende apenas de XY e p, tal que
| Tonll £(2r (s x), L (Rv)) < C max(Ch, Ca).

Para uma demonstracao detalhada do Teorema 2.1.4, sugerimos [22| ou [36]. No entanto,
alguns comentérios sao pertinentes.
Primeiramente, observe que todo conjunto R-limitado é limitado em norma, o que implica

em [[m/ (1)l z(x,yy < ©. Embora m' ndo seja necessariamente integravel, vale

2i+1

/ I ()t < Cln(2), i€ N. (2.3)
27,'

A ideia da demonstra¢ao do Teorema 2.1.4 é parecida com a do Teorema 1.4.2. Baseado em (2.3)

e nos multiplicadores obtidos a partir de my, tentamos decompor f € LP(R; X) na série formal
f= ZnEZ P,f, onde

supp(F(Puf)) C Iy ={t€R | 271 <[t <2"}, neZ.
Lembrando que, nesse contexto, estamos supondo que X satisfaz a propriedade UMD, logo
P, =1y, € L(LP(R;X),[P(R; X)), neZ

Primeiramente, precisamos mostrar que Y P, f converge para f em LP(R; X). Em seguida, para
cada n € Z, aplicamos T, a P,f, o que equivale a aplicar T,,P, a f. Mostramos que T,, P, é
limitado e, posteriormente, precisamos demonstrar que > T, P, f converge em LP(R;Y’). Essa
¢ a parte mais delicada do teorema, pois nao basta que »_ P, f seja convergente em LP(R; X);
é necessaria uma convergéncia mais forte, que corresponde a convergéncia incondicional. Em
termos de anélise harmonica, precisamos da decomposicao de Littlewood-Paley.

Apos essas estapas preliminares, usamos uma particao diddica da unidade, como no Teorema
1.4.2, e por fim, estimamos [Ty, f||zr(r;y)- Vale comentar que a condigdo 1 no Teorema 2.1.4
é necessaria, enquanto 2 é uma condicao conveniente e suficiente mas nao necessaria. Mais
precisamente, vale o seguinte: sejam X e Y espagos de Banach, e seja m € L*(R, L(X,Y)).
Denotando por L(m) o conjunto dos pontos de Lebesgue de m, se T,,, € L(LP(R, X); LP(R,Y))
para algum p € (1,00), entdo {m(t) | t € L(m)} é R-limitado em £(X,Y).

Para encerrar essa se¢ao, vamos enunciar e demonstrar um resultado que relaciona o tipo de
Fourier de um espago com um multiplicador em MP4(R, L(X,Y)).

Teorema 2.1.5. Sejam X espago de Banach com tipo de Fourier p € [1,2] e Y um espago de

Banach com cotipo de Fourier ¢ € [2,00], e seja r € [1,00] tal que 1= = p~! — ¢71. Seja
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m : R\ {0} — L(X,Y) fortemente mensurdvel tal que |m(-)|zxy)y € L"(R). Entao, Ty, se
estende a um operador limitado de LP(R; X) para LY(R;Y) com

| Tonll (e @), La@y)) < FpxFo vy lmOlceevllor gy

onde Fp.x = IFll oiomix),or wixy) € Fay = IF e @y nomvy)
Demonstragio. Seja f € S(R; X). Observe que 1/r =1/p — 1/q implica 1/r =1/¢' — 1/p/, logo

1 1

1= —+—),
T/q, p//q/

e portanto, podemos usar a desigualdade de Holder
1 gy = /R ImAlY < /R il 1F1%
/ /g \ I N AN

< 4 ) q

< ([ (i)™ ) ([ (1))
ql/,r, ) , q//p/

= (L) (L)

R R

Elevando ambos os membros a poténcia ¢’, obtemos

||meLq/(R;y) < ||mHL7'(R;£(X,Y))HfHLp’(]R;X) < ]:p,X”mHL"(R;ﬁ(X,Y))Hf”LP(R;X)a (2.4)

onde na ultima desigualdade, usamos a hipotese de X possuir tipo de Fourier p. Observe que

1F gl oy = [Fgllaroy) para g € LY (R;Y), e portanto

HTm(f)HL‘I(R;Y) < }—qCYHmeLq’(R;y)' (2~5)

Combinando (2.4) e (2.5), segue-se que m € MP4(R, L(X,Y)). O

2.2 Preliminares sobre estabilidade de Cj-semigrupos

Nesta segdo apresentaremos dois resultados da teoria classica de Cp-semigrupos, sendo o
Teorema de Hille-Yosida um teorema de caracterizagdo e o Teorema de Gearhart-Priiss de
estabilidade. Historicamente, até onde sabemos, o Teorema de Gearhart-Priiss foi o primeiro
resultado na teoria de estabilidade de Cy-semigrupos.

Pelo Teorema A.0.2, se (T'(t))t>0 € um Cp-Semigrupo, entao existem M > 1 e w > 0 tais
que [|T(t)] z(x)y < Me™; se w =0, entdo (T'(t));>0 € uniformemente limitado e se M = 1, entao
(T'(t))t>0 é chamado semigrupo de contragoes. Os lemas a seguir auxiliardo na demonstracao do
Teorema de Hille-Yosida (Teorema 2.2.1).

Lema 2.2.1. Sejam X um espago de Banach e A : D(A) — X um operador linear tal que

1. A € fechado em D(A) = X;
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2. O conjunto resolvente de A contém RT e para todo X > 0 vale

1
RN, A)llzxy <

X; (2.6)

entao,
lim ARNA)x =2, ze€X

A—00

Demonstragao. Uma vez que vale (1), podemos mostrar o resultado para D(A) e depois

estendemos ao fecho. Se x € D(A), entao

A
AR, A)z — zlx = [(AB(, A) — Dallx = [ AR, A)alx = | RO, 4) Azl x < 122X

Tomando o limite quando A — oo, o resultado se segue para x € D(A). Sejam agora r € X
e € > 0; pelo item (1), existe £ € D(A) tal que ||z — Z||x < €/3, e assim, por (2) e para A

suficientemente grande,

IAR(A, A)z — zl[x < [[AR(A, A)(z — Z)|x + AR, A)T — Zllx + [lz — T x <e.

Definicao 2.2.1. Seja A > 0. Definimos a aprorimacao de Yosida de A por
Ay = MR\ A) = M2 R(\, A) — AL (2.7)

O proximo lema justifica o termo “aproximagao”.

Lema 2.2.2. Seja A um operador definido em um espago de Banach X satisfazendo as mesmas

hipdteses do Lema 2.2.1. Se Ay € a aproximacao de Yosida de A, entao
lim Ayx = Az, x € D(A).
A—00

Demonstragao. Para x € D(A), basta usar o Lema 2.2.1 e (2.7)

lim Ayz = lim AMR(N\, A)z = lim AR\, A)Ax = Ax.
A—00 A—00

A—00

O

Lema 2.2.3. Seja A um operador definido em um espago de Banach X satisfazendo as mesmas
hipdteses do Lema 2.2.1. Se Ay € a aproximacao de Yosida de A, entao Ay, € gerador do semigrupo

uniformemente continuo de contragoes (etAA)tZO. Além disso, Vr € X, X\, u > 0 vale
e a — etz x < t||Ayz — Azl x.

Demonstracio. Como Ay = N2R(\, A) — M\, para cada A\ > 0, Ay é limitado e portanto, gera
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um semigrupo uniformemente continuo! (e/4*);>o. Além disso, para cada t > 0, por (2.6),

2
< e P RIRAA i) < oMM _

)

2 _ _ 2
e ) = OO | ) = [l OB

logo, (e!*);>0 é semigrupo de contragoes.

tA tA
)\7 e

Da definicao da exponencial de um operador limitado, e n, Ay e A, comutam entre si,

e portanto

1
HetA)‘l‘ - etA“CCHX _ i etsA)\et(l—s)AMl, ds
0 ds

X
1
< / HetsA)\et(lfs)AM (tA)\I) + etsA)\et(lfs)AM(_tAMx)HXdS
0
1
_ / Hlet* At (A — A7) | xds
0

<t||Aye — Ayl x.

Agora estamos em condigoes de enunciar e demonstrar o Teorema de Hille-Yosida.

Teorema 2.2.1. (Hille-Yosida) Um operador A definido em um espago de Banach X € gerador

de um Cy-semigrupo (veja a Defini¢ao A.0.2) de contragoes (T (t))t>0 se, e somente se,
1. A € fechado e D(A) = X.

2. O conjunto resolvente de A contém R, e para todo X > 0 vale

1
RN, A)llzxy < T
Demonstra¢ao. =) Suponha que A seja gerador de um Cp-semigrupo de contragoes. Nesse

caso, pela Proposigao A.0.2, A é fechado e D(A) ¢é denso em X.

Para A >0 ez € X, seja
oo
Ryz = / e MT(t)zdt. (2.8)
0

Como t — T'(t)z é uniformemente continua (Proposigao A.0.1) e limitada, a integral (2.8) existe

como integral impropria e define um operador linear limitado que satisfaz

Rl < [ e T Oala < ol [ e a1
0 0
o que implica [|[R(A)||z(x) < 1/A. Além disso, se h > 0 temos
T(h)—-1 1 [
<(ZL> Ryz = 7 / e M(T(t + h)x — T(t)z)dt. (2.9)
0

!Todo operador limitado A gera o semigrupo uniformemente continuo exp(tA) [27].
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Ainda,
% [/ e MT(t + h)xdt — / e_’\tT(t)xdt] = % {/ e M () adt — / e_)‘tT(t)xdt]
0 0 h

— % [eML ( /0 b e MT(t)zdt — /0 ' e_’\tT(t)mdt> —~ /0 h e_’\tT(t)xdt] 0
% [(e”l - 1) /0 h e MT(t)xdt — M /O ' e”T(t)a:dt]

[e%S) eAh h
= / e MT(t)xdt — — / e NT(t)xdt. (2.10)
hJo hJo

Combinando (2.9) e (2.10), fazendo h — 01, e usando as propriedades de limites e o Teorema

A.0.2, chegamos a
- (T'(h) = 1)
lim ————Ryx = AR\x — 2.11
i R R = Mo @1
Isso mostra que para todos z € X e A > 0 vale Ryx € D(A), e pela defini¢gdo do dominio do
gerador de um Cp-semigrupo?, ARy = ARy — I, o que implica (Al — A)Ry = I. Vamos mostrar
que também vale Ry(A —A) = I o que conclui a demonstragao de que Ry é o operador resolvente

de A em X\ > 0. Note que se x € D(A), temos

R Az = / e MT(t) Axdt = / e MAT(t)zdt = A </ e_’\tT(t)x> = ARz,
0 0 0
e portanto RyA = AR). Agora, pela identidade (2.11),
(AT — A)Ry = R\(A\I — A) =1.

<)

Para a volta, vamos usar os Lemas 2.2.1, 2.2.2 ¢ 2.2.3. Seja x € D(A); entao,
(" — ez x <t|Aue — Axzl|x < t]|Aur — Az|x + t]| Az — Axa||x.

Agora, pelo Lema 2.2.2, ||A,x — Az| x e ||[Ayz — Azx|| x convergem para zero quando A e p tendem
para infinito o que mostra que {e!z} converge quando A — oo e a convergéncia é uniforme em
compactos. Como D(A) é denso em X e ||etA*H£(X) < 1, podemos estender ao fecho, e assim

definimos T': X — X pela lei

lim ez =T(t)z, VreX. (2.12)

A—00

Da identidade (2.12), T'(t) satisfaz a propriedade de semigrupo com T'(0) = I e [|T'(t)[|z(x) < 1.
Além disso, note que t — T(t)z é o limite uniforme de t — e**z, e portanto t — T(t)zx é
continua, isso conclui que T'(t) é Cp-Semigrupo de contragoes. Resta mostrar que A é de fato

seu gerador.

2Lembre-se que, uma vez que Ryxz € D(A), podemos aplicar o operador A em Rz e por definicdo, a acdo de
A em um vetor qualquer de seu dominio é dado pelo limite que aparece no item 2 da Defini¢do A.0.2.
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Seja x € D(A). Por (2.12) e pelo Teorema A.0.2, temos

t t
Tt)r —z = lim Mz —z = lim [ M Ayzds = / T(s)Axzds, (2.13)
0

A—00 A—o0 Jo

onde usamos a continuidade uniforme em intervalos limitados para comutar o limite com a

integral. Seja agora B o gerador de T'(t). Vamos mostrar que B = A. Seja x € D(A). Segue-se

de (2.13) que
(T(t)t_l> x = 1/OtT(S)AZL'dS,

lim (T(t)t_l> z=T(0)Az = Ax.

t—0t

e fazendo ¢t — 07 temos

Isso mostra que z € D(B) e Bx = Az, portanto B contém A.
Como B ¢é gerador de um Cp-semigrupo de contragoes, pela ida do Teorema 2.2.1, 1 € p(B).

Por outro lado, estamos assumindo que 1 € p(A) e como B contém A, vale que
(I = BYD(A) = (I - B|p 4))D(A) = (I — A)D(A).

Uma vez que (I — A) : D(A) — X ¢é invertivel com inversa limitada, (I — A)D(A) = X, e como
(I — B) : D(B) — X também ¢é invertivel, (I — B)~'X = D(B), portanto

(I-B)D(A)=(I—-A)D(A) =X = D(A)=(I-B)"'X =D(B) = A=B.

O

O teorema a seguir é um dos primeiros resultados da Teoria de Estabilidade de Cp-semigrupos.
Este teorema fornece condigoes necessarias e suficientes para o decaimento exponencial da fungao

[t = ||T(t)||z(x)]- Primeiro vamos enunciar um resultado que sera usado em sua demonstracio
(Proposigao V.1.7 de [16]).

Proposicao 2.2.1. Seja (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo. Entao, as seguintes afirmagoes sao

equivalentes:

1. (T(t))i=0 € exponencialmente estdvel, i.e, existem w > 0 e M > 1 tais que ||T(t)|zx) <
Me=vt,

2. limy o0 [|T(1) | £(x) = 0.

Teorema 2.2.2. (Gearhart-Priiss) Sejam X um espaco de Hilbert e (T'(t))i>0 um Co-semigrupo
limitado, sendo A seu gerador infinitesimal. Entao, (T'(t))i>0 € exponencialmente estdvel se, e

somente se, IR C p(A) e supyeg || R(is, A)||£(x) < oo.

Demonstragao. =) Seja (T'(t))+>0 exponencialmente estavel. Nesse caso, existem w >0e M > 1

tais que ||T(t)||z(x) < Me . Note que se A € C ¢é tal que Re(\) > —w, entdo podemos definir
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o operador resolvente de A por (2.8), e pela demonstragao do Teorema de Hille-Yosida,
o0 (e}
RN, A)llzxy < / G_RB(A)tHT(t)||L(X)dt < M/ e~ (Re)+wltgy,
0 0
e a integral acima é convergente se, e somente se Re(\) > —w. Em particular, iR C p(A) e vale
. ot 1
| Ris, )l eex) < M /0 et = M~

o que implica sup||R(is, A)||z(x) < Mw™ < .
seR

<) Sejam K = sup;>q | T(t)| z(x) € @ > 0, defina T, (t) == e~ *'T'(t), t > 0 e observe que
ITa®)alk = ITalt — 7+ T)alx = | Talt - 7)Ta(r)z]%,
donde se segue que
1 t
ITa(t)al% = t/o ITa(t = 7)Ta(r)z||X dr.
Agora, fazendo K := sup;> [|T(t)[ £(x)
1 t K2 00
t/ K2 Ty (r)z|%dr < 75/ | Te (1) || % d. (2.14)
0 0
Seja agora C' = sup,ep || R(is, A)||£(x); usando a identidade do resolvente
aR(a+1is, A)R(is, A) = R(is, A) — R(a + is, A),
obtemos
[R(a+is, A)ll(x) = [ R(is, A) — aR(a +is, A)R(is, A)||gx) < C + aC|R(a + is, A)l £ (x),

o que mostra que ||R(a +is, A)| z(x) < (w — )" para todo a € (0,w), onde w = C~ 1.

Usando agora a identidade do resolvente
R(a+1is,A) — R(w+1is,A) = (w — a)R(a +is, A)R(w + is, A),
obtemos
| R(a +is, A)z||£(x) = [[R(w +is, A)z + (w0 — @) R(a + is, A) R(w + is, A)z|| £(x),
usando ||R(a +is, A)||zx) < (w — @) ™! concluimos que
|R(a +is, A)z| x < 2||R(w +is, A)z||x, Ya € (0,w). (2.15)

Tomando mais uma vez o € (0,w) e x € X, se estendermos (T, (t))s>0 a 0 em R, entdo
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s — R(a+is, A)x é a transformada de Fourier de ¢ — T,(t)z; usando o Teorema de Plancherel,

/ | Tl e dr = / IR+ is, A)er|%ds
R R

< 4/ | R(w + is,A)mH%ds = 4/ HTw(T>1'H§(dT < cHxH?X (2.16)
R R

Combinando (2.14) e (2.16) obtemos ||Tu(t)[lz(x) < Kct=/2 para todo a € (0,w) et > 0, e

fazendo o — 07 temos
Ke
HT(t)HE(X) < m

Por fim, fazendo ¢t — oo concluimos que (7'(t))¢>0 é exponencialmente estavel.

2.3 Algumas Estimativas Sobre o Resolvente

Nesta secao vamos apresentar algumas estimativas sobre o operador resolvente usando R-
limitagdo. Os resultados a seguir podem ser demonstrados usando cotas uniformes, mas a forma
que iremos apresentar permitird deduzir isso a partir da R-limitacao. Antes porém, iremos

precisar do seguinte lema.

Lema 2.3.1. Sejam ¢ € (0,7/2) e 0 € (7 — ¢,m). Seja Q = C; \ (S, U {0}) e seja
[ = {re? | r € [0,00)} U{re ™ | r € [0,00)} orientada de cce® para coe™®.

todos a € [0,00), B € (0,00), n € (0,1] e X € Q, vale

FEntao, para

1 2z (I—np—XN)~
. dz = . 21
o Jp 1+ 20 Bzt At 1) (1—A)otB (2.17)

Além disso, para todos v € [1,00) e 6 € [0,00), existe uma constante C > 0 tal que

27 1= 1+ Al
< e <C 2.18
2+ 10 |z + A — |%—i—z|‘5\z+)\—%\_ ( )

para todos z € I' e A € Q2.

Demonstragdo. Para r € (0,Im(\)/2) e R > 2|\ + 2, defina I'y = {se¢ | s € [r,R]},
I = {se ™ |sec[rR}, T, = {re” |ve[-0,0}eTlr:={Re” | ve[-0,0]}, e considere

I'hr =T UI'.UI'_UI'g orientada no sentido anti-horario. Entao,

|Z‘a 0 ’R|O‘+1
d|z] = . ‘ dv
rp In+22TPlz + A+ —1] _g |n+ Re[*TB|Re? + X 41 — 1]
(7
1
= R—ﬂ/ dv; (2.19)

) ‘% 4 ei’/|o‘+6‘6i’/ 4 >\+17%—1|

agora note que

1
— < 90tP 2.20
Fre o
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e
R
Atn =1 <Al +n -1 <Al+1< 5, (2.21)
e portanto
b  A+n—1 A+n—1] _ 1
>l > . 2.22
© TR ‘— R =2 (2.22)

Usando (2.20), (2.21) e (2.22) em (2.19), segue-se que

=P / ' ! dv < R™Pp2*teth
-0 |} + ev]atBlev 4 L}T\ N
fazendo R — o0, segue-se que a integral em I'p converge para 0. De maneira andloga, também
se mostra que a integral em I, converge para 0 quando r — 07. Usando a Férmula Integral de
Cauchy,
fw) == [ L g,

2mi Jp z —w

com f(z) = z%(z + 1) "% ¥, concluimos que

) 1 2% (I—n—XN)*
lim — dz = ,
r—0+,R—o0 270 Jp . (2 + metb(z+n+A—1) (1 —N)otB
o que demonstra a identidade (2.17). Agora observe que |2+ = ||z[eT?+ )| = || |[eT? 4+ X| para

algum X € Q; como a distancia de e para —Q é positiva, existe uma constante C; € (0, 00)

tal que |z + A| > C|z|. Logo,

N T N 4 I N O A U T
[T+ 270 [z 4+ X — |14 270 \ |z + )| T 142\ Cylz| T Gy ’

e o tltimo termo da desigualdade € limitado uniformemente em z € I'. Para a segunda estimativa
em (2.18), note que as distancias de z—1/2 aIT" (e portanto a —(2) e entre z41/2 e 0 s@o limitadas

uniformemente por uma constante Cy > 0. Logo, |z + A —1/2| > Cy e |1/2 + z| > Cy para todo

z € I'e A € Q o que mostra que é suficiente limitar % uniformemente. Sejav € [—7/2,7/2]
tal que A = |\|e", e ponha w = ﬁ e I'. Entao,
Al _ 1
|z + X —1/2] \w—i—ei”—ﬁ\’

e o resultado se segue da observacao geométrica

(e

Proposicao 2.3.1. Sejam a € {0} U [l,00), B € [0,00) e By € [0,1], e seja A um operador

> dist(T, —e) > dist(T, —e').

O

setorial injetivo definido no espago de Banach X. Seja ¢ € (0,5], considere o dominio

Q:=Cy\ (S, U{0}) e suponha que —Q C p(A). Entao, valem as sequintes afirmagdes:
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1. O conjunto
AN+ AN e |\ <1} C L(X) (2.23)

€ R-limitado se, e somente se, o conjunto
{A+A) NN e, |\ <1} € L(XY X) (2.24)

€ R-limitado,

2. O conjunto
AP+ AT e Q) > 1) € L(X)

€ R-limitado se, e somente se, o conjunto
VoA +A) TN e N > 1) C L(Xpip,, X)

€ R-imitado,
3. O conjunto

(="

(=00 )T AN+ )P e

A+A) e} (2.25)

€ R-limitado em L(X).

Figura 2.1: Regiao 2 da Proposigao 2.3.1

Demonstragio. 1. Primeiro fixe § € (max(wa,m — ¢),7) e seja I' == {re? | r € [0,00)} U

{re=® | r € [0,00)} orientada de oce® para coe™.

Vamos dividir a prova do item 1 para o caso em que @ =1 e o > 1, ja que no caso o = 0 os
conjuntos sao idénticos. Primeiro note que o conjunto em (2.24) é R-limitado se, e somente
se, {(A+ A)71®g(A)} C L(X) é R-limitado, ja que ®§ : X* — X ¢é isomorfismo; usando
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(A4 A)(A+ A)~! =T e a identidade do resolvente, temos

A+ Al (A) =N+ A)7Aa + A)™!
=T -MX2+AHa+4)!
=1+AT A+ T1+4)7!

B _ A+ 14+4)7!
_(1+A)1—>\< o 1ok >

_ %(1 +A %(MA)*
= % (A+A) =2+ 4. (2.26)

Agora observe que o singleto {(1+ A)71} é R-limitado, e portanto seu fecho convexo também
0 & (Teorema 1.2.4). Além disso, a funcio A+ (1 — A)~! & limitada superior e inferiormente
em ©, e portanto o termo {(1 — A)~!(1+ A)~!} ¢ R-limitado. Como a soma de conjuntos R-
limitados é R-limitado (Lema 1.2.1), segue-se que {(A+A4)"t®}(A)} é R-limitado em £(X) se,
e somente se, {\(A+ A)~1} é R-limitado em £(X). Agora, por (2.26), segue-se a equivaléncia

do item 1 para o caso o = 1.

Se a > 1, note que

A+ A)Teg(A) =N+ A) A1+ A)~°
= A+ A1+ A1+ A) L

usando a identidade do resolvente
A+AD =1+ +0 -0 +A)Ta+4)7
temos

A+ A)A) =T+ (1= AN+ A) HA%(1 + Ay~
=A1+A) T A=A+ A) A1+ AL (2.27)

Observe agora que o singleto {A%(1 + A)~*1} € £(X) é R-limitado; usando o isomorfismo
®&(A), concluimos que (A + A)~! ¢ R-limitado em £(X%, X) se, e somente se,

(1= N\ + A) 1A% + A)~!
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for R-limitado em £(X). Por (1.15),

1 z%
()\+A)_1Aa(1 "‘A)_a_l = % . W()\"‘A)_lR(Z,A)dZ
1 2¢ A+ A4)7t 1 2® R(z,A)
i o T 2o (4N Z+2m'/r(1+z)°‘+1(z+)\)
(=M 2% R(z,A)

SV AR el A e ree y sy

dz

dz,

onde usamos a identidade do resolvente na segunda igualdade e o Lema 2.3.1 na terceira

igualdade. Entao, VA € Q temos

(1= A+ A) 1491 + A)o~t = (f‘f;;‘am 414 8,
onde N
Sy : L : (1- A)R(Z,A)dz.

" 2mi Jr (1422 (2 + )

Para estimar essa integral vamos usar o Lema 2.3.1: fixe ¢ € (0,min{a — 1,1}] e note que
>

pelo Lema 2.3.1 se f(z) = (157)257 entdo a funcao f(z)R(z, A) é integravel em I' (note que
z
(2)

podemos multiplicar o integrando que aparece em Sy por %), e pelo Lema 2.3.1

27 [1=A
3 AeQzel s <.
SUP{H NSRS E Y IS o oC

Definindo
S

T L 2ot A

ha(2) :
segue-se das Proposigoes 1.2.1 € 1.2.2, com N(z) = f(z)R(z, A) e h(z) = hx(z), que o conjunto
{Sx; A € Q} C L(X)
é R-limitado. Portanto

A+ A)TTeG(A) = A" A+ A) ™+ (1(__1;;*‘@ + A+ S,

e como (—1)%(1—X)~“ ¢é limitado inferiormente e superiormente, concluimos que a R-limitacao

de (2.23) é equivalente & R-limitagao de (2.24).

. Para a demonstracao do item 2, note que se 5 + By = 0, entdo os conjuntos sao idénticos;

portanto, podemos supor 8 + Sy > 0. Usando o isomorfismo @% +ho (A) e a identidade
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A+AD T+ -2+ A)  =E+A-1/2)(A+A)" Lz~ (1/2+ A))~!, temos

A+ A) 710G, 5 (A) = A+ A) L+ A) P =N+ A)71(1/24 (1/24 A)) P~

1 1
= [ —— A+ A)'R(z,1/2+ A
270 /F (1/2 + z)B+Po A+ ARz 1/ )dz

1 1 )
~ 5 TG T A

1 1
2mi /r (1/2 + 2)B+Bo(z + \ — 1/2)R<z’ 1/2+ A)d=

Pelo Lema 2.3.1,

1 1 1
_— dz =
omi /F (1/2+ 2)PtPo(z + A —1/2)" ~ (1 — N)F+hA

e portanto
(1= NP+ A1, 4 (A) =

onde
1 1

2m/F (1/2 4 2)B+Bo(z + X — 1/2)

Para estimar essa integral, fixe ¢ € (0,8 + fy) e note que se f(z) = (2 + 1/2)7¢, entao

Ty =

R(z,1/2+ A)dz.

f(2)R(z,1/2+4 A) é integravel em I' (novamente, podemos multiplicar o integrando em T por
f(2)/f(2)), e pelo Lema 2.3.1 vale

1+ A
e r .
sup{|1/2+2|ﬁ+b’os|z+)\_1/2| cll,z € }<oo

Denotando por hy(z) o termo que aparece no supremo acima e sabendo que f(z)R(z, (1/2+A)
é integravel em I', podemos usar as Proposigoes 1.2.1 e 1.2.2, com N(z) = f(z)R(z, (1/2+ A))
e h(z) como acima, para concluir que {(1 + |A])Th|A € 2} é R-limitado, uma vez que

|1 — AP0 < 1+ |\| para todo A € , concluimos o item 2.

. Para o item 3, vamos supor @ > 1 e § > 0; os outros casos seguem de forma anéloga as
demonstragoes dos itens 1 e 2. Em (2.25) vamos somar e subtrair o termo (1 — \)7™#(\ +
A)7LAY(1 + A)~® e assim obter

A1+ A7 (1= NP+ AT+ A (1= )T+ 4)7

F (1= NP [(A +A)LAN(1 4 A)O - (i__A;;(A + A)‘l] .

Denotemos os termos entre colchetes de V/\1 e V/\2 respectivamente. Agora, basta mostrar que

{Vi]| X € Q} C L(X) é R-limitado para i € {1,2}. Observe que pela demonstracio do item
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2, e em particular por (2.28), segue-se que
RUVE | A e Q))=R{(1 - NPTy | A€ Q}) < .

Para V2, note que por (2.27) e (2.28), vale VZ = A%(1 + A)~! + S,. Portanto, a

demonstracao do item 1 nos da
R{VY [ A e}) < A% (1 +A) ™ Hgx) + RISy | A € Q}) < 0.

O

Proposigao 2.3.2. Sejam a € [1,0), ag € (0,a) e A um operador setorial injetivo definido no

espago de Banach X tal que iR\ {0} C p(A) e que satisfaz
sup{|[A“(A + 4) " Hzx) | A € 4R\ {0}, [A] <1} < oo,

Entao,

supq{[|A“T* (A —I—A)_1||L(X00’X) | A€ iR\ O, [N\ <1} < 0.

Demonstragio. Pelas Proposicoes 2.2.1f e 3.1.9 de [18], o operador A(1 + A)~! ¢ setorial e
A%(1+4 A)~0 = (A(1+ A)~1)@. Agora, usando a desigualdade dos momentos (Teorema 1.3.1)
e a Proposicao 3.1.9 de [18], temos

N0 (N 4 A)TTA (1 + A) x| x
= AIT(AQ + A)TH A+ A) e x

&0 azag
ST+ A)THAQ + A) % I+ A) el

[e70) a—aoq

<O+ A TTAN A+ A S IO+ A g el

para todos A € iR\ {0} e x € X. O resultado é consequéncia do item 1 da Proposi¢ao 2.3.1. [

2.4 Estabilidade Polinomial via Multiplicadores Vetoriais

Esta é a secdo principal do texto, iremos reunir as ideias apresentadas até agora e aplicar
no estudo de estabilidade polinomial de Cy-semigrupos e demonstraremos os Teoremas 9 e 10.

Comecemos com algumas defini¢oes

Definigao 2.4.1. Seja o, € [0,00). Um operador A definido no espago de Banach X possui

resolvente de crescimento («, ) se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

1. —A € gerador de um Co-Semigrupo (T'(t))t>0 em X.

2. C_\ {0} C p(A), e o conjunto
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for uniformemente limitado.

Diremos que um operador A tem R-resolvente de crescimento («, ) se A tiver resolvente de

crescimento («, ) e o conjunto
{)\‘5()\ LA AeTh > 1} C L(X)

for R-limitado.
O proximo lema sera usado para interpolagao de taxas de decaimento.

Lema 2.4.1. Seja A um operador setorial injetivo definido no espaco de Banach X tal que —A
¢ gerador de um Co-semigrupo (T'(t))¢>0 em X. Para j € {1,2}, seja o, 5; € [0,00) tais que
ap > g e 1 > B, e seja fj:]0,00) = [0,00) funcoes tais que HT(t)Hﬁ(X;j,X) < f;(t) para todo
t €10,00). Entao para cada 6 € [0,1] existe Cy € [0,00) tal que

1Tl e 1100 ) < Colfr 0 (120 (2 € [0,00)) (2.29)

081+(1—-0)Bg
Mais ainda, suponha que fi(t) = Ct™" para algum C,p € [0,00) et € [1,00). Entdo para cada
0 € [1,00), existe Cy € [0,00) tal que

1Tl 5 X821 x) < Cot™  (te[1,00)). (2.30)

Demonstragao. Seja t € [0,00), usando (1.16)

Ga —0) o1 —o
1T g omrs1-0rms ) < ITOBG3 LTG5 (D) = IO 55 (B (A)Lccx

0B1+(1-0)Bg ’

Seja ¢ := a1 — ag + B1 — B2. Entao, note que

Q1T

q)[ﬁ /32 (A) -

(g—ag)  (B1— ﬁz) al— w2

T4+ AT = A (1+A)71

e pela proposicao 3.10 de [7], o operador ATTE (1 + A)~! & setorial. Usando as regras de

composicao de funcoes do calculo funcional (propos&géo 2.1.4 de [18]) temos

cl
O(a1—a a1 —o —0c a2
Dy ) (A) = AYrmo2) (14 A) 0 = [q)m 52 (A)]

agora usando a desigualdade dos momentos com v =0, a = ¢ e f = O« temos

a2 « ez c e 1 0 1 .11—0
||[ =4 >] zlx < | [%;BQ <A>} 2l el = 2752 (Al 2l

para x € D(Cbglljgf A). Vamos combinar os resultados acima para demonstrar a desigualdade em
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(2.29)

0o —a a
[T o t1-00a 1, < ITOBG5 5 (AR5 (Al )

081+(1—-0)B2

ar—a cl
— 12 ()] TOBEAe0n

S @575 (AT ()52 (A)| %00 1T (@52 (A4 )

= [T @5 (A2 TG (A 2
SITOzxn ) ITOI 0 5 < (A0 (F20)

o que demonstra (2.29). Para demonstrar (2.30), seja n € N. Nesse caso, temos

no t (e n
ITOllox o < ITORS Alen < 1T (5 ) 851

< (1 (1)) = crmem

isso conclui (2.30) para o caso de § € N. Agora basta usar (2.29) para interpolar entre (naq,n/31)

e (n+1)aq,(n+1)B1) o que conclui (2.30) para 6 € [1,00). O

Proposicao 2.4.1. Sejam o, € [0,00) e A um operador setorial injetivo com resolvente de
crescimento («, ) definido em um espago de Banach X. Seja o,7 € [0,00) tais que 0 > a—1 e
7> B+ 1. Entdo para cada p € [0, min(Zt — ’TTZI — 1)) existe C, € [0,00) tal que

1T lexe,x) < Cpt™”  (t€[1,00)).

Demonstrag¢ao. Vamos demonstrar a seguinte afirmagao mais geral: para todo s > 0 e d,& > 0,

existe uma consntate Cs 5. > 0 tal que

1Tl cxex) < Cspet™™ (t€[1,00)]), (2.31)

onde 4 = max((s+ 1)a—1+4+4,0) ev =(s+ 1)+ 1+ e. A Proposi¢ao 2.4.1 segue tomando
s=p, p=o0ev=r. Pelo Lema 2.4.1, basta demonstrar (2.31) para n = s € Ny.
Seja x € X!/, e ponha y = ®J(A)x = A7#(1 + A)* "z € D(A), entdo
1

(t) = — / o e"\tLR()\ A)ydA
I = 9ni | (14 Aprv VY

é um vetor bem definido em X para todo t > 0 ja que pela Defini¢do 2.4.1, o integrando é uma
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funcao em HG®(S,). Note que g(t) ¢ diferenciavel e vale

() = - /iooeAtM(—/\R(/\ A))ydA
T =590 | NG AY
I
- A (LT—AR(\A
omi oo € e RQ, 4))ydA
= —Ag(t).

Além disso,

I
- N _ AR —pv,
90) = 5 | T RO A = A1+ )y =

Portanto, pela unicidade de solu¢ao do problem de Cauchy, g(¢) = T'(t)z. Usando integragao por

partes

t"T(t)x = LA e—”LR(A A)ydA
= omi Ji (1 4+ aprv VY

=G [ (™) o an

1 —100
= e*’\tp()\; A)yd

271 Jino

sendo p(A; A) uma combinagao linear finita de termos da forma

NH—=J

n—k+1
(1+ )\)u+v+(k—j) R(A, 4)

para 0 < j < k <n, onde j =0 se p = 0. Portanto
1 _
[T ()| x < %/R (s Al o lyllxdA S I(=A) 7" (1 + A el x < [l xp
(2

com constantes implicitas que sao independentes de t e z. O resultado se segue do fato de X' 11

ser denso em X7 ]

O proximo resultado leva em conta o crescimento de (7(t)):>0 em X e estende a Proposicao

2.4.1 com taxas de decaimento em X7 para o € [0, — 1] e 7 € [0,8 + 1].

Proposicao 2.4.2. Sejam «, € [0,00) e A um operador setorial injetivo com resolvente de
crescimento (a, 8) definido em um espago de Banach X. Sejam o,7 € [0,00), entdo para cada

p € [0,min(o/c, 7/B)) existe uma constante C, € [0,00) tal que

1Tl 2xg,x) < Cpmax(L, [|T(8)]| £x))t™"
para t € [1,00).

Demonstracao. Vamos demonstrar a seguinte afirmacao mais geral: Para todo s > 0, J,e > 0,
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existe uma constante Cs 5. > 0 tal que

1Tl £ x) < Csg.e max(L, T ()]l gx) )t

com y = sa+d ev = sf+e Sejaé > 0 e ponha § = s/, para § € (0,1),
g=max((§+1)a—1+£0)ev:=(5+1)+1+¢e. Pelo Lema 2.4.1 e por (2.31)

1T pxmo x) S HT(t)HZ;})IIT@)Hi(xg?X) S max(L, [T ()]l cx))t

para todo ¢ > 1. Observe que il = max(sa+60(a—14+¢£),0) e v =sf+60(+1+¢). Agora
basta tomar 6 € (0,1) tal que 10 < sa+¢c e v < sf +¢. O

Definigao 2.4.2. Seja —A o gerador de um Cy-semigrupo (T(t))e>0 em um espago de Banach
X, e sejan € Nyg. Um espago de Banach Y que estd continuamente imerso em X é (A,n)-

Admissivel, se valem as sequintes condig¢oes:

1. Existe uma constante C € [0,00) tal que T(t)Y CY e
IT@y ey < CrlT®lzx) (€ [0,00));

2. Existe um subespaco denso Yo C Y tal que [t — t"T(t)y] € L1([0,00); X) para todo y € Yy.

Exemplo 2.4.1. Seja «, 5 € [0,00) e seja A um operador setorial injetivo com resolvente de
crescimento (o, B). Entao Y = X2 é (A,n)-Admissivel para todo o,7 € [0,00) e n € Ny pela
Proposicao 2.4.1.

Teorema 2.4.1. (Caracterizag¢ao Polinomial via multiplicadores de Fourier) Seja —A o gerador
de um Cy-semigrupo (T'(t))i>0 em um espago de Banach X, suponha que A tem resolvente de
crescimento (o, B) para algum «, 8 € [0,00). Sejan € Ny e seja Y um espago (A, n)-Admissivel.

Entao as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1) supllt"T'(t)| (v, x) < oo
t>0
2) Existem ¢ € CZ(R), p € [1,00) e g € [p,o0] tais que
Y()R(i-, A)F € ME2(R, LY, X)),
(1= 9()R(i-, A)* € MPI(R, LY, X))
para todo k € {n —1,n,n+ 1} NN.
Mais ainda, se vale (1) ou (2), entdo R(i-, A)¥ € MP9(R, L(Y, X)) para
i)n>2ke{l,....n—1} el <p<g<

i) k=n>1el<p<q<oo;



76

i) k=n+1,p=1eq=o0.

Antes de demonstrar o Teorema 2.4.1, precisaremos de dois resultados, o primeiro deles é a

seguinte lema

Lema 2.4.2. Sejam X um espago de Banach, —A o gerador de um Cy-semigrupo (T'(t))i>0
definido em X, n € N, x € X e & € R. Suponha que —i§ € p(A) e que a fungao
[t — t"T(t)z] € L}([0,00); X), entdo

Flt = t"T(t)x](€) = nl(i& + A) "z,
Demonstracao. Basta notar que
(i€ + A) / e ET(t)adt = — / %e—i&ﬂt)xdt +A / T () wdt
0 0 0

Pelo Lema 3.1.9 de [26], tem-se || T'(t)||zx) — 0 se t — oo, usando esse fato, integragao por

partes e o Teorema A.0.2 obtemos

(i€ + A)/ e P (t)xdt = —e T (1) ZO =z
0

portanto

/OO e ST (t)adt = (i€ + A) "l
0

repetindo o processo n vezes obtemos

/ e TN () zdt =

(—i)n dg—n /OO e_iEtT(t){Edt =nl(i + A)—n—lw'
° N 0

Um outro resultado que precisaremos é a seguinte proposigao

Proposigao 2.4.3. Seja X um espago de Banach e Y C X continuamente imerso em X e
n € N. Suponha que —A € o gerador de um Co-semigrupo (T (t))i>0 em X com iR\ {0} C p(A)
e que existem ¢ € L*(R), p € [1,00) e q € [1,00] tais que, para j € {n —1,n} NN, temos

mi(-) == () R(i-, A € MP¥(R, L(Y, X)),
mb () = (1 — () R(i-, A) € MPIU(R, L(Y, X)).

Entio Tre. ay : LP(R;Y) N LY(R;Y) — L®(R; X) € limitado e ||Trg. ayn| < 2MC,,, onde
M = sup{|[T(t)[[x) | £ €10,2]}, e

n

Co= Y 1T (ot @), poersx)) + 1Tl eeirrey), Lo ix))
j=n—1
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paran>1e

Cr = Tallem@y)ce@x) + 1Tl ®y) Lo x)) + 1y [l v,x)-

Demonstragio. Seja K € N, fi,...,fx € S(R) = {f € SR) | f®(0) =0V k € N} e
Z1,...,TK € Y e ponha f = Zle fr ® zp. Pelas propriedades do espago de Schwartz, segue
que Trnn (f) € Cp(R; X), e por hipotese

Sup [Ty (F) Ol < Ty | 2021 v ), Lo @sx ) [ L1 iy - (2.32)

| Ty (Pl Laesxy < N Tmpllcior @y, po@x) L f e wsyy- (2.33)
Afirmamos que para cada [ € Z, existe ¢ € [[,1 + 1] tal que

1Ty (F) ) x < 20Tl oeze ey, La@sxn 1 f 1l e m,v)- (2.34)

De fato, supondo por absurdo que seja falso, entao para todo ¢t € [I,] + 1] vale

[Ty (F) ) x > 2Tz |l 2(2r ey, Lo x ) | f Lo (r,y)-

integrando ambos os membros em ¢, comparando a norma L? em R com a norma L? em [[,]+ 1]

obtemos

I+1 1/q
| T (F) D Larix) = (/l ||Tm§(f)(t)||g(dt> > 2| Tonp fll £(nr ;v La@:x ) L f | e oy

contradizendo (2.33).
Fixado | € Z, seja t € [l,l + 1] tal que vale (2.34), nesse caso, fazendo R(i-,A) =

| Tre.ay () Ol x < 20Tyl 201 msv),Loe @ex ) 1 f | 21 Ry ynze ;v

+ 2/ Tz L2 (zemiv), Lo )N F Il L1 @y pe () - (2.35)

Seja T € [0,2] e observe que o Lema 2.4.2 nos da

/r eErT (P zdr = e¥TT(T)R(i€, A)x — R(i€, A)z
0
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para todo £ € R\ {0} e z € X, portanto
T T (1(E) = | DT () R(E A )
= [ eEmIRGE A )i
R
i & (t—T) i&r . n—1¢
+ /R/O e eS"T(t)R(E, A" f(&)drdE
= Taear =7+ [ T0) Ty (e =7+ )i
Agora usando (2.35) e a desigualdade de Holder temos

TR .,ay (F)(E =Tl x < M([|Tre.ay (F) ()] x +/0 TR, ayn-1 (f)(E =7 +7)||xdr)

< 2M (|| Tonp [l £(nr (myyy, Loo R:x)) + 1Tzl 2r @), Lo ) F 1 21 (v )nze sy
+ M| T -1 () oo ix) + e | Tn=1 ()| Larsx))

<2M ( > 1T e @iy oo rix)) + Tm;c(Lp(R;Y),Lq(R;X))) £l 21 RevynLe ()
j=n—1

paran > 1. O caso n = 1 é analogo, a diferenca é que podemos estimar diretamente

/0 1FE =7 =r)lxdr < [ Iylleeroll fllo @y

Uma vez que 7 € [0,2], | € Z é arbitrario e S(R)®Y C LP(R;Y)NL*(R;Y) & denso, concluimos

a demonstracao. O

2.4.1 Demonstracao do Teorema 2.4.1

Demonstragdo. (2) == (1): Usando o Teorema A.0.1, seja w, M, > 1 tais que [|T'(t)[[z(x) <
M,,e!“=1 para todo t > 0 e ponha

m(€) == nl(i€ + A)"(Ix + w(ié + A e LY, X) (£ €R\{0}).
Como (i-+A)~t = —R(—i-, A), pela Proposicio 2.4.3
Ty : LP(R;Y) N LYR;Y) — L®(R; X)

¢é limitado com

| Tonll 2(r Ry )L (RyY),Loo (Rix)) < 2M ! (Cr + wCiy1) (2.36)
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onde M = supc(o9 |7'(t)l| £(x) € Ck como o da Proposigao 2.4.3 para k € N e Co = | Iy | z(v,x)-
Seja Yy C Y como na Defini¢ao 2.4.2 e fixe z € Y. Pelo Lema 2.4.2

Flt = t"T(#)z](-) = nl(i - +A) ™"z, (2.37)
Ponha f(t) == e “!T'(t)x parat > 0e f =0 em (—o0c,0), nesse caso
IFOlly < lle™" Tl oy llly < Crlle™ Tl llly (¢ € [0,00)). (2.38)

Portanto f € L'(R;Y) N L™(R;Y) e, por interpolagdo, ||f|r-myy) < CrMy|z|y para todo
r € [1,00]. Aplicando o Lema 2.4.2 para o semigrupo e “'T'(t) cujo gerador infinitesimal &
—A—wl, obtemos f(-) = (w+i-+A)"1z. Usando a identidade do resolvente (i€ + A)~! — (w+
i€+ A7 =w(ié + A)"Hw+i& + A)~! obtemos

m(€) (&) =nl(i€+ A)™ 'z (€€ R\ {0}).

Combinando (2.37) e (2.38) com (2.36) temos
sup 1" T )zl x < Tl cr@y)ne ®y),coo@:x) L le@y) + 1 fllorwyy) < Cllzlly

onde C = 4Mn!CrM,,(Cy, + wCpi1). Agora basta estender para Y ja que Yy C Y é denso.
(1) = (2): Ponha K, = sup;>¢ [t"T'(t)[| z(v,x) e seja Yo C Y como na Definicdo 2.4.2. Seja
f e S(R) ® Yy e defina a convolugio entre f e t — t"T(t)

Sp(f)(s) = /OOO t*T(t) f(s —t)dt, seR, ke{0,1,...,n}.

Note que a integral acima é convergente, pois t"T(t)y € L'([0,00); X) para todo y € Yy. Observe
também que, pelo Lema 2.4.2, e pela relagdo entre a convolucao e a transformada de Fourier,

podemos escrever
Se(f) = KIF (- +A) () = BTy ay-v-1 (f)- (2.39)
Agora, paran > 2, k€ {0,...,n — 2} e r € [1,00], defina M = supyepo,1) |17l 2(v,x) temos

[t = T L (o.00)ic(v,x)) < M+ Knllt = 72| Lr1,00) < M + Ky (2.40)
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De fato,

e’ 1 [e'e)
/0 [Tyt = / T )y + / [Ty

T
oo
< (sup tk> MT+/ t(k_n)TthT(t)”Tﬁ(Y,X)dt

t€[0,1] 1

~ [o.¢]
<M+ Kg/ t2"dt

1

<M"+ K},

De maneira anéloga, paran > 1er € (1,00],

Kn

n—1 y
[t T Ol ooexy < M+ 7

(2.41)

Combinando (2.39) e (2.40) (trocando k por k — 1) com a desigualdade de Young vetorial
(Proposigao 1.3.5 de [3]) obtemos, para p € [1,00) e g € [p, o],

1
1T 5.4-2)—% (Pl La(o,00):x) = m”&q(f)(')HLq([o,oo);Y)

1 _
< = It — T e (0,00)20v,x)) 1F1Le (0,000

M+ K,
W\\f“mqom);y), (n>2 ke{l,...,n—1}),

O que mostra que

M + K,
1T 542yl cpr®yy);Larsx)) < = (n=>2, ke{l,...,n—1}). (2.42)

Portanto (i - +A4)~% € MP4(R, L(Y, X)), e de maneira analoga, com o auxilio de (2.41), temos

M+ (r—1)"Y"K,
ITsay lcr@y)yLomx) < ((n — 1))! (n>1, p<q), (2.43)

1T+ my-r—tllemr@yyi=@x)y = (2.44)

Concluindo que (i - +4)™ € MPY(R; L(Y, X)) e (i - +A)™" 1 € MLV>®(R; L(Y,X)). Agora
(2.42), (2.43) e (2.44) resultam nos itens (i) — (iii) do Teorema 2.4.1 para (i - +A)~!, e por
reflexdo, vale também para R(i-, A). Finalmente, para (2), seja v € C°(R) e note que
F L) G - +A) () = (F L)) * So(f), pela desigualdade de Young e (2.44), segue-se
que P()R(i-, A)F € MM(R;L(Y,X)) para todo k € {1,...,n + 1}, e obtemos (2.44) para
¢(-)R(i-, A) com o fator ||F~'4| 1(g) adicional multiplicativo. Por fim, (2.42) é vélida para
(1 —(-))R(i-, A) ja que a soma de multiplicadores ainda é um multiplicador. O

Observagao 2.4.1. A hipdtese feita no Teorema 2.4.1 de que A possui resolvente de crescimento

(o, B) para algum «, B € [0,00) € feita apenas para garantir que Tg;. ) esteja bem definido, a
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escolha especifica de o e 3 nao € relevante.

Por fim, como consequéncia do Teorema 2.4.1, temos o préximo resultado sobre estabilidade

polinomial usando o tipo de Fourier do espago de Banach envolvido.

Teorema 2.4.2. (Caracterizagio polinomial via tipo de Fourier) Sejam o, € [0,00) e A um
operador setorial injetivo com resolvente de crescimento («, 3) definido no espago de Banach X .
Suponha que X possui tipo de Fourier p € [1,2] e sejam r € [1,00], com 1/r = 1/p—1/p/, e
o,7 € [0,00) tais que o > a—1 eT > f+1/r. Entao, para cada p € [O,min(%"1 -1, T_’% -1))

eziste C,, € [0,00) tal que

1Tl cxz.x) < Cpt ™ (E € [1,00)). (2.45)

Se p =2, entio (2.45) também vale para T > B e p € [0,00) com p < L —1 e p < 5L

Demonstragio. Vamos demonstrar a seguinte afirmagdo: para todo s > 0, §,¢ > 0 existe uma

constante Cy 5. > 0 tais que
1T zxe x) < Csset™® (t€[1,00)),

onde pt = max((s + 1)a —1+4,0), v = (s +1)8+ L + & parap € [1,2), e v = (s + 1)B para
p = 2. Vamos usar o Lema 2.4.1 e demonstrar o caso n := s € Ny.

Primeiro note que se p = 1, entao o Teorema 2.4.2 se segue da Proposicao 2.4.1 ja que todo
espago de Banach possui tipo de Fourier 1.

Para p € (1,2) vamos definir 5y := 1/r + €, e para p = 2 vamos fazer Sy = 0. Vamos assumir

Bo € [0,1). Observe que, pela hipotese de A possuir resolvente de crescimento (a, 3) vale

A1 1 :
—_ A R 0. 2.4
Afirmamos que, para cada k € {1,...,n},
sup{||R(i€, A)* |l c(xng x) | € € R\ {0}} < cc. (2.47)

De fato,

I RGE, A AT (L + A) "5 ) = [ R(i€, AYFAMRE(L 4 4)= (kR @D
— [[(R(ig, A)A®(L+ A) = PYE(A%(1 + A) D))
< |R(iE, A)A“(L+ A) | 0 | (A(L + A) D) H]

o termo A%(1+ A)~*~# ¢ uniformemente limitado para & € R\ {0}. Vamos mostrar que o termo

R(i&, A)A%(1 + A)~*=F também & uniformemente limitado.
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Por (2.46), se |[¢| < 1, entdo o conjunto
{IEI R, A) [ |¢] < 1} < L(X)
é uniformemente limitado. Usando o item 1 da Proposicao 2.3.1, o conjunto
{R(i€, A)A*(1+ A)™ [ [§] <1} C L(X)

¢ uniformemente limitado.

Para || > 1, (2.46) implica que o conjunto
{I€I77R(i€, A) | |¢] = 1} € L(X)
¢ uniformemente limitado. Usando o item 2 da Proposicao 2.3.1, segue-se que o conjunto
{R(i&, A)(1+A) 7| [¢] > 1} € L(X)
é uniformemente limitado. Portanto, para || < 1 vale
1R(i€, A)A (1 + A) 7l £xy < IR A)ll e x (1 +4) P llecx)
e para [¢| > 1 vale
1R(i€, A)A* (1 + A) 7l £y < IRE Al x50 1AM (L + A) ¥l 2x)

o que demonstra (2.47).
Defina h(&) == |€|170(1 + |€]) 0P ¢ observe que, para cada k € {1,...,n+ 1} temos

IRGE, APl pixp x) S IR, AR ATTVOTIR(1 4 4) = Ded =m0 5o 1
< | R(i€, A)* RS (A)R(iE, A) A0 (14 A) IR0
< | R(i&, ARG (A) | x| R(€, A) AT (L4 A) =T I0m0750
S IRGE A)* I pixng x)IR(E, A)AHHO(L 4+ A)=oF 0700 1

Multiplicando a desigualdade acima por h(§), e procedendo de maneira analoga na demonstragao

de (2.47), segue-se que

1-6
{MEW)R(ig’A)k | £ €R\ {0}} C L(XM X) (2.48)

¢ uniformemente limitado. Agora seja ¢ € C°(R) tal que ¢ = 1 em [—1,1]. Usando (2.48)

temos

1 1-6—po o 1
/rw JI|[R(ie, A) medg</w ﬂ'é’fa 55/0 e
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|6—1

para algum &y > 0, e como 1—4§ < 1, a integral de |{ é convergente. Agora usando novamente

(2.48) temos

(L4 fey—orpor e g
d¢ < - S—
e RS e

L0 = @) RGE, Ay < [ 11001
R R

como (&) = 1 para £ € [—1, 1], basta limitar a integral acima a partir de §; > 0, de fato, como
Bor = 1+E > 1, para € = re > 0 segue-se que a integral de (1 + |£])~5~! & convergente. Usando
o Teorema 2.1.5 e as estimativas acima, concluimos que

Y(OR(i-, A)F e LR, L(XH, X)) € MV®(R, L(XF, X)),

v

(1 —¢(-)R(i-, AF € L'(R, L(XF, X)) € MPP (R, L(XF, X)).

Note que usamos o fato de X} possuir tipo de Fourier p ja que ¢ isomorfo ao espaco X. Para

concluir a demonstracao basta aplicar o Teorema 2.4.1. O
Vejamos um exemplo de aplicacao dos resultados apresentados.

Exemplo 2.4.2. Fize a € (0,00) e b € (0,1) com a +b > 1. Defina ¢(s) = s7% + is
para s € (1,00) e sejam X = W'2(1,00) e A o operador de multiplica¢io definido em X,
associado a funcao p, i.e, (Af)(s) = ¢(s)f(s). Nesse caso, 0(A) C C4+ e —A é gerador do Cy-
semigrupo (T(t))i>0 C L(X) dado por T(t)f(s) = e ) f(s) para t € [0,00), f € WH2(1,00)
e s € (1,00). Vamos demonstrar que A possui resolvente de crescimento (0, HTJFZ“), mostrando
que [[(n — i€ + A) M|z S 161770 para cada n € [0,00) ¢ € €R.

Note que o operador (n —i& + A)~1 € o operador de multiplica¢io em W2(1,00) associado
com a funcio s+ (n+ s~ +i(s® — &))7L. Pela Teorema I1.3.8 (Forma geral do Teorema de
Hille-Yosida) em [16], existem M > 1 e wy tais que, para todo X € C com Re\ > wy,

RN, =A)lzx) < Reiw_w(). (2.49)
Seja w > 0 com w > wy, entao para todo 1 > w para todo § € R, por (2.49),
1RO+ i€, =l ey = Nn+ i€+ 4) e <~
assim,
sup{[|(n + i€ + A) 7| zex) [ 1> w, € € R} < oo (2.50)

Como o(A) C C4, entao C_ > X — R(\A) € analitica, logo pela compacidade [—w,0] X

[_ (g)b/(aer) ’ (%)b/(aer)]

2 , assim

b/(atb) /g b/ (a+h)
sup{H(nJri&JrA)_ch(X) | —n € [~w,0] x [— (%) +, (%) " ” <o, (251)
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Combinando (2.50) e (2.51)

. an b/ (a+b) a\ b/(a+bd)
sup {HR(—U +i&, A)lexy [m=>0,€ € [_ (g) ’ (Z) } } <o

Agora, para & € R com |§] > (%)b/(a+b), vamos estimar {||R(—n + i€, A)”L(X)} pelo supremo

de s+ (n+ s~ +i(s" — &)1 e sua derivada, ou seja,

as~ 91 4 psb—1

sup - + sup -
1t sTi(sP =8 o1 It +i(sb = &)
1 as™97 4 bst!
< 2sup———+ + 2su . 2.52
P =g TR s P (232)
Note que
sup  —————— < [¢[7" < g(¢)
1<s<|g[1/b s~a 4 |sb _ 5’
es m ¢ decrescente em s > |€|V/0 > (%)1/(a+b), logo a primeira parcela de (2.52) é
magjorada por g(§) para |&| > (%)b/(a+b). Para a sequnda parcela, com |§| > (%)b/(a+b) >1e
s € (1, (|| 4+ 1/2)Y/Y), temos
as @1 4 bst—1 b—1+2a
< a—1 b b—142a < ClEl
52 s —gp = +0s < Cl¢l 7
e para s > ([¢| 4+ 1/2)'/°,
—a—1 b—1
as + bs 1 < (6).
s—2a + ’sb _‘5)‘2 ~ (sb _5)2 ~
Assim, combinando as estimativas anteriores, para cada n >0 e £ € R,
. _ b—1+42a
17— i€+ A) Mooy SIE
Agora seja t € [1,00), temos entao
d —tp(s) 7 b—1, —ts™@ —a—1,; —ts™®
~ su sup |——e ~ sup |ibs" “te —as e
I1T#)|lzx) >~ sup p pe ) o p |ibs"" 't t ]
ke{0,1} s€(1,00) ds s€(1,00)
~ sup sl B :t1*$,

s€(1,00)

para constantes implicitas que nao dependem de t. Pela Proposicao 2.4.2, para todo t € [1,00) e

para cada T € [0,00) e p € [0,70/(b — 1+ 2a))

_ib_
1Tl e, x) St 7.
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Por outro lado, de maneira explicita, obtemos

j; (eft@(8)¢(5)77>

11— _ts—@ _1-b47b
~ sup $PTVTUTte T gl

s€(1,00)

1T zx,,x) = sup sup
ke{0,1} se(1,00)

o que mostra que || T(")||z(x,,x) decai mais rapidamente do que o resultado da Proposicio 2.4.2

preve, observe também que | T(t)||z(x, x) € L'[0,00) se, e somente se, T > HTJFQQ.
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Apéndice A
Teoria de Semigrupos

Neste apéndice vamos apresentar os resultados elementares da teoria de Semigrupos de

operadores lineares.

Definicao A.0.1. Seja X um espago de Banach. Uma familia de operadores T(t) a um

pardmetro t € [0,00), onde T'(t) : X — X ¢é linear e limitado é um Cy-semigrupo se
1. T0)=1
2. T(t+s)=T(t)T(s), para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupo)
3. limy_,o+ T'(t)z = x, para todo x € X (propriedade de continuidade)

Definigao A.0.2. Um operador linear A : X — X definido por

1.
T(t)x —
D(A) = {af € X; lim Mz -z e:ciste}
t—0t t
2. -
Az = lim M, x € D(A)
t—0+

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo T'(t)

Teorema A.0.1. Seja T(t) um Cy-semigrupo. Entao existem constantes M > 1 e w > 0 tais
que
IT()]lgx)y < Me**, 0<t<o0

Demonstragdo. Vamos mostrar que existe t1 > 0 tal que || T'(t)[|z(x) ¢ limitado para t € [0,1].
Pelo principio de limita¢ao uniforme, T'(¢) é pontualmente limitado pois é um semigrupo de

operadores lineares e limitados, logo é uniformemente limitado, o que implica

1Tl ey < M V€ [0,t].

89
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Como T'(0) = I e ||T(0)||z(x) =1, segue-se que M > 1. Agora, defina w = In(M)/t; > 0; dado
t >0, escreva t = nt; + 0, onde ¢ € [0,t1]. Pela propriedade de semigrupo, segue-se que

1T ) llzxy = 1T (nt1 +6) | £cx)
= |T(nt1)T(0) £(x)
= [|T"(t)T ) lcxy < ITEDNZ2 ) 1T O 20y < MM = M

t

Agora note que n = % — %, o que implica n < %, e como M > 1, segue-se que M™ < Mt .
1 t

Uma vez que w = In(M)Y/" | temos M = e*, o que implica M1 = O]

Proposicao A.0.1. Se T'(t) é um Cy-semigrupo, entao Vx € X, a fungao t — T(t)x € continua
de [0,00) = X.

Demonstracao. Sejam t, h > 0 e note que
IT(t+h)z=T(t)z|x = [|[T()T )z —~T#)zllx < |TOlcoollT(R)z—a|x < M| T(h)e—z|x;

fazendo h — 07 e usando a propriedade (3) de semigrupos o resultado se segue. O
Teorema A.0.2. Sejam (T'(t))i>0 um Cy-semigrupo e A seu gerador infinitesimal. Entao

i) Para x € X, vale
t+h

}1113% n T(s)xds =T(t)z.

ii) Para x € X, valem

/tT(s)xds € D(A)
0

A < /0 t T(s)xds) =T(t)z — a.

ii1) Para x € D(A), T(t)x € D(A) e vale

d
Tz = AT(t)e = T(t)Az.

iv) Para x € D(A), vale

Tt — T(s)x = / " AT(r)dr = / "T(r) Audr.

Demonstrag¢ao. Note que as propriedades (ii) e (iv) sao analogas aos teoremas do céalculo para

fungoes reais.

i) Note que

1 t+h 1 t+h
Hh / T(syads ~ T(0)x| <7 / IT(s)z — T(t) xds.
t t

X
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Como t +— T'(t)x é continua, segue-se que a medida que h — 0, s — ¢t (jaAque t < s <t+h),

e portanto ||T'(s)x — T'(t)x|[x — 0. Por continuidade uniforme,

— 0.
X

H}ll /t T (e)ads - T(t)s

ii) Sejam x € X e h > 0, e observe que

T(h;bl </Ot T(s)xds) = ;/{:T(h + s)xds — % /OtT(s)ajds.

Fazendo h + s = s’ na primeira integral do lado direito acima, temos

1 t 1 h+t
/ T(h+ s)xds = / T(s)xds.
h Jo h Jh

(A1)

Agora vamos usar as identidades
t+h t+h h t t+h t+h
h 0 0 0 0 t
para reescrever as integrais em (A.1):

% /O T+ s)ads — % /0 " (s)adds = % ( /0 () /0 hT(s)a:ds)
_ % ( /O o (s)ads /t o T(s)xds) .

Assim t t+h h
T(h)—1 1 1
(l)z </0 T(s)xds) = h/t T(s)xds — h/o T(s)xzds,
e tomando o limite quando h — 0T, temos

T(hi—f < /0 t T(s):vds) = T(t)z — 2.

iii) Sejam agora x € D(A) e h > 0. Entao,

T(h) — 1 CT(h+t)z—TMx  TOTH)z—TEx ., T(h)—1
— Tte= n = h =T ——=

e tomando o limite quando h — 07, temos A(T(t)x) = T(t)Az e T(t)x € D(A). Note que

esse calculo também mostra que

d+
%T(t)x = AT (t)r = T(t)Ax,

onde Cth indica a derivada a direita. Vamos verificar que a derivada a esquerda também
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existe e vale AT(t)z. Se t > 0, entao

hm[<T@x—T@—hn)_AT®4

h—0t h
—££+KT@+h_mz_T@_hn>+Tﬁ—hMm—Tﬁ—hMm—AT®m
= lim 7(t — h) (T(h);f_x - Ax> + lim (7(t = h)Aw — T(t)Ax)

O primeiro limite na tltima igualdade é zero, pois € D(A) e ||T(t — h)||z(x) ¢ limitado em

0 < h < t, enquanto que o segundo limite é zero, pois T'(t — h) é continua.

iv) Usando o item iii), temos
t d t
/ d—T(T)J:dT =T(t)x —T(s)x = / T(1)Axdr.
S T S

O

Proposicao A.0.2. Se A € o gerador de um Cy-semigrupo (T(t))i>0, entdo D(A) é denso em
X e A € um operador fechado.

Demonstracdo. Para cada x € X, e para cada t > 0, defina

1 t
Ty = / T(s)zds.
tJo

Segue-se do Teorema (A.0.2) que x; € D(A) e que limy_,g x4 = x, e isso conclui a densidade.
Para mostrar que A é fechado, dada uma sequéncia (x,,), tal que z,, — = e Ax,, — y, devemos

mostrar que x € D(A) e que Az = y. Pelo item iv) do Teorema (A.0.2)

t
T(t)xy —xn = / T(s)Axy,ds.
0

Note que T'(s)Ax,, — T'(s)y uniformemente em cada intervalo compacto, logo podemos tomar o

limite quando n — oo e escrever

T(t)xr —x —/0 T(s)yds = T(t):;:—x = 1/0 T(s)yds.

Fazendo t — 0%, temos Az = vy, e como lim, o+t 1 (T(t) — I)z existe, concluimos a

demonstracao. O

Teorema A.0.3. Sejam T'(t) e S(t) Coy-semigrupos de operadores lineares e limitados com

geradores A e B respectivamente. Se A = B, entao T(t) = S(t) para todo t > 0

Demonstragao. Seja x € D(A) = D(B). Usaremos o item #ii) do Teorema (A.0.2). Como
x € D(B), S(s)xr € D(B) = D(A), logo T'(t)S(s)x € D(A) para todo t > 0; em particular,
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substituindo ¢ por t — s em T'(t)S(s) temos T'(t — s)S(s)xr € D(A). Como a funcdo s

T(t — s)S(s)x é diferencidvel, obtemos

%T(t —5)S(s)xr = —AT(t —5)S(s)x+T(t —s)BS(s)x

=-T(t—s5)AS(s)x +T(t—s)AS(s)r =0 = T(t — s5)S(s)x = cte.
Portanto, os valores de T'(t — s)S(s)z quando t = s e quando s = 0 s@o os mesmos, o que mostra
que T(0)S(t)x = T'(t)s(0)z. Como D(A) é denso, o resultado se segue. O
Vamos dar alguns exemplos de Cp-semigrupos.

Exemplo A.0.1. Seja p € [1,00) e considere f € LP(R). Defina
(TH)f)(z) = flx+1t), x€R,t>0.

Entao, (T'(t))i>0 € uma isometria linear em LP(R). A familia (T'(t))i>0 € chamada semigrupo
das translagdes, seu gerador é o operador com dominio D(A) = WLP(R), onde WHP(R) € o

espago de Sobolev de ordem (1,p), i.e,
WYPR) = {f:R—=R| feLP(R) e f € LP(R)}
onde a derivada acima deve ser interpretada no sentido das distribuicées, e a acdo de A € dada
por Af = f'.
Exemplo A.0.2. Considere o nicleo do calor K : [0,00) x R — R dado por

1 2
Kt(l‘) = \/me_Tt.

Da teoria de aproximagoes da identidade [17], sabemos que se f € LP(R) para algum p € [1,00),

entao

lim (K« f)(x) = f(x),

t—0+

onde a convergéncia acima se dd na norma LP(R). Considere a familia de operadores (T'(t))i>0
em LP(R), dada por

(T(t)f)(x) = (K¢ * f)(z), t>0
(T(0)f)(z) = f(x).

Entao, (T(t))e>0 € um Cy-semigrupo e seu gerador € dado por Af = —Af, cujo dominio €
D(A) = W?P(R).



Apéndice B
Topicos de Interpolacao de Operadores

Neste apéndice vamos reunir alguns resultados sobre interpolagao de operadores em LP(R™).
Seja f € LP(R™) com p € [1,00), e denote por E, = {x € R" | |f(x)| > a}, e df(a) = p(Ey).
Nesse caso,

1 gy > /E @) Pde > aPdy(a),

e portanto

A1 ey

d(o) < (B.1)

ap

Observe que podemos usar a funcao ds(«) para calcular a norma LP da fungao f como se segue:

915 = [ W@par= | ( / |f(m)pa”_1da> s
= /Ooopap—l </|f|>a dx) do

o0
= /0 pa?td;(a)da.
Dadas as fungoes f e g, considere os conjuntos
w15+l > a+ 8} (x| 1] > a} e {z | lo] > 5).
Nesse caso, se x é tal que |f(z)| < a e |g(x)| < 8 simultaneamente, entao
[f (@) + g(x)| < |f(2)| + lg(2)| < a+ 5,

o que implica

zefr||f(z)+9(@) <a+p}

Isso mostra que

{z[f(@)] <a}nfz|lgx)] < B} C{z|[f(2) +9(2)] < a+ B}

94
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Tomando o complementar, obtemos

{z[[f+gl>a+ By C{z[|f] >a}U{z]lg]> B},

e em particular,
d+g(a+ B) < dp(a) + dg(B). (B.2)

p

s earR™), como o

Definigao B.0.1. Seja p € [1,00), definimos o espago LP(R™) fraco, ou L
conjunto das fungoes f: R™ — R tal que

. CcP
HfHpreak =1inf{C > 0] ds(a) < 7 Va > 0} (B.3)

€ finito. Se p = oo definimos LSS, , (R™) = L>°(R"™).

weak

p

b earR™) mas nao é uma

Por (B.1), segue-se que toda fungao em LP(R™) pertence ao espago L

inclusdo propria, pois [z|~"/? € LE _ (R™) mas |z|~"/P ¢ LP(R™).
p

wear(R™) € um espaco quasi-normado; de fato, (B.3) satisfaz

O espago L
LSl = kIl VEeC.

2 1/ +glle_ < CUAM_ +llgle ).

ak ak

3 M, =0 = f=0p—qtp

Para uma demonstragao detalhada de 2 sugerimos [17].

A grande vantagem de se usar os espagos LP-fraco esta no estudo e problemas de interpolagao.

Teorema B.0.1. Sejam 1 <p<qg< oo e seja f € LP (R*)NLI

weak weak

(R™). Entao, f € L"(R™)
para T € (p,q) e vale

1/r
r r 0 [7]
< 1 2 B4
nmm_<w_+q_ﬁ Iz, 11lzs,, )
onde

1_1 1_1

0121_17 602:Z_£

P q p g

Demonstragao. eCaso g < oo. Note que, por (B.3), vale

i, _ ol
df(Oé _T, df(Oé)_T, \V/Oé>0
e portanto
(Rl va
df(o() S mln ( Lweak , L’weak .
aP ol

Procurando o de modo que
p q
1, IS,

oP - af

i
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encontramos )

(Ml N
a < :: wea
17,

Neste caso,

oP of

A p q
=7 a’l"*l HfHL;’Z)eak dO[ + r > aT‘*l ”f”LZ)eak da
0 P q

) o o (I A
175 =7 /0 ol (a)da < r /0 o™ min | o

(6 A (67

'~ r—q

— p
- 7,||JC”LZECLI€ T —

,
r—p

(6
ak’r_q

+ 7| fll7a
we
0 A

P yrp " g Ar—a
Iy AP+ Ty

Substituindo o valor de A e rearrajando, chegamos em (B.4).

eCaso ¢ = oo. Nesse caso, L2 . = L® e f € LV . N L>; logo, se a > | f||ze, entdo

d¢(a) =0, e temos

) e
1l < / o F,  da

0 weak
e [l

r—p

r
r—p

=7l flI% [raliam F s
weak weak

0
O

Definicao B.0.2. Diremos que um operador linear T é do tipo forte (p,q) se T : LP(R"™) —
LY(R™) for limitado. Diremos que T € do tipo fraco (p,q) se T : LP(R") — LI (R™) for

weak

limitado no sequinte sentido: existe C' > 0 tal que
adrp ()1 < C||flle, ¥V a >0

Definigao B.0.3. Um operador T € dito subaditivo (ou sublinear) se, para todos f, g e para
todo A € C, wale

T+l < TN+ T ()] e [T =[NIT)I

Teorema B.0.2. (Interpolagio de Marcinkiewicz) Sejam 1 <p; < ¢; < o0, i € {1,2} e ¢1 # 2.
Seja T um operador subaditivo de tipo fraco (p;,q;). Entao, T € de tipo forte (p,q), onde

(=00 ) re(52) oo

Demonstracdo. Vamos demonstrar apenas o caso em que p;1 = ¢ € po = g2 com p; < pg €

gi < 0o, para o caso geral sugerimos [19]. Fixe a > 0 e seja f € LP(R"™), onde p € (p1,p2)
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Vamos reescrever f = f1 + fo2, onde

f(x) self(z)|>a
0 se |f(x)] <«

fi(z) =

0 se |f(z)] >«
f(@) sel|f(z)| <o

a ideia é decompor f em uma parte "grande"(onde |f| > «) e uma parte "pequena"(onde

fa(z) =

|f] < «), usar a subaditividade de T e estimar a propriedade desejada separadamente para f e

para fo. Sejam s,7 tal que s < p <7, e note que

/ (@) de = / @) Pl (@) Pde < [[fEpas?
Rn Rn

| f@rde = [ 1p)Plf@l Pde < 70
R™ R™

Fazendo s = p; e 7 = po concluimos que f; € LPL(R™) e fo € LP2(R™). Pela subaditividade de T'
e por (B.2), obtemos
dry(a) < drg(a/2) + drg,(a/2) (B.5)

Como por hipotese T' é do tipo fraco (p1,p1) e do tipo fraco (p2,p2), existem C; e Co tais que

o drg () < Cillfillfh € adrs(e) < Gollfalfhe.

e assim

C
(a/2)Pr

dry (@/2) < (/2

P2y — Cs VP2 doe
/Rnf?(‘”)‘ A = v /|f§a\f( P2 dz. (B.7)

/ A@Pde = /m> @) (B.6)

dez (a/2) <

&
OB
Agora, substituindo (B.6) e (B.7) em (B.5), obtemos

Gy P1 gy & 2) P2 d
rs(@) < o [ W@ s o [ e (B3)
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Multiplicando ambos os membros de (B.8) por pa?~! e integrando com respeito a a, temos
* 1
176 = [ pa?~tdrs(a)da
0

oo [e.e]

< 2p101p/ apml/ \f(ﬂs)]pldasdoz—i—Qp?Cgp/ apml/ |f(z)[P2dzda

0 |fI>e 0 |fl<e
|/ (@)l 00

= 2plClp/ / PP o f(x) [P da + 2p2C2p/ / P P2 o f (x)[P2dx

nJ0 m I f ()]

gpm [F@)
— 2P1C1p/
R» P — D1 0

F (@) dz + 272 Cop /
_ op1 p P D2 p P
e / F@)Pde — 272Cy / F(@)Pdz
Rn n

_ o
ap D2

|f (@) |P2 da
(@)

R P — P2
bp—n b—p2

:(2“01 P e, P )wazp.
P—D P2 —DP

Isso conclui a demonstragao de que T' é do tipo forte (p, p). O

Para o que se segue, iremos decompor R" em cubos diddicos da seguinte forma: seja Ag a
malha de cubos unitarios com vértices em Z™; nesse caso, R™ pode ser decomposto como uma
unido disjunta (com interiores disjuntos) de elementos de Ay e podemos refinar tal decomposigao

pondo, para cada k € Z, a malha Ay, :== 27FA,.

Teorema B.0.3. (Decomposi¢ao de Calderon-Zygmund) Sejam f nao negativa e integravel em

R"™ e a > 0. Entao, existe uma decomposicao de R™ tal que
I.R"=FUQ, FNQ=40.
2. f(x) <a, p—q.tpemnkF.

3. Q = UrQg, onde Q sdo cubos com interiores disjuntos tais que

o< l@/@ f@)dz < 2. (B.9)
Mais ainda, se f = g+ b, onde
@) f(x), sex € F
g = M(;j)/'f(a:)dx, sex € Qj,
RS (f(z) ) f(x)dx) xq,(2),
J i
entao:

1. g(x) <2"a p — q.t.p em R™;

2. b(x) =0 para todo x € F e fQj b(z)dx = 0 para cada j € N.
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Demonstracio. Para cada k € Z seja Ay, .= 27%Ay a malha de cubos diddicos. Uma vez que f
¢ integravel em R", a integral em um cubo Q € Ay ¢ limitada pela norma L!'(R) de f. Escolha

ko € Z de modo que para todo Q € Ay, vale

1
IU(Q)/Qf(x)dm <a. (B.10)

A partir deste kg escolhido, vamos refinar a malha Ay, usando o seguinte processo: divida o cubo
Q € Ay, em 2" partes e seja @' um subcubo de Q. Existem duas possibilidades para @’'; ou a
média de f sobre Q' é maior do que a ou é menor ou igual a . Se por acaso o primeiro ocorrer,

mantenha @', senao divida @’ novamente em 2" partes e repita o processo. Ao final teremos

1
— v :
M(Q)/Qf>a’ vee

Note que, dado um cubo @ € Q, existe um cubo Q' que contém @ e que nao foi escolhido no

uma colecao de cubos Q onde

passo imediatamente anterior mencionado (pois sendo (B.10) seria falso). Nesse caso, se Q' tem

2—k—1

lado 2% para algum k € Z, entdo Q tem lado e vale

1 w@) 1 ng,
o< u<Q>/Qf = Q) w@) Jo T =T (B.1)

defina

Q= UQ e F=Q°
QeQ

e observe que se x € F', entao existe uma sequéncia de cubos @; que nao foram escolhidos durante

o processo mencionado de forma que diam(Q;) — 0 e tal que x € Q; para todo j € N, e

L [ f<a (B.12)

1(@Q;) Jo,

Pelo Teorema da Diferenciagao de Lebesgue [17]| a integral em (B.12) converge em quase todo

ponto para f(z) quando p(Q;) — 0. Por fim (B.9) é consequéncia de (B.11). O

Vamos falar sobre um resultado importante que é usado na demonstracao do Teorema 1.4.2
(Teorema do multiplicador de Mikhlin).

Considere o operador T' definido por
Tf(@)=F (K@), feSRY (B.13)
onde K satisfaz as seguintes hipoteses:
1. K € L>®°(R");

2. existe k € L} _(R™\ {0}) tal que para toda f € C°(R"),

loc

Tf(x)=kx*f(x), p—qtp x¢supp(f),



100

e k satisfaz a condigdo, conhecida como condigao de Hérmander

/ |k(z —y) — k(z)|de < C, YVyeR" (B.14)
|=[>2]y|

onde C' > 0.

Proposigao B.0.1. Seja k : R™ \ {0} — C wma funcdo de classe C*(R"™) que satisfaz
IVE(z)| < Clz|™™ ! Va #£0. (B.15)

Entao, k satisfaz a condi¢ao de Hormander em (B.14)

Demonstracao. Primeiro observe que

d
ke —ty) =~y Vk(z —ty),

e portanto
1
k(x —y) — k(x) = —/ y - Vk(z — ty)dt.
0
Tomando o médulo

1
rum—w—kwﬂsn¢A|VMx—wwm

e usando a hipotese (B.15), vem

o =) K < ][ (B.16)

Pela desigualdade triangular, |x —ty| > |z| —t|y|, e como (1 —t)|y| > 0, segue-se que |y| > t|y|, o
que implica —t|y| > —|y|, e portanto |z| —t|y| > || —|y|. Como queremos estimar a integral para
|z| > 2|y|, temos —|y| > —|z|/2, o que implica |z| — |y| > |z|/2. Combinando as desigualdades
anteriores, segue-se V¢ € [0,1] que |z — ty| > |z|/2, substituindo tal desigualdade em (B.16),

obtemos ]
y|C
‘y| 1o — ty|n+L —| | n 1 n+1"
\ " \ T
Por fim,
1
/ ]k(m—y)—k(azﬂdang!y\/ T de < oo,
2] >21| jal>2py| 1]
pois |z|* € LY(R™\ B(0,1)) para todo a > n. O

Teorema B.0.4. Suponha que T seja um operador linear como em (B.13), onde K e L>(R™),
e que satisfaz a condi¢ao de Hormander (B.14). Entao, para todo o > 0,

adry(a) < 1| flpaan, ¥ f € LNEY) N L2RY). (B.17)

Mais ainda, T se estende a um operador linear limitado T : LP(R™) — LP(R™) para todo
p € (1,00).
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Demonstrag¢ao. Para a demonstragdo de (B.17) referimos [1], Vamos mostrar apenas que T se
estende a um operador limitado em LP para p € (1,00). Primeiro note que T' € L(L?(R™)) (pois
M?2% = [[*), e que portanto T ¢ do tipo fraco (2,2). Por (B.17), segue-se que 1" ¢ do tipo fraco
(1,1), e portanto pelo Teorema B.0.2, T' € L(LP(R™)) para todo p € (1,2). Resta demonstrar o
resultado para p > 2. Note que Vf, g € S(R"™)

/ JT@g@yde = | FTHOF@EOd = | KO3 = | FOKEE)de

R™ Rn

onde usamos o Teorema de Plancherel. Definindo Tf = F~1(K (€)f(€)) para f € S(R™), temos

~

f (5)%& = [ fx)Tg(z)dx.
Rn Rn

Agora, para todas f,g € C2°(R™) com suportes disjuntos vale

[ rr@s@de= [ [ ke- sy side= [ ) [ Fe-paladsdy

logo, se g € C°(R™), temos

Toa) = | R lotw)dy

para quase todo ponto z ¢ supp(g), onde INf(z) = k(—=2), z # 0, satisfaz a condigao de Hérmander
(B.14). Isso implica T € L£(L(R™)) para todo 1 < ¢ < 2. Agora, por dualidade (com 1 < ¢ < 2)

f(@)Tg(w)dx
R

ITfllLs =  sup
geLd [glly=1

= sup
geL gl =1

< Clflq

/n Tf(z)g(z)dz

implicando T' € £(L4(R™)) para todo 2 < ¢ < o0. O
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