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Resumo

Esta dissertacao apresenta uma metodologia para sintonia de controladores PID
(Proporcional, Integral e Derivativo) para sistemas de segunda ordem sujeitos a
retardo variante no tempo. O método baseia-se na teoria de Lyapunov-Krasovskii.
Tal teoria, a partir da escolha de um funcional apropriado, permite tratar proble-
mas de estabilidade de sistemas sujeitos a retardo no tempo. Neste trabalho foi
escolhido um funcional que possui termos exponenciais, assim uma taxa de con-
vergencia, pré-definida pelo projetista, pode ser imposta ao sistema controlado.
O problema ¢é formulado através de Desigualdades Matriciais Lineares ou LMIs
(do inglés: Linear Matrix Inequalities), de modo que ferramentas computacionais
podem ser utilizadas para encontrar os ganhos do controlador de forma bastante
eficiente. Experimentos numéricos revelaram que o método é robusto a variacao
do retardo no tempo, assim como a variacao do fator de amortecimento do sis-
tema. Os resultados com os controladores obtidos a partir do método proposto
foram comparados com outros métodos da literatura. Pode-se observar a superio-
ridade do novo método a partir da andlise de figuras de mérito do sistema quando

submetido a um degrau na referéncia e a um distirbio na saida do sistema.

Palavras-chave: controlador PID, tempo morto, controle robusto, Lyapunov-
Krasovskii, LMIs.



Abstract

This thesis presents a methodology for PID controllers tuning (Proportional, In-
tegral and Derivative) for second order systems subject to time-varying delay.
The method is based on the Lyapunov-Krasovskii theory. Such theory, takes into
account the choice of an appropriate functional, which allows treating stability
problems on systems subject to time-delay. In this work was chosen a functional
which has exponential terms, so a convergence rate, pre-defined by the designer,
can be imposed on the system. The problem is formulated by Linear Matrix
Inequalities (LMIs), such that computational tools can be used to find the gains
of the controller quite efficiently. Numerical experiments reveal that the method
is robust to the variation in time-delay, and the variation of system damping
factor. The results with the controller obtained from the proposed method were
compared with other methods in the literature. It was observed the new method
superiority from the integral of the error performance analysis and transient res-
ponse of the system when subjected to a step in the reference and a disturbance

in the system output.

Keywords: PID controller, time-delay, robust control, Lyapunov-Krasovskii, LMIs.



Sumario

Agradecimentos

Resumo

Abstract

Lista de Figuras
Lista de Tabelas
Acronimos

Notacoes e Definicoes

1 Introducao
1.1 Contexto histérico . .
1.2 Estado da Arte . . . .
1.3 Objetivos . . .. . ..
1.4 Organizagao do Texto

2 Conceitos Preliminares

2.1 Estabilidade de Sistemas com Retardo no Tempo . . .. . .. ..
2.2 Desigualdades Matriciais Lineares . . . . . . . . ... .. .. ...
2.3 Matrizes de Livre Ponderacao . . . . . . . . .. ... ... .. ..

2.4 Desigualdade de Jensen
2.5 Complemento de Shur

3 Formulacao do Problema

4 Metodologia de Projeto
4.1 Analise de Estabilidade

ii

iii

iv

vii

ix

xi

S O = =

Qo

10
11
14
16

18

25



Sumario vi
4.2 Projeto do Controlador PID . . . . . . . .. ... ... ... ... 37
5 Discussao dos Resultados 40
5.1 Procedimento Experimental . . . . . . . ... ... ... ... .. 40
5.2  Exemplos Numericos . . . . . . .. .. ... .. 44
6 Conclusao e Futuros Trabalhos 56
Referéncias Bibliograficas 59



Lista de Figuras

3.1
3.2
3.3

3.4

5.1
5.2

2.3

5.4

2.5

2.6

Funcao de transferéncia de malha aberta. . . . . . . . .. ... ..
Representacao em espaco de estados da planta em malha fechada.
Representagao em espaco de estados da planta em malha fechada
com integrador. . . . . . .. ...
Representacao em espacgo de estados da planta em malha fechada
com controlador PID e retardo no tempo. . . . . . . . ... .. ..

Retardo variante no tempo dado por uma fungao aleatéria d(t).

Esquema de controle. Referéncia r; saida y; entrada de controle
atrasada u; disturbio de saida d. . . . . . . . .. ... ... .. ..
Comportamento do parametro ¢ perante a variacao do parametro
«. Linha preta: 7 = 0,10 e p = 0,05; Linha vermelha: 7 = 0,15 e
p = 0,075 ; Linha azul: 7 = 0,20 e = 0,10; Linha verde: 7 = 0,25
e p = 0,125; Linha ciano: 7 = 0,30 e u = 0,15; Linha amarela:
7=035epn=0175. . . . ...
Resposta a um degrau na referéncia e a um distirbio na saida de
G1(s) submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua
preta: Teorema 4.2; Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza
(2013); Linha tracejada azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth Control;
Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight Control; Linha
tracejada ciano: Skogestad (SIMC). . . . . . ... ... ... ...
Critérios de Desempenho para G(s). Linha preta: Teorema 4.2;
Linha vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi
(2009) - Smooth Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight
Control; Linha ciano: Skogestad (SIMC). . . . . . ... ... ...
Resposta a um degrau na referéncia e a um disttirbio na saida de
G(s) submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua
preta: Teorema 4.2; Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza
(2013); Linha tracejada azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth Control;
Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight Control; Linha
tracejada ciano: Skogestad (SIMC). . . . . .. ... ... ... ..

Vil

19
21

22



Lista de Figuras

viil

2.7

5.8

2.9

5.10

5.11

5.12

5.13

Critérios de Desempenho para Gs(s). Linha preta: Teorema 4.2;
Linha vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi
(2009) - Smooth Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight
Control; Linha ciano: Skogestad (SIMC). . . . .. ... ... ...
Resposta a um degrau na referéncia e a um distirbio na saida de
G3(s) submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua
preta: Teorema 4.2; Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza
(2013); Linha tracejada azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth Control;
Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight Control; Linha
tracejada ciano: Skogestad (SIMC). . . . . . ... ... ... ...
Critérios de Desempenho para Gs(s). Linha preta: Teorema 4.2;
Linha vermelha: Mozelli ¢ Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi
(2009) - Smooth Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight
Control; Linha ciano: Skogestad (SIMC). . . . . .. .. ... ...
Resposta a um degrau na referéncia e a um distirbio na saida de
G4(s) submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua
preta: Teorema 4.2; Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza
(2013); Linha tracejada azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth Control;
Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight Control; Linha
tracejada ciano: Skogestad (SIMC). . . . . .. ... ... L.
Critérios de Desempenho para G4(s). Linha preta: Teorema 4.2;
Linha vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi
(2009) - Smooth Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight
Control. . . . . . . .
Resposta a um degrau na referéncia e a um distirbio na saida de
G5(s) submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua
preta: Teorema 4.2; Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza
(2013); Linha tracejada azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth Control;
Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight Control; Linha
tracejada ciano: Skogestad (SIMC). . . . . .. ... ... .. ...
Critérios de Desempenho para G5(s). Linha preta: Teorema 4.2;
Linha vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi
(2009) - Smooth Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight
Control. . . . . . . .



Lista de Tabelas

5.1 Funcgoes de transferéncia estudadas. . . . . . . ... .. ... ...
5.2 Valores considerados para os parametros 7€ f.. . . . . . . . . ..
5.3 Parametros utilizados para simulagao dos exemplos nimericos. . .

X



Acronimos

FT
FLK
FWM
ISE
IAE
ITAE
IMC
LQR
LMI
PI
PID
RFDE
SIMC

Funcao de Transferéncia

Funcional de Lyapunov-Krasovskii

Free Weighting Matrix

Integral Square Error

Integral Absolte Error

Integral of Time-weighted Absolute Error
Internal Model Control

Linear Quadratic Regulator

Linear Matrix Inequality

Proporcional Integral

Proporcional Integral Derivativo
Retarded Functional Differential Equation
Skogestad Internal Model Control



Notacoes e Definicoes

R™ Conjunto de vetores reais de dimensao n

R Conjunto de matrizes reais de dimensao n X n

* Termos matriciais simétricos nas LMIs

T Retardo no tempo nominal

L Limitante para o retardo no tempo

) Taxa de convergéncia exponencial

« Fator de ponderagao da matriz livre F

S Fator de amortecimento de uma funcao de transferéncia

To Periodo natural de oscilagao de uma funcao de transferéncia
) Operador de avanco ou atraso de uma funcao trigonométrica
C([—h,0],R™) Familia de fungées continuas no intervalo [—h,0] para o R"
&l Continuidade da norma de uma funcao ¢ € C([—h,0],R")

= Igual por defini¢ao

cos(.) Fungao coseno

sen(.) Funcao seno

d(t) Funcao do retardo variante no tempo

x(t)
(%)

vetor de estado

Derivada do vetor de estado

Ty Valor de z(t) no intervalo [t — (7 + p),t]
V() Funcional de Lyapunov-Krasovskii
V(z) Derivada do funcional de Lyapunov-Krasovskii

M >0ou M >0 Matriz definida ou semi-definida positiva

x1



Notacgoes e Definicoes

x1i

M <0ouM <0 Matriz definida ou semi-definida negativa

MT
M=t ou et

diag{.}

Matriz transposta

Inversa de uma matriz ou um escalar
Matriz diagonal

Maéaximo sobre-sinal

Tempo de subida

Tempo de estabilizacao ou acomodacao



Capitulo 1

Introducao

Este capitulo descreve de forma breve o contexto histérico sobre projeto e sintonia
de controladores PID, as motivagoes para estudo de tal assunto, bem como o
andamento atual das pesquisas nessa area. Ao final do capitulo sao apresentados

o objetivo principal, os objetivos especificos do trabalho e a organizacao do texto.

1.1 Contexto historico

Em 1935, o controlador PID teve sua primeira aplicacao pratica registrada. Ralph
Clarridge da Taylor Instrument Companies estudando um problema de oscilagao
em uma malha de controle de temperatura inseriu a agao de controle derivativo em
um controlador PI de uma industria de celulose. Este controlador foi aprimorado
pelos engenheiros da empresa e em 1939 a Taylor Instrument Companies langou
comercialmente uma versao padrao chamada PID Fulscope [5]. Inicialmente, o
novo controlador encontrou dificuldades para ser aplicado nos processos industri-
ais, principalmente, porque na época nao havia uma metodologia consolidada para

ajuste dos trés parametros do controlador [4]. Para resolver este inconveniente,
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J. G. Ziegler e N. B. Nichols desenvolveram uma metodologia empirica baseada
na dinamica do processo. O trabalho de Ziegler & Nichols em [30] contribuiu de
forma bastante relevante para que o contralador PID se tornasse um dos algo-
ritmos mais utilizado no controle dos mais variados tipos de processos, estima-se
que no ambiente industrial, mais de 95% das malhas de controle utilizam este

tipo de controlador [2].

A notéria popularidade faz com que o controlador PID continue recebendo grande
atencao dos pesquisadores e diversos métodos de sintonia tém sido revisitados,
aprimorados ou propostos. As abordagens cldssicas adotam dois caminhos: pro-
jeto empirico ou analitico. No primeiro caso, a grande maioria dos métodos
baseiam-se em variacoes das duas metodologias propostas por Ziegler-Nichols.
Em uma os parametros do controlador sao calculados através de uma tabela de
equagoes que sao funcao de parametros extraidos da curva de reagao do pro-
cesso em malha aberta, enquanto a outra baseia-se em parametros da resposta
em frequéncia do sistema em malha fechada. Como exemplo, pode-se citar os
métodos propostos por: Chien, Hrones e Reswick (1952), Pagano (1989) e Astrom
e Hagglund (1995). Mais detalhes sobre essas abordagens podem ser encontrados

em |[2].

Sabe-se que sistemas fisicos geralmente possuem dinamicas nao-lineares o que au-
menta consideravelmente a complexidade dos projetos de controle. Neste caso,
a estratégia comum consiste em aproximar a dinamica do sistema através de
um modelo linear em torno de um ponto de operacao. Contudo, estas apro-
ximagoes carregam intrinsecamente incertezas relacionadas com parametros da
planta, dinamicas nao consideradas, nao-linearidades e/ou perturbagoes desco-
nhecidas [22]. A maioria dos processos podem ser representados por modelos
de primeira ou segunda ordem mais retardo no tempo. Mesmo sistemas que nao
apresentam tempo morto podem ser aproximados por um modelo deste tipo, onde

o tempo de atraso pode representar uma aproximacao das dinamicas de ordem
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superior [15]. Particularmente em processos quimicos a utilizagdo de modelos de

segunda ordem mostram-se mais eficientes que os de primeira ordem [18].

Neste contexto, os métodos analiticos levam em consideragao o modelo ma-
tematico aproximado para projeto do controlador. A partir de parametros ex-
traidos do modelo, calculam-se os ganhos do controlador utilizando férmulas ma-
temdticas. Como exemplo, vale registrar os métodos de Cohen-Coon (1953),
Haalman (1965) e talvez o mais conhecido e utilizado, o projeto baseado no mo-
delo interno do processo ou controle IMC, proposto por Rivera et. al. em [19].
Modificacoes foram propostas para o controle IMC, uma bastante popular é a
proposta por Skogestad. Em [20] o trabalho de Skogestad propoe um conjunto
de regras para célculo dos parametros do controlador para processos com ou sem
integradores, de primeira ou segunda ordem mais retardo no tempo e pélos reais
negativos. Em [13] as regras derivadas em [20] sao extendidas para processos com

polos complexos conjugados dominantes.

O trabalho de [21] descreve que a maior parte dos artigos publicados sobre regras
para sintonia de PID tem como objetivo projetar um controlador com resposta
rapida e robustez aceitavel, ou seja, impoe-se um limite maximo para o ganho
do controlador. Entretanto, no meio industrial, normalmente deseja-se um con-
trolador com resposta suave e um bom desempenho em termos de rejeicao de
disturbios. Assim, é proposto um método de sintonia para encontrar um limite
minimo para o ganho de controle de modo a atender a esta necessidade. Em
estudo recente apresentado em [1], Ali e Majhi dando continuidade a ideia apre-
sentada em [21], propdem um método para projeto dos parametros do PID de
modo a se alcangar um determinado valor de sobre-sinal para uma resposta suave
ou rapida em sistemas de primeira ou segunda ordem sujeitos a retardo no tempo.
Outros esforcos em termos de solucoes analiticas consistem em utilizar o lugar das
raizes, diagramas de Nyquist e projetos baseados em margens de ganho e fase.
Detalhes sobre estas abordagens podem ser vistos, respectivamente, em [25], [26]

e [27].
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1.2 Estado da Arte

Recentemente, as abordagens que tratam o projeto do controlador PID como um
problema de otimizagao vém ganhando espaco. Em contraposicao aos métodos
analiticos ou empiricos, existe a possibilidade de otimizagao de diversos critérios
de desempenho simultaneamente e, talvez a melhor vantagem, de forma bastante
sistemdatica. Otimizagao multi-objetivo da norma Hy e H,, ¢é utilizada em [24]
para projetar um PID robusto sujeito a disturbios e incertezas paramétricas po-
litépicas. Em [10] apresenta-se um procedimento para sintonia robusta de um
controlador PID baseado em um problema de otimizacao nao convexo das nor-
mas Hs e Hy,, bem como alocagao regional robusta de pélos. Em [16] propoe-se
um método de projeto de controladores com estrutura Preditor de Smith para
sistemas com retardo no tempo incerto onde os parametros do controlador sao
encontrados a partir de um problema de minimizagao da norma H., sujeita a um
conjunto de restricoes convexas no diagrama de Nyquist. Ademais este método
também pode ser usado para projetar um controlador PID. O trabalho publi-
cado por Bevrani et. al. em [6] implementa uma estratégia de controle robusta
para sintese de PIDs aplicados em estabilizadores de sistemas de energia elétrica.
O problema é formulado em espago de estados adotando uma abordagem H,
baseada em controle por realimentacao estatica de saida e resolvido através de

LMIs.

Sistemas fortemente nao lineares ou nos quais o atraso de tempo é dominante
representam desafios relevantes para a sintonia de controladores PID [3]. Assim,
a abordagem baseada no uso das Desigualdades Matriciais Lineares se mostra
muito vantajosa, pois permite o tratamento formal do atraso de tempo por meio
da teoria de Lyapunov-Krasovskii. O trabalho de Ge et. al. em [9] utiliza a
abordagem LQR-LMI para projeto de um controlador PID robusto em espaco
de estados sujeito a incertezas nas matrizes do sistema de equagoes. O artigo

publicado por Parada et. al. em [17] trata o problema de projeto de PIDs em
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espaco de estados para sistemas com retardo invariante no tempo e incerteza
parametrica utilizando o teorema do pequeno ganho. A anédlise de estabilidade é
realizada através de um funcional de Lyapunov-Krasovskii adequado e o projeto
do controlador é escrito por meio de LMIs considerando um limitante superior
para a norma H.,. Em [14] aborda-se o projeto de um controlador PID em espago
de estados para sistemas de segunda ordem com retardo invariante ou variante no
tempo. Para tanto é proposto um funcional de Lyapunov-Krasovskii apropriado
para analise de estabilidade e considerado um limitante para a norma H,, sendo

o problema resolvido por meio de LMIs.

Portanto, considerando toda a pesquisa realizado até o momento resolve-se inves-
tigar o problema de projeto de controladores PID para sistemas de segunda com
atraso variante no tempo. Os principais objetivos desta dissertacao sao expostos

na préxima secao.

1.3 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é desenvolver uma metodologia de projeto de
controladores PID para sistemas de segunda ordem sujeitos a retardo variante
no tempo que garanta uma taxa de convergéncia exponencial pré-estabelicida
utilizando a teoria de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii e formulada por meio

de LMIs.
Os objetivos especificos do trabalho sao:
e Transformar o problema de projeto de PID, normalmente formulado com

realimentacao da saida no dominio da frequéncia, em projeto por reali-

mentacao de estados;



Capitulo 1. Introducao 6

e encontrar um funcional de Lyapunov-Krasovskii apropriado para anélise de
estabilidade de sistemas de segunda ordem com atraso variante no tempo e

taxa de decaimento exponencial pré-determinada;

e desenvolver condigoes LMIs apropriadas para projeto de controladores PID
para sistemas precisamente conhecidos e sujeitos a retardo variante no

tempo;
e fazer uma analise de desempenho do método proposto; e

e comparar o novo método com outros similares encontrados na literatura.

1.4 Organizacao do Texto

O texto esta organizado da seguinte forma:

O capitulo 2 faz um revisao da literatura sobre os principais conceitos ne-
cessarios ao bom entendimento da formulagao e resolucao do problema em

estudo;

e O capitulo 3 apresenta, em espaco de estados, a formulacao do problema de
projeto de controladores PID para sistemas de segunda ordem com retardo

no tempo;

e O capitulo 4 descreve a andlise de estabilidade e o projeto do controla-
dor PID utilizando a teoria de Lyapunov-Krasovskii e a formulacao das

condicoes LMIs;

e O capitulo 5 traz exemplos numéricos para ilustrar a eficicia do método,
além de fazer uma andlise comparativa de critérios de desempenho com

métodos encontrados na literatura;
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e O capitulo 6 conclui sobre os principais resultados e apresenta algumas

sugestoes para aprimoramento do método proposto nesta dissertacao.



Capitulo 2

Conceiltos Preliminares

Neste capitulo, serao apresentados assuntos relevantes para o desenvolvimento
desta dissertacao. Inicialmente, aborda-se a questao de estabilidade em siste-
mas com retardo no tempo, onde se relata de forma breve os métodos classicos
da literatura, além de explicar de forma mais detalhada a teoria de Lyapunov-
Krasovskii, método utilizado neste trabalho para gerar as condigoes de estabili-
dade. Também é descrito, de modo réapido e conciso, o uso das desigualdades
matriciais lineares, da desigualdade de Jensen, do complemento de Schur, das
matrizes de livre ponderacao e do termo nulo. Na medida do possivel sao intro-
duzidos exemplos que facilitam o entendimento dessas ferramentas matematicas

de grande importancia para solucao de problemas de estabilidade.

2.1 Estabilidade de Sistemas com Retardo no

Tempo

Retardo no tempo pode ser definido de forma concisa como o tempo necessario
para que a mudanga em uma variavel controlada possa ser percebida. Durante este
periodo o sistema de controle nao atua sobre a planta o que pode afetar de forma

8
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decisiva o desempenho do controlador. Este atraso pode ser causado por varios
motivos, dentre os quais, pode-se destacar o tempo de transporte de materiais
em correias ou tubulagoes industriais, o tempo para transferéncia de calor em
sistemas térmicos e o tempo para envio de sinais em redes de multiplos agentes.
E fato que atrasos afetam de forma importante o comportamento dinamico do
sistema a ser controlado. Portanto, estes atrasos devem ser considerados para
que o sistema de controle funcione adequadamente. Uma maneira de considerar o
retardo no tempo é fazer o uso da aproximacao de Padé, porém nem sempre o uso
dessa metodologia resulta em uma boa representacao da dinamica do processo,
principalmente nos casos em que o retardo é variante no tempo. Outra forma
de tratar o atraso ¢ utilizar um esquema de controle do tipo Preditor de Smith
em que o retardo no tempo é cancelado pelo controlador. O incoveniente, em
ambos os casos, € que o atraso deve ser constante e precisamente conhecido, o
que dificulta o uso em sistemas com retardo variante no tempo ou onde o retardo

é constante, mas nao se conhece seu valor exato.

Os mecanismos de aproximacao ou cancelamento sao utilizados porque o retardo
nao pode ser modelado no dominio do tempo por equagoes diferenciais ordinarias.
Assim, uma maneira eficiente de descrever de forma exata um sistema retardado
é utilizar o que se chama de equacoes diferenciais funcionais ou mais especificifica-
mente RFDE [28]. De modo geral, considere um valor de atraso maximo h, neste
caso, o interesse reside em fungoes continuas que mapeiam o intervalo [—h, 0] para
R™, denotadas por C = C(|—h, 0],R™). Para qualquer fungao continua no tempo
X € C([to— h,to+a],R"), com ty <t <thp+aeVa>0,x; €C serd um segmento
de x dado por x:(0) = x(t +6), com —h <6 <0 [28].

O segundo método de Lyapunov também pode ser utilizado para garantir a es-
tabilidade de sistemas com atraso no tempo. A diferenca é que para sistemas
sujeitos a retardo, ha a necessidade de se conhecer como o sistema se comporta
no intervalo [t — h,t], ou seja, é preciso conhecer o valor de z(t) no instante inicial

(z¢) para determinar a evolugdo dinamica do processo. Naturalmente a funcao
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de Lyapunov torna-se um funcional do tipo V' (¢,2;), denominado de funcional de
Lyapunov-Krasovskii. Este funcional consiste numa extensao do segundo método
de Lyapunov para sistemas com retardo no tempo [28]. Esta ideia é mais preci-

samente descrita pelo teorema 2.1 enunciado logo a seguir.

Teorema 2.1. [11] (Teorema da estabilidade de Lyapunov-Krasovskii) Seja ¢p(0) =
Ty,. Suponha que f(t,xy): R x C — R™ mapeia R x (conjuntos delimitados em
C) em conjuntos delimitados no R", e que u, v, w: R, — Ry sdo fun¢des nao-
decrescentes continuas, onde u(T) e v(T) sao positivas para T > 0 e u(0) = v(0) =

0.

e Se existe um funcional diferenciavel continuo V: R x C — R tal que

u(lle(0)]) < V(t.¢) <o(lloll.)

V(t,¢) < —w(|¢(0)])),
entdo a solugdo de f(t,x;) € uniformimente estdvel.

e Se a solucao trivial de f(t,x¢) é uniformemente estdvel, e w(r) > 0 para
T > 0, entao, a solucao trivial de f(t,x;) € uniformemente assintoticamente

estdvel.
e Se a solugdo trivial de f(t,x;) € uniformemente assintoticamente estdvel e

se lim u(T) = oo, entao, a solugdo trivial de f(t,x;) € globalmente unifor-
T—>00

memente assintoticamente estdavel.

2.2 Desigualdades Matriciais Lineares

Uma desigualdade matricial linear ou LMI é definida como
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G(l’) S G()(x) + Zn:leZ >0 (21)

sendo z; € R™ as varidveis a serem determinadas e as matrizes simétricas G; =
GT € R™™ conhecidas [7]. Com o propésito de ilustracio, considere x = [x; x5]”.

Se a LMI G(x) for definida positiva, o conjunto de solugoes é convexo, ou seja
Glazy, + (1 — a)xg] = [aG (1) + (1 — a)G(z2)] > 0, (2.2)

com a > 0e (1 —a) > 0. Portanto, a LMI é dita ser vidvel ou factivel [29].

A inequagao (2.1) pode representar restrigdes convexas em z, como por exemplo,
desigualdades lineares, quadraticas, de norma matricial e restricoes presentes em

sistemas de controle, como um limitante para a norma H, [7].

2.3 Matrizes de Livre Ponderacao

Para se obter as condicoes de estabilidade utilizando LMIs, hd duas solucoes

vidveis [28]:

1. Substituir o termo (t), presente na derivada do FLK, pela dinamica do

sistema;

2. Manter o termo #(t) na derivada do FLK e usar matrizes de livre ponderagao
(FWMs, do inglés) para expressar a rela¢ao entre os termos da dinamica do

sistema.

O primeiro método impoe serias dificuldades a formulacao, por meio de LMIs, das
condicoes de estabilidade utilizando funcionais de Lyapunov-Krasovskii. Quando
se faz a substituicao mencionada acima, a LMI resultante traz o acoplamento

entre as matrizes do sistema e as matrizes de Lyapunov presentes na derivada
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do funcional. Este produto de variaveis de otimizacao pode tornar o problema
nao-linear inviabilizando o uso de LMIs. Para elucidar esta dificuldade, a seguir,

serao derivadas as condigoes de estabilidade por ambos os métodos.

Considere que a dinamica de um sistema ¢ representada por

(t) = Az(t) + Aqg(t — 7)),

(2.3)
y(t) = Ca(t).
Agora, considere o seguinte funcional de Lyapunov-Krasovskii candidato
t
V(x,) = 2 (t)Px(t) +/ 27 (s)Qx(s)ds, (2.4)
t—1

onde P e () sao matrizes a serem determinadas. A partir da substituicao de
t(t), dado pelo sistema (2.3), na derivada do funcional (2.4), pode-se enunciar os

seguintes teoremas.

Teorema 2.2. [28] Considere o sistema dado por (2.3). Seja T > 0 representando
um retardo constante no tempo. Entdo, o sistema em (2.3) € assintoticamente
estdvel se existirem matrizes P >0, Q > 0, e se a LMI a sequir for satisfeita

PA+A"P+@Q PA
- @ Pl (2.5)

* —Q

[1]

Demonstragao: Derivando o funcional (2.4) ao longo de suas trajetorias e subs-

tituindo #(t) pela dinamica do sistema (2.3) obtem-se

Vi) = 2T(t)[PA+ ATPlz(t) + 22T PAgz(t — 7) (2.6)
+ xT(t)Qx(t) - xT(t —7)Qx(t — T)
Vi) = M2,

onde AT = [27(t) 27 (t — 7)] e Z é dado pela LMI (2.5). O
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O teorema apresentado a seguir é obtido sem fazer a substitui¢ao do termo Z(t)
pela dinamica do sistema. Ao invés de substituir este termo, serd adicionado a

V(z¢), o seguinte termo nulo:
(2T (1) X, + i1 (1) Xo][#(t) — Ax(t) — Ag(x — 7)] = 0. (2.7)

Este procedimento adiciona a informacao da dinamica do sistema a derivada do
funcional. Agora pode-se enunciar o teorema para as condigoes de estabilidade

do sistema (2.3).

Teorema 2.3. [28] Considere o sistema dado por (2.3). SejaT > 0 representando
um retardo constante no tempo. Entao, o sistema em (2.3) é assintoticamente
estavel se existirem matrizes P > 0, @ > 0, quaisquer matrizes de dimensoes

apropriadas Xy, Xo e se a LMI a sequir for satisfeita

Q- X\A—ATXT P4 X, — ATXT —X A,
En = * X2 —+ XQT —XgAd < 0; (28>
* * —Q

Demonstragao: Derivando o funcional (2.4) ao longo de suas trajetérias e adi-

cionando a V (z;) o termo nulo dado em (2.7) tem-se

V(xt) 227 (1) Pi(t) + 27 ()Qx(t) — 27 (t — 7)Qu(t — 7) (2.9)

2027 () X, + 27 (1) Xo][2(t) — Ax(t) — Ag(z — 7)]

+

207 () Pi(t) + 2" () Qu(t) — " (t — 7)Qu(t — 7)

227 (1) X 2(t) — 207 () X1 Ax(t) — 227 (1) X1 Ag(t — 7)

+ o+

207 ()Xo (t) — 28 (t) Xo Az (t) — 27 XpAga(t — 7)

V(J}t) - >\TEn>\,

onde AT = [27(t) 2T () 27 (t — 7)] e =, é dado pela LMI (2.8). O
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As condicoes obtidas usando FWMSs expressam as relagoes entre os termos das
equacoes de estado do sistema separadas das matrizes de Lyapunov. Isto permite
uma maior flexibilidade para o algoritmo na busca de uma solucao viavel, visto que
a variavel matricial P néo esta mais associada as matrizes A e Ay que representam

a dinamica do sistema.

Esta vantagem se torna maior no caso de sintese de controlador, pois neste caso
ao menos uma matriz do sistema em malha fechada é desconhecida. Assim o
produto entre a variavel P e a matriz do sistema que depende da matriz de
ganhos do controlador, também uma varidvel do problema de otimizacao, pode
tornar o problema nao-linear, impossibilitando o uso direto da formulacao LMI.
Ademais, vale mencionar que os teoremas apresentados acima consideram um
FLK simples com apenas duas variaveis matriciais P e (). Portanto, o problema
de acoplamento entre as matrizes do FLK e do sistema aumenta a medida que o

FLK contém mais varidveis matriciais.

2.4 Desigualdade de Jensen

A Desigualdade de Jensen, dada pelo Lema 2.1, é uma ferramenta matematica
utilizada no contexto de andlise de estabilidade de sistemas que utilizam funcio-
nais de Lyapunov-Krasovskii escritos na forma de LMIs. Esta inequagao é uma
ferramenta matematica muito viavel para escrever as condicoes de estabilidade
no formato de LMI. Para facilitar o entendimento da aplicacao desta técnica
serao derivadas as condigoes de estabilidade utilizando a referida desigualdade no

sistema dado em (2.3).

Lema 2.1. [11] Para qualquer matriz M = M* > 0 constante e um escalar 7 > 0

a sequinte desigualdade é verdadeira:

/tth(f)Mx(f)dSZ/tt;rT(g)dgéM/tth(g)dg

T
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Considere o sistema dado em (2.3) e o FLK candidato

V(z,) = 27 (t)Pa(t) + 227 (t) /t_ Qz(s)ds + /t_ 27 (5)Sx(s)ds, (2.10)

T

onde P, ) e S sao matrizes a serem determinadas. O teorema de estabilidade
para este funcional, o qual pode ser visto como um caso particular do teorema 2

apresentado em [14], é enunciado a seguir.

Teorema 2.4. Considere o sistema dado por (2.3). Seja T > 0 representando
um retardo constante no tempo. Entdo, o sistema em (2.3) é assintoticamente
estdvel se existirem matrizes P = PT, Q, S = ST, X, e X, tais que as LMIs, a

sequir, sejam satisfeitas

>0, (2.11)

O P+X,—ATX] —X14,-Q
=5 = | Xy + XT —X0A, <0, (2.12)
% * -5

com© =Q+ QT — X;A—- ATXT + S.

Demonstragao: Aplicando a desigualdade de Jensen no tltimo termo em (2.10)

obtem-se

t—T
1 t T t
—l—;/t_Tm (s)dsS t_T:c(s)ds (2.13)
P
ZO’T @ o
« L9

onde o7 = [2T(t) [' 2T (s)ds].
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Agora, derivando o funcional (2.10) ao longo de suas trajetdrias e adicionando o

termo nulo (2.7), obtem-se

V(e = A2 N+270)Qx(t) + 27 (t — 7)Qux(t — 1) (2.14)
— 2 (t)Qu(t —7) — 2" (t = 7)Q"x(t)
+ 2T (t)Sz(t) — 2" (t — 7)Sw(t — 1)

Viz) = MZEN,

onde ' = [27(¢) 27(t) 27(t — 7)], E, é dado em (2.8) e =; é dado pela LMI
(2.12). O

2.5 Complemento de Shur

O complemento de Schur, descrito pelo lema 2.2, é frequentemente utilizado em
analise de estabilidade de sistemas de controle que fazem uso de desigualdades
matriciais. Isto acontece, porque em muitos casos as condi¢oes de estabilidade
apresentam inequacoes matriciais quadraticas. Uma possivel e simples maneira

de transforma-las em LMIs é utilizar o complemento de Schur.

Lema 2.2. [8] Seja X wma matriz bloco simétrica dada por

C D
X = , (2.15)
DT E

1. Se E ¢ inversivel, entao X < 0 se e somente se E <0 eC—DE-'DT < 0;

2. Se C € inversivel, entdo X < 0 se e somente se C <0 e E—DTC™'D < 0.

Para ilustrar o uso do complemento de Schur, considere o problema de controle

otimo LQR e a conhecida inequacgao de Riccati

AP+ PA+Q+ PBR'B"P <0, (2.16)
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onde P > 0, ) e R > 0 sao matrizes a serem determinadas.

Note que o termo PBR™'BT P é quadratico, pois a varidvel matricial P aparece
duas vezes. Considere C' = ATP+PA+Q, D = PBe E = —R. Agora, aplicando
o complemento de Schur em (2.16), de acordo com o item (1), obtem-se a seguinte

LMI:

ATP+PA+Q PB
< 0. (2.17)
* —-R



Capitulo 3

Formulacao do Problema

Este capitulo apresenta a modelagem matematica do problema que serd tratado
no decorrer da dissertacao. O problema consiste em projetar controladores PID
para sistemas de segunda ordem sujeitos a retardo variante no tempo. O ponto
de partida é reescrever na forma de espaco de estados a funcao de transferéncia
do sistema. Isto permite a utilizacao do formalismo de Lyapunov-Krasovskii,
bem como criar condingoes de analise de estabilidade via LMIs. Resumidamente,

pode-se dividir a formulagao do problema em trés passos:
1. Definicao das funcoes de transferéncias do controlador e do processo no
dominio da frequéncia;
2. Reescrever o problema na forma de espago de estados;
3. Encontrar o modelo matematico em espaco de estados que representa o

comportamento em malha fechada do sistema.

O primeiro passo consiste em definir a estrutura de controle e a funcao de trans-

feréncia que representa o processo a ser controlado. Como o objetivo é controlar

18
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Ues), 1 X.(5),
s’ +as+a,

Y(s)

Figura 3.1: Fungao de transferéncia de malha aberta.

sistemas de segunda ordem, serao consideradas funcgoes de tranferéncia estrita-

mente proprias escritas da seguinte forma:

_Y(s) bo s
Gls) = U(s) s2+aps +aoe ' (3:1)

A principio nao serd considerado o retardo no tempo na formulacao do problema.
Este sera inserido ao final do desenvolvimento como um atraso na entrada de
controle u(t). A equagao (3.1) sem o retardo no tempo pode ser decomposta em

duas funcoes de tranferéncia em cascata, assim como é mostrado na figura 3.1.

A primeira equagao relaciona a entrada U(s) com a varidvel de estado X(s) e

algebricamente é escrita como

X1<S) . 1
U(s)  s24ais+ag

(3.2)

A segunda equagcao relaciona a varidvel de estado X;(s) com a saida do sistema

Y (s) e é escrita como
Y(s)

Xl(S)

Como se pretende realizar o projeto do controlador computacionamente, de forma

= by (3.3)

a tratar o problema utilizando LMIs, é necessario escrever o problema na forma

de espago de estados. Reescrevendo a equagao (3.2) como

s2°X1(s) = (—a1s — ag) X1(s) + U(s) (3.4)
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e passando (3.4) para o dominio do tempo, obtem-se a seguinte equagcao diferencial

Z1(t) = —a1@1(t) — apz (t) + u(t). (3.5)

Fazendo o mesmo para (3.3), obtem-se a seguinte equagao para a saida do sistema

y(t) = boxi (1) (3.6)

Para escrever o conjunto de equacoes diferenciais que representam o sistema na
forma de espaco de estados, define-se as varidveis de estado como: &1 (t) = z5(t)
e Z9(t) = #1(t). Substituindo-as nas equagoes (3.5) e (3.6), determina-se as

equacoes de estado como

(t) = wot), (3.7)
To(t) = —arxa(t) — apxy(t) + u(t), (3.8)
y(t) = boxs(t). (3.9)

As equagoes (3.7), (3.8) e (3.9) s@o escritas na forma matricial para representar

o sistema em malha aberta na forma de espaco de estados como

SOl I L R I (3.10)
ZEQ(t) —Qap —aq I‘Q(t) 1
Z/(t):[bo 0} nlt) | (3.11)
$2(t)

ou ainda, na forma compacta como

x(t) = Ax(t) + Bu(t),
y(t) = Cx(t).

(3.12)
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0,0 ) 5 et J"

LI

x(1) y(1)

@

~

Figura 3.2: Representacao em espaco de estados da planta em malha fechada.

O projeto de controladores tipicos em espaco de estados é realizado pela reali-
mentacao dos estados, de modo que para cada estado realimentado existe um
ganho K; regulavel, ajustado para que o sistema em malha fechada seja estdvel,

como ¢ mostrado na figura 3.2.

No entanto, o esquema de controle da figura 3.2 tem o incoveniente de apresentar
erro de estado estacionario. Como alternativa para solucao deste problema, faz-
se a realimentacao da saida para a referéncia. Um controlador PID ¢é inserido
no caminho direto entre a referéncia r(t) e a entrada da planta u(t), conforme
ilustrado na figura 3.3. A insercao do PID faz a ordem do sistema aumentar e
permite reduzir o erro de estado estacionario a zero para entrada de referéncia
constante, devido a presenca do integrador. Assim, por inspecao da figura 3.3

pode-se reescrever as equacoes de estado como

x(t) = Ax(t) + Bu(t),
%3(t) = r(t) + Cx(t), (3.13)
y(t) = Cx(1).
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| K

P

r(t) 0 x(7)

) 4
®

¥(0) R

SO [0 K, ot B e I*J

L

Figura 3.3: Representacao em espaco de estados da planta em malha fechada com

integrador.

Considerando o sistema de equagoes (3.13) e r(t) = 0, pode-se reescrever as

equacoes de estado na forma matricial aumentada como

x(t) _ A0 x(t) N B ult).
a3 (t) C 0 3(t) 0
w=[co]| "

Neste caso a entrada de controle u(t) é dada por

mw:mww+m/Qmﬁ+me
Expandindo o sistema de equagoes dado por (3.14) e (3.15), obtem-se

a1 (t) 0 1 0 z1(¢) 0
xz(t) - —ay —aq 0 [Eg(t) + 1 u<t)7

(3.14)

(3.15)

(3.16)

(3.17)
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1(t)
y® =0 0 0| @) | (3.18)

3(t)
onde x3(t) = [y(t)dt. A lei de controle (3.16) pode ser reescrita em fungao das
variaveis de estado. Para tanto, é necessario fazer as devidas substitui¢coes como

segue abaixo:

u(t) = Kpbox1(t) + Kxs(t) + Kabodq(t)

Considerando realimentagao positiva, pode-se reescrever a equacao (3.19) na

forma matricial como

u(t) = KWx(t), (3.20)
onde
K= Kp Kd KZ ] 3 (3'21)
e
bp 0 O
W=1|0 b 0]. (3.22)
0 0 1

A partir deste ponto, pode-se escrever a representacao em espaco de estados,
ilustrada na figura 3.4, do sistema de segunda ordem com retardo no tempo.
Basta substituir (3.20) no sistema de equagoes (3.12) na forma aumentada para

obter
x(t) = Ax(t) + Agx(t —d(t))

y(t) = Cx().

(3.23)
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0 g g [Ud0) g X(1) f X0 | o [20
A
W |

Figura 3.4: Representacao em espaco de estados da planta em malha fechada com
controlador PID e retardo no tempo.

onde A; = BKW,

0 1 0 0 bo
A=| —qy —a, 0|,B=|1|eC"=]|0]|. (3.24)
bo 0 0 0 0

O atraso presente no ganho de malha da funcao de transferéncia (3.1) é consi-
derado por meio do sinal de controle u(t — d(t)). O atraso é modelado como
sendo d(t) = 7 + pu(t), representando um retardo variante no tempo, sendo 7 o
valor nominal do retardo e u(t) uma funcao escalar variante no tempo satisfa-
zendo: pu(t) < |u(t)] < 7. Vale ressaltar que o retardo variante no tempo d(t)
nao tem nenhuma restricao quanto a sua forma, podendo ser até uma funcao

nao-diferenciavel no tempo.
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Metodologia de Projeto

Inicialmente sao apresentadas as condicoes de andlise de estabilidade do sis-
tema (3.23) com taxa de convergéncia exponencial garantida. Em seguida es-
tas condigoes serao utilizadas como ponto de partida para o desenvolvimento de
um novo método para sintese de controladores PID para sistemas de segunda
ordem sujeitos a retardo no tempo como em (3.1). Considerando a necessidade
de garantir a estabilidade do sistema (3.23) para uma determinada taxa de decai-
mento exponencial, propoem-se um funcional de Lyapunov-Krasovskii que apre-
senta termos exponenciais. Assim, torna-se possivel obter um método capaz de
impor uma taxa de convergéncia exponencial, intimamente associada ao tempo
de acomodacao do sistema controlado. O FLK candidato a solucao do problema

de estabilidade é dado por:

Vi) =Vi+Va+ Vs +Vi+ Vs, (4.1)

onde
Vi(zy) = 22T (1) Px(t), (4.2)
Vite) = 2270) [ Qutggac, (43)

25
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Va(zy) = /0 XL T (¢ 4 €)Sw(t + €)dE (4.4)
0 t N

Vi) = [ [ @i Ridcds. . (45)
—7 Jit+s

o= [ [ esi@ziieas (1.6)
—p Jt+s—T

no qual z; corresponde ao valor de z(s) com s € [t — 7 — pu, t], § é um escalar
que corresponde a taxa de convergéncia exponencial, 27 (¢) = 7 (¢) j;T(g)],
P=P" S=S5T Q, Rl =RF Ry, R3 =R} 7 = 7" sio matrizes de dimensao

nxne

uma matriz 2n x 2n. Ressalta-se que o funcional em (4.1) é uma extensao do
funcional apresentado em [14] devido a adi¢ao dos termos exponenciais. Portanto
o resultado a ser desenvolvido neste trabalho é uma generalizacao do método
apresentado em [14] por apresentar um parametro ajustével que insere um indice

de desempenho ao projeto do controlador.

A partir deste funcional pode-se escrever condicoes LMIs que garantem a esta-
bilidade do sistema representado em (3.23). O teorema de Lyapunov-Krasovskii
determina que para um sistema ser estavel é necessario que um FLK quadratico

respeite as seguintes condigoes:

V(xe) = ellz(®)], (4.7)

V(w) < —ellz ()], (4.8)
sendo € > 0 suficientemente pequeno.

A definicao de taxa de convergéncia exponencial utilizada nesta dissertacao é

exposta a seguir.
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Definig¢ao 4.1. O sistema em (3.23) converge com taza de decaimento exponen-
cial 6 se

|2(t)|| < ke ®, V¥t >0 (4.9)

sendo x(t) dado em (3.23) e k um escalar positivo com valor apropriado.

Na proxima secao sao propostas condi¢oes LMIs que verificam de forma suficiente

se as condigoes em (4.7), (4.8) e (4.9) sao satisfeitas.

4.1 Analise de Estabilidade

O teorema 4.1 mostrado a seguir é proposto para verificar de forma suficiente a

condigao (4.7) e (4.8).

Teorema 4.1. Considere o sistema em (3.23). Sejam dados 7 >0 e 0 < p <7,
tal que d(t) € [T—p, 7+ pu], €6 >0, a taxa de convergéncia exponencial. Entao, o
sistema em (3.23) com d(t) € [T — pu, 7+ p] € exponencialmente estdvel, com taza
de convergéncia exponencial §, se existirem matrizes de dimensoes apropriadas:
F,G,P=P", S=S" Q, Ri=Rl, Ry, Ry=RY ¢ Z =77, tais que as LMIs

abaizo sejam satisfeitas

P x
> 0, (4.10)
QT 615
sendo 1 = =27 |1,
o Rl *
R = > 0, (4.11)
Ry Rs
= *
<0, (4.12)
I ‘ —ey'nZ

com g9 = 2T+ T = y[ATFT ATGT 0 0], = dado logo a sequir por (4.13),
onde F=20P+Q+ QT +7TRy —e1Rs+ S +e3(FA+ ATFT) ¢ G = TR3 +2uZ —
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e2(G + G7T).
— F . . . -
P+7Ry —eo( FT —GA G . .
N s | (4.13)
e1Ry — QT + e ATFT  0,ATGT —&1(R3 +75) *
26QT — &, RY QT o BT o

Demonstragao: Primeiramente, é demonstrado que o funcional em (4.1) satisfaz
a condicao V' (z;) > €||z(t)||, Ve > 0.
Assumindo que S > 0, implicito em (4.10), e aplicando a desigualdade de Jensen,

tem-se:
V(x,) > e®tat (t)P

> (1)
=270 [ Qu(eya

o(t—r) 0 0
0 t
266 5T N
+/—T /t—i-se v (5) fL'(f)dfdg
woopt
26€ ;T .
+/—u /t+s—76 v (g)Zx(g)dde
2 eéth(t)Peétx(t)
+ €5th<t)Q65t /O ot + €)de
+ e5t /0 JIT(t + f)deTe‘sta;(t)
0 —26T 0
+65t/ xT(t+§)d§(%)S€5t/ ot 4 )dt
0 t
26¢ 5T N
+/T /t+se . (f) x(f)dfds

T
206 . T .
+/u /+ i"(€) Zi(€)déds
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- P *
U U (4.14)
QT 815

0 t
206 2T R
i /—7— /t+s€ v <§> x(g)dgdS

woopt
26¢ ;T .
" /u /t+57- o (f) ZI(ﬁ)dfds

v

0

sendo n! = {e‘”xT(t) et /

of(t+¢ )df] :

Na LMI (4.12) a matriz Z aparece na diagonal principal com sinal negativo, assim
(4.12) < 0 se e somente se Z > 0. Note que, as LMIs (4.10), (4.11) e (4.12) garan-
tem, respectivamente, que os trés termos do lado direito da desigualdade (4.14)
sejam positivos. Portanto, se as LMIs em (4.10), (4.11) e (4.12) forem satisfeitas

tem-se que V(x;) > €||z(t)|| (€ > 0).

Para completar a prova, serd demonstrado também que o funcional satisfaz a
condicao: V(z;) < —e||z(t)||(e > 0) se as LMIs em (4.11) e (4.12) forem assegu-

radas.

Derivando o funcional (4.1) ao longo de suas trajetdrias, encontra-se os seguintes

resultados:

Vi(z) = %[5625t]$T(t)P$(t)+625t%[IT(t)PI(t)]

= 26e®'2T (t)Px(t) + [T (t)Px(t) + x(t)T (t) Pi(t)]
= 20X 2T (1) Pa(t) + e®'aT () Po(t) + ®a(t) " (t) Pa(t)
= 2T ()20 P (t) + e®aT (t)Pe’ta(t) + ea(t)T (t) PT e i (t)

20P x x x

T P 0 x =

= ¢ ¢, (4.15)
0 0 0 =
0O 0 00
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Vg(xt) = 2[262& / Qx(¢ d§+2625t / Qx(§)d |
= 40Pt T (¢ / Qz(&)de + 2> iT / Qu(&

vt [ Qo)

= 46e®tzT (1) Qx )dE + 2e*t[iT / Qzx(

+ 2T (1) (Qu(t) — Qu(t — 7)]
= 45T ( / Qu(t + &)dE + 2e®'2T( / Qz(t + &)d
+ 2ePT()Qu(t) — 2% 2T (1) Qu(t — 7)

0

0
= e‘sth(t)QéQeét/ x(t +&)d§ + eét/ 2T (t 4 €)de 20Q7 e (t)

—T

0 0
+ T (1) Qe / o(t+ €)dE + e / ol (t + &)de QT e (t)
+ 2T (1)Qe x(t) + 2T ()QT e w(t) — T () Qe x(t — 7)

— Tt — 1)QT e x(t)

Q+QT x x x

_ T 0 0 % x . (4.16)
Q7 0 0 =«
I 2007 QT 0 0
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Vi) = 35 [ 9T g)ae+ e
d 0
= o[ oo
d
= fO)—flt—7)
= e25th(t)Sa:(t) — eQé(t’T)xT(t —71)Sx(t —T)

= 2T (1)Sex(t) + 2T (t — 7)(—e 27) S (t — 7)

S x * *
. 0 0 * *
= ¢ Ce (4.17)
0 0 —817‘5 *
0 0 0 0

‘./4(%&) =

com



Capitulo 4. Metodologia de Projeto

32

Aplicando o lema 2.1 em (4.18) tem-se

V4(-¢t)

IN

IN

IN

IN

IN

0 —20T 0
e (1) RePta(t) — et / (1 + €)de(— ) e / B+ E)de

-7 -7

oy ] [T ] o [x(”]
TR2 TR3 J](t)
0 0

e&/ o (t + f)df&thle‘st/ z(t + &)dE

o 0 o 0
2T (t)ey RY € / w(t + &)dé + 'aT (t — 7)eyRE e / x(t + &)dE

0
e‘st/ o (t + f)d&nge‘st [z(t) — z(t — 7)]
e&[xT(t) — 2T (t - T)]€2R36&[$(t) —a(t — 7))
e [fT(t) iT(tﬂ T ] e’ [x(t)
TR2 TRg Jf(t)_
N I T I Y I L o P

e e

_(:UT(t) — 2T (t - 7'))_ e Ry €2R3_ (x(t) —x(t — 1))

-—52R3 * * * ]

\7 TR, % - CT 0 0 * * ¢

_TRQ TR3 0 0 —eqRs *

__SQRg 0 52R§ —€2R1_

-TRl — €2R3 * * * ]

CT TR, TR; * * C, (4.19)
€2Rg 0 —82R3 *
i —EQRg 0 82R§ —€2R1_
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Deriva-se o tltimo termo do funcional para obter
I L LS
= e it (£)Z1(€)dE ds.
dt —p Jt+s—7
Para simplificar a notacao, considere:
F(8) = % (&) Zi(&)deds,
assim, pode-se escrever
) d [ rt .
Vhw) = & / / f()ds
—u t4+s—1
= / f(@) ds—— f(t—i—s—T)ds
o
= — —f(t —T7)d
i | 1w / dtf( b= m)ds
. ]
= f(t)[s}’iu — / Ef(tjL s—T)ds
—p
. Hod
— fOl- ()= [ G s=ds
—p
. Ko
= 2uf(t) — flt+s—7)ds
—p
Ko
= 2ue® T () Zi(t) — flt+s—71)ds
—p
t—7+p
— e Wzi0) - [ fs)ds
t—T—p
Finalmente, considerando a definicao de f (), temos:
t—7+p
Vs(zy) = 2ue®t T (t) Zir(t) —/ 537 (s) Zi(s)ds. (4.20)
t

—T—p



Capitulo 4. Metodologia de Projeto 34

Agora para inserir a dinamica do sistema (3.23) no problema de estabilidade, ao
invés de substituir a varidvel i (¢) do funcional, adiciona-se o termo nulo (4.21) a

derivada do funcional (4.1). O termo nulo é expresso como

0 = 22T F + T (6)G] x [—2(t) + Azx(t) + Agz(t — d(t))]
— 28T T () F 4 5T (1G] [ — () + Ax(t) + Ay <:c(t —7)
- [ d
/ o HEH )

= 2P T F + iT (1G] x [—2(t) + Ax(t) + Aga(t — 7)) + v(2)
= 20T gT () Fir(t) + 2T (t)F Ax(t) + 27 (t)F Agz(t — 7)

— T (W)GE(t) + 2T ()G Ax(t) + 2T ()G Agz(t — 7)) + v(t), (4.21)
onde B
v(t) = —2AAd/ PTG (¢ €)dE (4.22)
—d(t)
A= [T E aT(a]. (4.23)

Portanto, pode-se reescrever V (z;) como

V(fft)

IN

Vl(%) + VQ(%) + V?,(ift) + "/;l(mt> + Vs(ﬂft)

IN

Vi) + Va(y) + Va(a) + Vi) + €@ (8)2uZe i (t)
t—7+p
— / 537 () Zir(s)ds + 2T [T (t)Fi(t)
t

—T—p

+ 2T (t)FAx(t) + 2T () FAg(t — 7) — 27 (1) Ga(t)
+ 2T ()GAz(t) + 2T ()G A (t — 7)] + v(t)
< V1($t) + Vo) + Va(wr) + Vi) + v(t)
eo(FA + ATFT) R x ]
Lo e23(—FT +GA) 2uZ —ey(G+GT) x x ¢ 42
ey AT T ey ATGT 0 x

0 0 00
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Aplicando em (4.22) a desigualdade
2a"b < a' Xa+b"X'b (4.25)
coma,beR"e X >0 € R"™™, tem-se

U(t) S /d(t AAd (AAd) df

+/ PTG (¢ 4 €)Zi(t + €)de
< AAd)Z H(AA.)"

t—T+p
4+ Pl=Tn) / T (t+ ) Za(t + £)dE. (4.26)

—T—p

Substituindo (4.26) em (4.24), temos o seguinte limitante superior para V(t)

Viz) < (TEC+p(AAg) 271 (AA)"
< (24T (ue®02) 7T )¢ (4.27)

sendo = dado em (4.13), A conforme (4.23) e T'T = u[ATFT AZGT 0 0].

Assim, para garantir que V(x;) < 0 para qualquer ¢ # 0 é suficiente impor que o

lado direito da desigualdade em (4.27) seja negativo, ou seja,
=+ F(ue%(”“)Z)*lFT < 0.

Portanto, pelo complemento de Schur, satisfazer a desigualdade anterior e Z > 0

equivalente a satisfazer a desigualdade

[1]

*

I ‘ _(626(T+,u))flluZ

<0. (4.28)

Entao se a desigualdade (4.28) for satisfeita a condicio: V(z,) < —e||x(t)| (e > 0)

também serd satisfeita.
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Finalmente, resta demonstrar que a condi¢ao em (4.9) também serd satisfeita
se as condicoes do teorema 4.1 forem satisfeitas. Portanto, sera mostrado que

se as LMIs em (4.10), (4.11) e (4.12) forem satisfeitas, o sistema em (3.23) é

exponencialmente estavel com taxa de convergéncia .

Usando a desigualdade (4.25) segue que

0

0
265th(t)/ Qu(t+&)d§ < /$T(t)€5tQIQT€6t$(t)df

—T

+ / i aT(€)e 1 x(€)de (4.29)

—T

Assim, o FLK (4.1) tem o seguinte limitante superior

t

N o { P} ()]” + / e ||z (&) de

t—7

TAmas {QQT } € [l (1)||”
P { B} [ a0 ag

t—1

V()

IN

+

+

& A {S) / € | (6) |2 de

Y A e I GIR

t—T—p

— V(z) (4.30)

sendo A\q:{.} 0 maior autovalor de uma matriz. Assumindo que as LMIs (4.10),

(4.11) e (4.12) sdo satisfeitas, entdo V(z;) > 0 e V(z,) < 0. Assim, tem-se que

0 < V(x) < V(2(0) < V() [1=0-(4.31)
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Ademais,
0

V(20K {)\max{P}JrT)\maX{QQT}Jr / e?0%ds

—T

0
Pl | d} sup {2(0)]1}
r —7<6<0
0
+{mmax{ﬁz} / d} sup {[12(0)]]}
—r —7<60<0

0
—1—{(7' + 1) Amax{Z} e%sds} (4.32)
S
x sup  {|[&(0)][}
— () <O<0
= p(d).
Por outro lado, tem-se
F Nmin P l2(#)]* < V(22) < p(0), (4.33)

sendo A, P 0 menor autovalor da matriz P. Assim, a partir de (4.31), (4.32) e
(4.33) tem-se

p(0) o0t & =0t

1) <
=0l < \/ {225

(4.34)

Portanto, o sistema em (2.3) é exponencialmente estavel com taxa de convergéncia

exponencial § de acordo com a Definicao 4.1, concluindo a demonstracao. [

4.2 Projeto do Controlador PID

Nesta secao o teorema apresentado na secao anterior é utilizado como base para
obter o método de projeto de controladores PID que garantem uma taxa de

convergencia exponencial pré-especificada.
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Teorema 4.2. Sejam dados, 7> 0, 7 > pu >0, tal que d(t) € [T—p, T+pu], 6 >0
e a # 0 um parametro de ajuste escalar. Entao, o sistema com func¢ao de trans-
feréncia em (3.1), € exponencialmente estabilizdvel com taza de convergéncia ex-
ponencial & pelo controlador PID com ganhos dados pela matriz K = X F~TW 1
descrita em (3.21), se existirem matrizes de dimensoes apropriadas: F, P = PT,
S=58" 0Q, R = er, Ry, Ry = R3T, 7 =77 e X, tais que as LMIs a sequir

sejam satisfeitas

5 0
@l (4.35)
x 15
sendo, &1 = e~ 207 |1
_ Rl *
R=1" "l>o (4.36)
Ry Rs
- | <o, (4.37)
rr ‘ —e; 'tz

com g9 = X TT = y[XTBT aXTBT 0 0], = dado logo a sequir por (4.38),
onde F=20P+Q+ QT +7R, —e1R3+ S +e2(AFT + FAT) e G = TRy +2uZ —
eoa(F + FT).

| F * N o]
_ P+ TRy —eo( F — aAFT G * *
s = T 2 ) o (4.38)
e R — QT + e, XTBT  eaXTBT —¢(R3+1719) *
2(5QT — 811’?5 QT €1R§ —€1R1

Demonstracao: Esta demonstracao segue diretamente do Teorema 4.1, pois
o sistema em (3.23) representa a dinamica em malha fechada de um sistema
com fungao de transferéncia em (3.1) controlado pelo PID dado por K(s) =

K, + %+ Kys.
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. . .z . A —
Inicialmente, define-se as varidveis: F' = F~!e

[P Q S R Ry Ry Z|2F[P Q S R, Ry, Ry Z|FT

Desta maneira, a LMI em (4.35) é obtida pré e pés multiplicando a LMI em (4.10)
por diag{F, ... ,F} e diag{F,...,F'}T, respectivamente; similarmente a LMI em
(4.36) é obtida pré e pés multiplicando a LMI em (4.11) por diag{F,... ,F} e

diag{F,... F}T respectivamente.

Além disso, a LMI em (4.37) ¢ obtida por meio da LMI em (4.12). Inicialmente,
sao feitas as substituigoes: Ay = BKW e G = oF em (4.37) e, em seguida, pré e
pés multiplicando (4.37) por diag{F, ... ,F} e diag{F,...,F'}T, respectivamente.
Finalmente, considerando a nova variavel linearizante X = KW FT a LMI em
(4.37) é obtida. Ademais, para determinar a matriz K composta pelos ganhos do

controlador PID como descrita em (3.21) basta usar a definicao de X para chegar

em K = XF~TW~! com W dado em (3.22).

Portanto, se as LMIs em (4.35), (4.36) e (4.37) forem satisfeitas o sistema com
fungao de transferéncia em (3.1) é exponencialmente estabilizavel em malha fe-
chada, com taxa de convergéncia exponencial ¢ de acordo com a Definicao 4.1,
pelo controlador PID com seus ganhos dados em K, definidos em (3.21) e deter-

minados por K = XF~TW~1. Isto completa a demonstracao. O

Note que as condigdes propostas pelo Teorema 2 em [14] podem ser recuperadas
a partir do Teorema 4.2 fazendo § = 0. Desta forma, a metodologia proposta ira
sempre resultar em controladores PID que garantem uma taxa de convergeéncia

maior, ou no pior caso igual, aos controladores propostos em [14].
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Discussao dos Resultados

Neste capitulo serao apresentados experimentos numéricos para ilustrar a eficacia
dos principais resultados obtidos com a pesquisa desenvolvida. Inicialmente,
descreve-se a metodologia adotada para execugao dos experimentos de simulacao.
Em seguida apresenta-se os resultados para cinco exemplos nimericos realizados.
Ademais, é realizada uma andlise comparativa entre os controladores projetados

pelo método proposto e os projetados por outros métodos da literatura.

5.1 Procedimento Experimental

Neste trabalho foram realizados experimentos no ambiente de simulacao do Ma-
tlab 2012a, o parser e o solver de LMIs utilizados foram Yalmip [12], versao
R14SP3, e Sedumi [23], versao 1.3. O principal objetivo é verificar o comporta-
mento do método proposto quando aplicado a diferentes funcoes de transferéncia.

As FTs consideradas sao descritas por

G(s) = bo e~ s, (5.1)

1852 + 26798 + ag

40
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onde ¢ é o fator de amortecimento do sistema de segunda ordem e 75 o seu
periodo de oscilagao natural. Para retomar o modelo original descrito no capitulo
2, basta fazer Tg = 1ea; = 297, assim, a equacgao (5.1) se transforma na equagao
(3.1). Nos experimentos realizados, as F'Ts diferem apenas pelo fator de amorte-
cimento. Este foi incrementado para que fosse possivel verificar o comportamento

do método em dois cenarios:
e Sistemas com apenas polos reais negativos;
e Sistemas com pdlos complexos conjugados com parte real negativa.
Todas as F'T's utilizadas nos experimentos estao apresentadas na tabela 5.1, sendo

ag = by = 1. As FTs de G;(s) a G3(s) possuem apenas polos reais negativos,

enquanto G4(s) e G5(s) polos complexos conjugados com parte real negativa.

Tabela 5.1: Fungoes de transferéncia estudadas.

Gi(s) FT S

Gi(s) | wrome 7| 0,1
Go(s) me_d(t)s 0,2
Gi3(s) me’d(t)s 0,6
G4(s) me_d(t)s 1,2
Gs(s) | =g ™ |15

Em todos os estudos de caso foi considerado um retardo variante no tempo que é
expresso na equagao (5.1) por d(t). Este termo é uma funcao variante no tempo
dentro do intervalo [1 — p,7 + p], onde 7 é o valor nominal do retardo e p um
limite inferior e superior imposto a variagao do atraso. Trés fungoes para d(t)
foram consideradas, a saber: d(t) = 7+ p cos(wt + ¢), d(t) = 7+ p sen(wt + ¢)

e d(t) igual a uma funcao aleatéria como a ilustrada na figura 5.1.
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Tabela 5.2: Valores considerados para os parametros 7 e fi.

710,10 0,15 [ 0,20 | 0,25 | 0,30 | 0,35
w | 0,050,075 | 0,10 | 0,125 | 0,15 | 0,175

Para os estudos de caso elencados na tabela 5.1 foram considerados diferentes
valores para o retardo 7, com p = 0,57, ou seja, uma variacao de 50% no valor
do retardo. A tabela 5.2 ilustra a faixa de variagdo considerada para o atraso.
Em testes preliminares foi verificado que o tipo de func¢ao definida para d(t) nao
apresenta influencia relevante nos resultados obtidos para a resposta ao degrau.
Portanto, por questao de minoramento da secao serao apresentados apenas os

resultados obtidos para a funcao aleatoria.

T+ p

1 1 1
0 5 10 15 20

Tempols]

Figura 5.1: Retardo variante no tempo dado por uma funcao aleatéria d(t).

Um esquema de controle foi elaborado para realizacao dos testes. Este esquema
¢ ilustado no diagrama de blocos da figura 5.2. O bloco G representa a fungao de
transferéncia do sistema que serd substuido pelas FTs mostradas na tabela 5.1,
o bloco K representa a lei de controle, que é dada por um PID classico pararelo
como definido em (3.16), G4 é a fungao de transferéncia do disturbio na saida

do processo, que por simplicidade foi definida como Gy = 1, r é a entrada de
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O
X
Q
O

Figura 5.2: Esquema de controle. Referéncia r; saida y; entrada de controle
atrasada u; distirbio de saida d.

referéncia dado por um degrau unitario e d um distirbio em degrau de amplitude

igual a —0,57.

A LMI (4.37) apresenta dois parametros de ajuste que oferecem um menor conser-
vadorismo aos resultados obtidos para o método proposto. O primeiro parametro
é 0, representa a taxa de decaimento da resposta do sistema, o segundo parametro
é o, representa um parametro de ajuste da matriz livre F. Estes dois parametros
foram submetidos a uma variagao no intervalo de [0; 1,50] com passo de 0,01 para
d e intervalo de [0,1;1,0] com passo de 0,1 para «. O objetivo da variagao des-
tes parametros é encontrar o valor de a cuja a LMI seja factivel e que gere a
maxima taxa de decaimento para o fungao de transferéncia em estudo. Em testes
preliminares foi observado que para valores negativos de o as LMIs nao eram
factiveis e também que valores acima de 1 nao proporcionam incremento na taxa
de decaimento. Os resultados obtidos sao apresentados na figura 5.3. Esta figura
mostra o comportamento do parametro d frente ao aumento do valor de « para
cada uma das funcoes de transferéncia em estudo e para todos os valores de 7 e
definidos na tabela 5.2. Pode-se observar que a medida que se aumenta o valor de
a o valor de  também aumenta até atingir um valor maximo, a partir do qual ha

um declinio da taxa de decaimento. Assim, a partir dos resultados da figura 5.3
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G1(s) Ga(s)
1’16/__—\ 1’21/—_\
0,77 0,82 F gl
000’57/' UDO,GQ/'

0’3/ . 8’;/ 7
0’1 1 1 1 1 1 1 1 1 | ! 1 1 1 1 1 1 1 1
ol 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0,1 02 03 04 05 06 07 08 09 1
« «@
G3(s) Ga(s)
» . . . . . . . . . sl . . . . . . . . ]
1’03/’\ 1,17+ i
00,84 Lo —— 0,92 :
0,6 = 076f
0,4 4 0,4 . i
01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
« «
Gs5(s)
15 . . . . . . . . ]
1’12/\
boO.,S’?/' ———————
06
0,4 . i

Figura 5.3: Comportamento do parametro ¢ perante a variacao do parametro «.
Linha preta: 7 = 0,10 e ;¢ = 0,05; Linha vermelha: 7 = 0,15 e . = 0,075 ; Linha
azul: 7 = 0,20 e p = 0,10; Linha verde: 7 = 0,25 e p = 0,125; Linha ciano:
7=0,30 e p = 0,15; Linha amarela: 7 = 0,35 e = 0,175.

foram inferidos os valores de a que fornecem a maior taxa de decaimento possivel

para cada FT e retardo.

Os valores de «, § e T foram agrupados na tabela 5.3 juntamente com os parametros
do controlador PID, calculados por meio das equacdes K = X F-TW~! e (3.21).
A partir deste ponto, torna-se possivel fazer as simulagoes ntimericas para todos

os estudos de caso propostos e que serao analisados na proxima secao.

5.2 Exemplos Nimericos

Nesta se¢ao serao apresentados os resultados das simulacoes dos exemplos numéricos
propostos na tabela 5.1. Cada funcao de transferéncia foi submetida a uma
entrada em degrau unitario na referéncia no instante inicial, bem como a um

disturbio em degrau de amplitude igual a —0,5 no tempo de 10s. Para cada
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FT foi realizada a simulacao com os ganhos do controlador PID calculados pelo
método proposto, bem como por outros métodos encontrados na literatura. As-
sim, é possivel fazer uma analise qualitativa do método quando comparado aos
resultados obtidos com métodos ja bastante conhecidos, assim como por métodos

propostos mais recentemente, como sao os casos dos métodos de [14] e [1]. Vale

Tabela 5.3: Parametros utilizados para simulacao dos exemplos nimericos.

Fungao de Transferéncia po 5 3 Par?(r;letros I’ e
0,10 | 0,4 | 1,16 | 8,6144 | 5,0869 | 6,3383
0,15 0,7 | 0,77 | 3,5765 | 3,3898 | 2,1873
i (s) 0,20 | 1 |057 | 1,7817 | 2,5443 | 1,0870
0,25 1 |0,44 | 0,9419 | 2,0406 | 0,6572
0,30 | 1 |0,35| 0,4739 | 1,7039 | 0,4483
0,35 1 |0,28 | 0,1869 | 1,4597 | 0,3290
0,10 | 0,4 | 1,21 | 9,1923 | 5,0574 | 6,8775
0,15 0,7 | 0,82 | 3,9806 | 3,3565 | 2,4779
Gi(s) 0,20 1 0,9 | 0,62 | 2,1125 | 2,5111 | 1,2905
0,25 | 1 | 050 | 1,2227 | 2,0102 | 0,8123
0,30 | 1 |0,41 | 0,7319 | 1,6717 | 0,5809
0,35 1 |0,34 | 0,4396 | 1,4250 | 0,4574
0,10 | 0,4 | 1,40 | 11,5178 | 4,9216 | 9,0167
0,15 ] 0,5 | 1,03 | 56701 | 3,23656 | 3,6555
Gi(s) 0,20 | 0,6 | 0,84 | 3,4828 | 2,3879 | 2,1461
0,25 1 0,8 | 0,72 | 2,4098 | 1,8632 | 1,5479
0,30 | 0,9 | 0,65 | 1,8357 | 1,5201 | 1,2902
0,35 10,9 0,61 1,5222 | 1,2835 | 1,1979
0,10 | 0,5 | 1,50 | 14,5316 | 4,5065 | 11,4627
0,151 0,4 | 1,17 | 9,0279 | 3,1522 | 5,8786
Ga(s) 0,20 | 0,6 | 0,92 | 6,2505 | 2,3359 | 3,5378
0,25 0,5 0,76 | 4,7332 | 1,8448 | 2,4153
0,30 | 0,6 | 0,66 | 3,7761 | 1,5135 | 1,7796
0,35 10,6 | 0,58 | 3,1330 | 1,2805 | 1,3882
0,10 | 0,5 | 1,50 | 17,8961 | 4,5834 | 15,4749
0,15 |04 | 1,12 | 11,2702 | 3,1775 | 7,7313
Gs(s) 0,20 | 0,6 | 0,87 | 7,9287 | 2,3605 | 4,5751
0,25 | 0,4 | 0,67 | 6,07157 | 1,8687 | 3,0737
0,30 | 0,5 | 0,50 | 4,9052 | 1,5457 | 2,2404
0,35 10,6 | 0,53 | 4,1092 | 1,3163 | 1,7290
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Figura 5.4: Resposta a um degrau na referéncia e a um disturbio na saida de G1(s)
submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua preta: Teorema 4.2;
Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha tracejada azul: Ali e
Majhi (2009) - Smooth Control; Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight
Control; Linha tracejada ciano: Skogestad (SIMC).

ressaltar que o método proposto nesta dissertacao é uma generalizacao do Te-
orema 2 do método de [14], sendo possivel chegar aos mesmos resultados deste
teorema fazendo 6 = 0. A fim de medir o desempenho do método proposto frente
a outros métodos, foram calculadas figuras de mérito (ISE, IAE, ITAE, M,, t, e

ts) que permitem de forma objetiva fazer uma andlise de desempenho.

Analisando o comportamento da figura 5.4, pode-se observar que a resposta obtida
com o PID projetado pelo teorema 4.2 para G (s) apresenta melhor resultado que
os demais métodos de projeto, pois para todos os valores de retardo no tempo
considerados o mesmo apresenta uma taxa de convergéncia bem superior as dos
demais. Comparando apenas com o método de [14], pode-se constatar uma grande
vantagem para o projeto via teorema 4.2. Entretanto, a vantagem para o método
proposto se deteriora a medida que se aumenta o retardo 7, visto que a maxima

taxa de decaimento o possivel, se reduz com o aumento do valor do retardo no
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Figura 5.5: Critérios de Desempenho para Gi(s). Linha preta: Teorema 4.2;
Linha vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth
Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight Control; Linha ciano: Skogestad
(SIMC).

tempo. Para 7 = 0,35 as duas linhas (preta continua e vermelha tracejada)
da figura 5.4 quase se sobrepoem, devido a taxa de decaimento para o método

proposto ser de apenas § = 0,28.

A figura 5.5 mostra o comportamento dos critérios de desempenho de G (s) para o
PID projeto pelo teorema 4.2 em comparacao com os demais métodos. Note que o
método proposto apresenta valores menores para os trés critérios de desempenho
da itegral do erro (IAE, ISE e ITAE) em comparacao com todos os métodos e
em toda a faixa de variacao de 7. Apresenta também melhores resultados para
o méaximo sobre-sinal (M,) e para o tempo de acomodacao (ts) para todos os
valores de 7 em comparacao com todos os métodos, exceto no caso de M, para o
método de [14] que é zero para toda faixa de variagao de 7. Isso jé era esperado,
visto que o custo do aumento da taxa de decaimento ¢ a elevagao do valor de M,,.
Mesmo assim o valor maximo de sobre-sinal alcancado pelo projeto via teorema

4.2 nao é muito elevado, basta olhar para os demais métodos analisados.
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Figura 5.6: Resposta a um degrau na referéncia e a um disturbio na saida de Ga(s)
submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua preta: Teorema 4.2;
Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha tracejada azul: Ali e
Majhi (2009) - Smooth Control; Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight
Control; Linha tracejada ciano: Skogestad (SIMC).

Para o tempo de subida (¢,) ha uma vantagem consideravel para o método pro-
posto em relacdo ao método de [14] e vantagem para os trés outros métodos

analisados a partir de 7 = 0,2.

A figura 5.6 mostra a resposta ao distirbio na saida e ao degrau na referéncia
para G»(s). Assim como no exemplo anterior, nota-se grande vantagem do método
proposto em relagao as demais métodos. Vale destacar que a vantagem do PID
projetado pelo teorema 4.2 em relagdo ao método de [14] teve um acréscimo,
devido ao aumenta na maxima taxa de convergéncia alcancada pelo método pro-
posto. Um fato que retrata esta afirmacao é um maior afastamento das duas
curvas (preta continua e vermelha tracejada) para 7 = 0,35. No exemplo ante-
rior, as duas linhas estavam praticamente sobrepostas, agora nota-se claramente

um afastamento.
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Figura 5.7: Critérios de Desempenho para G(s). Linha preta: Teorema 4.2;
Linha vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth
Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight Control; Linha ciano: Skogestad
(SIMC).

Observando os graficos da figura 5.7, pode-se ratificar o comportamento da res-
posta temporal do sistema, dado que o PID projetado pelo teorema 4.2 apresenta
vantagem, ou seja, valores menores para os critérios de desempenho TAE, ISE,
ITAE, M, e ts quando comparado com SIMC e os dois métodos de [1]. Além
disso, ainda é superior a eles para t,. com 7 abaixo de 0,2. Comparando apenas
com o método de [14], o PID do teorema 4.2 continua tendo desempenho superior

em todos os critérios, exceto para o maximo sobre-sinal.

A préxima funcao de transferéncia a ser analisada é G3(s). Para este exemplo,
nota-se uma aproximagao, em relacao ao método proposto, da resposta temporal
dos trés métodos de projeto baseados no IMC, que por sinal possuem respostas
muito parecidas. Em linhas gerais, os trés métodos baseados no IMC levam uma
pequena vantagem em relagao ao PID projetado via teorema 4.2 para valores de

7 a partir de 0,25. Comparando apenas com o método de [14], o método proposto
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Figura 5.8: Resposta a um degrau na referéncia e a um disturbio na saida de G3(s)
submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua preta: Teorema 4.2;
Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha tracejada azul: Ali e
Majhi (2009) - Smooth Control; Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight
Control; Linha tracejada ciano: Skogestad (SIMC).

continua sendo bastante superior, com velocidade de convergéncia ainda mais

pronunciada, basta verifica os valores ainda maiores de 9.

No que diz respeito aos critérios de desempenho, pode-se confirmar o comporta-
mento temporal das respostas geradas pelos métodos de projeto analisados. Nos
critérios de desempenho da integral do erro, nota-se uma sobreposicao das curvas
dos resultados encontrados pelo PID projetado via teorema 4.2 e os métodos ba-
seados no IMC para IAE e ISE, ja para ITAE, pode-se verificar resultados iguais
ou melhores para o método proposto quando 7 é menor que 0,25. No caso do
sobre-sinal o método proposto tem melhores resultados que os métodos baseados
no IMC em toda faixa de variacao do retardo no tempo. O tempo de acomodacao
apresenta resultados um pouco melhores para os métodos baseados no IMC com
uma tendéncia de queda de t, com o PID do método proposto a partir de 7 = 0,30.

O t, apresenta valores menores para o método proposto para valores de 7 abaixo
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Figura 5.9: Critérios de Desempenho para G3(s). Linha preta: Teorema 4.2;
Linha vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth
Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight Control; Linha ciano: Skogestad
(SIMC).

de 0,25, quando h& uma sobreposicao das curvas (linha preta continua, linha tra-
cejada azul, linha tracejada verde e linha tracejada ciano). Na comparacao apenas
com o método de [14] as taxas de decaimento sao ainda mais acentuadas o que
confirma e até melhora os resultados encontrados para os critérios de desempenho

dos exemplos anteriores pelo método proposto.

Os resultados para a fungao de transferéncia G,(s) sdo apresentados na figura
5.10. Esta bastante claro que o PID SIMC apresenta problema de estabilizacao
a medida que se aumenta o valor do retardo no tempo. O sistema apresenta
uma resposta marginalmente estdavel quando 7 é maior que 0,15. Com relacao
aos métodos propostos por [1] hd um comportamento bastante préximo ao do
PID projetado via teorema 4.2 para valores de 7 abaixo de 0,25. No entanto, um
comportamento interessante é que as repostas pelos métodos de [1] apresentam
uma degeneragao da reposta transitoria com elevacao da oscilagao partir de 7 =

0,25, isto mostra uma tendéncia de instabilidade com o aumento do atraso.
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Figura 5.10: Resposta a um degrau na referéncia e a um distirbio na saida de
G4(s) submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua preta: Teorema
4.2; Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha tracejada azul: Ali
e Majhi (2009) - Smooth Control; Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight
Control; Linha tracejada ciano: Skogestad (SIMC).

Por meio da andlise dos gréficos dos critérios de desempenho ilustrados na figura
5.11, consegue-se verificar a tendéncia de instabilidade dos métodos de [1] que
¢ mais pronunciada a partir de 7 = 0,30, basta observar a grande inclinacao
ascendente em cinco (IAE, ISE, ITAE, M, e t,) dos seis critérios de desempenho
avalidos, destando que para 7 = 0,35 o método proposto é muito melhor. No que
se refere ao método de [14] o método proposto apresenta o mesmo desempenho dos
exemplos anteriores, resaltando apenas que para G4(s) alcanca-se a maior taxa
de convergéncia dentre todos os experimentos realizados com § = 1,5 para 7 =
0,1. Os resultados para SIMC foram omitidos dado que seu desempenho é muito
inferior e a inclusao deste nos graficos dos critérios de desempenho aumentaria
muito a escala do eixo vertical o que dificulta a visualizacao das diferencas entre

os demais métodos e consequentemente a andlise de desempenho.

Novamente o comportamento do controlador PID projetado pelo método de SIMC
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Figura 5.11: Critérios de Desempenho para G4(s). Linha preta: Teorema 4.2;
Linha vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth
Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight Control.

tende a instabilidade a partir de 7 = 0,2, conforme pode ser visto na figura 5.12
que representa a resposta dinamica de G5(s) quando submetido a um distirbio na
saida e a um degrau na entrada de referéncia. Assim como em G4(s), os métodos
de [1] apresentam degradacao da resposta transitéria com aumento da oscilagao,
porém, neste caso, isso ocorre com valores de 7 ainda menores e para 0 mesmo

valor do retardo em ambos os exemplos a oscilacao em G5(s) é maior.

A partir dos resultados apresentados na figura 5.13 fica evidente que o PID pro-
jetado pelo método proposto tem desempenho superior aos dos métodos de [1].
Pode-se chegar a esta conclusao considerando que em todos os critérios o método
proposto possue valores menores ou aproximadamente iguais aos de [1], especial
atencao a partir de 7 = 0,3 com uma diferenca que chega a mais de 20s no
tempo de acomodacao. Pelo mesmo motivo do exemplo anterior os resultados
dos critérios de desempenho para o PID SIMC foram omitidos. Comparando o

método de [14] com o proposto nesta dissertacao, ainda existe boa vantagem no
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Figura 5.12: Resposta a um degrau na referéncia e a um distirbio na saida de
G5(s) submetida a um retardo variante no tempo. Linha continua preta: Teorema
4.2; Linha tracejada vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha tracejada azul: Ali
e Majhi (2009) - Smooth Control; Linha tracejada verde: Ali e Majhi 2009 - Tight
Control; Linha tracejada ciano: Skogestad (SIMC).

desempenho para o PID projetado pelo teorema 4.2.
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Figura 5.13: Critérios de Desempenho para Gs(s). Linha preta: Teorema 4.2;

Linha vermelha: Mozelli e Souza (2013); Linha azul: Ali e Majhi (2009) - Smooth
Control; Linha verde: Ali e Majhi (2009) - Tight Control.



Capitulo 6

Conclusao e Futuros Trabalhos

Nesta dissertacao foi proposto um método de sintonia de controladores PID for-
mulado utilizando a teoria de estabilidade de Lyapunov-Krasovskii e desigualda-
des matriciais lineares. O método garante uma taxa de decaimento exponencial
pré-estabelecida para sistemas de segunda ordem sujeitos a retardo variante no
tempo. Os resultados apresentados no capitulo 5 ratificam a eficacia do método,
uma vez que os exemplos nimericos analisados indicam um desempenho superior
quando comparado a métodos ja bastante experimentados e conhecidos, como
também em relacao a métodos desenvolvidos nos tultimos cinco anos pela co-
munidade cientifica. Um método recente que serviu de plano de fundo para
o desenvolvimento desta pesquisa foi o método proposto por Mozelli e Souza
(2013). Este método é um caso particular do apresentado neste trabalho, sendo
possivel alcancar os mesmos resultados do teorema 2 nele apresentando fazendo
a taxa de decaimento exponencial (9) do método proposto igual a zero. Durante
as simulacoes realizadas foram analisados exemplos niimericos com funcoes de
transferéncia que apresentavam somente polos reais negativos e outras com polos
complexos conjugados com parte real negativa. Comparando o método proposto

com o método de Mozelli e Souza (2013), verifica-se uma melhora substancial
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da resposta dinamica em todas as F'Ts consideradas. Esta constatacao é con-
firmada pelos resultados da andlise de desempenho, onde o método proposto foi
melhor em cinco dos seis critérios apurados para toda faixa de variacao do re-
tardo. Tragcando um paralelo entre os métodos de projeto apresentados em Ali e
Majhi (2009) e o desta dissertagao, conclui-se que o PID projetado pelo teorema
4.2 apresenta melhores resultados, uma vez que possui desempenho igual ou supe-
rior para G3(s) e melhor nos demais exemplos estudados. Além disso, o método
de [1] apresenta téndencia de instabilidade nas fungoes de transferéncia Gy(s) e
G5(s) para 7 > 0,30, isto d& ao método proposto uma vantagem adicional. Com
relacao ao método SIMC, o método proposto foi sempre superior em todos os
exemplos estudados no capitulo anterior. Pode-se observar que o PID projetado
pelo método SIMC apresenta grande oscilagao em regime transitério para FTs
com polos complexos conjugados com parte real negativa e estabilidade marginal
nas funcoes com apenas poélos reais negativos para 7 > 0,25, enquanto o método

proposto fornece respostas que convergem rapidamente para o valor de referéncia.

O método proposto mostrou-se robusto a varia¢ao do fator de amortecimento ()
do sistema, ou seja, a presenca de polos complexos conjugados com parte real ne-
gativa nao afeta o desempenho do controlador. Isto é importante, pois possibilita

a aplicacao do método em uma boa variedade de fungoes de transferéncia.

Ademais, o método é robusto a variacao do retardo no tempo. Vale ressaltar
que o método suportou uma variagao de 50% do valor de 7 em uma faixa de
0,1 a 0,35 sem mudanca relevante no desempenho do controlador. Esta pode ser
considerada, junto com a imposicao de tempo de convergéncia, como a maior

vantagem do novo método desenvolvido.

Como possibilidade de continuidade do trabalho apresentado nesta dissertacao,

sugere-se como trabalhos futuros os seguintes topicos:

e Estender o método proposto para funcgoes de transferéncia que possuam

zeros, tanto no semi-plano esquerdo como no semi-plano direito;
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e Incluir um método de otimizacao do parametro ¢ a partir do parametro «;
e Estender o método para lidar com entradas de perturbacao;
e Estender o método para tratar problemas com incertezas paramétricas;

e Utilizar diferentes estruturas do controlador PID e estender o método para

controladores PI;

e Incluir na modelagem do problema pélo na agao derivativa e saturagao da

lei de controle.
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