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Resumo

Neste trabalho estudaremos o resultado obtido por Joao Lucas Barbosa e
Manfredo Perdigao do Carmo que afirma que a tnica hipersuperficie estavel
compacta de curvatura média constante é a n-esfera redonda. Mais precisa-
mente, estudaremos a prova proposta por Henry Wente do seguinte Teorema
de Barbosa e do Carmo:

Seja M uma n-variedade compacta orientada e x : M — R"™ uma
imersao com curvatura média constante nao nula H. Entao x € estdvel se e

somente se (M) C R"™ ¢ uma esfera redonda S™ em R,
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Abstract

In this work we will study the results obtained by Joao Lucas Barbosa and
Manfredo Perdigao do Carmo which states that the only stable compact hy-
persurface of constant mean curvature is the round n-sphere. More precisely,
we will study the proof proposed by Henry Wente of the following theorem
Barbosa and do Carmo:

Let M be a compact oriented n-manifold and let v : M — R™™ be an
immersion with non-zero constant mean curvature H. Then x is stable if

and only if x(M) C R™ is a (round) sphere S™ em R™ .
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Introducao

Um conhecido resultado anterior a 1900 diz que se S é uma superficie
em R3, com menor area entre todas superficies que limitam o mesmo volume,
entao a curvatura média de S deve ser constante. Nessa época ja se conhecia
o seguine fato: A esfera é a superficie, dentre todas que limitam o mesmo
volume, a de menor area, e que sua curvatura media é constante diferente de
zero (H.A Schwarz, 1890). Surge, entao a seguinte questao: E uma superficie
em R? de curvatura média constante, diferente de zero, necessariamente uma
esfera? Uma contrapartida fisica, munida das propriedades da pelicula de
sabao, que diz que uma bolha de sabao deve ter uma curvatura média cons-
tante (equagao de Laplace-Young), diria: Pode uma bolha de sabao ter outra
forma se nao a esfera redonda?

Respostas foram surgindo. Em 1900: Se uma superficie, estritamente
convexa, compacta em R? tem curvatura média constante, entao ela deve ser
uma esfera redonda (Liebmann). Em 1951: Uma superficie compacta sim-
plesmente conexa com curvatura media constante imersa em R? é uma esfera
redonda mergulhada (Heinz Hopf). Em 1958: As unicas hipersuperficies fe-
chadas de curvatura média constante e mergulhadas nos espacos euclidianos
sdo as esferas redondas (Aleksandrov).

Desde Hopf pensava-se ser verdade o teorema de Aleksandrov para super-
ficies imersas, ao invés de mergulhada. Isso ficou conhecido por conjectura
de Hopf. O Teorema de Aleksandrov acentuou, ainda mais, a idéia de que

essa conjectura fosse valida. Somente 35 anos apds o teorema de Hopf essa



conjectura foi solucionada, e dada como falsa, pelo mateméatico americano
Henry Wente (autor da demonstragao alternativa que apresentaremos para
o teorema de Manfredo P. do Carmo e Joao L. Barbosa).

Seguindo a cronologia, em 1979, do Carmo e Peng provaram que o plano é
a Unica superficie completa minima e estavel em R3. Intrigado em saber o que
aconteceria, ao tentar estender a superficies de curvatura media constante,
resultados envolvendo superficies minimas, do Carmo, em 1981, propos a J.
L. Barbosa estudar o problema (Revista Matemdtica Universitdria. N° 16,
julho de 1994. 1-18). Joao Lucas Barbosa se interessou pelo assunto e entao
em 1984 eles provaram o seguinte teorema, foco dessa dissertacao:

Seja M uma n-variedade compacta orientada e v : M — R" uma
imersao com curvatura média constante nao nula H. Entao x é estdvel se e
somente se (M) C R"™! ¢ uma esfera redonda S" em R" 1,

O conceito de estabilidade esta relacionado ao funcional area, isto é, uma
imersao é dita estavel quando ela é ponto critico do funcional area e possui
segunda variacao da area maior do que ou igual a zero para variagoes que
preservam bordo e volume (veremos mais detalhes na segao 2.2). Levou
algum tempo para J. Lucas e Manfredo estabelecerem defini¢oes apropriadas
de estabilidade. Nao havia na literatura uma definicao adequada. Com a
definicao adotada por eles, conforme veremos no capitulo 3, a esfera S* C
R™*1 ¢ estdavel. Para tanto faremos uso da desigualdade isoperimétrica para
dominios em R".

O problema isoperimétrico em R™ quer responder qual superficie, dentre
todas contendo determinado volume, tem a mesma area, ou, encontrar den-
tre todos os dominios, cuja superficie fronteira tem area fixada, aquela que
maximiza o volume. A solug¢ao em ambos os casos é o dominio limitado pela
esfera (capitulo 3).

Para a outra direcao do teorema de Barbosa e do Carmo, Henry Wente
considera uma adequada familia de imersoes, que preservam volume. Para

tal familia, calcula a primeira e segunda variacao da area e, usando o fato da



hipersuperficie ser estavel, obtém que ela deve ser umbilica, da compacidade
conclui que esta deve ser a esfera redonda em R™*1.

Para n = 2 o teorema acima esta relacionado a questao levantada por
Hopf, se a esfera é a tinica superficie fechada imersa em R"™! que tem curva-
tura media constante. Com o resultado acima sabemos que uma superficie
imersa, compacta, nao esférica de R?, com curvatura média constante nao é
estavel.

Em 1983, Hsiang, Teng e Yu, veja [13], apresentaram exemplos de hiper-
superficies nao esféricas z : M™ — R"" n > 2, que tem curvatura média
constante. Pelo resultado principal, estas imersoes sao exemplos de hiper-
superficies nao-estaveis. Os exemplos de Hsiang também mostram que a
questao de Hopf é essencialmente um problema 2-dimensional.

Em 1988, Joao Lucas Barbosa, Manfredo do Carmo e Jost Eschenburg,
veja [8], generalizaram o Teorema de Barbosa e do Carmo, a saber consegui-
ram o seguinte ressultado:

Sejam MnH(C) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com
curvatura seccional c e x @ M™ — M”H(c) uma imersao de uma variedade
diferencidvel M™ com curvatura média constante. Entao x € estdvel se, e
somente se, x(M"™) C WH(C) € a esfera geodésica.

Ainda em 1988, Ernst Heintze, veja [14], usando estimativas do primeiro
autovalor do Laplaciano, demonstrou o Teorema de Barbosa-do Carmo no
caso em que M= R+ HR L

No ano de 1991, Henry Wente, no artigo [2], deu uma prova, a que iremos
apresentar, alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo.

Cabe ressaltar que, o problema de saber quais sao as imersoes x : M"™ —
R™*1 estaveis, completas, com curvatura média constante nao nula, se en-
contra em aberto.

O trabalho estd dividido em quatro capitulos. No primeiro abordamos
conceitos basicos de Geometria Riemanniana e resultados gerais que serao

utilizados ao longo da dissertacao. No capitulo 2 trabalhamos os conceitos



de variacao de uma imersao, area e volume de um certo dominio e demons-
tramos as férmulas da primeira variagao (érea) e da primeira variagdo do
volume. Ainda neste capitulo dedicamos uma secao para falar sobre o con-
ceito de estabilidade adotado e defendermos essa escolha. No terceiro capitulo
discorreremos sobre a desigualdade isoperimétrica e como consequéncia, mos-
traremos que a esfera é estavel. Ao capitulo 4 deixamos a demonstragao do
teorema de Barbosa e do Carmo. Ademais, a este capitulo é resguardada

uma secao sobre as consequeéncias deste resultado.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, a titulo de completude, apresentaremos algumas defini¢oes
e resultados ja conhecidos, que utilizaremos ao longo desta dissertagcao. A

maior parte do conteido deste capitulo se encontra em [5], [4] e [6].

1.1 Resultados Preliminares

Esta secao dedica-se a apresentar resultados diversos. O objetivo é utiliza-
los como futuras referéncias a medida que surgir a necessidade de cita-los ao
longo da dissertacao. A maior parte do contetido deste capitulo se encontra
no livro do John Lee, Introduction to Smooth Manifolds, veja [6], e no livro

de Andlise Real, volume 2, do Elon (referéncia [7]).

Definigao 1.1 (Casco Convexo). O casco convero de um dado conjunto X

€ a intersegao de todos os conjuntos convexos que contém X.

Definigao 1.2 (Estritamente Convexo). Dizemos que uma hipersuperficie
mergulhada x : M — R"™! € uma hipersuperficie conveza quando ela é a fron-
teira de um dominio convexo D C R™. Uma hipersuperficie € estritamente

conveza se ela for convexa e para todo p € M, dx,(T,M) Nx(M) = {z(p)}.



1.1 Resultados Preliminares

Teorema 1.3 (Teorema Binomial). Seja o € R e z € C, com |z]| < 1. Vale:

(1+2)*= i <Z)zk

k=0

a ala—1)(a—2)---(a—(k—1))
onde (k) - k(k— 1)k —2)---1 '

Definicao 1.4. Diz-se que o conjunto limitado X C R"™ é J-mensurdvel
(mensurdvel sequndo Jordan) quando, tomando-se um bloco A C R" que
contenha X, a funcdo caracteristica xx : A — R € integravel. Quando X ¢é
J-mensuravel, seu volume (vol X ) €, por defini¢ao, a integral de sua fungao

caracteristica:

volX:/XX(x)dx.
A

Uma importante caracterizacao dos conjuntos j-mensuraveis é dada por:

Teorema 1.5. Um conjunto limitado X C R™ é J-mensurdvel se, e somente

se, sua fronteira 0X tem medida nula.
Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [7], p. 364.

Teorema 1.6 (Férmula de Mudanca de varidveis). Sejam h : U — V um
difeomorfismo de classe C' entre abertos U, V. C R™, X C U um compacto
J-mensurdvel e f: h(X) — R uma func¢do integrdvel. Entio foh: X — R

€ integrdvel e
|ty = [ b)) et v (@)lda
h(X) b's

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [7], p. 386.

Teorema 1.7 (Teorema de Stokes). Seja M uma variedade diferencidvel n-
dimensional orientada, com fronteira OM, e seja w uma (n—1)-forma suave

sobre M com suporte compacto. Entao:

/dw:/ W.
M oM
6



1.1 Resultados Preliminares

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [6], p. 359.

Os dois Teoremas abaixo sao casos particulares do Teorema de Stokes.
Para mais detalhes veja o livro do John Lee intitulado de Introduction to
Smooth Manifolds ([6]).

Seja v : M — R™"! uma hipersuperficie compacta. €) serd a regiao
limitada cuja fronteira é M. Denotaremos o volume de €2 por V e o volume
de M por S. O elemento de volume de R""! serd denotado por dV e o

elemento de volume de M serd denotado por dS.

Teorema 1.8 (Teorema da Divergéncia). Seja X um campo de vetores di-
ferencidvel no dominio compacto Q C R™ e considere M = OS2 a hipersu-

perficie compacta formada pela fronteira de 2. Entao

/ (X, N)dS = / divXdV.
M

Q

Onde N ¢é o campo normal exterior de M.

Teorema 1.9. Sejam x : M — R™™ uma hipersuperficie compacta orientada

e X campo diferencidvel sobre M. Entdo
/ divXdA =0
M
Em particular, [,, AfdS =0, para toda funcio f € C>(M)

Teorema 1.10 (Teorema de Green). Sejam f, g : M — R fungées de classe
O sobre a superficie com bordo M compacta de classe C* e dimensdo 2 em

R? (isto é, um dominio compacto M C R* com fronteira reqular de classe

C'). Entao
/ (@ — 8_f) dxdy = fdzx + gdy.
v \Oz Oy oM

Teorema 1.11 (Teorema da integracao Repetida (Fubini)). Seja f : Ay x
Ay — R integrdavel no produto dos blocos Ay C R™ e Ay C R™. Para todo
x € Ay, seja f, 1 Ay — R definida por f.(y) = f(x,y) e ponhamos
gb(:)?) = fz(y)dy7¢(x) = fx(y>dy
Ao

I A,

7



1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

As fungoes ¢, ¥ : Ay — R, assim definidas, sao integrdveis, com

p(a)de = [ (x)de = / f(x,y)dzdy,
Aq Aq A1 xAs

1sto é:

/AMQf(x,y)dxdy = /A d (L f(x,y)dy) (1.1)
= /A1 dz (_A2f(af,y)dy). (1.2)

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [7], p. 378.

Teorema 1.12 (Identidade de Parseval). Considere uma fungio f: R — R
periédica de periodo 2L, onde f, |f| e |f|* sdo integrdveis, considere ainda

seus coeficientes de Fourier a, e b,. Assim:

2 [e.e]
o 2
-t a’ + b =
St =g [ e
Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [33].

Definicao 1.13. LP(R) Para um real p > 0, nds denotamos por LP(R) o

espaco de todas as funcgoes f de valores complexos localmente integravel tal

que || € LY(R), onde ||f|l, = (f [£]")7.

Teorema 1.14 (Desigualdade de Holder). Seja 1 < p < o0, 1 < g < o0, €
%+ % =1. Se f € LP(R) e g € LY(R). Entio fg € L'(R) e

17 - gl < 111 lgllq-

1.2 Definicoes e Resultados de Geometria Ri-
emanniana

Variedades Diferenciaveis



1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

Seja M um espago topologico de Hausdorff com base enumeravel. Um

atlas de dimensao n para M é uma familia
O ={¢y:Us— M}oer

de aplicagdes continuas tais que ¢, : U, — ¢o(U,) é um homeomorfismo
de um aberto U, C R™ sobre um aberto ¢,(U,) de M para cada o € L,
satisfazendo as seguintes condigoes:

(i) Os abertos ¢, (U,) cobrem M, isto é,

(ii) Para todos indices a, 5 € L; tais que Vog = ¢a(Us) () 0s(Up) as
aplicagoes
bap = Ga' 00505 (Vap) = 03" (Vag),
Ppa = G5 0 ba: 0y (Vas) = 05" (Vap),

sao diferencidveis de classe C.

?5 (08(Up)Npa(Ua))

Figura 1.1: Mudanca de Coordenadas



1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

Cada aplicacao ¢, é chamada uma parametriza¢ao ou carta local de uma
vizinhanga de M e ¢,(U,) é chamada uma vizinhan¢a coordenada.

Se p = ¢o(1, -+ ,Tp), entao xy,- -, x, sdo chamadas as coordenadas de
p na parametrizagao @,.

Por este motivo, a aplicacao ¢, também é chamada um sistema de coor-
denadas locais e o atlas ® é também chamado um sistema de coordenadas
para M.

Uma estrutura diferencidvel para M é um atlas maximal.

Definicao 1.15. Uma variedade diferenciavel de dimensdo n € um espaco
topoldgico de Hausdorff com base enumerdvel munido de uma estrutura dife-

rencidvel.

Dados dois sistemas de coordenadas locais x : U - M ey : V — M no
espago topoldgico M, tais que W = z(U) Nx(V) # 0, cada p € x(U) Nz(V)
tem coordenadas z* = z(p) no sistema x e coordenadas y* = y*(p) no sistema
y. A correspondéncia (z'(p),...,x™(p)) — (y'(p),...,y™(p)) estabelece um
homeomorfismo ¢,, = y ' oz : 27} (W) — y~ (W) chamado mudanca de
coordenadas.

Um atlas 2 sobre um espaco topologico M diz-se diferenciavel, de classe
C*, (k > 1), se todas as mudangas de coordenadas ¢, z,y € 2 sdo aplicagoes
de classe C*. Escreve-se entao 2 € C*. Como ¢, = (¢,) ", segue-se que as
aplicagoes ¢y, sdo, de fato, difeomorfismos de classe C*. Em particular, se
escrevemos @, : (z', ..., ™) — (y',...,y™), entdo o determinante jacobiano
det(gTyj) ¢ nao-nulo em todo ponto de z(U NV).

Dado um atlas 2 € C* de dimensao m em um espaco topolégico M, dize-
mos que um sistema de coordenadas z : W — M é admissivel relativamente
ao atlas 2 se AU {z} é ainda um atlas de classe C* em M. Um atlas 2 de
dimensao m e classe C* sobre M se diz mazimal quando contém todos os sis-
temas de coordenadas locais que sao admissiveis em relacao a 2. Todo atlas

de classe C* sobre M pode ser ampliado, de modo tnico, até se tornar um

10



1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

atlas méaximal de classe C*, para isso basta acrescentar-lhe todos os sistemas

de coordenadas admissiveis.

Exemplo 1. O espaco R" € uma variedade diferencidvel de classe C™ e

dimensao n.

Exemplo 2. A esfera S" = {x € R""'; /2 + ... + 22, = 1} € uma varie-

dade diferencidvel de classe C'*° e dimensdo n.

Exemplo 3. O espago projetivo real P™*(R), isto €, o espaco quociente de

R — {0} pela relagao de equivaléncia:
(.1'1, ...,[En+1) ~ ()\xl, ceey )\.Z'nJrl) AE R, A 7£ 0
€ uma variedade diferencidvel de classe C*° e dimensao n.

Definicao 1.16. Sejam M™ e N™ wvariedades diferencidveis. Dizemos que
uma aplicagao F' - M — N ¢é uma aplicacao diferencidvel em p € M se
existem parametrizacoes ¢ : U — M de uma vizinhanca dep e :'V — N
de uma vizinhanga de F(p) tais que (F o @)(U) C (V) e

pltoFo¢:UCR™ = R"

€ uma aplicagao diferencidvel de classe C*. Se [ for diferencidvel em todo
ponto p € M, diremos simplesmente que F' € uma aplicacdo diferencidvel.
Dizemos que uma aplicacao diferenciavel F' : M — N é um difeomorfismo

se ' € bijetiva e F~1 também é diferencidvel.
Espaco Tangente

Definicao 1.17. Seja v : I — M uma curva diferencidvel com y(tg) = p.
Seja

D,(M)={f:M — R: fé diferencidvel emp}
o espaco vetorial das fungoes reais em M diferencidveis em p. O vetor
tangente a curva v em p € a fungao v (to) : Dy(M) — R definida por
V' (to) f = (f o) (to)-

11



1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

Um wvetor tangente em p € o vetor tangente em t = 0 de alguma curva
a:(—€€) = M com a(0) =p. O conjunto dos vetores tangentes a M em p

serd indicado por T,M.

Observacao 1.18. Considere M uma variedade diferencidvel de dimensao

n. T,M € um espago vetorial n-dimensional.

Uma base para T, M pode ser dada escolhendo uma carta local z : U —

z(U) em p e considerando as aplicagoes % : C°(M) — R definidas por,

0
&’ci

0)f = 5 f o7 ()

(p) de acordo com a definigao, sao vetores tan-

0 0
gentes a M em p e o conjunto {a—(p), s a—(p)} forma uma base para
T1 Tm

T,M.

Assim, as aplicacoes
i

Proposicao 1.19. Sejam M™ e N™ variedades diferencidveis e seja ¢ : M —
N uma aplicacao diferencidvel. Para cada p € M e cada v € T,M, escolha
uma curva diferencidvel o : (—€,e) — M com «(0) = p, o/(0) = v. Faga
f=d¢oa. A aplicagao do, : T,M — Ty, N definida por do,(v) = B'(0) ndo

depende da escolha de «

Definicao 1.20. A aplicagao linear d¢,, dada pela proposi¢ao anterior € cha-

mada diferencial de ¢ em p.
Podemos ver os vetores tangentes a M em p de outro modo:

Definicao 1.21. Seja M uma variedade suave e p € M. A aplicacdo linear
X, : C®°(M) — R, definida no conjunto de todas as fungoes infinitamente
diferencidveis em uma vizinhanga de p € chamada de derivacao em p se

satisfaz a regra do produto,
Xp(f9) = f(p)Xp(9) + 9(p) X, (f)

12



1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

para toda f, g € C*(M).

X, € chamado um vetor tangente a M em p.

O conjunto de todas as derivagoes de C*°(M) em p possui estrutura de
espaco vetorial, chamado espago tangente a M em p, denotado por T, M. Um
elemento de T, M ¢é chamado de vetor tangente a M em p.

O fibrado tangente TM é definido por TM := UpeM T,M. E possivel
mostrar que T'M possui estrutura de variedade diferencidavel de dimensao

2n.

Definicao 1.22. Um campo de vetores X em uma variedade diferencidvel
M é uma correspondéncia que a cada ponto p € M associa um vetor X (p) €
T,M. O Campo X € diferencidvel se a aplicagio X : M — TM ¢é dife-

rencidvel.

O conjunto de todos os campos diferenciaveis sobre M serd denotado por

T(M).

Definicao 1.23. Dadas duas variedades diferencidveis M e N, um ponto
p € M, e uma aplicagao diferencidvel f : M — N, a derivada de f em p,
denotada por df,, € a aplicagao linear de T,M em Ty, N definida por:

(dfy - Xp)(g) = Xp(go f),
para X, € T,M e g diferencidvel em uma vizinhanga de f(p),

Definicao 1.24. Um ponto p € M diz-se um ponto regular de f : M — N
quando a deriwada f'(p) : T,M — Ty N € injetiva. Caso contrdrio, p diz-se

um ponto singular ou critico de f.

Definicao 1.25. Uma aplicacao diferencidvel f : M — N diz-se uma imersao
se todo ponto p € M € um ponto regqular para f, isto €, a derivada f'(p) :
TyM — Ty, N € injetiva para cada p € M.
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1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

Defini¢ao 1.26. Dados dois campos X,Y € T (M), campo vetorial [X,Y]
definido por,

(X, Y] f = (XY =YX)f = X,(Y(f)) = Y(X(f))
é chamado colchete.
Variedades Riemannianas

Definicao 1.27. Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel
M € uma correspondéncia que associa a cada ponto de p de M um produto
interno (,), no espago tangente T,M. As vezes usamos a notagio g(,) =

9p(,) para a métrica Riemanniana.

A definicdo acima exige que a métrica (,), varie diferenciavelmente no
seguinte sentido: se z : U — z(U) é um sistema de coordenadas locais em
p € z(U), para ¢ € z(U) com ¢ = z(xy, ..., Z,,) devemos ter que a fungao

? Ox;

todo i,j = {1, ...,m}.

de Uem R <%(q) 0 (q)> : (U) — R seja uma funcao diferenciavel para
t q

.~ N g o ~
Definigao 1.28. As funcoes g;j(z1,...,xm) = <%, %’j)> sao chamadas ex-
q
pressao da métrica Riemanniana no sistema de coordenadas x. Uma varie-
dade diferenciavel com uma dada métrica Riemanniana chama-se variedade

Riemanniana .

Proposicao 1.29. Uma variedade diferencidvel M (de Hausdorff e com base

enumerdvel) possui uma métrica Riemanniana.

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [5], p. 47.

Conexoes Afins

Definigao 1.30. Uma conexao afim V em uma variedade diferencidvel M é
uma aplicacao

Y T(M) x T(M) = T (M)

que se indica por V(X,Y) = VxY e que satisfaz as sequintes propriedades:

14



1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

(i) VfX+gyZ = vaZ + gVyZ,
(i) Vx(Y + 2Z) =VyY + V2,
(il) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

em que X,Y,Z € T(M), f,g € C®°(M). O simbolo VxY lé-se: derivada
covariante de Y na direcao de X. Quando a conexao afim satisfaz as seguintes

propriedades:
(i) X(Y,Z)=(VxY,Z)+ (Y,VxZ), (compatibilidade com a métrica)
(i) VxY — VyX = [X,Y], (simetria)

¢ denominada conezdo de Levi-Civita (ou Rimanniana).

Proposicao 1.31. Dada uma variedade Riemanniana M, existe uma unica

conezao de Levi-Civita em M.
Uma demonstracgao deste resultado pode ser encontrada em [5] p. 61.

Observacao 1. Considere um sistema de coordenadas, o fato de V ser

simétrica implica que para todo 1,7 = 1,...,n temos,

VXin—VXin: (Xi, X;] =0, X, =
Curvatura

Definigcao 1.32. A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é uma
correspondéncia que associa a cada par X,Y € T (M) uma aplica¢io R(X,Y) :
T(M)— T(M) dada por,

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ,  Z€T(M)

onde V € a conexao Riemanniana de M.
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1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

Observagao 2. Se M = R", entao R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z €
T(R™). De fato, consideremos {ey,...,e,} a base candnica do R™, dados
XY, Z € T(R"), podemos escrever

X = zn:Xiei,Y = zn:Ygei,Z = zn:ZiGi,
i=1 i=1 i=1

entao

VvZ = Vy (Z Z,-ei> - Z ZVyei + Z [Y(Z)] e; = Z Y(Z)] e;

pois sendo e; um campo constante, a sua derivada covariante, na direcao de

qualquer campo, é nula. Seque-se que,

Analogamente,

Portanto,
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1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

VxVyZ —VyVxZ = iX[Y(Zi)]ei =) Y[X(Z)le:

- Z{X{Y(Z,-)] —Y[X(Z;)]}e;

= S{XYIZ)e

i=1
n

= Z{[X, Y(Zi)}e: + Z ZiVix y€i

= V<.
Seque que,
0=VxVyZ -VyVxZ-Vixyv)Z=R(X,Y)Z

Esta observacao ilustra o seguinte fato, que intuitivamente a curvatura R

mede o quanto uma variedade Riemanniana M deixa de ser euclidiana.
Proposigao 1.33. A curvatura R em M tem as sequintes propriedades;
(a) R € bilinear em T (M) x T (M), isto €,
R(fX1+9Xo, Y1) = fR(X1, Y1) + gR(X2, Y1)
R(Xy, fY1+ gY2) = fR(X1, Y1) + gR(X1, Y2)
com f,g € C®(M), e Xi,X5,Y1,Ys €T(M)

(b) Para todo par X,Y € T (M), o operador curvatura R(X,Y) : T(M) —
T (M) € linear, isto é,

RX,Y)Z+W)=R(X,Y)Z+ R(X,Y)W

R(X,Y)fZ = fR(X,Y)Z
com feC®M), ZWeT(M)
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1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

(¢) (Primeira identidade de Bianchi)
RX,Y)Z+R(Y,Z)X+R(Z, X)Y =0
Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [5] pag. 100

e 101.

Proposicao 1.34. Dada uma variedade Riemanniana (M, g) com uma cur-
vatura R, usando a notacao R(X,Y,Z,T) = g(R(X,Y)Z,T) para quaisquer
campos X, Y, Z, T € T(M) temos as sequintes propriedades:

(a) ROX,Y,Z,T)+R(Y,Z,X,T) + R(Z, X,Y,T) =0
(b) R(X,Y,Z,T) = —R(Y, X, Z,T)
(¢) R(X.Y,Z,T) = —R(X,Y,T, Z)
(d) R(X,Y,Z,T) = R(Z,T,X,Y)
Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [4] pdg. 115.

Proposicao 1.35. Seja 0 C T,M um subespaco bi-dimensional do espago

T,M e sejam X,Y € o dois vetores linearmente independentes. Entao

(X, YV X)
&Y =59

onde | X ANY|? = /| XPAY|]? — g(X,Y)?, independe da escolha dos vetores
XY eo.

Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [4] pdg. 126.

Definicao 1.36. Dado um ponto p € M e um subespago bidimensional o C
T,M o nimero real K(X,Y) = K(0), onde {X,Y} é uma base qualquer de

o € chamado curvatura seccional de o em p
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1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

Definicao 1.37. Seja M wuma variedade riemanniana. O tensor curva-
tura de Ricci de M (ou simplesmente tensor de Ricci) denotado Ric, € o
campo tensorial covariante de ordem 2 definido como o traco do tensor en-
domorfismo curvatura em relacao ao seu primeiro indice covariante e seu
unico indice contravariante ou, equivalentemente, como o traco em relacao a
métrica do tensor curvatura no seu primeiro e ultimo indices. Portanto, os

componentes da curvatura de Ricci sao dados por

Rij = Z = Z gkakijm

k=1 k,m=1
Pelas simetrias do tensor endomorfismo curvatura, usar tracos diferentes

nao faria diferenca ou apenas implicaria em uma troca de sinal.

Definicao 1.38. Seja M uma variedade riemanniana. A curvatura escalar
de M, denotada S, é a funcdao real S : M — R definida como o traco em
relacao a métrica do tensor de Ricci:
S = tryRic = Z ginij.
ij=1
Definigao 1.39. Sejam M"™ e at (k > 1) wvariedades Riemannianas.
Uma imersao ¢ : M™ — M ¢ dita isométrica se (dop(v), dpp(w))zr =

(v, w)p, Yo, w € T,M.

. ~ . s ——n+k
Dada uma imersao isométrica ¢ : M"™ — M , podemos estabelecer

relacoes entre objetos definidos em ambas as variedades. Recordemo-nos que
—n+k
se ¢ : M" — M

Nestas condigoes, podemos identificar um aberto U de M com ¢(U), e dizer

¢ uma imersao, entao ¢ ¢ localmente um mergulho.

que ¢ é localmente a aplicacao de inclusao. Mais ainda, podemos considerar
U como uma subvariedade de M. Em particular, estamos identificando p € U
com 6(p) € B(U).

Consequentemente, para cada p € M, o espago tangente T,M ¢é consi-
derado um subespago vetorial de TPM de dimensao n (ja considerando a

identificagao acima).
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1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

Assim, se considerarmos o espaco k-dimensional T,M* = {v € T,M :

(u,v) =0, Yu € T,M}, podemos escrever
T,M =T,M & T,M*.

O espago T,M* ¢é chamado de espaco normal & M em p. Temos deste modo,
o fibrado normal
TM* = {(p,N,)|pe M, N, e ,M"} = | ] T,M".
peM

Um campo de vetores normal N é uma correspondéncia que a cada p € M
associa um vetor em T,M*. Dizemos que N € TM+* ¢é diferencidvel se ele
for localmente a restricao & TM+ de algum campo de vetores diferencidvel
em M. Indicaremos por T (M)* os campos de vetores diferencidveis normais
a M.

Tomemos agora, campos locais de vetores X e Y tangentes a M. Como
¢l é um mergulho, existem extensdes locais X e Y de X e Y , respectiva-
mente, numa vizinhanca de U em M. Assim, se V é a conexao de Levi-Civita
de M, faz sentido calcularmos ﬁy?, ou até mesmo VY.

Pode-se mostrar que VxY nao depende da extensdo Y de Y que toma-
mos, e portanto, por simplicidade de notacio, denotaremos VY por VY,
lembrando que isso significa tomar uma extensao de Y para calcular a deri-
vada covariante.

Temos entao:
VxY = (V)" + (VxY)*

No entanto, é possivel verificar que (V.)T é a prépria conexdo de Levi-
Civita de M (que denotaremos por V), isto é, (VxY)" = VY.

Denotemos por T (M™)* o espaco dos campos de vetores diferencidveis
normais a M"™. A sequnda forma fundamental da imersao x é a aplicacao
II:T(M")x T(M") — T(M")*, definida por

I(X,Y)=VxY —VxY, VX,Y € T(M").
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1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

Uma vez que, para todo p € M™, II é uma aplicagao bilinear simétrica,
para cada vetor unitario N normal a M"™ em p, podemos associd-la a uma

aplicagao linear auto-adjunta Sy : T,M"™ — T,M™", dada por
(SN(X),Y) =(I(X,Y),N),VX,Y € T,M".

Dai, vamos definir a curvatura média H da imersao x : M™ — R™™! por

1
H = Etr(SN)

Aqui tr(Sy) significa o trago da matriz da aplicacao Sy.
Sejam N € T(M™)* e X, Y € T(M"). Entao (N,Y) = 0. Isto implica

que

(VxY,N) = (-VxN,Y).
Dai
(Sw(X),Y) = (I(X,Y),N) = (VxV,N) = (-VxN,Y),  (13)
pois (II(X,Y),N) = (VxY —VxY,N) = (VxY —(VxY)T N) = (VxY, N).
Agora, sabendo que nH = tr(Sy) e que cada entrada da matriz Sy é
dada por
(Sn(e),e5) = (I (es e5), N) = (Ve,e5, N,

podemos escrever nH da seguinte forma:

n

nH =Y (Sy(e:), e} = > (Veen, N). (1.4)

i=1 i=1
Apresentaremos agora um resultado que sera utilizado na demonstragao
do Teorema principal desta dissertacao. Este resultado é conhecido por Pri-

meira formula de Minkowski. Antes, porém, fixemos algumas notacoes.

Proposicao 1.40. Seja M uma variedade diferencidvel dotada de uma co-

nexao V. Entao existe uma Unica conerao
V:T(M) x THM) — TF(M)
em cada TF(M) tal que:
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1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

1. Em Ti(M)=T(M), V coincide com a conexdo dada.

2. Em To(M) = C>=(M),
Vxf= X(f)-

3. V satisfaz a regra do produto com relagdo a produtos tensoriais:

Vy(F®G) = (VxF)® G+ F® (VxG).

4. YV comuta com todos os tracos: se tr denota o traco com relacdo a

qualquer par de indices, entao

Vx(trF) = tr(VxF).
Além disso, esta conexao satisfaz também as propriedades adicionais:
(a) Para todosY € T(M) ew € T'(M) vale
Vx[wY)] = (Vxw)(Y) + w(VxY).
(b) Para todos T € TF(M), X; € T(M) e w’ € TH(M) vale

(VxT)( X1, ..., Xp,wt, .. wt) = X(T(Xy,..., Xp,w!, ... wh))

k
= ) T((Xy,... Xpw', . VXX,
=1

l
= Y (X, Xpw' L VL
j=1

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [4], p. 141.

Definicao 1.41. Seja M uma variedade diferencidvel dotada de uma conexdo
V. Dado um campo (k,1)-tensorial T € T*(M), a derivada covariante total
de T € o campo (k + 1,1)-tensorial

VT :Ti(M)x - x T{(M)x TH{M) x ... TH(M) — C®(M)
definido por
VT(Y,...,Ye, X,wh, ... wh) = VxT(Yq,. .., Y, w', ... wh).
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Definicao 1.42. Seja f € C®(M). O campo tensorial (ou tensor) co-
variante de ordem 2, V(Vf) = V2f em M, dado por V(Vf)(X,Y) =
Y((VHY)) = V(VyX), VX, Y € T(M) é chamado de Hessiana de f.

Definigao 1.43. Seja f € C*(M). O laplaciano de f € a fungao real
definida por:
Af = tr,Vf

Proposicao 1.44. Seja M uma variedade riemanniana e V a sua conexrao

de Levi- Civita (riemanniana). Entdo

onde Vf do lado direito da equagdo € o campo vetorial identificado com a

1-forma V f.

Dada uma hipersuperficie z : M — R""! vamos denotar por V e V
a conexao riemanniana de M e R"*! respectivamente. Do mesmo modo,
denotaremos a diferencial covariante de uma funcao (ou gradiente) definida
em M por V e para uma funcao definida em R™*! por V. Nestas condicoes,
também serd denotado por V2 e V¥’ 0 hessiano e por A e A o laplaciano de
uma funcao. O gradiente V de uma funcao diferenciavel f denotara tanto a
1-forma como o campo de vetores identificado a Vf, e o significado de V f
ficara claro no contexto.

Seja F' uma funcao diferencidvel definida sobre um aberto U C R™™! e
M C U uma hipersuperficie de R**!. Associe a p € M, uma base orto-
normal {ej,...,e,, N} de R"" de modo que N seja normal a M em p. Se
considerarmos f = F|ys, f € C®°(M) e assim V f coincide com a componente

tangencial do campo V f, ou seja, para cada ponto p € M temos

Vfp)=VF(p)—(VF(p), N({p))N(p), (1.6)

entdo pela equagao (1.5) para quaisquer X, Y € T,M, obtemos
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1.2 Definigoes e Resultados de Geometria Riemanniana

VI(XY) = (VxVLY)
= (VxVF)Y)— (Vx(VF,N)N,Y)
= V'F(X,Y)— (X((VF,N)N + (VF,N)VN,Y)
= V'P(X,Y)+ (VE,N){Sy(X),Y). (1.7)

= =

Na penultima igualdade usamos que X, Y é normal a N e que (Sx(X),Y) =
(I(X,Y),N) =(VxY —VxY,N) = —(VxN,Y)

1
Exemplo 1.45. Considere F : R"™ — R dada por F(y) = 5“9 — c||?, para

um certo ponto fito ¢ em R™. Agora use a definigio (1.41) e note que

VE(y) =y—ceV-F(wv) = v(VF(Ww)) — V(V,w) = (w,v), Yy € R+
ev,w € R Suponha uma hipersuperficie v : M — R"™! e considere
f: M — R dada por f(p) = F|u(z) = %||x—c||2. Aqui estamos identificando
M com x(M) e x com z(p) € R"™, isto é, f(p) = F(x(p)). Veja que por

(1.6) e (1.7) obtemos as sequintes expressoes avaliadas em p € M :

Vi=(@—-c¢) —{r—¢, NYN=(z—¢)"

V2A(X,Y) = (X,Y) + (x — ¢, N){Sy(X),Y), VX, Y € T,M.

Teorema 1.46. Primeira Formula de Minkowski Seja x : M — R™™! uma

hipersuperficie mergulhada, compacta e orientada. Entao

/ (14 H{z, N))dS = 0
M
Onde H ¢ a curvatura média de x.

I

Demonstragio. Considere f : M — R dada por f(p) = i||z(p)]|* e uma

base de dire¢oes principais {ey, ..., e,}, em T,M. Entao, pelo Exemplo 1.45

temos, em p, que
V2 [ (e, ei) = (ei, ei) — (AN, (e:), ei)(x, N) = 1+ ki{z, N),
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onde k; sao as curvaturas principais de M em p. Assim, pela observacao feita
no Teorema 1.9, bastaria mostrar que Af = 1+ H{(x, N). Com o mesmo

efeito, mostraremos que Af = n(1+ H{x, N)). De fato,

Af = 2(1 + kilz, N))

]

Definicao 1.47. Seja M uma hipersuperficie do R e p € M, dizemos que

p € um ponto umbilico de S, se em p, as curvaturas principais se coincidem.

Definicao 1.48. Seja M wuma hipersuperficie do R", dizemos que M ¢é

uma hipersuperficie umbilica, se todo ponto p € M for um ponto umbilico.

Teorema 1.49. Seja x : M — R™ uma imersao isométrica umbilica de
uma variedade Riemanniana conexa M"™ em R™"'. Entao, x(M) é um sub-
conjunto aberto de um hiperplano afim ou de uma esfera. No caso, da hiper-

superficie ser compacta, temos que a hipersuperficie € a esfera.

Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em [3] p. 31.
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Capitulo 2

Variacoes da Area e Volume e

Conceito de Estabilidade

Neste capitulo trataremos das férmulas para a primeira variacao da area
e do volume e definiremos o conceito de Estabilidade para imersoes, fer-
ramentas estas que serao utilizadas para provar o teorema principal desta

dissertacao.

2.1 Foérmula para Primeira Variacao da Area
e Volume

Esta secao aborda a definicao de variacao para uma imersao = e as

formulas para a primeira variacao da area e do volume.

Definigao 2.1. Sejam D um dominio (aberto conexo) relativamente com-
pacto (isto é, D é compacto) com bordo suave e D o fecho deste dominio.
Uma variagio da imersio x : D C M" — R™! ¢ uma aplicacio X :
(—€,€) x D — R"! ¢ >0, suave, tal que:

(i) Para cadat € (—¢,€) a aplicacio z; : D — R"*1, definida por z,(p) =
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X(t,p), € uma imersao;

(i1) xo = x.
/ X
= i e
el 0 -

Figura 2.1: Variacao da imersao X

O campo variacional relacionado a X em p é dado por:

) = 22 p) o
Quando para todo p € 9D, z4(p) = xo(p),t € (—¢,¢€), dizemos que X é uma
variagao que fixa o bordo dD.
Uma wvaria¢ao € dita normal quando o campo variacional é da forma
&(p) = f(p)N(p), para alguma funcao f : D — R suave. N(p) é o vetor
normal a z(D) em xo(p).

O funcional 4rea associado a variagao X é a aplicagao

Ap(t) = /DdSt, (2.1)

onde dS; é o elemento de n-drea de M™ na métrica induzida por z; (veja mais
sobre a forma elemento de drea em [7]).

A partir daqui abandonaremos a notacao de Einstein,ao invés de usar g/
usaremos g;; para os componentes da métrica. Denotaremos por g* a métrica
em M" induzida por z;. Isto é ¢"(Y, Z) = (dz;Y,dx,Z), onde Y, Z € 7(D) e

(,) é a métrica usual de R™*1..
0

7 Jun,

sua respectiva base dual. Assim a expressao local do elemento de n-area de

Considere {aiuu . } uma base numa vizinhancade p € M e {duy, ..., du,}
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M™ na métrica g' é dada por:

dSy = y/det(gi;)duy A ... A du,. (2.2)

Logo, se quisermos saber a primeira variagao da area, temos que responder

os seguintes lemas.

Lema 2.2. Sejam X : (—¢,¢) x M™ — R"™ wma varia¢io da imersdo x :

n n+1 to t S do t T _ 0
M™ — R {e, ..., e} uma base de T,M na métrica g*° e E = 5; numa

vizinhanga coordenada de (—e, €) x M. Entdo [el°, E] =0, Vi=1,...,n.

Demonstragao. Considere f : (—e,e) x M — R suave, queremos calcular
[el*, E](f). Tome q € M e considere y : W C R® — M, y = (y1,...¥Yn), uma

parametrizacao de M em . Considere ainda
g:(—€6¢6) x W = (—€,¢) x M"
a parametrizagao de (—e¢, €) x M™ em (t, q), dada por g(t,p) = (¢t,y(p)). Aqui
identificamos Ty ot x M com T, M. Assim,
e"(t,q) = iai(Q)i e E=—
i1 8yz ot

Portanto, se f : (—¢,€) x M™ — R ¢ diferencidvel, entao

e, EN(f) = e?(E(f) — E(e(f))

Observagoes:

e A escolha da notacio e}’ como campo em 7(M) é feita unicamente para

concordar com a notagao do lema a seguir.
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2.1 Férmula para Primeira Variacao da Area e Volume

e Note que, se £ = dX - E = % e e; = drsel® entdo [e;, E] = 0, pois
[61', E] = dX[eio,E].

Lema 2.3. A derivada do elemento de n-drea, com respeito a t é dada por

d

adsth:to = _nHtofto (p)dsto + ; ei<Ttm €i>(t07p)d‘9to7

onde ty € (—€,€), p € M™ e Ty, € um vetor tangente a M™ em (o, p).

Demonstracao. Considere um sistema de coordenadas normais em p € M",
definido numa vizinhanca V' C M™ de p, com respeito a métrica ¢g*. Deri-

vando a expressao (2.2), temos
d 0

%dSt]t:to = a det(gfj)h:todul AN dun

: - 0 :
Precisamos entao calcular B det(gf;)|¢=t,- Ficamos com,

0

0
a det(gfj)|t:t0 = a det(gfjﬂt:to

0
1 ot det(gfj) li=to

2\ Jdet det(g2(p))

10
= 55 (det(gi))li=,

20t
L Vit 9(gi;) ()
= s () I

- 3o (%2 ) 1, (23)

pois gfjo (p) = Id e a derivada da func¢ao determinante aplicado a matriz iden-

tidade resulta no funcional linear traco. Para calcular os elementos da matriz

0
—|i=t,9i;(t) |, considere el = 2 og vetores coordenados da vizinhanca
at 0J1) 7 ou;

normal em p. Assim, {e’,..., e} é uma base ortonormal de T}, M na métrica

g%, e alem disso, V.10 e;o (p) = 0. Ainda para enxugar a notacao, denotemos
ei:dxt~e§° eE:d:c-%:%. Assim,

0 0

a‘t:togfj = §|t:t0 <d$t€§0> dxt€§'0> (2.4)
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2.1 Férmula para Primeira Variacao da Area e Volume

Usando a compatibilidade da conexao com a métrica, temos:

0 _ _
(dxteﬁo,dxte;ﬂ = §|t:t0<ei,ej> = (Vgei, e;) + (e;, Vie;). (2.5)

Onde V ¢ a conexdo Riemanniana em R™! associada a métrica (, ).
Usando que (—e¢,€) x M"™ tem estrutura diferencial de produto, pelo lema

anterior, temos que

[62', E] = veiE — VEeZ- = 0. (26)

Vi =1,...,n. Aplicando a equacdo acima em (2.5), ficamos com,

0 — _
&hztogij(t) = (Vgei,e;) + (ei, Viej)

Desta forma,

G, 1, ,0(g;;)
& det(ggj)‘t:to = §tr( 8t] (p))’tZtO

I~ 0
= izah:togii(t)
=1
— Z<Vei (g—x) e> (2.7)
i=1 t (to,p)
Ox

5(}?) = fi(p)Ne(p) + Ti(p),

com Ti(p) um vetor tangente & M™ em (¢,p) e N, um vetor normal a M"

Como

com relacao a métrica ¢, segue que:

0 t = S (v, (&
5V det(gi)l= = Z<v” (5>’ei><tom>

=1
n

- Z e(f) < Ne >(top) T Z fto(p)<veiN’ ei>(to,P)
=1

=1
n

+ Z <v€i T, e;) (to,p)

=1

= Z Jio <VB¢N7 €i>(t0,p) + Z<veiT7 ei>(to7p)' (2.8)
=1 =1
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2.1 Férmula para Primeira Variacao da Area e Volume

n

Desenvolvendo o primeiro somatorio, Z fio () (Ve N, €3} to.p)» € usando

=1
que
nHtO = tI’(SNtO) = Z(SNtO (ei)N, ei>(t0,p)
=1
= Z(veiNt0?6i>(to,P)7
i=1
temos N
Jro(p) Z(veiNt07 ei>(t07p) = —nHy, f, (D). (2.9)

i=1
n

Com o segundo somatorio, E (Ve, T, €i)(1y,p) » ficamos com
i=1

<veiﬂo7 ) = € <T;50’ ei>(to,p) - <T;50’ v€i6i>(to,p)
= € <E0? ei>(t0,p)' (210)
Visto que V.e;(p) = (Ve,e)™(p). Assim, usando (2.9) e (3.4) a equagdo

(2.8), se iguala a

a n
a V g(t)‘t:to = _nHtofto + Z €i<Tt07 ei>(t0,p)‘

i=1

Portanto

d %) g
Edsth:to = a \% g(t)|t:todsto = _nHtoftodSto + Zeiu—;fov €i>(t0,p)dst0'

=1

]
Enfim, a formula da primeira variacao da drea.

Teorema 2.4. Se X : (—¢,¢) x D — R ¢ uma variagio da imersdo x,

que preserva o bordo, entao a primeira variacao da drea € dada por

A ()i = —n /D FHAS, (2.11)

onde f = <88—i((0,p),]\7>.
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2.1 Férmula para Primeira Variacao da Area e Volume

Demonstragao. Considere ty € (—e¢, €) fixo. Sabemos que

d d
A/D(to) - a/l‘)dsth:to :/DEdSt’t:to

Pelo Lema 2.3, vale que
Ap(ty) = / idsﬁﬁt
D b dt =to

= —/ nHtoftOdStD +/ Z €; (<Tt07 ei>(t0,p)) dStO
D D=

=1

= —/ nHtoftodSto +/ d (Z(—l)i+1<ﬂo, ei>(t0,p)du1 VANPIAN C@ N
D D

Aqui du; significa a omissao do termo du;. Segue entao, do Teorema de

Stokes 1.7 que,

AID(tO) = — fD nHtOftOdStO + Z’?:l faD(_]‘>i+1<,‘Tt0’ ei>(t07p)du1 VANRAN Cj’l;z N .

= — fD ’rLHtO ftO dSt() .

A ultima igualdade decorre do fato que T;, = 0 em 0D, devido X ser uma

variacao que fixa o bordo. Em particular, para ¢ty = 0,

AL (0) = — /D nH fds.
O

Portanto D é um ponto critico para o funcional area se, e somente se,
a curvatura média H é identicamente nula. O que motiva a definicao de
superficie minima, a qual exige que a hipersuperficie possua curvatura média
nula.

Agora definemos a fungao volume. Seja X : (—e€,€) x M" — M”H(c),
e > 0, uma variagao da imersdao z : M" — Mnﬂ(c), onde M”“(c) é uma
variedade Riemanniana com curvatura seccional ¢ (confira Defini¢ao 1.36).

O volume de Vyn(t) da variagdo X é definido por
V(1) = / X*dM. (2.12)
[0,¢] x M™
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2.1 Férmula para Primeira Variacao da Area e Volume

Aqui dM é o elemento de volume na variedade Vi (¢) e X*dM ¢é o pull-back
da forma volume de M para (—e,¢€) x M, quando Mnﬂ(c) = R"*! temos
que a fungao volume V : (—¢,¢) — R do dominio relativamente compacto

D c M™ é dada por

VD(t) = / d.Tl...dl’TH_l
[0,t]xD

1 .
= / div(zie; + ... + Tpp1€n1)dey . dT,
n+1 Jogxp

1

= o 1 /6D<th, Nt>dSt, (213)

a ultima igualdade foi obtida através do Teorema da Divergéncia 1.8.
Dizemos que uma variagao preserva volume, se Vp(t) = Vp(0), para todo
t € (—e€).

Vejamos agora a primeira variagao do volume.

Lema 2.5. Para toda variacio X : (—e,e) x D — R™! que fiva o bordo,

temos
Vh(t)]emo = / fds. (2.14)
D
0X
de f =(—(0 N ).
onde 1 = (S5 0.0).7)
Demonstragao. Fixe p € M™ e considere e {eq,...,e,} um referencial or-

tonormal numa vizinhanca V de x(p). Como X*dM é uma forma volume,

existe uma funcio b : (—e¢,€) x D — R, satisfazendo

X*dM = b(t,p)dt A dS.

Assim,
— (0
b(t,p) = X*dM (a,@l,...,en)
— (0X
= dM (E, d:):tel, C 7dxt€n)

- (Grenen)
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2.2 Estabilidade

Usando o Teorema de Fubini 1.11, segue que,

/ b(t,p)dt/\dS:/ </ b(t,p)dS) dt.
[0,t]xD [0,] D

Derivando a formula do volume, (2.12), em ¢ = 0, temos,

d _
Vi) = & X*dM |y
dt Jioqxp

il U
-2 bt p dS)dt .
dt [O,t}( D (t.7) =0

— [ tp)asi

D
0X
- /l‘)<§(tap)aN> dS’tzO

- / fds.

D

2.2 Estabilidade

Antes de apresentarmos a defini¢ao de Estabilidade proposta por Do Carmo

e J. L. Barbosa enunciamos o seguinte resultado.

Teorema 2.6. Uma condicdo necessdria e suficiente para que o funcional
drea A(x;) tenha valor critico em t = 0 para toda a variagdo x; que preserva
volume e deiza o bordo fixro € que a superficie imersa xo tenha curvatura

média H constante.

Observamos que a condigao suficiente pode ser obtida combinando o Te-
orema 2.4 e o Lema 2.5. Ja a condicao necessaria segue da idéia de demons-
tragao do Lema 3.3 que veremos no préximo capitulo.

Problemas variacionais do tipo acima sao chamados problemas isope-
rimétricos. Um procedimento padrao para determinar os pontos criticos des-

tes problemas é, em analogia com os multiplicadores de Lagrange, procurar
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2.2 Estabilidade

os pontos criticos da funcao J, dada por
J(t) = A(t) + AV (1)

onde \ é constante e as variagoes x; de x possuem suporte compacto.

No entanto, quando calcularmos a segunda variagao, os dois problemas
nao estao distantes de uma certa equivaléncia. Tal fato tinha sido indicado
no texto classico Calculus of Variations, veja [11]. Quando A = nH, os
pontos criticos para ambos os problemas sao os mesmos. Assim é possivel
encontrar uma relagao entre eles da seguinte forma: A”(0) > 0 para variagoes
de suporte compacto se, e somente se, J”(0) > 0 para variagoes de suporte

compacto e que satisfazem a hipétese adicional de ter média zero, isto é,

/nfdM:O

onde f é a componente normal do vetor variacional. Veja Proposicao 2.7 de
[1].

A definicao de estabilidade, que serd usada neste trabalho, esta associada
ao fato da segunda variacao A”(0) ser nao negativa para variagoes de suporte

compacto, qual seja:

Definigao 2.7. Sejam x : M"™ — R""! uma imersao com curvatura média
constante e D C M™ um dominio relativamente compacto com bordo suave
dD. O dominio D serd dito estdvel, se A},(0) > 0 para toda variacao que
preserva volume e fixa o bordo. Dizemos que x é uma tmersao estdvel, se

qualquer D C M™ ¢ estavel.

Pelas consideracoes acima, temos que, para uma imersao x com curvatura
média constante nao-nula ser estavel, basta que J”(0) > 0 para variagoes de
suporte compacto que satisfazem a condicao de média zero. Com a nossa
definicao a esfera S C R"*! & estdvel, como demonstraremos no Cépitulo
3. Além disso, com esta definicdo, o “limite” de estabilidade de um cilindro

circular concorda com resultados obtidos experimentalmente com peliculas
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2.2 Estabilidade

de sabao sobre uma diferenga de pressao constante, veja exemplo (2.17) de
[1] ¢ D’Arcy Thompson [10], p. 379).

Poderiamos definir estabilidade somente pela condi¢ao J”(0) > 0 para va-
riagoes com suporte compacto, no entanto esferas nao seriam estaveis, confira
observagao (2.15) de [1] e o limite de estabilidade do cilindro circular seria
metade do esperado.

Neste trabalho a hipdétese de média zero é fundamental porém, em Mori
[9], podemos encontrar uma definigao de estabilidade sem usar a condicao de
média zero.

Observamos que, em [13], Hsiang, Teng e Yu apresentaram exemplos de
hipersuperficies nao esféricas  : M™ — R*"! n > 2, que tem curvatura
média constante. Entao, pelo resultado principal, estas imersoes sao exem-

plos de hipersuperficies nao-estaveis.
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Capitulo 3

Desigualdade Isoperimétrica

Neste capitulo discorreremos sobre um problema classico do Calculo Va-
riacional, a Desigualdade Isoperimétrica. Esse problema, no caso classico, de
curvas no plano, afirma que, dentre todas as curvas planas fechadas e simples
com o mesmo comprimento, aquela que limita a maior area € a circunferéncia.
Veremos aqui a desigualdade para este caso e o caso em R". A partir deste
ultimo caso provaremos que a esfera é estavel. Restando ao capitulo 4 provar

apenas uma direcao do Teorema de Estabilidade de Barbosa e do Carmo.

3.1 O Caso Classico: Curvas no Plano

Inicialmente vejamos como provar a desigualdade isoperimétrica cléssica.
Se C' é uma curva suave fechada simples dada parametricamente por (z(t), y(t)),

t € [a, b] entdo, o seu comprimento de arco L pode ser expresso como

= () (% 3

A drea A englobada por C pode também ser expressa, através do Teorema

de Green 1.10, por uma integral de linha

b dx
A=— | ydx = — i 3.2
/ny /aydt (3.2)
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3.1 O Caso Classico: Curvas no Plano

em que a orientagao determinada por C' pode ser assumida positiva no que

diz respeito ao seu interior. Um pouco de experimentacao revela que ha-

bituais desigualdades integrais vao pelo caminho errado, dando um limite

superior para L?, entao somos levados ao simples artificio de introduzir um

parametro especial, a fim de eliminar a raiz quadrada na integral (3.1). Qual-

quer multiplo do parametro s do comprimento de arco serve. O mais ade-
2

quado é t = s, conforme veremos no lema 3.1. Assim

iy (L) b o ds (L
TS — "o dt ds dt \2rm ds)’

de\* (dy\® L* [ (dz\?  [dy\®
1 t),1 — ) === hat 4 —
o mesmo vale para y(s(t)), logo, (dt) +(dt> o ((ds) + (ds)
2
/0 [(dt) +(dt) /0 (dt) o

E.Entéo
2 [/ d dy 2 T de

L —47A = 2 — — | |dt+4 — ) dt
o= (@) < (@) e | (&)

T (dx dy 2 dx

= 2 — ) +2y— | dt

7T/O (dt) +<dt) TG

27 dr 2 27 dy 2
= 2 - dt + 2 =) —*|dt (3.
W/O (dt+y> + W/O [(dt) 2t (3.3)

O primeiro termo sobre a direita de (3.3) é nao negativo. Resta-nos provar

2T 2 2m
/ (%) dt > / y2dt (3.4)
0 0

A desigualdade (3.4), chamada Desigualdade de Wirtinger, nao pode ocor-

2
2

que

rer para uma funcdo arbitraria y(t), pois falha quando y(t) é uma constante
diferente de zero. No entanto, tem-se o seguinte resultado cldssico. (Para

uma historia deste resultado, e uma discussao da sua atribuicao habitual, “A
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3.1 O Caso Classico: Curvas no Plano

desigualdade de Wirtinger,” veja [34]). Antes, porém, de enunciar o resul-
tado citado acima, note que a escolha de t = 2%8 garante que y tenha periodo

27 e isso nos permite aplicar o lema abaixo.

Lema 3.1. Se y(t) € uma funcao suave com periodo 2w, e se fOZW y(t)dt =0,

entao(3.4) ocorre, com igualdade se e somente se y = acost + bsint.

Demonstracao. Seja
do
5 g_ a, cosnt + bysennt),

a expansao de y em série de Fourier. Como y é uma funcao de suave, entao

y' é uma funcao continua. Dai,

y'(t) ~ Z(nbn cosnt — naysennt).

n=1

2
Agora calcularemos o valor da integral / y(t)dt :
0

2m 2m >
/ y(t)dt = / (% + Z(an cosnt + bnsennt)> dt
0 0 n=1

2 2 0
— / %dt + / (Z(an cosnt + bnsennt)> dt. (3.5)
0 0

n=1

2m 0 21
a
Como, / <Z(an cosnt + bnsennt)> dt =0, , / 7Odt = Tay, € por
0 p— 0
2

hipotese, / y(t)dt = 0. Segue que ag = 0. Assim a funcao y se reduz a:
0

o0

y(t) ~ Z(an cosnt + bysennt)

n=1

Usando agora a formula de Parseval (1.12), temos:

L[ o= 3+ ) 9
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3.1 O Caso Classico: Curvas no Plano

1 27 oo
1 / Y0t =3 n2(a? +12). (3.7)
0 n=1

™

Logo, por (3.6) e (3.7), vale

27 2 >
/ Y (t)*dt — / y(t)*dt = Zﬂn2(n2 — 1)(a2 +b2) > 0.
0 0 n=1

E a igualdade so ocorre se a,, = b, = 0 para qualquer n > 1. Entao, a funcao
y se reduz simplesmente a y(t) = acost + bsent.

O

Para uma referéncia para essa discussao veja o livro de Hardy, Lillewood,
e Polya [32].

Para aplicar o lema de Wirtinger 3.1 ao nosso caso, nos precisamos so-
mente observar que a hipdtese fo% y(t)dt = 0 pode sempre ser satisfeita.
Como nao estamos interessados na localizacao da curva no espago, mas
sim, no seu comprimento e area que a mesma engloba, podemos fazer es-
colha de coordenadas adequadas, especificamente, escolher o eixo x para
passar sobre o centro de gravidade da curva C, por exemplo, fazendo 7(s) =
y(s) — 5= fo% y(s)ds teremos f027r y(s)ds = 0. Entao, pelo lema 3.1, ambos os

termos da direita de (3.3) sdo nao negativos, dando

L? > 4rA (3.8)

A igualdade ocorre em (3.8) somente se ambos termos do lado direito em
(3.3) zeram, e usando o lema 3.1 se ver que y(t) = acost + bsent e, por
i—f +y =0, z(t) = asent — beost. Logo C' deve ser um circulo.

E interessante notar que esta prova nio usa em parte alguma a hipétese
que C' é simples. A desigualdade (3.8) vale para uma curva suave fechada

arbitraria, onde L e A estao definidos por (3.1) e (3.2). De fato, se tem:

Lema 3.2. A desigualdade de Wirtinger (Lema 3.1) € equivalente a afirmagdo

de que a desigualdade isoperimétrica (3.8) ocorre para toda curva fechada
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3.1 O Caso Classico: Curvas no Plano

suave, com igualdade somente para um circulo, onde L e A em (3.8) estao

definidos por (3.1) e (3.2).

Demonstragao. Ja vimos que com a desigualdade de Wirtinger (3.2) temos
vélido a desigualdade isoperimétrica (3.8), provemos agora a outra diregao.
Considere y(t) uma fungao suave com periodo 27, satisfazendo fo% y(t)dt =0
(isto é, considere y satisfazendo as hipdteses do Lema 3.1). Defina z(t) =
—fg y(t)dr. Entao x(t + 27) — z(t) = — tt+27r y(T)dr = 0. Segue que z
também tem periodo 27 e o par (z(t),y(t)) define uma curva fechada suave.

Seu comprimento L, fazendo ¢(t) = (%)2 + (%)2 e f =1 na desigualdade

de Schwarz (Desigualdade de Holder 1.14 p = 2), satisfaz

Assim, usando (3.2) e (3.8) da

m dz\? dy 2
2 — — - —
L — 47 A 27r/0 [(dt) + (dt>
2 dl‘ 2 2 dy 2 )
27r/0 (E + y) dt + 27T/0 <E) —y° | dt. (3.10)

O primeiro termo da direita zera pela definicdo de z(¢), e assim (3.10)

o
IA

IN

reduz a desigualdade de Wirtinger (3.4), aqui finaliza uma parte da demons-
tracao. Resta ver que a igualdade ocorre se, e somente se, y = acost+bsint.

Para a igualdade ocorrer em (3.10) basta que ocorra em (3.9), o que

ds\? dz\? dy\> 9
() = (%) (&%) =<
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3.2 Dominios em R"

ds L
Por (3.1) segue que L = 27C' e logo & = =.
Como a curva deve ser um circulo, segue, usando fo% y(t)dt =0, que y(t)

¢ da forma y = acost + bsint. Isto prova o lema. ]

A pergunta obvia é se a quantidade A em (3.2) tem algum significado
geométrico, no caso de uma curva C' com autointerse¢oes. O complemento
de C' consiste de um numero de componentes Dy, e com respeito a cada
dominio Dy, C' tem numero de enrolamento ny (com sinal) bem definido.
Entao a expressao (3.2) tem,a interpretagdo A = > npAg, onde Ay é drea
(no sentido usual) do dominio Dy, (veja Radd [28], ou [30]). Assim, a prova

dada acima para (3.8) mostra que para uma curva fechada arbitréria se tem

L* >4y mpdy, (3.11)
k

e o Lemad.2 diz que esta desigualdade para todos as curvas é equivalente a
desigualdade de Wirtinger. Atualmente um resultado mais forte é valido, a

saber

L* > 47 | Ay (3.12)
k

Note que para curvas com lagos simétricos (oo por exemplo), o lado direito
de (3.11) é nulo, enquanto (3.12) da a soma de areas em cada loop.

A desigualdade (3.12) foi provada por Radé [29](segao 4.6). Ela também
aparece como um caso especial de desigualdade isoperimétrica dada por Fe-
derer e Fleming [16] em seu fundamental artigo sobre corrente integrais e

normais (Corolério 6.5 e Observagao 6.6, p. 487).

3.2 Dominios em R"

O problema isoperimétrico em R™ é minimizar a area superficial entre
todos dominios contendo dado volume, ou equivalentemente, maximizar o
volume entre todos dominios cuja superficie fronteira tem &rea (n — 1)-

dimensional fixada. A solucao em ambos os casos é o dominio limitado
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3.2 Dominios em R"

pela esfera. No entanto para n > 2 nao existem provas que aproximam da
simplicidade da que se deu para dominios planos.

Talvez a abordagem mais direta assumindo-se trabalhar com fronteiras
suaves, ¢ tentar utilizar os métodos do céalculo variacional. Considere, por
exemplo, um dominio D em R? limitado por uma superficie suave S. Seja
f S — R uma funcao de valores reais suave sobre S, e seja S; a superficie
obtida por deslocar cada ponto de S pelo vetor tfN, onde N é o campo
normal exterior unitdrio a S. Se A(t) é a drea de S; e V(t) é o volume
englobado por S; entao as férmulas para primeira variagao, como visto no
Capitulo 2, sao:

A'(0) = —3/fHdA (3.13)

Vo) = [ saa (3.14)
S
Onde H é a curvatura média de S com respeito ao normal N. Agora se

existir uma fungao f tal que V'(0) = 0 e A’(0) # 0, entdo uma homotetia

v
0]

volume V' constante (veja (4.5)) e tendo drea superficial A(t) que para todo

3 ;. N I T

com fator ( ) transforma a superficie S; numa superficie S; limitando um
pequeno valor de t serd ou estritamente maior que ou estritamente menor que
A, dependendo do sinal de ¢ (veja (4.4)). Assim, para a superficie original
S ter area minima entre todas superficies limitando mesmo volume V', deve
ser verdade sempre que fs fdA =0, e também fs fHdA = 0. Segue entao
que H deve ser constante sobre S. A saber, se H tiver valores diferentes em
dois pontos entao se pode escolher f para ser zero exceto sobre pequenas
vizinhancas de cada ponto, e ter sinais opostos sobre essa vizinhanca de tal
maneira que | ¢ fdA =0, mas | ¢ fHdA > 0. A correspondente variacio teria
o efeito geométrico de arredondar a superficie .S, no sentido que ela iria puxar
a superficie no ponto em que a curvatura média fosse maior, e empurrar para
fora de uma quantidade praticamente igual no ponto onde ela foi menor. Isso
deve preservar o volume, mas diminuir a area superficial.

A conclusao deste argumento é portanto.
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3.2 Dominios em R"

Lema 3.3. Se uma superficie S tem drea minima entre todas superficies que

limitam o mesmo volume, entao a curvatura média de S deve ser constante.

Utilizando ainda o argumento acima, podemos concluir que se A’(0) =0
para toda variagao que fixa o bordo e volume entdao H(xy) é constante em
(2.6).

O Lema (3.3) despertou a seguinte pergunta, “E uma superficie de cur-
vatura média constante necessariamente uma esfera?” Esta questao tem
uma longa e interessante historia. Tem uma contrapartida fisica na questao
“pode uma bolha de sabao ter outra forma se nao a esfera?” As proprie-
dades fisicas da pelicula de sabao tem como consequéncia que a curvatura
média da pelicula em cada ponto é proporcional a diferenga de pressao do ar
nos dois lados. Assim, uma bolha de sabao deve ter uma curvatura média
constante determinada pela diferenca de pressao sobre interior e exterior. A
justificativa fisica para isso é a equacdo de Laplace-Young, em homenagem
ao matematico francés Pierre Simon Laplace (1749-1827) e o fisico Ingles
Thomas Young (1773-1829), que afirma que a diferenga de pressao entre os
dois os lados de uma pelicula ou de uma bolha é dado pelo produto da tensao
superficial e a curvatura média da superficie formada.

O primeiro resultado para essa pergunta obtido foi devido a Liebmann
[27] em 1900. Ele mostrou que se uma superficie, estritamente convexa (1.2),
compacta em R? tem curvatura média constante, entao ela deve ser a esfera.

Vale a pena observar aqui que a diferenca entre problemas isoperimétricos
em duas dimensoes e em dimensoes mais altas é que em duas dimensoes o
resultado para dominios convexos implica imediatamente o resultado geral.
Isto é, dado um dominio nao convexo no plano, seu casco convexo (1.1) tem
maior area do que o dominio original e menor comprimento de fronteira. Por
outra lado, para certos dominios nao convexos em R?, tais como aqueles com
um pico acentuado exterior, o casco convexo tem ambos maior volume e area.

Retornando ao problema das superficies de curvatura média constante,
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3.2 Dominios em R"

Heinz Hopf [26] em 1951 provou uma versao mais forte do Teorema de Li-
ebmann em que nao era necessario a hipotese de convexidade, e de fato a
superficie poderia até possuir auto intersecoes. O tunico requisito é que a
superficie deveria ser definida por um mapa regular de uma 2-esfera em R3.
A. D. Aleksandrov [25] em 1958 generalizou o Teorema de Liebmann em uma
direcao diferente. Usando um argumento geométrico engenhoso ele mostrou
que qualquer superficie de curvatura média constante sem hipdteses sobre seu
tipo topolégico, deve ser uma esfera. Por outro lado, nao foi permitido ter a
superficie auto-interse¢do. Num artigo mais tarde [24], Aleksandrov genera-
lizou seu trabalho de varias maneiras, incluindo a admissao de determinadas
superficies com auto intersegoes.

Apenas em 1977 uma prova puramente analitica do teorema de Alek-
sandrov foi obtida por Reilly [23], [?]. Ao contrdrio do método de prova de
Hopf, que usa argumentos de variaveis complexas e é valida somente para su-
perficies dois-dimensionais, ambas provas de Reilly e Aleksandrov valem para
hipersuperficies de curvatura média constante em R" para n > 3. Como os
argumentos variacionais dado acima estendem imediatamente a dimensoes ar-
bitrarias, e uma vez que as superficies consideradas sao fronteiras de dominios
e, portanto, livre de auto-intersegoes, chega-se ao seguinte resultado: Supo-
nha que uma hipersuperficie S em R™ tem drea (n—1) - dimensional minima
entre todas as superficies que englobam o mesmo volume. Entdo, ela deve
ter curvatura média constante e, portanto, ser uma esfera.

A primeira vista isso pode parecer resolver o problema isoperimétrico em
dimensoes altas. No entanto, ele acaba por ser, essencialmente, um forte
teorema de unicidade. Nenhuma outra superficie se nao uma esfera pode ter
area minima entre todas aquelas que envolvem o mesmo volume. O que esté
faltando é um teorema de existéncia afirmando que existe realmente alguma
superficie de area minima. Exatamente a mesma objecao se aplica a muitos
argumentos geométricos engenhosos de Steiner para mostrar a propriedade

isoperimétrica do circulo e da esfera. (Para uma discussao sobre esta questao,
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3.2 Dominios em R"

ver Capitulo X do livro de Pdlya [22]). A falta de um teorema de existéncia
era explicitamente indicado por H. A. Schwarz [20], que passou a dar a pri-
meira prova completa da desigualdade isoperimétrica em R3. Nao iremos no
entanto, seguir esta linha mais longa, faremos uma abordagem inteiramente
diferente para o problema.

Em primeiro lugar, uma observacao geral. Se comecarmos com uma fron-
teira relativamente suave, adicionando “pertubagoes” isso tera muito pouco
efeito sobre o volume englobado, mas vai aumentar grandemente a drea da
superficie. Assim, tem-se uma situacao um pouco irdnica que quanto mais
irregular a fronteira, mais forte sera a desigualdade isoperimétrica, mas isto
é dificil provar. O fato é que a desigualdade isoperimétrica ocorre com maior
generalidade que se possa imaginar, mas é preciso defini¢coes adequadas para
menciona-las.

No caso de duas dimensoes, nao ha nenhum problema. Se a curva fron-
teira é nao retificavel, entao podemos definir L = oo, e a desigualdade ocorre
de modo trivial. Se, por outro lado, é retificavel, entao, pela prépria de-
finicao de retificabilidade, seu comprimento é o limite dos comprimentos de
aproximacao de poligonos, e pode-se obter a desigualdade isoperimétrica no
caso mais geral do caso especial de poligonos.

Em dimensoes altas, complicagoes de ordem completamente diferente
podem surgir. Existem muitas definigoes diferentes de area de superficie,
adequadas para varios propoésitos, e, embora todas elas concordem para su-
perficies suficientemente suaves, elas podem muito bem dar valores diferentes
em circunstancias menos comuns. Este problema é particularmente critico
no calculo das variagoes, uma vez que, a fim de se obter uma solucao, nor-
malmente se quer assumir a menor regularidade possivel para comecar, e
entao, mostrar que ¢ a suavidade uma consequéncia de alguma propriedade
extremal. E somente através da andlise das consequéncias de uma determi-
nada definicao de area de superficie que se pode decidir sua adequacao ou

“correcao”. A validade da desigualdade isoperimétrica é, de fato, um critério
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3.2 Dominios em R"

que tem sido utilizado. Veja, em particular, o artigo de Besicovitch [18], [19]
e Radé [29]; também Radé [30](p. 560) que discorrem sobre o assunto.

A nocao que é mais adequado para os nossos objetivos é a do contetido
de Minkowski. A fim de defini-la, devemos assumir que temos uma nogao
bem definida do volume de conjuntos abertos em R™, sendo a mais obvia
a Medida de Lebesgue n-dimensional (veja o livro do Bartle [35] (p. 144)).

Vamos usar a seguinte notagao:

V(A) = volume do conjuntoA

B'(a)={z e R" |z —a|l <1} S Ya)={rx e R |z —a| =1}
Br = B(0) St — S11(0)

wy = V(BY(0))

Além disso, dado um conjunto arbitrario F, defina
E.,={zeR":JyecE |z—y|l<r}

Assim FE, é um conjunto aberto consistindo de todos os pontos que distam
menos que r de F: um espagamento ou dominio tubo sobre F.
Para qualquer inteiro k, 1 < k < n — 1, defina

E
M (FE) = lim inf V(E)

r=0 W, Tk

(3.15)

My (E) é chamado o contedido Minkowski k-dimensional de E. Mais precisa-
mente, ele deve ser chamado de “menor contetiddo de Minkowski k-dimensional
exterior,” mas ndés vamos optar pela informalidade. Para uma discussao
completa de suas propriedades, e uma prova de que, em circunstancias fa-
voraveis seu valor coincide com o obtido de toda uma série de outras de-
fini¢oes, referimo-nos ao livro de Federer [15] [3.2.37, 3.2.39, e 3.2.26].

Das propriedades elementares de volume, segue-se de V' (B}") = w, que
V(B)) = wyr". (3.16)
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3.2 Dominios em R"

Assim, o denominador na defini¢ao de My (F) é o volume de uma esfera de
raio r em R"*. Se pensarmos F como sendo uma variedade k-dimensional,
entdo, pode-se pensar nesta bola situada no espaco afim (n — k)-dimensional
perpendicular ao plano tangente k-dimensional a E em cada ponto, e a de-
finicdo de My (FE) baseia-se na idéia de que, para r pequeno, o volume do
dominio tubo FE, é aproximadamente igual a medida de E vezes a “area
transversal” perpendicular a F. Vamos testar a definicao para calcular a

drea da superficie da esfera S"~!. Se E = S"~!  entdo, para 0 < p < 7,

E,=B,~B' ¢
V(Ey) = wa(r+p)" —wn(r—p)"
= Q) Qe ()
= O =)

= w, 2 p+2(5)r" Bt 4.

Assim

M, 1(S") = liminf VIE,) = lim inf

pois wy = 2.
Disto nos concluimos que se D é a bola B}, entao por (3.16) e (3.17), seu

volume V' e sua area A sao dadas por

V =w,r", A = nw,r" 1
segue que

A" = nw, V"L, (3.18)

Sabendo que a esfera tem drea minima entre as superficies que englobam o

mesmo volume, temos que a desigualdade isoperimétrica para dominios em
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3.2 Dominios em R"

R™ afirma, que se D é um dominio arbitrario em R", o seu volume V' e a area

da superficie A estao relacionados por:
A™ > nw, V", (3.19)

com igualdade se e somente se D = B (a) para algum r e a.

De acordo com a nossa discussdo acima, a quantidade A em (3.19) é
entendida ser M,,_1(S), em que S ¢é a fronteira de D. Note que nenhuma
hipotese de regularidade é feita sobre S.

Uma prova mais curta da desigualdade isoperimétrica pode ser obtida

usando a desigualdade de Brunn-Minkowski:
V(A+B)» = [V(A)" + [V(B)]", (3.:20)

para dois conjuntos A, B, em R", onde a soma de dois conjuntos é definida
por

A+B={zx+y:xe€ A ye B}

Por exemplo, o conjunto E, dado na definicao de contetido Minkowski pode

ser escrito como

E, = E+ B".

Considere agora um dominio D arbitrario em R". Seja E sua fronteira e seja
D, = D+ B'. Entao, por (3.20), (3.16) ¢ binomio de Newton, definindo
V(D)=V,

V(D,) > (V(D)% + V(BY)%)" = (V3 + (wer™)%)" > V + 0V wir

V(D,) = V(D))

1 (n—1)
> nwy Vo

que ¢ a desigualdade isoperimétrica (3.19).

Para obter detalhes completos deste argumento, bem como uma prova da
desigualdade de Brunn-Minkowski, indicamos o livro de Federer [15] [3.2.41,
3.2.43].
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3.2 Dominios em R"

Concluimos com varias observagoes. Primeiro, notemos que a forma ge-
neralizada da desigualdade isoperimétrica para curvas com auto-intersecao,
também se estendem as superficies com auto-intersecoes. Se S for um tal
superficie em R", o seu complemento sera um numero de dominios D, com
respeito ao qual S tem um indice n; bem definido. Se Vj é o volume de Dy,

e A a drea de S, entdo, (3.12) generaliza para
n—1
A" > n"w, [Z |nk|Vk} (3.21)

Para n = 3, (3.21) é provada por [29](segdo 4.7) enquanto que para n ar-
bitrario ela segue de Federer e Fleming [16] [p. 487].

Em seguida notemos a importancia de uma desigualdade adicional:

M:/SH (3.22)

que surge como primeira variacao da drea para uma familia de superficies
paralelas a S, como se ver para h = —1 em (3.13). Note que para a esfera
S? H = % e M = 4nr. A relevancia desta quantidade para a desigualdade
isoperimétrica foi apontada por Minkowski, que obteve duas desigualdades

para dominios convexos em R3

A2 > 3MV (3.23)

M? > 4n A. (3.24)

Combinando estas duas obtemos:
A3 > 36mV72, (3.25)

que é precisamente o caso n = 3 da desigualdade isoperimétrica (3.19), pois
47

=5

Observamos ainda que Pdlya [21], em 1917, deu uma interpretacao inte-

w3

ressante da desigualdade de Minkowski (3.24), utilizando as nogoes de pro-

babilidade geométrica introduzida por Crofton.
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3.2 Dominios em R"

Finalmente, como objetivo principal do capitulo, observamos a partir da
desigualdade isoperimétrica (3.19) que a esfera é estével, pois, bem entendido,
a mesma tem area minima dentre todas superficies que englobam o mesmo
volume. Sendo mais rigoroso, tomando qualquer variagao que fixa bordo e
preserva volume para a imersao x : S — R"! onde S ¢ uma esfera qualquer
em R" teremos A%, (0) > 0 para qualquer D C S dominio relativamente

compacto com bordo suave.
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Capitulo 4

Teorema de Estabilidade de

Barbosa e do Carmo

Neste capitulo apresentaremos uma prova para o Teorema de Barbosa e
do Carmo elaborada pelo Matematico Americano, Henry Christian Wente,
publicado pelo Pacific Journal of Mathematics, em 1991. A prova consiste em
se utilizar de uma familia dois-parametros de imersdes que preserva volume
e permite o cédlculo facil da area, através da estabilidade provaremos que a
imersao isométrica x do Teorema de Barbosa e do Carmo é uma imersao
isométrica umbilica (veja (1.48)), o que conclui a demonstracao devido ao
resultado visto no Capitulo 1, (1.49). Por fim dedicaremos uma segao para

apresentar algumas consequéncias do Teorema.

4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa
e do Carmo Proposta por Wente

Pelo que foi visto no Capitulo 3 resta provarmos aqui somente uma diregao
do Teorema de Barbosa e do Carmo, a saber, nas condi¢oes do Teorema, que

r estdvel implica que z(M) C R™™ ¢ uma esfera redonda S™ em R"™!.
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4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo
Proposta por Wente

Antes porém faremos uma breve introducdo com intuito de fixar notacao.
Vale ainda observar que a imersao que consideraremos aqui ¢ compacta, por
isso iremos considerar variagoes que fixam volume somente, uma vez que a
superficie compacta nao possui bordo.

Considere M uma n-variedade compacta orientada e  : M — R**!. Para

uma tal imersao nos calculamos a n-drea A(x),

Alz) = /M as,

onde dS é o elemento de n-area de M induzido pela imersao x. Também cal-
culamos o volume “orientado”, V(x), envolvido pela superficie imersa z(M).

Isto é dado pela formula

1
= N

onde N é o campo vetorial normal unitario determinado pela orientacao de

V()

M e a imersao x.

Recordemos o enunciado do Teorema:

Teorema. Seja M uma n-variedade compacta orientada e x : M — R"!
uma imersao com curvatura média constante nao nula H. Entao x € estdvel

se e somente se (M) C R"™ € uma esfera redonda S™ em R™ L.

Demonstragao. Seja x : M — R™! uma imersao compacta, onde supomos
que x(M) tem curvatura média constante H. Seja x; = z+tN uma familia a
um parametro de superficies paralelas a . Note que x; tem 0 mesmo campo

vetorial normal unitario que x, pois

al’t ox ON

00w Tou

Oxy\ ox ON\
(3023) (522 o 2 g
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4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo
Proposta por Wente

Além disso, a drea A(x,) é dada por:

A(z,) = /M f[a — k;t)ds, (4.1)

onde k; sao as curvaturas principais de x = x.

Demonstragao. De fato, introduza coordenadas locais (uq, ..., u,) com cor-
respondentes mapa x(uq,...,u,) € vetor normal N(ug,...,u,). Denote por
ox . . . ,

e N; = —. A métrica sobre M induzida pelo mapa x é dado

pela matriz g = (g;;) onde ¢;; = (z;,z;) e o elemento de area para imersao é

S = y/|g|duidusy - - - du,, onde |g| = det(g). Para a imersdo x + tN o tensor

Tr; =

métrico correspondente é

g; = ((x +tN);, (z +EN);)
= (z; +tN;,x; +tN;)
= (z;,x5) + (@i, tN;) + (¢N;, ) + (EN;, tN;)
= gij + 2t{z;, N;) + t*(N;, N;)
= gij — 2thy + vy,
aqui usamos que (z;, N;) = (z;,N;). h;; = —(z;, N;) sdo componentes da
segunda forma fundamental e 7;; = (N;, N;) determinam a terceira forma

fundamental. Definimos g = (g;;), h = (hsj), v = (i) e calculamos

det(g) = det(g) det[I — g~ (2th — t*7)]

Mas os autovalores de g~!(2th —t%v) sao justamente 2tk; —t°k? onde k; sao as
curvaturas principais de x. Assim, usando que 1 — (2tk; — t2k?) = (1 — k;t)?,

temos,

det(g) = det(g H 1 — kit)?
=1
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Proposta por Wente

dando nos

dSy = Vlglduidug - - - du, = +/|g| - TTi=, (1 — kit)2durdus - - - duy,

= [0 - kt)Vglduidus - - - dus,

i=1
n

= [ - kt)ds.

i=1

]

O lado direito da equagao (4.1) é um polinémio de grau n em ¢ e pode

ser expandido da seguinte forma:

A(ry) = ag+ayt+ ast> + -+ + a,t”
Qo = /dS = A(ZL‘())

aq = —/(/{:1+~'-+kn)d5——nHao
(05} = /HQdS, H2 = Z klkj
1<j

a, = (—1)k/deS, Hy= Y kiki- ki

i< <,
Essa é uma férmula conhecida. Vejamos o caso n = 3,
3

[T =kt) = (1=t — kot + kkot?) (1 — kst)

= 1+ (=ky — kg — k3)t + (k1ko + k1ks + koks)t? + (—kikoks)t?.

3
H = - k.
=1
H2 - Zklk‘ﬂ
1<j

Hy = — Y kikjk.

i<j<l

O resultado para n qualquer pode ser obtido por inducao sobre n.
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4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo
Proposta por Wente

A outra formula chave é também bem conhecida, veja Stoker [17](p.352),

a saber
dV(‘Tt)

dt
De fato, é suficiente provar (4.2) quando t = 0,

— Alay) (4.2)

n

1/M<(x+tN),N)H(1—kl-t)dS.

=1

Vi(xy) = ! /N[<xtaNt>dSt =

n+1

1

n

Aqui usamos que x; tem o mesmo campo vetorial unitario que x, observado

no inicio da secao.

Portanto
dvi(x:) = / { x4 tN, N)] [ = k)
dt |, n+1/yd t=0 1 t=0
+ i{Hu } (x+tN,N)| dS
d i=1 t=0 t=0

H(z, >]dS

/ 1 —-n
n
= //dS H(a:,N)dS.
M

n+1

Assim é suficiente mostrar que

1
H =A

__ /M H{z, N)dS

Visto de outra maneira, é suficiente mostrar que

isto é,

/ (1+ H{z,N))dS = 0.

Mas esta igualdade é a primeira formula de Minkowski 1.46 e segue a afirmacao.

0
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4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo
Proposta por Wente

Assim, vale:
V(xs) = vo + vit + vot® + - + vt (4.3)

onde vy = ag,2vy = a; = —nHag, etc. A familia x; nao preserva volume.
Para obter uma familia que preserva volume aplicaremos uma homotetia
apropriada. A saber, considere y = sx; = s(x+tN) uma familia 2-parametros
de imersoes. Assim, procedendo de modo andlogo ao que fizemos para en-

contrar dS; encontramos a forma de volume para sx; e obtemos:
A(szy) = s"A(xy) = §"(ag + art + agt® + - - - + a,t™). (4.4)

V(szy) = 8"V (z;) = 8" (wg + vit + vot® + - -+ v, "), (4.5)

Determinemos agora s = s(t) tal que V (sx;) = vg. Por uso da formula (4.5),

" v + vt + vat? + - - + vt = =
(3] n+1
s(t) = 0 =
Vo + Ult -+ /UQtQ + -+ 'Un+1tn+1
v v Up, Tl
s%):(L%%+£ﬁ+”+;mHO
Vo Vo Vo

Agora usando Teorema binomial (1.3) obtemos a série para s™ (precisando

termos somente sobre t2),

Sn(t) = 1+(— " )(ﬂt—{—@g-}-..._f_vmrltn—i-l)_f_
n+1 Vo Vo Vo

on + 1 n 2
n2ntl) (v, Ve L Vi)
2(n+1)2 Vo Vo Vo

Substituimos s” em (4.4),e chamando A(t) = A[s(t)z;| encontramos

Alt) = ao+ {— (nil) (Z—;) a0+a1}t (4.6)
Al () - () ()
+<A:1>(%)ay+@}ﬁ+'“
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4.1 Prova alternativa do Teorema de Barbosa e do Carmo
Proposta por Wente

O fato que A’(0) = 0 (pois H ¢ constante) em (4.6) leva a
—ag
(n+1)H’
Substituindo as identidades (4.3) e (4.7) no coeficiente de t* em (4.6) leva a

- [ () () ()

2
<n_+”1) (Z—E) (—nHao)+/MH2ds

{n22n+1>(n+1)2H2—( n )n(n+1)H2} .

n+1)2 n+1 2

ap+ (n+1)Hug =0= vy = (4.7)

+

+ ( _”1> (_(n+1)H)(—nHao)+/ HydS

n+

_ [<n2+g>ﬂ2 <2H2)1 O—nHa0+/H2dS

_ {_”;H2+§H2} a0+/MH2dS:— [QHQ—HQ} ds

_ _/M{<n22_n)H2—Hg]dS—/M (” _”> (i%)Q;kkj ds
_ _% M(Z(/ﬂ—kﬁ) ds. (4.8)

A ultima igualdade em (4.8) é vista como segue:

(n—1)n2H? —2nH, = (n—1)n (Zk) 1—2n<2kk>

1<)

= (n—1) (Zk2>+2n—1 > kiky =20 kik
1<j 1<J
= (n—1) (ZH)-QZM

1<J
= k: — k)
’L<j

Aqui usamos que, por inducao, vale:
n 2
i=1 i<j
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4.2 Consequéncias do Teorema de Barbosa e do Carmo

2
Logo —% Z:(k:Z —kj)? = (WTM) H? + H,.
De (4.8) nosjvemos que se x nao é totalmente umbilica entao A”(0) é
negativa e a imersao ¢ instavel.
Com isto provamos que x(M) é a esfera (redonda) em R"™! (veja 1.49).
Finalmente, para encontrar o campo vetorial variacional para a familia

s(t)xy = s(t)[z + tN] diferenciamos para obter:

= §'(0)z + s(0)N.
=0

Mas s(0) = 1 e aplicando a regra do produto em (4.5) juntamente com a
equagao para H fornecida por (4.7), temos, §'(0) = H.

segue que z = Hx + N e a componente normal é (z, N) = (Hx, N) + 1
que ¢é a variagao usada por Barbosa e do Carmo.
[

4.2 Consequéncias do Teorema de Barbosa e
do Carmo

Depois da adequada definicao de hipersuperficies estaveis, dada por Bar-
bosa e do Carmo, ocorreu um grande avanco na linha de estabilidade. Dentre
os varios trabalhos que usam o artigo [1], vejamos alguns resultados.

Para o caso n = 2 o teorema de Barbosa e do Carmo esta relacionado
a pergunta levantada por Hopf se a esfera é a tinica superficie em R? que
possui curvatura média constante. O teorema principal dessa dissertacao diz
que uma superficie imersa em R? compacta nao esférica com curvatura média
constante nao é estavel, logo nao pode ser produzida experimentalmente.

Como vimos no capitulo 2, [13], Hsiang, Teng e Yu apresentaram exem-

plos de hipersuperficies nao esféricas x : M™ — R n > 2, que tem
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curvatura média constante. Entao, pelo resultado principal, estas imersoes
sao exemplos de hipersuperficies nao-estaveis.

Em 1987, veja [12], Alexandre Silveira considerou uma variedade M com-
pleta nao compacta de dimensao 2 e mostrou que, se z : M — R3 é uma
imersao com curvatura média constante estdvel, entdao x(M) C R® é um
plano.

Em [8], Joao Lucas Barbosa, Manfredo do Carmo e Jost Eschenburg gene-

ralizaram o Teorema de Barbosa-do Carmo, a saber, conseguiram o seguinte
resultado:
Sejam WH(C) uma variedade Riemanniana simplesmente conexa com cur-
vatura seccional ¢ e x @ M"™ — Mnﬂ(c) uma imersao de uma variedade
diferencidvel M"™ com curvatura média constante. Entao x € estdvel se, e
somente se, x(M"™) C MHH(C) € a esfera geodésica.

Ernst Heintze, veja [14], usando estimativas do primeiro autovalor do

Laplaciano, demonstrou o Teorema de Barbosa-do Carmo no caso em que

—n

M = R HHL
No ano de 1991, Henry Wente, no artigo [2], deu uma prova, a que apre-

sentamos, alternativa do teorema de Barbosa e do Carmo.
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