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RESUMO:

Neste trabalho fornecemos uma breve introducao aos Métodos Seqiienciais de Monte Carlo,
abordamos, em particular, um sistema adaptativo conhecido como Filtro de Particulas. Apresenta-
mos o filtro Bootstrap e também uma discucao mais formal do filtro de particulas. Sao discutidas
algumas propriedades tedricas e praticas destes algoritmos.
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Introducao

Os Métodos de Monte Carlo consistem em técnicas de simulagao para a solugao de problemas
de estimagao onde os estimadores tém uma distribuicao complexa, como por exemplo quando a
funcao de distribuigao nao tem uma solugao analitica. Devido ao grande potencial da metodologia
Monte Carlo, varias técnicas tem sido desenvolvidas. As técnicas de filtragem via sistemas de
particulas, métodos Seqiienciais de Monte Carlo (MSMC), Monte Carlo Hibrido (HMC), etc., sao
alguns exemplos de avancos recentes nas técnicas de Monte Carlo. Esses avancos, de uma forma
ou outra, sao todos motivados pela necessidade de resolver problemas na amostragem de uma de
uma distribuicao de probabilidade, tais como por exemplo a tendéncia dos algoritmos Metropolis
ficarem concentrados em uma regido com bastante ”"massa”, ver [5].

As técnicas de Monte Carlo Seqiiencial sao generalizacoes do Método Monte Carlo para o caso
de problemas que evoluem com o tempo, isto é, na estimacao de problemas relativos aos processos
estocésticos. Na maioria destes problemas queremos técnicas adaptativas (amostragem por im-
portancia, reamostragem bootstrap) pois o Método de Monte Carlo Sequencial simples nao produz
estimadores eficientes. O problema da filtragem é um caso particular dos MSMC. Ele consiste na
estimacao de um sinal desconhecido (oculto) a partir dos dados provenientes das observagoes que,
por sua vez, sao uma funcao aleatdria dos sinais. O estimador é chamado de filtro. Se a fungao
anterior ¢ linear e gaussiana, entao o modelo resultante é chamado espago-estado linear ou mod-
elo linear dinamico, ver [5] segao 3.3. O algoritmo resultante é conhecido como filtro de Kalman.
Estamos interessados no estudo de filtros nao lineares.

Uma grande variedade de filtros de Kalman tem sido desenvolvidas desde a formulagao original de
Rudolf E. Kalman. Em 1960, R. E. Kalman publicou um artigo descrevendo uma solucao recursiva
para o problema da filtragem discreta para dados lineares. Por ser um estimador recursivo, somente
o estado estimado no tempo anterior e a observacao no tempo atual sao necessarias para calcular a
estimativa do estado atual. Uma introducao ao filtro de Kalman discreto basico e algumas discussoes
podem ser encontradas em [6].

O melhor filtro nio linear é X, = E[X,]Y;], que é o estimador com menor variancia. Em geral,
nao temos uma expressao fechada para a esperanca condicional, essencialmente devido ao fato de
que a distribui¢ao condicional nao é conhecida, exceto por uma constante normalizadora. Portanto,
¢é necessario adotarmos técnicas numéricas para obtermos aproximacoes razoaveis. Os Métodos
Seqiienciais de Monte Carlo (MSMC) sdo uma poderosa ferramenta que nos permite alcangar este
objetivo. Na segao 4.4 de [7] é apresentado uma aplicagdo do MSMC para um problema que surge
em comunicagoes digitais.

Os métodos de Monte Carlo usando Cadeias de Markov (MCMC) sdo uma aproximacao comum



para amostragens de uma distribuicao de probabilidade complexa. No entanto, os métodos MCMC
sao algoritmos iterativos, inadequados para problemas de estimacao recursivos. Uma solugao al-
ternativa classica consiste no uso dos métodos de amostragem por importancia e amostragem por
importancia seqiiencial. O método amostragem por importancia, em sua forma simples, nao é
adequado para estimagcao recursiva (sua complexidade computacional aumenta com o tempo). O
problema apresentado pelo método amostragem por importancia seqiiencial é que quando o tempo
aumenta, a distribuicao dos pesos torna-se cada vez mais assimétrica e consequentemente o algo-
ritmo falha ao tentar representar a distribuicao a posteriori adequadamente. A idéia principal do
filtro bootstrap é eliminar as particulas tendo um pequeno peso da importancia e multiplicar as
particulas que possuem um grande peso da importancia.

O problema da filtragem, apresentado no capitulo 2 de [1], consiste em calcular as distribuigoes
condicionais do sinal dada a o-algebra gerada pela observacao do processo do instante 0 até ¢t. O
filtro de particulas descrito envolve o uso de um sistema de n particulas que evoluem de acordo com
um processo de Markov e, em tempos fixos, geram um certo nimero de descendentes. Este filtro
de particulas geral é constituido basicamente por duas etapas: evolucao e selecao. No passo de
evolucao, cada particula no instante de tempo anterior é movida independentemente com o nicleo
de transicao do sinal, e assim, uma particula candidata é obtida. No passo de selecao, cada particula
candidata é substituida por um nimero de descendentes, alguns possivelmente nulos (obtidos, em
nosso caso, através de um mecanismo de ramificacdo multinomial), de tal forma que o nimero de
particulas no instante atual permaneca constante e igual a n.

Filtros de particulas sao também parte das técnicas Bayesianas dinamicas, e visam a reducao
do tempo computacional de burn-in. Essas técnicas sao especialmente titeis em problemas em que
os dados observados sao avaliados sequencialmente no tempo e estamos interessados em realizar
inferéncia em uma modelagem on-line. Esses métodos requerem a geracao de um conjunto inicial
de particulas que entao sao progressivamente reamostrados levando em consideracao os dados de
entrada e os parametros. Em [4] é apresentado um caso particular de filtro de particulas, o algoritmo
Resample-Move, proposto por Gilks e Berzuine em [3], para o contexto de sobrevivéncia de uma
doenga.

O algoritmo Resample-Move é um exemplo de uma classe de filtros de particulas chamado filtro
de particulas hibrido. Embora esta técnica tenha as mesmas bases conceituais da amostragem-
reamostragem por importancia e amostragem MCMC, ela evita a degeneracao dos métodos atuais

(ver [3]).

Este trabalho esté organizado da seguinte forma: o Capitulo 1 apresenta uma breve introdugao
aos Métodos Seqiienciais de Monte Carlo, abordando alguns sistemas adaptativos (amostragem por
importancia, amostragem por importancia seqiiencial). Também neste capitulo, consta a descrigao
de um filtro de particulas basico, o filtro bootstrap. O Capitulo 2 tem por objetivo dar um trata-
mento matematico mais rigoroso. Foi provada a consisténcia de um filtro de particulas genérico,
apresentado na Secao 2.2. Também é apresentado neste capitulo uma implementacao do algoritmo
genérico para um exemplo simples de uma cadeia de Markov. O caso da normalidade assintotica
nao serda apresentado neste trabalho e pode ser encontrado no Capitulo 3 de [1]. Finalmente, no
Capitulo 3, descrevemos o algoritmo Resample-Move e apresentamos a implementacao do algoritmo
Resample-Move num exemplo simples de um processo gaussiano linear.



Capitulo 1

Introducao aos Métodos Sequéncias de
Monte Carlo

Métodos Seqiiéncias de Monte Carlo sao um conjunto de métodos de simulacao que fornece uma
conveniente e atrativa aproximacao computacional para a distribuicao a posteriori. Os Métodos
SMC sao muito flexiveis, faceis para implementar e aplicaveis em muitos contextos gerais. Tra-
balhos interessantes em controle automatico foram realizados durante os anos 60 e 70 baseados
sobre métodos de integragdo SMC (ver [8]). No final dos anos 80 o grande aumento do poder
computacional tornou possivel rapidos avancos nos métodos de integracao numerica para filtragem
Bayesiana ([9]).

O problema da filtragem é um caso particular dos métodos SMC. Ele consiste na estimagao
de um sinal desconhecido (oculto) a partir dos dados provenientes das observagoes que, por sua
vez, sao uma fungao aleatoria dos sinais. O estimador é chamado de filtro. A amostragem por
importancia sequencial (SIS) é um método Monte Carlo que forma as bases para a maior parte dos
filtros SMC desevolvidos sobre as decadas passadas; ver [1]. Esta aproximag¢ao SMC é conhecida
diversamente como filtragem bootstrap, algoritmo de condensacao, filtragem de particulas, interagao
de aproximagao de particulas e sobrevivéncia do ajuste [10].

Neste capitulo apresentamos uma breve introdugao aos métodos SMC, abordamos alguns sis-
temas adaptativos como, por exemplo, amostragem por importancia e, amostragem por importancia
sequencial. Finalmente, consta a descricao de um filtro de particulas bésico, o filtro bootstrap. Para
mais detalhes ver Capitulo 1 de [1].

1.1 Apresentacao do Problema

Por simplicidade, nos restringiremos a modelos de sinais quando o modelo de espaco de estados
sdo nao-gaussianos, nao-lineares e Markovianos, embora os métodos SMC (Monte Carlo Seqiiéncial),
possam ser aplicados em contextos mais gerais.

Modelo: Xy = F(Xy, R;) ; F é nao linear e R; ruido nao-gaussiano.

Os sinais nao observados (estados ocultos) {z:;t € N} | 2, € X = R", sdo modelados como
um processo de Markov (por exemplo, uma cadeia de Markov a tempo discreto) de distribuicao
inicial p(xy) e equagao de transigdo p(x|z;—1). As observagoes {y;;t € N*}, ¢y, € Y = R™ | sdo, por



hipétese, condicionalmente independentes dado o processo {z;;t € N} e a distribuigao condicional
marginal p(ye|zo.) = p(yelze).

Descrigao do Modelo:

e p(xg) (distribuigao inicial)

o p(xy|xs_1) (probabilidade de transicao de um Processo de Markov: p(z41|xo4) = p(xis1|xy))
® p(ye|x:) (por hipdtese, p(yi|zo.e) = p(yi|1))

® p(Ys; YulTor) = P(ys|To) P(yulTo:t)

Denotamos xo; = {Zg, ..., Tt} € Y1« = {v1, ..., Yt }, respectivamente, os sinais e as observagoes até
o tempo t.

Situagao:

Espaco de Estados:

o X1 = F(X;, R;) (sinal oculto)
e Vi1 = G(Xy, S;) (sinal observado)

A proposta é estimar recursivamente no tempo a distribuigdo a posteriori, p(xo.|y1.), € carac-
teristicas a ela associadas (incluindo distribuigdo marginal p(z;|y;.1) conhecida como distribuicao
filtrada). Para isto, basta estimar as esperangas

I(ft) = Ep(xo;t|y1:t)[ft(x01t)] - /ft(xOZt)p(xOIt|y12t)d‘T02t (11>

por hipétese, estaremos sempre supondo que p(xg.:|y1.:) € uma probabilidade condicional regular
p Y g
para todo 1,). Para alguma funcdo de interesse f; : X1 — R™: integrdvel com respeito a

p(xﬂct‘ylst)-
Distribuicao filtrada: (a posteriori: p(xo.|y1) )

Em qualquer tempo t, a distribuicao a posteriori é dada pelo Teorema de Bayes

p(y1:t|$0:t)p($0:t) _ p(ylst|$0:t)p($0:t)
p(Y1:t) S p(yrel wo.0)p(wo. ) do

p(xO:tlylzt) -

E possivel obter uma férmula recursiva para a distribuicao P(To:¢|y1:1),

Teorema 1.1.1. Vale que:

p(yt+1|xt+1)p(xt+l |$t) (1 2)

T : . — p X . :
P(To:41[y1:041) = P20 Y1) P(Ye+1|y1:e)



Demonstracao. Temos que, pelo Teorema de Bayes

P(Toes1|Yrs1) = P(Y1t41]T0441)p( O.t+1)' (1.3)
p(y1;t+1)
Observe que,
P(Wres1]oer1) = Wi, Yer1]Toes1)

= p(y1:t|$0:t+1)]7(yt+1|$0:t+1)
= p(yl:t|$0:t)]9(3/t+1|3?t+1)
p(xo:t|y1:t)p(y1;t)

= p(IO;t) p(yt+1‘xt+1>

Substituindo em (1.3), obtemos

p(yl:t) p($0:t+1)
P Zo: Y. = P\ Zo:¢|Y1:t)P\Y Y . 14
(o 1|y1:e41) = P(Tout|[Yr:0) P (Y11 | t+1)p<x0:t) o(res) (1.4)
Note que:
p(yt—i-layl:t) p(y1;t+1)
PYes1|Y1e) = = . 1.5
ilye) p(y1:t) (Y1) (1-5)
Analogamente,
P(Teg1, Tow)  D(Toiet1)
P(Tia1|Tt) = P(Tep1|Tot) = = 1.6
( t+1| t) ( t+1| Ot) p(fL‘O:t) p(xO:t) ( )
Assim, substituindo (1.5) e (1.6) em (1.4) resulta
Zo-t| U1 x Tyg1|x
P(Zowr1|yrasr) = P(@o:t|y1:0)P(Yer1 | T4 1)P(T41|70)
p(ytJrl‘yl:t)
Como queriamos provar.
O
A distribuicao marginal p(x;|y;.;) também satisfaz a seguinte recursao.
Teorema 1.1.2. Vale que (Predi¢ao):
p($t|y1:t—1) = /p($t|ﬂft—1)p($t—1|y1:t—1)d$t—1 (1-7)

Demonstragcao. Observe que:

p(%, xt71> p(yl:tfl ‘xtfl)p(xtfl)

p(xe|ze—1)p(we1lyre—1) =

p(we_1) p(yl:t—l)
_ - p(ylzt—l ‘It—l)
= p( t til)_p(yl:t—l)



Logo tomando a integral de ambos os membros na expressao acima, obtemos

Tt, Ty 41| T
/p($t|$t1)p($t1|y1:t1)d$t1 = /p( o TP [T l)da:t,l

p(ylzt—l)
Agora,
C pWra—lz)p(e)  p(Yra—1, 2)p(@)  p(Yrie—1, Te)
p($t|y1:t—1> = = =
p(ylzt—l) p(xt>p(y1:t—1) p(?h:t—l)
Note que:
p(ylzt—l,It) = p(y1:t—1,95t7$t—1)d$t—1

p(ylzt—l ’xt, fl?t—1)p(27t, xt—l)dxt—l

I
—— —

p(ylztfl ’%fl)p(xt, xtfl)dxtfl

Desta forma, por (1.9)

1
Im/p<y1:t_1|xt—1)p($t7$t—1)dxt_1

/p(y1:t1|33t1)p($t, xt71>

p(y1:t71>

p(xt|y1:t—1)

dr,_y

De (1.8) e (1.10) obtemos a igualdade desejada.

Teorema 1.1.3. (Corregcao) Vale que:

p(xeyre) = p(elze)p(e|y14-1)
| I p(yelze)p(ilyre—)de

Demonstragcao. Observe que,

Pl )p(Yra—|z)pla)
P(Y1:-1)
P(Ye, Yre—1]2)p(24)
P(Y1:-1)
P(y1:t|$t)P($t)
p(ylzt—l)

P(?/t|$t)]?($t|ylzt—1) =

Agora,

(1.9)

(1.10)

(1.11)



/ P(yelee)p(@elyres)de, = / plypla Pt 2R

p(yl:t—l)
/p(ytaylzt—l|xt)p($t)dxt
p(ylzt—l)
1

= m/p(y1;t|xt)p<mt)dxt

= 1 P(Y1:t, T4) N

= p(y1:t1)/ p(z) pla,)dxy
1

B mp(yu)

Desta forma,

pyelz)p(@iyia-1) — _ prelzd)p(ee) p(ye)
fp(yt|$t)p($t|y1:t—1)d$t p(ylth) p(ylzt)
pyre|ze)pa:)
p(yu)

Como pelo Teorema de Bayes,

P(yre|e)p(ae)
p(xelyre) = =————=—
Ho p(y11)

chegamos ao resultado desejado.

]

Essas expressoes e recursoes sao enganosamente simples porque nao podemos calcular tipica-
mente a constante normalizadora p(y;.), as marginais p(z;|y;), e I(f;) pois elas requerem a avaliacao
de integrais complexas de grandes dimensoes.

Em vista dessas dificuldades, véarios artigos e livros tem sido dedicados a obtencao de métodos
de aproximagoes dessas distribuicoes, incluindo, entre eles, o filtro de Kalman extendido, o filtro da
soma gaussiana, métodos tipo malha (grid-based) e métodos de integragao baseados sobre SMC.

O grande aumento do poder computacional no final dos anos 80 tornou possivel rapidos avancos
nos métodos de integracao numérica por filtragem Bayesiana.

1.2 Métodos de Monte Carlo

Os métodos de integracao de Monte Carlo apresentam grandes vantagens por nao estarem su-
jeitos a qualquer limitacao de linearidade e gaussianidade sobre o modelo e estes métodos também
tem apresentado propriedades boas de convergéencia.

Comecaremos mostrando que, quando temos um grande nimero de amostras de uma distribuicao
a posteriori, ndo ¢ dificil aproximar as integrais intratdveis presentes nas equagoes , (1.2), (1.7) e



(1.11). No entanto, é raramente possivel obter amostras dessas distribui¢oes diretamente, porque
falta a contante normalizadora.

Portanto temos que recorrer aos métodos alternativos de Monte Carlo, tal como a amostragem
por importancia. Fazendo uso desta técnica recursivamente obtemos o método de amostragem por
importancia sequencial (SIS).

Infelizmente, podemos mostrar que SIS com certeza vai falhar quando t aumenta, pois neste
caso os erros cometidos vao sendo acumulados e logo aumentam quando t cresce.

Este problema pode ser superado incluindo um passo de selecao adicional. A introducao deste
passo chave nos fornece o primeiro método operacionalmente efetivo(o passo chave consiste em
minimizar o erro em relacao a cada valor amostrado evitando assim o acumulo excessivo dos erros).
Desde entao, resultados de convergéncia téorica para este algoritmo tem sido estabelecidas.

1.2.1 Amostragens de Monte Carlo Perfeitas

Suponha que seja possivel obter n amostras aleatdrias independentes e identicamente distribuidas,
também chamadas particulas {IL‘(()Z%, i=1,...,n} de acordo com a distribui¢ao a posteriori p(zo.¢|y1.¢)-
Uma estimativa empirica desta distribuicao é dada por:

1 n
P (dzxotlyie) = o Z 5182 (dzo.t) (1.12)
i=1 )

sendo que dxg; € a densidade conjunta com respeito a medida de contagem e 5x(i) (dzoy) é a
0:t
fungao delta de Dirac(”massa” concentrada em xg))
Considerando um conjunto A € R, temos

Pn(XO:t € A'yl:t) - / Pn(d$0:t|y1:t)
A

Agora, por (1.12),

1
[ Padondind = [ =378,




O dltimo termo acima é a distribuigdo empirica de p(zo.¢|y14) para o caso em que estamos
considerando o conjunto A € R,
Assim, obtemos a seguinte estimativa de I(f;)

L) = [ e Paldsnalung) = [ laos) s Y6, (doo)
=1
= %Z/ft(x():t)(sz((ﬁ(dx&t)
=1
1 & ;
= Ez.ft(xl():?t)
=1

Esta estimativa é nao viciada, pois

1 & ;
B(L(f) = E (5 > ﬂ(scéb) = E(fu(wox)) = 1(/:)
i=1
Se a variancia a posteriori de f; satisfaz

0-12% = EP(xO:t|y1:z)(ft2<'r01t)) - IQ(ft> < oo,

entdo a variancia de I,,(f;) é igual a

Var(I,(f:)) = Var ( th ) = —Var(ft(xo t)) = %afct < 00

Pela Lei forte dos grandes nimeros 1,,(f;) — I(f:), q.c., quando n — oo. Temos ainda que, se
012% < 00, entao pelo Teorema Central do Limite

Ln(fe) = 1(f2)

91

L
Vi(L,(f,) = I(f))) — N(0,02), em distribuicdo, quando n — 0o
ft

— N(0,1), em distribuigdo, quando n — oo

Vantagens do Método de Amostragem Perfeita de Monte Carlo

e O conjunto de amostras aleatérias {xgi, i =1,...,n} podem facilmente estimar qualquer quan-

tidade I(f;),
I(fy) =1 th 1’01&

(I,(f+) é um estimador ndo viciado e assintoticamente consistente para I(f;) se a variancia a
. . 2 , .
posteriori de f;(zo.), 0%, é finita).

10



e A taxa de convergéncia desta estimativa é independente da dimensao do integrando, em
contraste com alguns métodos de integracao numérica que tem uma taxa de convergéncia que
diminui quando a dimensao do integrando aumenta.

De fato, basta observarmos que

PUL(f) — I(f)] > o) < Lartnl)) _ 75

- = cT'(n),

€ ne

2
g A . .
sendo que ¢ = — e T(n) = L. Observe que a taxa de convergéncia ¢I'(n) independe da
dimensao do integrando, que em nosso caso é (¢ + 1), mas apenas do nimero de simulagoes n.

Em Estatistica Aplicada, Métodos de Monte Carlo usando Cadeias de Markov (MCMC) sao
uma aproximagao comum para amostragens de uma distribuicao de probabilidade complexa. No
entanto, os métodos MCMC sao algoritmos iterativos, inadequados para problemas de estimacao
recursivos. Desta forma, métodos alternativos, como por exemplo, a amostragem por importancia,
tem sido desenvolvidos.

1.2.2 Amostragem por Importancia

Uma solugao alternativa classica consiste no uso do método amostragem por importancia. In-
troduzimos uma distribui¢do amostragem por importancia arbitréaria, q(zo.|y1.¢), também referida
frequentemente como distribuicao proposta ou funcao importancia. Suponhamos que queremos
avaliar I(f;), e sob a condi¢ao de que o suporte de q(zo.|y1.;) contém o suporte de p(zo.|yi),
obtemos

f ft l’Ot ilfozt)(J($0:t|y1:t)d$C0;t

(ft) f ($0:t)Q($0:t|ylst)d$0:t (1'14)
sendo que,
_ P(z0:4|y1:4)
w(wo.) = (Torlir) (1.15)

é chamado o peso da importancia. Observe que substituindo (1.15) na expressao (1.14), obtemos a
integral I(f;) como definida em (1.1).
Considerando uma aproximagao da distribuigao a posteriori, p(zo.¢|y1.+), dada por

P det’ylt Z p® 5 () dﬂl'()t) (116)

entao, se podemos simular n particulas i.i.d. {xomi = 1,...,n} de acordo com a distribui¢ao
q(zo.|y1.1), uma estimativa de Monte Carlo I(f;) é dada por

jn(ft) =

Ly fagw(l)
L w(zl))

= 3 A, (1.17)
=1
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() _ _ w(ag)
S wg)
método de amostragem onde a distribuicao a posteriori p(zo.|y1:¢) é aproximada por (1.16), e I,,(f;)
é a integral da funcao fi(xo.) com respeito a medida empirica Pn(dx0:t|y1:t), isto é

sendo que w . Este método de integracao pode também ser interpretado como um

i) = / Fo(0) Ba(dronlyne).

Observe que para n finito, fn( fi) é viciado (razao de duas estimativas), mas assintoticamente, sob
condigoes fracas (i.e., ft(x(()li)w(xg%),z = 1,...,n amostra aleatéria, E[f(zo. ) w(zo.)] < cceVar(zos) <

o0) a aplicagao da lei forte dos grandes nimeros garante que

i ) = g
fft($0:t)w($0:t)Q($o:t|y1:t)d$0:t
fw<x0:t)q(x0:t‘y1:t)dx0:t
= I(ft)7 q.cC.

A Amostragem por importancia é um método de integracao Monte Carlo geral. No entanto,
nesta forma simples, ele nao é adequado para estimacao recursiva. Isto é, precisamos obter todos
os dados, 1, antes de avaliarmos p(zo.|y1.¢). Em geral, a cada novo dado disponivel, y;.1, pre-
cisamos recalcular o peso da importancia sobre a seqiiéncia inteira de estados. A complexidade
computacional desta operacao aumenta com o tempo, o que nos motiva o uso de uma outra forma
de amostragem por importancia. Na préxima secao apresentamos uma estratégia para a superacao
deste problema.

1.2.3 Amostragem por Importancia Seqiiéncial

O método de amostragem por importancia pode ser modificado de tal forma a tornar possivel
o calculo da estimativa P, (dxo.|y1.) de p(zo.|y1+) sem modificar as trajetérias passadas simuladas

@ .
{zo_t=1,..,n}.
Consideremos as funcoes importancia ¢(xo.|y1.), que satisfazem a seguinte relacao

q(Toe|y1e) = Q(To:—1|y1:0-1) (2| To:—1, Y1:t) (1.18)
Iterando, obtemos

t
q(zo:t|y1:4) = q(x0) H q(Tr|To:k—1, Yr:k)
k=1
A fungao importancia dada por (1.18) nos permite avaliar recursivamente no tempo o peso
importancia. De fato, observe que para i =1, ..., n,

(4) (1) ,.(9)
(4) (4) p(yelzy” )p(y |2 2)
p(xo, Y1) = plag,_q1|Y1.— =
(zo4|Y1:t) (To4—11y1:6-1) 2(Yelyrer)

12



) p(e)_1lyre ) p(yel e p(a?|2))

B PO P P P T
w(zl)) = w(zgy ) p(ytlx'f))p'(xf)lfﬂf—)l)
Plyrer)  q(z” 26y, y1)
co_ o Sl plyde e )
pulya) S0 w(zl)) (a2l yie)

o P a?)
Wi X W™ G )
Q<xt |x0:t—17y1:t)

n (5)
. . , i1 W(Zq.p_
sendo que a constante de proporcionalidade ¢é ! =1 e
p(ytly1:4—1) ?:1 w('IOJ:t)

Um caso especial da expressao (1.18) é considerar a distribui¢ao a priori como distribui¢ao
importancia

q(To:|y14) = p(w0:) = p(T0) Hp(kakfl)
k=1
pois, recordemos que, por hipdtese, os sinais nao observados {x;;t € N}sao modelados por um
processo de Markov de distribuicao inicial p(zg) e probabilidade de transigdo p(x|x;_1). Para este
caso especial, os pesos importancia satisfazem

UN)S) X @Dfi_)lp(yt!xf))-

De fato, basta observar que, para este exemplo, ¢(z\”|z0)_|, y14) = p(z?|2).

1.3 O Filtro Bootstrap

O problema apresentado pelo método de amostragem por importancia sequencial, é que quando
t aumenta, a distribuicao de u?t(z) torna-se cada vez mais assimétrica. Praticamente apds um curto
espago de tempo(discreto), somente algumas particulas tem o peso da importancia nao-nulos.

O algoritmo, consequentemente, falha ao tentar representar a distribuicao a posteriori ade-
quadamente. Para evitar estes problemas, precisamos introduzir um passo adicional de selecao das
particulas. O método descrito abaixo foi obtido do Capitulo 1 de [1].

Apresentagcao do Método

A idéia chave do filtro Bootstrap é eliminar as particulas tendo um pequeno peso da importancia
e multiplicar as particulas que possuem um grande peso da importancia. Formalmente, substituimos
a distribuicao empirica com pesos

n

~

Po(dzoelyrs) = > 06 o (dxoy)

- Lot
=1

por uma distribuicao empirica sem pesos

13



P (dwos|yre) = Znt 20 (dzo:)

(4)

onde n;
n.

€ N é o nimero de nascimentos (particulas criadas) associados a trajetéria :E(()Zi e>. niz) =

Se nt = 0, entao a j-ésima trajetoria x(] ) morreu. Os valores de ny ), t=1,...,n,sao escolhidos

>>v

tais que P, (dxo.|y1.¢) estao préximos de B, (dzo.¢|y14) tal que para qualquer fun(;ao ft,

A

/ft fUOt P d950t|ylt /ft $0t d$0t|y1t)

Depois do passo de selecao, as trajetorias sobreviventes xézl, isto é, aquelas tais que nff) > 0,

sao aproximadamente distribuidas de acordo com a distribuigao a posteriori p(zo.¢|y1.¢). Existem

diferentes maneiras de selecionar nl(f), uma delas é obtida através de uma distribuicao multinomial,

M (n, zblfl), . ,7]),5”)), tendo distribuicao de probabilidade dada por,

n' ~(1)\n, ~(M)\n
P(M:(nh---,nn)):m(wg)) ()

Descricao do Algoritmo

Filtro Bootstrap

Passo 1 : Distribuigao inicial, ¢t = 0.
e Iniciamos com uma amostra l‘(()i) ~p(rg);i=1,...,n.
e Facat =1.

Passo 2 : Amostragem por importancia.
Parai=1,...,n,

o Amostramos 7\ ~ p(a:t\xgi_)l).

0= (0 20,

e Seja, T,
e Parai=1,...,n, calculamos o peso da importancia,

if” = p(ylz(")
e Normalizamos o peso da importancia,

) = e ply,|#")

14



Passo 3 : Selecao.

(@),

e Reamostramos com reposi¢ao n processos(particulas) (zy;;4 = 1,...,n) do conjunto {:7:81,2 =

1,...,n} de acordo com os pesos da importancia.
e Fazemos t =t + 1 e voltamos ao passo 2.
Uma representacao grafica do algoritmo é mostrada na figura 1.1.

i=1,...,N=10 particles
o o oo o o000 o© ° {iEE)I,Nl}

G U s A
M ? I l i AT
o g © {XS)I,N_I}
INAL L

&KW )

Figura 1.1: Representacao grafica do filtro bootstrap para um nimero de particulas n = 10. Grafico

extraido de [1], capitulo 1.
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Capitulo 2

Filtro de Particulas - Uma Pespectiva
Teodrica

O objetivo deste capitulo é dar um tratamento matematico mais rigoroso da convergéncia dos
Filtros de Particulas. O resultado sobre a consisténcia de um filtro de particulas genérico é apresen-
tado na segao 2.2. Na secao 2.3 é dada a descri¢ao do algoritmo Filtro de Particulas Espago-Estado
como uma aplicacao dos resultados da secao 2.2. A convergéncia desta classe de Filtro de Particulas
consta na subsecao 2.3.2. Esta classe inclui varios filtros conhecidos, tais como os apresentados em
[11], [12] e [13]. Para mais detalhes ver Capitulo 2 de [1].

Uma aplicagao ilustrativa do Filtro de Particulas Espaco-Estado é apresentado na subsecao 2.3.3.
No apendice é detalhado a demonstracao das féormulas de recorréncia que surgem na secao 2.1.2,
relagao 2.4. Como referéncia para esta demonstragao ver apendice de [1].

2.1 Notacoes e definicoes

Seja R? o espaco Euclidiano d-dimensional e B(R?) a o-algebra de Borel de subconjuntos de R<.
Usaremos as seguintes notagoes:

e B(RY): o conjunto das funcoes limitadas, B(R?)-mensuraveis definidas sobre R.
o Cy(RY): o conjunto das fungdes continuas e limitadas definidas sobre R<.
e Ci(R%): o conjunto das fungoes continuas com suporte compacto definidas sobre R

Mp(R%): o conjunto das medidas finitas sobre B(R?).

e P(R?): o conjunto das medidas de probabilidade sobre B(R?).

d,: a medida de Dirac concentrada em a € R%.

e 1: a fungao constante 1.

Seguem algumas definigoes:



Seja f : R — R uma funcao continua. O suporte compacto de f é

Suppi(f) = {z : f(x) # 0}

Se f € Gy(RY),

I == sup [ f ()]

z€R4

¢ a norma do supremo de f.

Se u € Mr(R?Y) (ou p € P(RY)) e f € B(R™), entao

uf = / @)

¢é a integral de f com respeito a medida p.

Seja (fn,)0°; uma seqiiéncia de medidas finitas. Dizemos que p,, converge fracamente ou na
topologia fraca para p € Mp(R?) (notacdo: i, — ) se

lim p,f = pf,Vf € C(RY),

a definicao é analoga no caso de y, € P(R?),n € N.

2.1.1 Cadeias de Markov e Nucleos Transicao

Seja (2, F, P) um espaco de probabilidade e X = {X;,t € N} um processo estocastico definido
sobre (2, F, P) com valores em R". Seja F;X a o-dlgebra gerada pelo processo, isto é, F/* := o (X, :
s € [0,t]). Entao X é uma cadeia de Markov, se Vi € Ne A € B(R™),

P(X;1 € AJFY) = P(X,y € AlX)).

Segue a definicao do Nucleo de Transicao. Seja X uma cadeia de Markov. Uma funcao K; :
R" x B(R™) — R tal que

Ki(z,A) = P(X41 € A|X; = 2) = Px,,, (A|X; = 2)
¢ denominada o nicleo de transicao da cadeia de Markov.

Propriedades do nicleo de transicao K;.

e Ki(z,.) ¢ uma medida de probabilidade sobre R"*,V ¢ € N e x € R" (K, é uma probabilidade
condicional regular)

o K,(,A)€ B(R™),YtecNeAc BR™).
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A distribuicao de X é unicamente determinada pela distribuicao inicial e o nicleo de transicao.
Seja ¢q; a distribuicao da variavel aleatéria Xy,

a(A) == P(X, € A).

Definimos a medida,

(@ K)(A) = Ki(z, A)gi(dz); A € B(R™).

Rna
Desta forma, obtemos a férmula de recorréncia ¢; 11 = ¢ K;. Observe que

() (A) = /R P € AL = 2)aldr) = P(Xoy1 € 4) = quan(A).

Sy = q0K0K1 e Kt—l‘
O ntcleo de transicao K; satisfaz a propriedade de Feller se, para todo ¢ > 0, a funcao K;f :
R"» — R definida como

(Kif)(x) = fy)K(z,dy)

Rnz

é continua, Vf € Cy(R?). Se K; tem a propriedade de Feller, entdo K, f € C,(R?),Vf € Cy(R%). Logo,
dizemos que o processo X = {X;;t € N} é Feller se o ntcleo de transi¢ao tem a propriedade de
Feller.

2.1.2 O problema da filtragem

Informalmente, o problema de filtragem consiste em calcular as distribui¢oes condicionais do
sinal dada a o-dlgebra gerada pela observagao do processo do instante 0 até t. Seja X = {X;,t € N}
um processo de Markov com valores em R™ (chamado o processo do sinal) com um nicleo de
transigao Feller, Ky(x,dy). Seja também Y = {Y;, ¢t € N} um processo estocastico assumindo valores
em R™ (chamado a observagao do processo) definido como,

Y, = h(t,X,) + Wy, t > 0c Yy =0. (2.1)

Em (2.1), temos que h : N x R™ — R™ é uma func¢ao Borel-mensuravel com a propriedade
que h(t,.) é continua sobre R™, V ¢t € N. Temos ainda que, para todo t > 0, W; : Q — R™
sao vetores aleatoérios independentes e absolutamente continuos com respeito a medida de Lebesgue
A sobre R™. Denotamos por ¢(t,.) a densidade de W; com respeito a medida de Lebesgue A,
que existe pelo teorema de Radon-Nykodin, e supomos que ¢(t,.) é continua e limitada. Como
mencionamos no inicio desta segao, no problema da filtragem estaremos interessados em obter a
medida de probabilidade p;, tal que

Pe(A) = P(X; € Alo(You)), Duf = E[f(Xe)|o(You)] (2.2)
para toda f € B(R™) e A € B(R™), onde Yy, := (Yp,Y1,...,Y;). Entdo p, = p,°*, sendo que

ﬁ?O:t (A) = P<Xt S A|}/b:t = yO:t)» ﬁiJO:tf = E[f(Xt)D/bt - yO:t] (23)
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e Yo == (Yo,Y1,.--,y:) € (R™)™! Observe que p; é uma medida de probabilidade aleatdria en-

quanto que p{** é uma medida de probabilidade deterministica. Definimos também p; e p;”*~", como
sendo as medidas de probabilidade condicional preditas para t > 0, onde p; = pf %t
P HA) = P(Xy € AlYo—1 = you—1), P71 f = E[f(XD)|You-1 = Yo:u—1]
As seguintes relagoes de recorréncia se asseguram para p; e p;* respectivamente.
A dp/*t g/
dpt [9, (@)peldz) dp T ol e () (2.4)
~ 0: ~Yo0:

Pey1 = Pl Py =p; Ky

onde g/* := g(y. — h(t,.)). Uma demonstracao das relagdes de recorréncia (2.4) encontra-se no

apéndice. No caso geral, nao existe uma solugdo fechada para o sistema (2.4). Na secao 2.3.1
apresentamos uma classe genérica de filtros de particulas que pode ser usado para resolver (2.4)
numericamente.

2.1.3 Convergéncia de Medidas Aleatdrias

Essencialmente, o resultado de qualquer algoritmo para resolver o problema da fitragem baseado
no Método de Monte Carlo Sequencial é uma medida aleatéria que aproxima p;. De fato, para
estabelecermos se o algoritmo é bom ou ruim, precisamos definir em que sentido uma medida, ou
mais precisamente uma sequéncia de medidas aleatérias pode aproximar outra medida.

Seja (€, F, P) um espago de probabilidade e seja (1)~ uma sequéncia de medidas aleatérias,
ut o Q= Mp(RY) e p € Mp(R?) uma medida finita deterministica. Como veremos, no caso de
aproximacoes obtidas usando o filtro de particulas, n representa o nimero de particulas usado no
sistema de particulas para aproximacao. Consideramos dois tipos de convergeéncia:

1. lim, .o E[|g"f — pf|] = 0, para toda f € Cy(R?);
2. lim, o " =pu, P —q.t.p.
Observacoes:

1. Observe que se existe uma funcao integravel v : Q — R tal que p"1 < v para todo n, entdo

(2) = (1). De fato, se exite tal funcao v : 2 — R com a propriedade acima, entdo para toda
f € Cy(RY),

1" (w) f] < " (w)|f| < ep”(w) < ev,
sendo que ¢ é uma constante tal que |f| < cI. Logo, como p™(w)f — p(w)f, w — q.t.p.,
pelo Teorema da Convergéncia Dominada, temos que,

i [ 5w = w)1dP(w) = [ Tim 4" (w)f = uw) flaP(w) = 0.

n—oo

~E[|p"f — pf]] — 0, quandon — oo, V f € Cy(RY).

Note que a condi¢ao adicional é satisfeita se (p™), -, é uma sequéncia aleatéria de medidas de
probabilidade pois, neste caso, "1 = 1, para todo n.
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2. Se lim,, o E[|u"f — uf]] = 0, para toda f € C,(R?), entao existe uma subsequéncia n(m) tal
que limy, oo u™™ =, P —q.t.p. Desde que R? é um espaco métrico, localmente compacto
e separdvel entao existe um conjunto enumerdvel M que é denso em Ci(R?)(isto é, Cp(RY) é
separavel). Entao,

se v, f = vf, VfeM=uf—uvf V[fecC(RY.

Portanto,

v f — vf, YV feC(RY.

Logo, M U1 é um conjunto determinante da convergéncia, isto é, se v,,n = 1,2,..., e v
sao medidas finitas e lim, .o v,f = vf para toda f € M U1, entao lim, .. v, = v. Seja
A := M UT. Desde que,

Tim Ellg"f — pf] =0, ¥fe€A
e M é enumeravel, podemos obter uma subsequéncia n(m), com probabilidade 1, tal que

lim "™ f =puf, Y feA.

Para verificarmos este resultado, consideremos uma enumeragao de A, isto é, A = { fj}]oil.
Como,

Wy s, Y f € A, (2.5)

. A~ . 1
existe uma subsequéncia ™ tal que,

[y — ufi, P —qtp.

Assim, sendo z™ uma subsequéncia de p” e em vista de (2.5),

n L
W fy =5 o

e portanto, existe uma subsequéncia ni de nj, tal que
2
Wk fo — pfe, P —qt.p.
2
Wk fy — pfi, P—qtp.
Seguindo analogamente, concluimos que para todo m € N fixo, existe uma subsequéncia p™

tal que
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Assim, definindo n(k) := nf, segue que
pWWf —puf, P—qtp, YfeEA,

como queriamos mostrar.

Se M € C,(R?) é o conjunto definido como acima, entdo

| fre — v fi

dM = |,uT— UT| + Z W,

freM

é a distancia em Mp(R?) (ou P(RY)), que gera a topologia fraca

lim v, =v < lim dy(v,,v) =0. (2.6)

Note que:
1. Usando dn, a convergencia quase certa do tipo 2 é equivalente a
2 limy, oo dp(u™, ) =0, P —q.t.p.

Sabemos que, se

't —p, P—gqtp.,
existe um conjunto ' C 2 tal que P(Q') =1¢e

wr(w) — plw), YweQ.

Assim, por (2.6)

lim p"(w) = p(w), YVwe < lim dy(p"(w),p(w))=0, YweQ; PQ)=1

n—oo n—oo

<~ lim dy(p", ) =0, P —q.t.p. (2.7)

n—oo

2. Se existe uma varidvel aleatéria integrdvel u : Q — R tal que "1 < u para todo n, entdo a
convergencia do tipo 1. implica

1 limy, oo Eld (1™, )] = 0.

Para o caso de medidas aleatérias, devemos considerar a condi¢ao extra que pul < wu. Va-
mos demonstrar a afirmacao acima para o caso em que as medidas sao nao deterministicas.
Primeiramente, observe que
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Como, por hipdtese u é uma variavel aleatoria integravel, temos que pelo Teorema da Con-
vergéncia Dominada

. n . ny T i E Mnfk — Mfk
Jim Bl ) = T BT+ i Y R
freM g
1
_ ———— lim E|u"fi, — i [
k n—oo
&, A
_ (2.9)

o que conclui a demonstragao.

2.2 Teoremas de Convergéncia

2.2.1 O Caso da Observacgao Fixada

Primeiramente, consideremos o caso em que a observacao do processo tem um valor arbitrario
mas fixo yo.r, onde T é um tempo finito arbitrariamente grande. Suponhamos que a férmula de
recorréncia para p;' se assegure para esta observacao particular, para todo 0 < t < T (recorde-
mos que a relagao de recorréncia (2.4) é vélida Py,, — ¢.t.p.). Observe de (2.4) para obtermos a
distribuigao condicional do sinal dado o evento {Yo; = yo.}, ou seja, pi®*, precisamos fazer uso de
um passo intermedidrio, que consiste em obtermos a medida de probabilidade condicional predita
Yo:t—1

2

~Y0:t—1 Yo:t—1 ~Y0:t
Dy — Dt — Dt

sendo que a distribuigao inicial do sinal py é conhecida.
Portanto é natural estudarmos algoritmos que fornegam aproximagoes recursivas para p;”* us-

. ~ . c /s YOo:t—1 . ~n,\ OO n\ 00 ~ . .
ando aproximagoes intermedidrias para p/**~'. Sejam (p}),_, e (p}),—; sequéncias aproximando
Pt e pi”' respectivamente. Suponhamos que pf e p sio medidas aleatérias, nao necessaria-

mente probabilidades, tais que p!* # 0, pP # 0 e plgl® >0, Vn >0, 0 <t < T. Seja também
P, definida como uma medida de probabilidade (aleatéria) absolutamente continua com respeito a
pi,t € Nen > 1 tal que
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O seguinte teorema fornece uma condigao necessaria e suficiente para as seguintes convergéncias:
py para p/*~" e pi para p{°'. Para simplificar a notagao, suprimimos, nos dois teoremas abaixo a
dependéncia de yo.; e denotamos p;°" por pg, pi”*~" por py, e gi* por g;, mas sempre tendo em mente

que a observacao do processo é uma dada trajetéria fixa yo.p.

Teorema 2.2.1. As sequéncias p} e p; convergem para p;, respectivamente, para D, cONvergéencia
tomada como sendo do tipo 1. se, e somente se, as trés condicoes sequintes sao satisfeitas:

al. Para toda f € Co(R™), lim,—.E[|Dgf — Dof]] =0

bl. Para toda f € Co(R"™), lim, . E[|p}f — D} 1 Ki—1f]] =0

cl. Para toda f € Co(R™), lim,_oE[|ppf — b, f|] = 0.

Teorema 2.2.2. As sequéncias py,p; convergem quase certamente para p;, respectivamente para
De, 1sto €, com convergéncia do tipo 2. se, e somente se, as trés condi¢oes sequintes sao satisfeitas:
a2.limy, Dy = po, P — q.t.p.
b2.1imy— oo d (P} ,pt K 1)=0, P—q.tp.
c2. lzmnﬂood./\/l(pt 7pt) =0, P — q.t.p.

Uma demosntragao dos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 encontra-se no Capitulo 2 de [1].

2.2.2 O Caso da Observacao Aleatoria

Na se¢ao anterior tanto as sequéncias de medidas quanto a medida limite dependem de um valor
fixo da observacao. Explicitamente, escrevemos que

n ~
hmp »Y0:t—1 _p?tJOt 1’ hm p”y()t 7py0t

n—oo

sendo que os limites acima sao ou do tipo 1, ou do tipo 2. Desde que p; = pfo”“l e pr = pit,

esperamos que

lim p;"%*" = p,, hm p" Yo — o (2.11)

n—oo

Consideremos primeiramente a convergencia do tipo 1. Temos que,

B [

P = md| = /Rn) [ f = 5t 1] P (dioe 1)

B S —5f] = [ RIS =5 P )
(R )t+1

Portanto, se

hm E “pt o 1f pyOt lf” = 07 PYo;t71 - Q't~y0:t—1

Tim E {[p7 f = p" fll = 0, Py, = q:-t-you,

e existem funcoes vr(yo.s—1), wr(yo.t), tais que, para todo n > 0,

E(lp/ 7 f = 0" ] < 0p(Woue—1), Proeoy — @t (2.12)
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E (150 f = 5t fI] < wr(yoa), Pri, — a-Lp. (2.13)
entao, pelo Teorema da Convergéncia Dominada,

lim | |pf" f = pif

n—oo

} = lim E([p7*" 7 f = 07 fI] Pyo.oi (dyo:t-1)

n—oo (Rny )t

- / lim B [|p,"**"" f = p{™ " £l Proor (doi—1) = 0;
&™)

t N—00

e analogamente,

lim E [ﬁ?’

g —puf]| =0

As condigoes (2.12) e (2.13) sao satisfeitas para o caso em que consideramos medidas de proba-
bilidade, e neste caso, vy = wy = 2||f]|. De fato, basta observar que

Py~ f

= ‘/ f(?Jo:t—l)p?7Y0:t_1(d?JO:t—1) —/ I (you— 1)29 “(dyoi—1)
(o)t (R

< /( : |f (Yo:e—1) Py Yoit "(dyot-1) +/ !f(yo:t_1)|ptY°:t*1(dyo;t_1)
Rny t

(R7)*
< n,Y0:t—1 d Y0:t—1 d
< ||l 2 (dyo:e—1) + || f]] P (dyo:e-1)
(R"w)" (Rw)"

= 2|11l (2.14)

Os préximos dois teoremas encontram-se no Capitulo 2 de [1] e as demonstragoes foram realizadas
pela autora do trabalho.

Teorema 2.2.3. Desde que para todo t > 0, existe uma constante ¢, > 0 tal que pigy > ¢,
as sequintes sequéncias p,’ Yoo LDy Yo convergem para py e Py com convergéncia do tipo 1. se, e
somente se, para toda [ € Cp(R,,,),

ad.limy oK Hﬁof pofll =0

b3.lim, o E[|p) " f — pr o K, f|] =
C3.1im oo M?“f—”“vnza

Demonstragao. (<)A prova serd baseada no principio de indugao matematica. Pela condi¢ao a3. o

— T, Ot 2 ~MN, Ot 1
teorema ¢ verdadeiro para t = 0. Precisamos provar que se as sequencias p,’ ", P, convergem

para pi—1, respectivamente, para p;_; entao p;” Yot Ly Yot convergem para pg, respectivamente, para

. Sendo p; = py_1K;_1, temos que para toda f € Cp(R"),
Yoo n,Y; n,Y, Yo -
|p;Z M = pof] < |Pt M- n VK f] ‘Wf VT K f = P K f (2.15)
Tomando a esperanca em ambos os membros da equagao (2.15) e posteriormente o limite quando

n — 00, segue que
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lim Ef[p;"* " f = pof[] = 0

De fato, observe que, E|p;” Yoot ~nY°t 'Ky_1f| — 0 por b3. e]E|~nY°t 'Ky af —pea K f| — 0

pela hipdtese de inducao quando Kt_l f € CGp(R™), ¥ f € Cy(R™), que é a propriedade de Feller do
nucleo transicao.
Observe que,

nYt nYt
nYOtf f( ) _'nYOt( )_ f( ) o l(y) " 1(fg )
e = e p? )

Por simplicidade, denotamos ¢;%* por g¢; e, analogamente, segue que

_ . Pty
pif = -
PGt
Logo,
5 Yo 4 -~ 2 fae pufar
f ptf| - 1Yot 1 -
Dy gt Degt

n,Y0:t— Y06 n,Yo.t—
o P e S e p  fge pef g
- p?’YO:t’l gt Dt Gt Dt Gt Dt Gt
f n n
< H H| Yo ‘g pgt|+—|p Yot "far — pef ol (2.16)
Pige peg

Na ultima desigualdade o primeiro termo foi obtido da seguinte forma,

nY n,Y(
o lfgt pt e lfgt _ fgt d n,Y0:—1 fgtd n,Yp:t—1
p? Y0rt— ' gy DGt nY‘” Ygy ! Dt gt
nYOt 1
pg g n,Yo:t—
= fo tnty t)dptyo 1
0:t—1
gt Ptt
_ (ptgt n Yoit 1 /fgtdpnYOt 1
_ n,Y{
o lgtptgt

Agora, como g; > 0, pois g; é a fungao densidade de Wy, segue que

n,Y0:t—
v e Yot g,

7, Ot 1
7,Y0:t—1 S |pt€LtY0t 1 gt’HfH/gtd Yo
Dy G Dege o 9t Ptg
pege — P g Yo
o L
. gt P9t
I
- I1£1]
Pegt

25



Portanto por (2.16) e lembrando que g; € Cy(R™),

—=n,Y0:¢ f n,Y0:t—1 1 7,Y0:t—1
5 f - pufl] < WUEprrcr g pall + Bl g — pefall 0 (217)
PGt PG

—=n,Y0:¢

Finalmente, como E[|pj"* f — nYOtfH — 0 por hipétese e E[|p,
resulta que

f = Def[] = 0 por (2.17),

E[p™Y f — pof]] < E[pPYo f — 75, f|] — (2.18)

Portanto, a parte da suficiéncia esta provada.
(=) Suponhamos que para todo t > 0 e para toda f € Cp(R™),

lim E[|p}"* " f — puf]] = (2.19)

Tim E[|g; f — pif]] = (2.20)

A expressao (2.20), para o caso particular em que ¢t = 0, fornece

Tim E[|55f — o] =

e portanto, a condi¢do a3. se verifica. Agora, em vista de (2.19), temos que a expressao (2.17) é
satisfeita, i.e.,

. :n,Y :t ~
Tim E[jp,""f = pefl] = 0. (2.21)
Portanto, por (2.20) e (2.21),

—’fLYQt

B[ f — 5 ] < BUFY f — Bif (] + Bl f — B, " fl] — 0,

o que resulta na condigao ¢3. Sendo p, = w1 K, 1, segue que, para toda f € Cy(R"™),

EHP?’YO:FIJC Pr 1(” K f]] < EHP?YO:FIf—ptfH + E[|pe—1 K1 f — p> 10t Ko f|] —

Logo, a condicao b3. é satisfeita. O

Teorema 2.2.4. As sequéncias p;” Yoo Lpy Yot convergem quase certamente para p;, respectivamente

para pg, isto €, com convergéncia do tipo 2., para todo t > 0 se, e somente se, as trés condigoes
sequintes sao Satisfeitas:

b4, lzmn_,oodM( Y0t 1,15?’”“ th ) =0, P—q.tp.

cA.limy, —ood (P Y“,p“? YOt) =0, P—q.t.p.

Demonstracao. (<) Suponha que as relagoes a4.,bd. e c4 sejam satisfeitas. Vamos provar, por
inducao matemaética, que

n,Y(
p. =, P —gqtp.
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Pt — By, P —qtp.

Para t = 0, o teorema é verdadeiro pela condicao a4. Por hipdétese de inducao, para toda

f < Cb(Rm‘)

P K f — e K f| — 0, P —qtp.
Assim, pela condigao b4, para toda f € Cp(R"*)

i = pof | < [T f = BT K f| BT K f — P Ko f] > 0, P —qtp.

P =, P—gqitp.
Agora, por (2.16)

—’ﬂYQt

f—=0f| =0, P—qtp.

e portanto, pela relacao c4,

—nYOt

~n, ~n, —nYt ~
B f = pof| < BTt - fl+ 1" f = pef] =0, P—gq.tp.
~n,Y0:¢

cpy "t = b P —gtp. ,
( ) Primeiramente, vamos provar que se lim,, .., p;” "' = p;, P — q.t.p. entao

,Y0:

lim 7% =m;, P —q.t.p.

n—oo

Seja M um conjunto determinando a convergéncia das func¢oes em Cy(R"*), por exemplo, o
conjunto usado para construir a distancia d. Sabemos que M C Cx(R") é enumeravel e denso, e
portanto basta provar que, para toda f € M,

Tim 50 f = (w), w — g.t.p. (2.22)

pois, neste caso, (2.22) se verifica, em particular, para toda f € Cp(R™). Consideremos um sub-
conjunto ' C  tal que P(Q2') =1 e para todo w € €

AR )gt :ptgt(w)

hm 0 Py

hm pt Yot 1(w)(gtf) = pe(gef)(w)

para toda f € M.
Portanto, para todo w € €/

n,Y0:t—1(w)
hm nYOtf(w) — lim P2 (g:.f) _ pe(gef)

(w) = pef(w), VfeM

n—00 pl’L:YO-tfl(w)gt jen
o que implica que,
lim P, Yo D, P —q.tp. (2.23)
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Agora, por hipdtese para todo t > 0, P — ¢.t.p., temos que

lim dy(p; ™" pe) = 0 (2.24)
Tim a5 1) = 0 (2.25)

e lembrando que p; = p;_1 K;_1, segue que

Jim (2 K p) = 0 (2.26)

Assim, em vista das expressoes (2.23) — (2.26), tomando o limite quando n tende a infinito,
obtemos que

A (PO O K ) < A (0 o) A+ A (p BT K ) — 0 (2.27)
~n,Y0:t —=n,Y0:¢ ~n,Yo:t ~ ~ =n,Yo:t
AP0 ) < AP ) + A (B T) — 0 (2.28)

Logo, por (2.27) e (2.28) as expressoes b4 e ¢4 se verificam. Agora, como prver B P —

q.t.p., Vt >0, tomando t = 0, obtemos a expressao a4.
m

2.3 Exemplo de Filtro de Particulas

2.3.1 Descricao do Filtro de Particulas

O algoritmo apresentado abaixo envolve o uso de um sistema de n particulas que evoluem de
acordo com um processo de Markov e, em tempos fixos, geram um certo niimero de descendentes.
Posteriormente, descrevemos o mecanismo de ramificacao multinomial e veremos que impondo al-
gumas condigoes sob esse mecanismo de ramificacao, a medida empirica associada ao sistema de
particulas converge, quando n tende a infinito, para a distribuicao condicional do sinal, dadas as
observacoes.

Descrigao do Filtro de Particulas Espago-Estado
1. Inicializacao
e py : distribuicao inicial.
e p; : distribui¢ao empirica associada a uma amostra de tamanho n de py.

e Para:=1,...,n, amostramos xg) ~ po e definimos

I
o= EZI%S“}'
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2. Iteracao
o . “n
Descrevemos como obter p; a partir de pj ;.

® Py = %Z?:l 5{x§i_>1}

e Mova cada particula usando o nicleo transicao do sinal

.Tg?l — EEZ) ~ Kt,1 <$§i_)1, ) .

Cada particula se move independentemente das demais.

A distribuicao empirica associada a nova nuvem de particulas, fﬁ“, 1=1,...,n, sera

Z 6{w(1)

@ _ <x£l )
wt j .
S0 (70)

1 )

é exatamente a medida p, como definida em (2.10)

Calcule os pesos,

Observe que

Cada particula Tgi), 1 =1,...,n, é substituida por um numero de descendentes - £t(i)—
alguns possivelmente nulos, tal que

znj &) =n
=1

Denotamos as novas posicoes por xﬁz), t=1,..., N, e definimos

1 n
= - ; 5{w§i)}

Observagoes:

1. Vamos mostrar que a medida ﬁ? definida no passo de iteragao é exatamente a medida dada
por (2.10).

Por (2.10), temos que

b = wp}, (2.29)

sendo que
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gtyt

Copig

Agora, parai=1,...,n,

9¢” (ﬁ”) 9¢” (ff))

p?gtyt Egtyt

g¢¥ (fgz)>

Sy () o (207)

_ ( > — w(i) (2.30)
12 o (7).

Assim, substituindo w\” em (2.29), obtemos que

@ _ @l
Py =wgpy = wy n;é{rgz)}

N0
- 52% JuEN (2.31)

O que mostra que a medida empirica para selecao das particulas, ]_5?, estd em concordancia
com a medida tedrica dada por (2.10).

. n
2. Seja A} a matriz de variancias e covariancias do vetor aleatério & := <§t@) , ou seja,

. n
AP = E[(& —wy)T (& —wy)], sendo que wy := <wt(l)> é o vetor de pesos ou médias. Veremos
i=1
posteriormente, na subsegao Convergéncia do Algoritmo, deste capitulo, que para obtermos a

convergénia do algoritmo, devemos supor que existe uma constante ¢;, tal que

q"Alq < ne, (2.32)
para todo g € R™; ¢ = (q(i))?:1 e ¢V <1,i=1,...,n

Mecanismo de Ramificagcao Multinomial

Para obtermos o nimero de descendentes §t(z),i = 1,...,n, associados aos candidatos x() no

instante ¢, faremos uso do mecanismo de ramificacao multlnomlal. Escolhemos,

. . wM w
& ~ Multimomial | n, —, ..., .
n

n

Neste caso,
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LB (69) = uf?
i) D @) (i) wf?
2. Var<£t>:]E (ft —wt> = w, (1— ;),

i) ¢ i i j - w® @
3. cou(e?, D) = E [@p —w§)> (Qm —wt(”ﬂ = uiu?

Observe também que,

GTAY = Z]E(g; ) (@) +2 3 E[(67 ) (&7 - wl)] ¢9g9

1<i<j<n
(4) @, ()
i w N2 w w
_ Zwt() ( _ ;) (¢9)* =2 3 LU g0
i=1 n \<icj<n
= 3w (q@))?_lz(wg ¢ ) Z ORCMONE
- n-
=1 =1 1<z<]<n
2
= Zwﬁ) (Z wi g > : (2.33)
Agora, como ‘q(i){ <1l,i=1,...,n, segue que
q"Ajq < Z;wt(z) - (Z; w,gl)q(i)> < Z;wtl)
e desde que Y, wﬁi) = n, considerando ¢; = 1, a condigao (2.32), é satisfeita.

2.3.2 Convergéncia do Algoritmo

Fixemos uma observacao arbitraria yo.7, onde 7" é um tempo finito. Provaremos que as medidas
aleatérias, resultantes das classes dos algoritmos descritas acima, convergem para p;”* (respectiva-
mente py(” ') para todo 0 < ¢t < T Para isto, introduzimos as seguintes o-dlgebras

Fi=o0 (fsi),xgi),s <1, fgi), 1=1,... ,n>

Os préximos dois seguintes teoremas podem ser encontrados no Capitulo 2 de [1] e as demon-
stracoes foram obtidas pela autora do trabalho.

Teorema 2.3.1. Sejam (p})32, e (p})Se, sequéncias de medidas produzidas pela classe dos algorit-
mos descrito acima. Entao, para todo 0 <t < T, temos que

Tim B[} f — pl f]] =

31



Tim B[ — 7 f]] = 0

Demonstragao. Pelo Teorema 2.2.1, basta verificarmos as expressoes al,bl e cl. Seja f € Cp(R"™).
Observe que,

B = > 800 d = 5 > fat) (234)

Logo, desde que

a condicao al é satifeita. Mostraremos agora que a condigao bl se verifica. Para toda f € C,(R™)
vale que,

E [f (fi”) ]}}_1} =K,_f (x,gl_)1> , paratodo i=1,...,n.

Portanto,

E [p f|IFe—1] = pi 1 Kia f- (2.36)

De fato, temos que

i =5 )

e tomando a esperanca condicional em F;_, segue que
n IS —(0)
EpiflFa) = — D E|f@)Fi]
i=1

1 & ;
= ﬁ Zl Ktqf(l}g—)l)

32



=1
= DK f (2.37)
Agora, note que
n \2 1 . _('L
(P} f) n2 Z f(z
=1 1<1<]<n
o que implica que,
1 " _ (i 2 —(1 —(7
El(pf )*1Fiea] = — D EIPE)Fal + 55 Y EF@)IENFA] (239)
i=1 1<i<j<n

Observe que o primeiro termo do lado esquerdo de (2.38) é tal que,

11 ¢
—ZEF Nl = B S 7]
=1
1 n £2 ]‘ ~N, 2
= EE[ptf | Fea] = ﬁptfth—lf (2.39)

Temos também que,

(Blpy fIFia))® = (E%Zf(fi”)lft_l])

[
i=1
2
T on2 (ZE 7)) Fi 1)
=1
] — G
= ) E@E)F]
i=1
2
e E
1<j<n

_|_

S B @) F Bl (@) Fd] (2.40)

1<i<j<

Em vista de (2.38), (2.39) e (2.40), e lembrando que as particulas se movem independentemente,
resulta que

E[(pp f — pyy Koo1 f)*)Fima] = E[@]f — E[pp fIFio1])?[Fimi]
= E[(prf)?*|Fia] — E}fIFia])

1 1 < G
= —m K - Y B ED)IF]
=1
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= %pt Ko f? - ii (Ktlf(xlgi)l)>2

=1
1 ~n
= P (Kif? = (Kiea f)?) (2.41)
Note que,
1 n . 9 1 n
2 (Kaf@h) = 530 e’
i=1 '
= Zfs V(Eetf)?
1 ~n K 2
Ept—1( i—1f)
Agora,
(K f) @)= | P)Kea(e,dy) <|[fII? | Kz, dy) = || I (2.42)
R7@ Rnax
e pela desigualdade de Jensen,
2
(K1 f)*(2) = < f(y)Kt—l(x,dy)> <P [ Kea(w,dy) = [ fI]? (2.43)
Rnx Rnx
Desta forma, por (2.42) e (2.43), segue que
n ~Nn 1 ~Nn ~Nn
El(p} f =P K /)] < — (01 (Kaa )] + 101 (Ko /7))
2
n

Tomando o limite quando n tende a infinito em (2.44) obtemos que a condigao bl é satisfeita.

Finalmente, vamos mostrar que a condicao cl é verificada. Desde que,

I G
= — 5 (i
n ;:1 & {xg )}

prf== Zst @),

temos que,

BT = L3 B )
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= b f (2.45)
Temos também que,
n oy = 1, -
E[(, f =i )] = — ()" Ajq, (2.46)

onde ¢ é o vetor com entradas (¢7)") = f (fﬁ’)) Uma demonstragao de (2.46) encontra-se no
apéndice. De (2.32) e (2.46), resulta que

~n =n 1 n (qn)T n qn
t t
1 n C15||f||2
< EH%H%CtIT
Portanto,
= el f?
E[(ptf_ptf)2]§ t n
e assim a condigao cl ¢ satisfeita. O

Teorema 2.3.2. Sejam (pf')22, e (Py)o, sequéncias de medidas produzidas pelo algoritmo com
mecanismo de ramificacdo multinomial. Entao, para todo 0 <t < T, vale que

. n _ Yo:t—1 . ~n __ ~Yo:t
lim p}" = p} , lim py = p} P —q.t.p.
n—oo n—oo
Demonstracao. A prova serd baseada na aplicacao do Teorema 2.2.2. Para isto, devemos verificar as

expressoes a2, b2 e c2. Seja M € Cp(R?) um conjunto enumeravel determinando a convergéncia das

funcoes definidas nas secoes anteriores. Desde que m(()i) .t =1,...,n, sao independentes e distribuidas

de acordo com 7y, pela Lei dos Grandes Niimeros, segue que

BS = -3 Fal) — EfA) (247)
=1

sendo que

Ef(z) = / f(a")ap

= pof (2.48)



Portanto, a condicao a2 é verificada. Vamos mostrar agora que a condicao b2 ¢ satisfeita.
Usando a independéncia de Eﬁl) b ,fin) dado F; e desde que

E [f (fi”) \.7-},1} =K,.\f <x§?1> , paratodo i=1,....n

temos que

4
E[(p?f—ﬁ?_1Kt—1f)4|ﬂ—1] = K (%Z (f <EEZ)> — Ky f (%@1))) | Fio1

1<i<j<n
Note que,
%iE[f (EEi)>_Kt_1f (xﬁ“l)r < %anEH(f <f§“)‘+’Kt_1f (:cﬁ“l)r
< Ly Epip
=1
6
n3
- 16|7LJ;||4 (2.49)
Note também que,
5,2 B[l ) e () () s ()] 5
1<i<j<n
2% w0 s () (@) s (2)])] <
1<i<j<n
2% B[] =
1<i<j<n
32|t n(n 1) _
n* 2 , N
16!{” (2.50)

Assim, por (2.49) e (2.50), temos que
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32/ |f]I*

n2

E|(pff = P K )] <

Agora, pela desigualdade de Markov,

S P[0t —makian) = < 3 E[(hf — sk f)']
n=1

€

n=1
1o~ 32| f*
EZ:I - < too (2.51)

Logo, pelo Lema de Borel Cantelli, a expressao (2.51) implica que

P (hmsup (p?f —ﬁ?ﬁth,lf)Zl > e) =0
Ny (nmmf [(pgf K f) > e} ) _1
~ P (nmmf (prf — 0 Ko f)' < e_) —1 (2.52)

Fazendo A, := [(p;‘ f—pi 1K f)4 < e], pela definicao do limite inferior, para todo w €
liminf A,,, existe ky € N tal que Vn > ko,

(0} f(w) = pry Ko f(w)) " < e
Donde,

. n “n 4
Tim [(ptf(w) — i K f(w)) } =0, w—gtp.
e portanto, para toda f € M
nh_{lc}o i f = D1 Kiaf[ =0, P—gqtp.

0 que mostra que a expressao b2 é satisfeita. A expressao b3 é obtida de maneira analoga ao caso
da expressao b2. Similarmente, para toda f € M.,

32(1/11*
2

~n =n 4
E[(ptf_ptf) |~7:t}§
o que implica, como acima, que
Tim |prf —py f] =0, P—qtp.
e portanto, a condicao ¢2 é verificada. O

Para o caso em que as observacoes do processo sao aleatorias, argumentos similares aos usados
nos Teoremas 2.2.1 e 2.2.2 podem ser utilizados na demonstracao dos seguintes Corolarios.
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Corolario 2.3.3. Desde que para todo t > 0, existe uma constante ¢; > 0 tal que p;g; > ¢, entao
. Yoo . ~n, Yo, ~
lim Ef[py"" " f —pf[] =0 lim E[|p""*f — pef] = 0.
n—00 n—00

Corolario 2.3.4. Sejam (py')>~, e (pf).2, duas sequéncias de medidas produzidas pelo algoritmo
com mecanismo de ramificacao multinomial descrito acima. Entdo, para todo 0 <t < T, temos que

lim p”"* ' =p,  lm g =5, P —qtp.

n—oo n—oo

2.3.3 Um Exemplo Markoviano

Nesta secao apresentaremos uma aplicacao ilustrativa da implementacao do filtro de particulas.
Para isto escolhemos como modelo para o sinal uma cadeia de markov com 3 estados, se X,, € esta
cadeia escolhemos a matriz de transicao, P = (p; ;) para X, sendo:

w1 = 0.5;m = 0.2;m3 = 0.3;
pi,1 = 0.9;p12=0.5;p1 3 =0;
P21 =0.4;p22 = 0.2;pg 3 = 0.4;
P31 =0.1;p32 =0.4;p33 =0.5

onde p; ; ¢ a probabilidade de transicao de i para j.
As observagoes do modelo sao Y, que é uma perturbacao do sinal X,,:

Y, =X,+U,

onde U, é uma seqiiéncia de variaveis aleatorias uniformes independentes. Nosso objetivo é estimar
X, a partir das observagoes Y,,.

A figura a seguir mostra os seguintes valores da evolugao de 10 particulas até o instante n=15.
Temos uma descricao do processo de ramificagao obtido na implementagao do algoritmo. Este
algoritmo foi implementado pela autora do trabalho.

Evolugdo de 10 particulas para um tempo de parada igual a 15
Murn.de particulas Mumero de descendentes
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Figura 2.1: Na figura, foram consideradas 10 particulas com tempo de parada igual a 15
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Na seguinte tabela temos um resumo dos resultados obtidos. Optamos por tomar a média dos
valores da nuvem de particulas, X,,, como um preditor do sinal.

Nuvem de part.(tempo) | X, | 6x, | Xu(sinal) | CV | EQM
1 2.20 | 0,63 1 0.29 | 1,80
2 1,80 | 0,78 2 0,43 | 0,60
3 1,50 | 0,71 3 0,47 | 2,70
4 1,70 | 0,82 2 0,48 | 0,70
5 1,90 | 0,57 2 0,30 | 0,40
6 1,90 | 0,99 1 0,52 | 1,70
7 1,90 | 0,74 2 0,39 | 0,50
8 2,10 | 0,88 3 0,42 | 1,50
9 2,10 | 0,87 2 0,41 | 0,70
10 2,10 | 0,83 3 0,40 | 1,50
11 2,10 | 0,84 3 0,40 | 1,50
12 210 | 0,74 2 0,35 | 0,50
13 2,00 | 0,94 3 0,47 | 1,80
14 1,60 | 0,84 2 0,53 | 0,80
15 1,70 | 0,82 2 0,48 | 0,70

Tabela 2.1: Sinal filtrado.
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A seguir temos o grafico para a média, X, e X, juntos. O filtro, X,,, ndo acompanha perfeita-
mente o sinal em média. Devido ao fato de estarmos trabalhando apenas um exemplo ilustrativo
optamos por usar um numero pequeno de particulas.

—Mlédia
— Sinal

1 35 7T 8 11 13 15

Figura 2.2: Gréfico para a Média e o Sinal

De acordo com o grafico, a variancia tende a estabilizar.

—waridncia

1 2 8 7T 9 11 12 15

Figura 2.3: Grafico para a variancia
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Capitulo 3

Reamostragem Movel: Método de
Filtragem com Saltos entre os Modelos

O algoritmo Resample-Move é um exemplo de uma classe de filtros de particulas chamado filtro
de particulas hibrido. Embora esta técnica tenha as mesmas bases conceituais da amostragem-
reamostragem por importancia e amostragem MCMC, ela evita a degeneragao dos métodos atuais
(ver [3]).

Em [3] é proposto um novo método para anélise bayesiana dinamica, chamado o algoritmo
Resample-Move, que evita a degeneracao dos métodos existentes. O algoritmo Resample-Move
combina SIR e iteragoes de cadeia de Markov. O objetivo é obter uma distribuicao evoluindo
por periodicos passos de reamostragem e por ocasionais movimentos de cadeias de Markov, que
deixam cada particula individual da posicao corrente para uma nova posicao aleatoria do espaco de
parametros. Ao contrario dos métodos MCMC padrao, o niimero de iteragoes da cadeia é arbitrario
e nenhum tempo de burn-in é requerido [4].

Neste capitulo descrevemos o algoritmo Resample-Move e apresentamos sua implementacao para
o caso de um processo gaussiano linear. Como referéncia ver Capitulo 6 de [1].

3.1 Apresentacao do Problema

Suponha que tenhamos uma sequéncia de observacoes i, ¥s,...,¥:, ... avaliadas no tempo
1,2,...,t,.... Noquesegue, o subscrito ¢ indexa o tempo discretot = 1,2, .... Supomos, a principio,
que as observagoes sao geradas de um modelo paramétrico, posteriormente consideraremos situacoes
mais gerais com modelos multiplos. Seja a distribui¢ao de probabilidade de yy.; := (1, ..., y:) sobre
um tal modelo dada por,

P(y1:|0:),
onde 6, € Q, C R!, representa um vetor de dados ausentes ou desconhecidos do modelo. Esses
dados ausentes ou desconhecidos sao chamados de parametros. Supomos que 6, pode desenvolver-se
aumentado de tamanho a todo tempo que uma nova observacao surge. Considerando 6" o conjunto
de parametros entrando no modelo no instante ¢, temos que

9t+1 = (Gtvez_)?

que podemos reescrever como



0t+1 - (00:t+1) .

Dentro de uma aproximacao Bayesiana para o problema, #; tem uma distribuicao a priori

p(dfy) = p(db;—1)p(dO}|0:—1)

Do ponto de vista das cadeias de Markov, consideramos ;7 = 2,4, e 0,., = (o4, Tes1), € neste
caso

p(dzos) = p(dxoe—1)p(da|zos—1) = p(dxes—1)p(dae|zi—1)

Consideraremos, do ponto de vista Bayesiano, problemas em que inferéncias sao requeridas on-
line, como ocorre por exemplo em uma unidade de tratamento intensivo, onde estamos interessados
a todo instante na deteccao de anormalidades em pacientes baseado em um fluxo continuo de dados
gerados pelo monitoramento de aparelhos. Em problemas deste tipo, no tempo ¢, a distribuicao de
interesse, é a distribuicao a posteriori Bayesiana,

Wt(det) = P(d9t|y1:t)

Esta expressao, no contexto Markoviano, é dada por

T0:t (de:t) = p(dxﬂ:t‘ylst)

representando nosso estado de incerteza do sinal apds a obtencao da observacao y;. Esta distribuicao
¢ em geral conhecida a menos de uma constante de normalizacao dada pela integral

/p(yl:t|$0:t)p(d$0:t);

que, em geral, é intratdvel. Devido ao aumento de informagao dos dados, a distribui¢ao alvo p(.|y1.)
desenvolvera geralmente com o tempo, gerando uma sequéncia suave

mo(dy), w0 (d6y), . . ., w(d6)), . .. (3.1)

que no contexto das cadeias de Markov é representada por

p(dx0|y1:t>ap(dxo:lyyl:t% tee 7p(d$0:t’yl:t)7 s (32)

onde dzo, = (dzo, .. .,dx;). Temos a seguinte recursao Bayesiana,

Wt(det) X Wt—l(det—l)p(dezr_ﬂ@t—h ylzt—l)p(yt|y1:t—17 Qt)-

Esta relacao, por simplicidade, sera verificada para o caso Markoviano. Observe que seu analogo
Markoviano é dado por,

p(d%:t |y1:t) X p(de:tfl |y1:t71)p(d$t|x0:t717 y1:t71)p(yt|y1;t71, ﬂfozt)
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De fato,

P(Y:t|wo:e)p(dost)
fp Yi: t|$0 t) (d%t)
o< p(yi:e|zor)p(dwo:t)
08 (ylt’th)p(th 1) (d$t|$0:t—1)
p(dze|zo:0—1)p(Yr:|To:t)

p(y1:t—1|ﬂ70:t—1)
P(Y1:—1, Tou ) (A2 |To.0— 1) P(Ye, Y161, To:t)P(To:e-1)
P(T0:—1, Y1:0-1)P(Y1:e-1, To )P(To:t)
p(yt|y1:t—1, iUo:t)P(y1;t—1 |It, ﬂUo;t—l)p(dxt|$0:t—1)p<$0:t—1)
P(Tow—1, Y1:-1)

)p@t, To:t—1, yl:t—l)

(7041, yl:t—l)
o p(dzo:e—1]y1:e—1)PWe|yr:—1, o) (A2 | X041, Y1:0-1)

p<dx0:t|y1:t) =

X p(y1:t—1|$0;t—1)p(d$0:t—1)

X p(d$0:t—1 |y1:t—1)

X p(de:tfl ’ylztfl)

08 p(d%:t—l|y1:t—1)p(yt|?/1:t—1,l’o:t

Nosso objetivo, a grosso modo, estd na evolucao da sequéncia alvo. Mais formalmente, para
qualquer funcdo de interesse v; dos parametros desconhecidos, definida sobre o suporte de p(.|y;.).
No contexto Bayesiano, queremos estimar a esperanca condicional a posteriori para toda funcao
v : ; — R limitada e mensuravel,

B, v0,(0)) = / 0 (60,72 (d6)) (3.3)

onde v¢(6;) é o valor de v; em um subconjunto menor df; no tempo t, ¢ a integral é calculada sobre
tais subconjuntos. Note que de (3.3) decorre a unicidade em distribui¢ao de m;. Se €, é discreto e
p(.ly1.+) ¢ a massa de probabilidade definida neste espago, a integral (3.3) tornar-se

Exr,ve(0)) := Y vi(64)m(6;) (3.4)

No caso em que §2; é continuo com densidade m;(6;), entao (3.3) se reduz a

E. v, (6;) == / 0,(0,)m,(0,)d6, (3.5)

3.2 O Algoritmo RESAMPLE-MOVE

Filtros de particulas para a trajetéria da sequéncia alvo (3.1) produzem em cada instante de
tempo inteiro ¢t uma representacao discreta de p(.|y;;) atrdves de uma colecdo n; de particulas
aleatorias:

O, = (0;,07,...,0M)

onde 6/, a j-ésima particula no instante de tempo ¢, é uma realizacao do vetor de parametros 6;.
O conjunto ©; de particulas é chamado a geragao de ordem ¢. Consideremos filtros de particulas
em que as geragoes sao atualizadas recursivamente, sendo a geragao (¢t — 1) atualizada na geragao
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t, em um tempo inteiro t. Os filtros sao construidos de tal forma que a distribuicao empirica das
particulas na geracao ¢ converge para p(.|y;+) quando o numero de particulas contidas aumenta.
Isto significa que para qualquer fungao de interesse v;(6;) a estimativa Monte Carlo

1 & :
‘/t(et) = Z"Ut(@i) - Eﬂtvt(gt)v

n
i

quando n; — 0o, sendo que E.,vy(6;) é a esperanca a posteriori definida em (3.3). O andlogo, para
o caso das cadeias de Markov, é considerar a convergéncia

1 & :
Vi(woa) = — > w(@l)) = Bry vr(woa),

t

quando n; — .
O algoritmo abaixo foi obtido do Capitulo 6 de [1].

Descricao do Filtro de Particulas Bayesiano

1. Inicializagao, t = 0.

Crie a geragao 0 amostrando, independentemente, para j = 1,..., ng:
05 ~ mo(db)

2. Inclusao e evolugao

Para t =1,2,..., criamos a geracao t realizando os dois seguintes passos:

2.1.Inclusao:

e para cada ¢ =1,...,n,_1, amostre
6,0 ~ 17 (d6])
com a f.d.p. ft(i) definida abaixo.

e defina uma nova particula

o) = (0:2,0) (3.6)
e seja o novo conjunto de particulas denotado por
= O e
2.2.Evolucao:
e as particulas da geracao t sao criadas por amostragem, independentemente, para j = 1,...,n; :
6 ~ Qi(d6,|0; ), (3.7)

sendo a distribuicao condicional (); discutida posteriormente nesta secao.
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De acordo com o algoritmo descrito acima, em um tempo inteiro ¢ a geragao anterior (t — 1) é
atualizada em uma nova geragao t por um par de passos: inclusao e evolucao. A forma é requerida
somente quando os novos parametros sao introduzidos no modelo no instante t, causando assim
que o espaco associado a #; tenha um maior tamanho do que o espaco associado a #;_;. Nessas
situagoes, nos aumentamos cada i-ésima particula da geracao (¢t — 1) por uma componente extra
apropriada, 9+( , depois que essas sao amostradas de uma distribuicao ft como por exemplo, da
distribuicao a priori condicional

£y = p(ao- 01687,y ) (3.8)

ou da distribuicao a posteriori condicional,

(6 = p(do- 0162, y1) &)

Uma vez que cada particula da geracdao (¢ — 1) tem sido melhorada pela inclusdo de novas
particulas, a geracao (t — 1) é evoluida na geracao t de acordo com (3.7).

O algoritmo resample-move, no contexto Bayesiano, ¢ obtido como um caso especial do esquema
descrito acima aplicando duas restricoes. A primeira, supor que m;_q ft(z) ¢é estritamente positiva
para todo ponto no suporte de m;, tal que depois de acrescermos a i-ésima particula da geracao
(t — 1) podemos fixar seu peso como sendo

W me(d0)})
LT w0 0 a0y
wt(l_)1 =1, parat = 1.

parat > 1,

Em particular, para o caso das cadeias de Markov, e em vista da relagao para os pesos dada pela
equagao (2.10) do Capitulo 2, uma demonstracdo para este caso particular pode ser obtida.

No contexto Bayesiano, w,gi_)l ¢ dado de forma simplificada por p(yt|¢9:’_(?, Y1:4—1), quando ft(i) é
escolhido de acordo com a f.d.p. a priori condicional dada por (3.8). De fato, observe que

*,(1)

*,(1 p<9 — |y1: )p(yl )
p(yt|9t_(1),y1:t71) = (Zt) ! +,(i) !
p(0;21,0,3  y1.e-1)

p(0; ) lyn) (1)
o+ 190 o0
p( t—1 | tfl)ylzt—l)p( t—1|y1:t—1)p(y1:t—1)
m(0,7)
1 (00 £7(070)

x wt(i_)l.

Para discutirmos a segunda restri¢ao, introduzimos a notacao ¢;(dz|z) para um nicleo transi¢ao
no espaco €);. Para todo z, o nucleo ¢; especifica uma distribuicao de probabilidade sobre €2, e
assim descreve uma maneira de mover de um dado ponto x de §2; a um novo ponto z do mesmo
espago. Suponhamos que ¢; é invariante com respeito a m; (ou seja, mq; = m) tal que se o ponto
inicial x é distribuido de acordo com m; entao o destino z também sera distribuido de acordo com
7. A sequnda restricdo ao Filtro de Particulas Bayesiano é considerar a distribuigao @y em (3.7)
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tendo uma forma de mistura (de densidades)

ng—1 (3)

Qud|e; ) =Y j;”l a:(d0y)0;") (3.10)
i=1 Z

De acordo com (3.10), devemos criar cada j-ésima particula da geragao ¢ aleatoriamente selecio-

Z?ilg%’ e entao movendo a particula
selecionada de acordo com o ntcleo ¢;. A selecao serd uma reamostragem por importancia, com
pesos e com reposigao, tal que a probabilidade de uma dada particula da geragao (t — 1) ser se-
lecionada deve ser proporcional a seu peso. Infelizmente, tal procedimento consome muito tempo
computacional e em vista disto, varias propostas de esquemas alternativos de reamostragem tem sido
propostos com atencao ao custo computacional do procedimento e seu impacto sobre a variancia
do estimador. Uma aproximagao tutil é implementar (3.10) por um procedimento consistindo de
um passo de reamostragem seguido de um passo movel. No passo de reamostragem, cada i-ésima
particula da geragao (t — 1) se ramifica em um nimero m; de cépias de si mesma, este nimero
de copias serd proporcional a seu peso (ou seja, particulas com um maior peso dao origem a um
maior nimero de descendentes). No passo mével, cada uma das copias geradas é movida de acordo
com o nucleo ¢, condicionalmente independente de cada outra sobre ©f ;. Se nés permitimos que

nando uma particula da geragao (t — 1), com probabilidade

o nimero total de particulas no instante ¢, n, = > ;" m;, seja aleatério, entdo podemos calcular
m;, t=1,...,n41, COMO a seguir:
1. Calcule o nimero de descendentes da i-ésima particula no instante (t — 1), Qt( 1, bor
g0
ki = - (3.11)

sz 1 wi )1

2. Considere m; igual a parte inteira de (k; + 1) com probabilidade frac(k;), ou caso contrario,
igual a parte inteira de k;. Onde frac(k) representa a parte fracionéria de k.

Observagoes:

1. A expressao para o niumero de descendentes, k;, é obtida como segue. Por hipétese da con-
strucao do esquema,
{ ki o wg)

Assim, k; = cw,@l, e ki = ny_1p(m;). Portanto,

ng—1
cwt(z_)l = ng_1p(m;) = CZ wfl_)l =N
i=1

que fornece, ¢ = —1 ol . Desta forma, substituindo o valor da constante ¢, obtemos

nt—1
Zi:l

(@)
Ny w
- w§ )1 = ny_1p(m;) = p(m;) = =

E?tll wgl Z:H 1 w§1)1
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)

w
kl — nt—lnt—il‘
Zi:tIl w£—>1

2. Neste procedimento n; tem valor esperado n;_;. Basta observarmos que,

ng—1 ng—1

E(ny) = ZE(ml) = Z ng_1p(m;) = ng_1.

3. Infelizmente, o esquema acima nao assegura que o nimero de particulas seja constante, e nao
podemos portanto prever a extingao ou explosao do algoritmo. Isto pode ser evitado por um
mecanismo de ramificagdo multinomial.

4. Na pratica, é comum considerar, para todo t, n;_1 = n; = n, sendo n € R fixo, e de preferéncia
nao muito grande, por simplicidade computacional.

3.2.1 Um Exemplo Gaussiano

Vamos aplicar o algoritmo Reamostragem-Modvel a um problema simples envolvendo um tinico
parametro desconhecido € com valores em R, sendo que a sequéncia alvo é uma sequéncia de
distribui¢oes Gaussianas univariadas com variancia unitaria e uma média que evolui com o tempo

t de acordo com 0.5 ¢, isto é
0, = 0.5t + N(0,1).
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theta

evolution time

Figura 3.1: Representacao grafica do algoritmo RESAMPLE-MOVE em um exemplo univariado,
esta figura foi retirada de [1]. Na figura, § é um vetor de parametros desconhecidos com valores
em R representado pelo eixo vertical. Cada t-ésima geracao de particulas fornece um conjunto
de realizacoes de 6. Essas realizagoes sao apresentadas na forma de um conjunto de circulos com
abscissa t e raio proporcional ao peso da particula.
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Cada t-ésima geracao de particulas é representada na figura como um conjunto de circulos com
abscissa t e raio proporcional ao peso da particula. Toda particula importante da geragao (t — 1)
tende a dar origem a uma numerosa familia de particulas descendentes na geracao t. Na figura,
particulas de uma mesma familia sao ligadas a seus parentes comuns por uma reta, e seu nimero
e localizacao sao varidveis aleatorias que dependem do peso e localizagao de seus parentes comuns.
O processo periodicamente redistribui as particulas tal que sua densidade tende a aumentar em
regioes do espaco de parametros tendo uma maior probabilidade. O processo de selecao e movimento
cooperam para obter uma adaptacao enquanto ao mesmo tempo evitam a reducao da diversidade
das particulas. Particulas com pouca importancia em cada geracao tendem a permanecerem nao
selecionadas e morrem. O tamanho esperado de cada familia é proporcional ao peso de seus parentes
comuns.

e Implementacgao do algoritmo pela autora do trabalho.

Considere

Obtivemos os seguintes resultados que estao na tabela 3.1.

Tempo | 6, de, | 0:(sinal)
1 120 [1.18] 0,72
2 | 064 |014] 028
3 1,37 | 0,28 1,84
4 0,94 | 0,66 2,01
5 2,08 | 0,65 1,71
6 | 353 |1,13| 272
7 | 576 |162] 551
8 5,10 | 0,25 3,97
9 2,23 | 0,09 2,23
10 | 192|024 397
11| 730 | 084 6,12

—_
(]

595 | 1,30 | 6,16
13 | 681 [028| 6,46
14 | 853 [241| 8,89
15 | 862 |048| 9,01
16 | 831 |061| 821
17 | 754 [ 1,03] 8,49
18 | 9,14 | 0,88 10,01
19 | 11,75 1025 | 12,74
20 | 869 | 1,09| 7,78

Tabela 3.1: Sinal filtrado.
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A aproximagao é muito boa devido ao fato de que o sinal é linear. Nos esperamos uma flutuacao
maior no caso de um problema nao linear.

14

10 1

—Mlédia
i — Sinal

)
1

[ o e e BLIE S e o o e e

1 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Figura 3.2: Grafico para a Média e o Sinal

A distribuicao a priori para o filtro deveria ter uma maior variancia para que acompanhe melhor
o sinal. Observe que o sinal é linear, o efeito de aumentar a variancia nao vai ser um problema, mas
se o sinal for nao linear o efeito de aumentar a variancia nao é bom. Isso ocorre porque os efeitos
combinados do sinal e da nuvem de particulas vao fazer com que o filtro se afaste do sinal.

25 1

15 1 —Waridncia

0.5

0+——Trrrrrrrrrrrrrrrr

1 3 5 7 8 11 13 15 17 19

Figura 3.3: Grafico para a variancia

3.2.2 Comentarios

1. Estamos admitindo, que o ntcleo transi¢ao ¢(.|z), que usamos para mover as particulas no
tempo ¢, tem uma distribuicao invariante m;. Portanto, se uma particula no tempo ¢ antes
de ser movida é distribuida de acordo com m;, entao ela sera distribuida de acordo com m;
também depois de ser movida. Formalmente,
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m(dz) = /qt(dz|x)7rt(dx) (3.12)

Dois métodos conhecidos para a construgao de nicleos de transigdo com a propriedade (3.12)
sao o Gibbs-Sampler (amostrador de Gibbs) e o método Metropolis-Hastings. Em particular,
consideremos o método Metropolis-Hastings. Em um instante de tempo ¢, seja x a posicao
atual da particula que desejamos mover. De acordo com o método Metropolis-Hastings deve-
mos:

e escolher uma distribuicao de referéncia,
my(.|z)
e gerar uma nova posicao candidata z’ da distribuigao de referéncia, isto é
2~ my(z|z)

sendo que ~ significa amostrado de.

"= min (1’ Wt(Z')mt(x\Z/)>

m(z)my (2| )

e calcular

e gere u € U(0,1).
Seu<r=facaz=ux
Senao = faca z = 2/

Se a distribui¢do de referéncia m; é simétrica, my(z|x) = my(z|z), como ocorre por exem-
plo no caso em que consideramos a distribuicao de referéncia como sendo uma Normal, a
probabilidade de aceitacao « se reduz a

a(z, 2) = min (1, 7”(dz,))

m(dx)

. Em [3] é apresentado um teorema central do limite para V;, que garante a consistencia e
normalidade assintética quando o niimero de particulas cresce para infinito. Sobre condigoes
de regularidade adequadas, o teorema afirma que

‘/t - Eﬂtv(et)
Var(V;)

quando Ni, Ns,..., N; — oo, no sentido que N; — 00, Ny — 00 e assim por diante. A
variancia do estimador, Var(V;), envolve integrais intratéveis e por [3] podem ser aproximadas
pela histéria da particula até o instante t.

— N(0,1)

Em alguns contextos estamos interessados na convergéncia da medida empirica das particulas
em um tempo especifico ¢, em outros podemos querer provar a convergéncia dos conjuntos de
caminhos empiricos da distribuigdo a posteriori de toda a trajetéria (61,02, ..., 6;).
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Apeéendice A
A Formula de Recorréncia

Seja (Q, F, P) um espaco de probabilidade e G € F uma sub-o-dlgebra de F. A esperanca
condicional de uma variavel aleatéria integravel, F-mensuravel, £ dado G é definida como uma
variavel aleatdria integravel, G-mensuravel, denotada por E[£|G], com a seguinte propriedade

| car = [ wicgiir.

para todo A € G. Entao E[£|G] existe e é tnica quase certamente. Isto ¢, se & é outra varigvel
aleatdria integravel, G-mensurdvel, tal que [, édP = [, &dP, para todo A € G, entao E[¢|G] =

& P —q.tp..

Algumas propriedades da esperancga condicional
a. Se ag,as € R e &, & sao F-mensuravel, entao

E[oié) + a26|G] = uE[6|G] + awE[&|G], P — q.t.p.

b. Se £ > 0, entao E[¢|G] > 0, P — q.t.p..

. Se0<¢, /& entao EE,|G] " E[¢|G], P —q.t.p..

d. Se H é uma sub-o-dlgebra de G, entao E[E[¢|G]|H] = E[{|H], P — q.t.p..

e. Se £ é G-mensurdvel, entao E[¢n|G] = €E[n|G], P — q.t.p..

f. Se H ¢ independente de o(o(€),G), entao E[¢|o(G, H)] = E[¢|G], P — q.t.p..

o

A probabilidade condicional de um conjunto A € F com respeito a o-dlgebra G é uma variavel
aleatéria denotada por P(A|G), definida como P(A|G) := E[I4|G], sendo que I4 é a funcao indi-
cadora do conjunto A. Sejam 7,79, ..., varidveis aleatérias F-mensuravel. A esperanca condi-
cional de & com rela¢ao any,...,nx, E[&|n, ..., nx], é por definigao a esperanca condicional de £ com
respeito a o-dlgebra gerada por ny,..., M, isto é, E[¢|n1, ..., nk] = E[|o(n,...,nx)]. De maneira
analoga, temos a definicdo de P(A|m,...,n.), a probabilidade condicional de A com relagao a
M, ..., Nk Em particular, para um evento {n = y}, P(Aln = y) é uma varidvel aleatéria B(R)-
mensuravel ( P(A|n = y) é por definicao E[I4]|n = y]) tal que

P(AN {5 € B)) = /B P(Aln = y) P, (dy).



para todo B € B(R).

A.1 A formula de recorréncia

Primeiramente, vamos mostrar o seguinte lema

Lema A.1.1. Seja Py,, € P ((R™)"*tY) a distribuicio de probabilidade de Yy, e seja A a medida de
lebesque sobre ((R™)=s*1 B ((R™)t1)). Entdo, para todo 0 < s <t < 0o, Py, € absolutamente
continua com respeito a A e a deriwada de Radon-Nikodym é

dPYs:t .
d)\ - T<y81t) ‘: /an t—s+1 ng l Z xi )PXst<dx5 t)

Demonstragao. Seja Cyy = Ci X ... x Cf, onde C,. sao conjuntos borelianos arbitrarios, C, €
B(R™),V s <r < t. Precisamos provar que

PYs;t (Cszt) - P({Y:st S Cs:t}) - / T(ys:t)dys cee dyt
Cs:t

pois, como Py, << A, a derivada de Radon-Nikodym é a tnica fun¢ao com a propriedade acima.
Temos que, pelo Teorema da Probabilidade Total,

P({}/;:t € Cs:t}) P({}/;t € Cs:t} N {Xs:t = xs:t})

= / P(}/;:t S Cs:t’Xs:t = xs:t)PXs;t (dxs:t)- (Al)
(an)t s+1

Como para todo i, X; e W1 sao independentes e também Wy ... W, sao independentes, obtemos
que

P(}/;:t € Cs:t‘Xs:t - xs:t) = ]E(IClx XCt(Y cee t)‘Xs:t = xs:t)

= ch (i, Xi) + W) | Xst)
= ch (4, i) + Wi) | Xxe)
= HIO (i, ;) + W3))
= H]E Io, (h(i, z;) + W)

- H / 0:(3: — h(i, 7)) dy. (A.2)
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Observe que na tltima passagem acima usamos o fato de que W, =Y, — h(t, X;) e que ¢g; é a
funcao de densidade de W;.
Combinando (A.1) e (A.2), e pelo teorema de Fubini, segue que

Peeca)) = [ SHH [ o= P )

t

= / / Hgi(yi — h(i,2i))dys . .. dy Px,, (dzs:t)
(an)t75+1 CsX.. XCt/L' s

- [ ng i — (i, 2) Pr. (drac)dys - dye
Ca J (R )t—s+1 =

Logo, Y (ysy) := f(Rnw)t_sH [T:_, 9i(yi — h(i,2;))Px.,(dz) é a derivada de Radon-Nikodym de
Py, com relagao a medida de Lebesgue A. O

Proposicao A.1.2. A densidade condicional do sinal satisfaz a sequinte relacdo de recorréncia,
parat >0 :

dp ~y0 t . gt

dpy“ U fane 0 (@o)p{ 0 (day)

P = K,
onde gft = g(Y: — h(t,.)) e a recorréncia € satisfeita Py,, — q.t.p., ou equivalentemente, \-q.t.p..

Demonstracao. Primeiramente, vamos mostrar a segunda relagao. Para toda f € B(R"*), observe-
mos que, fixado z,

Kif(Xi =2) = f(y) Ki(x,dy)

R7a
Logo, pela definicao de esperanca condicional,

Kif(Xi) = E[f (Xi41)| X4

Usando a propriedade de Markov do processo X, obtemos que

ELf(Xep1)| 5] = ELf (Xeaa) | Xe] = Kof (Xo)

Agora, desde que Wy, é independente de Xj.;, temos que, pela propriedade f. da esperanga condi-
cional

E[f (Xs1)|o(F, 0(Wou)] = E[f (X)) | F] = K f (Xy)

Portanto, pela propriedade d. da esperanca condicional e a definicao de p;, segue que

perrf = E[f(Xt+1)|Y0:t]
= E[E[f(Xip)|o(FS, o (Wou)]lo (Yol
= E[Kif(X¢)|o(You)]
= ﬁthf-
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O que implica que para observagoes do processo até o instante t,yo., temos p}S] = p{** K.
Provaremos agora a primeira relagao. Seja Cy; = Cp X ... x Cy, onde C,. sao conjuntos borelianos
arbitrarios, C, € B(R"™), para todo 0 < r < t. Precisamos provar que

~Y0: ng yOt dflft)
pyo-fP " dy = — P . dy A3
/;O:t t Yo ( Ot) Con fan t( )pi/o (d t) Yo ( Ot) ( )
De fato, observe que
Yo:t
(A3) = p/™*(A) = gt ($t)pt (dy)

. ; qtp
fRnx xt p?tJO 1(d$t)
e usando a notagao d\ = p{**(dx;) = P(X; € dxy|You—1 = Yo—1), temos que se A\(A) = 0 entao
p*(A) = 0. Desta forma,

FP(A)=0<< A e gft( 2 = 4
t fRnx -Tt p%’Ot 1(d33t) : dpy()t 1
¢ a derivada de Radon-Nikodyn de p{** com relagao a medida p;”*~". Temos que,
PX; € AN {You € Coah) = [ PO € AYos = o) Pry o)
CO:t

= / P (A) Py, (dyon)
Co:t

Assim precisamos provar que o segundo termo em (A.3) é igual a
P{X; € A} n{Yy € Coi}).
Desde que o(Xo.q, Wou—1) D o(Xy, You—1), pela propriedade d. da esperanga condicional,

E(La, (Y)|Xt, Yo 1) = E(E(La(Y?) [ Xot, Wo:t—1) | Xt You—1)
Usando a propriedade f. da esperanca condicional e a expressao (A.2) do Lema,
E(IAt(}/I;MXO:t;WO:t) = E([ (K)’XO t)
- P(Y 6 At|X0t) P(Yb;t G (Rny)t X At|X0:t)
1

t—

= 1 ot | o=, X))

B / gulye — h(t, X,))dy, = H(X,).

Assim, obtemos que
P(Y; € A Xt, You1) = E(l4,(Y)|Xe, You1)
= ]E(E(IAt(Y{f)’XO:taWO:tflﬂXt;YEJ:tfl)
= ]E(H(Xt”XtaYE):t—l)
Ge(y — h(t, Xy))dy,.

t

I
—
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P(Y; € AJ|X,, You) = / alye — h(t, X2))dy.
At

Assim, usando a notagao, g/* = ¢;(y; — h(t,.)), temos

P(Y; € Al Xy = 24, You1 = You—1) = / 9i(ye — h(t, zy))dy, := / g7 (zy)dy;. (A.4)
Az At
Portanto,
PYO:t (AOIt) = P {YE):t € A():t}) = P({Y()t € AO:t} N {Xt € an})
= PV, e A}In{X, e R™}N{Yoy1 € Apy_1})

/ Y% € At‘Xt = Iy, You—1 = yo:t—1>PX1,Yo;t,1(dxtdyO:t—l)
R7z x Ag:¢—1

(
(

/ / g () Ay Py (dyosr). (A.5)
e X Agt—1

Observe que,
PXhYO:t—l (dxtdy()!t—l) = ptyO:t_IPYO:tfl (dy():t—l)' (AG)
De fato, VA € B(R"*),

P((Xs, You 1) € Ax Coo 1) — / P(X, € AlVou 1 = you1)Prs, 1 (dyou_1)
Co:¢
= / / P(X; € dz|Yo.i-1 = You—-1)Pyy,, (dYot—1)
Co:t—1

= / yOt 1(dxt)PY0t 1<dy0t 1)
AxCo:t—1

Logo,

PXt,YO:t—l(dxtdyOIt—l) = dPXt Yo:4— 1($tvy0t 1) yOt 1(dxt)PY0t 1(dy0t 1)
ou seja, p;”*"' é a derivada de Radon-Nikodyn de Py, y,, , com relagdo a Py,, ,. De (A.5) segue
que

Pro, (dyos) = / g D (dy) dy Py (dgour).

Rne
Portanto, o segundo termo em (A.3) é igual a

fCOt (ng xt p?Ot ' dmt f]Rnx 9y ptyOt l(dxt)) dytPYO:tfl(dy0:t71>
Jane 90" (x0)p™ " (day)

/ / yOt dwt)dytPYOt 1(d?JOt 1)
Co:¢

Agora, por (A.4) e (A.6), obtemos que

= = / (/ gt (xt>dyt> po l(dxt>PY0:t71(dy0:t71)
AXCO:t—l Cy

= / P(Yi € Ct|Xt = T, Y01 = yO:t—l)PXt,Y():t_l(dxtdy():t—l)
AxCo:t—1

— P({X, € A} N {You € Cou}).

—_
—

o6



Vamos demonstrar agora, a relacao,

n —=n 1
E[(p; f — Py f)2] = n2 ( ) Al (A7)
onde g;' € o vetor com entradas (qf)(i) =f (fi”) , apresentada no Capitulo 2, Subsec¢ao Convergéncia

do Algoritmo.
Temos que,

E((p}f — b /)17 = El@5}f - Elp} fIF)* 7]
= E[(p} /)17 — Elp} f1F:)* (A.8)

O primeiro termo de (A.8) pode ser reescrito como,
2
Bl PIF) = E|— (th f( >>) 7
i=1

- B Z(é}(“)2f2(f§”)l7ft]

Li=1

v SRl Y 5&#@9)&%@96w‘ft]

L 1<i<j<n
- ni > e [(55”)2@}

Yooy <x£>>|f] (A.9)

1<i<j<n

+

O segundo termo de (A.8) pode ser reescrito como,

Elp fIF)? = Zf; NF)?

12
- = ZE[&“J@@@)@]
)

= = Zf El¢” (7]
- 5 Zf(fﬁ“)wﬁ“]
— % Zf2 —(1 i ]

b (A.10)

1<i<j<n
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Definindo ¢\ := f(fgi)), por (A.9) e (A.10), temos que

B S 5 0PF) = o 2 (B[] - w2
b JEEDE[EPFE] -5 S el @

- L3 (@) {E[€0rF] - w2}

1<i<j<n 1<i<j<n
1 - % 2 7 %
= . ((L:“) E[( )2 !ft] - (th wt)>
2 o o oo
+ 02 Z Qt()qt(J)E |:§t ftj U:t] (A.11)
1<i<j<n

Agora observe que,

W@ W@ o

cou(e?, &) = - E[676”] = -2+ ufhu (A.12)

Assim, tomando a esperanga em ambos os membros de (A.11) e em vista de (A.12), obtemos
que

n n 2
B[~ 7)) = %;(@“)21@((5@?)—%<z;q§i>w§“>
oY R (60

1<i<j<n

L= oo\ Ix=/\2/ 0\, I ~~/(a )2
- FEP @ T
=1 i

+ Z Qt Qtj)wt wt Z Qt wt wt (Z Qtl)wt >

1<’L<j<TL 1<2<J<n
1 - i N2 v 0\ 2 a2 2 i) () (@) (5
- @(zwp(qp) —gz(qw) CURE W
i=1 i=1 1<i<j<n
1 [ < 2 1 [ ’
- Ty ()
=1 =1
1 T gn
= (@) Al (A.13)
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Finalmente, para mantermos a coeréncia de notacdo com o Capitulo 2, consideramos (¢')® :=
qy):::j(iﬁﬂ),e portanto

El(5;f — B, f)*] = (a)" At (q)).

A.2 Algoritmo do capitulo 2

Exemplo de uma aplicagao do filtro de particulas do capitulo 2. Linhas de comando em C.

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h> /* for malloc & free */
#include "memory.h"

#include <math.h>
#include <iostream>
#include <R.h>
//#include <Rmath.h>

#define IA 16807
#define IM 2147483647
#define AM (1.0/IM)
#define IQ 127773
#define IR 2836
#define MASK 123459876

long sem=48123;
float rani(long sem);

double pi[100], qi[100], p[100] [100], q[1000] [1000], U, V, Y[1000],
dens[1000] [1000] ;

double aux, pmult[1000][1000], pmultacum[1000] [1000];

int i, j, k, s, tam=3, parad, n=10, XXX[1000], X[1000][1000], m,
gaux [1000] [1000], somag[1000];

int gsi[1000] [1000], cont[1000];

// n:numero de part. , parad:tempo de parada

//XXX: sinal, X: nuvem

char quit;
using namespace std;

FILE *SAIDA;

main ()
SAIDA=fopen("SAIDA.txt", "w");
printf("Digite o tempo de parada:");
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scanf ("%d",&parad) ;

//valores iniciais

pil1]=0.5; pi[2]=0.2, pil[3]=0.3;
pl[11[1]1=0.5; p[1]1[2]1=0.5; p[1][3]1=0;
pl[2] [1]=0.4; p[2][2]=0.2; p[2][3]=0.4;
p[3]1[1]=0.1; p[3][2]=0.4; p[3][3]=0.5;

//dist. inicial acum.
qi[0]=0; qil1]=pil[1];
for (j=2; j<=tam; j++) qiljl=qilj-1l+piljl;

//dist. acum. por linha para a matriz de transig&o
for (i=1; i<=tam; i++){
j=1;
qlil [j1=pl[i] [j];
for (j=2; j<=tam; j++){
qlil [j1=qlil [j-11+p[i] [j];
//printf ("q[%d] [%d]=%f\n",1i,]j,q[i]1[j1);
b
b
fprintf (SAIDA, "\n");
//for(j=1; j<=tam; j++) printf("qil[%d]=%f\n",j,qiljl);
//for(j=1; j<=tam; j++) printf("ql[%d] [%d]=%f\n",j,tam);

//gerando a Cadeia de Markov

//valor inicial gerado
U=ranl (sem) ;
j=0;
do{
Jjt+;
Ywhile (qil[jI<U);
XXX[0]=j;

//demais valores gerados ate o instante t=parad
for (i=1; i<=parad; i++){

U=ranl(sem);

3=0;

do{

jtts

+

while(q[XXX[i-11]1[j1<U);

XXX[i]=j;
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if (XXX [1]<=2) Y[i]l=U;
else Y[i]=1+U;

for(i=0; i<=parad; i++)
fprintf (SAIDA, "X[%dl=%d , Y[%dI=Vf\n",i,XXX[i],1i,Y[i]);
// usar fprintf para ver a saida no arquivo SAIDA
fprintf (SAIDA, "\n");

//criando a nuvem de particulas em t=0
for (i=1;i<=n;i++){

U=ranl(sem);
//printf ("%f\n",0);

3=0;
do{
jt+s
Ywhile (qil[jl1<U);
X[0] [il=j;
dens[0] [jl+=1/(float)n; //fornece a dist. empirica no tempo
Zero
}
m=0;

fprintf (SAIDA, "Nuvem de particulas em t=0:\n");
for(i=1; i<=n; i++) fprintf(SAIDA, "X[%d] [%d]l=%d\n",m,i,X[m] [i]);

//printf ("Distribuigao empirica em t=0:\n");
//for(i=1;i<=3;i++) printf ("pil[%d] [%d]=%f\n",0,1i,dens[0] [1]);

//Movendo as particulas com a matriz de transigao
for (i=1; i<=parad; i++){
for (k=1; k<=n; k++){

U=ranl(sem) ;

j=0;

do{

jtts
Ywhile(q[X[i-1][k]11[j1<U);
X[il k1=j;

//calculando a soma no denominador dos pesos, w, em cada

inst i
if (X[1] [k]==3) aux=Y[i]-1;
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else aux=Y[i];

if ((aux>=0)&&(aux<=1)) gaux[i] [k]=1;
else gaux[i] [k]=0;

somag[i]+=gaux [i] [k];

Y//fim k

//Criando as probabilidades da multinomial em cada instante
de tempo i

for(s=1;s<=n;s++){

pmult[i] [s]=(float)gaux[i] [s]/(float)somagl[i];

pmultacum[i] [s]=pmult[i] [s]+pmultacum[i] [s-1];

+
//obtendo o nimero de descendentes em cada instante de tempo
i
cont[i]=0;
for(s=1;s<=n;s++){
U=ranl (sem) ;
3=0;
do{
Jjtt;
Ywhile(pmultacum[i] [j1<U);
//qsilil [s]=j;
//cont [i]+=qgsi[i] [s];
gsili] [j1++;
}
for (s=1; s<=n; s++) cont [i]+=qgsi[i] [s];
Y//fim i

fprintf (SAIDA, "Nuvem de particulas para t>=1:\n");
for (i=1; i<=parad; i++){
for (k=1; k<=n; k++){
fprintf (SAIDA, "X[%d] [%d]1=Vid\n",i,k,X[i][k]);
}
fprintf (SAIDA, "\n");
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// printf("\n");
// for (i=1; i<=parad; i++) printf("somag[%d]=%d\n",i,somag[i]);

for (i=1; i<=parad; i++){
for (s=1; s<=n; s++){
// printf ("pmultacum[%d] [%d]=%f\n",i,s,pmultacum[i] [s]);
+
// printf("\n");
}

for (i=1; i<=parad; i++){
fprintf (SAIDA, "Numero de descendentes no instante %d\n",i);
for(s=1;s<=n;s++){
fprintf (SAIDA, "gsil%d] [%d]l=%d\n",i,s,qsil[i][s]);
}
fprintf (SAIDA, "Numero total de descendentes no instante
%d:%d\n",i,cont[i]);
fprintf (SAIDA, "\n");
}

cin >> quit;

fclose(SAIDA);
system("PAUSE") ;
return O;

} // fim main

float ranl(long idum0){// Press et al.,Numerical Recipes in C
long k;
float ans;
do{
idumO ~= MASK;
k=(idum0)/IQ;
idumO=IA* (idumO-k*IQ)-IRx*k;
if (idum0<0) idumO+=IM;
ans=AMx* (idumO) ;
idumO~=MASK;
sem=idumO;
}while(ans>0.999999) ;
return(ans) ;

}
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A.3 Algoritmo do capitulo 3

Codigo em R utilizado na implementacao do exemplo do capitulo 3.

n<- 10 ##numero de particulas
nsim <- 20 ## (Tempo)

## valores dos nsim thetas (theta=sinal, observado ate o instante de tempo nsim)
## acrescendo uma observacao no instante inicial (este valor nao interessa)

tempo<-nsim+1
theta <-(.5)*(1:tempo)+rnorm(1:tempo,0,1)-0.5

## nsim+l y’s (Observe que simula ate o instante nsim=20)
y<-theta + rnorm(tempo,0,1)

### matriz para guardar os valores do filtro

### a primeira linha contem os valores iniciais

th.mat <- rbind(rnorm(n,0,1) ,matrix(0,nsim,n))

### faz nsim iteragdes

for (i in 1:nsim){

th.mais <- th.mat[i,] + .5 + rnorm(n,0,2)

yi<- rep(y[i+1], each=n)

## yi &€ a observacao no instante i que sera comparada
## com o valor de cada particula

w <- dnorm(yi, th.mais , 1)

prob <- w/sum(w)

thl <- rnorm(n, th.mais, 1)

raz <- exp(-(yi-th1)~2/2)/exp(-(yi-th.mais) ~2/2)
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uns <- rep(l, each=n)
alpha <- pmin(raz,uns)
## alpha <- sapply((raz,s), pmin), ou a correcao com "sapply"

u <- runif(n)
newl <- th.mais

newl [u<alpha] <- thil[u<alpha]

p.ac <- cumsum(prob)

u2 <- runif(n)

## movendo as particulas

## guardando na matriz

th.mat [i+1,]<- newl[findInterval(u2, c(0,p.ac))]
}

options(width=1000)

round(th.mat,2)

#theta

th.mais

##Médias

filtro<-rowMeans(th.mat)

##Varidncias

var<-apply(th.mat[,], 1, var)

Tempo<- rep(l:tempo, 1)
plot(Tempo,filtro,col="red",type="1",main="Filtro de um sinal", sub="sinal em azul e filt

lines(y,col="blue")
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plot(var, type="1")
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