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RESUMO

Neste trabalho discutimos algumas técnicas para a estimagcao da funcao de densidade
e da funcao de distribuigao utilizando Ntucleo-estimador, mostrando suas principais van-
tagens e desvantagens. Analisamos as propostas para o céilculo da “optimal bandwidth”
ou como definido em portugués, “janela 6tima”. Numa primeira fase, visando analisar
o desempenho do método, simulamos amostras de variaveis aleatorias com varias fun-
¢oes de densidade para diferentes valores de parametros. Estimamos a funcao de densi-
dade/distribui¢ao utilizando o Nucleo-estimador e comparamos com as fungoes de den-
sidade/distribuicao reais correspondentes. Quando a variancia amostral das observagoes
X1, %o, - , Ty, € extremamente grande ou muito pequena este método nao é apropriado,
por este motivo, realizamos uma transformacao linear “Y=aX"”, de tal forma que a varian-
cia amostral dos y; “s seja 1. Assim estimamos a fungao de densidade/distribui¢ao de “Y”
e posteriormente a func¢do de densidade/distribuigao de “X”. Finalmente abordamos um
exemplo de aplicacao no qual tentamos ajustar varias funcoes paramétricas sendo entao
necessaria a aplicacao do Nicleo-estimador para estimar a densidade geradora dos dados

amostrais.

Palavras-chave: Nucleo-estimador, janela otima, transformacao linear.
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1 Introducao

Uma idéia basica em Estatistica é o conceito de funcao de densidade de probabili-
dade. Esta fun¢ao tem como objetivo modelar estatisticamente a probabilidade através
dos parametros da distribuicao. Apesar da grande importancia desta funcao, em algu-
mas situagoes podemos ter como objetivo principal a forma da funcao de densidade ou

distribuicao.

O histograma é o estimador da fungao densidade mais utilizados. Estas ferramentas
mostram o comportamento distributivo de um conjunto de dados. No histograma, a area
da barra é proporcional ao niimero de observacoes no intervalo ao qual pertence. A escolha

do comprimento (amplitude) desses intervalos controla a suavidade do estimador.

Segundo (LUCAMBIO, 2008), a partir de 1890, diferentes formas de estimar uma fungao
de densidade tem sido propostas. Uma destas ¢ devida a Karl Pearson (1857-1900) sendo
obtida como solugao de uma equagao diferencial, veja (JOHNSON; KOTZ, 1988).

A partir de 1956 os métodos nao-paramétricos de estimacao de funcoes de densidade
de probabilidade tém se consolidado como uma alternativa sofisticada para o estudo de
conjuntos de dados, podendo assim, analisar esses conjuntos sem conhecimento da regra

de correspondéncia para a funcao de densidade ou funcao de distribuicao.

Este tema tem despertado muito interesse em pesquisadores de todas as areas do
conhecimento, devido & sua ampla abordagem. Até a presente data ja foram publicados
milhares de artigos sobre o tema e espera-se ainda a publicagao de muitos outros, ja que

ainda existem muitas questoes controvérsas ou ainda nao resolvidas sobre o tema.

Nicleo estimador é uma técnica nao-paramétrica para estimacao de fungoes, forne-
cendo o estimador da funcao de densidade de probabilidade, ou distribuicao, de uma
forma atraente e sem a imposi¢ao de um modelo paramétrico. O desempenho do nucleo-
estimador depende essencialmente da escolha do parametro de suavidade. Este parametro,
que chamaremos de janela e na literatura em inglés ¢ denominada “bandwidth”, geralmente

denotado por “h,,”, determina o grau de suavizacao a ser feita, isto é, ela é responsavel por



10

quao rapidamente o estimador da funcao oscila. Para estimarmos, de maneira 6tima, as
fungoes de densidade “f” ou distribui¢ao “F”, devemos encontrar o tamanho ideal deste pa-
rametro (janela). Neste trabalho, a janela “h,” sera estimada através do método Plug-in

modificado que serd descrito posteriormente com mais detalhes.

Nesta monografia, mostraremos apenas o caso da janela global, ( fiza), apresentando
alguns métodos para estimar o melhor valor desta janela baseado na definicao do ntuicleo
estimador. O caso da janela variavel nao serd abordado aqui, podendo ser analisado em
trabalhos futuros. Na Figura 1, podemos verificar a necessidade, ou nao, do uso da da
janela variavel. Verifique que no grafico de linha sélida o niimero de elementos dentro de
cada intervalo varia muito, e rapidamente, no intervalo (0, 10), justificando o uso da janela

variavel; o que nao ocorre, tao rapidamente no grafico de linhas pontilhadas.

Comparacao entre Janelas
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Figura 1: No caso (— ) é necessario o uso de janela variavel ja que o ntmero de elementos dentro dos intervalos de
comprimentos iguais varia muito. E no caso (- - -) usamos a janela global ja que h& pouca variagdo no nimero de elementos

nos diferentes intervalos.
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1.1 Revisao Bibliografica

(FIX; HODGES, 1951) foram os primeiros autores na literatura que propuseram as
ideias béasicas sobre Nicleo-estimador, utilizando uma funcao ntcleo Uniforme no intervalo
(0,1). (ROSENBLAT, 1956) e (PARZEN, 1962) estudaram a classe geral do nucleo estimador
univariado. (ROSENBLAT, 1956), mostrou que todo estimador é viciado para a func¢ao de
densidade de probabilidade, o que motivou a procura de estimadores assintoticamente
nao viciados. (PARZEN, 1962), examinou as propriedades assintoticas do nucleo estimador
em termos do erro quadratico médio (FQM) e mostrou que, sobre algumas condi¢oes,
o nucleo estimador é assintoticamente nao-viciado. Outros resultados sobre propriedades
do nicleo estimador podem ser encontrados em (BERTRAND-RETALI, 1978) e (DEVROYE;
GYORFI, 1978).

(EPANNECHNIKOV, 1969) fez um estudo da eficiéncia deste estimador, em termos
assintoticos, de diferentes fungoes ntcleo, tendo como objetivo encontrar uma funcao
nicleo 6tima. O mesmo problema foi considerado por (BARTLETT, 1963), entretanto,
(SILVERMAN, 1986) e (TERRELL; SCOTT, 1985) mostraram que o desempenho do ntcleo

estimador ¢ dominado essencialmente pela escolha do parametro de suavidade.

Um dos primeiros métodos automaticos ! de estimacao da janela 6tima foi o método
“plug-in” proposto por (WOODROOFE, 1970) e (NADARAYA, 1974). (HABBEMA; HERMANS;
BROEK, 1974) e (DUIN, 1976) propuseram, independentemente, o método de validagao
cruzada por verossimilhanga para a escolha da janela 6tima. Entretanto, este método
pode produzir estimativas inconsistentes, como foi observado no trabalho de (SCHUSTER;

GREGORY, 1981).

(RUDEMO, 1982) e (BOWMAN, 1984), desenvolveram, independentemente, o método de
validagao cruzada por minimos quadrados (VCMQ). No entanto, este método possui alta
variabilidade, o que compromete seu desempenho. Na tentativa de melhorar este método,
(TERRELL; SCOTT, 1985) propuseram o método de validagao cruzada viciada (VCV), que
mostrou-se mais estavel que o (VCMQ) no que se refere a variagao do método. Entretanto,
esta reducao da variancia implica em um aumento do vicio, o que foi comparado por

(JONES; KAPPENMAN, 1992) em ambas as metodologias.

Nesta monografia utilizaremos o método plug-in modificado, proposto por Chiu, para
estimar a janela 6tima. Para uma descri¢ao mais aprofundada sobre o tema, veja (SIL-

VERMAN, 1986), (TERRELL; SCOTT, 1985), (WAND; JONES, 1994), (NADA, ) ou (BOWMAN;

Imétodos baseados na idéia de que o parametro de suavizacao deve depender unicamente dos dados
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AZZALINI, 1997).

1.2  Objetivos e Organizacao do Trabalho

Nesta monografia temos como objetivo principal a anélise da técnica de Ncleo-
estimador, simulacao e a aplicacao a uma base de dados reais. Na parte inicial fizemos um
breve analise sobre o tema, dentre os principais autores da area. Ja na parte de simulacao
analisamos a eficacia do estimador comparando a fungao real com sua fun¢ao estimada e

analisando o residuo gerado pelo mesmo.

No capitulo 2 fizemos uma analise da fun¢ao de densidade. Iniciamos definindo “janela
6tima” e comparamos gréaficos para diferentes tamanhos de janelas. Mostramos algumas
técnicas para a estimagao deste parametro. Analisamos o comportamento da janela 6tima
para varios desvios populacionais simulados. Verificamos também o comportamento da
janela 6tima quando variamos seu tamanho amostral “N”. Finalmente fazemos uma com-
paragao grafica de amostras com distribui¢oes normal e Weibull via Ntcleo-estimador com

sua funcao de densidade real.

No capitulo 3 realizamos as comparacoes, feitas no capitulo 2 para a funcao de den-

sidade, para a funcao de distribuicao acumulada.

No capitulo 4 mostramos que quando temos varidncia muito grande ou muito pe-
quena temos a necessidade em realizar uma transformacao linear devido ao decaimento
muito rapido ou muito lento da (F.C.E). Ainda no capitulo 4, mas na parte de aplica-
¢ao, aplicamos a técnica a uma base de dados, tentando ajustar sua densidade a funcoes

paramétricas conhecidas e posteriormente ajustando via Nicleo-estimador.
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2 Nricleo-estimador da Funcao de
Densidade.

O Nrucleo estimador é uma técnica que tem como objetivo principal a estimacao de
uma func¢ao de distribuicao ou densidade, diferentemente dos modelos paramétricos. O
Nicleo-estimador fornece um caminho simples para encontrar a estrutura probabilistica
de um conjunto de dados. Nesta monografia iremos trabalhar apenas com funcgoes de
densidae e fucgoes de disribuigao univariadas, continuas e o Nucleo-estimador sera usado

apenas em janela fixa.

Esta técnica depende da escolha de um parametro de suavidade h,, do estimador, sendo
chamado na literatura em inglés como bandwidth, que neste texto chamaremos de “janela”.
Assim, a estimacgao desta janela é uma parte fundamental no processo de estimacao das

fungoes de densidade ou distribui¢ao (STLVERMAN, 1986).

Considere uma amostra aleatéria de tamanho n definida por X, Xs, ..., X,, de uma
variavel aleatéria X com funcao de densidade f. O nucleo estimador de f, definido por

(ROSENBLAT, 1956), no ponto x é:

fule) = Zk (20) 2.)

onde “k” € uma funcao de densidade, sendo chamada de nicleo.
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Pode-se provar que se h, — 0 ¢ n.h, — oo, entdo, f, (z) 2 f(x). Mas existe uma
infinidade de sequéncias h,, com essa propriedade. Para valores pequenos de h,, dizemos
que o parametro de suavidade é “aspero”’ e para valores grandes de h,, dizemos que este

parametro é “muito macio”. Uma exemplificagdo é apresentada na (Figura?2).

n=50; Janela=0.301

n=50; Janela=1.205

n=50; Janela=2.109

+~, — Densidade Real — Densidade Real — Densidada Real
I - — Estimador = = Estimador == Estimador
b= (=1
oo o~
= o
L w
(=] 5
3 s
= o = (=)
< 5 —
w u
L= o 4
[=] o
g 8
(=] =
T T T T T
-4 2 ] 2 4 6
al c) X

Figura 2: Densidade estimada de uma normal (0, 4) de tamanho n = 50. A linha solida indica a densidade real e a
linha tracejada indica a densidade estimada via nucleo estimador. (a) h, = 0.301, (parametro aspero), (b) h, = 1,205,

(parametro 6timo) e (¢) hyp, = 2.109, (parametro muito suave)
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2.1 Estimacao da janela 6tima

A estimacao do tamanho da janela 6tima ou parametro de suavidade “h,,”, é o passo
mais importante na estimacao das fungoes de densidade via nticleo estimador, devido ao

fato desta escolha ser diretamente responsavel pelo controle de suavidade de f,(x).

Existem algumas técnicas para o calculo deste estimador, dentre elas podemos citar o
metodo de validagao cruzada, proposta separadamente por (RUDEMO, 1982) e (BOWMAN,
1984) além do Plug-in, proposto inicialmente por (WOODROOFE, 1970). Hall e Marron
(1987) observaram que o método de validagdao cruzada e o método Plug-in, fornecem
estimadores com grande variabilidade. Assim (CHIU, 1991) propos o método Plug-in mo-

dificado que controla esta variabilidade.

A partir da defini¢do que seré utilizada no Erro Quadratico Médio Integrado (EQM),

temos que a janela 6tima ¢ dada por:

[ k?(2)d= :
n ([ 22k (z) dsz | f"(x)|2dx

h’opt - (22)

Um problema que aparece nesta féormula, é que a janela 6tima depende diretamente
do termo [ |f”(x)[*dz, sendo f”(z) a derivada segunda da fun¢do de densidade de pro-
babiliade que é uma fun¢do desconhecida para nés. Para mais detalhes veja (ATUNCAR;

DAMASCENO; MENDONcA, 2008) e (SILVERMAN, 1986).

Alguns autores propuseram técnicas para a solucao deste problema, dentre eles pode-
mos citar (WOODROOFE, 1970) que propos o método Plug-in. Este método utiliza uma
aproximagao para o unico termo desconhecido na expressao, ou seja a [ |f”(z)[*dz. O
autor utiliza um estimador prévio de “f” usando um “h,,” apropriado e, substituindo na
integral, pela aproximacao da janela 6tima. O problema é que encontrar este estimador

prévio nao é uma tarefa muito facil.

(CcHIU, 1991), através do método Plug-in modificado, substituiu este termo por uma

aproximacao de “G”, onde G = [ |f”(x)|*dz. Utilizando a fungao caracteristica, temos:

@) =5 [ (e Pay

:% N

Usando a identidade de Parseval, veja (CHIU, 1991), podemos provar que:
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Ry P

[e.e]

Assim, podemos aproximar GG por:

G = %/OA A [m (A - 1} dX (2.3)

onde A = min {\: |p(x)[? < €}

Chiu mostrou que a fungao estimada ¢, (\) domina seu erro no intervalo [0, A]. (DA-
MASCENO, 2000) verificou através de simulagdes de grande porte, que ¢ = 3 reduz a
variabilidade do estimador. Devido a este resultado, escolhemos ¢ = 3 para a fungao esti-
mada em (2.3). Para maiores detalhes veja (ATUNCAR; DAMASCENO; MENDONcA, 2008)
¢ (BESSEGATO, 2001).

2.2 Meétodo de Validacao Cruzada

Suponha um estimador f da fungao de densidade de probabilidade fde uma variavel

aleatoria. Por definicao, o “erro quadrdtico integrado” EQI é dado por:

BQL () = [ [fe) = 1@)] do= [ Borte =2 [ fu@radet [ Pade @

Podemos observar que o tltimo termo nao depende do estimador de f,,. Assim, mi-
nimizar o FQI,, ¢ equivalente a minimizar a expressao acima sem o ultimo termo, ou

seja:

Cvz/fg(x)dx—z/fn(x).f(x)dx (2.5)

No entanto podemos perceber que a equagao (2.5) ainda depende de “f”. Como esta

funcao é desconhecida, podemos estima-la aravés dos proprios dados.

O método de validagao cruzada, para a estimacao da janela 6tima “h”, foi proposto
separadamente por (RUDEMO, 1982) e (BOWMAN, 1984). Segundo estes autores, este es-

timador é dado por:
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= /f2(a:)dx— %Zfz(xz) (2.6)

sendo,

| X, - X,
filz;) = m;f((h—n) (2.7)

Assim, podemos verificar que a equagao (2.6) depende apenas dos dados amostrais.

O método de validagao cruzada foi o pioneiro para a estimacao da janela 6tima. Neste
trabalho utilizaremos o método Plug-in modificado, que devido ao seu balanceamento
entre a variancia e vicio gera melhores resultados comparado com o método de validagao

cruzada e o método Plug-in.

2.3 O Meétodo Plug-in Modificado

Este método, diferentemente do Plug-in original proposto por (WOODROOFE, 1970)

nao necessita de uma escolha inicial de h para posteriormente chegar a um (h — otimo)

Um problema existente para o célculo da janela 6tima, é que sua féormula depende
da derivada segunda da funcao de densidade f, que ainda sera estimada. Veja equacao
(2.2). Sendo assim, Chiu propds o método Plug-in modificado que estima a quantidade
desconhecida ( 1" (x |2dx) na féormula de A,y e define como janela 6tima o argumento

na minimizacao do Erro Quadratico Médio Integrado.

EQMI = [E(f ()~ f (@) ds
= —/ dt+0< )+ h4k2/f” )?dx + o (h*) (2.8)

O erro quadratico médio é uma medida de acurédcia do nicleo estimador. Assim, o

(L v

erro quadratico médio avaliado em é definido por:
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pou [fw)] - e{[rw-iw]'}
- e{f@-E|f@|}+{E]/@) —f(w)}2
= Varl(x)] + {m'cio [f (a:)} }2 (2.9)

Diferenciando o Erro Quadratico Médio Integrado, em relacao a “h” e igualando a

Zero, temos:

0 (EQMI)

8h - O = hopt (210)

onde hy € dado por:

[k (2)d= :
n|[ 2% (z) dsz |f"(z)]?dx

hopt -

Que ¢é a equagao dada em (2.2).

2.4 As Funcoes Caracteristicas.

As defini¢oes de fungao caracteristica e fungao caracteristica empirica encontram-se a

seguir:

A funcéo caracateristica (F.C') de uma variavel aleatoria X, avaliada em A\, é definida

CO1mo:

e (N) =¢:(N) = E[e] (2.11)
onde define-se:
E [e*Y] = E[cos (A\.X)] +i.E [sen (\.X)]
com A\ € R.

Seja Xi,---,X,, uma amostra aleatéria com fungao de distribuicao “F” e seja ¢
a fungao caracteristica de “F”. Define-se como fungao caracteristica empirica (F.C.E),

representada por ¢, avaliada em A por:
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. _ 1 IAX;
(M) =D e (2.12)
J=1
onde define-se:
E [e™] = E[cos (AX;)] +iE [sen (AX])] (2.13)

Aplicando-se propriedades de niimeros complexos, temos:

1 n n
G (N) = - Zcos (AX)) +z’Zsen (AX;)
j=1 j=1

= — cos (AX;) + — sen (AX; 2.14
2 s () + 53 aen (X)) (219

Estas defini¢oes serao utilizadas nas segoes seguintes.

2.5 Estimativa Plug-in proposta por Chiu:

Como ja citado anteriormente, a tinica quantidade nao conhecida na formula da janela
otima hey ¢ a integral, definida por G = [ (f” ())? dz. Assim Chiu propoe a substituicio

da integral por uma estimativa de GG dada por:

G = l/OAx* [|¢)(A)|2—1] i (2.15)

™ n

onde A =min {X: |p(z)]* < £}.

- n
Entretanto, quando temos uma variavel aleatoria com desvio padrao ¢ muito pequeno
a funcgao caracteristica “F.C” e a funcao caracteristica empirica “F.C.E” decrescem muito
lentamente, dificultando o encontrar o valor de A. A Figura 3 mostra este decaimento

muito lento, quando ¢ é muito pequeno, para a funcao caracteristica da normal (0, o).
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Figura 3: Analise da convergéncia “lenta” da fungao caracteristica pelo desvio padrao o - “pequeno”.
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Se por outro lado o desvio padrao o é extremamente grande a funcao caracteristica

decresce muito rapido. Neste caso o calculo da integral dada em (2.15) fica comprometida.

Podemos verificar esta convergéncia rapida para a “F.C” e “F.C.E” na Figura 4.
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Figura 4: Analise da convergéncia “rapida” da fungao caracteristica pelo desvio padrao o - “grande”.
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Os graficos das Fliguras 3 e 4, mostram o decaimento lento ou rapido das funcoes
caracteristicas. Nestes casos, para conseguirmoso valor de A é recomendével uma utilizar-
mos uma transformacao linear. Esta transformagao divide todos os elementos da amostra
por seu desvio amostral “s”, determina seu ntucleo estimador para posteriormente voltar
a variavel original. Mais detalhes desta transformacao serao vistos no capitulo 4 deste

trabalho.

(CHIU, 1991) mostra que a escolha do parametro “c” nao é relevante quando “f” é sufici-
entemente suave. (DAMASCENO, 2000), otimizou este parametro “c” através de simulagoes
de grande porte, concluindo que o valor que melhor pondera o vicio e a variabilidade é

sempre igual a 3.

Assim, quando substituimos a integral G = [ (f”(x))* dz por G' em (2.3) na formula

da janela 6tima, hp, temos que o estimador da janela ¢tima é dado por:

. [ | K?(2)dz (2.16)

hchiu - 2 -
n|[ 22K (z)dz]" G

que nao necessita do conhecimento de “f”.

2.6 Variacdo da Janela Otima

Nesta secao observamos a relagao entre o comprimento da Janela Otima em relacao
a variacao de seu desvio padrao e também a variagao desta janela em relacao ao ntmero

de elementos amostrais “n”, utilizando a férmula (2.16).
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Anailise 1 - Consiste em gerar 100 amostras de tamanho n=50 da distribui¢cao normal
com média p = 0, para cada valor de desvio padrao o = {0,1;0,2;0,3;--- ,4,8;4,9;5,0}.
Com estes valores, calculamos a média e o desvio padrao da janela 6tima para cada um

destes o, fazendo o gréafico do desvio padrao -o versus Janela Otima.

Através do grafico da Figura 5, podemos verificar que o desvio padrao o e a Janela

Otima sao diretamente proporcionais.

D.P (o) X Janela Otima: n=50; Rep = 100

25

Janela Otima
15 2.0
!

1.0

Figura 5: (Analise 1) - Variagao da Janela Otima em fungio do desvio padrao o.
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Anailise 2 - Consiste em gerar 100 amostras normais de ¢ = 0, ¢ = 2 com amostras
de tamanho n = {30;60;90; - - - ;960;990; 1020}. Através destes tamanhos amostrais ve-
rificamos a variacdo do comprimento da Janela Otima em funcdo do tamanho amostral

(.

“n”, fazendo o grafico -“n” versus Janela Otima-

Podemos também verificar que a Janela Otima é inversamente proporcional ao tama-

nho amostral “n”, como mostra a Figura 6, ou seja quando n — oo temos h,, — 0.

n X Janela Otima: Rep = 100
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1.0

Janela Otima
049
!
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[
r—~
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< |
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-\_-'"“‘ﬂ—._
I [ I [ I [
0 200 400 500 800 1000

Figura 6: (Analise 2) - Variagao da Janela Otima em fungdo do tamanho amostral “n”.
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2.7 Comparacao Grafica - Funcao Densidade

Nesta secao compararemos fungoes de densidade reais com as estimadas usando o
ntucleo estimador. Utilizaremos as distribui¢coes Normal e Weibull para esta comparacao,
analisando assim o residuo do estimador. Para ambos os casos verificamos que quanto
maior ¢ o valor de “n”, menor sera o residuo do estimador, ou seja, melhor sera a aproxi-

macao do estimador comparado com a funcao real, veja as figuras 7 e 8.

2.7.1 Distribuigao Normal (0,4)

No software “R” geramos amostras com distribui¢ao normal com média zero e desvio
padrao igual a 2 para n = {50;100;500;1000}. Estimamos sua densidade através das

equagoes (2.1) e (2.2) e comparamos estas estimativas com a fungao real.

Podemos verificar, através da Figura 7, que o Nicleo-estimador tem menor residuo
quando o tamanho amostral “n” aumenta. Veja que para “n=1000" os dois graficos sao
muito proximos. Mas também podemos observar que, para situagoes reais, quando “n=50"

ou “n=100" a funcao estimada aproxima-se bem da real.
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Normal(u=0; 6=2); n=100

N — Estimado
7 v -~ Real

\ — Estimado
\ == Real

Figura 7 Comparagdo entre a funcdo de densidade estimada via nucleo estimador (—) e a fungdo de densidade real (-

- -) para uma Normal (0,4).
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2.7.2 Distribuigao Weibull (2,3)

No software “R” geramos amostras da distribui¢cao de Weibull com parametro de forma
a = 2 e pardmetro de escala § = 3 paran = {50, 100, 500, 1000}. A densidade foi estimada

através das equagoes (2.1) e (2.2) e comparamos as estimativas com a fungao real, veja

Figura 8:
Weibull(e=2; p=3); n=50 Weibull(«=2; p=3); n=100
%- T — Estimado — Estimado
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= o
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Lo
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Figura 8: Comparagéo entre a funcéo de densidade estimada via niicleo estimador (— ) e a fungéo de densidade real (-

- -) para uma Weibull (2,3).
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Podemos verificar que o estimador, aproxima-se bem da fun¢ao de densidade, prin-
) G » P
cipalmente quando ‘n > 50”. Podemos concluir que quanto maior o valor de “n” melhor

serd a aproximacao do estimador a funcao real.
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3 Niucleo-estimador da Funcao de
Distribuicao.

Neste capitulo definiremos a func¢ao de distribuicao empirica, o Nicleo-estimador para
a funcao de distribuicao, a janela 6tima para este estimador e, como realizado no capi-
tulo anterior, faremos uma comparacao grafica entre o Nucleo-estimador e a funcao de

distribuicao de amostras de dados normais e wiebull.

3.1 A Funcao de Distribuicao Empirica

A func¢ao de distribui¢do empirica é um dos estimadores mais utilizados quando se

deseja estimar a fungao de distribuigao F de uma variavel aleatéria (SILVERMAN, 1986).

Considere uma amostra aleatéria de tamanho n denotada por, Xi; Xs;...; X, da
variavel aleatéria X, que tem funcao de distribuicao acumulada F. Um estimador F,

avaliado em x é dado por:

namero de valores observados no intervalo (—oo, z]

E(z)=P(X <x)=

(3.1)
n

A funcao de distribuicao empirica é uma representacao grafica que nos fornece a
informacao do tipo da percentagem de valores da amostra inferiores ou ou superiores a

um determinado quantil.

Entretanto, F), algumas vezes apresenta problemas na estimativa das ordenadas cor-
respondentes aos quantis. Isto é explicado pelo fato de que esta seja uma funcao escada
que pondera cada x; amostral pelo valor % Assim quando o tamanho da amostra é pe-
queno, os valores estimados muitas vezes nao se aproximam dos valores reais da funcao

[15e))

tedrica F', ou seja quanto menor o tamanho amostral “n” maior serd o “degrau” desta

fungao escada. Como exemplo verifique a Figura 9.
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Func¢ao de Distribuicao Empirica: (n = 50) Funcéao de Distribuicdo Empirica: (n = 100)

10

11— FDA -
---- FDE

Quantil

Quantil

Funcéao de Distribuicdo Empirica: (n = 200)

1.0

— FDA g
---- FDE

Quantil

Cilantil

Figura 9: Comparagao entre a fungao de distribuigdo empirica F.D.E (- - -) e a fungao de distribui¢ao acumulada F.D.A

(— ) para uma amostras de tamanho n={50, 100, 200, 500} proveniente de uma distribui¢do Normal (0,1)
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3.2 Nicleo Estimador da Funcao de Distribuicao

O método do niicleo estimador também tem sido amplamente utilizado na estimacao
da fungao de distribuicao, consolidando-se como uma alternativa as abordagens paramé-

tricas.

Dada uma amostra aleatoéria, Xy;--- ; X,,, de uma variavel aleatéria continua X, com

funcao de distribuicao F, define-se o niicleo estimador de F, avaliado no ponto x, por:

Fo(z) = % Xn: K (x ;nXi) (3.2)

i=1

onde K ¢ uma fungao de distribuicao denominada “nticleo” e h,, chamado de parametro
de suavidade ou janela 6tima para a funcao de distribuicao, que sera discutido na proxima

subsecao.

3.2.1 Janela Otima da Funcao de Distribuicao

Assim como tinhamos no caso da funcao de densidade, a escolha do ntcleo K nao
é uma tarefa muito dificil. Mas a escolha da janela h, é um sério problema, que vem
sendo tratado exaustivamente na literatura. O parametro de suaviadade, h,,, é aquele que
minimiza a diferenca entre as estimativas obtidas através do nicleo estimador f (x) e os
verdadeiros valores da fungao densidade f(z) , ou seja, queremos a janela minimize o Erro
Quadratico Integrado Médio (EQIM), sendo definido por:

EQIM(h) = E / [Ba) - @)} do (3.3)

Como no caso da funcao de densidade, existe uma expressao para a janela Otima
que minimiza o EQIM(h). Mas como visto anteriormente h,, infelizmente, depende da
funcao desconhecida F'. Precisamos entao, estimar h,,; a partir dos dados observados. Em

(BOWMAN; HALL; PRVAN, 1998) obtemos a expressao da janela 6tima dada por:

Wl -wald T .
Nopt = . n-3 |
{ [ 2aW ) [T/ dm} (3.4)

onde W (z) ¢ a fungdo de distribui¢ao normal (0,1) no ponto x e H = [ |F"(x)|*dx,

ou por definicao, H = [ 1f'(z)*dz, podendo, como no caso da sensidade, ser estimado
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por H obtido pelo método plug-in através da equagao:

ﬁ:%/fﬁ @@(A)F—ﬂ d\ (3.5)

onde: ¢ () ¢ a fungdo caracterfstica empirica, A = min {\: [p]* < £}

Substituindo [ [F”(z)]*dz por H na equacio (3.4), temos:

o = J W(x)[l—w(gx)}d;p En,% 5.
UZQdW (z)] H

Para maiores esclarecimentos ver cap. 3 de (BESSEGATO; ATUNCAR; DUCZMAL, 2001)



3.3 Comparacao Grafica - Funcao de Distribuicao

No software “R” geramos amostras com distribuicao normal com média 10 e desvio
padrao igual a 3,5; para n = {50;100;500; 5000} e estimamos a fungao de distribuigao
através das equagoes (3.2) e (3.6), comparando-os com sua fungao-distribuigao real. Ve-
rificamos que quanto maior é o valor de “n”, menor sera o residuo do estimador, ou seja,

quanto maior for o valor de “‘n” mais proximo o estimador estara da funcao-distribucao

real, Como mostra a Figura 11.

m i

Figura 10: Comparacao entre a funcao de distribui¢ao estimada via niicleo estimador e a fungao de distribuigao real
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3.4 Comparacao Grafica - Funcao Caracteristica.

Nesta se¢do comparamos a fungao caracteristica teorica ¢ (\) com a fungao caracte-

ristica empirica ¢ (\), dada pelas equagoes (2.11) e (2.12).

Analisamos o ajuste da funcao caracteristica para varios valores de “n”. Esta compa-
ragao foi feita gerando amostras normais de tamanho n = {30;50; 100; 500; 1000; 5000 }
para uma sequéncia de A = {0.1,0,2;0,3;--- ;4,8;4,9;5.0}.

Entao, de (2.14), definimos o nimero complexo z = a, + i.b, onde:

1 n
= ;:1 cos (AXj)

n

1
b :_E: X
A ”j186n( i)

Assim podemos definir o modulo da funcao caracteristica empirica como:

|2 (W) [* = a3 + b3 (3.7)

As comparagoes foram realizadas entre o o quadrado do médulo da funcao carac-
teristca empirica dada pela equagao (3.7), “linha pontilhada” e o quadrado da fungao
caracteristica da normal padrao, dada por, 2 (\) = (6_é/\2>2 “linha solida”. Nos grafi-
cos apresentados na Figura 10 podemos verificar que a funcao |, (A) |> se ajusta bem
a fungao (p. ()\))2 quando “n > 50”. Observamos também que quanto maior o tamanho

amostral mais préoximas entre si, estao estas fungoes.
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Sabemos que em situacgoes reais o tamanho amostral raramente é superior a 100.
Nossa opcao por simularmos amostras com ‘“n” iguais a 500, 1000, e 5000 tem como
objetivo verificar que quanto maior o valor de “n” melhor serd o ajuste entre as funcoes

caracterisica e a estimada.
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4  Aplicacao.

4.1 A Transformacao Linear

A técnica de niucleo estimador aplica-se quando desejamos estimar a fungao de densi-
dade, ou distribui¢ao, de um conjunto de dados que nao se ajusta as func¢oes paramétricas
conhecidas. Entretanto, como nao temos nenhum controle sobre este conjunto de dados,
podemos ter a variancia amostral muito pequena ou extremamente grande. Como visto
anteriormente, usando o método estudado para estimar a janela, este estimador s6 pode

ser calculado para fungoes “suaves” o que nem sempre pode ocorrer.

Para estimarmos estas fung¢oes devemos verificar a magnitude de sua variancia amos-
tral. Quando estas variancias sao muito grandes ou muito pequenas o céalculo de A =
min {)\ @) < ﬁ} através da fungao caracteristica, fica comprometido. Esta dificuldade,
como visto anteriormente, deve-se & demora na convergéncia do |¢|? no caso onde a varian-
cia é muito pequena ou no decaimento muito rapido desta func¢ao, quando temos variancia

muito grande.

Devido a este problema, é recomendavfel aplicar uma transformacao linear nos dados
amostrais. Esta transformacao consiste em dividir cada elemento amostral z; pelo desvio
padrao amostral s criando assim uma nova amostra que denominaremos por {y, Y2, -+ , Yn }-
Este nova amostra sera transformada na amostra original x; apds calcularmos o ntucleo
estimador através das equagoes (2.1) ou (3.2), ou seja, voltara a funcdo original apos

estimarmos sua funcao transformada.

Para a func¢ao de distribuicao F), sendo x = s.y, esta transformacao é dada por:

FX(ZE):P(XSJC):P(S.Ygx):P(YS%):Fy<§>

temos entao que:
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Fx (¢) = Fy (5) (4.1)

Para encontrarmos a funcao de densidade, derivamos a equagao (4.1), em ambos os

lados, em relagao a x, temos:

folz) = .1, (%) (4.4)
Assim a partir de (4.1) e (4.4) definimos:

P =B (D) efo@ =1, (%)

S

que é a transformagao inversa feita em (4.1) para a funcao de densidade.

4.1.1 Exemplo de Aplicacao
Suponha que tenhamos o conjunto com 5 elementos dado por a; = {14, 8; 50, 6; 70, 3; 80,4; 93,6},
que tem como desvio padrao amostral igual & s = 29,85 e média amostral ¥ = 62, 28.

Iniciaremos a transformacao definindo os 100 pontos da malha que representaram a
abcissa, os quais chamaremos de z; sendo ¢ = (1;2;--- ;100). O primeiro e o ultimo ponto

desta malha sao dados por:
T1) = Qmin — hopt; © 5 2(100) = Amax + hopt

onde h,p € a janela otima do conjunto de dados y; = %. O tamanho desta janela 6tima
foi calculada através da equagao (2.16) para a amostra y;, tendo como resultado hyy =

1,4249. Assim o primeiro e ultimo termos da malha sao dados por:

ry = 13,3754; - -+ s 2(100) = 95,0249
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Temos mais 98 pontos para serem distribuidos no interior desta malha. Estes pontos

serao calculados usando “interpolagao aritmética”, que tem sua razao aritmética dada pela

formula: ( )
Ln) — (1)

=y )

Para este caso, temos “n=100" e calculando-se a razao desta interpolacao, através da

formula acima, temos que R = 1,669. Assim, os demais pontos zs;...,99) sa0 dados por:

2y = 13,3754; 9y = 14, 1998; 25 = 15,0246; - - - ; 2(99) = 94, 2002; 7(100) = 95, 0249

que sao os 100 pontos da malha ainda nao transformados.

— Zi

Agora iremos transformar a malha z;, ou seja, iremos definir um novo conjunto v; = *,

sendo que este conjunto, transformado, tem variancia igual & 1 e nao apresenta problemas

no calculo do A.

oy, 133754

?}(1) = S U(l) = 20,85 = 0,4367
x 14,1998
V() = % = V) = W = 0,4636
x 94,2001
U(gg) = (;)9) = U(gg) = W = 3, 0754
95,0249
V(100) = ~00) ’ = 3,1024

= = o0 55

Como feito acima, iremos transformar também os dados amostrais a;, definindo um

novo conjunto y; = %, sendo que este conjunto também nao apresenta problemas no

calculo do A.

a(1 14, 8

Ya) = T) = Ya) = M = 0,496
aco 50,6

) = =5 = ¥ = 5 g5 = 1,697
acs 93,6
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Apos estas transformagdes, com a variancia controlada, aplicaremos a formula (2.1)
para estimarmos a funcao de densidade ou a férmula (3.2) para estimarmos a fungao de

distribuicao.

4.1.2 Estratégia de Implementacao

Neste exemplo de aplicagao temos como “z;” e “X;” os elementos dos conjuntos “v;”

e “y;” respectivamente, assim a formula (2.1) fica representada por:

fn<u>=nimzk<”il;%)

Onde k (x) representa a func¢do de densidade da normal padrao no ponto “x” e h,, é a

janela otima da amostra dada pela equacao (2.2).

Neste exemplo de aplicagao temos que “n=100" e “h,, = h,, = 1,4249”. Assim a

funcao de densidade do exemplo de aplicacao, sera calculada de seguinte forma:

1 v — U1 — Yo U1 —Ys \ |
hiw) = [k( = )+k( = )+ +k( = )}—0,20026

1 Vo — U1 Vo — Y2 U2 —Ys _
folv) = e [l@( " )+k:( " )+ +k< W )}_0,20181

1 V100 — Y1 V100 — Y2 V100 — Y5
A R - J° = 4
froo(v) nh,, {k< I, ) k( I, K I, 030943

Assim apoés a estimativa da densidade transformada, utilizamos a equagao (4.4) para
retornar a variavel original. Ainda, com esta transformacao, podemos calcular a funcao
de distribuicao dos dados através da formula (3.2), tendo como janela 6tima h,, o valor

resultante da aplicagao da equacao (3.4).

4.1.3 Janela Otima na transformacao

Quando usamos a transformagao descrita na segao (4.1.1), a janela 6tima inicial, utili-
zada na malha, é calculada através dos dados transformados y;. Ja a janela que utilizamos

para o célculo do Nucleo-estimador ¢ obtida através do conjunto v; = #*. Em nosso al-
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goritmo utilizamos como critério para a transformagao linear os desvios amostrais que se

encontram fora do intervalo 0,5 < § < 3.

Nosso algoritmo utiliza 100 repetigoes, ou seja gera 100 amostras com média p e desvio
padrao o. Quando este desvio estd proximo da regiao limitrofe acima, podemos ter em
algumas destas repetigoes, desvios amostrais s que necessitam de transformagao e outros
que nao necessitam de tal transformacao para o mesmo o2. Quando isto ocorre, verifica-se
as janelas otima se separam, claramente, em dois grupos distintos; o grupo onde foi feita

a transformacao e o grupo onde nao foi feita a transformacao. Veja as Figuras 12 e 13 a

seguir.
Normal(p=10; 6=0.5); n=50; Rep. =100; Transf = 0% Normal(u=10; ¢=3); n=50; Rep. =100; Transf = 42%
T I 1 1 I
= I 1 [=] — I
| | o : |
o | i i |
= i i o | i i
© 3 i © i _%_
ERCEE : ! k) ! :
= | : 2 I 1
= | . = o ; |
O ' ' g — 7 ' '
2 e | 1 2 1 |
8 | | 5 | |
: | | & | |
. | | | |
i 1 L - 1 i
1 1 = 1 1
“ | i i |
. 1 s e 1
T ’ T — — T T 1
0.20 0.25 030 05 1.0 15 20
h.étima - Densidade h.otima - Densidade
Figura 12: Histograma para a janela 6tima com 0% Figura 13: Histograma para a janela 6tima com 42%

de transformagdes.(Apenas um grupo). de transformagdes.(Dois grupos distintos).



42

Nosso algoritmo gerou simulagoes normais com média 10, tamanho amostral n =

{30, 50,100,500} e com desvios o = {0.1,0.5,2,3,3.5,5} gerando um total de 20 histo-

gramas a serem analisados. Podemos verificar qua quando “n” aumenta, o tamanho da

janela e a variancia diminuem, ou seja, se n — oo entao h, — 0, s; — 0 e n.h,, — o0.

Este comportamento foi observado para todos os valores de o estudados.

Probabilidade

Probabilidade

A titulo de ilustracao, colocaremos os graficos para o = 2. Conforme Figura 14.

20

15

1.0

05

00

Normal(n=10; 6=2); n=30; Rep. =100; Transf = 0%

06 10 1.2

h.dtima - Densidads

Normal(.=10; 6=2); n=100; Rep. =100; Transf = 0%

06 08 1.0

h.4tima - Densidads

Frobabilidade

Frobabilidade

05 1.0 15 20 25 30

00

12

10

Normal(u=10; 6=2); n=50; Rep. =100; Transf= 0%

1.0 12
h atima - Densidade

Normal(=10; 6=2); n=500; Rep. =100; Transf = 0%

I \ T T 1
06 08 1.0 12 14

h.atima - Densidades

Figura 14.: Histogramas para a Janela Otima para ¢ = 2 com 0% em transformacoes.
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4.2 Aplicacao a base de dados

Nesta secao tentaremos ajustar a base de dados T-anos varias densidades conheci-
das. Caso estes dados nao se ajustem a nenhuma destas densidades, iremos estimar sua
funcao densidade utilizando Ntucleo-estimador. Tentaremos ajustar estes dados através do

software Minitab for Windows versao 15, em sua op¢ao (Graph) — (Probability — Plot).

4.2.1 A base de dados T-anos

A base de dados “T-anos” refere-se ao tempo de duracao, em anos, de 62 componentes

eletronicos de uma certa empresa. O conjuto de dados, T-anos é representado por:

T-anos — (3,4922; 0,6077; 8,3922; 3,9138; 4,3348; 4,1701; 4,2057; 4,0198;
7.2880;  1,2353; 6,8360; 4,0604; 12.465; 7,3819; 4,8063; 9,1073; 4,0694;
2.4193;  74869; 5,0387; 0,8399; 1,4097; 4,0041; 8,0956; 6,7759; 4,2472;
3,6368;  0,6706; 9,8407; 6,5755; 1,2131; 3,6599; 2,9506; 2,0630; 0,4476;
4,2472;  1,5879; 4,0504; 3,2648; 1,2778:; 4,2893; 5,3322; 1,8517; 3,0793;
5,0387;  3,3469; 4,2608; 3,1828; 2.4699; 0,8993; 6,1801; 8,8372; 4,7425;
7,4869;  4,2001; 3,8879; 9,0383; 8,0956; 2,4699; 6,3950; 5,4196; 6,7759)

Com esta amostra, tentaremos ajusta-la as distribui¢oes Normal, lognormal, logistica
e Weibull. Para iniciarmos a analise destes dados faremos uma analise descritiva, através

do software Minitab desta amostra, tendo como resultado:

Variable Mean StDev Q1 Median Q3  Skewness Kurtosis
Tanos 4,575 2,617 2,830 4,188 6,626 0,60 0,15

Podemos verificar uma concentragao maior de massa a esquerda da média (assimetria),
devido & skewness positiva, além de um pico um pouco mais acentuado que a normal de-

vido a kurtosis positiva.
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Para termos uma idéia da forma da fungao de densidade desta amostra mostraremos

um histograma destes dados na Figura 15, que confirma a analise descritiva dos dados.

Histograma da Base de dados T-anos

Frobabilidade

0.05
|

[ 1]

| | | | | | | |
0 2 4 3] 3 10 12 14

0.00
[

Tempo em anos

Figura 15: Histograma para a base de dado T-anos.
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4.3 Teste de Aderéncia

O teste nao paramétrico, utilizado neste software, para testar a aderéncia da distribu-
icdo a amostra é o teste de Anderson-Darling (AD). Este é um teste unicaudal e tem sua
hipétese nula rejeitada quando a estatistica de teste, que depende da funcao de distribui-
¢ao acumulada e do tamanho amostral “n”, supera um valor critico previamente calculado.

Para maiores informagoes veja (ANDERSON; DARLING, 1954).

Realizamos este teste, sob a base de dados T-anos, para as distribui¢oes normal, log-

normal, logistica e weibull. Os resultados encontram-se nas Figuras 16 e 17.

Probability Plot of Tanos
Mormal - 95% CI
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StDew 2,617
9 * N 62
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an
80
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§ 4
o a0
20
10 4
51 ()
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0.1 f T : . :
-3 u] 5] 10 15
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Probability Plot of Tanos
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Figura 16: QQplot - Testando a aderéncia da base de dados a distribuigdo normal e log-normal.
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Figura 17: QQplot - Testando a aderéncia da base de dados & distribuicao logistica e Weibull.
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Na Tabela 1 comparamos os p-valores gerados a partir do teste de aderéncia (AD)

para estas densidades.

DISTRIBUICAO || p-valor
normal 0,038*

log-normal <0,005*
logistica 0,029*
weibull 0,188

Tabela 1: P-valor para o teste de aderéncia.

Podemos verificar que as distribui¢oes normal, log-normal e logistica apresentam p-
valores (< 0,05%), ou seja, & um nivel de significincia de esta amostra nao se ajusta a
nenhuma destas distribuicoes. Ja a distriuicao de Weibull apresenta p-valor de 0,188 que
pode ser considerado um p-valor significativo ao nivel de 5%. Na Figura 18 mostramos
o ajuste das quatro densidades ao histograma da amostra e verificamos que, realmente,

apenas a distribuicao de Weibull se ajusta melhor ao histograma.
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Figura 18: Comparacao entre as densidades e o histograma da amostra.
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4.3.1 Comparacao via Nucleo-estimador

Com a base de dados “t-anos”, testamos varias distribuicoes paramétricas de probabi-
lidade, sendo que apenas a distribuicao de Weibull se ajustou, ao nivel de 5%, ao conjunto

de dados. Esta distribuigao foi a que gerou o maior p-valor (0.188).

Nesta secao iremos comparar graficamente a técnica, nao paramétrica, de Nicleo-
estimador com a distribuicao de Weibull, que foi significativa, ao ajuste dos dados. Po-
demos verificar, através da Figura 19 que o Nucleo-estimador, neste caso, gerou menor

residuo que a distribuicao de Weibull, quando comparado com o histograma.

Weibull X Nucleo-estimador

o i — — —  Ajuste Weibull
= ’ — Mucleo-estimador
[an]
k] =
_ [
]
=
=
JL3]
A
b
o
L
=
L]
[
=
(o]

Tempo &m anos

Figura 19: Comparacao entre o Nucleo-estimador e a densidade de Weibull.
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4.4 Conclusoes e trabalhos futuros

Os métodos nao paramétricos de estimagao funcional sao muito tteis para obtermos
informagoes sobre um conjunto de dados cuja distribuicao nao pode ser aproximada por

modelos paramétricos.

Neste trabalho analisamos a importancia no célculo da “janela 6tima” para encontrar
um bom estimador, e posteriormente fazermos uma analise mais detalhada do estimador
funcional. Os resultados da janela 6tima, “h,," e os resultados dos estimadores “H” para
a densidade e “G” para a distribuicao, foram calculados, definidos, provados e implemen-
tados por (BESSEGATO, 2001) através do método Plug-in modificado. A transformacao
linear, as comparagoes gréaficas e os graficos para anélise da janela 6tima foram imple-
mentados aqui, ja os resultados prontos, apresentados aqui, para a janela 6tima e as
estimativas G e H, foram calculados através do método Plug-in e retirados do codigo do

Lupércio.

Verificamos que o Nucleo-estimador ¢ uma boa técnica para estimar fungoes de den-
sidade ou distribuicao nao paramétricas que sejam suaves e com amostras de tamanho
> 30. Neste trabalho verificamos, na fase de simulacao, que quando aumentamos o tama-

nho amostral “n” menor serd o residuo do estimador.

Na parte computacional, optamos em implementar os algoritmos e c6digos no software
R, versao 3.0.3 (R Core Team, 2014), devido ao seu livre acesso e pela facilidade em im-
plementar codigos no mesmo. Tivemos algumas dificuldades em implementar o algoritmo
referente a transformacao linear, mas apos algum tempo, e varias tentativas, o codigo
funcionou como esperado. Entretanto, para os calculos onde tinhamos varias repetigoes,
como na subsecao “Janela dtima na transformacao”, verificamos que o tempo gasto para
o programa calcular os resultados foi muito alto, principalmente para resultados onde

tinhamos tamanhos amostrais “n > 100”.

Entretanto, trabalhamos apenas com janelas “globais”, tamanho fixo, mas na literatura
podemos encontrar varias outras técnicas que trabalham com janela de tamanho variavel
ou com problemas de fronterias. Acreditamos que uma extensao dos topicos estudados

aqui, para janelas varidveis, seria aplicagao relevante para a continuacao deste trabalho.
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5 Apéndice

ALGORITMO-1 (Densidade - Transformag3o)

HHHHHHHHENTRADA DAS VARIAVEISH#H####HHH
amos=c(15,20,30,50,100)
for (w in 1:length(amos)){

media = 5#trocar média;

dp = 0.2b#trocar desvio padréo
n = amos[w] #trocar

x= rnorm(n,media,dp)

dp.a = sqrt(var(x))

media.a = mean(x)
g S
l.sup = 4xdp.atmedia.a; 1.inf = -4*dp.atmedia.a

B

#### TRANSFORMAGAO QUANDO A VARIANCIA NAO E GRANDE QU PEQUENA: ###
#### SE 0 DESVIO PADRAO ESTA ENTRE 0,3 E 3 FAGA :######t##tttHHH#H####
B R
if ( dp.a>=0.3 & dp.a<3){

#HHH##HHVARTAVETS AUXILIARES ##HHHEHHHHEHHEHHHEE
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janela = plug.smooth(x)$tab$Janela ###### BUSCA A JANELA DO PLUG IN LUPERCIO

x.s = sort(x) # ordenando a variavel y
int = (8*dp.a)/(n) # tamanho do intervalo da abcissa
abc = seq(l.inf,1l.sup,int) # gerando os intervalos na abcissa

x.s[length(x.s)+1] = x.s[length(x.s)] # igualando ao tamanho de ABC
soma.fhat = c(0) # varidvelpara a soma
fhat = c(0) # F estimado

vc.soma =c(0); vc = c(0)
#Ht#####cALCULO DO Fn ESTIMADO, USANDO COMO NUCLEO k A NORMAL O,D#
for(i in 1:length(abc)){

for(j in 1:length(abc)){
soma.fhat[j] = dnorm((abc[i]-x.s[j])/janela)

if( ir=3)4

vc.somal[j] = dnorm((abc[i]-x.s[j])/janela)
}

}

fhat[i] = sum(soma.fhat)/(length(x.s)*janela) #caculo do nicleo estimador

}
HHHHEHHHEHAHHEEHEEH FIM DO CALCULO DO FN  ###HHHHHHHHHHHHEHH

HHH RS R R R R R R R R R R R R R R
##### FIM PARA DESVIO PADRAO ENTRE 0,3 E 3 ##tt#Httt#Htititttitt it
HEFHSHH A R S R R R R R R R R R R R R
#### SE 0 DESVIO PADRAO ESTA ENTRE 0,3 E 3 FAGA :#########H##H###
HHH R R R R R R R R R R R R R R R
if (dp.a >=3 | (dp.a<0.3 & dp.a>=0)){

HHHHHHE . VARTAVETS AUXTILIARES #HHH#HHHH
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tam = 100 # tamanho da malha

S s
#interpolagdo Aritmética#######
HHEH

r = (1.sup-1.inf)/(tam-1)
w.i = c(0);w.i[1]=1.1inf
for(i in 2:tam){

w.ilil= w.il[i-1]+r

}
HEFHHAFHHAF R R R

v.i = w.i/dp.a; y.i = x.i/dp.a

janela = plug.smooth(y.i)$tab$Janela ###### BUSCA A JANELA DO PLUG IN LUPERCIO
soma.fhat = c(0) # variavelpara a soma

fhat.t = c(0) # F estimado

####### cALCULO DO Fn ESTIMADO, USANDO COMO NUCLEO k A NORMAL (O, 1)###

for(i in 1:length(v.i)){

for(j in 1:length(y.i)){
soma.fhat[j] = dnorm((v.i[i]l-y.i[j]l)/janela)

fhat.t[i] = sum(soma.fhat)/(length(x)*janela) #caculo do nicleo estimador

}
S FIM DO CALCULQ DO FN ###HHH#HHH
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fhat = (fhat.t)/dp.a;
abc =w.1i

#plot(w.i,fhat.t)

HHHHHHH R R R
###H#HH###FIM PARA DESVIO PADRAQ ENTRE 0,3 E 3 #HHHHHHHHHHEHHHHHHHHEHHHHHE
HH#HHH R R R R R R R

HHHEHHERHEEHE . COMANDOS GRAFTCOS :  #HHH##HHHHHHHEH
xx=plug.smooth (x) $x

#fhat = fhat[1:1length(x.1i)]

est=plug.smooth(x)$fx

real=dnorm(xx,mean=media,sd=sqrt (dp**2))

max2=max (est,real)

win.graph()

plot(xx, est, main=bquote(paste("Normal(", mu, "=", .(media),"; ", sigma, "=", .(d

n=",.(n))), type="1", col="blue", 1lty=1, lwd=2, ylab="f(x)", xlab="x", ylim=c(0,max

lines(xx,real, col="red", 1lty=2, lwd=2)

grid()

legend("topright", legend = c(" Estimado L", "Real", "Fn - estimado", "Val. Cruz.")
1ty = c(1,2), 1lwd=c(2,2), col=c("blue","red","green","black"), bty="n")
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ALGORITMO-2 (Distribuigdo - Transformagdo)

amostra = ¢(500,100,50,15)
desvio =c(0.01,.2,3.5,10);
for (a in 1:length(amostra)){
for(b in 1:length(desvio)){

n = amostrala] #trocar

dp =desvio[b]#trocar desvio padrdo

media = 10#trocar média;

x= rnorm(n,media,dp) ;dp.a = sqrt(var(x)); media.a = mean(x)
HAHHHHAHHHHAHHHHAHHHHAH RS HAHHAHAF RS HAFHAHAFHAH AR RSHAH RS HAH RS HAH RS HAH RS HAF RS HAH RS
l.sup = 4*dp.atmedia.a; 1l.inf = -4xdp.atmedia.a

lambda = alg.lambda(x);

H = alg.H(x,lambda)$h

h.opt = alg.hop.F(x,H)

HH#HHH R R R R R R R
HERH TRANSFORMAQﬁO QUANDO A VARIANCIA NAQ E GRANDE QU PEQUENA: #HHH####HH#HHHHH#H

#### SE O DESVIO PADRAO ESTA ENTRE 0,3 E 3 FAGA :###HHHHHHHHHHHHHHHHHEE
HUFHHEH A R R R R

if ( dp.a>=0.3 & dp.a<3){

HHHEHE A VARTAVETS AUXILIARES #HHHHHHHHHHE

x.s = sort(x) # ordenando a variavel y
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int = (8*dp.a)/(n) # tamanho do intervalo da abcissa

abc = seq(l.inf,1l.sup,int) # gerando os intervalos na abcissa
x.s[length(x.s)+1] = x.s[length(x.s)] # igualando ao tamanho de ABC
soma.fhat = c(0) # variavelpara a soma

fhat = c(0) # F estimado

#### cALCULO DO Fn ESTIMADO, USANDO COMO NUCLEO k A NORMAL (0, 1) #####HH###HH###H#4

for(i in 1:length(abc)){
for(j in 1:length(abc)){
soma.fhat[j] = pnorm((abc[il-x.s[j])/h.opt)

fhat[i] = sum(soma.fhat)/(length(x.s)) #caculo do nicleo estimador

}
HHHEHHEE A FIM DO CALCULQ DO FN  ###HHHHHHHHHHE

HEFHHEH R R R R R R R R R R R R
HHHEHHEE R FIM PARA DESVIO PADRAQ ENTRE 0,3 E 3 #it#HHHH##HHHHHHHE S
HH#HHHH R R
#### SE 0 DESVIO PADRAQO ESTA ENTRE 0,3 E 3 FAGA :###HHHHHHHHHHHHHHHHHHHEHHHHHE
HEFHHEH A R R R R R R R R R R

if (dp.a >=3 | (dp.a<0.3 & dp.a>=0)){

HHHEHHEE . VARTAVETS AUXILIARES #HHH#HHHHHHE

x.1 X

100 # tamanho da malha

tam

HERHHAFHHAFH A HHHAHH AR HAFHHARH
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#interpolagdo Aritmética#######
LRI LR R R NI RIS R R N IR IR RIS R IR R RS

r = (1.sup-1.inf)/(tam-1)

w.i=c(0);w.i[1]=1.inf

for(i in 2:tam){

w.ilil= w.i[i-1]+r

b

S

v.i =w.i/dp.a; y.i = x.i/dp.a

### Encontrando a janela da variavel transformada
lambda = alg.lambda(y.i);

H = alg.H(y.i,lambda)$h
h.opt = alg.hop.F(y.i,H)

soma.fhat = c(0) # variavelpara a soma

fhat.t = c(0) # F estimado

##### cALCULO DO Fn ESTIMADO, USANDO COMO NUCLEO k A NORMAL (0, 1) ##t######H#H###HH##

for(i in 1:length(v.i)){

for(j in 1:length(y.i)){
soma.fhat[j] = pnorm((v.i[i]-y.i[j])/h.opt)

fhat.t[i] = sum(soma.fhat)/length(x) #caculo do nicleo estimador
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}
HHHEHEE . FIM DO CALCULQ DO FN ###HHH#HHH

fhat

(fhat.t);
abc = w.1i

#plot (w.i,fhat.t)

}

HH#HHH R R R R R R R R R
HHHHHHEE A FIM PARA DESVIO PADRAQ ENTRE 0,3 E 3 #iHt##tHHHHHHHHHHHH
HH#HHHH R R R R
HHHEEHHEH A COMANDOS GRAFTCOS :  #HHEHHHHHHHHHHHEHHHHHH

xx=plug.smooth (x) $x

#fhat = fhat[1:length(x.i)]
#est=plug.smooth(x)$fx
real=pnorm(xx,mean=media, sd=sqrt (dp**2))

max2=max (fhat ,real)

win.graph()

plot( xx, real, main=bquote(paste("Normal(", mu, "=", .(media),"; ",
sigma, "=", .(dp),");n=", .(n))), type="1", col="red", lty=1, lwd=2,
ylab="P(x)", xlab="x", ylim=c(0,max2))

lines(abc,fhat,type="1", col="green", lty=2, lwd=2)

grid()

legend("topleft", legend = c("Real", "Fn - estimado"), 1ty = c(1,2),
lwd=c(2,2),col=c("red","green"), bty="n"

}

}
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ALGORITMO-3 (Histograma - Janela Otima - Distribuigo)

HEFHHEF R R R R R R R R R R R R R R R R R

n.amostra= c(30,50,100,500) # tamanhos amostrais

repet 100 # Repetigdes Simulagédo

media = 10 # média para a simulagéo
desv = ¢(.1,0.5,2,3,3.5,5) #vetor de desvios
n.des = length(desv) # tamanho do vetor de desvios

cont = 0 #contador de transformagdes

h.opt=array(0,dim = c(length(n.amostra),repet)) #matriz das janelas -simulagdes

v.ar = array(0,dim=c(length(n.amostra),5))

for (a in 1:n.des){ dp = desv([al#

for (b in 1:length(n.amostra)){ n=n.amostral[b]#b in 1:n.des){ dp = desv[b]
for(c in 1:repet){

x = rnorm(n,media,dp)

dp.a = sqrt(var(x))

#### SE O DESVIO PADRAO ESTA ENTRE 0,3 E 3 FAGA :###HHHHHHHHHHHHHHHHHEHE A
HEFHHEF R R R R R R R R R R R R R

if ( dp.a>=0.5 & dp.a<3){
lambda = alg.lambda(x);

H = alg.H(x,lambda)$h
h.opt[b,c] = alg.hop.F(x,H)
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#### SE 0 DESVIO PADRAO ESTA ENTRE 0,3 E 3 FACA :#####H#H#HHHHHHHHH A HHHHHHHHH AR H RIS
HHSHHHHH SRR R S S S R R R R R
if (dp.a >=3 | (dp.a<0.5 & dp.a>=0)){

HHHHEHHHEHSHE A VARTAVETS  AUXTLI ARESH##HHHEHHHHHHEHHHHEH AR

x.1=x; y.i = x.i/dp.a

lambda = alg.lambda(y.1i);

H = alg.H(y.i,lambda)$h
h.opt[b,c] = alg.hop.F(y.i,H)
cont = cont+1

3

} #fim da repetigdo (C)

#HHHHH### . comandos graficos###HHHH##HHHHHHH##H1H

v.ar[b,1]
v.ar[b,2] = sqrt(var(h.optl[b,])) #dp

v.ar[b, 3] v.ar[b,1] - v.ar[b,2] # media - dp
v.ar[b,4]

v.ar[b,5] = cont*100/repet # contador de transformagdes em %

mean(h.opt[b,]); #média

v.ar[b,1] + v.ar[b,2] # media + dp

cont = O

} # fim do n.amostra. (B)

x.min = min(v.ar[,3])-v.ar[b,2] ; x.max = max(v.ar[,4])+v.ar[b,2]

for(k in 1:length(n.amostra)){

win.graph()

hist((h.optl[k,]), prob=TRUE,xlab ="h.oétima",ylab = "Probabilidade",

main=bquote(paste("Normal(", mu, "=", .(media),"; ", sigma, "=",



.(desv[al),"); n=", .(n.amostralk]), "; Rep. =", .(repet), ";

Transf =", .(v.ar[k,5]),"%")),xlim=c(x.min,x.max))

abline(v=v.ar[k,1], col = "red", 1lty=1, 1lwd=2); abline(v=v.ar[k,3],
col = "green", lty=2, lwd=1);abline(v=v.ar[k,4], col = "green",
1ty=2, lwd=1)

}
h.opt=array(0,dim = c(length(n.amostra),repet))
v.ar = array(0,dim=c(length(n.amostra),5)); cont = 0

} # fim do (desv) (A)
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ALGORITMO-4 (Histograma - Janela Otima - Distribuig&o)

B i
dp.a = sqrt(var(x.i)); media = mean(x.i)
y.i = x.i/dp.a

janelal = plug.smooth(y.i)$tab$Janela

1l.inf

min(x.1i)-janelal

l.sup = max(x.i)+ janelal#limite superior e inferior
FEERR R R S R R
HHHH R R R R R
#interpolagdo Aritmética#######
HHHH R R

r = (1.sup-1.inf)/(tam-1)
w.i = c(0);w.i[1]=1.inf

for(i in 2:tam){

w.ilil= w.i[i-1]+r

}

HEFHS A R R

v.i =w.i/dp.a

janela = plug.smooth(v.i)$tab$Janela ####
## BUSCA A JANELA DO PLUG IN LUPERCIO
soma.fhat = c(0) # varidvelpara a soma

fhat = c(0) # F estimado
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