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RESUMO

A técnica de andlise de regresséo ja € bem difanglidtilizada em varias areas de
atuacdo. Porém, quando as suposi¢cdoes associada®dslo de regressao usual ndo séo
validas, ou ainda quando o relacionamento entra@éveis sob estudo ndo é linear, muitos
se vém perante uma grande dificuldade. E entAsange a necessidade de abordagens néo-
paramétricas. Neste trabalho avaliamos com detallmas método de regressdo néo-
paramétrico e focamos no caso em que a variancaénéonstante ao longo dos valores
observados (modelos heteroscedasticos). Concergramam estimador para a variancia que
foi proposto por Chen, Cheng & Peng (2009), a fanedtender melhor suas propriedades e
aplicacdes. Também estudamos uma medida de adeqdagaodelo no caso da regressao

nao-parameétrica que € o coeficiente de determinaigiamsto em Huang & Chen (2008).



ABSTRACT

The technique of linear regression analysis is lyidsed in real problems. However,
when the assumptions necessary for the model areatsfied, or when the relationship
between the predictor and the dependent variabietiinear, we have serious difficulties in
using the model. In such cases the use of nongdanapproaches is more appropriate. In
this work, we evaluate the performance of the tepgher of nonparametric regression using
kernel estimator and we study specially the casewbith the variance is not constant
(heteroscedastic model). We focus on the studyirteoestimator for the variance proposed
by Chen, Cheng e Peng (2009). We also study a meetsevaluate the quality of the kernel
estimator of the regression function. This measwtech is the coefficient of determination,
was introduced by Huang e Cheng (2008).
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1. INTRODUCAO

Uma analise frequentemente utilizada é o estudeldoionamento entre duas ou mais
variaveis. A técnica conhecida como andlise deessgio é empregada com este foco, e
através de sua aplicacdo € encontrada uma equaedcepresenta, de forma funcional e
estatistica, a relacéo existente entre as varigebiestudo.

Denominamos por variavel resposta ou variavel dipmate, aquela na qual queremos
avaliar se outras variaveis, denominadas varigweditoras, independentes ou explicativas,
tém algum tipo de efeito sobre ela. Representamo¥ @ variavel reposta ¥; a j-ésima
variavel preditora. A analise de regressao, alértesiar a hipétese da existéncia de relacao
entre as variaveis, estabelece a direcdo, o gmtip® de relacionamento, e ainda permite a
realizacdo de previsbes para a variavel respogtari@r do conhecimento das variaveis
preditoras.

Os modelos usuais de regresséo linear sédo desiwitgesguinte modo:

Y, =B, + B Xy ot B X tE i=12...n (1.1

sendo 3, o intercepto ef;, j = 1, ..., p,a variagdo esperada €rhpara cada unidade de
variagdo emX;, considerando as outras variaveis independentes.fiConsidere aqui o
modelo de efeitos aleatérios, ou s&fa, Xai, ..., Xpi, | = 1,2,...,n, sdo variaveis aleatorias com
densidade f([). & é denominado d-ésimotermo de erro, ou seja, a quantidade ndo
explicada pelo modelo.

Estes modelos de regressao sao extremamentendidéasidiaseiam-se nas suposicdes de
qgue os erros do modelo possuem média zero e vari@&oostante, sdo independentes e
seguem a distribuicdo normal. A regressao ndo-peram@a vem como uma alternativa para os

casos em que ha violacdo dessas suposicOes epaidelager utilizada no intuito de descrever

qualquer tipo de relacéo entre as variaveis, eap@oas linear.

Considere dados bivariad¢X,,Y,),...,(X,.Y,) que formam uma amostra aleatéria da

populagéo(X,Y). O modelo de regressdo nao-paramétrica pode setoeda seguinte

maneira;

Y =m(x)+a(X e, (1.2)



onde E(é‘i |Xi):0, Var(fi |Xi):1 e X e £ sdo independentes. A funcdo de regresséao
e a variancia condicional estdo representadagectisamente, pom(x)=E(Y|X =x) e
o?(x)=Vvar(Y | X =x).

Neste trabalho, o interesse principal esta nos losdeeteroscedasticos, ou seja,

quando a funcao variénctaz(xi) néo é constante para todos os valofe's.

Fan & Yao (1998) propuseram estimat(x) por d2(x) = &, sendo:

(al'ﬁl): arg mi“i{fi -a, _Igl(xi _X)}ZKLXi _Xj (1.3)

(a0.8) =1 h

onde ¥, =(Y, -m(X,))?, K é uma fungdo densidadehe, h > 0 é chamado de janela,

parametro que controla a suavizacao a ser feitaguelo.

O inconveniente deste estimador de variancia candit é que ele ndo é sempre

positivo. Assim, Yu & Jones (2004) sugerem comeraltiva trabalhar cortog (02 (x)) ao
invés de az(x). Seguindo este raciocinio, Chen, Cheng & Peng QR@opdem um

estimador para a variénctaz(x) . Seja a quantidade:
log(r, )= u(X,)+log(£? /d) (1.4)

onde r, =(Y, -m(X,))?, u(x)=log(do?(x)) e d satisfaz E{log(&? /d )}=0. Baseado

nestas equagcdes, estimaede) por i(x)=a,:

&, .3, :argminn log(f, +n™ )-a, - B,(X, -x)}°K X ~x (1.5)
(62..)=argmin3 {iog 7, + 17 )-a, - ,(x, - )}

(@:.8) =1 h

O emprego dekog(?i +n" ) ao invés ddog(ﬁ ) € para evitatog (O) Uma vez que

E(e?1X,)=1 er, =exp{ v(X,)} €2 /d, estima-sed por:

= Ez f exef -5 (X )}T (w6



Veremos posteriormente algumas consideragfes prite a esta constante.
Portanto, o estimador pate’ (x) proposto por Chen, Cheng & Peng (2009) é definido

como:
&2(x) = exp{ 0(x)}/ d (1.7)

Este sera o estimador no qual iremos nos concemdéste trabalho, avaliando suas
propriedades, sua adequacao e seu emprego envsguaqis.

Também sera mostrado neste trabalho uma medidaletpiacdo do modelo a ser
utilizado, isto €, o coeficiente de determinacdocaso da utilizacdo da regressdo nao-
paramétrica. Esta medida foi apresentada em HuaBpefa (2008).

Na Secédo 2 serdo apresentadas as definicoes des adgmos importantes utilizados
neste trabalho. Na Secao 3 sera definido o proedorempregado para estimacao da funcao
de regressécm(x), e na Secado 4 o método de estimacédo da janelaeddo 5 abordaremos o

coeficiente de determinacdo no caso da regressiparamétrica. Na Secado 6 mostraremos
os resultados das simulagdes feitas e na Secaceguwtados das aplicacoes a dados reais. Na
Secdao 8 apresentaremos as conclusdes com esthdralpopostas para trabalhos futuros.



2. DEFINICOES PRELIMINARES

Nesta secdo apresentamos algumas definicbes neagsg@ra acompanhar a

metodologia que sera descrita no decorrer dedialbe.
2.1. Notacdo de ordem

A notacdo de orden® e o é definida para funcédo de valores reais em gArali,
iIremos restringir nossa atencao apenas para segsi@wvalores reais e usaremos a notagao
descrita em Wand & Jones (1995).

Sejaa, e b, sequéncias de numeros reais. Dizemos @ué de ordemb, quando

n — oo, € escrevemos

a, =0(b,) quandon - o, se e somente dien sup, ,, |a, /b, <.

n

Em outras palavras, = O(b,) se|a, /b,| permanece limitado quando- o.

Dizemos quen, é de ordem pequena em relacém ae escrevemos
a, =o(b,) quandon - «, se e somente sn , _|a, /b,[=0.
Ainda, seA, e B, sdo duas sequéncias de valores aleatorios reasas que:

A, =0, (B,) se para tode >0 existe umA e M tal que P(|A] / Bn| >)l)<£, para todo

n>M.

A, =0, (B,) se paratode >0, lim, . P(|A, /B,|>¢)=0

2.2. Expanséo de Taylor

Uma ferramenta matematica vital para obter aprogies assintéticas quando

estamos lidando com nucleo-estimadores é a expaes@aylor. Lima (1976), por exemplo,

4



apresenta o teorema a seguir. De acordo com aaootdagizada por Lima (1976), dizemos

que f:1 - O é p vezes derivavel no pontalll quando houver um intervalo abeto

contenda, tal quef é p-1vezes derivavel e n J e, além disso, existif *)(x).

Teorema 1:Seja f : | - [0 p vezes derivavel no pont| . Entdo, para toda

tal quex+all , tem-se

O teorema de Taylor permite aproximar os valoresrda funcédo em uma vizinhancga
de um dado ponto em termos de derivadas de ordparigunaquele ponto, desde que a

funcao seja “suave” 0 bastante para que estasadess\existam.

2.3. Estimador+/n-consistente

A seguinte definicao foi extraida de Lehmann & lagé998).
Uma sequéncia de estimadoi@isé /n -consistente pard se \/F(Jn ~ 6) é limitado

em probabilidade, ou seja,

5,-6=0,(1/n)



3. ESTIMACAO DA FUNCAO DE REGRESSAO

O meétodo adotado para o ajuste da funcdo de régr&s® ajuste polinomial local
apresentado em Fan & Gijbels (1995). De acordo este método, a funcdo de regressao
desconhecidam(x) € aproximada localmente por um polindbmio de ordpne ao contrario
dos métodos paramétricos que estimam a funcao lgiebte, a regresséo local estima a
funcéo m(x) na vizinhanca de cada ponto de interesse. Suponha que §+1)-ésima
derivada dem(x) no pontax, existe. Usando a expanséo de Taylor, ga@ uma vizinhanga

de Xo, temos:

S—r

m (x, m® (x,)
2! p!

m(x) = mlx; )+ m (x,)(x =) + (x-%)" @)

Este polinbmio é entdo ajustado localmente peloodeéde regressdo de minimos

quadrados ponderados e denotamos a solucao debsenya por,@’j , J=0,...,p
n P i 2
By = argmim v -3, ) | 0 -x) 52)
j i=1 j=0

K((/h)

sendoh, a janela que controla o tamanho da vizinhancal le&, () = , comK uma

funcdo nucleo atribuindo pesos a cada ponto. AseosiqueK é uma funcdo densidade de

probabilidade simétrica.
Usando a expans&o de Taylor em (3.1), obtém-seigie, ) =v! B, é um estimador
para av -ésimaderivada dem avaliada enx,, comv =0, 1, ..., p.

Usando notacao matricial, podemos escrever:

1 (Xi=%) - (xl_xo)p Yy R o
X=|: : : y=|: B=|:
1 (Xy=%) -+ (X,=%)° Y, B,



e denotaW a matriz diagonah x n de pesos:
W = diag{K,(X; = %)} (3.3)

O problema de minimos quadrados ponderados em g8 entdo ser escrito da

seguinte forma:
min(y = XB)' W(y - Xg)
com B :( 0 ,..,,BP)T. O vetor solucao € dado por:

B=(x"wx)™ xwy (3.4)
Assim, o estimadof,(x) pode ser expresso como:

A

i, (x) = & (X "Wx) ™ X "Wy (3.5)

ondee, = (1;),...0)T € um vetor §+1) x 1 com o valorl na primeira posi¢ao.

Pela equacao (3.5), € possivel observar que paomtar a estimativa dm(”)(x), é

necessario conhecer a mawiZz que depende do nucl&e da janeld. A escolha da funcao
nucleoK, apesar de desempenhar papel fundamental na edtinm@o-paramétrica, € uma
tarefa de menor dimenséo que a escolhh. destudos demonstram que a funcdo nucleo dita
O0tima, leva a pequenas melhorias em relacdo a mmaitas funcdes nucleo utilizadas.
Consequentemente, a simplicidade e o custo compo#&drequentemente determinam a
escolha deK. Silverman (1986) apresenta uma medida de efig§para comparar alguns
ndacleos que sdo comumente utilizados com o nucfEné&chnikov, que € o considerado
o0timo. O nucleo gaussiano tem uma eficiéncia emnotode 0,95, sendo que

0 < Eficiéncia< 1, ou seja, um valor bem razodvel. Para maioredhdstaveja Silverman

(1986). Assim, durante todo o nosso trabalho adogam fungdo ndcleo como a funcao

densidade da distribuicdo normal padréo.



Outra questao relevante no ajuste polinomial lécalescolha da ordem do polinémio.
Uma vez que as modelagens do vicio e variancia ésig&ialmente controladas pela janela,
esta questdo se torna menos crucial. Para umgatadah, um valor grande d@ reduziria o
vicio, mas resultaria em alta variancia e um cugimputacional consideravel. Estudos
demonstram que na estimacao mi@f)(x), a diferenca entre a ordem do polinbmm, e a
ordem da derivaday, tem papel importante. Se a diferengav for par, ou seja,
p=v+2k e passarmos para uma diferenca imparv + 2k +1, ndo havera aumento na
variabilidade, mas se estivermos em um caso em @ues for impar, ou seja,
p=v+2k+1, e passarmos para um consecutivo casoparn + 2k + 2, havera um preco a
ser pago em termos de aumento de variabilidademAsgustes em quep -V sejam de

ordem par ndo sdo recomendados, e durante todo poggto trabalhamos com ajustes

p-v de ordem impar. De acordo a literatura, recomeeda-uso da menor ordem impar,

isto €, p=v +1, ou ocasionalmentep =v + 3. Deste modo, se, por exemplo, estivermos

interessados na estimagaomi®(x), é conveniente utilizarmgs=1 ou p=3.

Por conseguinte, nosso problema se concentra pthasta janeld. O parametro de
suavizacao possui um efeito fundamental na regrdssal, pois possui papel determinante
na variabilidade e no vicio da estimativa. Seescolhido for pequeno, a estimativa tera um
vicio reduzido, mas uma variabilidade elevada. Uareela h=0 resulta basicamente em
interpolar os dados (modelo mais complexo). Poroolaido, se d escolhido for grande, a
estimativa ter4 um vicio elevado, mas pequenahifidade. Seh=+, a modelagem local se
torna uma modelagem global e € 0 mesmo que a ¢istinda regressao linear, 0 modelo
mais simples. Ou seja, a janela controla a comgidedd do modelo. Este serd um dos pontos
iniciais a ser avaliado. Iremos nos basear no noépada estimacéo da janela 6tima descrito

em Fan & Gijbels (1995), que sera descrito na Séc¢ao



4,  METODO DE ESTIMACAO DA JANELA OTIMA

Como ja mencionado anteriormente, um bom ajustéudedo de regressam(x)
depende crucialmente da janblavarios métodos para escolha automatica da jgadtaam
estudados criteriosamente. Fan & Gijbels (1995pypseram um método que se baseia em
dois estagios. No primeiro, estima-se uma jandlatge no segundo estima-se uma janela
mais refinada. Esta foi a técnica adotada nesbaltra e que sera apresentada com detalhes
nesta secao.

4.1. Vicio e Variancia

Quando estamos lidando com problemas de estimag@@ndla, um fator chave € ter
uma boa percepcdo do vicio e variancia dos estimadama vez que um balanceamento

entre estas duas quantidades forma o centro desncittérios de estimacdo da janela. O

vicio e a variancia do estimadgr vém diretamente da expressédo em (3.4):

E(B1X,... %, )= (X "Wx) " X "wm
B+(XTWx) ™ X Twr

var(]X,,...x, )= (x"wx) ™ (x "2 )(x "wx) ™ (4.1)

onde:m={m(Xx,),..m(x )}"

T

B={mlx,)...m" (x,)/ pt}
r=m-Xg

= =diag{ K(X, = %,)o*(X;)}
As expressdes exatas do vicio e variancia ndo g@&tamente utilizaveis, pois

dependem de quantidades desconhecidas: o residus matriz diagonal> . Assim, ha a

necessidade de aproximacdes para o vicio e vaaianci



O teorema seguinte, cujos resultados foram obtmwsRuppert & Wand (1994),
apresenta expansdes assintdticas de primeira opdeano vicio e variancia do estimador

i, (%) =v1 3,.
Teorema 2: Assuma quef(x,)>0 e que f (D), m"J(.) e o?(0) s&o continuas em

uma vizinhanca dep. Além disso, assuma que - @nh - «, quandon - .

Ent&o, a variancia condicional de (x,) é dada por:

2 2
Var{ﬁ]\/(xo)lXl,...,xn}:e;ls_ls* S—le vico (Xo)

1
+ OP( nh1+2v j

O vicio condicional assintotico paga—v impar é dado por:

(4.2)

P (p+'1)!

e )h™ +0, (7)) (4.3)

O vicio condicional assintotico paga—v par é dado por:

vicio] i, (%, )| XX, Y= €T, 5718, 2 i (72 (x, ) +

" (p+2
(P (4.4)

_ o) (5 ) F (%) oy 2oy
=(p+2)m )(XO)TX):’)h +0,(h7=)

onde: e, =(0,..,0,10,..0)", com o valor 1 n4v + 1) - ésima posic&o
#; = [u'K (u)du
Ay = [u'K?(u)du

Ho H o Hy

S:(/'Ij+|)03j’|5p: ,u:l /{2 lu?ﬂ

l'lp /’Ip+1 /'12p_
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_AO Al Ap -
A, A A

S* = (Aj+| )osj,lsp = l 2 p'+l
_Ap Ap+l /1213

Cp = (,up+:|_""!/'12p+1)T

Ep :(,up+2)---uuZp+2)T

Ressaltamos que as condi¢cdes impostas neste tedremaomo em alguns teoremas

gue serdo vistos posteriormente,lides 0 e nh -~ « quandon - «, vem do fato de que a

/(2p+3)

janela 6tima tedrica, como veremos na proxima iftuseé da orderm™ . Assim, ao

multiplicar por n e consideran - oo, teremosnh — .
Os detalhes da prova do Teorema 2 podem ser @std@somes (2010).

Do resultado apresentado acima, € evidente a dareedrica entre 0s casqs—V
par e p—v impar. Parap—v impar, a expressao para o vicio assintético tem estratura
mais simples e n&o envolve o ternit(x,). Como ja mencionado anteriormente, focaremos

apenas no caso de-v impar.
4.2. Estimacao Ideal da Janela

Um dos critérios utilizados para encontrar a jatmtal 6tima para estimam(”)(xo), e

a minimizagao do Erro Quadratico Médio (MSE) coiudial que € dado por:

MSE=[Viciof i, (x,)| X,.....X, }]* + Var{ i, (x,) | X,,...X, }

Esta escolha ideal da janela local pode ser apamdmpela janela local 6tima
assintdtica, ou seja, a janela que minimiza o MS&n#&tico. Desta forma, utilizando as

expressoes (4.2) e (4.3), chega-se a seguintajkoal 6tima:

1/(2p+3)

n—l/(2p+3) (4_5)
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1/(2p+3)

(p+2)17 (v +2) [ K2(t)at
2(p+1—v){jt P (t) dit }2

sendo:C, (K)=

Uma simples medida, comumente usada, de perdalgéba Erro Quadratico
Integrado Médio (MISE) ponderado:

MISE:_[([Vicio{ i, (%) X1, } ]2+ Var{ i, (%) X, X, })w(x) dx
com w>0 alguma fungao peso.

Minimizando essa expressdao, chegamos a uma jaeética constante Otima, e
usando novamente as expressdes em (4.2) e (4c®nteaamos uma janela constante 6tima

assintoticamente:

1/(2p+3)

n—l/(2p+3) (4.6)

jaz (x)w(x) / f(x) dx
J{mP9) }w(x) dx

ho =C, 5 (K)

opt

Estas janelas 6timas assintéticas dependem deidpded desconhecidas, conh(ﬁ[),

a variancia condicionat?([0) e a funcéo derivaden”(.). Desta forma, é preciso buscar

procedimentos praticos de estimacdo da janela. "Hbmadagem possivel € substituir as
quantidades desconhecidas por estimadores pilotégdo conhecido por plug-in. Outra
alternativa, recorrendo ao lado prético, € a qui sgresentada nas duas préximas subsecoes.

4.3. Vicio e Variancia Estimados

Este procedimento de selecdo ndo conta com a cwidgle das expressdes
assintoticas de vicio e variancia, e seus resudtéidam “proximos” das expressbes exatas

para o vicio e variancia.
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O vicio condicional (XTWX)_leWr em (4.1) contém a quantidade desconhecida

r=m-XgB. Usando expansdo de Taylor de ordameste vicio condicional pode ser

aproximado p0|(X TWX)_leWr, onde7 é um veton x 1com oi-ésimoelemento:

Ti ::Bp+1(xi _XO)p+l +"'+ﬁp+a(xi _XO)DJra

A escolha dea tem uma influéncia na performance do seletor delgaresultante.

Suponha que foi utilizado o ajuste linear logak(1). Neste caso, sefor igual a 3, o seletor
de janela resultante &n -consistente. Entretanto, a escolha ale= 2 reduz os custos
computacionais e resulta em um procedimento dmaghio da janela que ndo é muito longe
de serv/n - consistente. Assim, neste trabalho foi adotae.

Desta forma, o vicio aproximado pode ser escritoao

R ﬁprlsn,p+l + ﬁmZSn,p+2
viciolB | X,...X, )= (X 'Wx) ™ X "wr = 5;* : (4.7)
,Bprlsn,2p+1 +ﬁ pkzsn,2p+2
e pode ser estimado por:
N ,Bmlsn,p+1 + ﬁprzsn,p+2
vicid 3| X,....X, )= S : 4.8)
ﬁptlsn,Zpﬂ +lép+28n,2p+2

n
i=1

onde S ;= Kh(xi_xo)(xi_xo)j’ S, =X'WX ¢é a matriz (p+1) x (p+1)

A

(Sw' )Osj,lspe B, € B,, sdo os coeficientes de regressao estimadaosigelo ajuste

de um polinbmio de grap+2, localmente.
Agora, aproxima-se a variancia condicional em (d4sBndo homocedasticidade local:

A

var( )X, ,...x, )= (x"wx) ™ (x "w2x ) (x "wix) ™ o2 (x, ) (4.9)

n
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A quantidade desconhecidaz(xo) pode ser estimada pela soma de residuos

quadrados ponderada pelo nucleo e normalizadatiagm@ajuste polinomial de ordem+«2)
usando uma janela piloto(a escolha dessa janela piloto sera discutidalnsegéo 4.4):

&% (x,) = —&== ' (4.10)

De acordo com Fan & Gijbels (1996), o vicio destineador é da orderh ™", mas
este vicio pode ser considerado desprezivel quard® e a janela piloto ndo for muito
grande.

Assim, um estimador para a variancia condiciona dado por:

Var(B 1 X,X, ) = (X i) ™ (x w2 )(x Twix) 62 (x,) (4.11)

Com o vicio e variancia estimados, obtém-se o ssguestimador para o0 erro

quadratico médio dg, =, (x, )/ v! :

MSE, , (%,:h) = B2, (%) +V, , (%) (4.12)

onde b?,(x,) denota o(v+1)-ésimo elemento do vetor de vicio estimado em (4.8) e

V, ,(x,) denota ov +1)-ésimoelemento da diagonal da matriz em (4.11).

4.4.  Critério Residual Quadratico

O objetivo € chegar a uma estatistica cuja minigiadeva a um estimador para a

janela 6tima. Considere o Critério Residual QuachdRSC) definido do seguinte modo:

RSdx,;h)=%(x, {1+(p+1)V } (4.13)
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onde &Z(E) € dado pela expresséo (4.10)Y & primeiro elemento da diagonal da matriz
(xwx) ™ (x "wzx )(x "wix) ™

Intuitivamente podemos entender o RSC da seguimteeimra: quando a janelaé
muito grande, o polinbmio ndo se ajusta bem, cowicgrande e entdo a soma de residuos
quadrados&z(xo) também é. Quando a jandl@ muito pequena, a variancia do ajuste sera
grande e consequentementetambém serad. Como ambos os fatofe¥x,) e V estéo

incorporados no RSC, esta quantidade ir4 prevettiaa as escolhas extremas da janela.
O Teorema 3, estabelecido em Fan & Gijbels (1988)ece uma justificativa tedrica

para a quantidade RSC.

Teorema 3: Suponha ques?(x)=c?(x,) em uma vizinhanca d&. Seh - 0 e

nh - c quandon - o, entéo,

SR 1)1, X, b= () +C, 850 (1) 2 U,
+0,{ h2'2 + (nh, )}

onde a, denota o primeiro elemento da diagonal da matBZS S e

— Te-l — T
C, =y, —C,SC, cOMC, = (/Jpﬂ,...,uzpﬂ) :

A prova deste teorema esta disponivel no Apéndistedrabalho. Em Fan & Gijbels
(1996) algumas sugestbes para a realizacdo destam goram fornecidas, mas seu

desenvolvimento como um todo foi feito no decodeste trabalho.

O resultado do Teorema 3 revela que a minimizagd& {dRSdx, ;h)| X, ,... X, } é

aproximadamente igual a:

1/(2p+3)
)= {52l (414

Comparando com a janela 6tima assintotica em (drigpntra-se a relacao:
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hop: (%) = adi, (%) (4.15)

sendo:

1/(2p+3)
(2v+1)c, [K2(t)dt p

(p +1—v){jtp*1K(t)dt}2jKz(t)dt

adj, , = (4.16)

Note que esta constante depende somente da foacEoK.

Suponha que nosso interesse seja est'rrﬁ”d(.) no intervalo [a,b] usando um ajuste

polinomial de ordenp. Assim, encontra-se a janefa minimizando a versao integrada do
RSC:

IRsdh) = j[ab] RSdy;h)dy (4.17)

e obtém-se o seletor de janela constante RSC.:

A

hFse = adj, ,h (4.18)

A utilizacdo desta janela apresenta boa performanes uma taxa de convergéncia
lenta. Assim sendo, Fan & Gijbels (1995) propdeifizat esta janela em um primeiro estagio
e refina-la em um segundo estagio (para ver alggemplos de comparacédo, veja Miranda

(2007)). O procedimento final para a estimacaadala € entéo feito da seguinte forma:

Estimacgédo piloto: Neste 1° estagio, ajustamos um polindmio de onoleZn usamos a janela

ﬁRSC

wipr2 €M (4.18) como a janela piloto e obtemos as etm'ma,épﬂ, ,@M e &Z(XO).

Seletor da janela:Este é o 2° estagio, no qual encontramos a janglangnimiza o erro

quadratico médio integrado estimado:
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hR, =arg rr:jnj}ab] M, , (y;h)dy

e usamos este seletor de janela refinado paraamjust polinbmio de ordenp, onde

MEE, ,(y;h) é dado como em (4.12).

Ressaltamos que neste trabalho utilizames.
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5. COEFICIENTE DE DETERMINACAO

Como ja mencionado anteriormente, métodos de rIE@pesao-parametrica, Como o
ajuste polinomial local, sdo amplamente utilizapgasa explorar tendéncias desconhecidas na
analise de dados. Dada esta popularidade, ferramdatandlise de variancia, analogas as da
regressao linear, seriam de grande utilidade paethan interpretar as curvas nao-
paramétricas. Baseado nisso, Huang & Chen (20G&ndelveram inferéncias de analise de
variancia para a regressao nao-parameétrica. Umpdots abordados, que consideramos
neste trabalho, foi o coeficiente de determinagfice € uma medida da proporgédo da
variabilidade na variavel resposta que é explicaela sua relacdo com a(s) variavel(is)
preditora(s).

Os autores propuseram, além de um coeficiente derngieacdo global, um
coeficiente local, que avalia pontualmente quanéo vdriacdo na resposta esta sendo
explicada pelo modelo. A idéia do coeficiente deedeinacdo € comparar quanto o modelo
de regressao esta explicando com a variacdo toeakg tem no modelo. Se esta razéo for
alta, lembrando sua faixa de variacdo que é dé&,Oralica que aquele modelo esta adequado
no sentido de responder por grande parte da var@gése tem na variavel resposta.

Desta forma, para a construcdo do coeficiente terrdmacdo, denotado p&2 é
necessario definir algumas quantidades. A mensoirdgévariabilidade dos dados ajustados

pelo modelo é feita pela Soma de Quadrados deviRlegéesséo (SSR), definida da seguinte

forma:

ssR(xh)- nty [(ZJ‘.’:O B, (>:(X—:))’ )—\?] K, (X; =) 5.1)

sendo:Y = 2int¥ 0

A variacdo total do modelo, representada pela Sden®uadrados Total (SST), é

medida pela soma de quadrados exata pa¥d ®s
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SSTx;h) = DI\ (VZ] (5.2)

E no caso da regressdo nao-paramétrica, a seg@iovenposicao é valida a partir do

ajuste polinomial local em um portg na amplitude de variagdo dgss:
SSTxh) = SSE (xh)+SSR(xh) (5.3)

onde a Soma de Quadrados devida ao Erro (SSE) énadlida da variabilidade que nao foi

explicada pelo modelo de regressao, e é definidgedointe modo:

3 (V-2 B (% %) ) K (%,

SSE (x;h) = Toch) (5.4)
Baseado em (5.3), define-s&dlocal:
R2(xch) = 1- SSE(xh) _ SSR(xh) 55

ssTxh) SStxh)

O R2zglobal é definido a partir da integracédo das apoedentes expressdes em (5.3):

SSTh) = [ SST( % h) (% h)dx
SSE (h) = [ SSE (% H ¥( x h)dx (5.6)
SSR(h) = [ SSR(x 1 T(x hdx

E assim:

(h)=1- ssg(h) _ SsR(h)

ssth) ~ ssth) -7
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6. SIMULACOES

Nesta secdo iremos apresentar as simulacfesadsdizlurante este trabalho. Na
subsecédo 6.1 foram feitas simulacdes para avaliestilmador da variancia proposto. Na
subsecao 6.2 tentamos introduzir uma contribuigwadiancia, nos casos heteroscedasticos,
na matriz de pesos utilizada na estimacadofdeobjetivando aperfeicoar a estimacdo da
funcdo de regressédo. Na subsecdo 6.3, realizammgagbes a fim de entender melhor e
avaliar o desempenho do coeficiente de determingga@posto para a regressdo nao-

paramétrica.

6.1. Estimador da Variancia

Nosso objetivo nesta subsecao é avaliar o estintkdeariancia apresentado em (1.7).
Considere o seguinte modelo de regressao, o meslzado no estudo numérico de Chen,
Cheng & Peng (2009):

Y, = 05{ X, +2exp(~16X2)} + (X, )¢

(6.1)
sendo:
o(X,) = 0dexp(- 2x2)+ 02 (6.2)

Foi consideradoX, ~Uniforme [-2,2]. & ¢é independente deX; e segue a distribuigéo

Normal (0,1)

A titulo de ilustracdo, apresentamos na Figuraobgtéfico de x versus y gerados a
partir de uma simulacdo da funcdo (6.1) com a cdlavduncdo de regressao tedrica e a
estimativa da funcdo de regressdo, conforme métiedarito na Secdo 3. Na Figura 6.2
exibimos o gréfico do desvio-padrdo apresentadq@g), com sua estimativa conforme a
expressao (1.7).
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0.0 0.5 1.0 15

-0.5

-1.0

Figura 6.1: Valores de x versus y gerados a pdetiima simulacao

da funcéo (6.1) com curva tedrica e estimada

0.6

— Desvio-padréo teérico
=~~~ Desvio-padrao estimado

0.5

Desvio-padrao
0.4

0.3

0.2

Figura 6.2: Funcao desvio-padrao em (6.2) com esitna

Para avaliarmos melhor a performance do estimada) de o(0), foram geradas

1000 amostras de tamanhe 200 do modelo em (6.1). O método para a estimdaganela

utilizado foi o descrito na Secao 4. A perforcearfoi medida pelo Erro Médio de Desvio
21



Absoluto (MADE) e pelo Erro Médio de Desvio Quadr@atMSDE):

MADE (&) = %Z| a(x)-o(x))| MSDE(&) = %Z{ a(x)-alx)}’

i=1

A seguir sdo apresentados os digramas de caixawagidades MADE e MSDE

resultantes das 1000 simulacgdes.

0.010
|

0.08
|

0.06
|

---—---—<|ooo
0.006

0.008
|
____-----<F(EEIDO®OO O 00O

0.004

0.04
|

0.02
|
0.002
|

0.000
|

MADE MSDE

Figura 6.3: Diagramas de caixa das quantidades MANMSDE
com respeito ao modelo em (6.1)

Como podemos observar na Figura 6.3, o estimadmadancia proposto em (1.7)
apresenta resultados satisfatérios. Os valores ADBestao concentrados principalmente
em torno de 0,04 e os do MSDE em torno de 0,008 fasnece indicios de adequacao desse
estimador, sugerindo que podemos aplica-lo a andésdados reais.

Ainda em relacdo a este estimador, fizemos alguanaises a fim de compreender

melhor a constantd apresentada em (1.6):

Para o estimador da variancia propostcg tal queE{Iog(ef /d)}=0. Ou seja,
22



teoricamente:

E{log(£2 /d)}=0
E{log(s? )-log(d)}=
Eilog(e? )= E{log(d
E{logle? )j=log(d)

0
)

}

Ainda, uma vez qué& (g2 | X, )=1 er, =exp{v(X,)}£? / d, podemos escrever:

| Xi): eXp{U(Xi)(}jE(‘gi2 | X )
M = d :M
d "

E(r

Percebemos entdo que a estimativa dleapresentada se baseia na média
harménica. Chen, Cheng & Peng (2009) declararanfaquievido a evidéncias de que dados
financeiros apresentam caudas mais pesadas do qdsstrébbuicdo normal que eles
propuseram o estimador para a variancia apreseetadd.7). Assim, apesar de ndo termos
encontrado nenhuma evidéncia teorica, associarfais da utilizacdo da média harménica as

caudas pesadas. Tentamos utilizar as meéedias acéméti geométrica, mas estas nao

apresentaram bons resultados. Fizemos algumasagitesl paraal para diferentes tamanhos

de amostras e utilizando o modelo em (6.1). Osdliamas a seguir apresentam os resultados

obtidos para dog(a )

100 amostras de tamanhe 50 100 amostras de tamanhe 100

20
|

20
25

20
1

15

Frequency
Frequency
15

10

10

08 06 04 0z 00 02 -08 08 04 02
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100 amostras de tamanhe 200

30

25

20

15

Frequency

20

15

10

50 amostras de tamanha 500

Frequency

] N

T T T T 1
09 -08 07 -06 05

-1.00 -085 -0.90 -0.85 -0.80 075

10 amostras de tamanha= 1000

25 30
1

20
1

Frequency
15

10

05
1

0.0

I T T T 1
-1.10 -1.05 -1.00 -0.95 -090

"Foram feitas apenas 10 simulagdes devido ao castputacional, mas ainda assim foi
apresentado o histograma para visualizagdo docdestnto ddog(d )

Figura 6.4: Histogramas dos valoresldg(a ) obtidos nas simulagdes

A partir da geracdo de uma amostra aleatdaemal (0,1)de tamanho 5000, elevando

os valores ao quadrado, tomanddog e finalmente calculando a média destes valores,
vimos que E{Iog (gf)} € aproximadamente igual a -1,28. Pela andliseiglad6.4, vemos
gue para amostras pequenas, 0S valoréegiéi ) estdo bem distantes desta média. A medida

gue aumentamos o tamanho da amositrg(a) foi se aproximando deste valor. Para um

tamanho de amostra = 5000, devido ao custo computacional, fizemosnapeduas
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simulacdes, e os valores encontradosto@éa ) foram -1.154782 e -1.143393, valores bem
mais proximos do real.

As conclusfes que podemos chegar dessas simulécges,a suposicao parh so é
valida assintoticamente. O que € curioso, é quenmesmbendo desse resultado, vimos pela

Figura 6.3 que para uma amostra de tamanha200, o estimador final para a variancia se

comportou muito bem. Ou seja, aparentemente o g¢esdm de &z(x) nao depende

fortemente ded .
6.2. Matriz de pesos para o caso heteroscedastico

Uma questdo levantada no decorrer deste trabalhenfarelacdo a matriz de pesos

utilizada na estimacéo de. A matrizW, como vista em (3.3), depende apenas do nileo

empregado. Foi questionado se, no caso dos modelesoscedasticos, essa matriz ndo
deveria ter também uma contribuicdo da varianoctasitieramos essa observagéo pertinente
na tentativa de aperfeicoar a estimacéo da funedegtesséo, e com este intuito, realizamos
algumas simulacoes.

Inicialmente estudamos como deveriamos incorp@sa eontribuicdo da variancia no
estimador. Nos baseamos no Método de Minimos QdasirRonderados (Montgomery &

Peck (1992)). A matriz de pesos sera entdo calawadeguinte modo:

Kh(xl _Xo) ]
o (x,) °
W = : : (6.3)
Kh xn _XO)
0 a7() |

Ou seja, dividiremos cada peso inicial pela vargiacal. Desta forma, observacoes
com variancia alta terdo um peso menor que obs&#garom variancia baixa.
Fizemos algumas simulacdes utilizando o modelosaptado em (6.1) e estimando a

funcéo de regressao de duas formas: com sendo estimado pelo modo usual e comd o

sendo estimado usando a matriz de p&¥osapresentada em (6.3). A Figura 6.5 apresenta

este resultado.
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0.0
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@ OO ©° — Curva estimada com W=W
@ o ~~~ Curvaestimada com W=W*

-1.0
)

Figura 6.5: Valores de x versus y gerados a pdetitma simulagcéo da funcéo (6.1)

com estimativas da funcao de regressao utilizarfdcedtes matrizes de pesos

Pela Figura 6.5, ndo € possivel identificar nenhunehoria expressiva quando

utilizamos a matrizW™ . Acreditamos que isso se deve ao fato de que oegimento
utilizado para estimagdo da janela ja leva em dena¢do a heteroscedasticidade. Como

observamos pela expressao (4.13) que € utilizada®nestagio, e (4.11), utilizada no 2°

estagio, ambas levam em consideracao a variaruh lo
6.3. Desempenho do Coeficiente de Determinacao

Nosso objetivo nesta subsecéo é avaliar o desemminboeficiente de determinacao
exibido na Secéo 5. Inicialmente utilizamos novamen modelo em (6.1) e calculamos o
coeficiente de determinacéo local e global para easo. O coeficiente de determinacéo

global foi de 60,63%. A Figura 6.6 exibe o coefiteede determinacéo local.
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Figura 6.6: Coeficiente de determinacéo local para

uma simulacdo do modelo (6.1)

Ao avaliarmos a Figura 6.6, notamos que o grafee@ncontra coerente, uma vez que
se avaliarmos a Figura 6.1, vemos que onde ha uara dispersédo dos dados, ou seja, maior
variancia, € em torno do valor zero, o que realmactirreta em um menor coeficiente de
determinacdo. Porém, como este grafico € constpodto a ponto, 0 menor coeficiente de
determinacao deveria ser exatamente para o vawiglel a zero, no entanto, ndo é isto que
ocorre. Devido a esta inconsisténcia, construinmosguafico do desvio-padrao versus o

coeficiente de determinacdo para avaliar o compmatéo. A Figura 6.7 ilustra esta situacao.
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Figura 6.7: Desvio-padréo versus coeficiente derdehacéo
local para uma simulagcédo do modelo (6.1)

A partir da Figura 6.7, é possivel observar duasas distintas neste grafico. Elas
apresentam o mesmo comportamento, porém ha umamhscia entre elas que se amplia a
medida que o desvio-padrédo aumenta, mas que tatimairguir para valores altos de desvio-
padréo. A identificacdo destas duas curvas se @evato de que a funcéo desvio-padrao que
estamos utilizando (expressao (6.2)) é simétriomacvisualizada na Figura 6.2. Portanto,
esta é a diferenca na estimacdo dos dados de wmeladitro da curva a partir do zero.
Novamente, onde o desvio-padrao é mais alto, hainco&réncia, pois é neste caso que o

coeficiente de determinag¢ao deveria ser menor.

Devido aos resultados encontrados, utilizamos éambm modelo homocedastico
para avaliar como o coeficiente de determinac&ose comportar. Foi utilizado o seguinte

modelo:
Y, =6sen(2X, ) +2exp(- 16X?)+ o ¢ (6.4)
como = Q3 X, ~Uniforme[-2,2] e & ~ Normal(0,1).
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A Figura 6.8 exibe a o gréfico de x versus y gesad partir de uma simulacdo da

funcdo (6.4) com a estimativa da funcdo de regoess@ Figura 6.9 o coeficiente de
determinacdao local para este caso.
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Figura 6.8: Valores de x versus y gerados a pdetiima simulacao

da funcéo (6.4) com estimativa da funcao de reg@oess
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Figura 6.9: Coeficiente de determinacé&o local pana simulacédo do modelo (6.4)
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Observando a Figura 6.9, podemos concluir queaso hbomocedastico, o coeficiente
de determinagdo se comporta muito bem. Por se tdataim modelo homocedastico, era
esperado que o valor de R? se mantivesse razoavelngenstante ao longo dos valores
observados. E apesar da Figura 6.9 apresentaag@®esl, se observarmos a escala, vemos que
a variagdo € muito pequena, de 0,90 a 0,99. Tassas oscilacdes ocorram onde ha uma
frequéncia menor de dados.

O que podemos concluir com estas simulacfes é quoeficiente de determinacéo
local se comporta bem nos modelos homocedasticas, mas modelos heteroscedasticos
existem algumas incoeréncias. Essas incoerénciam fobservadas principalmente onde a
variancia é maior, locais em que ocorrem algumaBagfes que ndo conseguimos explicar.

O que suspeitamos fortemente é que a densidadend:@ni(x,y) afeta de alguma forma o

coeficiente de determinacéo. Visualizamos, nesitaslacdoes, que em regides de menor
concentracdo de observacdes, eram onde ocorriaitag@es no R2 local. Porém, neste
trabalho néo foi possivel identificar de que forise acontece, e este € um ponto que

deixamos em aberto para trabalhos futuros.
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7. APLICACOES

7.1. Exemplo 1

Neste primeiro exemplo de aplicacdo, apresentatadss de Simonoff (1996) que
estdo disponiveis na pagina do autor na intermeke @le disponibiliza os arquivos de dados
utilizados em seus livros. Os dados séo referentes vinhedo em Chateau. Este vinhedo é
dividido em 52 linhas de produgéo, e as 52 obséesmgQo conjunto de dados correspondem
ao rendimento das colheitas nos anos de 1989, 498891, medido pelo numero total de
cestas. As cestas sdo utilizadas para transpartaves logo apOs a colheita, e contém cerca
de 14 quilos de uva. Os numeros das linhas estimados, com o0 aumento do niamero da
linha refletindo movimento do noroeste para o sieddsnhas de 31-52 sdo menores que
linhas 1-30 (90 metros, aproximadamente, versu$. TL@rquivo contém o nimero da linha
de producéo e o numero de cestas para a safraldewa sob estudo.

Inicialmente fizemos um grafico do rendimento tatas trés anos, ou seja, 0 numero
total de cestas, como uma funcdo da linha de pé&mdugogo apds, ajustamos a curva de
regressao nao-parameétrica baseada no método desarfecdo 3, com a janela tendo sido

selecionada pelo procedimento descrito na SecAd-fura 7.1 ilustra essa aplicacéo.

Rendimento

T T T T T T
0 10 20 30 40 50

Linha de produgéo

Figura 7.1: Gréfico de disperséo da linha de pradugrsus o rendimento

de um vinhedo com a curva do ajuste polinomiallloca
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Ao analisar a Figura 7.1, podemos verificar quer@a de regressao nao-parameétrica

se ajustou muito bem aos dados. Isto € uma eviaéntavor tanto do método de regresséo

polinomial local, como do método de estimacéo dalg@madotado.

A Figura 7.2 exibe o desvio-padrdo estimado paeseatados e a Figura 7.3 apresenta

o coeficiente de determinagéao local.
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Figura 7.2: Desvio-padréo estimado para os dadesntiedo
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Figura 7.3: Coeficiente de determinacéo local pardados do vinhedo
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O coeficiente de determinacao local mais baix@iitorno de 50% para as linhas 29-
30. Para muitas linhas, como de 7-25, o coeficidrtéeterminacdo foi acima de 90%. Isto
reflete diferenca na proporcdo de variacdo expdicpela regressdo polinomial local. Se
avaliarmos a Figura 7.3 em conjunto com a Figuta verificamos que, como levantado na
subsecdo 6.3, neste exemplo também houve algunmigadigbes com o coeficiente de
determinacéo local, no sentido de que avalianddoparponto, h4 alguns que, por estarem
mais afastados da curva de regressdo estimadajamevapresentar menor coeficiente de
determinacdo. Porém se analisarmos a Figura 7.8o@mnto com a Figura 7.2, podemos
concluir que este coeficiente local estda bem caergwis onde o desvio-padrdo é maior é
onde o coeficiente € menor. O coeficiente de deétexgdo global encontrado para este
exemplo foi de 95,05%

7.2. Exemplo 2

Abordamos nesta aplicacdo a analise de dados ataibie®s dados foram retirados
do site do Sistema de Organizacdo Nacional de Da&dobkientais (SONDA). Segundo
informacdes contidas no site, a rede SONDA de dadsseu de um projeto do Instituto
Nacional de Pesquisas Espaciais (INPE) para impitag@o de infra-estrutura fisica e de
recursos humanos destinados a levantar e melhdraseade dados dos recursos de energia
solar e edlica no Brasil. A rede de estacbes SONDAta com 13 estacdes proprias e 2
estacbes colaboradoras distribuidas por todo iv6orbrasileiro. Os sensores existentes em
cada estacdo determinam quais variaveis sdo medidascada caso. Neste trabalho
analisamos alguns dados da estacédo de Brasilieomteamos uma relacao interessante, que
se aplica a este trabalho, entre as variaveisaRadiGlobal Horizontal e Radiacéo Difusa.

O fato da radiagéo solar incidente sobre a supeticrestre constituir de um recurso
nao controlado pela natureza, gera um interesser peio seu conhecimento como elemento
meteoroldgico, pois, por exemplo, como cita Dreah(2€05), a radiacdo solar € um dos
fatores determinantes da producédo agricola e sgheconento como elemento meteoroldgico
€ essencial na escolha adequada de culturas cagmpesihor se adaptarem as condicdes de
cada regiao.

A radiagcdo que incide na superficieizuontal € constituida de duas componentes. A
componente resultante da interacdo da radiacao cota gases e particulas existentes na
atmosfera é denominada radiacéo difusa, enquardoagadiacdo que incide diretamente

sobre a superficie do solo é chamada radiacd@adDeechmer (2005)).
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A radiacdo global € medida por um aparetenominado piranbmetro que €
posicionado horizontalmente em uma superficie bata (por isso se chama de radiacao
global horizontal). Para medir a radiacdo difusastem alguns métodos que podem se
utilizados (para detalhes, veja (Drechmer & Ric{@006)). O método utilizado pela rede
SONDA consiste em adicionar um disco de sombreamantpirandmetro, o que impede a
incidéncia da radiacao direta. Ou seja, a radigpdloal € a radiacdo solar medida por um
pirandmetro sem sombreador e a radiacao difusamgriran6metro com sombreador.

As medicdes feitas pelos sensores aia eatacdo sdo registradas a cada minuto.
Como ao longo de um dia h4 muita variacdo de incidésolar, consideramos adequado
trabalhar com um determinado horério por dia, eraiio escolhido foi 12:00. Assim, nossas

variaveis de interesse sao:

Radiacéo GlobalMédia da radiacéo global em Wids 12:00
Radiacéo DifusaMédia da radiaco difusa em W/as 12:00

Para o ano de 2010, na base de dados da rede SO A estacdo de Brasilia,
havia registro de dois meses: Janeiro e Feverestes sdo os dados que abordamos neste
trabalho, totalizando 59 observacdes.

A Figura 7.4 ilustra o relacionamento entre egtagveis.
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Figura 7.4: Radiac&o global versus radiacao difusa
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Analisando a Figura 7.4, identificamos que real®meha uma relacdo entre as
variaveis sob estudo, o que torna convenienteimasio da curva de regressdo. Porém, na
estimacdo da curva de regressdo nao-paramétrisajeparamos com uma dificuldade. Por
haver alguns intervalos sem observacdes (vejaafcgy por exemplo, os dados de radiacéo
global entre 420 e 500, aproximadamente), o algorihdo consegue estimar a janela em
todos os intervalos, ndo sendo capaz, por congegude encontrar a janela 6tima. Uma
alternativa para contornar este problema, foi zaaluma transformacéo nos dados originais.
A transformacédo aqui utilizada, e que proporciobouns resultados, foi dividir os dados de

radiacdo global e difusa por 1000. Ou seja, nasgeas variaveis sao:

Radiacdo Global= Radiacdo Global / 1000
Radiacao Difus&Radiacéo Difus# 1000

A Figura 7.5 exibe o grafico de dispersdo entrgagsvariaveis com a curva de

regressao ndo-paramétrica estimada.
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Figura 7.5: Radiacéo globalersus radiacdo difusaom estimativa

da curva de regresséo nao paramétrica

A Figura 7.6 exibe o grafico do desvio-padrao eatime a Figura 7.7 o coeficiente de

determinacdao local estimado, ambos os graficogsfeibm os dados transformados.
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Desvio-padrdo estimado
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Figura 7.6: Desvio-padréo estimado para os dadoadi@céo
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Figura 7.7: Coeficiente de determinacéo local pardados de radiacao

Avaliando a Figura 7.7 em conjunto com a Figura, pédemos verificar que o
coeficiente de determinacdo local esta totalmepnerente com o desvio-padrédo. Onde o
desvio-padrdo é maior, temos um coeficiente dermi@tacdo local menor. Os valores do

coeficiente de determinacéo local foram bem alte60%, aproximadamente, a 99%.
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8. CONSIDERACOES FINAIS

O método de estimacao da funcédo de regressao a@seaqui, 0 ajuste polinomial
local, ja foi utilizado em varios trabalhos e esidol com detalhes. Vimos que realmente ele
se comporta muito bem, além de ser de facil impigagdo. O método de estimacdo da janela
Otima, que é fundamental para um bom desempenkstilaacédo da funcdo de regresséo, foi
apresentado neste trabalho com detalhes, incluadietalhes teoricos por tras dos teoremas

que fundamentam o método, e apresentou excelerftermpance. Uma abordagem que néo
foi considerada € a construcdo de intervalos ddéiacga para a fungémn(”)(xo). Fan &

Gijbels (1996), por exemplo, apresentam estesvialigs, e uma avaliagdo destes pode ser
feita em trabalhos futuros.

Em relacdo a estimacdo da funcédo variancia, agesaéo termos avaliado todos os
detalhes tedricos que foram apresentados em Clnemg® Peng (2009), o método exibido
aqui apresentou resultados satisfatérios. Nas agfiab as estimacdes se aproximaram
bastante das func¢des reais. Um ponto que podestselaelo posteriormente, ndo mencionado
no artigo em questdo, é se este método de estintcd@riancia pode sofrer efeitos de
fronteira. Levantamos esta questdo por verificar adguns graficos feitos (por exemplo,
Figura 6.2) que nas fronteiras o desvio-padrdomeskd apresentava oscilacées, mas
ressaltamos que o ajuste polinomial local, métadesiimacéo da fungéo regressao, ndo sofre
estes efeitos de fronteira (Fan & Gijbels (1996)).

Nossas maiores dificuldades neste trabalho fordaciomadas ao coeficiente de
determinacdo local apresentado em Huang & Chen 8j20&ncontramos algumas
incoeréncias com este coeficiente, principalmentes rcasos heteroscedasticos, por
acreditarmos que a avaliacdo ponto a ponto dewvapi@sentar menor coeficiente de
determinacdo para um dado ponto mais afastado Wa cle regressdo estimada. Porém,
vimos que em alguns casos ndo € exatamente istoocpree. Sabemos que mesmo a
avaliacdo sendo local, toda a vizinhanca de um geaddo interfere no calculo, e por isto
cogitamos a idéia, com base apenas nas figurasrpomtramos, de que a densidade conjunta

f(x,y) afeta fortemente o coeficiente local. Neste tfabaido foi possivel identificar de que

forma isto ocorre, e deixamos esta discussao balhos futuros.
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APENDICE - Prova do Teorema 3

Apresentamos a seguir a prova do Teorema 3 intrdoluna subsecéo 4.4. Em Fan &
Gijbels (1996) algumas sugestdes para a realizdedta prova foram fornecidas, mas seu
desenvolvimento como um todo foi feito no decodeste trabalho.

De acordo com a expressao (4.13), temos que:

RSx,;h)=02(x, { 1+(p+1)V}
Portanto,
E{RSAX,;h)| X;,...X, } = E{ 8%(% )| X1,.. X, {1+ (p+ 1)V}
Sejad, =tr {W —WX(XTWX)_lXTW} eW =K, (X, - x,). Pela expressdo 4.10, a soma de

guadrados residual ponderada normalizada, resellteEntim ajuste polinomial local de ordem

p e baseado em um janeta é denotada do seguinte modo:

zin:l(Yi - )2 Kh(Xi _Xo)

\
a*(%,) = '
tr{w -wx(xwx)* x"w }
Entdo, podemos escrever:
7 (%)=d;* >0 (¥ - fw, (8.2)
e em forma matricial:
(%) =d:* (y-x3) w(y-x3) 8.2)

Utilizando da simetria da matrik/ e da estimativaf? em (3.4), temos:
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5*(x,)=d;* (y-x5) w(y-x3)
=d;*(y -8 x")w (y-x3)

:dn—l(yT ((XTWX)_leWy)TXTjW(y—x((XTWX)_leWy))
v =(yrwoxerwn oy = () *xwy )
( (x"wix
(

Jxrw (1= ((xrw) xw )y

=d* |y’ (W —wWiX (X TWX) X TW WX (X TWX) X TW +

=d* yT(W WX (X

WX (X TWX) XWX (X TWX) X Tw )y
=d;! (yT (W —wWiX (X TWX) X TW WX (X TWX) X TW +
WX (X TWX) X TW )) y

=d?* (yT (w —wx(xwa)’leW))y

Uma vez queY, =m(X,)+a(X, )& , e usando homocedasticidade local, na forma ristric

podemos escrevey = m+a(x,)&. Assim:

a2 E((m+a(x)e ) { W -wx(x 'Wx) X" }(m+ a(x,)¢))
el
=d

E{0" ()1 X, e X, = 0 E\ (e
(

1[5( w -wx(x wa) X"W }m)
E

m' + & o(x, ){W Wx(xwa)‘leW}(m+a(x0)g))
+ (T{W ~WX (X "WX)” xTW}a(xo)e)
+E(e7 o) {w -wx(xwx)* x"w }m)
+E(£ o(x,) {W wx(x wa)'leW}a(xo)g)]
=d,;1[m {w -wx(x "wx)*x "W Jm
¥ mT{W —wix (X "wix)™ XTW}U(XO) E(e)
+E(e7) o(x )T{W Wx(xwa)‘leW}m

+E(emotie)y {w- Wx(xwa)’lew}a(xo)g)]
ComoE(g | X,)=0
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E{&2(%) [ XX, } = dn'l[mT{W —Wx(xwa)‘lew}m 63)

+E (gTa(XO)T{W ~wx(x wa)'leW}a(xo)g)]

Primeiro, vamos trabalhar com o segundo termo deptacdo. Uma vez que o valor desta
esperanca € um nuamero real, podemos trabalhar s@ropriedades de traco de uma matriz.

Desde modo:
E(gTa(xo)T{W ~WX(XTWX) T XTW [a(x, )¢ )=

"o (x,) {W - Wx(xwa)‘leW}a(xo)g))

W - Wx( "Wx) ™ x W} o(x,)e " a(x,)" ))

W -wx(X"wx)™ } o?(x, )& ))

=tr {W—Wx(xwa) } (%) JE(e?

Por hipétese, sabemos qiids, | X;)=0, Var(e, | X,)=1 e X e £ séo independentes. Além

disso,Var(e, | X,)= E(g? | X,)-(E(e, | X,))? = E(¢2 | X,)= 1. Logo, voltando em (8.3):

= o {w - o (fw -w(ow) *xow o))

Substituindo a expresséo de:

= (tr{w-wx(xwx) x'w} ) [mT{W SWX(XTWX) X W b
+0?(x,) tr ({W —Wx(xwa)‘leW} )]
= (tr {W ~wix(x wa)‘leW} )_lmT{W —WiX (X "W)X TW } m+o2(x,)

=d;! T{W Wx(xwa)‘leW}m+ o2 (%,)

Umavez quea =m- XS =m=r + X3,
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d
=d*(r" +,8TXT){W —Wx(xwa)‘lew} (r + XB)+ (%)
d,;l(rT{W—Wx(xwa)'leW}

[ xT{W —Wx(xwa)’lew} )(r + XB)+o?(x,)
:dn‘l(rT{W—Wx(xwa)'leW}r
wrr{w —wx(xwx) X w | X
+ﬁTxT{W—Wx(xwa)‘leW}r

S O

Notando queﬂTXT{W —WX(XTWX)_leW}r € um escalar, sabemos que seu valor é igual

a sua transposuaT{W —WX(X TWX)_l X'W } XS . Logo,

E{2(%) [ XX} = A {1 W WX (X "W)XW | £
+ 25 X { W -wx(x W) X W e
+,3TxT{W—Wx(xwa)'leW}x,g)+ o?(x,)
= a2 (rr{w-wx(xwx) xw (8.4)
¥ 2,5”{ XTW = X TWX(X WX) ™ X "W } r
¥ /ﬂ{ XTW - xwa(xwa)'leW}Xﬁ)+ a?(,)

= a2 {w - wx (X WX) X W 02(x,)
Oi-ésimoelemento do vetor de residuopode ser aproximado por:
f :m(xi)_z?:o B, (Xi _Xo)j (8.5)

De acordo com a expressao 3.1 e usando a expamJayldr na subsecéo 2.2., temos:
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e |
i ( | ) ( ) (8.6)
_w X =X ] j Xi =% i p+l p+2
_é i mt)(x, ) + (p+1)! mtY(x;)+ 0 (X, =)
i = (p+l)(xo)
Assim, uma vez qué _W,
rn=m(X)=-X" B(X - %)
= i B (X, =%) + By (X, =3,)" 0, (X, =) 2 =37 B, (X, ~x,) (8.7)

= ,Bp+1 (Xi - Xo)p+1 (1+ Op (h))

Agora, vamos trabalhar com o termré{W—WX(XTWX)_leW}r da expressido (8.4).

Como este resultado é um escalar, podemos tralwaliraas propriedades de trago:

e w W (X W) X TW =t e w-wx(XTwx) X Tw |
:tr{{w—Wx(xwa)'leW}rrT} (8.8)

:tr{WrrT}—tr{Wx(xwa)’leWrrT}

Vamos desenvolver a quantidadé usando o resultado da expresséo (8.7):

IBp+1(X1 - Xo)p+l(1+ Op (h))
= E [:Bp+1(x1_Xo)p+l(1+OP(h))”':Bpﬂ(Xn _Xo)p+1(1+OP(h))]
Boa(Xy = %) (L +0p (h))

ﬁ§+1(x1 —Xo )2p+2 (1+ OP (h)) :3§+1(X1 - Xo)p+1(xn - Xo)p+l(1+ OP (h))

,szwl(xl_xo)pﬂ(xn_Xo)p+l(1+OP(h)) ﬁ§+1(xn_xo)2p+2(l+OP(h))
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Agora, desenvolvendo o primeiro termo da expre3&), temos:

ﬁfm(xl_Xo)2p+2Kh(X1_xo)(1+OP(h)) 0

tr{WrrT}ztr

0 B )X, k)0 )
:Z?:l :3§+1(Xi _X0)2p+2Kh(xi _Xo)(1+op(h))
:,3§+1 z:]:lKh(xi _XO)(xi _Xo)2p+2(1+op(h))

Como ja visto ques, ; =" K, (X; =%, )(X; =x,)’, entdo,
tr{WrrT} = ﬂ§+1 Sn,2p+2 (1+ OP (h)) (89)

Trabalhando com o segundo termo da expresséo (@&&)s:

tr W (X W) X Wi b= tr{ e rwk (X Twix) X Twr | (8.10)
sendo:
T ) o O Al 0, ()
) X
XTWr = (xl_XO) '(Xn_xo) T A "

_Kh(xl _XO)(xl - Xo)p Kh(xn - Xo)(xn _Xo)p 1

_ZinzlﬁpﬂKh(xi - Xo)(xi - Xo)p+l(1+ Op (h))

_Zinzl’gpﬂKh(xi _XO)(xi _Xo)2p+l(1+op(h))
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B Supal1+0, (1)
XTWr = :

18p+1 Sn,2p+1 (1 + OP (h))
= /8p+1 Cn (1+ OP (h))

— T
ondec, = (Smp+1 ,...,Sn’2p+1) :

Substituindo essa expressdo em (8.10), e usand8,queX "WX , encontramos:

tr] rWX(X W) X W = (e B, (14 0, (1) S (Byc, @+ 04 (1)

n

(8.11)
= BraCy Si' ¢, (1+ 05 ()
Finalmente, substituindo (8.9) e (8.11) em (8.8):
rT{W—Wx(xwa)’leW}r = tr{ wrr}-tr{ wx (x "wx) X Twir T}
p+1 n2p+2 (1+Op h)) p+1 Cn S C (1+OP(h)) (812)

(
_( n2p+2_C S Cn) p+1 1+O

Lembrando queS, = X'WX, com S, ; =>"" K, (X; =%, )(X; = %,)' e adotando a notag&o
S, =XTIX, com S =>" (X —x%) KX, -%)o*(X;), vamos encontrar

nJ

aproximagdes para as matrizgse S, .

S, = inleh(xi _XO)(Xi _Xo)j

E(ESM):.[lniK(u_xoj(u—xo)j f(u) du

n h h
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Assim,

S

Usando expanséao de Taylor (Teorema 1):

Ll )=kl )b i) P ) of) v

2

vit2pi+2 ¢ (Xo)dv+ O(hZ)

= [ KV £ )dv+ [ KV hi™ £ (x, )dv+ [ K(v)

j+2

h2 f (XO)I K(v)vi*2 dv+ o(hz)

=h! £(x,) [ K(v)v! dv+h™ £ (x,) [ K(v)v!* dv+
Como ja visto quey, =Iqu(u) duead, :J'quz(u) du,

j+2

1 - j+1 ¢
EE(Sn,j)zh] f(Xo):uj +h'™ f (XO):uj+l+Tf (XO)'uj+2 +0(h2)

_ (8.13)
E(Sn,j): n(hj f(xo),uj +hi* f'(xo),uj+1 +]T+2 f (xo),uj+2 +o(h2)j
Fazendoh — 0 e nh - o, temos:
E(S,,)=nh’ £(x) 4, (1+0. (1)

E, portanto,

S,; =nh’ f(x))u, (1+0,(2)) (8.14)
€,

S, =nf(x,)HSH (1+0,(1) (8.15)
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Mo My My ] 10 - 0

Oh -0

onde: S= 'L{l 'L,Iz 'u,p” eH=|. . :
_:up :up+1 :uZp_ 00 . h°

Trabalhando agora com a matflz, temos:

S;,j :zin:l (Xi _Xo)j Kr?(xi —XO)JZ(Xi)

E(lsfw. j:jln(u—xo)j iKz(ujaz(u) f(u) du

n h? h

Fazendov = (uj = U= +vh
du = hdv

Entao,
1 * _ j 1 2 2
E(—S j—j (vh) FK (v)a?(x, +vh) f(x, +vh) hdv

Usando expanséo de Taylor (Teorema 1):

E(% S’*“jj:j V! hi’le(v)(Jz(x0)+ hva? (x,) + hzzvz a? (x,)+ o(hz)J
X(f(x0)+ hvf'(x0)+L2VZf" (%) + o(hz)]dv

=[ VI K2 (V)2 (%) Fx) dv+ [ VI hI K2 (v)a?(x,) ' (x;) dv

Vj+2hj+l

+j K2(v)o?(x,) f" (xo)dv+J- vIPthi K2(v)a? (x,) f(x,)dv
+j VI hitK2(v)o? (x,) f (x,)dv+...+ o(hz)
=hi* g?(x,) f(xO)J- VIK2(v)dv+hio?(x,) f'(xo)j vI*K2(v)dv

hi*t

= Jz(xo)f"(xo)j vj+2K2(v)dv+hj02'(xo)f(xo)j VIt K 2(v)dv

+hi"g?(x,) f'(xo)j VIK2(v)dv+... + o(hz)
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j+1

e[ 25, J=nrom ) i) e niZ() ()« 2 o) ()2

+hig? (%) (%) A +hi*a? (x,)f (%A +...+ o(h?)

E, portanto,

j+1
=(s)=n{ 100 1)+ %0 1)+ I 07 1 (e
(8.16)
b 07 1) F ] 417 0 () £ ()07 +.cx o) |
Fazendoh — 0 e nh - o,
E(S,;)= nh™ 02 (x,) F(x, )4 { 1+0,(1)}
E, logo,
Sy =nh ™ a%(x,) fx )4 { 1+ 0, (1) } (8.17)
e,
S, =nh™o?(x,) f(x,)HS H{1+0,(1)} (8.18)
A, A A, ]
A A A,
onde:S =| 2 p.1
_AP Ap’fl /12p_

Agora, usando as aproximacdes (8.15) e (8.18),rpodescreved,, da seguinte forma:

d, =tr{w -wx(x"'Wx) " x"w }

=tr{w }-tr fwx(x wx) " xw |
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d, = S, ~tr{ (X W) " xTW2x |

{
{s's,/0%(x)}
{ HS H‘1E (xO)HS*H}

o —ftr S

8.19
_Snp—%tr{ HSTHHS H } (6:49)
1 H1g?
:snp—ﬁtr{ S'S'H }
=s,, - tr{s?s }
h
Vamos avaliar o term&, . Pela expressao (8.14), temos que assintoticamente
Sn,j =nh! f(XO),u]- (1+OP(1))
Sho = N (%) 45 (1+ 0, (1)
Uma vez quey, =1,
S = nf(x)(1+0,(1))
Além disso, séh —» 0 e nh - o, temos:
1 e a
Etr{s s }=0, ()
Logo,
d =nf(x,)1+0,(1)-0.(h™
= n10e)aro.0)-0,(r7) 620

=nf(x)+0; (h_l)

Voltando na expressdo da esperanca em (8.4) eitsutzki 0s resultados encontrados em
(8.12), (8.14) e (8.20) temos:

50



d
= (0 106)+ 0p (1)) (812002 1 ;7€) B2 1+ O (M) +07 (x,)

](nhzmz f(xo),uzp+2 - C: Sr:l G )/8§+1 +o? (Xo) +0p (h2p+2)

=(I,]2p+2 C: Sr:l Cn

Hoper = . f(XO) Jﬂ§+l+02(xo)+op (h2p+2)

Agora, lembrando que, :(Sn,p+1 ,...,Snzpﬂ)T e usando os resultados de (8.14) e (8.15),
cl S*tc .
podemos reescrever o term@ﬁ da seguinte forma:
NTX

C: Sn_l C, _ (Sn,p+1 ""'Sn,2p+1)( n f(XO)HSH)_l (Sn,p+1 ""'Sn,2p+1)T
n f(x,) nf(x)
- (nhp+l f(XO)/'Ip+1 ""’nh2p+l f(XO)/'I2p+1)(H _lS_lH _l)( nhp+l f(XO):up+1 ""’nh2p+l f(XO):u2p+l)T
nfx)n f(x)
_[n f(xo)(hp+1 J7N L /,12p+1)(H “S™H ‘1)n f(xo)(hp+1 J7R L y2p+1)T
nfx)nf(x)

T

= (h o Hpi S ,u2p+1)(H “STH _l)(h - Hp wosh 2P ,u2p+1)

10 - 0 (1. 0 --- 0O
ho. 0 0
ComoH =|. . . |elogoH™=|. %] : , temos:
00 .- hP
00 %p_
clSltc, " 4y
n f(xo =h" (ﬂp+1 ’---’/‘2p+1)s he 1(/4p+1 ’---’ﬂ2p+1)T

onde:c, = (,up+1 ----- ,U2p+1)T
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Agora, voltando na expresséo da esperanca:

E{0(0) 1 Xy X, } = (0772t =07 €] S € ) B+ 07 () + 05 (07°7)
= (12502 —ch S, 02282, + 0%(x,) + 0, (122) (8.21)
=C, ﬂsﬂ h2P+2 +02(Xo)+op(h2p+2)

ondeC, = t/,,., -¢;S'c, € S= (,sz+|)

O<j,lsp’

Vimos que o term& que aparece na expressao (4.13) denota o primemeeto da diagonal

da matriz(x TWX)_l(X TWZX)(X TWX)_l, ou seja,

V=e Ss, /o (%))S e

Usando (8.15) e (8.18) temos:

1 A1y 2N R 1 Aty =
V=g ——~H'S™H™ = f(x)HS H—7—H™"S™H "g (l+0,(1
& nf(xo) S h (Xo) S nf(xo) S el( +OP())

— 1 Telyg-lgo 1o-l

v_—nhf(XO)els H HS HH 'S¢ (1+ 0, (1))
1 (8.22)

= Telg el -1
V= nhf(XO)qs S's q+op((nh) )

- % -1
V= or ()

ondea, denota o primeiro elemento da diagonal da m&nis S™.

Finalmente, combinando (8.21) e (8.22):

2
:0-2()(0)+Cp 182 h2p+2 +(p+1)a0 O-h(XO)

p+l

+0,{ h#'2 + (nh) "}

que é exatamente a expressdo no Teorema 3.
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