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Resumo 9

Introdução 10

1 O Modelo ARFIMA (p,d,q) 14

1.1 Introdução . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Processos Integrados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

1.3 O Modelo ARFIMA (0,d,0) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

1.3.1 Função de Densidade Espectral . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
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T=300, µ1 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

3.5 Resultados da estimação do Modelo 2: Yt = µ1 + βt + (µ2 − µ1)DUt + Xt;

ARFIMA (0,d,0) com uma quebra estrutural conhecida. T=300, λ = 0, 50,

µ1 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

7



3.6 Resultados da estimação do Modelo 3: yt = µ1 + βt + (β2 − β1)DTt + Xt;

ARFIMA (0,d,0) com uma quebra estrutural conhecida. T=300, λ = 0, 50,

µ1 = 0. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

3.7 Resultados da estimação do Ponto de mudança no Modelo 3 quando λ =

0,5; T=300. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57

3.8 Resultados da estimação do Modelo 3: yt = µ1 + βt + (β2 − β1)DTt + Xt;

ARFIMA (0,d,0) com uma quebra estrutural, quando o ponto de mudança
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da análise na série 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66
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meira etapa da modelagem . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 69
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Resumo

Existem evidencias significativas que series macroeconômicas e financeiras mos-

tram uma persistência considerável. Mais será que esta persistência deve ser mo-

delada por um processo estocástico com raiz unitária ou um processo estocástico

estacionário de memória longa. Neste trabalho, consideramos a estimação do parâ-

metro d dos processos ARFIMA (0,d,0) que apresentam uma quebra estrutural no

ńıvel e/ou variância O método de estimação utilizado foi o método semiparamétrico

proposto por Geweke -Porter Hudak (1983) e de máxima verossimilhança. Um es-

tudo simulado mostra as relações que existe entre a magnitude do pulo, o tamanho

da série e as estimativas do parâmetro d quando é ignorada a presença da quebra

estrutural nos processos. A metodologia desenvolvida foi aplicada a conjuntos de

dados reais da economia brasileira.

Palavras-chave: Longa Dependência, Modelos ARFIMA, Ponto de Mudança, Que-

bra Estrutural.
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Introdução

A propriedade de memória longa está relacionada empiricamente com a persis-

tência que apresentam as autocorrelações amostrais de certas séries temporais esta-

cionárias. Tais autocorrelações decrescem a um ritmo muito lento, mas finalmente

convergem para zero. Esse comportamento não é compat́ıvel com aquele apresen-

tado pelos modelos estacionários auto-regressivos e de médias móveis (ARMA) que

apresentam um decrescimento exponencial na função de autocorrelação.

As referências de trabalhos em séries temporais de memória longa são muito

antigas, sendo o trabalho de Hurst (1951) no campo da hidrologia a primeira. No

campo da economia, os interesses pelos modelos de longa dependência surgem com

os trabalhos de Granger (1980) e Granger e Joyeux (1980). A presença da longa de-

pendência nas séries econômicas pode ser justificada pela forma freqüente da função

espectral destas séries, a qual não e limitada nas baixas freqüências como mostra

Granger (1966). Além disso, Robinson (1978) e Granger (1980,1990) mostraram

que a soma dos processos AR(1) independentes com coeficientes distribúıdos se-

gundo uma distribuição Beta é um processo fracionalmente integrado. Pelo fato

de que muitas séries econômicas são agregadas de outras variáveis econômicas, é

fact́ıvel explicar a presença da longa dependência nestes tipos de séries temporais.

Formalmente, Robinson (1994b) e Baillie (1996) definem que uma série Xt

10



com função de autocorrelação ρ(k) e densidade espectral f(λ) é um processo de

memória longa se cumpre duas condições: (1) as autocorrelações não são absoluta-

mente somáveis, isto é,
∞∑

k=0

|ρ(k)| = ∞, e (2) a função de densidade espectral f(λ) é

não limitada nas baixas freqüências e, por tanto, limx→0+ f(λ) = +∞. As caracte-

ŕısticas mencionadas anteriormente não se ajustam à maioria de modelos para séries

temporais estacionárias que apresentam a função de densidade espectral limitada

na freqüência zero e um decrescimento exponencial na função de autocorrelação.

A dificuldade de tais modelos na representação da função de densidade espectral

nas baixas freqüências faz com que as previsões obtidas a partir deles sejam inferio-

res àquelas obtidas por modelos que apresentam as caracteŕısticas mencionadas por

Robinson (1994b) e Baillie (1996).

Neste contexto, Granger(1980), Granger e Joyeux (1980) e Hosking(1981)

propõem uma classe de modelos intermédiarios, em que a ordem de integração é

fracionária, conhecida como: Modelos Autoregressivos e de Médias Móveis Fracio-

nalmente Integrados ARFIMA(p,d,q). Estes modelos atuam como uma ponte entre

os modelos estacionários (ARMA) e os modelos que apresentam ráızes unitárias

(ARIMA).

Quebras estruturais numa série temporal são caracterizadas pela mudança de

pelo menos um dos parâmetros envolvidos no modelo em algum instante do tempo.

Mudanças que podem ocorrer tanto na média como na variância do processo. O prin-

cipal problema gerado pela presença de quebras estruturais numa série temporal é

que podem-se chegar a uma conclusão errada sobre a presença de uma raiz unitária

ou um efeito de memória longa. Nas séries econômicas, a presença de quebras é

freqüente. A seguir, nas Figuras 1 e 2, apresentamos séries temporais correspon-

dentes ao Banco Central do Brasil. Tais séries mostram como se apresentam, na

prática, as quebras estruturais.
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Figura 1: Série 1: Empréstimos - Sistema Financeiro ao Setor Privado - Habitação

O objetivo deste trabalho é estudar a forma de estimação de processos AR-

FIMA(p,d,q) que apresentam quebras estruturais na tendência, como também na

variância, num instante de tempo conhecido. Nesta dissertação, consideramos ade-

quado escolher o processo ARFIMA(0,d,0) pelo fato que o processo ARFIMA(p,d,q),

no longo prazo, apresenta um comportamento similar ao processo ARFIMA(0,d,0),

pois para observações muito distantes, os efeitos dos parâmetros de memória curta

são despreźıveis.

O conteúdo deste trabalho foi dividido em cinco caṕıtulos que serão descritos a

seguir.

No caṕıtulo 1, tem-se uma revisão do modelo ARFIMA(p,d,q) mostrando as

principais definições deste modelo. Também foi feita uma rápida revisão dos métodos

de estimação paramétricos e semi-paramétricos com ênfase especial no método GPH

para a estimação do parâmetro de integração fracionária.
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Figura 2: Série 2: Contribuição - Finsocial/Cofins - total - receita ĺıquida

O caṕıtulo 2 apresenta uma breve descrição sobre quebras estruturais, assim

como os modelos considerados nesta dissertação e uma metodologia na estimação

dos parâmetros do modelo ARFIMA (0,d,0) na presença de quebras estruturais.

No caṕıtulo 3, apresentam-se os resultados das simulações feitas para os modelos

propostos no caṕıtulo 2.

O caṕıtulo 4 apresenta uma aplicação da metodologia sugerida nesta dissertação

usando séries do Banco Central de Brasil.

Finalmente no caṕıtulo 5 apresentam-se as considerações finais, destacando as

conclusões relevantes da pesquisa e as posśıveis extensões para trabalhos futuros.
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Caṕıtulo 1

O Modelo ARFIMA (p,d,q)

1.1 Introdução

Os modelos ARFIMA (p,d,q) surgem como uma alternativa na modelagem de

séries temporais que apresentam um comportamento diferente daquele apresentado

pelos modelos ARMA(p,q) em suas funções de autocorrelação e de densidade espec-

tral, em que ρ(k) ∼ k2d−1 para k −→ ∞; e f(ω) ∼ Cω−2d para ω −→ 0 respectiva-

mente. Na Tabela 1.1, é feita uma comparação da função de autocorrelação de um

processo ARFIMA(0, 1
3
,0) com a função de autocorrelação de um processo AR(1). É

fácil perceber que os valores da função de autocorrelação do modelo autoregressivo

decaem rapidamente para zero, enquanto que os valores das autocorrelações do mo-

delo ARFIMA decaem a um ritmo bem lento. Neste caṕıtulo fazemos uma revisão

das principais definições deste modelo.
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Tabela 1.1: Comparação das funções de autocorrelação de um processo

ARFIMA(0,1
3
,0) e um processo AR(1)

Lag (k) ARFIMA(0, 1

3
,0) AR (1) com φ = 0.5

1 0.500 0.500

2 0.400 0.250

3 0.350 0.125

4 0.318 0.063

5 0.295 0.031

10 0.235 0.001

25 0.173 2.98x10-8

50 0.137 8.88x10-16

100 0.109 7.89x10-31

1.2 Processos Integrados

Formalmente, dizemos que Xt é um processo integrado de ordem d, denotado por

Xt ∼ I(d), se satisfaz a relação:

(1− L)dXt = Ut (1.1)

onde LXt = Xt−1 e, o termo (1− L)d é representado pela expansão binomial:

(1−L)d =
∞∑

k=0




d

k



 (−L)k = 1−dL−
d(1− d)

2!
L2−

d(1− d)(2− d)

3!
L3−· · · (1.2)

Esta expansão também pode ser expressa em termos da função hipergeométrica:

(1− L)d =
∞∑

k=0

Γ(k − d)Lk

Γ(k + 1)Γ(−d)
= F (−d, 1, 1;L) (1.3)
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para d > 0, F(a,b,c,z) é a função hipergeométrica definida como:

F (a, b, c; z) =
Γ(c)

Γ(a)Γ(b)

∞∑

i=0

ziΓ(a+ i)

Γ(c+ i)Γ(i+ 1)

.

No caso dos Modelos ARFIMA, o parâmetro d é um número real. Se o processo Ut

é um ARMA(p,q) da forma Φ(L)Ut = Θ(L)ξt, com ξt rúıdo branco, é dito que Xt é

um processo ARMA(p,q) fracionalmente integrado ou ARFIMA (p,d,q).

1.3 O Modelo ARFIMA (0,d,0)

O modelo ARFIMA (0,d,0), também conhecido como rúıdo branco fracional-

mente integrado, pode ser considerado como uma versão análoga em tempo discreto

do movimento Browniano fracionário. O processo foi desenvolvido de forma simul-

tânea e independente por Granger(1980); Granger e Joyeux (1980) e Hosking (1981)

ainda quando os trabalhos de Adenstedt (1974) e Taqqu (1975) já faziam referência

a este modelo.

O modelo ARFIMA (0,d,0) é definido como em (1.1). Neste caso, o termo

Ut é um processo de rúıdo branco com E(Ut)=0, E(U 2
t ) = σ2 e E(UtUs) = 0 para

s 6= t. Hosking (1981) mostrou que quando d > −0.5 o processo é invert́ıvel e tem

uma representação autoregressiva infinita da seguinte forma:

(1− L)dXt =
∞∑

k=0

πkXt−k = ξt (1.4)

onde πk são os coeficientes do polinômio (1 − L)d definido em (1.3). Para valores
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de d < 0.5, Hosking(1981) mostrou que Xt é estacionário e tem uma representação

média móvel infinita (ou de Decomposição de Wold) da seguinte forma:

Xt = (1− L)−dξt =
∞∑

k=0

ψkξt−k (1.5)

onde o coeficiente ψk = Γ(k+d)
Γ(d)Γ(k+1)

.

1.3.1 Função de Densidade Espectral

A partir da equação (1.5) podemos considerar o processo Xt como um processo

resultante de um sistema linear, onde o processo de entrada é um rúıdo branco ξt

com função de densidade espectral f(ω) =
σ2

ξ

2π
. Neste caso, a densidade espectral de

Xt pode ser obtida a partir da densidade de ξt como mostra Priestley (1981):

f(ω) =
σ2

2π
[2 sin(

ω

2
)]−2d. (1.6)

para ω ε [−π ; π]. Quando ω → 0+ tem-se a seguinte aproximação:

f(ω) ∼
σ2

2π
ω−2d. (1.7)

a qual é similar ao valor de f(ω) ≈ ω−2 para os processos integrados I(1). Neste caso,

o processo de rúıdo branco fracionário é consistente com a forma t́ıpica de muitas

séries econômicas como foi observado por Granger (1966).
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1.3.2 Funções de Autocovariância e Autocorrelação

Hosking (1981) derivou as expressões para as funções de autocovariância do mo-

delo ARFIMA(0,d,0) apresentada a seguir:

γ(k) =
σ2Γ(1− 2d)Γ(k + d)

Γ(d)Γ(1− d)Γ(k + 1− d)
k ≥ 1. (1.8)

A variância do processo:

γ(0) =
σ2Γ(1− 2d)

[Γ(1− d)]2
. (1.9)

A função de autocorrelação do processo ARFIMA(0,d,0):

ρ(k) =
Γ(1− d)Γ(k + d)

Γ(d)Γ(k − d+ 1)
k ≥ 1. (1.10)

Usando a aproximação de Stirling, quando k → ∞, Γ(k+a)
Γ(k+b)

≈ ka−b, então

pode-se observar que: os coeficientes da representação média móvel, ψk ≈ kd−1,

os coeficientes autoregressivos, πk ≈ k−d−1, e os coeficientes da função de auto-

correlação, ρk ≈ k2d−1, apresentam um decaimento hiperbólico quando k → ∞.

Resumindo, as principais propriedades do Processo ARFIMA (0,d,0) são:

• Para −0, 5 < d < 0, 5 o processo Xt é estacionário e invert́ıvel e os coeficientes

da representação autoregressiva e média móvel decaem hiperbólicamente.

• Para 0 < d < 0, 5 , os valores de ρk são positivos e convergem hiperbólica-

mente para zero de uma forma muito lenta. As somas
∑
|ρk| e

∑
|ψk| são
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infinitas, mas
∑
|πk| < ∞. A densidade espectral tende para infinito quando

as freqüências ω ficam próximas de zero. O processo é estacionário com me-

mória longa.

• Para −0.5 < d < 0 e k > 0, os valores de ρk são negativos e convergem

hiperbólicamente para zero. A soma dos coeficientes da representação autore-

gressiva é infinita. A função de autocorrelação é absolutamente convergente,

isto é,
∑
|ρk| <∞. O processo é estacionário com memória intermediária.

1.4 O Modelo ARFIMA (p,d,q)

O processo ARFIMA (p,d,q) pode ser entendido como uma generalização do

processo ARFIMA(0,d,0), onde o termo Ut da equação (1.1) é um processo autore-

gressivo e de média móvel (ARMA). Neste caso Xt é um processo ARMA fracionário

integrado, o ARFIMA(p,d,q). O processo admite a seguinte representação:

Φ(L)(1− L)dXt = Θ(L)ξt (1.11)

onde Φ(L) = 1− φ1L− · · · − φpL
p, Θ(L) = 1− θ1L− · · · − θqL

q, são os polinômios

de ordem p e q respectivamente. Hosking (1981) mostrou que quando d < 0.5 e

todas as ráızes do polinômio Φ(L) estão fora do ćırculo unitário, o processo Xt é

estacionário, e se d > −0.5 e todas as ráızes do polinômio Θ(L) estão fora do ćırculo

unitário, o processo é invert́ıvel.

A razão da escolha dessa famı́lia de processos na modelagem de séries tempo-

rais, se faz pelo fato de que o efeito do parâmetro de memória d sobre observações
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distantes decresce hiperbólicamente à medida que a defasagem aumenta, enquanto

os efeitos dos parâmetros φ e θ decrescem exponencialmente. Assim, o parâmetro

d descreve a estrutura de autocorrelação de longo prazo enquanto os parâmetros φ

e θ do modelo descrevem a estrutura de autocorrelação de curto prazo. Segundo

Hosking (1981), o comportamento de longo prazo deste modelo é similar ao com-

portamento do processo ARFIMA(0,d,0), pois para observações muito distantes, os

efeitos dos parâmetros φ e θ do modelo são despreźıveis.

1.4.1 Função de Densidade Espectral

No caso dos processos ARFIMA(p,d,q) estacionários, (d < 0.5), a função de

densidade espectral do processo é dada pela seguinte equação:

f(ω) =
σ2

ξ

2π
|
Θ(eiω)

Φ(eiω)
|2[4 sin2(

ω

2
)]−d (1.12)

para ω ε [−π ; π]. Quando o valor de ω vai se aproximando de zero, a expressão

em (1.12) pode ser escrita como:

f(ω) ≈ ω−2d. (1.13)

Então, o espectro do processo Xt é não limitado nas baixas freqüências e o

processo tem memória longa. No caso de valores de d < 0, a densidade espectral do

processo se anula na freqüência zero e, quando o valor de d > 0, 5 o processo tem

variância infinita. Como um exemplo, a função de densidade espectral do modelo

ARFIMA(1,d,0) é da forma:

f(ω) =







σ2
ξ

2π

(2 sin( ω
2
)−2d

(1+φ2−2φ cos(ω)
; 0 < ω 6 π

ω−2

(1−φ)2
; ω → 0

(1.14)
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1.4.2 Funções de Autocovariância e Autocorrelação

Hosking (1981) derivou as expressões exatas para a função de autocorrelação

para o modelo ARFIMA(p,d,q) e provou que se d < 0, 5 existe uma constante

positiva C de modo que a função de autocorrelação decresce hiperbólicamente e as

autocorrelações não são absolutamente somáveis. A função de autocorrelação tem

a seguinte relação assintótica:

ρ(k) ≈ Ck2d−1 (1.15)

quando k −→ ∞. Sowell (1992a) simplificou o cálculo das expressões para as

autocovariâncias e mostrou que:

γk = σ2

p
∑

j=1

ζj

q
∑

n=0

q
∑

m=0

θnθmC(d, d, p+ n−m− k, λj) (1.16)

sendo:

• λj a j-ésima raiz do polinômio Φ(L);

• ζj = [λj

∏

i=1,p

(1− ρiρj)
∏

i=1,p

(ρi − ρj)
−1;

• C(w, v, k, ρ) = G(w, v, k)[ρ2pF (v+k; 1; 1−w+k; ρ)+F (w−k, 1; 1−v−k; ρ)−1].

• G(w, v, k) = Γ(1−w−v)Γ(v+k)
Γ(1−w+k)Γ(1−v)Γ(v)

;

Chung (1994a) apresentou um método alternativo para o cálculo das auto-

covariâncias do processo ARFIMA(p,d,q), o qual é apresentado a seguir:

γk =

q
∑

j=−q

aj

p
∑

n=1

θnC(k − p− j;ψn) (1.17)

onde:

21



• C(k − p− j;ψk) = ψ2p
k

∞∑

m=0

ψm
k γ

∗
k−p−j−m +

∞∑

n=1

ψn
kγ

∗
k−p−j+n;

• γ∗k é a autocovariância no lag k de um processo ARFIMA(0,d,0)

• ak = [ψk

∏

i=1,p

(1− ψiψk)
∏

m6=,p

(ψk − ψm)]−1 , k = 1,p

• ψj =
q−|j|∑

i=0

θiθi+|j|

1.5 Métodos de Estimação.

Os métodos de estimação dos modelos ARFIMA são classificados em três grandes

grupos: métodos paramétricos, métodos semi-paramétricos e métodos não paramé-

tricos. Nesta secção apresentamos somente os dois primeiros métodos pelo fato de

serem os mais usados na literatura atual.

1.5.1 Métodos Paramétricos

Os métodos de estimação paramétricos precisam da especificação prévia de um

modelo paramétrico para os dados, o que implica a especificação de toda a estrutura

de autocorrelação (de curto e longo prazo) ou da função de densidade espectral (em

todas as freqüências) do modelo.

Esses métodos estão baseados na maximização da função de verossimilhança

ou de alguma aproximação dela. Os estimadores obtidos, estimadores de máxima ve-

rossimilhança, apresentam ótimas propriedades como a consistência e a normalidade

assintótica.

Os primeiros resultados para o mais simples dos modelos fracionalmente in-

tegrados, o modelo ARFIMA(0,d,0), no enfoque paramétrico foram obtidos por Ya-
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jima(1985) quem mostrou que o estimador do vetor de parâmetros ι = (ση, d) é

obtido pela maximização da função de verossimilhança exata:

L1(ι, x) = −
T

2
ln(2π)−

1

2
ln |Σ(ι)| −

1

2
xtΣ−1(ι)x (1.18)

onde T é o tamanho da série, X é o vetor contendo os valores observados do vetor

aleatório X, e Σ(ι) a matriz de variâncias e covariâncias de X. Maiores detalhes sobre

a forma da verossimilhança nos modelos ARFIMA (p,d,q) podem ser encontrados

em Dahlhaus(1989).

A principal desvantagem da utilização dos métodos paramétricos é o elevado

custo em tempo computacional na maximização da função de verossimilhança que é

feita usando métodos numéricos no cálculo da matriz inversa de Σ em cada iteração.

Além disso, se o valor do parâmetro d está perto de 0,5, a matriz inversa de Σ

apresenta instabilidade já que a mudança entre as autocovariâncias é mı́nima e a

matriz torna-se singular. Sowell (1992) desenvolveu um algoritmo para o cálculo da

matriz inversa de Σ a qual é substitúıda na equação (1.18). Maiores detalhes sob a

forma de cálculo da matriz inversa podem ser encontrados em Sowell (1992).

Como uma alternativa na solução deste problema, Fox e Taqqu (1986) con-

sideram melhor trabalhar com a aproximação da função de verossimilhança, no

domı́nio da freqüência, proposta por Whittle (1962). Os estimadores são obtidos

minimizando a função:

L2(ι;x) =
1

4π

π∫

−π

[ln f(ω; ι) +
IT (ω)

f(ω; ι)
]dω (1.19)

sendo f(ω; ι) a função de densidade espectral e IT (ω) a função periodograma definida
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como:

I(ωj) = (2πT )−1|
T∑

t=1

Xtexp(−iωjt)|
2 (1.20)

sendo ωj = 2kπ
T

. Fox e Taqqu (1986) provaram a consistência, a normalidade e

eficiência assintótica dos estimadores de máxima verossimilhança de Whittle para

o processo ARFIMA (p,d,q) gaussiano. Estes estimadores são atraentes pelo fato

de que substituem o cálculo da matriz inversa Σ pelas transformadas de Fourier do

vetor de observações. Sob certas condições, os estimadores obtidos têm a mesma

distribuição assintótica que os estimadores de máxima verossimilhança exatos. Mas

ainda assim, o método proposto por Fox e Taqqu (1986) não escapa dos problemas

computacionais, pois o cálculo da integral na equação (1.19) também deve ser feito

usando algoritmos numéricos e repete-se em cada iteração. Com a finalidade de

facilitar o cálculo, é recomendável substituir a integral em (1.19) por uma soma

finita nas freqüências de Fourier dada por:

L2(ι;x) =
1

2T

T−1∑

k=1

[ln f(ωk; ι) +
IT (ωk)

f(ωk; ι
] (1.21)

onde ωk é a k-ésima freqüência de Fourier; ωk = 2kπ
T

. Uma versão discreta do estima-

dor de máxima verossimilhança do vetor de parâmetros ι é obtida minimizando-se

a função em (1.21).

Os estimadores paramétricos gaussianos que temos visto até o momento apre-

sentam propriedades boas, como a consistência e eficiência assintótica, mas como

mostrou Robinson(1995b) os estimadores serão viciados e não consistentes no caso

em que o modelo paramétrico para f(ω) não for o adequado.
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1.5.2 Métodos de Estimação Semi-paramétricos

.

Os métodos de estimação semi-paramétricos são uma boa alternativa na esti-

mação dos parâmetros de modelos estat́ısticos, pois estes procedimentos prescindem

da definição de um modelo espećıfico na estimação do vetor de parâmetros. Estes

métodos são também conhecidos como métodos de estimação em duas etapas, pois

em uma primeira etapa é feita a estimação do parâmetro de integração fracionária

e, numa segunda etapa é feita a estimação dos parâmetros φ e θ do modelo.

1.5.3 O Método GPH

O método de estimação usado com maior freqüência é proposto por Geweke e

Porter-Hudak (1983). Eles propõem um estimador conhecido como GPH, o qual está

baseado numa regressão que utiliza como variável dependente o logaritmo natural

do periodograma. A densidade espectral de um processo ARFIMA (p,d,q) pode ser

escrita como:

f(ω) = fU(ω)[4 sin2(
ω

2
)]−d (1.22)

sendo fU(ω) é a densidade espectral do processo ut ∼ ARMA(p, q) então:

fU(ω) =
σ2

η

2π
|
Θ(eiω)

Φ(eiω)
|2 (1.23)

Tomando o logaritmo na equação (1.22), e adicionando e subtraindo o termo ln fU(0)

de os lados, temos que:

ln f(ω) = ln fU(0)− d ln[4 sin2(
ω

2
)] + ln{

fU(ω)

fU(0)
} (1.24)

25



Na equação (1.24), substituindo ω por ωj = 2jπ

T
e adicionando ln I(ωj) temos que:

ln I(ωj) = ln fU(0)− d ln[4 sin(
ωj

2
)] + ln{

fU(ωj)

fU(0)
}+ ln{

I(ωj)

f(ωj)
} (1.25)

Em (1.25), o termo ln{
fU (ωj)

fU (0)
} é considerado despreźıvel em comparação com os

outros termos. Assim, a equação obtida é aproximada por:

ln I(ωj) ∼= ln fU(0)− d ln[4 sin(
ωj

2
)] + ln(

I(ωj)

f(ωj)
) (1.26)

a qual pode ser expressa como uma equação de regressão da seguinte forma:

Yj = a+ bXj + ej (1.27)

onde:

• Yj = ln I(ωj);

• a = ln fU(0);

• b = - d;

• Xj = ln(4 sin(
ωj

2
));

• ej = ln{
I(ωj)

f(ωj)
}.

Sendo o estimador de d a constante -b da equação em (1.27). Naturalmente, as pro-

priedades deste estimador vão depender das caracteŕısticas estocásticas do termo

ej. Geweke e Porter-Hudak (1983) argumentam que os erros ej são assintoticamente
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independentes e igualmente distribúıdos com média zero e variância π2

6
. Posteri-

ormente, Hassler(1993), Cheng, Abraham e Peris (1994) e Reisen(1994) propõem

uma modificação do estimador usando o periodograma suavizado. Reisen (1994)

mostrou, mediante estudos de simulação, que esta modificação fornece estimativas

do parâmetro d com menor erro quadrático médio. Robinson(1995a) propõe um

estimador que é uma versão modificada e mais eficiente que o estimador GPH, além

de mostrar a consistência e a normalidade do estimador para d ε (-0,5 ; 0,5). Uma

revisão destes métodos de estimação e feita por Reisen, Abraham e Toscano (2000).

Agiaklogou (1992) mostrou que a não constância da variância na distribuição

do termo ej pode gerar um v́ıcio significativo, o qual pode ser maior quando o modelo

tem parâmetros autoregressivos e de média móvel de valor elevado. Pons e Suriñach

(1999) mostram que é posśıvel reduzir o v́ıcio usando uma extensão do modelo de

regressão na equação (1.26). Eles utilizam a parametrização do modelo exponencial

de Bloomfield (1973) e afirmam que a inclusão de regressores permite discriminar as

componentes de memória longa das componentes de memória curta, o que melhora a

estimação do parâmetro de integração fracionária quando o processo apresenta uma

ordem elevada de parâmetros de média móvel e autoregressivos.
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Caṕıtulo 2

Modelo ARFIMA (0,d,0) na

presença de quebras estruturais

2.1 Quebras Estruturais

O estudo de quebras estruturais em séries financeiras e econômicas tem sido,

nos últimos anos, centro da atenção da pesquisa econômica. Acontecimentos como

a Grande Depress~ao em 1929, a crise do petróleo em 1973 e as mudanças nas

poĺıticas econômicas na economia mundial motivaram o estudo de novos modelos que

incorporassem esses efeitos para poder realizar uma melhor avaliação das poĺıticas

econômicas. Engle, Hendry e Richard (1983) já tinham referido que a estabilidade

do modelo estimado é crucial para fazer uma avaliação do impacto das poĺıticas de

intervenção num sistema macroeconômico.

A presença de quebras estruturais numa série temporal pode levar a inferir

erróneamente a presença de uma raiz unitária na série temporal, quando de fato a

série em estudo não apresenta esta caracteŕıstica. Estudos recentes mostraram que

a presença de quebras estruturais em uma série temporal também gera efeito de
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memória longa na função de autocorrelação, quando esse efeito realmente não está

presente na série temporal. As soluções para este problema têm sido diversas. A

literatura estat́ıstica como a econométrica faz referência a uma quantidade consi-

derável de testes para determinar a presença ou não de quebras estruturais numa

série.

Seguindo Perron (2005), consideremos o modelo de regressão mais simples

{yt; t = 1, . . . , T}:

yt = µ1 + µ2I{t>λT} + εt (2.1)

onde εt ∼ i.i.d.(0, σ2
ε), I{t>λT}, 0 < λ < 1, é uma variável indicadora que

indica a mudança no ńıvel no instante t0 = λ T. Uma das discussões neste tema é

se devemos considerar o ponto de mudança conhecido ou se ele deve ser estimado

a partir dos dados. Chow (1960) apresentou uma estat́ıstica para testar a hipótese

de não presença de quebras estruturais numa série quando o ponto de mudança é

conhecido. Quandt (1960) argumenta que os pontos de mudança no modelo (2.1) são

desconhecidos e propõe um teste em que considera a hipótese nula de não existência

de quebras estruturais versus a hipótese alternativa que o modelo apresenta uma

mudança na média num instante de tempo desconhecido. Quandt (1960) também

apresenta o teste Sup F, ou teste de razão de verossimilhanças, que testa mudanças

nos parâmetros do modelo. A estat́ıstica de teste é avaliada no tempo de quebra que

maximiza a função de verossimilhança. Quandt (1960) encontrou uma distribuição

limite para esta estat́ıstica, e fez o calculo de valores cŕıticos para alguns casos.

Posteriormente ao trabalho de Quandt (1960), Gadner (1969) de Chernoff e

Zacks (1964) e Kander e Zacks (1966) propõem um teste alternativo baseado nas

sugestões feitas por Page (1955, 1957), usando as somas parciais dos dados centrados

na média para a análise de quebras estruturais na série. McNeill (1978) fez uma

29



extensão do procedimento para testar a presença de quebras estruturais numa série

com tendência polinomial. A equação do modelo considerado por ele é:

yt =
p∑

i=0

βi,tt
i + εt

βi,t = βi + δiI{t>t0}

(2.2)

onde p é o grau do polinômio e t0 o instante do tempo onde ocorre a quebra. A não

presença de quebras estruturais no modelo implica que todos os valores de δi = 0,

sob essa hipótese nula, a estat́ıstica proposta por MacNeill (1978) para fazer o teste

é apresentada a seguir:

Qp = ˆσ−2
ε T−2

T∑

t=1

[
T∑

j=t+1

ε̂j]
2 (2.3)

onde ˆσ−2
ε = T−1

T∑

t=1

ε̂t
2, ε̂t

2 são os reśıduos obtidos a partir da regressão (2.2). A

distribuição limite para esta estat́ıstica é dada por Q =⇒
∫ 1

0
Bp(r)

2dr, onde Bp(r)

representa a ponte browniana generalizada. MacNeill (1978) fez o calculo dos valores

cŕıticos fazendo uso de métodos numéricos. Perron(1991), Tang e McNeill (1993)

fizeram a extensão deste teste quando os erros εt apresentam dependência. Perron

(1991) apresenta uma estat́ıstica a qual sob certas condições apresenta a mesma

distribuição limite que a estat́ıstica em (2.3):

Q∗
p = ˆhε(0)

−1
T−2

T∑

t=1

[
T∑

j=t+1

ε̂j]
2 (2.4)

onde ˆhε(0) é uma estimativa consistente da função de densidade espectral do vetor

εt avaliada na freqüência zero. Esta estat́ıstica é bem conhecida pelos economistas,

o chamado teste KPSS, o que é usado para testar a hipótese nula de um modelo
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estacionário versus a alternativa de um modelo com presença de raiz unitária. Na

literatura econômica tem-se proposto extensões deste teste, sendo a proposta por

Nyblom e Harvey (2000) a mais conhecida para fazer testes de cointegração . Outras

extensões foram feitas por Jandhyyala e MacNeill (1992), Hansen (1992) e Qu(2004).

A mensagem importante nesta rápida revisão é que uma mesma estat́ıstica

pode ser aplicada para testar estacionariedade versus a presença de uma raiz uni-

tária, ou a presença de uma quebra estrutural. Isto mostra que estes dois temas

estão muito relacionados. Então, evidências sobre a presença de ráızes unitárias

numa série temporal podem ser originadas pela presença de quebras estruturais e

vice-versa.

É posśıvel fazer um paralelo a partir do comentário de Perron (2005), mas no

contexto de processos de longa dependência. Voltando aos trabalhos de Page(1955,

1957), quem apresentou a seguinte estat́ıstica baseada na soma parcial dos dados

centrados para testar a presença de quebras estruturais em uma série temporal:

max
0≤r≤T

[Sr − min
0≤i≤r

Si] e max
0≤r≤T

[ min
0≤i≤r

Si − Sr] (2.5)

sendo Sr =
r∑

j=1

(yj−ȳ). Então, a hipótese nula de não presença de quebras estruturais

no ńıvel será rejeitada se a soma parcial aumenta significativamente a partir de seu

valor mı́nimo prévio, ou diminui significativamente a partir de seu valor máximo

prévio. Nadler e Robbins (1971) mostraram que a estat́ıstica em (2.5) é equivalente

à estat́ıstica apresentada a seguir:

R/S =
1

Sn

[ max
0≤r≤T

Sr − min
0≤r≤T

Sr] (2.6)
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onde Sn = [ 1
n

∑r

j=1(yj−ȳ)
2]

1

2 . Mas esta é a estat́ıstica de amplitude relativa proposta

por Hurst (1951). Esta estat́ıstica é usada para testar a hipótese de memória curta

contra a alternativa de memória longa numa série temporal. Então, a presença de

memória longa em uma série pode ser atribúıda à presença de quebras estruturais e

vice-versa.

A discussão que surge é como entender a natureza destas mudanças. Sob o

ponto de vista da modelagem estat́ıstica, as mudanças que acontecem na tendência

deveriam ser assumidas como de natureza estocástica, mas de uma natureza diferente

daqueles choques aleatórios que acontecem em cada peŕıodo. Isto significa que essas

mudanças provém de uma distribuição de probabilidade diferente, mas pelo fato

de que estas mudanças são poucofreqentes”, torna-se dif́ıcil a especificação e a

estimação dessa distribuição de probabilidade. Considerando que as mudanças são

determińısticas, sob a suposição de que acontecem devido à intervenção de algum

agente externo,o qual ocorre com freqüência em séries econômicas.

O propósito desta dissertação é discutir a estimação de processos ARFIMA

(0,d,0) que apresentam quebras estruturais. Neste trabalho não serão estudadas as

questões de quebras estruturais e ráızes unitárias.
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2.2 Estimação de Modelos ARFIMA (0,d,0) com

quebra estrutural

2.2.1 Modelos ARFIMA(0,d,0) com quebra estrutural no

ńıvel e tendência

Seguindo a idéia de Tsay (1988) e Robinson (1994a), nós podemos considerar o

processo Xt, definido em (1.1), como um processo não observável. Assim, a série

que apresenta quebras estruturais pode ser expressa como uma relação:

Yt = f(t) +Xt (2.7)

onde f(t) é uma função paramétrica que representa as perturbações que afetam Xt.

Essa função pode ser de natureza determińıstica ou estocástica, segundo o tipo de

perturbação.

Considerando f(t) como uma função determińıstica, assim como Perron (2005),

podemos definir os seguintes modelos:

Modelo 1 : Mudança no ńıvel de uma série sem tendência.

Yt = µ1 + (µ2 − µ1)DUt +Xt (2.8)

Modelo 2: Mudança no ńıvel em uma série com tendência.

Yt = µ1 + βt+ (µ2 − µ1)DUt +Xt (2.9)
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Modelo 3: Mudança na tendência.

Yt = µ1 + β1t+ (β2 − β1)DTt +Xt (2.10)

onde µ1, µ2, β1, β2 são os parâmetros da função f(t), DUt e DTt são variáveis que

indicam o instante do tempo t0 = λT , 0 < λ < 1, em que ocorre a mudança na

série. Para os modelos 1 e 2 temos que:

DUt =







0 , t < t0

1 , t ≥ t0
(2.11)

No caso do modelo 3 temos que:

DTt =







0 , t < t0

t− t0 , t ≥ t0
(2.12)

Para os modelos definidos em (2.8), (2.9) e (2.10), aplicando esperança à

função em (2.7) temos expressão para o valor esperado de Yt:

E(Yt) = E(f(t) +Xt).

onde para o modelo 1:

E(Yt) =







µ1 + E(Xt) , t < t0

µ2 + E(Xt) , t ≥ t0
(2.13)
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para o modelo 2:

E(Yt) =







µ1 + βt+ E(Xt) , t < t0

µ2 + βt+ E(Xt) , t ≥ t0
(2.14)

Finalmente, para o modelo 3:

E(Yt) =







µ1 + β1t+ E(Xt) , t < t0

µ1 + β2t+ (β1 − β2)t0 + E(Xt) , t ≥ t0
(2.15)

A variância do modelo geral, pelo fato que f(t) é determińıstica é dada por:

V ar(Yt) = V ar(f(t) +Xt).

V ar(Yt) = V ar(Xt).

Observa-se que para estes modelos somente o valor esperado do modelo geral

muda na presença de quebras estruturais no ńıvel e tendência da série. Uma forma

geral dos modelos é como segue:

~Yt = Z
′

tβ
′

+Xt (2.16)

que pode ser escrita da seguinte forma:

~Yt − Z
′

tβ
′

= Xt.
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Aplicando operador de diferenciação obtemos:

(1− L)d(~Yt − Z
′

tβ
′

)=(1− L)dXt

Finalmente:

(1− L)d (~Yt − Z
′

tβ
t)

︸ ︷︷ ︸

Y ∗

t

=µt

sendo o vetor ~Yt uma seqüência observada, Zt = (zt1, . . . , ztl)
′

um vetor de dimensão

”l”de regressores não estocásticos e β = (β1, . . . , βl) são os parâmetros a estimar.

As componentes de Zt são não estocásticas, são funções do tipo impulso ou de grau

como as definidas em (2.11) e (2.12) as quais absorvem o efeito da quebra estrutural

para um ponto de mudança determinado.

2.2.2 Modelos com quebra estrutural na variância

Tsay (1988) apresenta o caso em que f(t) é estocástica e assume a seguinte forma:

f(t) = ω0
ω(L)

δ(L)
e
(t0)
t (2.17)

onde ω0 é a constante que indica o impacto inicial da perturbação, ω(L) e δ(L) são

polinômios de ordem p e q respectivamente no operador L é LXt = Xt−1. O termo

e
(t0)
t é definido a seguir:

e
(t0)
t =







0 , t < t0

{e
(t0)
t } , t ≥ t0
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Neste caso, e
(t0)
t é uma seqüência de variáveis aleatórias independentes e identi-

camente distribúıdas com média zero e variância σ2
e . A função f(t) que afeta a

variância de Yt, será usada nesta dissertação para fazer a modelagem das mudanças

na variância de Xt.

No caso do modelo com quebra na variância, consideremos f(t) como na

equação (2.17). Então, sejam ωo = W , ω(L)
δ(L)

= Θ(L)
Φ(L)

e e
(t0)
t = Xt para t ≥ t0.

Defina-se Xt ARFIMA (p,d,q) tal que Xt ∼ (µ;σ2
ξ ) então:

f(t) =







0 , t < t0

W Θ(L)
Φ(L)

Xt , t ≥ t0

e no caso t ≥ t0, substituindo no modelo (2.7) o valor de f(t) pela expressão definida

em (2.17) com os valores de ωo,
ω(L)
δ(L)

e e
(t0)
t definidos acima tem-se que:

Yt = W Θ(L)
Φ(L)

Xt +Xt

Φ(L)
Θ(L)

Yt = W Φ(L)
Θ(L)

Θ(L)
Φ(L)

Xt + Φ(L)
Θ(L)

Xt

Φ(L)
Θ(L)

Yt = WXt + Φ(L)
Θ(L)

Xt

Mas como Xt é um ARFIMA(0,d,0), então Φ(L)
Θ(L)

= 1. Assim, a média é dada por

E(Yt) = (1+Wv)µ e a variância muda de σ2
ξ para (1+W )σ2

ξ no instante de tempo t0.

Sem perda da generalidade, pode-se assumir que −1 < W < ∞, e então o modelo

com mudança estrutural na variância é dado por:

Modelo 4 : Yt =







Xt ; t < t0

(1 +Wv)Xt ; t ≥ t0
(2.18)

Como uma extensão do modelo 1 e o modelo 4, temos um modelo que apre-

senta uma quebra estrutural no ńıvel e uma quebra estrutural na variância, que é

dado por:
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Modelo 5 : Yt = µ1 + (µ2 − µ1)DUt + Zt, (2.19)

Zt =







Xt ; t <τ0

(1 +Wv)Xt ; t ≥τ0

2.2.3 Estimação de Modelos ARFIMA (0,d,0) com quebra

estrutural no ńıvel e tendência.

Para estimar os parâmetros do modelo ARFIMA (0,d,0) na presença de quebras

estruturais, quando os pontos de mudança são conhecidos, nós assumimos a idéia

apresentada por Robinson (1994a). O vetor paramétrico neste caso está formado

por Λ = {β, d, σ2
η}. É posśıvel tentar modelar a quebra estrutural retirando a parte

determińıstica do modelo, que implica a estimação do vetor de parâmetros β e dos

reśıduos correspondentes a essa regressão. O método de estimação sugerido é o

método de mı́nimos quadrados ordinários (OLS). Seja YT = (y1, . . . , yT )
′

a seqüên-

cia de observações, β̂T = ( ˆβ1T
, . . . , β̂lT ) o estimador OLS de β, eT = (e1, . . . eT ) o

vetor de reśıduos estimados. Então as estimativas de β e dos reśıduos são dadas

respectivamente por:

β̂T = (
T∑

t=1

ZtZ
′

t)
−1

T∑

t=1

ZTyt (2.20)

eT = ~Y t− Z
′

t β̂T (2.21)
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Os reśıduos estimados tornam-se então uma nova série, que é utilizada para a

estimação do parâmetro de integração fracionária pelo método proposto por Geweke

e Porter-Hudak (1983), descrito no caṕıtulo 1.

Considerando que o termo Xt apresenta uma estrutura de autocorrelação que

não é compat́ıvel com aquela apresentada pelo modelo de regressão linear com erros

normais independentes, temos que analizar como esse fato afeta as estimativas de

mı́nimos quadrados do vetor β no modelo em (2.16). Segundo Yajima (1985),

o estimador de mı́nimos quadrados quando o modelo apresenta erros de memória

longa é consistente, mas não é mais eficiente. Yajima (1985, 1988) mostra também

que esta perda não é severa. Andested (1974) mostrou que somente a estimativa

OLS do vector de parâmetros β apresenta uma perda de eficiência do 2% em relação

a estimativa obtida pelo método de mı́nimos quadrados generalizados (GLS) no

modelo 1. Mais detalhes podem ser encontrados em Yajima (1985,1988) e Andested

(1974).

O procedimento descrito anteriormente é equivalente a fazer uma intervenção

no periodograma da série. O periodograma definido em (1.20) pode ser escrito

incluindo-se o efeito da mudança no valor esperado da série. A seguir apresentamos

a forma como é considerada essa mudança.

I(ωj) = (2πT )−1|
∑T

t=1 Ytexp(−iωjt)|
2

I(ωj) = (2πT )−1|
∑T

t=1(Yt − E(Yt))exp(−iωjt)|
2

sendo o valor esperado de Yt definido para cada modelo em (2.13), (2.14) e (2.15)

respectivamente. Então, o pseudo-periodograma da série Yt será:

I(ωj) = (2πT )−1|

t0−1∑

t=1

(Yt − E(Yt))exp(−iωjt) +
T∑

t=t0

(Yt − E(Yt)exp(−iωjt)|
2 (2.22)
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a expressão (2.22) será utilizada na estimação do parâmetro de integração fracionária

pelo método GPH descrito no caṕıtulo 1.

2.2.4 Estimação de Modelos ARFIMA (0,d,0) com quebra

estrutural na variância.

Tsay (1988) apresenta uma estat́ıstica de teste para detectar mudanças na vari-

ância quando o ponto de mudança é conhecido:

r̂t0 =
(t0 − 1)

∑T

t=t0
Y 2

t

(T − t0 + 1)
∑t0−1

t=1 Y 2
t

(2.23)

Esta estat́ıstica está baseada na razão dos valores de Yt antes e depois do instante

do tempo em que ocorre a mudança, além de ser o estimador de (1 +Wv)
2. Sob a

hipótese nula de não existir uma mudança na variância no instante t0, a estat́ıstica

r̂t0 tem uma distribuição F com (T-t0+1 , t0-1) graus de liberdade. Esse teste é o

mais poderoso para detectar mudanças na variância quando o instante de tempo t0

é conhecido. Quando t0 é desconhecido, outros testes podem ser constrúıdos, Hsu

(1977), mas nenhum desses testes tem uma forma fechada de distribuição quando o

tamanho da amostra é maior que 2 (Tsay, 1988).
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Caṕıtulo 3

Simulações

3.1 Introdução

Neste caṕıtulo, apresentamos simulações de Monte Carlo dos modelos apresenta-

dos no caṕıtulo 2 com o propósito de verificar algumas propriedades dos parâmetros

desses modelos. O objetivo principal foi verificar o efeito da quebra estrutural na

estimação do parâmetro de integração fracionária nos modelos sugeridos no caṕıtulo

2.

A posição da quebra estrutural foi considerada no meio da série isto é t0=λT,

sendo λ = 0, 5, pelo fato de que simulações preliminares mostraram que quando o

tempo de quebra é conhecido os valores das estimativas do parâmetro de integração

fracionária não apresentam mudanças importantes. Os tamanhos de amostra con-

siderados foram de T=300 e T=500 no caso dos modelos 1 e 5 definidos em (2.8) e

(2.19) respectivamente. Foram feitas 5000 réplicas do processo ARFIMA(0,d,0) no

caso dos modelos em que o ponto de mudança é conhecido, e 500 réplicas nos casos

em que o ponto de mudança é desconhecido. Os valores do parâmetro de integração

fracionária considerados neste trabalho foram: d=0,10; 0,20; 0,30; 0,40. Os tama-
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nhos dos saltos, isto é, os valores dos coeficientes βi, µi, i=1,2 e Wv, foram

escolhidos arbitrariamente.

O processo de simulação e estimação em todos os modelos foram implemen-

tados no software R; a simulação dos processos ARFIMA foi feita utilizando-se o

pacote fraccdiff.sim, que gera processos fracionários através do algoritmo proposto

por Haslett and Raftery (1989); a estimação dos pontos de mudança foi feita no

pacote strucchange que avalia as mudanças estruturais em modelos de regressão

linear usando os métodos CUSUM, MOSUM para a estimação dos pontos de mu-

dança. Maiores referências podem ser encontradas em Bai e Perron (1998,2003) e

Zeileis, Krämer e Hornik (2003).

A metodologia de simulação foi a seguinte:

1. Simulação do modelo ARFIMA em estudo;

2. Estimação do ponto de mudança (quando este é desconhecido);

3. Construção da variável indicadora com a informação fornecida pelo item 2;

4. Análise de regressão: cálculo das estimativas dos parâmetros do modelo e dos

reśıduos.

5. Estimação do parâmetro de integração fracionária usando-se a série de reśıduos

obtida no item 4.

Denotamos por d̂GPH1
o estimador do parâmetro d obtido levando-se em conta

a metodologia sugerida na caṕıtulo 2 e, por d̂MV a estimativa do mesmo parâmetro

obtido pelo método de máxima verossimilhança. No caso do modelo 1 definido em

(2.8), foi estimado o valor do parâmetro de integração fracionária, quando a quebra
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estrutural não é considerada na modelagem, com a finalidade de mostrar o com-

portamento não estacionário da série originada pela quebra estrutural e fazer uma

comparação da metodologia apresentada no caṕıtulo 2 com os resultados obtidos por

Tavares (2004). Essa estimativa é denotada por d̂GPH2
. A seguir apresentamos os

principais resultados das simulações feitas para cada um dos modelos apresentados

no caṕıtulo 2.

3.2 Resultados das Simulações do Modelo 1

O Modelo 1 definido em (2.8) é usado na modelagem de séries temporais que

apresentam uma quebra estrutural no ńıvel num instante de tempo t0 = T
2

conhecido.

A Figura 3.1 apresenta um gráfico de uma série correspondente a este modelo obtido

a partir de um processo de simulação.

Os resultados da estimação do modelo considerando o ponto de mudança

conhecido para T=300 e T=500 são apresentados nas Tabelas 3.1 e 3.2 respectiva-

mente. Podemos observar que o estimador de (µ2 − µ1) apresenta uma distribuição

do v́ıcio com média em torno do valor zero e uma dispersão maior naqueles processos

onde o valor de d está mais próximo da região de não estacionariedade. Também

pode ser observada uma diminuição na dispersão da distribuição quando o tamanho

de amostra aumenta. (ver Figura 3.2).

Os resultados referentes às estimativas do parâmetro de integração fracioná-

ria considerando a quebra estrutural, podemos observar que o v́ıcio do estimador

deste parâmetro apresenta uma distribuição centrada em torno do valor zero e uma

variabilidade menor quando o tamanho de amostra aumenta (ver Figura 3.3). Tam-

bém pode ser observado que os valores do coeficiente de variação deste estimador
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diminuem quando o valor real do parâmetro de integração fracionária está próximo

da região de não estacionariedade (ver Tabela 3.2). Comparando as estimativas

d̂GPH1
, considerando a quebra estrutural, com as estimativas do parâmetro de inte-

gração fracionária obtidas sem considerar a quebra estrutural na modelagem d̂GPH2
,

observamos caracteŕısticas similares em variabilidade, mas a distribuição do v́ıcio do

estimador não está mais centrada em torno do valor zero (ver Figuras 3.4 e 3.5).

Na Tabela 3.3 e 3.4 apresentamos a estimação do modelo 1 quando o ponto

de mudança é desconhecido. Observamos que em média o programa R identificou o

ponto de mudança certo, melhorando o percentual de acertos na estimação do ponto

real quando o processo apresenta valores de d próximos do valor zero, e o tamanho do

salto (µ2−µ1) é grande (ver Tabela 3.3). Na Tabela 3.4 apresentamos os resultados

da estimação deste modelo. Observamos que os estimadores dos parâmetros µ1, µ2−

µ1 e do parâmetro de integração fracionária, apresentam caracteŕısticas similares,

na distribuição do v́ıcio e variabilidade, que as obtidas quando o ponto de mudança

é conhecido.

Figura 3.1: Modelo 1: Yt = µ1 + (µ2 − µ1)DUt +Xt, T=300, λ = 0.5, µ1 = 0
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Figura 3.4: Estimativas do parâmetro d = 0, 10 pelo método GPH1 no modelo 1

quando o processo possui uma quebra estrutural e o ponto mudança é conhecido,

λ = 0,5; T = 300 : (A) (µ2 − µ1) = 1; (B) (µ2 − µ1)= 2; (C) (µ2 − µ1) = 3.
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Figura 3.5: Estimativas do parâmetro d = 0,10 pelo método GPH2 no modelo 1

quando o processo possui uma quebra estrutural e o ponto de mudança é conhecido,

λ = 0,5; T = 300 : (D) (µ2 − µ1) = 1; (E) (µ2 − µ1) = 2; (F) (µ2 − µ1)= 3.
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Tabela 3.3: Resultados da estimação do ponto de mudança no Modelo 1: Yt =

µ1 + (µ2 − µ1)DUt +Xt ARFIMA (0,d,0) quando λ = 0, 5, T=300, µ1 = 0
.

µ2 − µ1=1 d=0.10 µ2 − µ1=1 d=0.40 µ2 − µ1=3 d=0.10 µ2 − µ1=3 d=0.40

Média 150,544 150,410 149,982 149,800

Desv. Padrão 10,6740 47,732 0,6500 7,708

Vı́cio 0,544 0,41 -0,018 -0,2

% de Acertos t0 = 150 26 % 7,8 % 82,8 % 72 %

Tabela 3.4: Resultados da estimação do Modelo 1: Yt = µ1 + (µ2 − µ1)DUt + Xt

ARFIMA (0,d,0) quando o ponto de mudança é desconhecido. T=300, µ1 = 0.

d µ2 1 3

Estat́ısticas µ̂2 d̂GPH1
d̂GPH2

µ̂2 d̂GPH1
d̂GPH2

0,1 Média 1,0145 0,0987 0,1946 2,9890 0,1028 0,3307

Desv. Padrão 0,1404 0,0598 0,0564 0,1362 0,0579 0,0537

Vı́cio 0,0145 -0,0013 0,0946 -0,0110 0,0028 0,2307

EQM 0,0199 0,0036 0,0121 0,0187 0,0034 0,0561

C.V. 0,1384 0,6066 0,2896 0,0456 0,5635 0,1623

0,4 Média 1,0301 0,4036 0,4310 3,0086 0,4116 0,5235

Desv. Padrão 0,9099 0,0692 0,0646 0,8547 0,0636 0,0571

Vı́cio 0,0301 0,0036 0,0310 0,0086 0,0116 0,1235

EQM 0,8288 0,0048 0,0051 0,7305 0,0042 0,0185

C.V. 0,8833 0,1715 0,1498 0,2841 0,1546 0,1092
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3.3 Resultados das Simulações do Modelo 2

.

O Modelo 2 definido em (2.9) é usado na modelagem de séries temporais que

apresentam uma tendência linear e uma quebra estrutural no ńıvel num instante

determinado de tempo. A Figura 3.6 apresenta um exemplo do modelo simulado.

Time

Y

0 50 100 150 200 250 300

0
10

00
20

00
30

00
40

00

Figura 3.6: Modelo 2

A Tabela 3.5, apresenta os resultados obtidos na estimação do modelo 2

considerando o ponto de mudança conhecido. Observamos que os estimadores dos

parâmetros β1 e (µ2 − µ1) apresentam uma distribuição do v́ıcio centrada em torno

do valor zero, com um aumento da variabilidade quando o valor real de d está

próximo da região de não estacionariedade. Os resultados referentes às estimativas

do parâmetro de integração fracionária, obtidas pelo método GPH e MV, apresentam

uma distribuição do v́ıcio centrada em torno de zero para diversas magnitudes do

salto (ver Figura 3.7). O estimador obtido pelo método GPH apresenta um valor do

v́ıcio menor do que aquele obtido pelo método de máxima verossimilhança, mas este

último apresenta uma variabilidade menor em comparação com o estimador obtido

pelo método GPH.(ver Tabela 3.5).
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Podemos observar também que o estimador GPH do parâmetro d apresenta

uma distribuição simétrica centrada em torno do valor d real, (ver Figura 3.8), e a

variabilidade da distribuição do estimador diminui quando os valores do parâmetro

d real estão próximos da região de não estacionariedade (ver Tabela 3.5).
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Figura 3.7: Vı́cio na estimação do parâmetro d obtidas pelo método GPH, no Modelo

2, quando λ = 0, 5, β = 1, µ2 − µ1 = 100, µ2 − µ1 = 300 e o ponto de mudança é

conhecido.

Figura 3.8: Distribuição do estimador do parâmetro d obtido pelo método GPH, no

Modelo 2, quando o ponto de mudança é conhecido. λ = 0, 5, T=300: (C) d=0,10

(D) d =0,40 , (µ2 − µ1 = 100).
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3.4 Resultados das Simulações do Modelo 3.

O Modelo 3 definido em (2.10) é usado na modelagem de séries temporais com

tendência linear, que apresentam uma quebra estrutural nesta tendência num ins-

tante determinado de tempo. A Figura (3.9) descreve o modelo simulado.
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Figura 3.9: Modelo 3.

A Tabela 3.6 apresenta os resultados da estimação deste modelo. Podemos

observar que os estimadores dos parâmetros β1 e (β2 − β1) apresentam uma distri-

buição do v́ıcio centrada em torno do valor zero e a variabilidade dessas distribuições

aumenta na medida que o valor real do parâmetro d se torna próximo da região de

não estacionariedade. Os resultados referentes à estimação do parâmetro de inte-

gração fracionária apresentam caracteŕısticas similares aqueles obtidos nos modelos

1 e 2.

Na Tabela 3.7 apresentamos os resultados da estimação do ponto de mudança

para o Modelo 3. Observamos que, em média, o programa R identificou o ponto de

mudança corretamente, melhorando o percentual de acertos na estimação do ponto

real quando o processo apresenta valores do parâmetro de integração fracionária d

próximos ao valor zero e o valor da diferença (β2 − β1) é grande.
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Na Tabela 3.8, apresentamos os resultados da estimação deste modelo usando

a informação do ponto de mudança estimado. Podemos observar que os estimadores

dos parâmetros β1 e (β2−β1) apresentam caracteŕısticas similares aquelas estimativas

obtidas quando o ponto de mudança é conhecido, enquanto os resultados referentes

à estimação do parâmetro de integração fracionária apresentaram mudanças em

comparação com aqueles resultados em que o ponto de mudança é conhecido. O

estimador do parâmetro d obtido pelo método GPH e MV apresenta um maior

v́ıcio que aquele observado no caso em que o ponto de mudança é conhecido. No

referente à variabilidade, a distribuição do estimador do parâmetro de integração

fracionária tem caracteŕısticas similares àquelas obtidas quando o ponto de mudança

é conhecido. Neste caso, o estimador obtido pelo método de máxima verossimilhança

tem menor v́ıcio e menor variabilidade que aquele obtido pelo método GPH.
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Tabela 3.7: Resultados da estimação do Ponto de mudança no Modelo 3 quando λ = 0,5;

T=300.

Estat́ısticas β1 = 1, β2 = 2 β1 = 1, β2 = 4

0,1 Média 150,45 150,49

Desv padrão 1,72 0,70

Vı́cio 0,45 0,49

% Acertos t0=150 23,0 % 48,2 %

0,4 Média 150,53 150,45

Desv padrão 1,89 0,77

Vı́cio 0,53 0,45

% Acertos t0=150 19,8 % 46,0 %

Tabela 3.8: Resultados da estimação do Modelo 3: yt = µ1 + βt + (β2 − β1)DTt + Xt;

ARFIMA (0,d,0) com uma quebra estrutural, quando o ponto de mudança é desconhecido.

T=300, λ = 0,50, µ1 = 0.

d Estat́ısticas β1 = 1 , β2 = 2 β1 = 1 , β2 = 4

β̂1 (β̂2 − β1) d̂GPH d̂MV β̂1 (β̂2 − β1) d̂GPH d̂MV

0,1 Média 1,001 1,001 0,185 0,177 1,004 3,004 0,212 0,205

Desv padrão 0,005 0,006 0,103 0,099 0,006 0,007 0,144 0,139

Vı́cio 0,001 0,001 0,085 0,077 0,004 0,004 0,112 0,105

EQM 2,61E-05 3,80E-05 0,018 0,016 5,37E-05 6,47E-05 0,033 0,030

CV 0,005 0,006 0,557 0,563 0,006 0,002 0,678 0,675

0,4 Média 1,002 1,001 0,433 0,399 1,004 3,003 0,453 0,414

Desv padrão 0,008 0,014 0,073 0,053 0,009 0,015 0,085 0,055

Vı́cio 1,004 0,001 0,033 -0,001 0,004 0,003 0,053 0,014

EQM 1,007 1,97E-04 0,006 0,003 1,06E-04 2,34E-04 0,010 0,003

CV 0,008 0,014 0,169 0,132 0,009 0,005 0,187 0,132
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3.5 Resultados das simulações do Modelo 4

Em algumas situações, algumas séries temporais apresentam mudanças na com-

ponente da variância a partir de um instante do tempo. O modelo 4 definido em

(2.18) é uma alternativa na modelagem destas séries. A Figura 3.10 mostra o modelo

simulado.

Time

Y[,
 1]

0 100 200 300 400 500

−3
0

−2
0

−1
0

0
10

20
30

Modelo 4 VC−0

Figura 3.10: Modelo 4, com d=0,10; Wv = 10 e µ1 = 0

A Tabela 3.9 apresenta os resultados da estimação deste modelo. Pode-se

observar que a o estimador do parâmetro Wv apresenta uma distribuição com média

centrada em torno do valor zero e que a variabilidade da distribuição do estimador

aumenta na medida que o valor de d se aproxima da região de não estacionariedade

(ver Figura 3.11).

O v́ıcio do estimador do parâmetro de integração fracionária apresenta uma

distribuição que não está centrada em torno do valor zero e sua variabilidade di-

minui quando o valor real de d está próximo da região de não estacionariedade.

O estimador de máxima verossimilhança apresenta um v́ıcio menor em comparação

com o estimador GPH (ver Figuras 3.12 e 3.13).
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Figura 3.11: Vı́cio na estimação de Wv no modelo 4, para diferentes valores de d e

ponto de mudança conhecido. Wv = 10
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Figura 3.12: Vı́cio na estimação do parâmetro d no modelo 4, pelo método GPH e

ponto de mudança conhecido. Wv = 10
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Figura 3.13: Vı́cio na estimação do parâmetro d no modelo 4, pelo método MV e

ponto de mudança conhecido. Wv = 10
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3.6 Resultados das Simulações do Modelo 5.

O modelo 5 apresentado em (2.19) é uma mistura do modelo 1 e do modelo

4, onde a série além de apresentar uma quebra estrutural no ńıvel num instante t0,

também apresenta uma quebra estrutural na variância num instante τ0 determinado.

A Figura 3.14 mostra um exemplo deste modelo simulado.

Time

Y[
, 1

]

0 100 200 300 400 500

−1
0

−5
0

5
10

Modelo 5 VC−A0 − 0

Figura 3.14: Modelo 5, com d=0,40; Wv = 2 e µ1 = 0 µ2 = 3, t0 = 125; τ0=250

Os resultados obtidos na estimação deste modelo são apresentados na Tabela

3.10. A Figura 3.15 mostra que a distribuição do v́ıcio do estimador de Wv esta

centrada em torno de -0.5. A variabilidade desta distribuição apresenta um com-

portamento semelhante ao modelo 4, isto é, na medida em que o valor de d vai se

aproximando da região de não estacionariedade, a variabilidade aumenta.

A média da distribuição do v́ıcio do estimador de máxima verossimilhança

de d não está centrada em torno de zero (ver Figura 3.16), observando-se uma

diminuição na variabilidade na medida em que o valor de d vai se aproximando da

região de não estacionariedade (ver Tabela 3.10).

Observa-se na Figura 3.17 que a distribuição do v́ıcio do estimador de (µ2−µ1)
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mostra caracteŕısticas semelhantes ao estimador do mesmo parâmetro obtido no

modelo 1. A Figura 3.17 mostra também que essa distribuição está centrada em

torno do valor zero, apresentando um aumento na variabilidade na medida que o

valor de d vai se aproximando da região de não estacionariedade.
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Figura 3.15: Vı́cio na estimação do parâmetro Wv no modelo 5, com Wv = 2,

(µ2 − µ1) = 1
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Figura 3.16: Vı́cio na estimação do parâmetro d no modelo 5, pelo método MV com

Wv = 2, (µ2 − µ1) = 1
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Figura 3.17: Vı́cio na estimação do parâmetro (µ2 − µ1) no modelo 5, pelo método

OLS com Wv = 2, (µ2 − µ1) = 1

64



Caṕıtulo 4

Aplicações

Neste caṕıtulo, apresentamos os resultados de aplicação da metodologia desen-

volvida nesta dissertação a duas séries de dados correspondentes ao Banco Central

do Brasil. Nosso objetivo é mostrar que essa metodologia pode ser usada em situa-

ções práticas. Inicialmente será feito uma descrição destas séries e, posteriormente

será aplicada a teoria desenvolvida no presente trabalho.

4.1 Série 1 :Empréstimos - Sistema Financeiro ao

Setor Privado - Habitação”

A Figura 1 apresenta a série de dados Empréstimos - Sistema Financeiro ao Setor

Privado - Habitação no peŕıodo de julho de 1994 até junho de 2004. A série apresenta

um comportamento decrescente no longo do peŕıodo e percebe-se a existência de

uma quebra estrutural no instante de tempo t0 = 83. A existência desta quebra

estrutural que pode ser observada através da Figura 1 foi verificada utilizando-se o

pacote strucchange do software R.

A Figura 4.1, que mostra a função de autocorrelação da série, sugere um pro-
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cesso não estacionário devido a presença de uma quebra estrutural pelo que conside-

ramos adequado fazer uso do Modelo 2 na modelagem desta série. Numa primeira

etapa, foram calculadas as estimativas de β, µ1 e (µ2 - µ1) que são apresentadas na

Tabela 4.1.
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Função de Autocorrelação Simples: Série 1 − ESFSPHABFPBCBLN

Figura 4.1: Função de autocorrelação da série 1: Empréstimos - Sistema Financeiro

ao Setor Privado - Habitação

Tabela 4.1: Estimativas dos parâmetros do Modelo 2, obtidas na primeira etapa da

análise na série 1

Parâmetro Estimativa Erro Padrão P-valor

β - 1,353978 0,02577 2,E-16

µ1 10,491772 0,01417 2,E-16

µ2 − µ1 -0,4189 0,6431 2,E-16

O correlograma dos reśıduos indica um comportamento de longa dependência (ver

Figura 4.2 (A)). Assim, foi feita a estimação do parâmetro de integração fracionária e

a posterior integração da série. A Tabela 4.2 apresenta os resultados da estimação do

parâmetro de integração fracionária pelo método GPH, MV (assumindo um processo

ARFIMA(1,d,0) ) e da componente AR(1).
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(A) Função de Autocorrelação dos residuos do modelo AO−A
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(B) Função de Autocorrelação dos residuos após do ajuste de um AR(1)

Figura 4.2: Gráficos correspondentes a análise da série 1: (A) Gráfico da função

de autocorrelação dos reśıduos obtidos após o ajuste do modelo 2; (B) Gráfico da

função de autocorrelação dos reśıduos do modelo 2 após a modelagem de um AR(1).

Tabela 4.2: Estimativas do parâmetro d e φ na série 1 após a análise de regressão

Método Valor Erro Padrão

dGPH 0,7833 0,1876

dMV 0,4989 1,62E-06

φ 0,5756 0,0754

A metodologia desenvolvida mostra que o processo real é um ARFIMA(1,d,0)

que apresenta uma tendência determińıstica com uma quebra estrutural segundo o

modelo 2. O modelo ajustado é como segue:

Ŷt = 10, 4918− 1, 354t− 0, 4189DUt +Xt

onde,

DUt =







0 ; t < 83

1 ; t ≥ 83

(1− 0, 5756L)(1− L)0,49Xt = ξt
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4.2 Série 2: Contribuição - Finsocial/Cofins - To-

tal - Receita Ĺıquida

A Figura 2 da página 13, representa a segunda série de dados correspondente à

Contribuição - Finsocial/Cofins -Total-Receita Ĺıquida, com peŕıodo mensal desde

julho de 1994 até junho de 2004. Nesta série, percebe-se uma quebra estrutural no

ńıvel no instante de tempo t0 = 56 correspondente a fevereiro de 1999. A existência

desta quebra foi verificada fazendo-se uso do pacote strucchange do software R.

Pelas caracteŕısticas que esta série apresenta, consideramos adequado usar o modelo

1 na modelagem. Numa primeira etapa, foram calculadas as estimativas de µ1 e

(µ2 − µ1) apresentadas na Tabela 4.3 e os reśıduos. Sob esses reśıduos foi feita

a estimação do parâmetro de integração fracionária (ver Tabela 4.4) pelo método

GPH e de máxima verossimilhança. Seguidamente, foi feita a integração da série

de reśıduos. A Figura 4.3 mostra as funções de autocorrelação simples e parcial da

série de reśıduos integrada. Nestas podemos observar que o processo é semelhante

ao ARFIMA(0,d,0) com uma quebra estrutural no ńıvel. O modelo ajustado é como

segue:

Ŷt = 6, 9653 + 0, 50196DUt +Xt

onde:

DUt =







0 ; t < 56

1 ; t ≥ 56

(1− L)0,30Xt = ξt
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Tabela 4.3: Estimativas dos parâmetros do Modelo 1 ajustado na série 2 na primeira

etapa da modelagem

Parâmetro Estimativa Erro Padrão

µ1 6,96528 0,01166

µ2 − µ1 0,50196 0,01602

Tabela 4.4: Estimativas do parâmetro d na série de reśıduos obtidos após do ajuste

do Modelo 1

Método d̂ Erro Padrão

GPH 0,1892739 0,1876507

MV 0,3087767 1,367105e-06

0 5 10 15 20

−0
.2

0.2
0.6

1.0

Lag

AC
F

(A)

5 10 15 20

−0
.1

0.1

Lag

Pa
rtia

l A
CF

(B)

Figura 4.3: Gráficos correspondentes a análise da série 2: (A) Gráfico da função de

autocorrelação simples da série reśıduos integrados obtida após o ajuste do Modelo

1; (B) Gráfico de autocorrelação parcial da série de reśıduos integrados obtida após

o ajuste do Modelo 1.
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Caṕıtulo 5

Considerações Finais

5.1 Conclusões

A metodologia apresentada neste trabalho, é uma alternativa boa na estimação

de processos ARFIMA(0,d,0) que apresentam quebras estruturais na tendência ou na

variância. Observa-se que as estimativas dos parâmetros da função determińıstica,

quando o ponto de mudança é conhecido apresentam uma distribuição do v́ıcio

centrada em torno de zero, e que a variabilidade destes aumenta quando o valor de

d vai se aproximando da região de não estacionariedade. Nos casos onde o ponto de

mudança é desconhecido, as estimativas dos parâmetros da função f(t) apresentam

as mesmas caracteŕısticas que o caso onde o ponto de mudança é conhecido, mas

isso não acontece com as estimativas do parâmetro de integração fracionária quando

a quebra é apresentada numa tendência crescente (Modelo 3).

As estimativas obtidas nos modelos com quebra estrutural na tendência,usando a

metodologia proposta neste trabalho (d̂GPH1
) ficam melhores em relação aos resul-

tados onde aquela não aplicada (d̂GPH2
). Além disso, se observa que existe uma
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relação direta entre o v́ıcio da estimativa do parâmetro de integração fracionária e

o tamanho de salto quando é calculada a estimativa de d sem considerar a quebra

estrutural na modelagem.

Referente aos modelos com mudança na variância, as caracteŕısticas dos pa-

râmetros da parte determińıstica do modelo, são similares aquelas observadas nos

modelos com quebra no ńıvel mas as estimativas da distribuição do v́ıcio do parâme-

tro de integração fracionária não estão mais centradas em torno de zero. O estimador

de máxima verossimilhança é mais consistente que o estimador GPH nesta classe de

modelos. O comportamento da variabilidade do parâmetro de integração fracionária

é similar aquele apresentado nos modelos com quebras na tendência.

5.2 Extensões

As possivéıs extensões ao presente trabalho são apresentadas a seguir:

• Estender o estudo para processos não estacionarios (d > 0.5).

• Modelagem de quebras estruturais em Modelos ARFIMA (p,d,q) que apresen-

tam erros GARCH(p,q).

• Estudo de quebras estruturais em Modelos FIGARCH (P,D,Q).
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Apêndice A

Apêndice

A.1 Algoritmo para a simulação de processos AR-

FIMA (0,d,0)

Os passos para a simulação de processos ARFIMA (0,d,0), considerando um

rúıdo branco gaussiano, são os seguintes:

1. Gerar uma variável aleatória X0 com distribuição N(0,1);

2. Calcular os coeficientes φtt e φtj usando:

φtt = d
t−d

e φtj = φt−1,j − φttφt−1,t−j

para j = 1,2, . . . , t-1 e t = 1, 2, . . . , T;

3. Calcular a média mt e a variância νt por
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mt =
t∑

j=1

φtjXtj

νt = (1− φ2
tt)νt−1, ν0 = σ2 = 1;

4. Gerar uma variável aleatória Xt com distribuição N(mt, νt);

5. Repetir (2), (3) e (4) para t = 1,2, . . . , T-1;

Maiores detalhes sobre o processo de simulação do modelos ARFIMA podem

ser encontrados em Reisen (1995) e Hosking (1982, 1984).
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A.2 Modelo 1 AO-0 : Gráficos
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Figura A.1: Vı́cio na estimação do parâmetro d, considerando a presença de quebra

estrutural quando λ = 0,5; (µ2 − µ1) = 2
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Figura A.2: Vı́cio na estimação do parâmetro d, considerando a presença de quebra

estrutural quando λ = 0,5; (µ2 − µ1) = 3
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Figura A.3: Vı́cio na estimação do parâmetro (µ2 − µ1) considerando a presença de

quebra estrutural quando λ = 0,5; (µ2 − µ1) =2

d = 0.10

Tamanho de Amostra

500300

V
ic

io

,60

,40

,20

-,00

-,20

-,40

-,60

d = 0.20

Tamanho de Amostra

500300

V
ic

io

1,00

,50

0,00

-,50

-1,00

d = 0.30

Tamanho de Amostra

500300

V
ic

io

2,00

1,50

1,00

,50

0,00

-,50

-1,00

-1,50
-2,00

d = 0.40

Tamanho de Amostra

500300

V
ic

io

4,00

3,00

2,00

1,00

0,00

-1,00

-2,00

-3,00
-4,00

Figura A.4: Vı́cio na estimação do parâmetro (µ2 − µ1) considerando a presença de

quebra estrutural quando λ = 0,5; (µ2 − µ1) =3
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Figura A.5: Estimativas do parâmetro d = 0, 20 pelo método GPH1 quando o

processo possui uma quebra estrutural em λ = 0, 5, T = 300 : (A) (µ2 − µ1) = 1;

(B) (µ2 − µ1) = 2; (C) (µ2 − µ1) = 3
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Figura A.6: Estimativas do parâmetro d = 0, 20 pelo método GPH2 quando o

processo possui uma quebra estrutural em λ = 0, 5, T = 300 : (D) (µ2 − µ1) = 1

;(E) (µ2 − µ1) = 2 ;(F) (µ2 − µ1) = 3
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Figura A.7: Estimativas do parâmetro d = 0, 30 pelo método GPH1 quando o

processo possui uma quebra estrutural em λ = 0, 5, T = 300 : (A) (µ2 − µ1) = 1

;(B) (µ2 − µ1) = 2 ;(C) (µ2 − µ1) = 3

d estimado

,5
5

,5
1

,4
7

,4
3

,3
8

,3
4

,3
0

,2
6

,2
2

,1
7

,1
3

,0
9

,0
5

(D)
800

600

400

200

0

d estimado

,6
5

,6
1

,5
7

,5
3

,4
9

,4
5

,4
1

,3
7

,3
3

,2
9

,2
5

,2
1

,1
7

(E)
800

600

400

200

0

d estimado

,6
7

,6
4

,6
0

,5
6

,5
3

,4
9

,4
6

,4
2

,3
8

,3
5

,3
1

,2
8

,2
4

(F)
800

600

400

200

0

Figura A.8: Estimativas do parâmetro d = 0, 30 pelo método GPH2 quando o

processo possui uma quebra estrutural em λ = 0, 5, T = 300 : (D) (µ2 − µ1) = 1

;(E) (µ2 − µ1) = 2 ;(F) (µ2 − µ1) = 3
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Figura A.9: Estimativas do parâmetro d = 0, 40 pelo método GPH1 quando o

processo possui uma quebra estrutural em λ = 0, 5, T = 300 : (A) (µ2 − µ1) = 1;

(B) (µ2 − µ1) = 2; (C) (µ2 − µ1) = 3
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Figura A.10: Estimativas do parâmetro d = 0, 40 pelo método GPH2 quando o

processo possui uma quebra estrutural em λ =0,5; T = 300 : (D) (µ2−µ1) = 1; (E)

(µ2 − µ1) = 2 ;(F) (µ2 − µ1) = 3
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Testes de Ráızes Unitárias no Fenômeno de Longa Dependência. Departamento

de Estat́ıstica, UFMG.

[61] TOSCANO, E. M. M., REISEN, V. A. (2000) The use of canonical analysis to

identify the order of multivariate ARMA models. Journal of Forecasting, v.19,

n.3, p. 441-456.

[62] YAJIMA, Y. (1985) On estimation of long-memory time series models. Aus-

tralian Journal of Statistics, 27, 303-320.

[63] YAJIMA, Y. (1988) On estimation of a Regression Model with Long-Memory

Stationary Errors. The annals of Statistics, Vol 16,No. 2 791-807.

[64] WHITTLE, P. (1962) Gaussian Estimation in Stationary Time Series. Bulletin

of the International Statistical Institute, 39, 105-129

[65] ZEILEIS, Achim, LEISCH, Friedrich, HORNIK, Kurt, KLEIBER, Christian

(2002) strucchange: An R package for testing for structural change in linear

regression models. Journal of Statistical Software, 7(2):1-38.

85



[66] ZEILEIS, Achim, KLEIBER, Christian, KRÄMER, Walter, HORNIK, Kurt
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