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Resumo

Neste trabalho apresentaremos um estudo dos sistemas lineares de 3 conicas em S =
klx,y, z], também chamados de redes de conicas. Nosso foco é caracterizar a familia das
conicas que passam por trés pontos em P2, Tais redes de conicas sao do tipo determinantal,
o que significa que provéem dos menores maximais de uma matriz 3 x 2 cujas entradas
sao formas lineares. Pretendemos com este estudo de caso relativamente simples, ilustrar
as ideias em torno da construcao de espacos de parametros para familias de variedades
algébricas. Faremos a descricao do lugar, D C G(3,6), de redes determinantais por
equagoes numa vizinhanca coordenada na grassmanniana dos subespacos de dimensao 3
do espacgo de conicas. Mostraremos que D é nao singular e que sua explosao ao longo
da érbita da rede (22, zy, xz) mergulha em G(7,10) e se identifica a Hilb*P?, o desejado
espaco para a familia de ternas nao ordenadas em P2,

Palavras-chave: Redes de conicas, esquema de Hilbert, polinomio de Hilbert, espago
de parametros, grassmanniana de conicas.



Abstract

In this dissertation we present a study of the linear systems of 3 conics in S = k[x,y, 2],
also called nets of conics. Our focus is to characterize the family of conics that go through
three points in P2. Such nets of conics are of the determinantal type, which means
that they come from the maximal minors of a 3 X 2 matrix whose elements are linear
forms. With this relatively simple case study, we intend to illustrate the ideas around the
construction of parameter spaces for families of algebraic varieties. We will describe the
place, D C G(3,6), of determinantal nets by equations in a coordinated neighborhood in
the grassmannian of the 3-dimensional subspaces of the space of conics. We will show
that D is non singular and that it is the blow-up along the orbit of the net (22 zy, z2)
embedded into G(7,10) and matches Hilb*P?, the desired space for the family of unordered
triplets in P2.

Keywords: Nets of conics, Hilbert scheme, Hilbert polynomial, parameters spaces,
grassmannian of conics.
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Capitulo 1

Introducao

E de interesse da geometria algébrica o estudo dos chamados espacos de parametros
para certas configuracoes geométricas.

Nesta dissertacdo focaremos na familia dos tridngulos de P2. Um triangulo em P? é
um subconjunto formado por trés pontos nao colineares.

A colecao dos triangulos estd em bijecao natural com uma subvariedade algébrica lo-
calmente fechada A C G(3,6) da Grassmanniana dos subespagos de dimensao 3 do espago
vetorial Sy = (vy, z2,y2, 2%, 9%, 2%) de dimensao 6 formado pelos polinémios homogeéneos
de grau 2 (ver segao 3.1).

Cada triangulo é bem determinado por 3 conicas que passam pelos vértices. Mas em
casos degenerados, como quando os vértices estao sobre uma reta, as conicas nao sao
suficientes para descrever a configuracao dos pontos.

Lembremos que cada subesquema fechado X C P" é definido por um ideal homogéneo
I C S:=Klxg,...,z,| e que 0 mais importante invariante discreto de X é seu polinémio
de Hilbert,

px(t) = dimg S;/I;, t>0
= am(;) + Q1 (mt—l) +---+Fap
sendo a dimensao de X o grau m de px(t) enquanto o coeficiente lider a,, é o grau de
X c P

Em geral, a colecao dos sub-esquemas fechados de P" com um polinomio de Hilbert
pré-fixado estd em bijecao natural com um esquema projetivo, chamado de Esquema de
Hilbert. Nosso objetivo é ilustrar este importante teorema devido a A. Grothendieck [11],
no caso especial da colecao de triangulos em P2,

O esquema de Hilbert para trés pontos em P?, que denotaremos por Hilb*P?, para-
metriza as ternas de pontos nao ordenadas de P?, mais precisamente, sub-esquemas de
dimensao 0 de comprimento 3. George Elencwajg-P. Le Barz [5], afirmam que Hilb3P? é
a compactificagao natural do espago dos triangulos (ndo ordenados) do plano.

Nas seguintes secoes estudaremos os sistemas lineares de 3 conicas em P?, também
chamados “redes de conicas”, tendo como objetivo caracterizar a familia das que passam
por trés pontos em P2

Mostraremos que tais redes de conicas sao de tipo “determinantal”. Isto significa que
provéem dos menores maximais de matrizes 2 x 3 cujas entradas sao formas lineares.

Na secao 2 trataremos de alguns pré-requisitos como a Grassmanniana e veremos como
ela pode ser vista como uma subvariedade projetiva e calcularemos sua dimensao. Faremos
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um exemplo de espago de parametros, definiremos certos grupos algébricos e a agao deles
sobre os espacos projetivos. Enunciaremos alguns resultados sobre esquemas de Hilbert.

Na secao 3 faremos a descrigao do lugar, D C G(3,S2), de redes determinantais por
meio de equacoes numa vizinhanca coordenada na Grassmanniana dos subespagos de
dimensao 3 do espago das conicas, G(3, S2). Mostraremos também que D é nao singular e
irredutivel, de dimensao seis. Veremos que D possui duas tinicas orbitas fechadas o que nés
permitird provar a nao singularidade de D. Usaremos o programa algébrico SINGULAR
para mostrar que o lugar ao redor daquelas duas unicas orbitas fechadas é nao singular e
veremos que isso ¢ suficiente para deduzir que D é nao singular. Provaremos que a orbita
da rede (xy,zz,yz) é aberta em D o que nés permitird mostrar que a dimensao de D é 6.
Mostraremos que existe uma submersao de um aberto U C May3(S;) sobre D. Faremos
uso de SINGULAR para calcular o mapa tangente em cada ponto de D e veremos que
o mapa U — D tem posto constante igual a 6.

Na parte final, no epilogo, veremos como a familia Hs3 de todos os subesquemas de P2
de polinomio de Hilbert constante igual a 3 mapeia para D C G(3,5,). O mapa Hz — D
é de fato a explosao de D ao longo da orbita formada pelas redes cujos geradores tem
mdc # 1.

Por fim, introduziremos a subvariedade C C G(7,S3), imagem isomorfa de Hilb*P?.
Mostraremos que C parametriza a familia de subespacos vetoriais J C S3 de codimensao 3
que satisfazem a condicao de que o mapa J®S; — Sy tem posto < 12. Também usaremos
SINGULAR para mostrar que o espaco tangente 7;C tem dimensao igual a 6.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Grassmanniana

Definicao 2.1. Seja K um corpo. A colecdo dos subespagos de dimensao k do espaco
vetorial K™ € chamado a Grassmanniana-(k,n) e denotado por G(k,n).

Como cada K-subespaco vetorial de dimensao k é um (k — 1)-plano no correspondente
espago projetivo P! quando queremos ver o G(k,n) como a colegao dos (k — 1)-planos
escreveremos Gk — 1,n — 1].

2.2 Plucker

Podemos realizar a Grassmanniana como uma subvariedade de um espago projetivo
PV,

Seja V um K-espago vetorial de dimensao n. Para cada 1 < k < n, a k-ésima poténcia
exterior /\k V é um K-espago vetorial de dimensao (Z) Dado W C V um K-subespaco
vetorial, sejam By = {wy, ..., wi}, By = {wy, -+ ,w} duas bases de W. Escrevendo
cada w; = Y1 | a;q0; temos que:

wi A Awg = Z Sig(0)a1,1) - -+ QoW1 A -+ A Wy,
c€Py

onde Py é o conjunto das permutagoes de k elementos, Sig(o) é o sinal da permutagao
oe

depk Sig(a)ala(l) © Qko(k)
é o determinante da matriz de mudanca de base de 28, para B,.
Entao podemos definir o mapa

v Glk,n) — PAV)
W = fwg A A wg]

Pelo feito acima podemos ver que o mapa 1 esta bem definido: independe da escolha de
uma base para V.

Proposicao 2.1. O mapa ¢ : G(k,n) — P(\" V), definido acima, € injetivo.

Demonstracao. Veja [3]. O
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Definicao 2.2. O mapa definido acima v : G(k,n) — P(\" V) ¢ chamado imersdo de
Pliicker, que nds permite ver a Grassmanniana como uma subvariedade de um espaco
projetivo P(\" V).

Podemos identificar o espaco P(A" V) com um espaco projetivo PV onde N = (1) —1.
Podemos também representar os elementos da Grassmanniana (a imagem via a imersao
de Pliicker) em coordenadas homogéneas. Fixando uma base {vy,--- ,v,} para V. Dado
um W € G(k,n) e tomando alguma base {wy,...,w;} de W, podemos escrever cada
w; = Y5 a;jvj, logo temos que:

Wy A ANwy = Z Z Sig(0) i o)+ Qiga(i)Viy A=+ A Vi,
EEIk o€Py

onde Iy :={i = (i1, -+ ,ig) ; 1 <y <+ <ipy <n}eM:= Y Sig(0)ans) - Gior
o€PL
(polinémio homogéneo nas variaveis a;;) é o determinante do menor k£ x k formado pelas

linhas 41,79, - - , 7, da matriz

My =
nxk

Logo as coordenadas homogéneas sdo dadas por ¢;(W) := M;. Note que as colunas da
matriz My, sdo as coordenadas dos w;.

Definicao 2.3. As imagens ;(W) sdo chamadas Coordenadas de Pliicker.

Podemos construir abertos afins U; C G(k,n), com i = {1 < j; < -+ < ji < n},
onde a coordenada de Pliicker correspondente & e;, A --- Aej;, é nao nulo. Logo G(k,n) é
recoberto por abertos afins

(1)1
G(k,n)= | J U, U= A

=0

e portanto a dimensao de G(k,n) é k(n — k).

2.3 Redes de Conicas

Uma conica é um elemento nao nulo do espago vetorial Sy = C[z,y, 2|2 dos polinomios
homogéneos de grau 2, médulo multiplicagao por constante. Chamaremos uma rede de
cOnicas a um subespaco de dimensao 3 de S, ou um ponto da Grassmanniana G(3,55).
Dado um elemento C' de G(3,S5s) e uma base {C4, Cy, C3} para ele, podemos escrever:

C = {aCy + bCs + cCs|(a : b : ¢) € P*} U {0}

2.4 Orbitas

Definicao 2.4. Um grupo algébrico G' € uma variedade algébrica munida de operagoes
de grupo
x . GxG — G
(z,y) = xxy
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i G G
X €T

%
s 1
que sao morfismos.

Definicao 2.5. Uma ag¢ao de um grupo algébrico G sobre uma variedade algébrica X é

um morfismo
p:GxX—=X

tal que
ep(l,z)=a e
e 9(g. p(h,x)) = p(gh,z), Vg,h€G, z€X

Definida a a¢ao, simplificamos a notagao, escrevendo ¢(g,z) = g * x.

Por exemplo, seja GL,,C o grupo de todas as matrizes n X n invertiveis cujas entradas
pertencem a C. Temos que

1. GL,C é grupo algébrico.

Podemos identificar GL,,C com o subconjunto G := {(x;;, 1/det([z;])) / [zij] €
GL,C} do espago afim A™*' com coordenadas afins (z;;,t) e observe que G =
V(det([z;;])t — 1 = 0). Segue que G é uma subvariedade algébrica de A *! cujo
anel de coordenadas é Clx;;, 1/det([z;;])]. Também note que as operacoes de grupo
(A,B) — AB e A — A~! sao morfismos, pois suas respectivas coordenadas sao
funcoes polinomiais.

2. GL,+1C age em P".

Basta notar que a agao
GL, 1 C x P" — P", definida (A, [ap:ay:---:a,])— [Aag, a1, ,a,)]
é um morfismo, onde (ag, ai, - ,a,)" é a transposta do vetor (ag, ay,- - ,a,) € A",

Proposicao 2.2. A acao de GL,,C sobre /\/LC C" induz uma agao sobre o espaco projetivo
associado P(\* C"). Esta acio preserva a Grassmanniana G(k,n) C P(A"C").

Demonstragio. Tome a acao de GL,C sobre A" C" definida por (A,v1 A --- A vg) —
Avy A -+ A Avg. Ela induz uma acdo em P(A\" C") definida por

(A, [og A Awg]) = [Avg A -+ A Ay (2.1)

que preserva a grassmanniana G(k,n). Com efeito, da proposi¢ao (2.1) podemos identi-
ficar W € G(k,n) com um elemento [wy A --- A wyg] € P(A*C") onde os wy, -+ ,wy, € W
sao 1i. e geram W. Agindo com A € GL,C sobre [w; A --+ A wy]| segundo a agdo
em (2.1), temos um elemento [Aw; A --- A Aw] € P(A"C") o qual se identifica com
(Awy, -+, Awg) € G(k,n) (via a imersao de Pliicker). Ver [3], Teorema 10.19.

O

Definicao 2.6. Dadas duas variedades algébricas X e Y sob a agcao de G um grupo
algébrico. Um mapa equivariante é um morfismo f : X — Y tal que f(g*xx) = g* f(x)
para todo g € G e todo x € X.
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Proposicao 2.3. Seja X uma variedade algébrica sob acdao de G um grupo algébrico.
Para todo x € X a orbita de G x x € uma subvariedade nao singular localmente fechada e
qualquer componente de G xx tem dimensao dimG — dimG,, onde G, € o estabilizador de
x. Além disso, o fecho de Gxx é a uniao de Gxx com as orbitas de dimensdo estritamente
menor. Qualquer érbita de dimensdo minimal € fechada; em particular G * x contém uma

orbita fechada. (Ver I11.1.3 de [0], se¢ao 2.3 de [9], se¢do 8 de [10)]).

2.5 Espaco de parametros de conicas

Seja ¥ a colecao de todas as hiper-superficies de grau 2 de P2, i.e., conicas C' C P2. Uma
conica projetiva é dada pelo lugar dos zeros dos polinomios da forma

F(X) = ax® +by* +cz* +day + exz + fyz

onde a,b,c,d,e, f € C, nao todos nulos. Note que existe uma correspondéncia bijetiva
entre as conicas de P? e os pontos de IP5:

V(ax? +by* + c2® +day +exz + fyz) «—Ja:b:c:d:e: f].

Assim, nés podemos dizer que a colecdo de conicas ¥ é parametrizada por P°.
Tome [z :y:2z]efa:b:c:d:e: f] como as coordenadas projetivas de P? e P5
respectivamente. Podemos definir

X={(Ja:b:c:d:e: f],[v:y:2]) €eP"xP* ; ax®+by*+cz® +doy+exrz+ fyz = 0},

uma hiper-superficie X C P° x P2. Observe que a fibra de X sobre qualquer ponto C' € P°
é a conica C = 771(C) C {C} x P?, onde 7 é a projecao sobre P° .
A hiper-superficie X é chamada a familia universal das conicas. (ver Lecture 21 de

[3])-

Definimos S = Clz,y,2] = @5, Clz,v, 2] = D,o0 H(P?, Op2(i)) o anel de po-
lindmios em trés varidveis e S; := Clz,y, z]; o espago dos polindmios homogéneos de
grau 4.

Em particular, o espago das conicas é a projetivizacao P(Sy) = P° do espago veto-
rial Sy = C[z,y,z]s de dimensdao 6. O subespaco gerado por trés conicas linearmente
independentes é um ponto na Grassmanniana G(3, Ss).

2.6 Esquema de Hilbert

Considere a colecao
H, := {X sub-esquema de P" com polinomio de Hilbert p}.

Para cada sub-esquema fechado X C P", denotamos por I(X) seu ideal homogéneo e
I(X),, denota sua parte homogénea de grau m.

Teorema 2.1. Dado p um polinémio, existe mg tal que para qualquer m > m, e para
qualquer X C P™ com polinémio de Hilbert p, vale que dim(I1(X),,) = (m::”) —p(m) e

I(X),, determina o ideal homogéneo I(X) a menos de saturacao. (Lecture 21 [3], VI.2.2

[4])
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Segue que para a colegao H,, existe m que satisfaz as condicoes do teorema. Tomemos

um m > my. N6s temos o seguinte mergulho fechado (ver VI.2.2 [1]):

n n

H, — G(("") —p(m), ("))

Para obter as equagoes da imagem considere os mapas de multiplicacao

fr A ® Sy — Sptk

tal que tem posto no maximo (m+:+”)
vetorial e qualquer k > 0.

(2.2)

(2.3)

— p(m + k), para qualquer A C S, subespago

Para o caso especifico de 7 pontos em P? o polinémio de Hilbert é constante igual a r.

Nos temos a seguinte

Proposicao 2.4. H, mergulha na grassmanniana de subespacos de codimensao r do

espago S, de polinémios homogéneos de grau r. (Ver proposicao 2.1 [7]).
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Capitulo 3

Caracterizando redes de conicas que
passam por tres pontos

3.1 O problema

Dados trés pontos pi,p2, ps € P? nao colineares, existem exatamente trés conicas inde-
pendentes que passam por eles. Estes trés pontos constituem uma subvariedade algébrica
{p1,p2,p3} C P? (ou um triangulo de P? como foi mencionado na introdugao) com po-
linomio de Hilbert igual a 3.

Por exemplo o “triangulo padrao” T' formado pelos trés pontos bésicos p; = [1 : 0 :
0],po =1[0:1:0],p3 =1[0:0: 1] tem como seu ideal homogéneo o ideal de trés conicas
I(T) = (xy,xz,yz) com polinémio de Hilbert constante igual a 3. Este ideal é de tipo
“determinantal”, ou seja que os geradores do ideal I(T') sdo os menores maximais (2x2)

da matriz
r 0 —z
0y =z )

Isso nés faz pensar na existéncia de um mapa entre o espaco das matrizes 2 X 3 cujas
entradas sao formas lineares e G(3,.52), a Grassmanniana dos subespagos gerados por 3
conicas L.i. do espaco dos polinomios homogéneos de grau 2. Na seguinte secao trataremos
de tal correspondéncia (ver teorema (3.4)).

Por outro lado observe que o polinomio de Hilbert do ideal (y, z*) também é constante
igual a 3. Ele é uma das possiveis “degeneracoes” de T'.

O caso dos trés pontos pi,ps2, ps € P? nao alinhados fica bem descrito pelo caso do
triangulo padrao, por mudangas de coordenadas.

Ly
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O ideal dos trés pontos {p1,pe,ps}t é (LiLa, L1 L3, LoL3) onde Ly, Ly, Ly € Sy sao as
retas que passam por 2 daqueles trés pontos.

Mas nem todo sistema de trés conicas determinam trés pontos. Por exemplo se temos
as conicas 7%, y?, 2%; o lugar dos zeros delas é V(2% y?, 2?) = (), vazio em P?. Também,
se temos duas coOnicas que se cortam em 4 pontos, nao existe nenhuma outra conica
independente que passe pelos 4 pontos de intersecao.

Podemos também considerar os casos degenerados em que os trés pontos estejam
alinhados. Nesse caso trés conicas nao bastam para determinar os trés pontos. Precisamos
de 7 ctibicas que passam pelos trés pontos, reparando que a dimensao do espaco das cuibicas
planas S3 tem dimensao 10. Retornaremos a esta observagao no epilogo ( 3.2 ).

Definicao 3.1. Definimos

D = {(Q1,Q2,Q3) € G(3,52) ; (Q1,Q2,Q3) ® Sy — S3 tem posto <7 =10 — 3}

O mapa linear

(Q1,Q2,Q3) ® Sy — 53
¢ definido como QQ; ® u + Q;u € S3 com u € Sy.

Mostraremos que este conjunto D é uma subvariedade algébrica irredutivel e nao
singular. A prova disso serd feita através do estudo das érbitas das redes

I = (2% y,y°)

I* = (2%, 22,y2).
Elas sao as duas tnicas 6rbitas fechadas em D (de fato em G(3,.S2)) (ver 3.6). Mostra-
remos também que D é o lugar de nossas redes que geram um ideal de tipo determinantal.

Proposicao 3.1. D ¢ fechado.

Demonstra¢ao. Dado um elemento (Q1, @2, Q3) de D, a condi¢ao de que o posto do mapa
(Q1,Q2,Q3) ® S — S3 seja < 7 se expressa pelo requerimento de que a matriz 9 x 10
que tem por linhas os coeficientes das imagens dos geradores de (@1, Q2, Q3) ® Sy, tenha

posto no maximo 7. Ou seja que os menores 8 X 8 sao todos nulos. Logo D ¢é fechado.
m

Proposicao 3.2. D € invariante pela a¢io do grupo GL3(C).

Demonstragao. Seja T um automorfismo de S; = C3?, visto como mudanca de coordenadas
lineares. Tome I = (Q1, Qa,Q3) € D. Seja I = (QT,QT, Q) (mudanga de coordenadas).
Como o seguinte diagrama comuta

I®Sl—>53

.

IT®S1

segue que o mapa multiplicacao I7 ® S; — S3 tem posto < 7.
Portanto D é invariante por pela agao do grupo GL3(C). ]
Observacao 3.1.

I e I* pertencem a D, como se verifica pelo critério de posto < 7. Seque também, da
proposicao que acabamos de provar, que as respectivas orbitas estao contidas em D.
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3.2 Orbitas fechadas

Lembremos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.3. Seja I' : X — Y um morfismo de uma variedade projetiva X para uma
outra variedade Y. Entao T'(X) C Y € fechado em Y. (Ver [3], [S] teorema 1.10, se¢do
5.2.

Lembre também que o ideal homogéneo de um ponto p=[a: b: c] € P? é
I(p) = (bx — ay,cx — az,cy — bz).
Verifica-se facilmente (tomando p num aberto afim U; de P?) que o subespago
(I(p)?)2 = {(bx — ay)?, (be — ay)(cx — az), -+, (cy — b2)%) C S,

tem dimensao 3. (I(p)?)s representa a parte homogénea de grau 2 de I(p)?, o quadrado
do ideal I(p).
Alternativamente podriamos usar SINGULAR para analisar a independencia dos
geradores de
(I(p)*)2 = ( b*2® —2abxy + a’y”,
2x? — 2acxz + a’2?,
Ay? — 2bcyz + b*22,
bex? — abrz — acwy + a’yz,
bexy — b*xz — acy? + abyz,
Ary — cbrz — acyz + abz?).

J& que como espago vetorial (como subespago do espaco das conicas) (I(p)?)s tem uma
representacao matricial

x Ty Y Yz Tz oz

0 c? 0 —ac —cb ab

Podemos provar que esta matriz tem posto 3. Isso pode ser feito usando SINGULAR
verificando que os menores 4 X 4 sao nulos, pois além disso o ideal dos menores 3 x 3 86
se anula para a = b = ¢ = 0. As linhas de comando em SINGULAR sao as seguintes:

ring r=0,(a,b,c),dp;

matrix B[6] [6]=

b2,-2ab,a2,0,0,0,
c2,0,0,0,-2ac,a2,
0,0,c2,-2bc,0,b2,
bc,-ac,0,a2,-ab,0,
0,bc,-ac,ab,-b2,0,
0,c2,0,-ac,-bc,ab;
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minor(B,4) ;

//_[1]1=0

radical (minor(B,3));
//_[1]=c
//_[2]=b
//_[3]=a

Assim nés temos que (I(p)?)s pertence a G(3,.9).
Proposicao 3.4. O mapa

U, : P2 o DCG3,S)
p = (I(p)2)2

¢ um morfismo injetivo equivariante e a imagem dele é a orbita de I, portanto a orbita
de I € fechada (proposi¢io (3.3) ).

(3.1)

Demonstracao. Tome a restricao do mapa para um aberto afim Uj,
vy, U, —D
com Vy;(z) = ¥y (z) para todo x € U;. Fixe em particular o aberto
Uy={la:b:c €P?; c#0}
(outros casos sao analogos); segue que

I(p) = (b —ay,x —az,y — bz) = (x — az,y — bz)

(I(p)?)s = (2% — 2axz + a*2%, vy — brz — ayz + abz?, y* — 2byz + b*2?).

Pode-se notar que (I(p)?), € D dado que ele pertence & érbita de I e da observacao (3.1)
a 6rbita de I estd contida em D. Para provar que (I(p)?)s estd na 6rbita de I basta fazer
uma mudanca de coordenadas

r—az=12 y—-bz=y z=2

pela qual temos que
(I(p)?)2 = ((2")%,2'y. (v')*) € O(I).

Se segue que a imagem de W, esta contida na orbita de I. Para provar que a érbita de
I esté contida na imagem de ¥; tome um elemento da érbita de I, a rede (L3, Ly Ly, L3)
onde os L; sao as mudancas de coordenadas x = L; e y = Lo. Vemos que o ideal gerado
por aquela rede (L2, Ly Ly, L2) = (Ly, Ly)? é o ideal de um ponto triplo. Portanto a érbita
de I é igual 4 imagem de V.

O mapa ¥, é um morfismo pois sua imagem tem como coordenadas polinomios.

Para provar a injetividade de ¥; lembre que todo ponto em P? é uma, variedade fechada
irredutivel, entao o ideal do ponto é primo em Clz, y, z]. Dados dois pontos py, pa, tais que
(I(p1)*)2 = (1(p2)*)2, logo I(p1)* = I(p2)* pelo que I(p1) = I(p2) ou seja ¥y é injetivo. [

De maneira analoga temos a seguinte
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Proposicao 3.5. O mapa

U, (P2)* — DCG(3,5)

A\ = aox + ary + asz — <)\ZE, )‘ya >\Z> (32)

¢ um morfismo injetivo equivariante e sua imagem € a orbita de I*, portanto a orbita de
I* € fechada.
Observacao 3.2. Nds acabamos de provar com as duas proposicoes anteriores que

o A érbita da rede I € isomorfa a P?.

o A érbita da rede I* é isomorfa a (P?)*.

Proposicao 3.6. Existem duas tnicas drbitas fechadas em G(3,5), a saber, as drbitas
das redes I = (22, zy,y?) e I* = (2% xz,yz2).

Demonstra¢ao. Dada uma rede de conicas (C1, Co, C3), podemos reduzir os geradores da
rede mediante mudancas de variaveis até obter os geradores da seguinte forma

C,= 22 + aisy? 4+ aurz + aisyz + a2’
CQ = Ty —+ a23y2 + aourz + ao25Yz + a26z2 (33)
C3 = assy®> + amxz + asyz +  azez’.

Agora, considere que ags # 0. Fazendo uma mudanga de variaveis z = tz, com t # 0,
nossa rede ficaria da seguinte forma

(4 - oy + -+ assy® + astrz + asstyz + azet’2?).
Esta rede, depois de tomar limite na grassmanniana quando ¢ — 0, pode ser reduzida a
(xz + a13y2, Ty + a23y2, a33y2) = <$27 Ty, y2) = 1.

Voltando para a rede (C4, Cy, C3) com geradores como em (3.3), considere que azz = 0 e
azy # 0. A continuagao fazemos uma mudanga de variaveis z = tz com a qual a rede se
tornaria da seguinte forma

(22 + a13y® + -+ 2y + agzy® + -+, azatrz + azstyz + aset?z?)

= <I2 + (113y2 + -2y + CL23y2 + - ,a34T2 + a35Y2 + a36t22>.
Depois de tomar limite na grassmanniana quando ¢ — 0, obtemos a seguinte rede
(2° 4+ a13y°, 2y + assy’, asaxz + assyz).

Fazendo novamente uma mudanca de variaveis y = ty e logo tomando limite na grass-
manniana quando ¢ — 0, temos a seguinte rede

(2%, 2y, asgxz) = (22, 2y, 12) = I*.

No casso em que azz = 0 e agy = 0 temos que considerar outros dois casos, quando azs # 0 e
aze = 0, ou quando agg # 0 e ags = 0. Em ambos casos podemos proceder analogamente ao
anterior, fazendo mudanga de variaveis e tomando limites na grassmanniana, provaremos
que nossa rede I* estd no fecho da érbita de nossa rede (Cy, Cy, C3).

Concluimos que, dada uma rede de conicas em geral (Cy,Cy, C3), as redes I ou [*
aparecem como limites na grassmanniana de nossa rede inicial, i.e. as redes I ou [*
pertencem ao fecho da 6rbita da rede (Cy, Cy, C5). Portanto o fecho de toda érbita contém
uma das 6rbitas fechadas &/(I) ou €(I*). Segue também que elas sdo tnicas.

m
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Proposicao 3.7. D € nao singular.

Demonstracao. Faremos a prova por contradigao.

Suponha que Sing(D) # (). Como Sing(D) é fechado e invariante, pois D ¢ invari-
ante (proposigao (3.2)), ela contém uma 6rbita fechada, pois toda variedade fechada e
invariante contém uma O6rbita fechada (proposi¢ao (2.3)). Logo Sing(D) deve conter [
ou I* uma vez que sdo as Unicas 6rbitas fechadas de D (proposi¢ao 3.6). Deduz-se que
D é singular sobre I ou I*, mas podemos ver que isso nao é verdade, como mostramos a
continuacao.

Vamos estudar o mapa de (@Q1,Q2,@3) ® S; — 53 numa vizinhanga afim de um
representante de cada drbita fechada e impor a condigao de ter posto no maximo igual a
7.

Vejamos o caso da rede I = (22, zy, y?).

Tomamos os pontos numa vizinhanca afim de I em G(3,.5), como:

/x2 ry y? 2 yz 22\

1 O 0 ajp Qi Qi3
I 0 a2 ax ax
0 0 1 31 Q32 as3

Multiplicamos pelos lineares S; = (z,v, 2)

¥ 2%y 2%z wy? wyz x2t P vz yR? 28
1 0 aiq 0 12 Q13 0 0 0 0
0 1 0 0 a1 0 0 12 Q13 0
0 0 1 0 0 a1 0 0 19 Q13
0 1 921 0 929 Q923 0 0 0 0
0O O 0 1 a3y 0 0 ag ayx O
0O O 0 0 1 ayn 0 0 ags ass
0 0 asy 1 a3 A33 0 0 0 0
0 0 0 0 asy 0 1 32 a33 0
0 0 0 0 0 asq 0 1 Q32 A33

Reduzimos a matriz com operagoes-linha e calculamos os pivos. Vemos da matriz
reduzida que temos 7 linhas linearmente independentes; entao para que se satisfaca a
condicao do posto ser no maximo 7 precisamos que a submatriz complementar:

2
0 0 0 0 0 —agiaz +aizgazr+as3 0 0 —ajoas + aiiae —azy —ai3a1 + a11a23
+aioa32 — a3 —Q22G23 + Q12033

2
0 0 0 0 0 a3 —aiazr+axgazr 0 0  azjaz —ajpazr — ass a1a23 — A13a31
—a21a32 + ass —Q23a32 + 022033

seja identicamente nula, ou seja obtemos as equacoes para D na vizinhanca do nosso
ponto I. Calculamos a decomposicao priméaria do ideal cujos geradores provéem daquelas
equacoes e vemos que o ideal é radical, gerado pelos seguintes polinomios

(23 — Q21029 + A12031,
2
a3z + a3; — a11a31 + G22031 — G21G32,
2
a13 + @12G21 — G11G22 + A%y — Q12032
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Note que, nas equagoes dadas por estes geradores, nés podemos por em evidéncia os
termos lineares
Q23 = Q21022 — A12037,
ags = —a3 + (11031 — A2031 + A21032,
13 = —0A12G21 + Q11022 — aég + A12a32.
Segue que D ¢é localmente o grafico de uma fungao regular e assim [ é ponto nao
singular em D.

No caso da outra rede I* = (2% xy,xz), procedemos analogamente. Tomamos um
ponto na vizinhanca afim:

2?2 oy xz y: yzr 22

0 ann a2 a3
0 ag az a
1 a3z as ass

o = O

1
0
0

{

Multiplicamos pelas lineares (z,y, z) e escrevemos a matriz de coeficientes:

<

3 3

2 2%y 2%z wy? ayr a2t oy yPr oy 2B

1 0 0 a1 a2 a3 O 0 0 0
0 1 0 0 0 0 ai; a1z A3 0
0 0 1 0 0 0 0 a11 a12 0A13
0 1 0 a9 929 923 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 21 A29 A3 0
0O O 0 0 1 0 0 a9 Qo ass
0 0 1 a3; azs azzs O 0 0 0
0 0 0 0 1 0 a31 Qg2 A3z3 0
0 0 0 0 0 1 0 31 dgg 0433

Reduzimos a matriz e calculamos os pivos. A matriz reduzida tem 6 linhas linearmente
independentes. Para que se satisfaca a condicao de posto ser no maximo 7 precisamos
que os menores 2 X 2 da submatriz complementar:

0 0 00 0 0 —a3y—ann —2aas —axsas  —a3, —a21a23  —a22as3 — A23a33
—a12 —023032 — A13
0 000 0 0 —anan —22a31 — Q21432  —Q23G31 — A22a32  —A23032 — Q33
—as31a33 — a11 —a32a33 — Q12 —ai13
0O 0 0 0 0 O asy —a91 + as2 —a92 + as3 —a923

sejam nulos, ou seja obtemos as equagoes de D em uma vizinhanca afim ao redor de I*.
O ideal que tem por geradores os menores 2 X 2 desta matriz nao é radical, como
podemos ver da decomposicao primaria deste ideal.
Calculamos o ideal radical daquele ideal dos menores 2 x 2 e temos os seguintes gera-
dores
ag1ags + ag3ass + a35 + a13,
(21022 + Q23031 + G22a32 — (2133 + A32033 + A12,
a3 + axpazy + aziass + an.
Analogamente ao caso anterior, segue que D é localmente o grafico de uma funcao
regular, pelo que I* é um ponto nao singular em D.
Estes procedimentos foram calculados usando SINGULAR. Ver os algoritmos (3.2)
e (3.1) em anexos.
O
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Observacao 3.3. Segue da demonstracao que a componente irredutivel Dy C D que

contém a rede I tem

Observacao 3.4. Segue da demonstracao que a componente irredutivel Dy« C D que

contém a rede I* tem
dimD[* = 6.

Proposicao 3.8. A orbita da rede (xy,xz,yz) € aberta em D.
Demonstragao. Escreva G = GL3C e u = (zy,xz,yz). Logo considere o mapa

G —- D
A — Axu

onde A xu = (2'y/, 2’2, y'2’) provém da acdo induzida por GL3;C em D.

Note também que a imagem do mapa é a dérbita de u, que escreveremos por &'(u).

Veremos que o mapa tangente tem posto constante igual a 6.

Tome um ponto A € G, sua imagem A — (2'y’, 2’2’ y'2') pertence a um aberto U;
da grassmanniana G(3,52). A pré-imagem deste aberto é uma vizinhanga ao redor de A.
Como a matriz A pode ser reduzida a uma matriz identidade por operacgoes elementares
por filas, serd suficiente tomar A = Idsy3 (a pre-imagem de u).

Vamos perturbar Ids«3 com a matriz £[a;;], sob a condigao de e = (

Id + ela;] — ('Y, 2’2 y'2).
Pela acao do grupo G L3(C):

' =x+e(an + apy + arz2)
Y =y +elanr + axny + agz)
2=z +e(az1x + aszy + azzz).

A rede (2'y, 2’2, y'%') na vizinhanca U; = A® de G(3, S,) pode se escrever como
Y Yy G

[ Ty Ty Tz oy 2
1+ e(ayy + ag) Eag3 £a;3 cas; €apy 0
Easz2 14 E(CLH + Cl33> Ea12 Eazy 0 Ea13
gasy Ea9q 1+ 5(@22 + CL33) 0 EQ32 £Q93

multiplicando por 1 — e(a; + aj;), com ¢,57 € {1,2,3} (i # j), a linha respectiva,
obtemos a matriz seguinte

/ ry xy xz a2 Y 22 \
1 EQ93 £Q13 EQ21 EaA12 0
£as2 1 EQ12 £asy 0 Ea13
€asy €as; 1 0 cass €ass

Reduzindo esta matriz por operacoes por linhas obtemos

(ry zy zz o> 2P

1 0 0 eas; €a;a O
0 1 0 Easzy 0 £dis
0 0 1 0 EQ32 £Qo3
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Sejam uq,--- ,ug as coordenadas afins de U; = A?. Temos que a imagem do mapa
tangente ¢é
(ur, -+ ,ug) = (€az1,€0a12,0,€a31,0,a13,0, asg, azs).
Assim, obtemos as coordenadas uy, - - - ,ug de A” parametrizadas pelos a;;.

Fazendo uma eliminacao dos parametros a;; temos trés equagoes independentes: u3 =
ugo = ug; = 0. Portanto o mapa tangente tem posto 6.
Agora, como as érbitas sao nao singulares, temos que

dimT,0(u) = dim0(u) =6, VY pe O(u). (3.4)
Para culminar com a prova, basta verificar que &(u) = D, dado que toda 6rbita é
aberta no seu fecho.
Primeiro lembremos os seguintes fatos:
Seja X uma variedade algébrica sob acao de um grupo algébrico G.

i) As componentes irredutiveis de X sao invariantes pela agao do grupo algébrico co-
nexo G.

Dada Y C X uma componente irredutivel. Seja G - Y C X a imagem do mapa de
acdo G x Y — X definido por (g,y) — gy. Temos que Y € G-Y C G -Y, como
G -Y é irredutivel (pois é a imagem de um aberto conexo) entdo G - Y é irredutivel
e fechado, logo G- Y =Y. Assim Y = G - Y é invariante pela acio do grupo.

ii) As 6rbitas em X sdo irredutiveis, se G é um grupo conexo.

Pois uma orbita é a imagem do mapa G — X definido por g — gz, para algum
x € X. Como G é conexo entao é irredutivel, logo a imagem do mapa, a o6rbita do
ponto x, é irredutivel.

iii) O fecho de uma 6rbita é invariante pela agao do grupo.

Pois é a uniao da érbita com as orbitas de dimensao estritamente menor.

Continuando com a prova da proposicao, se D; C D é uma componente irredutivel de
D e como G = GL3(C) é um grupo algébrico conexo, segue do item (i) que D; é invariante
pela acao do grupo G. Segue que:

I € D;ou I € D, (35)

dado que todo fechado e invariante pela acao de um grupo conexo contém uma Orbita
fechada (ver proposigao 2.3) e existem s6 duas dérbitas fechadas (ver proposigao 3.6).

Como D ¢ invariante pela acdo de GL3(C), entdo pelo item (iii) temos &(u) C D.
Além disso, D é nao singular (ver proposigao 3.7), entdo componentes irredutiveis que
contem [ e [* sao disjuntas dado que as componentes irredutiveis se intersectam em
pontos singulares.

Agora nés mostraremos que tanto I como I* pertencem a m Com efeito, nés pode-
mos agir por grupos a um-parametro na érbita &'(u) e usando limites na grassmanniana,
ver que de fato I e I* estdo em O(u).

Se nés tomarmos a rede (zy,xz,yz) e fizermos a mudanca de varidveis y = = + ty e
depois tomamos o limite quando ¢ — 0, obtemos:

(wy, w2,y2) T2 (a(x + ty), oz, (z + ty)2) = (2% + toy, 22, y2) = (22, 22, y2)
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Se fazemos uma nova mudanca de coordenadas z = y + tz e depois tomamos limite
quando ¢ — 0, obtemos:

(2%, w2, yz) T (0 my + twz, ) +127) 5 (@ g,y = T
Mas se no passo anterior fizermos outra mudanca de coordenadas z = x+tz e tomamos
limite quando ¢ — 0, temos que:

(2% 12, y2) ESALEN (2%, 2% +twz, vy + tyz) = (2, 22, 0y + tyz) =0 (2% 2, 2y) = I*

Assim, vemos que as redes [ e I* pertencem a &'(u). Segue do item (iii) que
or| |61 c O(u). (3.6)

Seja Dy C D a componente irredutivel que contém I. Do item (ii) temos que O(u) é
irredutivel, logo @'(u) é irredutivel. Como €@(u) é um fechado irredutivel que passa por
I, entdao O(u) C D;. Segue que €(u) = D; desde que dim&(u) = dimD; = 6 por (3.4)
e pela observagao 3.3. Analogamente &'(u) = Dy«. Portanto &'(u) = D, pois por (3.5)

qualquer componente irredutivel de D comtém I ou I*. O

Segue da proposicao :

Corolario 3.1. Seja D como na definicao 3.1. Entao
e dimD =6
o D ¢€ irredutivel.

Dado um anel Noetheriano R. Seja M uma matriz com entradas em R. NOs escreve-
remos I;(M) para denotar o ideal gerado pelos subdeterminantes ¢ x ¢ de M.

Teorema 3.2. Se I C S € o ideal homogéneo de um nimero finito de pontos em P2, entao
I tem uma resolugdo livre de comprimento 1. (Ver proposicio 3.1 de [7]).

Teorema 3.3 (Hilbert-Burch). Suponha que um ideal I de um anel Noetheriano R admite
uma resolucao livre de comprimento 1

O—>F£>G—>I—>O.

Se o posto do maodulo livre F € t, entdo o posto do mddulo G € t + 1 e existe um ndao
divisor de zero a € R tal que I = aly(M). Considerando M como uma matriz em relag¢ao
as bases dadas de F e G, o gerador de I que é a imagem do i-ésimo vetor bdsico de G é
+a vezes o determinante da submatriz de M formada de todas exceto a i-ésima fila. Além
disso, a codimensao (ou profundidade) de I;(M) € dois. (Ver teorema 3.2 de[7])

Pode se concluir também do teorema de Hilbert-Burch que ¢ é o niimero minimo de
geradores de [I.

Denotaremos por Moy 3(S7) 0 a colecao das matrizes 2 x 3 cujas entradas sao elementos
de S; (formas lineares de C|z, y, z]) que nés identificaremos com A'® devido ao isomorfismo
Moys(Sy) = A8,

Do seguinte teorema poderemos concluir que cada elemento de nossa colecao das redes
de conicas D é de tipo “determinantal”, o que significa que para cada elemento de D existe
uma matriz de May3(S1) cujos menores maximais geram dito elemento.
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Lll L12 L13

Teorema 3.4. Para cada matriz M =
( Loy Loy Lo

) € Moyy3(S1) = A8, sejam

M23 = L12L23 - L13L22
M13 = L11L23 - L13L21
M12 = L11L22 - L12L21

0s menores mazximais da matriz M. Seja U = {M € Mayy3(S1) | (Mg, M3, Ma3) €
G(3,52)}. Entdo U € aberto e o mapa

T U — D C G<3, S2)

Lll L12 L13 (37)
M = —> (Mo, M3, M-
( L21 LQQ L23 < 12, 13, 23>

€ um morfismo que é uma submersao e T (U) =D, onde D € definido em (3.1).

Demonstragdo. Observe que U C A é aberto pois a condicao de (Mg, M3, Ma3) €
(G(3,52) diz que a matriz que tem por linhas os geradores daquele subespago de Sy tem
um menor maximal 2 X 2 nao nulo, que ¢ uma condicao aberta em A8

O mapa é um morfismo pois escrevendo sua imagem em cada vizinhanca afim U; = A°
de G(3,5;) (na forma (I|[a;;])), ela estd dada por entradas polinomiais.

A demonstracao de que 7 é um morfismo equivariante segue do fato que GL3(C) age
tanto em U C Mayy3(S1) quanto em G(3,Ss) tal que T(M7T) = (M[,, ML, ML), para T
um automorfismo de S considerando ele como uma mudanca de coordenadas.

A seguir nés provaremos que 7 (U) = D.

Para a primeira inclusao 7 (U) C D, tome

Ly Lig Las
eU.
( Loy Loy Lo

Se adicionamos uma linha repetida temos uma matriz 3 x 3 cujo determinante é zero:

Lis L1z Los
Loy Loy Log | =0, Vi=1,2
Ly Lip L

Escrevendo na expansao de Laplace do determinante temos
Li1M23 - Li2M13 + L@3M12 == O VZ = 1, 2.

Note que os elementos u; := L;; @ Moy — Ly @ My + Liz ® My, 1 = 1,2 estao
no nucleo do mapa (Mg, M3, Mag) @ (x,y,z) — S3. Além disso os u; sao linearmente
independentes. De fato, suponha que existem a,b € C tais que

a(L1y ® Mag — Lig @ Mz + L1z @ Mig) — b(Lo1 @ Mz — Loy @ Myz + Loz ® Myp) = 0.
Pela bilinearidade podemos reescrever como
(aL1y — bLy) @ My — (aLig — bLoy) @ Mz + (aLliz — blLaz) ® My = 0.
Pondo v; = alLy; — bLy;, com ¢ = 1,2, 3 reescrevemos a expressao anterior

Y1 ® Mag — 2 @ M3 + 3 @ Mz = 0.
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Como os M;; sao linearmente independentes, se por absurdo os 7 fossem Li. entao os
produtos v; ® Mas, v2 @ Mi3,v3 @ Mo seriam l.i.; logo teriamos uma contradi¢ao. Entao
supondo 3 = 11 + 79, com 1, s € C\{0}, segue que

71 &® (M23 + ’/’Mu) — Y2 X (M13 — SM12) =0.

Observe que (Masz+1M;s), (M3 —sM;z) sdo Li. e analogamente ao raciocinio anterior,
08 71,72 nao podem ser Li., logo podemos supor 75 = ty; com t € C\{0}, fazendo a
substituicao temos

T ® (Mag) — 11 @ (tMi3) + 71 @ ((r +ts)Miz) = 0.

Se 7, for ndo nulo segue-se que os ;3 ® (Mas), 71 ® (tMy3), 71 @ ((r + ts)Mis) sao Li.,
logo teriamos uma contradicao. Portanto v, = 0, logo v = 73 = 0. Assim temos que

aL11 — bL21 = aL12 — bLQQ = aL13 — bLQg =0

e isso acontece se, e s6 se a = b = 0, pois as linhas (L11, L12, L13) € (La1, Lag, La3) séo Li..
Segue que os u; sao Li. entao o nicleo do mapa (M, Mi3, Mas) ® (x,y, z) — S tem pelo
menos dimensao 2 e do teorema do nucleo e imagem segue que o mapa tem no maximo
posto 7, desde que (Mo, My3, Ma3) ® (z,y, z) tem dimensao 9. Segue que a imagem de T
esta contida em D.

Para provar a outra inclusdo 7(U) D D lembremos que, na construgdo de nossa
variedade D, a condigao que o mapa linear S; ® (Cy, Cy, C3) — S5 tenha posto no méximo
7, onde (C1,Cy,C5) € D, é dada para que nossas redes de conicas fixem os trés vértices
de um tridngulo em P2, ou seja para que V(Cy, Cy, C3) tenha 3 pontos (ver definigao 3.1).
Embora no caso degenerado, no qual os trés vértices estao alinhados, o ideal dos trés
pontos seja gerado, a menos de mudanga de coordenadas, pela rede I* = (22, zy, xz) cujo
conjunto dos zeros nao tem trés pontos, V(I*) = P'. No caso dos ideais gerados pelas
redes que nao pertencem a 6rbita da rede I* podemos aplicar os teoremas acima (3.2) e
(3.3).

Tome uma rede de conicas A € D\ O(I*), como falamos acima o conjunto de zeros do
ideal gerado por ela sao pontos em P?, no maximo 3. Pelo teorema (3.2) o ideal gerado
pela rede, que por abuso de notacao escreveremos também como /A, tem uma resolucao
livre de comprimento 1. Segue do teorema de Hilbert-Burch (3.3) que o ideal gerado pela
rede tem uma resolucao livre

0> R>—> R —> A—0,

onde R = C[z,y, z] e t = 3 ¢ o numero de geradores de A.

A matriz M associada ao mapa R? — R? é uma matriz 3x 2 com entradas em Clz, y, 2],
cujos menores maximais geram o ideal A, dado que os geradores do ideal s@o polindomios
homogéneos de grau 2 temos que as entradas da matriz M sao formas lineares. Assim,
transposta da matriz M estd na pré-imagem em U C May3(S;) da rede A.

z
0z vy ceU.

Agora, como o mapa T ¢é equivariante pela agdo de GL3(C) entdo temos a sobrejeti-
vidade, T(U) = D.

Uma outra forma de provar a sobrejetividade do mapa 7 é tomar a classificacao das
redes de conicas em G(3, 53) feita por C.T.C. Wall [1]. Ele classificou as redes de conicas,

Note que a rede I* tem na pré-imagem
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sobre o corpo dos complexos C, nas seguintes 16:

A [ 2zz4+y? 2yz —a? —2g9y% + c2? + 2gxz
B | 2zz+y? 2yz —a%—2gy® — 9¢%2% + 2922
B* | 2zz +y* 2yz —91;2 — 2gy* + 2gx2
C |2zz+y* 2yz —x2
D | 2? y? 224 2zy
D* | 2z 2z 22+ 2y
E |22 g2 22
E* | 2yz 2zx 2xy
F | 2? y?  2zw+ 22y
F | 222 2yz  a? + 2°
F* | 22 2ay  y? + 22
22 y? 2yz
G* | 2? 2xy 2yz
H |2? 2ry y? + 2wz
I |2 2ry >
I* | 2zz 2z 22

onde ¢,g € C sao parametros. Esta classificacao é tnica a menos de mudancas de
coordenadas (conferir [1]).

Mas, as que satisfazem a condi¢ao do posto ser no maximo 7, ou seja pertencem a D,
sao as seguintes:

E* | 2yz 2zx 2xy
G* |22 2zy 2z

I |22 2zy o
I* | 22z 2yz 22

Como j& verificamos em linhas acima, as redes E* (a rede que gera a 6rbita aberta), I e

I* tem pré-imagem em U. Podemos verificar que a rede G* também tem uma pré-imagem
rz z 0
em U, por exemplo (O - y>'

Agora, como o mapa T é equivariante, segue a sobrejetividade, 7(U) = D.

Para provar que 7 é um morfismo dominante usaremos o fato que acabamos de provar:
T(U) C D. Como D contém a érbita aberta de (xy,xz,yz) (ver proposicao (3.8)), que
tem uma pré-imagem em U, segue que (zry,xz,yz) e sua orbita (que é aberta em D)
também estao contidas na imagem 7 (U) desde que T é equivariante. Agora, nds temos
que O((zy,xz,yz)) C T(U) C D pelo que T (U) é denso em D.

Finalmente provaremos que 7 é uma submersao.

Considere o conjunto

F:={A €D ; omapa tangente nio é sobrejetivo em algum ponto de 7 *(A)}.

Nés vamos provar que F = ).

Suponha, por contradi¢ao, que F # (). Como F ¢ fechado e invariante, F' deve conter
uma orbita fechada. Entao basta verificar num representante de cada érbita fechada.
Como jé provamos (proposigao (3.6)), existem duas tnicas drbitas fechadas, as érbita das
redes [ e I*. N6s demonstraremos que o mapa tangente é sobrejetivo naquelas duas redes
I e I* o que resultara na contradicao desejada.
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1. Para a rede
I = (2, xy, 12)

note que os geradores da rede tem divisor comum mdc(I*) = z.

Esta rede tem com pré-imagem, via nosso morfismo 7, a matriz com entradas

lineares:
m = ( v 0z ) eU
0 z vy

Se noés a perturbarmos em U, para obter um vetor tangente, por uma matriz

blx —+ bgy —+ b32 b4l’ + b5y -+ b6Z b7fL’ + bgy -+ ng
biox + b1y + bizz b1z + buay + bisz bigx + bizy + bigz

onde b;b; = 0, da seguinte forma:
e — [ 0 =z n
07 \0 z y
bix + by + b3z byx + bsy + bgz brx + bgy + bgz
biox + b1y + bz bi3x + biay + bisz bigx + biry + bigz
_ bix + boy + b3z +x  byx + bsy + bgz brx + bgy + bgz + 2
bior + b1y +biaz bz + by +bisz +x bigr +biry +bisz+y )
Calculamos o ideal dos menores 2 por 2 desta matriz my,
(=b12% — byxy — b3xz — bisr? — byyxy — bisrz — 22,

b2y —boy® —bsyz + bioxz + bi1yz + biaz? —bigx® —birry —bigrz—2y, | (3.8)
baxy + bsy? + beyz —bra® —bgry —bgrz —bigrz —biayz —bi522 —xz)

agora note que este ideal pertence & vizinhanca de qy = (—x? —xy, —x2) =
(22, 2y, xz) (nossa origem) em G(3,S,), onde um ponto nesta vizinhanga afim de g
pode se representar, em forma geral, como uma matriz:

2

2?2 xy xz y: yz 22

1 0 0 a1 Qai2 Qi3 . (39)
0 1 0 ao ax ax
0 0 1 a3z azx as3

Por outro lado, a representagao matricial de (3.8) é:

x? Ty Tz y? Yz 22
(by +bis+1)  (ba+ bis) (bs + bis) 0 0 0 ,
bis (by +bir +1)  (big — b1o) by (b3 —0bu) —bio
by (bg — by) (bg +bi3+1) —bs (—bg+bs) bis
que podemos reduzir na seguinte matriz
22 xy a2z y? Yz 22
- 1 0 0 0 0 o . (3.10)

O 1 0 bg bg—bll _612
0 0 1 —by (=bg+bu) by
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Comparando (3.10) e (3.9), temos as coordenadas afins a;;, da vizinhanga ao redor
da rede I*, em funcao dos parametros by,.

a; =0 a2 =0 a;3 =0
as = by agy = by — by a3 = —bio
az; = —bs aga = —bg +bia asz = bs

Logo de fazer uma eliminagao dos parametros by, encontramos as relagoes indepen-
dentes a1 = A12 = Q13 = 0.

Portanto vemos que o mapa tem posto igual a dim¢ 77+D = 6 sobre a rede I*. Como
j& provamos que D é ndo singular (proposigao (3.7)), temos que 6 = dimc(7-D) =
dimD. Ou seja o mapa tangente neste ponto é sobrejetivo.

Analogamente num representante da outra drbita fechada, a rede I = (22, zy,y?),
teremos que 6 = dimg(7;D) = dimD, pelo qual o mapa tangente na rede [ é
sobrejetivo.

Assim nds temos uma contradicao, portanto F = () e temos que o mapa tangente é
sobrejetivo em todo ponto de U, ou seja T é uma submersao.

. Como outro exemplo, tome a rede de conicas
u = (ry,rz,yz)

cujos geradores nao tem fator comum, mdec(u) = 1. Vamos a provar que esta rede é
de tipo determinantal. Considere a relagao:

Axy + Bxz + Cyz = 0.

Como y nao divide z nem z temos entao que y divide B, ou seja B = by. Substi-
tuindo temos:
Ax +bxz+ Cz = 0.

Analogamente, como z nao divide x entao z divide A, ou seja A = az. Substituindo
temos:
ar +bxr + C = 0.

Logo temos a relagdo C' = (—a — b)x.

Finalmente podemos representar todas as relagoes da seguinte forma:

(C B A)=((—a—b) by az)=(b a)(“” y 0),

—x 0 =z
f—x y 0
m'_<—$0z>

é a matriz cujos menores maximais geram a rede esperada (—zy, —xz,yz) = u.

onde

Definimos :

b bix + by + b3z byx + bsy + bgz brx 4 bgy + bgz
' biox + b1y + bizz b1z + biay + bisz bigx + bizy + bisz



sob a condicao de que b;b; = 0 (por se tratar de vetor tangente).

Agora vamos a perturbar a matriz m com o vetor b fazendo

B -z y O

_ bix + by + b3z — byx + bsy +bsz +vy brx + bgy + boz
blolC + bny + b12z — X 1)1333 + b14y + 6152 b16l’ + bny + blgz +z

Calculamos a rede de conicas gerada pelos menores maximais da matriz my:

(—bsxz — bsyz — bez® — bigy — bizy® — bigyz — Yz,
bsx? + bsxy + bexz — bioxy — biy? — bioyz — bizx? — buaxy — bisxz + 2y,
—b1xz — byyz — b3z2? — byw? — bgxy — boxz + bigx? + biyry + bigrz + 2).

Escrevendo esta rede na forma de uma matriz

/ Yz Ty Tz z2 y? z \
u=|-bs—big—1 —b16 —by 0 —bir  —bg
—b12 +b5 —bio —b1sa +1 +bs — b15 by —biz  —bi1 0
—by —bg + by7 —by —bg+big+1 —br+big 0 —bg

Reduzindo esta matriz por operacoes linha, temos

yz TY T2 x? y? 22

u = 1 0 0 0 b17 b6
0 1 0 b4 — b13 —bn 0
O 0 1 bl6 — b7 O _b3
Esta rede pertence a vizinhanga de qo = (—yz, zy, xz) = (zy, xz,y2).
Um elemento da vizinhanca afim ao redor desta rede em D é da forma

yz xy wz a2 oyt 22

1 0 0 a1 Q12 Q13
0 1 0 21 Q929 Q923
0 0 1 as] Q32 ass

Logo temos as coordenadas afins a;; em fungao dos parametros by,

a;p =0 a2 = bz a3 = bg
az; = by — by3 aze = —by; azz =0
azi = —by +big azx =0 asz = —bs

Fazendo uma eliminagao dos parametros by, temos novamente trés equagoes independentes

aj; = agy = asy = 0. Pelo que o mapa tangente na rede u tem posto dime(7,D) = 6.
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A 1ltima parte da prova anterior, provar que o mapa 7 é uma submersao, pode ser
feita também verificando a sobrejetividade do mapa tangente em todos os pontos de U,
pelo qual também teriamos que o mapa 7 tem posto constante igual & 6. Mas na verdade,
sO precisemos escolher alguns pontos especificos.

Seja (Q1,Qq,Q3) € G(3,S52). Como G(3,S52) pode ser coberto por abertos afins U;,
entao (@1, Qq, Q3) € U; para algum i e pode ser representado por uma matriz:

/ Uy U Uz Ug Us U \
1 0 0 ai; Q12 Qi3
0 1 0 921 Q922 Q923
0 0 1 a31 Q32 as3z

onde os u; € {x?,y?, 2%, vy, xv2,yz}. Segue que sé precisamos olhar para as vizinhangas de
alguns pontos (uy,us,u3) € D, onde uy,uy, uz € {2%,y?, 22, 2y, xz,yz}. Temos em total
(g) = 20 possiveis pontos em (G(3,Ss), mas precisamos que eles estejam em D (note que
por exemplo (x?, 4% 2%) € G(3,52) mas nao pertence a D). Ou seja (uy, us, u3) tem que

satisfazer a condicao de que o mapa linear:
(uy,ug,uz) ® S — S3,  tem posto <7

Isto pode ser feito usando SINGULAR. No algoritmo (3.3) calculamos que sao 13 os
pontos que satisfazem a condi¢ao do posto e verificamos que naqueles 13 pontos o mapa

T: T U;ND)NU CA® -U;ND C A?

tem posto constante 6.
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Epilogo

Sejam dados trés pontos Pp, P, P3 € P? nao alinhados. Um fato conhecido é que a
variedade X := { Py, P», P3} tem polinémio de Hilbert Phx = 3.

Entao podemos observar que a familia de trés pontos nao colineares em IP?, esté contida
em

Hsz = {X CP?; Phyx =3}

que tem uma estrutura de esquema (segao VI.2.2 [1]). Além disso, pela proposigao (2.4),
H3 mergulha em G(7,53) ( X — [(X)3) e sua imagem serd o esperado Hilb*P? (segao
VI.2.2 [4]).

Nos caracterizamos as redes de conicas que sao de tipo determinantal em nossa vari-
edade D. Mas observe que nem todas as redes ndés permitem determinar trés pontos. O
problema é nos pontos alinhados, por exemplo o lugar dos zeros da rede (z?, zy, rz) é P!
e tem polindémio de Hilbert 1+ ¢ # 3. Como dissemos na se¢ao (3.1), precisamos estudar
as cubicas que passam pelos 3 pontos.

Usando o programa SINGULAR fizemos um algoritmo (3.4) para calcular a familia
C de 7 cuibicas linearmente independentes que passam pelos 3 pontos, ou seja a familia
C C G(7,S3) de sub-espagos vetoriais de dimensao 7 de Ss, satisfazendo a condigao de
que o mapa A ® S; — S, tem posto < 12, para todo A € C. Além disso, calcularemos o
espago tangente em cada ponto de C (na verdade precisamos olhar s6 em alguns pontos,
os determinados por 7 monomios ctbicos que satisfazem a condigdo do posto < 12) e
verificaremos que em cada ponto a dimensao do espacgo tangente é igual a 6, a dimensao
esperada. C sera nosso Hilb’P? mergulhado na grassmanniana de 7 cibicas.

Os subespagos que precisamos examinar sao os 22 seguintes, cujos geradores sao os
monomios que se encontram em cada linha da lista abaixo, que satisfazem a referida
condicao do posto:
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(1) | zy? zyz 222 P y?z y? 23
(2) | 222 zyz 222 Yy Yz y2? 2B
(3) | 222 wy® wyz w22 Yz y? 2B
(4) | 222 xy® ayz 2?2 Y Yz y2?
(5) | 2%y wy® wyz Y Ytz oy 2P
6) | 2%y xy® ayz 2?2 Yz w2 oz

(7) | 2%y xy® wyz 222 3 Pz y2?
(8) | 2%y 2%z wyz w22 yPz y2? 2B
9) | 2%y 2%z a2y ayz  yd Pz y2?
(10) | 2%y 2%z wy? wyz w22 oy 2B
(11) | 2%y 2%z xy? wyz x2? Yz y2?
(12) | 2%y 2%z xy® wyz w22 PP yPz
(13) | 23 2%z ayzr x2® yPr oy 23
(14) | 23 2%y xy® wyz Y Yz y2?
(15) | 23 2%y 2%z wyz x2® oy 2B
(16) | =3 2%y 2%z wyz w22 Pz y2?
an | 28 2%y 2%z xy® zyr Pz oy
(18) | =3 2%y 2%z ay® ayz Y yPz
(19) | 23 2%y 2%z ay® ayzr w2 2P
(20) | 23 2%y 2%z ay® ayzr w2 y2?
(21) | 23 2%y 2%z ay® ayz w2 yPz
(22) 2 2%y 2’z xy? wyz xR

Todos eles tem polinomio de Hilbert igual a 3.

Vamos encontrar a dimensao do espaco tangente de um destes subespacos, os demais
seguem do algoritmo. Por exemplo, para o subespaco cujos geradores sao 0s monomios
da linha 22:

Joy = (23, 2%y, 222, my?, wyz, 122, °).

Lembremos que nds podemos representar o subespaco Joo € G(7,S53) como uma matriz
7 x 10 cujas entradas sao os coeficientes dos monomios de grau trés em Clz,y,z]. Se
perturbarmos por uma matriz [a;j]7x3 tal que os produtos a;ja = 0 (condicao para o
calculo do espago tangente), temos agora a matriz perturbada Jas + [a;;] (um ponto de
G(7,S3) em uma vizinhanca de Jyp). Podemos multiplicar pelas formas lineares S; e
impor a condicao de que o mapa A ® S; — S; tem posto menor o igual que 12, onde
A = Jys + [a;;]. Podemos representar a imagem do mapa na seguinte matriz, onde cada
linha é a imagem dos geradores de A ® 5.
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x? x3y 3z x2y2 xzyz 2222 xy3 xyy ay? a2 y4 Y3z y222 yz3 2
0 0 0 0 0 0 ail a12 a13 0 0 0 0 0
0 o 0 0 0 0 0 0 0 an a2 a3 O
0 0 o 0 0 0 0 0 0 0 411 a2 Qs
0 1 0 0 0 0 0 ay apm as 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ay axp as O
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ay ayp ax
0 0 1 0 0 0 0 asy a3 ass 0 0 0 0 0
o 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 an agp as O
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a3 asp ass
0 0 0 1 0 0 0 aqq 49 43 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ag ap ag 0
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 ag agp ags
0 0 0 0 1 0 0 as51 59 as53 0 0 0 0 0
o 0 0 0O 0 0 0 1 0 0 0 as asx as O
o 0 0 0 0 0 0 0 0 0 a5 as as
O 0 0 0 0 1 0 aag a a 0 0 0 0 0
o 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 ag as ag O
o 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 ag ag ass
0 0 0 0 0 0 1 ary a7y ars 0 0 0 0 0
o 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 ar ary  azz 0
o 0 0 0O 0 0 0 0 0 0 0 a7 ary ars

Observe que temos 12 pivos pelos quais poderemos reduzir a matriz. Depois de fazer
a reducao por operacoes linhas até obter uma matriz por blocos com um bloco 12 x 15,
que possui um bloco identidade I15412, para que a condi¢ao de posto < 12 se satisfaca
precisamos que a matriz complementar seja nula:

0000O0O0OO0OO0OO0OO0OO 0O 0 —a9 —a13 0
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO0a© 0 —an —a12 —aq3
0O 00O0O0OO0OO0OO0OO0OT ODOo© O —Q91 + a3y —a92 + A33 —a93
0000O0OO0OO0OO0OO0OO0OTO 0« 0 —a99 —ag3 0
000O0O0OO0OOOO®O0OO0OQ 0 —a91 —a2 —as3
0000O0O0OO0OO0OO0O0O0O0 —an-+tasa —a+ass —ags
0000O0O0OO0OO0OO0OO0OTO0a® 0 —as; —aso —ass
0O00O0O0OO0OO0OO0OO0OT ODOo© 0 —as1 + aga  —as0 + Agg —as3
0O0000O0OO0OO0OO0OO0ODO0OTO 0« 0 —Qy42 —Qy3 0

Obtemos assim as equagoes do espago tangente a Joy no lugar de G(7,53) definido
pela condicao de que o posto do mapa A ® S; — S5 tem que ser < 12, cujas equagoes
estao dadas pelas seguintes 15 relagoes independentes:

53, 0a52 — @63, aA51 — A62,
43, QA42 — A53, Q41 — A52,
ass, as2, asi,
g3, Q22 — A33, dA21 — 432,
@13, di2, a1
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De onde temos que a dimensao cai para 21 — 15 = 6 (observe que dimG(7,S3) = 21).

Da lista acima, de nossos subespacos de cubicas, podemos ver como alguns deles
provéem de nossas redes de conicas através do mapa de multiplicacao A ® S; — S3, com
AeD.

Usando o algoritmo (3.3) encontraremos quais subespagos de ciibicas provém de redes
de conicas que pertencem a D, mas veja que analogamente como no caso das cubicas,
precisamos de estudar s6 13 tipos de redes (dadas pelos monomios quadréticos) que a
seguir enumeramos:

(A) | 22 zy 2
(B) | * xy ¢
(C) | 2?2 xy yz
(D) | 22 zz yz
(E) | 22 xz 22
(F) |zy zz 3?
(Q) |zy zz yz
(H) |2y 2z 22
(I |zy v* w2
) oy vz 22
(K) |zz y* yz
(L) |2z yz 2°
(M) | y* yz 2?

(A) 2 2Py 2%z xy? zyz a2’
(B=18) | «® 2% %z wx® ayr ¢ Pz
(C=17) | 3 2%y 222 xy® ayz Y’z y2?
(D=16) | 23 2%y 2%z zyz 22° Y’z y2?
(E=15) | 28 2%y 2%z 2yz x2%2 y22 23
(F=12) | 2%y xy® ayz 222 222 o 922
(G=11) | 2%y zy® wyz 2%z 22 2z y2?
(H =10) 22y xy? wyz 2’z oz oyR? 28

(I) |2% ay® ayz P Pz g2

(J=6) |22y xy® zyz v’z y2? w22 2B
(K =4) | 222 zyz 222 2> o 4%z y2?

(L) 22z wyz x2? ylz y2? 2B

(M =1) |2y®> 3 v’z ayz y2? x22 23

logo, podemos ver quais cubicas provéem das redes de conicas. Note que nas redes que
tem mdc # 1 o mapa racional

' D--» G(7, 83), A ,ul(/l)

onde pp é como na segao ( 2.6 ), ndo estd definido.
De fato, uma forma de calcular o H3 é fazer a explosao (blow-up) de D ao longo da
6rbita [* formada pelas redes com mdec # 1 o mapa:

I D\I* — G(?,Sg), A|—>[L1(/1)

estd bem definido. Definimos D' := Graf(I') C D x G(7,S3), onde Graf(I') denota o
grafico de I'. Mostra-se que D’ é a explosao de D ao longo de [* e isomorfa a imagem do
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mergulho de Hz em G(7,53), a familia C de subespagos de codimensao 3 do espago das
cibicas S5, nosso Hilb*P?.

Hy =D —=D x G(7, ;)

1
blow—up

D
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Todos os algoritmos usam as rotinas de “myprocs” de autoria do professor Israel Vain-

sencher, que estao disponibilizadas em um script no final deste apéndice.

Os algoritmos podem ser copiados/colados para a pagina publica:

https://www.singular.uni-k1.de:8003/

Algoritmo 3.1.

<"myprocs";

ring P2=0,x(0..2),dp;
ideal xx=ideal(x(0..2));
poly xxx=product (xx);

ring R=0,(a(1..3)(1..3)),dp;
R=R+P2;

setring R;

imapall (P2);

//Definimos o ideal I*=(x(0)"2,x(0)*x(1),x(0)*x(2))

ideal q0= x(0)*x(0..2);
q0;

ideal g=q0;

ideal xx20=omit (xx72,q0);

//perturbamos "qO0" numa vizinhanca afim a(1..3)(1..3)

for(int i=1;i<=3;i++){
qlil=q[i]l+dotprod (xx20, [a(i) (1..3)]);
}

ideal g3=qg*xx;
matrix m=transpose(coeffs(q3,xx"3,xxx));

list L=rowsnopivo(m);
m=L[1];
matrix mO=submat(m,L[2],1..10);


https://www.singular.uni-kl.de:8003/

list primdec=primdecGTZ(minor (m0,2));
ideal rad=radical(minor(m0,2));

//As equagBes de D ao redor de Ix
ideal putsolv=putsolvform(rad);
putsolv;
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Algoritmo 3.2.

<"myprocs";

ring P2=0,x(0..2),dp;
ideal xx=ideal (x(0..2));
poly xxx=product (xx);

ring R=0,(a(1..3)(1..3)),dp;
R=R+P2;

setring R;

imapall (P2);

//Definimos o ideal I=(x(0)"2,x(0)*x(1),x(1)"2)

ideal q0= ideal(x(0),x(1))"2;
q0;

ideal g=q0;

ideal xx20=omit(xx~2,q0);

//perturbamos "qO0" numa vizinhanca afim a(l..3) (1.

for(int i=1;i<=3;i++){
qlil=ql[i]l+dotprod (xx20, [a(i)(1..3)]1);
}

ideal g3=qg*xx;
matrix m=transpose(coeffs(q3,xx"3,xxx));

def L=rowsnopivo(m);
m=L[1];
matrix mO=submat(m,L[2],1..10);

list 1=primdecGTZ(ideal(m0));
ideal putsolv=putsolvform(1[1][1]);
putsolv;

.3)
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Algoritmo 3.3.

<"myprocs";

ring P2=0,x%(0..2),dp;
ideal xx=ideal(x(0..2));
poly xxx=product (xx);
ideal xx2=xx"2;

ring rx=basering;

//Vizinhanca afim em G(3,S_2)

ring r=0,(a(1..3)(1..(size(xx2)-3))) ,dp;
r=r+rx;

setring r;

imapall (rx);

ideal aa=ideal(a(l..3)(1..(size(xx2)-3)));

//Calculamos a imagem do mapa tangente

ring r1=0, (b(1..2%3*size(xx))) ,dp;
ri=ri+r;

setring ril;

imapall(r);

ideal bb=ideal(b(1l..6*size(xx)));
ideal bb2=std(bb~2);

//Lista das redes de cdnicas
list ptf;

ideal qO;

poly p;

for(int i=1;i<=size(xx2);i++) {
for(int j=i+1;j<=size(xx2);j++) {
for(int k=j+1;k<=size(xx2);k++) {

qO0=(xx2[1] ,xx2[j],xx2[k]);

p=mdc (q0) ;
if (p==1 or size(indets(q0))<=3) {
if (size(std(qO*xx))<=size(ideal (x(0..1)) 2xxx)) {
ptf [1+size(ptf)]=q0;

ptf Snon ’

ideal u,bb0,nmldet;
matrix m[2] [3];
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matrix mO0[2] [3];

for(int i=1;i<=size(ptf);i++){
"//start i="+see(i);
if (defined(remember)){
kill remember;
+
u=ptf[i];
p=mdc (u) ;

// Se os geradores da rede tem MDC...
if (p<>1)A
u=omit (std(ideal(u/p)),p);
m=p,0,ul1],
0,p,ul2];
}

// Se os geradores da rede ndo tem MDC...
elseq{

def l=res(u,0);

m=transpose (matrix(1[2]));

mO=m;
bb0O=bb;
for(int i0=1;1i0<=2;i0++){
for(int jO=1;j0<=3; jO++){
m0[i0, jO]1=m0[i0, jO]+dotprod ([bbO[1..size(xx)]], (xx));
bbO=omit (bb0, ideal(bbO[1..size(xx)]1));

3

u=reduce (minor (m0,2) ,bb2) ;
q0=origin(bb,u);

for(int i0=1;i0<=size(q0) ;i0++){
q0[i0] ,uli0]=um(xx,q0[10])*q0[i0] ,um(xx,q0[i0])*u[i0];
}

ideal q;

for(int 10=1;i0<=3;i0++){
ql1+size(q)]=q0[i0]+dotprod(omit (xx2,q0), [a(i0) (1.. (size(xx2)-3))]);

}

intvec iv;

int 1ij;

for(int ii=1;ii<=3;ii++){
iv=omit(1..3,ii);



p=coefmon(ulii],q0[ii]);
uliil=reduce(u[ii]*(2-p),bb2);
p=coefmon(ulii],q0[ii]);

for(int j=1;j<=2;j++){
ij=iv[jl;
p=coefmon(ulijl,q0[iil);
ulijl=reduce(ulij]-p*ulii],bb2);

3

//A imagem do mapa tangente, em coordenas a(i) (j)
nmldet=ideal (matrix(q)-matrix(u));

nmldet=ideal (transpose(coeffs(nmldet,xx2,xxx)));
nmldet=eliminate(nmldet,product(bb));

nmldet;" ";

ptfl[il=list(q,nmldet) ;
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Algoritmo 3.4.

<"myprocs";

ring P2=0,x%(0..2),dp;

ideal xx=ideal (x(0..2));

poly xxx=product (xx);

ideal xx2,xx3,xx4=xx"2,xX"3,xx74;

ring R=0,(a(1..7)(1..3)),dp;
R=R+P2;

setring R;

imapall (P2);

//Lista de subespacos de Cibicas
list redesC;
list m;

//Encontramos os possiveis subespagos de mondmios cibicos (C1,...,C7)
for(int i=1; i<=10; i++){
for(int j =i+1; j<=10; j++){
for(int k=j+1; k<=10; k++){
if( size(std(omit(xx3,ideal (xx3[i],xx3[j],xx3[k]))*xx)) <= 12 ){
redesC[1+size(redesC)]=omit (xx3,ideal (xx3[i],xx3[j],xx3[k]));

¥

"//0s subespagos de cubicas (C1,...,C7)";" ";
redesC;" ";

list redesCl=redesC;

list IredesC1i;

list cuart;

list L;

list mO;

for(j=1; j<=size(redesC);j++){
for(i=1;i<=7;i++){
redesC1[j] [i]l=redesC1[j] [i]+dotprod(omit (xx3,redesC[j]), [a(i) (1..3)]1);
}

cuart [jl=redesC1[j]*xx;
m[jl=transpose(coeffs(cuart[j],xx4,xxx));
L[jl=rowsnopivo(m[j]);

m[jl=jet(L[jI1[1],1);

m0 [j]=submat (m[j],L[j1[2],1..15);
IredesCl[jl=ideal (minor (mO[j],size(L[j]1[2])-8));



IredesCl[jl=std(jet (IredesC1[j],1));

"//Equagdes do espago tangente ao redor de cada rede de cibicas";" ";
IredesCi;
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Algoritmo 3.5.

/711
/711 MYPROCS

/711

option (noloadLib,noredefine);

//

LIB "linalg.lib";
LIB "poly.lib";
//

proc summ//(ideal y)
{
def s,ty=size(#),typeof (#[1]);
poly p;int 1i;
if (ty=="ideal"){
def y=#[1];
matrix m=matrix(y);//bypass size problem
for(i=1;i<=ncols(m) ;i++){
p=p*tm[1,i];
}
}
elseq{
for(i=1;i<=s;i++){
p=p+#[i];
}
}
return(p);
}
//

proc pol2id(poly p)
{

ideal I,

for(int i=1;i<=size(p);i++){

I[i]l=plil;

}

return(I);
}
//
proc indets(p)//returns sum of variables

{

int i,j,s;poly v,w,vl;ideal pp;
//typeot (p);
if (typeof(p)=="int" or typeof(p)=="intvec"
or typeof (p)=="intmat" or typeof (p)=="number"){
v=0;return(v);



}

else{
//"//not int,intvec,intmat...";
if (typeof (p)=="poly"){
//"//poly";
for (i=1;i<=nvars(basering);i++){
if (reduce(p,std(var(i)))<>p){
v=v+var(i);

}
}
return(v) ;
+
elsed{
if (typeof (p)=="ideal") {
//"//ideal";
pp=simplify(p,2);s=size(pp);w=0;
if (s==0){v=0;return(v);}
else{
for(i=1;i<=s;i++){
v=indets(pp[il);
if (v<>0){
vi=leadmonom(v) ;
w=w+v*vl1~i;
}
+;
return(indets(w));
}
+
else{

if (typeof(p)=="vector" or typeof(p)=="matrix"){
//"//vec,mat";
return(indets(ideal(p)));
}
else{
if (typeof(p)=="list"){
//"//1list";
def s=size(p);
if (s==0){return(poly(0));}
else{
ideal pp;
for(i=1;i<=s;i++){
pplil=indets(p[il);
}
return(indets(pp));
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//

proc coefmon(poly p, poly m)
//coeff of monom m in poly p
{
if (m==1 or p==0){
return(jet(p,0));
}
else{
ideal ml=std(m);
def v=std(pol2id(indets(m)));
poly qO0;
for(int i=1;i<=size(p);i++){
def g=reduce(pl[i],ml);
if (g==0){
q=p[il/m;
if (reduce(q,v)==q){
q0=q0+q;
}
}
}
return(qO) ;

by

//

proc row(matrix mm,int i)
{
ideal w;
for (int j=1;j<=ncols(mm);j++){
wljl=mm[i,j];
}
return(w) ;

}

//

def stm,stp,comma="-",6"+",6" ";

//

proc dotprod( wl, w2)
{
//"//type "+typeof (wl)+typeof (w2) ;
if (typeof (w1)=="1ist"& typeof (wl)=="1ist"){
int s=min(size(wl),size(w2));

poly p;
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for (int j=1;j<=s;j++){
p=p+wl[jl*w2([j];

}
return(p);
}
elseq{
list v1,v2;

if (typeof (wl)=="vector"){//"//wl vector";
for(int i=1;i<=nrows(wl);i++){
vi[i]l=w1l[i];

}
}
else{
if (typeof (wl)=="ideal") {//"//wl ideal";
for(int i=1;i<=ncols(wl) ;i++){
vi[i]=wi[i];
}
}
elseq{
if (typeof (wl)=="intvec"){//"//wl intvec";
for(int i=1;i<=size(wl);i++){
vi[i]=wi[i];
}
}
elseq{
ERROR (typeof (w1)+"?wl?not (int)vector nor ideal");
}
}
}

if (typeof (w2)=="vector") {//"//w2 vector";
for(int i=1;i<=nrows(w2);i++){
v2[i]=w2[i];
}
}
elseq{
if (typeof (w2)=="ideal") {//"//w2 ideal";
for(int i=1;i<=ncols(w2);i++){
v2[il=w2[i];
}
}
elseq{
if (typeof (w2)=="intvec"){//"//w2 intvec";
for(int i=1;i<=size(w2);i++){
v2[i]=w2[i];
+
}
elseq{
ERROR (typeof (w2)+"?w27not (int)vector nor ideal");

49



20

}
}
return(dotprod(vi,v2));
}

//
proc omit(@w,@a)//22/10/06 12:15 pm
{

list 11,1w,@v;int @i,@j,@s,0t,ch;
@s, O@t=size( Ow),size( @a);
if (typeof ( @a)<>"list") {
list 11;
if (typeof (@a)=="poly") {//print("//poly");
et=1;11[1]=@a;
}
if (typeof (@a)=="ideal") {//print("//ideal");
Ot=size(matrix(@a)) ;ch=1;
}
if (typeof (@a)=="intvec" or typeof(@a)=="int"){
//print("//int or intvec");
Ot=size((@a)) ;ch=1;
}
if (ch==1){
for( @i=1; Q@i<= 0t; Qi++){
11[@i]=@a[@i];
}
}
}
elseq{
11= Qa;
}
if (typeof (Gw)<>"1list"){
list 1lw;
if (typeof (@w)=="poly") {//print("//w poly");
@s=1;1lw[1]=0w;
}
if (typeof (@w)=="ideal") {//print("//w ideal");
@s=size(matrix(@w)) ;ch=1;
}
if (typeof (@w)=="intvec" or typeof(Qw)=="int"){
//print("//w int or intvec");
@s=size((Qw)) ;ch=1;
}
if (ch==1){
for( @i=1; Q@i<= 0s; Qi++){



lw[@i]=@w[e@i];
}
}
def @ty=typeof (Qw);
}
else{
1w=0w;
}
for(@i=1;0i<=0s;0i++){
ch=0;
for(@j=1;0j<=0t;0j++){

if (Aw[@i]==11[@;j]1){

}
//

ch=1;break;
}
}
if (ch==0){
Qv=insert(Qv,lw[@i],size(@v));
}
}
if (defined (@ty)<>0){
if (size(@Qv)<>0){
def st=string(Qv);
}
else{
def st="0";
}
execute (@ty+" vv="+st);
+
else{
def vv=0v;
}
return(vv) ;

proc see //04/09/05 10:02 am

{

def args=(#);def nargs=size(args);string I,ty_;
def ty_=typeof(args[1]);
if (ty_=="1list"

or ty_=="vector"
or ty_=="intvec"
or ty_=="matrix"
or ty_=="intmat"

or ty_=="ideal"){
I=string(ideal(args[1]));
if (ty_=="matrix" or ty_=="intmat"){
print ("//"+ty_+" "+string(nrows(args[1]))+comma+
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string(ncols(args[1])));

="
for(int i=1;i<=nrows(args[1]);i++) {
if (i<nrows(args[1])) {
I=I+string(row(args[1],i))+comma+newline;
}
else{
I=I+string(row(args[1],i))+newline;
}
}
}
}
else{
I=string(args[1]);
for(int i=2;i<=nargs;i++){
I=I+comma+string(args[i]);
}
}
return((I));
}
//

proc mymap(ideal vs,ideal ps)//list of vars, list of values, in ideal form
{

ideal w;

poly p=summ(vs);

int 1i,j;

for( i=1;i<=nvars(basering);i++){

if (diff (p,var(i))<>0){
for(j=1;j<=size(vs);j++){
if (vs[jl==var(i)){

break;
}
}
if (size(vs)==1){
wlil=ps[1];
}
elseq{
wlil=ps[j];
}
}
elseq{
wlil=var(i);
}
//print (string(var(i))+"->"+string(w[i]));
}
map f=basering,w;
return(f) ;



//

//Wednesday, July 01 2009
proc um(@vs,@p)

{
//def vs=vars(basering);
def f=mymap(@vs,minor(diag(l,size(@vs)),1));
return(f(@p));
}
//
proc origin(v,p)//12/30/04
{
def g=p;
if (typeof (q)<>"list"){
for(int i=1;i<=size(v);i++){
g=subst(q,v[i],poly(0));
}
return(q) ;
}
elseq{
for(int i=1;i<=size(q);i++){
qlil=origin(v,ql[il);
}
return(q);
}
}
//
proc mdc
{

int s,i;s=size(#);string ty=typeof (#[1]);
if (s==1){
if (ty=="poly" or ty=="int" ){
return(#[1]);
}
elseq{
if (ty=="list" or ty=="vector"
or ty=="ideal" or ty=="intvec"
or ty=="matrix" ){
if (ty=="vector" or ty=="matrix"){
ideal ii=ideal(#[1]);

}
elseq{

execute(ty+" ii=#[1];");
}

if (ty<>"intvec"){
ii=simplify(ii,2);
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}
i=size(ii);
if (i==0){
return(poly(0));
}
else{
return(mdc(iif1..i]));
}
}
}
}
if (s==2){
return(ged (#[11,#[2]));
}
if (s>2){

execute (ty+" p=#[1];");

p=gcd (#[1],#[2]);

for(i=3;i<=s;i++){
p=gcd(p,#[il);

}

return(p);

3
}

//

proc dosubsO(poly p,q)
{
poly pl=jet(p,1)-jet(p,0);def pO=pl;int j;
while(p1<>0) {
def p2=leadmonom(pl[1]);
if (coefmon(p-p1[1],p2)<>0) {
pl=p1l-p1[1];
}
else{
J=1;p1=0;
}
}
if (j==1) {
//print ("//solvform ok w.r. to "+see(p2));
if (typeof (q)<>"1list") {
return(subst(q,p2,-p/coefmon(p,p2)+p2));
}
elseq{
def ql=q;
for(int i=1;i<=size(ql);i++){
ql[il=dosubs0(p,q1[il);
}
return(ql);
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}

}

else{
print("//solvform NOT ok, return=input");
return(q);

}
}

//

proc dosubs(p,q)//Tue May 8 14:38:31 2007
{
if (typeof (p)=="poly") {
return(dosubs0(p,q));

}
else {
def q0=q;
if (typeof (p)=="ideal") {
for(int i=1;i<=size(p);i++){
q0=dosubs0(p[il,q0);
}
return(qO) ;
}
}
}
//
proc putsolvformi(poly p)
{

poly pl=jet(p,1)-jet(p,0);
def pO=pl;int j;
while(p1<>0) {
def p2=leadmonom(pl[1]);
if (coefmon(p-p1[1],p2)<>0) {

pl=pl-p1[1];
}
elseq{
j=1;p1=0;
}
}
if (j==1) {
//print("//solvform ok w.r. to "+see(p2));
map f=mymap(p2,-p/coefmon(p,p2)+p2);
return(f) ;
}
elseq{
return("//solvform NOT ok");
}
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//

proc putsolvform(ideal I)//
{
ideal eq,eql=simplify(I,2),0;int ii=size(eq);
while(ii>0){
//if (size(eq) mod 50==1)
//{print("//faltam "+see(size(eq)));}
def f=putsolvforml(eq[1]);
if (typeof (f)<>"string"){
if (size(eql)>=1){
eql=f(eql);
eql[1+size(eql)]=eql1];
}
elseq{
eql=eq[1];
}
eq=simplify(f(eq),2);ii=size(eq);
}
elseq{
if (ii==1){
break;
}
elseq{
eg=eq[2..ii];ii=ii-1;
}
}
}
if (size(dosubs(eql,I))==0){//casel;
return(eql);
}
elseq{
if (size(eq1)>0) {
print("//no solvform? best possible: "+

newline+see(eql[1])+",...,"+see(eql[size(eql)]));
return((eql));
}
else{
print("//no solvform");return(ideal(0));
+
}
}
//
proc pivo(matrix m,int i)
{

int c,j;poly po;
for (j=1;j<=ncols(m);j++){
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po=jet(m[i,j],0);
if (po<>0 and po==m[i,j]){

c=j;break;
+;
}
return(c);//this is 0 if no pivo
+
//
proc testunit(poly f)
{
int 1i;
if (size(simplify(reduce(maxideal(1),std(£)),2))==0){
i=1;
}
else{
i=0;
+
return(i);
}
//

proc gausselim (matrix m,int r,int c, 1)
{
matrix ml=m;
if (testunit(m[r,cl)==1){
int co,j,ro,s;s=size(1);
poly p;
// co =ncols(m);
for (j=1;j<=s;j=j+1{
ro=1[jl;//print("row now is");print(ro);
p=m[ro,c];
if (p<>0 and ro<>r)A{
p=-p/m[r,c];ml=addrow(ml,r,p,ro);
}
}
}
else{
print("bad choice of pivot");
print(m[r,c]);
}
return(ml) ;

}

//

proc rowsnopivo (matrix m)

{
matrix Oml=m;int ro,Q@co,i,j,s;poly p;list pivos;
intvec nopivo;
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}
//

ro=nrows (@ml) ;@co=ncols(@ml) ;
intvec @l=1..ro;
for (i=1;i<=ro;i++){
j=pivo(@m1l,i);
if (§<>0)4
pivos=insert(pivos,intvec(i,j));@l=omit(@1,1i);
1f ((@1)<>0){
@ml=gausselim(@mil,i,j,@l);
}
}
else{
if (nopivo[1]==0){
nopivo[1]=i;
}
else{
nopivo=nopivo,i;
+
}
}

return(list(@ml,nopivo,pivos));

END
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