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Resumo

O modelo dos entrelagamentos aleatérios, um modelo de percolacao
dependente em Z?, é tal que a correlacio entre os estados dos vértices
de dois conjuntos disjuntos A, Ay C Z% decai polinomialmente como
funcao da distancia entre A; e As. Tal dependéncia é um dos fato-
res que dificulta a prova de véarios teoremas cldssicos de percolacao
nesse novo contexto. Serguei Popov e Augusto Teixeira criaram um
novo método denominado ‘tempos locais suaves’ para contornar esse
problema e desacoplar o estado do conjunto A; do estado do conjunto
As. Utilizando também os tempos locais suaves, provaremos nessa tese
um desacoplamento condicional. Isto é, mostraremos que o conheci-
mento sobre o estado dos vértices de Ay praticamente nao influencia
a distribuicao do estado dos vértices de A;.



1 Introducao

O modelo dos entrelacamentos aleatoérios foi desenvolvido por Sznitman em
[2] , motivado pelo estudo da figura local que a trajetéria de um passeio
aleatério simples no toro Z?/nZ¢ faz em um subconjunto pequeno A C
73 /nZ4 (ver [8] e [9]). Trata-se de um modelo de percolagio de sftios de-
pendente em Z?. Essencialmente transportamos para Z¢ a realizacao de um
processo de Poisson em um espaco cujos elementos sao trajetorias duplamente
infinitas de passeios aleatérios simples em Z?. A densidade de trajetérias a
ser considerada é controlada por um parametro real u > 0. Chamamos de o
conjunto de entrelacamentos no nivel u o conjunto de pontos de Z¢ que fa-
zem parte dessa nuvem de trajetorias com densidade controlada por u, e de
conjunto vacante no nivel v o seu complementar. Denotaremos esse conjunto
de entrelacamentos por Z¢. Estudaremos também o conjunto V* := Z% \ T%,
o chamado conjunto vacante.

Podemos ver esse modelo como um modelo de percolacao dependente em
7 ao considerarmos os sitios de Z% como fechados e os de V* como abertos.
O artigo original de Sznitman [2] j& mostra a ergodicidade do modelo. Jun-
tamente com [3], tal artigo também mostra que o processo de percolagao em
V" exibe transicao de fase nao trivial, isto é, existe um u,, com 0 < u, < 00,
de modo que

sup{u > 0 : V" possui uma componente conexa infinita} = w,.

Posteriormente, Sznitman mostrou em [4] e [5] que
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em concordancia com a hipétese que diz que a percolagao do conjunto vacante
em Z¢ para d grande se comporta como a percolacio do conjunto vacante em
uma arvore 2d-regular (ver Proposicao 5.2 de [14]).
Outros muitos resultados foram entao provados nos ultimos anos, como
a propriedade FKG [14], unicidade do aglomerado infinito [15] , decaimento
exponencial da fungao conectividade em uma parte da fase subcritica [1].
Existem também resultados relacionando a estrutura de Z" com a de Z.
Cerny e Popov mostraram em [6] que a distancia quimica (também chamada
de distancia no grafo) de Z* é comparavel a de Z?, além de provar um teorema
de forma para a bola induzida por essa distancia. Rath e Sapozhnikov em
[12] e Procaccia e Tykesson em [7] mostraram usado métodos diferentes que é
possivel conectar quaisquer dois pontos pertencentes a Z* usando no maximo
(%1 trajetérias de passeio aleatdrio que compoem Z*.



Resultados sobre passeios aleatorios simples tanto em Z" quanto em V"
foram obtidos. Rath e Sapozhnikov mostraram em [12] que o passeio aleatério
em 7" é transiente para u € (0,00). Alexander Drewitz e Dirk Erhard
mostraram em [13] que a componente infinita de V" é transiente para quase
toda a fase supercritica.

Uma das maiores dificuldades de se trabalhar com os entrelacamentos
aleatérios vem de sua dependéncia de longo alcance, como veremos em (2.11):
para x,y € Z%, temos

Cov(1 cat

Ou seja, a covariancia entre o estado de dois vértices decai como um po-
lindbmio da distancia entre eles. Essse tipo de decaimento lento das co-
variancias é um grande empecilho para o estudo do modelo. Ao estudar
a percolagao de sitios de Bernoulli independente por exemplo, nés podemos
sem problemas estudar separadamente a distribuicao do conjunto de sitios
abertos em dois conjuntos disjuntos. Isso ja se torna um problema para o
estudo dos entrelagamentos aleatorios, ja que existe uma dependéncia relati-
vamente grande entre o conjunto de entrelacamentos em conjuntos disjuntos.

Com esse problema em mente, Augusto Teixeira e Serguei Popov criaram
em seu artigo ‘Soft local times and decouple of random interlacements’ [1]
uma técnica para desacoplar as distribuicoes do conjunto de entrelagamentos
em conjuntos disjuntos. O método por eles batizado de ‘tempos locais suaves’
permite usar um processo de Poisson em um espaco de estados adequado para
simular sequéncias de elementos aleatérios. Em termos gerais, esse método
lhes permitiu simular os pedagos de trajetéria que intersectam um dado con-
junto A; sem tomar conhecimento do estado do conjunto de entrelagamentos
em um outro conjunto dado As disjunto de A;. Isso lhes permitiu provar o
seguinte resultado:

Teorema (2.1 de [1]). Sejam A1, Ay dois conjuntos disjuntos de 7<, sendo
que ao menos um deles € finito. Seja s = dist(Ay, A2) e r 0 menor entre 0s
diametros dos conjuntos Ay e As. Existem entdo constantes positivas 7y, e v,
(dependendo apenas da dimensao d) tal que para todou > 0 ee € (0, 1) existe
um acoplamento Q entre I" e dois processos de entrelacamentos aleatorios
independentes, (Z1')u>0 € (Z)u>0 tais que

(1.1)

Q[I,Z(l_s)ﬂAk C I"NA;, C I;:(HE)OAk, k=1,2] > 1=, (r+s)’ exp(—v.cus’?),

em particular, se D; é um evento crescente {0, 1}41-mensurdvel e Dy é um
evento crescente {0, 1}42-mensurdvel, vale



Q[(Z" € D) N (T" € Dy)]
< Q[I“(l_e) € DJ@[Z“(I_E) € Dl} + Yo(r + 5)% exp(—y,e?us??).

Nessa tese, trabalhamos para expandir esse resultado em casos mais es-
pecificos. Estaremos interessados em particular no problema do desacopla-
mento condicional. Isto é, ja conhecendo o conjunto de entrelacamentos em
um determinado conjunto A,, estaremos interessados na distribuicao con-
dicional do conjunto de entrelacamentos em um conjunto A; de modo que
Al N AQ = @

Vamos enunciar o resultado principal desta tese (Teorema 5.4). Sejam
r,s > 0 nimeros inteiros positivos grandes, relacionados de modo que s <
r<s@ ondel <b<2-2ca=a(d):=2d—2—bd Sejac>0um
niumero real qualquer. Considere agora A; e Ay como sendo os conjuntos

= {z € Z% dist(0,2) < r},

Ay = {x € 7% dist(0, z) > r + 2s}.

Consideramos entao I;Lh\ 4, como sendo a distribui¢ao do conjunto de
entrelacamentos no nivel u intersectado com a bola A, condicionada ao
estado do conjunto de entrelagamentos no conjunto As,.

__ Usando o método dos tempos locais suaves, construiremos um processo
(Z34,, v > 0) que tem a mesma distribui¢ao que o conjunto de entrelagamentos
aleatorios na bola A, mas é acoplado com Ifm 4, de forma que, para ¢z, ¢4, ¢5, ¢6 >
0 constantes que dependem apenas de d, nés tenhamos

(1.2) P [iz(ll_e) CThm, C Z"(He LG > 1—c5(r+5)* " Vexp (- cge’us?).
onde G é um conjunto construido no espago do acoplamento de forma que

]P’[(]] >1—cs(r+ )24 Yexp ( — 0462us“),

Isso implica que para qualquer funcdo f : {0,1}%1 + R crescente no conjunto
de entrelacamentos em A;, nds teremos

(1.3)

FEN1g — s+ )20 Ve Cooss") < p(T )T )14
< f(Z4 u(1+€ Vg + c5(r + S)Q(d_l)e(*c"fz“sa).



Mostraremos entao que com grande probabilidade, a distribui¢ao condici-
onal Ty, 14, S€ assemelha a distribuigao incondicional 7% quando s ¢ grande.

Uma aplicacao na qual pretendemos utilizar esse resultado diz respeito
a processos em que o conjunto de entrelagamentos é explorado sistemati-
camente, como por exemplo uma particula descrevendo passeio aleatério no
conjunto vacante. Sempre que essa particula se aproximar de uma area ainda
nao explorada, podemos usar esse resultado para calcular a distribuicao dos
entrelagcamentos nessa nova area a ser visitada.

Para finalizar essa introducao, mencionamos o processo dos campos gaus-
sianos livres, processo esse que possui uma estreita relacao com os entrelacamentos
aleatdrios, e cujos avangos recentes aumentam a esperanca de que um resul-
tado de desacoplamento mais forte pode ser obtido para os entrelagamentos
aleatorios.

O campo gaussiano livre é definido como um campo gaussiano ¢ =
(@) zezae (Ou seja, uma normal multivariada com infinitas entradas indexadas
pelos elementos de Z%), de modo que E(p,p,) = g(x,y) para todo x,y € Z¢,
onde g denota a funcao de Green do passeio aleatério simples em Z%:

i>0

ou seja, a matriz de covariancia é dada pela funcao de Green. Sznitman
mostrou em [3] a existéncia de uma relagao estreita entre os entrelagamentos
aleatorios e o campo gaussiano livre. Consideramos agora o modelo de en-
trelacamentos aleatérios onde as trajetorias consideradas sao de passeios
aleatorios simples a tempo continuo, ou seja, cada trajetéria permanece um
certo tempo aleatério em cada sitio antes de saltar para o proximo sitio.
Definimos

o tempo em que as trajetorias em w
com rétulo no maximo u permanecem em x.

Lyu(w)=

Consideramos P como a lei de ¢ e Q como a lei dos entrelacamentos
aleatérios a tempo continuo. O Teorema 0.1 de [3] nos diz entdo que para
cada u > 0, vale que

1
(Lx,u + §¢i)x€Zd

sob Q ® PY tem a mesma lei que

(5 (ps + V20?)



sob P¢.

Serguei Popov e Baldzs Rath entao provaram em [10] um desacoplamento
condicional para o campo gaussiano livre. Para K C Z?, considere ¢y como
o campo restrito a K. Sejam K, K, C Z? tais que pelo menos um desses
conjuntos é finito, e seja r o diametro do menor entre esses conjuntos. Con-
sidere também s como sendo a distancia entre K; e K>. Em [10] foi obtido
o seguinte resultado:

Teorema ( 1.1 de [10]). Suponha fo : RZ" s [0,1] crescente e com suporte
em Ky. Para todo 6 > 0, vale q.c.

E(f2(—08) — PY[GS )1, < E(fo(eler,))la, < E(f2(9+0)+ PY[GS])1a,,

onde G5 é um evento definido de forma que (Proposigao 1.3 de [10])

(1.4) PE[GS] < 2(r + s)" exp(—c®s™?).

Observamos a similaridade do lado direito da desigualdade acima com o
lado direito de (1.1). Lembrando a relacdo existente entre os modelos dos
entrelacamentos aleatérios e o campo gaussiano livre, e observando que o
expoente de s é d — 2 tanto em em (1.4) quanto em (1.1), gostarfamos de
futuramente investigar a possibilidade de melhorar a cota obtida em (1.2),
substituindo s*? por s?-2.

2 Entrelacamentos Aleatdrios

Nesta secao definiremos o modelo dos entrelacamentos aleatérios, além das
notagoes que iremos usar ao longo desta tese. Seguimos a construcao de
Cerny e Teixeira [16], que além de ser bem simples e objetiva, serd mais
completa que a construcao aqui feita.

Os entrelacamentos aleatérios sao definidos em

Z4 = {(x1, ., wa);m EZ Vi =1,...,d},

com d > 3. Para z = (11,...,79) e y = (y1,...,44) em Z%, denotaremos por
dist(z,y) a distancia euclidiana entre z e y: /(v1 — y1)% + - + (4 — ya)?.
Vemos Z<¢ como um grafo, considerando x vizinho de y quando dist(x,y) = 1,
o dito grafo dos primeiros vizinhos em Z¢. Para A C Z% denotamos por
|A| a cardinalidade de A, A® = Z¢\ A o complemento de A, 0A = {z €
AC existe y € A tal que dist(z,y) = 1} a fronteira de A, A = AU JA o




fecho de A, e A = A\ 9(A°) o interior de A. Parar > 0 e z € Z%, definimos
também o conjunto

B(z,r)={y € Zd,dist(x,y) <r},

a bola discreta de raio r.

Queremos definir um modelo de percolacio dependente em Z¢, essencial-
mente trasportando para Z¢ a realizacdo de um processo de Poisson em um
espaco cujos pontos sao trajetorias duplamente infinitas de passeios aleatérios
simples em Z¢. Comecamos por definir esse processo de Poisson.

Vamos definir o conjunto de todos os caminhos de primeiros vizinhos
duplamente infinitos em Z¢ que retornam no maximo finitas vezes a qualquer
conjunto finito:

wol o Z — 7% dist(o(n),o(n — 1)) =1Vn € Z,
N e {n: o(n) =y} é finito para todo y € Z4. [

Definimos também um conjunto analogo ao acima quando cada caminho é
infinito em apenas uma direcao:

w. -] oo Z, — 7% dist(o(n),o(n — 1)) =1 Vn € Z,,
+ e {n : o(n) =y} é finito para todo y € Z4. [

Denotamos por X,,, n € Z (respectivamente n € Z, ), as coordenadas
padrao em W (respectivamente em W, ), ou seja, X,,(9) = o(n). Precisamos
também definir o shift em k coordenadas, 0, : W — W (respectivamente
W= Wy ),

Xn(0k(0)) = o(n+ k), para k € Z (respectivamente para k > 0)

Consideramos com W a o-algebra VW gerada pelas fungoes coordenadas
X, : W= Z Dado A C Z%, definimos os tempos de entrada e saida

H,(o)=1inf{n € Z (respectivamente Z,) : X, (o) € A},

T4(0) =inf{n € Z (respectivamente Z) : X, (o) ¢ A}.

Definimos também o tempo de chegada

Ha(o) = inf{n >1: X, (o) € A}.

Se |A| < oo, podemos considerar o subconjunto de W composto pelas
trajetorias que entram em A alguma vez:
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Wy ={0€eW: X,(0) € A para algum n € Z},

Wa =W}, onde W = {0 € W, Ha(o) = n}.

Vamos comecar o trabalho de construir uma medida relevante sobre esses
conjuntos de trajetérias. Comegamos com (4, uma medida em (W, W).
Para F,G € W, e x € Z%, definimos

(2.1) )
QA[(X—n)nZO € F, Xo =z, (Xn)nZO - G] = Px[F | HA = OO]Pz[G]GA((L‘),

onde P, é a medida do passeio aleatdrio simples comegando em x, e e4(x) é
a medida harmonica em A avaliada no conjunto {x}:

GA(JZ) = Px[ﬁA = OO} 1A(I)

Note que Q4 d4 medida total a W9, ou seja, o instante em que a trajetéria
entra em A é importante para a medida Q4. Como queremos futuramente
construir uma medida que nao se importa com o conjunto A, isso se torna
um problema para nds. Resolvemos tal problema considerando a relacao de
equivaléncia

0~ ¢ seeso se existe k € Z tal que 0(p) = ¢

Definimos entao o quociente W* = W/ ~ juntamente com a projecao
canonica 7* : W — W* e a g-algebra W* induzida por 7* em V. Denotamos
por W% o conjunto 7*(W ,4). Nesse novo conjunto W* os elementos sdo dados
por trajetorias de passeio aleatério sem um parametro de tempo absoluto,
tais trajetérias registram uma sequéncia de pontos de Z¢ sem que nenhum
desses pontos seja um referencial especial.

Os entrelacamentos aleatérios serao definidos a partir de um processo de
Poisson no espago (W* @ Ry, W* ® B(R,)), onde B(R,) denota a o-algebra
de Borel em R, . Comegamos por definir o conjunto das medidas pontuais:

of € W u; € Ry e w(Wi x [0,u]) < o0 }
para todo K C Z%, |K| < 0o, e u > 0.

22) 9={ v=Fim

i>1

Fazendo o produto de W* por R,, ganhamos uma variavel u > 0 que
controla a quantidade de trajetérias g} a ser considerada. Por exemplo, dado
um w € O, em geral fixaremos u > 0 e consideraremos apenas as trajetorias



o; tais que o numero u; correspondente em w é menor do que u. Diremos
nesse caso que estamos olhando o processo no nivel u.

Para construir o processo de Poisson no espago £, definimos a o-dlgebra
A gerada pelos mapas w — w(D), com D € W* ® B(R,); e uma medida de
intensidade v ®du, onde du é a medida de Lebesgue em R, . Nos resta definir
uma medida v em W* que, de preferéncia, seja simples de ser calculada para
subconjuntos de W7j. E essa a motivagao do préximo teorema.

Teorema 2.1. Existe uma unica medida o-finita v no espago (W, W) satis-
fazendo, para cada conjunto finito A C Z¢,

(2.3 V(W0 = Qu[w ()],

Demonstracao. A unicidade vem do fato que, se pegarmos uma sequéncia
Ap 174, vale W* = Up W7 . Basta entao usar um argumento de continuidade
da medida.

Para provar a existéncia, basta provarmos que, dados A C A’ C Z%, com
|A| < oo vale

(2.4) Qa[Wanm ()] = Qal[x*'()],

uma espécie de compatibilidade de medidas no sentido do Teorema de Ex-
tensao de Kolmogorov. Usando (2.4), escrevemos para uma sequéncia Ay T
74 dada

V() =D Qa [ (Wi, \ W2, ) N ).
k
Vamos provar que v definida acima satisfaz (2.3). Observamos que
(WiN) =D Qa[r ™ (Wi, \Wi,_,) nW; 0]
k
= Z QAk [(WAk \ WAk—l) N W*_l(WZ N )} .
k

Notando que W4, | C Wy, , e que @4, d4d medida total a Wy, , consegui-
mos escrever o k-ésimo termo da soma acima como

QAk [ﬂ-*il(wz N )} - QAk [WAJCA N ﬂ-*il(wz N )} .

Com (2.4) o termo acima vira
QAk [WA N 71'*_1(-)] — QAk—l [WA N W*_l(')}.
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Seja ko tal que A C Ag,. Podemos entao decompor a soma da seguinte forma

v(Win )= Qa[r (Wi \ W5, _)NnW5n)]

k>ko

+3 Qa[Wanm ()] = Qap, [Wana ()]

k<kg

A soma para k > kg serd igual a 0, ja que é impossivel um passeio aleatério
chegar a A sem antes passar por Ay,. Os termos da soma para k < kg irao
se anular exceto por

Qa, [Wanm ()]

Usando (2.4) novamente, conseguimos mostrar (2.3).
Como ja mostramos a unicidade, a férmula acima nao depende da sequéncia
Ay 1 Z% escolhida. Vamos & prova de (2.4). Definimos o espaco

Waa ={oeWy:Hy(o) =0}

e a bijecao s 4 1 Wy 4o — Wy 4 definida por

Xn(54,4(0)) = Xntma(0)(0) Para todo n € Z.

Para demonstrar (2.4), sé precisamos provar

(2.5) Qa [WA,A’ N SZ}A/(')} = QA[ : }
Com efeito, como @ 4 dd medida total a WY, obtemos que

Qa[Wau N =Qu[Wan-],

e (2.4) segue ao fazermos o pull back por 7* em ambos os lados de (2.5).

Para mostrar (2.5), consideramos o conjunto & dos caminhos finitos o :
{0,..., Ny} + Z% tais que 0(0) € A’, 0 ¢ A paran < N,, e 0(N,) € A. Nés
separamos o lado esquerdo de (2.5) particionando W 4 4 nos conjuntos

W9 4 ={w € Wy 4 1w restrito a {0,..., Ny} é igual a o}.

Para o € W9 4/, nés temos H4(0) = N,, de modo que podemos escrever

Que[Wan Nsily()] =D Qu [Waw 03]

ceS
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ou seja, podemos trocar o pull back pela funcao s4 4 por um pull back pelo
shift Oy, , quando sabemos exatamente qual caminho cada trajetéria p faz
entre Ae A'.

Para provar (2.5), nés consideramos uma colegao arbitraria de conjuntos
A; C 7% com i € Z, de modo que A; # Z? para apenas um nimero finito
de i € Z. Ou seja, vamos provar que a expressao (2.5) vale para conjuntos
cilindricos e os teoremas classicos de extensao de medida farao o resto do
trabalho. Escrevemos entao, usando a formula acima,

Qua [Wau N s;}A,(Xi € A, VieZ)]

= Z Qua [Xitn, (0) € Aii € Z,0 € W 4]
(2.6) o€

_ZQA' (0) € Ai_n,,i €Z, QEWAA,].

Usando (2.1), o fato de es(z)P,[- | Hy = oo] = Px[-,fj[A = 00| quando x
estd no suporte de e4(+), e a propriedade de Markov, conseguimos a partir
da expressao acima

S S RN €Ay, j20,Hy = o0

z€supp(eyr) 0€S

xP, [Xn =o(n)€A,_n,,0<n < Na]
(27) xIP, (N, [X EAn,n>O}

= Z Z Z XGA,JN,j>OHA/Z ]
xesupp(e 4

1) Y€EA 0:0(Ny)=y

xP, [ X, =o(n) € Ap_n,,0 <n < N, P, [X,, € Ay,n > 0].

Dado z no suporte de e4(+) e y € A, ndés usamos a reversibilidade do passeio
aleatorio simples e propriedade de Markov para conseguir

11



Z PI[XjGA_j_N(I,jZO,]:IA/:OO}
: )
xP, [Xn =o(n) €A, n,,0<n< N(,}

_ Po[X; €A n,j >0, Hy = oo

(2.8) xP

<
>

3
I

o(Ny —m) € A_,,0<m < N,| .

Z > Xp=0(Ny,—m)eA_,,,0<m <N,
- Y XmEA,m,mZNg,HA/OGNg:OO

p H, = 0o, x é o dltimo vértice que o
Y| passeio visita em A', X,, € A_,,,m >0

Substituindo (2.8) em (2.7), nés obtemos

Qar[Wan Nsyly(Xi € Ay, Vi € Z)]
= P,[Hs=00,X,, € A_yy,m > 0|P, [X,, € Apyym > 0]
(29) yeA

= Qa[Xm € Ap,m € Z],

o que prova (2.5) e conclui a prova da existéncia da medida v. Para provar
que v é o-finita, basta observar que v(W*) < oo para todo A C Z¢, com
Al < 0.

]

Resta ver esse processo de Poisson no espago (W, W) como um processo
de percolagao em Z?. Seja Q a lei do processo de Poisson em (W, ) com
medida de intensidade v ® dv. Usando a identificacao padrao entre medidas
pontuais e subconjuntos, vemos w € £ como uma nuvem aleatéria infinita de
trajetérias de passeios aleatdrios duplamente infinitos em Z?¢ (modulo shift
temporal), cada trajetéria com um nimero real nao negativo como rétulo
associado.

Definimos, paraw = > >0 O(g? u;) O conjunto de entrelagamentos aleatdrios
no nivel u, ou seja, a imagem em Z? de todas as trajetdrias que compdem w
tal que o rétulo real positivo associado seja menor do que u:

12



I" =) Imagem(g}),

u; <u

e seu complemento, o chamado conjunto vacante no nivel u:

Vuzzd\z'u

Consideramos em Z< a o-dlgebra gerada pelas coordenadas canonicas (Y, :
x € Z4). Mapeamos o espaco de probabilidade do processo de Poisson em
(W, W) no espaco de probabilidade (Z4,)), usando a funcao

Hu(w) = (Lrev(w) T € Zd)

que leva de O a {0,1}Zd. Dado A C Z% finito, temos que A C V* se e
somente se w(W* x [0,u]) = 0. Dessa forma podemos calcular IT*(w) em
qualquer conjunto cilindrico, o que mostra que II* é mensuravel. Finalmente,
consideramos a lei Q" do conjunto vacante no nivel u como sendo

Q" = QI '()).
Introduzimos a seguinte notagao, que necessitaremos mais tarde. Defini-
mos a fungao s4 : Wi — W

sa(0*) = 0%, onde @" é o tinico elemento em WY tal que 7(o°) = o*.
Vamos agora mostrar uma propriedade basica do processo que acabamos
de contruir. Definimos a funcao de Green para o passeio aleatoério simples:

g(x,y) = Ew(E 1{Xn:y}> = § P, [Xn = y]
n>0 n>0
Denotando por N, , a varidvel aleatéria que conta o nimero de visitas que o
passeio aleatério que comeca em x faz a y, conseguimos escrever a funcao de
Green como

9(z,y) = E(Ngy).

Denotamos g(x,0) por g(x) e observamos que a reversibilidade do passeio
aleatdrio simples implica g(z,y) = g(y, z). Pelo teorema 4.3.1 de [17], temos,
para contantes ¢, ¢ > 0,

/ c

< < -
5 < g(z,y) < P

L+ |z +yld-
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Definimos para A C Z%, com |A| < oo, a fungao capacidade de A, dada
por

cap(A) = 3 ealr).

TEA

A Proposigao 6.5.2 nos garante entao que

cap(B(0,7)) = "% + O(n™).

O Lema seguinte mostra como calcular a probabilidade de certos conjun-
tos serem contidos pelo conjunto vacante.

Lema 2.2. Para todo u >0, v,y € Z%, ¢ A C Z% tal que |A| < oo, vale

P[AC V'] =exp{ —ucap(4)},

P[m € V“} = exp{ — ﬁ},

2u }
0)+glx—y)"
Demonstragao. {A C V*} é o evento em que nao existe nenhum ponto se-

lecionado em W% x [0,u] pelo processo de Poisson em W* x R,. Como
v(W5N-) = Qa[r*(-)], temos que

P[{z,y} C V'] =exp{ — p

P[AC V'] =exp{ — v(W})dv([0,4]) }

=exp { —ues(Z%)}
=exp g — ucap(A)}.

Resta entao calcular cap({z}) e cap({z,y}). Usando a propriedade forte de
Markov nds conseguimos

k>0 .
:gmwﬁmyi—m@<ﬂ
— m = cap({z})7},

o que prova a segunda parte do Lema.
Seja L = L(A) = sup{n > 0, X,, € A} o tltimo instante em que o passeio
aleatério estave em A. Entao
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P,[Ha<oo] =P, [L>0] =Y > P, [L=nX,=1]

€A n>0
(2.10) = Z ZPI (X, =2/, X), ¢ Apara k> n]
z’'€A n>0
= Z Z]P)x [Xn = ill'/] eA(.CI?/) = Z 9(33, x')eA(a:’).
r’'€A n>0 €A

Escrevemos

e{w,y}<') = pxla(t) + py1y (),

onde p, e p, sao constantes reais. Com essa notacao, temos

cap({z,y}) = pa + py-
Mas (2.10) implica

1 =Py [Hyy < o0] = gy, y)py + 9y, )

Usando a homogeneidade do passeio aleatério simples, vemos que g(z,z) =
9(y,y) = g(0), e g(z,y) = g(y,z) = g(xr — y). Substituindo esses valores e
resolvendo o sistema acima, vemos que

2= (g9(z —y) +9(0)) cap({z, y}),

ou seja

2
g(x —y) +g(0)

cap({z,y}) =

Isso termina a prova do Lema.

]

Para terminar a se¢do, vamos calcular a covariancia entre as varidveis
aleatérias 1yepu € Lycpu.

Cov(lzepu, lyeyn) =Q" [x, Yy E V“} - Q" [m € V“} Q" [y € V“}

(2.11) o

9(0) + g(x —y)

—- }—exp{—%}.
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Usando o fato que g(x — %) possui ordem |z — y|~*~? quando |z — y| — oo
e a formula de Taylor, a expressao acima fica proxima de

dexp { -
dt

2u
g(0)+¢

2u 2u
gz —y) Zg(x—y)wexp{—m}-

t=0
Logo, Cov(1,epu, 1yepu) possui a mesma ordem que g(z,y) quando |z —
y| — 00, ou seja, Cov(1epu, lyepa) possui ordem |z — y|~(@2).

3 Tempos Locais Suaves

Nesta secao definiremos os chamados tempos locais suaves, uma ferramenta
introduzida por Popov e Teixeira em [1] que nos permite simular sequéncias
de variaveis aleatoérias usando uma realizacao de um processo de Poisson
em um espaco adequado. A possibilidade de simular sequéncias de variaveis
aleatorias com leis distintas utilizando uma tnica realizacao do processo de
Poisson sera crucial para o desacoplamento no resultado principal desta tese.

Comecamos com as defini¢oes necessarias. Seja X um espago métrico po-
lonés localmente compacto, B(X) sua o-algebra de Borel e ;1 uma medida de
Radon sobre ¥ (ou seja, todo conjunto compacto poussui medida p finita).
Esses sao os pré-requisitos padrao para a construcao de um processo de Pois-
son em Y. Para tal, consideramos o espaco de medidas pontuais de Radon
em X X Ry

(3.1)
L= {77 = Zé(zwm zy € 3,vy € Ry and n(K) < oo para todo K compacto},
AeA

dotado da o-élgebra D gerada pelas fungoes dg : n — N, dg(n) = n(S), com
S e B(X) x B(R,).

Apesar de o conjunto de indices A ser necessariamente enumeravel, nao
o ordenaremos a principio ja que os proprios pontos (2, vy) serao ordenados
no decorrer da construcao dos tempos locais suaves.

Podemos agora construir de forma canonica um processo de Poisson 1 no
espago (L, D, Q) com intensidade p ® dv, onde dv é a medida de Lebesgue
em R, . Tal construgao é feita em detalhes na Proposigao 3.6 de [18].

A préxima proposicao, tirada da se¢ao 4 de [1], é o resultado principal na
construcao dos tempos locais suaves, ela nos permite simular um elemento
aleatério de X usando o processo 7).

16



Proposicao 3.1. Seja g : & — Ry uma fung¢ao mensurdvel com [ g(z)p(dz) =
L. Paran =7 cp 000 € L, definimos

(3.2) ¢ =inf{t > 0; existe A € A tal que tg(z\) > va}.

Entao, de acordo com a lei Q do processo m,
(i) existe q.c. um tnico A € A tal que £9(z5) = vy,
(ii) (z5,&) € distribuido como g(z)p(dz) ® Exp(1),

(i) N = 3525 O(ersn—ta(zy)) t€m a mesma lei que 1 e € independente de
(& 4).

Demonstracao. Dado A C ¥, definimos a variavel aleatéria

¢ =inf{s > 0, existe A € A tal que s1ag(2\) > vy},

e, para t > 0, o conjunto

Dy ={(z,v) € Ax Ry, tg(z) > v}.

Temos entao

Q[¢* > t] = Q[n(Day = 0)] = e~ Jasl@mld=)

o que implica que €4 tem distribui¢ao exponencial com parametro [, g(z)u(dz).
Além disso, se A, B C X sao disjuntos, o fato de n(Da;) ser independente de
n(Dp.s) para todo t,s > 0 implica que 4 e ¢8 sao independentes.

Usamos o fato de ¥ ser separdvel para encontrar uma sequéncia (z,)nen,
com x, € X para todo n € N, densa em . Definimos os conjuntos

A ={z €3, ds(z,z,) < %},

onde dy, é a distancia no espa¢o métrico ¥.. Entao a probabilidade de que (i)
nao valha é menor do que

Q[ U fA"lvkl = fAnz»kQ},

ny,k1,n2,ka:
A"l k1 ﬂAn%kQ =0

Como a uniao acima é enumeravel e como a probabilidade de que duas
variaveis aleatérias exponenciais independentes tenham o mesmo valor é 0,
temos que (i) ocorre quase certamente.
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Notamos que

Q¢ > a, 25 € A] =Q[¢5\M > ¢4 > q
=Q[¢* = min{¢?, &V}, min{¢?, &V} > o
=Q[¢* = min{¢?, &V} Q[ min{e?, €7V} > o

_ J49(x)nldz) o~ s 9EIn(d2) [y 4 9(u(d=))a
Ja9(z)p(dz) + [g 4 9(2)n(dz)

—ee / g(=)p(d2),

onde utilizamos propriedades bem conhecidas do minimo de variaveis aleatérias
independentes com distribui¢ao exponencial. Com isso, provamos (ii).

Para provar (iii), usamos a propriedade forte de Markov para proces-
sos de Poisson e observamos que {(z,v) € ¥ x Ri;v < £g(z)} é um con-
junto de parada (ver Teorema 4 de [20]). Desse modo, vemos que dado &,
n' = Z/\;ﬁ;\ (2, vy) € um processo de Poisson, independente de z; e, quando
condicionado em &, com medida de intensidade 1,s¢q0.) - @ dv. 1’ serd entao
um mapeamento de 7" (no sentido de [19], Proposigao 3.7) que leva a medida
Lyseg(z) - ®dv na medida p®@dv. Como essa ultima distribuigao nao depende
de &, fica provado o item (iii).

]

Sejam X1, Xs, ..., X, ... variaveis aleatorias em X tais que X; tem distri-

buicao absolutamente continua em relacao a p e, paratodot =2,...,n,...,a
medida de probabilidade gerada por X; condicionada nos valores de X1, ..., X;_;

¢ absolutamente continua em relagao a pu. Usando o processo 7 construido
acima, juntamente com a Proposicao 3.1, nés definimos

g1 : 2 — R, afuncao densidade de X; com respeito a u,
& = inf {t > 0; existe A € A tal que tg;(zy) > U,\},
Gi(2) ==& gi1(2), para z € X,

(2x,,Ua, ), O Unico par em {(zx, vx) }rea com Gy(zy,) = vy,.

(3.3)

No6s definimos entao g : > — R, como sendo a funcao densidade de X5 con-
dicionada no evento {X; = 2y, }. Usando o fato que ni := > 55 0z, 0n—€101(2))
tem a mesma lei que 7 e é independente de (£1, A1), nés definimos
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.(Z)\,’U)\)

, Ga(z) = €494(2) + G3(2)

G3(2) = £3g93(2) + Ga(2)
(ZA37U)\3) !

G2(z) = £2092(2) + G1(2)

Figura 1: Um exemplo mostrando a construcao dos tempos locais suaves.
Sob condicoes brandas conseguimos usar a Proposition 3.1 para simular uma
sequéncia de variaveis aleatérias em .
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& = inf {t > 0; existe A € A tal que tga(2y) + G1(2\) > U,\},
(3.4) Go(2) ==& g2(2) + G1(2), para z € &,

(2xg, U, ), 0 Unico par {(zx, va) faca com Ga(2y,) = vy,.

E definimos recursivamente, para 1 < k < n, g : X — R, como a fungao
densidade de X} condicionada no evento {X; = zy,,..., Xg—1 = 25,_, },

&, = inf {t > 0; existe A € A tal que tgrp(2)) + Gr_1(2x) > v,\},
(3.5)  Gr(2) ==& gr(2) + Gr_1(2), para z € X,

(2x.,Va, ), 0 unico par em {(zx,vx)}aea com Gi(zy,) = vy,

Veja a figura 1. Usando a Proposicao 3.1 juntamente com a construc¢ao acima,
provamos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.2. O vetor (zy,, ..., 2y, ) tem a mesma distribuicdo que (X1, ..., X,).
Nés chamamos a fungdo G, (2) de o tempo local suave da sequéncia
(X1, X, ..o, Xy n)

até o tempo n com respeito a medida p, ou simplesmente de o tempo local
suave. Se T' é tempo de parada com respeito a fitracao canonica gerada pelas
X, podemos construir analogamente Gr(z), o tempo local suave até o tempo
T.

Observamos que se formos capazes de controlar os valores dos tempos
locais suaves, conseguiremos controlar também os valores que a sequéncia de
variaveis aleatdrias associada assume, como o préximo corolario sumariza:

Corolario 3.3. Para qualquer funcao mensuravel h : ¥ — R, nds temos,
usando a mesma notacao que acima,

(3.6)
Q[{zl, oo zrt Sz < h(Z)\)}} > Q[Gr(2) < h(2), para p-quase todo z € X,

para qualquer tempo de parada finito T > 1.

4 Simulando Excursoes

Nesta se¢ao nés mostraremos um modo de simular a intersecao do conjunto
de entrelacamentos aleatorios no nivel u, Z%, com uma bola fechada de uma
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maneira que fique explicita a dependéncia que cada excursao que um passeio
aleatério faz na bola possui com seus pontos de entrada e saida em tal bola.

Mais especificamente, para r,s > 0, sejam A; := B(0,7) a bola discreta
de raio r centrada na origem, Ay := B(0, 7+ 2s) a bola discreta de raio r+2s
centrada na origem, e V := 0B(0,r + ), a esfera de raio r 4+ s centrada na
origem.

O que pretendemos ¢ estudar Z3j = Z" N Ay, mostrando que tal conjunto
nao depende muito do conjunto de entrelacamentos aleatérios em Ay, 7 =
T"NA,y. Deixaremos claro o que queremos dizer com isso nas segoes seguintes.
Por enquanto, observamos apenas que a tUnica “informagao” que T} dd a

4, ¢ alocalizagao dos pontos de entrada e saida das excursoes dos passeios
aleatérios em AS'.

Faremos as contas com r e s a arbitrarios a principio. Observamos que
quanto menor s em relacao a r, mais forte seria esse resultado de “inde-
pendéncia” entre 73, e T3 : com uma pequena zona de buffer entre A; e
As ja conseguiriamos garantir essa “independéncia” procurada. Mostrare-
mos mais tarde que, apesar de nao conseguirmos escolher r e s arbitrarios,
conseguiremos mostrar o resultado desejado com s = o(r).

Vamos mostrar entao como simular 7} sem descobrir a configuragao
de Z}j,. Do Teorema 2.1 vem o fato que, para simular o conjunto dos en-
trelacamentos aleatérios no nivel u em um subconjunto limitado K C Z<,
precisamos apenas de Nj- ~ Poisson(ucap(K)) pontos em 0K, cada ponto
escolhido de acordo com €eg(+), e, a partir de cada ponto desses, gerar um
passeio aleatoério simples.

Primeiramente nés geramos os pontos de entrada em V' e saida em 0A,
de cada excursao em V que um passeio aleatério dado faz. KEsses pontos
serao o varal onde penduraremos os pedagos de trajetoria que entram em Ay,
faremos isso utilizando o método dos tempos locais suaves.

Vamos definir os tempos sucessivos de entrada e saida entre V e A,. Dada
uma trajetéria que comecga em V', nés definimos

Dy =0, Ry = Hpa,,
Dy = Hy o0, + Ry, Ry = Hpa, 0 0p, + D1,
Dy = Hy ofgr, + Ry e assim por diante.

Também definimos o tempo de parada

que é quase certamente finito, ja que o passeio é transiente quando d > 3.
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Ao

Figura 2: Defini¢ao dos conjuntos A;, As e V.
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Seja X,, a n-ésima entrada desse passeio aleatorio simples comecando em
V. Nés definimos o par (Wy,Y;) € V x 0A; como tendo a mesma lei que
(Xpys Xr,). Em geral, se 1 < k < Ta, nés definimos (W, Yy) € V x 0A,
como tendo a mesma lei que (Xp, ,, Xg,)

No tempo T ndés matamos o processo ((Wx, Yx))k>1, j& que o passeio
nunca retorna a V', e para todo k > Ta nés diremos que (Wy,Y) estd no
estado A, um estado artificial introduzido para denotar a morte do processo.

E entdo simples de verificar que o processo ((Wk, Yx))k>1 herda a proprie-
dade de Markov do passeio aleatério simples. Nés chamaremos (W, Yz ))g>1
de o processo varal comecando em W;. Quando nao houver risco de confusao
noés também denotaremos por P, a medida de probabilidade associada ao
processo varal comegando em um ponto wg € V' dado.

Figura 3: Um exemplo do processo varal ((Wy, Yi))g>1-

Vamos agora usar o método dos tempos locais suaves para gerar as tra-
jetérias dentro de Ay, dados os pontos de entrada e saida ((Wy, Yi))k>1. Pri-
meiro definiremos o espaco X onde os nossos pedagos de trejetéria viverao.
Seja K o conjunto de caminhos finitos de primeiros vizinhos em (AS) com o
primeiro ponto em 0A; e o ultimo em V.
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(4.2)
K= {(xo,xl,...,:vn);n €N, x; € (AY) para 1 <i < n,x9 € Ay, z, € V}.

Nos introduzimos outro estado artifical © por motivos que serao esclarecidos
em breve. Definimos ¥ := L U {O} e definimos p como uma medida em ¥
tal que para cada A C X,

(43) M(A) = Z P(I07xn)[X0 =20,...,Xp = xn] + 1{96A}:

(IO7"'7‘Z‘71)€A

onde P4 2,) ¢ a medida do passeio aleatorio simples condicionada no evento
em que xy € o ponto inicial do passeio e z, é o ultimo ponto que o passeio
visita em V' antes de chegar a 0A,. Note que u({0}) = 1.

Usando a construgao acima nés queremos selecionar aleatoriamente um
pedaco de trajetéria em ¥ dado o ponto inicial da trajetoria em V' e o ponto
final da trajetoria em 0A;. Dado w € V e y € 0A; nds definimos o elemento
aleatério o, € ¥ como sendo ou O, no evento em que o passeio aleatério
comecando em w e saindo em y nao chega a atingir A;, ou uma trajetéria
de passeio aleatdrio simples (xy"Y, 27, . .. 7$E(7i,y)) € K distribuida de modo
que x5 é o primeiro ponto em A; depois do comego da trajetéria em w, e
azzj(’ivy) é o ultimo ponto em V antes que a trajetdria atinja y em 0A,. Nos
definimos entao g, : X — Ry como sendo a p-densidade de o,,,. Veja a
figura 4.

Dado (w,y) € V x0As nés definimos P, , como a medida de probabilidade
do passeio aleatério simples comegando em w condicionada no evento em que
y € o primeiro ponto que o passeio atinge em JA,,ou seja:

(4.4) Puyl]:=Pul - [ Xuya, =yl

Dado z = (zq, ..., z,) € K nés denotamos por €(z) o par (zg,z,), 0 par
de pontos das extremidades da trajetéria. Também definimos Q(©) = O, de
modo que §2(z) esteja definido para todo z € ¥. Para (w,y) € V' x 0A; nés
definimos Q(w, y) como o par de pontos aleatério (o, ).

Vamos calcular g(,,,) usando a notacao acima. Dado A C X nés queremos
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Figura 4: A defini¢ao de o(w,y) e Q(w,y).

expressar a probabilidade P[o,,,, € A] como uma p-integral sobre A.
(4 5)

awy € Al= ZP Twy =

acA

= Lioe Pu, [Q(w 0] + ) Pyy[0 = Q(a)|Poaa]
acd
=3Py, 9w, ) = Qa)u(a) = / Py [, y) = (2)]u(d2),

de modo que gy (2) = Puy[Q(w, y) = Q(2)]. Observe que a fungao g,y (%)
depende apenas do par §(z), as extremidades do caminho z.

Seja (L, D, Q) o espago de medida do processo de Poisson no espago ¥ xR,
com a medida de intensidade p ® dv, onde dv é a medida de Lesbesgue em
R, Nés iremos querer substituir o indice fixo (w,y) em gqy,) por um pro-
cesso varal (W, Yy))k>1, € entdo usar as fungoes resultantes como tempos
locais suaves para simular os pedacos de trajetéria que precisamos. Como
a definicao dos entrelacamentos aleatérios dentro de V' requer um nimero
Nt ~ Poisson(ucap(V)) de passeios aleatérios independentes, precisaremos
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desse mesmo numero de processos varal independentes. Para essa tarefa, ne-
cessitaremos de um espaco de probabilidade bem maior, facilmente definido
como o produto do espaco do processo de Poisson com um produtoério infi-
nito e independente de espacos de probabilidade de passeio aleatério simples
comecando em V. Noés chamamos esse espaco de espago de probabilidade
global e denotamos por P sua medida de probabilidade, que chamamos de
‘probabilidade global’.

Dado um processo varal ((Wy, Yx))k>1, definimos o tempo local suave da
trajetoria associada:

(4.6) G(2) =D &g (2)-
k=1

Precisaremos também considerar o tempo local suave até um tempo aleatério
T S TAI

(4.7) Gr(z) = &gy (2)-

Também fazemos uma definicao analoga para qualquer tempo deterministico
n>1

(4.8) Gu(2) = ) &gw, ) (2)

e denotamos por z; 0 k-ésimo pedaco de trajetoria aleatoriamente selecionado
pelo tempo local suave até o tempo k£ > 1, G,.

Como vimos anteriormente, precisaremos de um nimero N ~ Poisson(ucap(V'))
de processos varal e tempos locais suaves associados para simular 7% . Para
Jj =1,..., Ny, nés definimos ((W,g,Y,g))kZl como sendo um processo varal
comecando em W/ de modo que ((W,ﬁ, Y ))k>1 é independente de (WEY))k>1
quando i # j, e de modo que Wy tem a mesma lei que ey (-). Seja TX o tempo
de morte associado ao processo ((W7,Y?))g>1. Nés denotamos por

7
(4.9) G'(z) = Zfig(wg,y,g)(Z)
k=1

o tempo local suave associado com o j-ésimo processo varal. Pela proposicao
3.2, deve ser claro que conseguimos simular todos os elementos aleatorios
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(Uw,g,y]g)j,kzl ao mesmo tempo utilizando apenas uma tunica realizacao do
processo de Poisson em ¥ x R,. Como mostra o Corolério 3.3, para controlar
os valores de (JszvYIf );k>1 precisamos apenas controlar a funcao

(4.10) Gilz) =D (),

o tempo local suave associado com todo o processo. Com tal objetivo em
mente nossa motivacgao se torna estimar os momentos desse tempo local su-
ave. Primeiramente mostramos um jeito mais simples de expressar a espe-

ranca de G(z).

Teorema 4.1. Usando a mesma notacao que acima, nos temos

E(G(2) =E()_ gm(2) = E(D_ Pupwi[Q(Wi, Yi) = Q(2)])
(4.11) = =

TA TA
=E(D_ Lomy=aer) = E(D Lo, xe)=00))-
k=1 k=1

Temos entdao que a esperanca de G(z), para z # ©, é a mesma que a
esperanca de quantas vezes o passeio aleatério comegando em W7 fara uma
excursdo em AS com os pontos de entrada e saida dados por Q(z).

E claro que a mesma conta funciona para qualquer distribuicao inicial de
W;. Dado y € 0A; nés definimos G, () como sendo a medida de chegada em
V' de um passeio aleatério simples que comeca em y. Podemos entao tomar
By(-) como a distribui¢ao inicial de W;. Definimos P, como a medida global
do processo quando a distribuicao inicial do processo varal é dada por §,(-), e
denotamos por Eg, a esperanca associada. Precisaremos permitir nesse caso
que o processo comece no estado cemitério A, denotando o evento em que
o passeio aleatério comecando em y nunca chega a V. Em uma defini¢ao
analoga, denotamos P,, a medida global do processo com wy € V sendo o
ponto inicial do processo varal, e denotamos E,,, a esperancga associada.

O préximo teorema, adaptado de [1], nos d4 uma cota superior para o

segundo momento E(G(z))?.

Teorema 4.2. Para qualquer wy € V,

(4.12) Euo (G(2))” < 2By (G(2)) ( sup EuwG(2) + sup Gewp (2)).

w'eVvV
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Demonstragao. Dado z € ¥ e n > 1, podemos escrever (lembramos que a
esperanca de (Exp(1))? é igual a 2)

Ew, (Gn(z)) ‘=

= IEwo < i fkg(Wk,Yk)(z)> 2
k=1

= Ewo < i fzg?Wk,Yk) ) ( Z gkfk’ (Wi, Ye) ) Wy, Yk/)<z))
k=1

k<k'<n

<) B Sup Iwy) (2) o gowi i) (2) + 2 Z Z wo (9w, v (2) 9w v (2))
k=1 ’

k=1 k'=k+1

< 28Up Glw,y) (2)EweGrlz +22 Z wo (9w i) (2) B (9w vy (2) | Wi, i)
Wy k=1 k'=k+1

e

n—

< 25UP G(w,y) (2) By G (2) + 2 ZEw()( 9wy (2)Epy, ( Q(Wm,Ym)(Z)>>
w7y

3
l.

Ed

n—

< 28Up G(uw,y) (2)EwyGn(2) + 2sup By ( I(Wn, Ym) )Ewo (Z 9wy, Yk )
w,y w’

< 2B, (Gr(2)) (slul/p EuGn(z) + sup Y(wy) (z))

3

provando o resultado para o tempo deterministico n. Fazemos entao n tender
ao infinito e usamos o teorema da convergéncia mondtona para provar o
teorema para o tempo Ta. O

Para os resultados dessa tese, serd essencial uma estimativa dos momentos
exponenciais de G. O préximo teorema, novamente adaptado de [1], nos da
tal estimativa.

Teorema 4.3. Dado z € X e um subconjunto mensuravel I' C X, sejam

a:inf{g(L)(Z) () €V x 93,2’ €T, gay(2) > 0},
g(wy)('Z)
(4.13)

N( #{k}<TA,ZkEF}

) =
(> sup Gy (2).
(w,y)€V XA

Entao, para qualquer v > 2,

PIG(2) = vf] < PIG(2) = 4 (exp {=(5-1)} +sup P [n(I[0, vl < N(D)])
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(observe que n(I" x [0, svla]) € uma varidvel aleatdria com distribuicdo
Poisson (1vlap()) ).

Primeiramente damos uma idéia de o que cada termo na cota acima
representa. O primeiro termo no produto é explicado pelo fato que, para
que G(2) ultrapasse v/, ela primeiro tem que ultrapassar ¢. Os dois termos
dentro do parénteses correspondem respectivamente a probabilidade de G(2)
ultrapassar vf a partir de um numero menor que ¢ de uma sé vez, e um
termo de grandes desvios. Podemos esperar que o segundo termo decaia
rapidamente conforme v cresce, ja que N(I') se torma muito menor do que o
valor esperado de n(T" x [0, svla]).

Demonstragao. Defina o tempo de parada (com respeito a filtracao F, =
U((Wk’a Y;c)>
&k k <))

(4.14) T, = inf{k > 1: Gx(2) > (}.

Agora, para qualquer v > 2, podemos cotar P[G(Z) > vl] por
(4.15)
P|T; < 0o, Gr,(2) > 2] + P|T; < 00, Gr,(2) < 2, G(2) — Gr,(2) > (]

(observe que P[G(2) > ¢] = P[T; < o0]). Comegamos estimando o primeiro
termo da soma, que é igual a (usando a propriedade da perda de memdria
da distribuigao exponencial)

> E(Go1(2) < £ P[ngar v (2) > 30— Guo(2) | War, Yoot Gui] )

n>1
< ZE<Gn—1(5) <L, Plergw, v (2) > = G P&rgw, v (2) > (5
n>1
(4.16)
< P[T; < od] (sup)P[&g(w/,y/)(é) > (3 -1)(]
w/’y/

< P[T; < oolexp{ — (4 —1)}.
Focamos agora na cota para o segundo termo em (4.15), que é

E(T[ < 00, GTg(é) < %&P[G(Q) — GTZ<2> > %Z | Gl, ey GT@])

4.17
(4.17) < P|T; < 00] sup Py [G(2) > 20).

Usando agora que para todo 2z’ €
TA TA

(4.18) G(2) =) &Ggmvn(?) =D a&gw,yvo(3)1r(2) = aG(£)1r(?).
k=1 k=1
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nos obtemos que para todo 2z’

PG > 3]

1
o [G(z') > 52}6&, para todo 2’ € F]

[n(T' x [0, vla]) < N(T)].

<P
(4.19) =
<P
Juntando (4.15) com (4.16), (4.17) e a conta acima nds obtemos o resultado
desejado. O]

5 Desacoplamento Condicional

Vamos reunir os resultados ja apresentados para mostrar nosso resultado
principal, a tal “independéncia” entre Z3 e Zj . J4 adiantamos aqui de
maneira informal o que queremos dizer com “independéncia”. Iremos simu-
lar o conjunto de entrelacamentos em A; no nivel u de duas maneiras. Na
primeira construiremos Z% usando o tempo local suave G*, ou seja, simula-
remos Z} usando os tempos locais suaves indexados pelos processos varal.
Na segunda maneira, construiremos um conjunto composto de trajetorias de
passeios aleatérios em A; de uma maneira similar a da construgao de T3 ,
a unica diferenga sera que os tempos locais suaves usados nessa segunda
construcao serao indexados por uma sequéncia dada w de pares de pontos
pertencentes a V' x dAs. Denotaremos esse segundo conjunto aleatério por
7% &> € mostraremos usando o método dos tempos locais suaves que com alta
probabilidade Iflll‘@ e T)? sao muito parecidos para u; e uy arbitrariamente
proximos. Provaremos em seguida um resultado similar quando os pares de
pontos que compoem a sequéncia dada pertencem todos a 0As x 0A,.
Comecamos com a seguinte cota:

(5.1) sup Py [Qw',y) = (wo,90)] < Gos™2@Y,
w' eV
y’egAg
cuja prova ¢ técnica e portanto sera adiada para a subsecao 6.2 do apéndice.
Seja z € ¥ tal que Q(2) = (wo, Yo), € seja h := dist(wy, yo). Escreveremos
F(wy, yo) no lugar de G(z), deixando explicita a dependéncia do tempo local
suave com os pontos extremais 2(z). Definimos

(5.2) 7(wo, yo) := E(F(wo, o)).

O préximo lema, cuja prova também adiamos para o apéndice (secao 6.2),
nos dé uma estimativa para m(wg, 3o)-
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Lema 5.1. Usando a notac¢ao definida acima, nds temos, para constantes
(s, ey c1 > 0:

(i) Gscap(V) ™ sh™ < m(wo, yo) < Ggcap(V) " sh™,

(ii) E(F(wg,y0)?) < ¢ cap(V)ts™2d+4pd,

Além disso, como dist(wo, yo) > s, nos temos

(iii) Sup,, ,, ™(Wo, yo) < (g cap(V) s~

Vamos agora mostrar uma cota de grandes desvios para F'(wo, yo)-

Lema 5.2. Ezxistem constantes (7,(s > 0 tais que para todo (wo,yo) € V X
0Ay, nos temos

(5.3) P[F(wo, Yo) > v§3s’2(d’1)} < GpsPd-Dp~d cap(V) e s

para qualquer v > 2 (podemos também supor (s < 1 sem perda de generali-
dade).

Demonstragao. Usaremos o Teorema 4.3 para F'(wo, 3o), com
s
Lo = {(wp, yo) € 941 x Vimax{[fwy —woll, [lyo = voll} < 7}

Usando a mesma notagao que o Teorema 4.3, observamos que (5.1) implica

[ < (s
e notamos que que (g 4) > 25241 para alguma constante ¢ > 0. Além
disso, como podemos ver na secao 6.3 do apéndice, nés temos

O[ZC4>O.

A desigualdade de Chebyshev juntamente ao lema 5.1 implicam entao
(5.4)

P[Tz < oo} = P[F(wo,yo) > C3$_2(d_1)] < 7(wo, Yo)

S m < C§1C632d_1h_d cap(V)_l.

Denotamos por N (L', ,,) o nimero de vezes que a trajetéria de passeio
aleatério associada a F(wy, yo) faz uma excursao da forma 2z’ € ¥ em AY tal
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que (') = (W', y') € T'yyyo- Definimos também 7, ,, como o nimero de
pontos do processo de Poisson associado aos nossos tempos locais suaves que
pertencem a Q7 (Tyy40) X [0, %UC3<’4872(d71)]. Notamos que ambas defini¢oes
sao consistentes com a notacao do Teorema 4.3 e escrevemos

<3C4C2U}

P [nw07y0 S N(Fwo,yoﬂ S ,P[num,yo S = 4 }

Afirmamos que ambos os termos do lado direito da desigualdade acima sao
exponencialmente pequenos em v. Com efeito:

® 7wy, POssui distribuicao de Poisson com parametro maior ou igual a

¢3Cacav
2 ) ©

e toda vez que o passeio aleatério associado a F'(wy, yo) atinge 0As, com
probabilidade uniformemente positiva esse passeio nunca mais atinge
[y Dovamente. Desse modo N(I'y, ) ¢ dominada por uma varidvel
aleatoria geométrica de parametro cz, para alguma constante c3 < 1.

Juntamente a (5.4) e ao Teorema 4.3, isso conclui a prova do lema. [

Seja Wy, 40 (A) = E(eM(@0%0)) a funcio geradora de momentos de F'(wy, yo).
Vamos usar as cotas acima para estimar ¥, .. elementar obter que e’ —1 <
t +t* para t € [0,1]. Com essa observagao em mente, nés escrevemos para

2(d—1)

¢ss
0<A< 2¢3
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(5.5)
\ijo,yo ()‘) -1 :E(eAF(wO’yO) - 1)1)\F(wo,y0)§1 + E(eAF(wO’yO) - 1)1>\F(w07yo)>1

<EAF(wo, yo) + N F(wo, yo)?) + E(eM (woro) D 1xp(wo,y0)>1

< Am(wo, Yo) + 1A cap(V) ts 2R 4 E (M (wov0) D)1y P(wo,y0)>1

[e.o]

< Am(wo, yo) + c1A? cap(V) Ls 724474 4\ / NP [F(wo, Yo) > y] dy

)\71
< Am(wo, Yo) + A \? cap(V)_ls_2d+4h_d + )\C782d_1h_d cap(V)_1+
s gs2(d—1),,
+/é%3>@
)\—1

. (_4852(1171))71

< Am(wo, yo) + 1A% cap(V) "Ls ™24~ ey dsh™@ cap(V) e %G
< Am(wo, yo) + csA? cap(V) Tts T2
onde usamos o Lema 5.1 e o Lema 5.2. Como et — 1 < —t + t? para todo
t > 0, nés obtemos para A > 0
(5.6) Wo o (—A) — 1 < =Am(wo, yo) + cgA? cap(V) Ls~ 24y~
(a cota de grandes desvios do Lema 5.2 nao é necesséria nesse caso).
Observe que se (xx, k > 1) sdo varidveis aleatérias i.i.d. com momento

exponencial ¥ e N é uma variavel aleatéria de Poisson independente com
parametro 6, entao
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]E(exp Z ZE exp AZXk 1y= n

k=1 n>0

=S TTE(exp (vas)BV = ]

n>0 k=1

=Y U(\)"P[N =n]

n>0

_3 e (W (N)
n>0

— O(T(N)-1))

Seja Fi(wo,yo) a esperanca E(G*(2)) definida em (4.9), quando z € X ¢ tal
que Q(z2) = (wp,yo). Usando o Lema 5.1 e (5.5), nés temos, para N} ~
Poisson(ucap(V)) e todo 6 > 0

(5.7)
P[GE(Z) > (1+6)acap(V)m( w0,y0 ZFk wo, Yo) = (1 + 0)d Cap<V)7T(w0,Z/0)]

E(exp (/\Zk 1Fk(w0:y0)))
~ exp (A(1 + d6)acap(V)m(wo, yo))

(Adacap(V)m(wo, yo) — csA*as > A7)

(
(
exp (= A(1+ 8)acap(V)m(wo, yo) + i cap(V) (W o (V)
exp (-
(-

exp (— (Adacssh™ — csN*as > h ™).

Analogamente, com (5.6) no lugar de (5.5), nds obtemos.

(5.8)
PG5 (2) < (1=0)acap(V)m(wo, yo)] < exp (—(Adacssh™—ceA*as > *h™7)).

Escolhemos A = ¢705273 com ¢; pequeno o suficiente de forma que A
<382(d Y. Considere b = b(d) de forma que 1 < b <2 — 2 e seja a = a(d) :

I IA
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2d — 2 — bd. Para s < r < s, nés obtemos, cotando pela soma a unido de
todos os possiveis pares de pontos (wo, o) € 0A; X V (note que 0A4; x V
possui O((r + 5)2(@=1) elementos), e observando que h < 2r,

P(1 = 8)acap(V)m(Q(2)) < Gy (2) < (1 +8)dcap(V)m(Q(2)), V 2z € K] >
(5.9) > 1 — cg(r + s)2 4 Yexp (— codtis®).

Observe que podemos supor c¢g < 1 sem perda de generalidade. Definimos o
intervalo

I = [(1 = 8)icap(V)m((2)), (1 + 8)acap(V)m(€(2))]

e o evento
DS = {G7 ¢ I}iz para todo z € K}.

Usando (5.9) e cotando a uniao dos eventos pela soma, nés obtemos

(5.10) P[Di DI, DI

u(1—e) ] 21— cio(r+9)*“Vexp (- crne’us®).

(1+e)

O que precisamos de mostrar agora é que quando nos sao dados os pontos
de entrada em V e saida em dA; de um nimero N ~ Poisson(ucap(V))
de trajetorias de passeio aleatério simples, cada trajetéria comecando em
um ponto escolhido de acordo com éy (-); e nés usamos esses pares de pontos
como os indices das funcoes g(,.,) definidas na secao 4, o tempo local suave
resultante estd contido no intervalo [Gf(lfe)(z), GE(HG)(Z)] para cada z € K
com grande probabilidade.

Mais precisamente, seja w; = ((wi,yi),. .., (w,}i, y,_lpi)) uma sequéncia
finita de pares de pontos de entrada em V e pontos de saida em 0As de uma
trajetéria de passeio aleatério simples comecando em um ponto wi escolhido
de acordo com éy(-). Nos definimos analogamente a sequéncia i.i.d. de
elementos aleatorios wo, . .., wy, ... e definimos NX como sendo uma variavel
aleatéria independente de Poisson com média ucap(V). Definimos w :=
(w1, @9, .., @) e (V x 0A3)) ) P(((V x 0A3)) ) Pyiaa,), 0
espago de proba%ilidade onde tais w estao definidos.

Usando o mesmo processo de pontos de Poisson definido na secao 4, nés
definimos os tempos locais suaves

73
G (2) = D€L0 4y (2):
k=1
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N
GZ(z) 1= G™(2).
k=1
O proéximo teorema é o pentltimo passo na prova do resultado principal.

Teorema 5.3. Erxiste um conjunto A € X tal que
Py o, [A] > 1= cpa(r + )2 exp (— ciz’us®),
e para todo w € A fizo,

P[Gf(l_e)(z) <G%(2) < Gf(He)(z) para todo z € IC] >

>1—ca(r+ 3)2(“{’1) exp ( — 01362usa).

Demonstrac¢ao. Observe que (5.9) implica
(5.11)

/P[Gﬁ(z) € qu,z para todo z € IC] Py o4, [dfﬂ] > 1—cg(r+s)24Yexp (—0962125“).

Seja

A:={& e X,P[G"(z) € IE,Z para todo z € K| > 1—cs(r+s)@ Y exp (—%62213“)}.

Entao (5.11) implica

Pyyoa, [A] > 1 —cs(r+ )" Dexp (- %962115‘1).

Usando (5.10) e cotando a unido pela soma, isso termina a prova do teorema.
m

Dado & € ((V x 0A3)))(*) nés definimos 74, |s como sendo o conjunto
de entrelagamentos no nivel u intersectado com A; quando os pontos ini-
ciais e finais das trajetérias de passeio aleatorio que compdem o conjunto
de entrelacamentos sao dadas por w. O Teorema 5.3 implica que, para
@& € A, existe um processo (Z4 > u > 0) distribuido como o conjunto de en-
trelacamentos intersectado com A;, e um acoplamento P tal que, para todo
e > 0 e s > 0 suficientemente grandes, nds temos

(5.12) P [fz(llﬁ) CTh, e C fz(llJre)] >1—cp(r+ S)Q(d_l) exp ( — 61362U8a).

|eo

Mas <@ carrega informagao nao contida em Z7% : os pontos de entrada
em V das excursoes dos passeios aleatérios em AS. Tivemos que simular
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Figura 5: Uma ilustragao de como os tempos locais suaves se comportariam
para w € A. As linhas tracejadas representam os seguintes intervalos, de
€ € €

baixo para cima: ]3(1_6) - I3(1+6) _. Observe que, pelo coroléario 3.3, o
fato de G¥(z) estar sempre entre GE(I_E) e G§(1+e) implica fz(llfe) CT4 s C
iu(l—i—e)

Aq ‘
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as trajetorias dessa maneira porque se os pontos de entrada e saida das
trajetérias pertencessem a 0A; nds veriamos excursoes de passeios aleatérios
em AZC que entrariam e sairiam de Ay em pontos arbitrariamente préximos,
o que impossibilitaria os cdlculos aqui feitos. Como nés queremos desacoplar
T%, de I% , nés precisamos de provar uma desigualdade similar a (5.12)
para conjuntos zﬂ de pares de pontos de entrada em JA, e saida em A, de
trajetérias de passeios aleatorios, numa definicao analoga a de .

Nés definimos v, := ((vi,91),..., (v;i : yr}é )) como sendo uma sequéncia
finita de pares de pontos de entrada e saida em 0As de uma trajetéria de pas-
seio aleatdrio simples que comega em um ponto v escolhido de acordo com
€94, (+). N6s analogamente definimos a sequéncia de elementos aleatérios i.i.d.
Yo, ..., Yg,... e consideramos N§A2 como uma variavel aleatéria de Poisson
independente com média ucap(0Ay). Definimos Y= (1,19, . .. ,¢N3A2) e
(((0A3 x DA)CN) ) P(((0 A3 x 0A)%)) () Py, xa4,), O espaco de proba-
bilidade onde tais zﬂ sao definidos.

Ao

S

Figura 6: Representagao visual do elemento m;.

Defina m,; como sendo um elemnto aleatério de (((V' x OA,)(>))(>) dis-
tribuido como os pares de pontos de entrada em V e pontos de saida em
A, das trajetorias de passeio aleatério que compoem o conjunto de en-
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trelagamentos em A;. quando os pontos de entrada em 9 A, de tais trajetérias

sao dados por w Definimos também 1 e de uma maneira completamente

andloga a definicao de Z% Ay |e OU S€ja, deﬁmmos 1 ; como sendo o conjunto

Arld
de entrelacamentos no nivel u intersectado com A1 quando os pontos de en-

trada e os pontos de saida em JAy das trajetorias de passeio aleatério que

compoe tal conjunto de entrelagamentos sao dados por .
Temos entao, para 1 € (((0Ay X 8A2)(00))(0°)

(5.13)
P[IA(ll €) C Iu i . C Iu(l-‘rs ZP u(l €) C IZ 2 C C Iu(l-‘re |m¢ _ @},P[md] _ @}
=Y P € Ty € TP [mg = 2]
> (T— cra(r + 5)2@ Y exp (— cizus®))(1 - P[m¢ € A))
Seja £ C (((V x 9A3)) () o conjunto de todos os 1) tais que
,P[m,d; c .A] > \/PVXQAQ [.A]
Como
/’P[md} S A]anAz [d@ﬂ = Py o, [.A],
noés temos

Poayxoas [E] < \/ Pvxoa, [A].

No6s acabamos de provar o teorema principal desta tese:

Teorema 5.4. Dado b € R de modo que 1 < b < 2 — 2, consideramos
a=a(d) :=2d—2—bd. Sejamr,s € Z, de modo que s <r < s°. Considere

= {z € Z% dist(0,2) < r},

Ay = {x € Z% dist(0, z) > r + 2s}.

consequimos o sequinte resultado: usando a mesma notagao que acima, nos
temos que, para contantes ci4,c15 > 0, existe um conjunto G tal que

Poasxoa, [G] =1 — cralr + )24 exp (— cise?us”),

e para todo v € G,
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(5.14) P [fx(llfe) C ijhliz C fz(llﬂ)] >1—cu(r+ 5)2(d’1) exp ( — c15e2u5“).

Além disso, para qualquer fungao crescente f no conjunto de entrelacamentos
intersectado com Ay, nos temos

(5.15)
PG = eaalr + 20 Delo0™) <B(F(T3) 1T, )g
< f(ZY4 HE )1g + cra(r + S)Q(d_l)e(_cl5€2“5a).

6 Estimativas Técnicas

6.1 Estimando as Probabilidades Relevantes

Sejam w,yy € V, wg € 0A; e y € JA;. Ao longo da tese necessitaremos de
cotas para a seguinte probabilidade

(6.1) Puy [2(w, ) = (wo, o))

que ja vimos ser a probabilidade de que a trajetéria aleatéria selecionada por
Owy tenha wy e yo como pontos de extremidade. Precisaremos por exemplo,
de uma cota superior para o supremo

(6.2) sup Py [QUw', y') = (wo, yo)]-
Voo,

Comecamos a tarefa introduzindo uma notacao mais leve para trabalhar
com os eventos de interesse.

w 5 wp; 0 evento em que o passeio aleatorio simples comegando em w
atinge 0A; antes de chegar em 0A,, e seu ponto de entrada em 9A; é wy.

Wy 2, Yo; O evento em que yy ¢ o ultimo ponto em V que o passeio
comecando em wy visita antes de atingir 9 As.

Yo 3, y; 0 evento em que o passeio aleatério simples comecando em 1y
atinge 0A, antes de retornar a V' e seu ponto de entrada em 0A, é y.

w S y; 0 evento em que o ponto de entrada em 0A, do passeio aleatorio
simples que comega em w € y.
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Figura 7: ~ visto como a concatenacao dos trés caminhos 7y, 7, and ~s.
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Também denotamos por w 5 Wy 2 Yo 3y y a “concatenacao” dos trés
primeiros eventos, onde o ponto final do primeiro evento se torna o ponto ini-
cial do segundo e assim por diante. Com nossa nova notagao a probabilidade
(6.1) se torna

4 Pw[wﬁwoiyoiy]
(6.3) P, [w = wo = Yo = ylw —>y] = . )
Pw[w%y}

Vamos tentar separar essa probabilidade em pedacos que sejam mais sim-
ples de trabalhar. Dado v um caminho finito de primeiros vizinhos em Z¢,
denotaremos por || sua cardinalidade. Abusaremos um pouco a notagao di-
zendo que y pertence a um evento E sempre que as primeiras coordenadas de
7 forem uma escolha vélida para as |y| primeiras coordenadas do evento E.
Também denotaremos por P[] a probabilidade de que as |y| primeiras coor-
denadas do passeio aleatério simples comecando em x sejam as mesmas que

1 2 3 , . ~
as de 7. Se v € w = wy = Yo — y, € elementar ver que v é a concatenagao

. ) . 1 2 3
de trés caminhos distintos: 7, € w — wy, Y2 € Wy = Yo € V3 € Yo — Y-
Temos entao

1 2 3 1
]Pw[w—>w0—>y0—>y}: Z o
(6 4) _’yEw%woi)yogy 1 1
- Z 2| Z 2| Z 9kl
’Y1€wi>wo ’Yzewoiﬁ,/o ’YsEyoiM/

Vamos focar no segundo somatério » por um momento. Cada

1
“szwoi)yo 2l
caminho v, € wy 2 Yo pode ser visto como a concatenacao de um caminho
79 responsével pela primeira visita que o passeio faz a y e uma sequéncia de
caminhos 74, ...,75 associada aos retornos sucessivos que o passeio faz a yq
antes de chegar em 0A,, ver a figura 8. Dessa forma,

(65) D Pug[ra] =) Pu[1] D Y Pyln]. Py ]
7 3 K210,
Mas para kg > 0 fixo, a soma ), -, 271 o Pyg (3] ... Py, [15°] ¢ igual a
> Lorn

probabilidade de que o passeio aleatério simples comecando em 1y, retorne
a 9o ao menos ko vezes antes de atingir JA;. Como o passeio é transiente,
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v
A
0 2
Y2 /
wo
Yo
Figura 8: 7, como a concatenacao dos caminhos 79,74, . .., 5.

podemos usar a propriedade forte de Markov para mostrar que existe uma
constante 0 < ¢; < 1 tal que.

(6.6) SN Py By 0] < e

> k,
k'()_l ’Y%?"'?P}/QO

Mostramos entao a existencia de uma constante (5 tal que

(6.7) D Puylre) 6D Py

onde 9 representa qualquer caminho de primeiros vizinhos que comega em wy
e termina em sua Unica visita a 1o, sem nunca chegar a A,. Vamos atualizar
a definicao dos nossos eventos em vista dessa ultima conta. Denotamos por

wo 25 1o; 0 evento em que o passeio aleatério simples comecando em wg
visita yo antes de atingir JAs.
Juntando (6.4) com (6.7), conseguimos

(6-8) Py [w i> Wo 3> Yo i y} <GPy [w i> wo} Poq {wo 2—/> yO]Pyo [?Jo i y}.

Nosso trabalho agora consitird em dar cotas superiores para essas probabili-
dades, além de dar uma cota inferior para P, [w EN y]

Usaremos extensivamente trés resultados sobre o passeio aleatério sim-
ples. O primeiro, que pode ser visto como consequéncia da Proposicao 6.5.4
de [17], essencialmente nos diz que a probabilidade de que o passeio aleatério
simples comecando a uma distancia hg de uma esfera de raio também hg

43



atinge tal esfera em um ponto especifico ¢ de ordem h @10 segundo

resultado é uma aplicacao simples do Teorema de parada opcional para su-
permartingais e submartingais, e pode ser vista na prova do Lema 7.5 de [1].
O enunciamos aqui oara a conveniéncia do leitor.

Lema 6.1. Sejam 0 < p; < ps numeros reais suficientemente grandes, e seja
x € B(0,p2) \ B(0,p1). Entdo
(6.9)

—(d—3% —(d—3 —(d— —(d—
o]~ — (py = 1)) 2]~ — (o) Y

<P, [HB(O,PI) < HB(O,pz)} < (p1 — 1)—(d—1) _ (p2>7(d71)

O terceiro resultado é o Principio de Harnack (Teorema 6.3.9 de [17] ), e
essencialmente nos garante que os valores de uma fun¢ao harmonica avaliada
em dois ponto suficientemente longe da fronteira sao comparéaveis. Como a
probabilidade de que o passeio aleatério simples comegando dentro de um
conjunto finito K atinja determinado ponto em 0K é uma fung¢ao harmonica
em K, a utilidade de tal principio logo fica clara. Uma vez ou outra faremos
referéncia ao principio da invariancia de Donsker (Teorema 3.4.2 de [17]), que
nos garante que o limite em distribuicao do passeio aleatério simples em 6Z¢
quando § — 0 é o movimento browniano padrao em R? . Isso nos permitird
fazer afirmagcoes sobre a probabilidade de que o passeio aleatério simples saia
de um conjunto por um determinado subconjunto da fronteira, nos baseando
apenas em propriedades da solucao do problema de Dirichlet.

Vamos ao trabalho de cotar as probabilidades relevantes.

(1 + 1) = () @D

w = wp: Seja h; = dist(w,wp). Veremos Z? como um subconjunto
de R?. Seja eq,...,eq a base candnica de R?. Sem perda de generali-
dade, podemos supor w e wy pertencentes ao plano gerado por e; e e;. Se
p,®1,..., P41 sdo as coordenadas esféricas correspondentes em R¢, defini-

2nr

mos para iy = 1,...,[Z ] edq=1,..., |7, k=2,...,d -1

(6.10)
{(p7q)17"'7q)d—1) eRd7 TSPST+287 (“27—1)5 Sq)l S ;1_57
Eilw-yid—l = (ixg—1)s IS i i
MR P <V E=2...,d-1}
r r
Definimos também C; como a bola discreta de raio s contida em A; de
modo que C; N A; = {wp}. Essa bola serd ligeiramente diferente de B(0, s),
mas é simples ver que essa diferenca nao altera a veracidade do Lemma 6.1
e da Proposicao 6.5.4 de [17]. Existe uma constante ¢; tal que o passeio
aleatorio comecando em w terd que cruzar ao menos % conjuntos da forma
E;, .., , para atingir wy sem tocar nem 0A; nem 0A;. Cada vez que o
passeio chega a um conjunto Ey _» , a probabilidade de que ele chegard

1re9%q
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. . 1 .
Figura 9: Um caminho pertencente a w — wy deve cruzar % conjuntos da

forma E;, antes de atingir wy em Cf.

'-7id—1

a outro conjunto da forma £, ,; , a uma distancia de pelo menos s de
Ey .« antes de atingir tanto dA; quanto 0A; é limitada superiormente
por uma constante 0 < ¢y < 1, como pode ser visto usando o principio da
invariancia de Donsker. Usando a propriedade forte de Markov podemos
mostrar que a probabilidade de que o passeio comegando em w cruze ao

menos % conjuntos da forma E;, antes de atingir 0A; U JAy é menor
c1hy

d—1

do que ¢, *

Observamos que é mais dificil o passeio comecando em w atingir w, antes
do que qualquer outro ponto em 0A; do que o passeio atingir wy antes de
qualquer outro ponto em 90C1,

Pu [ Xty,, = wo] < Pu[Xm,e, = wo).

Ja observamos que a probabilidade de um passeio aleatorio que comeca
a uma distancia s de uma esfera de raio também s atingir tal esfera em um
ponto especifico é de ordem s~(@~1). Juntamente com o argumento do dltimo
paragrafo, isso implica a existéncia de uma constante c3 > 0 tal que
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6.11 P wi>w <eicihls*(d*1).
w o >

Yo 2 y: Definimos y 3 Yo como o evento em que o passeio comecando
em y atinge yo em V antes de atingir qualquer outro ponto em V ou em 9As.
Da reversibilidade do passeio aleatério simples vem

(6.12) P, [y 5 yo] = Py [0 > 4]

Usamos o Lema 6.1 e um pouco de calculo para mostrar que, se o passeio
aleatdrio simples comega em ¥, a probabilidade de que ele atinja 9B(0, r+ %)
antes de atingir 0A, é de ordem s~'. Com efeito, se x € Z? é tal que

r+2s—2<|x|<r+2s—1,

|| =@ — (r 4 25) (1)
PelHopore) < Honorsan] S o~ — (4 g0y w0
(r+2s—2)7(d71) _ 17(d71)

— r+2s—5\_ g a1y
(6.13) (Fs) @ =170

d—1)

Usando a férmula de Taylor para a funcdo ¢ +— (1 + ¢)~(4=Y a expressdo

acima fica menor do que

—(d—1) ’
r+2s + G

/ _—s /
G r+2s + C3

1 2
r+2s

s 2
r+2s

para constantes ¢, ¢, ¢4 > 0 apropriadas. Supondo s = o(r), conseguimos

P, [Hppo,i ) < Hop(or429] = O(s7).
Fazendo uma conta andloga para a cota inferior, conseguimos o resultado
desejado. A prova para a cota superior para P, [y 3, yo] continua do mesmo

modo que a prova da cota para P, [w EN wo]. Seja hg = dist(yo,y). Entao
existe uma constante c¢s > 0 tal que

(6.14) Py [y KN o] < e~ HE (=11,
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Figura 10: O passeio comecando em wy tem que chegar em 0C5 antes de 0C,
e entao atingir Cy \ Ay para conseguir visitar yo.

wo LN Yo: Denotamos por h a distancia euclidiana entre wq e yo. Supo-

nha h > 20s. Seja w; o ponto em JAs mais proximo de wy. Seja Cy a bola

discreta de raio % que intersecta JA, apenas em w; e estd contida em A,.
h

Seja C3 a bola discreta de raio 3 concénctrica com Cs. Para que o passeio

comegando em wy visite yo sem sair de (AS), ele necessariamente tem que
chegar a JC5 antes de chegar a 0Cy. Fazendo uma conta similar a (6.13),
vemos que tal evento tem probabilidade da ordem de 3.

Para que o passeio chegue a 1, ele primeiro tem que atingir uma esfera
C}y de raio 3s centrada em y,. Condicionada no evento em que 9C} é atingida
antes que o passeio atinja 0A,, a probabilidade de que o passeio chega a g
antes de atingir A, é menor do que cgs~ (42, como podemos ver usando a
funcao de Green.
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Figura 11: Mostramos que a probabilidade de atingir Cy \ Az vindo de um
ponto distante wy e a probabilidade de atingir Cs N AS vindo de w, sdo
comparaveis.

Seja y; o ponto em dAs mais proximo de yg, Seja C5 uma bola discreta
de raio h tal que a intersecao C5N0JAs tem diametro 6s e centro tao proximo
quanto o possivel de ;. Pelo principio da invariancia de Donsker, existe uma
contante cg > 0 tal que o passeio aleatorio simples comecando em qualquer
ponto de 9C4 N Ay tem probabilidade ao menos ¢g de atingir C5s N 0A, antes
de 0A; \ C5. Seja wy € Ay um ponto qualquer a distancia ao menos % de yp.
Para um passeio aleatério simples comecando em ws, definimos os eventos:

D¢.noa,; 0 evento em que o passeio aleatério simples atinge Cs N 0A,
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antes de atingir qualquer outro ponto em 0As,.

Dycynag; o evento em que o passeio aleatério simples atinge dC5 N AY
antes de atingir qualquer outro ponto em 0A,.

Dey\a,; 0 evento em que o passeio aleatério simples atinge Cy \ Ay antes
de atingir qualquer outro ponto em 0A,.

D,,; o evento em que o passeio aleatdrio simples atinge y, antes de atingir
3A2.

Da discussao acima fica claro que:

(6.15) P, [DC508A2} < Py, [DacmAg]a

(6‘16) ]P)w2 [Dyo} = sz [Dyo ’DC'4\A2} PwQ |:D04\A2:| )
1

(6.17) P, [DC4\A2] < ngQ |:D0508A2:|'

Usando a proposicao 6.5.4 de [17], mostramos que existe uma constante c; >
0 tal que

Sd_l
hd—1 )

Juntando todos os resultados e usando a propriedade forte de Markov, con-
seguimos

(6.18) P, [Docsna,] < 7

2/ S
Py, [wo = yo} < - sup P, [Dyo]
h wQEAl
dist(wa,y0)> 2
s 1 .
S T Sup IEDU)Z [Dyo |DC4\A2:| Sup IP)'UJQ |:D0508A2:| .
h (&5 wo €A wo €A
dist(wg,yo)zg dist(wg,yo)zg

Cotando P, [Dy0|DC4\ AQ} pela fungao de Green, conseguimos mostrar a
existéncia de uma constante cg > 0 tal que

S2

2/
(619) ]P)wo [U}O — yo} < Cgm.
Se h < 20s o resultado segue de uma aplicagao da funcao de Green.
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e 2/ ) (.
Vamos mostrar uma cota inferior para Py, [wo = yo], que serd necesséria
mais tarde. Suponha h < 7. Seja C3 uma bola discreta de raio 2h contida em

A tal que C5NIA; = {w1}. Seja C} uma bola discreta de raio & concénctrica

.7 . 2
com C3. Vamos descrever um evento de probabilidade maior do que cip73,

para alguma contante ¢y > 0, que esta contido em wy 2z, YJo. Primeiramente
o passeio necessita atingir 0CY, antes de atingir dC4. A probabilidade de tal
evento ¢ da ordem de 7, como podemos ver apds fazermos uma conta similar
a (6.13). Denotamos por wy 0 ponto em que o passeio atinge JC4.
Definimos Cj como a bola discreta de raio 2h tal que seu centro fica den-
tro de Ag e a intersecao Cf N A, coincide com Cy N 0JAy. Além de todos os

. . 2 .
eventos definidos na prova da cota superior para P, [wo = yo], definimos o
evento para o passeio aleatério simples comecando em ws:

Dacg\ Ag;0 evento em que o passeio aleatério simples atinge OCL\ AS antes
de atingir 04, \ C:.

Observamos que wq pertence ao interior de Cf e que Dacivag € Docy\as-
Temos entao:

(6.20)
Puy [wo = 0] = Y Puy [Hocy < Hocys Xit,ey = ws|Puy [Dy
szaC’é
= Z Puq [Hacg < H@Céa XHB% = wQ} Py, [Dyo|DC4\A2}Pw2 [DC4\A2}
ngBCé
> Y Py, [Hocy < Hocys Xryey = W3] Pus, [ Dyo | Do 45| Pusy [ Dacyag |-
szBCé

Usando o principio de Harnack, conseguimos mostrar a existencia de uma
contante cyp > 0 tal que

Sd—l
hd—l ’

Com isso e (6.20) conseguimos achar uma constante c¢;3 > 0 tal que

(6.21) Pu, [Daciyaz] > cio

32

2/
(622) Pwo [U)O — yo} > Clgm.

Se h > £ nés substituimos as bolas C} e Cf por A§ e continuamos a prova
identicamente.
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w > y: Seja wsz o ponto de J A, mais préximo de w. Seja hy = dist(w, y),
suponha hy < 5.Seja Cg uma bola discreta de raio 2h4 contida em Ag tal que
Cs NOAy = {ws}. Seja C; uma bola discreta de raio g concéntrica com Cy.
Entao novamente uma conta similar a (6.13) mostra que a probabilidade de
que o passeio aleatério simples comecando em w atinja dC; antes de atingir
0Cs é menor do que a probabilidade de que tal passeio atinja dC'; antes de
atingir 0A,, e maior do que cnhi4, para uma constante ci; > 0.

Seja Cg uma bola discreta de raio 2hy contida em AS que intersecta 9 A,
apenas em y. Seja y3 um ponto qualquer de 0C%7. Entao, a probabilidade
de que o passeio aleatério simples comecando em y3 atinja y antes do que
qualquer outro ponto em 9Cg é menor do que a probabilidade de que tal
passeio atinja y antes do que qualquer outro ponto em dAs, e menor do que

h‘f}fl, para uma constante c;5 > 0, pelo principio de Harnack. As figuras 12
4

and 13 ilustram o argumento. Usando a propriedade forte de Markov, nés
conseguimos

(6.23) Py, [w SN y] > Clghihz(d_l).
4

Figura 12:
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Figura 13: Cotamos P, [w EN y] inferiormente ao descrever o evento em que
o passeio comecando em w atinge uma pequena bola Cg antes de atingir 0C5
e entao atinge y antes do que qualquer outro ponto em 0Cs.

Se hy > 5 nds substituimos as bolas Cs e Cg por AS e continuamos a

prova identicamente.

Vamos mostrar uma cota superior para P, [w N y], que usaremos mais
tarde. Seja Cf uma bola discreta de raio }g—“ contida em A, de modo que
Ce N AY = {ws}. Seja C} uma bola discreta de raio % concéntrica com C¥.
Finalmente, seja C}, C A, uma bola discreta de raio hy tal que C{N Ay = {y}.

Entao, para que o passeio aleatorio simples comecando em w atinja y antes
de qualquer outro ponto de 0As, ele primeiro tem que atingir dC’ antes de
JOCY e entdo atingir y antes do que qualquer outro ponto de 9C§. Como ja

vimos, a probabilidade de que o primeiro evento ocorra ¢ da ordem de ;- e

a probabilidade do segundo é de ordem hz(d_l). Dessa forma, encontramos
uma constante c;3 > 0 tal que:

(6.24) P, [w 2 y} < Clghihz(d_l).
4

Finalmente, usando (6.14) e (6.15), vemos que o supremo em (6.2) é
atingido quando hy e hsg sao da ordem de s. Dessa forma, h tem que ter a
mesma ordem que hy. Juntando as cotas (6.14), (6.15), (6.19) e (6.23) nds
temos, para uma constante (3 > 0

(6.25) sup P, [w = wy = yo = ylw > y] < Cos 20

weV
yEBAQ

Acabamos de provar a seguinte proposigao:
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Proposicao 6.2. Usando a notacdao definida acima, temos que, para con-
tantes cs, ¢4, Cg, Cro, C12, 13 > 0, as sequintes cotas sao validas.

Py [w - wo] < e_cihl s~ ¢

d—1)
)

]P)w [fy = yo] < eiczslhg Sf(dfl)sfl’

2 Y &2

€103 < Py [wo = yo] < 873
s s

012—d < Pwo [U) — y] < CI3W'
4 4

Além disso, para um (3 > 0, nds temos:

sup Py, [w LN wo 2, Yo 2, ylw 4 y] < (qs7 200,

weV
y€8A2

6.2 Prova do Lema 5.1

Seja z € ¥ tal que Q(z) = (wo,y0). Novamente, denotamos por h =
dist(wo, yo). Dada uma trajetéria de passeio aleatério simples p comegando
em um conjunto B que contém V', definimos Cfmyo(g) como a funcao que
conta o nimero de vezes que a trajetéria o faz uma excursio em A§ que
entra em A; pelo ponto wy e yy é o Ultimo ponto que tal excursao visita em
V antes de chegar a JA,. Seja C,fmyo = C,fovyo(@), quando o primeiro ponto
de ¢ é escolhido de acordo com ég. O Teorema 4.1 entao implica

7(wo, Yo) = E(Cxo,yo)~
Seja V := dB(0,3(r + s)), a esfera discreta de raio 3(r + s) centrada na
origem. Dada uma trajetéria p* € W*, é elementar ver que

Cl o (s7(0%) = C L (sv(0Y)).

Definimos 7 (wo, yo) := E(Cgo’yo). A equagao acima entao implica

ucap(V)E(CV ) = ucap(V)E(C) . ).

wo,Yo wo,Yo

Como cap(V) =< cap(V'), se conseguirmos estimar 7(wp, o) nés automatica-
mente conseguiremos uma estimativa para m(wo, 4p). Mudamos o problema
de estimar 7(wy, yo) para estimar 7 (wy, yo) para que a distancia entre o ponto
inicial do passeio aleatério simples e wy nao seja causa de complicacao dos
calculos.

33



Notamos que meyo ¢ dominada por uma variavel aleatoria geométrica
de parametro ¢; < 1. Com efeito, sempre que o passeio chegar a JA,y, com
probabilidade uniformemente maior do que uma constante 1—c; > 0 o passeio
jamais retorna a wy. Dessa maneira, serd suficiente para os nossos propésitos

estimar a probabilidade P[CY =~ > 1].

wo,Y0 —

Para que um passeio que comeca em V atinja wy, ele primeiro tem que

atingir dCy, uma esfera discreta de raio § centrada em wy. A probabilidade

de tal evento possui ordem ﬂ%, como podemos ver na proposi¢ao 6.4.2
de [17].

Seja Cjp uma bola discreta de raio s contida em A; de modo que 9A4; N
Cio = {wp}. Usando a Proposicao 6.5.4 de [17] temos, para qualquer 2’ € 9Cq
e uma constante cy > 0:

P, [XHA1 = wy)] <Py [XH% = wo] < cps @,

Usando entao a cota superior para Py, [wo 2, yo} na Propiscao 6.2 e a pro-
priedade forte de Markov, nds conseguimos, para uma constante (g > 0:

)

(6.26) m(wo, yo) < (gcap(V) T

Para a cota inferior, definimos B,,, como sendo uma bola discreta de raio
¢ contida em A§ \ B(0,7 + s) tal que para todo = € B,,, a distancia entre x
e wy ¢ menor do que 2s. Definimos também C7;, uma bola discreta de raio
2s contida em Alc de modo que Cj; NJA; = {wp}. Usando a propriedade
forte de Markov, temos

PlcY .. >1] > inf P,[Hp, <oo] inf B,[Xey, = wo]Pug[we 2 yo).

two.yo eV z" € Buyg

de modo que, usando a Proposicao 6.4.2 de [17] e a cota inferior para P, [wo z,
yo} na Proposi¢ao 6.2, nés temos, para uma constante (5 > 0,

s
7(wo, Yo) > G5 Cap(v)_lﬁ-

A parte (ii) segue entao de (i), de (6.2) e da Proposigao 4.2 .

6.3 Cota inferior para «

Novamente, seja z € X tal que Q(z) = (wo, yo). Sejam
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s
Luoe = {(wp, o) €V x Az max{{|fwp — woll, [ly —voll} < 3}

Z/

o = inf {Q(L’(A); (w,y) €V x 0As, 2 € Ty g Gwng (2) > 0}
g(’w,y) (Z)

definidos da mesma maneira que no Lema 5.2. Precisamos achar uma cota

inferior maior do que 0 para a. Conseguiremos tal cota se cotarmos as razoes:

P, [w LN w(’)} P, [y LR yg]

(6.27) inf - , inf -
[Jwh—wol| <5 P, [w = w()} llyo—voll<% Py [y 2 yO]

ja que os outros termos do produto

Py [w 2 wo] Py [wo 2 o] By [y 5 yo] Pufw 5 3]~

= Jlwy)(2)

ja possuem cotas superiores e inferiores da mesma ordem. Como as razoes
em (6.27) sdo definidas similarmente, daremos uma cota inferior apenas para
a primeira razao. Definimos:

D= {x € 79\ A, : dist(z, A;) < >

<3 e max{dist(z,wp) dist(z, w))} < Z};

D={zeD:existe v e Z\ (A, UD) tal que z < v}.

D pode ser descrito como a parte da fronteira interna de D que nao é adja-
cente a A;.

Primeiro provaremos que, comecando em qualquer ponto em D, a proba-
bilidade de que o ponto de entrada em A; do passeio aleatério simples seja
wy é comparavel com a probabilidade de que tal passeio entre em A; por um
ponto préximo wy, € dA;, ou seja

P, X =w
(6.28) inf Xty f’] > ¢ > 0.
ech | Px[XHAIUAQ = wy)
PulXn 4, a0, =0b>0

Para z € D, consideramos s’ := dist(x, Ay), e escolhemos ' € 0A; de
modo que s’ = dist(x,z'). Queremos mostrar as seguintes cotas:
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(629) ]P)a: [XHAluAQ = U}O] < Co—

(6.30) P, [XHAluAQ = w(’J] > €37
para constantes co, c3 > 0.

Para provar a primeira cota, consideramos C5 como sendo uma bola
discreta de raio 5 contida em A, de modo que C12NOA; = {z'}, e C13, uma
bola discreta de raio g concentrica com Ciy. Definimos também €4 uma bola
discreta de raio s contida em A; de modo que Cyy NOA; = {wy}. Entao,
como ja vimos diversas vezes nas secoes anteriores, a probabilidade de que o
passeio aleatério simples comecando em x atinja wgy antes do que qualquer
outro ponto em 0A; é menor do que a probabilidade de que o0 mesmo passeio
atinja 0C43 antes de atingir dC'5 e entao, a partir de dC3, o passeio atinja
wp antes do que qualquer outro ponto em 0C14. A probabilidade desse evento
¢ da ordem de j—;, o que prova (6.29).

com prob. < O(s~(4=1)

com prob. < O(S—;)

Figura 14: Figura ilustrando a prova de (6.29).

Para a segunda cota, consideramos (', como sendo uma bola discreta

de raio £ contida em A{" de modo que C, N 9A; = {a'}, e C{5, uma bola

56



discreta de raio 7 concéntrica com Cf,. Definimos também C7,, uma bola
discreta de raio £ contida em A{ de modo que Cj, N 9A4; = {w}}. Final-
mente, definimos C7; como sendo uma bola discreta de raio ; concéntrica
com C1,. Note que com probabilidade uniformemente maior do que 0, um
passeio aleatério comegando em 0C|5 atinge 0CT, antes de atingir A; U As.
Analogamente ao paragrafo acima, a probabilidade de que o passeio aleatério
simples comegando em z atinja w{, antes do que qualquer outro ponto em 9A;
¢ maior do que a probabilidade de que o mesmo passeio atinja 9C7; antes
de atingir 0C], e entdo, a partir de 9C13, o passeio atinja CY, antes do que
Ay U Ay, e, finalmente, a partir de 9CY,, o passeio atinja wj antes do que
qualquer outro ponto em 9C7,. A probabilidade desse evento ¢ da ordem de

j—;, o que prova (6.30).

s
4
S
2

com prob. > O(s~(@=1)

v

Figura 15: Figura ilustrando a prova de (6.30).

Reescrevemos entao as probabilidades:

P, [w = Pu[ X, . = w
(6.31) [ : wol _ PulXnan, ‘,)].
P, [w — w(’)} ]P)w[XHAIUAZ = wp
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Usando a propriedade forte de Markov nds separamos tais probabilidades na
razao das somas:

erf) Py, [XHD
Z$€b Py [XHE

Usando (6.28) novamente, nés conseguimos

2P [Xriy, 0, = Wol

(6.32)

x]PI[XHAluAQ = wé)]

(6.33) inf M

T >c; > 0.
wyillwp—woll P [w = w{]]

o que implica, juntamente com os argumentos apresentados, a existéncia
de uma constante (4 > 0 tal que

(6.34) a > (.
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