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Resumo

Uma técnica para gerar nuvens de pontos para métodos sem malha, limitada por uma funcao

de densidade especificada e pela geometria de entrada, é apresentada.

Inicialmente, os pontos s3o distribuidos ao longo das bordas da geometria identificando seus
limites e as fronteiras entre diferentes materiais. Para gerar pontos dentro da geometria, duas
abordagens diferentes sdo usadas: (i) distribuicdo aleatdria e (ii) uma subdivisdo baseada em
Grafos de Folhas Auténomas (ALG), onde o menor quadrado que circunda a geometria é
recursivamente subdividido em quatro, com a criagdao de um novo ponto no centro de cada
quadrado. Em ambos os casos, o processo iterativo é interrompido quando a densidade de

pontos se aproxima da funcdo de densidade especificada.

Os pontos iniciais sdo redistribuidos usando o algoritmo iterativo de refinamento de Lloyd, até
a distribuicao esperada ser cumprida. Tanto distribuicGes uniformes de pontos quanto ndo

uniformes, onde a funcao de densidade n3o é constante, podem ser atendidas.

A qualidade final da nuvem resultante sé depende do algoritmo de refinamento de Lloyd. No
entanto, o algoritmo que gera pontos iniciais baseando-se no ALG, embora mais complexo
do que a geracao aleatdria, necessita menos iteragcdes do algoritmo de Lloyd para atingir a
qualidade esperada. Isto é devido ao fato de que seus pontos de distribuicdo inicial ja levam

em conta a fun¢ao de densidade especificada.
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Abstract

A technique to generate point clouds for meshless methods which are constrained by a specified

density function and by the input geometry is presented.

Initially, points are distributed along the geometry edges identifying their limits and the bound-
aries between different materials. To generate points inside the geometry, two different ap-
proaches are used: (i) random distribution and (ii) a subdivision based on Autonomous Leaves
Graphs (ALG), where the smallest square that surrounds the geometry is recursively subdivided
into four, with the creation of a new point in the center of each square. In both cases, the

iterative process stops when the point’s density approximates the specified density function.

The initial points are redistributed using an iterative Lloyd refinement algorithm, until the
expected distribution is met. Uniform distributions of points, as well non-uniform ones, where

the density function is not constant, can be met.

The final quality of the resulting cloud just depends on the Lloyd refinement algorithm. How-
ever, the algorithm that generates initial points based on ALG, although more complex than
the random generation, needs less iterations of the Lloyd's algorithm to achieve the expected
quality. This is due to the fact that its initial points distribution already takes into account

the specified density function.
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Capitulo 1

Introducao

Virios fendmenos fisicos tratados pelas Engenharias e pela Fisica podem ser descritos por
equacoes diferenciais parciais em conjunto com restricdes adicionais, as chamadas condicoes
de contorno ou condi¢des de fronteira [14]. A solu¢do para este tipo de problema, é aquela que
satisfaz a equacdo diferencial e as condicdes de contorno, sendo que para as condicGes dadas

para o problema, ela deve ser Unica e depender continuamente das condi¢cdes de entrada.

Alguns poucos problemas homogéneos e de geometria simples podem ser resolvidos analitica-
mente, mas para a maioria dos problemas de interesse pratico ndo existe solucao analitica e,
nestes casos, métodos computacionais devem ser utilizados. Dentre os diversos existentes, os
mais tradicionais e explorados sdo o método dos elementos finitos (FEM) [13] e o método das
diferencas finitas (FDM) [29].

Ambos possuem como caracteristica a necessidade de uma malha que representa o dominio do
problema. Para o FDM a malha € estruturada (Figura 1.1a): os intervalos entre nés adjacentes
nas direces x e y (em duas dimensdes) sdo constantes. Apesar de ser de ficil geracdo, ela ndo
é capaz de se adaptar exatamente a geometria do problema, sobretudo quando existem curvas,
o que gera erros de aproximacao da solucao numérica. Ja a malha do FEM, por ser geralmente
ndo estruturada, se ajusta ao contorno, adaptando-se melhor a geometria do problema (Figura
1.1b).
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(c) nés de métodos sem malha

Figura 1.1: Representacdo do dominio em diferentes métodos numéricos. (a) Malha es-
truturada (grid) usada no FDM. (b) Malha nao-estruturada usada no FEM. (c¢) Métodos
sem malha, onde nés sao distribuidos sobre o dominio e sua fronteira. Figura retirada de

[10].

Por dependerem de uma malha, a precisao dos resultados numéricos destes métodos esta
diretamente ligada a boa formacdo dos elementos que a constituem. Apesar da geracdo da
malha ser uma tarefa simples, garantir que seus elementos sigam os critérios de qualidade
desejados nao é tdo simples, especialmente em trés dimensdes. Ainda, para problemas cuja
geometria se altera ao longo do tempo, se faz necessdria uma nova malha a cada instante
analisado, visto que elementos que antes atendiam aos requisitos de qualidade eventualmente

deixam de atendé-los.

Os métodos sem malha sdo um método numérico alternativo que n3o necessita de uma ma-
lha para representar o dominio, dependendo exclusivamente de uma nuvem de um conjunto
de nés independentes, distribuidos ao longo da sua fronteira e area (para problemas em duas
dimensdes) (Figura 1.1c) ou volume (para problemas em trés dimensdes). Com isso, os proble-
mas relacionados com a malha, sobretudo com a geometria dos elementos que a constituem,
deixam de existir. No entanto, a distribuicdo dos pontos precisa ser tal que garanta a repre-

sentatividade de todo o dominio, o que exige métodos criteriosos para geracao.



Figura 1.2: Resultado da distribuicao aleatéria de pontos.

A forma mais intuitiva para geracao da nuvem de pontos é a distribuicao aleatéria de pontos
cujo resultado pode ser visto na Figura 1.2. Apesar de ser um processo simples e de baixo
custo computacional, gera uma distribuicao ruim para o método numérico. Devido a escolha
das coordenadas para cada novo ponto ser feita de forma aleatéria, pontual, desconsiderando
a existéncia dos pontos ja existentes e dos que ainda serdo criados, surgem espontaneamente

regioes muito densas e outras pouco densas, sem refletir as caracteristicas desejadas.
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Figura 1.3: Nuvem de pontos (b) extraida a partir de uma malha FEM (a).



Outra forma, bastante utilizada devido a grande utilizacdo do FEM e consequentemente uma
grande variedade de ferramentas existentes, é a extracdo da nuvem de pontos a partir de
uma malha gerada para o dominio, como pode ser visto na Figura 1.3. Uma vez garantida
uma malha de boa qualidade, seja qual for a escolha do elemento que a constitui, extraidos
os vértices e descartada a estrutura, teremos uma nuvem de pontos também de qualidade.
Para problemas em duas dimensGes é uma boa solucdo, mas se considerarmos que a principal
motivacao dos trabalhos em métodos sem malha é justamente nao precisar de uma malha
e, consequentemente, nao ser necessario tratar a complexidade do seu processo de geracao,

percebemos que é contrassenso investir nesta solucao.
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Figura 1.4: Método de geracao de nuvem de pontos baseado na distribuicao de circulos
para a representagdo do dominio de influéncia do ponto, proposto por Li et al. [19].

Partimos entao para solugdes de geracao criteriosa de nuvem de pontos, mas que nao exijam,
mesmo que indiretamente, a existéncia de uma malha. Uma abordagem utilizada por Li et al.

[16, 17, 18] é espalhar ao longo do dominio elementos de formas geométricas bem definidas
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como esferas, retangulos ou poligonos simples. Cada um deles é associado a um ponto, e sua
area, a regido de influéncia deste ponto. O tamanho do elemento, sua forma e a sobreposi¢do

de elementos remetem a precisao da simulacido numérica.

s

E o caso, por exemplo, da solugdo ilustrada na Figura 1.4, proposta por Li et al. [19]. Nela,
o elemento escolhido é o circulo, relacionando o raio com a funcdo de espacamento e o
centro com a coordenada do ponto que integra a nuvem. Quanto maior o raio, maior a area
de influéncia do ponto em questdo e, consequentemente, menos densa é a distribuicdo nesta
regido. O algoritmo funciona da seguinte forma: partindo-se de um objeto como o ilustrado na
Figura 1.4a, distribuem-se circulos nos vértices (Figura 1.4b), depois ao longo do comprimento
das arestas (Figura 1.4c), seguida pela distribuicdo ao longo da margem do objeto, como em
camadas, da mais externa (Figura 1.4d) até se chegar a mais interna (Figura 1.4e). Assim,
toda a area é discretizada em circulos que se sobrepdem em parte de sua area, mas nunca
coincidindo as coordenadas do centro, permitindo que eles sejam mapeados como pontos da

nuvem.
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Figura 1.5: Etapas do refinamento da malha adaptativa proposto por Shanazari and Ho-
sami [28]. Malha adaptativa em um retangulo (a) e etapas de transformagao do retangulo
em outra geometria (b), (c¢) e (d).



Outra abordagem, apresentada por Shanazari and Chen [27], é baseada na distribuicdo de
pontos ao longo das linhas de grade nas direcdes de coordenadas para a producao de pontos
em regides retangulares, como ilustrado na Figura 1.5a. No entanto, devido ao uso de linhas
de grade, este método é limitado ao caso de dominios retangulares e cubicos, respectivamente,

duas e trés dimensdes.

Shanazari and Hosami [28] estendem esta solugdo para casos mais gerais com limites irregulares
em duas dimensoes. Inicialmente, gera-se uma nuvem de pontos como uma malha adaptativa
em um retangulo, como na figura 1.5a. Entdo, é feito o mapeamento dos nds gerados para
o dominio real do objeto tratado, empregando uma transformacdo adequada. As Figuras
1.5b, 1.5c e 1.5d mostram etapas desta transformacdo e a Figura 1.6a mostra o resultado do
mapeamento para um objeto circular. Apds a transformacao, a nuvem é refinada até que certas
propriedades definidas inicialmente sejam alcangadas, sendo que nesta etapa, para se garantir
a densidade desejada, pontos podem ser retirados da nuvem. O inverso, inclusao de pontos,
nao faria sentido, uma vez que o retangulo inicial gerado garantidamente com a densidade
desejada possui area maior que o objeto no qual ele é transformado, e consequentemente, a
nuvem inicial possui pontos sobressalentes. A Figura 1.6b mostra o resultado do refinamento
da distribuicdo ilustrada em 1.6a, para problemas que necessitam de distribuicio homogénea

de pontos.
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Figura 1.6: Os pontos de malha transformada para um dominio em forma de circulo,
antes (a) e depois (b) da etapa de refinamento.



Outra solugcdo importante, nao originalmente aplicada a geracdo de nuvem de pontos, mas
que trata também do problema da representacdo de um dominio utilizando pontos é o tra-
balho desenvolvido por Burgarelli [3]. Descritos com detalhes na Se¢do 3.2.3, os algoritmos
apresentados realizam o refinamento adaptativo de malhas, permitindo uma regido, que em
determinado instante de tempo ganhe maior interesse, ser refinada tornando-se mais densa.
Assim que esta regido deixa de ser foco de interesse, ela é desrefinada e a densidade anterior

¢€ restaurada.

Para possibilitar o refinamento e desrefinamento adaptativo, usa-se a divisao do espaco em
regides quadradas subdivididas em quadrantes. Quando necessdrio, todo um quadrante é
refinado, sendo subdividido em quatro novos quadrantes, ou desrefinado, unificando quatro

quadrantes em um unico quadrante de nivel superior.

Na Figura 1.7 podemos visualizar etapas do processo de refinamento. Partindo de uma con-
figuracdo ja avancada como ilustrado em 1.7a, 1.7b seria o resultado do refinamento do seu
primeiro quadrante, enquanto que 1.7c é resultado do refinamento do segundo quadrante do
quarto quadrante de 1.7b. De forma similar, mas em sentido inverso, o desrefinamento de
1.7c poderia gerar uma configuracdo como a ilustrada em 1.7b, que por sua vez, quando

desrefinada, poderia gerar uma configuragdo como a ilustrada em 1.7a.

(a) (b) (c)

Figura 1.7: Exemplo de trés passos, (a), (b) e (¢), do refinamento adaptativo.

Apesar de existirem solu¢des como as citadas acima, a geracao de nuvem de pontos para
métodos sem malha de forma eficiente e de qualidade ainda é pouco explorada. Possivelmente
isto se deve ao fato de a comunidade cientifica que trabalha com estes métodos se preocupar

mais com o desenvolvimento do método numérico em si.
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E neste cendrio que apresentamos este trabalho, que objetiva a geracao de uma nuvem de
pontos distribuidos ao longo do dominio e seu contorno, segundo restricoes de densidade e

qualidade definidas inicialmente.

Inicialmente, identificaremos a geometria do problema a partir de esbocos feitos pelo usuario e
as regioes de interesse diferenciado, com respectivas configuracoes de densidade da distribuicdo
a ser gerada. Depois, faremos a distribuicdo de uma nuvem de pontos inicial no interior
do objeto sem, necessariamente, atender aos requisitos de qualidade. Faremos isto de duas
formas diferentes: segundo uma distribuicao aleatéria e segundo uma distribuicdo baseada na
divisdo recursiva do espago, como a solugdo apresentada por Burgarelli [3]. Completando a
nuvem, distribuiremos pontos nos limites externos (contornos dos objetos), fronteiras (contorno
compartilhado entre dois objetos), limites internos (contorno de buracos no objeto), vértices
(extremidades dos segmentos que compdem os contornos, podendo ser compartilhados por

varios objetos), e nos pontos e segmentos identificados como regides de particular interesse.

Nosso objetivo ao implementar duas abordagens para um mesmo problema é poder comparar o
impacto de diferentes configuragdes de nuvem inicial na tarefa de refinamento, tipicamente de
maior custo computacional, que neste trabalho é tratada usando o algoritmo de Lloyd (Secdo

2.4.4) iterativamente até se atingir um diagrama de Voronoi centroidal (Se¢do 2.4.3).

O presente texto estd organizado da seguinte forma: o Capitulo 2 faz uma revisdo geral
sobre os conceitos basicos da geometria computacional que foram utilizados neste trabalho.
O Capitulo 3 apresenta a solucio proposta enfatizando as técnicas adotadas; os resultados de
geracao de nuvens com diversas configuracdes sdo mostrados e analisados no Capitulo 4, com
uma das geometrias sendo escolhida para ser usada na solugdao de um problema pratico usando
o método sem malha. Por fim, no Capitulo 5 discutimos as impressdes a respeito da solucdo,

avaliamos resultados e propomos melhorias como trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentos

O problema da discretizagdo da superficie de objetos em duas dimensdes, objeto deste trabalho,
é de natureza geométrica. Desde a representacao dos contornos do objeto até a localizacdo
dos elementos do método numérico, sejam pontos, tridngulos, quadrados, retangulos, esferas
ou outro poligono, incluindo todas as operacdes e manipulacoes de dados necessarias para a
solucdo do problema tratado, s3o assuntos tratados pela geometria computacional, compondo

e mantendo as estruturas de dados a partir da geometria basica dos objetos.

A geometria computacional, procura desenvolver e analisar algoritmos e estruturas de dados
para resolver problemas geométricos diversos. Neste contexto, a area de projeto e analise
de algoritmos tem grande importancia, uma vez que procura-se caracterizar a dificuldade
de problemas especificos, determinando a eficiéncia computacional dos algoritmos e usando

técnicas de andlise de complexidade assintética [15, 1.

Neste capitulo descrevemos os conceitos geométricos que foram utilizadas em nossa proposta
para geracdo da nuvem de pontos, mesmo que indiretamente. Abordaremos conceitos basi-
cos de estruturas geométricas até os algoritmos usados na manipulagao, como algoritmos de

operacoes em poligonos, diagrama de Voronoi e o algoritmo de Lloyd.



2.1. Elementos bésicos

2.1 Elementos basicos

Na geometria computacional, cada objeto é codificado usando um ou mais pares de coordena-
das, o que permite determinar sua localizacdo e aparéncia visual. O mais elementar deles é o
ponto (Figura 2.1a), que em duas dimensdes é o par ordenado (z,y) de coordenadas espaciais.
Sendo p; e ps dois pontos distintos no plano, a combinagdo linear o - p; + (1 — a)p2, onde «
é qualquer ndmero real, é uma reta no plano (Figura 2.1b). Quando 0 < o < 1, se tem um

segmento de reta no plano, que tem p; e po como pontos extremos [4].

o Lo

(a) (b) (c) )

Figura 2.1: Objetos da Geometria Computacional: (a) ponto, (b) reta, (c) linha poligonal,
(d) poligono.

Quando temos um conjunto de segmentos de retas no plano interligadas em sequéncia através
de um dos pontos extremos, temos uma linha poligonal (Figura 2.1c). Quando uma linha
poligonal é fechada, ou seja, o ultimo segmento de reta do conjunto se conecta com o primeiro,
sendo que nenhuma faz intersecdo com outra em um ponto que n3o seja de seus extremos,

temos um poligono (Figura 2.1d).

2.2 Estrutura de Dados: DCEL

A DCEL, Doubly-Connected Edge List, é uma estrutura de dados para armazenar informacoes
sobre a topologia de uma superficie em duas dimensdes (possivelmente localizada no espaco
em trés dimensdes, como na Figura 2.2) de forma eficiente. As superficies assim representadas
normalmente sdo consideradas equivalentes as subdivisGes planares, apesar de n3o necessa-
riamente com a mesma capacidade de representacdo. A superficie em questdo é composta

por faces (poligonos), bordas (segmentos que n3o se cruzam e sdo fronteiras entre duas faces
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2.2. Estrutura de Dados: DCEL

adjacentes) e vértices (fronteiras entre duas bordas adjacentes). A Figura 2.3 mostra um

poligono 2.3a e sua respectiva DCEL 2.3b representada graficamente.

Figura 2.2: Exemplo de uma superficie em duas dimensoes localizada no espaco em trés
dimensdes. Figura retirada de [12].

O conceito de aresta, base da estrutura de uma DCEL, é apresentado de uma forma menos
intuitiva. Cada aresta passa a ser representada como um par de semi-arestas (half-edges),

ditas gémeas, com os seguinte ponteiros:

e Para seu vértice de origem;

Para a half-edge gémea, chamada de twin;

e Para a proxima half-edge, cujo vértice de origem coincide com o seu vértice de destino;

Para a face, que é o poligono localizado a esquerda desta half-edge, resultante do circuito
de half-edges.

Esta estratégia organizacional implica que cada half-edge tem uma orientacdo, e que esta
orientacao é sempre oposta a orientacdo de sua half-edge twin, e se precisarmos saber o
né destino de uma half-edge, por exemplo, basta buscar o né de origem da half-edge twin.
Note que esta estrutura é de tamanho fixo. Mesmo para malhas compostas por triangulos,

quadrilateros e poligonos em geral, as half-edge contém a mesma quantidade de informac3o.

11



2.2. Estrutura de Dados: DCEL

>

(a) (b)

Figura 2.3: Exemplo de um poligono (a) e a representagao grafica da DCEL que o descreve

(b).

A face, apontada por uma half-edge, é também uma estrutura prépria de dados que possui um
ponteiro para uma half-edge qualquer dentre aquelas que apontam para ela como sua face. A
iteracdo da lista da estrutura de faces permite acesso a todos os objetos da DCEL, sejam elas
mesmas ou os elementos que os constituem: os vértices e half-edges. Na pratica, isso significa
que os objetos estdo em um array, lista ligada, ou algum outro tipo de estrutura de dados que
permite a varredura ordenada, e que dependendo da nossa necessidade, permite a insercdo e

exclusdo de objetos.

Até entdo, descrevemos todas as bordas como tendo uma face de cada lado. No entanto,
se temos uma fronteira com a regido externa, teremos arestas que possuem uma face de um
lado e nada do outro lado. Para manter a estrutura consistente introduzimos faces especiais,
de tamanho infinito, que n3o serd considerada pelos iteradores, mas continuarad acessivel para
comparacdo e testes, mantendo a estrutura consistente. Ela é, portanto, a face que estd fora

de todas as bordas do limite.

A Figura 2.4 ilustra as trés estruturas bdsicas de uma DCEL: 2.4a estrutura do vértice, 2.4b
estrutura da aresta e 2.4c a estrutura da face. Organizando desta forma, temos acesso a

qualquer elemento que compoe a DCEL, além da possibilidade de iterar em todos eles.

Por fim, em grande parte das aplicagcbes que utilizam DCEL, é comum armazenar dados

associados aos objetos base, seja ele uma face, vértice ou half-edge. Estes dados podem
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2.2. Estrutura de Dados: DCEL

7\63\'\(\g
\I -

f
f->edge
(c)

Figura 2.4: Estruturas que compdem uma DCEL: (a) estrutura do vértice, (b) estrutura
do half-edge, (c) estrutura da face.

ser computacionalmente caros o suficiente a ponto de justificar seu calculo e armazenamento
junto ao objeto (como por exemplo a normal de uma face ou vértice), ou podem ser dados
tempordarios necessarios a algum algoritmo de tratamento da estrutura (como por exemplo,
um flag que informa que o objeto ja fora visitado pelo iterador). Ha inlimeras maneiras de
lidar com dados associados e a solucdao adotada dependerd das necessidades do problema
tratado: dados comuns para todos os objetos podem ser adicionados a eles ou armazenados
em subclasses dos objetos base, enquanto que para dados menos frequentes talvez seja mais
interessante a criacao de estruturas auxiliares criadas sob demanda, como por exemplo uma

lista indexada ou uma tabela hash, vinculando cada elemento a um objeto na DCEL.

13



2.3. Operacgoes

2.3 Operacoes

2.3.1 \Verificando se um ponto esta dentro do poligono

Determinar se um ponto () qualquer esta dentro ou fora de um poligono é um dos pro-
blemas mais importantes da geometria computacional, sendo parte crucial de algoritmos de
localizagdo, tratamento de eventos de mouse (onde é necessario saber se o usudrio clicou em
determinada regido) etc. Apesar da solucdo ser relativamente simples, devido a casos especiais

e problemas numéricos uma implementagdo verdadeiramente robusta ¢ dificil de alcangar [4].

A

v

v

Figura 2.5: Verificando se () esta dentro ou fora do poligono. @7 e (), cortando um
)

nimero par de vezes as arestas do poligono, sao considerados “fora”, e ()3 e ()4, cortando

um numero impar de vezes as arestas do poligono, sao considerados “dentro”.

O principio fundamental da solugdo, como descrito por Berg et al. [1], é tracar uma semirreta
infinita na horizontal (aumentando o valor da coordenada = e mantendo o valor de y fixo)
a partir de (). Deve-se entdo contar quantas vezes esta semirreta é cortada por arestas
do poligono tratado, alternando a resposta a cada corte entre “dentro” e “fora”. Em outras
palavras, se a semirreta tracada interceptar arestas do poligono um nidmero impar de vezes
(pontos Q3 e Q4 da Figura 2.5), este ponto pode ser considerado “dentro”. Se for um nimero
par (pontos (); e Q2 da Figura 2.5), pode ser considerado “fora”. Este é o chamado teorema
da curva de Jordan [11].

Para a maior parte dos casos a solucdo é tdo simples quanto descrita acima. No entanto,

existem casos degenerados que precisam de um tratamento um pouco mais complexo:

14
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e A semirreta tracada passa por uma aresta do poligono (a aresta é parte da semirreta);

Neste caso, a intersecao nao deve ser considerada.

e A semirreta passa por um vértice do poligono;

Neste caso, a intersecao deve ser considerada caso cada um dos segmentos adjacentes
ao Vértice esteja de um lado diferente da semirreta tracada. Se ambos estiverem do

mesmo lado, a intersecdo deve ser desconsiderada.

e O ponto () esta sobre a fronteira ou vértice do poligono;

Neste caso, a intersecao é considerada, o que quer dizer que todos os pontos sobre as

arestas do poligono sao considerados “dentro” dele.

2.3.2 Verificando se um poligono é convexo

Um poligono é dito convexo quando, para qualquer par de pontos do conjunto, o segmento
formado por eles estiver inteiramente contido no conjunto. Trata-se de uma verificacao de
implementacao computacional bastante simples: considerando vy, vs, ..., v,,, 0s Vértices do
poligono, verifica-se o lado que v, 5 estd em relacdo a reta que contém os vértices v,, € v, 11,
sendo que o lado a ser considerado na avaliacao depende da orientacdo seguida para percorrer
os pontos. Se o lado for o mesmo para todos os m pontos, este poligono é convexo. Caso

contrario, é dito concavo ou reflexo.

2.3.3 Calculando a area de um poligono

O célculo da drea de poligonos regulares é bastante simples, bastando poucos parametros
sobre eles (por exemplo, o nimero de lados e o comprimento de um deles) e uma férmula
conhecida [5]. No entanto, aplicacdes geométricas do mundo real costumam utilizar poligonos

irregulares, exigindo um conjunto de cdlculos mais elaborados.

Partindo de um poligono irregular como o ilustrado na Figura 2.6a, precisamos, antes de mais

nada, subdividi-lo em tridangulos, como descrito na Secao 2.4.1. Uma configuracdo possivel
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(a)

Figura 2.6: Subdivisao do poligono irregular em triangulos para o calculo da érea. (a)
poligono irregular original, (b) poligono irregular subdividido em triangulos.

para esta subdivisdo pode ser vista na Figura 2.6b, no entanto, qualquer outra configuragdo
é igualmente correta, desde que os poligonos resultantes da subdivisdo sejam tridngulos. O

calculo da area total serd a soma das areas de todos estes triangulos.

Para o cdlculo da drea de cada tridngulo, a férmula elementar da geometria (“a drea de um
tridngulo é igual & metade do produto entre sua base e sua altura”) ndo é muito pritica. Em

vez dela, utilizaremos dois resultados equivalentes da algebra linear:

e O produto vetorial de dois vetores, que determina a area de um paralelogramo, o dobro

da area do triangulo que interessa, como ilustrado na Figura 2.7;

e O célculo direto da area por meio de um determinante 3x3.

Como descrito em Davis [4], a drea do paralelogramo ilustrado na Figura 2.7 pode ser calculada,
sendo U e V vetores (e lados do paralelogramo), por |U x V|, que pode ser calculado a partir

do seguinte determinante:

ik
v yu zv| = Woaw — 2oy )i + (zuay — fEUZV)j + (zuyv — Yoy )k (2.1)

Ty Yv Zv
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Figura 2.7: O médulo do produto vetorial dos vetores U e V' fornece o dobro da area do
triangulo ABC' (Figura retirada de [4]).

onde i, j, k sdo vetores unitdrios nas direcOes x, y e z respectivamente. Como estamos
tratando de vetores bidimensionais, temos zy = zy = 0, e portanto a area S do tridngulo é

dada por

S — (zuyy g yury) (2.2)

Mas, na realidade, U = B— A, e V = C — A. Portanto, a expressao acima pode ser reescrita

como

1
5= §(£EAQB — YATB + YaTc — TaYc + TpYc — YBTC) (2.3)

A area calculada pela expressdo acima serd positiva se os vértices A, B e C' formarem um
circuito em sentido anti-horario, negativa se formarem um circuito no sentido horario, e exa-
tamente zero se os trés vértices estiverem alinhados. Substituindo a coordenada z por 1, o

calculo do determinante pode ser feito segundo a expressao:
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g ya 1
S = 5|Ts us 1= 5(93Ay3 — YATB + YaTc — Tayc + TYc — YpTC) (2.4)
o yo 1

Da mesma forma que o produto vetorial, a drea serd negativa se a sequéncia de vértices estiver

orientada em sentido hordrio, e positiva caso contrario.

2.3.4 Calculando distancias

O célculo de distancia € um dos mais elementares da geometria, sendo que dois deles nos serdao
particularmente importantes: a distancia entre dois pontos quaisquer e a distdncia entre um

ponto e um segmento de reta.

A primeira delas, entre dois pontos, pode ser calculada usando o teorema de Pitdgoras: “em
um tridngulo retdngulo, o quadrado do comprimento da hipotenusa (lado maior) é igual a
soma dos quadrados dos comprimentos dos outros dois lados”. Considerando as coordenadas

dos dois pontos (1, y1) € (22, y2), respectivamente, a distidncia d sera:

d= /(22— 1)+ (Y2 — y1)? (2.5)

Ja a distancia entre um ponto () e um segmento de reta definido por outros dois, A e B, pode
ser calculada através do produto vetorial, calculando-se inicialmente a area S do tridangulo
AQB (Equagdo 2.4). Assim, a distdncia do ponto @) a reta definida pelos pontos A e B pode

ser calculada como:

N
dist(A, B)
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onde dist(A, B) € a distancia euclidiana entre os pontos A e B (Equagdo 2.5).

2.3.5 \Verificando se dois segmentos se interceptam

Devido ao baixo custo computacional, a verificacdao da interceptacdo entre segmentos é um
teste preliminar em diversas outras tarefas, uma vez que o resultado deste teste simples pode
evitar que outro muito mais complexo seja realizado. E o caso, por exemplo, da intersecao
de poligonos: se as arestas de um nao interceptam as do outro, podemos concluir que ndo

existird poligono intersecao antes mesmo de tentar computa-lo.

Figura 2.8: Intersecao de retangulos envolventes minimos (Figura retirada de [4]).

Para realizacdo do teste de intersecdao determinamos, inicialmente, se os retangulos minimos
definidos pelos segmentos se tocam. Se eles n3o se tocam, os segmentos também n3o terdao
intersecao, mas nao se pode afirmar o contrdrio, como acontece na Figura 2.8b. Uma vez
certificado que os retdngulos minimos se tocam (o que acontece tanto na Figura 2.8a quanto
em 2.8b), verificamos se os segmentos efetivamente se interceptam. Isto ocorre quando os
pontos extremos de um segmento ficam de lados opostos da reta definida pelo outro, e vice-
versa. Os resultados do produto vetorial tém que ter sinais opostos (Figura 2.9a). Se apenas

um dos produtos for nulo, entdo um ponto extremo de um segmento estd contido na reta

19



2.3. Operacgoes

(b) ()

Figura 2.9: Possibilidades na interse¢ao de segmentos (Figura retirada de [4]).

definida pelo outro (Figura 2.9b). Se ambos os produtos forem nulos, os segmentos s3o
colineares (Figura 2.9c), com interse¢do (a possibilidade de colinearidade sem interse¢do foi
descartada pelo teste dos retangulos). O teste precisa ser aplicado duas vezes, usando cada
segmento como base, ou seja, ndo basta verificar se C' e D estdo de lados opostos da reta

definida por AB, também ¢é preciso verificar se A e B estdo de lados opostos da reta C'D [4].

2.3.6 Calculando o centro de massa de um poligono

O centro de massa ou centroide de um poligono (Figura 2.10a) pode ser obtido a partir da sua
subdivisdo em tridngulos (Figura 2.10b), como descrito na Se¢do 2.4.1, calculando em seguida
a média ponderada dos centros de gravidade dos tridngulos (Figura 2.10c) usando suas &dreas
como peso (Figura 2.10d). O centro de gravidade de um tridngulo ABC, por exemplo, é

calculado da seguinte forma:

_Ta+TptaC

rg = ALIBLIC (27)
Yya+ys + yc

=22  J27  J¥ 2.8

: (28)
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O centroide de um poligono formado por dois triangulos 77 e T5, cujos centroides s3o, respec-

tivamente, (z¢1, ya1) € (T2, Yaz2) € o ponto (z¢, ya), onde

_ $G1S(T1) + $GQS(T2)

S(Ty) + S(Ty) (29)

el

Y1 S(Th) + yaeS (1)
N S(Th) + S(Ts)

e (2.10)

O centroide do poligono pode ser determinado de maneira incremental, adicionando um tri-
angulo e seu centroide por vez e calculando as coordenadas do centroide do conjunto. Assim,

independente de quantos vértices um poligono possua, serd possivel identificar seu centro de

(a) (b)
(c) (d)

Figura 2.10: Identificacdo do centro de massa de um poligono. (a) poligono original, (b)
poligono apds a triangulacao, (c) centros de massa dos triangulos, (d) média ponderada
para localizagao do centro de massa do poligono.

massa.
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2.4 Algoritmos geométricos

2.4.1 Triangulacao de poligonos

O problema da triangulagdo de poligono é definido como um processo de se encontrar diagonais
que o particione em tridngulos [1], sendo que a solugdo pode n3o ser tnica, como pode ser
visto na Figura 2.11. Trata-se de um problema tradicional cuja solucao é parte da solucao
em diversos outros problemas da geometria inclusive deste trabalho, como por exemplo, o
célculo do centro de massa de um poligono (Segdo 2.3.6) e o célculo da drea de um poligono
(Secdo 2.3.3). Segundo uma abordagem restrita, os tridngulos resultantes podem ter apenas
os vértices do poligono original. J& uma menos rigorosa permite que novos pontos sejam
adicionados em qualquer lugar dentro do poligono para servir como vértices de triangulos. Além

disso, os casos de triangulacao de uma area poligonal com buracos s3o tratados separadamente.

(d)

Figura 2.11: Algumas configuracoes possiveis para a solu¢ao do problema da triangulagao
em um mesmo poligono.
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Desde o inicio do século passado, foram feitas muitas propostas diferentes para resolver o
problema [21], basicamente tentando um resultado equivalente mas com custo computacional

menor. Citaremos dois métodos: “corte de orelhas” e “particdo em poligonos monotoénicos”.

O primeiro, apresentado por Meisters [22], é baseado no fato de que qualquer poligono sim-
ples (lados ndo adjacentes n3o se interceptam) com pelo menos quatro vértices e sem furos
tem pelo menos duas “orelhas”: tridngulos com dois lados sendo as bordas do poligono e o
terceiro completamente dentro dele, como visto na Figura 2.12. O algoritmo ent3o consiste
em encontrar e remover estes tridngulos do poligono, resultando em um poligono que ainda
preenche as condigdes iniciais. A cada iteracdo, um novo tridngulo (aquele que é retirado) é

descoberto, e 0 processo se repete até que o poligono final seja, também, um tridngulo.

Figura 2.12: Triangulagao de poligono segundo algoritmo “corte de orelhas”.

Esta solu¢do apesar de ser de facil implementac3o, tem alto custo computacional (O(n?)) e
é restrita a poligonos sem furos. ElGindy et al. [7] entdo propds uma evolu¢do do trabalho
de Meisters [22], criando uma tarefa de pré-processamento do poligono subdividindo-o em

poligonos monotdnicos antes da etapa de triangulagao.

Poligonos monotdnicos sao poligonos simples sem buracos, com a particularidade de que, para
uma determinada direcdo definida por uma reta, esta (ou qualquer reta que lhe seja paralela),
nao intercepta o poligono em mais do que dois pontos. No exemplo ilustrado na Figura 2.13,
o poligono é monotdnico em x: qualquer reta perpendicular ao eixo das abcissas intersepta o

poligono em apenas dois pontos.
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>

Figura 2.13: Poligono monotonico.

Uma abordagem para particionar um poligono qualquer em poligonos monotonicos, consiste
em tracar uma reta de varredura e percorrer o poligono em uma direcdo qualquer, horizontal
ou vertical. No exemplo ilustrado na Figura 2.14, percorremos verticalmente. Para cada ponto
é verificado se os pontos vizinhos sdo ambos do mesmo lado de uma linha de varredura. Se
eles forem, verifica-se a préxima linha de varredura no outro lado. O poligono deve, ent3o,
ser quebrado tracando um novo segmento entre o ponto original e um outro ponto sob a
segunda linha, sendo estes pontos os pontos de divisio do poligono (Figura 2.14). O custo

computacional desta tarefa é O(nlogn).

Figura 2.14: Particao de um poligono em poligonos monotonicos.
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Uma vez tratando apenas de poligonos monotdnicos, o processo de triangulacao é simples e
de custo O(n). Trata-se de uma variagcdo do algoritmo de varredura do plano. Inicialmente, os
pontos sdo ordenados segundo sua coordenada x crescente. Percorre-se os pontos tentando
triangular tudo que puder a esquerda do ponto corrente, adicionando-se diagonais. As regides
ja trianguladas deixam de ser consideradas nos préximos passos. Este algoritmo é bastante

intuitivo, e é ilustrado passo a passo na Figura 2.15.

Figura 2.15: Passo a passo da triangulacao de poligono monotonico.
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2.4.2 Operacoes em poligonos: uniao, intersecao e diferenca

Intersecdo, unido e diferenca de poligonos sao operagdes fundamentais usadas com frequéncia
em aplicagdes de andlises topoldgicas (de objetos, terrenos, etc.), recortes de poligonos em

aplicagdes baseadas na computagdo grafica, entre outras [4]. E comum que esta tarefa seja

executada continuamente e com repeticoes intensas. Nossa maior preocupacdo, portanto,

é equilibrar o desempenho e precisdo. Para isso, a primeira tarefa realizada na maioria das
aplicacdes que tratam destas operagoes é aplicar um passo preliminar para, talvez logo de inicio
e sem grandes complica¢Oes, resolver o problema. Por exemplo, se os retangulos envolventes
minimos que contornam dois poligonos quaisquer que serao analisados nem mesmo se tocam,

podemos concluir que estes poligonos ndo possuem intersecdo nem diferenca, e que a uniao é

o conjunto formado pelos dois poligonos disjuntos.

Figura 2.16: Intersegao de poligonos. (a) intersegao entre dois poligonos convexos sem
furo, resultando em um tnico poligono também convexo e (b) intersegao entre um poligono
nao convexo com outro convexo, resultado em dois poligonos.

De um modo geral, as operagdes fundamentais envolvendo dois poligonos podem gerar como
resultado diversos poligonos, ou mesmo poligonos com buracos. Particularmente importante
para este trabalho, a intersecdao de dois poligonos sem buracos serda também um ou mais
poligonos igualmente sem buracos (Figura 2.16), ou vazio, caso n3o exista intersecdo. Para

casos especiais onde ambos os poligonos sdo convexos e se interceptam (Figura 2.16a), o

resultado serd um Unico poligono convexo [24].

Discutiremos com mais detalhes uma dentre muitas possiveis abordagens para a solu¢do do
problema das operagdes com poligonos, proposta por Margalit and Knott [20]. Ela permite

realizar operagdes de intersecdo, unido e diferenca com custo computacional final O(nlogn),

permitindo que os poligonos sejam do tipo:
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AN

(a) (b)
Figura 2.17: Exemplo de poligono buraco (a) e poligono ilha (b).

e buraco, quando um poligono é tal que a regido fora do seu contorno pertenca ao objeto
modelado, e a regidao dentro do contorno ndo, como por exemplo o poligono interno
ilustrado na Figura 2.17a. E possivel que um mesmo objeto possua mais de um buraco;

e ilha, quando um poligono ¢é tal que a regido dentro do seu contorno pertenca ao objeto
modelado, e a regido fora do contorno ndo. E possivel que um mesmo objeto possua
mais de uma ilha e, neste caso, ele é o agrupamento de mais de um poligono, como
ilustrado na Figura 2.17b.

O algoritmo possui seis etapas listadas a seguir, sendo P e () os poligonos tratados:

1. Normalizar a orientacao dos poligonos de entrada P e (), invertendo a orientacdo de
() dependendo do tipo de operag¢do e da natureza (ilha ou buraco) dos dois poligonos

envolvidos, que deve estar de acordo com a Tabela 2.1;

’ Poligonos ‘ Operagoes ‘
P Q PNQ PUQ P—-0Q | Q—P
ilha ilha manter | manter | inverter | inverter

ilha buraco | inverter | inverter | manter | manter
buraco ilha inverter | inverter | manter | manter
buraco | buraco | manter | manter | inverter | inverter

Tabela 2.1: Ajuste na orientacao dos dois poligonos envolvidos de acordo com a operacao
a ser realizada.
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Usando o algoritmo descrito na Segao 2.3.1, classificar cada vértice, verificando se cada
um estd dentro, fora ou na fronteira do outro poligono inserindo-os, de acordo com o
resultado deste teste, em duas listas circulares, P, e (), onde aparecerao em sequéncia

de modo a definir as arestas por adjacéncia;

Encontrar as intersecoes entre arestas dos dois poligonos usando o algoritmo descrito na
Secdo 2.3.5. Os pontos de intersecdo devem ser inseridos na lista PL ou QL apropriada,
respeitando sua posicdo segundo os vértices existentes e identificando-os como vértices
de fronteira. Percebemos a partir desta etapa, que o conjunto de segmentos originais

deu lugar a um novo conjunto, formado pelos vértices originais e de fronteira;

"o

Classificar cada segmento do novo conjunto (par de pontos) como “interno”, “externo”
ou “de fronteira”, analisando para isto o outro poligono. Se um segmento possuir um
vértice interno ao outro poligono, ele serd considerado “interno”, assim como se possuir
um vértice externo a ele, serd considerado como “externo”. Lembre-se que devido a etapas
anteriores, nao existe segmento que cruza o outro poligono. Para casos especiais onde
ambos os vértices estdo na fronteira, é necessario ainda verificar se existe algum ponto
intermedidrio fora do poligono, classificando-o como “externo”, ou dentro, classificando-o

como “interno”. Caso contrario, sera de fato “de fronteira”

Selecionar e organizar as arestas para formar os poligonos de resultado, consolidando
as listas PL e QL em uma Unica, chamada RL. Para esta consolidacdo, somente as
arestas que interessam para a operacdo desejada (unido, interse¢do ou diferenca) devera

ser considerada.

Identificar o caminho fechado formado pela sequéncia de segmentos existentes em RL

(possivelmente desordenados na lista), criando assim o poligono resultante.

2.4.3 Diagrama de Voronoi

O Diagrama de Voronoi, criado pelo matemético ucraniano Georgii Feodosevich Vooronoi [8],

é uma decomposicao de um espagco em regioes de acordo com a distdncia a determinados

pontos, determinando assim, a drea de cobertura de cada ponto. Na pratica, podemos dizer

que qualquer coordenada dentro de uma célula do diagrama de Voronoi estd mais perto do

ponto gerador desta célula do que de qualquer outro ponto do conjunto gerador [1].
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A construcao do diagrama pode ser melhor compreendida observando a evolugao incremental,
ponto a ponto. Vamos considerar inicialmente dois pontos, P, e P,, como pode ser visto na
Figura 2.18a. Vamos imaginar uma drea de abrangéncia de cada ponto, e uma reta dividindo
as duas areas existentes até entdo, perpendicular ao segmento P, P,. Todos os pontos da reta
sao igualmente préximos a P, e a P2. Pontos no semi-plano que contém P, constituem o

poligono de Voronoi correspondente a P, e analogamente o outro semi-plano corresponde a
V(P).

(d) ()

Figura 2.18: Evolugao incremental do algoritmo de Voronoi, sendo (a) com dois pontos,
(b) com trés pontos, (¢) com quatro pontos, (d) com cinco pontos, (e) com seis pontos.

Inserindo um novo ponto, P;, percebemos que o diagrama de Voronoi sera reconfigurado pela
insercao de novas semirretas, que cortam na perpendicular todos os segmentos do arranjo com

os trés pontos: P P, P, P;, P, P3, como pode ser visto na Figura 2.18b.

De forma geral, para um nidmero qualquer de pontos, fica intuitivo o entendimento de como
serao inseridos novos segmentos ao conjunto, sempre levando em conta as mediatrizes dos

segmentos definidos entre cada par de pontos P; e P;, denotada como ;.

Seja S;; o semi-plano definido por M;; e que contém P,. Entdo S;; contém todos os pontos
do plano que estdo mais préximos de P; do que de P;. Para obter o poligono de Voronoi de

P;, é necessdrio combinar todos os semi-planos S;; com ¢ # j, e portanto
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V(P) =(Si (2.11)
i

Como semi-planos sdo convexos, n3o existe nenhum segmento definido entre dois pontos do
semi-plano e que contém pontos que ndo pertencam a ele. Como a intersecao de conjuntos
convexos é também um conjunto convexo (Veja Segdo 2.4.2), qualquer poligono do diagrama

de Vooronoi é também convexo.

(a) (b) (c)

Figura 2.19: Exemplo de trés diagramas de Voronoi centroidais com cinco pontos em um
quadrado.

Um caso particular de diagrama de Voronoi, chamado centroidal, possui a propriedade da
coincidéncia de coordenadas entre os pontos de geracao de cada célula de Voronoi e o que
indica seu centro de massa. A Figura 2.19 ilustra trés configura¢des possiveis deste diagrama,
particularmente (til no algoritmo K-means e Lloyd, este ultimo usado neste trabalho e descrito
na Secao 2.4.4.

2.4.4 Algoritmo de Lloyd

O algoritmo de Lloyd, também chamado de iteragdo Voronoi ou relaxamento, é um algoritmo
usado no espaco euclidiano para agrupamento de pontos em determinado nimero de categorias
[6]. O algoritmo possui quatro etapas, descritas a seguir, que sdo executadas iterativamente até
a convergéncia para um diagrama de Voronoi centroidal. Na Figura 2.20 podemos acompanhar

graficamente a alteracdo das coordenadas do conjunto de pontos em cada iteracao.

1. Computa o diagrama de Voronoi do conjunto de pontos atual;
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2. Para cada célula do diagrama, calcula seu centro de massa;
3. Desloca o ponto gerador para a posicao do centro de massa encontrado na etapa anterior;

4. Verifica se o deslocamento médio dos pontos geradores do conjunto é minimamente

aceitdvel para a aplicacdo, interrompendo o processo de refinamento caso o seja.

Figura 2.20: Exemplo do algoritmo de Lloyd em quatro iteracoes diferentes. O diagrama
de Voronoi do conjunto de pontos atuais em cada iteracao é mostrado limitado por um
quadrado. Os pontos do conjunto sao ilustrados por um circulo preenchido, enquanto
que o centro de massa, para onde os pontos serao deslocados, sao ilustrados por circulos
tracejados. Note que a cada iteracao a distancia entre eles fica menor, até que na iltima
iteragao é encontrado o diagrama de Voronoi centroidal.

A menos que um conjunto de pontos tenha sido gerado segundo a organiza¢ao de um diagrama
de Voronoi centroidal, é de se esperar que as coordenadas de cada ponto sejam diferentes da
coordenadas do ponto gerador. No entanto, é objetivo do algoritmo de Lloyd iterar até
que a distancia média dos pontos geradores ao centroide de sua célula seja menor que um
valor heuristico previamente definido, ajustando as coordenadas dos pontos geradores com as
coordenadas do centro de massa da respectiva célula Vioronoi. O valor da média é calculado

da seguinte forma:

n—1

S (V(x2 —x1)? + (y2 — 11)?)

1=0
= 2.12
. 212

daverage

Por definicdo, o algoritmo consegue aproximar cada vez mais do posicionamento 6timo para

seus pontos e, portanto, o valor da média dos deslocamentos tende a ser menor a cada iteracao.
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2.4.5 Curva de Hilbert

A curva de Hilbert é uma curva fractal (figuras formadas pela repeticdo de padrdes de deter-
minadas fun¢des ou de modelos geométricos) do tipo continua, descrita pela primeira vez em
1891 por David Hilbert.

T
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1
1
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1
L
1
+
+
1

Figura 2.21: Curva de Hilbert: (a) figura geradora com o primeiro nivel da curva, (b) com
o segundo, (c¢) com o terceiro e (d) com o quarto. Figura retirada de [25].

A figura geradora é um quadrado subdividido em quatro novos quadrados (Figura 2.21a), com
pontos centrais unidos formando uma lista duplamente encadeada. Intuitivamente, partindo
de um Unico quadrado de lado 1, verificamos que o k — ésimo passo possui 4* quadrados,
com comprimento de lado 21%1 [23]. A propriedade mais relevante desta curva é a divisdo dos
espacos em quadrantes. Somente apés um dos quadrantes ter sido totalmente percorrido, é
que o proximo sera percorrido, e assim sucessivamente até a imagem ter sido completamente

percorrida.

No escopo deste trabalho, a curva de Hilbert se mostrou bastante apropriada, uma vez que
sua navegac¢ao, quadrante a quadrante, segue o mesmo molde da divis3o recursiva do espaco
quadrangular usado como métodos de geracao de pontos aprensentado na Secdo 3.2.3. As-
sim, quando precisamos iterar entre os pontos da nuvem gerada por este método, o fazemos

seguindo a mesma ordem percorrida pela curva de Hilbert.
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Capitulo 3

Geracao de Nuvem de Pontos para
Métodos sem Malha

Neste capitulo, descreveremos a proposta de geracdo de nuvem de pontos deste trabalho. Em
linhas gerais, identificamos trés etapas distintas seguidas até a solucdo: a modelagem grafica
dos objetos, a geracao em si e o refinamento. Apresentaremos a visdo geral de cada uma

delas, sobretudo quanto a seus principios de funcionamento e decisGes de projeto.

3.1 Modelagem geométrica

Para proceder com a geracdo da nuvem de pontos, precisamos definir os contornos do objeto
que, neste trabalho, sao apresentados em um espaco bidimensional. As coordenadas de todos
0s pontos que integram a nuvem estdo, portanto, dentro dos limites de poligonos definidos,
de forma independente para cada um deles. Apesar de ser possivel buscar as coordenadas de
todos os vértices ordenados do contorno de cada objeto em arquivo, partiremos do principio
que ele ainda n3o existe, e que o usudrio fard a modelagem utilizando as ferramentas oferecidas

pela aplicacao.

33



3.1. Modelagem geométrica

Figura 3.1: Momento de insercao de segmentos utilizando os recursos de desenho da
aplicacao. O poligono a esquerda ja fora finalizado, enquanto que o a direita ainda esta
recebendo pontos a partir de cliques do mouse (tratados como vértices).

O processo de desenho pode ser dividido em duas etapas distintas. Na primeira, inserimos
um conjunto de segmentos isolados ou interconectados (formando caminhos fechados como
pode ser visto na Figura 3.1). Neste momento podem existir sobreposicdes e desconexdo de
vértices dentre os segmentos inseridos. O fato de uma sequéncia de segmentos ser desenhada
como um caminho fechado ndo garante que o poligono resultante, onde serd gerada a nuvem

de pontos, serd tal qual desenhado. E possivel até mesmo que sejam gerados mais de um
poligono a partir deste desenho.

Do emaranhado de segmentos inseridos precisamos inferir os poligonos resultantes. Todos

os caminhos fechados existentes, independentemente de como se chegou a eles, devem ser

considerados como poligono. Assim sendo, um quadrado com um segmento atravessado

(Figura 3.2a) dard origem a dois poligonos distintos (Figura 3.2b).

Na figura 3.3 podemos analisar uma entrada um pouco mais complexa. No desenho central,
um emaranhado de segmentos inseridos livremente, percebe-se cinco elementos distintos: trés
tridngulos e dois segmentos. A partir dele podemos inferir oito poligonos distintos, todos eles

formados por um conjunto conexo de segmentos e por vértices de grau dois - exatamente dois
dos segmentos do poligono conectado a cada um de seus vértices.
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(a) (b)

Figura 3.2: A partir do desenho de, por exemplo, um quadrado com um segmento atra-
vessado feito pelo usudrio (a), precisa-se inferir a existéncia de dois poligonos distintos

(b).

3.1.1 Identificacao de Poligonos

O processo de identificagdo de poligonos consiste, basicamente, em decompor o emaranhado
inserido C' e recompor em uma DCEL, onde poderemos iterar entre as faces considerando
apenas as que forem identificadas como caminho fechado. Para entender melhor este processo,
vamos primeiramente analisar a Figura 3.4, que nos mostra os elementos da estrutura de dados

que queremos identificar.

Uma possivel abordagem é trabalhar com uma construgdo incremental da DCEL, a partir
da insercdo um a um dos segmentos de reta de C'. A cada insercao, precisamos encontrar as
intersecdes e atualizar a DCEL, como pode ser visto na Figura 3.5. Intuitivamente, percebemos
que o tempo gasto para inserir uma reta é proporcional ao niimero de retas que sio atravessadas

neste processo.

Outra abordagem, implementada na CGAL (detalhes desta biblioteca no Apéndice A), é a
decomposicdo de C' no maximo de curvas monotonicas possiveis, obtendo-se um conjunto de
curvas C’. Formalmente, uma curva monotonica é aquela cuja derivada ndo muda de sinal.
No entanto, neste caso em particular, podemos simplificar o conceito dizendo que é cada
segmento de rete inserido pelo usudrio, contendo em suas extremidades dois dos vértices do

conjunto, podendo ou ndo ser interceptado por outra curva monotonica.
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Figura 3.3: Exemplo de desenho um pouco mais complexo (centro), onde foram inferidos
oito poligonos (marginais).

face
ilimitada

vértice

Figura 3.4: Arranjo de segmentos de reta e identificacao dos elementos de interesse para
composicao de uma DCEL.

Em seguida, decompde-se cada curva de C’ no maximo de segmentos conectados, mas que
ndo cruzam com qualquer outro segmento, obtendo-se C” [9]. Consideramos os conjuntos C’

e C" como niveis em uma hierarquia de curvas, onde a unido das sub-curvas em cada nivel é a
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Figura 3.5: Atualizacao da DCEL apds a insercao de um novo segmento de reta.

curva original em C”, podemos entdo armazena-los em uma arvore hierdrquica. Esta estrutura

consiste geralmente em trés niveis:

1. Curva da raiz da arvore, que mantém a curva original
2. Sub-curva da raiz, que s3o oriundos da decomposi¢do da curva original;

3. Bordas ou folhas da arvore, que mantém as curvas correspondentes as bordas do mapa

planar induzido pelo arranjo.

A Figura 3.6 mostra a divisao hierdrquica com as curvas correspondentes de um exemplo de
C. A arvore de hierarquia resultante nos permite cruzar as curvas sem perda de informacdo,

pois tanto as curvas originais quanto as sub-curvas intermediarias sdo armazenadas.

A partir desta estrutura, fica simples compor uma DCEL, bastando iterar entre os elementos
folhas, C” encontrando as continuidades e criando incrementalmente a DCEL, de forma se-
melhante da realizada para tratamento de intersecdo de poligonos, descrita com mais detalhes
na Secdo 2.4.2.

3.1.2 Consideracoes Sobre Furos em Poligonos

Existe uma configuracao especial onde um ou mais poligonos estdo completamente dentro de

outro, sem compartilhar nenhum vértice nem interceptar os segmentos do contorno (Figura
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curva
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Figura 3.6: Subdivisao hierérquica de um arranjo de segmentos formado por duas linhas
poligonais. Note que as bordas do arranjo sao numeradas de acordo com sua ordem na
arvore [9].

3.7). S&o, por exemplo, ocorréncias de furos dentro de um objeto modelado ou mesmo
mudanca de material. Em solu¢des de problemas reais, a drea do poligono interno pode ter
uma densidade de pontos diferente da externa, inclusive densidade nula, quando nao haverd
distribuicdo de pontos. Isso quer dizer que, no exemplo ilustrado na Figura 3.7, teriamos dois

poligonos, cada um com suas préprias caracteristicas.

Inicialmente, o poligono interno sera tratado como qualquer outro. No entanto, precisamos

considerar algumas particularidades, sendo P o poligono externo e P’ o interno:

e Se a densidade de nuvem de pontos de P’ for maior do que a de P, a distribuicdo dos
pontos sobre as arestas de P’, fronteira com P, seguird a densidade de P’ e vice versa.

Este mesmo comportamento acontece quando dois poligonos fazem fronteira, mas sem
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Figura 3.7: Exemplo de poligono “furado”.

que nenhum deles seja interno ao outro, ou seja, compartilham no maximo n — 1 arestas,

sendo n o ndmero de arestas do contorno;

e Se a densidade de P’ for nula, ainda assim serdo distribuidos pontos na fronteira com

P, seguindo a densidade de P;

e A drea ocupada pelo poligono interno, independente de sua densidade, ndo pode ser

considerada na distribuicao de pontos do poligono externo;

Além de independentes, as nuvens dos dois poligonos podem também ter densidade diferentes,
o que permite que a densidade do poligono interno seja zero, no caso de ser considerado
um furo. A Unica particularidade desta configuracdo é que, no poligono externo, a regido
ocupada pelo poligono interno serd desconsiderada na distribuicao da nuvem de pontos. Ja as
margens serdo tratadas como qualquer outra margem compartilhada entre diferentes materiais.

Discutiremos com mais detalhes o tratamento dado as arestas de fronteira na Secdo 3.2.

3.1.3 Regioes de Interesse Diferenciado

E comum existir em grande parte dos problemas do mundo real uma &rea de particular interesse
no objeto representado pelo poligono. O uso de uma malha uniforme de pontos para discretizar
o problema diferencial n3o é adequado nestes casos, pois para que seja seguida a mesma
densidade da distribuicdo de pontos da regido de maior interesse ao longo de toda a superficie
€ necessario um grande nimero de pontos e, consequentemente, o custo computacional sera

muito alto.
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Para aperfeicoar a distribuicdo e permitir que regides criticas tenham densidade diferenciada,
precisamos considerar a identificacdo destas regides. Para os casos onde o interesse do pro-
blema é maior nas bordas dos objetos ou em fronteiras, podemos postergar a solugdo para a
fase de refinamento, tratada com detalhes na Secdo 3.3. No entanto, para casos onde n3o é
possivel inferir a localizacao do ponto critico, precisamos que esta informacdo seja fornecida

ainda durante a fase de entrada das coordenadas dos objetos.

(a) (b)

Figura 3.8: Identificacdo das dreas de interesse do poligono: (a) a partir de um ponto, (b)
a partir de um segmento.

E o caso exemplificado na Figura 3.8, onde em 3.8a € identificada a area de interesse usando
um ponto e em 3.8b usando um segmento. Estes elementos podem estar localizados em
qualquer lugar no espaco bidimensional, seja sobre os segmentos ou vértices, dentro, fora ou
mesmo cortando os limites dos poligonos. Eles recebem tratamento diferenciado em cada

etapa da geracdo da nuvem, sendo que:

e Na tarefa de inferir os poligonos discutida na Secdo 3.1.1, eles sdo desconsiderados e

nao interferem na geometria do objeto;

e Na tarefa de geracdo da nuvem inicial, eles sdo devidamente representados recebendo
um ponto em sua coordenada, quando o elemento que identifica a area de interesse for
um ponto, ou varios pontos ao longo de seu comprimento, conforme sua densidade con-
figurada, quando se tratar de um segmento de reta. Em ambos os casos, a distribuicdo
de pontos sobre eles sé acontece quando sao internos ao objeto, total ou parcialmente

(neste Ultimo caso, somente a parte que é interna ao objeto recebe pontos);

e Na tarefa de refinamento da nuvem de pontos, tratada na Sec3do 3.3, eles interferem no
calculo dos pesos dos pontos e, consequentemente, no tamanho da area de representa-

tividade de cada um deles. Quando mais préximo do elemento identificador (ponto ou
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segmento), mais conforme a densidade dele a nuvem serd e menos conforme a densidade

configurada para o objeto modelado.

3.2 Geracao de Nuvem de Pontos

Uma vez definidos os poligonos que representam os objetos do problema tratado, podemos
entdo distribuir pontos ao longo de sua superficie e limites. Nosso objetivo neste momento é
descobrir a quantidade de pontos necessarios e distribui-los de forma a se aproximar da densi-
dade necessdria para resolver o problema tratado sem, necessariamente, garantir a qualidade

desta distribuicao.

Neste trabalho implementamos duas abordagens distintas para a geracdo inicial de pontos
e, assim, avaliar as contribuicoes de cada uma separadamente e comparar os resultados. A
primeira delas é baseada em um algoritmo de geracao aleatéria de coordenadas dentro do
dominio, gerando uma distribuicdo como a que é ilustrada na Figura 3.9a. A segunda é
baseada em um algoritmo que segue os principios de um refinamento adaptativo, gerando
recursivamente malhas cada vez mais refinadas com disposicao dos pontos em forma de grade,

cujo resultado pode ser visto na Figura 3.9b.
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Figura 3.9: Resultado da geragao aleatdria de pontos (a) e baseada em refinamento adap-
tativo (b).
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3.2. Geragao de Nuvem de Pontos

3.2.1 Definicao do nimero de pontos gerados

Antes de se iniciar a criagdo dos pontos é necessario calcular quantos pontos serdo gerados.
Este calculo é aproximado e a quantidade final dependerd também do processo de refinamento,
que pode inserir ou retirar pontos durante suas iteracdes. E desejado, no entanto, o valor mais
aproximado possivel, pois cada vez que um grupo de pontos € inserido ou retirado na etapa

de refinamento, todo ele precisa ser refeito.

O nidmero inferido de pontos, n, é resultado da multiplicacdo da drea do poligono P pela

densidade d desejada:

n = area(P) x d (3.1)

Desta forma, garantimos que a densidade configurada pelo usudrio seja respeitada indepen-
dente do tamanho do poligono, e que a distdncia média entre os pontos distribuidos seja
diretamente proporcional a densidade pedida, sem sofrer interferéncia do formato ou disposi-

¢ao do objeto.

3.2.2 Geracao de pontos com coordenadas aleatdrias

A geracao aleatdria, uma vez conhecido o niimero de pontos que devem ser gerados, acontece
para cada poligono do problema de forma independente (Figura 3.10), mesmo que na etapa
de desenho ele tenha sido criado compartilhando alguma(s) aresta(s) com outro(s) qualquer,

como nos poligonos da Figura 3.10c.

Iterativamente e para cada poligono, a geracdo de pontos acontecera seguindo duas tarefas
basicas descritas abaixo, até se atingir o objetivo estipulado pelo calculo de pontos necessarios

para a solu¢do do problema na densidade configurada.
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3.2. Geragao de Nuvem de Pontos

Figura 3.10: Definigdo da &rea limite de dois exemplos de poligono (a) e (b) e para
poligonos compartilhando aresta de fronteira (c¢) para o processo de criacao aleatéria de
pontos.

1. Definimos um retangulo envolvente minimo que contém o poligono em seu interior,
como visto tracejado na figura 3.10. Todas as coordenadas dos pontos gerados, apesar
de usar um algoritmo de geracao de nimeros aleatérios, estardao dentro dos limites deste

retangulo;

2. Até que todos os pontos esperados sejam gerados, calculam-se coordenadas aleatérias
para x e y de forma independente, e as submetemos a avaliacdo que verifica se este é um
ponto valido ou n3o. Percebemos que, mesmo dentro do retangulo, existem dreas que
nao fazem parte do poligono, e que eventualmente irdo receber pontos gerados. Para
resolver este problema, precisamos verificar, a cada ponto gerado, se ele estd interno
ao poligono. Caso esta regra ndo seja cumprida, este ponto sera descartado e nao sera
deduzido no nimero de pontos total a ser gerado. Nesta etapa, pontos que estdo sobre
os segmentos também sio descartados, uma vez que pontos sobre as arestas do poligono

serao gerados em uma etapa exclusiva para isso.

3.2.3 Geracao de pontos baseada na estrutura de Grafos de Folhas
Autonomas (ALG)

Percebemos que, usando o método de geracao aleatdria, a variagcao de distancias médias entre
pontos é grande. Observando a disposicdo dos pontos ilustrada na figura 3.9b, percebemos

de forma evidente a existéncia ora de clardes, ora de agrupamentos muito mais densos do que
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3.2. Geragao de Nuvem de Pontos

o desejado ao longo da superficie. Partimos entdo para uma solucdo que permite a criacao de

pontos de forma organizada, até a quantidade desejada de pontos.

A implementagdo do trabalho Burgarelli [3] utiliza um refinamento adaptativo para obter ma-
lhas adequadas a representacao de equagdes diferenciais parciais discretizadas. A solugao é,
basicamente, a construgcdo automdtica de uma malha pouco densa em regides de menor inte-
resse e mais densa onde houver maior interesse, mantendo tanto quanto possivel uma transicao
suave. Assim construindo, pode-se reduzir drasticamente o nlimero de pontos necessarios para
obter uma soluc3do precisa para problemas suaves, e atingir uma ordem de convergéncia étima
para problemas nao suaves. Essencialmente, trata-se da subdivisao recursiva do espago uti-
lizando a estrutura Autonomous Leaves Graph (ALG) [2]. Essa estrutura é uma evolugdo
da bem conhecida estrutura quadtree para uso em problemas de refinamento adaptativo de

malhas.

N

/ T /\// T /\\/
L LS

Figura 3.11: Subdivisao recursiva da quadtree.

Uma arvore de refinamentos, comumente chamada de quadtree, é uma estrutura frequente-
mente utilizada para construir sub-malhas mais refinadas a partir de malhas menos refinadas,
gerando uma hierarquia que pode ser vista na Figura 3.11. A partir de uma malha inicial,
chamada de raiz, sdo criados filhos como sub-malhas de grau de refinamento maior e area
da célula quatro vezes menor. Esta subdivisdo acontece sucessivamente até se alcangar a

granularidade desejada.
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3.2. Geragao de Nuvem de Pontos

J4d a ALG é uma estrutura de dados baseada em grafos proposta por Burgarelli et al. [2], onde
o custo de comunicagdo entre as células de um dominio discretizado é O(1), independente
do nimero de células presentes na discretizacdo. Para isso, os nds pais sao substituidos por
nods filhos que, devidamente identificados seus respectivos niveis hierdrquicos, convivem na
mesma estrutura dos nds que ndo precisaram ser refinados. No entanto, a qualquer momento
é possivel o processo inverso ao refinamento, apesar deste procedimento n3o ser necessario

para o problema tratado neste trabalho.

A Figura 3.12 mostra um exemplo de uma malha adaptativa e respectiva representacao grafica
da estrutura de dados (ALG). Observe que para cada ponto, centroide de uma célula em 3.12a,
existe um né mapeado na estrutura 3.12b como uma bolinha preta. Cada né possui quatro
ponteiros que apontam para os seus nds vizinhos (acima, abaixo, a direita e a esquerda), ou
para null, caso seja um né que limita o objeto. Quando o nivel entre dois nés € igual, o
apontamento é direto (um nd aponta para o outro), mas quando o nivel é maior ou menor é
necessdrio um elemento especial intermediando o apontamento, representado por uma bolinha
branca para cada nivel de diferenca. Assim, independente de quantos niveis de diferenca

existam entre dois nds, a representacao do nd na estrutura de dados serda a mesma.

Por convencao, partimos do espaco quadrangular dividido em quatro células iguais, cujo nivel
hierarquico é classificado como 1. Uma célula de nivel n, apds refinada, sera substituida por
quatro células de nivel n+ 1. Tanto na proposta original apresentada por Burgarelli [3] quando
neste trabalho, vinculamos o nivel da célula ao seu tamanho: uma célula de nivel n + 1 sera

1 do tamanho da célula de nivel n.

Cada n6 refinado, como por exemplo, o né exemplo da Figura 3.13a, é substituido por quatro
vértices, como em 3.13b. O ndmero 2 ao lado de cada vértice indica seu nivel de refinamento.
Repare que nas Figuras 3.12a e 3.13b, que sdo representacoes graficas da estrutura de dados,
existem vértices brancos e pretos: os pretos sio de fato os nds criados. Ja os brancos sao
vértices especiais que nao representam nés da malha, mas servem de conexao entre nds pretos
de diferentes niveis, onde um né preto “pai” precisa se conectar a dois “filhos". S3o, portanto,
imprescindiveis para o processo de busca de vizinhos, tanto do processo de refinamento, quanto

de desrefinamento, se necessario a aplicagdo.

A iteracdo na lista de nds, nesta abordagem, é garantida pela atualizacdo a cada etapa de

refinamento ou desrefinamento de uma lista duplamente encadeada gerada a partir de uma
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Figura 3.12: Exemplo de malha adaptativa (a) e a representagao gréfica da estrutura de

dados (b). Figuras retiradas de [3].

(a)
Figura 3.13: Processo de substituicao de um né por quatro outros de nivel de refinamento

maior em sua estrutura de dados: (a) estado inicial, (b) apds a substituigdo. Figura

retirada de [3].
adaptacdo do algoritmo de contru¢do da curva de Hilbert (versdo original descrita na Secdo

2.4.5), permitindo percorrer todos os nds da nuvem mesmo que sejam de niveis diferentes
46
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VR

Figura 3.14: Adaptagao da curva de Hilbert em cinco niveis de refinamento.

Neste trabalho em particular, adaptamos os algoritmos de refinamento da malha adaptativa
para, seguindo o mesmo propdsito original, refinar recursivamente a malha somente na regido
de interesse, que no nosso problema é o interior do poligono. Posteriormente, transformar a
malha em uma nuvem de pontos cujo resultado pode ser visto na Figura 3.15. Observe que
todo o espaco ocupado pelo quadrado imagindrio que contém a figura é preenchido por pontos,
mas somente refinamos a medida que se faz necessario para se obter o nivel de refinamento
desejado no interior do objeto. Ainda, como nosso interesse é somente os pontos internos ao
poligono, todo aquele cujas coordenadas estdo fora dos limites serd desconsiderado na nuvem

resultante.

Figura 3.15: Nuvem de pontos extraida da malha adaptativa.

Para definir o espaco do quadrado raiz, a aplicacdo calcula o menor quadrado envolvente
possivel que comporta o poligono. Por se tratar de quadrado, é bem provédvel que, ou na
vertical ou na horizontal, ele exceda o poligono e, neste caso, o quadrado é deslocado de

forma a deixar o poligono exatamente no meio (Figura 3.16).

Como ilustrado na Figura 3.17, o quadrado é dividido em quatro partes (3.17b), igualmente

quadradas, que chamamos de células. Cada célula pode ser traduzida em um ponto cujas
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(a) (b) (c)
Figura 3.16: Criagao do quadrado envolvente (b) de um poligono (a). Para aperfeicoar as

subdivisdes do quadrado, ele foi deslocado verticalmente (c), neste exemplo, para centra-
lizar o poligono.

(a) (b)

(d)

Figura 3.17: Exemplo de iteragdes de subdivisao recursiva (c), (d), (e), (f) das quatro
células (b), do poligono (a).

coordenadas sdo as do seu centro. Quando este ponto fica localizado fora do poligono, ele
nao fard parte da nuvem de pontos gerada, mas a célula que ele representa ainda pode ser
subdividida, caso ela tenha intercessao com algum segmento do poligono. Percebemos esta

necessidade com mais detalhes na Figura 3.18.
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3.2. Geragao de Nuvem de Pontos

Figura 3.18: Detalhe da variacao de gradual e sobre demanda das células a medida que
se aproxima do poligono.

Ha ainda um caso especial no processo de refinamento onde nem todos os nds sio refinados,
mesmo estando internos ao poligono. Para explicar esta particularidade, vamos partir de um
exemplo onde o poligono é exatamente um quadrado, como visto na Figura 3.19. O processo
de subdivisao é recursivo e, por isso, aumenta o niimero de pontos sempre quatro vezes de uma
iteracdo para outra. Isto gera um problema: supondo que para atingir a densidade pedida seja
necessaria a distribuicdo de aproximadamente 300 pontos ao longo da superficie do poligono.
Sabendo-se que a subdivisdo escolhida divide cada célula em outras 4 células, temos como

resultado em cada iteracao a seguinte quantidade de pontos:

4516 — 64 — 256 — 1024 —> - - - (3.2)

Ou seja, na quarta iteracdo ainda n3o temos a quantidade desejada, mas a quinta insere muito
mais pontos do que o necessario. Se pardssemos na quarta iteracdo ou realizdssemos a quinta,
provocariamos um alto custo a ser pago na fase de refinamento, fazendo com que qualquer

beneficio desta distribuicdo de pontos inicial criteriosa seja infimo perante seu maleficio.

Para resolver este problema, quando atingimos a iteracao cuja quantidade de pontos é menor
do que a desejada e que a préxima seja maior, interrompemos a subdivisao completa das

células e passamos a fazer de forma parcial e criteriosa, somente em uma quantidade de
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Figura 3.19: Resultado da geracao de pontos usando ALG com iteracao executada parci-
almente.

células minimas necessarias para se atingir o que falta do nimero de pontos desejados. As
células escolhidas, cujo grau serd um nivel acima das demais, sdo distribuidas no poligono para
que nao provoque uma densidade maior indesejada em uma determinada regido. A iteracdo

parcial procede da seguinte forma:

1. Inferimos o nlimero de pontos faltantes, rp, subtraindo o niimero de pontos esperados

do nimero de pontos resultante da iteracdo atual,

2. Calculamos o nimero de células rc¢ que precisam ser refinadas para somar rp ao ndmero
total de pontos. Sabemos que cada célula dard lugar a quatro novas, ou, em outras
palavras, cada célula refinada (que j& contribui com 1 ponto) somara 3 no ndmero total

de pontos. Em sumo, r¢ = rp/3;

3. Calculamos o passo (d) usado nesta iteragdo, ou seja, calculamos de quantas em quantas
células uma sera escolhida para ser refinada. Este célculo é feito dividindo-se o niimero
de células do nivel atual, tc, pelo nimero de células cujo refinamento se faz necessario.

Ou seja, § = te/re;

4. Procedemos com o refinamento parcial, percorrendo todas as células do nivel atual

escolhendo para ser refinada uma a cada d células.
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3.2. Geragao de Nuvem de Pontos

O resultado do processo de geracao de pontos onde se fez necessario uma itera¢ao parcial das

células pode ser visto na Figura 3.19.

3.2.4 Distribuicao de pontos sobre as arestas dos poligonos

Em ambos os métodos de geracdo de pontos, tratamos apenas a distribuicdao no interior
dos poligonos, além dos pontos nos vértices aproveitados da fase de desenho. No entanto,
ainda precisamos distribuir pontos ao longo das arestas, que no nosso problema representam
o contorno do problema ou, em casos onde objetos compartilham arestas, interfaces entre

diferentes materiais.

Para esta distribuicao de pontos tratamos isoladamente cada segmento: de posse dos pontos
inicial e final, calculamos a distancia entre eles e dividimos pela densidade escolhida. Assim,
criamos a quantidade exata necessaria de pontos e distribuimos de forma equidistante ao longo
da aresta. Estes novos pontos estdo sujeitos a alteragcdo durante o refinamento assim como

qualquer outro localizado no interior do poligono.

Percebemos, entdo, a existéncia de trés tipos de pontos em um mesmo poligono:

e Pontos de vértices;
e Pontos de arestas;

e Pontos internos.

A representacdo computacional dos pontos possui informagdo sobre seu tipo, importante tanto
para o processo de refinamento, que trata cada um destes grupos de forma diferente, quanto
para a geracao do arquivo de saida da aplicacdo, permitindo que a aplicacao cliente trate

diferente cada tipo de ponto.

o1



3.3. Refinamento

3.3 Refinamento

O processo de refinamento é o que de fato garantird que seja respeitada a densidade exigida
para solucionar o problema e também a qualidade da distribuicdo de pontos. Basicamente,
existem dois principios para a distribuicdo de pontos: o principio da equi-distribuicdo, unifor-
midade ou distribuicao homogénea e o principio variacional ou distribuicdo heterogénea. No
primeiro, intuitivamente entendemos que se trata de espalhar pontos da nuvem ao longo da
superficie, mantendo tanto quanto possivel a mesma distancia entre os pontos. Ja o segundo
propoe a utilizagdo de um nldmero minimo de nés, diminuindo o custo computacional durante
o tratamento da nuvem e, ainda assim, obter a precisdo desejada. Isto é conseguido através
da distribuicio mais densa de pontos nas dreas onde a aproximacao tende a ter variacoes

abruptas, e menos pontos em adreas com variagées mais suaves.

' *
(c) (d)
Figura 3.20: Resultado do refinamento segundo as quatro configuragoes tratadas: (a)

homogéneo, (b) heterogéneo com énfase nas bordas, (c) heterogéneo com énfase nas regices
de interesse, (d) heterogéneo com énfase nas bordas compartilhadas.

A qualidade de uma distribuicdo esta relacionada a uniformidade das distancias entre pontos,
seja para um problema de distribuicao homogénea ou heterogénea. E desejado que os pontos

sejam dispostos equidistantes entre si na distribuicdo homogénea (como ilustrado na Figura
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3.20a), ou seguindo uma graduagdo uniforme quando for necessario maior detalhamento em
uma area especifica do poligono (como ilustrado na Figura 3.20b, 3.20c e 3.20d). O processo de
refinamento independe do método usado para a geragdo de pontos, mas o custo computacional
de sua execuc¢do pode variar, uma vez que a distribuicao segundo um método pode garantir uma
qualidade menos distante da ideal do que em outro, exigindo menos iteracoes de refinamento.

Analisaremos as diferencas percebidas no Capitulo 4, que discute os resultados alcancados.

.............
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Figura 3.21: Distribuigao de pontos com respectivas células Voronoi: (a) apés distribui-
¢ao inicial aleatoria, (b) apds distribuigao inicial baseada no ALG, (c) apos refinamento
homogéneo, (d) apds refinamento heterogéneo com énfase nas bordas.

O processo de refinamento proposto neste trabalho é iterativo e utiliza o algoritmo de Lloyd
no reposicionamento dos pontos para uma posicdo melhor a cada iteragdo. Como descrito
na Secdo 2.4.4, o algoritmo basicamente gera o diagrama de Voronoi usando os pontos da
nuvem atual e os reposiciona para a posicao do centro de massa de sua célula. Na Figura
3.21a e 3.21b podemos ver como fica o diagrama de Voronoi inicial para os dois métodos de
geracao de pontos apresentados nas Se¢les 3.2.3 € 3.2.2, e em 3.21c e 3.21d, o diagrama final,

segundo a distribuicdo homogénea e heterogénea com énfase nas bordas respectivamente.
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Figura 3.22: Exemplo de ajuste de coordenadas dos pontos da nuvem de uma iteracao.
Nas células de Voronoi, os pontos geradores sao representados preenchidos, enquanto que
o centro de massa, que possui as coordenadas que serao aplicados nos geradores, com
borda tracejada.

Na Figura 3.22 podemos ver o detalhe do deslocamento a ser realizado nas iteracdes iniciais
(deslocamentos mais significativos): um conjunto de pontos geradores (ponto preenchido), o
diagrama de Voronoi (formagdo em células) e centro de massa de cada célula (ponto de borda

tracejada).

Quando um ponto do diagrama de Voronoi permite atribuicdo de peso, temos o chamado
Power Diagrams [8]. Neste diagrama, base para a distribuicdo heterogénea, os pontos sdo
representados por circulos cujo tamanho é proporcional ao peso atribuido, comumente calcu-
lado pela distancia euclidiana. Neste trabalho especificamente, a distdncia em questao é a
do centro de massa da célula de Voronoi, x;, até a drea de interesse, X, que, dependendo
do problema e das configuragdes para o processamento da solu¢do, sdo todas as arestas do
poligono ao qual x; pertence (Figura 3.20b), um segmento ou ponto extra (Figura 3.20c), ou

uma aresta compartilhada (Figura 3.20d). Dados os pontos

X1 = ($17y1) (3-3)

Xg = (22, Y2) (3.4)

a distancia euclidiana entre eles é calculada fazendo
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x1 — Xo| = /(w2 — 21)? + (2 — 1)? (3.5)

e o peso atribuido ao ponto gerador do diagrama de Voronoi, C;, é definido como

c,=4 (3.6)

onde A é a regido, x é a posicdo e p(x) é a fun¢do densidade. Para uma regido de densidade
constante p, temos o que neste trabalho chamamos de “refinamento homogéneo”, uma vez
que as células do diagrama tendem a ter uma &rea igual (Figura 3.21c). J4 um exemplo de p
variavel pode ser visto na Figura 3.21d, quando usamos a distancia da borda para calcular seu
valor. Neste caso, o peso é proporcional a distancia da borda, ou seja, quanto mais distante
(ou mais ao centro do poligono), maior é o valor de p e consequentemente, maior o tamanho

das células Vooronoi e maior o espancamento entre pontos.

Vincular o valor de p ao peso de um ponto gera uma varia¢ao de tamanho das células desejado.
Mas eventualmente pode gerar uma representatividade insuficiente nas regides onde os pontos
receberam pesos muito altos. Para tratar este problema e garantir um minimo de representati-
vidade, incluimos a possibilidade de limitar o peso maximo inferido para cada configuragdo de
densidade. O efeito deste limite pode ser visto na Figura 3.23: em 3.23a, as células centrais
possuem um tamanho que pode ndo ser suficiente para representar a drea mais ao centro do
poligono; em 3.23b garantimos que o peso atribuido, apesar de maior do que qualquer outra

célula com valor de p original menor, seja igual ou menor que um valor minimo estipulado.

3.4 Reavaliacao da Densidade

Apds uma quantidade de iteragdes do algoritmo de Lloyd, mas ainda distante da soluc3o final,

reavaliamos a densidade prévia da nuvem resultante. Esta acdo é importante para garantir
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(a) (b)

Figura 3.23: Resultado do refinamento heterogéneo com énfase nas bordas sem limitar
peso minimo para os pontos 3.23a e limitando o peso minimo 3.23b.

que a nuvem resultante tenha a densidade necessaria para a solucao do problema, o que talvez
seja a mais importante caracteristica de uma nuvem de pontos a ser usada em um método
sem malha. Se a densidade for maior ou menor que a desejada, considerando um limite de

erro, pontos sao excluidos ou criados.

Para calcular o niimero de pontos necessarios para realizar o ajuste de densidade, usamos uma
heuristica baseada em regra de trés simples: a média das distancias entre pontos atual, ma,
estd para o nimero de pontos atual da nuvem, na, assim como a média desejada (extraida da
densidade desejada), md, esta para o nimero de pontos que estamos calculando, nd (Equagio
3.7).

nd=—— (3.7)

A diferenca entre o nimero de pontos atual e nd é a quantidade que deve ser inserida ou

excluida, n:

n =na —nd (3.8)

Sabendo-se o valor de n, procedemos com o devido ajuste: caso seja para incluir, n pontos

sao distribuidos equidistantemente ao longo da superficie. Caso seja para excluir, n pontos sao
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escolhidos segundo suas coordenadas, de forma que sejam excluidos pontos mais equidistantes
quanto possivel ao longo da superficie. Apds esta acao, podemos imaginar que o refinamento
realizado até entdo seja comprometido e, por este motivo, o processo € reiniciado e executado
até que a qualidade esperada seja alcancada ou uma nova altera¢do na quantidade de pontos

seja necessaria.

3.5 Particularidades da Implementacao

Normalmente, as células de Voronoi originadas dos pontos localizados nas arestas do poligono
seriam células ilimitadas e, consequentemente, a area desta célula seria infinita e seu centro

de massa impossivel de ser calculado, como ilustrado na Figura 3.24.

Figura 3.24: Células sem limites definidos, cujos pontos geradores estao localizados nas
arestas do poligono.

Para resolver este problema, distribuimos quatro pontos imagindrios no exterior do poligono,
como pode ser visto na Figura 3.25. Estes pontos siao tratados como integrantes da nuvem
de pontos geradores, sendo considerados também na geracdo do diagrama de Voronoi. No
entanto, no momento em que a nuvem é exportada para uso em um método sem malha, estes

pontos s3o descartados.

Com a presenca destes quatro pontos garantimos que todas as células que realmente fazem
parte da nuvem sejam células fechadas, o que facilita o tratamento usando os algoritmos
geométricos adotados e discutidos no Capitulo 2. As quatro células que ficaram com limites

indefinidos n3o s3o de nosso interesse e nao nos trarao nenhum problema.
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Figura 3.25: Células de Voronoi apds a insercao dos quatro pontos imaginarios no nor-
deste, sudeste, sudoeste e noroeste do poligono.

Apesar de agora fechadas, as células localizadas nas extremidades do poligono ainda nao
podem ser trabalhadas como as demais. Analisando um pouco mais a fundo, percebemos
que precisamos resolver outro problema: estas células extrapolam os limites do poligono. Se
nao tratdssemos estes casos de forma diferenciada, seus centros de massa teriam coordenadas
externas ao poligono, o que faria com que os pontos geradores fossem deslocados para fora

dele, descaracterizando a nuvem de pontos.

Para resolver este problema, substituimos a célula original pela geometria formada pela inter-
cessdo entre ela e o poligono. Garantidamente, a nova geometria estard contida dentro dos
limites e, consequentemente, as coordenadas do seu centro de massa também. Todo este
tratamento especial precisa acontecer somente nos pontos localizados nas arestas e vértices.
Saber se um ponto € interno, se é vértice ou estd sobre aresta garante que este cdlculo n3o

seja feito desnecessariamente.

Para o caso particular de pontos sobre arestas, temos ainda uma particularidade a tratar. Como
descrito na Secdo 3.3, sabemos que os pontos geradores serdo deslocados para as coordenadas

dos centros de massa de suas respectivas células, o que n3o pode acontecer com pontos do
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tipo “vértice" ou “aresta”. Caso contrario, eles seriam deslocados para o interior do poligono e

deixariam de representar as extremidades.

e R

b D

Figura 3.26: Deslocamento especial na iteracao do algoritmo de Lloyd dos pontos locali-
zados nas arestas ou vértices.

Para resolver este problema, tratamos os deslocamentos destes pontos de forma diferente da
dos demais. Realizamos o céalculo do centro de massa da mesma forma, mas antes de usar as

coordenadas, realizamos as seguintes tarefas, ilustradas na Figura 3.26:

1. ldentificamos o fragmento da aresta do poligono que corta a célula;

2. ldentificamos a coordenada sobre esta aresta que estd sobre o angulo reto formado por

ele e a linha imagindria que seria a menor distancia até o ponto original;

3. Usamos estas coordenadas para o deslocamento do ponto original da célula tratada.

Desta forma, garantimos que, mesmo apds varias iteracdes com consequentes alteracbes de

coordenadas dos pontos, teremos pontos sobre os limites do poligono.
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Capitulo 4

Resultados

Abordaremos neste Capitulo os resultados obtidos, partindo de exemplos préticos de geracao
de nuvem de pontos até a andlise de desempenho e impressdes a respeito da solucao de forma
geral. Mostraremos também o comportamento da solu¢ao quando na solugdo de um problema

eletrostatico.

Nosso intuito ndo é abordar problemas de métodos numéricos, mas precisamos avaliar se a
solugcdo de geracdo de nuvem de pontos proposta é vidvel para a discretizagdao dos dominios
tratados. A qualidade da distribuicao afeta diretamente a precisao numérica da solugcdo de um

problema real.

4.1 Avaliacao do Impacto da Escolha do Método no

Resultado da Nuvem

Como ja discutido em detalhes no Capitulo 3 deste trabalho, implementamos dois métodos
distintos para a realizacdo da tarefa de geragcdo da nuvem inicial de pontos. Nosso objetivo,
com isto, é comparar o desempenho de ambos, principalmente quanto ao custo de execucdo

e o impacto na qualidade da nuvem resultante.
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4.1. Avaliacao do Impacto da Escolha do Método no Resultado da Nuvem

Abordaremos isoladamente as tarefas de geracao e refinamento da nuvem de pontos. Faremos
um comparativo entre os dois métodos desde a geracdo até o resultado final do refinamento.
Trataremos o problema segundo trés abordagens: o tempo para execucao da tarefa de gera-
¢do, o tempo para o refinamento e o nimero de iteragdes do algoritmo de Lloyd que foram

necessdarios para se atingir a qualidade estipulada.

Para entender o que cada abordagem significou, vamos analisar as Figuras 4.1, 4.2, 4.3 e 4.4.
Isolamos as primeiras iteracdes do algoritmo de refinamento, Lloyd, quando aplicado sobre
uma nuvem gerada segundo a abordagem aleatéria (Figuras 4.1 e 4.2) e a abordagem baseada
no ALG (Figuras 4.3 e 4.4).

Notamos de forma evidente que o refinamento quando a nuvem foi criada de forma organizada,
baseada no refinamento adaptativo (ALG), é muito mais suave. Basicamente, quando a
densidade ja é acertada, s6 sao necessarios ajustes das bordas. No entanto, isso nao quer
dizer que o custo computacional seja menor, uma vez que o processo de analise de cada célula
Vooronoi sera realizado de uma forma ou de outra. No entanto, é notdria a distribuicdo final

de pontos mais organizada.
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4.1. Avaliacao do Impacto da Escolha do Método no Resultado da Nuvem

Figura 4.1: Iteragoes Lloyd passo a passo a partir de uma nuvem de pontos gerados
aleatoriamente.
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Figura 4.2: Iteragoes Lloyd passo a passo a partir de uma nuvem de pontos gerados
aleatoriamente, mostrando as células Voronoi. (a) refere-se a Figura 4.1a, (b) refere-se a
Figura 4.1e e (c) refere-se a Figura 4.1i.
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Figura 4.3: Iteracoes Lloyd passo a passo a partir de uma nuvem de pontos gerados
segundo o método baseado no refinamento adaptativo (ALG). Note que os deslocamentos
dos pontos sao bastantes sutis, mais evidentes nas bordas.
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Figura 4.4: Iteracoes Lloyd passo a passo a partir de uma nuvem de pontos gerados se-
gundo o método baseado no refinamento adaptativo (ALG), mostrando as células Voronoi.
(a) refere-se a Figura 4.3a, (b) refere-se a Figura 4.3e e (c) refere-se a Figura 4.3i.
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4.2. Tempo de Execucao da Geragao da Nuvem Inicial de Pontos

4.2 Tempo de Execucao da Geracao da Nuvem

Inicial de Pontos

Quando as duas solucdes foram discutidas, ficou evidente a diferenca da complexidade dos dois
métodos. A geracdo de pontos aleatérios é muito mais simples e, como era de se esperar dada
sua natureza incremental e custo computacional garantidamente O(1), que realizaria a tarefa
mais rapidamente. No entanto, serd que impactou o tempo total e a qualidade da distribuicao

de pontos final?

500
& Aleatorio « ALG
400
300
200
100

0
600 1200 1800 2400 3000 3600 4200

Tempo gasto para geracdo (ms)

Numero de pontos

Figura 4.5: Avaliagao do custo para geragao da nuvem inicial de pontos.

No Grafico 4.5, podemos analisar a evolucdo do tempo gasto para a geracdo de um ndmero
cada vez maior de pontos. Percebemos que a linha que representa o processo de geracao
aleatdria cresce linearmente junto com o niimero de pontos, como era esperado. Ja o processo
baseado no ALG possui um comportamento n3o linear. Isto se deve ao fato do algoritmo

trabalhar com niveis miltiplos de quatro.

Quando precisamos quebrar um nivel, permitindo que somente parte das células seja promovida
para o préximo nivel, inserimos um processamento especial, mais caro e que acarreta impacto

no custo total do algoritmo. Isto explica porque a linha ndo evolui sempre de forma linear.
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4.3. Tempo de Execucao do Processo de Refinamento e Ntumero de Iteracoes
Necessarias para Atingir a Qualidade Estipulada

Precisamos, ent3do, avaliar se o investimento maior nesta tarefa é justificado, trazendo benefi-

cios nas seguintes.

4.3 Tempo de Execucao do Processo de
Refinamento e Niumero de Iteracoes Necessarias

para Atingir a Qualidade Estipulada

Podemos ver no Grafico 4.6 e 4.7 que o algoritmo mais complexo, dada sua natureza sistema-
tica para inclusdao de pontos e, consequentemente, a geracdao de uma nuvem mais organizada,
que tanto o tempo quanto o nimero de iteragdes do algoritmo de Lloyd necessarios para
atingir a qualidade foram menores, o que é bastante ébvio, ja que desde a criacdo da nuvem
existia a preocupacado de que os pontos fossem distribuidos de forma equidistante ao longo da

superficie.
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Figura 4.6: Avaliacao do custo para refinamento.

Este comportamento acontece mesmo quando o nivel do refinamento adaptativo nao é o
mesmo para todas as suas células. Isto porque, mesmo existindo a variacdo de densidade,

ainda assim a disposicao original é mais organizada que a resultante do processo aleatério.
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Figura 4.7: Avaliagao do ntimero de iteragoes do algoritmo de Lloyd para atingir a qua-
lidade estipulada.

4.4 Analise Visual do Resultado da Geracao e

Refinamento da Nuvem de Pontos

Nesta Secao vamos nos ater a disposicdo dos pontos. Usamos a geometria mais simples, um
quadrado, para tornar facil a visualizacdo da distribuicido em si, sem influéncia de eventuais
complicacOes oriundas de uma geometria mais complexa. Analisando a Figura 4.8, podemos

Ver:

e Em 4.8a a distribuicao inicial de pontos segundo a geracao aleatéria, aproximando-se da
densidade esperada mas sem se preocupar com a disposicao de cada ponto levando-se
em conta o restante da nuvem. Podemos encontrar, como era de se esperar, clardes ou

amontoados de pontos, resultado da insercao sem critério;

e Em 4.8b a distribuic3o inicial de pontos segundo o método baseado no ALG. E evidente,
até mesmo devido ao método utilizado, que a malha resultante é organizada mesmo

antes do processo de refinamento. No entanto, n3o é garantido que os pontos mais
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préximos ao contorno incidam sobre eles, o que pode provocar uma densidade diferente

do restante da superficie nestas regioes;

Em 4.8c o resultado do refinamento. Neste caso, era esperado um refinamento ho-
mogéneo ao longo de toda a superficie e, desta forma, a distdncia é bem similar para

quaisquer dois pontos préximos entre si;

Em 4.8d o resultado do refinamento que enfatiza as arestas do contorno. Os pontos de
nuvens heterogéneas recebem um peso na etapa de refinamento. Neste caso em parti-
cular, quanto mais préximo da aresta, menor é o peso do ponto e, consequentemente,
menor sua area de influéncia, fazendo com que os pontos sejam mais préximos uns dos

outros nestas regioes;

Em 4.8e o resultado do refinamento que enfatiza pontos de interesse do dominio que,
neste caso, sdo os dois pontos das extremidades superiores. Quanto mais préximo deles,

menor o peso atribuido ao ponto;

Em 4.8f o resultado do refinamento que enfatiza o segmento de reta que identifica
particular interesse no dominio. Veja que existe um segmento de reta que atravessa
o quadrado na diagonal. Ela n3o faz parte do dominio e n3o segmenta o quadrado.
Trata-se, porém, de um elemento imaginario que influencia a disposicdo dos pontos da

nuvem. Quanto mais préximo deles, menor o peso atribuido ao ponto;
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() (f)

Figura 4.8: Anadlise visual do resultado da geracao e refinamento da nuvem de pontos.
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4.5 Analise Visual da Distribuicao da Nuvem de

Pontos em Dominios Complexos

Nesta se¢do vamos analisar alguns cenarios mais complexos na configuragdo do(s) dominio(s).
O primeiro caso, ilustrado na Figura 4.9 é de um poligono de contorno sinuoso. E importante
que a distribuicado de pontos considere a superficie e o contorno, e que a configuracdo de
densidade seja garantida em toda a nuvem. Na Figura 4.9a temos o objeto com a distribuicao
de pontos aleatdria inicial, refinada de forma homogénea em 4.9b e enfatizando as bordas (um

exemplo de refinamento heterogéneo) em 4.9c.

Outro caso bastante comum em problemas reais € um objeto contendo um furo ou outro objeto
em seu interior. Neste caso, dependendo do problema, é necessario ou ndao uma nuvem de
pontos no contorno interno, mas como nuvens de pontos diferentes. Na Figura 4.10a ilustramos
um objeto furado em que n3o é necessario distribuir pontos da regido do furo. Observe que
mesmo nao existindo pontos no interior do furo, ainda precisamos distribuir pontos ao longo

do contorno interno para representar corretamente esta fronteira.

Nas Figuras 4.10b, 4.10c e 4.10d ilustramos um mesmo exemplo de poligono furado, mas
considerando agora que seja necessdria a distribuicdo de pontos na regido interna, seja ela um
furo ou outro objeto. Em 4.10b atenderiamos a necessidade de enfatizar as bordas do objeto
interno, enquanto que em 4.10c e 4.10d, atenderiamos a necessidade de densidades diferentes.
Observe que neste caso, a distribuicdo de pontos ao longo do contorno interno segue o objeto
de maior densidade: em 4.10c segue a distribuicao do objeto externo e em 4.10d do interno.

No entanto, estes pontos sobre a aresta fronteira fazem parte da nuvem dos dois objetos.

Por fim, uma outra configuracdo possivel é de agrupamento de objetos, que compartilham
arestas e vértices como visto na Figura 4.11. Cada objeto possui sua prépria nuvem de pontos,
podendo ser todas de mesma densidade, como em 4.11a ou de densidades diferentes, como
em 4.11b. Da mesma forma que acontece com objetos furados, as arestas compartilhadas

seguem a distribuicdo de pontos do objeto de maior densidade.
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()

Figura 4.9: Anélise visual do refinamento da nuvem de pontos em poligono de contorno
mais sinuoso.
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()

Figura 4.10: Analise visual do refinamento da nuvem de pontos em poligono com furo.
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Figura 4.11: Analise visual do refinamento da nuvem de pontos em uma cole¢ao de poli-
gOonos.
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4.6 Avaliacao Final Baseada em Testes Praticos

Os processos de geracdo da nuvem inicial de pontos, independente do método usado para
realizar esta tarefa, sdo executados definindo-se um nimero de pontos qualquer como objetivo
a ser alcancado. No entanto, o que temos definido no problema é a densidade da distribuicdo
e, mesmo assim, com possibilidade dela variar ao longo da superficie caso a distribuicdo seja

heterogénea.

O que acontece, na pratica, é que quando a densidade é um requisito rigido (que precisa ser
atendido de forma exata), o ndmero de pontos da nuvem pode variar ao longo das iteracdes de
forma a garantir que a densidade seja cumprida. Quando, em determinada iterac3do, altera-se a
organizacao atual dos pontos pela insercdo ou exclusao de pontos, prejudica-se o refinamento
conseguido até entdo, exigindo entdo que todo ele seja reiniciado. Quando isso acontece,
perde-se o beneficio da geracdo organizada da nuvem inicial usando o método baseado no
refinamento adaptativo (ALG), bastante complexo, e passa-se a tratar de uma distribui¢do tdo
aleatdria quanto aquela gerada pelo processo desde o inicio assim caracterizado e, por sinal,

muito mais simples.

Quanto a qualidade da distribuicio de pontos da nuvem resultante, independe do processo
seguido durante a etapa de geracao. E, portanto, um objetivo parametrizado de forma Unica,
verificado periodicamente, permitindo a conclusdo do refinamento somente apds o cumpri-

mento dos critérios configurados.

Por outro lado, se a densidade da nuvem de pontos for um requisito de valor minimo, ou seja,
qualquer densidade acima daquela determinada é igualmente valida, é possivel que ela seja
garantida ainda durante a etapa de geracdo da nuvem de pontos inicial. Neste caso, investir
em num processo de geracao criteriosa de pontos é justificado, uma vez que o nimero de
iteracOes de refinamento para atingir a qualidade esperada sera menor e, consequentemente,

menor também o tempo de execucao da solucao como um todo.
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4.7 Teste Pratico: um problema eletrostatico

O problema da calha é um problema da eletrostdtica tratado em varias propostas de métodos
numéricos, em particular o proposto por Zoia Lima [30], um framework para métodos sem
malha escolhido para avaliar as nuvens de pontos geradas pela aplicacao que implementa as

propostas deste trabalho.

A Figura 4.12 ilustra o problema em duas dimensoes. As condi¢des de contorno essenciais sao
todas constantes. Observe que ha um salto no valor do potencial elétrico nas regides proximas
aos vértices (0,4) e (4,4), de 10V para 100V. Este salto torna o problema de dificil solucdo

para os métodos numéricos, que nao preveem essa descontinuidade.

YV A
V =100
4
V=10 €=1 V=10
p=0
0 V=10 4 X

Figura 4.12: Calha em duas dimensoes. Nao hé densidade de carga e a permissividade
elétrica relativa do meio é igual a um. As condigdes de contorno essenciais sao todas
constantes. O potencial elétrico é dado em Volts.

A calha é, no entanto, um problema com solu¢&o analitica possivel (Figura 4.13), o que torna
facil a avaliacdo da solucdo aproximada usando o método numérico escolhido, Meshless Local

Petrov-Galerkin Method versdo 1 [30], para diferentes configuragGes de distribui¢do de pontos.

Partindo-se entdo para a solucdo numérica, selecionamos quatro nuvens com disposicdes dife-
rentes para os mesmos 1156 pontos, quantidade arbitrariamente escolhida para este exemplo.
A primeira delas é uma nuvem regular, possivel de ser gerada devido a geometria simples

deste problema: um quadrado. Ela possui, portanto, a disposicao mais equidistante possivel
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Solucao Analitica

100

80

Figura 4.13: Solucao analitica para o problema da calha em duas dimensoes

dentre as nuvens homogeéneas, dispondo os pontos em uma grade 34 x 34 (Figura 4.14a).
As trés demais foram geradas automaticamente segundo a solugcdo genérica apresentada neste
trabalho, sendo que a 4.14b é uma distribuicao homogénea, enquanto que 4.14c e 4.14d sao
distribuicGes heterogéneas, ajustadas a configuracao do problema tratado e, assim, tentando

alcancar um resultado mais proximo da solucao analitica.
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Figura 4.14: Nuvens de pontos usadas para solugao do problema da calha em duas dimen-
soes: (b) distribuigao regular 34 x 34 pontos, (b) distribui¢ao homogénea, (c¢) distribuicao
heterogénea enfatizando as extremidades superiores do objeto, (d) distribui¢ao heteroge-
nea enfatizando a parte superior do objeto.
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A qualidade da solugdo é dada calculando-se o erro absoluto percentual em cada ponto da

nuvem quando comparado com a solucao analitica, dado por:

a __ Y/h
erro =100 x % (%] (4.1)

onde V" é a solucdo numérica e V¢ a analitica. Analisando os resultados do método nu-
mérico usando a nuvem regular, ilustrado na Figura 4.15, especificamente quanto ao gréfico
de superficie de erro resultante (Figura 4.15b), percebemos que os maiores valores de erros
estdo concentrados nas extremidades de maiores valores na coordenada y, justamente onde
hd descontinuidade do potencial elétrico no objeto modelado. E de se esperar um erro mais
elevado nesta regido, pois o método numérico ndo consegue reproduzir este comportamento

descontinuo na solucao.

Para minimizar este erro, a nuvem de pontos precisa ser mais densa nas regides onde a
descontinuidade ocorre, como as disposi¢oes ilustradas nas Figuras 4.14c e 4.14d. Analisando-

se o erro médio total para cada nuvem, dado por:

Vo (VF = Veyan
erro = 4.2
fQ (Va)2dQ2 42

cujos resultados sdo mostrados no Gréfico 4.16, concluimos que estas nuvens, como esperado,

sao mais apropriadas, gerando um erro médio significativamente menor.
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4.7. Teste Pratico: um problema eletrostatico

Solucao Meshless

Superficie de erro

(a) mostra a solugao propriamente dita e (b) a

(%) A — [remusosad ol

b
Figura 4.15: Solucao meshless para o problema da calha em duas dimensoes usando um

arranjo estruturado de pontos 34 x 34:

superficie de erro.
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4.7. Teste Pratico: um problema eletrostatico

4,00E-05
3,95E-05
3,90E-05
3,85E-05

3,80E-05
3,75E-05
3,70E-05
3,65E-05
3,60E-05
3,55E-05
@ (0) © d

Figura 4.16: Norma do erro da aproximagao numérica. (a) na distribui¢do de pontos
regular 34 x 34, ilustrada na Figura 4.14a, (b) na distribuigdo de pontos irregular ho-
mogénea, ilustrada na Figura 4.14b, (c¢) na distribuigdo de pontos irregular heterogénea,
enfatizando as quinas de maiores valores para a coordenada y, ilustrada na Figura 4.14c
e (d) na distribuicao de pontos irregular heterogénea, com maior densidade quanto maior
valor para a coordenada y, ilustrada na Figura 4.14d.
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Capitulo 5

Conclusao

Neste trabalho desenvolvemos uma aplicacao para geracao de nuvem de pontos para uso em
métodos sem malha. A construcdo usou a linguagem de programacao C'+ +, agregando ainda
bibliotecas como CGAL (Apéndice A) e GPC (Apéndice B), resultando em um projeto em

blocos funcionais bem definidos, estdveis e computacionalmente eficientes.

Inicialmente, revisamos os principais conceitos que seriam utilizados neste trabalho, como
algoritmos que realizam operagdes geométricas, diagrama de Voronoi, sobretudo o Voronoi
centroidal (Se¢do 2.4.3), e algoritmo de Lloyd (Segdo 2.4.4). Abordamos também algumas
outras abordagens para o problema tratado, como extracdo de pontos de uma malha pré-
gerada, geracdo de pontos baseada no dominio de influéncia de circulos espalhados ao longo da
area do objeto [19, 16, 17, 18] e extra¢do de pontos de uma malha regular retangular ajustada
a geometria do objeto [27]. Nosso objetivo era de propor uma solugdo computacionalmente
viavel gerando uma nuvem de pontos de qualidade aceitdvel segundo duas propostas distintas,

posteriormente comparadas.

Nosso primeiro desafio foi identificar a geometria do problema a partir de esbogos feitos pelo
usuario. A aplicacdo oferecia, para este fim, um ambiente simplificado para insercdo de tracos
que seriam processados para extracdao de poligonos. Ainda nesta etapa, identificamos regioes
de interesse diferenciado, e recebemos configuracdes de densidade da distribuicdo em cada

uma delas e dos poligonos identificados. Como resultado, temos o contorno dos objetos que
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compdem o problema devidamente modelados e com as devidas configura¢des, prontos para

a distribuicao de pontos sobre suas superficies.

A préxima etapa foi a distribuicao de uma nuvem de pontos inicial no interior do objeto sem,
necessariamente, atender aos requisitos de qualidade. Fizemos isso de duas formas: segundo
uma distribuicdo aleatéria e segundo uma distribuicao baseada na divisao recursiva do espaco
usando a estrutura Autonomous Leaves Graphs (ALG). O objetivo foi comparar o impacto de
cada abordagem na tarefa seguinte, de refinamento da nuvem, que detém a maior parcela do

custo computacional total da solucdo do problema.

Complementando a nuvem até entiao gerada e independente do método usado para isso,
distribuimos pontos nos limites externos, fronteiras, limites internos, vértices, e nos pontos e

segmentos identificados como regides de particular interesse.

Finalmente, usando o algoritmo de Lloyd para reposicionar os pontos até atingirmos uma
distribuicdo como em um diagrama de Voronoi centroidal, realizando o refinamento iterativo
até que o qualidade e densidade necessdrias fossem conseguidas. O ndmero de iteracdes
necessdrias era o que queriamos avaliar quando variamos o método de geracdo, ja que a

qualidade, igual para ambos os métodos, ndao poderia ser parametro.

Apresentamos os resultados da solugdo proposta. Quanto aos dois métodos de geracdo da
nuvem inicial testados, discutimos a contribuicao de cada um: uma distribuicdo aleatéria é
muito mais simples para ser implementada, mas exige mais iteracdes de refinamento, enquanto
uma geracao mais elaborada, que desde o inicio preza por uma distribuicdo mais organizada,
converge para a solucdo esperada muito mais facilmente. No entanto, se a aproximacgado da
densidade for muito distante da esperada, a diferenca entre os métodos deixa de existir, uma
vez que durante as iteragdes de refinamento uma nuvem originalmente organizada deixa de

sé-lo ao se retirar ou inserir pontos durante as iteracoes.

Apresentamos a distribuicdo de pontos gerada em diversos objetos, com contornos diferen-
tes, com furos, interfaces, e configuracdo de densidade diferente. Mostramos a distribuicao
quando o problema pede uma distribuicio homogénea de pontos e quando a distribuicdo se
mostra diferente ao longo da superficie, seja para diferenciar uma regiao de interesse particular,

fronteiras e contornos.
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Para permitir integracdo com outras aplicagcoes, foi implementada uma forma de se importar
coordenadas que formam poligonos e de se exportar a nuvem resultante para arquivo. No caso
da exportacao, os pontos resultantes sdo identificados através de ids, suas coordenadas e o
tipo de ponto que representa, seja um ponto interno, de contorno, de fronteira, de contorno
de furo ou vértice. Este arquivo pode ser usado em qualquer aplicacao baseada em métodos

sem malha.

Ao longo dos trabalhos, identificamos muitas possibilidades de melhorias. Elas nao foram
implementadas porque, além de exigirem grande esforco e tempo de desenvolvimento, nao
fazerem parte do escopo deste trabalho. E o caso, por exemplo, da criacdo de uma interface
de desenho mais elaborada, que permita o usudrio inserir desenhos conhecidos como retangulos,
quadrados e circulos, definicdo de valor preciso para coordenadas e dimensoes, e acbes como

unido e intercessao entre objetos.

A versdo atual da aplicagdo gera nuvens de pontos em duas dimensdes, com coordenadas nos
eixos x e y. Uma necessidade importante para a solu¢do de problemas praticos é a geracao da
nivem de pontos com coordenadas nos eixos x, y € z, seja para gerar nuvem sobre a superficie
ou ao longo de todo o volume de objetos em trés dimensoes. E, portanto, um recurso bastante
interessante para ser agregado na aplicagdo em trabalhos futuros, cujos exemplos de aplicagcdes

praticas podem ser vistas em Schembri et al. [26].

Por fim, uma outra possibilidade de trabalho futuro que afetaria ndo a qualidade do resultado
ou a capacidade da aplicacdao, mas sim a melhoria no desempenho nas execu¢des dos algorit-
mos mais pesados, especificamente os essencialmente paralelizéveis, é sua execu¢ao em GPU
(Graphics Processing Unit ou Unidade de Processamento Grafico) ao invés da atual execugdo
em CPU (processador). Tradicionalmente, a diferenca fundamental entre CPU e GPU € o
fato de que as CPUs s3o otimizadas para calculos sequenciais enquanto as GPUs sdo otimi-
zadas para cdlculos massivamente paralelos. Antigamente essa divisdo era bem mais nitida,
ja que as CPUs processavam apenas triangulos, texturas e efeitos simples. Entretanto, com
a introducdo do uso de shaders, que nada mais s3o do que pequenos aplicativos destinados a
executar tarefas especificas na composicao das cenas, elas ganharam a capacidade de também
executar codigo sequencial, assim como os CPUs, possibilitando que ela assuma o proces-
samento das tarefas da geracao da nuvem de pontos. Apesar do poder de processamento
muito inferior, a GPU possui grande niimero de niicleos (apesar da variacdo entre marcas e

modelos, é ainda um nimero muito superior a qualquer CPU de mercado), o que permite que
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um algoritmo otimizado para processamento paralelo ter grande ganho comparado com seu

equivalente processado da forma tradicional.
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Apeéendice A

CGAL

Criada em 1996, a Computational Geometry Algorithms Library (CGAL) é uma biblioteca de
software desenvolvida em C'+-+ que visa facilitar o acesso aos algoritmos eficientes e confidveis
em geometria computacional. O software estd disponivel sob regime de licenciamento duplo:
quando usado para outros softwares de cédigo aberto, é disponivel sob licencas de cédigo
aberto (LGPL ou QPL dependendo do componente). Em outros casos, a licenga comercial

pode ser adquirida com diferentes opg¢des para os clientes de pesquisa / académico e industrial.

Neste trabalho, utilizamos algoritmos da CGAL na solu¢io de dois problemas:

Figura A.1: Diagrama de Voronoi gerado pela CGAL.
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1. Quando o usudrio desenha o poligono no formato desejado, utilizamos os algoritmos de
tratamento de arranjos "Arrangement_2", que recolhe o emaranhado de segmentos inse-
ridos e converte em uma Doubly-Connected Edge List - DCEL, de onde extraimos cada
poligono identificado. Com esta estrutura, podemos caminhar para qualquer sentido nas

arestas, ter acesso facil a faces e a todos pontos que representam os vértices.

2. Para proceder com o refinamento de uma nuvem de pontos, explicado em detalhes na
Se¢do 3.3, precisamos gerar o diagrama de Voronoi (Figura A.1). A CGAL oferece
os algoritmos para tal tarefa através do "Voronoi_diagram_2", gerando o diagrama de
forma incremental, ponto a ponto. Terminada a geracdo, temos acesso a lista de células
geradas na forma, também, de uma DCEL. Assim, podemos realizar as a¢les necessarias

em cada poligono, representantes das células.

Uma vez adotada a CGAL temos acesso a todos os seus recursos vinculados como: iteradores,

classes de pontos, pontos com peso, segmentos, poligonos, etc.
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Apeéendice B

GPC

O General Polygon Clipper Library, GPC, é uma biblioteca desenvolvida pela Universidade
de Manchester para realizacdo de operacdes em poligonos como, por exemplo, intercessdo,
diferenca, ou-exclusivo e unido (Figura B.1). Seus algoritmos s3o flexiveis e altamente robustos,
podendo ser utilizados em projetos desenvolvidos usando linguagens como C, C++, C#,
Delphi, Java, Perl, Python, Haskell, Lua, VB.Net entre outros.

Outras caracteristicas que colaboraram com a adocdo do GPC foi sua capacidade de tratar
poligonos aninhados (buracos), arestas coincidentes e, ainda, sua indiferenca de orientagdo de
vértices. Este dltima caracteristica foi particularmente importante, uma vez que em determi-
nadas etapas da execucdo onde precisdvamos da intercessao entre dois poligonos, tinhamos a

sequéncia ordenada de vértices, mas nao sabiamos sua orientacao.

Apesar da CGAL também ser capaz de realizar tais operacdes, tivemos problemas na versdo
da aplicacdo cuja solucao era puramente baseada nela, talvez por permitir diferentes modelos
de aproximagdo numérica e, muitas vezes nao suficiente para o nosso problema. A GPC foi

capaz de resolver o problema de forma muito mais simples e com desempenho aceitdvel.
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Figura B.1: Exemplo de operagoes em poligonos realizadas usando GPC: (a) diferenga,
(b) intercessao, (c) ou-exclusivo, (d) uniao.
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Apeéendice C

Interface da Aplicacao

Implementada Neste Trabalho

A aplicacao possui uma interface bastante simplificada, com menu que alterna entre as funcoes
de desenho e configuracdo/geracdo da nuvem de pontos. A Figura C.1 mostra a tela com
o menu de desenho, onde a esquerda o usudrio traca os segmentos de reta com o mouse
enquanto que a direita ele visualiza a lista de objetos que ele vai criando. Ainda nesta tela, é
possivel alternar entre desenho de objetos ou de pontos ou segmentos que identificam areas

de particular interesse.

Na tela ilustrada na Figura C.2, podemos ver as configuragcdes possiveis para a geragdo e
refinamento da nuvem de pontos. E também aqui que se configura a densidade para cada

objeto.
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MelGen

File Options

i) ez B

*  Desenho

® Segmentos de poligonos

Identificacao do poligono

BIE

O Areas deinteresse

Coordenadas de area de interesse |

5

v
< > Nuvens de pontos

-144,178 ‘

Figura C.1: Tela de desenho livre e marcacao de regioes de interesse diferenciado.
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MelGen

*  Desenho

Nuvens de pontos

® Método deinsercao aleatoria

O Método dos quadrados

Configuragoes da distribuicao

@® Refinamento homogéneo
© Refinamento heterogéneo
O Enfase nas bordas
O Enfase nos pontos de interesse
O Enfase nas bordas compartilhadas

O Limitar peso minimo

[ Mostrar diagrama de Voronoi

- N | Gerar nivens de pontos H Refinar ‘

144,178 4

Figura C.2:

Tela de geracao e refinamento da nuvem.
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Apendice D

Entradas e saidas

Tratamos neste trabalho do problema de geracao da nuvem de pontos, que é apenas uma das
fazes para a solugdo de um problema usando método sem malha. Por se tratar de uma fase

dentre muitas, é mandatério efetuar a integracdo com as demais fases.

Para isto, precisamos definir uma forma de entrar e sair com dados na aplicagado. Como nossa
proposta é a geracao de uma nuvem de pontos, precisamos definir uma forma de se carregar
uma geometria ja existente para a definicdo dos poligonos, e também para salvar em arquivo

o resultado da geracao, listando as geometrias, pontos e respectivas coordenadas.

Para carregar as geometrias dos objetos modelados do mundo real, podemos tanto desenhar
a partir da prépria aplicacdo, utilizando o mouse em uma 4rea destinada a este fim, quanto
selecionar um arquivo texto. Se for escolhido o segundo modo, neste arquivo basta que
existam as coordenadas dos Vértices (pontos) do poligono ordenados segundo a ordem em que
foram desenhados, seja no sentido hordrio ou anti-horario. Exemplificando dom um quadrado,

teriamos:

*<x> <y> <polygonld>
000

10000

100 100 O
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01000
000

Como se trata apenas de um poligono, o “id" foi “0" para todos os pontos. Os préximo objetos
seriam de “id" “1", "2", “3" sucessivamente. As coordenadas s3o valores do tipo flutuante, float
na linguagem C++. O caractere especial “*" informa que a linha deve ser descartada, sendo
tratada apenas como um comentdrio para tornar o arquivo inteligivel ao usuario. O caractere
“espaco” ou “tab” é usado para separar valores. O dltimo ponto possui coordenadas iguais ao

primeiro, o que caracteriza o fechamento do caminho que contorna o poligono.

Ao fim da carga, na tela é exibido o objeto formado. A qualquer momento apds a carga, é
possivel excluir ou incluir novos poligonos a partir dos recursos de desenho, afetando aqueles

que foram carregados de arquivo.

Ja o arquivo de saida, que pode ser gerado apds o refinamento, possui o formato:

*DOMAIN_BEGIN

*POINTS_NUM

n_p n_p = nlimero de pontos da geometria

*POINTS_COORD
id_p x y id_p = id do ponto da geometria
.. X = coordenada x

y = coordenada y

*CURVES_NUM

n_c n_c = numero de segmentos da geometria

*CURVES_DESC
id_c id_ps id_pt id_c = id do segmento (sentido horério)
id_ps = id do ponto inicial na geometria

id_pt = id do ponto final na geometria
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*REGIONS_NUM

n_r n_r = ndmero de regides

*REGIONS_DESC
id_r id_m id_c id_r = id da regido
.. id_m = id do material da regiao

id_c = id de um segmento desta regiao

*INTERFACES_NUM

n_i n_i = ndmero de interfaces

*INTERFACES_DESC

tuiid_c id_rl id_rr t_i = id da interface entre materiais
id_c = id do segmento desta interface

id_rl = id da regido a esquerda

id_rr = id da regido a direita

*NODES_NUM

n_n n_n = ndmero de nds

*NODES_COORD
id_-n xy id_n = id do n6
.. X = coordenada

y = coordenada y

*NODES_REGIONS

id_n n_rn id_rl id_r2 ... id_n = id do né

.. n_rn = ndmero de regides as quais ele pertence
id_rl = id da regido 1

id_r2 = id da regido 2 (se houver)

*DOMAIN_END
Mais uma vez utilizando nosso exemplo do quadrado, a saida seria:

*DOMAIN_BEGIN
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*POINTS_NUM
4

*POINTS_COORD
000

10 100

2 100 100

31000

*CURVES_NUM
4

*CURVES_DESC
001
112
223
330

*REGIONS_NUM
1

*REGIONS_DESC
000

*INTERFACES_NUM
0

*INTERFACES_DESC

*NODES_NUM
262

*NODES_COORD
20000
203 0 100
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260 0 14.5919
259 0 20.7769

*NODES_REGIONS
010
110
210
310

Os campos selecionados para composicdo do arquivo de saida estdo, conforme necessério para

ser usado como entrada no trabalho de solucao de problemas usando método sem malha de
Zoia Lima [30].
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