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'��	���� $��� ��� 4�	 �������	! ����	���	! 4�� 	��� � �����������	!
4�	 ������5���	 � ��	�	! "�� �� �������	�	� ���	��� ���� � �����! � ������!
���	 ��	�	 ��������	 ��� ���� �� 4����� 6����%

'��	���� 
 ����	 7	�/��	 ���� 	���! �����	���! 	���� � ���8	��	 ������
������	�� "�� ������ 7��	� 	 �������	� �����	��� � �������/��� �	�	 ������
�� 7�����! �������	������ ��� �������� �	�� ��7/����%

$� �	����	 ������	�! 	��	���� 	 ����	 	�	�	 ����! ��	��	�	! "��! 	���
�	� �� �	�� ���	! ����� �� ������ �� ������ ����� ��������� ��� �
�����
�� �����	���! ��� ��	 ����	! ��������������� � �������5���	% )�9�! �����
������ ������� 	��	��� 
 ��	 ������5���	! ��	 � ��	 �� ����	� ��7��5���	�
���� ���8�����	�% �	���� 	��	���� 	� ��� 	�	�� 	�:! ��9	 �������5���	 �
���	��*	��� ������ 7��	� �� ��	��� ���/����% $� 7���	 ������	�! �	����
	��	���� 	� ��� ��� '���	���� "�� ������ ������ �������� �� ����	 ���	!
�	� ������	� ��������;���	�! �! 	���� ���� ����	 ����! � ��	 �	� ����	�
��7��5���	� �� ���8�����	�! 	��� �� ��� ���� 	 ����	 ��7��5���	 �	�	 ����	�
�� ����� �	 ������	��	 �������	%

'��	���� 	 ����� �� ���� 	����� ���	 	��*	��! �������	! ���� 	���� �
���	� ��	�<��= ��� ��������� �� $���%

'��	���� �����	����� 
 ����	 	���	 &���	 '����� "�� 7�� ������	��/��
���	 ���	��� ����	 ���	��	 �	 ��	��	! �������	������ �� ������! �	������
���	� 	���� �� ����	 	�	��	���! �	 ������� ��� �������	� ������#�����! ���
�������	� ��#����� �� ��	 	 ��	! � ����� �	 ���������� �� ���	� 	��*	���%

'��	���� �����	����� 	 $��� ���	 ���	 �� 9���� )���� $% �� �����	�!
��� 	����! ��� �����! ��� ���� "�� 7�* ��� ��� ����� "�� ������� 	 (���
)���*���� �	�	 �����	� � �����	�� 	�� � �������� �������% > )������ ���
�� ���	��� �	��� "�� ��� ? ����� �	�� ��� �# �������	 	���� ? � ��
����� $��� ���� ���������#��� ��� ����%

�



��

����� ����� 	 	��	����� 	� ���7% '��	�� (����� "�� �� ������� �� ��	
�	�	 �� �>@.' A�>����
� �� @�������� .�������7��������� �� '����������
������B! �	 ���������	�� �� @����! ���	��� ���	 ����	 ���	��	 �	 ��	��	%
C�� ������	 ���
	� �� �������	� � 	��	����� 	�� 	����� @��#! ���� � ���8D
"�� 7��	� ����� ������	���� ���	��� ���	 9���	�	 �� @����! � �� "�	��
��	�� �� ���	���%
'��	���� �� �	����	 ������	� 
� ����� '���� � '�����! ������#��	� �� ���

$��! ��� ���� �	����� � 	������ ���	��� ���� ���� �����% �	���� 	��	����
	� ��� .����! ��� C�����! ����#"���! ��� 6���  	��	! ��� ��	��! @������! ���
 	����! ����� ������ ��������� �� ��) � �� ��$��! ���	 	��*	��% '��	�
���� �	���� 
 C	���! 	� �	������! E������! ���	���! ���*���! (�	���*! $%
$9	���	! ��8�! 	�� 7������#���� �� ��) ����� ���/��� �� ��� ������	��!
��� ���� 	���� � 	��*	��%
'��	���� �� �	����	 ������	� 	�� 	����� �� �����  '�4.C! ���	 	���

*	��! ����	���������! ������	���! 	������ � ���� ����������� "�� ���� ���
��� �	�	 �� �� ���5�%
'��	���� 	� ����� �	 �� � ���	 ��	��� ���������	��! � 	� ��) ���	

��������	! 	���� � ����� 	�����% '��	���� �	����! 	 ����� �� ���7�������
�� ����� ��� �� "�	�� ���� 	 ���������	�� �� ��	�	��	� � 	�������%
����	��	 �� 	��	����� 	� ���7% �	����  	�����* ��� ���� 	���� � 	��*	��%
'��	���� 
 ���7	% 4����  ������ ��� ������ ��������� ����	� ��	 ������

����	 �� $��	��	����� �� ���	�/����	 �	 �� �! ���� 7�� ��	 ������	���
�
����5���	%
'��	���� 	� ���7% '��:��� &% �% @������ ��� �����������*	� 	� ������

�����	�	� ����� ��	�	���! � ��� �������� � �������� �� ���	� ������%
'��	���� 	� ���7% )����� ����	���� ��� �������� � ��� �� ��7�F	��

�	�	 � �#����� �	 �������	 	���
��	�	%
'��	���� 	� ���� ��	������� ���� 	���� 8�	������ ����������/���! ��� ����

�� �C�" � �	 �'��4%
'��	���� 	� ���7% ���������� &�������� ��� ���	 	������! ���������� ��

������	� � 	9��	� � ���	 ������	���% '��	���� ����� 	� ���7% &�������� ��� ���
�� ��	�	�� ��� 	���	� ���� �� 	����! �	� �	���� ���� �� 	���� ���	���
����	 ���	��	 �	 ��	��	 �	�	 � ������	�� �	���/���! �! ��� �G���	�! ���
���� "�� �� ������ 	��� ��� �������%
'��	���� �����	����� 	�� ���7�% &��� '% '������ �  ����� �% $% ���

��� ���	 ������	���! ������������	��! 	������! �����	���	��! 	��*	�� � �����
�
������ "�� 7��	� ����� ������	���� � �� ����������	� �����������= ���



���

�� ������	��� �� ���������� �	�	 ����	 7���	���! "�� �	� ����� 	��� �	
������	% E��5 ��� ����� ������	���� �	�	 ��� � ���	��� ������ �� ���
���	���%
���������� ����� 	"����� �� "�	�� ��"������� �� �������	�%






�	
����

��	�
� ����

��	����� ��

��
��������� ����

��	�� �� ������	 ���

��	�� �� ������	 �����

� ���������� �

3%3  ������ '����	��� 	� 4�����	 �	�����	����	� � 	�� 4��	�� ��
E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 % % % % % % % % % % % % % % 2

3%+  ����	��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % I
3%1 >�9������ % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,
3%2 �������	�� ����������<�� ����	 ���� % % % % % % % % % % % % % % % % 3,
3%0 >��	��*	��� �� ��
�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 33

��	�� �� ������	 ��

� ��	������� �� ������������� �� ���� !���� "���#��� �$

+%3 �������� C���	� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 % % % % % % % % % % % % 3I
+%+ > 4��	� �� E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 % % % % % % % % 3J

$ �����
����	 �%������	 & 	#���	� � ��'��	� �� 	���� �� ��" �$

1%3 4�����	� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % +1
1%+ '�#���� ���������	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % +0

1%+%3 $�	��	�	 �� ��7���	�<�� % % % % % % % % % % % % % % % % % +0
1%+%+ $��;���	 ��������	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % +-

�







1%1 �������	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 12
1%1%3 �������	 �� 4�	���� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 12
1%1%+ �������	 '���
��	�	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 1J

1%2 &��� �� ���5���	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 23
1%2%3 '�#���� �� K���	�<�� ��� ����5���	� �
���/�	� % % % % % 2+

1%0 ��	 ���������	��� ����	���/����	 �	�	 � ���	� �� �	��	�����	��
�	 7��"H5���	 �	��/	�	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 22

1%I @��������	�<�� ��������	��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 2-
1%I%3 .�����8�	��� �� ������� C'@ 'L ��������	�� % % % % 2-

( )�������	 � )*����	 +�

2%3 4�����	� � ���	�� �����	��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 03
2%3%3 >� ������	� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 03
2%3%+ >� 4��	�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 00

2%+  ����	��� ��� 4��	�� �� E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 0I
2%+%3 ����	�	 ��������	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 0M
2%+%+ >������� ��� ������� C'@ 'L ��������	�� % % % % % I0
2%+%1 4/����� � �	���	��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % I-

2%1 $�������� �� 	�������� �� ������������ �� �����	��� % % % % IJ

+ ��	������	 ,$

0%3 4�����	� ���;����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % -1
0%3%3 > �	�	 ���/����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % -1
0%3%+ > ������	 �� @N����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % -J
0%3%1 > �	�	 �� )���� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M+

0%+ 4����� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 % % % % % % % % % M0
0%+%3 4���� 3 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % M0
0%+%+ 4���� + % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J-
0%+%1 @����� �� ��� ��� �	�;������ �� 	9���� ��� �������

�	�	 ������ �� E�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 33,
0%+%2 '�#���� ���	�/����	 ��� ������	��� % % % % % % % % % % % % 33+

- .�	��		�� ��+

I%3 '����	��� �	 ����������	 ��� ������	� ���;����� % % % % % % % 33I
I%+ '����	��� �	 ����������	 �	� ������ �� �	��	�����	�� �	 7��"H5��

��	 �	��/	�	 % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 33M
I%1 '����	� ������	�<�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3++




�

, "�����	/�	 � %��%�	��	 �� ������������ ��+

-%3 �������	� �� ���������	�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3+I

0��������1� �$,

� �%!����� � �$2

'%3 ����	������ �������� �� $��;���	 C���&���	� % % % % % % % % 31J
'%3%3 4���� �� �����	�� � �	�	 �� �������� ������� % % % % % 31J
'%3%+ ������ 8
�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 32M
'%3%1 (�7���	�<�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 30,
'%3%2 '��	����� ����	���� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 30I
'%3%0 ����	������ �������� �� $��;���	 4�������	 % % % % % 30J





������

���� ��	�	��� ��	�	 �� ������ �� ���	�� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	
�	��/	�	 AE��B% ����� ���	��! "�� ������������ 
 �	��	��� ����	��;��	 �	
7��"H5���	 �	��/	�	! ��� ����� �����	��� �� 7���	 ��������� �	� G����	�
��5� ���	�	�! ��9	 ���� � 7��� �� ������! ��9	 ���� ����������� 	�
���	� ��
������ �� ������	 �	�����	����	�%

'�� � 8�	� �	 ���	�	 �� ������	 	� 7���	����	� ������	�	� �� ������ �	�
������ �� E�� ��	� ��������	�������� 	����� /������ ���	�/������! ���� �
������ �	����! � � �������� �� ���5���	�= ���	� 7���	����	� 	���	 �������	�
����� �	��	����� ������	�	�% ' �	���� �� 8� �	 ���	�	 �� ������	! �������
������ �� 	�#���� �� ���;���	 ��������	�! "�� ��	� �����*	�	� �� "�	����	�
��� ����� �
�������	�! �	��	�	� 	 �	��	� ����	"�� ������	��� �	 �����	���	%

C���� ���/���! � ���	� �� E�� 9# 7�� ��������	�� ���� ����� ���	�����
	��	�����! ��� ���� ����� ��������� �� ���;���	 ��������/����	% ' �	����
����� ���������! ���� ��	�	��� ��� ��� ��9����� ���	� ��������	� � ���	� �� E��
��� ���� �� �����	��� �	���#���	! ��������	����� ���� �� ���	� "�� 	����
����	 ��	 ���;���	 ��������/����	 �����	 �� ��	 ������	��� ����������
�����#����	% $� �	����	 �����/8�	! ��9����	��� 	�������	� �� ������������
�� �����	��� "�� ����������� ����� ������� "�� ���������� �� 	������� ���
�;����� � �����#������ ��� ���	�� �� E��! "��! "�	��� ����	���! 	���������
K���	�<�� �������	�	� � ������	���� 
� �� ���	� ������	� �� 	���� 	������
� "�� ��9	� �	�	*�� �� 	������	� 	��� �	 ���;���	 ���9	�����%

' ���������	��� �	���#���	 ��������	 �	�	 �� ������� 7�� 	 C'@ 'L
��������	�% $����� 
� �	�	����/����	� ��� ���	�� �� E�� 7�*��� ������#���

 ���������� �� �� ���	� 	���8��	� �	�	 ��� ��	�� ���� ����	�	 �
����	
��� ������� C'@ 'L% '���� �� 	����	� � ������������ �� �����	��� �	�
������ �� E�� � 	 8� �� �	���#���! � ����� 7�� 	����	�� 	 ��5� ������	� ���
�;����� ���������� �	 �����	���	! � �	�	 ���/�����! � ������	 �� @N����� � �


���




��

�	�	 �� )����% 4�� 	�������	���! ����� ��	�	���! �� ������	��� ��� �������
�� ��	� ������ �� E�� �� +2 � �� ���	���! �� �� ����� �����/��� ��������
�	�� ���	� �� ��� ���	�� �� �	G��% �	�	 �	���	� �� ������	��� ������� �	�	
	� ������ �� E�� 7��	� �����*	��� /������ ��#������ �� ������ ������ ���	��!
���� � 4$CC � �	���� /������ ��������	��� ���� �������	 	���
��	�	! �
$�' A��	������ ���	��	��� ���
-
�
B � ���;���	 ��������	%
>� ������	��� �����	�	���� �����������! ���� �	��� �	 ��	�	 �� �	���	�

��� �� ������������ �� �����	���! ���� �! "�	��� 	����	�� 	�� ������	�
���;�����! "�	��� �� ������ �	� ������ �� E�� �� ������� ������� 7��	� �	�
�	*�� �� 	���
��	� ��� ������	� ������	�� �	��� �� 	������ ���;���� "�	���
�� 	������ �����#�����% C���� 7	�� ������ 	 ������������ ����	 ����! �� ��9	!
	�������	� �� ������������ �� �����	��� "�� ��9	 �	�	* �� 	���
��	� ��
������� ��� ������	� ������	�� �	��� �� 	������ ��������/����� "�	��� ��
	������ �����#�����%
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���� F��D ��	�� F��� ��� ����O �7 ��	�� �	�� �	��	�����O A)@EB% �����
����	�� ����������� �� ��� ����	��	����� �	��	���� �7 ��� �	���	� 7��"����O!
�	� ���� ������� �����	���� �� �	�� ����� ���	���! ������ 	� ��� 7���� �7 ���
����O! ������ 	� 	�
���	�O ���9��� �� ��� ����O �7 ��� �	�����	����	� �O����%

����� ��� �	�� �������� ��� ����� ���� �� ��� ����O �7 ��� )@E ������
F��� ��������	���O ���� ��	������	� �������! 	� ��� ��	��	�� ����	����! 	��
��� ��F�� ��������= ����� ����� ����� ����� F��� �����O��% ���� ��� �	��
��������! ���� ����� �7 �������	� �O�	���� �	� ��	���� �� �	�� ������	��
���������� �� �����	����%

.� ���� ������! ��� )@E ����	� F	� O�� ��������	��� 	� ����� �����O �	��
���! 	� F��� 	� �	���� ������������� �O�	����% ���� ����! ���� F��D �	� 	�
�����	� ��9������ �� ��������	�� ��� ����	� �7 )@E �O ��	�� �7 �	����	���	�
��������! ����������� �� 	� 	 ����	� ��	� �������� 	� ������������� �O�	����
�������� �� 	� ������	�� �	���� ���������% .� �����8�! ��� ��9�������
	�� �� ������� 	 �������� ��������� ��	� �	D�� �������� �� ��� ������ ��	�
�������� ��� �O�	��� 	�� �	���� 	������ �7 ��� )@E ����	��! ��	�! F���
����	���! ������� ��������� K����	����� 	�� ��	� �� �� �����	� �� ��� ������	�
����	�� �� ���� 	����� 	�� ��	� ���O 	�� �	�	��� �� 	������	�� ��������� �7
��� ������O��� �O�	����%

��� ������ �	����	���	� ���������	���� 7�� ��� ������ F	� ��� ���O���
��	� C'@ 'L% $�� �� ��� ��	�	���������� �7 ��� )@E ����	�� F	� ������	�O
�� ��������� 	� 	���8��	� ����	� �� �� ���� 	� �
������� �	��	��� �� C'@�
 'L ������% (�7��� 	���O��� ��� �������� ��������� �� ��� )@E ������
	�� �� ����� �� �	���	�� ��! �� F	� 	������ �� ����� D��F� �O�	���	� �O�����
�� �����	����! ���O 	�� ��� �������� �	�! ��� @N�����P� �O���� 	�� ��� )����P�
�	�% .� �� ���������! �� ���� F��D! ��� ������� �7 ��� ������� �7 �F� )@E ������
�7 +2 � ���	����! �7 ��� �	�� ��������� F��� ���� ��	���% �� �	���	�� ���
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��

������� 7��� ��� )@E ������! ��	����	� ������� �� ��� ����O �7 ����� ����	�� �	�
���� ����! ��D� 4$CC 	�� 	��� �������	� ������� ��D� 	����
��	��� ������O!
$�' A��	������ ���	��	��� ���
-
�
B 	�� �O������ �O�	����%
��� ������� ���F� �� �� ���������! ���	��� ������ �� ��� �	���	���� ��	��

�7 ��� �������� ���������! �%�%! F��� ��� �������� ��������� F	� 	������ ��
��� �O�	���	� �O�����! ������ �� ��� ����O �7 ��� )@E ������! ��� ���	����
������ �	� ���� �	�	��� �7 �� 	������	�� �� ���� F	O ��� ������	� �O����
������ �� �O�	���	� 	����� ������ �� ��� �����	���� 	�����% ���� 7	��� ���F�
��� ������������ �7 ���� ������%
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��� �	�������� ��� ������
$�' ��	������ .
��	��	��� /��
-
�

$ E CG���� ����	� ����� �� �	��
��� �������	������	�	
�@@ @	*�� �� ������� �� ���� A"��� 0����	��� 0�	��B
� Q ��������� ��  /����� Q�	��	���
)� �	�
	 �� 7��"H5���	� 	��	� A1��$ .�������- 2���B

�	 ������	�� �� ���5���	 �������	� �� ���	� �� E��R
,!30 	 3!+)* �	�	 �	��� � ,!30 	 ,!2)* �	�	 ���	���

)@E 1���	 0�	� �������
�	-
&� �	�
	 �� 7��"H5���	� �	�
	� A3�4 .�������- 2���B

�	 ������	�� �� ���5���	 �������	� �� ���	� �� E��R
,!,2 	 ,!30)* �	�	 �	��� � ���	���

C' CG���� '��/���
C'@ ' '�������������� �� ����	 ����� ��������	� A5��
�����

/�	������

��� ������ /������B
C'E C����� 	�������������	�
CC .�����	��� @@ ����	�� A5����
�	��5����
 00 ��	����

BR

��� 	"����� ���	��� ���� ������ ����	���	�
C4' C����� ����	���	� A�	��	�	��� �	���	� �� ���	���B
C�4 CG���� �� ��	�� �����#���
�4$ $�����	�� �� ���5���	 �������	� A6�4�� &���	��
 ���
�	-B
Q@4 ������
� �	� ���	� Q! @ � 4 �� �������	������	�	= �	�	�����*	

	 �����	��� �� �����/���� �	��/	��
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����

@ 4� @	�* "�	��	�	 �� ���� "�	��#���� ����� A0��	 ���� &����� "����B
@@ .�����	�� �� ����� ����� ��	� ���	� @ ��������	�

�� ���= � �� �����	��� �	 ���	��� �� �	������� �	��/	��=
RRm .�����	�� @@ �����
4C' 4�����	 C������ '��:����
4C� 4�����	 C������ �����	�
4C�� C���:���� �����	�����	��� ����#�����
E&� �	�
	 �� 7��"H5���	� ����� �	�
	� A���- 3�4 .�������-

2���B �	 ������	�� �� ���5���	 �������	� ��
���	� �� E��R ,!,,1 	 ,!,2)* �	�	 �	��� � ���	���

E�� E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	
�&� �	�
	 �� 7��"H5���	� ����	 �	�
	� A7
	�� 3�4 .�������-

2���B �	 ������	�� �� ���5���	 �������	� ��
���	� �� E��R ����� "�� ,!,,1)* �	�	 �	��� � ���	���
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α S����� �� ������	��� �� ������ $�'
α1 S����� �� ������	��� �� ������ $�'
α2 S����� �� ������	��� �� ������ $�'
F � ������ �������	 ��� ��	� �� ��������	���	�� �
F (n) �����	�<�� �� ��7������� ���	�	� �	����	�	� ����

������ $�'
y(k − i) @�������� �� �	/�	
u(k − j) @�������� �� ����	�	
e(k) .������*	 �	���#���	
ny  #
��� �	��� �� �� ��������� �� �	/�	

�� �� ������
ny
�2  #
��� �	��� �� ny �	 ������	 ����/����	 �� �������!

�	� "�� ny = (1,2,...,ny
�2)

nu '��	�� �� ��������� �� ����	�	
ne  #
��� 	��	�� �� ��������� �� ��/��
ne
�2  #
��� �	��� �� ne �	 ������	 ����/����	 �� �������!

�	� "�� ne = (1,2,...,ne
�2)

k ����� ��������
θ E���� �� �	�;������
ξ(k) ���� �� �����	���
gi �	�;������ �������	��
g E���� �� �	�;������ �������	��
wi @�������� �������	�
w  	���* �� ����������� �������	��
J ������ ����� �������	
nt CG���� �� ������ �� ��������
φ E	��� ��/���� �����*	�� �	�	 ��������	� � �G���� ��

��	�� �� ������	�� �	�	 � �������� '.�







Ψ  	���* �� �����������
pNN50 ��������� �� �G���� �� ������	��� @@ ����	�� �� ���	��� "��

��� �	����� "�� 0,��
RMSSD @	�* "�	��	�	 �� �	��� "�	��#���� ����� �	�

��7�����	� ��������	� ����� ������	��� @@ ����	��
SDANN $����� �	���� �	� ����	� ��� ������	��� @@ ����	�� ��

��������� �� 0���
SDNN $����� �	���� ��� ������	��� @@ ����	��
ˆ E	��� �����	��
ν @�/�� ��	���
ν(k − i) @�������� �� ��/�� �� �� ������ C'@ 'L
I  	���* .������	��
t ����� ����/���
Ts ����� �� 	�����	���
ln &��	����� �	 �	�� e
Z

+ ���	�� ��� �G����� �������� ���������
� .����	 � 8� �� �� �
�����



���
� �� �������

0%3 ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % MJ
0%+ ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % MJ
0%1 ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J3
0%2 ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % J+
0%0 ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % J2
0%I ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % J0
0%- ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JI
0%M ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % JI
0%J ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % JJ
0%3, ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,,
0%33 ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,3
0%3+ ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,3
0%31 ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,2
0%32 ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,2
0%30 ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,0
0%3I ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,0
0%3- ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,-
0%3M ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,M
0%3J ������� �� ���	��� �� 
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,J
0%+, ������� ���
����� � �� ������������� % % % % % % % % % % % % % % % % % 3,J
0%+3 ������ ��� �����
����� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 333
0%++ �����
���� �������
�� �� ����� �� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 33+
0%+1 �����
���� �������
�� �� 
��
� �� �������	���
� % % % % % % % % % % % % 331
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3%3 CG���� �� 	������ "�� 7	*�� ��7��5���	 
 �	��	�����	�� �	
7��"H5���	 �	��/	�	 ����� �� 	��� �� 3JM- � +,,- A�����R .4.
T�( >� 4�.�C��! �������� �� +,,-B% % % % % % % % % % % % % 1

3%+ 6	���	 �� ��	 ����� �� E�� � �	/�	 �� ��	 ������ C'@ '% 3,

+%3 4��	� �� E�� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % +,

1%3 �������� �� ����������� �� ���� ���	�
���� �� ��
�� ������� � ����������

�� ������� ������������ % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % +I

1%+ ���� �� �������� ��
���� �� ���
��� �� �������� ���
��
��� �� ��������

� �! (a,b,c) = (0,492; 2; 4)� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 1,

1%1 "���� � �� ������
����
� ��#
��� �� ���� ���	�
���! $�% ��� µ = 3,9&

$�% ��� µ = 3,9999� ' ���
� ��	
��� ��
( ������)��� �� ���
� �� �(����

�� ���(����& ��
� *& xC = 0,5 ���� +���+��� ,���� �� µ� % % % % % % % % % 1+

1%2 -��
������ �� ��+.������ ����#������ '� �(������ ����� ���
�� � ���
��

�� /0�000 ���
��& ��� q = 2 � n = 6! $�% µ = 3,9& $�% µ = 3,9999� % % % % 1+

1%0 -��
������ �� ��+.������ ����#������ '� �(������ ����� ���
�� � ���
��

�� /0�000 ���
�� ������� ��� µ = 3,9999& ��� q = 3 n = 4� % % % % % % 11

1%I -��
������ �� ��+.������ ����#������ '� �(������ ����� ���
�� � ���
��

�� /0�000 ���
�� �� ��	�� ������! $�% ��� q = 2 � n = 6& $�% ��� q = 3

� n = 4� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 12

1%- -��
������ �� ��+.������ ����#������ '� �(������ ����� ���
�� � ���
�� ��

/0�000 ���
�� �� ���� ���	�
��� ��� µ = 3,9999� 1���� ������ q = 2&

n = 6 � �� ���
�� �� ���
�� �! $�% xk = 0,5 $S= 4,14%& $�% xk = 0,4

$S= 3,84% � $�% xk = 0,6 $S= 3,85%� % % % % % % % % % % % % % % % % % % 1-

1%M ���� �� �������� ��
���� �� ��� �*��� �� 213 �� /0�000 ���
��� % % % % 1M
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��

1%J -��
������ �� ��+.������ ����#������ '� �(������ ����� ���
�� � ���
��

�� /0�000 �� ��� �*��� �� 213� 1���� ������ q = 3& n = 4 � �� ���
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������ �� ��	�� E(ξ) ��� ũk ∼ N (0,6054; 0,1828) � ξk ∼ N (0,0; 0,0193)�
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�� �� ��������� �������� ����������& �,����� �� ����� �

�� ���
� :��� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 30,
'%I ;������ � �� ������ � �� ��������
� �� ��� �������� � �� �������� � ��

���	��� �� �	����� �� ���� ���
(��� �� ����� ��������� % % % % % % % % % 302
'%- 9,���� � ��� �������� �� ���� ���	�
��� �� ���� � �� ���
��
�� ��

�������� �� J����� µ ��
( ���
��� �� ��
��,��� 1 < µ < 3& � ���
� :��

�����
����� �� ���� � �� ��
���������� J����� µ �� ���� � 4& � ��,����

��������� �� ���
� :�� �� ������ � �/ �& ��
 �& ������ ��� �������� � ��

�������� � �� ���	���� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 30I
'%M �
��
�� �� �������� % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % % 30M
'%J �
��
�� �� ������� ��������� $B% 3����� � ������ /� $� �% 3����� � ������ 8�30M
'%3, 9,���� � 
������� �� �� ��� ��
���� �� ���
�� �� ������� ���� ����

��������� �������� ���
��
��& ��� ���
� ��#������ % % % % % % % % % % % % 30J



�������� �

����������

� ��
	��� ���
 8 � ����� ��������	� �� 3��9 "
�

$� ��

�: /����
 � &��$�� 	�� ���
� ��� 	��� 	��
����)#�� ��� 	��� 	�� �
�� � ��� 	��� 	�� ���	��
"
	� 8 � ����� � � �������� ��������	�� ��
 �

������ 8 
���
$��	� � �
	�: /����
 � ���(��� ����
� 	� ��
��� ��
	�
 ���
 ��������	�
 �������� 	���
� 3�� � �
 6����	�
�,

������ ����	
��


' ����	 �� ������������ 	����	 �� �������� �
������ ����� � ���	�����
���	�� ��� �� ����	 �	�	% >� ��������� �� "�� � ���	�� ������	� � �������
�	�� �� ������� �� ����	����� �� �"���/����! ��������� ��� $����
	�
�! � "��
��	 �	��� ������	��� ����� ��������! �����	������	��! � 7���� ���� ������	
������� 	��:���� ��� ���� �� �����#�	��! 7��	� �������*���� ��� �	����
A3J1+B% $	/ �	����! ��� 	 ����	 �� ���	����� ��������� 	��"�	�	�����
�	��� 	 ��������	��� ���� 	� �� 	�	"�� �� 7��	! "�	��� 
� �� ����	��� �
	������	��� AV	���� � �����	�! +,,,B%
$����� 	� ������	� �	��#���� 	 ����� �������	�	�! �� ������� �� 	������

	� ���	����� �� ��	� ��������	��� �	�� �	��	�	�! ���# � ������ �	��/	��% >
�8��	� �������� � 	 "�	����	�� �� �	���� �����	�	 ��� ������! � � � �������
�	 7��"H5���	 �	��/	�	 ���� ������ �� �	���� �����	�� 	 �	�	 �	�������
�� ���	���% > ���������� �� ����#����! ������	����� ����! ��� ��������� �
��9��� �� ������ ����� ��	�	���%
����	���! � ������ �	��/	�� ���� ��� �������	�� ��� ���� �	 �	��	��� �	

7��"H5���	 �	��/	�	% > �������	� �������� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 � �
������
���� 
�
	��� �����
� ��	;���� A4C'B% W �	��	��� ����	��;��	 �	 7��"H5���	
�	��/	�	 	���������� � ����� �������
����� �� ���� '���� �������� AE��B%
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> �������� 	����:���� ����� 	 7��"H5���	 �	��/	�	 ��� ����� �����	��
	� ����� �� ���	�	�% ����� ������� ��������	� 	 ����	 �� ������������� ��
���� ���� �������� � �
������ � ���� �� �������	�� ����������� �� 4C' ��
�����	��� �� 7���	 	 �����*�� �� �7����� � ������	��� �����	��� A@����������
� 4������! 3J12= )����� � ��	��F���! 3J0I= &��O � X���D�! 3JIJ= V������ �
�����	�! 3JM-= $���	������! 3JJ1=  	��D � �	��! 3JJ0= �	�D ����� �7 ���
������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '�����	� 4�����O �7 �	����
	�� ���������O������O! 3JJI= ����	����! 3JJI= (������� �� 	�%! 3JJ-= �����
� �����	�! +,,,= )��D��� � �����	�! +,,1= ������� � �����	�! +,,-B%  ����
9# 7�� ����������! �	��� 	 �������� �� ������	 ������� �� ��! "�	��� �� ��	
���	��� ��� � ������	 �	�����	����	�% 4	����� "�� ��	 �	� �������	�� �����<��
�� 4C'! 	 
����	���! ������	 ��	�<�� ���� 	�	"�� � 7��	! � "�� ����	! 	
����

����	���! � �������#��� ���� ����	��� � 	������	���% 4	����� �	����!
"�� "�	��� 	 ������� 	�����	� �� ����	 �� ������<�� ����	�� �� �������! �#
�� ������	��	����� �� ��	�<�� "�� ���	� 	 ��	 ���������� �	 7��"H5���	
�	��/	�	! ��� � ��9����� �� �� �������� 	 ������� 	�����	� �	�	 �� �	�����
������ ��� �	��<�� ����	�� AV	���� � �����	�! +,,,= (���� � &��O! 3JJ-B%

C���� �������! � ���	� �� E��! ��	 ����� ������	� �� ������	��� ��������
��� ����� �	�������� �	��/	���! ����	������ �	�	�����*	�	 ���	 �������� ���
������	��� �� ����� ����� 	� ���	� @ A������	��� @@B �� �������	������	�	
A���B! ��� �������� 	������ ��������� 	 �	�	 	�� �	� G����	� ���	�	� A���
���	 3%3B A4	O���! 3J-1= �	�	��! 3JJJB% �������	������ 	��� ��� ��������	�	
���� ������	��� �������� ��� ������ �� ����� �G���	 �� �	������� "�� ��7���
�	� ��7	��� 	���� �� ����#���� AV������ � �����	�! 3JM-= �	�D ����� �7 ���
������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '�����	� 4�����O �7 �	����
	�� ���������O������O! 3JJI= )��D��� � �����	�! 3JJM=  YD�D	���� � �����	�!
+,,3B% ���	 ����� ��K��� 	� ��������	�<�� ����� �� �������� ������	� ����������
���������� �	 �����	��� �	 7����� �	�����	����	�! � 	 ��	 	�#���� 	���	 ���
���	 � ��������������� �� ������	� �������	���	� �	�	 � ������ �	 8�������	
� �����	� �� ������	 �	�����	����	� A������� � �����	�! +,,-= V	�����	��� �
�����	�! 3JJ3= 4	D��9	 � �����	�! +,,-= 4*�	9*��! +,,2= C�D��������� � �����
�	�! +,,1= >������	! +,,+= ��	���� � �����	�! +,,+= �����! +,,3=  YD�D	����
� �����	�! +,,3= &���	���! +,,,= )��D��� � �����	�! 3JJJ= �	�D ����� �7 ���
������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '�����	� 4�����O �7 �	�
���� 	�� ���������O������O! 3JJIB% �	�	 ����! ����	� 7���	����	� �� ������	�
#��	� �5� ���� �����*	�	�! ���� ������� ���	�/������ AV������ � �����	�! 3JM-=
�	�D ����� �7 ��� ������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '�����	�



1

4�����O �7 �	���� 	�� ���������O������O! 3JJI=  YD�D	���� � �����	�! +,,3B!
�������� �� ���5���	 A'D������ � �����	�! 3JM3=  ���	�� � �����	�! 3JJ2=
����� � �����	�! +,,I= (����	 � �����	�! +,,-B � /������ ��������	��� AV��
�	O	��� �  ����	! 3JM+= ������! 3JJ3= ���� � �����	�! 3JJ0= �	�D ����� �7
��� ������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '�����	� 4�����O �7 �	�
���� 	�� ���������O������O! 3JJI= &���	��� � �����	�! 3JJI= E��� � �����	�!
3JJI= )��D��� � �����	�! 3JJM= 4�������� � �������! 3JJJ= 4�������� � �����	�!
3JJJ= ����� � �����	�! +,,,= &���	���! +,,,= 4��*	! +,,3= ��	���� � �����
�	�! +,,+= 4��*	! +,,+= )��D��� � �����	�! +,,1= &	���� � �����	�! +,,I= (Y�
� �����	�! +,,-=  	����� � �����	�! +,,-= ����	 � �����	�! +,,-B! ��� ����
7���	����	� �	 #��	 �	 �����	���! "�� ��� ���� ��������	�	� ����� ��
�	��� ������	��� �� �������������� ��� ������� �� ���	�� �� E�� AT����� �
V�����! +,,-= ������� � �����	�! +,,IB%  	�! �� 7	��! ����� ���	������ �����
�	����� � � �������	����� ���;���� ���9	����� 	���	 ������	� ��� ������
������������� AT����� � V�����! +,,-B%

1985 1990 1995 2000 2005 2010
0

200

400

600

800

1000

1200

ano

N
úm

er
o 

de
 a

rt
ig

os

�����	 3%3R CG���� �� 	������ "�� 7	*�� ��7��5���	 
 �	��	�����	�� �	
7��"H5���	 �	��/	�	 ����� �� 	��� �� 3JM- � +,,- A�����R .4. T�( >� 4�.�
�C��! �������� �� +,,-B%
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����� � ��� �	��	� 
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	�	
�
� 
�
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4������ '������ A+,,2B! �� �������! ����� "�� ��������	�����! �����
��������� �� 7������	�����! �� 	������*	��! ��8�! �	 ���	 �� ��� ���	��%
C���� �����
��! � 	���� 7	�	 �	 ���������� �� ������� ����	��% ��� �
�����!
"�	��� 7	��	 ������	 �������	 ���	��� 	 �����! ���	��� �� ��	 �	�	! �� ���	�
7	����	�! � ��� ���	�� � �	�	* �� �� ��������� ��� ���� ���	� ��� ����	
7	�����	��! ����� �� ������% .��� �� ���� 	� 7	�� �� �
����� �� ������
����	� 9# �������/�� �	"���� ���	�! � ����� ��� 	���������	 �� �� 	�������
����	���%

 ������ ��� 7���	����	�� �	�	 � ������������! �	�	 	 	�#���� �� ����
���	� � ��������� ��	��% $����� 	� �#��	� 7���	� �� �� ���������	�! �� ��
��������� �������! �# ����	�<�� �� 	����	�<�� �	� "�	�� � G��� ������ �� ���
����� "�� ����	� ��� ���������	��� ��� ���	�<�� �	���#���	�% �� ������
�	���#���� �� �� ������	 ��	� � �� 	�#���� �	���#���� "�� ���������	 	��
���	� �	�	����/����	� ������	�	� �� �	� ������	% ' �����	��� �	���#���	
� 	 #��	 �� ������������ "�� �����	 �	����	� �� ����������� � ���������	�
������� �	���#����� �� ������	� ��	��% ' ������8�	��� �� ������	� � 	 #��	
"�� �����	 ������	� 	�����	���	� �� �����	��� �	���#���	A'������! +,,2B%

>� ������� ��� �����*	��� ��� �������� �	���� �� ������������! ���
������� � 8�	���	��� ��7�������% Z! ����	���! ������	��� ��� ��	��*	 "�	���
	 "����<��! �	�� ����R �B "�	� � 	 8�	���	�� �� ������[ �	�	 "�� � ������
������#[ A��B Q�	�� �	�	����/����	� �� ������	 ����� ��� 	���
��	�	�����
�������*��	� ���� ������[ Z ������	��� �	����! ��� ������ �� ����	 "�� �
������ � 	���	� ��	 	���
��	��� �	 ��	���	�� �! ��� ������ "�� ��9	! ���
� 	 ������	 ��	���	��%

��� 	� ��5���	� ��������	� ��� � ��7������ �� "�� ��* �������� 	� ��� ��
�������% ��� �
�����! �	���	� � �����	� A+,,2B �����*	�	� ����� ����	��
�	�	 �����	� 	 ���	��� ���;���	 ����� 	 ������� �� �	���� 	�����	� � 	 �����
���	�� �� K�
� �	��H/��� �� �������% @�������������� ���� ��� �	��� �	���
� 	�������� 	� ������	 �	�����	����	�! "�� ��� �� �� � ���� �� ���G��	�! ����
���
��	�� � ����������	��! ������! ��� �
�����! � ��	�	��� �� (	��	�� �� 	�%
A3JJIB! "�� �����*	 �� ������ "�� 7�� �������� �	�	 ��������� � K�
� �� �2+

�

���	��� � 	����	����� �
���	���������	��� �� �����	� �	��/	�	�% � 	���	! �



3%3  ������ '����	��� 	� 4�����	 �	�����	����	� � 	�� 4��	�� ��
E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 0

������ �� E	� ��� ��� �	�	 ��������� �� �	�������� �	��/	��� AE	� ��� ���!
3J+-B%

> ��������� <�	����	����
 =�����
 �� 2������	��� ��� >$��
 A.6(�B �����
��� �� �G���� ������� A���% 31A3+B! +,,1B 
 �����	��� �� ���	���% ��	�	���
�	 ���������� �� ������� �� ������� � ������! 	 �	���� �� ������� � �� ���
���������� 	 �������� �� �������	����� �	� �����	� ��������	��! ��� ����
�� ������	��� ��#8�	 � �������	%

' �����	 � � �������� �#���� �� ������ �����	�% 4������ � �������	�! 	 ���
5���	 ��������	� ���� 7������� 	 ������	��� �������������	� "�� ����������	�#
��	 ��	��7���	��� �� ������������ ��� ������	� ���������� � �� ���������
�� ������� ��	�/������ �� ������� � ������! � �	����! 7���	����	� ������	�
����	�� � �� ����	��*	���= �� ������� �����	��� ������ �	 ������� �� ������	�
�� �"�	�<�� ��7������	�� ��������	��� �� 	��	 �����! "�� ��������� ���������
�� �����	�	! ���	��	� �� ��������	�<�� �:���	� ����	 � �
��	������	���%

��� ����	�	�� ���� ��9����� �����	�� �	 ���������� �� ������ �	��/	��
�����	�! 7������� ��	 ��������	 ������	����	�! 8�������� �	��	�	 �	 ��5��
��	 ��������	�! "�� ���� ���	� 	 ��5���	 "�	����	���	 �#���	 ��� �	��� ��/�����%

$����� �� ��	�	���� "�� ����<�� � ��7����� ������ �� .6(�! �# �� "��
��	 ������� �	���#����� � ������	����	�� �	 ����	 �� ������������ �	 ���
���	��� �� �	2+ �	� �����	� �	��/	�	�! ��9� �������� �� �����	��� �� �	���	
�� ������������ �� �������� AX�	�� � �����	�! +,,1B= ����� ��	�	��� ��	
�� ������ �	� �����	�<�� �	� �����/�	� �������#���� ���� ���������������
�	 ������ �	��/	�	! "�� �� ���9���� ��� ������� �������8���������� �� �G��
����� �	��/	���! ���	 �������� 	 ������������ �� 7��:����� ����������;�����%
�	� ������ � �������� ��� �� ���9���� �� �"�	�<�� ��7������	�� �� �������	
����� 	����	�	� � ������ ��7���	�<�� ���	��	�	� ���� 	 ���8���	��� �	�
�����/�	� ��������	�% 4�� ��������������� � �	��	�� �� ������������ ��
��������! �� ��9	! �	�
	���	��	 A4	���� � �����	�! +,,1B%

)# 	���	! ��	�	���� "�� 	�������	� 	�������� ������	����	�� �	�	 ���
���	���! ������	��� ��#8�	 �	��	�	 �� ��������	 A�	��O � �����	�! +,,1=
���� � �����	�! +,,1B% (�D�	���� A+,,1B ��	 �� ������ �	���#����! �	��	��
�� �"�	�<�� ��7������	��! �	�	 �������*�� � 7��:���� �	 7	��	 �	 ����	�	���
�� ��	 ���	 �� �
���	��� �� �� ����� �� ������ �	��/	��% �� ���	�! �� ���
����� 	/ 	�������	��� ��� �������/��� ��� ���� �� ����
���� ���(��������!
�	���� ��������	 ��� ����
���� ��
� ��	���!� �� ��
��� �� �����

�! ��
"�� ���	������ ��� �� ��������� ��	 �	��7	 �����	�% ����! ����� �	��! 7	*���
������#��� �� ���7���� ������������ �� ������	 	 ��� �����	��! 	��� ��
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�������� 	� ���	�<�� �	���#���	� "�� ��������� �� 7��:����� ����������
A�	���	! 3JJ-B% �	�� ������� ��� ��������/��� ��� ������	� �� �"�	�<�� ���
7������	�� "��! �� 	����� �	���! ����� ��� ������	� ������
�� � ��	*�� ��
�������������� �	� �����	�<�� �������	�% > ��9����� ���	� �� ������� ������
������� � � ������������ ��� ���	������ 8���������� �� ���	���%
' ������	 ��	��! �� �	��� �� +,,-! ������� �� �G���� ��� ��	�	����

��������	���� ��7������� ������ �� ������	 �	�����	����	�! ��� 7��� �	 	�#����!
�����	��� � 	����	�<�� �����	� AT����� � V�����! +,,-B%
)#! �	 �����	���	! 	����� ��	�	���� "�� 7	*�� ��� �� ������� �� ������

�	 E��% (������ � �����	�% A3JJ1B � ��������� � �����	� A3JJ0B ������	� ���
����� '@ � '@ '! ����� ������! 
� ������ �� E��% \	�� � &�	� A3JJ-B ��	�
	���
������� 4���
�	 �	�	 ��������� �� ������ �� �� ���	� �� E��! � ���	�
�� 	�������� �	�	 7	*�� ��	 ������������% C� ��	�	��� �� &�� � )������
A+,,3B ��� ��	��� ��������� �� ���� �� ���5���	 � �� 	����
'���� 	�	�
���	�
��
����
���� AV���������! 3J23B% �	���� �� �����  '�4.C! ������ 7����
��� �� ������� �� ������ �� ������ �� E�� �� 	����� ��	�	����% >� ��	�	�
���� �� ����� � �����	� A+,,,B! ����� A+,,3B � 4��*	 A+,,3B ����	�	�! 	���
�� �����	� ������ �� E��! ����8�	� 	 �������	 �� ������������ �� �	�� ���
����% >������	 A+,,+B ������ �������	� �	�	����/����	� �� ��	 ��������	 �	��
	��"�	�	 �	�	 �� ������� �����	��� 	� ���	� �� E��! 	��� �� ���	� ������
��������	�! ��� �	�	����/����	� �����	��� 
� �	� ������ ��	��! ��� ���� ������
�������% AE	������G � �����	�! +,,1B ��	� ������� ��  	�D�� �	�	 �����	�
��"H5���	� ��������	� �� ������ �� E�� ��� � ��9����� �� ���������� ������ ��
����� �������� A��� ��	 �	G��B � ����	����� �� �����	 �	��/	�	% A �C	���
� �����	�! +,,0B ��	� �� ������	 �� ��7��5���	 �	��	�� �� ������7�**O �	�	
�����	� � 7	*�� �������� �� ���	�� �� E��! �� ����	�	��� ��� �������
'@ '% AT����� � �����	�! +,,IB �����*	�	� ������� C''@ A���
����� �����
	��� ��	������

���B �	�	 ����	� ������ 	 �	�	���	�� �� ��	�������� �	��	��
�� ������ ����	� �� E��%

 !# ���	��$%�

'� �����	� �� ������	 �	�����	����	� 8���	� ����� 	� �������	�� �	��	�
�� ����� �� ����� AT)>! +,,1B% ��	� �5� ���� ��9��� �� ������ �������
"�� ����	� � ������������ �� ������	 �	�����	����	�! �	� �����	� 	������
	�	�! � �� ��	� �����"H5���	�% �	�� ������� �5� �����	�� ������	� 	������!
�	� ��	� G����	� ���	�	�! 	� ���	� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	
AE��B! ���� �# ��7���	�<�� ������	���� ����� �� ���	������ �� �����	���
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�	 	�����	�� �	��/	�	 ��������� ����� ���	�! ���� ����� �� ����� �G���	 ��
�	������� "�� ��7���	� ��7	��� 	���� �� ����#���� A�	�D ����� �7 ��� �����
��	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '�����	� 4�����O �7 �	���� 	��
���������O������O! 3JJI= �	�	��! 3JJJB%

 ������ ����	��� �� ���/��� �� �����! �� 7#��� ���������	���! 	����	���

 	�#���� �� ���	� �� E�� ����� 7�������! ����� ����	�! ��7���	�<�� ���	�
�/����	� ���� 	 �	��;���	! ��������	�	 ���� ������	��� �������� �� �����
�G���	 	��� ��7	��� 	���� �� ����#����% S������ �� ���/��� �	 7��"H5���	
����� 	�
���	� �	 	�#���� �� �������� ����	� �� ���	���% ��� ���� �	 	�#�
���� �������	� �� ���	� �� E�� ������� ����8�	� 	 �
���5���	 �� ��	� �	��	�
�� 7��"H5���	 ����� 	� �������	��R �	�
	 7��"H5���	 A&�B! 	�����	�	 
 	�����
�	�� ����#���	 �� ������	 ������� 	��:���� A�# "��� 	 	������ �	����
��� 	 	�����	�� �	�	�����#���	B! � 	 	��	 7��"H5���	 A)�B! 	�����	�	 
 	�����
�	�� �	�	�����#���	% �����"H���������! 	 ���	��� &�])� ��K��� � �	�	���
����	����	�	� A'D������ � �����	�! 3JM3=  ���	�� � �����	�! 3JJ2= &���	���
� �����	�! 3JJI= �	�D ����� �7 ��� ������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ���
C���� '�����	� 4�����O �7 �	���� 	�� ���������O������O! 3JJIB%  	� ��
������� �� ���/��� �� ����� � �������	�� 	�������	� �����	�<��! �������
	������ �� ���	��� 	 ����/���� �������	����	����	��� ��� ���	�� A 	����� �
�����	�! 3JJI=  YD�D	���� � �����	�! +,,3B%

' ������������ �	 E��! ��������	�	 ��� �����	�<�� ������
	� ����� �	�
��#���� ������8��������	�! �����	��! �������;���	�! 	��� �	 �����	��� ��
������	 ������� 	��:����! ������	 �� �� 7��:���� ��������	�%  ����� ��	�
�	���� 	�������	�	� ������� ������	��� /������ �	 ���;���	 ��������	� �	
	�#���� �� ���	� �� E��! ���� �����	� �� ��������! �
������� �� &O	���
���! �������	! /����� �� ������������! ����� ������ A��	�� � �����	�! 3JM-=
V	��	� � �����	�! +,,-= (Y� � �����	�! +,,-= ���� � �����	�! +,,-B% )# ����
"���	����� "�� 	������	� "�� ��	 	����	��� ��������	� ��������/����	 �
�	�� 	������	�	 �	�	 ��������� �� 7��:���� �	�� ������
�! ���� �� ����
����	����� 	�	���������� �������	� ���� ��� ���	�� ����� ��� �� ������	
��������/����� ������� ��� ��������	 ��������	� A 	O! 3J-I= ������������	�	
� ��	��! 3JJ2B% ����� ������� ��7���� ��� /������ ��	������	�� �� �����	�
��� �	 E��! �� ������� �� "�� ���� ��� �� ������	� 	 	�	��	� 	 �	�������
�	 E��! �	� ��� �	�	����/����	� �� �������	����� ���;���� �	 7��"H5���	
�	��/	�	! "�� ��� ����� ��� ����8�	��� ��� ������� �	��	��� �� ���	�/����	
A�����! +,,3=  YD�D	���� � �����	�! +,,3= ����� � �����	�! +,,,= )��D��� �
�����	�! 3JJJ= ����	����! 3JJI= &���	��� � �����	�! 3JJIB%
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C� ���	���! � �#����� ������ ���	��	���� ���;����� ��"��� �� ����	�� �G�
���� �� ������	�<�� �� ������ ���	����#��	�! "�� ���������� �� ������	! ����
�	��	� �� ����	��� 	 ��*��	� �� ����	��� A'������ � (�������! 3JJ0= ��D�	��
� @�����! 3JJ+B% 4����� ��������	� ��� ����	�� �G���� �� 	�����	� � ������
���	�	� ���	����#��	� ��� ��� �������	�	� 7��"H���������! �����! � �#�����
������ ���	��	���� �	�	 ������ ��� ���	����#��	� ���� �����*�� 	 ������	���
��� ���8#���� A)��D��� � �����	�! +,,1B%

���� �����"H5���	! �
���� ��	 ����	 ��� ������� "�� ������	� ��	
	�#���� ��������	� �	�������� �� �� �G���� ����� �� ������	�<�� "�� ���
9	� ��������	�	� ���	����#��	�! �� ������� "�� ��9	� �������� 
 ����
���	����	����	�� A���� � �����	�! 3JJ0= ������! 3JJ3B% '���	��! ��	 ����/���
�	����	 �� �� �������	� �	�� ��8����	��� ����	 ��� ���� �	 ���	��� �� ��
���	� "�� 	�������	��� 	� �	�	����/����	� ���;���	� �� ���	� ��	� � "�� 7����
���	����#��� ��� ���������� A>������	! +,,+= >������	 � �����	�! +,,IB%

>� ��	�	���� �� ����� � �����	� A+,,,B � ����� A+,,3B 	�������	�	�
��	 ��������	��� 	����	 �	 �������	 �� ������������ �	� ������ �� E��! �
����8�	�	� ��	 	����	���	 ��������/����	 ����	� ������% ' �	���� �	/! >���
����	 � �����	� A+,,+B! >������	 � �����	� A+,,2B � >������	 � �����	� A+,,IB
	�������	�	� �� ������ �� �/����� �� ���	�� �� E�� ��� ���� �� �������
��������	��� ������8�	���= �	� ����� ������ ��	�	���� �����	�	� 	 ��������
�	�� �� 	�	���� �� ��	 ��	�	 ������	��� ����� ������! � ���	� �� ����	�	
	���8��	�%  	� �# �	���� �	 �����	���	! ��	�	���� "�� �����	�	� � ���	� ��
E�� ���� ����� ���	����� �����#������! �� "�� ���������	�	� ����� ���	��
��� ������� ����	���/������ A'�	�	� � �����	�! 3JJJ= '������	� � �����	�!
+,,+=  ��������D � 4��7	����D	! +,,+= (	������ � (��F�! +,,IB C� ��	�	�
��� ��  �4�	��O � �����	� A+,,+B � 	�������	�� �� ������ �	�	 ���	���
�� ������	��� @@ 	���8��	�� �	��	�� �� ������� ����	���/������! ������	�<��
����� �	���� ��������/����	 � �����#����	! �����*	��� ����������<�� ���7���� �
����	�% �����*	 ��7���	�<�� �	 ����	! �	��;���	! �	� 7��"H5���	� &� � )� �
	���	! ������ ����5���	� �	�	 �����	� 	� �	��	�<�� ����	��	�	�! �� ������� ��
�������*�� �� �������� �� E�� �� +2 � ��	����	% C� ���	���! ��� 7�� 	�������
�	�� 	���� ���� �� �	���	��� �	 ����� ��������	 ����	�	�	 	� ���	� ��	�%

'������ � (������� A3JJ0B �����	� ������	��� "�� ������� ��	 �	����	
��#��� �� �� �����	� ���	��	���� ���;�����! ���� �� ����	���	���! �������	����
�� 7	����� �����	����� ���� "�	����	��! "�	���	�� � ���	����	����	�� ����8�
������ �� �	���! "�� � ��� ���� �	 ������8�	��� �� ������	�% >� ������	���
�����	� "��! �� 	����� �	���! ������� C'@ 'L A�������	� 	�������������
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������ 	���	�� F��� �
������� ������B �����! �� �����/���! ��� ��	��� �	�	
���	� ������ �� �	��� ��� ����	� "�	��� ������#��	�%

���� ��	�	��� ��	�	 �	 �����	��� �� ������ ������	�� �� ������� �� ��
��� ��	 ��������� �	���#���	 �	 ���;���	 ���9	����� � �	���� ���� ��
	�������� "�� � �	�	* �� �����*�� �	��� ��� �	�	����/����	� �����	���% '�
������	� �� �����	��� ����	� ����� ��� �������	� �� ��	� �	������	� �����
���	��R ������8�	��� �� ������� 	��:����� � �� ������� ����	��:�����%

 ������ 	��:����� ��� 	"����� "�� ��� �������� �
������	����� ��
�����% ��� ����� �	���! �� � ������ � �
���	�� ��� ��	 ����	�	 �
����	!
�	� ���	� � ����	������ ���������� �� �����! ����� ��	 �������� �� ������
����	����# ��� 	��:����%

.�7���*�����! ��� � ������ ����/��� �������	� ������� 	��:����� ����
����	��� "�� �	�����	� ��	� K���	�<��! ������	������ "�	��� �� �	��� �	�	
�� "�	�� � ������ 7�� �������/�� �5� 	��	 �����	������	��% �� �	�� ����	�<��
���� ������	��� ��� ������R �� � ������ �� ����	 ����#��� ��� ����	��� A���
���� �� ����� ��������B! �� � ������ �������� �	�	 ��	 ���;���	 �������
���� �� ����� ������ �� �� ����� 8
�% ' ������	 ����� � � "�� 	�������
	� �� ����	� �����	� ��	 ����� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 ���
�� ������ 	��:����! �	�� "�� ����� �	��! ��� � ����/��� ����� � ���	� ��
����	�	 �� ������	%

���� �����	���! ��������� 	 �����	 3%+ "�� �����	 ��	 9	���	 �� �	���
�� E�� 9���	����� ��� 	 �	/�	 �� �� �/���� ������ 	��:���� ������� ���
�	���% C��� ���� � ������! 	��� 	 �����	��*	���! ��	��	������ ��������
�	�	 �� �	��� �����	���% �� ����	�<�� ���� ���	! � �� �	��� �������	��
	�	��	� 	 ���;���	 �� ������ ��� ���� �	 ����� ���	�	 ���� �����%

�� ����	� ����	�<�� ����	 G��� ��� �	�	* �� �����*�� ��	 ��"H5���	 �	��
����	 �� �	��� ��� �����	��! ��� �
�����! �	�	 � �	�� �� �	���	� � ������%
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> �������� ��	�	��� 	�������	 ��	 ����������	 �� �����	��� �	��	�	
�� ������� C'@ 'L ��� ����	�	 ��������	 ��� � ��9����� �� �������	�
	� ��8����	��� 	�������	�	� �	 �����	 3%+% $� 7	��! ��9����	��� ����� ��
������ "��R 3B ��� ����	 	 ��������� �	�	 ��	 ������� ��������	! "�	���
����	��! +B "�� �����*	 K���	�<�� �������	��� "�� 	���
���� �� �	��� ����
���	�� �� 	���� 	������! � 1B "�� 	 �	��� 	��:���	 ��9	 �	�	* �� 	������	�
	��� �	 ���;���	 ���9	�����%
' 8� �� �	���	� � ������������! 	���� �� 	����#���� 	�� �	��� �� E��!

��5� ������	� ���;����� ����� �	��	����� �����	���R 	 �"�	��� ���/����	! �
�	�	 �� �������� ������� �� ������	 �� @N����� � � �	�	 �� )����%

 !) *�	��	��	� �����	
�	$+�� 
���� ����

' �������	� ������������ ����	 ���� � 	�������	��� �� �� ������������ ��
�����	��� �	���#���	 �	��	�� �� ������� C'@ 'L% �	� ������������
� ������	��! �������	������! 	 ������	� "�� ������� ��	 ���������� ���
�;���	 �����	 �� ��	 ������	��� ���������� �����#����	 � ��9� ���	� ��
����	�	 ��� ����	 ��� ������% )# ������	� ��� ���	� �	�	����/����	� "��
"�	��� �����	��� ��� ������� C'@ ' ? � "�� ����	 �	���	� ����	� ����
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���<�� ? "�	��� ����	���! 	� �	/�	� ��� ������� ������ 	 ��	 �������
��������	 �� �� ����� 8
� 	��� 	����	� ������	�<��%
>� ������� ��� �������/��� 	 �	���� �	� ��7���	�<�� ������	� ��� �	���!

� � ������������ �� �����	��� ���� ��� 	����	��� �	��� 	 ������	� ��������
"�	��� 	 ������	� 7/�����% >� ������	��� �����	� "�� �� ������� 	�������
�	� ��	 ��	 	���
��	��� �	��� �� 	������ ���;���� "�	��� �� 	������
�����#�����%
�����	 ����	 ���� ������������ �	�	 	����	��� �� ���	�� �� E��! � ����

��������� �� �������! ��� ���� �� ��	 �	���	��� ��� ������	� ���;�����! ���
�� 	����	��� �	�� 	���	% '��� �����! 	���	 "�� ����	 ���� �����*	�	 	 7�����
��������	� �	�	 �� ������� C'@ 'L! ����	� 7���<�� �	���� ����� ���
�����*	�	�! ���� 	� ����	��! ��� �
�����%

 !, '����	-�$%� 
� ��.��

���� ��
�� ���# ���	��*	�� �	 �������� 7���	R � �	�/���� + 	�������	
��	 ������� ����� 	 8�������	 �	 �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	% >
�	�/���� 1 	�������	 ��	 ������� ����� ������	� ���;����� � ����� 	����	�
7���	����	� � ������� ��	��� ��9	 �� ��������������� �� ������������ ��
�����	��� 	�������	��� ����	 ����! �� ��9	 �	 �	���	��� �� �����! ����R
������� C'@ 'L! �������	! ���;���	 ��������	 � 	� ���� �� ���5���	% >
�	�/���� 2 � �����	�� 
 	�������	��� ���	��	�	 �� ������������ �� �����	�
��� 	"�� 	�������	��! � !�	����! �	� ������ � ������	� ���;����� �����	���%
> �	�/���� 0 	�������	 �� ������	���% ��������! �� ������	��� �	 �	���	���
�� ������������ �� �����	��� ��� ���� �� ��� ������� �� ������ �� ��5�
������	� ���;�����! � �� ������	 �� ������	��� ������� �	�	 	� ������ ��
E��% '� �������<�� ��� 	�������	�	� �� �	�/���� I% > �	�/���� - 	����
����	 	� �������<�� � �������	� �� ���������	��% > '�5����� ' 	�������	
�� ����������� �� �	�/���� 1! �� ������� �� 	�������	� ��	 ������� �	��
���	��	�	 � ��� �	�� �
������ �� ������ 	������� ��� ������	� ���;����� �
�	 ���;���	 ��������	%
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' ������������ � � 7������	����� �� ���	����� ��� ����� ����� ��� 	��� ��
�
����	 ����*	% 4�	 8�������	 ���	��	 	� �	��7���	� �	�	��	 �������5���	 �
�	������	 ���	� "�	�� ����� ���	������ ����� �	������	����� ����	���	���%
�	��	 	����	��� 	 ��	 �	�	���	�� ��	�	 �� 	�<�� �������	�	� �� ������� �	
�	�������� �� ��� ��� ���	� � �� ��	 ��������5���	%
' ����	 �� "�� �� ���	����� �	��#��� �������	��� �� �"���/���� � ����

�������� ��	 	��� ��������	 �� �	�� �	 �������	��� �� ��� ���	�� ����	�
������	 	 )�����	��� A2I, 	 1-- 	%�%B% ���� �"���/���� ���	����	��� ��� 	
�	�	���	�� �� ���	����� �� �	���� ������<�� ���#���� �� ��� ���� �������!
�� ��9	! ������<�� "�� ����� �	��	� ������ �� ��������	�	 7	�
	! �	� "��
� ���	���	����� �����	���% ' ������	���	 �������	 � �� �
�����! "�� ����
����	����� ����� 1I � 1-◦C% 4������ � 8���������	 T	���� (% �	����! ��
��������� 8���������� �������#���� ���	 �	�������� �	 �	��� �	��� �	� ����
���<�� ���#���� �� ���	����� ��� ������
�� � ������	��� 	�� ����� ����� ?
���������� � ������� � �� ������! � ���	���! � ������! �� ����! � �	��! ���%! �
��	�	��	� �� ������	���% ��� �������� ������� ��	 ������	��� ������	� �	�	
����� ���	���! $����
	�
�' A�	����! 3J1+B%  	� 7�� ��	�� (���	��$ A(���
�	��! 3JJJ= �	����! 3J1+B � �������� 	 ������	� "�� � ���� ��	���� � ��

�' 
���� ���������� 
�� ��� ������ �� ������
�3����� L������ $/8 �� A��6� �� /F/4 B /0 �� ��,������ �� /FGF% ��� �� �*���� �

:��������
� �������� 1�� ����������� ���� ��������� ;� L������ 3�6�� �� M��,�������� ��
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7	��� �� ��	��� ������;���	 �	�	 � ���	����������� � �	�������� �	 ���	���
���	�� �� �����% (���	�� ������ 	 	8��	� "�� ����� �� ���	������ ���	��!
��� �	�� �	��	��� "�� ��9	�! �5� 	���	� ��	 8�	���	��! �	���� �����	����
	� ������<�� �� ���	 �� ���� �������%
C���� �������! � ������	 ������� ��� � �	��� 7���	����	� �� �
����� �

�������� ����� �� ���	�� ������! � � ���	��� ��� �	���� �	��� 7���	����	�
�	 �	�	���	 �� K�
� �	��H/��� ��� ���� � �����% ����	���! � ���	���! 	�
����� ����� "�� ��� ��� ����� �������	�� �� 	����� ��� 	� ��������;���	�!
	�
���	 �	 �	�������� �	 �������	��! �	�� "�� � �	���� � � ��9��� �	��
�	� 	�<�� �� ��������%
> 
�
	��� �����
� � "�� ������� �� ���	����� �����	��� ��� ��� 	����

����! ��9	 ��� ������� �� �
����� 	� �����% �	� ������	 �������	 � �������	
����� ������	� �� ���	�����! 	��� �� "��! 	� ������� ���/����� ������������
�	 �����7/��� �� �����! ��� � �	�	* �� ���������#���� � ������	��	� �������	�
	��"�	�	� 	 ����� ���/�����! �	������ �� �"���/���� ����� � ���� �
�����
��� � ���� ������� A(���� �� 	�%! 3JJM= $	����� � �	�����! 3JJ0B%
> ������	 ������� � �������� �� ��	� �	���� "�� ��� ���	�	�	� 	�	�����

�	�����! �	� ��� �����������	�	� � �����	���	� 7������	������% ��	 ���	�!
� 
�
	��� �����
� ���	��
 A4C�B! � �������	 ���� ���8��
� � ���	 ����
�
�
���$�
! � � ���	����	�� �	 �������� �� ���/�����! �� ���	��� � ������
�	��	����� �� �������	�% ' ������	 �	���! � 
�
	��� �����
� �����8����!
���������� �� �;������ � �� ������ ����7������ ����	��� 7��	 �� ����7	�� �
�	 �����	 ������	�! � ������������ �	� ��	� "�� �����*�� �� ���/����� 	�
4C�! �� "�� ���	� 	�� �� ������ �7���	����� 	� ������ ������������ �	 �	���
�����	� AV	���� � �����	�! +,,,= $	����� � �	�����! 3JJ0B%
> ������	 ������� ����7����� � ����������� �� ��	� �	����R 
���	���!

"�� ������ ����:���� �������	�� �	 �	�* ����	� � ����:���� �� ������ ��	��	��
"�� �����	� ����! �G������ � 9���	�! � 7������� ��7���	�<�� �������	�� �	�	
� ������	 ������� �����	� 	 �������� ��� �G������! ������� � �� 	�������
�
����� 	� �����= � 	 �	��� ��	;����! "�� �����	 	� �/����	�! �� �G������
�����&! � �G����� �	��/	�� � 	� ��;����	� �
�����	�0% �������� �� ��5� �	����
���	��	������ ����	�	�R 
����	���! ����

����	��� � � 
�
	��� �����
� ��	8�

-��,��� ���� N�� ��� ������� 6����� �� ������� �� 
���� �� 
�����O� "��� ����������

�����6�� ����� ���������� ��
�� /FCF � /F?0�

��I����� ���� * �� 
��� �� �I����� � � ��
�����& �����
���� ���
�� �� ������ ��
#�� �� ����& ���� 
��� �����
�,� � �� ��
*����& ��
�� ��
����

��� ��
������ ��#������ � � �+����� +�� �����
�� ���� �����
�� ��� ���� �� ��
�� ��
������& ���� �� ��
������ �����	����� � �� ���(�����
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����! "�� �������	 	� 7���<�� �� �G����� ���� �� ��������� AV	���� � �����	�!
+,,,B%

> 
�
	��� �����
� ��	;���� A4C'B! �	���� ��7����� ���� 
�
	��� ����
������	�	��� A�	����! 3J1+= (�	�! +,,+B! � 	���� ��	�	�� ���� 7	�� �� ��	�
7���<�� ����� ����	������ �
����	�	� �� 7���	 	����#���	! ��� ��������
������#���! �	� ��� �	���� 	��	����� �������	�	� A(�	�! +,,+= V	���� �
�����	�! +,,,B% �	���� ������� "�� 	� �	���� ����#���	 � �	�	�����#���	 ���
�������	� �	��� ����#��� �	 �����	��� �� 	������� �������! � "�� 	 �	���
����#���	 ������	 ��	�<�� ���� 	�	"�� � 7��	! ��"�	��� 	 �	�	�����#���	 �
�������#��� ���� ����	��� � 	������	���%

> ���	�����! �� ������	��! ���# ��9���� 	 ���/����� ��9	 �� 	������� �
�
����� �� �������! "�� 7	*�� ��� "�� � �����! �� 7����� �	 �	�������� �	
�������	��! �������	 	 �	�� ���/�����% 4���	�<�� �� �����5���	! �� �����
	"���	 ������	 ��������	 �	�	 ��������� ���	� � :�����! "�� �	��	� ���	��
�	� ��������	� �� 	�������! ����� �
���� �������	� �#���	� �� ���	�����%
C���� �������! � �����#�	�� 	���	 � ������	 ������� ����#���� � ���� ������	
��� 	������ �� K�
� ����#���� �	�	 � ���	��� � ����	� �/����	�! ��;����	�
�����/�	�	�! �G����� ����	�! ����� ������% > 7	�� �� ��� � :����� ���
���
�� �����! ���	��� 	���	 	 ��	 ����;���	 �� �����! ��K��� ��	 ���	��	
��������	 �� 	�������! "�� �
��� ��	 �������	 �#���	% > �����#�	�� 	���	
� ������	 ������� ����#���� "�� 	�����	 � ������ �	��/	��! 	����	 	 ������
�	���	 ������	� � ������� �� �	����! � 	 ���	�	��� �	 �����	 "�� ��������
��	 �������	 �#���	 	� ����G���� �
�����! ����� �	��! ������ �	�	 ���������
���	� � :�����% ��� ����� �	��! � ������	 �	�	�����#���� �	���� 	 7��"H5��
��	 �	��/	�	! ������	��� � � ���	������� ��� ������<�� �� �������%  	�
��	���� "�� �� ������� � ���	� �������� � 	���	�� � ���5 �5 � :����� �����
�����	�� 	 �	�	� 9���	����� �� 7����� 	� ����� �� �	�	�	! ����� 	���� 	
�����*	 �� "�� ���������# 	�	��#���% $����� �� ����� �����! 	� �������	�
����#���	� �������� � 	� 7���<�� �	 ������� �	�	�����#���	 ��� �� ����	�!
���������� 	 ���������� �	 ��	 7��"H5���	 �	��/	�	 � ������� �	��H/��	!
������� 	� ��	�	��� �	� 7����� ��������	� � 	 ����	��� �� ���� A(�	�! +,,+=
V	���� � �����	�! +,,,B% ���� ������� ��������! �� ���������	���� �	� ��	�
�����<�� "�� �����	� 	� �/����	 ���! ��	 �� ����	! ������� �� ���� �7�����!
�	� ���	���	�����%

>���� 7	�� ��������	��� �	 ��������� ����� �� �	��� ����#���� � �	�	�����
�#���� ��� 	 ��� ��� 	 7���	 �� 	��	��� �� 	����% > �������� � ��������/��
�� �	����	 	 ��� ��	 	��	��� ��7��	! �� ��9	! ��� 	��	 ������	��	����� ��
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�������� ������! � "�� � �� ���	 ������;���	 �	�	 	� 	�<�� �� ����	�<�� ��
�����5���	% '� �����#���! � �	�	�����#���� 	��	 �� �	����	 ���	��*	�	! ��
�	����	 �����	 �� ������ �����/8���% '����! "�	�"��� �	����	�� �� 	��	��� �
����������	�	% '���	��! ����	� ��	� ����#���	� � �	�	�����#���	� ����	� ��
���9���� 	� 
�
	��� ��	�� 
���	���/ �	�	 �����	� �������	������ ����	��
� �	�	 �	���� � 	������� ������� ���#��� 7����� 	 ���	��	� �	� ������<��
�
����	� AV	���� � �����	�! +,,,B%

' 	��	��� �� 4C' ����� � ������	 �	�����	����	� ��������	 �	��	�<�� ���
������	��� ����� �	�������� �	��/	��� "�� ��K���� � ������
� ���	����� ��
�����	��� � ��	 �����	��� ��� ������ ������	� �� ���	����� �	�	 	 �	������
��� �	 �������	��% '� �	��	�<�� ������	� 
 7��"H5���	 �	��/	�	 ��������
������	����	 �� �������� �
������ ���� ������	 ������� 	��:����! �	� �	��
��� �� ������	 ��������� � ������ ��K�
��% '����! ���	 �	��	�����	�� �	
7��"H5���	 �	��/	�	 � ���9	����� 	�� ��������� �� �������� �	 	�����	�� �	��
�/	�	! � � ��� ������ � ������	��� �	�	 �����	� 	� ��������	�<�� ����� 	 7�����
�	�����	����	� � � 4C' �	 �	G�� � �	 �����	%

#! �������� ������ 
� ��������	� ���
����

' �	�	���	�� �� �	� ��/��� 	 �� �	������� �	��/	�� � �������� 	� �G��
���� �	��/	��% ���	 �
���	��� �	���	� �� ���	���! �������	�	 ��	���	�
��
��������! ��� ������ �� �����	� �	��/	�	� ������	�� "�� 7���	� � 
�
	���
�� �����)#�! �	� ����	� �����	� 	����#���	� �� ����#���� �	���� �����
	������ 	 	�����	�� �� �	��	�	���! �� 	� �����	� �� ������	 �� ��������
��������� ��������	�% ����� 	� ��������	� "�� ����<�� � ������	 �� ����
�����! � ���� 
���
�
 � �������	�� �	��	�	��� �	���	� �� ���	���! ���� ��
������<�� ����	��! ��� ��������	 � ����� ��� �	�������� �	��/	��� A(���� �
�����	�! +,,,B%

> ������	 ������� ���� 	����	� � ����� �	���	� �� ���	���% ��� �
����
7���<�� �� ������	��� ��� ���	������ �� �������� �� ������	 �	�����	����	�!
���� 	 �������������� �� K�
� �	��H/��� �	�	 ��7������� #��	� �� ����� �
	 �����	��� �	 	�����	�� �����	���	 �� ���	���! 7��������� �� ��������
����� �#���� �	 ������� 	�����	�% >� ����� ����� "�	�� � ������	 �������
�����	 	 	�����	�� �	��/	�	 ��� "�	�� ������	����� 	��	��� �� 
�
	��� �����
�

�' ���
��� ��
�� ���(
��� * ����
�
�	�� ��� �I������ ��+���*
���� � �� ���
�� �� "=3
+�� �� ���
����� $L���& 8008%�



+%3 �������� C���	� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 3-

��	;����%

> ������	 ������� 	��:���� � 	���	�� �������	������ ��� ������� ���	�
��*	��� �	 ����
� �
���$�
! �� 	����� ������
��� � �� $���	�
���% > �����
�� ������ ����7#���� �
���� ������	��� �	��� �� �������� �	�����	����	� �
�������� ������	�����% > �������� �	�	�����#���� �� ���	��� � ��	��*	�� 	��	�
��� ��� �7������ �	�	��% >� ������ �����	��� ��� ����:���� �����	������	���
���	��*	���� �� ��
��! �� ����<�� ��	������	������ ������8�	�	� ���� ����
	�� ����
 �� ���	�� ��������������%  	�� ������������ 7�� ��������	�� "��
�� ��������:���� �	�	�� ���	��*	���� ������8�	����� �� �?�
�� ���
�
 ���
	�� �� ���� � �� �?�
�� �������! �� ���	��*	��� �	�� �����	�% >� ������
�����	��� ��� ����;���
 ��8�����
������
 
����	���
 ����� ���	��*	��� ������
��	������ �	 ��
��� ��	���8����
�	���
 � �	 �����;���	 ��	��	 �� 7��/����
�	���	� 	�9����! ��� ��������� 	�������
 � 
����� �
	� �	 ����
� �
���$�

A'����! 3JJJB%

C���	������! 	 �������	��� ����#���	 ���	 	 �� 	������ �	 7��"H5��
��	 �	��/	�	 A����	� �����	������ ��
�	���B � �	 �����	�����	�� �� ����#����
A����	� ���	������ ��
�	���B% �� �����"H5���	 �����! 	 �������	 �����#��� ��
�G����� �	��/	�� ����	�� ��� ��	 ������ 	�����	�	 �	� ��	 ���	��� �����
*��	% C� ���	��� ���	���! 	 ������� ����	���������	� �� ����	 � �� ����* �	��
�	���	�����! � � ����� �� �9���� �������% C	 �������	 �� ��	 	�����	��
��K�
	 ����	�! 	� �	��	�<�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 ����� ��� �����	�	� ���
��	 �������	 ��K�
	 	 	����	�<�� �	 ������� 	�����	�%

' �������	��� �	�	�����#���	! ��� ����� �	��! ������� 	 7��"H5���	 �	 	���
���	�� �� ���� �����	�! ����*���� � ����� �� �	��	�	��� �	��/	��% >� �7�����
����������� � ���������� ���	����� �	 	��	��� �	�	�����#���	 ��� 7��"H�����
����� �����	������ ��� ��	 ����	��	 ����#���	 ��K�
	! ������	�	 ���	 ���
����� �	 ������� 	�����	�% ' �����"H���� �����	��� ����� �� �7����� ����#����
� �	�	�����#���� � ������
	 ������ 
 �����	��� �	� ��K�5���	� ����#���	�
���	� ������	�<�� �	�	�����#���	� �� ���	��� A(���� � �����	�! +,,,B%

' 	�����	�� ��� ����:���� �����	������	��� � �����	������	��� ����#�����!
	���� ���� 	 ��� ����:���� �	�	�����#����� ��� � 	��	����	! �	� ���������
�	�	 	 ��7������� #��	� ��� 
�
	��� �����
� ���	��
 A����	��� � ����	����	�
���B! "�� ��	���	� �������	� 	������	�	� �� ���� ����#���� � �	�	� �� 7�����
�� ��7���	�<�� 	7������� �������	� �� ��7������� ���������� ���	��	��� ����
������	 �	�����	����	� A'����! 3JJJB%

> ����� � ��������	�� ���� 	 �������	� ������ �� ������	��� �� ��K�
�
���������������! ����� �
����	����� ������	��� �	�	 	 �	�������� �	 �����



3M + ���������	 �	 E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	

��� 	�����	�! 	��	��� �	 	��� �:���	 ��K�
	 "�� �
���� ����� � ������	 �	����
��	����	�% >� ���	������ �� ������	��� ����	� ����������� ����	������
���������� �	 �5���� �� ���� �	�	� � ����	������ ������	�� �������#����
���	 �5���� �� ���� ����#���� �� �	�������%

���	� 	� 	7��5���	� �	 ����7���	! �����*���� 	� �	�� ������	� ��7���	�<��
����� 	 ������	��� � 	 	�����	�� �	��/	�	! ��������� �����	����� �	�	 � �?�
�
�� �� 	��	� 
�
�	���� �� �����! "�� � 7���	����	� �	 ������	��� ����#��	
��� ��K�
�� �	�����	����	��� "�� �����	� 	 ������� 	�����	� � ������	% Z
��	 ��������	 "�� ���������	 �	��� 7���	����	� �	 �����	��� �	�����	��
���	�! ��� �� ��� ��� � ���	� �� �������5���	 �	� 	7��5���	� ����7����	� � ��	
�������	 ���	��� ���#����	! �	� �	���� ��� ���������� 	� ��7���	�<�� 	7��
������ 	 ��7������� �G����� ����	��� � ����	����	���% ��� � �	���� � �	��
������	��� �/��� �� �������5���	 �� ����:���� �� +� �����! 	�� "�	�� �� ����
9��	� 	� 	7��5���	� ���#���	� � ������	�� "�� 	������� 	� ������	 �������
�����	� ��	 �����	 ������	� A'����! 3JJJB%

>����� ������� ������	�� ���������� 	9��	� 	 �����	� 	 7��"H5���	 �	��
�/	�	 � 	 �����	�����	�� �� ���	���% �	"���	���	 ���� ��� �����*��	 ��
	�
��� ��� �������	��� ��� ������ �� �G����� �	 ����	 ����	! �����	�� �
����	��% E	��	�<�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 �	���� ����� ��� ������	�	�
��� �������	��� �	� ����<�� ��������� � ��������	���	� �� $���	�
���% >�
������� �����	�;����� �	���� ����� ���������� �	� �������	� ������	����	� 	
	����	�<�� �	 ������	���	 	�������% '� 	����	�<�� �	 ������	���	! �
�����
����	������ �����*��	� �� �����#�	�� 	�������! 	����	� ����� 	 7��"H5���	
�	��/	�	 � 	 ������5���	 ����7����	% ���/����� 	����	��� 	�� �	���� )+ ��
�����! �� ������7	��! ������	� ������	� �������	� �	�����	����	���! ���������
�	"���	���	% C� ���	�( �������
! �� ������� "�� ��K����	� 	 7����� �	��/	�	
����� ���	��*	��� �������	������ �	 ���	�� 	������� �� �������! ���	�	�����
�� ���� 7����	�! �� �����
 �����	�! ��� �������� ����� � ���������! �	 �	���
	������� �� ���� ������	�! �	 /����	 � �� ���� �� �/�����% >� ������� ������
�	�� � ������7#����� ���! �������	��������! �������#���� ���� ��/��� �	� ��	�
�<�� �	��/	�	� "�� ������� ���	��� 	 �
���	���! 	 	�����	�� � ������ ���	���
�������	�� A(���� � �����	�! +,,,B%

>� �	���������� 	�����	�� ������������� �� ������	�<�� ������	� �� ����
��� 	7������� ����/���� 
 �������! ���	��*	��� ��� ����� �	���/���� � �� 	���
	������% '����	�<�� �	 ������� 	�����	� 	����	� �� �/���� �� ��������� �	 	��
����	 �	�����	 � �� 	��� 	������! ��������	��� �	��	�<�� �	 7��"H5���	 ��
����	��	 ��� �	����������% Q�	��� 	 ������� 	�����	� ���# �	 7	�
	 ����	�!



+%+ > 4��	� �� E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 3J

	����	�<�� �����	�	� �	 �������	��� �� �	�������� ������	� 	����	�<�� ���
�/����	� �	� �����<�� ����#���	� � �	�	�����#���	� �� ������	 ������� 	��:�
����! �����*���� ��	 ���	��	 �	 7��"H5���	 �	��/	�	% ��� �
�����! �
	������ �	 ������� 	�����	� ������	 	 �������	��� �	�	�����#���	 � 	 ���
�������� ��������	��� �	 	�����	�� ����#���	! �����*���� 	 ���������� �	
7��"H5���	 �	��/	�	 � 	 ������� �	 7���	 �� �����	��� �� ���	���! 	��� �	
�	�����	�	��� �	� ���	� � 	����/��	� ��� ���� � ������	 ������	����� ����7�����%
���� �����"H5���	 �	 ����� ������5���	 ����7����	 � �� ����� ������ �	��
�/	��! 	 ������� 	�����	� �������% .�����	�����! 	 ������� �	�
	 ��� �7�����
������� A��O��� � )	��! 3JJMB%
E	��	�<�� ����	��;��	� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 �	���� ������� ��� 	

������	��� A����	��� 
���
�
 ��
����	����B! �������	������ �	� ���	��	�% ���
���	�����! 	 7��"H5���	 �	��/	�	 ������� ���	��� 	 ������	��� � 	�����	
���	��� 	 �
���	���% ' 	�������� �	� �����	�<�� � �	��#���! �	� ��	 � ����
	������ �
	���	�	 ���	��� ������ ������	������ ������ � ���7����� A��O��� �
)	��! 3JJMB%
' 	�����	�� ������	� �	���� ��� �� �	��� ������	��� �	 �����	��� ��

����� ��	*� �� ������	 �	�����	����	�% >� ����:���� �	 ��������! ��� �
���
���! �
����� �7���� ������� ����� 	 7����� �	��/	�	% ' 	�����	�� �	��/	�	 �
����	 �� �	������� ��� $���	�������
��% > ������� � ����	����� �� �	�����
��� ��� $����	�������
��% �� ���	�! ����� �	������� 	�������	� �	"���	���	!
������ �	��/	�� ����	��! �	����	�<�� � 	������	� A(���� � �����	�! +,,,B%
>����� ��K�
�� ������	���� 	��	��� ����� 	 �	��	�����	�� �	 7��"H5���	

�	��/	�	 ����� ��� �����	��� �� A(���� � �����	�! +,,,B! ���� � ����(� ��
2���������! � ����(� ���������	��! �� ����(�
 ��
 �����	���
 ���	����
���
!
����� ������%

#!# ' �	��� 
� ���	�
	�	
�
� 
� ��������	�

���
����

' �������
����� �� ���� '���� �������� AE��B ��� ���� � ����� �������
����	������ 	����� �	�	 ��������� 	� �	��	�<�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 ����	��
�;��	 �� 	� �	��	�<�� ����� �� ��	����
�
 00 ���������� �� �������	������	�	
A���B A�	�D ����� �7 ��� ������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C����
'�����	� 4�����O �7 �	���� 	�� ���������O������O! 3JJIB% > ��#8�� ��������
�	 �����	 +%3 �����	 ��	 ����� �� ������	��� @@ ��� ���	��� 	���
��	�	 ��



+, + ���������	 �	 E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	

+2 � �� �� 	����� ����	�% ������� ���	� "�� 	 7��"H5���	 �	��/	�	 � �����
A������	��� @@ �	�����B ���	��� � ����! ���/��� 	���
��	�	����� �������
������ ����� �� �	�������� 1,%,,, � 00%,,,% ' �	��� ��7����� ����	 �����	
�����	 ��	 ����� �� 0��� "�� 7�� �
��	/�	 �	 ����� �� +2�%

1 30000 60000 90000
0,2

0,6

1,0

1,4

1,8
Série RR 24h

k

R
R

 (
s)

1 85 171 256 341
0,2

0,6

1,0

1,4

1,8
Série RR 5min

Batimento Cardíaco k

R
R

 (
s)

�����	 +%3R A	B 4���� �� ������	��� @@ �� +2 � �� �� 	����� ����	�% A�B
4������� ������	����� ���	����#��� �� 0���% �����R ����� A+,,3B%

' ������;���	 ��/���	 �	 E�� ��������� 	�	����� �� 8�	� ��� 	��� M,!
"�	��� 	 E�� 7�� ��������	�	 �� 7���� � ������������ �������� �� ����	���
�	�� 	��� ��7	��� 	���� �� ����#���� �	 ���"���	 ��	��*	�	 ���� �	�D �����
�7 ��� ������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '�����	� 4�����O �7
�	���� 	�� ���������O������O A3JJIB% ' E�� ��� ���� ��9��� �� ��������
�������! � ��� �� �����	�� ���� ��	 7���	����	 �������	���	 �	�	* �� 7���
����� ��	��������� G���� A 	��D � �	��! 3JJ0= (������� �� 	�%! 3JJ-= &	����
� �����	�! +,,I=  	����� � �����	�! +,,-= ������� � �����	�! +,,-= T����� �
V�����! +,,-B%
.�����	���� ���	�<�� ����� � 
�
	��� �����
� ��	;���� � 	 ����	���	��

�����	 	 �������	� �� ������	 �	�����	����	�! ��������� ����� �G���	 �	��
�/	�	! 9# ��� ����� ��������	� A��	������! 3JJMB% '��� �����! ��� ���� �����
8�	�	 	 ������;���	 �	 E�� ���� �� �����	��� "�	����	���� �	 	�����	��
	����:���	 �	 8����	������	 �	�����	����	� A4*�	9*��! +,,2= 4	D��9	 � �����
�	�! +,,-= 4���� � �����	�! 3JJ2B% '��	�	 
 7	�����	�� �� �������� �� ���	� ��



+%+ > 4��	� �� E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 +3

E�� ��� ������	 �������	���	! ����8�	��� "�� �	����	� ��7���	�<�� ����� ��
���	������ �� �����	��� �	 	�����	�� �	��/	�	 ����� ������� �	 ������
	
����� �� ������	��� ����� �	�������� �	��/	��� A�	�D ����� �7 ��� ������	�
4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '�����	� 4�����O �7 �	���� 	�� �����
�����O������O! 3JJI=  	��D � �	��! 3JJ0B%
'� �	��	�<�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 ����� ��� 	�	��	�	� ��� 	����� ���

�����! ����� �� �� ������� �� 	���� �� �	�� ������� �� ����� �����*	���
A�	�D ����� �7 ��� ������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '���
���	� 4�����O �7 �	���� 	�� ���������O������O! 3JJIB% '�� � ������� ���
�# �� �������� ����� � ������ /����� �� 	�	��	��� �	 E�� ������/��� �	�	
��� ��/���� A)��D��� � �����	�! 3JJJB% >� ������� �� ������� �	 E�� ��
���/��� �� ����� ����� ��� ������������ �� �8	���
 �
	�	�
	���
 � �8	���

����8	����
% >� �������	�� /������ �� ���/��� �� ����� ���R
• &�55 R ������ �	���� �� ����� �� ������	��� @@ ����	�� A������	���
CCB=

• &�/55 R ������ �	���� �	� ����	� ��� ������	��� CC �� ����� ��
��������� �� 0��� �� �� �������� �� +2 �=

• 0�&&� R �	�* "�	��	�	 �	 ����	 �	 ���	 ��� "�	��	��� �	� ��7�����	�
����� ������	��� CC 	�9	������=

• �55@A R ��������� �� �G���� �� ������	��� CC "�� ��� �	����� "��
0,�� A�	�	 ���	���B �� �� �������� �� +2 �%

���� �
����� �� ������� �����������! ������� ���	�R

• B����� 	������
�� �.> R �G���� ���	� �� ����� �� ������	��� CC ��������
���	 	����	 �� �������	�	 �� ����� ������	��� CCB=

• B����� ����������
 R ��7�����	 ����� 	� �	����	� �� �������	�	 �� ��7��
����	� ����� ������	��� CC 	�9	������=

• ����� ������%

C� ���/��� �	 7��"H5���	 ������ 	 	�#���� �	 ���
����� �� ��	'���� �
�
���	��
! "�� 7������ ��7���	�<�� �#���	� �� ���� 	 ���5���	 �� ��������� ��
7����� �	 7��"H5���	%  ������ �	�	 � �#����� �	 ������	�� �	 ���5���	
�������	� ����� ��� ���	������ ��	���8�	��� ���� �#�������8	����
 � �����
�8	����
 A�	�D ����� �7 ��� ������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C����



++ + ���������	 �	 E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	

'�����	� 4�����O �7 �	���� 	�� ���������O������O! 3JJIB% ' 	�#���� �������	�
���� ��� ��	��*	�	 ���� ������� �� ������	� ��#����	� �	��	�	� �	 ��	��7���
�	�	 �� ������� �� ��� ���� �� ������	� �	�� ������	� 7���	����	�	� �	
�����	��� �	�	������	 �� ������ ������	�� "�� �� �	���	� �� 	9���� �� ��
������ 	�������������� �� ����	 ����� A'@ 'B �� ��	� �	��	�<�� 
 �����
������	� ��� 	�#���� AV	O! 3JM-B%
 ������ 	�	�/����� ������������ �	 ���;���	 ��������	� ��� ����������	��

���	� 	����	���� �	�	 � ������ � ������������ �	� �	�	����/����	� �� ����
����	����� �	 7��"H5���	 �	��/	�	! � ������� )��D��� � �����	� A3JJJB! �����
������� �� �����	 �	 E�� �� ��7���� ��� ��	������	�� �� ������� �� "�� ���
��� ������	��� 	 	�	��	� 	 �	������� �	 �	��	�����	��! 	� �����! �����	� 	�
��������	��� �� ������	��� � ������
��	�� �	 E�� "�� ��� ��� �
����#����
���	� ������	� ��	������	��% C� ���	���! 	 	����	�����	�� ��� ������� �	���
	��� �	 ���;���	 ��������	� 	���	 ������	 ��� ����8�	�	 ��� ���� �� �	��
������� "�� ������	� ���	������� �	��<�� "�� ����	� ��� ��	��� �	 ��/���	
�����	 AT����� � V�����! +,,-= )��D��� � �����	�! 3JJJB%
>� ������� ��#������ �� ���/��� �� ����� � 	����� ������� ��������	���

�	�� �������� ���������� �� ���
��� �	�/���� 7��	� ��	��� ����� ��	�	���
�	�	 � ������ �	 E��%
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� 6����� � ��
���� �� ���
 8 ����� �*��! � ���
 ����
	��	� ��� ��� �
���� �� ���
 ����
� 6���	�� �	8 �
����
#� �� �
�� � �� �
����	�� �	8 �
 +��	���
 � � ���
��
�� C ����! �� +�
��� �
 ���
����	�
 � �
 ��	��)��

�� ����)#��,

������� ����


���� �	�/���� 	�������	! �� 7���	 �����! ��	 ���������� 	 	����� ����
������ ���	����� 	�� ������	� ���;����� � "�� �5� ���	��� ��� � ��	�	���
������������ ����	 ����%
4�� 	�������	�	� 	� ����	� �#���	� �	 	�#���� �� ���	�����	�� � �� 	�#�

���� ���������	! �	�� ������8�	����� �� ���;���	 ��������	% 4�� �	����
	�������	��� �� ��������� �� �������	 � �� ���� �� ���5���	% ��� 8�! ���
	�������	��� ��������� ���	�� �� ������8�	��� �� ������	�%

&! �	������

�� 
�
	��� ���� ��� ��������� ���� ����� �� ���9���� �� �����������
A7/�����! ����������! ���;����� � ���%B! "�� �����	��� �� 7���	 ��8���	% 4��
�
������R � ����	�� ������� �� �� �	/�! � ������	 ������	����� �� ����� ���
�	��! � ���9���� ��������� � 	������������ �� �� 	��������! �� ��������
�����:���� A �������! +,,+B%



+2 1 ����	����	� 	����	�	� 
 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��

$�*��� "�� �� ������	 � ���D���� "�	��� ��	 �	/�	 �� ����	��� E ���
����� �� �	����� �	��	��� �	 �	/�	 � �	 ����	�	% '� �����#��� ��� 
�
	���

�
	�	���
'! �� ������	� ���;����� �5� ������	%
>� ������	� ���;����� ����� ��� ����	���! "�� �	���7	*�� � �����/��� �	

������������$! �� ��������	���% > �������	����� �� ������	� ��������	���
������� �	 	�������� �� ���	� �� ����	�	! ��� ���� �� ����� �� ����	���
�� ������	! � "�� ��� ������ �	�	 �� ������	� ����	���% �� ����� �� ����� ��
����	���! 	����� ������	� ��������	��� ����� ��� 	���
��	��� ��� �������
����	���%
>� ������	� ����� ��	;����
 ��� 	"����� "�� ��� �������� �
������	�

����� �� �����% C	 ��#���	! ��	�	��� ������	 	��:���� 	"���� "�� ���
��� ����	�	�! ��9	 ���"�� ��	� ��� ��� ��������	�! ��9	 ���"�� � �G���� ��
����	�	� � ��� ��	��� "�� �� ����	 ���	��	�� ������
� ���#��	� �� ����	
A�
%R ������	 �	�����	����	�B% C����� �	���! �� �	��� ��� 	���	� ��"H5���	�
�� �	/�	 ��� ������	�% >� ������	� ��� 	��:����� ��� 	"����� "�� ��������
�
������	����� �� �����! �� �	 ��#���	! 	"����� "�� �5� ����	�	� � �	/�	�
��� ��8���	� A'������! +,,2B%
�� ������	 ���;���� ���� ��� ���������	�� ��� �� ���9���� �� �"�	�<��

"�� ��������� 	 �������� ������	� �� ���	�� �� ������	! 	 �	���� �� ������
������� �� ��	 �������	 	������� A>�� � �����	�! 3JJ2B% �� �	� ���9���� ����
��� �� ������	 �� � ����)��
 �����������
 ���������
 �� �������	 �����!

ẋ = F (x), A1%3B

�� "�� x = x1, x2, ..., xn! �����	 � ���	��� �����������! ��������	�� ����
�� ����� �� ���	�� �� 7	��� n����������	�% F (x) = [F 1(x),F 2(x), ...,F n(x)]T

� �� ����� n����������	� �	� 7���<�� �� x% ẋ ���������	 	 �����	�	 �� ���	�
��� 	� ����� dx/dt% ����� 	 �"�	��� 1%3 � �� ������	 ���;����! ���� ��	
��* �	�� "�	�"��� ���	�� �����	� �������! �� �����/���! �������� 	 �"�	���
1%3 �	�	 ��������	� 	 ��	9�����	& �	�	 ���� � ����� �����"H����%

��	������ �����	���� ��)��� �� ���
��� ��A� ��	�� �� ���
��
� � �# ������� ��� ��
���
��� �� ���
��
� �� " � ��������
���� ��� �+������ ���*������� P��� ���
��� ���� *& ��
�����	���& ���
����� 9� ���
�� �����& � ���
���� * 
 � �(���� +�� * ���+���� �������
�� ���
��� ���
���� ���� ����� ��
(
����

���	���
	� �� ��
��
��	���� ��
��������� ���
���� �� ����� ����
���� ��� ��� ��
����
u1(t) �����)�� ��� ��	�� y1(t) � �� ����� ���
������ ��� ��� ��
���� u2(t) �����)��
��� ��	�� y2(t)� ���� �����	��� �� ���������� �& 
��� ���
���� �� ����� ����
���� ��� ���
��
���� c1u1(t) + c2u2(t) �����)�� ��� ��	�� c1y1(t) + c2y2(t)& ����� c1 � c2 ����
��
���

���������	�� 9,���� � 
�������& �� �������� �� ���
���& �� ������ �� ��
����� ���� �



1%+ '�#���� ���������	 +0

Z �	���� ������	��� ��������	� �� ������	� ���;����� ��� "�	�� � �����
� ��	 �	��#��� �������	% 4�9	 k ��	 �	��#��� ������	� �� �	����� ��������
A���������B% �����! �� ����� �
����� �� ������	 ���;���� � �� ���� n�
���������	�

xk+1 = G(xk), A1%+B

�� "�� x � ���	����� �� ����� �� ���	��� � GAxB � �� ����� �� 7���<�� ��
x! n����������	�%

' �"�	��� 1%+ � �� ������	 ���;����! �� "�	� �	�	 ��	 �������� �����	�
x0! 	 �"�	��� 7������ x1 = G(x0)! 7������ x2 = G(x1)! � 	���� ��������	�
�����! ���	��� ��	 �����	 x0,x1,x2,...

&!# ����	�� �����/�	��

���	 ����� 	�������	 ��7������� ��������� � 7���	����	� �	 �����	 �� 	�#�
���� ���������	! "�� �������� ��	 �	�	�����*	��� 8�	 �� �������	����� ��
������	� ���;�����! ����� ������	��� �	 	�#���� �� ������	� ��� �������
�	����� �	�����% $� �	����	 �	�� �����/8�	! ��� 	�������	��� � ��	��	�	
�� ��7���	�<�� � �� ��������� �#����� ��7������� 	 ���;���	 ��������	% ����
��"H���������! �	�� 7���	����	� ����� �����*	�	� �	 �	���	��� ��� �������
�������! ���7���� ���# ����� �� ���
��� �	�/����%


���� �������� �	 ���������	�

C	� �"�	�<�� �	���#���	� "�� ���������	� �� ������	� �� ����� ��	�!
�
����� ������ �� �	�;������ ��	�	��� ���D��	�� �� �������)#�% 4�	 ���
�����	��� ��� �� 7	�� �� "�� � �������	����� ��� ������	� ��������	��� �
����/��� 	 �	��	�<��! ����� "�� ��"���	�! ��� �	����� ������ �	�;������%
'����! � �������	����� ���;���� �� ������	 ���� ���	� ��������	����
����� ��� ��	 ��"���	 �	��	��� �� �� �	�;����� �� ��7���	���= "�	��� ����
������! ����� ��	 �������)#� A �������! +,,+= 6	�D���! 3JJ0= ������������	�	
� ��	��! 3JJ2B% ��� �
�����! �� �� ��������	 �� ������	 "�� ������� �� ��
�	�;����� �� ��7���	��� µ! � ����� ����#��� "�� � �G���� � � ���� �� ����
������ 8
�� ���	������ ������	� �� �	�;����� µ% $	�� "�� � ����	�� ��

���� �� ���
���� ������
�� ���( ����� � 
���� ���	�� �� ����� �� 
��A�
#����



+I 1 ����	����	� 	����	�	� 
 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��

7	��� � ����	������ ��������	�� �� ����� ��� ������ 8
�� A�����	��! 3MM3B!
� �������	����� ������� �� ������	 ������� ���	������ �� �	�;����� µ%
��	 ���������	��� ����	� ��� �#���� ������� "�� ��� �������	��� "�	���

� �	�;����� �� ��7���	��� � �	��	�� ���� ��� �����	 ��� ���� �� �� ����
����� �� �������)��
! ��	 7���	����	 ����� G��� � 7��"H��������� �����*	�	
�� ������ �� ������	� ���;����� ��������	���% �� ��	��	�	 �� ��7���	�<��
�����	 	����	� ��������	��� �	�	����/����	� �� �����<�� 	���������	� �� ��
������	 ���;���� �� 7����� �� �	�;����� �� ��7���	�<��% .��� ������� ��	
����	��*	��� �� ���� � ���� ���	��	� "�	���	���	�! 	� ��7���	�<��! �	� �����
�<�� 	���������	�! ������� A������� � &�7�	��! +,,2B% ' �����	 1%3 �����	 �
��	��	�	 �� ��7���	�<�� ������ 
���
	��� A 	O! 3J-IBR xk = µ(1−xk−1)xk−1=
	� ���	� ����	�	� 	 �����5���	 �� 	����	� ��7���	�<��% ��� ���� �� ��	��	�	
�� ��7���	�<�� ������� ����8�	� �	�	 "�	�� �	����� �� �	�;����� µ �������
	� ���	��	� "�	���	���	� �� �������	����� �� ������	! ���� �! ������� ���
����	� ��	 ������� ������� �	�	 µ < 3= �	�	 µ = 3 ������ ��	 ��7���	��� ��
������	��� �� ���/���! � 
 �����	 "�� � �	��� �� µ 	�����	 ������� ����	�
������	�<�� �� ���/��� 	�� "�� � ������	 	����� � �������	����� �	�����%
' �	���� �	/! ������ 	 	�����;���	 ����� �������	����� �	����� � 9	���	�
��������	�! ��� ����	"�� �	�	 	 9	���	 �� ���/��� 1 �	�	 µ ≈ 3,84%
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1%+ '�#���� ���������	 +-


���� �������� ���������

4������ )	� (	��&�� A3JMJB! 	 �����	 �	 ���;���	 ��������	 7������ 	
�	�� �������	 �	����	 �� �� ��8��� � ��������� �	����� ��� ������	� ���
�;�����% ��	�	��� �� ��	 	����	��� 	�������	 �������*��	 ���  ���� �
)������ A ���� � )������! 3J1MB%
C	 ��#���	! 	 ���;���	 ��������	 ����������� 
 ��������� �� �� ��������

�� ��������! ���� �! ��	 �������� � �������	� �	 �������� ��� ������	� ���;�
����� ��� ���� �� ��	� ��"H5���	� ��������	�% ��	 ��������� �������	 �	
�������� �� ��	 	����	��� �
�����	 	 ��	��*	��� �	 	����	��� �	�	 ���	� 	�
������<�� �����	�� ����/����% C�� ����	���! � ����/��� ��	��*	� ��	 ���������
�	 �������� ��������*	�	 �� 7���	 	 ��� �� ��������	� �� �	����� ���	���
����� � ���9���� �� �	��� 	�	���	���! �	� �� ����	� �� ����� ������� 	� �	�
�	����/����	� �������	�� �� �������	����� ���;����! ���� 	 ����������	��!
��� �
�����%
���	 ����� 	�������	 ��������� �#����� �� ���;���	 ��������	! ���� 	

�	������ �� ���	�� �� 7	��� � 	 ����8�	��� �� �����	� ��������	�! 	 8� ��
����������	� 	 ����������� �� ��	 	����	��� ����� ��	�	���% ' ����*��)#�
� 	�������	�	 	���� �	 ���	�)#�! �� ��9	! �� ��	 ����� ��������	! ��� �
��9����� �� 7	�����	� 	 �����������%  	����� ���	���� � �	�� �
������ 	
�������� �	 �����	 �	 ���;���	 ��������	 � �	� ��"H5���	� ��������	� �����
��� �������	��� �	 4���� '%3%0%
> ������ ��������	�� �� 	���7���	���� �� 	������ ���� �������� 
� ��7��

�5���	� ���	�	� 	� ����� �� ��
��%  	� �� 7���	 �	�� �����	! �� ��
�� �����
�	�� 
 ���;���	 ��������	 � (	��&�� A3JMJB= ��	 	����	��� �	���#���	 ��
	������ ���� ��� �������	�	 ��  ���� � )������ A3J1MB= 	 ���;���	 ������
���	 ������ �� 	�#���� ���������	 ���� ��� ����	 �� ������� � &�7�	�� A+,,2B!
&�������� A+,,I�B! &�������� � �����	� A+,,,B! ������� A3JJMB= 	 �	������ ��
���	�� �� 7	��� � 	�#���� ���	�/����	 �	� ��"H5���	� ��������	� ��� ��	�	�	� ��
7���	 �	�� �����	 ��R ������� � &�������� A+,,,B! &�������� � �����	� A3JJ0B!
&�������� A+,,I�B= 	����	� 	����	�<�� �	� �����	� �� ���;���	 ��������	 ���
��� ��� �������	�	� ��R &�������� � �����	� A3JJ0B= &�������� A+,,I�B= E��� �
�����	� A+,,-B= (Y� � �����	� A+,,-B%

"���1�����

��	 ���;���	 ��������	 	����	�	 
 ��������� �	 �������� �� ��	 ��	9��
����	 �� �� 	��	��� ���� ��� �������/�	 	 �	���� �	 ����� �� �����	�� A4����



+M 1 ����	����	� 	����	�	� 
 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��

'%3%3B ����� 	��	��� � �� ��	 �� ��	� �������	�	�! �����*	�	 �	�	 �� �����
�� �	�	 �� �������� ������� A&�������� � �����	�! 3JJ0B% >� ������ 8
�� ��
�	�	 �� �������� ������� ��8��� 	 �	������ �� 	��	��� �� �#���� �	���!
��9� �G���� ���� �������� �� �	��� �� �	�;����� �� ��7���	���%

' �	�	 �	�� ���� ������������ �� �/�����R ���	 ��	9�����	 � ����� �	�
�	�����*	�	 ��� ��	 ��"H5���	 �� �/������ "�� �������� 	 �������� ��� �	���
�����	���% ���"���	������ �	�	 ������	�� �����:���� �� �	�	 �� �������� ���
����� ��� �� �/�����! ���	 ��	9�����	 �� �� 	��	��� ���� ��� �	�	�����*	�	
�� �	����	 G���	 ��� ��	 ��"H5���	 ��8���	 �� �/������ A&�������� � �����
�	�! 3JJ0B% $���	 7���	! ������ ������	�� ��7������� ����� 	�������	� ��	
����	 ��"H5���	 �� �/������% $� 7	��! � "�� ���� �	����� �� �������������
� �	 ����	�� ��	 �	��	���! ���� ���� ������� 	 ��	���	��� �� ��	 ��	����
8�	��� �� ��7������� ��"H5���	� �������	� �! ����	���! ��� �������	������
���;����� A(	��&��! 3JMJB%

>� �	��� ���������� ��� 	�����	��� 
 �������	��� �	 ����� �	� ��������<��
��� 	 ����� �� �����	��% .�����	�����! �� �	��� ������������ ������������
	 ��	 �������� �� ��	� ��������<�� A4���� '%3%3B% '����! ��� ���������! ��
�G����� �	��� ��� 	�����	��� 	�� �	��� ���������� � �� �G����� /��	��� ���
	�����	��� 	�� �	��� ������������%

��� 	 �	������ �	 ����� �� �����	�� � 	 	��������� ��� �	��� �����������!
�	�	 ���������� �� ��	 �����	 ��� 	 ����� �� �����	�� ����������� 	 ��	
��"H5���	 �����8���	! �������	! ��� �
�����! �� , � �� 3% .��� �� ������� ��
�	�� �� ��	 	����	��� ������	� A4���� '%3%3BR

S = . . . s−m . . . s−1s0 • s1s2 . . . sn . . .!

�� "�� sn � � n������ ����� 7�����! sm � � ������ �� m������ ����� ��
�	��	�� � � ����� �������� � �����	�� ��� s0•% > ����� • ������ 	 ��"H5��
��	 �����8���	 �� ��	� ��"H5���	� ��8���	�! �� ��9	! 	 ��"H5���	 �	��	�	
. . . s−m . . . s−1s0• � 	 ��"H5���	 7����	 •s1s2 . . . sn . . . A(	��&��! 3JMJ= &�����
���� � �����	�! 3JJ0= T�! 3JJIB%

'� ��"H5���	� 	�����	�	� 
� �����	� �� ���/��� p ������� ����8���	�����
	 ����	 �����% C���� �	��! p �/������ ��� ��	��� �	 ����8�	��� �	 �����	
��������	% C	 ����� �� �����	��! ��	 �����	 �� ���/��� p ��� p ������
����������%

' 8� �� �� ����8�	� �� �	����	 ��/���	 �� ������ ����������! 	� ����	�
��������� ����� ��� 	���	�	�R



1%+ '�#���� ���������	 +J

3% �	�	 ����� ��������� � ����8�	�� ��� ��	 ��"H5���	 �� p �/������!
��9� �������� � � �/����� �� �	�� ����� � "�	� � ����� ���# ���	��*	��%
�� ������	! �5� �� �/������ 	�����	��� 	�� ������ ���������� �����	���
������� 	� ����	�<�� ��������	�=

+% ���	� ��"H5���	� ��� �����	�	� ������� ��	 ����	 �����/8�	 ��	�	�	
�� F���� 7������
 A4���� '%3%0B=

1% ����� ���	� ��"H5���	�! 	 �	�� 7����! ������� 	� ����	� �� �����	���!
� ��������	 �	�	 ����8�	� 	 ����� "�� ���	 �� p ������ ���������� �	
����� �� �����	��%

Q�	��� �	�	 ��"H5���	 ��������	 ����/��� � 	�����	�	 	 ��	 �����	 ��
�� 	��	���! 	 ���;���	 ��������	 � ���	 ����
�	�%  	�! ������� � �	�;�����
�� ��7���	���! ���	� 	� �����	� ��������	� ��� ��� ������	��	����� ������	�
�� 	��	���% '� �����	� ����� ��� ���	�	� �� ������/�	� ���	� ��7���	�<��!
��� �
�����! ��� ��7���	�<�� �� ������	��� �� ���/��� � ��7���	�<�� ���	���
A4���� '%3%1B% > �
����� 1%+%+�	 �����	 � ������������ �� ����8�	��� ��
��	 �����	 ��������	! ���� �������� ����	 �����%

3��
%�� $4�4�5� A&�������� � �����	�! 3JJ0B

> �	�	 �� �������� ������� �� ������	 �� @N����� A�����	 1%+B! ��� ��
�	�;������ (a,b,c) = (0,492; 2; 4)! � ������ 	 �	���� �	 �������	�	 y A�������
���������B �	 ����� �� �����	��% ' 	����	��� ������ ��5� �	���! ���� �����
������ � �� ����� �����������% ���� ���# �����! 	 	��������� �� �/������
	��������� 	�������	 �	��	����% '����! �� ������	! 	����	������ � ��������
�� 	��������� �� �G����� �	��� 	�� �	��� ���������� � �� �G����� /��	���
	�� �	��� ������������ ��� � *��� 	�����/�� ��������� ��������! �� ��9	! 	�
�������� �	�� ��������� �	 ��"����	 �	�	 	 ������	 �� ���	�� �� 7	���! �
���9���� �� �/������ �����*	��� � {0, 1, 2}% ' �	������ ���	���	 ����� �	�	
�� �������� ������� � �	� "�� �� ���� ������ ��� �����	�	 ���	 ���R

⎧⎨
⎩

yC1 = 1,6

yC2 = 3,1

A1%1B

' �	���� �	/ �! �����! ����/��� ��	��7���	� 	 �������� �� ������	 �� @N�����



1, 1 ����	����	� 	����	�	� 
 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��
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�����	 1%+R ���� �� �������� ��
���� �� ���
��� �� �������� ���
��
��� �� �������� �!
(a,b,c) = (0,492; 2; 4)�

�� ��	 �������� �� �/������! ������� �� �������

si =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 �� yn < yC1,

1 �� yC1 < yn < yC2,

2 �� yC2 < yn.

A1%2B

4�9	�! 	���	! ��5� ������ ���������� '! (! � �! ��9	� �������	�	� ��� �������
���	����� yA = 3,2! yB = 0,5 �� yC = 2,15 A�����	 1%+B% 4������ � ������	
�� ����8�	��� A1%2B �� ������ '! ( � � ��� ���������	����� ����8�	��� ���
+! , � 3% �� ������	! �� ���������� A��	��9	��B � ��	�	�� ����*���	������
�� ' 	�� 	 ��������*! � �� ���������� ������	� �	 ��������* 	� �	�	 �� ����
����� ������� A�����	 1%+B% '����! � ����� (! ����	�� ����� � �	�� ,! �
�������	��% �����! � �/����� , ������ � + �	 ���������� �	 ��"H5���	 "��
���"���	 � ����� ��������� '% �	������ �� ����� (! ��	 ���������� �����	�
���	 	� ����� �% ���� � ���# ����	�� �� �	�� 3! � �/����� 3 � 	������	��

 ��"H5���	% @����������� � ������������! ������	��� 	� ����� '! � "�� ���
���	 "�� 	 �����	 7�� �������	% ����	���! 	 ��"H5���	 "�� ���"���	 � �����
��������� ' � +,3%
4� � �������� 7�� �������� �	��������� ���������	����� ��� ������ ( � �!

	� ��"H5���	� ,3+ � 3+, ����� ���������	����� �������	�	�% '� ��5� ��"H5��
��	� +,3! ,3+! 3+, ������������ 
� ������	�<�� ������	��� A4���� '%3%0B �	
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��"H5���	 +,3! "�� ���� ��� �����*	�	 ���	 �����	 �� ���/��� 1 �� "������%
>� ��5� ������ ���������� '! ( � � ��������� 	 ��	 �����	 �� ���/��� 1%

�

6�������

C	 ����� 	������� 7�� 	�������	�� � ������������ �� ����8�	��� �� �����	�
��������	�%  	� �	�	 "�� ���� ������������ ����	 ��� ��	��*	�� � �������!
	����! "�� � ���	�� �� 7	��� ��9	 	������	�	����� �	�������	��% $���	 7���	!
���	 ����� ��	�	 �� ���� ��	��*	� 	 �	������ � �	 ������;���	 �� �� 7	*5��	
������	�����%

��	 	�#���� ���	�/����	 ���� ��� ��	��*	�	 ��� ���� �	 ��������	��� �	�
��7������� ����	�����	��� �� �����5���	 �	�	 ��"H5���	� �� �� �	�� �������
����� n% ���	 ��������	��� ���� �����*�� �� �������	�	 ��� �	�� ����	���
���	���% ' 8� �� ��������� � �������	�	! 	� ��"H5���	� ��������	� ����� ���
�����	�	� ���� �����R 	� qn ����/���� ��"H5���	�! �������	� �� n �/������
������ �� q ����/���� �/������! ��� ����
	��� �� 	����� ��� 	 ����� �	���	�
��� �������� �
�����	 �	 �	�� q% C� �	�� �� q = 2! � 	����! Σq = {0,1}! ���
�
�����! 	 ��"H5���	 000 100 � 	�����	�	 ��� � /����� i = 4! "�� � � �������
�������������� 	� �G���� ���#��� 000100% .��� ���� ��� ����8�	�� ��� ����
�� ���
��� �
�����%

3��
%�� $4�4�5�

' �����	 1%1 �����	 �� �	�	� �� �������� ������� �� �	�	 ���/�����! ���
µ = 3,9 � µ = 3,9999! 	 �	���� ��� "�	�� 7��	� ���	��� 3,%,,, ������% �����
�� ����8�	� "�� �	�	 µ = 3,9999 	 ���;���	 �� �	�	 ���# �������	�����
�����������	! � "�� ��� ������ "�	��� µ = 3,9% > ����� ��/����! xC = 0,5!
������ 	 �	�#���	 �� ���� �	��� �����:�����! �� ��������� � ����� �������
�����% C���� �	��! xC ��8�� �	���	������ 	 �	������ ���������	! ����	���!
q = 2 � Σq = {0,1}% �����! 	 ��	9�����	 ���� ��� �������	 ��� ���� �� ��	
��"H5���	 {σk} �� �/������ ��8����� ����

σk =

∣∣∣∣∣∣
0, �� xk < xC

1, �� xk > xC

. A1%0B
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�����	 1%1R "���� � �� ������
����
� ��#
��� �� ���� ���	�
���! $�% ��� µ = 3,9& $�%
��� µ = 3,9999� ' ���
� ��	
��� ��
( ������)��� �� ���
� �� �(���� �� ���(����& ��
� *&
xC = 0,5 ���� +���+��� ,���� �� µ�

E#���� �/���� �� ��������	��� ����� ��� ��	��� �� 	����� ��� � ����
�������� n �	� ��"H5���	� �� �/������ ��������	�	�% C� n������ �/���! qn

����	�����	��� ��� ��	�	�= "�	��� �	��� �/���! ������ 	 ��������� �	 ���;�
���	%  	�! �	�	 	������	� ��	 ���	�/����	 ��� ��8���	! 	 ������	 �� n �
�����	�	 ���� ����������� �� N ! �� "�� N � � ����������� �	 ����� ���
�	�	 ���	� ����	�<�� �� �� �	�	 �� � �G���� �� ��������<�� �� �� K�
�
��� ��	 ����� �� �����	��! {Pk}Nk % $���	 7���	! n ���� ��� ��������	��
�� 	����� ��� 	 	���
��	���R 1/qn ≈ 1%= ����� �
�����! N = 10.000! ���
���! 	 ������	 �� n ���� ���! ��� �
�����! q = 2, n = 6 ⇒ qn = 64! ��
q = 3, n = 4 ⇒ qn = 81! ����� ����	�%
'� �� ��������	� �� �������	�	� �������/��� �	�	 �� ���� �	����� �� µ! 3,9

� 3,9999 A�����	� 1%2	 � 1%2�B ������	��� "�� ������ ��"H5���	� ��7�������
"�	��� � �	��� �� µ � 	�����	��! ���� �����	�� �� ��	 ��������� �������	
�	 �������� �� �������� ���������= "��! 	���	��! ���# �� 	����� ��� ��
�	�	� �� �������� ������� ��������������� A�����	 1%1B%
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�����	 1%2R -��
������ �� ��+.������ ����#������ '� �(������ ����� ���
�� � ���
�� ��
/0�000 ���
��& ��� q = 2 � n = 6! $�% µ = 3,9& $�% µ = 3,9999�

' �����	 1%2� �����	 "��! 	��� �� ������ ���	� 	� ��"H5���	� ����/����!
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� �������	�	 � ��	��! ���� �! 	� ��"H5���	� ��� �"������#����% ��	 ���;���	
��������	 �������	 �� Σq � 	�����	�	 ��� �� �������	�	 ��	�� "�	���
	 ���	�/����	 �	 ��"H5���	 ��������	 � ��	��*	�	 ��� � �G���� �� �/������
����*���� ���	 �	������ ���������	% ������	���! �� �������	�	 ��	�� ����
��� �	���� 	�����	�� ��� ��/�� ��	��� A�����	 1%I	B! �	�	 � "�	� ���	�
	� ��"H5���	� �� "�	�"��� ����������� ���! �	����! �"������#����% 4����
	����! � ������	��� ��� �� �������� �	�	 ���������� �� �������	����� ������
���/����� �	�	�����*	�� ��� ��	 ���;���	 ��������	 �������	 �� �� ��/��
��	���! �������	������ �� �	�� �� �	��� �
��������	�� ��� "�	�� 	� �"�	�<��
��� �����������	�%

' �	/�	 ���# �	 ��������	��� �	 ���;���	 ��� ���� �	 �	��	��� �� �G����
�� �/������ q ��� � "�	� 	 ��	9�����	 � ����8�	�	% > �������	�	 ������� �
��	�� "�	��� 	 �	������ 	���	�	 ����������� 
 �	������ ���������	% ����	���!
� �������	����� ��������/����� �	�	�����*	�� ��� ��	 ���;���	 ��������	
�������	 ���� ��� ����������� �� �� ��/�� ��	���! ���� �� �	�� �� ��/��
��	��� � �������	�	 ����	���� ��	�� �	�	 "�	�"��� ������	 �� q � n% $�
7	��! ���� ���� ��� ����8�	��% ' �����	 1%2� �����	 �� �������	�	 ��	��
"�	��� 7��	� ���������� n = 6 � q = 2! �	���	����� 	 �	������ ���������	!
� ��� µ = 3,9999! �	�	 � "�	� 	 ���;���	 ��������	 � �������	% '���	!
�� �	����� � �	��� �� µ � 	����	��� �� �	����� �� q � n �	�	! ��� �
�����!
q = 3 � n = 4! � �������	�	 ��� ����	���� ��	�� A�����	 1%0B! � "�� �����	
"�� 	 �	������ ��� � 	 ������	% �	*���� � ����� �	�	 � �	�� �� ��/��! ��
��9	! ���	��� 	 �	������ �	�	 q = 3 � n = 4! ����8�	��� "�� � �������	�	
�������	 ��	�� A�����	 1%I�B ���� �����	��! ������/��� 
 �	������%
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�����	 1%0R -��
������ �� ��+.������ ����#������ '� �(������ ����� ���
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�� ��
/0�000 ���
�� ������� ��� µ = 3,9999& ��� q = 3 n = 4�
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�����	 1%IR -��
������ �� ��+.������ ����#������ '� �(������ ����� ���
�� � ���
�� ��
/0�000 ���
�� �� ��	�� ������! $�% ��� q = 2 � n = 6& $�% ��� q = 3 � n = 4�

>���� ����� �� ��	��� ������;���	 � "��! ���� ���# ����� �	 4���� 1%1%3!
	 �������	 �� 4�	���� ���� ��� �	����	�	 	 �	���� �	� ��"H5���	� ��������	�
�����	� ��� ���� �	 ���;���	 ��������	% > �	��� �	 �������	 �� 4�	����
	������# � �#
��� �	���! ���� �! � �	��� ������� �	�	 	 ����� 	�	���	�	 "�	���
	 �	������ 7�� ��	��*	�	 ������	�����% '���� �����! 	 �������	 �� 4�	����
���� ��� ��	�	 �	�	 ��������	� 	 �	������ ������	 ��� �	��� �� ������	� ��	��
"�� ��� 	�������	� ��	 �	������ ��� ��8���	 ���� � �	�	 ���/�����%

�

&!& 0�����	�

> �������� �� ��	����� 7�� �����	������ �����*	�� �	 ��������;���	 ��
��	��� �� ������ L.L% C� ������ �	��	��! 7�� 	����	�� �	 ���;���	 ���	�/��
���	 �! �� 3J2M! �����*	�� ���� �	���#���� ��	�� �% 4�	���� �	 �����	 �	
.�7���	��� A4�	����! 3J2M= �	������! 3JJ3B%
���	 ����� 	�������	 ��	� 7���	� �� �� �	����	� �������	! 	 ��	����� ��

&$����� � 	 ��	����� ����(�����%


�
�� �������� �	 � �����

'� 7���	� �� �� �	����	� 	 �������	 �� 4�	���� 	�������	�	� 	 ������ ���
7���	� ���7���� 	�������	��� ��� &�������� A+,,I�B% 4�� 	�������	�	� ��	�
7���	�! ��	 �	��	�	 �� ��	��	�	� �� ������5���	� � 	 ����	 �� ���;���	
��������	%
> �������� �� ������'����
 Ri,j � ��	 �	���* "�	��	�	 "�� � �������/�	

���� �����% ���� ����� �	 ��	9�����	 �� ���	�� �� 7	��� {
i}Ni=1 � ����8�	��
��� �� ��� ���
��� �� �� ����� ����� 
j �	 ��	9�����	! �� ��9	! �� 	 ����;���	
����� �� ���� ������ � ����� "�� �� ������ ������8�	�� ε% C���� �	��! � �����
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� ���� ��� ���������� � � ���������	�� ��� �� ����� ����� �� ��	��	�	% '�
�����#���! � ����� � ���� ��� ��� ���������� � � ���������	�� ��� �� �����
��	��� �� ��	��	�	 �� ������5���	�% .��� ���� ��� �������� ���� ��	 �	���*
N ×N

Rij = γ(ε− ‖xi − xj‖) A1%IB

�	 "�	� γ(
i) � 	 7����� )�	������%0

��	 �������� �	�	 �� ��������	� � �	��� �� ε � 7	*�� ε =
√
dE ×0,1Amp!

�� "�� dE � �����
#� �� ����
#� � Amp � 	�������� �� ���	�% �	�	 ���	����
	 �������� �� dE � �� ��� �#����� ��9	 V����� � �����	� A3JJ+B= �	� A3JJ-B=
��	��� � 4F����O A3JMIB%
' �������	 �� 4�	���� � ��8���	 ����

S = −
H∑

n=1

Pn ���(Pn), A1%-B

�� "�� H � � ���������� ���������� �#
���! � Pn � 	 7��"H5���	 ���	���	 ��
�����5���	 �� ����������� ��	���	�� �� ������ �#� ��������	�
% >� ������
��� ����������� ��� 	 	����	���	 �	 ������
��	�� ��� �	���%
��	 ����	 �	����	 �� �� �����	� 	 �������	 �� 4�	���� � �	��	�	 ��

���;���	 ��������	 AV����� � �����	�! 3JJ0= E��� � �����	�! 3JJIB% ' �������	
� �����	 ��� ���� �	 ���;���	 ��������	! ��������������� Pn �� A1%-B ���	
7��"H5���	 ���	���	 �	 n�����	 ��"H5���	 ��������	 ��������/�	 �� k �/������%
4������ &�������� A+,,I�B �# �	��	���� �� �� �	����	� 	 �������	 �� 4�	��

��� ��� �	�� �� ��	��	�	 �� ������5���	� "�	��� �# ��8����	��� �� ��
��������	� ��	 �	������ �� ���	�� �� 7	��� �� "�	��� � ���	� ��������	��
������� ����	���	�� ��� ��/��%
>� �
������ 	 ������ 	9��	� 	 ����������� ���� 	 �������	 �� 4�	����

���� ��� G��� �	 ��������	��� �	 �	������ �� ���	�� �� 7	���%

3��
%�� $4$4�5�

C	 4���� 1%+%+ �:����� ����8�	� 	 ������;���	 �� �� 7	*�� 	 �	������ ����
���	 �� ���	�� �� 7	��� �� 7����� �	 ������	 ������	 �� �G���� �� �/������
� �� ����������� �	� ��"H5���	� ��������	�% >� �
������ 	�������	��� �	�
"���	 ����� �����*	�	� ������	� ���;����� ��9�� �	�	� �� �������� �������
���*��	� 	 �	������ ������	 �� ���	�� �� 7	���! �� "�� �� ��7��� 	� �����
�� �	������% ��� �
�����! �� �	�� �� �	�	 ���/�����! � �	�	 �� ��������

�γ(d) = 0 �� d < ε �� γ(d) = 1 �� d > ε�
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������� �����	 xk = 0,5 A�����	 1%1B ���� � ����� �
	�� �	 �	������! ����
� �
	�	����� ����� ����� "�� ������	 � �	�� ��������� �	 �	�#���	 � ���
���	 � �	�� �����������% C���� �
����� �	���� ���# �����*	�� � �	�	
���/����� ��� µ = 3,9999 �	�	 ������	� ���� 	 �������	 �� 4�	���� ����
	�
���	� �	 ��������	��� ��� ������ �� �	������ �� ���	�� �� 7	���% ����
9# ��7�����! � �	�	 ���/����� ��� µ = 3,9999 	�������	 ���;���	 ��������	
�������	 �! �����"H���������! �� 	 �	������ 7�� 7���	 ������	����� � ������
��	�	 �	� ��"H5���	� ��������	� ���# ��	��% C���� �
�����! �� ����� ��
�	�� ��� �����*	��� q = 2 � n = 6! ����	���! � G���� /��� 	 ��� �	��	�� �
� ����� �� �	������% �����	��� ��� 	 �	������ ������	 �	�	 ���� �	��! ��
��9	! xk = 0,5! ����8�	��� �	 �����	 1%-	! ���� �����	��! �� �������	�	
��	�� � ��� �������	 �� 4�	���� S= 4,14%  	� ��! ��� ����� �	��! 7�� ����
��*	�� �� ����� �� �	������ �����! ��� �
����� xk = 0,4 A�����	 1%-�B! ��
�	���! ��� �
����� xk = 0,6 A�����	 1%-�B! � �������	�	 9# ��� ���# ��	��!
� �� ����������� �	����� �� �������	! S= 3,84 � S= 3,85 ����� ������� "��
"�	��� ��	�� � ����� �� �	������ �������% ����	���! ������� ����8�	� "�� 	
�	������ ������	 � 	"���	 �	 "�	� �� 	����� � �	��� �	��� �� �������	% ����
7	�� � ����� G��� �	 ��������	��� �	 �	������ �� �	�� �� ������	� ��	��= ����
�����# ��� ����8�	�� �� ���
��� �
�����%
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C���� �
����� ��� �����*	��� �	��� �� ��	 ����� �� E��! ��9� �	�	
�� �������� ������� � 	�������	�� �	 �����	 1%M% $��������� �����*	� ��5�
�/������R , �	�	 �� ������	��� @@ ������! �� ��9	! �	�������� �#�����= 3 �	�	
������	��� @@ ������= � + �	�	 ������	��� @@ ������! ���� �! �� �	��������
������% ����	���! q = 3! ����� n = 4 � ���� ��� 	�����/��� ��5� �/������! ���
���� �� ������ �� �	������% ���� �� �
����� 	�������! ����� ��������	���!
��� ���� �	 �������	 �� 4�	����! �� ������ �� �	������% ' �����	 1%J
�����	 �� �������	�	� �	�	 ��5� ������	�<�� �� ������ �� �	������ ���
�� ����������� �	����� �� �������	% $� ���	� 	� ������	�<�� �� ������ ��
�	������ ����/���� �	�	 ���	 ����� �� E��! ��� �# ����	 "�� 	�������� ��
�	��� �� �������	 �	��� "�� x1k = 0,96 � x1k = 1,0 AS= 3,87B% $���	 7���	!
	 �����	 1%J� �����	 � �������	�	 ���	�� 	 �	���� �	 �	������ ������	%
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/0�000 �� ��� �*��� �� 213� 1���� ������ q = 3& n = 4 � �� ���
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�� �! $�%
x1k = 0,93 � x1k = 0,97 $S= 3,35%& $�% x1k = 0,96 � x1k = 1,0 $S= 3,87% � $�% x1k = 0,99
� x1k = 1,06 $S= 3,31%�
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��� 	 �	������ �� ���	�� �� 7	��� � 	 	��������� ��� �/������! � �	�	
�� �������� ������	 �	 ����� �� E�� � �����	�� �	 �����	 1%3,%
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������ A3JJ3B 	��������� �� ������ �	�	 	 	�#���� �� ������ �����	�����
����	�! �� ����� �� 3,, 	�����	� ���� �����! ��	�	�� ��	����� ����(�����!
"�� ��� �������� ��� �� �	��� 	���
��	�� �	 �������	 �� V����������4��	�%
��	���	�� �� 7���	 �����	� 
 �������	 �� V����������4��	�! 	 �������	 	����

��	�	 ��� �� 7��� ��7������R 7������� ��	 7�����	 	���	����� 	����#���!
�#���	 ���	�/����	�����! �	�	 "�� �� ����	 ���������� ���9����� �� �	��� ���
���� �	 �����	 �� �����	���	��! �� ��9	! "�	���8�	��� ���	��	 �� �������

��	�� A������! 3JJ3= ������ � ����������! 3JJ2B%

' ����	 � "�� ������	� �	�� ������
�� 	�������	� �	����� �� �������	
	���
��	�	 �	�� ����	���% �� �����	�	����	! ������	� �	�� �����	��� 	����
����	� �	����� ������� �� �������	 	���
��	�	%

�	�	 �� 	���7���	����� �� 	������ � �	����� ���	���� 	 �������� ����	
������	! ��������� �������	� �� ��	�	���� �� ������ A3JJ3B! ������ � ��������
��� A3JJ2B � ������ A3JJ0B � ��	� ��7��5���	�%



2, 1 ����	����	� 	����	�	� 
 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��

> ��������������� "�� ���# 	�������	�� ���� ��� �������	�� �� ������
A3JJ0B � ��  ���O A+,,3B%

��������� ��	 ��"H5���	 SN ! ��� N 	�����	� x(1), x(2), ...,x(N)% $����
�� �������� �� �	����� ��� �	�;������ m � r �	�	 "�� �� ����	 �	����	� 	
�������	 	���
��	�	 ApEn(m,r,SN ) �	 ��7����	 ��"H5���	% > �	�;����� m
������8�	 � ����������� �� �� �	����! � r � � �������� �� �����	���	��! ��
�����;���	 �	 ����	�	���% $����	��� ��	 �����"H5���	 pm(i) ��m 	�����	�!
�����	��� ���	 	�����	 i%
$��� �	��<�� pm(i) � pm(j) ��� 
���
���
 �� 	 ��7�����	 ����� "�	�"���

�	� �� ��������������� �����	� ��� �	��<�� � ����� "�� r! ���� �! ��

|x(i+ k)− x(j + k)| < r �	�	 0 ≤ k < m%

4�9	 Pm � ���9���� �� ����� �� �	��<�� �� ����������� m

Pm = [pm(1), pm(2),...,pm(N −m+ 1)]

�� SN % 4�9	

Cim(r) = nim(r)
N−m+1

�� "�� Cim(r) � 	 7�	��� �� �	��<�� �� �����������m "�� �� 	�������	� 	�
�	���� �� ����� ����������� �����	�� �� i% nim(r) � � �G���� �� �	��<��
�� Pm "�� ��� �����	��� 	 pm(i)% Cim(r) ���� ��� �	����	�� �	�	 �	�	 �	����
�� Pm! �����! ��8����� Cm(r) ���� 	 ����	 ������ �	����� Cim(r)% Cm(r)

����! ������ �� ��	 �����;���	 r! 	 �����	���	�� �� 7��"H5���	 �� �	��<��
�����	��� 	 �� �	�� �	���� �� ��	 9	���	 �� ����������� m �� SN % '
�������	 	���
��	�	 �� SN � ��8���	 ����

ApEn(m,r,SN ) = ��[ Cm(r)
Cm+1(r)

]

' �������	 	���
��	�	 ���� 	 ����	�����	�� �� "�� �	��<�� �� �������
����� m! �����	���! 	���� � ����	���	� �� ���
��� ���������� �� ����	�
�	���! m+ 1%
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&!) 1�	� 
� *�����	�

&��� �� ���5���	 ��� �
�����<�� �� ���� y ∝ xa! �� "�� a � ��	 �����	���!
x � y ��� �����	� �� ��������� � ∝ �����	 ����������	���	�� A�	������� �
�����	�! 3JJJB% ����� ��� �������	��� �	 �����	���	 	����� �����	����� �	�	
	 �����	��� a! ���� � /����� H �� � �
������ α%

)#! �	 �����	���	! �� ��������#��� �G���� �� ��	�	���� "�� 	����	� ��
7	��� �	 ����	 �� "�� � ���	� �� E�� ������ �����	��� ����	�
! �	�	�����*	�	
���	 �������	 �� ������ ����������� �/������ "�� �����	��� ����� �� ��
��7������� ���	�	�% � 	���	! "�� 	�������	� �	��<�� "�� ������� �	�	����/��
���	� �� 	���������	���	��! "�� ����� ��� ����8�	��� �� �	�� �� ������ ��
�	������� ����	����� �� 	����	 �����	 �	�����	����	� A4�������� � �������!
3JJJB%

��	 ����� ������	� x(t) "�� �	���7	* 	 ���	���

x(ht) =d h
Hx(t), A1%MB

� ���	 ��� ��	��
���
��% ' =d �����	 "�� 	���� �� ������ �	 �"�	��� �5�
	 ����	 7����� �� ������������% H � ��	 �����	��� A0 < H < 1B! h � ��
7	��� �� ���	�	 ������	�%

' �����	��� H �	�	�����*	 � �/��� �� 	���������	���	��! 7��������� ���
7���	�<�� 	 �������� �	 �	
	 �� ������5���	 �� �	��<�� �����	��� �� �����
�� ��7������� ���	�	�% H ∼= 1 ������	 7���� ������	��� �������	! �� ��9	! ��
����������� �� x(t) �! ����	��������! ������� ��� ����� �����������% H ∼= 0

�����	 ��	 7���� ������	��� ���	���	! ����	���! �� 	�������� �� x(t) ����	
������� �� �� ����������! 	� �����#���! �� ���������� ����	 ������� �� ��
	��������% �	�	 H ∼= 0,5! � ���	� 	���������	� x(t) � �������	����� ���
������	����	�� A4�������� � �������! 3JJJ= 4�������� � �����	�! 3JJJB%

> �	�;����� �� 	���������	���	�� � �	���� ��������� ���� �(����	�
�� 1��
	! ���D��	�� �� ������� 
����! ���D��	�� �� �����
�)#� �� 
����
����)#�! �� 	���	! ������ 1%

������� � �����	� A+,,-B 	�������	� �� 7���	 ��	�	 � �����	 ���������
���	����� 	 �	�;������ �� ���	�	 � �� ��������� �� ������	 ����	! 	��� ��
	�������	��� �� ������ ����	�	���� ����� ���� ������� ��7������� �� ��
����� �	�;������ �� ���	�	% $����� ����� �������! ����	�	��� � ��	������
���	��	��� ���
-
�
 A$�'B ���	 �������5���	 �� ��	� �����	���	� �� �
������
α � ��� 7������� ������	�� �	�	 �� 	���� �������� �� ���������%
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 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��


�#�� !�$���	 �	 %������	� ��� �	��&����� 	"���'���

4�� ������<�� ����	��! K���	�<�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 �����	� ��
���� �� �����
�)#� �� 
���� ����)#� �����	����� �
����	 ��� ������	� ���;���
��� ����� �� �"���/����% �� �����	���! ����	� �����	� 	�������	� 	����	�<��
����	 ��������	�� �� ������	���% ���	 �	�	����/����	 ��� �������	� ������	��
�	 �������� �� �	������	�% ' ������	 $�' A��	������ ���	��	��� ���
-
�
B!
�� ��9	! ���
�
� �� ��	��)��
 ��� 	���'����
 �(�
����
! "�	���8�	 ���	 ����
�����	�� �� ������	��� �� ������ ������	�� 8��������	� �������	����#��	�! �
7�� 	�������	�� ��� ���� �� 	�% �� 3JJ0%
�� ���	��� 	 ������� ����������	�� �� 	�#���� �� ���	��! ���	 ������	

	�������	 ���� �	��	��� � 7	�� �� �������� �������� �� ������	��� �� ����	
���	��� �� ������ ������	�� 	�	���������� �������	����#��	�! � 	���	 ����	�
	 �������� �� 	�	����� ������	��� �� ����	 ���	��� "�� ��� 	���7	��� �	
�������	����	����	��%

' ������! ���# 	�������	�� �� 7���	 ����� � 	�������� �� $�' ���� �
�����	� A3JJ0B! �� "�� � �����*	�	! �	�	 �
�����! ��	 ����� ������	� ��
�	�������� �	��/	���! ���� 	 	�������	�	 �	 �����	 1%33%

�����	 1%33R "*��� �� ��
����
�� ����	���� ����� �� �������� =� ���� � 
����� �
�I���� �� ��
����
�� � �� ���� 7& � ��
��,��� ��
�� �� ��
����
��� 1��
�! ���� � �������
$/HH>%�

3% ' ����� � ������	�	 ���

y(k) =
∑k

i=1[B(i)−B
	�]!
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�� "�� B(i) � � i������ ������	�� ����� �	�������� � B
	� � 	 ����	
��� ������	��� ����� �	��������%

+% ' ����� ������	� ������	�	 � �������	 �� 9	���	� �� ���	� �����������
n%

1% �� �	�	 9	���	 �� ����������� n! ��	 ����	 ���	 � 	9���	�	 	�� �	���!
��� ���� �� ��������� ����	�! ���������	��� 	 ����5���	 �� �	�	 9	���	!
���� �����	 	 �����	 1%3+%

�����	 1%3+R "*��� �� ��
����
�� ����	���� ��
������� 1��
�! ���� � ������� $/HH>%�

' �������	�	 y ��� ��������� �� ����	 ���	 � �����	�	 ��� yn(k)%

2% ' ����5���	 �	 ����� ������	� ������	�	 y(k) � �����	�	 ���	 �����	���
�	 ����5���	 ���	� yn(k) �� �	�	 9	���	%

0% > @ 4 �	� K���	�<�� �	 ����� ������	�	 � ��� ����5���	� � �	����	�	
���

F (n) =

√√√√ 1

N

N∑
k=1

[y(k)− yn(k)]2. A1%JB

���� �#����� � �������� 	� ����� �� ��	 7	�
	 �� �	��	��� �� �	��� ��
n! �� ��9	! �� �	�	��� �	� 9	���	�! �	�	 7������� ��	 ���	��� �����
F (n)! 	 K���	��� ����	! ���� 7����� �� ����������� �	 9	���	 n%
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 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��

��	 ���	��� ����	� �� �� ��#8�� ����� ��� �����	 	 �������	 �� ��	
��� �� �	��	���% '� K���	�<�� ����� ��� �	�	�����*	�	� ��� �� �
������ ��
���	�	 α! 	 ������	��� �	 ����	 "�� ���	����	 ��� F (n) ��� ��� n% '����!
������R

• 0 < α < 0,5R �����	 �� ���� ��7������ �� ������	���! 	�����;���	 �����
�	����� ��	���� � ��"�����=

• α = 0,5R �����	 �	��� �������	����� ���������	����	���! ���� ��
��/�� ��	���=

• 0,5 < α ≤ 1R �����	 ����������� ������	��� �� ����	 ���	���=

• α = 1R ����������� 	� ��/�� 1/f =

• α = 1,5R �����	 �������	����� �/���� �� ��/�� (��F��	��%

����	���! ������� �����	� "�� �����/���� �	��#���� 	��������� α ��
����� �� 3! ���� � 	 ����	��� �	 "�	� �� ��� ������	��� �� ����	 ���	���!
� "�� �����/���� �	��������� 	��������� �� α �������� 	 3!0! ���� � 	 �����
	��� �	 "�	� ��� �� ���# ��	 ������	��� �� ����	 ���	��� A���� � �����	�!
3JJ0B% &���	��� A+,,,B ���	�	 "�� �	����� �	�
�� �� α1 ��� �� ��� �����	�
��� �� �	��	� �� ����	���	��% �	�	 "�� ��9	 ����8�	�	 	 ������	��� �� ����	
���	���! ������ n �	��	��� �� 2 	 3I! ���������� 	���� � �	��� �� α1%  	�!
�	�	 ����8�	� 	 ������	��� �� ����	 ���	���! n ���� ��� �	��	�� ���� ���
��� �� 3I 	 I2! � 	���� �������� α2% 4������ ���� � �����	� A3JJ0B 7��	�
�������	��� �� ��������� �	����� A����	 ± ������ �	����B �	�	 �� /������
α1 = 1,201± 0,178 � α2 = 0,998± 0,124! �	�	 �	������� ����	��%
4������ ��	���� � �����	� A+,,+B �� /������ α1 � α2 ��� ������������ ����

�<�� ������	�	� �	� ���	�<�� �������	�� &�/()�^&�) � E&�/(&�^E&�)!
���������	�����! ���������	�	� ��� ���� A�	�� ��	 7	�
	 �� , 	 +B% C� ���
������ �� ���5���	 �� �� ���	� �� E�� ������ "��R E&� � 7��"H5���	 �����
�	�
	! &� � 7��"H5���	 �	�
	 � )� � 7��"H5���	 	��	%

&!, 2�� ����������$%� ���
�
	����	�� ���� � �	"

��� 
� ���	�
	�	
�
� 
� 3�������	� ���
����

���	 ����� 	�������	 ��	 �	��� �� ������������ ������������ ���
 �4�	��O � �����	� A+,,+B �	�	 ��������� ������ ��������	� �	�	 �� ���	�� ��
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�	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	% > ������ ��  �4�	��O � �����	� A+,,+B
� �������/�� 	 �	���� �� ������� ����	���/������! �	� ������� 	 �������� �	
��7���	��� �� 7��"H5���	� �� ���������% ���� ������������ � �������� ��
��	 �	��� �������	�! 	 �	���� �	 "�	� 	 ����� ��������	 � �������/�	! � ��
	����	� �	���� ����������	���! �������#���� ��� �����	� ������ �������	�
������ ����! ��� �
�����! � ����� ����	��	��% 4������ 	 �	��� �������	� �
	"�� 	�������	�	! ���� 	� ���	�� 7���� �� ��������� ����	 ����%

�� �������� ���	�! 	� 7��"H5���	� �� ��������� ����� ��� ��������	� �	�	!
�� ������	! �	���� ��/��� 
 ���������� �	 ����� ��������	 s̃k% ���	� 7��"H5���	�
����� ��������� 
� 7	�
	� �� �	�
	� 7��"H5���	� A&�B � 	��	� 7��"H5���	�
A)�B! ��8���	� �� �������� �� ���5���	 �� ������ �� E�� �� 0��� � "�� �����
���	����	�	� ��� 	 	��� �� ������	 ������� 	��:���� �� ������	 �	��/	��
A�	�D ����� �7 ��� ������	� 4�����O �7 �	�������O 	�� ��� C���� '�����	�
4�����O �7 �	���� 	�� ���������O������O! 3JJIB%

�	������ �	 ���������� �� "�� ����	 �� �������� �� ���5���	 �����	�

S(f) = S1(f) + S2(f), A1%3,B

"�� �������� �	 ���	 �� ��	� ����������<�� �	����	�	�! S1(f) � S2(f)! ��8�
���	� ���R

Si(f) =

2

i√
2πσ2

i

�
�

[
−(f − fi)

2

2σ2
i

]
, A1%33B

��� ����	 fi � ������ �	���� σi! i = 1,2% .�7���	�<�� �	� �	��	� �� 7��"H5��
��	� &� � )� �	 ����� �� ������	��� @@ ��� ��������	�	� �� S(f)% '� 7��"H5��
��	� f1 � f2 ���! ���������	�����! fLF � fHF % '� ���5���	� �	� �	��	� &� �
)� ��� �	�	� ��� 
2

1 � 

2
2%

�������! ��� �
�����! �� ��������� �	����� �	�	 �� ��7������ �	�;������R
f �	��	��� �� , 	 ,!0! ��� ������	��� �� ,!,,3= σ1 = 0,01 � σ2 = 0,01= 
2

1 =

0,82 � 
2
2 = 0,68= fLF = 0,0445)* � fHF = 0,28)*% 4�������/������ �����

�	����� �	� �"�	�<�� A1%3,B � A1%33B! �������� � �������� �����	� 	�������	��
�	 �����	 1%31% ����� �	����� 7��	� ���������� �� 7���	 ���/���	! 	 �	����
�� �	����� ��	��� ���  �4�	��O � �����	� A+,,+B%



2I 1 ����	����	� 	����	�	� 
 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��
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�����	 1%31R S(f)& �����
�� �� ��
����� ����
��	�� ��� ���� ��� �+������
$4�/0% � $4�//%& +�� ����
�
����� �� ���� ���
��������� 5��������� ���
����� ��
fLF = 0,0445-) � fHF = 0,28-)�

'� ���	���� 	 ��	��7���	�	 .�����	 �� ������� �	 ��"H5���	 �� �G�����
������
��! ��9	� 	��������� ���

√
S(f) � 7	��� ���7��������� ��������/�	�

����� , � 2π �	��	���! ��	 ����� ��� �������� ������	��� 	 S(f) � �����	%

|S̃(ejΩ)| =

√
@�[S̃(ejΩ)]2 + .�[S̃(ejΩ)]2 =

√
S(f),

∠S̃(ejΩ) = �	�−1

(
.�[S̃(ejΩ)]

@�[S̃(ejΩ)]

)
= f(x|0,2π) =

⎧⎨
⎩

1

2π
�� x ∈ [0,2π]

0 �� ������ �	���%
.

�� ������	! ������

s̃k = F−1[S̃(ejΩ)] A1%3+B

> ������	�� ����� �������� � �����	�� �	 �����	 1%32! �	 "�	� ����� ���
������ 	 ����� s̃k � ��� �������� �� ���5���	! "��! ���� �����	��! � ������	���
	� �����	�� �	 �����	 1%31%



1%I @��������	�<�� ��������	��� 2-

0 50 100 150 200 250 300
0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

k

U
.A

.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

10
−10

10
−5

10
0

Hz

lo
g(

s2 /H
z)

6�7 6�7

�����	 1%32R $�% "*��� ���
*
��� s̃k ����
��	�� ��� ���� �� ����������
� �� ��"6���7 �
������� $8008%� $�% 9����
�� �� ��
����� �� �*��� s̃k�

&!4 ����������$+�� �%�"�	������

'� �������	�� ��	�	� �� �� �������	 �� ������8�	��� ���R 	�
	�
 ���D���
��
 � ��
�	�
 ��
 ����
= �
��
$� �� �����
��	�)#� ��	���	��� � 
�� �
���=
��	������)#� �� �
	��	��� �� ����
�= �
	���)#� �� ���D��	��
= ��
���)#�
�� ����
� A'������! +,,2B%
$����� 	� �#��	� ���������	�<�� ��������	��� "�� ����� ��� �����*	�	�

�� ������8�	��� �� ������	�! 	 ���������	��� �����*	�	 ����� ��	�	��� � 	
C'@ 'L A�� ����5� ���
����� ��	�������

��� ������ ������� ����
 4$�	$
�(������
 ������
�
B% �� ������ C'@ 'L � ����	������ ���������	��
�	 �������� 7���	 A&����	����� � (�������! 3JM0BR

y(k) = F [y(k − 1),...,y(k − ny), u(k − τd),...,u(k − nu),...

..., e(k − 1),...,e(k − ne)] + e(k),

A1%31B

����� "�� ny! nu � τd ��� �� �	����� 	��	��� �� y! u � 	��	�� ���� �� �����!
���������	�����= e(k) � � ��/�� � ne � � �	��� 	��	�� �� ������ �� ��/��%
F � ��	 7����� ��������	�% C���� ��	�	��� 7�� �����*	�	 	 ���������	���
��������	� �	�	 F %


�(�� )�	���*���+� �	 ���	��� ,!-.!/ �����������

��������� � ������ C'@ ' A'�������������� ��������	� ��� ����	 ���
���! �� ����5�R 5��
����� /�	������

��� ������ /������B A&����	����� � (���



2M 1 ����	����	� 	����	�	� 
 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��

�����! 3JM0B

y(k) = F l[y(k − 1),...,y(k − ny),e(k − 1),...,e(k − ne)] + e(k), A1%32B

�� "�	� ny � ne ��� �� �#
���� 	��	��� ��������	��� �	�	 �� ������ ��
�������� � �� ��/��! ���������	�����! y(k) � ��	 ����� ������	�! e(k) ��������
	� �������*	�! ����/��� ��/�� �� ���;���	 ��� �����	�	! � F l[.] � 	����	
7����� ��������	� �� y(k) � e(k) ��� ��	� �� ��������	���	�� l ∈ Z

+% C���	
����� � �	�	 F l[.] � �� �����:��� �� ��	� l% �	�	 �����	� �� �	�;������
����� �	�	! 	 �"�	��� A1%32B ���� ��� �
�����	 �	 7���	 �� ��	 ���������
����	� �� θ̂ ����

y(k) = ψT (k − 1)θ̂ + ξ(k), A1%30B

����� "�� ξ(k) � � ���/��� �� ����	��� k �

ψT (k − 1) = [ψT
y (k − 1) ψT

y,ξ(k − 1) ψT
ξ (k − 1)],

θ̂ = [θ̂T
y θ̂T

y,ξ θ̂T
ξ ]T ,

� ψ(k − 1) � �� ����� "�� ������ ������	�<�� ����	��� � ��������	��� ���
������ �� y(k − i) � ξ(k − j) 	�� � ����	��� k − 1! ���������% $��� ���
���	�� "�� �� ����������� �� ������ ��� ������	�<�� ����	��� � ��������	���
�� ��	� 	�� l �	� �	��#���� [y(k − 1),...,y(k − ny)]% ����	���! 	 ����� ��
������ ���;���� � ny% ' �����	��� (k − 1) �� A1%30B � �	�	 �����	� "�� 	
G����	 ��7���	��� �	�	 � ������ ����������� 	� ����	��� (k−1)! ��7	��*	���
	����! � �	�#��� ��������� �� ������% '� �	��#���� ������������� �� ������
A1%30B! ��	�	�	� �����������! 7��	� 	����	�	� �� ��5� ���9�����! 	 �	���R 	
�	��� ��������/����	 �� ������ ψy(k − 1)! "�� ������ ������	�<�� ����	��� �
��������	��� ��� ������ �� �	/�	! ψy,ξ(k − 1) "�� ������ ������ ��������	���
���*	��� �� �	/�	 � ���/����! � ψξ(k − 1) ��� ������	�<�� ����	��� � ����
����	��� ��� ������ ��� ���/���� ξ(k− j)% Z ������	��� ����������� "�� 	�
7	*�� ������<��! ������� 	 �	��� ��������/����	 �� ������ ���# ��	�	! ���� �!
ŷ(k) = ψy(k−1) θ̂y% ' �	��� �����#����	 �� ������ � ��	�	 ������� ���	���



1%I @��������	�<�� ��������	��� 2J

	 �����	��� �� �	�;������ ���� ���� �� ����*�� 	 ���	��*	��� ����*��	 ���
��/�� �	� ������	�<��% ���� � �� ������������ �	���� �� ������8�	��� ��
������	� A&9���! 3JM-B%
�� ������ ���;���� �� ���� A1%30B ���	�� ����� ��	 �	��	 �� �	���

���	 �������<�� "�� ����� ��� ���������	�	� ��� ��	 �"�	��� �	�����	�

y = Ψθ̂ + ξ,

�	 "�	� Ψ ∈ R
(N−ny)×(np+nξ)! �	�	 � �	�� �� N ������	�<��! � ��������	

���� 	 �	���* �� �����������% > ����� �� ���/���� ξ � ��8���� ���� 	 ��7��
����	 ����� � ����� �� �	��� ������� y! � 	 �������� �� �	��� 
 7����� Ψθ̂% >
����� �� �	�;������ θ ���� ��� �����	�� �����*	������ 	 ������	 ��� �/�����
"�	��	��� �������	�� A���� � �����	�! 3JMJ= '������! +,,2B% > �����	��� ��
�/����� "�	��	��� ��8���� ���

θ̂ = (ΨT Ψ)−1ΨTy

� �����*	��! � ������*	 	 7����� �����

J = 1/N

N∑
k=1

ξ2(k) = 1/N ξT ξ = 1/N ‖ ξ ‖2,

����� "�� ‖ · ‖ �����	 	 ����	 �������	�	%
' �����	��� �� �	�;������ �� 7	* �	�	 �� ������ ����	� ��� �	�;������!

���7���� �
������ ��� A1%30B � ���������	�	 ���	 �"�	���

y(k) =

np+nξ∑
i=1

ĝiwi(k) + ξ(k), A1%3IB

�	 "�	� nθ = np + nξ � � �G���� �� ������ �� ������ A�� �������� �	�� �
��/��B! {gi}np+nξ

i=1 ��� �	�;������ �����	����! � �� ����������� {wi(k)}np+nξ

i=1 ���
�������/��� �� 7���	 "�� ��9	� �������	�� ����� �	��� A(������� � �����	�!
3JMJ= ���� � �����	�! 3JMJB%
4��# 	�������	�� 	 ������ �� �������� "�� 7�� ��	�� �	 ��������	��� ���

����������� �� ��������! �������	�� 	�(� �� ����)#� �� ����%  ��������	����
�� A1%3IB ��� ��	 ����	 � ���	������ � �	��� �����! ������



0, 1 ����	����	� 	����	�	� 
 �/����� � 	�#���� �� ���	� �� E��

〈y,y〉 =

nθ∑
i=1

ĝ2
i 〈wi,wi〉+ 〈ξ,ξ〉, A1%3-B

�� "�� 〈· , ·〉 �����	 � ������� �������%
' ���������	��� �� A1%3-B � 	 �� "�� � �	��� "�	��#���� �� y(k) ����

��� ��������! ��	��� ��	 �	�� �������	�! ���� � ���	����� ��� �	�����
"�	��#����� �� �	�	 ��������� �������	� ���������	����� ���������	��� �����
���� �	�;������% ' �	����	 ��� �
����	�	 ����� ����������� � ���	� 
 ���	
�� �	��� "�	��#���� ��� ���/����! ξ(k)%
' �"�	��� A1%3-B ������� "�	���8�	� 	 ������;���	 �� �	�	 ���������

��������	������% ��������	��� � �	�� �� "�� ��� �# ������ ���������!
nθ = 0! 8�	 ��	�� "�� � ���� �������� � � ������� ���	� ������	��! ��	 ��*
"�� � ������ ��� �
����	 �	�	 �	� ������	�<��% 4� � ������� ��������� 7��
	��������	�� 	� ������! 	 �	����	 �� 〈y,y〉 "�� �	��	 	 �
����	� � ĝ2

i 〈wi,wi〉%
����	���! 	 	�(� �� ����)#� �� ���� ������ 
 �������� �� ������� ��������� �
�
�����	 ���� ��	 7�	��� �	 ���	 ��� �	����� "�	��#����� ��� �	��� � A(�������
� �����	�! 3JMJ= ���� � �����	�! 3JMJB!

[ERR]i =
ĝ2

i 〈wi,wi〉
〈y,y〉 , A1%3MB

����� "�� 	 ����	 �@@ ��� �� ����5� ����� �����	��� ��	��% �� �������� "��
���� ��� ��	�� �	�	 	9��	� 	 �������� �� ����������� �� �� ������ � �������
�� ����������� ��� �	��� �@@ ������ �� ���9���� �� ����������� �	����	���
����	������ ��	���% ���� ������ � �������� � ������	�� �� ���	���� ��
'������ A+,,2B%
���� ���#��� ��	�	��� �� ������� NARMA! ������� ��	� � �����	���

EMQ A��������� ��  /����� Q�	��	���B �! ����� �	��! 	 �	���* Ψ ������
�� ����������� �� ��/�� "�� ������	� ��� 	��	��*	��� ����	���	����� A'������!
+,,2B%
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���� �	�/���� ��� 	 8�	���	�� �� 	�������	� �� ������	� ���;�����! "��
����� "�� ����� ��	��� �	�	 �	���	� � ������������ ��������! � 	� ������ ��
E�� "�� ����� �����	���% '��� �����! ����������� 	�������	� �� ���	���� �
������������ �� �����	��� �������� ����	 ����% �	� ������������ � ����
����� �� 	����	� ��	�	�! 	� "�	�� ����� 	�������	�	� �	 ����	 ��"H5���	 ��
��� �������% C	 G����	 ����� ���# 	�������	�� � 	��������! �	��� 	 �	���!
�	�	 	 	����	��� �� ������������% > 	�������� ��� � ��9����� �� 	�
���	� �	
����������� �� ������������ ���� �� ����! 	��� �� ��������	� �� ������
�� ����������� �� ���#���%

)! �	������ � �	��	� ����
�
��

#���� 
� ����	���

C���	 ����� ����� 	�������	��� ��5� ������	� ���;����� ����������R �
���� 
���
	���! � 
�
	��� �� 0H


�� � � ���� �� 18���% ����� ������	�
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��� ��	��� �	�	 �	���	� � ������������ �� �����	��� 	�������	�� �����
�	�/����! 	���� "�� � ����� ��9	 �����*	�� �� ������ �	� ������ �� E��%
�	�� ������	� 7��	� ���������� ���� 7	�� �� ����� �	��	����� �����	��� �	
�����	���	 �! ����	���! 9# ����������% .��� �������� 	�	��	� ��� �����	��	
	 	����	�����	�� � � ���������� �� ������������! �	�	! �� ������	! �����
	����#��� 
� ������ �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	! "�� ��� ��9��� ��
������ ����	 ����%

4���� �	���� 	�������	�	� 	� 	�	��	�<�� 7���	� ������ ������	�! 	 8�
�� "�� 	�"�������� 	����	� �	�	����/����	� ��� ������	� 	��� �� ��������
����� 	�������	��! �� ��9	! ������	� "�� 	�������	� ��	 ���;���	 �����	
�� ��	 ������	��� �����	������	�� � �	�	 �� "�	�� � ���	� �� ����	�	 ���
� ������% C���� �������! 7�� 	������	�� ��/�� �� ������������ �	����	�	 	��
��5� ������	� �� ���� 	 ��� ���	�� ��� �	�	����/����	� ������	���� 
� �� ���	�
	�������	�� �	 �����	 3%+% ���	 "�	����	�� �� ��/�� 7�� ��������	�	 �����
���	�����! ���� �! 7�� 	������	�	 ��	 "�	����	�� �/���	 �� ��/�� �	�	* ��
7	*�� ��� "�� 	� �	/�	� ��� ������� �� �	�	 �� ��� ��5� ������	� ���;�����
�� "������! 	� ����� �����	��� ��� �� ������ ��
��! ������������ �	�	
�� ����� 8
� 	��� 	����	� ����	�<��! ���� �� �	�� 	�������	�� �	 �����	
3%+% .�����	 ����	��	� ��	� ����	�R i) 	 "�	����	�� �� ��/�� 	������	�	 	 �	�	
������	 ��� 7�� 	 ����	! ������ 
� �	�	����/����	� ���;���	� �� �	�	 ������	=
(ii) �������� � ����	�� �� 	������	� 	 "�	����	�� �/���	 ������#��	 �	�	
	������ � ��9����� �������� ����� �	�#��	7�! �	� "�� 	� ����� ����� �������
������� � ����� ����/��� 	 ���;���	 ��� ������	�% $���	 7���	! 	������	���
"�� 	� 	�	��	�<�� ���������	�	� ��� ��5� ������	� ���;����� 	������	� ��
��9������%

� 
�%� ���#	���� 7)�89 �2,-:

> �	�	 ���/����� xk = λ(1 − xk−1)xk−1 7�� �����	�� ��� λ = 3,89 �
�������� �����	� x0 = 0,14 �����*���� N = 1.100 ������% ����� �	��� �5�
����	 � �	��;���	 ���	�� 	 x̄ = 0,6050 � σ2

x = 0,0834! ���������	�����% ' �����
�	��� 7�� 	������	�� ��/�� �	����	�� ��� ����	 *��� � �	��;���	 σ2

e = 0,01!
���� �! ek ∼ N (0; 0,01)% >� �	��� ������	���� yk = xk + ek �5� ��	 �	��;���	
30_ �	��� "�� 	 �	 ����� ��� ��/��! �����	 ���	 �����	��� �� �	�	 ���/�����!
"�� � ȳ = 0,6054 � σ2

y = 0,0956%

'� �� 	����	� � ������������ 	 ���� ������	! 	 ����� yk ���# ��������	�	
���� ���	� 	 ��� �����	��% ' �����	 2%3 �����	 �� �	�	� �� �������� �������
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�����	 2%3R ����� �� �������� ��
����! $�% xk � $�% yk�

� 	�	��
� �� �;		���

> ������	 �� @N����� � �	�� ��� A@N�����! 3J-IB⎧⎨
⎩

ẋ = −y − z,
ẏ = x+ ay,

ż = b+ z(x− c),
A2%3B

�! ����� �
�����! a = 4,3= b = 2 � c = 4 �	�	 �� "�	�� A2%3B �������� �	�	
��	 ���;���	 �	����	% 4�9	 ��8���	 	 �������� ����� �� �����	��

P =
{
(xn,zn) ∈ R

2 | yn = yc, ẏn > 0
}
, A2%+B

�� "�� yc � 	 �������	�	 y �� ����� 8
� ������� A�
����� '%3%3�(B% 4�
A2%3B 7�� ������	�� � �� 7���� ���	�	� 	� ��������	� ��������<�� �� �	�� �����
�<�� ��� 	 ����� P ! � ������	�� ���# �� ���9���� �� ������% ��� ��������
	�	���	� ���� ���9���� �� ������ �� R

2! ���� �������� �� ��	 ���9���� ���	
�	� �������	�	�% > ������	�� � ��	 ����� ������	�! xk! �	�	 	 "�	� � �	�	
�� �������� ������� � �	���� ��	 �	�#���	% ' ��7�����	 ����� ���� �	�� � �
�� �
����� ���������� � "��! ��7����������� �� �	�	 ���/�����! �� ��������
�
����� 	 �"�	��� "�� �������� � �	�	 �� �������� ������� �! � ������! ����
��������� � ��� �# ��	 7���	 	�	�/���	 ��������	 �� �������� �	�� �"�	�<��%
������	���! � ����/��� �����	� 	 �	���� �	 ����� ������	�! xk! � ��������� ��
������ �������� �����	����� ������ �	��� � ����� � ������

xk = −0,3005− 0,1172x3
k−1 + 2,9956xk−1 + 0,486x2

k−1. A2%1B
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C� "�� �� �����! � ������ 2%1 ���# ��	�� ������� ���� ��	 ��7��5���	%
����	���! 	�������� "�� � �	�	����/����� �	 ���;���	 �� @N�����%

> ����	��� ����� �
����� ������# ���
��	����� � ������������ 	����	��
	�� ���	�� ������	� A����� 2%1B% > ��/�� ek ∼ N (0,0; 0,1240) 7�� 	������	�� 	
xk �	�	 ����� �� �	��� 	 ����� �����	���% ����	���! yk = xk + ek%' C������
"�� σ2

x = 1,5036 � σ2
y = 1,6269! �����"H��������� 	 	����� �� ��/�� ��������

�� �� 	������ �� M!+_ �	 �	��;���	 �� ���	�%
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�����	 2%+R ����� �� �������� ��
����! $�% xk � $�% yk�

� 
�%� �� <*��� 7<*���9 �2,-:

> �	�	 �� )���� 7�� �����	�� ��� 	���� �� ��/���! 	������ � ���������
�	����R {

xk = 1− 1,4 x2
k−1 + wk−1 +mk

wk = 0,3 xk−1,
A2%2B

�� "�� mk ∼ N (0,0; 1,22× 10−4)% ' ����� ������	� ��	�	 �	�	 ������8�	���
7�� yk = xk + ek! �� "�� ek ∼ N (0,0; 0,0494)%

�9� �� �������� ��(
���& � �*��� yk * � ���
� �� ���
����
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�����	 2%1R ����� �� �������� ��
����! $�% xk � $�% yk�

#���� 
� ������

'� ������ �� E�� 	�	���	�	� ����� ��	�	��� 7��	� �����	� ����	��� ���
������ ��� ������	��� @@ �� �������	������	�	 A���B �� ������#���� 	������
���	��� ��	��*	��� �� �
	�� )����� ���� ���9��� �� ���7% '��:��� &��*
����� @������! �������	��R `$��7����� 	����:���	 �	 �����	 �� ��	�	� ?
���	������ � ������	�<�� ����������	�a A@������! 3JJIB% C� ��������� �
���
������	� 7��	� ��������	�	� 	� ��������	�<�� �	 >��	��*	���  ����	� ��
4	G�� � �	 $���	�	��� �� )�����"�� �� 3J-0! 	���� ���� 	 @�������� 3JI]JI
����� ���"���	 ���������� 4���� )��	��� ��  ��������� �	 4	G��! �� �������
�� �� �	��	��	��	��� �� �������� � � ��� ���	� �	� �����	� �����	�	�% >�
�
	��� ��������� 7��	� ��	��*	��� 	���	� 	��� 	 �������� �� �������������
��� ������� ��� �����/���� "�� 	����	�	� �	������	� �� ������% >� ��������
������ �� "������ 7��	� 	����	��� ���� �����5 �� Z���	 �� ���"���	 ��
)�����	� �	� ��/���	� �	 �� � �� 32 �� �	�� �� 3JJ-%

���	� �����*	��� ���� ��������� �� +2 � �� �� ������#��� �� ����� ��������!
���� �! �� �� �����/��� �� +- 	��� � ��������	�� �� ���	�� ����	� �� �	G��%
$����� ��������� �� +2 � 7��	� ��������	�	� ������ �� 0���! �	�	 ����� ��	�	�
�	 ��	�	 �� �����	���% ' ������� 7�� 7���	 ��� ���� �	 	����	��� �� �� �����
�� ���	����	����	�� A����� � �����	�! +,,,= ����	����! 3JJIB%
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)!# ��
������ 
�� �	��	� 
� ���	�
	�	
�
� 
�

��������	� ���
����

> ��9����� ����	 ����� � ��������� 	� ��	�	� "�� ����<�� � 	��������
������	�� �	 ���������� � ������� �� ������� ��
��� �����*	��� �����
��	�	���% �����	 ���� 	�������� ����	 ���� ������������ ��� ����	 	 ���
������	�� �� ������ �� ������ �� E��! ���� ���# �����! ��� ���� �� ���
������� �� 	����� ������	� ���;����� A4���� 2%3%3B! ��� ���� ��� �� �	�#���
�	�� ���	�%

�	�	 �������	� 	� 7	�/��	� �� �������! ����� �����*	�	� ������	� �� �����
��8�	��� �� ������	�! ��7����������� ��� ��	�	���� 	�������	��� �� �G����
������	� �� .6(� A4���� 3B! �� "�	�� �����*	�	� �����	��� �	�
	 ��	��	%
' �����	��� �#���	 �R �&����$� $���� ��
������
����� ��
 ����
 �� ��	�����
u(k)� � �� 
����� y(k)� �� �� 
�
	��� ���
 ���
����� / ����	�*��)#� �� 
�
�
	���
 
� ������ � ��	�� �� ����
� ��	���	��� ��� �(�
����� ��
� ����

�� ���	� � �� ����� ����(������ � ��
�)#� �� ���
� � ����	� ���
��	� ��

����
� %��	��
�� ���	��	�� ��
������ I 
�����	� ������	�: ��� ����
�� ��

�� �(��	��� ��� u(k)� �����! �� 
�� 
���� � 
���
 y(k)9$ %�
 ������	� 8�
�
������	�� ���	� ����
 �� �� ���	���� $� ��� 
� ��
	������ � ��
�� � �
����

����
��
 �
����*��
 �� ����
�
a A'������! +,,2B% C� "�� �� ��7��� 	� ��9���
����� ��	�	���! �	�� �������<�� ����� ������ ����	�����	� �	 ����� 2%+%+%

C	 �����	 2%0 � ������	�� � �	�� �� "�� � ������	 ��������	�� � 	��:�
����% �� �	�� �	��� ��� �� ������� 	 ���
�! �	� ������� � ���	� �� �	/�	!
���� �! � �7����% �	� 7	�� ���� ��� ��7������� �����	�<��! ����� ��	�! 	 ������
�������	�� �� �� ����� � ���	� �� �	��	! �� ��9	! 	 �
���	��� �� ������	% .���
� � "�� ������ �� �	�� ��� �	�������� �	��/	���! �� "�� ����	������ �� ��
�������	� � �������	������	�	 �� "�	� � �
��	/�	 	 ����� �� ������	��� @@%

>������	 � �����	� A+,,+B � >������	 A+,,+B 	�������	� � �������� �� ���
���	��� �� ���	�� �� E�� ���� ������	� 	��:�����! ��� ���� �� �������
��
�� ��������	��% C����� ������! �� ������� ��� ����� ��� �����*	���
�	�	 8�� �� �/����� �� �� ������<�� �	�� ����	�! ����! �	 	��5���	 �� ��	
�
���	��� �����������! 	 �	/�	 �� ������ ����� 	 ���	����*	���� �� �� �����
8
� A��9	 �����	 3%+B%

�;��� * ����
���� �� 1����� C�C



2%+  ����	��� ��� 4��	�� �� E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 0-

�����	 2%2R 9�+���� ��(����� �� �6����� ����
�:��� � ���������
� �� ���
���� ";"'
$�	���� 	�
�� �	���� ���
��%� �� ����� ��� ����� ������� �� ��
���� � ��	�� �� ��
��������
���
���& 
��
���� �����
��� �� ������& �� ��� ���	��� �� �������& +�� ��������
�& ��
����� ����������& �� �������� �� ����� � ����
��

�����	 2%0R ;���
��� � �� �������� �� ����
�:��� � �� �� ������ ���� � ���� �� ���
���
��
<����� =���� ����& � ������ * ��
��� �����
� � ���
�� �� ����� �� ��	�� y(k)�

'���� �����! 	� �	�	���/����	� ��� ������	� "�� ��� ��9���! �� ����� ��
7��� ����� ��	�	���! ��� �� 	��"�	� 	 ������ ��� ���� ��"���	� ���������
���% ����	���! �	�	 ����	� �� �������������� ��� ��"���	� 	���������! ����	
������#��� ������� ��	 ����	�	 ����� ��������% $���	 7���	! � ��"���	 ��
������8�	��� 	������	�� 
 �	����*	 �	������	� ������ ������	� � �����	��!
�� 7���	 �������	! �	 �����	 2%I% C���� ��"���	! �����	 �� ���	� �� ���
��	�	 "�� �� 7	* ������#��� �	�	 �	���� 	 �
���	��� �� ������% $	�� "��
	 �
���	��� ����	����	 ��� ���� ��� �����	! � ������ 	 ���������� �� ��	
��	���� 
��	8	��� �	�	 �������	� 	 �������	% $���	 7���	! 	 ���������� �	 ���
��	�	 ��������	 �	��	 	 7	*�� �	��� �� 	�������� �� ������8�	��� ��� �������
��
���%
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�����	 2%IR ;���
�:��� � �� ��
���� �� +�� � ����
��� � �� �� ����� �� ��
���� ���
*
���

���*� ��) ���
� �� �������� �� ����������

#���� ������� ���������

4� �� ������ �������� �	�	 ��	 ������� �����	�! ���� �� ����� 8
�!
	� ����� �� �	���� K���	�<��! ��	 �	����	 �� �	���� � ������ 	���� �
������� �� ����� 	���� ���� �� ���	� �� ����	�	% ��� ��	! 	�������� "��
��	 ����	�	 	��	����	 ũk � ��	�	% ��� �� �	��! � ��� ����� ���� �� ���	� �
��������	��� ���� 7	�� �� ��� ���	� 	� 7��"H5���	� �! �� �����/���! ��� ������	
��� ���5���	 �������	� 8���	 �	 ����	 7	�
	 �� 7��"H5���	� ���� 	 �	/�	%&

C���� �	��! � ������ ���� ��� ����� ���� �� 8���� ��� ���� ��9������ �������
�	��R 3B 	����	� 7��"H5���	� ������9	�	�! � +B ���	������� ������	�<�� ����	���
� �#��
������
 ������ ��� �	���% ��� ����� �	��! � ������� ��� �� ��	 ���
��	�	 	��	����	 ��� 7������	 ���� 7	�� ����	 ����	�	 ��� ��� ������	����	�	

 �	/�	 �! �����"H���������! � ���	�	* �� �
����	� "�	��"��� �	�	����/����	�
���;���	� ��� �	���%

> "�� � �������� ����	 ����� � 	 	����	��� �	 ����	�	 ũk �� �	� �	����	 	
��� ����8�	� ��	� ��������	��� �������	�� ������	��! �	� 7���	� 	����	 ����
���	��� ����� 	 ����	�	 ��������	 � 	 �	/�	 yk% ' 8� �� ��	��*	� �	� �������! 	
��	��7���	�	 �� ������� �� 	���� �� ���	�� � �	����	�	! ������	��� 	���� ��
��	� 7���<�� ������
	� Ũ(ejΩ) = F [ũk] � Y (ejΩ) = F [yk]! ���������	�����%
��	�	�����! 	� �����	��� ��	��7���	�	� ��� 7���<�� �	 7��"H5���	! �	�� "��

Ũ(ejΩ) = @�[Ũ(ejΩ)] + j .�[Ũ(ejΩ)]

= |Ũ(ejΩ)|�
�
(
j ∠Ũ(ejΩ)

)
, A2%0B

�'�
�� 
��� �� ��
���� ���� ��� ��:���� �� ����� � �� ��
�� ������ ,��
�����
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�� "�� ∠ �����	 � ;����� A7	��B �� 	�������� �

|Ũ(ejΩ)| =

√
@�[Ũ(ejΩ)]2 + .�[Ũ(ejΩ)]2,

∠Ũ(ejΩ) = �	�−1

(
.�[Ũ(ejΩ)]

@�[Ũ(ejΩ)]

)
,

j =
√−1.

�
�����<�� �"���	������ ����� ��� ������	� �	�	 Y (ejΩ)%
��	 �������	 7����� ������
	 � 	���8��	������ �������/�	 ���	������ �

������ �� Ũ(ejΩ) � 	 7	�� �� Y (ejΩ)% ����	���!

U(ejΩ) = |Ũ(ejΩ)|�
� (j ∠Y (ejΩ)
)
. A2%IB

���	������! 	 ����	�	 ��������	 � �����	 ������������ ���	������
	 ��	��7���	�	 .�����	 �� ������� �	 �������	 7����� ������
	! 	����
uk = F−1[U(ejΩ)]% ��	 �����"H5���	 ����� ������������ � "��R iB � ������
��� �� ���5���	 �� uk � � ����� "�� � �� ũk= � iiB uk � ������	����	�� ��
����� ��	� ��� yk! ��7����������� �� ũk%
4� 7���� ��	��� uk � yk �	�	 ��������� � ������! ��	 ��* "�� 	���	

�# ������	��� ����� �	�� ���	��! ������ �� ����	�	 ����� ��������	��� �	�	 �
������ � �� ����������� �	�;������ ��� ����� ���	�/����	����� �������8�	����%
> ������	�� 8�	� ���# �� ������ ����	��:���� "�� ���� ��� �������	�� ���
�� ���	� �� ���� uk � "��! ���� ���# �����	�� �	�� 
 7�����! ����� 	����	�
�	�	����/����	� �	 ���;���	 ���9	�����%
���	������! ������� ���	� "�� uk ���� ��� ��������� �� �	����	 	 ���

	����	� �	�	����/����	� ��� �	��� yk% ��� �
�����! uk ������	 ��� ���5��
��	 �������	� �����8�	��� �� 7��"H5���	� �����	���� �� yk % .��� �	�	�����	
��� 
� "�� 	� ����	�<�� �� ������ ����	� �	���	������ 	����	 ���5���	
"�� ����	������	 �� 7	�
	� �� 7��"H5���	� �����/8�	�% �����"H���������!
� ������ ��������	� ������	 	�������! ���	��� � �����	�����! ���� ��	���
7���� ���5���	� �������	�� �� uk �	�	 7	�
	� �� 7��"H5���	� �����	���� �
���������	����% �	� �	�	����/����	 � ��������	 ���	� �������� �� �������
��������	��� A��O����6����! 3JJ,B%
C���� �������! � ���	� �� ����	�	 uk �����*	�� �� ������������ �� �����	�

��� 	�������	�� ����	 ����! 	����	�� 	�� ���	�� �� E��! � �������/�� 	 �	����
�� ���	� ��������� ������ ��� ���� �� ������������ ��  �4�	��O � �����	�
A+,,+B! 	�������	�� �	 4���� 1%0% ' �����	��� �	�	 ��#��� 	"�� � 	 ����
�������	�� �� �������/��� �� 7���	 "�� ����	 ���5���	 �������	� ������	���
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�� 7��"H5���	� "�� �	���	����� �5� ���	��� ��� 	 	��� �� ������	 �������
	��:���� �� �������� �� ����� �	��/	��% @�7������ 	"�� 
� 7��"H5���	� "��
����9	� �� ����	"�� �	� ����<�� �� �	�
	� A&�! ,!,2 	 ,!30 )*B � 	��	� A)�!
,!30 	 ,!2 )*B 7��"H5���	� �� �������� �� ���5���	 �	 ����� �� E�� ��	�	 �	
������8�	��� �� ������%
���7���� 	 4���� 1%0! �������	����� ������� �������� �� ���� �	����� ��

7��"H5���	�% �	�	 ����! ������� ����� � �������� �� ���5���	 �	 ����� �� E��
"�� ���# ��	�	 �	 ������8�	��� �� ������ ��
���% ���	� ������ �5�! ���	�
��	��������! ���	��� �� 0��� � ����5�! �� �� ���� ���	�! ����� 1,, � 0,,
������% '���� �����! ���� �������� 7�� �������/�� ��� ���� �� �� G���� ���
�������	�	! ������ �� +0I 	�����	� �	 ����� � �����*	��� ��	 9	���	 �� )	��
����% ���� � ���	� ��� 7�� ��������	�� � ��	�����	��! 	�������� 	 7��"H5���	
�� 	�����	��� ����� ���	� 	� ������� �� ������	�� @@ ����� �� �������� ��
0���% ' �����	 2%-� 	�������	 � �������� �� ���5���	 �� ��	 ����� �� E��!
0���! ��� 1,I ������ A�����	 2%- 	B% C���� �������� ��� ����	�	�	� 	� �	��
�	� �� 7��"H5���	� &� � )�! � 	� ���������	� 7��"H5���	� f� = 0,0445)* �
f+ = 0,28)*% �	�� 7��"H5���	� 7��	� ��������	� ��� 	�������	��� �� �	���
��� ����� �� �	�	 ��	 �	� �������	�	� �	��	� �� 7��"H5���	% ���� ��������
�� ������	 �	� 7��"H5���	� 7�� ���	�������� �� �	����	 ���9����	%
' �����	 2%-� �����	 ����� ������������ �	� ����<�� ����	�	� �� ���

������%  	� ��� ������ ���� 	�������! ���� �# �	���� �� �	��� ��� "�	��
������ ��	 ��������	��� �	 ���5���	 �������	� �	� ����<�� �� ����� �	�
	�
A,!,,1 	 ,!,2 )*B � �� �	�
	� 7��"H5���	�% C�� ����	���! � �������� �� ������	
� ������ � �����! �� ��9	! ����� ��� �	����� �� ���� ����� ���������
�	 ������ �� )�! 	 7��"H5���	 ��������	 � 	"���	 "�� �� ����	�	! 	���	 "��
�����	�����! �� ���	��� 
� ���	�� �	 ���������	 ������%
'��� 	 ������	 �	� 7��"H5���	�! �#��� ��/��� 
 ���������� �� ���	� �� ���

��	�	 ��������� ũk! ���7���� 	 4���� 1%0% $���	 7���	! �����*	��� �� ���������
�	����� �	�	 �� �	�;������ �� A2%-B � A2%MBR f �	��	��� �� , 	 ,!0! ��� ������
�	��� �� ,!,,3= σ1 = 0,01 � σ2 = 0,01= 
2

1 = 0,82 � 
2
2 = 0,68= fLF = 0,0445)*

� fHF = 0,28)*%! �������� � �������� �� ���5���	 �����	�%

S(f) = S1(f) + S2(f), A2%-B

"�� �������� �	 ���	 �� ��	� ����������<�� �	����	�	�! S1(f) � S2(f)! ��8�
���	� ���R

Si(f) =

2

i√
2πσ2

i

�
�

[
−(f − fi)

2

2σ2
i

]
, A2%MB
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�����	 2%-R $�% "*��� �� 213 �� >��� ��� 40? ���
��� $�% 9����
�� �� ��
����� ��
�*��� �� 213� ���
������� �� ������ �� ���+.����� @1 � -1& � �� ������
�,�� ���+.������
f�� = 0,0445-) � f�� = 0,28-)& �����6���� ���� ����� �� ������� ����� �� ���� ���
��� �������

'� ���	���� 	 ��	��7���	�	 .�����	 �� ������� �	 ��"H5���	 �� �G�����
������
��! ��9	� 	��������� ���

√
S(f) � 7	��� ���7��������� ��������/�	�

����� , � 2π �	��	���! ��	 ����� ��� �������� ������	��� 	 S(f) � �����	%
���� �	 �"�	��� 2%0R

|Ũ(ejΩ)| =
√
S(f),

∠Ũ(ejΩ) = f(x|0,2π) =

⎧⎨
⎩

1

2π
�� x ∈ [0,2π]

0 �� ������ �	���%
.

�� ������	! ������
ũk = F−1[U(ejΩ)] A2%JB

�! ��� 8�! 	 ����	 ��� ������	��� @@ � ���	�	 
 �����! � ũk! 	���� �����	! �
�����	�	 �	 �����	 2%M	%

ũk ← ũk +RR
. A2%3,B

C���� �����! ������ ��	 ����� ũk "�� ������ ��7���	�<�� �������	�� �����	�
�	 ����� �� E�� �����	�	 A�����	 2%J	B%  	� 	���� ���� �� ��/��� ����	
�����! ��� �#! 	���	! ������	��� ��� 	 ����� ������	�%' 8� �� ���	������� 	
�
���5���	 �� ������	��� ����� ũk � 	 ����� �� E��! � ������������ �� 	9����
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�� 7	��� 	�������	�� ����	 �����% ' ����� uk! "�� ������	 ����	 ����	���! �
�����	�	 �	 �����	 2%M�% ' �����	 2%J� �����	 	 ������	��	 �� ��������
�� ���5���	 �� uk �� ���	��� 	� �� ũk%
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�����	 2%MR $�% 9�
���� ���
*
��� ũk $��� ���� �A��
���% ����
��	�� ��� ���� �� ��������
���
� �������
��� �� "�� � 4�>� $�% 9�
���� ���
*
��� uk $��� ���� �A��
���% ����
��	��
� ���
�� ��� �*���� ũk � �� 213& ��� ���� �� ����������
� �������
��� ���
� ��� ��
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�����	 2%JR $�% 9����
�� �� ��
����� �� �*��� �� 213 $B% ��������
� ���� �����
��
�� ��
����� �� ũk $���%� $�% 9����
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����� �� ũk $B% ��������
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6�7 6�7

�����	 2%3,R $�% 1��� � �� �������� � ���)��� ��
�� ũk � � �*��� �� 213� ������ ��
�������� �! 0&/?� $�% 1��� � �� �������� � ���)��� ��
�� uk � � �*��� �� 213� ������ ��
�������� �! 0&C0�

��� ���� ��� ������������� 	���	���! 7�� ����/���R ��������� ����	�	�
	���8��	�� ��9�� ��������� �� ���5���	 ��� �	�� ���� ��	��9	���! ���� �! 	����
����	� ���5���	 �������	� ��������	�	 �	� 7��"H5���	� ��������	�= � �	����!
7�� ���	�������	 ������	��� ����� ��	 �	� ������ 	���8��	�� � 	 ����� ������	�!
���� �����	��%

���	 �	����� � 	������ �� ������	��� ����� 	 ����	�	 	���8��	�! 	���	 uk!
� 	 ����� A�����	B �� E�� A��� �����	 2%3,B= � ���8������ �� ������	��� �����
���	� ��	� ������ � ���	� 	 ,!2,%

' �	���� ����	� ������	�<��! ����8������ 	 ��������	�� �� �� ���� 	9����
��� �	�;������ ��	��� �	�	 ���	� S(f)! 	 8� �� �� ����� ��	 ����	�	 ����
�����	 uk "�� 	����	 	�� ��������� ��"�������R

• 	�������	� �������� �� ���5���	 ������������ 
 ����	 ������ �	 "�	� ��
��������	 � �������� �� ���5���	 �� ���	� �� E�� A9# �	�	�����B=

• 	�������	� ����	 � �	��;���	 ���
��	� 
"���	� 	�������	�	� ���� ���	�
�� E��=

• 	�������	� �� ���8������ �� ������	��� ����� uk � 	 ����� �� E�� ��
�� �/���� ,!I,%

����� ��"������� 7��	� ��������	��� �� �	����	 ���9����	% ' ����	 �����
�	����� �� �	�;������ "�� ������������ 	����5���� ���# 	�������	�	 	 ������%
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3	���=� ��	 6��>
����	

�	�	 	������ 	�� ���"������� �����	��� 	� �� ��������� ��	 ����	�	 ������
���	 uk A4���� 2%+%3B! 	 G���	 ��	 � 	 ����	 ��� ��	 ������	��� ��� �	�����
��� �	�;������ �	� �"�	�<�� A2%-B � A2%MB% �	� ����	 �� �# ��� ����	���	 �
����% C���	 �����! ���# 	�������	�	 ��	 �	����	 �� ����	� ���	 �	��7	 �	��
��������	�	%
$����� �� �	�;������! � ����������� �	 ����� 	 ��� �������/�	 � 	�

7��"H5���	� fLF � fHF ��� �����	����� 8
	���% ����	���! � ����/��� �	��	�
	���	� σi � 
2

i ! i = 1,2% '���� �����!

• � 	������ ��� �	����� �� σi ������	R

3% � 	�	��	����� �	� �	��� �� Si(f) A�����	 1%31! �� ���	��� 	� ��
�
����*���	�B=

+% � ���������� �� ����5���	 �������	� �� 7��"H5���	� ��7������� ��
fLF � fHF A���� �����"H5���	 �� ���� 3B=

1% � 	������ �� uk ���
	� �� ��� ������	� � �	��	� 	 �� 	���
��	� ��
	������ 	�������	�� ���	 ����� ������	�=

2% 	 ���������� �	 ���5���	 �������	� �	� 7��"H5���	� fLF � fHF ! �
�	���� �	 �	��;���	 �� uk%

• � 	������ ��� �	����� �� 
2
i ������	 � 	������ �	 ���5���	 �������	�

� �	 �	��;���	 �� uk%

' �	���� ��� �	�;������ ��	��� �	 4���� 2%+%3! �� ��9	! fLF = 0,0445)* �
fHF = 0,28)*= σ1 = 0,01 � σ2 = 0,01= 
2

1 = 0,82 � 
2
2 = 0,68= ������	������ 	�

�����	�<�� 7���	� 	���	 � �	������ �� �	����� �� fLF � fHF ! �� ����� �	�����
�� �	�;������ �������	��� "�� ��������	� uk ������������ 	�� ��"�������
���	��������� 7��	�R σ1 = 0,065 � σ2 = 0,25= 
2

1 = 1,22 � 
2
2 = 1,41% ' �����	

2%33	 	�������	 	 ����	�	 ��������	 uk ? "�� ��� ����	 � �	��;���	 ��5����	�

� �	 ����� �� E�� ? �����	 	 �	���� ��� ����� �	����� ��� �	�;������%
' �����	 2%33� �����	 � �������� �� ���5���	 �� uk �� ����	�	��� 	� �	
����� �� E��% ���� ��� ����8�	��! ��� ���� ����	 8���	! "�� �� ���������
�	� ��	� ������ 	�������	� �������� � ����� �� ��	���*	 ������	����! 	���
�	 ����������5���	 �	� ����<�� �	� 7��"H5���	� ��������	�%
C	 �����	 2%3+ � �����	�	 	 7����� �� ������	��� ���*	�	 ����� uk � 	

����� �� E��% �������! ����	���! ����8�	� 	 �
���5���	 �� ������	��� ����� 	�



2%+  ����	��� ��� 4��	�� �� E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 I0

��	� ������! ��9� ���8������ �� ������	��� � ���	� 	 ,!IM% '����! �� ��"�������
7��	� ����� �	���7����� �! ����	���! uk ���# �����	 �	�	 ��� ��	�	 ���� ���
��	�	 ��������	 �� 	�������� �� ������8�	��� �� ������	� 	 8� �� �������	�
�� ������ ��
��� �	�	 	 ����� �� E��%

0 50 100 150 200 250 300
0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.05

1.1

1.15

k

u k (
U

. A
.)

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
10

−6

10
−5

10
−4

10
−3

10
−2

10
−1

10
0

Hz

lo
g 

(s
2 /H

z)

6�7 6�7

�����	 2%33R $�% 9�
���� ���
*
��� uk ����
��	�� �� ������� � ��
����)�� �� ��+����
��
��
���������� ���
� ��� �� $�% 9����
�� �� ��
����� �� uk $���% ����
��	�� ���
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�����	 2%3+R 1��� � �� �������� � ���)��� ��
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#���� 
��	��+� ��� ���	��� ,!-.!/ �����������

> �������� �����*	�� �	 ������8�	��� ��� ������� �	���	��� �� ���������
������� �������� �	 4���� 1%I% ' ���������	��� ��������	 �	�	 �� �������
��� ������	� ���;����� � �	�	 	� ������ �� E�� 7�� 	 ��
��� ��������	�%
�����! �	�	 �	� ��/��� 	� �������� �� ������8�	��� ��� ������#���� �� �	���
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�� ����	�	 A4���� 2%+%3B! �� �	��� �� �	/�	 A4���� 2%3B! � 	� �������<�� ���
����	� �	 ����	 �	� 7	�/��	� �� �������% ���	� �������<�� �5� ������	�<�� �	
��������	��� �	 ��������	 ��� �������! ���� �! ��	�	��� �� �������	� � ��	�
�� ��������	���	��! �����! �G���� �� ������ ��� �������% �����! ���	� ����
����<�� �5� 	 8�	���	�� �� ��������	� ��	 `������a A7	�/��	�B �	 "�	� �����
����8�	��� ����� �� ������� ����/����! �	�	 "��! ������ ����! ����	 ��� ���
�����	�� � �	�� 	��"�	�� ? �� 	����� ��� �� ��������� ����������% >������	
A+,,+B 	�������	! ��� ���� �� �� ������ �
	������! �� �	����� "�� ����	�
�	�� �����	��� �	�	 � �	�� �� ������ �� E��! �	�	 �� ������� ��
��� ���
������	��! ��� ���� �	�	 �� ������� ��
��� ��� 7����� ����	� A�����
����	��B%
�	�	 � �	�� �� ������� ��
��� ��������	��! 	� �������<�� �	�	 	 �����

��8�	��� ��� ������� 7��	�R ��	�� �� ��������	���	�� 3 � += 15 ≤ ny ≤ 25=
8 ≤ nu ≤ 13= 1 ≤ ne ≤ 10= � � �G���� �#
��� �� ������ ��� �������! nt!
7�� 8
	�� �� +0% > "�� ������	 �� �� ���	� �� 3%1+, ������� ������8�	���
��� ����� �����	�	% $���� ���	� ���# ��������� �� ������! �� 	����� ��� ��
��������� �� 	�	��	���%
$� ����� ��� �	��� � 	� �������<�� ��������	�	�! 	 �����	��� ����#�"���	

��� ������ �	����	��� 7�� ��	��*	�	 ��� ���� �� �� ���	����� 	����#����!
	 �	
	 �� ������� �� ���� A�@@B% C	 �����	��� ��� �	�;������ 7�� �����*	��
� �����	��� ��������� ��  /����� Q�	��	��� A� QB% '����! �@@ � � Q!
��� 	�������	��� �� ���	���� �� '������ A+,,2B%
4������ �� ������ �� ����	�	 � �	/�	 �� ������ 7��	� �����*	�� �	�	

7	*�� 	� ������<��! ���� �!

ŷ(k) = ψT (k − 1)θ̂, A2%33B

	 �	��� �� ����	 ����� � �����*	�	 ������� �	 ��	�	 �� �����	��� �� �	�;�
������%0

>� ������� 7��	� �����	��� ��� ���� �� �����	��� ����� A'������! +,,2B%
> /����� �����*	�� �	 "�	���8�	��� �	� ������<�� 7�� �

@ 4� =

√∑N
k=1(y(k)− ŷ(k))2√∑N

k=1(y(k)− ȳ)2

, A2%3+B

�3��� ���( ,��
� �� "�� � C�8�4& �� ���
�� �����& ��� �6������ �� �� �� ������ !��&
� ���
� �� �*��� �#,�� $��% ���( ����� �� ������� � ��� �������� ��� ���� � � ������
�� ���� �� ����� � ��� �������



2%+  ����	��� ��� 4��	�� �� E	��	�����	�� �	 ���"H5���	 �	��/	�	 I-

����� "�� ŷ(k) � 	 �����	��� ����� �� ���	� � ȳ � � �	��� ����� �� ���	� ������
y(k)! ����� "�� 	 ����	 � �	����	�	 �	 9	���	 �� ������8�	��� A'������! +,,2B%
C���� �����! ������ 	 �������	 ��	�	 �� ��	���8�	��� � ������� ��� �����

��� ������8�	���% �	�	 � �	�� �� ������ �� E��! ��� �
�����! 7��	� ��	���!
	���
��	�	�����! M,_ �	 ����� �	�	 ��	�	 �� �����	��� � � ����	��� �	�	
	 �	���	��� �� ������% ��� � ��9����� �� ��������	� 	 �	�	���	�� �� ���
���	��*	��� ��� �������! ���������� ���	������� ��5� ���9����� �� ������<��
�����	�� 	� ����� �	 9	���	 �� �	��� ������	��� 
 �	���	��� A�� ������! ��
���� � 8� �	 9	���	B= 7��	� ����� ��������/�	� ��5� 9	���	� �� �	���	���% >
/����� @ 4� 7�� �	����	�� �	�	 ������<�� ����	� AI ������	�<��B! ��� ����
�� �����	��� �����! �	� ��5� 9	���	�% $�� 3%1+, ������� �������! ������� ���
��	���8�	��� �	�	 ��	 ���
��	 ��	�	 �� �	���	���! 	"����� "�� 	�������	�
��� /����� @ 4� ≤ 0,6 ��������	�������� �	� ��5� 9	���	� �� �	���	���%
�� ������	! �	����	��� 	 ����	 ��� �	����� �� @ 4� �	�	 	� ��5� 9	���	� ��
�	�	 ������= � ������ "�� 	�������	� 	 ����� ����	 � ��	���8�	�� �	�	 	�
���
��	� ��	�	� �� �	���	��� A4���� 2%+%1B% 4� 	� 8�	� ���� ������ ��� 7��
��������	�� �#���� ? ������� �� ��������� ���	��������� ����� ��	�	��� ? ��
����� � ��������� ������ 	"����� "�� 7��	� ��	���8�	��� �	 �������	 ��	�	!
�� ��9	! ������ 	"����� "�� 	�������	�	� @ 4� ≤ 0,6 �	� ��5� 9	���	�%

#���
 �'��	�	 	 �������+�

'��� 	 ������� �� �� ������! 	 �/����� � ��	��*	�	 �� �	����	 �������%
��	 ����	�	 ��������	 �� ���� ũk ���� ��� �������/�	 �� ���� "�� ����	 �
�����������! �� �G���� �� ������! ����9	�� �	�	 	 ����� ��������	 �����*��	
���� ������ ��
���% �� ������	! �	��	 �
���	� � ������ ��� ���	 ũk �
	 �/����� ���# ��	��*	�	 ���� 	 �	/�	 �� ������% $���� ����! ��	������ ũk

A��� 	9���� �� 7	��B 	� ����� �� uk A��� 	9���� �� 7	��B! ������� ���	� ������
��������	� �� "�	�"��� ����������� ��� ���� ��� �������%
@�	��*	�	 	 �/�����! �������� 	 ��	�	 �� �	���	��� �� ������ ��� ���� �	

����� ��������	% �	�	 ����! ����� ��	��� 	����� �����	����� �! �	����! 	�����
������������� "�� ����� ��	�	��� �� �+�
	� *��%
>� /������ �����*	��� 7��	�R

• S������ ���	�/������R
3% 4$CC � @ 44$R �	����	��� �	�	 ������ �� E�� � ������ ���	�	�
����� ������� �� 3,%,,, 	�����	�%
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• S������ �� ������
��	��R
3% �������	 	���
��	�	R �	����	�	 �	�	 ������ �� E�� � ������ ���	�
�	� ����� �������% $	� ������ �� 3,%,,, 	�����	� 7��	� ���	�	�
	� �������	� J%,,, � �������	� �� I ������ �� 3%0,,% >� �#������
7��	� �7���	��� �	�	 ���	� ������ �� 3%0,, 	�����	� � � ������	���
	�������	�� � ��	 ����	 �	� ���� ������%

+% �������	 �� 4�	����R �	����	�	 �	�	 ������ �� 0%,,, 	�����	� �
�	�� ��� ������	� ���;�����! � �� �#������ 7��	� 7����� ��� �	�� ��
��	��	�	 �� ������5���	�% C� �	�� �	� ������ �� E��! �� �#������
7��	� 7����� �	�	 ������ �� 3,%,,, 	�����	�! � �� �#������! �	���
�	�	 ������ ������	�� "�	��� �	�	 	� ������ ���	�	� ����� �������
7��	� 7����� ��� �	�� �	 ���;���	 ��������	%

• S������ �� ���;���	R

3% $�'R �	����	��� �	�	 ������ �� E�� � �	�	 	� ������ ���	�	� �����
�������! �	�	 ������ �� 3,%,,, 	�����	�%

+% $�	��	�	 �� ��7���	�<��R ������� �	�	 �	���	��� �� ������� ���
�����	��� �	�	 �� ������	� ���;�����%

1% $��;���	 ��������	R 7��	� ������� �� �������	�	� �� ����	�����
�	��� �� �����5���	 �	� ��"H5���	� ��������	�! �� �	�� �� ������
�� E�� � �	� ������ ���	�	� ����� �������%

6��>
����	 �� �?�	��

Z ������	��� ��� �� ����	 "��! ����� ������������! �# ���� ����� ��5�
`�	�;������ �� 	9����a "�� ����� ��� ���	��� �� 7���	 	 	����	� ��������
�	�	� �	�	����/����	� ��� �������% 4�� ����R 	 �	��;���	 �	 ����	�	 ��������	!
σ2

ũ! 	 �	��;���	 ��� ���/����! σ
2
ξ � � �	�;����� �� ��7���	���! µ%

�� ������ �	���! ��� �
�����! 	 �������	 �� 4�	���� �	� ������ ������
�	�� ���	�	� ��� ���� ��� �������! Sŷ! � ����� "�� 	 �������	 ��������������
�	� ������ ������	��! Sy% �	�	 	�����	� Sŷ! � ������ �! �����	������! �����	��
��� �� ������ �� ��/�� �! ���	������! �����	��� ��� 	�����	� σ2

ũ% '�����	�
σ2

ũ 	��� �� ����� ������! ����	 ������ ������� ����#����% '����! ��� �� ����
	�����	� σ2

ũ 	��� �� ������ �	 ���	�����	��%
4� 	��� � 	9���� 	���	 7�� ����8�	�� "�� Sŷ < Sy! ������� ���������� ���

	 �������� ��� ������ �� ��/�� �� ������ � ��	��	������ 	�����	� σ2
ξ % .���!



2%1 $�������� �� 	�������� �� ������������ �� �����	��� IJ

���	������! ����������	�# 	������ � �	��� ����9	�� �	�	 	 �������	 �� 4�	����%
������	���! 	�����	� Sŷ ��� ���� �� 	������ �� σ2

ξ ���	������ ������	 ��
���	�	 �� �������� ������� ����� ��������	��% C���� �	��! ������� ��������
	� G����� �	�;����� �� 	9����! µ% ' �	��	��� ����� �	�;����� �� ��7���	���
������� �������	� � �	�	 �� �������� �������% > 	������ �� ����������
�� µ ���� �
���� �� ���� 	9���� �� σ2

ũ% .��� 8�	�# �	�� ��	�� �� �	�/���� ��
������	���! �������	������ ��� ������	��� ��7������� 	�� ������	� ���;�����%

���� �����# ��� ����8�	��! ����� �	�;������ ��� ������������ ��� "�	��
������� �	��	� ��� �	�	 �7���	� ���	��	� �� �	����*	 �����#����	 �� ���;�
���	! �� ����� 	��	�! �� �� ������%

��'��	� �	���#	����

'��� 	 �������� �� ����� �� ������	��� ��� /������ ��	��� �	 �	���	���
A4���� 2%+%1B ��� ������� �������	��� �	�	 	� ���� ������ �� E��! 7��	�
	����	��� ���� ������ ���	�/������ �	�	 7	*�� ��	 ����	�	��� �	� ����	� ���
������	��� �� �	�	 /����� �	� ���� ������ �����	� �� E�� ��� 	� ����	� ���
����������� /������ �	� ���� ������ ��������	�! ���	�	� ����� �������% >� ������
���	�/������ ��� �� ����� �	�	�������! � ����� t! � �� ����� ��� �	�	�������!
� ����� ��  	���T�����O%/ > ��9����� �	 	����	��� ������ ������ � 	�	��	�
���	�/����	����� 	 ���
����	�� ��� ������	��� ������� �	�	 ������ ��������	�
��� �� ������	��� �	� ������ ������	��! �! �����"H���������! ����8�	� 	 ����

����	�� ��� ������� ��� �� ������	 ������	�%

)!& 5����	$%� 
� �����	��� 
� �����
	����� 
�

��
������

'��� ���������! �� ���	����! ���	� 	� ��	�	� �� ������������ �� �����	�
���! 	�������	���! �� ������	! ��	 �/����� �� 	�������� ��� ���	� 	 ��	�	�
"�� ����<�� � ������������ 	�������	�� ����� �	�/����R

• 6�

� J R ��������	�! �	 ����� 	 ��� �����	�	! 	� �	���� ������	�	�
	� �������� �� ������8�	��� �� ������! ��� ���� 
 �������	 ��	�	 ��
�	���	���%

�' ����������
� �� �����)�� � ���� 
��
�� ���� ��� ,��
�� �� P����� $800>%
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• 6�

� K R ��������� 	 ����	�	 ��������	 �	�	 ��� ��	�	 �	 �������8�	���
� �	 �������	 ��	�	 �� �	���	��� ��� ������� A4���� 2%+%3B%

• 6�

� L R ��������	� 	� �������<�� ���	����	�	� 
� 7	����	� �� �������
Al! ny! nu! ne � ntB! 	 8� �� ���	� 	 �	���* ��� �� ������ �	����	���
�� ������ C'@ 'L%

• 6�

� M R ���	������� 	 ����� �� ������;���	 ��� ������ �	����	���!
��� ���� �� �������� �@@%

• 6�

� @ R �����	� �� �	�;������ �� ������%

• 6�

� N R �����	� � ������! ��� ���� �� �����	��� �����! �	�	 ���	�
	 �������� �� ��������	�� �G���� �� ������	�<�� ? 7��	� 	���	�	�
I ������	�<�� �� �	�� �� ������ �� E�� � 3, �� �	�� ��� ������	�
���;����� ? ����! �	�	 �� ��5� ��7������� ���9����� �� ������<�� ����
��	�� ���������� �	 �	��� �	 ����� ������	� ������	�	 
 �������	 ��	�	
�� �	���	��� A�	��� 3B% ���	 �������	 ��	�	 �� �	���	��� �������� �	
"�	���8�	��� �	� ������<�� ��� ���� �� /����� @ 4�% $	�� "�� ���
7���	� ������<�� 	 �	���� �� ��5� ������<�� �����	��! ������ ��5� �	�����
�� @ 4� �	�	 � ������= ���� ������ � ��	���8�	�� �	�	 	 ���
��	
��	�	 �� �� ��5� �	����� �� @ 4� 8�	��� 	�	�
� �� ��������	�� �	���!
,!I �	�	 � �	�� �� ������ �� E��%# %

@���	��	��� "�� �	���� �� 2 	 I 7��	� ��������� �	�	 ���	� 	� ������	�
�<�� ����/����! 	 �	���� �	� �������<�� ��������	�	� �� �	��� += � "��
�������� �� 3%1+, ������� ��� �����! �� �	�� �� ������� ��������	��
�	�	 ������ �� E��! ��� �
�����%

• 6�

� O R �	����	� 	 ����	 ��� ��5� �	����� @ 4� ������� �	�	 ���
��� ������� ��	���8�	��� �� �	��� I% > ������ "�� 	�������	� �����
����	 � ��	���8�	�� �	�	 � ���
��� �	���%

• 6�

� P R ��������� ũk ��� �G���� �� ������ ����9	�� �	�	 ��	��*	� 	
�/����� �� ���	� ������	� ��� ���� �� ������ ��������	�� �� �	��� -% '
���������� �� ũk ����	 ��	�	 ����� �� ������ ������������� 	�������
�	��� �	 4���� 2%+%3% C���	 ��	�	! ��� � ���	�������	 	 ������	��� ��
7	�� ����� ����	�	 ��������	 � ����� ������	�%

�2���� �����6��� ��� ���� ��� �����
���� ��
���� ��� '��,���� $8008%�
	=� ���� ��� ���
���� ���
����� � � ��� ���
��� �� ����
� � 
���� �� ������� ����
��

:����� �������� ���� � ��#���� �
����



2%1 $�������� �� 	�������� �� ������������ �� �����	��� -3

• 6�

� Q R ���� � �G���� �� ������ ��� ������� 7�� ���	�������� 	 ���!
�� �#
���! ���	� 	 +0! �� ������� ����� ��� ��������	��� ��� ��
�G���� ����	�� �� ������% ����	���! 	 8� �� ����� �� ������ �	��
�	���������� � 	��"�	��! ���	 ��	�	 ���� ��� ����������	 �	 ��������
7���	R

3% ���	� �� ��������� 0 ������ �� ������ ��������	�� �� �	��� -!
�� �	�� �� ������ �� E�� ? �� �	�� ��� ������	� ���;�����! ���	
��	�	 7�� �����	�� ��� �� ��5� ��������� ������ ? �������	� ��
�	�;������ �	�	 � ������ ��� ���	 ���	 "�	����	�� �� ������=

+% �
���	� � ������ �� ���� 	������� ��� 	 ����� ũk! �� �	��� M! �
	���� ����� 	 ����� ��������	=

1% ����	�	� 	 ����� ��������	 �� ���� 	������� ��� ��� �� �	���
������	��! ��� � ����� �G���� �� ������% '��� �����! ����	�	�
�	���� 	 �	��;���	 � � �	�	 �� �������� ������� �	� ��	� ������%
4� 	� ����	�	�<�� ��������� ���
��	�! ����� �	�	 � ���
��� ����!
�����! ������	� 	� ���� 3 A�	��� JB � 	�����	� �� ����� � �������
� ������������=

2% �	����	� � ����	�	�! �	�	 	� ������ ��������	 � ������	�! �� /������R

@ ������ �� E��R /������ ���	�/������! /������ �� ������
��	�� �
/������ ���;�����! 
 �
������ �� ��	��	�	 �� ��7���	�<��=

@ ������	� ���;�����R ����	! �	��;���	! ��	��	�	 �� ��7���	�
�<�� � �������	 �� 4�	����%

4� � ������	�� �	� ����	�	�<�� ������� 	���
��	��! �������	��
����� �� �	�� ��� /������ ���;�����! ������ �	�	 � ���
��� ����=
�����! �������	� �� ������	��� ������� �	�	 ���� ������ � ��	��#�
��� �	�	 �� ����/��� ��� 7�����! �! �� ������	! ������	� � ����
3 � �������	� � ������������ �� �	��� J 	�����	��� �	�� ��
����� �� ������=

0% �	��	� ��� ��� �	�;������ �� 	9���� �	�	 ����	� 	���
��	� 	�
�#
��� � ������ �� ������	 ������	�% 4� 	��� � 	9���� ��� �	�;�
������ �� ������	��� 7���� ��������	��� �	���7	������! ����� �����
�� �	� � ������������ ���� ������/�� � � ������ ��� �������	��=
�	�� �����#���! ������	� 	� ���� 3 �� �	��� J! � 	��������	� �	��
�� ����� 	� ������ � ������� �� /���� ���������%
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> ���9���� �� �������<�� �� �	��� J ���� ��� �������� 	�� "��R iB
�� ������ ��������	�� �	���7	�����1 ��9	 �������	��= �� iiB � �G����
�#
��� �� ������ �� ������ ������	������ �������	�� A�	��� -B ��9	
	�������! +0 ��� �
�����%

C	 �������	 ��������! � �������	 ���	�# ���������% C� �	�� �	 ������	
�������� �# ���� �	������R � ��������! � ����8�	� ������ ����� �� ������
�	��� ������� �� �	��� J! "�	� � � "�� �	�� �� 	���
��	 ��� ������	���
������	�� � ������� �� 	"���� ������ � 	����� �� ���% C� �	�� �� ��	
���	���	! � ������� �	����� ���� ��� ���	��! ���� �! ���� ������ ����
��� ����	��	�� � ������� ������	� 	� �	��� -% �����! ����� ������ ����
��� ��������� �	�	! �� ������	! ������	� 	� �	��� J= � 	���� ��������
�	�����! 	�� "�� �� ������ ��9	 ��������	�� �	���7	����� �� "�� ��
����	 �������� "��! ��� � ������������ 	�������	�� ����� ��	�	���!
��� � ����/��� �������	� �� ������ �	�	 	 ����� ������	� �� "������%


' 
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�� ���
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���� ���	
��

C���� �	�/���� ����� 	�������	��� �� ������	��� ������� ��� � ������� �	
����������	 	�������	�	 �� �	�/���� 2 ����� ��	�	���% > �	�/���� ���# �����
���� �� ���<��! ���� �����R 	 4���� 0%3 	�������	 �� ������	��� �	 	����	���
�	 ����������	 �� ������	� ���;����� ��������	���= 	 4���� 0%+ ��	�	 �	
	����	��� �	 ����������	 �	� ������ �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	%

,! �	������ 
	�6�	���

>� ������	��� 	�������	��� ����	 ����� 7��	� ���������� �	�	 ������	���
A>������	 � �����	�! +,,-B%

0���� 
 ���� ���'�����

"��	������ �� 
�����

> �	�	 ���/����� xk = λ(1 − xk−1)xk−1 7�� �����	�� ��� λ = 3,89 �
�������� �����	� x0 = 0,14 �����*���� N = 1100 ����	�<��% ����� �	���



-2 0 @�����	���

�5� ����	 � �	��;���	 ���	�� 	 x̄ = 0,6050 � σ2
x = 0,0834! ���������	�����%

' ����� �	���! 7�� 	������	�� ��/�� �	����	�� ��� ����	 *��� � �	��;���	
σ2

e = 0,01% >� �	��� ������	���� yk �5� ��	 �	��;���	 30_ �	��� "�� 	 �	
����� ��� ��/�� �����	 ���	 �����	��� �	 �"�	��� ���/����	! "�� � ȳ = 0,6054

� σ2
y = 0,0956% �� ���9���� 	���� �� ������ ����������� �	����	��� 7��

���	�� ���	��� ny = 18! � = 2 � ne = 10%
>� ��������� 3,,, ������ �� ���9���� �� �	��� 7��	� ��	��� �	�	 �����

����� � ������% ���� �������	�� �	 4���� 1%I! � �������� �@@ 7�� ��	��
�	�	 ��8��� ��	 ����� �� �������	�� �� �	�	 ������	��� ����	� � ��������	�
�	� �	��#���� ���������	� 	�� � ������� ��	�% $� 7	��! �� ������ �� ������
��� 	�������	��� �	 ����	 ����� "�� 7��	� ���������� ���� �������� �@@%
�����! ������� �� 1 	 3- ������ �� �������� A������ ��� 0 ������ �� ��/��B
7��	� ������� � �����	���% �� 	���
 �
 ��
�
 ! ��� ����	���! �� ������� ��
���	�������	� �	��� �� ��	 ������� ��������	 �� ���/��� 3 �� �� ��	 ���
����� ��������	 �� ���/��� +% ' �	��� ��������/����	 �� ������ ��� ��5�
������ �'

yk = 0,3397− 2,4215y2
k−1 + 2,2079yk−1 + E(ξ), A0%3B

�� "�� E(ξ) � ������ �� ��/�� ��� ����� ������% ' �	��� ��������/����	 ��
������ 0%3 ����	���� �� �� ��������� �� ���/��� +% �� ����� �������!
���� ���#��� � ������	��� 
"���� �	 �����	 3%+! ���"��! �����	 	 ���;���	
���9	����� ��9	 �	����	 A���� � � �	�� �	�	 λ = 3,89B! ������ 	� ��/��! �
������ ������	��� �� ���	������ �� �� 	��	��� �	�� �������! "�� � ��	
�	/�	 ����� �� �	�� ����	�<�� A���� � �����	�! 3JJ-B%
'���	! ����9	��� ������ � ������������ �������� �	 4���� 2%+%3 �� �	����	

	 ��� �� ������ "�� ��� ��# ����	����� ��� ��������� ���������! �	� 	�
�����! ��# �����	� 	���� ��������� `������
�a � ��	 �	� ������� ���# 	���
���	����	�� 	�� �	��� ������	��%
.����	������ 7�� ���	�	 ��	 ��	��*	��� �	 �	��#��� 	��	����	 ũk �� ����

��������� �	����	�	 ��� ����	 � �	��;���	 ���
��	� 
"���	� ��� �	���! 	
�	��� ¯̃u = 0,6054 � σ2

ũ = 0,0950% C	 ��"H5���	! � ���9���� �� �	��� ���
��/�� yk � � ���	� 	��	����� ũk 7��	� ��	���! ���� �����	�� �	 ����� 2%+%3!
�	�	 �����*�� 	 ����	�	 ��������	 uk ∼ N (0,6054; 0,0950)% ���	������! uk �
yk 7��	� ���������� 	� 	�������� �� ������8�	��� "�� �����*�� � ��������
������ �#����	;����

����� � ��� �� ������ �� ��	�� �� ����� � �� ������)�� � � � � ���� ���������
��
�����	�
���& � ���
�� ��
�������� * �������� ��� ��
���� ��
���� �� "�� � 4�?�



0%3 4�����	� ���;����� -0

yk = 0,3979− 2,5318y2
k−1 + 1,9843yk−1 + 0,2960uk−1yk−1 + E(ξ), A0%+B

�	�	 � "�	� nu = 5 7�� ��	�� �	�	 �����*�� � ���� ���9���� �� ������
�	����	���! � � ������ �� ��/�� �� A0%+B �

E(ξ) = 0,3132 yk−5ξk−8 + 0,9760 ξk−6 − 0,4608 yk−2ξk−6

−0,1793 yk−3ξk−9 − 0,1491 yk−2ξk − 7 + ξ(k), A0%1B

�� "�� ξ(k) � �� ��/�� �� ������������ �	����	�	 ��� ����	 *��� � σ2
ξ =

0,0652%

> ������������ �	�	 ��������� � ������ 0%3 	 �	���� ��� �	��� yk � �	�	
��������� � ������ 0%+ 	 �	���� �	� ������ ������	�� yk � uk 7�� � �����!
��� 	���	� ��	 ������	��� "�� ����	���� �#���	 �	�	 ����� �� �
������
����	 �����R �� �	�� �� ������� ����	��:�����! �� ������ ����������� 7��	�
�����/��� �� ������ �	 ����� ��������	�	 ���� �������� �@@ A	���� ����
�	�	 � �	�� 	��:����B 	�� � �������� ����� �� ����	�	 A�� ��������� ���
uk−jB ��� �����/�� �� ������% C���� �����! 	 ���������� �� ������ ����	%

'� �����#��� �� ������ 0%3! � ������ 0%+ �#� �� ���	������ ���	
������� ��������	! ������ �������	������ 	� ��� �� ���	� ��������� ũk ∼
N (0.6054; 0,0950)% .��� ���� ��� ����� �	 �����	 0%3%

�� ����� ������	��� 	 ��� ������	��! � "�� 	 ������	��� �� 7	��! ����
����	 �	 4���� 2%+%3! 8 
����	� ��������� ���� � �
	��� �� ���	��)#� �� ���
��
�% �	�	 	 ��	�	 �� �����	��� 	 ������	��� �� 7	�� �#� � ��"�����	%
����	���! 	 8� �� �����	� � ������ 0%+! 	 �	��#��� �
����	 ���� ��� ���	�	
���� uk = ũk �� "�� ũk ∼ N (·,·)% C���! �	����! "�� 	 ����	 � 	 �	��;���	
�� ũk ����� ��	������ ��� ��	�	� ���� �	�;������ �� 	9���� �	�	 �����
	 ���;���	 �� ������ 0%+ �� ���	�� �� �	�;������ A�# �	�� 	 ���� ��������
�	�� 
 ��	���B%
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�����	 0%3R ����� �� �������� ��
����� '� �	������ ������������ ��� ����� ���������
$zk = yk% � �� ���
�� D �*��� 
������� $zk = ŷk% ��
��� ���� �
���� � �� ������ >�8� "�
������ ���������& �� �
������� �� ������ >�/ ������ A��
����
� ���� ���
�� ����� ��(:���

��7	���	��� "�� �� ũk 7���� ��	�	! ���"�� ��� � ������	����	�	 	 yk! � ����
����� �@@ �#� ��������	��	 ������ ��������� �� ����	�	 ���	��� 	 �������
�� ��������	% C	���	������! � �����	� 	�	��	� � "��� ���
��	 ���# 	 ����� ��
����	�<�� �� ������ ŷk ��� �	��� ������	�� yk � � "��� ���
��	 � 	 ���;���	
�� ������ 0%+ �	 ���;���	 ���9	����� 	 yk% $	 �����	 0%3 ������� ��� "�� �
�	�	 �� �������� ������� �	 ����� ŷk 	�������	���! 	�� ����� �����! 
 �	�#�
���	 �	�	����/����	 �	 �"�	��� ���/����	% C� "�� �� �����! 	� ��	� "����<��
	���	 ����� ���������	� �� ��	 �	����	 �	�� ���	��	�	! 	 �����	� ���	
G����	%

.��>
��� �� 
����� ������1����

��	 7���	 �
	�	�
	��� �	���� �	�	 ����	� ���;���	� ��� �����	�	� �
��� ���� �� 7���<�� �� ������	��� ��������	� A(������� � E���! 3JMI= X�	�� �
�����	�! +,,1B% C���� �
�����! � ��� ���
����! 	 8� �� ����	�	� 	� �������
��	��� ���;���	� ��� ������� �������! ��� 	 ���;���	 ���9	����� 	�� �	���
������	�� yk! ����� ��	��� ��	��	�	� �� ��7���	���% $� 7	��! ���� � ����/���
�� �������� ���9���� �� �
������ ������� ���"�� �� ������� ������	�� ���
����������% C	 ��#���	! ��� ���# �����	����� ���� � �	�� A��9	 '������ �
�����	� A+,,IB �	�	 ��� �� ���	���� �� ���� � �����	� �� �� ��	� ��	��	�	�
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�� ��7���	�<�� �	 �	���	��� �� �������B% ������	���! � ������	��� 	�	��	� �
"�	��� � ��� �	 ����	�	 ��������	 ��� ������	��� �� 7	��! ���� �������� �	
4���� 2%+%3! 	����	 	 ���;���	 ������	�% ����	���! � ��	��	�	 �� ��7���	�<��
�	 �"�	��� ���/����	 � �� ������ 0%+ ��� �����	��� �	 �����	 0%+%

A	B A�B
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�����	 0%+R ��������� �� ����������� �� $�% �+��� � ���	�
���& � $�% ������ ����
�:����
$>�8% ���� uk = 0,6054, ∀k� ' ���
��
�� �� ����������� µ ��� 
����� ���� � ���:����
�
�� 
���� yk−1 �� ������& � µ = λ ���� � ���	�
����

3����%�� �� 
����� � 	*��� ��������

' 8� �� 	�	��	� 	 `�����	������	��a ����	� �	� �����<�� �� ������ "�	���
����	�	�	 
 ��� ����� ������	��! ����	 ����� �� 	�������� �	�	 � �#����� �	
�������	 �� 4�	���� 	 �	���� �� ��	��	�	� �� ������5���	 ���# ��	�� A&�����
����! +,,I�B% ��� �� �	��! � ��	��	�	 �� ��7���	�<�� 7�� ��	�� �	�	 	�	��	�
� "��� ��� 	 �	��� ��������/����	 �� ������ ������8�	�� �� 	���
���� �	
���;���	 ���9	�����% ��� ����� �	��! ��	 �	� �������	�� �������<�� �����
��	�	��� � "�� � ������������ �� ������	 	 ����	�<�� �	� "�	�� �� �	��� ���
���� ��/�� ��! �� ����	� �	�	��	�! ��� 	��	����� �����#������ ��� ���������
����� 	����	 ���;���	% ����	��� 	 �����	������	�� ��� �	��� ���� ���! ��
	���� ����! "�	���8�	�	% .��� ���# 7���� ��	��� 	 �������	 �� 4�	����%
�� ��������	�� ����� ������������ � ����������� "�� �#! �	 ��#���	!

���� ����� ��5� `�	�;������� �� 	9����a "�� ����� ��� ����8�	��� 	 8�
�� 	�����	� A�� ��������B 	 �������	 �� 4�	���� ��� �	��� �� ������! 	
�	���R 	 �	��;���	 �	 ����	�	 ��������	! σ2

ũ! 	 �	��;���	 ��� ���/����! σ
2
ξ � �

�	�;����� �� ��7���	�<��! µ%
C	 �	����	 ��� �	��� 	 �������	 �� 4�	���� �	� ����� ��� �������! Sŷ �

����� "�� 	 �������������� �������	 ��� �	��� ������	��! Sy% �	�	 	�����
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�	� Sŷ! �����	��� �����	������ � ������ ��� �� ������ �� ��/�� � ���	������
�����	��� ��� 	�����	� σ2

ũ% '�����	��� σ
2
ũ 	��� �� �� ����� ������! ����

�	� ������ ������� ����#����% '����! σ2
ũ ��� � ����	�	 	��� �� ������ �	

���	�����	��% 4� Sŷ < Sy! ������������ ���	 �������� ��� ������ �� ��/�� �
	������ ��	��	� �� σ2

ξ % .��� ���	������ ����������	 	������ � �	��� ����9	��
�	 �������	 �� 4�	����% ������	���! 	�����	� Sŷ ��� ���� �� 	������ σ2

ξ

���	������ ������	 �� �	�	 �� �������� ������� "�� � ����� ��������	��%
C���� �	��! ���������� 	� G����� �	�;����� �� 	9����! µ% E	��	� ���� �	�;���
��� �� ��7���	��� ������� �������	� � �	�	 �� �������� �������% > 	������
�� ���������� �� µ ���� ��"����� �� ��	9���� �� σ2

ũ% .��� ���# ������	�� 	
������%

�	�	 	 ������� �� ���/��� + �� ������ 0%3 	 �������	 �� 4�	���� � ���	%
�	�	 � ������ 0%+ ��� � ������ �� ��/�� E(ξ)! � ��� ũk ∼ N (0,6054; 0,0950)

A��9	 �����	 0%3B 	 �������	 �� 4�	���� � Sŷ = 1,54% ' �������	 ��� �	���
������	�� � Sy = 2,39% �	�	 	�����	� 	 �������	 �� ������ ���������� 	�����
�	��� σ2

ũ% ����	��� ��	������ ũk ∼ N (0,6054; 0,1870) �� ������ 0%+ ��� �
������ �� ��/�� �������� �� Sŷ = 1,79% '�����	� σ2

ũ 	���	 �	��! ����	��	 �
������ ����#���% '����! 	 ����	�	 ��������	 ũk ∼ N (0,6054; 0,1870) 7�� �	��
���	 � � ������ �� ��/�� E(ξ) ��� ξk ∼ N (0,0; 0,0198) 7�� ��	�� �� ������
0%+% ' ����� ������	��� ��� Sŷ = 2,28 A�����	 0%1	B%
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�����	 0%1R ����� �� �������� ��
���� �� $�% ������ >�8 $µ = 1,9843% ��������� ������
�� ��	�� E(ξ) ��� ũk ∼ N (0,6054; 0,1828) � ξk ∼ N (0,0; 0,0193)� ���� ���� ���� Sŷ = 2,28E
$�% ������ >�8 ��� ��� � ���:����
� �� yk−1 ����� � 8&8/& �� ��A�& µ = 2,21 ���������
������ �� ��	�� E(ξ) ��� ũk ∼ N (0,6054; 0,1263) � ξk ∼ N (0,0; 0,0198)� ���� ���� ����
Sŷ = 2,39� 3	������ ���
�� � � �� ����� ��������� � �� ���
�� ,�����6�� � � �� �����
�����)���� ���� �������
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���# ��	��! 	 �	���� �	 �����	 0%1	! "�� � �	�	 �� �������� ������� ��
������ ��� 	���	 ��	 ��������� 	���
��	�	����� ������	! �	� "�� ����
���	 ��� �������	�	% �� �	������	�! ���� "�� 	 ������ A0,0; 0,3B! �	��� ��
�	�� ���������! � �	�	����� �����	�	% .��� � ������ ��� ���� �	 �	��	���
�� �	�;����� �� ��7���	��� � ���� ��	9���� �	 �	��;���	 �� ũk% ��� ����!
���	������ µ = 2,21 	� ����� �� µ = 1,9843 �� ������! � ���	������
ũk ∼ N (0,6054; 0,1263) �����*��� � �	�	 �����	�� �	 �����	 0%1� "�� ���
	 �������	 �� 4�	���� ����9	�	 Sŷ = 2,39%

0���� 
 ����	�� �	 -1���	�

' 4���� 2%3%3 	��������� � ������	 �� @N����� � 	������ 	 ��������	�� ��
��� �� ��	 ����� �� �����	�� � 	����� �� ��/�� �	�	 ����� ��	 ����� yk ���
	� �	�	����/����	� ����9	�	� 	� ������ ����� ��	�	���% '"���	 ����� �	����
	��������� � ������ 2%1 ���� ��	 ��7��5���	 �� ������ �	�	 	 ����� �����	
��� ���� �	 ����� �� �����	�� �	�	 � ������	 �� @N�����% ' ����� yk �����	
	 �	���� ������ �������	������ � �����	�	 �	 �����	 0%2
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�����	 0%2R ���� �� �������� ��
���� �� �*��� yk ��
��� � ���
�� �� ���
��� �� �������&
�������� � "�� � C�/�/�

' ������8�	��� ��� ������� � �����	�	 	 �	���� �� yk% >� ��������� �	�;�
������ 7��	� ��	��� �	 �����	��� � = 3! ny = 4 	�� ne = 3% �� ������
�� ��/�� A	 �	��� �� ����	 ����� �� ������B �� 0 ������ 7�� ��	�� �	�	
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����*�� ���	��*	���% ���� 	����! �� ������ �	�	 ������ � ������ 7��	�
��������	��� 	����	���	����� ���� �������� �@@% E	��	��� � �G���� �� ����
��� �� 1 	 3+! ����� ����� 3, ������� ���	�������	����! ��� ����	���! ��
��	 ������� �� ���/��� +% �	�	 � �	�� �� ������	��� � ����	�	���! � ������
��� 0 ������ �

yk =−0,8607−0,0752y3
k−1+2,2834yk−1+0,4358y2

k−1+0,0407yk−2yk−1+E(ξ), A0%2B
"�� � ���	�/����	����� �#���� ���� �����	�� ��� ������ �� �	���	��� ����
����	��� A(������� � �	�! 3JJ3B! �	� ��7���*����� �� ���	������ �� ��	 �������
��������	% E(ξ) 7�� ��������	�� �	 ����	 7���	 "�� �	�	 � �	�� �� �	�	
���/�����%
C	 ��"H5���	! ��	 ����	�	 ��������	 7�� �����*��	 ���	������ ũk ∼

N (ȳ,σ2
y) � ����� 7�� 7���	 	 ������	��� �� 7	�� ����� ���	� ��� yk 	 8� ��

����� 	 ����	�	 ��������	 uk! ���� �������� �	 4���� 2%+%3% $	�� "�� 	���	
�
���� ��	 �	��#��� 	������	�! 	 ����	�	! � ���9���� �� ������ �����������
�	����	��� ���� ��� 	����	�� �	�	 ������� ���	� 	� ����/���� ������	�<��
����	� ���	� �	��#���� ������� ����	� � ��� �� ���������� ����������� 	�� �
	��	�� nu% C���� �
�����! nu = 3 7�� ��	��! ������	���! ���� 8�	�# ��	��!
"�	�"��� ����� �	��� ����	 7�������� � ����� ������	��% '���� ����������!
� �������� ������ 7�� ������

yk =−0,7824−0,1028y3
k−1+2,1988yk−1+0,3106y2

k−1−0,0129u2
k−1yk−1+E(ξ), A0%0B

E(ξ) = −0,1030 ξk−2ξk−3 − 0,0733 ξ2
k−4 + 0,0383 yk−2ξk−1ξk−2

+0,0138 yk−2uk−2ξk−4 + ξ(k), A0%IB

�� "�� ξ(k) � �� �������� ��� ������������ �	����	�	! ��� ����	 *��� �
σ2

ξ = 0,8597% >� ������ ����������� ����	�	� �� ��� �����/��� �� ������
�����	�	����� 	��� 	 �������� �� �������� ����� �� ����	�	% ���	 �������
7�� ���9����	% >���� ��������! ����� ���9����� ������	 ��� ���� 	���	��%
' 8� �� �����	� � ������ 0%0! ���� "�� � ��"������ � ��	 ��������

�����	� y0 � ��	 ����	�	 	���8��	� "�� ���� ��� �����*��	 ������������ ����
uk ∼ N (ȳ,σ2

y)% C������ "�� �	�	 �����	��� ��� � ��"�����	 	 ������	���
�� 7	��% > �	�	 �� �������� ������� ��� �	��� yk � �� ��	 ����� �����	
���	 �����	��� �� ������ 0%0 ��� ����	�	��� �	 �����	 0%0% ���� ����
��� �����! 	 ��"H5���	 �� ����	�<�� �� ������ 0%0 �#� �� ���	������ �� ��	
������� �� ���/��� + � 	��� ����� �����	� �� �	�	 �� �������� �������
��� 	 7���	 ����	� �� ��	 �	�#���	% ' �	�	�����*	��� �� ������ 0%0 � ��	
������� ����� ���	��	�	� �� ������	%
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>� ��	��	�	� �� ��7���	��� �� ������ 2%1 � �� ������ 0%0 ��� �����	���
�	 �����	 0%I ���� ��	 7���	 �� �� ����	�	� 	 ���;���	 �� ������ ������
��� 	 	9��	 �	 ����	�	 ��������	 ��� 	 ���;���	 ������	�% $� �	����	 	
	�	��	� � ������ �� ���	�� ���	����#��� �� ������ 0%0! 	 ����	�	 7�� ���	�	
���	� 	� ��� �	��� �����! ���� �! uk = ū = ȳ = −1,7910, ∀k%
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'� �������	� ��� ���	�� ��� "�	�� �� �	�	� �� �������� ������� ��� ����
��	��� �	 �����	 0%0 ��� Sy = 2,63 � Sŷ = 1,52% '�����	� σ2

ũ! �����
�
�����! ��� ������� 	������� Sŷ �	� �	���� ��7����� � �	�	 �� ����
����� �������% '����! ���������� �������� σ2

ũ � �������	� ���� ��� �� ���
���� �	�;������% �����"H���������! σ2

ũ = 0,6381 7�� ��	�� � �������	��
��� �� ���	� σ2

ξ = 0,2169% ' 8� �� ��� �� ��� �	�	��� ����� �����
�	������	�� � 7���	! � �	�;����� �� ��7���	��� 7�� �	���� ����8�	�� ��
µ = 2,1988 �	�	 µ = 2,5850% C�� � ��7/��� 9����8�	� ���	 ���	��	 A� ��
	����
���B! ������	������ � ��	��	�	 �� ��7���	�<�� �	 �����	 0%I�% �����"H�����
�����! �	�	 uk ∼ N (−1,7910,0,6381)! ξ ∼ N (0,0; 0,2169)! � µ = 2,5850 ��
������ 0%0 ��� � ������ �� ��/�� A0%IB! 7�� ������ Sŷ = 2,64 ��� � �	�	
�	 7���	 ����9	�	! ���� ���� ��� ����� �	 �����	 0%-% C���� �	��! � �����
�� �� ���	� µ � "�� � �	�	 8��� ������	����� ������	�� 	� ����� �	 ����	
��������*%
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���� �� ������ >�> ��� uk ∼ N (−1,7910; 0,6381)&
ξ ∼ N (0,0; 0,2169) � µ = 2,5850 ���������� Sŷ = 2,64�

0���
 
 ���� �	 2����

> �	�	 �� )���� 7�� �����	�� ��� 	���� �� ��/��� 	������ � ���������
�	����R {

xk = 1− 1,4 x2
k−1 + wk−1 +mk

wk = 0,3 xk−1,
A0%-B



0%3 4�����	� ���;����� M1

�� "�� mk ∼ N (0,0; 1,22×10−4) � 	 ����� ������	� ��	�	 �	�	 ������8�	���
7�� yk = xk + ek! �	 "�	� ek ∼ N (0,0; 0,0494)% �� ������ 	��:���� 7��
������8�	�� 	 �	���� �� N = 1400 ������% �	� ������ �� ���	������ �� ��	
������� ��������	 �� ���/��� 2% 4������� � ������������ �������� �����
��	�	��� ��� � = 3! ny = 2! nu = 1! ne = 4 � �������� ������ ����	��:����
7�� ������8�	��

yk = −0,0137y2
k−2 − 0,8742y2

k−1 + 0,8298 + 0,3907yk−2

−0,1483y3
k−2 + 0,3424y2

k−2yk−1 − 0,4690yk−1 + 0,0782uk−1 + E(ξ),
A0%MB

�� "�	�

E(ξ) = 0,2833 ξk−2ξk−3 − 0,3703 ξk−1 + 0,3983 yk−1uk−1ξk−2

+0,2401 yk−1ξ
2
k−1 − 0,2219 y2

k−1ξk−1 + ξ(k), A0%JB

����� "�� ξ(k) � �� �������� �� ������������ �	����	�	 ��� ����	 *��� �
σ2

ξ = 0,3960%
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�����	 0%MR ����� �� �������� ��
���� �� $�% $��� ��	��% ���� �� -*��� $�	������% � ��
������ >�F �������� ��� E(ξ) � ��� uk ∼ N (ȳ = 0,2586,σ2

y = 0,5712) $���
�� ,�����6��%&
� $�% ���� �� -*��� $>�G% ����� ���� ����
���� � ������ $>�F%�$>�H%�

"��������A���� �� 
����� � �?�	�� ��	 ����	

'���� ���� �	�	 �� ������ �
������! 7��	� 	"�� �	���� ��	��� ��	��	�
�	� �� ��7���	�<�� � �������	 �� 4�	���� �	�	 	�	��	� 	 "�	���	�� �� ������
0%M � �	�	 ��������	� "�	��"��� 	9����� "�� ����	� ������#���� �	�	 � 	9����
8�� �	 ����� ������	� 8�	�%
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' �����	 0%J �����	 � ��	��	�	 �� ��7���	�<�� �� 	���� � �	�	 ������	�
�� )���� �	�	 b = 0,3 � �� ������ ������8�	��% ' �	�	����/����	 �����	���
�� 	���� �� ��	��	�	� � 	 �	��	�	 �� ������	��� �� ���/���% ��	 ��7�����	
��������	��� � "�� � ��	��	�	 �� �	�	 ������	� �� )���� �����	 ��	 9	���	
�� ���/��� I ��"�	��� � ��	��	�	 �������������� �� ������ ������8�	��
�����	 ��	 9	���	 �� ���/��� 0% > ����� ������	��� 	 ��7	��*	� 	"�� � "��
�	�	 b = 0,1 � ���� �������
 �� 18��� �	���� 	�������	 ��	 9	���	 ��
���/��� 0 	� ����� �	 9	���	 �� ���/��� I �	�	 b = 0,3% �����"H���������!
���	����� ������	��� "�� � ������ ������8�	�� �! �� 7	��! �� ������ �	
���;���	 ���9	����� ������	�� �� ���	�� �� �	�;������%
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�����	 0%JR ��������� �� ����������� �� $�% ���� �� -*��� ���� b = 0,3 � $�% ������
>�F �������� ��� E(ξ) � ��� uk = ȳ = 0,2586, ∀k� 9� ����� �� ����� � ���
��
�� ��

���� y2

k−1 ��� ����� ���� � ���
��
�� �� �������� � µ�

' �������	 �� 4�	���� �	�	 �� �	��� ������	�� yk �����	��� �	 ���
���	 0%M� 7�� Sŷ = 2,32% ' ����� ������	� �����*��	 ���	 �����	��� ��
������ 0%M ��� uk ∼ N (ȳ = 0.2586,σ2

y = 0.5712) A��9	 �� ������ ������
���� �	 �����	 0%M	B ��� S = 1,48% '�����	������ 	 �	��;���	 �	 ����	�	
�� ,!0-3+ �	�	 3!020+ ������ Sŷ = 1,70%  	��������� σ2

u = 1,5452 � �����
�	��� � ������ 0%M ��� � ������ �� ��/�� E(ξ) ��� σξ = 0,0885 	 �������	
������	��� 7�� Sŷ = 2,32%
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����

C���	 ����� ��� 	�������	��� �� ������	��� ��7������� 
 	����	��� �� ���
���� 	�������	�� �� �	�/���� 2 �	�	 ������ �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	
�	��/	�	% ' �	���� �� ���� ��������� �� ������	��� @@ �� +2 � ���	� �� ���
�	���! 7��	� ��������	���! �� �	�	 ��������! ��5� 9	���	� �� 3,%,,, 	�����	�
�	�	 ������%

.�����	 ��� �� ����	 "�� �� ����� �� �	���! ����	 �����! �� ������	���
�� /����� �������	 	���
��	�	! '���! ������ 7��	� �� G������ 	 �����
�	����	��� � ������ 	��� ����� �� 	9����� ����� ���� 7�����= � 	���	! "�� ��
�#������ �� �������	 �� 4�	����! S! ��� �7���	��� ��� �	�� �� ���;���	
��������	%

0���� ����	 �

' �����	 0%3, 	�������	 	 ����� �������	�	 &8��� J% ' 4���� 3 � ��
�������� �� +2 �! ��� 332%J-+ 	�����	�! �	 "�	� 7��	� ��������	�	� ��5� 9	�
���	� �� �	���! �� 3,%,,, 	�����	� �	�	! 
� "�	�� 7�� 	����	�� � ������ ��
	�#���� 	�������	�� ����� ��	�	���% C	 �������	 9	���	! &J�! ����� 	� ����
����	� 	�����	�! "�� 7��	� �������	�	� �� 8� �	 �	���% '� 	�����	� �	
������	 9	���	! &J�! 7��	� �������	�	� �� 8� �	 �	��� � 	� 	�����	� �	
�������	 9	���	! &J�! 7��	� �������	�	� �� 8� �	 �	����	�	%
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' �����	 0%33 	�������	 	 ����� &J�% �������	��� �� ����	"�� ����� 	�
���	� ������	��! ����	 ����	 8���	! � ���9���� �� �	��� ��� 0��� �� ���	���
A21M 	�����	�B ��������	�� �	�	 ��� ��	�� �	 ������8�	��� �� �� ������
��
���% ' ����� �� 0��� � �����	�	 �	 �����	 0%3+�% ' �����	 0%3+	
�����	 	 ����	�	 ��������	 �������/�	 ��� ���� �� ������������ 	�������	��
�	 4���� 2%+%3 	 �	���� �	 ����� �� 0���%

�� ���9���� �� ������ ����������� �	����	��� 7��	� ���	��� ���	���
ny = 24! nu = 12 � ne = 5% '� �������	� 10, 	�����	� �	� ������ 	�������	�	�
�	 �����	 0%3+ 7��	� ��	�	� �	�	 ��������� � ������% ���� �� ����� ��
�	���! � �������� �@@ 7�� ��	�� �	�	 ��8��� 	 ����� �� �������	�� �� �	�	
������	��� ����	� � ��������	� �	� �	��#���� ���������	� 	�� � ������� ��	�%
���	� ������� � �����	��� ������� �� 0 	 +0 ������% '���� ���� �� �	��
��� ������	� ���;����� A4���� 0%3B! 	 ������	��� �� 7	�� �������	 �	 4����
2%+%3 � ������� ��"�����	 �	 ��	�	 �� ���������� �� ������% C	 ��	�	 ��
�����	��� 	 ������	��� �� 7	�� ��� � ��"�����	% >� ������� ��� �	�� ��
+, ������ �����	�	� �������	����� ����#���%
>� /������ ��	��� �	 �	���	��� ��� ������� A�	���	� 0%3 � 0%+B 7��	�

�	����	��� �	�	 ���	� 	� ������ �����	�	� � �	���� �	�	 	 ����� 43	% ' �����
���	�	 ���� ������ 0%3, 7�� 	 "�� ������� �	��� 	���
��	��� ��� 43	! ��
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�����	 0%3+R "*���� ������ �� �����
�:��� � �� �� ������ ������ ����������! $�%
��
���� ���
*
��� $C4F ����
���% ����
��	�� �������� "�� � C�8�/� $�% �*��� �� ��
��,����
�� �� >��� $C4F ����
���% �����6��� �� "*��� "/� $1����� >�//%�

	����� ��� �� /������% '����! ���� 7�� � �������� 	���	�� �	�	 ��������	���
�� �G���� �� ������ ��� ������� �� �	�� �	� ������ �� E��! ��7�����������
�� �	�� ��� ������	� ���;�����! �� "�� 7�� �����*	�� � ���������� �� ��������
����� �� ����	�	 ���� �������� �	�	 	 ��������	��� �� �G���� �� ������
�� ������%
43	 ��� �	��;���	 σ2

y = 0,0062 � 	 �	��;���	 �	 ����	�	 ��������	 ��	�	
�	 �����	��� �� ������ � σ2

ũ = 0,0063% ' �����	 0%31 �����	 "�� �� �	�	�
�� �������� ������� �� 43	 � �	 ����� ���	�	 ���� ������ 0%3, �
���� ��	
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7���	 	���
��	�	%

yk = 0,9697yk−1 + 0,2193y2
k−2 + 3,8666yk−14uk−1 − 7,5635yk−14uk−2

+5,6070yk−14uk−3 − 1,8111yk−14uk−4 − 0,3537yk−3yk−1

+0,1935yk−12uk−4 − 0,1149yk−1uk−12 + E(ξ),
A0%3,B

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = −0,4141 yk−23ξk−5 + 0,3742 uk−1ξk−5 + 2,4855 yk−2ξk−3

−1,8135 yk−3ξk−3 − 0,6502 uk−7ξk − 3 + ξ(k), A0%33B
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�����	 0%31R ����� �� �������� ��
����� '� �	������ ������������ ��� ����� ���������
$zk = yk% � �� ���
�� D �*��� $zk = ŷk% ��
��� ��� ���� �� �
���� � �� ������ >�/0�

>� /������ ���	�/������ �� ŷ 	�������	� �	����� ������	����� ����������
	�� �� 43	 A�	���	 0%3B! � "�� �����	 "�� σ2

ũ ������	 ��� ������	����� �����%
>� /������ �� ������
��	��! S � '��� A�	���	 0%+B! �����	� "�� 43	 � ŷ
�5� ��	 `�����	������	��a ������	���! ��� �	����� ����� 	���
��	���%
C� "�� �� ��7��� 
 ���;���	 �� ������ ������8�	��! �� /������ $�' �� ŷ

8�	�	� 	���
��	�	����� 3,_ ��7������� �� ���	��� 	�� �� 43	! ����� "��
/����� �� ������	��� ����	! α1! �� ŷ 8��� �	��� "�� � �� 43	 �! 	� �����#���!
�� /������ �� ������	��� ����	! α � α2! 8�	�	� ������� �� ���	��� 	�� ��
43	% >� �������	�	� 	�������	��� �	 �����	 0%32 �����	� "�� ŷ �
��� ��
�	���� ������	��� 	� �� 43	% $� 7	��! �# ��7�����	 �	� ����	�����	��� ��
����	� ��"H5���	�! �	� �# ������	��	 �� ������ 
� ��"H5���	� �� ����	"��
�� 	���� �� �������	�	�%
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�	���	 0%3R ������� �� ���	��� �� 
�����

����� ��  !����

��� ����� ����	

ŷ ����� �����

�	���	 0%+R ������� ���
����� � �� �������������

����� α α1 α2 S "#$%

��� ���&� ��&�& ����& ����� ��	�'&

ŷ ����' ����� ����� ����� ��	�'&
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�����	 0%32R -��
������ ��� ��+.������ ������
�� ���! $�% "/� $S = 3,008%& $�% ŷ

$S = 3,033%�

B*��� B��

' �����	 0%30 	�������	 	 ����� &J�% '� ���	� ������	�� �	�	���	� ��������
�	� 	 ������ �	 ����� �� "�� 7�� ��������	�	 	 9	���	 �� �	��� �� 0��� A���
1M, 	�����	�B! ��	�	 �	 ������8�	��� �� ������% ' �����	 0%3I� �����	 ���	



J, 0 @�����	���

9	���	 �� 0��� � 	 �����	 0%3I	 �����	 	 ����	�	 ��������	 uk �������/�	 	
�	���� �	 ��7����	 9	���	 �� 0���%
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�����	 0%3IR "*���� ������ �� ����
�:��� � �� �� ������ ������ ����������! $�%
��
���� ���
*
��� $4F0 ����
���% ����
��	�� �������� "�� � C�8�/� $�% �*��� �� ��
��,����
�� �� >��� $4F0 ����
���% �����6��� �� "*��� "/� $1����� >�/>%�

�� ���9���� �� ������ ����������� �	����	��� 7�� ���	��� ���	��� ny =

24! nu = 10 � ne = 8% '� �������	� 1,2 	�����	� �	� ������ 	�������	�	� �	
�����	 0%3I 7��	� ��	�	� �	�	 ��������� � ������% > �������� �@@ 7�� ��	��
�	�	 ��8��� 	 ����� �� �������	�� �� �	�	 ������	��� ����	� � ��������	� �	�



0%+ 4����� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 J3

�	��#���� ���������	� 	�� � ������� ��	�% ���	� ������� � �����	��� �������
�� 0 	 +0 ������%
>� /������ ��	��� �	 �	���	��� ��� ������� A�	���	� 0%1 � 0%2B 7��	� �	��

���	��� �	�	 ���	� 	� ������ �����	�	� � �	���� �	�	 	 4���� 43�% 4������
�� /������! � ������ 0%3+! ��� 3+ ������! 7�� � "�� 	��������� ������	���
�	�� ���
���� 	�� �� 43�%
' 4���� 43� ��� �	��;���	 σ2

y = 0,0026! 	 ����	�	 ��������	 ũk ��	�	 �	
�����	��� �� ������ 0%3+ ��� �	��;���	 σ2

ũ = 0,0118 � 	 ����� ŷ �����	 ���	
�����	��� �� ������ ��� �	��;���	 σ2

ŷ = 0,0027% '� �� ������	� ����� �	�����
�� �	��;���	 � �� ������	��� 	�������	��� �	 �	���	 0%1! �������� ����8�	� "��
�� ������	��� �� ŷ ����� ����� ���
���� 	�� �� 43�% �����! ��������	������
������8�	����� σ2

ũ! 221_ �	��� "�� σ
2
y ! ������� ����8�	� "�� ����� �	�� σ

2
ũ

7�� ��	�� ���� �� �	�;����� �� 	9����%

yk = 0,5358yk−1 + 0,1315yk−20 + 0,3509yk−7 − 1,7895yk−15uk−2

−0,2957yk−3uk−1 + 1,1176yk−5uk−5 − 0,0933yk−11uk−7

+1,3704uk−1uk−3 − 0,9944uk−4uk−6 + 0,5991yk−4uk−6

+0,3985yk−2uk−2 − 0,3367uk−1uk−4 + E(ξ),
A0%3+B

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = −0,1055 ξ2
k−4 + 0,0188 yk−24ξk−4 + 0,1306 ξk−4ξk−5

+0,1014 uk−10ξk−5 + 0,0855 ξ2k − 5 + ξ(k), A0%31B

�	���	 0%1R ������� �� ���	��� �� 
�����

����� ��  !����

��� ���&� �����

ŷ ���&� ����'

Q�	��� 
 �	���	��� �	 ���;���	! �	 �	���	 0%2 ���� ��� ����� "�� � /��
���� α �� 43� � �� ŷ ��� ��5������= α2 �� ŷ 8��� ������	����� ��������% .���
�����	 "�� 	 ������	��� ����	 7�� ��� 	������	�	 ���� ������ 0%3+% Q�	���
����	�	��� �� ����������� α1! ����8�	��� "�� � α1 �� ŷ � M!I2_ �	���% '
�����	 0%3- �����	 �� �������	�	� �	� ��"H5���	� �������	� ��� 43� ŷ! "��
	�������	� �	��<�� �� �������	����� ������	����% &�����	� ��7�����	� ���
��� ��� ��������	� �� ���	��� 
� ����	�����	��� �	� ��"H5���	� 3,,, � 3333



J+ 0 @�����	���

�� /������ i = 27 � i = 40! ���������	�����% C� �������� �	��! 	 ����	�����
�	�� �	 ��"H5���	 �� ŷ � ������	����� �������� 	 �	 �������������� �� 43�
� �� ������� �	�� ������ 9���	����� � �������%
C� 	������� 
 ������
��	��! �� ������	��� A�	���	 0%2B �����	� "�� 43� �

�	�� �����#����	 "�� ŷ% ��"�	��� "�� �	�	 	 �������	 �� 4�	���� 	 ��7�����	
8��� ��"���	! 1_! 	 �������	 	���
��	�	 �� 43� � 20!1-_ �	��� "�� 	
�� ŷ% ���� ���� 	������������! 	 �������	 	���
��	�	 7�� � G����� /�����
	 ��� �	����	�� �� ������ �� �	�	 �����! �� ��9	! ��� ����� �� 	9����� 9#
�7���	��� ? �� �	�� �� 43� � G���� �	�;����� �� 	9���� �����*	�� 7�� σ2

ũ%
����� ������	��� �����	� "�� �� ������� �	�;����� �� 	9����! 	 	����� ��
���/����! ������	 ��� ���� ��	�� �	�	 	���
��	� � /����� �� ������
��	��%

�	���	 0%2R ������� ���
����� � �� �������������

����� α α1 α2 S "#$%

��� ��'&	 ����� ��'�� ���� �����&

ŷ ��'&	 ��&�� ��'&� ���� ���&'�
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�����	 0%3-R -��
������ ��� ��+.������ ������
�� ���! $�% "/� $S = 3,21%& $�% ŷ $S =
3,11%�



0%+ 4����� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 J1

B*��� B��

> G����� ���9���� �� �	��� 	�	���	��� �	 4���� 43! 	 4���� 43� � 	�������
�	�	 �	 �����	 0%3M! �	 "�	� � ����	�	�	! ����� 	� ���	� ������	��! 	 9	���	 ��
�	��� ��� ���	��� �� 0��� A�����	 0%3J�B ��	�	 �	�	 �������	� �� ������
��
���% ' �	���� ����	 9	���	 �� 0��� A1,2 	�����	�B 7�� �������/�	 ��	
����	�	 ��������	 "�� � �����	�	 �	 �����	 0%3J	%
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�����	 0%3JR "*���� ������ �� ����
��� � �� ������� ������ �����������& ����� ���
40C ����
���! $�% ��
���� ���
*
���& $�% �*��� �� ��
��,���� �� ��� >��� �� ����� ��

�	�	 ���	� � ���9���� �� ������ ����������� �	����	��� �������� ny = 24!



J2 0 @�����	���

nu = 9 � ne = 6% ' 8� �� ��������� � ������! 7��	� ��	�	� 	� �������	�
+0, 	�����	� �	� ������ 	�������	�	� �	 �����	 0%3J �	 �	��� �� ������8�	���
��� ������� � � ����	��� 7�� ��	�	 �	 �������	 ��	�	 �� �	���	���% > ��������
�@@ 7�� ��	�� �	�	 ��8��� 	 ����� �� �������	�� �� �	�	 ������	��� ����	�
� ��������	� �	� �	��#���� ���������	� 	�� � ������� ��	�% ���	� ������� �
�����	��� ������� �� 0 	 +0 ������%

> ������ 0%32 7�� � "�� 	��������� �� �������� ������	���! ������� /����
��� ��	��� ����� ��	�	���% ' 4���� 43� ��� �	��;���	 σ2

y = 0,0077! 	 ����	�	
��������	 ũk ��	�	 �	 �����	��� �� ������ 0%32 ��� �	��;���	 σ2

ũ = 0,0581 �
	 ����� ŷ �����	 ��� ���� �	 �����	��� �� ������ ��� �	��;���	 σ2

ŷ = 0,0079%
' �	���	 0%0 �����	 "�� �� ���	��� 	�� /������ �� ���/��� �� ����� 	�
������ ŷ � 43� ����� �	�	���	����� 	���
��	�	�% ���	 	���
��	��� �� ����
	� ������� �� �� ��� �	�;������ �� 	9����! σ2

ũ%

' �	���	 0%I �����	 "�� � ������ 	�������� 	 �	�	����/����	 �� ������	���
����	 �	 4���� 43�! �	�	 	 ���
����	�� ��� ����� �� �	����� �� α � �� α2 �	
����� ŷ � 	 4���� 43�% ��� ����� �	��! 	 ����	 �	���	 �����	 α1 �� ŷ +-!-3_
�	��� "�� � �� 43� � 	���	! "�� S �� 43� +,!J2_ �	��� "�� 	 �� ŷ% $	�� ����!
����������� �	��	� ��� ��� ������ ���� �	�;������ �� 	9���� �	�	 ��������
���	� ��7�����	�%

yk = 1,3967yk−1 + 0,1075yk−8yk−24 − 0,7261yk−1yk−2 + 0,5024yk−3uk−1

−0,1740yk−15uk−2 − 0,1143yk−5uk−2 + E(ξ),
A0%32B

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = 3,6143 yk−24ξk−3 − 3,4192 yk−20ξk−3 + 4,1732 ξ2
k−2

−5,9312 ξk−2ξk−4 − 5,3452 ξk − 5ξk − 1 + ξ(k), A0%30B

�	���	 0%0R ������� �� ���	��� �� 
�����

����� ��  !����

��� ����� �����

ŷ ����' ����'



0%+ 4����� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 J0

�	���	 0%IR ������� ���
����� � �� �������������

����� α α1 α2 S
��� ��'�� ����� ��'�� ����

ŷ ��'�� ��		� ��'�� ����

>� �	�;������ ��� ��5� ��������� ������ �� ������ 0%32 ��7���	� ������	�
	����	�<�� � 7��	� 	������	��� ���/���� ��� σ2

ξ = 7,26× 10−4! 	���
��	�	�
����� 3_ �	 �	��;���	 �� 43�% '��� �����! ������ 	 ���	� 	����	�<��! 7�� ���
����#��� �������� 	 �	��;���	 �	 ����	�	 ��������	! ����	������ σ2

ũ = 0,0476%
����� � ���� ������ A0%3IB 7�� �����	�� � ����� �#������ 7��	� �7���	���%

' �	���	 0%- �����	 "�� � 4$CC �	 ���	 ŷ � � �� 43� ��� ��5������! �	�
� @ 44$ �� ŷ 8��� ����� ����	�� �� ���	��� 	� �� 43�% C	 �	���	 0%M ����
��� ����8�	�� "�� ����	����� 	 ���
����	�� ����� α � α2 �	� ������ 43� �
ŷ% ' ��7�����	 ����� �� �	����� �� /����� α1 �	� ��	� ��7����	� ������ 7�� ����
��8�	���	����� ����*��	! ����	������! �� 7	��! ���
����% �	�	 �������	� 	
�	���	��� �� �������	����� ���;���� �� ������ 0%3I! 	 �����	 0%+, �����	
�� �	���� �����	� ������	��� ����� �� �������	�	� �	� ��"H5���	� �	� ������
43� A�����	 0%+,	B � ŷ A�����	 0%+,�B% C���	 ����� �	���� � �����	�� �
�������	�	 �	� ��"H5���	� �	 ����� ŷ ���	�	 ���� ������ 0%32 A�����	 0%+,�B!
�	�	 "�� �� ����	 ����8�	� � �	��� 	��	��	�� ��� �� �	�;������ �� 	9����%

>���� 	�	��� ������	��� �� ������ 0%3I �� ���	��� 	� ������ 0%32! 7��
	 	���
��	��� �����8�	���	 ��� �	����� �� SS1c � Sŷ! 	 ��7�����	 7�� ����*��	
�� +,!J2_ �	�	 +!33_% ��� ����� �	��! � �	��� �	 �������	 	���
��	�	 �� ŷ
� ��������	�������� �	��� "�� � �� 43	 A�	���	 0%MB%

yk = 1,3840yk−1 + 0,1160yk−8yk−24 − 0,6950yk−1yk−2 + 0,5024yk−3uk−1

−0,1740yk−15uk−2 − 0,1143yk−5uk−2 + E(ξ),
A0%3IB

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = 3,6143 yk−24ξk−3 − 3,4192 yk−20ξk−3 + 4,1732 ξ2
k−2

−5,9312 ξk−2ξk−4 − 5,3452 ξk − 5ξk − 1 + ξ(k), A0%3-B



JI 0 @�����	���

�	���	 0%-R ������� �� ���	��� �� 
�����

����� ��  !����

��� ����� �����

ŷ ����� �����

�	���	 0%MR ������� ���
����� � �� �������������

����� α α1 α2 S "#$%

��� ��'�� ����� ��'�� ���� �����
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�����	 0%+,R -��
������ ��� ��+.������ ������
�� ���! $�% "/� $S = 3,87%& $�% ŷ $S =
3,79%& ��#� �� �A��
��& ��
� *& ������ >�/?& $�% ŷ $S = 3,17%& ��
�� ��� �A��
��& ��
� *&
������ >�/C�



0%+ 4����� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 J-

'��� ����8�	� � 	�	���	� �� ������	��� 	�������	��� � ������	��� ��������
�	� "�� � ������������ �� �����	��� ����������	 ����� ������� "�� �����	�
��� �	�	*�� �� 	������	� �� 	������� ���;����� � �����#������ ��� ������	�
������	�� � "�� � �	�;������ �� 	9����! "�� �	���� 7	*�� �	��� �� ��������
����� �� �����	���! ��� �������#���� ���� `	9���� 8��a ����	 	���
��	���%
�� �
����� ����� ���� ��� ����� �	 �����	 0%+,% ' �	��� A�B ����	 8���	
A������ 0%32B �����	 ����	 ������	��	 ��� � �������	�	 �	 ����� ������	�!
�	��� A	B! � 	 �	��� A�B ��������	 	 	��� ��� �	�;������ �� 	9����! �� �������
�� ������	� 	 	���
��	��� �	��� �� 	������� 	� �������	�	 �	� ��"H5���	�
"�	��� 	� �	��� �	 �������	 �� 4�	����%

0���� ����	 �

' �����	 0%+3 	�������	 �� �������� �� +2 � �� ������	��� @@! ��� 330%MJ1
	�����	�% $���� �����! "�� � �������	�	 &8��� K! 7��	� ��������	�	� ��5�
9	���	� �� �	��� �� ���/���� ��7������� �� ��	! �� 3,%,,, 	�����	� �	�	! 
�
"�	�� 7�� 	����	�� � ������ �� 	�#���� 	�������	�� ����� ��	�	���! �	 ����	
7���	 "�� �	�	 	 4���� 3%
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' �����	 0%++ �����	 	 4���� 4+	! "�� ����������� 
� 	�����	� �� 2%,,3
	 32%,,, �	 4���� 4+% C	 ��7����	 8���	! 	� ���	� ������	�� �������	� ��	
9	���	 �� �	��� ��� 20I 	�����	�! �"���	������ 	 0��� �� ���	��� A�����	
0%+1�B% ' �	���� �	 9	���	 �� 0��� 7�� �������/�	 	 ��	 ����	�	 ��������	
uk A�����	 0%+1	B � 	��	� ����� ��	�	� �	 �������� �� �� ������ ��
���
��������	�%
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0%+ 4����� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 JJ

�� ���9���� �� ������ ����������� �	����	��� 7�� ���	�� ���	��� ny =

25! nu = 13 � ne = 4% '� �������	� 1I0 	�����	� �	� ������ 	�������	�	� �	
�����	 0%+1 7��	� ��	�	� �	�	 ��������� � ������ � � ����	��� �	� ������ 7��
��	�� �	 �������	 ��	�	 �� �	���	���% > �������� �@@ 7�� ��	�� �	�	 ��8���
	 ����� �� �������	�� �� �	�	 ������	��� ����	� � ��������	� �	� �	��#����
���������	� 	�� � ������� ��	�% ���	� ������� � �����	��� ������� �� 0 	
+0 ������% >� /������ 	�������	��� �	� �	���	� 0%J � 0%3, 7��	� �	����	���
�	�	 ���	� 	� ������ ������	���� �	 �����	��� ��� ������� � �	���� �	�	
4+	% > ������ "�� ��9�� /������ ������� �	��� 	���
��	��� 	�� ������	���
�� 4+	! 7�� � ������ 0%3M "�� ��� ����� ������%

' 4���� 4+	 ��� �	��;���	 σ2
y = 0,0056! 	 ����	�	 ��������	 ũk ��	�	 �	

�����	��� ��� ������� ��� �	��;���	 σ2
ũ = 0,0080 � 	 ����� ŷk ���	�	 ���	

�����	��� �� ������ 0%3M ��� �	��;���	 σ2
ŷ = 0,0057% ' �	���	 0%J �����	

"�� �� ������	��� ��� /������ �� ���/��� �� ����� �� ŷ ��� ��5������ 	�� ��
4+	%

����	�	������ �� /������ �� $�' �� ŷk � �� 4+	! �	 �	���	 0%3,! �	�	
	 �	���	��� �	 ���;���	! ����8�	��� "�� �� /������ α � α1 �� ŷ 	�������	�
��	 ��7�����	 �� 3,!J2_ �� ���	��� 	�� ��������������� �� 4+	! � ��������
�	�	 ����� � � ������� �	�	 �	��% > /����� α2 �� ŷ � 3I!02_ ����� "�� �
�� 4+	% ' ����	 �	���	 �����	! ��� ���� �	 �������	 �� 4�	����! "�� 	�
��	� ������ �5� ������
��	�� ������	���%

yk = 1,0154yk−1 + 0,8282y2
k−2 + 1,1543u2

k−1 − 3,5481yk−2uk−2

+1,5437yk−2uk−3 + E(ξ), A0%3MB

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = −0,4430 uk−10ξk−3 + 0,3055 yk−13ξk−4 + 0,3271 yk−25ξk−1

−0,2998 yk−3ξk−1 + 0,1199 yk−6ξk − 4 + ξ(k), A0%3JB

�	���	 0%JR ������� �� ���	��� �� 
�����

����� ��  !����

��� ����& �����

ŷ ����& �����
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�	���	 0%3,R ������� ���
����� � �� �������������

����� α α1 α2 S
��� ����& ����� ����� ����

�(�) ��'�� ��	�� ��'�& ����

��� � ������� �� ����	� �� /������ �� $�' �	� ������ ŷ � 4+	 �	�� ����

����! ���������� 7	*�� ��� ��� �	�;������ �� 	9����% C���� �������! 	���
��	 ����� �� ����	���	�! �� �	�;������ �� ������ 0%3M 7��	� ����8�	���
�	��� ������ 	� ������ 0%+,% ���	� ����8�	�<�� �
����	� "�� 	 �	��;���	
�	 ����	�	 ��������	 ũk 7���� ����*��	 �	�	 σ2

ũ = 0,0063 � �� �����	�	����	
7�� ������#��� 	������	� ���/���� ��� �	��;���	 σ2

ξ = 6,6×10−5! �� ��9	! M2!M0
��*�� ����� "�� 	 �	��;���	 �� 4+	% > ���� ������ 7�� ����� �����	�� � ��
/������ ���	����� �	����	���%

> ��� ��� �	�;������ �� 	9���� 	�	����	�	�! �� ��/���! ��	 ��7�����	 ���
/������ �� ���/��� �� ����� 	���� ���
�������% ��� ����� �	��! 	 ��7�����	
�� ���	��� 	 α �	�� �� "�	�� 33 �	�	 +!2I_ � 	 �� α2 �	�� ���	 ���	��! ��
��9	! �	�	 M!12_% ��� ���	��� 	 α1 	 ��7�����	 	������� 	���
��	�	�����
3_% '���	 �	 �	���	��� �	 ���;���	! 	 �����	 0%+2 �����	 "�� �� ������
��	�	� �	� ��"H5���	� �	� ��	� ������! 4+	 � ŷ! ��� ����� ������	���� �!
�����"H���������! �����	� �� �������	����� ���	������ ������	��� �	�	
��	� ������%

' �	���	 0%3+ �����	 "�� 	� ���	��	� �7���	�	� ��� 	����	�	� � �	��� ��
�������	 �� 4�	���� 	������������ ������ �	�	 ŷ% C	 ����	 �	���	 ������
�� �	����� �� �������	 	���
��	�	 �	�	 	� ��	� ������% C���� �	��! �# ��	
��7�����	 ������	��� �����	��� ��	 �	��� ������
��	�� ��� �	��� �	 �����
������	�%

yk = 0,972yk−1 + 0,83y2
k−2 + 1,1272u2

k−1 − 3,4651yk−2uk−2

+1,5581yk−2uk−3 + E(ξ), A0%+,B

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = −0,4430 uk−10ξk−3 + 0,3055 yk−13ξk−4 + 0,3271 yk−25ξk−1

−0,2998 yk−3ξk−1 + 0,1199 yk−6ξk − 4 + ξ(k), A0%+3B
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�	���	 0%33R ������� �� ���	��� �� 
�����

����� ��  !����

��� ����& �����

ŷ ����' ����&

�	���	 0%3+R ������� ���
����� � �� �������������

����� α α1 α2 S "#$%

��� ����& ����� ����� ���� ��'���

ŷ ���&' ��	�' ��''& ���� ��&���
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�����	 0%+2R -��
������ ��� ��+.������ ������
�� ���! $�% "8� $S = 3,21%& $�% ŷ $S =
3,11%�

B*��� B��

' 4���� 4+�! �����	�	 �	 �����	 0%+0! 7�� ��������	�	 �	 4���� 4+ �� ����
��� "�� 	��	��� 	� 	�����	� �� 2+%-,3 	 0+-,,% $� 4+� 7�� ��������	�� ��
���9���� �� �	��� ��� 1IM 	�����	�! "�� ����������� 	 0��� �� ���	���%
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' �	���� ����	 ����� �� 0��� A�����	 0%+I�B 7�� �������/�	 ��	 ����	�	 ����
�����	 A�����	 0%+I	B � �� ���� ���9����� �� �	��� 7��	� ��	��� ���� �	/�	
� ����	�	! ���������	�����! �	 ���������� �� ������� ��
��� ��������	��%

�	�	 ���	� �� ���9���� �� ������ �	����	��� 7��	� ���	��� ny = 25!
nu = 11 � ne = 4% '� �������	� +J0 	�����	� �� ���9���� ����	�	 � �	/�	
7��	� ��	�	� �	 ��	�	 �� ������8�	��� ��� ������� � � ����	��� �	 �������	
��	�	 �	 �	���	��� ��� ������% > �������� �@@ 7�� ��	�� �	�	 ��8��� 	
����� �� �������	�� �� �	�	 ������	��� ����	� � ��������	� �	� �	��#����
���������	� 	�� � ������� ��	�% ���	� ������� � �����	��� ������� �� 0 	
+0 ������% >� /������ 	�������	��� �	� �	���	� 0%31 � 0%32 7��	� �	����	���
�	�	 ���	� 	� ������ ������	� �	 �����	��� ��� ������� � �	���� �	�	 4+�%
> ������ �� "�	� �� �	����� ��� /������ �����	� �	��� 	���
��	��� 	��
������	��� �� 4+� 7�� � ������ 0%++! "�� ��� ����� ������%
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�����	 0%+IR "*���� ������ �� ����
�:��� � �� ������� ������ �����������& ����� ���
4?F ����
���! $�% ��
���� ���
*
���& $�% �*��� �� ��
��,���� �� ��� >��� �� ����� ��

yk = 1,0203yk−1 − 0,1916yk−1yk−2 + 1,1376yk−11uk−1 − 1,7590yk−11uk−2

+0,7890yk−11uk−3 + E(ξ),
A0%++B

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = 1,8984 uk−6ξk−3 − 4,8474 yk−15ξk−2 + 2,0642 yk−20ξk−3

+2,0973 yk−14ξk−3 + 0,1103 yk−8ξk − 1 + ξ(k), A0%+1B

�����	��� ����� /������ ���	�/������! ������ "�� 4+� ��� �	��;���	 σ2
y =

0,0051% �	*������� 	 �	��;���	 �	 ����� ��������	 ũk! ��	�	 �	 �����	���
�� ������ 0%++! σ2

ũ = 0,0259 ������! �����"H���������! ŷk ��� �	��;���	
σ2

ŷ = 0,0055% C	 �	���	 0%31 ������� ��� "�� � 4$CC �� ŷk � ���	���	�����
���
��� 	� �� 4+�! ��"�	��� "�� � @ 44$ �	 �������	 � ����� ����� "��
� �	 ����� ������	�%

��� ���	��� 
 �	���	��� �	 ���;���	 �� ������! ������� ����8�	� ���	
�	���	 0%32 "�� �# ��	 �	��	��� �	 	���
��	��� ��� �	����� �� /������
$�' �� ŷk �� ���	��� 	�� ��������������� �� 4+�! �� ��9	! ��"�	��� "��
	 ��7�����	 �� ���	��� 	 α � �� 3!M_! �� ���	��� 	 α1 � �� ++!I1_ � �	�	
α2 ���# �� ��	 ������� ���������#��	% C	 �	���	��� �� ������
��	��! �	
����	 �	���	! 	 �������	 �� 4�	���� �� 4+� � 	���
��	�	����� 3I_ �	���%
�����! � ���
��� �	��� � ����	� ��	 �	��� 	���
��	��� ����� � ������ �
4+� ��� ���� ��� �	�;������ �� 	9����%
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�	���	 0%31R ������� �� ���	��� �� 
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ŷ ����� �����

�	���	 0%32R ������� ���
����� � �� �������������
����� α α1 α2 S
��� ��'�� ����� ����' ��	'

ŷ ����� ��	�& ����� ���&

>� ���� ��������� �	�;������ �� ������ 0%++ 7��	� ������	����� ���
��8�	���! �	��� ������ 	� ������ 0%+2% ���	� 	����	�<�� �
����	�! ��
�������	���! ��	 ������� �	 �	��;���	 �� ũk 	������������ 	����	�	 �	�	
σ2

ũ = 0,0224% '��	�� 	 ����! ��	 G����	 	��� 7�� 	����� �� ���/���� ���
�	��;���	 σ2

ξ = 3,54× 10−4! � "�� ����������� 	 ,!-_ �	 �	��;���	 �� 4+�%

yk = 1,0083yk−1 − 0,1750yk−1yk−2 + 1,1376yk−11uk−1 − 1,7590yk−11uk−2

+0,7890yk−11uk−3 + E(ξ),
A0%+2B

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = 1,8984 uk−6ξk−3 − 4,8474 yk−15ξk−2 + 2,0642 yk−20ξk−3

+2,0973 yk−14ξk−3 + 0,1103 yk−8ξk − 1 + ξ(k), A0%+0B

���� ������	��� ������ 	9����� ������! �	 �	���	 0%3I! "�� ��� ����� 	����
�	��� �����8�	���	 �	�	 4$CC! �	� "�� � /����� @ 44$ �	 ���	 ����� ŷk!
������	�	 �	 �����	��� �� ������ 0%+2! � ���	� 	� �	 4���� 4+�%
��� ���	��� 	�� /������ ���;�����! ������� ����8�	� �	 �	���	 0%3I "��

��� ����� 	����	��� �� �	��� �� α! �� ���	��� 	 ��7�����	 ����� �� �	�����
�� α2 �	 ��	� ������! 7�� ������/�	 �� ≈ 10% �	�	 ≈ 8%! �	� �� ���	���
	 α1 ���	 ��7�����	 �������� �� ≈ 22% �	�	 2!I_% ' �����	 0%3I �����	
"�� �� �������	�	� �	� ��"H5���	� �	� ��	� ������ 	�������	� �� �	����
�� �������	����� ����� ������	���! 
 �
����� �	� ��"H5���	� �� ����� ��
i = 40%
C� 	������� 
 ������
��	��! 	 ����� ŷk �� ������ 0%+2 ��� �������	 ��

4�	���� "�	�� ��5����	 
 �	 4���� 4+�! �������	��� 	 	��� ���7/��	 ���
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�	�;������ �� 	9����% >� ������	��� �� �#����� �	 �������	 	���
��	�	 �	�	
	� ��	� ����� ���8��	 	 ���
����	�� ����� 	� ����	� �� ���	��� 
 �������

��	��%

�	���	 0%30R ������� �� ���	��� �� 
�����

����� ��  !����

��� ����� �����

ŷ ����& �����

�	���	 0%3IR ������� ���
����� � �� �������������

����� α α1 α2 S "#$%

��� ��'�� ����� ����' ��	' ����&

ŷ ����� ����� ����� ��	� ����&
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�����	 0%+-R -��
������ ��� ��+.������ ������
�� ���! $�% "8� $S = 3,69%& $�% ŷ $S =
3,68%�
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B*��� B��

' �����	 0%+M 	�������	 	 4���� 4+�! "�� � 7���	�	 ���	� 	�����	� ��
�G���� IM%,,3 	 -M%,,, �	 4���� 4+% �� ����	"��! ����� 	� ���	� ������	��!
�������	��� �� ���9���� �� �	��� ��� 13, 	�����	� � 0��� �� ���	���% ����
���9���� �� �	���! "�� ���� ��� ����� �	 �����	 0%+J�! 7������� ��7���	�<��
�	�	 	 ���������� �	 ����	�	 ��������	 A�����	 0%+J	B! ��� ���� �� ������
	�������	�� �	 4���� 2%+%3% ' ����	�	 ��������	 7���	 ��� 	 ����� �� 0��� �
���9���� ����	�	 � �	/�	! ���������	�����! ��	�� �	 ���������� �� �������
��
��� ��������	��%

�� ���9���� �� ������ ����������� �	����	��� 7�� ���	�� ���	��� ny =

24! nu = 8 � ne = 4% �	�	 	 ��	�	 �� ������8�	��� ��� ������� 7��	�
��	�	� 	 +1J �������	� 	�����	� �� ���9���� ����	�	 �	/�	! ����� "�� �
����	��� �	� ������ 7�� ��	�� �	 �������	 ��	�	 �� �	���	��� ��� �������
������8�	���% '���� ���� ��� ������ �
������ � �������� �@@ 7�� �����*	��
�	�	 ��������	� 	 ����� �� �������	�� ��� ������ �	����	��� 	�� � �������
��	�% '��� 	 �������	 ��	�	 �� �	���	���! 7�� ��������� �� ������ "��
7�� �����	�� �	��	������ � �G���� �� ������ �� 0 	 +0% �	�	 �
���	� �
������ ����	 ��	�	 �� �����	��� 7�� �������/�	 ��	 ����	�	 ��������	 ũk!
��� ������	��� �� 7	��! ��� 3,%,,, 	�����	�%
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�����	 0%+JR "*���� ������ �� ����
�:��� � �� ������� ������ �����������& ����� ���
4/0 ����
���! $�% ��
���� ���
*
���& $�% �*��� �� ��
��,���� �� ��� >��� �� ����� ��

�	�	 �	�	 ����� �����	 ��� ���� �	 �����	��� �� ������! � �	���� �	�	
	 ����� 4+�! 7��	� �	����	��� �� /������ 	�������	��� �	� �	���	� 0%3- � 0%3M!
� �� ������	��� ������ �#������ 7��	� ��	��� �	�	 ��������	� � �G���� ��
������ �� ������! �� 	����� ��� 	 	���
��	��� 	�� ������	��� �������	���
�	�	 4+�% 4���� 	����! � ������ 0%+I! ��� ���� �����! 7�� ��������� � ��
������	��� �������	��� �	��� �	�	 4+� "�	��� �	�	 	 ����� ŷk ���	�	 ����
������ 0%+I! ��� �����	��� �	� �	���	� 0%3- � 0%3M% '�� �� ������	� 	�
��	� �	���	�! ����8�	��� "�� ������� ��� �	��� ��� /������ α � α2 ����� ��	
	���
��	��� ����� ŷ � 4+�% �����! ���������� �������� 	�� �	�;������ ��
	9����%

yk = 1,2034yk−1 − 0,3702yk−1yk−2 + 0,4906yk−3uk−1 − 0,6028yk−5uk−2

+0,2084yk−5uk−5 + 0,1528yk−8uk−1 − 0,09yk−1yk−11 + E(ξ),
A0%+IB

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = 0,2044 uk−7ξk−4 + 0,4075 ξk−1ξk−2 + 0,3249 uk−8ξk−4

−0,9493 yk−12ξk−4 + 0,9223 yk−4ξk − 4 + ξ(k), A0%+-B

�	���	 0%3-R ������� �� ���	��� �� 
�����

����� ��  !����

��� ���	� �����

ŷ ����� ����'
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�	���	 0%3MR ������� ���
����� � �� �������������

����� α α1 α2 S
��� ��'�� ����� ��'�� ���'

ŷ ��'�� ����' ���&	 ��'�

>� �	�;������ ��� ���� ��������� ������ �� ������ 0%+I 7��	� ������
�	����� 	����	��� �	��� ������ 	� ������ 0%+M% @��/���� ��� �	��;���	
σ2

ξ = 6,23 × 10−4! ���� �! 31!M_ �	 �	��;���	 �� 4+�% $����� 	 ���	� 	�<��!
	 �	��;���	 �� ũk! "�� �	��	 ���� ����	�	 	 ,!,+-1! 7�� ����*��	 	 ,!,3-J% >
������ 0%+M 7�� �����	�� � �� /������ ���	����� �	����	��� �	�	 	 ���	 ŷk �
����	�	��� 	�� ������	��� �� 4+�%

yk = 1,1734yk−1 − 0,3402yk−1yk−2 + 0,4906yk−3uk−1 − 0,6028yk−5uk−2

+0,2084yk−5uk−5 + 0,1528yk−8uk−1 − 0,09yk−1yk−11 + E(ξ),
A0%+MB

�� "�	� � ������ �� ��/�� �R

E(ξ) = 0,2044 uk−7ξk−4 + 0,4075 ξk−1ξk−2 + 0,3249 uk−8ξk−4

−0,9493 yk−12ξk−4 + 0,9223 yk−4ξk − 4 + ξ(k), A0%+JB

����	�	������ 	� �	���	� 0%3- � 0%3J ������� ����8�	� "�� 	� 	����	�<��
�����	� �� ������	�� ��������! �	�� "�� 	 ��7�����	 �� ���	��� 	 4$CC 7��
����*��	 ���	 ���	��! ��"�	��� "�� �� ���	��� 	� @ 44$ 	 ��7�����	 7��
����*��	 �� 	���
��	�	����� 2 ��*��%

��� ���	��� 
 �	���	��� �	 ���;���	 �� ������ �������� ����8�	�! 	� ��
����	�	� �� /������ $�' �	 �	���	� 0%3M � 0%+,! "��! 	���	� �� ��	 ������	
������� �� �	��� �� α �	�	 ŷk! �� ������	��� ��� �#������ �� α � α2 �������	�
���
���� � "�� �� ���	��� 	 α1 	 ��7�����	 ����� 	� ��	� ������ 7�� ����*��	
�� 20!M+_ �	�	 M!-J_% '���	 �� ���	��� 
 �	���	��� ���;���	! 	 �����	
0%1,	 �����	 "�� � �������	�	 �� ����	�����	��� �	� ��"H5���	� ��	��*	���
��� 4+	! 	���	� �� ��� ��� ��	��! 	�������	 	���	� ��	� ��"H5���	� ���
����	�����	��� ������	����� ���������� 
� ���	��! 	� �� /����� i = 27 � i = 81%
> �������	�	 �	� ��"H5���	� �� ŷk 	�������	 �� �	���� ������	��� 	� ��
4+�! �	� 	� ����	�����	��� �	� ��"H5���	� �� /������ i = 27 � i = 81 �����
�	�� 	�����	�	� ����� �	�� "�� �� �������	�	 �� 4+�%



0%+ 4����� �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	 3,J

�	���	 0%3JR ������� �� ���	��� �� 
�����
����� ��  !����

��� ���	� �����

ŷ ����� �����

�	���	 0%+,R ������� ���
����� � �� �������������
����� α α1 α2 S "#$%

��� ��'�� ����� ��'�� ���' ���&��

ŷ ��'�� ����& ���&� ���� ������
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�����	 0%1,R -��
������ ��� ��+.������ ������
�� ���! $�% "8� $S = 3,89%& $�% ŷ $S =
3,73%�

' �����	 0%13 �����	 � �	�	 �� �������� ������� �	 4���� 4+�! 9���	�
����� ��� ��	 �	������ � 	��������� �� �/������% > �/����� , ���# 	�����	��
�	�������� �#�����! � �/����� 3 	�����	�� ��� �	�������� �� ���	��� ����	
� � �/����� + ���# 	�����	�� 	 �	�������� ������! �� ��9	! ������ �	��/	��� ��
�	��� ���	���%
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�����	 0%13R "*��� �� ��
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 -	���� �� ��� ��� �����	���� �	 �3���	 ��� ��4

�	��� ���� ����	� �	 567

> ��9����� ����	 ����� � ������ �� �� G���� ���	� A�	���	 0%+3B! � ���
��� �	�;������ �� 	9���� 7���� �� ���	� 	� ���� ������ �����	�	�%
������� ����8�	� "�� � 	9���� �� σ2

ũ � ����� 	 ���	� �� �������% $�
7	��! ���� � � �	�;����� �� 	9���� �	�� ��	�� � �	�� 7#��� �� ��� 	�	��	��

� ��������	��� �� �	�	 ������% Q�	��� 	� 	9���� �� �	�;����� µ! ���� �!
����8�	�<�� �����	� ��� �	�;������ ��� �������! �	�	 � �	�� ��	� ������!
43	 � 43�! ��� ��� 7��	� ������#���% > �	�� �	 ����� 4+	! �� "�	� ���	� ��
�	�;������ �� ������ 7��	� ����8�	���! � ����	����� 	�/����% �� �����
�� ������ �	���! �� 	9����� ��� ���� �� ��5� ��������� �	�;������ ��� �������
7��	� ����� G���� �	�	 	 	���
��	��� �� ������ 	� ������	 ������	�% '���	
��� �� ��� ��7���	�<�� ��8������� �	�	 �� 	8��	� 	 �������� �� ����5���	�
�	� ����8�	�<��! �� 	���	! "�	� 	 ���	��� ����� 	� ����8�	�<�� ��� �	�;���
���� � 7��:����� 8����������! �� �	�� �� ������ �� E��% ' 	����� �� ���/����
�� ��� 7�� ������#��	 �	� ������ 43	 � 43�% �����	 	 "�	����	�� 	������	�	
�� ���/���� ����	 ���� ����� ��"���	 �� ���	��� 
 �	��;���	 �	� ������ ��
E��! ���� �	�;����� �� 	9���� 7�� ����� G��� �	�	 	���
��	��� ��� �������
"�	��� 
 ���������� �����#����	 � �	���� �� 	����� 	������� ���;�����%
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0���# !�$���	 	����'����� ��� �	��������

'� �	���	� 0%++ � 0%+1 �����	� �� ������	��� ��� ������ ���	�/������ 	�
	� 	
� ����� �������S$�	��-! ���������	�����% >� �	��� �����*	��� �	 ��	��*	���
��� ������ 7��	� ������� ��� ���� �� �#����� �	 ����	 ��� ������	��� �� �	�	
�� ��� /������ "�� �����	� �	� �	���	�% '� ����	� 7��	� �	����	�	� �	�	
	� ���� ������ �����	� �� E�� � �	���� �	�	 	� ���� ������ ��������	� ���	�	�
����� ������� ������8�	���%

> 	�
	� 	 � �� ����� �	�	������� ����� 	 ����	 �� ��	� 	�����	�% >
����� 7�� ��	��*	�� ��� ������	�� �� ���8	��	 �� J0_% '� ��������� ���	 �
	�����	���	 ���! ���������	�����!

)0R y = ŷ! ���� �! ��� � ����/��� ���������� 	� ������ ��������	� �	� ������
������	��%

)1R y 
= ŷ! �� ��9	! 	� ������ ��������	� ��� ��7������� �	� ������ �����	�
�� E��%

�	���	 0%++R �����
���� �������
�� �� ����� ��

7%)��� ��1%�8�3%���

��  ����

!���� ��		

α ���&

α1 ���'

α2 ���'

S ���&

"#$% ��	�

> ����� �� �����S$�	��- � �� ����� ��� �	�	������� � ��� � ��9�����
�� ����	� 	 �������� �� "�� 	� ��	� 	�����	� ����	� 	 ����	 ������������%
'���� ���� �	�	 � 	�
	� 	! 	 �������� ���	 � �� "�� 	� ������ ��������	� �
������	�� ��� ���	��! � 	 �������� 	�����	���	 � �� "�� 	� ������ ��������	� ���
��7������� �	� ������ ������	��! ���� �����

)0R y = ŷ

)1R y 
= ŷ
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�	���	 0%+1R �����
���� �������
�� �� 
��
� �� �������	���
�

7%)��� ��1%�8�3%���

��  ��&�'	

!���� ��'�	�

α �����&

α1 ���'��

α2 ��	��'

S ��&���

"#$% ������

�	�	 	���� �� ������! ���� ���� ��� ������	��� �	� ���������	� �	���	�!
	 �����8�;���	 ��� ������ �	�	 �	�	 �� ��� /������ 7�� �	��	��� �������� 	
0,05% ����	���! �� 	���� �� ������! 	 �������� ���	 ��� ���� ��� ��9���	�	%
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��	 �	� ����������<�� ����� ��	�	��� � 	 	�������	��� �� ��	 �������
����	 �� �����	��� �	��	�	 �� ������� C'@ 'L ��������	�� � �� ��� ��
��	 ����	�	 ��������	 "�� �	���� 7	* �	��� �� ������% '��� �����! ����
������ ������	���� ����	 ����������	 ��� 	 ������	��� �� 7	�� �� ���	� ������
�	� ��� 	 ����	�	 ��������	 �	 ��	�	 �� ������8�	��� ��� �������! � �	����!
	 ����������	�� �� ��� �� ��5� �	�;������ �� 	9���� "�� ��������! ��� �	���
��� �������! �� �	�	����/����	� ���	�/����	�! �����#����	� � ���;���	� ��� �	�
��� ������	��% �	�� ����������	��� ����� ���������� �	�	 	 ����������� ��
�������	����� ���;���� � �� �������� �� ������	 �	�����	����	�%

' �������� ����	 ����������	 ���� ��� ����8�	�	 	� ����� �����	��� ��
������	��� � � ������������ 	"�� 	�������	��� ��� 	"����� 	�������	��� ��
>������	 � �����	� A+,,-! +,,2B= >������	 A+,,+B
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4! ���	��$%� 
� ����
����	� ��� �	������ 
	"

�6�	���

�� ����� ��������	��� �� �� ����8�	�! �� "�� �������� � �
����� "��
�����*	 � �	�	 ���/�����! � "�� �� � ������ 	��:���� A0%3B 7�� ���	�� � ��
������������ �	��	���� � �	�;����� �� ����� yk−1 �� �	����	 	 �����*�� ��
��	��	�	 �� ��7���	���! � ������	�� � � ��	��	�	 �����	�� �	 �����	 I%3	!
"�� �� ����	�	 ����� ��� 	� ��	��	�	 �� ��7���	��� ������	� �����	�� �	
�����	 0%+	%
'� �� ������	� � ��	��	�	 �� ��7���	��� �	 �����	 I%3 ����8�	��� "��!

���� �����	��! 	 	����� �� ��/�� �7����� ��	������ �� ������	����� ��
���	�� �� �	�;������! "�� ������	 ��� �������	�� ��� ��	 ���	��	 ��
�	�;����� �� ��7���	���! ���"�� 	 ��������	 ���;���	 �	 ���;���	 ���9	�
����� 7�� ������	����� ������8�	�	% .��� ������	 ��� ��	�� ���� 	��������
�	�	 ��� ��� "�� �������� 	� ��� �� ����	�	� ��������	�! "�� � �� 	��������
�#���� �� 7	��%
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�����	 I%3R $�	��	�	� �� ��7���	��� �� A	B ������ 0%3! � A�B ������ 0%2%
�� 	���� �� �	��� � �	�;����� �� ����� yk−1 7�� ��	�� ���� � �	�;�����
�� ��7���	��� µ%

C	 ��#���	! ������	���! ��� � ����� "�	� �	�;����� ������	 ��� ��	�� ��
�	����	 	 ����	������� � ������ ���;���� ������	� ���9	����� 	�� �	��� A��9	
'������ � �����	� A+,,+B �	�	 	����	 ��������	����� � �
������ ��	���
�	��� ��	��B%  ���� �� 7���� ��������� ���� ��������	� "�� �	�;�����
�	��	� 	 8� ����*�� 	 ���;���	 ������	! ���� �� � ����/��� �� �	��� ��������!
� "�� ��� � ������	��	����� ������ � �	��% ��� �
�����! �� �	�� �� ������	



I%3 '����	��� �	 ����������	 ��� ������	� ���;����� 33-

�� @N�����! �	�	 � "�	� � ���#��� ��� � ����� �������	��! � ������������ ��
�	��	� �� �	�;����� �������� �� ��	��	�	 �� ��7���	��� �����	�� �	 �����	
I%3�! "�� 	�������	 	����	� ��7�����	� ������	���� "�	��� ����	�	�	� 	�
��	��	�	 �� ��7���	�<�� ������	� A�����	 0%I	B% �	�	 � �
����� ��� � ������	
�� @N�����! � ������������ �������� ����� ��	�	��� ��	������ ������������
������	� � ��	��	�	 �� ��7���	��� �	 �����	 I%3� �	�	 �����	 0%I�%

'���	��! �� ����	� ������	���� 	����	�<��! �	�� ���� 	 	�#���� �� ���	��
�� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	 �	��/	�	! �����	 � ������ ������8�	�� ��9	
���#��� ��� ����	���! ���	��	� ������	���� ��� �	�;������ ����� ����	�
� ������ ����#��� 	� ����� �� �� ������	����� �� ���	�� �� �	�;������%
�����"H���������! � 	9���� � ��
	������ �� ������! ��� ���� �	 ���	��	
�� �� A�� �	��B �� ���� �	�;������ 	8� �� �����! ���� �	/�	 �� ������!
��	 ����� ��� K���	�<�� �������	�	� 	� ����� �� ���	����	� �� �� �����
8
�! ��� ����	 ����/���% ��� ����� �	��! ������	� ����8�	�<�� � ��
	������ ��
�� A�� �	��B ��� �	�;������ �� ������ �	�	 	9���	� 	 ���;���	 �� ������!
�� 	����� ��� 	 ����������	 	�������	�	 ����� ��	�	���! ��� ��#����%

��	 ����	 ������	��� ��������	��� "�� ���� ��� ��������	�	 � ���	% 4�
	 �	��� �� ����	 ����� �� ������ C'@ ' 7���� ��������	�	! ����� ����
���/	 �� ������ 7���	�� ��� � ��� �	 ����	�	 ��������	% $� 7	��! �� �	��
�� ������� C'@ ' � ���/��� ���� ��� ��������	�� ��	 �	��#��� 7���	���!
"�� � 	��	����	! ��� ����	 *��� � ������������ �	����	�	 A��9	 	� ��7��5���	�
���	�	� �	 4���� 1%I �	�	 ���	���� ����� �����B%

.��� � ����	����� � ���� ��� ��	�� �	 ��#���	% .��� �	�	�����	! ��� �
�����!
"�� 	 �	/�	 �� ������ ��� ����	������� �� ��	 ������� �����	� ���	��� ����
�	���% ������	���! � ������������ �����	�� �	 4���� 2%+%3 ���������� �	��
G��� �� 	����	� ����	�<�� ������ 	� ��������% C� �	�� �� ��	� 	 �	��� �� ���
��	 ����� ���� ���	� �
����� A����� �	�� �������� 	 ����	� �� ������ �� ��
������ ��������/����� �
���	�� ��� ��/��B! � ���/��� � ������! ��� ��8�����!
��	 �	��#��� 	��	����	 ��� ����	 *��� � ������������ �	����	�	%' ��� �����
�	��! �� �	�� �	 ����	�	 ��������	! � ����/��� �����*�� ũk ��� ����	� �	�	����
�/����	� A�������� �� ���5���	B ����9	�	�% �	*���� 	����! ������ 	 �	�	���	
"�� 	 �	��� ��������/����	 �� ������ ���# �
���	�	 �� 7��"H5���	� �����/8�
�	� "�� �����	��� �������	� �	 �	/�	 �� ������% �� ����	� 	����	�<��! �	��
���� �������	����� �� ���	�� ����������! �	� "�	�� 7��"H��������� �
�����

�J����� � ������ ������ � ���
� �� �*��� �#,��& ��
� ���
� ������
���� ���� ��
:�
��& �� ������� +�� � ����� +�� ����
� � ���
� ��
�����	�
��� �� ������ � � * �������
;�����)���
�& � :�
�� ���������� � � * ������:���� ���� ���(����
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7��"H5���	� �����	���� ��� �	���! ũk ���� ��� �������/�� �� �	����	 	 ���
�	�� 7��"H5���	�% ���� ��	� �� ������	�� 	������	� ����	! ����	���! ��� �����
��� �����%
$� 7	��! � ��� �	 ����	�	 ��������	 � 	�#���� 	� ��� �� �	��#���� 8��/�

��	�! ���� ��� �
����� �� ���/���� �� ������ �� �	�� �� ������� C'@ '
A&9���! 3JJJB% ������	���! ���� ���� 	������������! �������� 	 ����	�	 ����
�����	 ���� �������	 �	 4���� 2%+%3 ��� 	����	� �	��	���� ����� �� ���/����
�	�� ��������� ��	��� "��! 	������	�����! ��� ��	 ����� ��� ������	����
�	�	! ��� ����	 *��� � ������������ �	����	�	% �����"H���������! �����	
	 "�	���	�� ��� ������	��� ������/���� �	�	 ��"H5���	� �� ���/���� ��� ����	
��� �����	����� 	8��	�	 �� �	�� ��� ������� ��������	��� "�� ��	� ����	�
�	� ��������	� �	 7���	 �������	 �	 4���� 2%+%3! � �����/��� ��� ��#� �� ���
��� �7����� � �	���	����� � �����%

4!# ���	��$%� 
� ����
����	� ��� ���	�� 
� ��"

�	�
	�	
�
� 
� 3�������	� ���
����

' ����������	 �� �����	��� 	�������	�	 ����� ��	�	��� 7�� 	����	�	 	
��	� ������ �� E��! �� +2 �! �� �� ����� ������#��� �� ����� ��������% >
������#��� �� "������! ������ ��	 �����	 ������	��� ��� ���� ��	� �� "�� ��
��������� 7��	� �7���	���% >� ��������� 7��	� ��	��*	��� ��� �� ������	�� ��
3I ��	� ����� �� ������% $���	� ��	� ������ 7��	� ��������	�	� ���� 9	���	�
�� �	���! ����� ��5� 9	���	� �� �	�	 ����� �� +2 �! ��� 3,%,,, 	�����	� �	�	
9	���	% '� 9	���	� 7��	� ��������	� �� ���#���� ���������������! 	 �	���! ��
������ �� ��������! � "�� ����������� 	� 8� �	 �	��	 � ������ �� �	���= ��
���� �� �� 8� �	 �	��� � �� ���/��� �� ����%
�	�	 ���	� 	� ���� 9	���	� �����	�	�! 	 �����	��� ��� ������� �������

	�������	�	� K���	�<�� �������	�	�! ���� �! ��� ����	�����	� �� ��	 ���
����� �����	�%
C� "�� �� ��7��� 
 	�	��	��� �	 	������	��� �	 ���;���	 ���9	����� 	�� �	�

��� ��� �	��� ��� ������� �������! ���	 7�� 7���	 ����8�	������ ��5� 	�������!
	�#���� �� ���/��� �� �����! 	�#���� �	 ���;���	 � 	�#���� �	 �����	������
�	��%
C	 	�	���� �� ���/��� �� ����� 7��	� ������	��� ���� ��� �������	��

/������ ��	��� �	 �����	���	! � 4$CC � � @ 44$% �� ��	���	����� �����
�� �	���! 	� ������ ���	�	� ����� ������� 	�������	�	� ������	��� ����� ����
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�	��/	�	 33J


���� 	�� ������	��� �	� ������ ������	��% C���� 	������! 	 	��	��� �� ��
��� �������	��� �	�;������ �� 	9����! 	 �	��;���	 �	 ����	�	 ��������	! σ2

ũ!
� �� ����������� ����� G��� �	�	 ���
	� 	 �	/�	 �� ������ ������	��� 	��
�	��� ������	��%

$	� ���� 9	���	� �� �	��� �����	���! �	�	 ��	�! 43	 � 43� ��� 7��	�
������#���� ������ ����� ���� �� 	9�����! ���� �! 	 ��� ��� �� ���	��� 	 σ2

ũ%

C	 ����8�	��� �	 �����	������	�� 7��	� ��	��� ���� /������! 	 �������	
	���
��	�	 � 	 �������	 �� 4�	����% '��	� 9# 7��	� ������	�	� �	 �����
�	���	! �	 	�#���� �� ���	�� �� E��! �	� 	 �������	 	���
��	�	 � 	 �	��
�	��	����� �����*	�	% ���� �������	�� 	������������! 	 �������	 	���
��
�	�	 7�� � G����� /����� �	����	��! 	��� ����� �� 	9����� �� ������ 9# �����
���� �7���	���% ��� ����� �	��! ���� 	 �������	 �� 4�	���� ���# ��������	
�� 	������ �	 �����	������	�� � �	���� �� 	������ ���;����! �	�� "�� ��	
��� �	��� ����� ������	��� �	 �	������ �� �	�	 �� �������� �������! �	�	
��	��*	� 	 ��	�	 �� ����8�	��� �	 ���;���	 ��������	! ��	 7�� ��������	�	 ��
���� � �������� �� �����*	��� ��� �	�;������ �� 	9���� ��� �������%

Q�	��� ������	��� �� ������	��� 8�	�� �� ���	��� 
 �������	 �� 4�	��
���! �� ��9	! ����	�	������ �� ������	��� ������� �	�	 �� �������! �������
	��� ����� �� 	9����� �7���	���! �� ���	��� 	�� �	��� ������	��! �� �����
�� �	��� 7�� 	��	��	�	 ��	 	���
��	��� ����� ��	! �	�� "�� �� ���� ���
�	���! �� ���	��� 	 4���� 4+�! 	 �������	 �� 4�	���� �	 ����� ŷk ���	�	 ����
������ ������ � 	���
��	�	����� 0_ ����� "�� 	 �������	 �	 ����� ������
�	�% '���	��! � ������	��� ��� ���
	� �� ������� ��	��! � 7	�� �� "�� �	
���	�� ��� �	��� ��� ����� ��������	�� �� ��	� ������ �	�;������ �� 	9����
	��� �� σ2

ũ! 9# ��	�� �	�	 	���
��	��� �� ������ �	����! �	�	 	���
��	� 	
�����	������	�� �� ������ 
 ��� �	��� ������	��%

C�� �	��� �� "�� ����� ��������	�� �� �	��	� ��� ��� �	�;������ ��
	9���� �	�	 	���
��	��� �	 �����	������	�� �� ������ �� ���	��� 	�� �	���
������	��! � �	�;����� �	�� ������	��� ����� ������� 7�� 	 	����� �	 �	��;���	
��� ���/���� σ2

ξ % $	�� "�� �� ������� �����	������ 	�������	�	� �� �	��� ��
�������	 ��� ����� ����	��� ��� �	��� ������	��! 
 �
����� �� �	�� �	 4����
4+�! 	 "�	����	�� �� ���/���� 	������	��� 7�� ������ ����� �	�
	% 4����
	����! ����� �� �	�� �	 4���� 4+�! 	 "�	����	�� �� ���/���� 	������	�	 ���
7�� ��8������ �	�	 ����������� 	 ��������	 �� �	�	 �� �������� �������%

>� �#������ �� �������	 	���
��	�	 7��	� 7����� �	�	 ������ �� 30,, 	����
��	�! �������� �������� �� ������ A3JJ0B% ���� 	� ������ �	�	 	� "�	�� 7��	�
	�������	��� �� ������	��� ��� �	�/���� 0 �5� 3,%,,, 	�����	�! ����������
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���	� 	� �������	� J%,,, 	�����	� �� �	�	 ����� � ��������	� �� ���� ������
�� �� 3%0,, 	�����	�% '����! �	�	 �	�	 ����� �����	 7��	� �	����	�	� '���
��� ���� ������� �! �� ������	! 7�� 7���� � �#����� �	 ����	! � � �	��� �����
7�� 	�������	�� ���� ������	��%
>�����	������ 	 ����	�	��� ��� ������	���! ����8�	��� "�� �	 ���	�� ���

�	��� �� ������	��� ����� �	��	��� 	���
��	��� A������ 3! 0 � I �	 �����	 I%+B%
' �����	 I%+ �������*	 �� ������	��� ��� �#������ �	� ��	� �������	�! '���
� �� 4�	����! �������� 	 ����� �� 	�������	��� �� �	�/���� 0% �� 7	��
��������	��� 	 ��� ������	�� �	 �����	 I%+ � "�� �� ������	��� �� '��� �	�	
	� ����� ���	�	� ����� ������� ������ 	 ����	 ����5���	 ��� ������	��� ���
�#������ �	 �������	 �� 4�	����! � "�� �����	 ��	 ����5���	 ��� ������	���%
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�����	 I%+R �������	 	���
��	�	 A�	 �	��� �� �	�
� �	 8���	B � �������	 ��
4�	���� A�	 �	��� �� ���	 �	 8���	B �	����	�	� �	�	 ������ ������	�� AUB �
�	�	 ������ ŷ A�%�B ���	�	� ����� �������% '� ����� ����� ������	�	� �� 3 	
I! ���������� 	 ����� �� 	�������	��� �� �	�/���� 0%

C� "�� 	���� 	 �	���	��� �	 ���;���	 ���9	�����! 7��	� ������	��� ��
/������ $�'! ���;���	 ��������	 � ����8�	��� �� �	�	 �� �������� �������%
�����	 	 ����	�	��� �� �	�	 �� �������� ������� ��� ����	 ���� 	�������
�	�	 �	�	 ����� �� �
������! ��	 7�� ��������	�	 �� ����� �� �	���%
C� �	�� ��� /������ $�'! α, α1 � α2! ������� ����8�	� "�� ��� ��5� α

�� �	����� �� α ������� �	�	 	� ������ ��� ������� 8�	�	� ����� ���
����
	�� 	�������	��� ���	� ���������	� ������ ������	��! ����� 	���� ��� ��� ���
�	�;������ �� 	9����! 	 ��� ��� �� �	�� �	 4���� 4+�% C	 ��"H5���	! ��



I%+ '����	��� �	 ����������	 �	� ������ �� �	��	�����	�� �	 7��"H5���	
�	��/	�	 3+3

"�� �� ��7��� 	 ���
����	�� �� ������	���! ��� α2! �	�	 � "�	� �� �������
	�������	�	� ���� ������	���! �� ��� 8�	�	� ��� ���
���� "�	��� �� �	��
�� α! ����� 	��� ��� ��� �	�;������ �� 	9����%

C� "�� �� ��7��� 	 α1! ������ �� ��5�! 7�� � /����� �	�	 � "�	� �� �������
	�������	�	� ������	��� �	�� ����	���� �� ���	��� 	�� �	��� ������	��% 4���
���	���	�����! 	 ��� ��� �	�	 	 4���� 43�! 	� ������ ŷ 	�������	�	� �� �	���
�� α1 ����� 3!I � 3!-1%  	� �� ����� �� �	���! 	��� � ��� ��� �	�;������ ��
	9����! �� ������	��� �� α1 ��� ������� 7��	� �	��	��� 	���
��	��� 	�� �	�
������ ������	��! �� "�� � �
����� �	�� ���������	���� � � �	�� �	 4���� 4+�%

> �	�;����� �� 	9���� �	�� ������	��� �	 	���
��	��� �� �	 �	������
��� ��� /������ α � α2 7�� � 	9���� ��� �	�;������ ��� ������ �� ������%
C���� �������! ������	� 	����	�<�� 7��	� �7���	�	� ���	������ ��� �	�;������
��� ���� ��������� ������ �� ������% ' �	�	��	 �	�������� 7	* ��7��5���	
	�� �	��� �� "�� �� ������	��� �� α � α2 ��� ������� 9# ���	�	� ���
����
��� ������	��� ��� �	��� ������	��! �	� "�� �� 7����� ��� 	9����� 7�����
�	�	 ������	� 	 	���
��	��� �� α1! �����	� ���� �	����� 	����	���% C�����
�	��� �� 	9����� 7��	� �� ������� �� �������	� 	 	���
��	��� 	������������
�
�������%

�	�	 ������	� 	 	���
��	��� �� α1 7�� 	 	����� �� ���/����! ��	�	 �	�	
������	� 	 	���
��	��� �	 �������	 �� 4�	����% $�7����������� �� α �
α2! 	� 	����	�<�� ��� �	�;������ �� ������ ������	� �7���� ���
��������%
' ����������	�� ��� ������	��� ��� �#������ �� α1 �� ���	��� 
� 	��	�<��
��� �	�;������ �� 	9���� �� 7	�� ��������	���! �	� "�� ��������	 �	�����
��������	�<��%

C	 �������	��� �	 	�	��	��� �	 	������	��� �	 ���;���	 ��� �	��� ���
�������! ����	 7���	����	 ������	�	 7�� 	 ���;���	 ��������	% > �	�	 ��
�������� ������� �	� ������ 7�� �������� �� ��5� �	���� � 	 �	�	 ��	 ���	�
7�� 	�����/�� �� �/�����% > �������� ������ �/������ 7�� 	�����/�� 	�� ���
����	��� @@ �	�� ������! �� ��9	! �	�������� �#�����% > ������� �/����� �
�	�	����/����� ��� ������	��� �� ����� �� ������	�� �����! �� ��9	! �	������
��� �� ���	��� ����	� � � �������� �/����� 7�� 	�����/��� 	�� ������	��� @@
�	�� ������! ���� �! 	�� �	�������� �	�� ������% ����	���! �� �������	�	�
��� 	� ����	�����	��� �� ��	��*	��� �� ��"H5���	� ��������	� ���������	� 	�
����	�����	��� �� ��������� ��"H5���	� �� �	�������� �#�����! ����	�� ��
������! �� ��9	! ��������� 	 �������� �� �������	����� ���;���� �	� ������
	�	���	�	� �! �����"H���������! ��� ������	� "�� 	� ���	� ������! 	����
���� � 7	* � ��	��	�	 �� ��7���	�<�� �� �	�� ��� ������	� ���;�����%
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���� ����� �� �	�/���� 1! 	 �	������ ��������	 � 	"���	 �	�	 	 "�	� ��
����� � �	��� �	��� �� �������	 �� 4�	����% $���	 7���	! �� �������	�	�
7��	� ������� � �����	�	�! �	�	 ���	� 	� ���� ������! ��	 ���
����	�� ������
�	��� ��� �	��� �	� ������ ŷ! ���	�	� ����� �������! �� ���	��� 
� ������ ��
�	��� �� E��% ������������� �# ������	� ��7�����	� ����� 	� ����	�����	���
�� 	����	� ��"H5���	�! �	�! �� 7	��! 	 ������	��	 ����� �� �������	�	� ��
�	��� ������	�� � ���������� � �	�����% .��� �����	 "�� ���	� �	�	����/����	�
���;���	� 7��	� 	������	�	� ����� �������%
' ������	��	 ��� �������	�	� �	� ��"H5���	� �	� ������ ���	�	� �����

������� �� ���	��� 	�� ��� ��������������� �	��� ������	�� �� ���� ��	��
������� 	� �������� �� �����	��� �� ��%  	� 	���� ���� �	�	 �� /������
$�'! �� �	�;������ �� 	9���� 7��	� ������	���� �	�	 � ������	�� 8�	�% '
��� ��� ��� �	��� �	� ������ 43	 � 43�! ��� "�	�� � G���� �	�;����� �� 	9����
��	�� 7�� �	��;���	 �	 ����	�	 ��������	! �� ����� �� ���	��! �� ������	���
��� �������	�	� 7��	� ������	��� 9���	����� ��� 	 ����	 �� 	���
��	���
��� ������	��� ��� /������ $�'% $���	 7���	! �� �	�;������ �� 	9���� �	��
������	���� ����� �	�� 7��	 	 	����� �� ���/���� � 	� ������	� 	����	�<�� ���
�	�;������ ��� ��������� ������ ��� �������%

4!& ������� �
�����$+��

���	 ����� 	�������	 	����	� ������	�<�� 	����	 ��� ������	��� �������
�	�	 	� ������ �� E��% ���	� ������	�<�� ������ ����� 7	��� �� �� ���� ���
������� �� +2 � ����� �� ����� ������#��� �� ����� ��������! �� "�� ����
������#��� ������ ��	 �����	 ������	��� ���	��� 	 ��	��*	��� ��� ���������
� �� "�� 	� ��5� 9	���	� �����	�	�! �� �	�	 ����� �� +2 �! 7��	� ��������	�	�
�� ���#���� ���������������%
$���	 7���	! 	 �����	 I%1 	9��	 	 ����	��*	� ���� �	��	 �� /������ α � α2

�� 7����� ��� ���������! 43 � 4+! � �� 7����� �� ���/��� �� ��	% ��� ���� �	
8���	 ������� ����8�	� "�� 	 �	��	��� ��� ���� /������ � ����� ������	���!
�� ���	��� 
� ��	� ������ � 	�� ��7������� ���/���� �� ��	! � "�� � �������� ��
�� ��	�	��� �� ���� /������ �� ������	��� ����	%  	� � ��������	��� � 7	�� ��
"�� 	� ��	� ������! 43 � 4+! 	�������	�	� �������	����� "�	�� "�� ��5�����
�� ���	��� 	�� ���� /������! �� ��9	! � �	��� ��� /������ � �	�� ����	�� �� 8�
�	 �	���! �	�� �	�
� �� 8� �	 �	��� � ������	����� �	�� ����	�� ���	���
	 �����% ' �����	 I%2 	�������	 	 ����	 	�#���� �� ���	��� 	 α1! "�� ����
������� ������	� 	�������	 �� �������	����� ��7������ ��� ���� 	���������!



I%1 '����	� ������	�<�� 3+1

�� "�� 	� �������	�� ��7�����	� ��� "�� α1 	�������	� �	����� �	�� ����	���
� "�� �	 9	���	 �� �	��� ��7������ 	� ���/��� �� ����! �������	 	 ����5���	
�� "���	%
>���� ����� ��������	��� 	 �� ������	�! � "�� �	���� �	��� ��	 ������	���

������	 ����� α1 � 	 �������	 �� 4�	����! ���� ��"�	��� � �������� �������
	� ����� �� ��	! 	 ������	 	�����	% '��� �����! �� �	�� �	� ������ ���	�	�
����� �������! 	 	����� �� ���/���� ����! ��� �� �	��! 	 7����� �� 	�����	�
	 �������	 �� 4�	���� �! ��� ����� �	��! ���������� �	�	 �������� � �	��� ��
α1%
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α 2

�����	 I%1R E	��	��� ��� /������ α A	B � α2 A�B �	�	 	� ������ 43 A�%�B � 4+ A���B!
������	������ 	 ����� ����������	 �	� ��5� 9	���	� �	� ���������	� ������%
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Séries

α 1

�����	 I%2R E	��	��� �� /����� α1 �	�	 	� ������ 43 A�%�B � 4+ A���B! ������	����
�� 	 ����� ����������	 �	� ��5� 9	���	� �	� ���������	� ������%

������� ����8�	� �� 	���� �� �	���! 43 � 4+! "�� �� �������	�	� �����
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�	� "�� ���	��� � ���/��� �� ���/��	 �# 	����	� ��"H5���	� "�� 	�������	�
����	�	�	 ����	�����	�� �� �����5���	 �� ���	��� 
� ���	��%  	� �	����!
������� ����8�	� "�� ���� ����	"�� ������� 
 �����	 "�� 	 ����� �� 	����

��	! � �������	������ ���	��� � ���/��� �� ����% $��	��� � ���� 	 ��7�����	
�� ����	�����	�� ����� 	� ��"H5���	� � ����� ��"���	! � 	� ��"H5���	� ����
��� 
 �"������	�����	��! 	� ����� ����� "�� 	�������	� � �	��� �	��� ��
�������	 �� 4�	����! �����	��� ����5���	 ��� ������	���%
��� 8�! 	 �����	 I%0 �����	 	� ����������� �� ����	 �	�
	 7��"H5���	 �	�

������ 43 � 4+! "�� 7��	� 8���	�	� ��� �� 8���� �	��	��	�
	� ��� 7��"H5���	
�� ����� ,!,,1)*% $	�� "�� ���	� ����������� ����� 7��������� ���	����	�	�
��� 	� 	�����	��� ��#��	� �� ������#���! ������� ����8�	� "�� 	� �� ������	�
��	 �����	 �����	� ? � "�� ��� "��� ��*�� ��5����	 �� ��������*	�	 ? �
������	 ��������� �� 7���	 ����� 	���
��	�	% ���� ���� ��������� �	�	 	
	�������	��� 	 �������� �	 �
���5���	 �� ������������ ��� ���	�� �� E��%
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�����	 I%0R ����������� �� ����	 �	�
	 7��"H5���	 �	� ������ 43 AUB � 4+
A�%�B! "�� 7��	� 8���	�	� ��� �� 8���� �	��	��	�
	� ��� 7��"H5���	 �� �����
,!,,1)*%
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�� ������������ �� �����	��� 7�� 	�������	��! �� "�	� ��	 ����	�	
��������	 � ������	�	 	 ��� ��	�	 �	 ������8�	��� �� ������� �	�	 ������
������	��% > ������ � 	����	�� �� ����	�<�� �	� "�	��! �����	 �� �	���
	��������� K���	�<�� ��� �����	��! �� ������� ��������� �	�	 ��	 �������
��������	 �� �	�
	 ����������	��! �� ����� �� ����� 8
�%
' ����	�	 ��������	 ���� ��� �������/�	 �� 7���	 	 ��� ���5���	 �������	�

�� 7	�
	� �� ���������% .��� 	9��	 	 ����� �� ������ "�� ��� ����	��� ��#
�����*�� ��	 �	/�	 ��� �	�	����/����	� �������	�� ���
��	� �	"���	� ������
��	�	� ��� �	��� �� �����	�����%
> ��� �� ������������ �� �����	��� 7�� 	�	��	�� �� ������ ������	��

�����*��	� ���� �	�	 ���/�����! ���� �	�	 �� �������� ������� �� ������	 ��
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#����
�� #

�! ���
������� 8�/�	��� �� 5	�6�	�� �%�"

1	����

!���� �	�+� �	 8������� 	 ���� �	 ����	��� �	�����

4�9	 � ������	

ẋ = f(x) A'%3B

�� "�	� x = x(t) ∈ R
n � �� ����� �� n �	��#���� ���;���	� �����������

�� ����� t � f : U → R
n � ��	 7����� ���	 A�������	����� ��7������#���B

��8���	 �� ������9���� U ⊆ R
n% $�*��� "�� � ����� ��	����
 f �����* �

fluxo φt : U→ R
n �� "�� φt(x) = φ(x,t) � ��	 7����� ���	 � ��8���	 �	�	

���� x �� U � t �� ���� � ������	�� I = (a,b) ⊆ R! � φ �	���7	* A'%3B ��
������� ��

d

dt
(φ(x,t))|t=τ = f(φ(x,τ)) A'%+B

�	�	 ���� x ∈ U � τ ∈ I%
���	������! �	�	 ��	 �������� �����	� x(0) = x0 ∈ U! 	 ������� φ(x0,t)

� �	� "�� φ(x0,0) = x0% C���� �	�� φ(x0,·) : I → R
n ��8�� ��	 ����	

�������! ��	 ��	9�����	! �� ��	 �����	 �	 �"�	��� ��7������	� A'%+B �	��	 ��
x0 A���D�������� � )�����! 3JM1B%
4�9	 � ������	 ���;���� ����	�

ẋ = A(x), x ∈ R
n, A'%1B

���� 	 �	���* A � ��	 �	���* n × n ��� ���8������� �����	����% ����
������� �� ������	 A'%1B ������ ��	 7����� φ(x0,t)! "�� ������� �� �����
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t � �	 �������� �����	� x(0) = x0% ��	�	��� ����	���! �	 ������� �� ��
�������	 �� �	����� �����	�� "��! �	�	 �� ������	 ����	�! � �	�	����	 �	�	
���� t ∈ R � x0 ∈ R

n%  	� ���	 �
���5���	 ����	� �� ����� ��� � ���	������
	������	�	 �	�	 �� ������	� ��������	���% C� �	�� ����	� A'%1B! 	 ������� �
�	�	 ���

x = eAtx0, A'%2B

��	 �	� �	���* ���� ��� ����	 ���� ��	 	����	��� �� R
n �� R

nR ����� �	��
"�	�"��� ����� x0 ∈ R

n! φ(x0,t) = x0e
At � � ����� �� "�	� 	 ������� �� x0

�� �������	 �� ����� t% '����! � ����	��� eAt ����� 	 ��7���	��� ����	�
����� � ���9���� �	� �����<�� �� ������	 A'%1B! ��	 ��* "�� 	 ������� A'%2B
� 	������	�	 �	�	 ���� ����� x0 ∈ R

n% '����! eAt ��8�� �� K�
� �� R
n �

���� K�
� � �����*��� ���� �	��� ������	� A(x) ��8���� �� R
n : eAt%

> �	�� ��������	�

ẋ = f(x) ; x ∈ R
n, x(0) = x0 A'%0B

� ��8���� ���� ����� �	 ��*���	��	 t ∈ (−c,c) �� t = 0% '����! � K�
� ���	�
φt(x0) = φ(t,x0) �� ��8�� �� ��	 �	����	 	�#���	 	� �	�� ����	�! �����	
��� ��9	 �������� ��� ��	 7�����	 ���	� �� ���� eAt%
�� ����� �� �	����	 �	�	 � ������ �� ������	� ��������	��� ẋ = f(x)

�������� �	 ��������	��� � �	 	�#���� ��� ������ 8
�� A����� '%3%+B A����
D�������� � )�����! 3JM1B% ����� ������ 8
�� ��� ��8����� ������������
�� �	�� �� �� K�
�% C� �	�� �� ������	 ���;���� A'%3B! ���� ��� �������
���������� � ������	

ẋ = C = f(x). A'%IB

'������� 	���	 "�� � ������	 ���;���� ��� �� 	�������	 �	�� ���� ��
������	 ����/��� ? �� ������	 �� �"�	�<�� ��7������	��%
C���� �	��! ��	�	��� ���� �� ������	 ���;���� "�� ������ �� �	����	

�������	 �� ����� � � ��8���� ��� ��	 	����	��� �������	 �	� "��

xk+1 = Fµ(xk), A'%-B

�� "�� x � �� ����� n����������	�! Fµ � ��	 7����� ��������	� Aµ � �
�	�;����� �� ��7���	���= ��� 4���� 1%+%3B � k ���������	 �� �	���� ������	��
��������� � �����	���� A�� 	���	! 	� �	��	���� ��������	� �� �������� 	 ��	
�����7/��� �� ����� ��	������	 	� K�
�B%
4�9	 � ������	 ���;���� A'%0B � � K�
� φt 	 ��� 	�����	��% ���� K�
�

���� ����*�� ��	 	����	��� �������	% 4� φt � 
�
� Ar ��*�� �������	�����
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��7������#���B! ����� F � �� �	�	 ���� ��� ��	 	����	��� ������	 ���	! ��
��9	! �� ��������*
��% ' �����	 �� �	�	 ���#! ����	���! ��	 ��"�5���	 ��
������ {xk}+∞

k=−∞%
�� K�
� ����/��� ����* �� �	�	 �������� ���� ���������� �� ��	 
�)#�

�� 6������8% ��	 ����� �� �����	�� � ����������	 ���	 ������� �	� ��������<��
�	 ��	9�����	 ��� �� �������	�� ��	������� 	� K�
� �� ��	9�����	� A9	�	��
�	������ 
 	����	 ��	9�����	B% ��	 ������� �	��	� �� ������ �� �� K�
�
�� �� ���	�� �� 7	��� ��� n ������<�� 
 ��	 	����	��� A��7�����8���B
��	�	�	 ���� �� 6������8 �� ���� �� �������� ��	���� �� �� ���	�� ���
(n− 1) ������<�� A������������	�	 � ��	��! 3JJ2B%
4�9	 � ������	 ���;���� 	��:���� n����������	� "�� ������ �����<�� ���

������	�
ẋ = f (x) ; x = (x1,x2,...,xn), A'%MB

�� "�	� f (x) � �� �	��� ������	� ��������	�% 4�9	 x0 ��	 �����	 ��������	
A�� ���/��� T B 	�����	�	 	� K�
� φ(t)! ������� �� ������	 A'%MB% ���	���
����� ��	 �����7/��� Σ �� �������� An�3B �� �	� �	����	 "�� � K�
� ��9	
��	������	� 	 ��	% .��� � ����8�	�� �� f (x) · �(x) 
= ∀ x ∈ Σ �� "�� n(x) �
����	� 
 Σ �� x%
4�9	 ��	 �����	 {φ(x0,t)}t0+T

t0
�� ������� T ! �� ��9	! "��

φ = φ(x0,t0) = φ(x0,t0 + T ),

� xp � ����� �� ���������� ��� 	 ����� �� �����	�� Σ% 4�9	 U ⊆ Σ ��	
��*���	��	 �� xp∗% > ���� �� 6������8! �� ���� �� �������� ��	����
P : U→ Σ � ����� ��8���� �� ����� q ∈ U ���

P(q) = φ(q,τ), A'%JB

�� "�� τ � � ����� ������#��� �	�	 "�� 	 ��	9�����	 φ(q,t) �	��	 �� q �
������� ���	 �������	 ��* 
 Σ% �� ���	�! τ ������� �� q! �	� τ ����� 	
T "�	��� q ����� 	 xp∗% ' ����������8��� Σ � ��	�	�	 
�)#� �� 6������8
A���D�������� � )�����! 3JM1= ������������	�	 � ��	��! 3JJ2B%
��	 ��	9�����	 ��������	 � �	� "�� �� ����� ���������' xp∗ �� �	�	 P

����8�	
P(xp∗) = xp∗. A'%3,B

�M� 
�� ���
� * ����������
� �6����� 
���� !9� �� ����� ���& �� ������� � �,�
��
��� ������ � ��
�� ���
�� ���������� �� V���� � ���
�� ���������� �� �����& ����� I�
����
��� � ��������� ���� 
����� 
��	��	����
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�� �	������	�! 	 ���	�����	�� �� xp∗ �� ���	��� 	� �	�	 P ��K��� 	 ���	���
���	�� �	 �����	 ��������	 xp �� ���	��� 	� K�
� φ(t)%

3��
%�� �4�4�5� A���D�������� � )�����! 3JM1= ������������	�	 � ��	��!
3JJ2B
4�9	 � ������	 {

ẋ = x− y − x(x2 + y2),

ẏ = x+ y − y(x2 + y2).
A'%33B

��	���	�����! �� �������	�� � ��8���� ��� 	 	9��	 �� ��	 �	� �������	�	�
�� ����� ������	� �� ����� �� "�	� � 	��	��� �� ��������	 � �� �� �������
�� �	��	��� "�� � ��������� A&��������! +,,0	B%
������	��� � �������	�� ��8���� ���	 �������	�	 x � � ������� �� �	��	�

��� �	� "�� ẋ > 0! ������

Σ = {(x,y) ∈ R
2|y = 0, ẋ > 0}. A'%3+B

������	��� �������	�	� ���	��� (ρ,θ)! ��� ���������� �	 ���	��	 �� �	��#����
x = ρ cos θ � y = ρ sin θ! � ������	 A'%33B ����	���{

ρ̇ = ρ(1− ρ2).

θ̇ = 1
A'%31B

4� � ������� �� �	��	��� ρ > 0 7�� ���������! 	 ����� �� �����	�� �� �������

Σ = {(ρ,θ) ∈ R
+ × S1|ρ > 0, θ = 0}$. A'%32B

�� ����� ������ ���#��� � ������	�� �	�	 (ρ,θ) = (1,t)% ' ������� ���	� ��
A'%31B � �	�	 ��� ⎧⎨

⎩
ρ = [1 + (ρ−2

0 − 1)e−2t]−1/2,

θ = t+ θ0.

A'%30B

��	 ��	9�����	 �	������ �� �� ����� x = q ∈ Σ ��������	 �� �� �����
t = θ = 2π �	�	 �������	� ��	 ����	 � ������	� 	 Σ ��� � �	��⎧⎨

⎩
P(q) = φ(ρ0 = q, t = 2π),

= [1 + (q−2 − 1)e−4π]−1/2

A'%3IB

�
R× S1 = R/Z ������� �� �������� $$5��U��6����� � -�����& /HF4% ��4%�
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�� "�� P (q) � � �	�	 �� �����	�� 	�����	�� 	� ������	 A'%31B% �������
��� "�� q = 1! ����� �� ����� ������! � �� ����� ��������� �� P (q) ����
P (1) = 1% ��	 ��	9�����	 �����	��� �� q = 0,0001 ������ ����

P (0,0001) = 0,5347;

P 2(0,0001) = P (P (0,0001)) = 0,99939,

���� �! ��	 �� 	���
��	 �� ����� ������%
' ���	�����	�� �� ��	 �����	 ��������	 {φ(x0,t}t+T

t �� ����* 	� �������
�	����� �� �	�	 �� �����	�� �	 ��*���	��	 �� �� ����� ��������� xp∗%
'���	��! � �	�	 �� �����	�� P ���� ��� ����	��*	�� �� ����� �� xp∗ 	8�
�� ������	� 	 �����	 ����	� �	 ���	�����	��% '����! 	 ���	�����	�� �� {φ(x0,t} �
	�	���	�	 	� �� ����8�	� �� � ����� ��������� xp∗ � ���#��� �� ����#��� A4������
'%3%+B%

3��
%�� �4�4�50

4�9	 � ������	 �� �"�	�<�� ��7������	��! ������� 	�������	� �� �������
�	����� �	����� �	� "�	� �������� ��� >��� @N����� A@N�����! 3J-IB⎧⎨

⎩
ẋ = −y − z
ẏ = x+ ay

ż = b+ z(x− c)
A'%3-B

���� ������	 ������ ��	 ��������	���	�� � ��5� �	�;������ �� ��7���	���%
4��� ������ 8
�� P∗± AP∗+ ���	��*	��� 	� �
������ �� 	��	��� � P∗− � ���	��*	��
�� �������� �� 	��	���B ��� ��8����� ����

P∗± =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x± = c±√
c2−4ab
2

y± = −c±√
c2−4ab

2a

z± = c±√
c2−4ab
2a

A'%3MB

������	������ � �������	�� �� �������	�	

y = yb =
−c−√c2 − 4ab

2a

��	 ����� �� �����	�� ���� ��� ��8���	 ���	 ������	 �� ������� �� �	��	�
��� �	� "�� 	� ��������<�� �����	� ����8"��� 	 �������� ẏ > 0 Ay ���������B
A�����	 '%3	B%
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�����	 '%3R �
��
�� ��#
��� �� ���
��� �� �������! $�% ��
��
� �� ������ $�% ��� �
�� �������* ��A� ���
��� �� �������� �����6��� ,���:�� � ������ � ẏ > 0 $y �������
�%�
���
��
��� �� �������� �! (a,b,c) = (0,43; 2; 4)�

4�9	� ���� ������ �� ��	 �	��� � �� ����	 �	 ����� �� �����	��! ����
�! � G����� ����� �	����	�� �	 ��	9�����	! �� �������	�	� Axnew! ynew! znewB
� � ����� ����������! �� �������	�	� Ax!y!zB% ������	���! �����! � �����
�	 ����� �� �����	�� �� �������	�	� Axp! yp! zpB �	� "�	�� yp ����������� 	
yp = yb% > ������	 �� ��	��� � ������� �����R

xp − x
xnew − x =

yp − y
ynew − y

4������ 	 "�	����	�� xp � �����������	! � "�� �����* 	

xp =
yp − y
ynew − y (xnew − x) + x

��� �
������! 	 �������	�	 zp ���� ��� �����	 �	 ����	 �	����	% '����! 	
���������� �	 ��	9�����	 ��� � ��	�� �� �����	�� ��� �������	�	� xp,zp! ���
	 �������	�	 yp ����� ������ ���	� 	 yb% C� �	�� �� ������	 �� @N�����!
	 ����� �� �����	�� �� 	�������	 ���� ��	 ����	 ������������	� A�����	
'%3�BR ��	 � � ������	�� �	 ������	��� �	
	 �� ������	��� �� ������	% Q�	���
	 �	
	 �� ������	��� � �	�� 7�	�	! 	 ����� �� �����	�� ������ ��	 ��������	
7���	�	 A�	���	�	B! ����	����	 	����	���	 �� ������	�<�� �� �����	������ �
����	�%

����
�	 ��	�����/�	 A&��������! +,,0	B

• ��	 ����� �� �����	�� �� �� ����� ������ �� ���/��� 3 � ���������	�	
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��� �� G���� �����! � 	"���	 �� �� ����� ������ �� ���/��� ����������
p ��� p ������=

• ' ����� �� �����	�� �� �� �������	����� �	����� � ���������	�	 ���
��	 ��8���	�� �� ������ ��7�������! ���� � ��������� � 	���������! ��
��9	! "�� ��� ��� �� ������ 9	�	�� ���	� 	 ��� �����=

• C	 ��#���	! 	����� ����	��� �� ������ A+,,, 	 0,,,B ��� ��8�������
�	�	 ����� ��	 ���������	��� ������	 �� ��	 ����� �� �����	�� �� ��
������	 �	�����=

• '����! �� � �����	 ������� ��	 G���	 �������	�	 �� ��	 ����� ��
�����	�� � �� 	 �������� ��� ������ �����	��� � ��	�	�	 �� 7����� ��
�� �	�;����� �� ��7���	���! ���# �������� �� �� ������ 	 �������� ��
�������	����� 	���������� �� ������	 A����� 1%+%3B%

' ����� �� �����	�� ������� ��	 �������	 ����	���	��� �	 ���	��*	���
�	 ��������	 �� 	��	��� � �	 ���	��*	��� �� K�
� �	 ������ �� ��	�� �� 7	���
������������ 	� 	��	���%  	� �� ���	��� 	� �������	����� ���;����! 	 �����
�� �����	�� ��� 7������ ��7���	�<�� ����� ��	�	�% �	����! � G��� ���������
�� �	�	 �� �������� ������� 	 �	���� �	 ����� �� �����	��% �� �	� �	�	
���� ������ ��7���	�<�� ������	���� � �����	� �� �	����	 �	�� ������	 	
��������	 �� �������	����� ���;���� �� ������	 �����	��%
'8� �� �� ����� �� �	�	 �� �������� �������! �����	��� ���	 ������	 ��

��	 �	� �������	�	� �	 ����� �� �����	��= ��� �
�����! ������� ���������	�
	 �������	�	 yn+1 �	 (n + 1)�����	 ���������� �� 7����� �	 �������	�	 yn

�	 n�����	 ����������% ��	 ����	��� �� ����

yn+1 = g(yn)

� 	���� �����	% �	��	� �	 n�����	 ���������� 
 n + 1�����	 ����	 � �����
"�� 7	*�� ��	 ��������� ����� � 	��	���! ��� �! ��������� ��	 ����	 �� �����
�� ����� 8
� �����	�% �	�	 ��	 �����	 �� ���/��� p! 	 �������� yn = yn+p �
����8�	�	 � �� �	�	 �� p������ ������� �����# ��� �����*	��%

3��
%�� �4�4�5" A&��������! +,,0	B

' �	���� �	 ����� �� �����	�� �����	 �	�	 � ������	 �� @N����� A�����	
'%3�B! 	 �������	�	 y 7�� ��������	% @��������	������ 	 �������	�	 yn+1

�� 7����� �	 �������	�	 yn! 	 	����	��� �� �������� ������� ��� 	 7���	
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�� ��	 �	�#���	 A�����	 '%+BR �# ����	��� �� �	�� ��������� � �� �����
�	�� ����������� ���	�	��� ��� �� �#
��� ��	�	�� ���	� ���	���% ��	�	�
�� �� ��	 	����	��� ������	� ���� �� G���� ����� ��/���� ��8�� 	 �	������
���	���	 �� 	��	���%

0 1 2 3 4
 y

k

0

1

2
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4

 y
k+

1

�����	 '%+R ���� �� �������� ��
���� �� ���
��� �� �������� ���
��
��� �� �������� �!
(a,b,c) = (0,43; 2; 4)�

.�1����� � A/�
���)#� 7������
B 4�9	 gµ R R→ R ��	 	����	��� �������	
�	� "�� gµ �����	 �� 	��	��� �� ������	�� < ∈ R% ' 	����	��� gµ � ���	
�������
 "�	��� ��	 	�������	 �� G���� �
�����%

�	�	 �	�� �	 �	�#���	 ����������� 	 �������	������ ���;����� ��7��
������% ������� ��� �
����� � �	�� ��������� �	 �	�#���	! �������	�	 �����
������ A � B% 4�� 	 �������� �� K�
�! � ������	�� [A,B] ����	��� � ������	��
[A′, B′] �� "�	� ���� ��� ����8�	�� "�� 	 ����� ���	���	 ��� ������ � �������
�	�	! �� ��9	! "�� � ����� A′ ���# 
 ��"����	 �� ����� B′! ���� A ���# 

��"����	 �� B A�����	 '%1B% .��� ������	 "�� �� �G���� �	� �� ���	������	�
7��	� 7���	� "�	��� �	 ��������� �� ����� �� ����� 8
� �������% �������
	���	 ����8�	� "�� AB < A′B′! �� ��9	! "�� �# �� �������� �� �
	������	�
�� ����� ����	 ���������%
>��������� 	���	 	 �������� �� �	�� ����������� ����� ������ C � D

A�����	 '%2B% ' �	���� �� ��	 ��������� ����� � 	��	���! ���� ��� �������
���	����� ��	�7���	��� �� C ′ � D′% C���� �	��! 	 ����� ��� ������ 7��
��������	! ���� � ������	�� [C,D] ����	��� � ������	�� [D′,C ′]! � "�� "��� ��*��
"�� �# �� �G���� /��	� �� ���	������	� ��� ��	 ��������� ����� � 	��	���%
���� CD < D′C ′! �# ���	������ �� �����	�����%
C� �	�� �� ������	 �� @N�����! � �	�� ��������� � ����	��� 	�����	�� 	
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�� �������� �� �����	����� "�� ���� �� ����������� �� �� ��	��% > �	��
����������� � 	�����	�� 	 �� �������� �� �����	����� � ����� �� ���	���
A��	 ���	�����	B "�� 7	* ������#��	 ��	 �������	 ��������% > �	�� ������	
����� �	 ���9��	��� �� ��	� ��������	��� ������	����R

3% � �
	������	� "�� 	������	 	 
��
���
����� I
 �����)��
 �������
 =

+% 	 ����� "�� 	������	 	 ������	 �	� ��	9�����	� ����� ��	�%

' ������	�
� ����	� ��	� ��������	��� ��� ������� 	 �������� 	 ����� ��	*�%

B’A’

ou

AA B

A’ B’

AA B

A’ B’

A

B

�����	 '%1R ������������ 
����#����� ���������� �� ���� �������
� �� ���� �� ��������
��
�����
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�����	 '%2R ������������ 
����#����� ���������� �� ���� ���������
� �� ���� �� ����
����� ��
�����

!���� 8����� *"��

�	�	 �����	� �� ��7������� ����� �� ������ 8
��! 7	*��� ������#��� ��������
	 ��	 	�#���� ����	� �� ���	�����	��% ������� �� ������	 ���;����

ẋ = fµ(x) A'%3JB

��������� ���� ����� �� ����� 8
� �	� "��

ẋ = 0 = fµ(x)

� ����� ������ ��� ������	��� ��� x∗% '� �� 	����	� ��	 ��"���	 �������	���
ζ 	 ���� ����� 8
� � ������	� ��	 �������� ��� 	 	��� �� ������	 A'%3JB ���
	 	9��	 �	 ���	��	 �� �	��#��� x �→ x∗ + ζR

ẋ∗ + ζ̇ = fµ(x∗ + ζ)

�� "�� ẋ∗ = �0 ��� ��8����� ��� ������ 8
��% �����*	��� �� ���������������
�� ����� �� �	O��� �	 7����� fµ �	 ��*���	�	 �� x∗! ��������! �� ������	
�����R

ζ̇ = fµ(x∗) + Jfµ(x∗)ζ +O(|ζ|2)
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�� "��

Jfµ(x∗) =

[
∂fµ

∂x

]
x=x∗

� 	 �	���* 6	����	�	 �����	�	 �� x∗% ���� fµ(x∗) = �0! ����	 	"���� "��
)���� �����	�� ��	��� 	 ����)#� I
 �����)��
R

ζ̇ = Jfµ(x∗)ζ +O(|ζ|2) A'%+,B

$� �	����	 	 �������� 	 ������	��� ζ̇ �� ��	 �	�� �� 	���������� �����
���������! 	 �	���* 6	����	�	 � ��	���	��*	�	= 	 �������	��� �
�����	 �	
�	�� �� 	���������� �� �����	 ����� ��� 	 7���	

ζ(t) = ζ0 e
�λt

&����	������ 	� �	�� �����������	�! 	 �	���* 6	����	�	 �� ����* 


Jfµ(x∗) =

⎡
⎢⎣ J11 = ∂fx

∂x
J12 = ∂fx

∂y

J21 = ∂fy

∂x
J22 = ∂fy

∂y

⎤
⎥⎦

��	 � ��	���	��*	�	 ��� 	 	9��	 �� �����:��� �	�	����/�����

$��
(
Jfµ(x∗)− λI

)
= 0

�� "�	� I � 	 �	���* ��������	��% >��������� 	����R

$��

⎡
⎣ J11 − λ J12

J21 J22 − λ

⎤
⎦ = 0

⇐⇒ λ2 − (J11 + J22)︸ ︷︷ ︸λ + J11J22 − J21J12︸ ︷︷ ︸ = 0

Tr(Jfµ) $��
(
Jfµ

)
�� "�� Tr(Jfµ) ������	 � ��	�� �	 �	���* 6	����	�	% ���� �����:��� ���
��	� �����<�� λ1 � λ2 "�� ����� ���R

3% ��	�� � �� ����� ���	�= � ����� 8
� � �� �� ���#��� �� ��	� ��� ���	���	�
� ����#��� �� ��	� ��� ��������	�%

+% ��	�� � �� ���	�� ��7�������= � ����� 8
� � �� ����� �� 
�
�%
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1% ������
�� ���9��	���= � ����� 8
� � �� ���� ���#��� A�����	 '%0B ��
	 �	��� ��	� � ���	���	 � ����#��� �� ��	 � �������	%

2% ��	���#���� �����= � ����� 8
� � �� ���	��%
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6�7  ��� 	����	� 6�7 ����38�� �	
����� ��� ������	��"

�����	 '%0R 1��� ��
(,�� ��
��� ���� ����� � �� �� ���
��� �� ������� ����� ��A��
,���(,���& � ���
�� �� ��������� �������� ����������& �,����� �� ����� � �� ���
� :���

��� �	�� �	 �"�	��� 
� �	��	�<�� A'%+,B � ��� 	����	����� �	 �	���*
6	����	�	! �	�� ��7���	�<�� ����� ��� ����	� �� ����5���	! ���� ����� �	�	
������	� �������% ������� 	���� ���������� �#��	� ��7���	�<��%

!���
 9��������	�

� 0�D������� 	���5�E

4�9	 � ������	 {
ẋ = µ− x2

ẏ = −y A'%+3B

�� "�	� x � y ��� ��	� �	��#���� ���;���	� �� ������	% >� ������ 8
��
��� ������� �������������{

ẋ = 0 = µ− x2

ẏ = 0 = −y ⇐⇒
{
x∗ = ±√µ
y∗ = 0

A'%++B

������ ����	���! ���� ������ 8
�� P1∗ = (
√
µ, 0) �� P2∗ = (−√µ, 0)=

����� ���� ������ 8
�� �
����� ������� �	�	 µ ≥ 0% ' �	���* 6	����	�	
�� ������	

J =

[ −2x∗ 0

0 −1

]
A'%+1B
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� ��	���	�R �� 	����	����� ��� ����� �����	�����R∣∣∣∣ λ1 = −2x∗
λ2 = −1

A'%+2B

> ����� 8
� P1∗ ��� ���� 	����	����� ��	�� ���	����� A−2
√
µ, − 1BR �

� �	�� �� �� �� ���#��� �	�	 µ ≥ 0% ��� ����� �	��! � ����� 8
� P2∗
��� ���� �	����� ��	�� �� ���	�� ��7������� A2

√
µ, − 1BR ��	�	��� �����

�� �� ����� �� ���	%

������� ��� ��	�	����� "�� �	�	 µ < 0! ��� �# ������ 8
�� �	�	 �
������	= �� µ = 0! �� ���� ������ 8
�� ������! ����� �� ���#��� �
� ����� ����#���% > ����� 8
� ���#��� ���# 	������� �� 	� ������<��
�����	�� ��� 7���� �	�� "�� x0 > −√µ A�	�	 y > 0B! � "�� ��8�� 	 �	��	
�� 	��	��� �� ����� 8
� ���#��� P1∗%

� 0�D������� D������=�

4�9	 � ������	 {
ẋ = µx− x3

ẏ = −y A'%+0B

>� ������ 8
�� ��� ������� ������������

⎧⎨
⎩

ẋ = 0 = µx− x3

ẏ = 0 = −y
⇐⇒

⎧⎨
⎩

x∗ = 0 �� x∗ = ±√µ

y∗ = 0

. A'%+IB

)# ����	��� ��5� ������ 8
��R P1∗ = (0, 0) "�� �
���� �	�	 ���� �	���
�� µ! ��"�	��� "�� P2∗ = (

√
µ, 0) � P3∗ = (−√µ, 0) �
����� �������

�	�	 µ ≥ 0% ' �	���* 6	����	�	 �� ������	

J =

[
µ− 3x2

∗ 0

0 −1

]
, A'%+-B

� ��	���	�R ����� �� 	����	����� ��� �����	�����R∣∣∣∣ λ1 = µ− 3x2
∗

λ2 = −1
A'%+MB

�	�	 µ < 0! � ����� 8
� P1∗ ��� ���� 	����	����� ��	�� ���	�����
(−µ, − 1)R ��� � ����	��� �� �� ���#���% $�7�����������! �	�	 µ < 0!
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�# ���� 	����	����� ��	�� �� ���	�� ������� (µ �� −1)R � ��� �����������
��	 ���	% > ����� 8
� P2∗ �
���� ����	����� �	�	 µ ≥ 0 � ���� ����
	����	����� ��� ��	�� ���	����� (−2µ, −1)R ��	��	������ �� �� ���#���%
> ����� 8
� P3∗ �
���� �
����	����� �	�	 µ ≥ 0 � ��� �	���� ����
	����	����� ��	�� ���	����� (−2µ, − 1)R � �� �� ���#��� ���� P2∗%
$� 7	��! P2∗ � P3∗ ��� ���������� ����� �� ��� 	 ���	��	 �� �	��#����
(x,y) �→ (−x,y)% �	����! 	 ��7���	��� 7��"����	 �� ���� 	�	����� �	�	
�� ������	 ���������%

C���� �	��! �	�	 µ < 0! �# ������� �� ����� 8
� ���#���= 	��� �
����� �� ��7���	��� Aµ = 0B! 	 ������� ���#��� ����	��� ���#���! � ��	�
���	� �����<�� ���#���� 	�	�����% 4���� 	����! 	 ��7���	��� � ��	�	�	

��������	��� ���� � �G���� �� ������ 8
�� 	������� �� �� �	�	 ��5�%

C� �	�� �� ������	 {
ẋ = µx+ x3

ẏ = −y A'%+JB

�
����� ��5� ������ 8
�� �	�	 µ < 0! �� ����� � �� �� ���#��� ��"�	���
�� ������ ����! ���������� ����� ��! ��� ��� ����#����% �	�	 µ > 0! 	���
� ����� �� ��7���	���! ����	���� �� G���� ����� 8
� "�� � �� ��
����#���% C���� �	��! 	 ��7���	��� � ��	�	�	 
������	���! ���� � �G����
�� ������ 8
�� �������� �� 1 �	�	 3%

� 0�D������� ����	��#����

4�9	 � �����	 {
ẋ = µx− x2

ẏ = −y A'%1,B

>� ������ 8
�� ��� �������	��� �������������

⎧⎨
⎩

ẋ = 0 = µx− x2

ẏ = 0 = −y
⇐⇒

⎧⎨
⎩

x∗ = 0 �� x∗ = µ

y∗ = 0

. A'%13B

> ������	 ��� ���� ������ 8
�� P1∗ = (0, 0) � P2∗ = (µ, 0)% ' �	���*
6	����	�	

J =

[
µ− 2x∗ 0

0 −1

]
A'%1+B

� ��	���	� � �� 	����	����� ��� �����	�����∣∣∣∣ λ1 = µ− 2x∗
λ2 = −1

. A'%11B
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Q�	��� µ < 0! � ����� 8
� P1∗ ��� ���� 	����	����� ��	�� � ���	�����
A−µ �� − 1BR ����	��� �� �� ���#���% �	�	 µ > 0! ���� ����� 8
� ���
���� 	����	����� ��	�� �� ���	�� ��7������� Aµ �� −1BR ����� ����	��� ��
����� �� ���	% �	�	 µ < 0! � ����� 8
� P2∗ ��� ���� 	����	����� ��	��
�� ��	��� ������� Aµ �� −1B! ��������	��� ��� �� ����� �� ���	% Q�	���
µ > 0! P2∗ ��� 	����	����� ��	�� ���	����� A−µ �� − 1B! ��	��	������
	����! �� �� �� ���#���%

C���� �
�����! �# ���	��	 �� ���	�����	�� ����� �� ���� ������ 8
��R
P1∗ �	��	 �� �� �� ���#��� 	 �� ����� �� ���	 � P2∗ �� �� ����� ��
���	 	 �� �� ���#���% ���� � �G���� �� ������ 8
�� ��� � 	����	��!
���	 ��7���	��� � ��	�	�	 ��	����/���	%

� 0�D������� �� <�%D

4�9	 � ������	 {
ρ̇ = ρ(µ− ρ2)

θ̇ = 1
A'%12B

�� "�	� rρ � θ ��� �������	�	� ���	���%

>� ������ 8
�� ��� �������	��� 	� �� ��������

ρ̇ = 0 = ρ(µ− ρ2)⇐⇒ ρ∗ = 0 �� ρ∗ = ±√µ A'%10B

' ������� P2∗(ρ∗ = ±√µ) ��� � �� ����� 8
� �� ������� ������� ��
�����% $	�� "�� �# ��	 �������	�� 	����	� �����	��� (θ̇ = 1)! 	
������� �������������� 	 �� �	�� ��� ����! � �� 7	�� �� ����� ������%

' �	��#��� θ ��� ���# ��������	�	 �	 	�#���� �� ���	�����	��! ���� ��	�	�
�� �	 7	�� 	����	�% ��	 �����������! �� 7	��! 
 �	��� ��	���#��	 ���
	����	����� ��� ������ 8
��% ' �	���* 6	����	�	

J =

[
µ− 3ρ2

∗ 0

0 0

]
A'%1IB

� ��	���	�% ���� 9# �������	��! ������� 	 �	��� ��	���#��	 � ������
���	�	 �	 	�#���� ����	� �� ���	�����	��% > 	����	��� �������������� �
�����	����� ���R

λ1 = µ− 3ρ2
∗ A'%1-B

Q�	��� µ < 0! ������� ���� ����� 8
� P1∗ � ��	�R ��	�	��� �� ��
7��� ���#���% �	�	 µ = 0! �# ��	 ���	��	 �� ���	�����	�� A����� ��
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��7���	���B � � ����� 8
� ��� ���� 	����	����� ���	����� ��	���#����
���9��	���R � ����	��� �� ������% Q�	��� µ > 0! P1∗ ����	��� ��
7��� ����#��� � P2∗ ����	��� �� ����� ������ ���#���% ' ��7���	��� ��
)��7 ����������� ����	��� 
 �	��	��� �� �� ����� 8
� ���#��� 	 ��
����� ������ ���#���%

� 0�D������� �� ��%������� �� %��#���

��������� 	 �����	 '%I! �	 "�	� ����	�	���! �� ��	�� ������
�! � �/��
���� �� �	�� ����#���% ���� �/����� �������	! �� �	�� �� �	�	�! 	 ������
"�� �	�	�����*	 	 ���	�����	�� ��� ������ 8
��% 4� �� 	����	����� 	��
����	��� 	 �� ����� 8
� ����� �������� ������ �� �/�����! ���� �����
8
� � 	���������	����� ���#���%

' �	��	��� �� �	�;����� �� ��7���	��� ���� ������	� �� �� �	�� 	��
���	����� �	�	 7��	 �� �/����� �� �	�� ����#���% Q�	��� � �/����� �
	��	����	��! � ����� 8
� ��7�� ��	 ��7���	���% 4� �� 	����	��� ���
	
� �/����� ����#��� ����� � ��
� "�� ���������	 	 �	��� ��	� ���	���	!
	������� ��	 �������)#� �� ���
���)#� �� ������� A�	���� ��������	
���� �������)#� ���B% '����! �� ����� �� ��7���	��� � 	����	��� �	��
�3 A �������! +,,+= ������������	�	 � ��	��! 3JJ2= ���D�������� � )���
���! 3JM1B%

�����	 '%IR ;������ � �� ������ � �� ��������
� �� ��� �������� � �� �������� � ��
���	��� �� �	����� �� ���� ���
(��� �� ����� ���������

�������! ��� �
�����! � �	�	 ���/�����R xk+1 = µxk(1− xk)% ' 8� ��
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�������	� �� ������ 8
�� ����� �	�	! ������ "��

x∗ = µx∗(1− x∗)
x∗ = µx∗ − µx2

∗

µx2
∗ + x∗(1− µ) = 0

x∗(µx∗ + (1− µ)) = 0

x∗ = 0

µx∗ + (1− µ) = 0

x∗ = 1− 1

µ

����	���! ������ ���� ������ 8
��R P1∗ = 0 � P2∗ = 1− 1

µ
% ���	������

	 �����	�	 �� �	�	! ������ � 	����	���

λ = µ− 2µx∗,
λ = µ(1− 2x∗).

C� �	�� �� ����� 8
� �����	�! P1∗! ������ "��R λ = µ! ����	���! �
���#��� �� ������	�� −1 < µ < 1%

�	�	 P2∗! ������R λ = µ(1 − 2(1 − 1

µ
))! � 	��� 	����	� ����	�<��!

λ = 2 − µ% '����! P2∗ � ���#��� �� ������	�� 1 < µ < 3% C���� �	��!
"�	��� µ = 3! λ = −1! ����	��� 	����� ��	 ��7���	��� �� ������	���
�� ���/���! ���� ���� ��� ����8�	�� �	 �����	 '%-% ' ��7���	��� ��
������	��� �� ���/��� ��� ���� ��� ���7�����	 ��� 	 ��7���	��� ��
7��"����	 A������������	�	 � ��	��! 3JJ2B%
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0.9

µ

�����	 '%-R 9,���� � ��� �������� �� ���� ���	�
��� �� ���� � �� ���
��
�� �� ������
��� �� J����� µ ��
( ���
��� �� ��
��,��� 1 < µ < 3& � ���
� :�� �����
����� �� ���� �
�� ��
���������� J����� µ �� ���� � 4& � ��,���� ��������� �� ���
� :�� �� ������ � �/ �&
��
 �& ������ ��� �������� � �� �������� � �� ���	����

!���# !������	� ������ ��

> ��9��� ���������� �� ���	�� �� ���	��� �	�	 � "�	� ��	9�����	� �	����	�
��� 	��	/�	� � ��	�	�� �	��	�� �
	���$�% '�� � �������� ��� �# ��	 G���	
��8����� "�� ����	 ��	 	����	��� ���	� A�	�D�� � ���	! 3JMJB%
'��	����� "�� ������� ��� �� �������� �� 	����	����� � ����	� ���

��	�	��� 	��	����� ����	����! �����������	 �������*��	 ��� @����� � �	D���
A3J-3B A������������	�	 � ��	��! 3JJ2= ������� � �����	�! 3JM2B%
4������ 	 ��8����� �� @����� � �	D���! �� 	��	��� � ��	�	�� �� ����	�

��� "�	��� 	� ����	� �� K�
� �������� ������������� �	� ������<�� �����	��%
��� �7����! ��� 	��	��� ����	��� ������ �����	������ 	�����	��	����� ����

���� ���	��� �	���������	����� A�
�������	������B ���	�	��� ������ ��
�� ������	�� �� ����� ��8����������� �����% ��� ����� �	��! ��� ������	
���;���� ������	���� 	� �����<�� ���	� ��������� �� ������ "�� �� �����	��
�� �	����	 "�� 	 ���;���	 ����� 	 �� ������ �����	�	 �� ���	�� �� 7	���% '
G���	 �	����	 ���	 "�	� �����<�� G���	� ����� �� �����	�� ���	 ������� � ��
�
�	���� �� ����	! ����	������� ���	 ������ 8���	! � ��� �� �������� ��
����	 �� 7���	��� �	 ������� �� �����	���% .��� �
��� ���� ����� �� ���	��
������������	� A������������	�	 � ��	��! 3JJ2B% ' ����/��� ������5���	 
�
������<�� �����	�� ��� �����"H5���	� ��#���	�% ��	 ��* "�� ��"����� ����
���� �	� ������<�� �����	�� ����� ������ ���������! ��9	 ������ 	 ��������<��
��������� �� ���	 �
���5���	 �� ��/�� �
��������	�! 	 ������� �� ��	 ��	9��



'%3 ����	������ �������� �� $��;���	 C���&���	� 30-

����	 ������ �� �� 	��	��� ����	��� ��� � ������/��� 	 ����� � ����� ��	*��%
'����! ������	� "�� �
���� 	��	����� ����	���� ����� 	�������	� �����	�<��
�������	��� �� �	����	�% $������ 	����	� �	�	 � 7	�� �� "�� � �������	�����
�	����� ������	�� ������	 �	 ������	 ���;���	 �� ������	 A��������/����	B!
��� ����� �����*��� ��� �������	�<�� �� �	����*	 �����#����	 A	��	����	B
A��D�	�� � @�����! 3JM0B%

4������ ��D�	�� � @����� A3JM0B! �� 	��	����� ����	���� ����� 	�������
�	� �	�	����/����	� ���	���
 � ����	��
% '� �	�����/����	� 7�	��	�� ��� ��7�������

 �������� ��� ������	 �� 	��	���! 9# 	� �	����	� ��*�� �������� 
 ����/���
������5���	 
� ������<�� �����	��% '� ��������	� 	� ��������	��� �	����	� ��
�������� ���;���� �	�� ������	��� "�� 	� ��������	��� 7�	��	��! �� 	��	���
����	��� � ��8���� ���� ����� 	"���� ��� 
��
���
 ������'���� I
 �����)��

�������
% �����"H���������! ��� ��� ��������	��� �	������! 	"����� 	��	�����
"�� 	�������	� ������� ��������	��� 7�	��	��% ����	���! 	 ����� �� �
	���
�$�!� �� ��7��� 
 ���;���	 �� 	��	���! � ��� 	���	� 
 ��	 ��������	% 6#
������� � �����	� A3JM2B 	�������	� ��	 ��������� 	 �������� �� 	��	�����
����	���� "�� ��� ��� �	������! � ��8��� �	��	�� ���	��� ���� 	"���� ��9	�
�����	� ��� �� �
������ �� &O	����� ��������%

' �����	 '%M A@N�����! 3J-IB! �����	 �� 	��	��� ����	���! ����������
���� � 	��	��� �� @N�����% ' �����	 '%J �����	 ���� 	��	��� ��� ��	�
��	9�����	�! �� ��9	! ��	� ������<�� �����	�� ����� ���
��	� �	 "�	� 	� ���
�	� �����	� ����	���� �� ����� ��7������� ��� "�	�� 	� ��	9�����	� ��������!
�����	��� 	����! 	 ������5���	 
� ������<�� �����	��%
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�� @N����� �	�	 	� ��	� ������<�� �����	�� ��7�������%
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!���0 6�����	���� �	������ 	� �������� ���������

����
 ���
����

>����	� 	� �����	� ��������	� ����#���� � ��	 ��	�	 ������	��� �	 ���
�;���	 ��������	! ���� ���� 	9��	 	 ����������� ���� �� 	��	��� ���# ���
������	��% ����	��� ����� ����/��� ����� ��7���	�<�� �����	���� ����� �
�������	����� ���;���� �� ������	 �����	��%
'���� �� ���	������� 	 ����� �	� �����	� ��������	�! � ������#��� �����	�

��� ���	������� 	 ����� ��� ������ ����������% ' ��	���8�	��� ��� ������
���������� � 7���	 ��� ���� �� ����	�	��� �	� ��"�5���	� ��������	� "��
���"���	� �� ������ ����������% @����	��� � �
����� A1%+%+�	B! ��� ��5�
������ '! ( � �! � ������� �	���� �� �������� �/����� �� �	�	 ��"�5���	 �
�����#���� �� ����� ������� 	 ����� �	���	�! �� ��9	! 0 < 1 < 2% '����!
�������� ( ≺ � ≺ ' �� "�� � �/����� ≺ �����8�	 c� �	�� 7�	�� "��c% �����
�� �	���� �������� "�� ' ������	 � "�� ������	 (% .��� "��� ��*�� "�� 	
�
���5���	 �� ' ������	 	 �
���5���	 �� �! "�� ������	 	 �
���5���	 �� (%
C���� �
����� ���� ���! �	����! ����8�	�� "�� �# ��	 �������;���	

����� 	 ����� ���	�������	 �	�	 �� ������ ���������� � ��	� ����;���	� 	�
������ �� 	��	���% > ����� ��������� p �	�� �
����� � � �	�� 7���� � 	 �����	
�� ���/��� p � ���"���	�	 ���	 ��"�5���	 "�� ���"���	 � ����� �
�����! ��9	!
����� �	��! ���	 ��"H5���	 A+,3B "�� � ������	 ����� �	�5������ � � ��	�	�	

�� '���� ����	�
 A&�������� � �����	�! 3JJ0B%



3I, ' '�5����� '

'��� � �
�����! ��� ��	 ��8����� �	�� ���	� �	� ����	� �� �����	���
��� ������ ����������% �������� �� ����	 "�� �� ��	 	����	��� ������	�
�� �	��� ���������� ������������ 	 ��	 �������	��� �	 ����� ���	���	 ���
������ � ��� ���"���	��� ��� �� �G���� ������� �	�! �����	��� ���� *���
�	�	 � �	�� �	�� �������= � ��� ����� �	��! �� �	��� ������������ ��� 	"�����
"�� �������� 	 ����� ���	���	 ��� ������ ����������! ��� ���"���	��� ���
�������� /��	��� 	 �����	� ��� 3% ����	����! � �������� �� �	���	�� ��
��	 ��"H5���	 � ��8���� ���	 ���	 	�������	 �� ���� �/������! �� ��9	! ��	
��"H5���	 � ���������	����� ���	 ��� �	� �� /��	� �� 	 ���	 �� ���� �/������
� �	� �� /��	�%
C� �
����� 	�������! � �������� �/����� �� �	�	 ��"H5���	 ��������	 �

��7������ ��� ������! � "�� ����	 	 ��	���8�	��� �����	%  	� ���� ��� 	�������
������! ���� 	� ��"H5���	� ����� 	�������	� 	����� �/������ �� ����� ��
������ �	 ��"�5���	% �� ���	�! 	� ��"H5���	� ��������	� ����� ��� ��	���8�
�	�	� ������� 	 ����� �� ������	���! ��	 ����	 "�� � �#���	 �	�	 ����� ��
������ ����������%

.�1����� AF���� �� ���
���)#�B 4�9	 gµ : R → R �� �	�	 �� ��������
������� ������	� ��������/�� �� �� �	�� ��������� � �� �� �	�� ��������
�����! ���������	����� �����	��� ����� �/������ `,a � `3a% 4�9	� S1 � S2

��	� ��"H5���	� ��������	� �	�� "��

S1 = σ1,1σ1,2...σ1,kσ1,k+1...σ1,n

= S∗σ1,k+1...σ1,n

S2 = σ2,1σ2,2...σ2,kσ2,k+1...σ2,n

= S∗σ2,k+1...σ2,n

�� "�� S∗ � 	 �	��� ����� ����� ���	� ��	� ��"�5���	�! ���� �! σ1,i = σ2,i

�	�	 i ∈ [1,k] � σ1,k+1 
= σ2,k+1% ����� 	 ����� �� ������	��� ≺i ���� ���
��8���	 ���� �����%

�� S∗ � �	� � σ1,k+1 < σ2,k+1 ����� S1 ≺i S2

�� S∗ � /��	� � σ1,k+1 < σ2,k+1 ����� S2 ≺i S1

�� "�� < � 	 ����� �	���	� � ≺i ��8�� 	 ����� �� ������	���% '����!
"�	��� S1 ≺i S2! ��*��� "�� cS1 � ������	�� ��� S2c%
C� �
����� 1%+%+�	! 7�� ����� "�� 	 �����	 ��������	 � ���"���	�	 ���	

��"�5���	 	�����	�	 	� ����� ' A+,3B% '����! �� � �������� �/����� ����	



'%3 ����	������ �������� �� $��;���	 C���&���	� 3I3

��"�5���	 7�� �����	�� �� 8� �	 ����	 ? ������	��� 
 ��"����	 ? ������
���# 	 ��"�5���	 ,3+! 	�����	�	 	� ����� (% '� ����������� � ������������!
�������� 3+,! 	 ��"�5���	 �� ����� �% ' ��"�5���	 +,3 ���# ���������	�	
�� 	� ������	�<�� ��� ����������	�% �����! ��9	 S ��	 ��"�5���	 �� p �/��
����� ������	��� ��	 �����	 �� ���/��� p% Z ����/��� ��8��� p ��"�5���	�
��������	� ��������������� 
� ������	�<�� ������	��� �� S ��! ������� ��	
�����������	 �	���#���	! ��� 	 	��� �� ������	����� �� (�������� Ξ A&�����
����! +,,I	B%
.�1����� A��

������	� �� 2�����

�B 4�9	 S1 = σ1σ2...σp ��	 ��"�5���	
�� p �/������ ��������������� 	 ��	 �����	 �� ���/��� p% 4�9	 Ξ � ��

����
���	� �� 2�����

�% ����� 	� p ��"�5���	� ��������	� Si(i = 1,...,p) �����
��� �����	� �������

Si+1 = Ξ(Si)

= Ξ(σiσi+1...σpσ1σ2...σi−1)

= σi+1...σpσ1...σi−1σi

> ���9���� �� ��"�5���	� S1, S2,..., Sp ����������� 
� p ��"�5���	� "�� ������
�	� �� ������ ���������� �	 �����	% '����! S1, S2,..., Sp � 	 ����� �������
	 "�	� 	 �����	 �����	 �� ������ ����������% ����	���! �	��������� �� S1 	
��	9�����	 �����	 S2, S3 	�� Sp% �� ������	! 	 ��	9�����	 �����	 ���	����� S1

� 	���� ��������	�	����� A&��������! +,,I	B%

3��
%�� $4�4�5� A&��������! +,,I	B

4�9	 	 ��"�5���	 (10110) �� ��	 �����	 �� ���/��� 0 ������	 �� �� 	��	�
��� ������� �� ������	 �� @N����� �	�	 �� �	�;������ (a,b,c) = (0.432,2,4)%
�����*	��� � ������	����� �� (��������! ������ ����� ������	�<�� ������	���

10110→ 01101→ 11010→ 10101→ 01011

��	 ��	9�����	 "�� �����	 ���	 �����	 �� ���/��� 0! �����	�# � ����� ������
���� ����88�	�� ��� 10110! ������� �� ����� 01101! ������ �� ������ 11010

� 10101! � ��8�! �� ����� 01011 	���� �� �������	� 	 �����	% ���	 ��"5���	
�� ����� ��"�5���	� ���� ��� �����	�	 ������� 	 ����� �� ������	���

01101 ≺i 01011 ≺i 11010 ≺i 10101 ≺i 10110

"�� ����������� 
 ����� ��� ������ ���������� �	 ����� �� �����	��% ����
���! ����	���! �����	��� ������� 	 ����� ��������R

01101 01011 11010 10101 10110

2 5 3 4 1



3I+ ' '�5����� '

�

3��
%�� $4�4�5�

4�9	� 	� ��"�5���	� (101) � (1011) ������	��� ���������	����� ��	 ���
���	 �� ���/��� 1 � ��	 �����	 �� ���/��� 2% �����*	��� � ������	����� ��
(��������! ������ ��5� ������	�<�� ������	���

101→ 011→ 110

�	�	 	 �������	 � "�	��� ������	�<�� ������	���

1011→ 0111→ 1110→ 1101

�	�	 	 ������	% ' �������� ��� ������ ���������� �����	��� ��� �	�	 ���
���	 ��������	 ����	��� 	���� ��������	%  	� ������� �	���� �����	� ���	�
��"�5���� �� ��5� � "�	��� ��"�5���	� ������� 	 ����� �� ������	���%
)# ����� 	� ���� ��"�5���	�! ��	� "�� �����	� ��� ,R

C�� → 011011

C���→ 0111

� ��9	 �	��� ����� � ,33% $	�� "�� 	 �����	 � ��������	! � ����/��� ����������
	 ��"�5���	 �	�� ����	% >����� ����� � �������� �/����� ��7������% ' �����
����� � �	�! ����	��� 	 ��"�5���	 ��9	 �	���	�� ����� � ������	 �� 3
������	 	 ��"�5���	 ��9	 �	���	�� ����� � ������	 �� �� ,%
�� ������	! �# 	� ��"�5���	� ��9	 �	��� ����� � 3 � ��9	 �	���	�� �!

�����"����������! ���	�% '����! 	� ��"�5���	� ��9� ������� �/����� � 3 ���
������	�	� ��� 	"���	� "�� �5� , ���� ������� �/�����% ����	��� ������
�� ������	 ⎧⎨

⎩
��C

���C

��C�

=⇒ 1110 ≺i

∣∣∣∣∣∣
110

1101

. A'%1MB

' �	��� ����� � 33! � ����� 	 �	���	�� � �	�% .��� "��� ��*�� "�� 	 ��"�5���	
��9� �������� �/����� � 3 ������	 	� ����	� "�� ����	� 	 ��� �����	�	�% '���	!

��C

��C�

=⇒
110110

11011101

=⇒ 110 ≺i 1101. A'%1JB

������ 	����
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1110 ≺i 110 ≺i 1101

�	��	� 	� ��	� ��"�5���	� "�� �����	� ��� 3,%

�C�

�C��

=⇒
101101

10111011

=⇒ 1011 ≺i 101. A'%2,B

�����	��� �� ����� �� ������	��� �	� ��5� ��	�	�! ������ � ���9���� �	�
��"�5���	� �����	�	� ������� 	 ����� �� ������	���! ���� �����

011 ≺i 0111 ≺i 1110 ≺i 110 ≺i 1101 ≺i 1011 ≺i 101

�

��	 �����	 ��������	 � ������� �� ������	 "�	��� ���	� 	� ��"�5���	�
��������	� 	�����	�	� 	 ���� ������ ���������� ��� 	�����*	���&! � �	�	 ����!
� ��8������ "�� 	 G����	 ��"H5���	 �������� 	 ����� �� ������	��� ��9	
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