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Os Cursos de Graduac¢io da UFMG, modalidade a distancia, foram
concebidos tendo em vista dois principios fundamentais. O primeiro
deles se refere & democratizacio do acesso a educacio superior; o
segundo consiste na formacgéo de profissionais de alto nivel, compro-
metidos com o desenvolvimento do pais.

A coletinea da qual este volume faz parte visa dar suporte aos estu-
dantes desses cursos. Cada volume esta relacionado com um tema,
eleito como estruturante na matriz curricular. Ele apresenta os
conhecimentos minimos que sdo considerados essenciais no estudo
do tema. Isto nio significa que o estudante deva se limitar somente ao
estudo do volume. Ao contrario, ele é o ponto de partida na busca de
um conhecimento mais amplo e aprofundado sobre o assunto. Nessa
direcdo, cada volume apresenta uma bibliografia, com indica¢io de
obras impressas e obras virtuais que deverio ser consultadas 4 medida
que se fizer necessério.

Cada volume da coletdnea estd dividido em aulas, que consistem
em unidades de estudo do tema tratado. Os objetivos, apresentados
em cada inicio de aula, indicam as competéncias e habilidades que o
estudante deve adquirir ao término de seu estudo. As aulas podem se
constituir em apresentagio, reflexdes e indaga¢des tedricas, em expe-
rimentos ou em orienta¢des para atividades a serem realizadas pelos
estudantes.

Para cada aula ou conjunto de aulas, foi elaborada uma lista de exer-
cicios com o objetivo de levar o estudante a avaliar o seu progresso
e a desenvolver estratégias de metacogni¢do ao se conscientizar dos
diversos aspectos envolvidos em seus processos cognitivos. Essa lista
auxiliard o estudante a tornar-se mais auténomo, responsavel, critico,
capaz de desenvolver sua independéncia intelectual. Caso ela mostre
que as competéncias e habilidades indicadas nos objetivos nio foram
alcancadas, ele deverd estudar com mais afinco e atenc¢do o tema pro-
posto, reorientar seus estudos ou buscar ajuda dos tutores, professo-
res especialistas e colegas.

Agradecemos a todas as institui¢ées que colaboraram na produgdo
desta coletdnea. Em particular, agradecemos as pessoas (autores, coor-
denador da produgio gréfica, coordenadores de redagio, desenhistas,
diagramadores, revisores) que dedicaram seu tempo, e esfor¢o na pre-
paracdo desta obra que, temos certeza, em muito contribuird para a
educacio brasileira.

Maria do Carmo Vila
Coordenadora do Centro de Apoio a Educagéo a Distdncia
UFMG
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Apresentacao

Este livro foi escrito para ser utilizado nos cursos de Educagio a
distincia oferecidos pela UFMG para a licenciatura em Matematica.
Ele esté dividido em dois tomos. No primeiro, tratamos de vetores
no plano e no espaco, aplicacdes ao estudo das conicas, matrizes
e determinantes e sistemas de equagdes lineares. No segundo
tomo trataremos da equacio cartesiana de um plano no espaco, de
equac¢io paramétricas da reta no espaco, de posi¢des relativas de
retas e planos no espaco e de transformacdes lineares.

Estes livros estdo assentados na experiéncia de mais de 30 anos
do autor em ministrar ndo s6 a disciplina de Geometria Analitica,
mas outras disciplinas de Calculo, Histéria da Matematica, Algebra
Abstrata e Geometria Algébrica no Departamento de Matemdtica
da Universidade Federal de Minas Gerais, além da experiéncia de
escrever um primero livro de Geometria Analitica e Algebra Linear
para a licenciatura a distdncia em Quimica ([2]).

Tal experiéncia talvez possa ser resumida em dois principios basi-
cos que orientaram a elabora¢io da obra. O primeiro é que se deve,
no ensino da Matematica, respeitar a evolu¢io histérica dos con-
ceitos, explicitando para o aluno como eles evoluiram. A idéia aqui
é que as dificuldades que o aluno enfrenta em seu aprendizado sio,
muitas vezes, semelhantes aquelas que a ciéncia enfrentou em sua
evolucio.

O segundo é que a Matematica se articula sempre em torno de
exemplos, da mesma maneira que a Quimica e outras ciéncias
experimentais se baseiam na experiéncia. Esta observacio é valida,
tanto nos estudos mais elementares de Matemadtica como na
pesquisa mais sofisticada. Assim procuramos desenvolver o texto
enfatizando sempre o exemplo. Por outro lado, como este livro estd
voltado para alunos de Matemdtica, procuramos dar um tratamento
mais formal demonstrando alguns resultados, principalmente no
estagio final do livro.



Tivemos sempre em mente que este trabalho se destina a cursos a
distancia. Dessa forma, o texto possui varias caracteristicas especi-
ficas para ser assim utilizado. Dentre elas chamamos atencéo para as
seguintes:

1. Cada aula é aberta com objetivos gerais. Recomendamos que o
aluno leia-os inicialmente e volte a eles no final certificando-se de que
eles foram atingidos, e, se ndo o forem, que tente sanar a deficiéncia.

2. No decorrer do texto, existem exercicios. Eles foram incluidos com
0 objetivo de testar o entendimento do assunto tratado anterior-
mente. E importante que o aluno faca esses exercicios, pois eles sio
necessarios para o seu amadurecimento.

3. Ao final de cada aula, incluimos numerosos exercicios, ordenados
por nivel de dificuldade. E um pouco pessoal a escolha de quantos
exercicios fazer, mas o aluno deve fazer um nimero suficiente para se
sentir seguro do conteddo a que eles se referem.

Finalmente, ao concluir esta apresentacdo, gostariamos de agradecer
ao Ministério de Educacio e Cultura e a Universidade Aberta do Brasil
pela oportunidade de escrever estas notas e a Profa. Maria do Carmo
Vila, coordenadora do programa de ensino a distancia da UFMG, pela
sua eficiente coordena¢do do programa. Gostaria de agradecer tam-
bém aos colegas Hamilton Prado Bueno, Seme Gebara Neto e Maria
Cristina Ferreira pelas discussées frutiferas que tivemos sobre o
texto, bem como por algumas sugestdes e corre¢des e a Joana David
Avritzer que revisou parte do texto.

Esperamos que este livro possa ser ttil a esse importante programa
de formacio de professores tio necessdrio ao desenvolvimento de
nosso pais.



AULA K

O que é a Geometria Analitica?

OBJETIVO
1. Ter uma idéia geral do que é a Geometria Analitica e do que vai ser estudado
nos Curso Geometria Analitica e Algebra Linear | e II.

1.1 - GEOMETRIA SINTETICA E GEOMETRIA ANALITICA

A geometria, como a entendemos hoje, surgiu na Grécia antiga ha
aproximadamente 2.600 anos. Embora Euclides nao tenha sido o pri-
meiro gedmetra grego, sua obra, Os elementos, teve enorme influéncia
na histéria da geometria e ainda hoje serve como exemplo, entre ou-
tras razoes, pelo grande rigor do seu método. Esse método, conhecido
como método axiomatico, parte de defini¢oes e postulados tidos como
evidentes e, utilizando as regras da légica formal, chega a fatos geo-
métricos que estao longe de ser evidentes. Essa geometria, que pouco
difere da que todos aprendemos no ensino fundamental, é conhecida
como Geometria Sintética.

A Geometria Analitica surgiu muito posteriormente com Descartes
(1596-1650) no século XVII. Em seu livro O discurso do método,
publicado em 1637, Descartes se propoe a encontrar um método ca-
paz de resolver qualquer problema. Numa primeira etapa, ele duvida
de todas as coisas e depois procura aquelas verdades que sao cla-
ras e distintas. Em seguida, procura estudar as coisas desconhecidas
comparando-as com as verdades claras e distintas. Como apéndices a
O discurso do método, Descartes elabora trés aplicagbes para ilustrar
seu método: a geometria, a didptrica e os meteoros. Eem 4 geometria
que Descartes inventa a nova geometria, a Geometria Analitica.
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Figural.l:Asretasy=xey=x+1

Para Descartes, as verdades claras e distintas, no caso da geometria,
sdo os segmentos que ele, como os gregos anteriormente, identifica
com os numeros. Na consideracao de um certo problema, diz ele,
devemos escrever a equagao que liga os segmentos conhecidos aos
desconhecidos e a partir delas resolver os problemas. Ele observa que
a geometria é “dificil” e a dlgebra “facil”, e que seu método, nesse
caso, se limitava a resolver os problemas dificeis que os gregos haviam
proposto pela algebra, mais clara e facil de manipular.

Vamos considerar um primeiro exemplo simples.

Exemplo 1.1 Considere as retas dadas pelas equacoes
y=x e y=x+1

Estamos interessados nos pontos do plano que satisfazem simultanea-
mente as duas equagoes. Substituindo a primeira equagao na segunda
temos z = x + 1 e logo 1 = 0! Logo, as duas equagdes nao possuem
solugdes em comum. Nesse caso, a tradugao que Descartes procurava
da algebra para a geometria é que a auséncia de solugoes em comum
significa que as retas sdo paralelas. Veja a Figura 1.1. <

Antes de considerarmos um outro exemplo um pouco mais compli-
cado, vamos fazer uma revisdo da Geometria Analitica no plano.
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y
¥, P

=(a. b
b 0O=(a, b)

a Xo X

Figura 1.2 : Bijecio entre pontos do plano e pares ordenados

1.2 - REVISAO DA GEOMETRIA ANALITICA PLANA

O primeiro passo para iniciar o estudo da Geometria Analitica é ob-
servar que a reta pode ser posta em correspondéncia bijetiva com os
nimeros reais, da seguinte maneira: escolhemos um ponto, chamado
origem, para representar o zero; escolhemos uma dire¢do em geral a
direita para representar o sentido positivo e uma unidade, que repre-
senta o nimero 1. A partir dai, pode-se mostrar que todo nimero
real fica representado por um ponto da reta e que todo ponto da reta
representa um numero real.

Em seguida, para representar os pontos do plano, tomamos duas re-
tas, que chamaremos de eixos, que se cortam perpendicularmente em
um ponto. Este ponto serd a origem de um sistema de coordenadas
para o plano e é usualmente denotado por 0. Observe que podemos
facilmente estabelecer uma bijecao entre os pontos do plano e os pares
ordenados de nimeros reais da seguinte maneira: dado um ponto P
do plano, baixando duas perpendiculares a partir do ponto aos dois
eixos, obtemos dois niimeros reais. O primeiro, g, é chamado abs-
cissa do ponto, o segundo, yp, ordenada. Podemos assim representar
o ponto P pelo par de nimeros reais (xg,yo). Reciprocamente, dado
um par de ntimeros reais (a,b) obtemos um ponto @ do plano como
a intersecao das paralelas aos eixos, passando pelos pontos a e b dos
eixos. (Figura 1.2)

Descartes ja havia observado que toda equacdo nas variaveis x,y,
f(x,y) = 0 descreve uma curva no plano. Por exemplo y = 2z + 3
descreve a reta que se obtém, dando valores para z e calculando os

13
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valores correspondentes para y. Observe:

112

Exercicio 1.2 Complete a tabela dando mais 11 valores para x e encontrando os valores
correspondentes para y. A seguir faga um esbogo da reta y = 2z + 3.

Se tomarmos a equacio z2 + y?> = 4, observe que cada valor de z,
—2 < x < 2 determina dois valores de y, por exemplo:

z| 0 1
y | +2 | +V3

Exercicio 1.3 Complete a tabela dando mais 11 valores para x e encontrando os valores

correpondentes para y

. A seguir faca um esboco da figura dada por z2 +y? = 4, que neste

caso é uma circunferéncia.

14

Toda equacao f(z,y) = 0, do primeiro grau, determina uma reta, e
toda equacdo da forma 2% + y? = @? determina uma circunferéncia
de centro na origem e raio a. O primeiro fato nao sera estudado
aqui; estudaremos o segundo na préxima aula. Se vocé nunca estudou
Geometria Analitica anteriormente, estude a equacdo da reta, por
exemplo, no livro Matemdtica, de Gelson lezzi e outros autores, Atual
Editora, Sao Paulo, 2002, p. 544-551.

1.3 - RESOLVENDO A GEOMETRIA PELA ALGEBRA

Vamos considerar agora um outro exemplo para ilustar o que Descartes
queria dizer com resolver a geometria pela algebra.

Exemplo 1.4 Considere as retas do plano dadas por a1z + b1y = ¢1
e asT + boy = c9, que vamos supor distintas, com a1 # 0 e as # 0.
Queremos saber se essas retas se interceptam e, em caso afirmativo,
em quantos pontos.

Para tratar este problema geométrico vamos considerar as duas equa-
¢Oes acima e considerar o sistema formado por elas:

ar+by = ¢
acx + by = c2
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Multiplicando a primeira equacao por as e a segunda por a; e sub-
traindo uma da outra temos:

asa1% + asb1y — a1asx — a1boy = ascy — aics.
Assim eliminamos x e obtemos:
(a2br — a1ba)y = aser — aico

Temos duas possibilidades:

1. Se (a2b; — a1by) # 0, entdo obtemos uma tnica solugao para o

: __ aci—ajce bico—bacy
sistema dada por y = b b PR

2. Se asby —a1by = 0, entao, como estamos supondo as duas equa-
¢oes distintas, segue que ascy — ajco # 0. Para ver isto, observe
que se ascy — ajca = 0 temos que by = %62 ec = %CQ e a
equacao ajx + b1y = ¢; nada mais é que ajx + %be = %CQ que
pode ser reescrita como asx + boy = ¢, contrariando a hipotese
das retas serem distintas. Segue que sistema nao possui solucao,
é impossivel.

Podemos agora traduzir, neste exemplo, o que Descartes queria dizer
com resolver a geometria pela algebra:

e Se o sistema possui uma solugdo, isso significa que as retas se
encontram em um unico ponto.

e Se o sistema nao possui solugdo, isso significa que as retas sao
distintas e paralelas.

Exercicio 1.5 Considere as retas 2z+3y = 4 e 6x+y = 2. Determine se elas sao paralelas
ou nao e caso nao sejam paralelas determine seu ponto de intersecao.

Exercicio 1.6 Considere as retas 2x + 3y = 4 e 4x + 6y = 2. Determine se elas sao
paralelas ou nao e caso nao sejam paralelas determine seu ponto de intersecao.

Exercicio 1.7 Considere as duas retas do plano dadas por a1z+b1y = ¢ € asx+bsy = co,
como anteriormente, mas agora nao suponha que elas sejam distintas. Execute o mesmo
procedimento. Aparece uma outra possibilidade que nao havia aparecido antes. Qual é
ela? O que ela significa?

15



GEOMETRIA ANALITICA E ALGEBRA LINEAR

16

Utilizando o fato, aprendido na algebra elementar, que um sistema
de duas equagoes lineares possui sempre uma soluc¢ao, nenhuma so-
lucdo, ou infinitas solucdes, deduzimos o resultado geométrico que
duas retas que possuem dois pontos comuns sdo coincidentes (veja o
exercicio 1.7).

1.4 - A GEOMETRIA ANALITICA ATUAL

O final do século XIX e o principio do século XX assistiram a gran-
des transformacoes das ciéncias, de uma forma geral, e da matema-
tica, em particular. O surgimento da chamada fisica moderna com
a teoria da relatividade proposta por Eistein e a mecénica quantica
proposta por Schrodinger fez com que a matematica adotasse um
tratamento, primordialmente, “vetorial” e “matricial.” E o surgimento
do que conhecemos como algebra linear que vai permear todos os
ramos da matematica e de outras ciéncias. Neste curso, vamos tratar
os assuntos que ja descrevemos desse ponto de vista. Essa linguagem
serd introduzida nas aulas 2 e 3 e utilizada nas aulas subseqiientes.

Nos anos 70 do século XX, com o avanco da ciéncia da computagao
e de suas miltiplas aplicacoes a todos os ramos do conhecimento,
a Geometria Analitica passa a conhecer outras aplicagbes até en-
tao insuspeitadas. Surgem ramos do conhecimento como computagao
grafica e visao computacional. Todos temos contato com estas duas
areas da ciéncia da computagdo. A computagao grafica estuda o tra-
tamento de imagens utilizando computadores. E largamente utilizada
em propaganda televisiva, por exemplo, onde estamos habituados a
ver imagens que se deformam ou giram segundo varios eixos. Daremos
uma idéia de como isso é feito no tomo 2 deste livro.

1.5 - OS OBJETIVOS DESTE CURSO

Podemos agora explicitar melhor quais os objetivos da disciplina que
vocé esta iniciando. Quando terminar os dois tomos deste livro, vocé
deverd ser capaz de:

e De uma maneira geral, relacionar a geometria de planos e retas
no espacgo com a algebra correspondente de equagoes lineares
em trés varidveis. Ou seja, ser capaz de estender o Exemplo 1.4
para o contexto de retas e planos no espaco.

Mais concretamente vocé sera capaz de:

1. Resolver e discutir sistemas de m equagoes lineares em n
incognitas.
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2. Saber operar com matrizes e resolver sistemas de m equa-
¢oOes a n incégnitas, operando com as matrizes associadas,
o chamado método de Gauss-Jordan.

Conhecer e operar com vetores no plano e no espaco.
Conhecer e operar com a equagao de um plano no espaco.

Conhecer e operar com as equagoes paramétricas de retas
no espago.

6. Estudar a posicao relativa de retas e planos no espaco.

e Conhecer a Geometria Analitica do plano e as transformagoes
lineares do plano no plano.

Mais concretamente vocé sera capaz de:
1. Saber operar com diferentes bases do plano. Conhecer os
varios tipos de transformagoes lineares do plano.
2. Conhecer as cOnicas planas e suas equagoes.

3. Saber quando é possivel diagonalizar as matrizes
associadas a transformacoes lineares do plano no plano e
diagonalizé-las.

17






AULA B

Vetores no plano e no espaco

OBJETIVO

Ao terminar esta aula vocé deverd ser capaz de:

1. Representar pontos no plano e no espaco tridimensional.

2. Saber o que é um vetor no plano e no espago e somar 2 vetores no plano
e 2 vetores no espago.

3. Conhecer o produto escalar de 2 vetores e suas propriedades.

2.1 - PONTOS NO PLANO ENO ESPACO

Ja vimos, na secao 1.2, que os pontos de uma reta podem ser repre-
sentados por um niimero real, uma vez escolhido um ponto para ser
a origem e um segmento orientado para ser a unidade de medida.

Vimos também como representar um ponto do plano por um par
ordenado (z,y) de nimeros reais.

Vamos ver agora como podemos utilizar um terno (x, y, z) de nimeros
reais para representar um ponto no espaco ordinério, que chamaremos
aqui de espago tridimensional. Acrescentamos ao plano zy ja conhe-
cido um outro eixo perpendicular ao plano zy, e passando pela origem
do plano zy, o chamado eixo dos z’s. Dado um ponto P no espaco,
tracamos por P uma perpendicular ao plano xy obtendo assim sua
projecao P’ e uma perpendicular ao eixo dos z’s, obtendo o niimero
20, chamado altura do ponto P. Como anteriormente o ponto P’ no
plano xy possui abcissa g e ordenada yg. Obtemos assim coordena-
das (zo, Yo, 20) para o ponto P no espago. Reciprocamente todo terno
de nimeros reais (a,b,c) representa um unico ponto ) no espago:
as coordenadas (a,b) representam um ponto P’ no plano xy. Levan-
tando por P’ uma perpendicular ao plano zy e marcando a altura c
obtemos o ponto @ de coordenadas (a,b,c) (ver Figura 2.1).
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4
Z()
P=(x,y,,z,)
Yo
y
x()
P!
X

Figura 2.1 : O espago ordinério dotado de eixos coordenados x, y, z

Podemos adicionar pontos no plano ou no espago da seguinte maneira:

Se Ay = (a1,b1,¢1) e As = (ag,ba,c2) sdo dois pontos no espaco,
definimos o ponto A; + Ay como sendo o ponto no espaco dado por
Al + Ay = (a1 + ag,b1 + ba,c1 + ¢2). Analogamente, definimos a
adicdo de dois pontos no plano. Vamos expor toda a teoria para
pontos e vetores (que veremos em seguida) no plano ou no espago
e deixamos a cargo do aluno fazer as modificagbes necessarias para
obter as propriedades de pontos e vetores no outro caso.

Exercicio 2.1 Defina a adi¢ao de dois pontos do plano.

20

Exemplo 2.2

o Se A = (1,2, —11) e By = (2,—3,5), A+ By = (3, —1,—6).

o Se Ay = (2,—1) e By = (—2,1), Ao + By = (0,0) = 0.

<

Denotaremos, como no ultimo exemplo, o ponto (0,0), no plano, e o
ponto (0,0,0), no espaco, por 0 quando isto nao causar confusao.

Podemos também multiplicar um ponto no plano ou no espago por
um numero k. Se A=(a,b,c), entdo kA = (ka, kb, kc).

As seguintes propriedades sao satisfeitas pelas operagoes definidas
acima:
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1. A+ B)+C=A+(B+(C).

2. A+ B= B+ A.

3. k(A+ B) =kA+ kB.

4. Se k; e ko sdo nimeros, entdo (k1 + ko)A = k1 A + ko A.
5. (kiks)A = ki (ko A).

6. 0+A=A

7.1-A=A

8. Se denotarmos por —A o ponto (—1)A, entdo A — A = 0.

Vamos, agora, interpretar geometricamente a adicdo de pontos e a
multiplicacdo de pontos por um escalar. Faremos isto no plano, o
aluno nao tera dificuldades de fazer o mesmo no espago. Consideremos
um exemplo.

Exemplo 2.3 Vamos esclarecer, no caso do plano, o significado geo-
métrico da adi¢ao de dois pontos e da multiplicagdo de um ponto por
um escalar. Sejam A = (—2,2) e B = (5,4). Entao temos A + B =
(3,6). Os pontos A e B sao lados de um paralelogramo e a soma
A+ B é a diagonal. Da mesma forma, considere 3C' = (3, 3), em que
C = (1,1). O resultado significa esticar C' por um fator de 3. Multi-
plicar um ponto por um ntmero negativo inverte a dire¢ao. O caso
geral nao ¢é diferente deste exemplo. Observe a Figura 2.2. <

2.2 - VETORES NO PLANO E NO ESPACO: OPERACOES

A forga ou a velocidade, para serem caracterizadas, precisam, além
de um valor, de uma direcdo e um sentido. E intuitivo por exem-
plo que, se um solido se desloca com uma certa velocidade (numa
certa diregdo), cada um de seus pontos possui esta velocidade. Para
formalizarmos essa idéia definiremos:

Definicao 2.4 Um vetor é um par ordenado de pontos, no plano ou
—

no espago, que denotamos por AB. Visualizamos o vetor como uma

seta cujo ponto inicial é A e o ponto final é B.

— — —
Definicao 2.5 Dados dois vetores AB e CD, dizemos que AB é
equivalente a CD se B— A= D — C.

21
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Yy
(3, 6)
(5,4)
(-2,2) A+ B
A B
X
y
3c
c
X
y
34
X
—34

Figura 2.2: Adi¢do de pontos, multiplicacdo por escalar e multiplicacdo por um
namero negativo

22
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Figura 2.3 : Alguns vetores equivalentes

Exemplo 2.6 Considere os seguintes pontos do plano (veja a Fi-
gura 2.2):

A=(0,0, B=(1,1), C=(-2,-2),
D=(-1,-1), E=(44)e F=(55)

~ —) 7 . _—% ’ . —) .
Entao AB é equivalente a C'D que é equivalente a FF', pois

B-A=(1,1)—(0,0)=(1,1) e D-C=(-1,-1)—(-2,-2) = (1,1).

— —
Por outro lado BA néo é equivalente a C'D, ja que A — B = (0,0) —
(1,1) = (—1,-1) e ja vimos que D — C' = (1,1). <

rd . . _) ~ 7’ . % . % 7’ .
Exercicio 2.7 Verifique que C'D nao é equivalente a F'E. Verifique se AF' é equivalente

-
aDFE.

Observagao 2.8 O que fizemos com as duas defini¢des acima foi
estabelecer uma relacdo de equivaléncia no conjunto de pares orde-
nados de pontos onde identificamos dois pares AB e C’—ﬁ se B—A=
D — C. Nao vamos formalizar aqui o que significa uma relacao de
equivaléncia, mas vocé ja teve contato com algumas outras relagoes
de equivaléncia. A primeira que todos encontramos ¢ a relacdo que
definimos no conjunto das fragoes, quando dizemos que duas fra-
goes 7 e 7 sao equivalentes se ad = bc. E ela que permite afirmar
que as fragoes % = % = %, o0 que nos possibilita comparar fracoes
e operar com fragoes. Para todos os efeitos praticos, consideramos
duas fragoes equivalentes como iguais. O mesmo se da com veto-

res. A equivaléncia que definimos corresponde & observacao pratica

23
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de que dois vetores equivalentes possuem o mesmo “efeito fisico” e
portanto indentificamo-los. Na pratica, operamos quase que exclu-
sivamente com um unico representante da classe de equivaléncia, a
saber, o vetor cujo ponto inicial é 0 = (0,0). Veja também a préxima
observacao.

Observagao 2.9 Considere novamente os vetores C’_D) e FE. Vimos
que eles sdo equivalentes ao vetor AB cujo ponto inicial é a ori-
gem. De maneira completamente geral, é dado um vetor qualquer
IT.B{ cujo ponto inicial é (a1,b1) e o ponto final é (ag,bs). Temos
By — Ay = (ag — ay,b2 — by). Portanto, o vetor E é equivalente
ao vetor 0(Bp — Aj), ou seja, o vetor cujo ponto inicial é (0,0) e o
ponto final é (ag — a1, be — b1). Desta maneira, podemos pensar qual-
quer vetor como tendo o ponto inicial na origem, bastando, para isto,
olhar para seu equivalente que tem esta propriedade. A observagao é
muito ttil quando operamos com vetores. Definimos a soma de dois
vetores A—B> e CT? como sendo a soma dos dois pontos que sao equi-
valentes respectivamente a AB e a CD. Procedemos analogamente
para multiplicar um vetor por um escalar e recorreremos ao mesmo
expediente para definir o chamado produto escalar de dois vetores,
na proxima secao. Exatamente o mesmo raciocinio vale para vetores
no espago.

—_— —
Exercicio 2.10 Dados os vetores AB, C'D abaixo encontre dois outros equivalentes a eles
cujo ponto inicial é a origem:

A

=(2,3),B=(5-1),C =(-5,3),D = (9,-2).

Exercicio 2.11 Encontre a soma dos dois vetores acima.
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Observagao 2.12 Observe no Exemplo 2.6 que o vetor AB é equi-
valente ao ponto B — A = (1,1) enquanto o vetor BA é equivalente
aA— B = (—1,—1). Ou seja AB = —BA. Geometricamente o ve-
tor BA tem mesma direcdo que A.B), mas sentido contrario. Este
fato é completamente geral: dados quaisquer dois pontos A, B temos
A—B> = —B_z)4 e os vetores possuem mesma dire¢ao e sentidos opostos.

2.3 - PRODUTO ESCALAR

De acordo com a Observacgao 2.9, todo vetor pode ser pensado com
o ponto inicial na origem. Conseqlientemente, todos os pontos po-
dem ser identificados com vetores. Na definicdo a seguir e em varias
outras oportunidades, faremos esta identificagdo que nao causa con-
fusao, pois o contexto esclarece o que queremos dizer. Ficamos assim
dispensados de usar a seta na notacao de um vetor, pois ha pouca
diferenca entre os conceitos.
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Definicao 2.13 Dados dois vetores no espaco E = (a1,b1,c1) e

z@ = (ag, b, c2), o produto escalar de A; e As, denotado por A; - As,
é definido por:
Ay - Ay = ajas + bibs + crea

O produto escalar é sempre um namero.Veja o exemplo.

Exemplo 2.14 Seja A= (1,2,-3) e B=(1,5,7).
A-B=1-142-5+(=3)(7) = —10

Se os vetores est@ao no plano teremos: A = (1,2) B = (4,—6), A-B =
4—-12=-8. <

O produto escalar possui 4 propriedades importantes:

1. A-B=B-A

2. Se A, B,C sao 3 vetores temos: A-(B+C)=A-B+A-C =
(B+C) - A.

3. Se x é um numero, entao (zA)- B =x(A- B)

4. Se A =0, entdo A- A =0 e, caso contrario, A- A > 0.

As propriedades acima sao faceis de demonstrar e decorrem de pro-
priedades dos ntimeros reais. Vejamos como:

Propriedade 1 A- B = B - A, pois se A = (aj,a92,a3) e B =
(b1, ba, b3), temos:

A.B = a1by + asbs + azbs = byay + boas + bzaz = B.A

Propriedade 3 (zA) - B = z(A - B). Sejam A = (a1,a2,a3) e
B = (by,be,b3). Entao z(A) = (zay,xaz,xaz) e portanto (rA) - B =
xayay + xagby + xasbs = x(A - B).

Exercicio 2.15 Demonstre as propriedades 2 e 4.

Definigdo 2.16 Dois vetores A e B, A # 0 e B # 0 sdo ditos
perpendiculares (ou ortogonais) se A- B =0

O conceito de perpendicularidade é um conceito conhecido, que vem
da geometria elementar e nao é claro, no momento, que os dois coin-
cidam. Veremos nos proximos paragrafos que isto é verdade. Por ora,
um exemplo.

25



GEOMETRIA ANALITICA E ALGEBRA LINEAR

Figura 2.4 : O comprimento de um vetor no plano

Exemplo 2.17 Os vetores e; = (1,0,0), ez = (0,1,0),ee3 = (0,0,1)
sdo conhecidos como a base candnica do espaco ou como os veto-
res unitarios na direcdo dos eixos, denominacgdes cuja razao tam-
bém sera esclarecida posteriormente. Vejamos que eles sdo 2 a 2
perpendiculares pela definicao acima:

e1-eg=1-0+0-1+0-0 =0, e da mesma forma e;-e3 =0,e3-e3 =0

<

2.4 - NORMA DE UM VETOR
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Defini¢ao 2.18 Dado um vetor no plano ou no espaco, definimos a
norma de A, ||A || como sendo vV A.A.

Em coordenadas, temos: se A = (a,b) é um vetor do plano, entdo
|A| = Va? + b2 Se A = (a,b,c), entdao ||A| = Va?+ b2 + 2. Isto
mostra que a norma de um vetor coincide com a nossa nog¢ao intuitiva
de comprimento. No caso do plano é simplesmente o Teorema de
Pitagoras (ver Figura 2.4). No caso do espago observe a Figura 2.5.

Exemplo 2.19 Dado A = (1,7), ||[A| = V12+ 72 = V/50. Dado
B=(1,0,2), |B||=vI+4=5 <

Diremos que um vetor U ¢ unitario se |U| = 1. Dado qualquer

vetor A com norma a = ||A||, observe que 14 é um vetor e ||2A|| =

1|A|| = 2 = 1. Diremos que dois vetores ndo nulos A, B possuem a

mesma direcdo se existe uma constante ¢ tal que B = cA. O vetor
éA é chamado o vetor unitario na direcao de A.
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(a, b, c)

1/aZ_’_b2_i_c2 ™

y
X A/ a2+ b2
Figura 2.5: O comprimento de um vetor no espaco
Exemplo 2.20 Se A = (1,—1,2), entao H | = v/6. O vetor unitario
na dire¢do de A é o vetor \}A (% 7 7) <

2.4.1 DISTANCIA ENTRE DOIS PONTOS

Definigao 2.21 Sejam A e B pontos no plano ou no espago. Definimos
a distancia entre A e B como sendo:

IA—B||=/(A-B)- (A~ B)

Observacgao 2.22 A distancia entre A e B é portanto a norma do
vetor AB. Dessa forma a definicdo coincide com a nossa intuicao
geométrica que decorre do Teorema de Pitdgoras. Veja também o
exemplo.

Exemplo 2.23 Sejam A = (—1,1) e B=(2,2).
A-B=(-1,1)—(2,2) =(-3,—-1) e ||[A - B| = v10.

O principal resultado sobre a relagdo entre o produto escalar de dois

vetores e suas normas ¢ a seguinte proposi¢ao, cuja demonstragao

serd vista na proxima secao:

Proposicao 2.24 Dados dois vetores A e B temos

A-B=|[|A[[]|B | cos(0),
onde 0 ¢ angulo entre os vetores A e B. Veja a Figura 2.6.
Observacao 2.25 Note que se o angulo entre dois vetores A e B é

5 entdo, pela férmula acima, A- B = 0, o que coincide com o conceito
expresso na Definigao 2.16.
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Figura 2.6: O 4ngulo entre os vetores A e B

2.5 - PROJECAO DE UM VETOR SOBRE UM OUTRO

Sejam A e B dois vetores, B # 0. Vamos definir a projecdo de A
sobre B que serd o vetor P da Figura 2.7.

Queremos, portanto, encontrar um vetor P tal que A — P seja orto-
gonal a B e tal que P = ¢B, para alguma constante ¢ que quere-
mos determinar. Suponha que encontramos tal constante c. Entao
teremos:

(A-P)-B=(A—¢B)-B=0, ouseja, A-B=cB-B
A-B

donde temos que: ¢ = ——.
d B B

Reciprocamente, se ¢ = %, temos (A—cB)-B=A-B—cB-B=0.

Definigao 2.26 A projecao de um vetor A sobre um vetor nao nulo
B é o vetor P = ¢B, onde ¢ = 42 que denotaremos por P =

BB’
PT‘OjBA.

Exemplo 2.27 Sejam A = (1,2,-3) e B = (1,1,2) vetores do
espago. Vamos calcular a projegdo P de A sobre B. Temos:

A-B 142-6 1
c= = =——.

BB 6 2
Portanto P = ProjpA = cB = —3(1,1,2) = (-3, -3, -1). <

Exercicio 2.28 Verifique que ProjpA = ProjygA, para A constante nao nula. Faga um

1

esbogo para A =1, 3,

28

=1



AULA 2

’/ 4

A-P

Figura 2.7: A projecdo de um vetor A sobre um vetor B

Podemos agora demonstrar a Proposicao 2.24:
Dados dois vetores A e B temos

A-B = [[A][|B] cos(0),

onde # é angulo entre os vetores A e B.

Demonstragao 2.29 Da geometria elementar, temos a seguinte

relacao:
c||B|
0s(0) = .
A
Substituindo o valor de ¢ obtido acima temos:
A-B A-B
| Al cos(0) = =—||B|| = 755 || B]|, donde:
B-B 1B

A-B=|A|||B]|cos(t).

Observacgao 2.30 Alguns autores tomam a relagao

A-B = |[A|[|B ] cos(0)

como sendo a definicdo do produto escalar. Optamos por adotar a
defini¢do acima, seguindo o tratamento dado por Serge Lang em seu
livro [3]. Um dos mais prolificos e respeitados autores de livros de
matematica do século passado, Lang observa que tomar a relacao
acima como defini¢do dificulta a demonstracdo das propriedades do
produto escalar, além desta relagdo nao possuir uma generalizacao
natural no contexto da andlise funcional, vantagens do tratamento

mais algébrico que adotamos aqui.
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O conceito de perpendicularidade visto aqui é distinto do corrente
nos cursos de geometria elementar. Vamos mostrar agora que eles
sao coincidentes. Para isto vamos relembrar um fato da geometria
elementar. Dado um segmento C'D no plano, o lugar geométrico dos
pontos eqiiidistantes de C' e D é a perpendicular a C'D, passando
pelo seu ponto médio.

Considere um vetor A e um vetor B e vamos supor que eles possuem
o mesmo ponto inicial. Consideremos o vetor —B. A distancia de A
a B é ||A— B|. A distancia de A a —B ¢ ||A + Bj|. Pelo resultado
acima estas distancias serao iguais se e somente se os vetores A e B
sao perpendiculares. Para mostrar que o conceito de perpendicula-
rismo da geometria elementar coincide com o nosso vamos mostrar o
seguinte:

Proposicao 2.31 Dados dois vetores A e B, |A— B|| = |A+ B se
e somente se A- B = 0.

Demonstracao: Suponhamos que ||A — B| = ||A + B||. Temos que

J(A=B)-(A-B)=,/(A+B)-(A+B).
Elevando ambos os membros ao quadrado temos:
A-A+2A-B+B-B=A-A-2A-B+B-B,

ou seja, A- B = 0. Isto mostra que ||A — B|| = ||A+ B|| se e somente
se A-B=0. |
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2.6 - EXERCICIOS

1. Considere os pontos A e B abaixo, no plano, ou no espaco, e calcule A + B, A — B,

(a) A=(2,-1)eB=(-11).

(b) A=(-13)eB =( )

(c) A=(2,-1,5) e B=(-1,1,1).
(d) A= (m3,-1) e B=(2r,-3,7).

2. Desenhe os pontos do exercicio anterior.

3. Calcule e desenhe A + 2B, A+ 3B, A+ %B para A e B como no exercicio 1.

—_— =
4. Em cada caso, determine se os vetores CD e AB sao equivalentes:

(a) C =(1,-1), D= (1,3), A= (-1,5), B = (2,2).
(b) C = (1,4), D = (=3,5), A= (5,7), B = (1,8).

(¢) C =(1,-1,5), D=(-2,3,4), A= (3,1,1), B=(0,5,0).
(d) C=(2,3,-4), D= (-1,3,5), A= (=2,—1,5), B = (2,2,7).

—_— —
5. Encontre o comprimento dos vetores A, B, AB, CD no item anterior.
6. Encontre o produto escalar A.A e A.B para todos os valores de A e B no exercicio 1.
7. Quais dos seguintes pares de vetores sao perpendiculares?
(a) (1,-1 2) (2, 1, 7).
(b) (1,-1,1) e (2,3,1).
(C) (ﬂ-a 27 ) ( -7 O)
(d) (=1,1) e (1,-1).
(e) (=5,2) e (2,3).
8. Faga um esbogo dos dois ultimos itens do exercicio acima.
9. Determine o cosseno dos angulos do triangulo cujos vértices sao:
(a) (2,-1,1), (1,—3,-5) e (3,—4,—4).
(b) (3,1,1), (—1,2,1) e (2,-2,5).

10. Sejam A, B, C trés vetores nao nulos. Mostre, por meio de um exemplo, que podemos
ter A.C' = B.C com A e B distintos.
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SV 3

A circunferéncia, a esfera e as conicas

OBJETIVO

Ao terminar esta aula vocé devera ser capaz de:

1. Aplicar os conceitos de vetores no plano e no espaco vistos na aula ante-
rior ao estudo da circunferéncia e da esfera.

2. Conhecer as defini¢des da elipse, hipérbole e parabola como lugar geomé-
trico e aplicar o conceito de vetor no plano visto na aula anterior ao estudo
das conicas acima.

3. Entender o que é uma mudanca de coordenadas e utilizar mudancas de
coordenadas a identificacao das conicas.

3.1 - ESTUDO DA CIRCUNFERENCIA E DA ESFERA

Consideremos inicialmente o plano zy.

Definicao 3.1 Uma circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos
eqiiidistantes a um ponto C' dado. O ponto C é chamado de centro
da circunferéncia, e a distancia comum, o raio.

Suponha que o ponto C' = (0, 0) é a origem do plano xy e a distancia é
um ndamero r. Aplicando a férmula de distancia temos que um ponto
X = (z,y) satisfaz o lugar geométrico se:

|X — 0| =, ou seja, se /(22 +y?) =,

ou ainda se 2 + y? = 2, que é a equacdo de uma circunferéncia de
centro na origem e raio 7.

De maneira mais geral, se o centro da circunferéncia é um ponto
C = (a,b) dado e X = (z,y) é um ponto da circunferéncia, o lugar
geométrico é descrito pela condi¢ao que C—)>( =X-C=(r—a,y—0»)
possua comprimento constante igual a 7.

Temos assim ||(z — a,y — b)|| = r donde obtemos a equagao da cir-
cunferéncia de centro em C = (a,b) e raio r :

\/(az —a)?+ (y—0)2 =rouainda (zr —a)® + (y —b)? =r% (3.1)
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Exemplo 3.2 A equacio z2 + y? = 4 descreve a equacio da circun-
feréncia de centro na origem e raio 2. <

Exemplo 3.3 A equacio (z — 1)+ (y — 3)? = 4 descreve a equacio
da circunferéncia de centro em C = (1,3) e raio 2. A equagdo acima
pode também ser escrita 22 — 2z + 1+ y?> — 6y + 9 = 4 ou ainda
22 4+ 9% — 2z — 6y + 6 = 0. Isto levanta a seguinte questao. Dada uma
equacao como acima, saber se ela representa uma circunferéncia e,
em caso afirmativo, determinar o seu centro e raio. E o que faremos
apos os exercicios abaixo. <

Exercicio 3.4 Encontre a equagao da circunferéncia de centro no ponto C' = (2, 1) e raio 3.
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Retomemos a Equagdo 3.1 (z—a)?+ (y—b)? = r2. Podemos escrevé-la
assim:

22 +y? —2ax — 2by + a® + b* —r? = 22 + y® — 200 — 2by + d = 0,

onde d = a® + b?> — r2. Queremos responder a seguinte questao: dada
uma equacao como esta ultima, como reconhecer que ela é uma cir-
cunferéncia e como determinar o seu centro e raio. Considere o se-
guinte exemplo:

Exemplo 3.5 Determine o raio e o centro da circunferéncia dada
pela equacio 22 — 2z 4+ y? = 0. Esta equacdo nao esté na forma 3.1.
Para colocé-la nesta forma usamos um método conhecido como com-
pletar o quadrado. Observe que os termos 2 — 2z quase formam um
quadrado perfeito ja que (x—1)? = 22 —2x+1. Para completar o qua-
drado na equacao dada, somamos 1 aos dois membros da igualdade
e obtemos:

22 =2z +1+49*=1ouainda (z —1)* + (y — 0)* =1,

ou seja, a equacao dada é a da circunferéncia de raio 1 e centro no
ponto (a,b) = (1,0). <

Assim, dada uma equacao do segundo grau em xz,y para saber se
ela é ou ndo uma circunferéncia, tentamos completar os quadrados
como no exemplo e determinamos o seu centro e raio. Nem sempre é
possivel completar quadrados. Elucidaremos esta questao na préxima
secdo. Antes disso, vamos estudar uma situacao semelhante no espaco
tridimensional.



AULA 3

Vamos considerar agora o espago com coordenadas x,y, z.

Defini¢ao 3.6 Uma esfera é o lugar geométrico dos pontos eqiiidis-
tantes a um ponto C. O ponto C é chamado o centro da esfera, e a
distancia comum, o raio da esfera.

Suponha que o ponto é a origem do plano zyz e a distdncia é um
numero r. Aplicando a férmula de distancia temos que um ponto X =
(x,y, z) satisfaz o lugar geométrico se || X —0|| = /(2? + y*> + 22) = r,
ou seja, se 2 + 4%+ 22 = r2, que é a equacao de uma esfera de centro
na origem e raio 7.

De maneira mais geral, se o centro da esfera é um ponto 6 = (a,b,c)
dado ¢ X = (z,y,z) é um ponto da esfera, o lugar geométrico é
descrito pela condicao que CX=X_-C= (x—a,y—0b,z—c) possua
comprimento constante igual a r. Temos assim ||(x —a,y—b,x—c¢)|| =
r, donde obtemos a equagao da esfera de centro em C' = (a,b,c) e
raio r :

Exemplo 3.7 A equagdo 22 + y? + 22 = 1 descreve a equacdo da
esfera de centro na origem e raio 1. <

Exemplo 3.8 A equacio (z—1)?+ (y—1)?+ (2 —1)? = 9 descreve a
equagao da esfera de centro em C' = (1,1, 1) e raio 3. A equagao acima
pode também ser escrita 2 —2r +1+y? —2y+1+22-224+1=9
ou ainda 22 4+ y?® + 22 — 2z — 2y — 22 — 6 = 0. Poderfamos, como
no caso da circunferéncia, tratar da questao de como determinar se
uma equacao do segundo grau em trés variaveis é uma esfera e, em
caso afirmativo, determinar o seu centro e raio, mas vamos optar por
retornar ao plano xy e tratar de algumas outras figuras ai. <
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Figura 3.1: Uma elipse de focos F, e F,

3.2 - ESTUDO DE CONICAS

36

3.2.1 - A Evipse

Considere novamente o plano zy.

Definigao 3.9 Uma elipse é o lugar geométrico dos pontos cuja soma
das distancias a dois pontos dados é constante. Os dois pontos sao
chamados de focos da elipse.

Suponha inicialmente que os dois pontos Fi, F» sao dados por F; =
(—¢,0) e F» = (¢,0), a soma das distancias seja uma constante 2a, e
um ponto qualquer da elipse seja dado por X = (z,y). Suponha que
2a > 2c. Temos que | X Fi|| + || X F3|| = 2a. Entéo:

V@ — (=2 + 52+ /(@ — ()2 + 3?2 = 20,

ou ainda
(x+ )2 +y?=2a—/(z—(c)? +y2

Elevando ao quadrado obtemos

24y —day/(z — )2 + ¢

(z+c)?+1y?=4d’>+ (z — ¢
ou ainda
2?4+ 2cx + ¢ +yF =4a® + 2 = 2cx + & + ¥ — day/(x — ¢)2 + 2.

Simplificando obtemos:

ar/(z—c)2 +y2=da® —cx
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Elevando novamente ao quadrado:

a®((x — ¢)? +9?) = a®x® + a*? — 2%z + o*y® = 2a* + a' — 2cxd®

.%‘2(&2 702) +6L2y2 _ CL2(CL2 o 02)'

Finalmente, fazendo a? — ¢? = b? e dividindo ambos os membros por
a’b?, temos a equacao da elipse:

Dizemos que 2a é o comprimento do eixo maior da elipse e 2b é o
comprimento do eixo menor da elipse (veja a Figura 3.1).

Exercicio 3.10 Encontre a equacdo da elipse de focos nos pontos F; = (—1,0) e Fp =
(1,0) e tal que a soma das distancias a I e Fy é igual a 4.

3.2.2 - A HipErBOLE

Consideremos ainda o plano zy.

Figura 3.2: Uma hipérbole de focos F, e F,

Defini¢ao 3.11 Uma hipérbole é o lugar geométrico dos pontos cujo
moédulo da diferenga das distancias a dois pontos dados é constante
e menor que a distdncia entre Iy e F5. Os dois pontos sao chamados
de focos da hipérbole.
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Suponha que os dois pontos Fi, Fy sdao dados por F; = (—¢,0) e
Fy = (¢,0), o médulo da diferencga das distancias seja uma constante
2a, e um ponto qualquer da hipérbole seja dado por X = (z,y).
Temos ||| X F1|| — || X F»||| = 2a. Entao:

V(@ = ()2 +52 — \/(x — ()2 + 97| = 2a,

ou ainda

V(E+e)2+y?2=22a+\/(z —(¢)? + 2,

j& que se k é um ntimero e |k| = a, temos k = a ou k = —a. Elevando
ao quadrado, obtemos

(x+c)?+9y° =4d® + (z — ¢)® + y* £ 4a\/(z — )2 + 32,
ou ainda
224 2z + A +y? =4d® + 2% — 2cx + A + y? £ day/(z — )2 + 2.
Simplificando obtemos:

+ay/(x — )2 +y? = cx — a’.

Elevando novamente ao quadrado:

2,2 2

22 + a®c® — 2a°xc + a2y2 =c 2

a((z—c)?+y*) =a 22 +a* — 2cza
132(02 _ CL2) _ a2y2 — CL2(62 _ a2)‘
Finalmente, fazendo ¢ — a? = b® e dividindo ambos os membros por

a’b? temos a equacao da hipérbole:

Exercicio 3.12 Encontre a equagdo da hipérbole de focos nos pontos F; = (—1,0) e
F> = (1,0) e cujo médulo da diferenca das distancias a F} e Fy é igual a 1.
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Nos exercicios, vamos investigar quando algumas equagoes do segundo
grau sao circunferéncias, elipses, hipérboles ou parabolas.

3.2.3 - A ParABOLA

Definigao 3.13 Uma parabola é o lugar geométrico dos pontos do
plano xy tais que sua distdncia a um ponto fixo, chamado foco, é
igual a sua distancia a uma reta fixa, chamada diretriz.
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_—
\x

Figura 3.3: Uma parabola de foco F, e diretriz d

Vamos supor inicialmente que o foco é dado por F' = (¢, 0) e a diretriz
¢é a reta dada por x = —c. Vamos encontrar a equacao da parabola.
Para isso, suponha que um ponto da parabola é dado por P = (z,y).
A distancia de P & diretriz ¢ dada por HZTDH =||P—-D| = |[(z,y) —
(—c, )|l = V(x + ¢)?. A distancia de P ao foco é dada por HC_J)DH =
|IP-C| =||(z—ec,y)|| = V(z — ¢)? + y?. Temos entdo que a condigao

Hﬁ” = HC—P>H implica que /(z —¢)?2 +y2 = /(z + ¢)%. Elevando
ao quadrado temos que: 22 — 2cx + ¢ 4+ y? = 22 + 2cx + 2, donde
obtemos a equagao da parabola com foco F' e diretriz z = —c:

y? = dex

A reta que passa pelo foco I’ da parabola e é perpendicular a diretriz
se chama eixo da parabola. O ponto médio do segmento sobre o eixo
da pardbola determinado pelo foco e a intersecdo com a diretriz se
chama vértice da parabola. Claro que a escolha que fizemos do foco e
do eixo determinaram a equacao que obtivemos. Vamos estudar agora
como a equacao da pardbola é afetada por esta escolha do foco e da
diretriz. Resolva os seguintes exercicios.

Exercicio 3.14 Mostre que se escolhermos para foco da parébola o ponto F' = (—¢,0) e
para diretriz a reta x = c entao a equacao da parabola de foco F' e diretriz x = ¢ é dada

por y? = —4cz.

Exercicio 3.15 Mostre que se escolhermos para foco da pardbola o ponto F' = (0,¢) e
para diretriz a reta y = —c entao a equacao da pardabola de foco F' e diretriz x = ¢ é dada

por z2 = 4cy.
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Vamos supor que o vértice da pardbola é agora um ponto arbitra-
rio (h,k), isto é, que a diretriz é a reta x = h — c e o foco F é
o ponto F' = (h + ¢, k). Vamos encontrar a equagao da pardbola,
neste caso mais geral. Para isso, suponha novamente que um ponto
da parébola_é_:) dado por P = (z,y). A distancia de P a diretriz é
dada por [|DP|| = [[P = DI = [[(z,y) — (h = ¢,y = V(z = h +¢)*.
A distancia de P ao foco é dada por ||[CP| = ||P - C| = ||(z,y) —
(h+ ¢, k)| =/ (@—h—c)?+ (y — k)2. Temos entdo que a condigao

IDP|| = ||CP| implica que /( — h+ )2 = /(@ — h— )2 + (y — k)2
Elevando ao quadrado temos que:

22— 2cx + & + h% — 2he — 22h =

22 + h? + ¢ + 2he — 2zh + 2cx + y* — 2yk + k* =
y? — 2yk + k% = dex — 4ch

donde obtemos a equagdo da pardbola com foco F' = (h + ¢, k) e
diretriz x = h — c:

(y — k)? = de(z — h). (3.3)
Podemos inverter o processo e, dada uma equagao de uma parabola,

encontrar o seu foco e sua diretriz. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 3.16 Encontre o foco e a diretriz da parabola dada pela
equagao.
v —2y=2-5

Completando o quadrado obtemos:

v —2y+l=a-5+1

donde: .
(y—l)zzx—4:41(:c—4)

Ou seja, tendo em mente a Equacao 3.3, temos uma pardbola cuja

diretriz x = 4 — 1 = 13 e cujo foco ¢ (1, 1). <

3.2.4 - CONicas Paprio

As conicas padrao sao as dadas pelas equagoes que ja estudamos até
agora:

1. A elipse de equacéao z—; + %j =1.
2. A hipérbole de equagao i—; — Z—j =1.

3. A parédbola de equacdo y? = 4cx.
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Figura 3.4: Mudanca de coordenadas

Algumas cdnicas podem facilmente ser reduzidas as conicas padrao

trocando os eixos e y. E o caso da parabola 22 = 4cy que estudamos
~ . . 7’ 2

na sec¢ao anterior ou o da hipérbole 3—2 - = =1

Algumas outras conicas podem ser reduzidas as coOnicas padrao por
um processo chamado translacao de eixos.
Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 3.17 Retomemos o Exemplo 3.5. Vimos que a equagao
2?2 — 2z + y? = 0 pode ser transformada na equacio (v — 1) + (y —
0)? = 1, completando o quadrado. Vimos, portanto, que se trata da
circunférencia de centro em (1,0) e raio 1. Uma outra maneira de
ver isto é considerar o que chamamos uma mudanca de coordenadas.
Seja 2’ = x—1 e ¥ = y um outro sistema de coordenadas. A equacao
acima se torna no novo sistema de coordenadas z'y’, z'? + y'? = 1,
uma circunferéncia de raio 1 e centro na origem. Para voltar ao velho
sistema observamos o que ocorreu com a origem. Fazendo 2/ = 0 e
y' = 0 obtemos z = 1 e y = 0. Portanto, a origem no novo sistema
possui coordenadas (1,0) no velho sistema.Veja a Figura 3.4.

Observe que, no exemplo acima, o sistema z’y’ pode ser obtido do
sistema zy adicionando o vetor (1,0) a todos os pontos do plano xy.

Definigao 3.18 Dizemos que o plano z'y’ é obtido do plano xy por
uma translagio quando todo vetor (z/,4") pode ser obtido de um
vetor (z,y) adicionando um vetor constante (a,b). Dizemos também
que efetuamos uma mudanca de coordenadas, onde z'y’ é chamado o
novo sistema de coordenadas e xy é o velho sistema de coordenadas.
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Exemplo 3.19 Reduza a equacio 222 — 3y? — 2y = 1 a uma das co-
nicas padrao. Para isso, vamos completar quadrados como ja fizemos
anteriormente. Temos

2 2 1 1
222 —3(y* 4+ Sy) =1 ouainda 222 —3(1y2 + ~y+~) + - =1

3 3 9 3
donde . )
227 — 3(y + 5)2 =3
ou seja, obtemos a equacao: ng — % =1.

Para reduzir esta equacao ma das conicas padrao fazemos uma mu-
danca de varidvel 2’ =z ey =y + % Obtemos:

3;‘/2 y/2 B
(&GP oZp
V3 (*3°)

Vemos assim que a cOnica em questao é uma hipérbole e a mudanga
de variavel que fizemos é o que se chama uma translagao.

Exemplo 3.20 No exemplo anterior temos (2/,y') = (z,4)+(0, —1).

Podemos identificar um grande niimero de conicas reduzindo-as a uma
cOnica padrao completando quadrados e efetuando uma translacao
de eixos. Nos exercicios veremos outros exemplos. Algumas vezes é
preciso efetuar além de uma translacdo uma rotacdo de eixos para

reduzir uma coOnica a uma coOnica padrdao. E o que veremos na 2¢
parte deste curso.
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3.3 - EXERCiCIOS

1. Encontre as equacoes das seguintes figuras no plano zy :

(a) A circunferéncia de centro C' = (1,2) e raio 3.
(b) A elipse de focos F} = (—2,0) e F5 = (2,0) e 2a = 5.
(¢) A de hipébole de focos F; = (—2,0) e F» = (2,0) e 2a = 3.

2. Encontre as equagoes das seguintes figuras no espago xyz :

(a) A esfera de centro na origem e raio 2.
(b) A esfera de centro C = (1,2, 1) e raio 3.
3. Identifique as seguintes figuras no plano zy, dizendo se elas sao circunferéncias, elipses,
hipérboles ou parabolas e dando seus centros, raios, focos, eixos e diretrizes conforme
0 €aso.
(a) A figura dada por 2% + 3% — 2y = 0.
(b) A figura dada por 2z2 + 3y? = 1.
(c) A figura dada por 222 — 3y? — 4y = 1.
(d) A figura dada por 222 + 2y% = 1.
(e) A figura dada por y? + 2y — 8z — 3 = 0.

4. Encontre a equacdo da elipse nos seguintes casos:

a) Dados os vértices (—=5,0) e (5,0) e o ponto (4, 12) da mesma.
(a) 5

(b) Focos (1,4) e (3,4) e comprimento do eixo maior sendo igual a 4.

S

5. Encontre a equacdo da hipérbole de centro em (2,3), um foco em (2,5) e 2a =

6. Encontre a equacgao da parabola cujo eixo é paralelo ao eixo dos ¥’s, cujo vértice é
(1,3) e que passa pelo ponto (5, 7).
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Operacoes com matrizes

OBJETIVO

Ao terminar esta aula vocé devera ser capaz de:

1. Saber o que é uma matriz e conhecer as operagdes de soma de matrizes,
multiplicagdo de matrizes por um escalar e produto de matrizes.

4.1 - ADICAO DE MATRIZES

Definigao 4.1 Uma matriz m xn é uma tabela de nimeros dispostos
em m linhas e n colunas.

Exemplo 4.2
1 2 =3
5 7 9
0 -8 V2
é uma matriz 3 x 3. <
Exemplo 4.3
12 1 6
2 713 9 =7
0 -8 V2 4

é uma matriz 3 x 4.

Quando o nimero de linhas é igual ao nimero de colunas, dizemos
que a matriz é quadrada, caso contrario, retangular. O primeiro exem-
plo é uma matriz quadrada 3 x 3, o segundo exemplo, uma matriz
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retangular 3 x 4. Matrizes sao entes fundamentais em toda a mate-
matica atual. Sao utilizadas para resolver sistemas de equacoes, para
representar um certo tipo de funcao etc. Encontram aplicacoes a esta-
tistica, a fisica, a computacao grafica e outros varios campos do conhe-
cimento. Neste curso vocé estudara varias destas aplicacées em todos
os capitulos que se seguirdo. Mas antes vamos aprender a operar com
matrizes.

Cada um dos nimeros que compéem uma matriz é chamado uma
entrada. Costumamos denotar a entrada de uma matriz na linha i e
coluna j por a;;. Assim a1y significa a entrada na primeira linha e
primeira coluna, ass significa a entrada na terceira linha e segunda
coluna etc.

Exemplo 4.4 E muito comum denotarmos uma matriz arbitraria
3 X 4 assim

ai;p aiz a3z a4
21 a2 a3 G24
aszy azz2 a3z a34

<

E usual também escrevermos matrizes arbitrarias A com m linhas e
n colunas, da seguinte maneira:

ai; a2 a3z ... Qin

a a a L..oa
A= 21 22 23 2n

Aml Am2 am3 ... Amn

Uma outra maneira de escrever a matriz A ;m x n, é simplesmente
A = (a;j). Utilizaremos as duas maneiras conforme a nossa conve-
niéncia.

Diremos que duas matrizes sao iguais se elas possuem o mesmo nu-
mero de linhas e colunas e se suas entradas correspondentes sdo iguais.

Definicao 4.5 Dadas duas matrizes A e B m xn a soma de A e B,
A+ B é a matriz m x n tal que a entrada (7, j) é a soma da entrada
(i,j) de A com a entrada (i,j) de B.

Podemos escrever se A = (a;5) e B = (b;;), entdo A+ B = (ai; + bjj).

Exemplo 4.6 Seja

1 1
A=|2 73 9 -7
0 -8 V2 4

\)
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uma matriz 3 x 4 e

-1 12 1 7
B = 1 3 -9 7
0 -8 2v2 4

uma matriz do mesmo tamanho.

Entao
0 14 13

2
A+B=|3 7% 0 0
0 —16 3v2 8

<

Definigao 4.7 Dadas uma matriz A m X n e um nimero ¢ podemos
definir o produto da matriz A por ¢ que é a matriz cA obtida de A
multiplicando todas as entradas de A por c.

Podemos escrever: se A = (a;;), entdao cA = (caij).

Exemplo 4.8 Seja
1 2 1 6
A= 2 73 9 -7
0 -8 V2 4

uma matriz 3 x 4.

Entao
3 6 3 18

3A=1| 6 219 27 -—21
0 —24 32 12

<

Proposicao 4.9 Sejam A, B,C matrizes m x n e k, ki, ko niimeros.
A adicao de matrizes e o produto por wm escalar satisfazem as se-
guintes propriedades:

1. (A+B)+C=A+(B+C).

2. A+0= A, onde 0 denota a matriz m X n que possui todas as
entradas nulas.

3. A+ (—A) =0, onde —A denota a matriz m X n que € obtida
multiplicando todas as entradas de A por —1.

. A+B=B+A.

4

5. k(A+ B) = kA + kB.

6. (ky + ko)A = k1A + ks A.
7

- (kiko)A = ky (ko A).
8.1 A=Aec0-A=0.
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4.2 - PRODUTO DE MATRIZES

Ja definimos a adicdo de matrizes e a multiplicagdo de uma matriz
por um escalar. Vamos agora definir a mutiplicagdo de matrizes.

Definicao 4.10 Dadas duas matrizes A, m xk e B,k xn, o produto
A.B de A e B éamatrizC 'm xn tal que a entrada c;; de C' é a soma
dos produtos das respectivas entradas da linha ¢ de A pela coluna j
de B.

A definicdo da multiplicacdo de matrizes desta maneira é um pouco
misteriosa. A melhor justificativa para tal definicdo é que é esta a
definicao que “déa certo”, que é 1til. Isso ocorre muito em matemaética.
Nos proximos capitulos, justificaremos tal defini¢do. Por ora, vamos
aprender a utiliza-la.

Exemplo 4.11 Seja A a matriz 2 x 3 :
1 2 1
A= < 2 73 9 )

-1 12 1 7
B= 1 3 -9 71,
0 -8 2v2 4

B amatriz3 x4:e

vamos calcular a matriz C = A - B:

Coap_( "1+2+0 12+6-8 1-18+2v2  7+14+4 |\
- T\ -2+ 73+0 24+4219-72 2-657+18v2 14+511+36 )

1 10 -—17+2V2 25
71 171 —655+418v2 561 )’

Assim, a entrada c¢1; do produto € o resultado da seguinte operagao

1(=1)+2-1+41-0=1, da mesma forma a entrada

c01=2-(—1)14+73-149.0="71 e a entrada

co3=2-1+73-(=9)+9-(2v2) = —655 + 182 <

Exercicio 4.12 Encontre as outras entradas da matriz produto, a saber, cio2, c13, ci4,
C99, Co4 € confira com o resultado do exemplo acima.
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Observagao 4.13 Observe que nao ¢ possivel multiplicar matrizes
de qualquer tamanho. A defini¢do exige que o nimero de entradas de
cada linha da primeira matriz seja igual ao nimero de entradas de
cada coluna da segunda matriz, isto é, temos que mutiplicar matrizes
m X k por matrizes kK X n e o resultado serd uma matriz m x n.
No exemplo, a multiplicacdo de uma matriz 2 x 3 por uma 3 x 4
resultou numa matriz produto 2x4. Segue que A.B pode existir e B.A
nao. Em particular, a multiplicagdo de matrizes nao é comutativa. A
Proposicao abaixo enumera as propriedades do produto de matrizes.

Proposicao 4.14 Sejam A, B,C matrizes de tamanho adequado e
k um nidmero. Entdo a multiplicagdo de matrizes possui as sequintes
propriedades:

1. (A-B)-C)=A-(B-0).
2. A(B+C) = AB + AC.
3. (B+C)A=BA+ CA.

4. k(AB) = (kA)B = A(kB).

Quando consideramos matrizes quadradas n X n, a multiplicacao de
matrizes possui propriedades adicionais, que passamos a enunciar.
Em uma matriz quadrada, faz sentido falar na diagonal de principal
da matriz que sao as entradas a;;. Uma matriz quadrada tal que todas
as entradas da matriz sd@o nulas, exceto as da diagonal principal, que
sao todas iguais a 1, é chamada de matriz identidade e denotada por
I,, ou simplesmente I.

Exemplo 4.15 Considere a sequinte matriz A, 3 x 3.

1 -2 1
A= 2 739
-2 -3 8
e a matriz identidade
1 00
Is=10 10
0 01
Temos que Al3 = IsA = A (verifique). <

Dada uma matriz A, n X n temos a seguinte propriedade:

Al =1.A= A onde I denota a matriz identidade n x n
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Exemplo 4.16 Podemos associar a um sistema de equacgoes linea-
res uma equacao matricial da seguinte maneira. Considere o sistema
abaixo de 3 equacOes e 3 incognitas que sera resolvido mais adiante
(6.15).

rT+y—z =
20 +3y+az = 3 (4.1)
r+ay+3z =

Podemos escrever este sistema da seguinte maneira:

1 1 -1 T 1
2 3 a y | =13
1 a 3 z 2
ou ainda AX = B onde
1 1 -1 T 1
A=1] 2 3 a , X=1uy e B=1] 3
1 a 3 z 2

E muito comum escrever as variaveis de um determinado sistema de
equacdes como um vetor coluna X, 1 X n, no exemplo acima um vetor
1 x 3. <

Exercicio 4.17 Verifique que (A-B)-C =A-(B-C) onde

a=(5 %) ==(5 4) =(33)

Exercicio 4.18 Verifique que A- B # B - A :

1 2 -3 -1 -2 3
A=|11 0 9 B = 2 3 =l
0 -8 2 0 -8 -2

Exercicio 4.19 Considere os sistemas lineares abaixo e os escreva na forma AX = B
como acima.

1.
20 +3y+z = 1
2e+6y+2z = 3
zt+y+3z = 2
2.
rt+y—z+w = -1
20 +3y+ 242w = -3

z+9y+3z—5w = 2
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4.3 - TRANSPOSTA DE UMA MATRIZ

Defini¢do 4.20 Dada uma matriz A, m X n, a transposta da matriz
A é a matriz n X m que se obtém trocando as linhas de A com suas
colunas (notagdao A?).

Exemplo 4.21 Seja A a matriz 3 x 4

-1 12 1 7
A= 1 3 -9 7
0 -8 2v2 4

A transposta de A, A!, serd a matriz 4 x 3:

-1 1 0
12 3 -8
A= 1 -9 22
77 4
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4.4 - EXERCICIOS

1. Considere as matrizes:

152 —3 -1 -2 1
A=11 2 5 B = 0 0 5
0 3 3 =3 T Z

A+ B, A— B, 3A, 2A — 3B.
2. Encontre A® e B! onde A e B sdo as matrizes do item anterior.
3. Em cada um dos casos abaixo encontre (AB)C e A(BC).

a=(13) =(23) o= (3

(a)

(b)
-2 1
A:(}i?) B=| -3 7 | c=
7 -1
(c)
-2 1 0
A:<_711§> B=| -3 7 5 C =
2 50
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Determinantes

OBJETIVO

Ao terminar esta aula vocé devera ser capaz de:
1. Saber o que é o determinante de uma matriz quadrada e quais sdo suas
propriedades.

5.1 - DETERMINANTES DE ORDEM 2

Vamos inicialmente considerar determinantes de uma matriz 2 x 2
para a partir deles considerar o caso geral. Seja

a=(ea)

uma matriz quadrada 2 x 2. Definimos o determinante de A (denotado
por Det(A) ou |A|.) como sendo o nimero:

Det(A) = ad — be

Exemplo 5.1 Se

entdo Det(A) = (—3)(5) —4.2 = —23. <

O determinante pode ser visto como uma func¢ao da matriz A ou de
suas colunas. Escrevemos Det(A) ou Det(Ay, Az) onde A = (A1 A3).
A proposicao seguinte da as propriedades da fun¢ao determinante:
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Proposicao 5.2 Seja A uma matriz 2 x 2. A funcdo Det(A) possui
as seguintes propriedades:

a b+b \ a b a
Det(c d+d’>_Det<c d>+Det<c J
e analogamente para a primeira coluna.

2. Se t é um numero entao

a tb a b
Det(c td):tDet(c d>'

3. Se duas colunas da matriz A sao iguais, temos Det(A) = 0.

4. Se a uma coluna adicionamos um multiplo de uma outra, o
determinante nao se altera.

5. Se duas colunas sao trocadas, o determinante muda de sinal.
6. O determinante de uma matriz é igual ao de sua transposta.

Demonstragao:

a b+

1. SeJaA—Det< ¢ ded ) . Temos:

B a b+b
Det(A)—Det<c d—i—d’)

=a(d+d)—cb+V)=ad—cb+ad —cb

a b a b
—Det<C d)—i—Det(c d,).

. [ a tb <
2. SeJaA—<C td).Entao.

Det(A) = atd — ctb = t(ad — bc) = tDet ( CCL cbi ) .

3. Seja A = < Z Z ).Emao;

Det(A) = ab — ab = 0.

Exercicio 5.3 Demonstre os itens 4, 5 e 6 da Proposicao anterior.
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5.2 - DETERMINANTES DE ORDEM ARBITRARIA

Vamos definir o determinante de uma matriz quadrada arbitraria por
inducao a partir do caso 2 x 2 que consideramos inicialmente. O caso
seguinte é 3 x 3.

ail a2 a3
Definicao 5.4 Seja A = | a9 ass ao3 | uma matriz 3 x 3.

aszy asz2 ag3

Definimos Det(A) como sendo o nimero:

az2 a23 az1  a23 az1 a2
Det(A) = any —ais + a3
azz ass3 az1 ass az; as2
onde
Qi Akl

) ) a;;  a
denota o determinante da matriz 2 x 2 K kL)
Qmn  Qop

Qmn  Qop
Uma outra maneira de dizer o que escrevemos ¢é a seguinte. Seja A;;
o determinante 2 x 2 obtido da matriz A acima retirando a linha 14
e a coluna j. Assim, por exemplo, A1 serd o determinante que se
obtém da matriz A retirando a primeira linha e a primeira coluna,

a2 a23
A =

a3z ass
3 X 3, se escreve:

> . Com esta notacao o determinante da matriz A,

Det(A) = a11An — a124i2 + a13413

2 10
Exemplo 5.5 Seja A = 1 1 4 |. Det(A) serd o nimero:
-3 2 5
1 4 1 4 1 1
Det(A) =2 9 5’—1 3 5 +O.‘_3 9 =-23

Vamos definir agora o determinante de uma matriz quadrada arbi-
traria n x n.

aip a2 a3 ... Qain
o~ . a21 a2 ag c.. as .
Definigao 5.6 Seja A = 3 " | uma matriz
an1 Ap2 A23 ... dnn

n X n. Definimos Det(A) como sendo o nimero:

D@t(A) = a11A11 — a12A12 —+ ... (—1)”+1a1nA1n

onde A;j é o determinante da matriz (n — 1) x (n — 1) obtida de A
eliminando a linha 7 e a coluna j.
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Observacgao 5.7 A expressao que utilizamos na definicado do deter-
minante de uma matriz n x n é conhecida como desenvolvimento
de Laplace em relagdo a primeira linha. Pode-se escrever o desen-
volvimento de Laplace, de maneira anidloga, em relacdo a qualquer
linha ou coluna da matriz. Demonstra-se que o niimero obtido é o
mesmo independentemente da linha ou coluna escolhida, desde que
cada termo a;; seja afetado do sinal apropriado que é (—=1)i. Veja
também a demonstracao da Proposicao 5.8 a seguir.

O determinante de uma matriz A n x n possui propriedades anadlogas
aquelas do determinante de uma matriz 2 x 2. E o que veremos a
seguir.

Proposicao 5.8 Seja A uma matriz n X n. A fungao Det(A) possui
as sequintes propriedades:

1. Se uma coluna da matriz A, A7 se escreve como soma de duas
colunas Al = A1 + Ao, entdo temos:

Det(Al A2 . AL+ Ay . An):
=Det((AD A2 . A oA )+
Det(Al A2 Ay An)

2. Set € um numero, entdo
Det( Al A2 ... tAl .oA" )=
=tDet (A1 A% .. AT oA

3. Se duas colunas adjacentes da matriz A sdo iguais, entdo

Det(A) = 0.

4. Se duas colunas sdo trocadas, o determinante muda de sinal.

5. Se a uma coluna adicionamos um maltiplo de uma outra, o
determinante ndao se altera.

6. O determinante de uma matriz € igual ao de sua transposta.

7. Se A, B sao matrizes n xn, entiao Det(A-B) = Det(A)Det(B).
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Demonstracgao:
ail a2 a3 ... GQip
. . as1 agy a9 e ao
1. Considere a matriz A = 3 "
anl1 ap2 Aap3 ... GOpn

e vamos supor que a primeira coluna A! se escreve

b 1

/
Al = Al + Ay = b1 + 21
bna %1

A demonstragdo no caso em que uma outra coluna se escreve
como soma de duas outras é analoga. Temos:

/
bir +01; a2 a3z ... ain
boy + b5 @ a ... oa
Det(A) = o1 + b5 aze  ass 2
bp1 + b;ﬂ Gp2 ap3 ... Anp

Calculando o desenvolvimento de Laplace pela primeira linha

temos:
a2 a23 ... 0A2p
Det(A) = (b1 + biy)

Gp2 ap3 ... Anp

b21 + b/21 a3 ... Ao,
—a12 R B e

b1 + b%l an3 ... Qpp
b21 + b/21 ago e a2(n—1)

+(—1)”+1a1n .

bn1 + b/nl an2 ... QAp(p-1)

Observe que todos os determinantes que aparecem na expressao
acima sao determinantes de matrizes (n—1) x (n—1). Segue da
hipétese de inducao que a proposi¢ao que queremos demonstrar
vale para eles. Temos:

age  G23 ... dA2n agy 23 ... A2y
Det(A):bn —l—blll
an2 ap3 ... Ann an2 ap3 ... Ann
521 as3 ... aon /21 as3 ... aAon
0 3 B s 1 S T s
bni an3 ... Qpn "1 Gp3 ... Qnp
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+(_1)n+1a1n
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/
ba1 a2 a2(n—1) oy az a2(n—1)
+(—1)”+1a1n
/
bn1  an2 O (n—1) b Gn2 An(n-1)
Utilizando o desenvolvimento de Laplace temos:
/
bi1 a2 a3 ain 11 G112 a3 ain
/
Det(A) = b1 aze a3 ... az, 4| b a2 a asp
/
bnl ap2 ap3 ... Ann nl an2 an3 Ann

que era o que queriamos demonstrar.

. Esta afirmacao se demonstra de maneira semelhante a anterior

e serd deixada como exercicio.

Sem perda de generalidade, suponha que as duas primeiras co-
lunas sao iguais.

aijl  ai;  aig Q1n

. a1 a1 a2 a2
Ou seja A = 3 "
anpl1 anp1  a23 Ann

Calculando o determinante pelo desenvolvimento de Laplace
pela primeira linha temos:

a1 @13 a1n ai; a3 ain
as) a3 as a9 o3 as
Det(A) =al n —ayy n
anl1 Aa23 Ann anl @93 A,
@21 a2 a2n az  ag a2(n—1)
+aiz| ... ... ... ... |+ +Fain
anl Aanl Gnn anl1 Aanpl a’n(n—l)

As duas primeiras parcelas se cancelam e as outras sdo nulas
por hipétese de inducao.
Seja A = ( Al A2 A3
os A’ sao as colunas da matriz. Sejam A7 e A7T! duas colunas
adjacentes e considere o seguinte determinante:

A" ) uma matriz n x n onde

Det( Al A2 AT AL AT AT An )

que ¢é nulo, pois a matriz possui duas colunas iguais. Utilizando
a Propriedade 1, j4 demonstrada, temos:
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Det(Al A AT AT AT AT An):
:Det(--- AT AT 4 AT )+
:Da(“.lyH<M+Aﬂl.n);

:Det(-~- A A ---)+Det(~-- AT it >+

+D@(“.1yﬂ Aj.“)+Dd(“.lyH Aﬁl.“)_

Segue que
:Det(--- AJ AT+ ~--):—Det(--- AJ+L Ad
que era o que queriamos demonstrar.

. Considere duas colunas distintas A* e A7 e considere o deter-
minante:

coluna k coluna k
Det /T/h = Det f’? +
e AR tAT A
coluna k
+Det ~= .
. tAI

Mas o primeiro termo da soma a direita é Det(A), e o segundo
é nulo pela propriedade 3. Segue o resultado.

. A demonstracao desta propriedade nao é dificil, mas involve, no
caso geral, a teoria das permutagoes (o leitor interessado pode
consultar [3]). Vamos fazé-la apenas no caso 3 x 3. O que temos
de ver é que o desenvolvimento de Laplace pode ser feito por
qualquer linha ou coluna e obteremos o mesmo resultado.

a1l a2 a3
Seja A = | a1 ass ao3 | .Desenvolvendo pela 1* linha temos:
a3l asz ass

Det(A) = ajia2a33 — a11a32a23 — a12a21033 + a12a23a31+

+aizaz1a32 — a13022a37.

Para considerar o desenvolvimmento por outras linhas (ou co-

lunas), utilizamos defini¢ao andloga a 5.4, ou seja, tomamos

cada termo da linha ou coluna segundo a qual estamos desen-

volvendo o determinante, com o sinal apropriado, multiplicada

pelo menor obtido do determinante original eliminando a linha

e a coluna em que aquele elemento comparece. O sinal é dado
+ - +

pelo seguinte padrao: [ — + — |. A verificagdo da propo-
+ - +

sicao pode ser feita entao diretamente.
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7. Aqui também a verificagdo esta relacionada com a teoria das
permutagoes e serd omitida, a demonstragao completa pode ser
encontrada na referéncia [3] ja citada.

Corolario 5.9 Se duas colunas da matriz A sdo iguais, temos

Det(A) = 0.

Demonstragao: Esta é uma conseqiiéncia imediata do item 3) da
proposicao anterior, pois se duas colunas, nao necessariamente adja-
centes, sao iguais, poderemos trocé-la sucessivamente com outras até
que elas se tornem adjacentes. Como na operagao trocamos apenas o
sinal, o resultado segue. O

5.3 - A INVERSA DE UMA MATRIZ

Definicao 5.10 Dada uma matriz quadrada A, n x n, diz-se que A
¢é inversivel se existe uma matriz B, n x n, talque A-B=B-A = 1.
A matriz inversa de A sera denotada por A~

A matriz B inversa de A, quando existe, é Unica. Para ver que B é
Unica, suponha que existam duas matrizes By e Bs, ambas inversas
de A. Temos que ABy = B1A = I. e ABy = I. Mas entdo temos
B1 = Blf = BlABQ = IBQ = BQ, ou seja, Bl = BQ.

Dada a matriz A - B, sua inversa é a matriz B~'A~!, pois
A-B-Bt A'=B'A'A.B=1.

Suponha que A seja uma matriz nx inversivel e seja A~! sua inversa.

Temos entdo que AA~! I. Tomando determinantes, temos que

Det(A)Det(A™1) = Det(I) = 1. Concluimos que Det(A) # 0 e que

D@t(A_l) = ﬁ(A)

Vamos aprender a calcular a matriz inversa de matrizes 2 x 2 e 3 x 3.
Exemplo 5.11 Considere a matriz A, 2 x 2 dada por
a b

tal que Det(A) = ad — bc # 0. A inversa de A, A1 é a matriz dada
por:
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_ 1 d —b
Al:Det(A)(—c a )

Esta afirmacdo é de facil verificacio, pois AA~! = I. Na préxima
aula, veremos como deduzir esta férmula. <

Exercicio 5.12 Verifique se as seguintes matrizes 2 x 2 sdo inversiveis e em caso afirma-
tivo encontre a matriz inversa.

1.

s
I
—/

Vamos aprender agora como encontrar a inversa de uma matriz 3 x 3.
Seja A uma matriz 3 x 3

ail a2 a3
A=| a1 ax a3 |,
asy asy ass

onde Det(A) # 0. A matriz dos co-fatores de A é a matriz M assim
definida:
An —Air A
M=1 —An A —Ax |,
Az —Asz Asg

onde A;; é o determinante da matriz 2 x 2 obtida de A suprimindo a
linha ¢ e a coluna j. O determinante A;; é chamado o menor corres-
a2 a3
az2 433
adjunta de A, denotada por Adj(A), é a matriz transposta da matriz
M dos co-fatores: Adj(A) = M'. A matriz inversa de A, A~!, sera
dada por

pondente a entrada a;;. Por exemplo Ay; = . A matriz

. 1

= e AU (5.1)

Exemplo 5.13 Vamos calcular a inversa da matriz A dada por:

2 3 -4
A= 0 -4 2
1 -1 5

Primeiramente calculamos a matriz M dos co-fatores. Para isso, te-
mos que calcular todos os determinantes das matrizes 2 x 2 obtidas
de A suprimindo uma linha e uma coluna. Observe:
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-4 2
-1 5
primeira coluna).

1. Ay =

‘ = —18 (aqui suprimimos a primeira linha e a

0 2
1 5
segunda coluna).

2. Aip =

= —2 (aqui suprimimos a primeira linha e a

3. A13 =

= 4 (aqui suprimimos a primeira linha e a

terceira coluna).

Calcule os outros menores Asy, Aog, Ass, A31, Aga, Az3. Vocé encon-
trard a seguinte matriz M dos co-fatores (néo esquega dos sinais!):

—-18 2 4
M=| —-11 14 5
-10 —4 -8

A matriz adjunta de A serd a transposta de M:

—18 —11 -10
M = 2 14 —4
4 5) -8
Finalmente, utilizando a férmula 5.1, j& que Det(A) = —46, temos
que:
1 —18 —11 -10
Al=——1 2 14 -4
46 4 ) -8
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5.4 - EXERCICIOS

1. Calcule os seguintes determinantes:

(a)

1 2 -3 1 -1 5
R R
(b)
1 2 -1 -2 1 1
1 2 5 -3 7 2
-1 1 1 7T -1 3
()
-1 1 2 2 1 0
7T 1 2 2 7 5
1 1 1 2 5 0

2. Calcule os seguintes determinantes:

()

1 02 -1 0
-1 01 2 5
-1 11 0 0
0 01 -1 1
-1 01 2 1
(b)
0 00 -1 1 2
712 0 00
1 01 0 10
001 -11°0
101 2 11
-1 01 0 21

3. Seja ¢ um niimero e A uma matriz 3 x 3. Mostre que Det(cA) = c¢®Det(A).

4. Seja c um nimero e A uma matriz nxn. Mostre que Det(cA) = ¢"Det(A).

ail 0 0 ce 0
. .. 0 a 0o ... 0
5. Encontre o determinante da matriz diagonal: A = =
0 0 0 oo @up
6. Se x1,x9,x3 Sa0 nimeros, mostre que
2
1 z =z
2
1 @z 25 | = (22— x1)(23 — 1) (23 — T2).
2
1 x3 23
7. Se x1,x9, - , Ty, sa0 numeros, mostre que
2 n—1
1z =z ... x )
1 xy 2 Th
5 ... .
2| = gy — )
2 n—1
L @y @ ... e

Este determinante é conhecido como determinante de Vandermonde.
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Sistemas de equacoes lineares

OBJETIVO

Ao terminar esta aula vocé devera ser capaz de:

1. Resolver sistemas de 3 equagdes lineares a 3 incognitas.

2. Saber reconhecer quando estes sistemas possuem uma solugao, sdo impos-
siveis, ou possuem infinitas solugdes.

3. Dado um sistema de 3 equagdes a 3 incégnitas, saber encontrar a matriz
associada e resolver o sistema pelo método de Gauss-Jordan.

6.1 - METODO DE ELIMINACAO DE VARIAVEIS

Considere inicialmente o seguinte exemplo:

Exemplo 6.1

r+y+2z = 9
20 +4y — 3z =
3r+6y—5z = 0

Para resolver o sistema podemos proceder de maneira muito simples,
como ja fizemos na Aula I, quando consideramos sistemas de duas
equagoes e duas incognitas (ver Exemplo 1.4). Para eliminar a varia-
vel & na primeira equa¢ao multiplicamos a primeira equacao por —2
e adicionamos a segunda. Em seguida, fazemos o mesmo em relacdo a
terceira equacdo. Para eliminar x nesta equacdo multiplicamos a pri-
meira equacao por —3 e adicionamos a terceira. Obtemos o seguinte
sistema equivalente ao sistema dado:

r+y+2z = 9
20 -7z = —17
3y —11z = =27

Observe que a segunda e a terceira equagdes formam um sistema de
duas equacgoes nas incégnitas y e z. Novamente, procedendo como no
Exemplo 1.4, eliminamos a incognita y encontrando o valor de z, da
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seguinte maneira: multiplicamos a segunda equacao por 3 e a terceira
por —2 e adicionamos. Obtemos:

r+y+2z = 9
6y — 21z = -5l
z = 3

que, novamente, ¢ um sistema equivalente aos 2 primeiros. Obtemos
assim o valor de z, a saber, z = 3. Substituindo nas duas primeiras
equagoes, temos os valores de y e z : 6y = 63 —51 = 12, donde y = 2,
e finalmente x =9 -2 -6 = 1.

Temos que a solucao do sistema dado é, portanto, z = 1,y = 2 e
z = 3, solugdo que, neste caso, é Unica. <

Consideremos um outro exemplo.

Exemplo 6.2 Encontre as solucoes do seguinte sistema:

r+yt+z =
r+y—z = 0 (6.1)
20+2y = 1

Procedendo como acima, multiplicamos a segunda equacao por —2
e adicionamos a terceira para eliminar x na terceira equagao. Em
seguida, subtraimos a segunda equagao da primeira para eliminar x
na segunda equagao. Obtemos:

z+y+z = 1
2z =1
2z =1

Neste caso, ao eliminar a variavel x, eliminamos também a variavel y
e obtemos a segunda equacao idéntica a terceira. O sistema é, pois,
equivalente ao seguinte:

r+y+z =1
2z =1

Obtemos que z = 3, mas aqui ocorre algo distinto do primeiro exem-

29

plo. Observe que para z = %, x = —t+ % é sempre solucao para
qualquer valor de y = t. Vemos assim que o sistema possui infinitas
solug()es:n:—tJr%,y:tez:%. <

Na préxima segao, seremos capazes de entender melhor este
fenémeno.
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Exercicio 6.3 Encontre todas as solugoes do seguinte sistema de equagoes lineares:

2z + 3y =
e —y =

Exercicio 6.4 Resolva o seguinte sistema de equagoes lineares:

2¢r+3y+2z = 0
m=2 =7 =
z+4y+z = 2

Exercicio 6.5 Encontre todas as solugoes do seguinte sistema de equagoes lineares:

3z+y+z = 1
z+y+z = 0
dr + 2y 42z =

6.2 - METODO DE GAUSS-JORDAN

Considere novamente o sistema de equagoes lineares do Exemplo 6.1
que vimos no inicio deste capitulo:

Exemplo 6.6

r+y+2z = 9
2z + 4y — 3z
3r+6y—5z = 0

Il
—
o
[N}
~—

Vamos agora resolvé-lo de uma outra maneira. Para isso, vamos escrever
uma matriz associada ao sistema do Exemplo 6.1 do seguinte modo: cada
linhadamatriz corresponderdaumadas equac¢des. Teremos, portanto, uma
matriz com 3 linhas. Cada coeficiente da primeira equacio correspondera
ordenadamente a uma entrada da primeira linha. O termo independente
serd a 4° entrada desta primeira linha. Ela terd 4 entradas. Para a segunda
e terceira linhas procedemos da mesma forma. Teremos, portanto, uma
matriz 3 X 4 associada ao sistema, chamada matriz aumentada. Observe:

11 2 9
2 4 =31
36 =5 0
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Observacgao 6.7 A matriz acima se chama aumentada para se dis-
tinguir da matriz

1 1 2

2 4 -3 |,

3 6 -5
que é conhecida como matriz dos coeficientes do sistema. Utiliza-
remos, na seqiiéncia, as duas matrizes que nao podem ser confundidas.

A maneira que utilizaremos para resolver este sistema nao é muito
diferente da que utilizamos na Se¢ao 6.1. Vamos operar nas linhas
da matriz exatamente como operamos com as equagdes da seguinte
maneira: inicialmente, multiplicamos a primeira linha por —2 e adi-
cionamos a segunda. Conservamos a primeira linha e nao alteramos
as demais entradas. Obtemos:

11 2 9
0 2 -7 -17
36 =5 0

Em seguida, multiplicamos a primeira linha por —3 e adicionamos a
terceira. Nao alteramos as demais entradas. Obtemos:

1 1 2 9
0 2 -7 =17
0 3 —-11 =27

Continuando, multiplicamos a segunda linha por 3 e a terceira por —2.
O objetivo é ainda "eliminar'a variavel y na terceira equagdo como
fizemos no Exemplo 6.1 (o que faremos na etapa seguinte), embora
neste método trabalhemos sem escrever as variaveis explicitamente.
Nao alteramos as demais entradas. Observe:

1 1 2 9
0 6 -—-21 -51
0 -6 22 o4

E, finalmente, adicionando a segunda e a terceira linhas:

1 1 2 9
0 6 —-21 -51
00 1 3

Secretamente, sabemos que as 3 primeiras entradas das linhas da
matriz correspondem respectivamente aos coeficientes de x, y, z. Po-
demos, portanto, ler o valor de z na tltima linha: z = 3. A segunda
linha representa a equacgao: 6y — 21z = —51. Como z = 3 obtemos

63-51 — 9. Levando estes valores na equacio correspondente i

6
primeira linha temos:

r=9-2-2-3=1
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Vocé talvez tenha observado que utilizamos um sistema misto até
aqui. Para obter a solucdo z = 3 operamos com a matriz aumentada.
Em seguida, para obter os valores de = e de y, escrevemos as corres-
pondentes equagoes e resolvemos. Nao ha nada de errado com isto.
Podemos assim proceder. Mas podemos também operar com a matriz
até o final e obter o resultado lendo suas linhas da seguinte maneira:
considere a entrada (3,3) da matriz, o coeficiente de z. Ela vale 1.
Uma entrada que vale 1 e tal que todas as entradas a sua esquerda
sao nulas é chamada pivd. Operando com o pivd podemos zerar as
entradas (2,3) e (1,3) da matriz que s@o os coeficientes de z das ou-
tras equagoes. Multiplicamos a terceira linha por 21 e adicionamos a
segunda equagao:

112 9
0 6 0 12
001 3

Em seguida, multiplicamos a terceira linha por —2 e adicionamos a
primeira equagao:

3

2

3

o O =
—_

10
6 0
01

Considere agora a entrada (2,2). Ela vale 6 e ndo é, portanto, um
pivo. Para transforma-la em um pivo dividimos a segunda linha por
6. Obtemos:

11
01
0 0

_— o O
W N W

Finalmente operando com o piv6é obtido zeramos a entrada (1,2),
multiplicando a segunda linha por —1 e somando a primeira

1
0
0

S = O

01
0 2
1 3

Podemos, agora sim, ler diretamente na matriz as solugoes do sistema
original: x =1,y = 2,z = 3.

Observagao 6.8 O processo que levamos a cabo para resolver o sis-
tema utilizando a matriz aumentada se chama escalonamento ou mé-
todo de Gauss-Jordan. A matriz que obtivemos no final se chama
matriz escalonada reduzida por linhas. A terminologia vem da pala-
vra escada, ja que a forma da matriz lembra uma escada. Uma duvida
frequiiente é a seguinte: um processo de obter a forma escalonada, o
que é legitimo fazer e o que nao é7 Para responder a esta pergunta
lembre-se de como obtivemos a matriz aumentada a partir de um sis-
tema de equagoes e da sua experiéncia anterior com equagoes. Dada
uma equacao, vocé sabe que se multiplicar todos os seus termos por
uma, constante isso ndo altera suas solugoes. Da mesma forma, dado
um sistema de duas equacdes, vocé sabe que suas solu¢des nao se
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alteram se vocé troca as equacoes de ordem ou substitui uma delas
por ela multiplicada por uma constante mais a outra multiplicada
por uma outra constante. Sdo estas as operagoes legitimas que vocé
pode efetuar em uma matriz de forma a trazé-la a forma escalonada
reduzida por linhas:

1. Trocar as linhas da matriz.

2. Multiplicar as entradas de uma linha por uma constante nao
nula.

3. Substituir uma linha por ela multiplicada por uma constante
mais uma outra multiplicada por outra constante.

Vamos formalizar um pouco mais o conteido da observacdo acima.
Uma pergunta que podemos nos fazer é a seguinte: serd sempre possi-
vel encontrar a forma escalonada de uma matriz? Ela é inica? Vamos
dar agora uma definicao formal do que seja a forma escalonada redu-
zida por linhas. Em seguida, consideraremos alguns exemplos e no
préximo paragrafo consideraremos as questoes mais tedricas.

Definicao 6.9 Uma matriz m x n se diz na forma escalonada redu-
zida por linhas quando:

1. Se uma linha nao for totalmente nula, entao a primeira entrada
nao nula da linha é a unidade (chamada pivo).

2. Se existirem linhas nulas, entao elas deverao ser agrupadas nas
linhas inferiores da matriz.

3. Em quaisquer duas linhas ndo nulas da matriz, o pivd perten-
cente a linha inferior ocorre a direita do pivo pertencente a linha
superior.

4. Cada coluna que possui um pivo possui zeros nas demais
entradas.

Se apenas a condi¢cdo 4 nao é satisfeita, a matriz se diz na forma
escalonada.

Exercicio 6.10 Verifique se as seguintes matrizes estao:

1. Na forma escalonada
2. Na forma escalonada reduzida por linhas

3. Em nenhuma das duas formas

12 -3 1 1001 100 1 33288
01 2 7|01 27 | {0107 [ o
00 1 2 001 2 001 2 0000 0

70



AULA 6

Vamos agora considerar alguns exemplos, mostrando como podemos
utilizar a forma escalonada ou a forma escalonada reduzida por linhas
para resolver sistemas de equacoes lineares.

Exemplo 6.11 Resolva o seguinte sistema de equacgées lineares:

r+2y—3z = 1
3x—y+2z =
Sr+3y—4z = 2

Para resolver o sistema passamos a matriz aumentada:

1 2 =31
3 -1 2 7
5 3 -4 2

O nosso método sera achar a forma escalonada da matriz aumentada.
Veremos que, no processo, encontraremos também a solucao do pro-
blema. Vamos observar inicialmente que embora a forma escalonada
reduzida por linhas seja unica, isto é, cada matriz possui uma Unica
forma escalonada reduzida por linhas, o caminho para chegar até ela
nao é. Assim, hé escolhas, e um pouco é gosto pessoal. Algumas coi-
sas sd0, no entanto, usuais. Procuramos na matriz uma linha em que
a primeira entrada seja 1, um pivo. Utilizando este pivo, zeramos as
entradas abaixo dele. No exemplo temos um pivé na primeira linha.
Para zerarmos as entradas (2,1) e (3,1) procedemos como se segue:

1. Multiplicamos a primeira linha por —3 e somamos a segunda.

2. Multiplicamos a primeira linha por —5 e somamos a terceira.

Obtemos:
1 2 -3 1
0 -7 11 4
0o -7 11 -3

Ao chegarmos neste ponto procuramos um pivé na segunda ou ter-
caeira linha com o intuito de zerar ou a entrada (2,2) ou a entrada
(3,2). Mas, observando que as referidas entradas sdo iguais, vemos
que isto nao é necessario, basta subtrairmos uma linha da outra para
zerar a entrada (3,2). Obtemos:

1 2 =31
0 -7 11 4
0o 0 o0 7

Embora ainda nao tenhamos encontrado a forma escalonada, jé resol-
vemos o problema! Observe que a tltima linha significa Ox+0y+0z =
7, e esta equacao nao possui evidentemente solugao. O sistema é, pois,
impossivel.

<
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Exemplo 6.12 Resolva o seguinte sistema de equagoes lineares:

20 +y—22z = 10
3r+2y+2z = 1 (6.3)
Sr+4y+3z = 4

Para resolver o sistema passamos a matriz aumentada:

21 -2 10
3 2 2 1
5> 4 3 4

O nosso método serd novamente encontrar a forma escalonada da
matriz aumentada. Neste caso nenhuma das linhas possui um pivo.
Podemos obter um pivé dividindo a primeira linha por 2. Isto nos
faria trabalhar com fragdes mas seria um caminho viavel. Vamos optar
por outro. Como queremos zerar as entradas (2,1) e (3,1), podemos
multiplicar a primeira linha por —3 e a segunda por 2 e somé-las,
conservando a primeira linha inalterada. Observe:

21 -2 10
0 1 10 -—28
5 4 3 4

Para zerarmos a entrada (3,1) procedemos de forma semelhante.
Como nao ha pivo, multiplicamos a primeira linha por —5 e a 1l-
tima por 2. Isto nos leva a seguinte matriz:

21 =2 10
0 1 10 -—28
0 3 16 —42

Agora sim, aparece um pivd na segunda linha. Utilizamo-lo para anu-
lar a entrada (3, 2) : multiplicamos a segunda linha por —3 e somamos
a ultima, obtendo:

21 =2 10
0 1 10 -—28
0 0 —14 42
Daqui ja poderiamos encontrar as solugbes z = —3 e em seguida x

e y. Vamos, no entanto, continuar o processo de escalonamento até
chegar a forma escalonada reduzida por linhas. Dividindo a udltima
linha por —14 obtemos um piv6 nesta linha:

21 -2 10
0 1 10 -28
00 1 =3
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Utilizamos este pivo para zerar as duas entradas acima dele. Obtemos:

4
2

O O N

1
1
0

_= o O

-3

Finalmente, utilizando o pivd da entrada (2,2), zeramos a entrada
acima dele e, dividindo a primeira linha por 2, obtemos a forma esca-
lonada reduzida por linhas.

o = O

1
0
0

_ o O
[\

Podemos ler diretamente na matriz as solugdes do sistema x = 1,
y=2ez=—-3. <

Vamos considerar mais um exemplo:

Exemplo 6.13 Resolva o seguinte sistema de equacoes lineares:

x4+ 2y — 3z
20 —y+4z = 2 (6.4)
dr+3y—2z = 14

Para resolver o sistema passamos novamente a matriz aumentada:

1 2 -3 6
2 -1 4 2
4 3 -2 14

Vamos encontrar a forma escalonada da matriz aumentada. Neste
caso, a primeira linha possui um pivo. Vamos utilizé-lo para zerar
as entradas (2,1) e (3,1). Para isto, multiplicamos a primeira linha
por —2 e somamos a segunda. Em seguida, multiplicamo-la por —4 e
adicionamos a terceira linha. Observe:

1 2 -3 6
0 -5 10 -10
0 -5 10 -10

A seguir, devemos zerar a entrada (3,2). Como nao ha pivos na se-
gunda ou terceira linha e salta aos olhos que as entradas (2,2) (3,2)
sdo iguais, subtraimos a terceira linha da segunda. Observe o que
acontece:

1 2 -3 6
0 -5 10 -10
0 0 O 0
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Obtemos toda uma linha de zeros. Facilmente passamos a forma esca-
lonada reduzida por linhas. Dividindo a segunda linha por —5 conse-
guimos um pivo. Em seguida, multiplicamos esta nova linha por —2
para zerar a entrada acima do pivo.

1 0 1 2
01 -2 2
00 0 O

Esta é a forma escalonada reduzida por linhas. Como nao hé pivos
na terceira coluna temos ali duas entradas nao nulas. Para encontrar
as solugoes do sistema escrevemos as equagoes correspondentes as
duas linhas ndo nulas y — 2z = 2 e © + z = 2. Neste caso temos
infinitas solugbes para o sistema. Fazendo z = t temos x = 2 —t e
y = 2 + 2t. Qualquer valor de t nos fornece uma solugéo. Para t = 1
temos x = 1,y =4,z = 1;parat =2 temos z =0,y = 4,2 =2 e
assim por diante. Este exemplo é muito distinto do Exemplo 6.11. Ali
nao existiam solugdes para o sistema, aqui existe uma infinidade de
solucoes. <

Observagao 6.14 Os trés exemplos anteriores ilustram todas as pos-
sibilidades possiveis para um sistema de 3 equagoes e 3 incégnitas:
ou eles nao possuem solugao (6.11), ou eles possuem uma unica solu-
¢ao (6.12), ou possuem uma infinidade delas (6.13). Um sistema de
equacoes lineares nunca poderera ter duas, trés ou qualquer ntimero
finito de solugdes, distinto de um. H4 uma razao geométrica para tal
fato que veremos em aulas posteriores.

Podemos ter sistemas de equacdes lineares que dependem de para-
metros. Neste caso, dependendo do valor dos parametros, poderemos
ter uma solucao, infinitas solu¢des ou até mesmo nenhuma solucao.
Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 6.15 Resolva o seguinte sistema de equacoes lineares:

r+y—z =
2r4+3y+az = 3 (6.5)
T+ay+3z =

Para resolver o sistema passamos a matriz aumentada, como anterior-
mente, sem nos preocuparmos com a presenca do parametro a que
deve ser pensado como um niumero qualquer. No final estudaremos
as possibilidades para o sistema a partir do valor de a:

1 1 -1 1
2 3 a 3
1 a 3 2
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O nosso método serda novamente encontrar a forma escalonada da ma-
triz aumentada. Neste caso, a primeira linha possui um pivo. Vamos
utiliz6-lo para zerar as entradas (2,1) e (3,1). Para isto multipli-
camos a primeira linha por —2 e somamos a segunda. Em seguida,
multiplicamo-la por —1 e adicionamos a terceira linha. Observe:

1 1 -1 1
0 1 24+a 1
0 a—1 4 1

Para zerarmos a entrada (3, 1), procedemos da forma seguinte: como
ha um pivo na segunda linha multiplicamo-lo por —(a — 1) e adicio-
namos a terceira linha. Isto nos leva a seguinte matriz:

11 -1 1
01 2+a 1
00 —(a—1)(24+a)+4 —(a—1)+1

Efetuando as contas, a entrada (3,3) se torna 6 —a — a®? = —(a +
3)(a — 2) e para a entrada (3,4) temos 2 — a:

11 -1 1
0 1 2+a 1
00 (a+3)(2—a) 2—a

Tendo em mente agora os Exemplos 6.11, 6.12, 6.13, nao ¢é dificil
perceber como o sistema depende do parametro a. Por exemplo, se
a = 2, a ultima linha da matriz se anula, e estamos na situacao do
Exemplo 6.13. Se por outro lado a = —3, a tltima equacao se torna
0z = 5, e o sistema ¢é claramente impossivel como no Exemplo 6.11.
Em todos os outros casos, ou seja, para a # 2, —3 o sistema possui
uma unica solug¢do como no Exemplo 6.12, pois z = a—_lH)), onde s6
podemos dividir ambos os membros da equacao por a — 2 porque
temos a # 2. <
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6.3 - EXERCICIOS

1. Encontre as solucoes dos seguintes sistemas, inicialmente utilizando o método de
eliminacao de variaveis e em seguida encontrando a matriz aumentada, utilizando o
método de Gauss-Jordan e calculando a matriz escalonada reduzida por linhas:

(a)

20 4+3y = 5

2 +3y+2z = 0
B =2 = &
c+4dy+z = 2

2. Verifique se os sistemas abaixo sdo impossiveis, possuem uma unica solu¢do, ou
infinitas solugoes.

(a)

x+2y—3z = 4
T+ 3y + =z 11
2z + 5y —4z = 13

T+yt+z =
rT—y—+z
Zae 4F 2y 4 Dz =

r+y+=z
r—y+z =
20 + 2z =

20 +y—22z = 10
e aF 2y 4 2z =
or+4y+3z = 4
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3. Encontre todas as solugoes do sistema a seguir:

(a)

T+ 2y+ 3z
r+3y+z =

4. Determine os valores de a tais que o sistema nas incognitas x, y, z possua uma solu-
¢ao, nenhuma solugao ou infinitas solugoes:

(a)

ax+y+z = 1
r+ay+z = 1
r+y+az = 1

r+2y—3z = a
20 + 6y — 11z = a
T—2y+7z =1

ax +y+z = 1
r+y+az
(a—1)xz+(1—a)z = 0
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AULA W

Sistemas de equacoes lineares
mais gerais - alguma teoria

OBJETIVO
Ao terminar esta aula vocé devera ser capaz de:
1. Saber resolver sistemas de equagdes lineares de m equacdes a n incégnitas.

2. Ter uma idéia, ainda que rudimentar, da teoria dos sistemas de equagdes
lineares.

7.1 - SISTEMA DE m EQUACOES LINEARES A nVARIAVEIS

Vamos agora generalizar um pouco o nosso estudo para sistema de m

equagoes a n variaveis e entender ao mesmo tempo um pouco melhor
a teoria.

Definicao 7.1 Um sistema linear de m equagées a n varidveis ¢ um
sistema da forma:

a11r1 + a12w2 + 41323 + - +apr, = by

a1T1 + a2 + a2373 + -+ + agzpy, = bo
R (7.1)

Am1%1 + AmaT2 + am3T3 + -+ GmpTn = by

(7.2)

Para resolver tal sistema, procedemos como no caso de um sistema de
3 equacoes a 3 incognitas visto na secao anterior. A definicao vista ali
da forma escalonada reduzida por linhas é para matrizes mxn. Assim,
para resolver um sistema maior, formamos a matriz aumentada e a
escalonamos. Considere o exemplo a seguir.
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Exemplo 7.2 Resolva o seguinte sistema de equagoes lineares:

1+ 3x0 — 203+ 225 = 0
2x1 + 619 — bxy — 224 + 4w — 31 = —1 (7.3)
5x3 + 10x4 + 1bxg =
211 + 6x9 + 8wy +4a5 + 1826 = 6 (7.4)

Para resolver o sistema passamos como anteriormente a matriz aumen-
tada que aqui serd uma matriz 4 X 7 j4 que sdo 6 as varidveis:

13 -2 0 2 0 O
26 -5 -2 4 -3 -1
00 5 10 0 15 5
26 0 8 4 18 6

Observe que cada coluna corresponde a uma variavel, e se numa
equacao uma variavel ndo aparece, figura um zero na entrada corres-
pondente da matriz. Vamos encontrar a forma escalonada da ma-
triz aumentada. Neste caso, a primeira linha possui um pivo. Vamos
utilizéd-lo para anular as entradas (2,1) e (4,1). Para isso, multipli-
camos a primeira linha por —2 e somamos a segunda. Em seguida a
adicionamos também a terceira linha. Multiplicamos a segunda linha
por —1 para aparecer um pivo. Observe:

13 -2 0 2 0 O
00 1 2 0 3 1
00 5 10 0 15 5
00 4 8 0 18 6

O pivo que aparece na entrada (2,3) é entdao utilizado para zerar
as entradas (3,3) e (4,3) multiplicando a segunda linha por —5 e
somando a terceira e em seguida multiplicando a mesma linha por
—4 e somando & quarta. Obtemos

-2

o O o=
o O O W
o O N O
o O O N
SO W o
o O = O

1
0
0

que possui toda uma linha de zeros. Passamos, entdo, a forma escalo-
nada reduzida por linhas. A linha de zeros passa para o final, dividindo
a ultima linha por 6 conseguimos um pivo. Em seguida, multiplica-
mos esta nova linha por —3 para zerar a entrada acima do pivd mais a
direita. Para zerar a entrada acima do pivo mais a esquerda, multipli-
camos a segunda linha por 2 e somamos a primeira. Temos finalmente:

1304200
0012000
000001 %
0000000
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Esta ¢ a forma escalonada reduzida por linhas. Como nao ha pivos na
quarta coluna, temos ali duas entradas nao nulas. Para encontrar as
solugoes do sistema, escrevemos as equagoes correspondentes as trés
linhas nao nulas. xg = %, exs+2x4=0ex+3xy+ 424 + 225 = 0.
Neste caso, como no Exemplo 6.13, temos infinitas solugoes para o
sistema. Como naquele caso podemos fazer z4 = t. Mas, além disso,
podemos fazer zo =1 e x5 = 5. Obtemos que o conjunto de solugbes
do sistema é dado por:

1
T6 =3 x3=—2t x; = —4t — 3r — 2s,
onde ¢, 7, s podem assumir qualquer valor real. <

Em um sistema como o acima, as variaveis correspondentes aos pivos
sao chamadas varidveis dependentes (no exemplo, x1, x3 e xg) € as
demais sao chamadas variaveis livres ou independentes, no exemplo,
T9, T4, T5, a quem demos os valores r,t, s.

7.2 - MATRIZES ELEMENTARES

Vamos elaborar um pouco mais a nossa teoria de sistemas lineares de
equacoes, inicialmente formalizando as operagoes expostas na Obser-
vagao 6.8 quando definimos quais operagoes sao admissiveis quando
queremos escalonar uma matriz.

Defini¢ao 7.3 Dada uma matriz A, m X n, as seguintes operagoes
sdo chamadas operagoes elementares nas linhas da matriz A :

1. Trocar duas linhas
2. Multiplicar uma linha por um nimero nao nulo.

3. Somar a uma linha um multiplo ndo nulo de outra linha.

Defini¢ao 7.4 Uma matriz n x n é dita elementar se ela puder ser
obtida da identidade I,, através da realizacdo de uma tunica operacao
elementar nas linhas.

Exemplo 7.5 As seguintes matrizes sdo elementares:

SO O
S O = O
_ o O O
o= OO
o = O
_ o W
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Teorema 7.6 Se uma matriz elementar E é obtida realizando uma
certa operacdo nas linhas de I, e se A é uma matriz m X n, entao
o produto EA € a matriz que se obtém fazendo esta mesma operagdo
nas linhas de A.

Exemplo 7.7 Seja

1 0 2 3 1 0 0
A=1]12 -1 3 6 eE=| 01 0
1 4 4 0 3 01
Temos que
1 0 2 3
FA= 2 -1 3 6

341 30+4 32414 33+1.0

que é exatamente a matriz que se obtém de A substituindo a linha 3
por 3 vezes a linha 1 adicionada a linha 3.

Demonstragao: Faremos uma demonstracao no caso 3 x 3. O aluno
nao tera dificuldade de fazer o caso geral a partir deste. Observe que
pela Definicdo 7.3 temos 3 casos a considerar, a saber:

1. Trocar duas linhas.
2. Multiplicar uma linha por um ntimero nao nulo.

3. Somar a uma linha um multiplo ndo nulo de outra linha.

No primeiro caso, vamos supor, sem perda de generalidade, que tro-
camos a primeira e a segunda linhas.

Vamos denotar por Fo; =

O = O
O O =
= o O

a matriz elementar obtida pela troca da linha 2 pela linha 1 na matriz

a1l aiz a3
identidade e seja A = | as1 a9 ao3 | uma matriz 3 x 3 qualquer.
a31 asz2 as3
Vamos calcular F91 A. Obtemos:
010 a1 a1z Q13 ag1 G2 Q23
100 agy aze a3z | = | ann a2 ais
0 0 1 azy asy ass azy azy ass

Ou seja, o efeito de multiplicar pela matriz F; é exatamente o de
trocar as linhas 1 e 2 de posicao.
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Exercicio 7.8 Considere E3; a matriz elementar obtida trocando as linhas 3 e 1 na
matriz identidade. Verifique o que ocorre quando calculamos E3; A e analogamente para
E32A.

No segundo caso, em tudo semelhante ao primeiro, seja

&=
|
oo a
o~ o

0
0
1
a matriz elementar obtida multiplicando a linha 1 por uma constante

c diferente de zero. Também aqui ndo ha perda de generalidade pois
0s outros casos sao andlogos. Obtemos:

C 0 O ail a19 a3 Ca11 calg Cags
010 a1 ag2 a3 | = | a1 azx  as3
0 01 az1 asy as3 az1  azz  as3

Finalmente, no terceiro caso, considere a matriz

resultado de multiplicar a linha 1 por ¢ # 0 e adicionar a linha 3.

Obtemos:
1 00 a1 a2 a3 ai a2 a3
010 as1 azy a3 | = a1 a9 a3
c 01 az1 azy ass cail +az1 cais +az caiz+ asz
Isto conclui a demonstracao. O

Exercicio 7.9 Considere uma matriz F a matriz elementar obtida
trocando, por exemplo, a segunda linha da matriz identidade por ela
multiplicada por um miultiplo de uma outra. Verifique o que ocorre
quando calculamos F'A.

Observagao 7.10 O interesse do Teorema 7.6 é apenas tedrico e serd
utilizado na demonstragdo de alguns resultados que seguem. Para
operar é preferivel utilizar o método que vimos utilizando até aqui.

Se uma operacao elementar é aplicada a matriz identidade para pro-
duzir uma matriz elementar F, existe sempre uma outra operagao
elementar que desfaz o que a primeira operacao fez. Veja a tabela.

83



GEOMETRIA ANALITICA E ALGEBRA LINEAR

’ \ Operagao \ Operacao Inversa
1 | multiplicar a linha i por ¢ # 0 multiplicar a linha ¢ por %
2 | trocar a linha ¢ pela linha j trocar a linha j pela linha ¢

3 | trocar a linha L; por cL; + L; | trocar a linha L; por —cL; + L;

Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 7.11 Toda matriz elementar é inversivel, e a inversa é
uma matriz elementar.

Demonstragiao: Seja E uma matriz elementar e E’ a matriz que se
obtém desfazendo o que E faz. Temos:

EE'=FE=1

Portanto, F e E’ sdo inversas uma da outra. O

Teorema 7.12 Se A é uma matriz n X n, entdo as sequintes afirma-
coes sdo equivalentes:

1. A € inversivel.
2. AX =0 possui apenas a solucdo trivial.
3. A forma escalonada reduzida por linhas de A é I,,.

4. A possui uma expressao como produto de matrizes elementares.

Demonstragao: (1) => (2)
Suponha A invertivel e seja Xy uma solugao. Temos:

AXy=0 logo A7'AXy =0 e IXy=0 donde, finalmente Xy = 0.

(2) => (3)
Se AX = 0 temos

aiixi + aexs + ...a1pnx, = 0 (7.5)

Il
S

X

D

—_ =

Ap1X1 + Ap2T2 + . .. AppTn
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a1 @12 ... Qlp

asl a2 e ag ~ .. ,
onde A = "™ 1. Como a solucdo trivial é a

Gpl  Aan2 .- Qnn,

Unica possivel, temos que a forma escalonada do sistema é dada pela
seguinte matriz n x (n + 1):

1 0 ... 0 O
0 1 0 0 0
0 0 1 0

ou seja, a forma escalonada reduzida por linhas de A é I,,.

(3) => (4)
Temos que
EyE, ... BB A=1,.
Segue que
A=FE'E;' .. ELE
(4) => (5)

Se A possui uma expressao como produto de matrizes elementares,
entao A é invertivel.

|

7.3 - SISTEMAS HOMOGENEOS

Definigao 7.13 Seja A uma matriz m x n. O sistema de equagoes
I

Z2

lineares AX =0, onde X = € dito um sistema homogéneo.

In

Proposicao 7.14 Seja A uma matriz m X n e considere o sistema
de equagoes lineares AX = 0.

1. Se A € uma matriz quadrada n X n, A possui apenas a solugcdo
trivial se e somente se Det(A) # 0.

2. Um sistema homogéneo nunca € impossivel.

3. Se A possui mais colunas que linhas, o sistema AX =0 possui
infinitas solugoes.

Demonstracao:

1. Sabemos do Teorema 7.11 que AX = 0 possui apenas a solu¢ao
trivial se e somente se A é inversivel. Dado B tal que AB = I,
temos que Det(A)Det(B) = 1, ou seja, Det(A) # 0.

85



GEOMETRIA ANALITICA E ALGEBRA LINEAR

86

2. Todo sistema homogéneo possui pelo menos a solucao trivial e
nao é, portanto, impossivel.

3. Considere a forma escalonada reduzida por linhas de A. O sis-
tema nao é impossivel. Como temos menos equagoes que incog-
nitas teremos variaveis livres e, portanto, infinitas solucgoes.

Teorema 7.15 Todo sistema de equagoes lineares possui infinitas so-
lugdes, uma unica solucdo ou nenhuma solucdo.

Demonstracao: Em um sistema da forma AX = B, apenas uma
das possibilidades abaixo pode ser verdadeira:

1. O sistema nao possui solugoes.
2. O sistema possui uma tnica solugao.

3. O sistema possui mais de uma solugao.

A demonstracdo estard terminada se provarmos que no caso 3) o
sistema possui infinitas solu¢des. Para isso, suponha que o sistema
AX = B possui mais de uma solugao e seja Xg = X1 — X», onde X7,
X5 sdo duas solugoes distintas. Segue que Xy # 0 e teremos:

AXg=A(X1 — X3) = AX1 — AXy =b—b=0.

Temos que:

Como Xy é ndo nulo e existem infinitas escolhas para k, o sistema
AX = B possui infinitas solugoes. a

Definicao 7.16 Dadas duas matrizes A e B m xn, dizemos que elas
sao equivalentes se uma pode ser transformada na outra por operacoes
elementares.

Temos o seguinte resultado, que serda demonstrado em cursos mais
avancados:

Teorema 7.17 Toda matriz A m xn € equivalente a uma Unica ma-
triz escalonada reduzida por linhas.

Como conseqiiéncia temos o seguinte resultado fundamental que mos-
tra a importancia da forma escalonada reduzida por linhas:
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Teorema 7.18 Se as matrizes aumentadas de dois sistemas lineares
AX =C e BX = D sao equivalentes, entdo 0s sistemas possuem as
mesmas solucoes.

Demonstragao: Sejam A’ e B’ as matrizes aumentadas dos dois sis-
temas acima. Como elas sdo equivalentes, segue que existem matrizes
elementares Fy, ..., E tais que:

E,...E/A' = B. (7.8)

Por outro lado, existem matrizes elementares Ef,...E] e EY,... E],
tais que
Ej.. . EJA =FeE.  E.\B =F,

onde Fy,Fy sao as formas escalonadas reduzidas por linha de A’ e
B’. Substituindo 7.8 na tltima equacao, temos que I} = Fy, pois a
forma escalonada reduzida por linhas é tinica. Segue o resultado. O
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7.4 - EXERCICIOS

1. Verifique se os sistemas abaixo sdo impossiveis, possuem uma tnica solugdo, ou
infinitas solugoes.

(a)
r—2y+3z—2w = 0

3r—Ty—2z+4w = 0
dr+3y+5z+2w = 0

r—2y+3z—2w = 0
dr — 9y + 2z + 2w
dr+3y+5z+2w =

2z 4+y—3z+w 0
oy +4z+3w = 0
z+2w = 0

3w = 0

2. Encontre todas as solucoes dos sistemas abaixo:
(a)

Ty 32— w
r+3y+z+2w = 5

r—3y+4z —2w =
20+ 5z +w =
y—3z =
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3. Mostre que os sistemas abaixo possuem apenas a solucao trivial:

()

3z +4y—2z = 0
T+y+z
—x—3y+5 = 0

Tx —2y+5z+w = 0

z—y+z = 0

y—2z+w = 0
w4z w=0

(Sugestao: calcule o determinante da matriz de coeficientes e em seguida aplique o
Teorema 7.14)

4. Seja A uma matriz n X n, invertivel. Mostre que para qualquer matriz B, n X 1, o
sistema de equacoes lineares AX = B possui exatamente uma solugao.
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