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RESUMO

Neste trabalho, demonstra-se que, sob algumas condi¢Oes de regularidade, a
solucdo de um problema de valor inicial descrito por equacBes diferenciais ordinarias
coincide com as extremantes de um funcional do tipo minimos quadraticos. A equivaléncia
entre os dois problemas permite a formulacdo de um procedimento para o tratamento
numérico de problemas de controle 6timo, com a previsdo de descontinuidades no vetor de
controle. O procedimento consiste na substituicdo dos vinculos diferenciais presentes no
problema de controle 6timo por um problema variacional denominado “‘problema
variacional acessorio”. A construcdo do funcional de minimos quadrados pode ser
interpretada como uma técnica de penalizagdo exata para os vinculos diferenciais,
fornecendo um meio natural para a utilizagdo do método de Ritz no tratamento das restricdes
diferenciais que fazem parte dos problemas de controle 6timo. Exemplos resolvidos ilustram

a aplicacao do procedimento.



ABSTRACT

The equivalence between an initial value problem described by ordinary
differential equations and the extremum of a least square type functional is showed to happen
under certain regularity condition hypothesis. This allows the formulation of a numerical
procedure for optimal control problems with control discontinuites. This procedure is based
on the substitution of differential constraints of the optimal control problems by a accessory
variational problem. The construction of the least square functional can be interpreted as an
exactly penalization technique for the differential constraints creating a natural means for the
Ritz Method application on the differential equations that are present on the optimal control

problems. The procedure is illustrated by mean of numerically solved examples.

Vi
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CAPITULO 1

INTRODUCAO

A partir da formalizacdo da teoria de controle 6timo com o Principio de Maximo
de Pontryagin no final dos anos 50 (PONTRYAGIN et al., 1962), a otimizacdo de sistemas
dindmicos tem sido modelada, em diversos campos do conhecimento, na forma de problemas

de controle 6timo.

Considerando-se a complexidade das solucBes analiticas, como regra geral, a
resolucdo destes problemas exige a utilizagdo de procedimentos numéricos. Para isso, uma
das metodologias adotadas consiste na parametrizacdo do problema de controle 6timo através
da utilizacdo do Método dos Elementos Finitos, o que leva a um problema de programacéo
matematica (NAKAMICHI e WASHIZU, 1978a, 1978b, 1978c; SHEELA, 1981; FREITAS
PINTO, 1982; HARGRAVES, 1986).

Por sua vez, a aplicacdo do Método dos Elementos Finitos na solucdo de
problemas de controle 6timo apresenta algumas dificuldades. Uma delas, talvez a maior, esta
no tratamento numérico das restrices diferenciais, ou seja, do sistema de equacdes
diferenciais ordinarias que representa a dinamica do sistema e que compde o problema de
controle 6timo. O tratamento numérico destas restri¢des exige a aplicacdo de uma das versdes
do Metodo dos Residuos Ponderados (FINLAYSON, 1972) a um sistema de equacOes
diferenciais que apresenta redundancia de varidveis dindmicas, devido a presenca das

variaveis de controle, e com condig¢des de contorno, como regra geral, complexas.

Neste trabalho, propde-se a substituicdo das restricbes diferenciais presentes nos
problemas de controle 6timo por um problema variacional denominado “Problema
Variacional Acessorio”. Trata-se de um problema variacional com um funcional do tipo
minimos quadrados, cuja solucdo coincide com a trajetdria de estado procurada, e cujo valor

minimo absoluto é conhecido a priori.
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O procedimento pode ser usado também como uma forma alternativa de se obter
uma formulacdo variacional de sistemas dinamicos descritos por equagdes diferenciais
ordinérias, particularmente em substituicdo a formulacdo Lagrangeana de problemas fisicos
(SMITH, 1974).

Ao longo do trabalho, demonstra-se que, sob hipoteses bastante razoaveis para
aplicacdes praticas, o problema variacional acessério possui uma extremante Unica, a qual
satisfaz integralmente os vinculos diferencias originais. Ou seja, o problema variacional
acessorio pode ser visto como uma técnica de penaliza¢do exata (Xing et al., 1989) que nao
introduz solucbes espurias. Este resultado representa a principal contribuicdo tedrica do
presente trabalho. O fato de que a trajetoria de estado minimiza o funcional do tipo minimos
quadrados é facil de se confirmar. A inexisténcia de minimos espurios, ao contrario, exige

raciocinio elaborado.

Por outro lado, quando da aplicacdo do Método dos Elementos Finitos para a
solugdo numérica de problemas de controle 6timo, a utilizagdo do problema variacional
acessorio estabelece um meio natural e matematicamente consistente para o tratamento das

restri¢des diferenciais. Isto representa uma contribuicao préatica do trabalho.

No Capitulo 2, apresenta-se uma classificacdo dos métodos numéricos para a
solucdo de problemas de controle 6timo, fazendo-se uma revisdo bibliografica sobre aqueles
que utilizam o Método dos Elementos Finitos. Uma breve revisdo sobre a solu¢do do
problema inverso do célculo de variagdes também é apresentada.

O Capitulo 3, apresenta alguns fundamentos teoricos envolvendo problemas de
controle 6timo e a solucdo de equacGes diferenciais ordinarias. Particularmente, um teorema
sobre existéncia e unicidade de solucbes de equacgdes diferenciais ordinérias que estende

resultados anteriores é demonstrado.

No Capitulo 4, apresenta-se a equivaléncia entre um problema variacional do tipo
minimos quadrados e problemas de valor inicial. A prova é realizada tanto via célculo
variacional, utilizando resultados teoricos reproduzidos no Apéndice A, quanto via teoria de

controle 6timo.
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Os resultados apresentados no Capitulo 4 sdo generalizados no Capitulo 5 para os
casos em que as funcbes envolvidas sdo continuas por partes, hipdtese valida para a maior
parte dos problemas fisicos. A equivaléncia entre o problema variacional e o problema de
valor inicial é realizada utilizando resultados da teoria de controle 6timo reproduzidos no
Apéndice B.

No Capitulo 6, a técnica é apresentada como um caminho alternativo na resolucao
numérica de problemas de controle Otimo através da aplicacdo do Metodo de Ritz ao

problema variacional acessorio, dentro do contexto do Método dos Elementos Finitos.

Alguns exemplos didaticos sdo apresentados no Capitulo 7. O Capitulo 8
complementa a exemplificacdo do procedimento com a solucéo de dois problemas um pouco

mais elaborados, cada um explorando um aspecto em particular.

A conclusdo do trabalho se estabelece no Capitulo 9, onde aparecem alguns

comentarios e conclusdes complementares, além de sugestfes para desenvolvimentos futuros.
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CAPITULO 2
REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Introducéo

Neste capitulo apresenta-se uma breve revisdo dos procedimentos utilizados na
resolucdo numeérica de problemas de controle 6timo. Mais detalhadamente, apresenta-se
aqueles que se baseiam no Método dos Elementos Finitos, abordando-se as varias versdes do

Método de Residuos Ponderados.

A revisao trata também do problema inverso do calculo de variagdes, ou seja, da

obtencdo de formulagfes variacionais para sistemas de equacdes diferenciais.

2.2 Resolucdo numérica de problemas de controle 6timo

Segundo a classificacdo realizada por Freitas Pinto (1982) (vide também
PEREIRA, 1994), os métodos para a solucdo numérica de problemas de controle 6timo
podem ser divididos em trés categorias principais:

a.  métodos classicos;
b.  métodos de parametrizacao;

c.  métodos hibridos?,

Os métodos classicos representam todos aqueles que sdo desenvolvidos
diretamente em dominios de funcdes, embora possam, como recurso complementar, utilizar

algum processo de discretizacdo ou de parametrizacdo (vide TAPLEY e LEWALLEN, 1967).

Os métodos de parametrizacdo representam aqueles que, através da
parametrizacdo das varidveis dinamicas envolvidas, transformam o problema de controle
O0timo em um problema de programacdo matematica. Desta forma, o problema,
originariamente de dimensdo infinita, passa a ter dimensdo finita e igual ao nimero de
parametros a serem determinados. Estes métodos tém recebido também a denominagdo de
“Métodos de Transcri¢do Direta” (MADEIRA, 1996).

! Em Freitas Pinto (1982) utiliza-se “subétimos” no lugar de “hibridos”.
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Finalmente, os métodos hibridos sdo aqueles que envolvem uma parametrizagdo
parcial do problema, ou seja, parametrizam apenas algumas das variaveis dinamicas. Esta
categoria é representada, basicamente, pelos métodos subdtimos, os quais, como regra geral,

trabalham exclusivamente com a parametrizacao das variaveis de controle.

Quanto aos métodos de parametrizacdo, de acordo com a maneira como esta
parametrizacdo ocorre, podem ser divididos em duas sub-classes: i) métodos do tipo

diferencas finitas; ii) métodos do tipo elementos finitos.

Os métodos do tipo diferencas finitas recebem esta denominagdo porque
aproximam as variaveis dinamicas por funcdes discretas, as quais sdo representadas por um
numero finito de pontos. Desta maneira, tornam finita a dimensdo do problema. A partir das
fungdes discretizadas, utilizam “formulas de diferengas” em substituicdo as operacGes de
derivagéo.

Ja 0s métodos do tipo elementos finitos trabalham com a expanséo das variaveis
dindmicas em espacos lineares de funcBes de dimensdo finita. E desta forma que
parametrizam o problema e, como regra geral para o tratamento das equacg0es diferenciais que
compdem o problema, recorrem a alguma versdo do método de residuos ponderados. Isto se
torna necessario porque, com as aproximacdes adotadas para as variaveis dindmicas, as

equac0es diferenciais ndo podem mais ser rigorosamente satisfeitas.
O método de residuos ponderados (GRANDALI, 1956) se baseia na exigéncia de

que a integral de uma funcdo residuo R(‘), ponderada por alguma funcdo peso w(.),

convenientemente escolhida, seja nula. Ou seja, impde-se a relacao
b
j w(z)R(z)dz =0,
a

sendo o intervalo [a, b] e a fungéo peso w () apropriadamente especificados.

Existem varias versdes do método de residuos ponderados, destacando-se 0s
Métodos de Coloca¢do, Sub-Dominios, Galerkin, Momentos e Minimos Quadrados
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(FIETCHER, 1984). Todos utilizam a mesma ideia central, diferindo, porém, na escolha da

funcéo peso.

2.3 Aplicagdo de técnicas do tipo elementos finitos na solugdo numérica de problemas de

controle 6timo

Os primeiros trabalhos que envolveram a parametrizacdo de problemas de
controle 6timo, na maneira do método dos elementos finitos, visando a obtencdo de solucbes
numericas (ZARADNICK e PARKIN, 1969; LYNN et al.,, 1970) ndo fizeram mencéo
explicita do método dos elementos finitos. Dentro deste contexto podemos citar também
alguns trabalhos mais recentemente publicados: Dontchev (1978), Sirisena e Chou (1979),
Troltzsch (1991). Em todos estes trabalhos, as variaveis dindmicas sdo expandidas em uma
determinada base de fungbes, embora o conceito de elementos finitos ndo tenha sido
explicitamente mencionado pelos seus autores. Para efeito de classificacdo, pode-se
interpretar estes trabalhos como casos especiais de aplicacdo da técnica de elementos finitos

com a particularizacdo para apenas um elemento.

A utilizag8o explicita do método dos elementos finitos em problemas de controle
otimo foi apresentada, provavelmente pela primeira vez, por Nakamichi e Washizu (1978a,
1978b, 1978c), que aplicaram o Meétodo de Ritz a um funcional aumentado em que 0s

vinculos dinamicos aparecem associados a multiplicadores de Lagrange®.

Nestes trabalhos, a técnica de elementos finitos € utilizada explicitamente, com a
divisdo do dominio de definicdo do problema em elementos e a expansdo das variaveis

dindmicas em espacos de fungdes, de dimenséo finita, previamente escolhidos.

Dentro do contexto do metodo dos elementos finitos e utilizando o método de
residuos ponderados para o tratamento das restri¢cdes diferenciais, podemos citar: i) utilizando
0 Método de Galerkin, os trabalhos de Freitas Pinto (1982) e de Dinh (1987); ii) utilizando o

2 O tratamento de Nakamichi e Washizu apresenta algumas inconsisténcias teéricas, conforme demonstra Freitas
Pinto (1982), Apéndice A.
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Método de Colocacdo, os trabalhos de Hargraves e Paris (1986) e de Stryk (1993); iii)
utilizando o Método de Sub-Dominios, o trabalho de Pereira (1994).

Tratando da solucdo numérica de problemas de controle 6timo, porém de
problemas com parédmetros distribuidos (envolvendo equagGes diferenciais parciais) temos
ainda Chen e Mills (1981), Alliney (1982), Rao et al, (1982a), Rao et al. (1982b), Lasiecka
(1984), Gorchakov (1986), Mackenroth (1987), Chang (1988), Casas (1991).

2.4 O método dos minimos quadrados

Embora existam varios exemplos de aplicacdo do método dos minimos quadrados,
dentro do contexto do metodo dos elementos finitos na solucdo de problemas fisicos,
(FLETCHER, 1979; CHATTOT et al., 1981; MILTHORPE e STEVEN, 1978), nenhum dos
trabalhos sobre solugdo numérica de problemas de controle 6timo, baseado no conceito de

elementos finitos, utiliza 0 método dos minimos quadrados.

Na verdade, o método dos minimos quadrados, baseado na minimizacdo de um
funcional, ndo tem sua concepc¢do inspirada na ideia de residuos ponderados. Entretanto, de
um ponto de vista formal (FLETCHER, 1984), ele pode ser enquadrado como um método de

residuo ponderado tendo como funcéo peso, para cada coeficiente o; a ser determinado

_®
oo

Neste trabalho apresenta-se o método dos minimos quadrados como uma
alternativa para o tratamento numérico das equacdes diferenciais presentes nos problemas de
controle 6timo, sendo, de acordo com a pesquisa bibliografica realizada, o Unico trabalho na

area com esta abordagem.

A aplicacgdo da técnica é baseada na equivaléncia entre a solugcdo de um problema
variacional com funcional do tipo minimos quadrados e a solucdo de problemas de valor

inicial. Assim, a construgdo do funcional de minimos quadrados pode ser interpretada, dentro
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do contexto de penalizacdo (XING et al., 1989), como uma formulacdo variacional alternativa

ao problema inverso do célculo de variagdes.

O problema inverso do célculo de variagdes, o qual trata da obtencdo de uma
formulacdo variacional a partir das equacOes diferenciais que representam a dindmica de um
sistema tem sido extensivamente estudado (DOUGLAS, 1941; VAINBERG, 1964; TONTI,
1969, 1973; ATHERTON e HOMSY, 1975; SANTILLI, 1977; BAMBI e MORRO, 1982;
PASWAL, 1984; STEPANKOVA, 1984; OLIVEIRA, 1986), sendo os trabalhos de Vainberg
(1964) e de Tonti (1969), talvez os que trouxeram mais impacto. A obtencdo da formulacéo
variacional, neste caso, se vincula ao fato do operador ser auto-adjunto, sendo muitas vezes
necessarias manipulacfes trabalhosas sobre as equagdes para adequa-las a esta condicéo
(VAINBERG, 1964; BAMBI e MORRO, 1982).

A formulacdo de minimos quadrados, diferentemente, é aplicavel com facilidade a
uma gama bastante extensa de sistemas de equacdes diferenciais. Tem, além disso, a garantia
de ocorréncia de minimo absoluto sobre a solucdo do problema original. Porém, cria a
possibilidade de existéncia de minimos espdrios, 0 que ndo ocorre no caso do problema

inverso.

No presente trabalho, através de argumentos teoricos, esta possibilidade é
eliminada sob hipdteses bastante razoaveis para o tratamento de problemas praticos. Este fato,
e o fato da metodologia ser perfeitamente aplicavel a problemas de controle 6timo,

constituem, aparentemente, 0s aspectos mais relevantes deste trabalho.
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CAPITULO 3
FUNDAMENTOS MATEMATICOS

3.1 Introducéo

Neste capitulo, apresenta-se uma classe de problemas de controle 6timo na forma
de Bolza, que envolve restricbes de contorno duplo e que, além do estado x(*) e do controle

("), possui um vetor de parametros p a ser otimizado.

Mostra-se que as restricdes diferenciais presentes nesta categoria de problemas,
independentemente das restricbes de contorno, podem ser reescritas como um problema de
valor inicial, bastando, para isto, estender o vetor de parametros p de modo a incorporar 0

estado inicial.

Nos capitulos subsequentes apresenta-se uma formulagéo variacional alternativa
para o problema de valor inicial, a qual permite o desenvolvimento de um procedimento para

a solugdo numérica do problema.

Este procedimento, por sua vez, necessita de alguns resultados tedricos sobre a
existéncia e unicidade de solucdes de equacOes diferenciais ordinarias, os quais sdo

formulados neste capitulo através de dois teoremas.

O primeiro trata-se de uma transcricdo de um teorema de existéncia e unicidade
presente em Pontryagin (1962a), apresentado para equacdes diferenciais ordinarias de
primeira ordem. O segundo é uma extensao do primeiro, em que as condic¢des de regularidade

das funcGes envolvidas séo relaxadas para suportar descontinuidades no tempo.

A importancia do segundo teorema esta no fato de que, normalmente, as equacoes
diferenciais presentes nos problemas de controle 6timo possuem descontinuidades no tempo

introduzidas com as descontinuidades no vetor de controle.
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3.2 Formulagéo do problema de controle 6timo

Para 0 contexto do presente trabalho, considere o seguinte problema de controle

otimo:
Minimizar  J[x;u; p] = g[x(to); X(t.); to t, p]+J‘tS€[x(r),u(r),r]d 7 (3.1a)
sujeito a
hi[x(to); X(t);te, t, p] =0, 1=1,...,n (3.1b)
X(0) = f[x(2),7], 7e[tut]: (3.1¢)
onde

A
X(-)=[x:(*),..., xni(-)]" denota o vetor de variaveis de estado;
A
u(-) =[u(),...,un(-)]" denota o vetor de variaveis de controle;

A
p=[ps..., Prr] "denota um vetor de parametros a serem otimizados;

e FO)[F:()n ('

A expressdo (3.1a) caracteriza um funcional na forma de Bolza®. As expresses (3.1b)
e (3.1c) representam, respectivamente, restrices de contorno e restricdes diferenciais. A
consideracdo do vetor de parametros (p), presente no funcional-objetivo e nas restri¢cbes de

contorno, facilita o tratamento de problemas praticos.

As funcdes envolvidas no problema devem satisfazer certas condi¢Ges de regularidade

estabelecidas no conjunto de hipoteses a seguir.

% Problemas cujo funcional-objetivo possui um termo de contorno e um termo integral Q= ho+_[dt) sdo ditos na

forma de Bolza. O funcional é dito na forma de Mayer se apresenta apenas o termo de contorno (J =ho), ou na forma de
Lagrange se apresenta apenas o termo integral Q= J’ @dt) -
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3.3 Hipoteses

Com relacdo ao problema (3.1), devem ser consideradas as seguintes hipdteses:
H1:x()(j=1...,n)devem ser fungdes continuas para r [to,t:];
H2:u()(k=1,..,n) devem ser fun¢bes continuas por partes e suaves por partes para

TE [to,tl];

H3: As funcbes fi(i =1,...,n),hi(j=0,1...,n) e suas derivadas parciais primeiras sdo continuas

em relacdo a todos o0s seus argumentos, nos dominios considerados.

Aqui, como fungdes continuas por partes, estamos entendendo fungdes com um
namero finito de descontinuidades de primeira espécie (PONTRYAGIN, 1962b, p. 10 e 11).

Observe que, em decorréncia das hipoteses H2 e H3, na verdade, as variaveis de
estado serdo suaves, ndo apenas continuas como exigido pela hipdtese H1.
3.4 Montagem do problema de valor inicial

Com um artificio simples, podemos reescrever o problema (3.1) na seguinte forma:

Min  J[x;u; P]=g[x(t), P]+J$£[x(r), u(z),z]dr; (3.2a)
sujeito a

h[x(t),P]=0, i=1,..,n; (3.2b)

X(7) = f[x(2),u(z),z], 7elto,ti]; (3.2¢)

X(to) = Xo. (32d)

A
onde Xo=[Xos;...; XOn]"denota um vetor adicional de parametros que representa o estado inicial,

A, .
conforme demonstra (3.2d), e Pz[xo; p']'representa 0 vetor de parametros estendido para

incorporar Xo.
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Com a inclusdo do vetor de pardmetros X, e das restricbes de contorno (3.2d),
introduzimos em (3.1) um problema de valor inicial, caracterizado pelas restrigdes (3.2c) e
(3.2d). De fato, escolhidos o vetor Xo e 0 controle u(t) (em conformidade com a hipotese H2),

as restricdes (3.2¢) e (3.2d) podem ser reescritas como:
)'((T): F[X(r);r], 7 € [to, t1]; (3.3a)
x(to) = X, (3.3b)

A
onde F|x(z);z |=f[x(z)u(z);z].
E importante observar que, associado as descontinuidades no controle, o lado direito
da expressédo (3.3a) possuira descontinuidades no tempo. A existéncia e unicidade da solucéo

do problema (3.3) é relevante para o estudo a ser feito nos proximos capitulos.

Esta é a motivacédo da apresentacdo dos teoremas enunciados a seguir.

3.5 Teoremas de existéncia e unicidade de equaces diferenciais ordinarias
De acordo com Pontryagin (1962a), p.18 e 19, temos:

TEOREMA 1: Seja o sistema normal de equaces diferenciais ordinarias

)'((T)z F[X(z‘);r] 7 €[t 1] (3.43)
X(to) = Xo. (34b)
onde
xi[xl,..., Xn]'

A
F=[F,...,Fa]'
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oF

Se F(-)e —(-)(i=1,...,n,)sdo funcdes continuas de todos os seus argumentos nos

dominios considerados, entdo, para cada condicdo inicial (3.4b), uma solugdo continua do
Problema (1), a saber

A

x()=¢(). ¢=[p.... g}
existe e é Unica.

Assim, se existirem duas solugBes de (3.2), a saber x(-)=¢(-),como definida

X() =y O wlpnl

as quais satisfazem as mesmas condig@es iniciais y(to)=@(t.)= X,, cada uma valida sobre

um respectivo intervalo de valores de t contendo ty, entdo estas solugdes coincidirdo nos

intervalos onde ambas valerem simultaneamente.

Considere agora uma extensdo do Teorema 1, onde as fungdes Fi(-)i=1,...,n.)e

suas derivadas parciais primeiras sdo apenas continuas por partes, ou seja, admitem um

numero finito de descontinuidades de primeira espécie.

TEOREMA 2: Seja o sistema normal de equagdes diferenciais:

x(r)=F[x(z);z], relt,t, ] (3.5)
x(t)=x, telt.t] (3.5b)

Sejam Fi(-)(i =1,...,n.)e as derivadas parciais Z—i()(l =1,...,n, ) funcdes

continuas para todo t; € [to 1 J exceto para um numero finito de valores de t, a saber,

T€e [g,...,tm]sobre 0s quais elas possuem descontinuidades de primeira espécie.

Se paraz €lt,,...,t, | as fungdes Fi(-)i=1,...,n.):
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a.  sdo continuas a direita com x(t,)=x° especificado; ou

b.  s&o continuas & esquerda com x(t)=x", especificado;

entdo se (3.5) apresenta solucdo continua, a solucao € Unica.

Ou seja, se existirem duas solucdes de (3.5), a saber, x(-) =¢(-) e x(-) =w(-)onde
A
¢=|ps,.... ]

A
v=lys...yn]

Entdo ¢(-) =w(-) onde ambas valerem simultaneamente.

PROVA: A prova do Teorema 2, que € uma versdo estendida do Teorema 1, se processa, para
a possibilidade (i), a partir da divisao do intervalo [t,, t;] nos sub-intervalos

Te[tk,tk+l), k=01,...,m, re[tm,th
onde t (k =1,...,m), representam os pontos de descontinuidade de Fi(-)i=1,...,n.)ou de suas

derivadas parciais primeiras.

Assim, as equacoes (3.5) sdo reescritas na seguinte forma:

x(r)=F[x(z);z], relt.t.,), k=01..m-1, (3.6a)
x(r)=F[x(z)z] 7 elt,.t, +1] (3.6b)
x(t,)=x", x(t)=x(t) k=1..m, (3.6¢)

A T
onde X’(tk):ﬁimt Flx(z)zHz.
Note que as expressdes (3.6¢) visam preservar a continuidade de x() e gque as
funcbes Fi(o)(i =1,...,nx)e suas derivadas parciais primeiras sdo continuas sobre qualquer dos

sub-intervalos 7 €t ,t,,,) k=01..,m.

Com as expressoes (3.6), a prova do teorema € realizada através de um raciocinio

de inducéo, apoiado no Teorema 1.
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Para isso, considere inicialmente apenas o sub-intervalo [tp, t;). Como f(-)e

oF « « ] .

a—() sdo funcdes continuas para todo 7 € |t,,t1), de acordo com o Teorema 1, duas possiveis
X

solugbes continuas de (3.6), #(-) e w(-), a principio distintas, na verdade coincidirdo sobre

este intervalo. Isto estabelece o primeiro passo para a prova por indugao.

Suponhamos, agora, que as solugdes ¢(-) e w(-)coincidam para z elt,,t1),

k < m arbitrério.

Em virtude de (3.6¢), ou seja, considerando a continuidade de ¢(-) e w(-), temos
¢(tk)=¢_(tk)=l//_(tk)=¢(k)‘
Isto significa que as duas solugbes coincidem para re[to,tk], com
#(t )=w(t, )= x,, e, além disso, ambas devem resolver:
X(z)=F[x(c)z] reftot) X(to) = %,
Ora, mas parar €[t ,t,,,), vale o Teorema 1, ou seja, sobre este intervalo existe uma, e
somente uma, solugdo continua. Entdo ¢(-) e w(-)coincidem também paraz <[t, t,,,). Ou

seja, a coincidéncia de ¢() e y(-)para 7 et,,tk )implica na coincidéncia para 7 € [t,,t, , ).

Deste modo, por indug&o, podemos concluir que #(-) e w(-), na verdade, devem
ser coincidentes sobre todo o intervalo semiaberto [t,, t;). Mas, considerando a continuidade
de ambas, devemos ter ¢(t,)=g(t, )= ¢ (t, )=w(t, )., 0 que completa a coincidéncia de ¢() e

://() para todo o intervalo fechado [t,,ts], conforme queriamos demonstrar.

Para a possibilidade (ii), a prova decorre de raciocinio analogo. A diferenca reside

apenas no fato de que o processo de indugdo deve ser feito de t, =t para to, caminho

inverso do adotado para a possibilidade (i).
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3.6 Comentarios

Sob a hipétese de continuidade do controle u(-), e considerando serem
F.(-)i=1,...n.)de classe C', as fungdes F.(-)(i =1,...,n.) serdo continuas com derivadas
parciais também continuas para todor elt,,t,]. Assim, para cada controle u(-)
especificado, as restricdes (3.2c) e (3.2d) estabelecem um problema de valor inicial
cuja existéncia e unicidade de solucdo pode ser garantida pelo Teorema 1. Ocorre que,
para grande parte dos problemas préaticos de engenharia, a hipotese de continuidade do
controle é bastante restritiva, 0 que torna a aplicacdo do Teorema 1 muito limitada.
Por sua vez, a hipétese de variaveis de controle continuas por partes, geralmente

satisfatoria para os problema reais, acarreta a presenca de descontinuidades de

. , . oF ) _— ,

primeira espécie, tanto em F(-)como em a—() Este tipo de descontinuidade esta
X

coberto pelo Teorema 2.

Observe que as condicdes de regularidade impostas a F(-)pelo Teorema 1 incluem a
continuidade das derivadas parciais primeiras, exceto a derivada em relagéo a variavel
independente (t). Na literatura, a continuidade das derivadas parciais primeiras é
muitas vezes substituida por uma condicdo mais fraca conhecida como “condicéo de
Lipschitz” (INCE, 1990; WALTMAN, 1986; MILLER, 1982). Esta condicao relaxa a

continuidade de ﬁ(.) em relagdo a todos os seus argumentos (SIMMONS, 1991),
OX

diferentemente do Teorema 2, que relaxa apenas a continuidade na derivada em
relacdo a variavel independente. A condicdo de Lipschitz, no entanto, ndo substitui o
Teorema 2 uma vez que ndo prevé descontinuidades na fungéo F() Assim, segundo
nossa revisdo bibliogréfica, a existéncia e a unicidade de solugdes de equagdes
diferenciais ordinarias para funcdes F(-)contl’nuas por partes é apresentada, pela

primeira vez na literatura, através do Teorema 2.

Na literatura, enquanto a continuidade das fungdes € relevante tanto para a prova da
unicidade quanto da existéncia de solugdes, a continuidade da derivada € importante
apenas para a questdo da unicidade (SIMMONS, 1991; CRONIN, 1986). Assim, é
possivel trabalhar a questdo da existéncia abandonando completamente a regularidade
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das derivadas, como mostra Miller (1982). A prova para este caso, entretanto, se faz
sob argumentos bastante sofisticados.

CAPITULO 4
FORMULACAO VARIACIONAL ALTERNATIVA PARA SISTEMAS
DINAMICOS DESCRITOS POR EQUACOES
DIFERENCIAIS ORDINARIAS

4.1 Introducéo

Neste capitulo apresenta-se uma formulagéo variacional alternativa para sistemas
dindmicos descritos por equagdes diferenciais ordinarias, considerando-se fungdes de classe
Cl

A ideia consiste em substituir um problema de valor inicial por um problema
variacional do tipo minimos quadrados cuja solucdo coincide com o problema original. Isto
viabiliza o tratamento numérico das restricdes diferenciais presentes em problemas de
controle Otimo atraves de tecnicas do tipo elementos finitos. A equivaléncia dos dois

problemas é comprovada através de um teorema.

Duas formas distintas de demonstracdo sdo apresentadas. A primeira é realizada
via célculo de variagdes, utilizando-se condi¢des necessarias na forma integral (SAGAN,
1969). A segunda se processa via teoria de controle 6timo, utilizando-se um conjunto de
condicBes necessérias para a solu¢cdo de um problema na forma de Mayer, obtido apos
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manipulacdo do problema variacional. Ambas as provas utilizam o Teorema 1 apresentado no

capitulo anterior.

Embora a prova obtida , via céalculo variacional , seja 0 caminho mais natural para
a demonstragcdo do Teorema, dada a natureza variacional do problema, a prova utilizando

teoria de controle 6timo mostrou-se necessaria para generalizacfes posteriores.

Nos capitulos subsequentes a formulagdo sera estendida para funcbes continuas

por partes e aplicada a resolu¢do numérica de problemas de controle 6timo.

4.2 Uma formulagéo variacional para problemas de valor inicial
Considere o problema de valor inicial:
X(r) =F [X(r);r] = [to,tl] (4.1a)

X(ty) =%, (4.1b)

onde

sendo f(-)e %() fungdes continuas de f(-)e de t.

As equacdes (4.1a) representam o0 modelo de um sistema dindmico com

parametros concentrados, descritos segundo uma formulacéo de espaco de estados.

De acordo com o Teorema 1 apresentado no Capitulo 3, as equagdes (4.1a)
apresentam uma Unica solucéo satisfazendo as condic@es iniciais (4.1b). Ou seja, 0 problema

de valor inicial (4.1) possui uma, e somente uma, solucdo unica.
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Relacionado com o problema (4.1), considere o seguinte problema variacional:

Min |[x]:%j:R'Rdr (4.2a)
com X(to) = Xo. (4.2b)

onde
R=[x(r)- F[x(z )], (4.2c)

sendo x(-)e F(-)conforme (4.1).

O problema variacional (4.2) é construido com base no residuo das equacdes
diferenciais (4.la), conforme indica a expressdo (4.2c), e pode ser interpretado como um
funcional de penalizagéo.

Note que (4.2a) é estritamente ndo-negativa, assumindo o valor nulo se, e somente
se, R(-)for identicamente nula. Isto significa que a solucdo do Problema (4.1) fornece o

minimo absoluto para (4.2a). Entretanto, a ado¢do do problema (4.2) em substituicdo ao
problema (4.1) pode apresentar, a principio, solucbes espurias (minimos locais do problema
(4.2) com residuo ndo identicamente nulo). Esta suspeita é reforcada se considerarmos que,
conforme veremos adiante, a utilizacdo das condi¢Ges necessarias para (4.2) diferem de (4.1).
Ou seja, as equacOes de Euler-Lagrange para o Problema (4.2) ndo coincidem com as
equac0es diferenciais do problema de valor inicial, como ocorre no caso do problema inverso
do célculo de variacBes. Ndo obstante, conforme serd demonstrado pelo Teorema 3, a solugao
de (4.1) é a Unica extremante para (4.2). Dessa forma, o problema (4.2) pode ser visto como
uma penalizacdo exata para (4.1), ou seja, a extremante de (4.2a) € uUnica e coincide

exatamente com a solucéo do problema (4.1).
4.3 Equivaléncia entre o problema de valor inicial e o problema variacional associado

Para estabelecer a equivaléncia entre os Problemas (4.1) e (4.2), considere o

seguinte teorema:
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TEOREMA 3: Sejam F[x(z);z] e suas derivadas parciais primeiras em relagéo a
X(z) e a T continuas para todo z e[t .t,] . Entdo, a extremante de (4.2) é Gnica e coincide com

a solucéo do Problema (4.1).
PROVA:

A prova se estabelece via célculo variacional utilizando-se condi¢Ges necessarias

na forma integral (ver Apéndice A) e o Teorema 1.

Para isto, seja

L[k(z )y x(c) e ]=R'R. (4.3)
Considerando as condigdes de regularidade supostas para F(-), pode-se concluir que L(-) é

uma funcéo continua com primeiras derivadas parciais continuas em relacéo a todos os seus

argumentos (quais sejam, x(-), (), e 7) para z €[t t,] .

Isto permite afirmar que as extremantes de (4.2) (Apéndice A) devem satisfazer,

além da condicdo inicial (4.2b), as seguintes condi¢des necessarias:

oLz ) x()z] _ [ oLx@xhely, o (4.42)
OoX to OX
olierx(ehe]y g (4.4b)
OoX

A equacdo (4.4a) representa as equacdes de Euler-Lagrange, na forma integral (SAGAN,
1969), e a equacéo (4.4b) as condigOes de transversalidade particularizadas para o problema.
Substituindo (4.3) em (4.4a) e (4.4b), e efetuando as operacdes indicadas, obtemos:

R:—ligE%gldTRdr+C,rehmh] (4.52)

Rit: =0 (4.5b)
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Observamos que R() que representa o lado esquerdo de (4.5a), é de classe C*, pois o lado

direito de (4.5a) &, por construcdo, uma funcéo continua e diferenciavel em relagéo a .

Visando a manipulagéo de (4.5a) e (4.5b), considere a seguinte definigéo:

g(ﬁi%, TE [tO’tl] (4.6)

Considerando a regularidade de R() e (4.6), podemos diferenciar a equacgéo (4.5a) em relacdo

a 1, obtendo, em termos de R(-)e g(-):

CRE-RE)()=0 7 elyt] (@72)

Como as solucbes de (4.7) sdo as extremantes de (4.2), para provar o teorema, devemos
demonstrar que a solucgéo de (4.1), e somente a solucdo de (4.1), resolve (4.7). Que a solucgéo

de (4.1), a ser denotada por x(-), resolve (4.7), é evidente. De fato, R(t) = O, r€|t,.t,],

satisfaz (4.7a) e (4.7b). Resta-nos ento provar a unicidade de x(-).

Para isto, suponha a existéncia deX(), uma outra extremante, n&o

necessariamente coincidente com x(-), e seja:

Re)=4(c)- F[R(h ) eltot] (4.82)

h(z)=- aF[);( 11 T (4.80)

sendo R(-)o valor do residuo correspondente a X(z).

Considerando (4.8), as equacdes (4.5) podem ser escritas, em termos de ﬁ()

como o0 seguinte problema de valor inicial:
% R(0)|-Rn()=0 reftt,] (4.99)
R(t:)=0 (4.9b)

que, por sua vez, define um problema de valor inicial, do tipo

CREI=HRE] eeltt] (102



Telma Cristina Pimenta de Freitas 33

A(t)=0 (4.10b)

A

onde H[R(r):z|=h(z)R(r)

De acordo com as hipGteses de regularidade de F(-), e considerando a

continuidade de (), observa-se que H [ﬁ(r),r]é uma fungdo continua de R(z)e de T,
enquanto
oH R(\T),T _ h(T)
oR
é uma funcdo continua de t. Assim, de acordo com o Teorema 1 do Capitulo 3, o problema de

valor inicial (4.9) apresenta solucao Unica. Ora,
Ii(z') =0, re [to,tl] (4.10)

resolve as equacdes (4.9). Portanto, (4.10) € a unica solucdo de (4.9). Disso resulta que
R(-) satisfaz a:

X(2)=F[R(r) ] zeltot,] (4.112)
R(to) = xo; (4.11b)

onde a equacdo (4.11b) decorre da condicdo (4.2b).

Comparando as expressdes (4.1) e (4.11) vemos que, na verdade, R() e
x(-)coincidem. Ou seja, o Problema (4.2) admite x(-), a solugio de (4.1), como Unica

extremante, o que completa a prova do teorema.
4.4 Prova do Teorema 3 via teoria de controle 6timo

Conforme mencionado anteriormente, embora o calculo variacional seja o
caminho natural para a prova do Teorema 3, ele ndo se mostrou capaz de suportar as
generalizacOes a serem incluidas nos proximos capitulos. Em contrapartida, a prova via teoria
de controle 6timo, embora ndo tdo natural, se mostrou bem adaptada para as generalizacgdes.
Com este objetivo, considere o raciocinio a seguir, que utiliza o conjunto de condicbes

necessarias apresentado por Freitas Pinto (1991), para problemas de controle 6timo com
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restricbes de contorno duplo, prevendo-se o controle continuo por partes. O conjunto de
condicOes necessarias se encontra padronizado para problemas na forma de Mayer (FREITAS

PINTO, 1991), exigindo que o Problema (4.2) sofra de inicio algumas manipulagoes.

PROVA:

Primeiramente reescrevemos o Problema (4.2) segundo a seguinte formulagéo de

controle 6timo:
1

Min ~ : R°Rd7 (4.12a)
sujeito a
X(to) = Xo (412b)
X(r)=o(r) reltyt,] (4.12c)
onde
R=[o(r)- F[x(r):7] (4.12d)
xi[xl,..., X
F i[Fl,..., Fos]

o=lon....an]

A expressdo (4.12a) representa o funcional objetivo, na forma de Lagrange, o qual deve ser

minimizado sujeito as restri¢des de contorno (4.12b) e as restri¢des diferenciais (4.12c).

Para reescrevermos (4.12) na forma de Mayer, considere a varidvel de estado

adicional z(-), definida como:

R'R (4.133)

N |

onde
Z(to)) =0 (4.13b)

Isto permite reescrever o problema (4.12) como:
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Min ho=z(t,) (4.14a)
sujeito a
hi = Xi(to—Xoj=0) j=1...,n (4.14b)
hne .= 2(t )=0 (4.14c)
hnz+z=to—to=0 (414d)
hn.s=t.—t. = (4l4e)
XJ(T)Z FJ[X(T); a)(z'); r]= m(r), TE [to,t ] j=1. (4.141)
z'(r):%L[x(r); a)(r);r]=%R'R, elt,, ] (4.149)

A
onde n.=n..sdenota 0 numero total de restricdes de contorno, expressadas de (4.14b) a
(4.14e).

Para utilizarmos os resultados presentes em Freitas Pinto (1991), o problema

(4.14) deve satisfazer as seguintes hipéteses:

i) X(-(j =1,...,n.)e z(-) devem ser funcdes continuas para r € [t,,t,] ;
i) @()k =1,...,n.) devem ser fungdes continuas por partes para 7 € [ty,t,] ;
iii) as fungbes Fi(i=1,...,n.), Hi(j=,0.1...,n)e L(-), e suas derivadas parciais primeiras séo

continuas em relacdo a todos os seus argumentos, nos dominios considerados.

De acordo com o enunciado do Teorema 3, as hipoteses acima sao validas para o
Problema (4.14). Assim, segundo Freitas Pinto (1991, p.111-114 e 132) (ver apéndice B),
para que (x()z()w()) fornega um minimo para o Problema (4.14), devem existir
multiplicadores:
A
Vo, V:[vl;...;vm]',
e funcdes vetoriais

ATl i 2] € 70)

tais que:
I
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vo+[v] =0 v e {01 (4.15a)

11 A4(-)j=1....n) e n()sdo fungdes continuas para todo 7 € |t,,t,] com

/l(z') = —[Z—)Ij 77(7), Te [to,tl] (4.15b)
i(r)=0 7eltyt,] (4.15¢)
Jilt)=vi; j=1..,n (4.15d)
n(to) = vh +1 (4.15€)
Ji(t)=0; j=1..,n, (4.15f)
77('[1) =V, (4.150)
1
2e)= £ |0 relon] (@.15h)
(0]
IV: A funcéo

é continua para todo 7 €|t,.t,] ;

5 Atoilto + lt)eto) = .
iﬁi (t1xi(t1) + 7(tL)z(tL) = v+ 2 (4.15i)

j=0

A expresséo (4.15a) identifica a existéncia de solucdes normais (vo=1)ou anormais
(vo=0)*. As equacdes (4.15b) e (4.15c) sdo as equacdes adjuntas, acompanhadas das equacoes
(4.15d) - (4.15g) que representam as condicdes de transversalidade para x(t,) e x(t1). A
expressao (4.15h) representa a otimalidade do controle, enquanto as condi¢es de quina de
Weistrass-Erdmann (GELFAND e FOMIN, 1963, p.62) estdo embutidas na continuidade de

* O estudo da normalidade das solucdes constitui um dos ramos da teoria de controle 6timo. A principal
caracteristica das chamadas “solucfes anormais” é que a influéncia do funcional objetivo fica descaracterizada,
em consequéncia do aumento de vo (vide HESTENES, 1966, p. 270-283).
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2i(j=1,...nx), n(-)e H. Por fim, as equacbes (4.15i) e (4.15]) representam as condicdes de

transversalidade para to e t;, respectivamente.

Tendo em vista (4.15c), obtemos:

n(z)=K =const. 7eltyt,] (4.16)

Por outro lado, de (4.15d) e (4.15g) concluimos que:
n(r)=vo=1h+1 Te(tyt,] (4.17)

Analisemos a possibilidade de solu¢Bes anormais, ou seja, vo= 0. Neste caso, teriamos

n(z)=w+1=0

0 que, levado em (4.15g) forneceria
Ar)=0, reltyt,]

Este resultado, levado as expressdes (4.15d), (4.15e), (4.15i) e (4.15f), produziria
n=0 i=01..,nx+3;
violando a condicdo (4.15a). Isto significa que o Problema (4.14) ndo admite solucgdes
irregulares. Logo, devemos ter
vo=1 (4.18)

Agora, a partir das defini¢des de R(-)e L(-), obtemos:

oL
[_aw} =R (4.19a)
oL OR
H - RH (4.196)

0 que, considerando (4.17) permite reescrever (4.15b) e (4.15h) como:

!

d R .,
ai(r)z—[&} R, reltot] (4.20a)
Ar)=-R relt,t,] (4.20b)

Manipulando (4.20a) e (4.20b) obtemos:
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d R
m R= R[&} retyt,] (4.21a)

Por outro lado, a expressao (4.20b) juntamente com (4.15f) permite escrever:
R(t:)=0 (4.21b)

As expressoes (4.21a) e (4.21b) formam o seguinte problema de valor inicial:

9 R_G[R()r] reftyt,] (4.22a)

dt
R(t1)=0 (4.22D)

onde

sendo

e 2|

X
Considerando a continuidade de /1() estabelecida pelas condigdes necessérias, e (4.20b),

podemos concluir que R(-) é continua sobre todo o intervalo 7 €|t,.t,] .

Além disso, como G(-) ¢ fungdo continua de R(r) ede re [ae} é também uma
oR

funcdo continua, segundo o Teorema 1, o problema de valor inicial (4.22) possui uma, e

somente uma, solucdo.

Como

R(r)=0 relt,t,] (4.23)

resolve as equacdes (4.22), resulta que esta é a solugdo procurada.
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Por sua vez, a substituicdo de (4.23) em (4.12c) e (4.12d) permite concluir

imediatamente que

X(r)=F[x(chr] reltot] (4.24)

A validade de (4.24) e da condicao inicial (4.12b) completa a equivaléncia dos Problemas

(4.1) e (4.2), conforme desejdvamos demonstrar.

4.5 Comentarios

Na demonstracdo do Teorema 3, a utilizacdo de condic¢des necessarias na forma integral
para o problema (4.2) permitiu a hip6tese de ser a fungo integrando L(-) de classe ch,

Entretanto, o usual na literatura de calculo variacional & apresentar as condicOes
necessarias na forma diferencial (GELFAN e FOMIN, 1963), exigindo-se que as
funcBes envolvidas sejam de classe C2. A adocdo da forma diferencial, portanto,

tornaria inviavel a prova do Teorema 3 via calculo variacional.

Um aspecto positivo importante relacionado com o funcional (4.2a), em relacdo a um
funcional obtido via solugdo do problema inverso do calculo de variagOes, esta na
garantia de que a extremante, no caso Unica, fornece um minimo absoluto para (4.2). A
garantia de minimo ocorre sem a necessidade de verificacdo da variacdo segunda. Isto
raramente acontece na formulacdo variacional obtida via problema inverso do calculo
de variagOes, e torna-se ainda mais relevante se considerarmos a dificuldade de analise
de condicbes de suficiéncia, no caso do problema inverso (GELFAND e FOMIN,
1963). Este aspecto sera considerado em detalhes no exemplo apresentado no Capitulo
8.



Telma Cristina Pimenta de Freitas 40

iii)  Note que para efeitos de demonstracdo, estamos admitindo o pré-conhecimento de x()
na definicdo de (4.6). Isto, entretanto, ndo representa uma fixacdo a priori da solucéo.
De fato, em (4.8b), a definigdo de h(-) se aplica & (), uma solugdo arbitraria

pressupostamente diferente de x(-).

iv)  Note que a utilizacdo da continuidade do residuo R() nas demonstracfes do Teorema 3

tanto via célculo variacional como via controle 6timo ndo foi uma imposi¢do, mas sim

uma consequéncia das condi¢des necessarias.

CAPITULO 5
FORMULACAO VARIACIONAL PARA PROBLEMAS
DE VALOR INICIAL COM DESCONTINUIDADES NO TEMPO

5.1 Introducéo

Neste capitulo, os resultados do capitulo anterior sdo generalizados para suportar
descontinuidades de primeira espécie no tempo. Para isto, propde-se a substituicdo de
problemas de valor inicial por problemas variacionais nos mesmos moldes anteriores, mas

considerando que as funcBes envolvidas sejam apenas continuas por partes.

A equivaléncia entre os dois problemas é demonstrada recorrendo-se a teoria de
controle 6timo. A demonstracdo se apdia na extensdo do teorema de existéncia e unicidade
equacOes diferenciais ordinarias, apresentada no Capitulo 3 (Teorema 2), e em condicOes

necessarias para problemas de controle 6timo com dinamica fracionada.
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Esta extensdo se mostrara especialmente relevante no proximo capitulo, com
aplicacdo da técnica & solucdo numérica de problemas de controle 6timo em geral, pois

permitird a incorporacao de descontinuidades no controle.

5.2 Formulagdo variacional para problemas de valor inicial com descontinuidades no

tempo

Considere o seguinte problema de valor inicial:

)'((r)= F[X(r);r], A= [to,tl] (5.1a)
X(to) = Xo (5.1b)

onde

A !

X()=DaC posxn)]

A

R IZON)

sendo F(-) e Z—F() fungdes continuas em x(-) e continuas por partes em 7, ou seja, podendo
X

sofrer um nimero finito de descontinuidades de primeira espécie no tempo.

Relacionado com o Problema (5.1), podemos criar 0 seguinte problema

variacional:
) 1t
Min '[X]:Et R'Rdz (5.2a)
com x(to)=xo dado, (5.2b)
onde

sendo x(-) e F(-) conforme (5.1).

5.3 Equivaléncia entre o problema de valor inicial e o problema variacional
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Através do Teorema 4 adiante, serd demonstrada a coincidéncia das solugdes dos
Problema (5.1) e (5.2).

A prova do teorema seguird o raciocinio do item 4.4, com argumentos da teoria de
controle Otimo. Apenas, em virtude das descontinuidades envolvidas, serd necesséria a
utilizacdo de resultados tedricos mais fortes, desenvolvidos para problemas ditos com
dindmica fracionada, que sdo compostos por uma sequéncia de sub-problemas. Para cada sub-
problema, correspondendo a um sub-intervalo de tempo, temos um vetor de estado e um vetor
de controle préprios, estando os sub-problemas relacionados apenas atraves das restri¢fes de
contorno. Condigdes necessarias para problemas dessa natureza foram desenvolvidas em

Freitas Pinto (1991), e estdo apresentadas no Apéndice B.

TEOREMA 4: Se F[x(c);z] e suas derivadas parciais primeiras sdo funges
continuas em x() e continuas por partes (continuas a direita) em 7 para r e [to,tl] , entdo, a

extremante de (5.2) é Unica e coincide com a solucéo do problema (5.1).

PROVA. O primeiro passo para a prova do teorema consiste em reescrever o

problema (5.2) na forma do seguinte problema de controle 6timo:

Min % :R’Rdr (5.3a)
sujeito a
X(to) = Xo; (5.3b)
x(r)= o(r) (5.3c)
onde
R=[w(r)- F[x(r)] (5.3d)
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A expressdo (5.3a) representa o funcional objetivo, aqui na forma de Lagrange, o
qual deve ser minimizado sujeito as restricbes de contorno (5.3b) e as restri¢des diferenciais
(5.3c).

Visando utilizarmos os resultados tedricos contidos em Freitas Pinto (1991),
devemos reescrever o Problema (5.3) na forma de Mayer, com dindmica fracionada.

Para este fim, para cada intervalo [t 1,t], definimos um vetor de estado e um

vetor de controle na forma

xt(c)=x(r) reft-nt]) e=L..m+L (5.42)
awai@a,femlu)e:me+x (5.4b)
()= o (&), e © "t 1) = altn 1) (5.40)

Além disso, relacionado ao funcional objetivo, definimos as m + 1 variaveis de estado

adicionais:
=1, ret-ut] e=1..,m+1 (5.4d)
2°(t0)=0; (5.4e)
2% (te) = 2°(te) e=1,. (5.4f)
onde
Lei%[ReHRe], e=1..,m (5.49)
R 20 (c)-F[(c)r]  refte-ut) e=L..m+l (5.4h)
€
#°(z), T<te
Felx(e) = F[Xe(r);r] relte-s,ts) e=1..,m+1, (5.4i)
"(r) 72

sendo que as fungdes ¢°(-)e ¢°(-) representam prolongamentos das fungdes F¢(-), no espirito

de Freitas Pinto (1991). As funcdes ¢e(~)e (/)e(~) para cumprirem adequadamente o papel de



Telma Cristina Pimenta de Freitas 44

prolongamentos, sdo funcbes de x° e de t construidas de modo a satisfazer, para

e=1...,m+1 asseguintes propriedades:

i) ¢° [Xe (ti;l ’ti;l] =F [Xe (tefl ey ]’

o [xe(t bt |= Fe(es b

e T B

8;; [xe(te)te1]=g—z[xe(te)te];

iii) 22
ox*

bl b= Sletohe]

% ef b J- el e

iv) ¢°(-) é de classe C" sobre um pequeno intervalo finito & esquerdade t, ,, t, ,—7>J;

¢°(-) é de classe C" sobre um pequeno intervalo finito a direita de t,,7 —t, > &;

Com estas defini¢cdes temos:

%Li[Re]’ [Re]=2°(t), e=1...m+1;

e podemos reescrever o problema (5.3) como:

Min h, =z""(t,.,) (5.5a)
sujeito a
h, =Xi(t;)— X0 =0, j=1,...,nx (5.5b)
hnc 1= 2*(ty) = O; (5.5¢)
he=x""(t,)-x (t,)=0 e=L...m; j=1,.,n
K=m+1+(mpx+1)e—1)+ j; (5.5d)
he=2z(t,)-z°(t,)=0 e=1,..,m;

(5.5€)
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k=(px+1)(mx+1)+e+1; (5.5f)
X:(7)= fje[xe(r); a)e(z');r]z o(z), relr-uz]

j=1...n; e=1..,m+1 (5.50)
#@)=gke@hor@he] - RIRT rele e

e=1..,m+1 (5.5h)

A
onde nv=(n.+1)m+1)+m+ 2 denota o nimero total de restricdes de contorno, expressadas de

(5.5b) a (5.5f).

Condicbes necessarias para a solucdo de (5.5) sdo apresentadas em Freitas Pinto

(1991) sob as seguintes hipoteses:

) Os instantes te(e =0,1,...,m+1) satisfazem as desigualdades
te—1<te e=1,..,m+1;
i) X3(Nj=L...nce=1..,m+1) e z°(fe=1,..,m+1;)devem ser funcGes continuas para
todo

TE [te—l,z'e] e=1,..,m+1;

i) w; ()(J =1..,x+Le=1,.m +1)devem ser funcgdes continuas por partes para todo

TE [te—l,Te] e=1,..,m+1;

iv) As fungBes hy(j=0,1,...nh), fF()j=L...m+Le=1..,m+1), g°(Ne=1,..,m+1) e suas

derivadas parciais primeira estdo definidas e sdo todas continuas em relacdo a todos os

seus argumentos, nos dominios considerados.

Note que todas estas hipoteses sdo validas no caso em questdo. Assim, segundo Freitas

Pinto (1991), para que
x*(Ne=1,..m+1) z°(‘Ne=1,...m+1) u(-Ne=1,..,m+1)

fornecam um minimo para o Problema (5.5), devem existir multiplicadores:

Vo, Vi[vl;...;l/nh]’,
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epara e =1,...,m+1, fungdes /1e(~)i[2§,...,/1ﬂe 7°(-), tais que se verifiquem:

Vo + |v| #0, v, € {O,l};

(5.6a)

1 2()j=1..n;e=1..,m+1) e n°(fe=1..,m+1) so funcdes continuas para todo

rele, 7] e=1..m+1.

com

()= {ﬂ “0) refre] e=lmeL

ox°
7°(r)=0, relr,,,7,]
Alry)=v;, i=1..n,;
At), =vio j=1..0; e=1..,m;
k=n +1+(n +1)e-1)+ j;
2t), =v. J=l..n;e=1..m;
k=n +1+(n +1)e-1)+ j;
A 1) =0, j=1,..n;
Ul(to) = Vo
7 t)=v, e=1..m; k=n_+1+(n +1);
n°(t,)=v,, e=1..m; k=n_+1+(n +1)e;
7" (tna) = Vo

IV: As funcbes

Zf r)+7°2%(r) e=1..,m+1

S&o continuas para todo 7 €[z, ,,7,}]

(5.6h)

(5.6¢)
(5.6d)

(5.6e)

(5.6f)
(5.69)
(5.6h)
(5.6i)
(5.6))
(5.6K)

(5.61)

(5.6m)
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Pe )] e ) -[e )] %)+, )eﬂ(e)—
=0,

-n (e) ( ) Vin-m-1+e — e=1,. (56n)
z A’rjnﬂ (tm+l )X;n+l (tm+1) + 77m+l (tm+l )Z e (tm+l) = Vnh (560)

j=0
Das equac0es (5.6e), (5.6f), (5.6i) e (5.6)), obtemos
At )=2() e
7t )=n"(t.) e

I
=
3

(5.7a)
(5.7b)

Il
=
E

Por outro lado, das equagdes (5.6¢) concluimos que
nt(r)=K®=const, relr,,,z,] e=1..m+1;
0 que, por sua vez, considerando (5.7b) nos permite concluir que ne(r): K =const., para

e=1,...m+1
Além disso, a consideracdo de (5.6h) e (5.6k) permite concluir que

K=v, .=V (5.8)

nx+1

ou seja,

778(7): Vika =Vor TE [Te-l’re]’ € :1""’m +1. (59)

Para o caso de uma solucdo irregular, ou seja, com v, =0, teriamos
ne(r): 0, 7€ [re_l,re], e=1,..m+1
0 que levado em (5.61), forneceria

/Iej(r)zo, relr,r) e=1..m+1 j=1..n.

As relagdes anteriores, levadas nas expressoes (5.6d) - (5.6k) e (5.6m) - (5.60), implicaria em
vi=0, j=1...n;
0 que levaria a violagéo da condicéo (5.6a), demonstrando a impossibilidade de se ter v, =0.

Portanto o ndo admite solucéo irregular e devemos ter

v, =1. (5.10)

Agora considerando v, =1 em (5.9), e que
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ol .
oL° o| OR®

podemos reescrever (5.6b) e (5.61) na forma

%ﬂe(r)=—[2§e}Re', relr,,, ) e=1..m+1; (5.12a)
2(r)=-R® relr,,. 7] e=1..m+1. (5.12b)

Por sua vez, a substituicao de (5.12b) em (5.12a) leva a

!

%ﬂe(r)={2|:e}ﬂe, relr,, 7.} e=1..m+1, (5.13)

Sejam as fungdes A(-) e G(-) definidas como:

AMr)=2(c), relr,r,] e=1.m+1; (5.14a)
G<f>=B§e] relr,,,r) e=1..m+1 (5.14b)
G(te)=FRe}t§ e=01,..,m. (5.14c)
OX
oR*
Glt,,,)= : 5.14d
(m+l) |:axe:| m+1 ( )

Considerando as relagdes (5.7) vemos que /1() é uma funcéo vetorial continua que resolve o

seguinte problema de valor inicial:

L2 (0)=6(00) relror ) (5.152)
Alt;)=0, (5.15b)

onde (5.15b) foi recuperada a partir de (5.6Q).
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Podemos verificar que as hipoteses de regularidade impostas pelo Teorema 2 do Cap. 3,

possibilidade (ii), sdo respeitadas, o que nos permite concluir que (5.15) possui uma, e

somente uma, solugédo continua.

Mas,

Ar)=0, r¢ [to,tf J (5.16)

resolve o problema (5.15), donde concluimos que esta € a solucdo procurada.

Por outro lado, considerando (5.14a), (5.15b) e (5.12b), concluimos que a solucdo (5.16)

implica em

R*=0, relr,,7,] e=1..m+L1. (5.17)

Retornando (5.17) na expressdo (5.4h), e considerando as definigcdes (5.4i), (5.4b) e (5.4a),

concluimos que o residuo (5.3d) é identicamente nulo. Mas, se considerarmos (5.3c),

verificamos que a solugdo 6tima do Problema (5.3) ou, equivalentemente, do Problema (5.2),

resolve (5.1). Ora, sabemos que a solugdo de (5.2) € unica, conforme estabelece o Teorema 2.

Logo, concluimos que os Problemas (5.1) e (5.2) possuem a mesma e Unica solucéo,

conforme desejavamos demonstrar.

5.4 Comentarios

A semelhanca do caso continuo, um aspecto atrativo na montagem do problema
variacional (5.2) é o fato de se saber a priori que o funcional do tipo minimos quadrados
se anula sobre a solugdo 6tima. Além disso, este valor sera atingido se, e somente se,
x(-) resolver o problema de valor inicial, ndo havendo possibilidade de ocorréncia de
minimos locais. Isto é muito util na analise de convergéncia durante resolucdes

numéricas do problema.

A adogdo dos prolongamentos ¢°(-)e w°(-) na demonstragio do Teorema 3 s&o

importantes para a consisténcia tedrica dos resultados e representam uma abertura
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interessante para o tratamento de descontinuidades em problemas de controle 6timo em
geral (FREITAS PINTO, 1991).

iii) Conforme comentado anteriormente, ndo foram encontrados resultados teoricos do
calculo de variagGes que viabilizassem a demonstracdo do Teorema 4. De fato, as

descontinuidades em relacdo a t, tanto para F() como para E(,), inviabilizam a
OX

utilizacdo dos resultados tedricos presentes na literatura consultada (GELFAN e
FOMIN, 1963; SAGAN, 1969).

CAPITULO 6
APLICACAO A PROBLEMAS DE CONTROLE OTIMO

6.1 Introducgéo

Para a resolugcdo numérica de problemas de controle 6timo, uma das metodologias
usualmente adotadas consiste na parametrizacdo do problema via Método dos Elementos
Finitos, através da qual, o problema, numa forma aproximada, torna-se um problema de

programagao matematica.
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Uma das principais dificuldades para a colocacdo do problema de controle 6timo,
na forma da programacgdo matematica, estd no tratamento das restri¢fes diferenciais, as quais,
normalmente, exigem a aplicacdo do Método dos Residuos Ponderados (FREITAS PINTO,
1982; NAKAMICHI e WASHIZU, 1978a, 1978b, 1978c).

Neste capitulo, baseado no Teorema 4, apresenta-se uma formulagdo alternativa
para uma classe de problemas de controle 6timo, na qual os vinculos diferenciais séo escritos
como um problema variacional do tipo minimos quadrados, dito “problema variacional

acessorio”.

Conforme ser4 mostrado, no caso de um tratamento numérico via Método dos
Elementos Finitos, o problema variacional acessorio, que substitui, de forma exata, as
restricbes originais, leva diretamente a uma aplicagdo do Método de Ritz, o que é muito

atrativo numericamente

6.2 Uma formulacéo alternativa para problemas de controle 6timo

O problema de controle 6timo (3.1), pode ser reformulado levando-se em
consideragdo o Teorema 4. Para isto, primeiramente estendemos o vetor de pardmetros p do
Problema (3.1) para incorporar o estado inicial x(t,) e, juntamente com uma reformulacio das
restricdes de contorno, reescrevermos aquele problema na seguinte forma (analoga ao
Problema (3.2)):

Min J[x;u;P]=g[x(t, ) P]+I: (Ix(z)u(z),cpz; (6.1a)
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sujeito a
hix(t ) P]=0, i=1..n,; (6.1a)
X(c)= tx@)u() 7] [t} (6.1b)
X(ty) = %, (6.1c)
onde
P=lx,:p]

A
Xo =[Xg.33 %, }

Note que x, denota um vetor adicional de parametros que, como demonstra (6.1d), representa

!

0 estado inicial. Além disso, x, aparece incorporado ao vetor de pardmetros p como
argumento de g(-)e h(-)i=1...,n,), em substituicdo a x(t,). Desta maneira, o problema de

controle 6timo passou a ter, como parte de suas restricdes, um problema de valor inicial,

composto pelas expressdes (6.1c) e (6.1d). De fato, para cada escolha de X, e do controle
u() podemos reescrever 0s vinculos (6.1¢) e (6.1d) na forma do seguinte problema de valor
inicial:
x(r)=F[x(z)7] [to.t;} (6.2a)
X(ty) = X, (6.2b)

onde

As fungdes F.()i=1..,n,) apresentardo descontinuidades nos pontos de

ey My

descontinuidade de u(-). Ja as descontinuidades em %(Xi —1,..n,) € %(_)(i —1...n)

estardo associadas, ou a descontinuidades de u(-), ou de sua derivada.
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Sob estas condi¢Bes de regularidade, as hipoteses do Teorema 4 sdo satisfeitas
pelo problema de valor inicial (6.2), de modo a podermos reescrever o Problema (6.1) na

seguinte forma alternativa:

Min J[u,P]=g[x(t, }P]+ [ lx(x)u(z). oz (6.3a)

t

sujeito a

hix(t ) P]=0, i=1..n,; (6.3b)

onde, para cada u(-) e P, o estado x(-) deve ser obtido como a solugio do problema

variacional acessorio:

. 1 ¢t ,
Min '[X]ZEL R'Rdz, (6.3c)
com

X(ty) = X, (6.3d)

sendo R= X(z)-F[x(z) 7]

O Problema (6.3), equivalente ao Problema (6.1) e, portanto, também equivalente
ao Problema (3.1), possui uma estrutura interessante para o caso de um tratamento numerico

via Método dos Elementos Finitos. Isto serd explorado a seguir.

6.3 Aplicacdo do Método de Ritz dentro do contexto do método dos elementos finitos

A forma das restrigdes (6.3c) e (6.3d) fornece um meio natural para a utilizacdo

do Método de Ritz, no caso de uma resolucdo numérica via Método dos Elementos Finitos.

Para isso, considere a obtencdo de uma solucdo subdtima para o problema (6.3).
Aqui, a ideia é adotar para as variaveis de controle aproximacdes do tipo elementos finitos.

Para isto, o dominio |t,,t, | é dividido em N elementos, adotando-se sobre cada elemento

aproximacoes na forma:
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0 (0)=2 A" UI(0). reftat] j=1..n,; (6.4)

onde

No contexto subétimo, t(e=1..N—1) representa os instantes onde sio permitidas
descontinuidades de () ou T() As fungdes U'(-)k =1..,s)definem uma base em

determinado espago de fungdes, e ,Bf'k representam coeficientes a serem otimizados.

A forma (6.4) representa uma combinacéo linear de funcGes que constituem uma
base para um sub-espaco contido no dominio do Problema (6.2), ou seja, de fungdes que
obedecem a hipotese H2. O fato da lei de controle estar restrita a forma (6.4) ndo inviabiliza a
satisfacdo de todas as restricbes do Problema (6.3), de onde deriva a denominacgdo
“subo6timo”. Em outras palavras, uma solucdo sub6tima, particularmente de acordo com (6.4),

compromete apenas o funcional objetivo, preservando as restricdes do problema.

Em termos da solugdo subotima, ou seja, em termos dos coeficientes ﬁf'k, 0

problema (6.3) pode ser formulado como:

Min J[8.P]=g[x"(t, )} P]+ if? x*(z),B°, cHr (6.5)

sujeito a

h[x"(t, X P]=0, i=1...n,; (6.5b)

onde, para cada f°(e=1..N) e P, as fungdes X°(-)indeIN) devem ser tomadas como a

solucéo do problema variacional acessorio:

Min | fe]:%i [ Rk (6.50)
com B

°(t,) = %, (6.50)
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sendo, para e =1,...N,

onde A° denota um vetor que agrupa todos os coeficientes ﬂje'k, comecgando de A e indo
até S°°, segundo a sequéncia:
pge=p i=(j-1)s+k, k=1..5

O Problema (6.5) esta, em termos do controle, parametrizado, sem que isto comprometa a

satisfagdo dos vinculos dindmicos, ou seja, do problema variacional acessorio.

E possivel, também, parametrizar o estado, visando uma solu¢do numérica do
problema acessorio. Neste caso, as restricbes dindmicas deixam de ser rigorosamente

obedecidas.

Considere aproximages para o estado com a divisdo do intervalo [t,,t, | em

elementos, analogamente ao que foi feito para o controle:

= zai(e*)xik (T), TE [te_l,te ], I=1..n,; (6.6)

com t, definido conforme (6.4).

Enquanto X°(-) denota a aproximagio para X'

() sobre o e-ésimo elemento,

X¥(-Yk =1,...,r), definem uma base no espago de fungdes adotado para X¢(-).

A substituicdo das aproximacGes acima no Problema (6.3), leva a seguinte
reformulacéo do problema acessorio:

Min |[a]=% > Rellrpe, (6.7a)
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sujeito a

£(t) = %o, (6.7b)
M) =%(t,), e=1..,N-1 (6.7¢)

onde

kg A A |~
Refas priel= i (e)- T [Re)pie]
e o°denota um vetor que agrupa todos os coeficientes &**), comegando de «!*! e indo até

«®" segundo a sequéncia:

at=a, j=(i-1r+k, i=1..,r.
Note que no Problema (6.7) foram embutidas as restricdes (6.7c) para garantir a continuidade

do estado em t (e =1,...,N —1)

Em resumo, a ideia consiste em resolver o problema acessorio (6.5c), (6.5d)

através da forma (6.7), que esta conforme o Método de Ritz.

’

e P, seja numa forma implicita

dla; B;P]=0 (6.9a)

ou, se possivel, explicitamente
a = a[fB;P] (6.9b)

A solucdo (6.9), levada em (6.7), fornece, implicita ou explicitamente, o seguinte problema de

programacao matematica:

Min H,[3;P] (6.10a)

sujeito a

H,[g;P]=0, i=1,..n; (6.10b)
onde

H,[4;P]= g (t, ) P+ if C[%" (r), g%, e Wi (6.10c)

e=1 ¢t

H.[8: P]ihi[iN(tN %P i=1..m. (6.10d)
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6.4

i)

Comentarios

A condigdo de serem ambos, u(-) e u(), continuos por partes, conforme estabelece a
hipétese H2 do Problema (3.1) é mais restritiva do que a hipotese de apenas u() ser
continua por partes, como € comum na teoria de controle 6timo. Na pratica, entretanto,
isto restringe pouco a aplicabilidade da presente metodologia. De fato, a hipdtese H2,

admitindo u(-) continua por partes esta eliminando, em relagdo ao tratamento usual,

apenas a ocorréncia de descontinuidades de segunda espécie em u(-).

A utilizacdo das condicdes necessarias de Freitas Pinto (1991) exige que as funcdes
presentes no problema de controle 6timo sejam de classe C*. For sua vez, para que as

funces presentes no Problema (6.3) sejam de classe C', é necessario que u() e u()

sejam continuas por partes. Esta foi a motivacdo para a adogdo da hipotese H2.

Para o caso especifico de problemas de controle 6timo em que o controle é continuo e
suave, a formulacéo (6.3) pode ser validada com a aplicagéo direta do Teorema 3, sem a

necessidade de recorrer ao Teorema 4.

Uma determinagio explicita das fungdes H,(-}i=0,,...,n,), embora desejavel, ndo &
indispensavel para a aplicacdo do método. De fato, existem maneiras de se trabalhar um
problema de programacdo matematica implicitamente definido (sem o conhecimento

explicito da fungdo objetivo e das restri¢des).

A divisdo em elementos para as variaveis de controle (aproximaces (6.4)) ndo tem que
ser, obrigatoriamente, a mesma que para as varidveis de estado (aproximacdes (6.6)). O
importante é que as descontinuidades das func6es de controle ocorram sobre as jun¢des

dos elementos.
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CAPITULO 7
EXEMPLOS DE APLICACAO

7.1 Introducao

Com o objetivo de ilustrar a aplicacdo da técnica apresentada no capitulo anterior,
neste capitulo s@o resolvidos alguns exemplos propositadamente simples, cada um, segundo

sua particularidade, abordando um aspecto especifico.

O primeiro exemplo, que representa um problema de controle 6timo com controle
continuo e suave, explora o conceito de “solucdo subotima”. O segundo trata-se de um

problema de obtencdo de trajetdria 6tima com tempo final fixo cuja natureza permite uma
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interpretacdo fisica dos resultados. Um aspecto importante deste exemplo é que a estrutura da
solucdo subotima adotada €, na verdade, a mesma da solucdo 6tima. O terceiro e Gltimo

exemplo, ilustra a aplicacdo da técnica a um problema com controle descontinuo.

Nos trés casos € possivel a obtengdo das solugdes analiticas, seja através da teoria de
controle 6timo, seja através do calculo de variagdes, as quais sdo utilizadas para analisar as
solugBes numericas.

7.2 Problema ordinario de controle 6timo com estado inicial e final fixos

Considere o problema de minimizar:

Min J[x;u]:%L2 [u(r)—rz]zdr, (7.1a)
sujeito a
x(z)=u(r)+1, 70,2} (7.1b)
x(0)=0; (7.1c)
x(2)=2. (7.1d)

Utilizando conceitos da Teoria de Controle Otimo ou do Calculo de Variacdes
(GELFAN e FOMIN, 1963; BRYSON, 1975) é possivel obter como solucdo 6tima para o
Problema (7.1):

u(r)=r? —%, re[0,2]

Procuremos agora uma solucédo subotima linear, ou seja, uma solu¢éo do tipo:

u(z)=p,+ Bz, 7<[02] (7.2)

valida para todo o intervalo de defini¢do do problema.

Também, através de argumentos tedricos, é possivel obter como solugdo subdtima:
u(z)=2[r-1] r<0,2]
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x(c)=7-7, r€[0,2]

Utilizando a metodologia apresentada no capitulo anterior, pode-se obter solu¢Bes subotimas
aproximadas para o Problema (7.1). Para isto, dividi-se o dominio [0,2] em N elementos

iguais, aproximando-se x() sobre cada elemento, pelas relagdes:

)'ze (T)ae—lNl(T)+ aeNZ(T)’ Te [z-e—l’ z-e ]’ (73)
onde, para e=1,...,,N:
Nli T,—7T 1 Zir —rel’ -rzﬁ2£
Te = Te Te = Teq N

Note que, com a aproximacdo (7.3), a continuidade de x() estd preservada sobre todo o

intervalo [0,2], ou seja:

Considerando (7.2) e (7.3), e tendo em vista o item 6.3 do capitulo anterior, podemos
reescrever o Problema (7.1) na forma:

Minimizar J[ﬁ]z%jj[ﬂﬁﬂ;—rzrdr, (7.43)

sujeitoa  a =2; (7.4b)

sendo o estado X°(-Ye =1,..., N)a solugdo do problema variacional acessorio:

Minimizar |[a]=%§N:jf [QE(T)—ﬁO —,Blr—l]zdr, (7.4c)
com
a, =0, (7.4d)

sendo ai[al;...'a I.

L 1
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As condicbes (7.4b) e (7.4d) foram obtidas de (7.1d) e (7.1c), respectivamente.
Observe que a divisdo em elementos foi realizada apenas sobre o problema acessério, ndo

tendo sido necessaria para o funcional objetivo.

Primeiramente, resolve-se o problema acessorio (7.4c) - (7.4d) para obter o. em fungéo

de (,,/,), ou seja, encontra-se o estado em funcio do controle sub6timo. Obtemos, neste

caso, como condi¢Oes necessarias:

ol
a_ = N(zae ey _ae—l)+ﬂl(re+l _Te—l)z 0; e=1.,N-1 (75&)
ol 2
6_: N(aN —ay,—2p, _ﬂl)(TN +TN—1)+W: 0 (7.5b)
oN

Por manipulacdo algébrica de (7.5), é possivel obter explicitamente, para N arbitréario:

2, e
aeﬁ|:ﬂ0 +ﬂlﬁ+1:|' e:1,...,N. (75C)

A expressao (7.5¢), para e = N, substituida em (7.4b), leva a:

b=~y (7.5d)

A minimizacdo de (7.4a) sujeito a (7.5d) fornece:

Finalmente, a substitui¢cdo dos valores 6timos encontrados para f,, #, em (7.5c) fornece os

seguintes valores Gtimos para a,(e=1,...,N):

aeﬁ[é—l} e=1..,N.
NN

Para todos os valores de N, a solugéo (3,,3,) do Problema (7.4) leva a um controle sub6timo

coincidente com a solucéo subotima analitica:
u(z)=2[r-1] ze<0,2}

Para o estado x(-), tem-se, para N =1, N =2, e N =4, respectivamente, as seguintes

solugdes subdtimas aproximadas:
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(N=1) x={r 0<7r<2

0 0<7r<2
(N:Z)x:{

2(z1)  1<r<2

-0,57, 0<7r<05

0,57-0,5 05<7r<1,0
(N=4) x

157-15 10<7r<15
2,57 -3 15<7<20

A Figura 7.1 mostra a evolucgdo das solu¢es numeéricas para a solucdo subotima.

—&— sol.sub-otima
—{J— 1elemento
—— 2 elementos
—>—4 elementos

Fig. 7.1: Curvas para o estado de x(-).

7.3 Problema de trajetoria 6tima

Considere o seguinte problema de controle 6timo:

2

Min J[x;u]= —x(4)+%fo4 [u(z)] dz, (7.6a)
sujeitoa %(r)=u(z), 70,4} (7.6b)
x(0)=0; (7.6¢)

x(0)=0. (7.6d)

O modelo acima (LUENBERGUER, 1979) representa o problema de acelerar um veiculo de
modo a minimizar um funcional que considera, simultaneamente, a distancia total percorrida

em um dado tempo (x(4)) e o esforco gasto (termo integral no funcional).
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Utilizando conceitos da Teoria de Controle Otimo é possivel obter como solugéo
Otima para o Problema (7.6):
u(r)=4-7z, r<0,4}

3

x(r)=27° —%, r e[0,4}

E interessante observar, através da solugo analitica, que a aceleracdo 6tima aplicada decresce

linearmente com o tempo, chegando a zero no tempo final.

A fim de obter solugcBes numéricas, primeiramente coloca-se o Problema (7.6) na

forma de estado, introduzindo-se as variaveis dinamicas

A A

x(z)=x(r) e x(r)=x()

0 que permite reescrever (7.6) como:

Min J[xu]= —xl(4)+%'|'04 [u(r)]zdr, (7.7a)
sujeito a
)'(1(2'): X, (r), Te [0,4]; (7.7b)
%(c)=u(r), rel04] (7.7c)
x(0)=0; (7.7d)
x,(0)=0 (7.7¢)

Dentro do contexto do procedimento proposto, substitui-se as restri¢des (7.7b) - (7.7e) pelo

seguinte problema variacional acessorio:

) 1 par, 2 1par, 2
Min I[x]:EJ.O [%(z)=x,(7)] dr+2 ), [%,(z)-u(zr)] dr (7.8a)
x,(0)=0; (7.8b)
%,(0)=0 (7.8¢)
Seja, para o controle, uma aproximacao linear, na forma
((r)= B, + Bt (7.9)

que, neste problema em particular, reproduz diretamente a estrutura da solucao 6tima.
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Além disso, dentro do contexto do Método dos Elementos Finitos, considere a divisdo

do dominio [0,4] em N elementos, com as seguintes aproximagdes para as variaveis de estado
x() e x():
X (T) = aelel(T)—l_ a, Nz(f)’ Te [Te—li Te ]; (7.10a)
R;(T)=}/e_lNl(T)+}/2N2(Z'), TE[Te_lee]; (7|0b)
onde N; e N séo definidos como em (7.3) e

7= e=04..N. (7.10¢)

As expressoes (7.9) e (7.10) levadas em (7.8), resultam:

Min |[a]:%i{ye [E(ae_ae_l)_(ae_lwl(f)meNz(r))TdH

el R
« [N 2
+ T:{Z(J/e_yel)_ﬂo_ﬂlr:l dT} (7”.3.)
a,=0; (7.11b)
70 =0. (7.11c)
As condi¢des necessérias para (7.11):
ol
—=0 e=1..,N ,
o, (7.12a)
ol
—=0 e=1..,N ,
o, (7.12b)

Apos algumas manipulacGes das expressdes (7.12), é possivel obter

T12NZ 164 N
e=1..N-L1. (7.13)

Ve L[(3N2+4)oze+l+oce1(3N2—2o)—(6|\|2—16)ae 96@}

A substituicdo de (7.13) em (7.12) e em (7.7a) leva ao seguinte problema de programacéo

matematica, em termos de a e f:
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Min J[a; B]=—a, +282 +85,5, +%ﬁf (7.14a)
sujeito a:

(15N® + 44N )z, + (16N —12N®)ar, + (4N + 3N 2o, —968, =0 (7.14b)

(-3N?+20)r, , —(6N? ~18)x, , —20ct, +(~6N? +14), , +
+(4+3N%),, =0 2<e<(N-2) (7.14c)

e+2

(64N2 +16N )z 4 +(BN® + 24N + 2)r,, , + (16N> + 6N? +32)a,,, +

+(3N2 = 6N Jr,, + 24N, +(31N +%j,81 =0 (7.14d)
(-3N°—3NZ+20N +20)r, , +(6N2 — 24N — 16}z, , +

+(3N° = 28N +32),, , — 24N, +(86N +%jﬂl =0 (7.14¢)

Foram obtidas solucdes para N = 1, 2, 4 e 8, sucessivamente. As Tabelas 7.2 e 7.3
apresentam os resultados para u(-) e x(-), respectivamente. Estes resultados estdo ilustrados

graficamente nas Figs. 7.2 e 7.3.

Tabela 7.1: Valores para u(-)

T N=1 N=2 N=4 N=8 | Analitico
0.0000 | 0.8571 |2.6250 |3.5769 | 3.9248 | 4.0000
0.5000 | 0.8571 |2.3438 | 3.1442 | 3.4376 | 3.5000
1.0000 |0.8571 |2.0625 |2.7115 |2.9504 | 3.0000
1.5000 |0.8571 |1.7813 |2.2788 | 2.4632 | 2.5000
2.0000 |0.8571 |1.5000 |1.8461 | 1.9760 | 2.0000
2.5000 |0.8571 |1.2188 | 1.4134 |1.4888 | 1.5000
3.0000 |0.8571 |0.9375 |0.9807 |0.9925 | 1.0000
3.5000 |0.8571 |0.6563 |0.5480 | 0.5144 | 0.5000
4.0000 |0.8571 |0.3750 |0.1153 | 0.0271 | 0.0000
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Tabela 7.2: Valores para x(.)

T N=1 N=2 N=4 N=8 | Analitico
0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000 | 0.0000
0.5000 |0.3674 |0.7735 | 0.7256 | 0.5246 | 0.4792
1.0000 |0.7347 |1.5469 | 1.4551 |1.6897 | 1.8333
1.5000 |1.1021 |2.3204 | 3.4283 | 3.8742 | 3.9375
2.0000 |1.4694 |3.0938 |5.4053 |6.3473 | 6.6667
25000 |1.8368 |4.9923 |8.2344 | 9.7642 | 9.8958
3.0000 |2.2041 |6.8907 |11.064 | 13.110 | 13.500
3.5000 |2.5715 |8.7892 |14.345 | 16.357 | 17.354
4.0000 |2.9388 |10.688 |17.627 |21.092 | 21.333

Vale a pena notar que, neste exemplo, diferentemente do exemplo anterior, uma solugéo
fechada do problema acessorio foi apenas parcialmente conseguida. De fato, conforme mostra
(7.13), foi encontrada 7/:}/(0() e ndo y e a como fungbes de B, levando ao problema de

programacdo matematica (7.14) em termos de a € .

—m—N=1
u(t)
—A—N=2
—¢—N=4
—¥—N=8

—e— Analitico

Fig. 7.2: Solucdes para o u()
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25 ——N=1
x(t)
—h—N=2
—¢N=4
—¥k— N=8

—e— Analitico

Fig. 7.3: Solugdes parao x(-)

7.4 Um problema com controle descontinuo

Seja o problema de minimizar

Ixu]= [ x(e) - ue)Fdr, (7.153)
sujeito a
x(r)=u(r), re[-11] (7.15b)
x(-1)=0; (7.15¢)
x(1)= % (7.15d)

Trata-se de uma adaptacdo de um problema variacional (GELFAN e FOMIN, 1963, p. 61)

com descontinuidade na derivada da fungéo x(-).

A solucdo analitica do Problema (7.15) pode ser obtida, ou via teoria de controle

6timo, ou via célculo variacional, como:
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0 —l<z‘£1 0 —1Sr£l
CRE : u(e)= :
T—E —<r<l 1 —<r<l

Note que o controle 6timo u(-) possui uma descontinuidade em , _ 1 que coincide com uma
2

descontinuidade na derivada primeira de x(-).

Como nos exemplos anteriores, solugdes numéricas sdo obtidas através do
problema acessorio, ou seja, minimizando-se o seguinte funcional, associado ao vinculo
diferencial (7.15b):

Min  1[x]= % [\ [¢(e)~u(e)] . (7.162)
x(-1)=0. (7.16D)

Note que neste caso o problema difere um pouco dos exemplos anteriores, quando as funcdes

de controle eram admitidas continuas.

Agora, para suportar descontinuidades no controle, a divisdo em N elementos é
aplicada, ndo apenas ao problema variacional acessério (7.16), mas também ao funcional

objetivo (7.15a). Assim, sejam para o estado e para o controle as aproximagoes:

(r)=a, N,(r)+aN,(z), relr,,,z.] e=1..N; (7.17a)

onde N,(-), N,(-) e 7, sdo conforme (7.3), e

0,(c)=4., relr,,.z.] e=1..N. (7.17b)
gue representa uma aproximacao constante por elemento para o controle.

Considerando as aproximagdes (7.17), pode-se reescrever, como aproximacao
para (7.15):

Min J[A]= i:j {lo Ny () + aeNz(r)]z(l— BV i, (7.18a)

sujeitoa  «, = % (7.18b)
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A
onde a=[a,,...,a, ] é a solugdo do problema variacional acessorio:

1 N ?
vin 1fa]=23 [(ae—ae_l)?— ﬁe} dr, (7.19)
e=1 Te-1
com «a=0.

Com a solucéo da integrais em (7.19), obtém-se:

Min 1[a]= ﬁZ{NT(a ) —Nla —au,)p+ ﬁf} (7.20)

e=1

onde a=0.

O Problema (7.20) est, segundo a programagdo matematica, possuindo como

condigdes necessarias:

Apds algumas manipulacGes, obtém-se como solucédo das equacdes (7.21):

2 €
a, =Y fi e=L.N. (7.22)
i=1

Por outro lado, a solucdo das integrais em (7.18), fornece:

Min J[ﬁ]——Z[S( o2, +a, o, + 1= B,) } (7.23a)

=1

sujeitoa a = % (7.230)
onde «a, = ()
Com a substituicdo de (7.22) em (7.23), obtém-se:

Min 3[g]- z[ HZﬁ} {iﬂ.iﬂ.} {Z H( “RY (249)

sujeito a —Zﬂi:—; (7.24b)
2< 2

que representa um problema de programacgdo matematica com uma restricdo de igualdade.
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Resolvendo-se o Problema (7.24) obtém-se como solucdo:
(N 1) u={0.25 ~1<7<1
-0.0893 -1<7<0
0.5893 0<7r<1
{0 —1<7<1/2

1 12<7<1

(N=1) x={0.25r+0.25 -1<7<1

(N=2) x= ~0.08937-0.0893 0<r<1
- 0.58937-0.0893 1<7r<2
~1<7<05
(N=4) x
r-05 05<7r<1

Note que, para (N 24), as solugdes numéricas coincidem com a solucgdo
analitica.

A Fig. 7.4 ilustra a convergéncia para a variavel de estado x(-).

Fig. 7.4: Resultados para x(-).



Telma Cristina Pimenta de Freitas 71

75 Comentarios

) Nos trés problemas resolvidos fica evidente a convergéncia das solugdes numéricas para
as solucdes analiticas na medida em que se aumenta o nimero de elementos. No caso
em que a aproximacédo adotada permitiu a obtengdo da solucdo exata, isto se manifesta
com a coincidéncia das solu¢bes numéricas a partir de um valor particular de N (N = 4

no terceiro exemplo).

i)  Observe que, exceto no terceiro exemplo, onde existe a presenca de descontinuidade no
vetor de controle, adotou-se, para a varidvel de controle, uma Unica aproximag&o sobre
todo o dominio da solugdo, sem a divisdo em elementos. Isto é tipico na busca de

solugdes subotimas.

iii)  Note que, considerando (7.19) no terceiro exemplo, tem-se:

k()= @ - )= A =0.(0) relranl e=L.N,

iv) Portanto, o problema acessério leva, neste caso, de forma independente do funcional

objetivo, a uma satisfacdo exata do vinculo diferencial

v)  Deve-se observar que a aplicagdo do procedimento é facilitada quando é possivel obter
uma solugdo explicita do problema acessorio (e = a(/3)), conforme ocorreu no primeiro

e terceiro exemplos.



Telma Cristina Pimenta de Freitas 72

CAPITULO 8
PROBLEMAS COMPLEMENTARES

8.1 Introducéo

Para ilustrar outros aspectos relacionados ao funcional do tipo minimos

guadrados, neste capitulo sdo resolvidos dois problemas complementares.

No primeiro utiliza-se a formulacdo variacional do tipo minimos quadrados na
determinacdo numérica da trajetdria de um oscilador harménico com um grau de liberdade,
cujo movimento ndo fornece um minimo para o funcional obtido via formulagdo
Lagrangeana, embora a trajetdria fisica seja uma solucdo estacionaria do mesmo. Este
problema exemplifica a utilizacdo do procedimento como uma formulagdo variacional

alternativa para problemas descritos por equagdes diferenciais ordinérias.

O movimento do sistema massa-mola ¢é obtido utilizando as duas formulaces -
via Lagrangeana e via minimos quadrados - recorrendo-se em ambos o0s casos a0 método de
Ritz.
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O segundo exemplo trata-se de um problema de controle 6timo onde estdo
presentes descontinuidades no controle e que possui, dentro do contexto do calculo de

varia¢des, minimos fracos, os quais geram minimos locais no problema parametrizado.

8.2 Analise da determinacdo do movimento de um oscilador harménico
8.2.1 Formulacéo do problema

Considere um oscilador harménico com um grau de liberdade consistindo de uma
mola de constante k em cuja extremidade estd conectada uma massa m. De acordo com a
Segunda Lei de Newton, 0 movimento da massa seré descrito pela equacao diferencial:

mX+kx =0 8.1)
onde x(-) denota a trajetoria da massa.

Por integracdo da equacdo (8.1) e facil obter para o deslocamento da massa:
x(t)= Acos(wt)+ B sin(wt) (8.1b)

ATk . A
onde w:‘/— representa a velocidade angular de oscilacdo e A e B constantes que dependem
m

das condic0es iniciais.

Uma forma alternativa de descricdo do movimento é através da formulacéo
Lagrangeana da Mecénica Analitica, onde 0 movimento da massa corresponde a solucéo

estacionaria do seguinte funcional:

I[x]= E[gxw —gx(r)z}dr. (6.2)

sendo o integrando em (8.2) a fungcdo Lagrangeana do sistema, ou seja, a diferenca entre a
energia cinética e a energia potencial. De fato, é muito facil confirmar que (8.1b) representa a
solucdo estacionaria de (8.2).

O fato da solucéo estacionéria de (8.2) coincidir com a trajetéria do sistema fisico

é conhecido na literatura como Principio de Hamilton. Alguns autores (MEIROVITCH, 1967,
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GOLDSTEIN, 1950) interpretam e utilizam o Principio de Hamilton como um principio de
minimo significando que (8.1b) minimiza (8.2). Neste caso, o Principio de Hamilton é
referido como “Principio de Hamilton de Acdo Minima”. Esta ideia representa a base para
todos os procedimentos que se baseiam na aplicacdo do Método de Ritz a problemas fisicos

formulados segundo a fung¢do Lagrangeana.

Acontece que o Principio de Hamilton ndo é sempre um principio de minimo, ou
seja, nem sempre a solucdo estacionaria da formulacdo Lagrangeana, ou sua formulagéo
Hamiltoniana correspondente (KEITH, 1982), fornece um minimo para o funcional. De fato,
este aspecto é explorado por Smith (1974) que, usando o Problema (8.1) como contra-
exemplo, mostra que (8.1b) com as condicdes iniciais x, =0 e X, =v,, ou seja

X(r)= %sin(wt)

fornece um minimo para (8.2) se, e somente se, for respeitada a relacéo:

, 10
T-t) <> (8.3)

Assim, como mostra Smith (1974), o Principio de Hamilton ndo é, necessariamente, um

principio de minimo.

Isto pode ser confirmado a partir da seguinte solucdo alternativa, apresentada em
Smith (1974):

x(r)z%sin(wm%(t2 = (8.4)

onde C denota uma constante real positiva arbitréria.

De fato, como pode ser facilmente verificado, no caso de ndo valer (8.3), a
substituicdo de (8.4) em (8.2a), fornece um valor para J[x] menor que o fornecido pela

solucdo estacionaria correspondente:

x(r):%sin(wt)
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Isto representa um aspecto muito relevante na aplicacdo do Método de Ritz ao tratamento de
problemas fisicos. Primeiro, pela inconsisténcia tedrica presente nos problemas em que a
solugdo estacionaria ndo minimiza a Lagrangeana. Segundo, porque nestes casos podera

ocorrer ou divergéncia ou falsa convergéncia da solugdo numerica.

Para explorar um pouco mais este aspecto, no préximo item o movimento do
oscilador harménico é obtido numericamente utilizando dois procedimentos diferentes: i)
aplicando o Método de Ritz ao funcional (8.2); ii) aplicando o Método de Ritz ao funcional de

minimos quadrados obtido a partir da equacéo diferencial do movimento.

8.2.2 Solugdo numérica via formulacéo Lagrangeana

Para aplicar o Método de Ritz ao funcional (8.2), dentro do contexto do Método

de Elementos Finitos, é interessante escrever o seguinte problema:

. T mN 2
Min I:m { = (7 ) —kx }dr, (8.5a)
sujeito a
x(t,) =0, (8.5b)
x(T):%sin(wT), (8.5¢)
onde
TiNl
T

representa um tempo normalizado e

()= B _ X dt T 0

dr dt dz' N
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O Problema (8.5) foi montado segundo a forma “Problema Mais Simples do
Célculo de VariacBes” (GELFAND e FOMIN, 1963) e a condicdo terminal (8.5¢) foi

escolhida de modo a termos X, = v,.

Para a variavel x() , considere a seguinte aproximacao:

(&)=a.,0-¢&)+a,, e=1..,N (8.6)

onde, para cada valor de e, temos:
§=z‘—(e—l), re[re_l,z'e], e=1..,N. (8.7)
A
r,=e, e=01..,N. (8.8)

Note que & representa uma variavel temporal local normalizada, ou seja, enquanto t, sobre o

e-ésimo elemento, variade e - 1 até e, { variade O a 1.

Com a divisdo em elementos e a aproximagao (8.6), o Problema (8.5) pode ser

reescrito como:

Min | = %gqﬂ\iz [0, —a F Ko, 01— &)+ aegﬂdé, (8.9a)

sujeito a
o, =0 (8.9b)
oy =Lsin(wT) (8.9b)

Procedendo as integrais presentes em (8.9a) e incorporando (8.9b) e (8.9c),obtemos:

T |(mN? k), 2mN2k< )
TN | T T M T T

= (mN? K 2mN? k&
+22( T2 _gja:_[ T2 +§];ae—1ae:|' (810)
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A forma mais natural de minimizar a funcdo (8.9) é através de busca direta
utilizando algum algoritmo de programagdo matematica. Outra alternativa seria através da
solucéo das condicdes necessarias para minimizar (8.9), ou seja, resolvendo as equacoes:

0J

—=0, e=1..,,N-1,
oa,

que, apds desenvolvimento algébrico, leva ao sistema de equagdes lineares:

o +Ka,=0 (8.11a)
Kea, ,+a,+Ke,, =0 e=2,.,N-1 (8.11b)
Kay_, +ay, = —2K sin(4) (8.11c)

onde
2mN? Kk
R
K =

3
N K
T 3

No caso da desigualdade (8.3) ser respeitada, qualquer uma das alternativas

(técnica direta ou técnica indireta) pode ser aplicada. Se, porém, (8.3) é violada, somente a
técnica indireta pode ser utilizada. Além disso, se (8.9) ndo possui minimo, a aplicagdo do
Método de Ritz perde o significado, ainda que a solugdo numérica convirja para a solucéo

estacionéria de (8.2).

Como ilustracéo, considere:
m=8, k=2, t,=0, T=8, v,=1

0 que, levado em (8.10), fornece

2 2 EYCINEE
Min J= {—(GNSN 32)(sen4)2 ——6N3§16 (send)a,_; + Z—a(BN 16),:

Para os valores acima a condicéo (8.3) € violada, de forma que a extremante para
(8.2) nédo representa 0 minimo para o funcional e a minimizacdo de (8.12) nao levara a uma
aproximac&o para o movimento do oscilador. De fato, através da derivada segunda, é possivel
obter para J a seguinte matriz Hessiana:
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A 2 2
sendo a=[ala2...,aNfl] Kl:M Kzzu_
3N 3N

E possivel confirmar que a Hessiana acima é indefinida, o que significa que a
funcdo (8.12) ndo é limitada nem inferiormente, nem superiormente. Isto significa que apenas

métodos indiretos podem ser utilizados.

Dentro da filosofia do método indireto, as equacgdes (8.11) foram resolvidas para
N =2, 4, 8, 16 e 32 elementos. Os valores encontrados para x(-) estdo mostrados na Tabela

8.1.

Tabela 8.1: Valores para o deslocamento x(-)

t N=2 N=4 N=8 N=16 N=32 Analitico
0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000
0.5000 0.4730 0.4772 0.4926 0.4980 0.4957 0.4948
1.0000 0.9460 0.9544 0.9852 0.9653 0.9502 0.9586
1.5000 1.4190 1.4316 1.3597 1.3728 1.3654 1.3633
2.0000 1.8920 1.9087 1.7340 1.6954 1.6911 1.6829
2.5000 2.3650 1.9768 1.9849 1.9131 1.9023 1.8980
3.0000 2.8380 2.0449 2.0667 2.0125 1.9998 1.9950
3.5000 3.3110 2.5901 1.9849 1.9874 1.9712 1.9680
4.0000 3.7840 2.1814 1.9032 1.8394 1.8201 1.8186
4.5000 3.1218 1.7822 1.5927 1.5776 1.5503 1.5561
5.0000 2.4596 1.3829 1.2831 1.2182 1.2013 1.1969
5.5000 1.7974 0.9837 0.8191 0.7835 0.7704 0.7633
6.0000 1.1352 0.5843 0.3550 0.3003 0.2931 0.2822
6.5000 0.4730 0.0595 -0.152 -0.202 0.2140 0.2160
7.0000 -0.189 -0.465 -0.658 -0.691 -0.698 -0.702
7.5000 -0.851 -0.989 -1.086 -1.137 -1.140 -1.143
8.0000 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514

Ndo obstante a solugdo estacionaria ndo fornecer um minimo, as soluges

numéricas convergem para a trajetoria do oscilador, conforme ilustra a Fig. 8.1.
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[—e— Analitico
—m—N=2
—&—N=4
——N=8
—%—N=16

[ —o—N=32

Fig. 8.1: Convergéncia das solu¢des numéricas

8.2.3 Solugdo numérica via funcional do tipo minimos quadrados

A A

Definindo as variaveis x,=x(-) e x,=xX(), pode-se reescrever o Problema (8.1) na

seguinte forma de estado:

X, = X, (8.13a)
X, = —%xl (8.13b)
x(t,)=0 (8.13c)
%, (t,) = vo (8.13d)

De acordo com o Teorema 3, o Problema (8.13) pode ser substituido pelo seguinte problema
variacional:
. 1T, 2 [ k_T
Min | :Eﬂxl— X, | +{x2 +EX1} dt (8.14a)

X(t,)=0; (8.14b)
%, (t,) = vo. (8.14c)
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Ja que, de acordo com o Teorema 3, a formulacgdo (8.14) preserva a existéncia de um minimo
absoluto, a sua resolucdo numérica pode ser efetuada via Método de Ritz, obtendo-se um
problema de programacdo matematica que pode ser resolvido tanto por métodos diretos

quanto indiretos.

Semelhantemente ao que foi realizado para a formulagdo Lagrangeana, obtém-se,

apos a normalizacao total do tempo e a divisdo em N elementos:

Min I=%§Jj[¥xl(é)—xz(é)}z{?xz(é)ﬁxl(éﬁdé. (8.15)

Adotando-se para as varidveis dindmicas, aproximacdes lineares na forma:
%)= ,0-¢)+aé e=1.N (8.16a)
%5(E) =7, (1-&)+7.E e=L..N (8.16h)

obtem-se, apds algumas manipulacdes, no lugar de (8.15):

N 2 2
Min | = ZK%+ I;’;Il-j(af +a§1)+(—¥+ l;l;ll-)aea“ +

e=1

T m°N 1 mk
+(m+ oT j(?’ez+7:—1)_5(7e7e—1)(aeae—1)+7(7e7e—1)(0‘e +ae_1)} (8.17)
Considerando que ¢, e y, sdo fixos, conforme determinam (8.14b) e (8.14c), as condicOes

necessarias para a solucao de (8.17) fornecem:

4K,y + Ko, + Ky, =K =0
=0, e=1..N-3;
Kaay o, + 4Ky — Koy o + Ky + Ky =0

K,a, +4K o,

e+l

Ke7s + Keein + Kax

e+2

4K,y + Ky, —Kea, + K, =0

Ksa, — Ker,., + Ky, + 4K,y + Ky, =0, €=1..N =3;

e+2

Keatn_o + Koy + 4Ky o — Ky + Keay =0

onde
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Solucdes foram obtidas para N = 2, 4, 8, 16 e 32. Os resultados sdo apresentados na Tabela
8.2. A Fig. 8.2 ilustra a evolucdo das solugbes numéricas. E nitida a convergéncia para a

solucdo analitica, na medida em que N aumenta.

Tabela 8.2: Valores para x(-)

t N=2 N=4 N=8 N=16 N=32 Analitico
0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
0.5 0.1979 0.3688 0.4581 0.4962 0.4957 0.4948
1.0 0.3959 0.7377 0.9652 0.9603 0.9597 0.9586
1.5 0.5939 1.1065 1.2731 1.3520 1.3589 1.3633
2.0 0.7918 1.4753 1.6562 1.6799 1.6825 1.6829
2.5 0.9897 1.5161 1.8349 1.8872 1.8903 1.8980
3.0 1.1877 1.5570 1.9867 1.9948 1.9951 1.9950
35 1.3857 1.5979 1.9796 1.9598 1.9607 1.9680
4.0 1.5836 1.6387 1.6682 1.8076 1.8098 1.8186
45 1.1989 1.3574 1.2531 1.5072 1.5472 1.5561
5.0 0.8114 1.0761 0.9831 1.1217 1.1673 1.1969
5.5 0.0364 0.7949 0.4233 0.6761 0.7284 0.7633
6.0 -0.351 -0.514 -0.201 0.303 0.296 0.282
6.5 -0.739 -0.743 -0.692 -0.023 -0.097 0.113
7.0 -1.424 -1.500 -1.544 -0.599 -0.674 -0.702
7.5 -1.126 -1.121 -1.132 -1.137 -1.141 -1.143
8.0 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514 -1.514
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—— Analitico
| —m—N=2
—&—N=4
*x N=8
—%—N=16

Fig. 8.2: Evolugdo de x(*)

8.3 Problema com descontinuidade no vetor de controle

Considere o seguinte problema de otimizacao:

Min J[u]= j lbu(z) ~14u(c) + 9u(c i, (8.18a)
sujeito a
x(z)=u(r), 70,2} (8.18D)
x(0)=0, (8.18.c)
x(2)=1. (8.18.d)

Trata-se da formulacdo de controle 6timo de um problema variacional estudado
por Oliveira (1983), que o adotou como um contra-exemplo na utilizacdo das condigdes de
quina de Weirstrass-Erdmann.

A solucdo 6tima para o Problema (8.18) pode ser obtida como sendo:

0.0629 0<r<1.1601
(7)= {1.1037 1.1601< 7 <2
0.0629¢ 0<r<1.1601
(7)= {1.10372' ~1.2075  1.1601<r<2
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Note que a lei de controle 6timo possui uma descontinuidade para 7 =1.1601,

provocando uma quina no estado.

Um aspecto peculiar deste problema é o fato dele possuir solu¢cbes de minimo

fraco, na forma:

u(z'):{a Oifitl (8.19)

onde, para cada escolha de t,, a e b séo obtidos a partir das equagoes:

12a®-21a*+9a+v =0,
12b% - 21b% +9b+ v =0,
ta+(2-t)b=1.

A melhor das solucdes de minimo fraco ocorre para t, =1.1601, que corresponde a solucéo de

minimo forte (8.19).

Solugdes numericas para o Problema (8.18) foram encontradas através da
metodologia apresentada no Cap. 6, adotando-se para o estado aproximacoes lineares do tipo:

R°(r)=a, N,(r)+ a,N,(z), relr. 7.} e=1..N
e, para o controle, aproximacdes constantes por elemento na forma:

0,(c)=p e=1..,N (8.20b)
onde
A _ A
N,(z)= LI NZ(T)ZT e z‘e—2£
Te = Te Te = Te

Com as aproximacdes adotadas pode-se reescrever o Problema (8.18) como:

Min J [ﬂe]zﬁi[ﬁb’: -144° +9ﬂ§1 (8.21a)
sujeito a
ay(B)=1, (8.21b)

sendo que os vinculos (8.18b) e (8.18c) séo substituidos pelo problema acessorio:
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N 2
Min  1[o]= %Z{NT(% o FNlay—a, uj} (8.210)
e=1
sujeito a

a, =0. (8.21d)

O problema (8.21c) - (8.21d) é equivalente ao Problema (7.19) do Cap. 7, cuja solucéo ja foi
obtida como:

a,=—> B e=1.,N; (8.22)
que resolve de forma exata o vinculo diferencial (8.18b).

Por outro lado, a substituicdo de (8.22) em (8.21b) fornece:
2 N

=3B =1
N i:lﬂ'

Com isto tem-se que resolver o problema de programacao matematica:

N
Min J[ﬂe]=%2[6ﬁ:—14ﬂj+9ﬂf]. (8.23a)
e=1
sujeito a
2 N
=3B =1 (8.23b)
N =

cujas condigdes necessarias fornecem:

12(8, ] -21(8. f +9(8. )+v =0, e=1..N;

onde v representa o multiplicador de Lagrange associado ao vinculo (8.23b).

E possivel demonstrar que as variaveis S, (e =1,...,N) podem assumir no maximo

trés valores, dependentes de v, 0s quais, por sua vez, sdo reduzidos a dois, por se tratar um

deles de um maximo local. Assim, podemos adotar na solu¢cdo numeérica, para cada N, sem
perda de generalidade, dois valores possiveis para S, , 0 primeiro para e =1,...,q e 0 segundo

para e =qg+1,...,N. Em outras palavras, o controle 6timo sera do tipo:
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a, e=1..q;
ﬁe = b _
, e=q+1..,N.

onde a e b sdo obtidos das equacdes

12(a)’ —21(a) +9(a)+v =0

12(b)’ —21(b¥ +9(b)+v =0

29 a+ (2 - 2—qu =1
N N
sendo que os valores de a, b, ve g dependem de N, e

29

L=

Os valores 6timos para a, b e q foram obtidos para N = 1, 2, 4, 8,..., 64 (conforme

Tabela 8.3), levando aos resultados abaixo:

(N=1) u={/2 x={% 0<r<2

1 -1 1<1<2
0 0 0<7<1.125
(N=16) u= X =
1.1429 114297 -1.2857 1.125<7<2.0
0.0665 0,06657 0<7<1.1875
1.1336 1.13367-1.2672 1.1875<7<2
0.0609 0.06097 0<7<1.15625
(N=64) u= X =
1.1017 1.10177-1.2034 1.15625< 7 <2
N a b q
1 0.0000 0.0000 -
2,4,8 0.0000 1.0000 1,2,4
16 0.0000 1.1429 9
32 0.0665 1.1336 19
64 0.0609 1.1017 37

Tabela 8.3: Valores numéricos étimos para o controle
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Exceto para N = 1, que, na verdade, representa uma situacdo degenerada, incluida
aqui apenas por questdes didaticas, todas as solugdes numeéricas obtidas correspondem a uma

solugdo de minimo fraco do Problema (8.18). Isto pode ser confirmado comparando-se 0s

resultados com as expressoes (8.19).

Note que a solugcdo numérica 6tima é a mesma para N = 2, 4 e 8 (vide Fig. 8.3),
assumindo, porem, valores diferentes para N > 8. Esta caracteristica particular do Problema
(8.18) ilustra um aspecto delicado na obtencdo de solugbes numeéricas, ja que, no caso,
poderia indicar falsamente uma solucdo limite. Na verdade, a solugdo para N = 2 representa

um minimo absoluto para N = 2, 4 e 8, porém, representa apenas um minimo local para

valores subsequentes de N.

0.75 ¢+

05 t

0.25 t -

Fig. 8.3: SolugBes numéricas para x(-)

8.4 Comentérios

i)  As equacdes de Euler-Lagrange para o funcional do tipo minimos quadrados (8.14a)

fornecem

k2
X, -

X, — X, —[1+%le =0.

m2

m

— 1+£j>‘<2
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i)

Note que estas equagdes ndo coincidem com as equacdes (8.13a) e (8.13b), embora
ambas possuam a mesma solucdo. Esta caracteristica, j& mencionada anteriormente, é

que déa ao funcional de minimos quadrados o status de penalizacdo exata.

De um modo diferente, o funcional obtido via funcdo Lagrangeana fornece como
condicdo necesséria exatamente a equacdo (8.1). Entretanto, a extremante nao fornece
um minimo para o funcional. Assim, ndo obstante a solucdo estacionaria do problema
parametrizado convirja para a solucdo estaciondaria analitica, a aplicacdo do Método de
Ritz, o qual foi desenvolvido baseado na minimizagdo sobre espacos lineares de
dimensdo finita (GELFAND e FOMIN, 1963, Cap. 8), fica descaracterizada. Isto
inclusive explica a divergéncia no caso de resolucdo do Problema (8.9) via métodos

diretos.

A convergéncia da solugdo numeérica para o caso do funcional obtido via funcéo
Lagrangeana pode ser entendida do ponto de vista dos “Métodos de Residuos
Ponderados”. De fato, é facil verificar que a ado¢do de um método indireto, no caso da
funcdo Lagrangeana, na verdade, trata-se de uma aplicacdo do Método de Galerkin
(vide FLETCHER, 1984, Cap. 1).

Como ja mencionado no inicio do capitulo, o segundo problema ilustra um aspecto
muito interessante na obtencdo de solucBes numéricas. Trata-se da existéncia de
minimos locais no problema parametrizado, 0s quais, por sua vez, estdo relacionados
com a existéncia de minimos fracos no problema original (GELFAND e FOMIN,
1963). Deve ser observado, contudo, que estes minimos locais aparecem no funcional

objetivo, e ndo no problema acessorio.
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CAPITULO 9
CONCLUSOES

9.1 Comentérios finais

i)

Conforme comentado no Cap.3, o Teorema 2 apresenta um carater original em relagéo
aos resultados sobre existéncia e unicidade de equacbes diferenciais ordinarias
disponiveis na literatura. Em alguns livros texto (WALTMAN, 1986; SIMMONS,

1991) relaxa-se a continuidade de °F (.) em relacdo a todos os seus argumentos, porém
()
OX

preserva-se a continuidade da fungio F(-). Diferentemente, no Teorema 2, se de um

lado relaxa-se apenas a continuidade de ﬁ(_) em relacdo a variavel independente, de
OX

outro, relaxa-se a continuidade de F(-) em relagio a variavel independente.

Conforme ja comentado anteriormente, para a prova do Teorema 4 foi necessaria a
utilizacio de resultados da Teoria de Controle Otimo (Apéndice B). Resultados tedricos
do Calculo Variacional, correspondentes a uma apresentacdo das equacbes de Euler-
Lagrange na forma integral (Apéndice A), s6 foram efetivos para a demonstracdo do

Teorema 3, mais restritivo que o Teorema 4.

Vale a pena lembrar que o problema variacional acessorio, embora construido em

substituicdo a um problema de valor inicial, pode ser utilizado independentemente das
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Vi)

vii)

restricOes de contorno, as quais, sob este enfoque, podem representar qualquer forma de

acoplamento.

Embora a énfase deste trabalho seja o tratamento de problemas de controle 6timo, a
formulacdo de minimos quadrados proposta pode ser utilizada também no tratamento
numerico de sistemas fisicos descritos por equagdes diferenciais ordinérias. Isto pode
ser interessante para 0s casos onde nao é possivel, ou é muito trabalhosa, a obtencdo da

formulacdo variacional via problema inverso do célculo de variagdes.

Se, por um lado, a solu¢do do problema inverso do célculo de variacBGes apresenta
dificuldades quando o operador em questéo nédo for auto-adjunto, por outro, o funcional
do tipo minimos quadrados, mesmo nesta situacdo, pode ser obtido facilmente. Além
disso, o funcional de minimos quadrados possui valor minimo absoluto nulo, atingivel
somente pela solu¢do do problema original e ndo possui minimos espurios no caso de

funcdes de classe C.

Na metodologia apresentada no Capitulo 6, as descontinuidades do controle s6 sdo
permitidas nas juncBes dos elementos, 0 que representa uma limitacdo em relacdo a
solucdo 6tima, a qual pode sofrer descontinuidade em qualquer instante t. Entretanto, é
de se esperar que esta limitacdo fique menos restritiva quanto maior for o nimero de
elementos. Além disso, nos trechos em que € continuo, o controle deve ter sua derivada
continua. Isto também ndo deve representar uma limitagcdo importante se considerarmos
gue o procedimento ndo impede que ocorram descontinuidades nas derivadas do
controle nas juncdes, ainda que o controle propriamente dito permaneca continuo nestas

juncoes.

Conforme ilustrou a presenca de minimos locais relacionados com minimos fracos no
Problema 8.18, a andlise de convergéncia de procedimentos numéricos para a solucao
de problemas de controle 6timo (ou de problemas variacionais) pode apresentar sérias
dificuldades.

9.2 Conclusoes
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i)

Vi)

O Método dos Minimos Quadrados, dentro do contexto do Método dos Elementos
Finitos, pode ser utilizado como uma alternativa para a solucdo numérica de problemas
de controle 6timo. Neste caso, o funcional de minimos quadrados pode ser utilizado
como uma formulacdo variacional alternativa para as restrigdes diferenciais, na forma
de um problema variacional acessorio, independentemente das restrigdes de contorno do

problema.

Para o caso de fungdes de classe C*, o funcional de minimos quadrados ndo possui
minimos espurios, ou seja, seu valor minimo absoluto, a saber, zero, € atingido sobre, e

somente sobre, a soluc¢do do problema original.

A equivaléncia entre as solucbes do problema variacional acessorio e o problema de
valor inicial (Teorema 4) foi demonstrada a partir de um teorema de existéncia e
unicidade de solugdes de equacbes diferenciais ordinarias (Teorema 2) que, em alguns

aspectos, amplia os resultados encontrados na literatura de equacgdes diferenciais.

Pelo menos no caso de equacgdes diferenciais ordinarias, que é o escopo do presente
trabalho, as condicBes necessarias da teoria de controle 6timo se mostraram mais

efetivas do que aquelas do calculo variacional.

A técnica de Minimos Quadrados, como uma alternativa para a solucdo numérica de
problemas de controle 6timo, possui 0 aspecto positivo da garantia da existéncia de um
valor minimo absoluto para o funcional. Por outro lado, pode exigir um algebrismo mais
acentuado e pode levar a problemas de programacdo matematica de grande porte (um

aspecto comum nas técnicas do tipo elementos finitos).

Visto como uma alternativa para o problema inverso do célculo de variages, a técnica
de minimos quadrados pode ser utilizada no tratamento numérico de sistemas fisicos,
com as vantagens da facilidade de construcdo (inclusive para operadores nao auto-
adjuntos), garantia de existéncia de minimo e o conhecimento a priori do valor minimo

para o funcional.
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vii) Em comparacdo com a formulacdo Lagrangeana, a técnica de minimos quadrados tem a
desvantagem de necessitar do prévio conhecimento das equagdes governantes do
sistema. Entretanto, na formulacdo Lagrangeana, nem sempre o funcional atinge valor

minimo sobre a trajetdria fisica.

9.3 Sugestoes

Como sugestdes para desenvolvimentos futuros, pode-se mencionar:
i) A utilizacdo da presente metodologia na resolugdo de problemas reais. E de se esperar
gue, nestes casos, se possa avaliar melhor a aplicabilidade do procedimento e, em

particular, a questdo do algebrismo envolvido e do porte do problema parametrizado.

i) A generalizacdo da classe de problemas de controle 6timo tratada pelo procedimento,
prevendo-se, por exemplo, a presenca de restricbes ndo-diferenciais ou restricdes de

contorno mdltiplo.

i) A extensdo do procedimento para o caso de problemas envolvendo mais de uma
variavel independente, ou seja, problemas com a dindmica descrita por equacfes
diferenciais parciais (na terminologia de controle chamados de “problemas com

parametros distribuidos™).

9.4 Sintese

Apresentou-se uma formulagdo variacional alternativa para sistemas dinamicos
descritos por equacdes diferenciais ordinarias. Esta formulacdo, por sua vez, permitiu o
desenvolvimento de uma metodologia para a resolu¢cdo numérica de problemas de controle
6timo que consiste na substituicdo dos vinculos diferenciais presentes nestes problemas por
um problema variacional denominado “problema variacional acessorio”. O problema
variacional acessorio é construido a partir do residuo das equacdes diferenciais com um
funcional do tipo minimos quadrados. Respeitadas hipoOteses bastante razoaveis para
problemas reais, a formulacdo variacional ndo introduz minimos espurios, e sabe-se que,
sobre a solucdo 6tima, o funcional deve se anular. Com a parametrizacdo do problema via

Método dos Elementos Finitos, as equacOes diferenciais sdo naturalmente trataveis pelo
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Método de Ritz, levando a um problema de programacdo matematica. A metodologia pode ser
aplicada também para a determinacdo numerica de trajetdrias de sistemas fisicos.
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APENDICE A

CONDICOES NECESSARIAS NA FORMA INTEGRAL PARA PROBLEMAS
VARIACIONAIS

A.1l Introducéo

A fim de viabilizar a prova do Teorema 3 via calculo variacional, conforme
realizada no item 4.3, neste apéndice transcreve-se as condi¢fes necessarias apresentadas por

Sagan (1969), as quais aparecem na forma integral supondo-se funcdes de classe C*.

Embora a forma mais comumente adotada na literatura do calculo de variacdes
para as condicdes necessarias seja a forma diferencial (GELFAND e FOMIN, 1963), estas sao
obtidas supondo-se funcdes de classe C?, o que as torna inapropriadas para o desenvolvimento
realizado no item 4.3.

Os resultados aparecem na forma de dois teoremas e um corolario. O primeiro
teorema apresenta as equacOes de Euler-Lagrange na forma integral. O segundo trata das
condicOes de transversalidade para problemas com contorno movel. O corolério recupera a

forma diferencial para as equacgdes de Euler-Lagrange a partir da forma integral.
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Para facilitar a compreenséo, a notacdo foi compatibilizada aquela dos capitulos
precedentes.
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A.2 Condicbes necessarias de primeira ordem para problemas variacionais

TEOREMA A.1 (Conforme SAGAN, 1969, p. 51):

Considere o seguinte problema variacional:

Minimizar
1()=[" flLx@x@kt tefit] (A1)
sujeito a
X(ty)= %, (A.1b)
x(tf ): X; (A.lc)

onde f()eC"

Para que X(-)e Cslp seja um minimo relativo® para o Problema (A.1), é necessario

que exista uma constante C tal que a equacao integro-diferencial

8f[t,x(3(§(), x(t)] _ i [61‘ [y,Xg) X(y)]}dy c (A.2)

seja satisfeita para x(-)= %(-) para todo telt,t, | exceto sobre os pontos onde X() possui

descontinuidades.

A equacéo (A.2) representa a equacao de Euler-Lagrange para o funcional (A.1) na
forma integral.
TEOREMA A.2 (Conforme SAGAN, 1969, p. 72 e 73):

Se a fungdo x(-)=X(-)eC.

sp?

1(x)=[" tRx@OxOBt teltt]

0

é um minimo relativo para

! por funcdes de classe entende-se fungdes continuas com derivadas de primeira ordem continuas por partes.
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onde f eC'. Iniciando-se em t=t, sobre a curva, ¢(-), com x(t,)=¢(t,) e terminando em
t=t, sobre a curva ¢() com x(t;)=g(t,), onde o() e #(-) sdo fungdes continuas e
diferenciaveis, entdo é necessario que x(-)= X(-) satisfaca a equagéo de Euler-Lagrange na
forma integral (A.2) no intervalo |t,.t, |, e que, além disso, nos pontos terminais, sejam

satisfeitas as seguintes condi¢des de transversalidade:
POl o) 61+ i, 20) ) =0 ()
A% [t )- w6 I 10,26} 56, )=0 (A30)

Nos casos onde um dos pontos terminais é fixo, deve ser utilizada apenas a condicdo de

transversalidade para o outro ponto.

COROLARIO (Conforme SAGAN, 1969, p. 52):

Se >“<(-)eC1 minimiza o funcional (A.la) sobre as condicdes apresentadas no

Teorema A.1, entfo é necessario que X(-) satisfaca a equago diferencial:

of It x@(;t(), x(t)] % oI, xa(tx), XUy e f.t,] (A4)

de modo que a forma diferencial para (A.2) pode ser obtida diretamente sem nenhuma

consideracao adicional.
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APENDICE B
CONDICOES NECESSARIAS PARA PROBLEMAS DE CONTROLE OTIMO
B.1 Introducéo

Este apéndice apresenta o conjunto de condigdes necessarias para problemas de

controle 6timo com dindmica fracionada, conforme Freitas Pinto (1991).
B.2 Formulagéo do problema de controle 6timo com dinamica fracionada

Considere o problema de controle 6timo de encontrar valores étimos para

(v (Ne =2 N +2f v (Ne =L N + 275570703 0)

a saber,

(*(We =1 N +1)0°(Ne =1 N + 1)ty b sty i D))

tais que
o[ (t ) X" (e X (0 X (b ity 15 P (B.1a)

corresponda a um minimo, com:

[t ) (t ) X2ty X (b ittt P]=0, i =1n, (B.1b)

Xe(r):fe[xe(r);ue(r);r], relt,t] e=1..,N+1 (B.1c)

onde:
ted,cEY e=01..N+1
peQc E™:
x(r)eY cE™, relt,t] e=1..,N+1
u(r)eVecE™, relt,,t] e=1..,N+1
h:E™ x..xE™ ' XxE"?XE" —E', i=01..n;

A
fe[fyif JiEMXEM X Bl E™ e=1..,N+1,
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sendo 5,(e=0,,...,N+1),Y?(e=1..,N +1)V¢(e=1,..,N +1) e Q, conjuntos abertos.

E conveniente observar que aqui esta sendo considerada uma sequéncia de N + 1

intervalos de tempo, de maneira que os instantes t.(e=0,1,..,N +1) estio em ordem
crescente. Para cada intervalo [t ,,t,] ha um vetor de estado
A
()= Ok, 0],
e um vetor de controle
A
)=l w0,
sendo que o0s vetores de estado, ou 0s vetores de controle, de intervalos distintos, tém suas

dimensG@es proprias, ndo necessariamente iguais.

Condigdes de regularidade para os vetores de estado x°(-)fe=1,...,N +1), para os
vetores de controle u°()(e=1..,N+1), e para as fungdes h(i=01..,n,) e
]

f.e(j:1,...,nxee;e:1,...,N +1), ficardo estabelecidas através das hipoOteses que serdo

explicitadas adiante.
B.3 Hipoteses
Com relacdo ao problema (B.1), adota-se:

i)  Osinstantes t (e =0,1,...,N +1) satisfazem as desigualdades:

t,, <t

_ e

e=1...N+1

ii) x.e(-)(i =1...n,;e=1.,N +1) devem ser fungBes continuas para todo

relt,t.] e=1..N+1L

iii) ui()(J =1..,n.e=1.,N +1) devem ser fungdes continuas por partes, para todo

relt,t] e=1..N+1
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iv) As fungbes h(i=01,..,n,), ff(j =1,..,n,,;e=1..,N+1) e suas derivadas parciais

Xe€?
primeiras, estdo definidas e sdo todas continuas em rela¢do a todos o0s seus argumentos,
nos dominios considerados.

B.4 Condicdes necessarias

TEOREMA B.1 (Conforme FREITAS PINTO, 1991, p. 112, 113 e 114):

Respeitadas as Hipoteses (i) (iv), para que
(x*(We =L, N+Lf U (Ne =L, N + 1)ty ity s D)
fornecam um minimo local (conforme Definicdo 6.1 em FREITAS PINTO, 1991, p. 111) para
o problema (B .1), devem existir multiplicadores

A
Vo, v:[vl;...'v ]

1V,

e fungdes vetoriais

200 2.0], e=1..N+L

tais que se verifiquem:

I:
vo %0, v, e{01]; (B.2a)

I: 2(-Yi=1..,ne;e=1...,N +1;) sdo funcdes continuas para todo
relt, . t.] e=1.,N+%

com:

!

}ﬂ.e(r), relit] e=l..N+L (B.2b)

!

>

205
2t )=

%)
L oh, B _
1) iZ(;Vi|:aXe(te_1):| . e=1..,N+L (B.2¢c)

f@gz-hm{ o, }, e=1..,N+L (B.2d)
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BLQ} 2()=0, reft,t] e=1..N+1 (B.2¢)
V:
& | oh
v.i|— | =0; (B.3f)
5
V: As funcdes
He(r)ileﬂf(r ¢(z), e=1..,N+1 (B.29)
i=1
sdo continuas para todo
re [te—l’te]

_nZh:Vi {afl—r(b}xl(to);gt—h} =0; (B.2h)
Sl o SR D o e G2

L oh. N+ oh, .
Z;,Vi{axwﬂ(lt )}XN 1(tN+l)+ ot }ZO- (B.2j)
1= N+1 N+1

Conforme Freitas Pinto (1991, p. 131), considerando as expressdes (B.2b) e (B.2c), as

equacOes (B.2h), (B.2i) e (B.2]) podem ser manipuladas e reescritas na seguinte forma
alternativa:
M| oh,
[/Il(tO)IXl(tO)+2v{R’}:O;
0

j=0




