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“A matemdtica é a rainha das ciéncias

e a teoria dos numeros é a rainha da matemdtica.”
(Carl Friedrich Gauss)



RESUMO

Para um irracional fixo 8 > 0 com uma funcao de medida de irracionalidade prescrita,
estudamos a correlacio [;¥ A(z)A(fz)dz, onde A é o termo de erro de Dirichlet no
problema do divisor. Quando # tem uma medida de irracionalidade finita, sabe-se que a
descorrelacao ocorre a uma taxa que pode ser expressa em termos dessa medida. Uma
forte descorrelagao ocorre para todos os irracionais positivos, exceto possivelmente para
os numeros de Liouville. Mostramos que, para irracionais com uma funcao de medida de

irracionalidade prescrita v, a descorrelacdo pode ser quantificada em termos de 1.

Palavras-chave: problema do divisor de Dirichlet; nimeros de Liouville; aproximacao

diofantina; autocorrelagao; medida de irracionalidade.



ABSTRACT

For a fixed irrational 6 > 0 with a prescribed irrationality measure function, we study
the correlation [;¥ A(z)A(fz)dz, where A is the Dirichlet error term in the divisor
problem. When 6 has a finite irrationality measure, it is known that decorrelation occurs
at a rate expressible in terms of this measure. Strong decorrelation occurs for all positive
irrationals, except possibly Liouville numbers. We show that for irrationals with a prescribed

irrationality measure function v, decorrelation can be quantified in terms of 1)~!.

Keywords: Dirichlet divisor problem; Liouville numbers; diophantine approximation;

autocorrelation; irrationality measure.
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LISTA DE SIMBOLOS

Igualdade por definicao. Denota que a expressao a esquerda é formal-

mente definida pela expressao a direita.

Implicacao material. A = B indica que a verdade da proposicao A

garante a verdade da proposicao B.

Limite superior de uma funcao real ou de uma sequéncia numérica.
Conjunto dos ntimeros inteiros.

Conjunto dos niimeros reais.

Unidade imagindria (i = —1).

Constante Pi, razao entre o perimetro e o didmetro de um circulo
(= 3,14159).

Fungao exponencial de base e (equivalente a e”).
Logaritmo natural de z (logaritmo na base €).

Funcao seno. Analiticamente, corresponde a componente impar e imagi-
naria da exponencial complexa e®, governando as oscilacdes de fase nas

séries de Fourier e transformadas de Mellin.

Funcao cosseno. Analiticamente, corresponde & componente par e real
da exponencial complexa e'*, definindo a fase trigonométrica principal

na férmula assintética de Voronod.

Notagao assintética “O grande” de Landau: f(z) = O(g(x)) implica que
|f(z)| < Clg(x)| para alguma constante C' > 0 e para todo x em um

conjunto especificado.

Notagao assintética “o pequeno”. f(x) = o(g(z)) indica que, para x

tomado em um conjunto especificado, lim | f(x)|/|g(x)| = 0.

Notagao de Vinogradov. Dizemos que f(z) < g(x) é equivalente a

f(x) = O(g(x))-

Notagao de Vinogradov com dependéncia. Indica que a constante impli-

cita na desigualdade depende de €.
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Notagao Omega. f(z) = Q(g(z)) indica que f(z) nao é o(g(x)) (ou seja,
lim sup | f () /]g(x)[ > 0).

Notagao Omega positivo. f(x) = Q4 (g(x)) indica que existem constantes

C' > 0 e uma sequéncia x; — 400 tais que f(zx) > Cyg(xy).

Notagao Omega negativo. f(x) = Q_(g(x)) indica que existem constan-

tes C' > 0 e uma sequéncia x — +o00 tais que f(z) < —Cg(zy).

Notagao Omega oscilatéria. f(x) = Q4(g(x)) indica que f(z) satisfaz
simultaneamente f(x) = Q. (g(x)) e f(z) = Q_(g(x)), ou seja, excede

Cg(z) e é menor que —Cg(x) para infinitos valores de z e algum C' > 0.

Relacao de equivaléncia assintética. f(z) ~ g(z) indica que lim % =1

quando a variavel tende a um limite especificado (frequentemente +00).

Aproximagao numérica ou heuristica. Diferencia-se da equivaléncia assin-
tética estrita (~) por indicar uma proximidade de valores em truncamen-
tos decimais (ex: m & 3,14159) ou a representacao do termo estrutural

dominante de uma funcao isolado de seu respectivo termo de erro.
Um ntmero real positivo arbitrario.

Um ntmero real positivo arbitrario e geralmente pequeno (utilizado
em deslocamentos de contorno no plano complexo e em limites de

aproximagao diofantina).
Uma constante, cuja magnitude pode ser especificada.
Constante de Euler-Mascheroni (=~ 0,57721).

Limite superior de integracao global e parametro de escala assintética

principal do problema.

Parametro de truncamento discreto, utilizado no corte da série da

formula de Voronoi (definido na prova principal como X3/4).

Parametro continuo de corte. Atua tanto como a altura do contorno
retangular na aplicacao da formula de Perron, quanto como limite de

restrigdo diagonal no plano (m,n).

Parametro de limiar diofantino superior, introduzido para isolar as con-

tribuigoes excepcionais de espacamento na diagonal inferior da integral.

Abscissa de convergéncia absoluta (¢ = 1+ ¢) que define a reta vertical
principal na aplicacdo da transformada inversa de Mellin (Férmula de

Perron).
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Fungao Zeta de Riemann, definida pela série de Dirichlet >°>° ; n™% para

R(s) > 1 e estendida por continuagao analitica.

Fungdo Gama, definida pela integral de Euler [;° ¢~ e dt para R(s) >
0, que estende a funcao fatorial aos complexos, satisfazendo I'(n) =
(n— 1)

Contorno de integragao retangular no plano complexo, com vértices em
c+1T e —0 + 4T, utilizado na aplicagdo da férmula de Perron e do

Teorema dos Residuos para extrair o termo de erro A(x).

Funcao de Bessel de segunda espécie de ordem 1, caracterizada por
seu decaimento oscilatério em amplitude para grandes argumentos,

extraindo a fase trigonométrica principal na férmula de Voronoi.

Funcao de Bessel modificada de segunda espécie de ordem 1, caracteri-

zada por seu decaimento exponencial rapido para grandes argumentos.
Parte real de um ntiimero complexo s.

Residuo de uma fungao complexa no polo sy, associado ao coeficiente

(s — 59)~! em sua expansio de Laurent.

Convolucao de Dirichlet entre duas fungoes aritméticas f e g, definida

por (f * g)(n) = Xqy f(d)g(n/d).
Funcao divisora (ntimero de divisores inteiros positivos de n).

Funcao divisora generalizada (nimero de maneiras de escrever n como

produto de k fatores). Note que 7(n) = da(n).

Fungao soma de dois quadrados (nimero de maneiras de escrever n

como soma de dois quadrados inteiros).

Funcao de Mébius (u(m)? = 1 indica que m é um inteiro livre de

quadrados).

Termo de erro na formula assintética para as somas parciais da funcao

divisora, cujo comportamento reflete flutuacoes da ordem de z'/%.

Termo de erro no problema do divisor generalizado (associado a fungao

dy(n)).
Termo de erro no problema do circulo de Gauss.

Integral de correlacdo definida como [;¥ A(x)A(fz) dx, central para o

estudo da descorrelagao geométrica de termos de erro.
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O infimo do problema do divisor de Dirichlet (o menor real positivo tal
que A(z) = O(x**9)).

Funcao multiplicativa estritamente positiva que determina a constante
exata da correlacao assintotica quando 6 é racional, sendo avaliada em
Ayt . = kY _ k+1 _ k—1,-3/2
poténcias de primos pela expressao ¢(p*) = %) (1 Y )

Maior divisor comum entre os inteiros a e b.

Minimo multiplo comum entre os inteiros a e b.

Funcao auxiliar continua e limitada definida neste trabalho, composta

por combinagoes de fungoes trigonométricas e poténcias inversas.

Funcao normalizada associada ao erro do problema do divisor, definida
como /4 A(x), cuja distribuicdo limite continua foi provada por Heath-

Brown.
Varidavel aleatéria com distribui¢do uniforme no intervalo [0, 1].

Série trigonométrica aleatéria associada ao modelo probabilistico de
F(z), gerada por variaveis independentes sobre inteiros livres de qua-

drados.
Medida de probabilidade associada a distribuicao limite continua.

Parametro de limiar estrito utilizado na andlise da transformada de

Laplace para estimar as cotas de grandes desvios da distribuicao.

Constantes reais positivas associadas as cotas exponenciais de decai-

mento para as caudas da distribuicao de Montgomery.
Numero irracional positivo, a menos que especificado de outra forma.

Base de irracionalidade (medida fina da qualidade da aproximagao

racional para nimeros de Liouville introduzida por Sondow).

Numero de Liouville com base de irracionalidade finita 8 > 1, construido

via Teorema de Sondow.

Func¢ao de medida de irracionalidade, atuando como uma fronteira

limitante estrita para o decaimento da distancia diofantina.
Funcao inversa da funcao de medida de irracionalidade.

Numero real maior ou igual a 1 tal que n + 1 é uma medida de irracio-

nalidade finita classica.



||| Distancia de x ao inteiro mais préximo, definida como min,cz | — n|.
| ] Funcao piso (maior nimero inteiro menor ou igual a z).

ag O k-ésimo quociente parcial (inteiro positivo para k > 1) associado a

expansao em fragdo continua de um nimero real.

Qg O k-ésimo quociente completo gerado recursivamente na construgao da

fracdo continua, governando a dindmica da aproximagao.

[ag; a1, ...] Expansdo de um ntmero real em fragdo continua simples (ou regular)

ditada pelos quocientes parciais ay.

l[ag; ai,...,ax] O k-ésimo truncamento racional exato de uma expansao em fragao
continua.
N /My O k-ésimo convergente da expansao em fragdo continua de 6, que fornece

aproximacoes racionais 6timas.

Fy O k-ésimo ntimero da sequéncia de Fibonacci (com Fy = 0, F} = 1), que
atua como limitante inferior para o crescimento do denominador dos

convergentes.

o) A Razdo Aurea (145 ~ 1,618).
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1 INTRODUCAO

1.1 O Problema do Divisor de Dirichlet

Um dos problemas em aberto mais antigos da teoria analitica dos nimeros, que
remonta a Dirichlet na primeira metade do século XIX, é o problema do divisor de
Dirichlet. Aplicando o método da hipérbole de Dirichlet, obtém-se a féormula assintotica

para a fungao somatoéria da funcao divisora 7:

> 7(n) =zlogx + (27 — 1)z + A(z), (1.1)
n<z
onde v & 0,57721 é a constante de Euler-Mascheroni e A é o termo de erro. O problema
busca o menor a > 0 tal que A(z) = O(x*"¢) seja satisfeito para todo e > 0. Dirichlet (5)
usou seu método da hipérbole para mostrar que a < 1/2.

Ao longo do século XX, um esfor¢o consideravel foi dedicado a melhorar essa cota
superior, tanto por meio de estimativas mais precisas para a quanto por meio de cotas
aprimoradas para A. Voronoi (34, 35) estabeleceu A(x) = O(z'/3 log x) em 1904, resultando
em a < 1/3. Um avango ocorreu em 1916 quando Hardy (7), baseando-se no trabalho nao
publicado de Landau, demonstrou A(x) = Q. (z'/4), estabelecendo 1/4 como a primeira
cota inferior para « e levando a conjectura de que o = 1/4.

Ainda no século XX, melhorias incrementais na cota superior para « foram feitas por
van der Corput (31), Littlewood (23), Walfisz (36), Tsung-tao (30), Hua (10), Kolesnik
(18), Vinogradov (32, 33), Iwaniec e Mozzochi (14). O recorde atual (Huxley, 2003 (11)) é
a < 131/416.

Embora a maior parte do trabalho tenha se concentrado em cotas superiores, progressos
graduais também foram feitos nas cotas 2_ e €2, para A desde o resultado de Hardy.
Cérradi e Katai (2) melhoraram o limite _ em 1967, enquanto Hafner (6) melhorou o

limite 2, em 1981. Soundararajan (27) alcangou um refinamento importante em 2003:

Alr) =Q ((:c log z)/* (loglog x)(3/4)(24/31))

(loglog log x:)%/8

Esse resultado, juntamente com a cota superior de Huxley, constitui um marco fundamental

no progresso do problema no século XXI.
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1.2 Natureza Oscilatoria, Segundo Momento e a Heuristica Pro-

babilistica

A natureza altamente oscilatéria de A(z) sugere que uma andlise puramente pontual,
buscando determinar o infimo « do problema do divisor, captura apenas o caso extremal do
comportamento da funcao, ignorando sua distribuicao média. Essa oscilagao é corroborada
pela frequéncia de alternincia de sinais da fungao: Heath-Brown e Tsang (9) estabeleceram
que o nimero de mudancas de sinal de A(z) no intervalo [1,X] é da ordem de X,
confirmando que as flutuagoes nao sao anomalias isoladas, mas a regra dominante do
comportamento da fungao.

Em seu trabalho seminal, Tong (29) refinou estimativas anteriores de Cramér (3) para
o segundo momento de A(x) e estabeleceu a férmula assintética precisa:

/X Az)? dz = 1 (Z 725/2)) X% 4 O(X log® X). (1.2)

2
1 o 1

Esse resultado é fundamental, pois ele fixa a ordem de magnitude das flutuagoes de A(x)
em 2'/* (j4 que a integral de seu quadrado cresce como X3/2), consistente com a conjectura
de que a = 1/4.

A compreensao profunda dessa conjectura passa pela andlise da formula truncada
de Voronoi (cuja demonstragao formal serd apresentada na Sec¢ao 3.1). Segundo essa

identidade, o comportamento de A( ) é governado pela seguinte soma trigonométrica:

7r\/_ Z Wcos (4%%—%/4).

Historicamente, tentativas de modelar essas oscilagoes tratavam as fases trigonométricas

Az

como variaveis aleatérias de Rademacher em busca de convergéncia quase certa. No
entanto, a abordagem moderna desse problema se da através do estudo das propriedades
distribucionais de A(x). Em um trabalho fundamental, Heath-Brown (8) demonstrou que
a funcdo normalizada F(z) := z7'/*A(x) tem uma distribuicdo limite continua.

A estrutura dessa distribuicao limite é descrita por um modelo probabilistico derivado
dos trabalhos de Heath-Brown e detalhado recentemente por Lamzouri (19). A justificagao
analitica para essa modelagem repousa no Teorema de Besicovitch, que estabelece que o
conjunto das raizes quadradas {y/m}, onde m varia sobre os inteiros positivos livres de
quadrados, é linearmente independente sobre os racionais. Motivados por esse resultado,
escrevemos n = mr?, onde m ¢ livre de quadrados (u(m)* = 1), o que nos permite
substituir a parte fracionaria dependente da varidvel continua x por uma sequéncia de
variaveis aleatoérias. Seja {X,,} uma sequéncia de varidveis aleatérias independentes e
identicamente distribuidas, com distribuigao uniforme no intervalo [0, 1], indexadas pelos

inteiros livres de quadrados. Define-se a série trigonométrica aleatoria:

) p(m
Fx := W\/_Z m3/4 Z 572 cos 2mrX,, —/4),
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que converge quase certamente pelo Teorema das Trés Séries de Kolmogorov. O resultado
de Heath-Brown garante que a funcao de densidade de probabilidade de Fx corresponde
exatamente a densidade da distribuicao limite de F'(z).

Enquanto a correspondéncia estrutural do modelo Fx deve-se a Heath-Brown, a analise
refinada de seus valores extremos (grandes desvios) é fruto de um trabalho nao publicado de
Montgomery, posteriormente consolidado de forma independente por Lau (20). Estudando
minuciosamente a transformada de Laplace de Fx, Montgomery provou que o decaimento
das caudas dessa distribuigao limite obedece a cotas estritas. Especificamente, demonstrou-

se que existem constantes positivas (3, e (o tais que:
exp <—51V4(log V)*3(24/371)) <P(Fx > V) <exp (‘52‘/4(103; V)*3(24/3*1)> ’

valendo estimativas andlogas para a cauda inferior P(Fx < —V).

Portanto, o desafio central no tratamento moderno do problema do divisor de Dirichlet
nao reside em forgar limitantes pontuais via independéncia, mas sim em compreender a
discrepancia distribucional (o quao rapido a distribuigdo empirica de F'(z) converge para
o modelo aleatério Fx) e determinar em que medida os grandes desvios de A(z) refletem
as cotas probabilisticas de Montgomery, uma vez que as dependéncias deterministicas

profundas da sequéncia y/n governam as perturbacoes da média.

1.3 Contexto das Correlagoes: Convolucoes e Resultados Recentes

A motivagao para o estudo da correlagao entre termos de erro transcende o interesse

intrinseco na estrutura de A(z). A investigacao da integral
X
To(X) = / A(z)A(0z)dz, 6> 0, (1.3)
1

nasceu originalmente da necessidade de estabelecer resultados de oscilagao (cotas €2) para
problemas de convolugao entre fungoes aritméticas.

Em trabalhos recentes, como o de Aymone, Maiti, Ramaré e Srivastav (1), investiga-se
o comportamento assintotico de somas parciais de convolugoes de fungdes multiplicativas
periddicas f; * fo. Um passo crucial nessa analise é a identidade que expressa essas somas
como uma combinacao linear de termos de erro do problema do divisor, escalonados por

divisores dos periodos M, e Ms:

Y (fixfo)n)= > cl(z/n), (1.4)
n<z n|Mi Mo
onde os coeficientes ¢, dependem das fungoes envolvidas. Para estabelecer resultados
de oscilagao (cotas (), calcula-se o segundo momento dessa expressao. Ao expandir o

quadrado da soma em (1.4), surgem naturalmente os termos cruzados que determinam a
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magnitude da oscilacao:

r

Com uma mudanca de variavel u = z/a e definindo 6 = a/b, as integrais do lado direito

2

de= > cacb/lXA(x/a)A(x/b)dx. (1.5)

a,b| My M

Z(fl * fa)(n)

n<x

assumem a forma [ A(u)A(fu) du. Portanto, a andlise da correlacao entre A(z) e sua versao
deslocada A(fz) nao é apenas uma curiosidade isolada, mas o nicleo analitico necessario
para compreender a variancia dessas convolugoes aritméticas. Embora no problema original
0 seja racional, a investigacdo da natureza profunda dessa correlagdao levou os autores a
estender o estudo para o caso em que @ é irracional, revelando o fenémeno de descorrelagao
que é o foco central deste trabalho.

Aymone et al. (1) mostram que o comportamento assintético de Zy(X) varia conforme
0 é racional, irracional com medida de irracionalidade finita ou um ntmero de Liouville.
Quando 6 = a/b é racional, a correlagdo é nao nula. De fato, como demonstrado em (1),

ggﬁ;, que corresponde ao proprio coeficiente

principal de Tong (uma vez que Y5, 7;:3(/2) = 4455’3/)2)

estritamente positiva que, avaliada em poténcias de primos p*, é dada por:

k+1 k—1
2 W N I e 72 I
o) pk(1+p—3/2)< k1t

a constante exata dessa correlagao é C' =

), € ¢ é uma fungdo multiplicativa

Com isso, temos a seguinte identidade limite:

ey ((32)" lem(a, )
X1—1>I-I|-100 X3/2/1 Al >A< b ) d 6m2¢(3)y/ged(a, b)gp <gcd(a, b)) '

Nesse caso, a integral mantém a ordem de magnitude do resultado de Tong. Isso ocorre
porque os termos da soma de Voronoi para A(z) e A(fzx) permanecem comensuraveis,
gerando uma contribuicao nao trivial dos termos diagonais da soma.

Porém, se € > 0 ¢ irracional e tem medida de irracionalidade finita n + 1, significando
que, para algum C > 0 (tipicamente C' = 1) e para todo § > 0, |n —mf| > Cm~9) vale
para todos, exceto um ndimero finito de racionais n/m, Aymone et al. demonstraram que

ocorre descorrelagao:

X
| A@AGe) de <. X320
1

Para niimeros de Liouville (irracionais que nao admitem medida de irracionalidade
finita e sdo bem aproximados por racionais), a integral satisfaz o (X 3/ 2). Como Khinchin
(17) estabeleceu que quase todos os irracionais tém medida de irracionalidade 2, a integral
em (1.3) descorrelaciona fortemente para quase todo 6 > 0, sendo os nimeros de Liouville
as excecoes notaveis.

Portanto, quando 6 ¢ irracional, h& sempre descorrelagao. Entretanto, a velocidade com

que essa descorrelacao ocorre depende intrinsecamente da qualidade das aproximagoes
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diofantinas de 0, isto é, de quao bem esse niimero irracional consegue imitar um racional.
Desse modo, o estudo de (1.3) constitui uma extensao natural do trabalho de Tong para o
caso 6 # 1, contribuindo para revelar a estrutura fina de A(z).

E vélido mencionar que um estudo andlogo de descorrelacao foi investigado por Ivié
e Zhai (12), embora em um contexto aritmético distinto. Em vez de analisarem a auto-
correlagao de A(x) sob uma perturbacao do argumento (como em A(fx)), esses autores
estudaram a covariancia entre termos de erro de diferentes hierarquias. Especificamente,

eles estimaram integrais da forma
X
/ A(x)Ag(z)dx, parak = 3,4,
1

onde Ay (z) denota o termo de erro na férmula assintética para a fungao divisor generalizada
dy(n) (gerada por (¥(s)). Ivi¢ e Zhai demonstraram que existe um cancelamento significativo
entre as oscilagoes de A(x) e Ag(z), obtendo cotas superiores que sdo mais fortes do que
aquelas decorrentes da aplicacao direta da desigualdade de Cauchy-Schwarz aos respectivos
segundos momentos. Enquanto o resultado deles estabelece uma independéncia num sentido
probabilistico entre os problemas do divisor de diferentes ordens, o trabalho de Aymone et
al. (e, consequentemente, este trabalho) foca na independéncia da fun¢ao A(z) em relagao

a si mesma sob uma transformagdo de um escalar positivo.

1.4 Numeros de Liouville, Numeros y-Aproximaveis e Resultado

Principal

Relembramos que um numero de Liouville ¢ um nimero irracional § que nao tem uma
medida de irracionalidade finita, o que significa que para todo n > 0, existem infinitos

racionais n/m que satisfazem
1

In —mb| < s

Este trabalho foca em melhorar a estimativa assintética para (1.3) quando 6 > 0
pertence a classes especificas de nimeros de Liouville caracterizadas por uma funcio
crescente prescrita ¢, conforme definido abaixo.

Baseando-se no trabalho fundamental de Jarnik (15) e nas extensoes de Sondow (26),
generalizamos o conceito de medida de irracionalidade para uma fun¢io de medida de
irracionalidade. Jarnik demonstrou que irracionais com uma fun¢ao de medida prescrita
1 podem ser construidos sob condi¢des apropriadas, enquanto Sondow introduziu a base
de irracionalidade para quantificar a qualidade da aproximacao racional para nimeros de
Liouville.

Observamos que a literatura nao apresenta uma definicdo padrao tnica para fungao
de medida de irracionalidade. Algumas fontes exigem que 1 seja uma funcao bivariada

crescente em ambos os argumentos, enquanto Jarnik (15) utiliza uma funcao univariada.
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Adotamos esta ultima abordagem, alinhando-nos com o Teorema de Jarnik (veja Teorema
3.2 abaixo) e com o conceito de base de irracionalidade de Sondow.

Para um irracional 6 e um inteiro m > 1, defina ||mé|| := min, ¢z |mé — n| (a distancia
ao inteiro mais proximo). Dizemos que 6 tem funcio de medida de irracionalidade 1) se

nao for aproximavel de ordem :

Definigao 1.1. Seja ¢ : [1,+00) — (0, +00) crescente. Um irracional 8 é aproximdvel de

ordem 1) (¢-aproximavel) se

1
lmf] < ——

b(m)

para infinitos inteiros m > 1. Caso contrario, 6 nao ¢ aproximéavel de ordem .

O Teorema de Khinchin (17) afirma que se z/v(x) decresce e 3, m < 400, entao
quase todos os irracionais nao sao aproximaveis de ordem ¢ (isto é, eles tém a funcao de
medida de irracionalidade ). Nosso foco, contudo, recai sobre uma classe especifica de
irracionais cuja existéncia é garantida pela construgao do Teorema de Jarnik (ver Secao
3 — Preliminares). O resultado principal a seguir estabelece uma cota para a correlagao

aplicavel a esses ntimeros.

Teorema 1.1. Seja 6 > 0 irracional e ¢ : [1,+00) — (0,+00) crescente com ¢~ (x) =
O(z'). Suponha que exista C > 0 tal que

C
[m8]| > )

para todos os inteiros m > 1 suficientemente grandes. Entdo

X3/2

X
/1 A@)AB) de <= e

Como o Teorema de Khinchin (17) afirma que quase todos os irracionais tém medida
de irracionalidade 2, fornecemos uma estimativa para o caso genérico, melhorando a

descorrelacao em (1) para n = 1:
Teorema 1.2. Para um irracional 0 > 0 com medida de irracionalidade finita n+1 < 5/2,

X
/ A(z)A(07) do <. X321+,
1

1
¥(z)
via Teorema de Jarnik, a existéncia de um irracional § > 0 aproximével de ordem 1/, mas

Enquanto o Teorema 1.1 aborda v geral, a imposicao de que = o(z™') garante,

que nao é aproximavel de ordem C%, qualquer que seja a constante C' > 1.

Defini¢ao 1.2. Sondow (26) define a base de irracionalidade de um irracional § como o

menor 3 € [1,400) que satisfaga a seguinte condigao: para todo & > 0,

1

[mo]| > Brom
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para todos os inteiros m > 1 suficientemente grandes. Pela Proposicao 1 (26), 75 = 6 com
base de irracionalidade finita § > 1 é um nimero de Liouville, enquanto [ inexistente

(B = +00) define um super Liouville.

Exemplo 1.1. Em nosso contexto, tal 73 é aproximavel de ordem v (z) = 4%, mas nao de
ordem (f + ¢)* para qualquer € > 0. O Teorema 4 em (26) constréi nimeros de Liouville

explicitos: para um racional § = a/b > 1 na forma irredutivel, seja

111

_i_...,

que nao é aproximéavel de ordem [*. Aplicando o Teorema 1.1 com ¥(z) = (8 + 1)* e

log z
log(B+1)°

notando que ¢~ (x) = logs, , =+ = obtemos para 73:

X3/2

X
A(z)A _—.
[ AwAm dr < g

Esse limite é satisfeito para todos 75 com base de irracionalidade finita § > 1, uma vez

que 7 nao é aproximavel de ordem (8 + 1)*.

Exemplo 1.2. Defina ¢(x) = exp(exp x). Pelo Teorema de Jarnik, existe um irracional
6 > 0 aproximavel de ordem 1/, mas nao de ordem 2. Isso qualifica # como um super

Liouville (Exemplo 1.1), j& que para qualquer 5 > 1,

=057 = [mf] < o

() gm
para infinitos inteiros m > 1. O Teorema 1.1 com ¥~ *(x) = loglog x resulta em:
X3/2

(loglog X)3/2—¢"

/ Y A@)A ) dr <.

1.5 Estratégia de Demonstracao

Para avaliar (1.3), empregamos uma expressao truncada para A, cuja demonstracao
detalhada apresentamos na Secao 3.1 deste trabalho. De fato, para qualquer N > 0 e

e >0,
zl/4 7(n)

Az) = NoR ;N i cos (4mv/nz — 7/4) + Ry (), (1.6)

com termo residual Ry(x) = O (SES + x1/2+€N_1/2).

Apés expandir a integral, aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz combinada
com a estimativa de segundo momento de Tong para A (29) para limitar a soma dupla
resultante, seguindo Aymone et al. (1). Por meio de uma sele¢do cuidadosa de pardmetros
N=N(X)eT =T(X), dividimos a soma sobre os indices m,n usando um corte diagonal

em 7.
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Complementando tal abordagem, a inovagao-chave de nossa demonstracao reside na
exploracao das propriedades diofantinas sutis de @, particularmente por meio do critério
de Legendre. Esse resultado fundamental fornece uma condi¢ao necessaria para que

aproximagcoes racionais sejam convergentes de 6.
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2 CONTEXTO SOBRE FRACOES
CONTINUAS

Os resultados fundamentais apresentados neste capitulo sobre fra¢oes continuas podem

ser consultados nas referéncias de Khinchin (16), Tenenbaum (28) e Martinez et al. (24).

2.1 Expansao e Convergentes

Seja # um ntmero irracional. Sua expansio em fragao continua simples (ou regular) é:

0 = ay+ =: [ag; a1, az, as, .. .|,

a; +
1

ay+ ————
as + oo
onde ag = |0] e a; (k-ésimo quociente parcial) é um inteiro positivo para k£ > 1. A
sequéncia (ag)2, é gerada recursivamente via:
ap =0, a:=|ax], a1 =—— (k>0),
Qg — g

onde ay é o k-ésimo quociente completo. Além disso, a sequéncia dos quocientes parciais
determina unicamente o niimero irracional' §, por um argumento de intersecio de intervalos
encaixados como na Proposi¢ao 3.9. de (24, pp. 115-116).

Convergentes. O k-ésimo convergente de 6 é o nimero racional:

ny
— = [ag; ay, ..., a
My

obtido truncando a expansao apos k termos. Os numeradores ny e os denominadores my,

satisfazem as relagoes de recorréncia:

NE = aENg—1 + Ng—2,

Mp = ApMg—1 + M2
para k > 2, com condic¢oes iniciais:

ng = ag, ni=apa;+1, my=1, my=a.

Embora o escopo deste trabalho se restrinja a 6 irracional, cabe observar que a expansdo em fracéo
continua simples existe para qualquer nimero real. Especificamente, quando 6 é racional, sua expansao,
embora ndo seja Unica, é finita: 0 = [ag; a1, as,...,ar] = [ag;a1,a2,...,a; — 1,1], e a construgao da
sequéncia de quocientes parciais decorre diretamente do algoritmo de divisao de Euclides, conforme
apresentado em (24, pp. 109-110).
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2.2 Propriedades-Chave dos Convergentes

[e.e] . ~ . N s .
Os convergentes (ny/my),-, fornecem aproximagoes racionais étimas para 6:

Melhor Aproximacao. Para qualquer k£ > 1,
1

1 N
k M1k

5 <|0——|<
m

Mp1My + My,

A quantidade |myf — ng| minimiza o erro de aproximagao para todas as fragdes com

denominador < my:

|mib|| = |mif — n| = min |mé — n|.
nez

1<m<my

De fato, ¢ minimo mesmo entre os denominadores < My 1:
|mil — ng| < |mb —n| paratodo 1<m < mgiy, mF#my.

Alternancia de Sinais e Identidade do Determinante. A aproximagcao alterna

em sinal:

_1\k—1
Nok—2 <0< nqu’ E_ Nk—1 _ ( 1) (k?Z 1)‘

Mmak—2 maok—1 my Mig—1 mgmg—1

Da tultima igualdade:
npmg—1 — ne—ymg = (D" (B> 1),

implicando que ged(myg, ng) = 1.

Crescimento do Denominador. Os denominadores satisfazem my, > Fj1; (sequéncia
de Fibonacci) para todo k > 0, o que implica crescimento exponencial (veja Observacao
4.1 abaixo).
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3 PRELIMINARES

3.1 A Formula Truncada de Voronoi

A avaliagao da integral de correlagao exige uma aproximagao controlada para A(z).
Utilizamos a féormula truncada de Voronoi, cuja demonstragao classica baseia-se na férmula

de Perron e na equagao funcional da funcao zeta de Riemann.

Teorema 3.1 (Férmula Truncada de Voronoi). Para x > 2, N > 1 e ¢ > 0 arbitrdrio, o

termo de erro do problema do divisor satisfaz:

/4 7(n) e 1/2+e A7—1/2
\/§7rz n3/4cos(47r\/ﬁ—7r/4)+0($ + x'PTEN )
n<N

Demonstra¢io. A demonstragao detalhada, nos moldes descritos por Ivi¢ (13, pp. 86-88),

Ax) =

inicia-se com a aplicacdo da férmula de Perron truncada. Para ¢ = 1 + € e um parametro
de corte T'= 2mv/ Nz (cujo balanceamento serd justificado ao final para otimizar os erros

acumulados), temos:

1 C+ZT 9 xs xl"'—e
7(n) = — s)—ds+ O .
nz<:x() 27TZ~/c—iTC()S (T

Consideramos o contorno de integracgao retangular C com vértices em ¢ —iT, c+iT, —d+iT
e =0 — 4T, onde 0 < § < 1/2. A funcdo integranda f(s) = (*(s)% é meromorfa no interior
desse contorno, possuindo um polo duplo em s = 1 e um polo simples em s = 0. Pelo
Teorema dos Residuos, a integral sobre o contorno fechado é igual a 27i vezes a soma dos

residuos de f(s).

Para o polo duplo em s = 1, utilizamos a expansao de Laurent ¢ ( )= i +7+.
que implica ¢*(s) = = 1 T + 5271 +.... A expansao de Taylor de % em torno de s = 1 é
dada por x + z(logx — 1)(5 — 1) +.... O residuo é extraido 1dent1ﬁcando o coeficiente do
1

termo (s — 1)~! no produto dessas expansoes:

Ress—1 (Cz(s)x) =zlogz + (2y — 1)x.
s
Para o polo simples em s = 0, usamos o valor analitico classico ((0) = —1/2:
s 1
RGSS:() (CQ(s)x) = CZ(O)]}O = Z
s

Lembrando que o termo de erro é definido como A(x) = 3, 7(n) — (zlogz + (27 — 1)x),

o Teorema dos Residuos nos permite reescrever a equacao inicial isolando A(x):

A 1 1 —6-+iT c+iT d 0 x1+5
(x)_4+27ri</—5—z’T /6+1T_/ zT) ST < T )
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O termo constante 1/4 é O(1) e serd absorvido no erro assintético final. O comporta-
mento oscilatério de A(x) passa a ser dominado pela integral na reta vertical R(s) = —4,
enquanto as integrais nos segmentos horizontais [—0 £ iT, ¢ + iT| sao controladas via
principio de Phragmén-Lindelof. Utilizando estimativas classicas de convexidade para a
funcio zeta, que garantem ((o 4 iT) < TU=9)/2+¢ 4 contribuicdo das retas horizontais é
englobada pelo termo residual O (z'*¢/T).

Na reta vertical R(s) = —4d, aplicamos a equagao funcional da funcdo zeta na sua forma
assimétrica ((s) = 2°7* !sin (”5) ['(1 — s)((1 — s). Elevando-a ao quadrado e inserindo a
série de Dirichlet (*(1 —s) = Y°,5; 7(n)n*~', a integral transforma-se numa série infinita
de transformadas inversas de Mellin. E precisamente neste passo de inversio que as funcdes
de Bessel emergem. Pela teoria classica de transformadas integrais, a avaliacdo do nicleo

envolvendo os fatores gama e trigonométricos revela a identidade exata para y > 0:

1 —8+ioco 225 2s5—2 2
—/ T in? (?) %1 —s)y*ds = ——— (K1(47r\/§) + 72TY1(47T\/§)> .

21 J—5—ico S W\/gj

Substituindo y = nz, a integracdo nao truncada sobre a reta vertical completa resulta na

identidade exata de Voronof:

) = —LvE L

Para prosseguir em dire¢ao a férmula truncada sob o pardmetro de corte N, limitamos

(K1 (/i) + SVa(4m/) ).

a série e exploramos o comportamento assintotico dessas fungoes para grandes argumentos.

A fungao modificada decai exponencialmente (K(z) ~ /5-¢7%) e torna-se irrelevante para

o cdmputo do termo principal de erro. J& a fungao Y;(z) exibe decaimento oscilatério em

Yi(z) = \/Zsin (z — 3:) +0(27%?%).

Substituindo z = 4mw\/nx e aplicando a identidade trigonométrica sin(t — 37 /4) = — cos(t —

amplitude:

m/4), a componente associada a Y; extrai exatamente a fase trigonométrica principal da
férmula. Finalmente, truncando a soma na altura n = N, lembramos que a escolha
inicial T' = 27v/Nz foi desenhada justamente para garantir a otimizacdo simultinea dos
erros acumulados das integrais horizontais e da cauda truncada da série de Bessel. Esse
balanceamento confina o termo residual a Ry(z) = O (x + gt/ N~ 2) completando a

prova. 0

3.2 Lemas Auxiliares e Teorema de Jarnik

Apresentamos um lema, originalmente devido a Legendre, que estabelece uma condicao
necessaria para que um numero racional seja um convergente de um nimero irracional

(a demonstracao pode ser encontrada como o Teorema 3.18. em (24, p. 121)). Em seguida,
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demonstramos lemas adicionais de (1) relativos a estimativas para uma integral e uma
funcao que desempenharao um papel em nossa demonstracao. Finalmente, demonstramos

o Teorema de Jarnik em detalhes.

Lema 3.1. (Critério de Legendre, (22)) Seja 0 irracional e seja n/m racional que satisfaz

_ 0 < —
e

Entdo n/m € um convergente da expansao em fra¢io continua de 6.

Adotando a notagao usada em (1), demonstramos os seguintes lemas:

Lema 3.2. (como Lema 4.1 em (1)) Seja a > 0. Entao

/x2 cos(az) dz — xQSm(ax) N 2xcos(aw) B 281n(am) Lo

a a? as

onde C' € uma constante. Além disso, para X > 1,
2 2

b X
X X

/1’2 sin(ax) dor < —, /mQ cos(ax) dr <« —.
a a

1 1

Demonstragio do Lema 3.2. Primeiramente, calculamos a integral indefinida I = [ z? cos(az) dx
aplicando integracao por partes. Sejam:

u=12" = du=2xdx,

1
dv = cos(azr)dr = v = —sin(ax).
a
Aplicando a férmula [udv = uv — [ v du, temos:

2 2 .
I= ;sm(a:v) - /xsm(a:v) dzx. (3.1)

Para a integral restante [z sin(ax)dz, aplicamos novamente integragdo por partes. Sejam:
U=2x = dU = dx,

1
dV =sin(azr)dr = V = —— cos(ax).
a

Assim:

/xsin(am) dy = -2 cos(ax) — / (—1 cos(ax)) dy = -2 cos(ax) + a12 sin(ax).

a a a

Substituindo esse resultado em (3.1):

x? 2/ x 1
I= o sin(ax) — . (_a cos(ax) + o Sln(azz)) +C
x?sin(ax 2x cos(ax 2sin(ax
_ (az) N (az) (az) e

a a? a’d
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Isto estabelece a primeira parte do lema. Para as estimativas assintoticas, consideramos a
integral definida no intervalo [1, X]. Seja F'(x) a primitiva encontrada acima (com C' = 0).

Pelo Teorema Fundamental do Célculo:
X
/ 2% cos(az) dr = F(X) — F(1).
1

Analisamos a ordem de magnitude de F/(X) para X > 1 e a > 0 fixo. Temos:

X?sin(aX) 2X cos(aX) 2sin(aX)
FOol<| o | PHeoslaX) ] |25in(0X)
a a a
Usando o fato de que |sin(-)] <1 e |cos(-)| < 1:
X% 2X 2
FX)|<—+—+—.
[FOl < — 4 —5 +

Para X grande, o termo dominante ¢ X?/a. Assim, F(X) < X?/a. Como F(1) é uma

constante (em relagao a X), temos:

2

X X
/ x? cos(ax) dr <« —.
1 a

A demonstracao para [;* 22 sin(ax) dz segue passos andlogos (iniciando com dv = sin(ax)dz),
resultando em uma primitiva cuja ordem de magnitude também é dominada pelo termo
7?/a. O

Lema 3.3. (parte da Proposi¢io 1.1 em (1)) A fung¢io A : R — R, definida como:

1
A(zx) = ?f.’ i
sin(x) + 2C0;g$) _ 251?}?)7 sex 7é 0,

x

sex =0,

¢ continua e limitada. Além disso, para X > 1 e a > 0 fizo,

1 123 A(a)
A (a\/Y) = X3/2/1 2% cos(ar) dr + X372

Demonstragcio do Lema 3.3. Dividimos a demonstracao em trés partes: a continuidade, a
limitagao e a identidade integral.

1. Continuidade em x = 0.

Para x # 0, a fungao A(x) é composta por fungoes elementares continuas. Precisamos
verificar se o limite quando z — 0 coincide com o valor definido A(0) = 1/3. Escrevemos a

expressao para r # 0 com denominador comum:

Alx) = x*sin(z) + 2x cos(z) — QSin(x)'

3
Utilizamos as expansoes de Taylor de sin(z) e cos(z) em torno de 0:

3 2P - 2zt
: . &
sin(z) = — 5 + 120 +O0(z"), cos(z)=1- 5 + 21 + O(x°)
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Substituindo no numerador:

25
r?sin(z) = 2° — — + O(a"),

6
5
22 cos(z) = 22 — 2° + 1 +O(z"),
2P
—2i =21+ — "+ 0(z").
sin(x) T+ 3 60+ (x")

3

Somando os termos, os coeficientes de ordem x e x° se cancelam ou se combinam:

e Coeficiente de z: 0+2 -2 =0.

o Coeficiente de z3: 1 — 1 + % = %

Portanto, o numerador comporta-se como %x:“ + O(2°). Assim:
134+ 0(2%) 1

. s 3 —
A =T Ty

Como o limite é igual a A(0), a fun¢do é continua em z = 0 e, consequentemente, em todo
R.

2. Limitacao.

Como A é continua em R, ela é limitada em qualquer intervalo fechado e limitado,

como [—1,1]. Para |z| > 1, temos:

1 2 2
_l’_

sinx

2cosx
Alz)] < ‘ =z .

‘281111’

x x? 3 |~ x|

Como o lado direito tende a 0 quando |z| — 400, a fung¢do ¢é limitada no infinito. Logo, A
¢ limitada globalmente.

3. Identidade Integral.

Considere a integral indefinida I = [ u? cos(au) du. Utilizando o Lema 3.2 (que resulta

de integracao por partes repetida), temos a primitiva:

F(u) = /u2 cos(au) du = u” sin(au) I 2u cos(au) B QSin(au)'

a a? a’

Note que, para y # 0, definimos A(y) = % + 22% - 221% Multiplicando por y3/a3,

temos:
ys

1 . .
gA(y) = g(gf siny + 2y cosy — 2siny).
Fazendo y = au, temos y3/a® = u3. Logo:
1
3 _ 2 2 - _
uwA(au) = g(a u”sin(au) + 2au cos(au) — 2sin(au)) = F(u).
Portanto, F'(u) = u*A(au).

Calculando a integral definida de 1 a VX

/lﬁ u? cos(au) du = F(VX) — F(1) = (VX)*A(avVX) — (1)°A(a - 1).
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Ou seja:

/XY u? cos(au) du = X**A(avV'X) — A(a).

Dividindo ambos os lados por X3/? e rearranjando os termos:

1 VX Ala
W/l u? cos(au) du = A(a\/f) _ X(g/gj

o que implica

1 VX Aa
AaVX) = W/l u? cos(au) du + X3/2'

Isso conclui a demonstracao. O]

Teorema 3.2. (Jarnik; Satz 6 em (15)) Seja i : [1,400) — (0,400) crescente com
ﬁ = o(z™'). Entdo existe um irracional 0 > 0 que é aproximdvel de ordem 1, mas que
nao é aproximavel de ordem C, qualquer que seja a constante C' > 1.

Demonstrag¢io do Teorema 3.2. O objetivo é construir um ntmero irracional 6 através
de sua expansao em fragdo continua simples 6 = [ap;ai,as,...| de tal modo que os
convergentes ny/my, satisfagam as condigbes de aproximagao prescritas por 1.

Recordemos que m; é determinado recursivamente por my = apmg_1 + Mp_o. A

1
P(z)

condi¢ao dada sobre ¥ é que = o(x™1), o que implica:

lim M

r—+00

Construcao indutiva dos quocientes parciais:

Construimos a sequéncia de quocientes parciais (ax);2, indutivamente. Seja ag = 0.
Como a fungdo v é crescente e satisfaz (3.2), podemos escolher a; suficientemente grande
talquem1:a1>1e%mll)>4.

Suponha que ayg, . .., a; ja foram determinados (e, portanto, my, ..., my estao fixados).

Para determinar aj., definimos explicitamente:

m

mg
Com essa escolha, garantimos trivialmente que ag,q > WT”Z’“) Além disso, como
limg 4 oo 1/’527:) = +oo (devido ao crescimento exponencial dos denominadores), a se-

quéncia esta bem definida e ag,1; ¢ um inteiro positivo. Dessa forma, construimos o
irracional 6 = [ag; aq, ag, . . .| de maneira totalmente independente de qualquer constante
C.

Parte 1: Verificacao de que 6 é aproximavel de ordem .

Das propriedades padrao das fragdes continuas, sabemos que:

1 1 1
HkaH = \mke — nk| < = < .
M1 Gp1M +Mp1 App1My
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Utilizando o fato de que a4 > %”;k), temos ag1my > 1(my). Portanto:

1
¢(mk)'

Como isso vale para todo k, existem infinitos inteiros m (precisamente os denominadores

my, dos convergentes) que satisfazem a desigualdade ||mf|| < —*. Logo, 6 é aproximdvel

P(m)’
de ordem 1.
Parte 2: Verificagao de que 6 nao é aproximavel de ordem C7 para qualquer
C>1.

Devemos mostrar que, para qualquer constante C' > 1 fixada e m suficientemente

[mad|| <

grande, a desigualdade
1

Cp(m)

tem apenas um numero finito de solucoes inteiras. Analisamos dois casos para m:

|m| < (3.4)

Caso (i): m = my, para algum k suficientemente grande.

Das propriedades das fragoes continuas, temos:

1 1
|lmf|| = |mid — ni| > = .
M1 + My (ager + D)myg +mp—q

Como my_1 < my € agr1 > 1, obtemos:

1

mpbl|| > ———.
H k H (ak+1—|—2)mk

Pela nossa construcao (3.3), ag1 < %’Z’“) + 1, donde:

(ak+1 + 2)mk < w(mk) + 3mk

(

Dado que mL:) — 400, para k suficientemente grande (dependendo da escolha de C),

teremos 3my, < (C' — 1)y(my). Somando ¥ (my) em ambos os lados, obtemos:

Substituindo essa cota, chegamos a:

1 1
Olme) + 3my . Cop(my)’

Logo, a desigualdade (3.4) falha para m = m;, quando k é grande.

[l >

Caso (ii): my < m < mgy1 para algum k suficientemente grande.
Pela propriedade de melhor aproximagao dos convergentes, para qualquer inteiro m

estritamente entre my e my. 1, vale:
[mé|| > [[m0].

Além disso, como 1) é crescente e m > my, temos 1»(m) > ¥ (my), donde:
1 < 1
b(m) = P(my)
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Suponha, por absurdo, que ||mf| < #(m) Entéao:

1 1
< .
Cy(m) = Cp(mu)
Mas ja demonstramos no Caso (i) que, para k suficientemente grande (dependendo apenas
de (), vale |mg0| >

Conclusao:

[l < [lmé]| <

1 -
oy Portanto, obtemos uma contradicao.

Combinando os Casos (i) e (ii), concluimos que existem apenas finitas solugoes de (3.4).
Ou seja, € nao é aproximavel de ordem C1, qualquer que seja a constante C' > 1. Isto

completa a demonstracao. ]
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4 DEMONSTRACAO DO RESUL-
TADO PRINCIPAL

Apresentamos agora a demonstracao do nosso resultado principal, o Teorema 1.1:

Demonstracao do Teorema 1.1. Seja € > 0 suficientemente pequeno, cuja dependéncia
sera omitida na notacao das expressoes subsequentes, e N > 0, parametro a ser selecionado

posteriormente. Para 1 <z < X, temos, pela férmula de Voronoi para A em (1.6):
A(z) = Qn(z) + Ry (),
onde

zl/4 T(n)

=5 n;N ey

Qn () cos (47r\/ﬁ — 7'('/4) ,
Ry(xz) =0 (xe + x1/2+5N_1/2> :

Agora, expandimos a integral em (1.3):
To(X) = /1 Y A@)AOr) da
- S On(@)Qn(02) do + /  A(2) Ry (02) do
+ /1 " R(z)A(0x) dz — /1 * By(2) R (02) dz

X
- /1 Qn(2)Qn (02) do
+0 (X5/4+5 + X T/Ate N—1/2 + X2+5N—1) ‘

onde as ultimas trés integrais da primeira igualdade sao estimadas usando a desigualdade

de Cauchy-Schwarz e [;* A(z)? dz < X3/ (veja o resultado de Tong em (29)). Em seguida,

1/2

realizamos a mudanca de variavel u = x*/*, resultando no seguinte:

To(X) = /1  A2)A(0r) da
1

T2

Z T(Tn)T(n)/l\/YUQCQS (477\/511,—71'/4) COS (4#\/@14—7#4) du

mn<N (mn)3/4

+0 (X5/4+e + X T/Ate N—1/2 4 X2+5N’1) .
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Aplicamos agora a férmula de prostaférese 2 cos(u) cos(v) = sin(u + v) + cos(u — v) para

expressar a integral como:

1 3 W/lﬁu%in(élﬂ(m—i-\/ﬁ)u) du

212 e (mmn)3/4
0 ) T, )
+ 5.3 m;N ()P /1 u” cos (47r (\/ mo \/ﬁ) u) du

+0 <X5/4+s + X 7/Ate N—1/2 + XHEN’l) '

Em seguida, invocamos o Lema 3.2 e usamos 7(m) = o(m®) = o(N¢) (veja Montgomery e

Vaughan (25, pp. 55-56)):

L Z T(Tn)T(n)/lﬁ@ﬂsin(élﬂ'(m-i-\/ﬁ)u) du

2m2 maeN (mmn)3/4
1
< X N¢
m;N (mmn)3/4 (\/mﬁ + \/ﬁ)
1
< XN¢ _—
m%N M5/ 403/
< XN°.

Entao, utilizando os Lemas 3.2 e 3.3, definindo a,, ,, := 47 (\/ mo — \/ﬁ), simplificamos a

expressao assintotica para Zy(X) como segue:

1 7(m)r(n) VX
B0t 5, T [

+ O(X5/4+E +X7/4+EN—1/2 )
+X2+8N—1 _I_XNa

_ X3/2 Z T(m)T(n)A(am,n\/Y)

27T2 m,n<N (mn)3/4

+ O(X5/4+5 +X7/4+6N71/2 )
+X2+€N71 +XNE

Se definirmos:

3/2 T(m)T(n
Jo(X) = );2 > WA (amaVX),

alcangamos uma expressao final para Zy(X) como segue:

Zo(X) = Jo(X) + B (X),

onde

RN(X) —0 <X5/4+5 + X 7/4te Ny 1/2 + X2ENTL 4 XN&) .
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Para estimar Zy(X), definimos os pardmetros N := X%/ e
r—" ] X
VAV )

entdo particionamos Jy(X) restringindo aos termos onde m,n < N satisfazem ‘amm\/X ‘ <
T:

X372 T(m)7(n)
Jo(X) = ———=Nap, VX
‘am,n\/y|§T
X3/2 7(m)7T(n)
——— N ay,VX).
|am’n\/§\>T
Para o termo de erro Ry (X), temos a seguinte estimativa:
Ry(X) < X1/8te, (4.1)

Em seguida, consideramos os termos da diagonal superior, que sao dados por:

prx) e 8 s Ty R, (4.2)

2 3/4
2r? =y (mn)¥
|@m,nVX|>T

Usamos o fato de que A ¢ limitada e |[A(u)|] < |u|™! para limitar os termos. Portanto,

obtemos o seguinte:
X3 /2

7(m)7(n)
>

(mn)3/t

D*(X) <«

mn<N

Isso simplifica para

2
u —1/y1/4\1/2 7(m)
D(X)<<X¢ (X ) (Zm?’/A‘
Para o préoximo passo, definimos a fun¢ao A(t) como

A(t) == > 7(m) (t>1).

m<t

Aplicamos agora a integral de Riemann-Stieltjes juntamente com a identidade de (1.1)

para expandir a seguinte igualdade:

3 ;ig’;f - /1Nt31/4dA(t).

m<N

Usando A(x) < z, podemos limitar assintoticamente a integral acima como segue:

A(N) 3 (N [flogt 2v—1 A(t)
1/4 _ 1/4 B
N log N+ (29 = YNV 4+ T 4 2 <t3/4 e )
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Isso simplifica para
Nl 1/4
| s dAW) < NV log N,

Portanto, concluimos que
DU(X) < Xll/S (lOgX)2 ¢_1(X1/4)1/2.

A seguir, para os termos da diagonal inferior, definimos:

B X3/2 7(m)7(n)

DI(X) = o L At VX). (4.3)

mn<N
lam,nVX|<T
Visto que ¢~1(X1/4) > 2 para X > 1 suficientemente grande (pois a funcdo é crescente e
ilimitada), e [n —mf| < 3 W + 3 sempre que ’amm\/Y‘ < T, definimos:

m 1

1

Usando esta definigao, estimamos D'(X) como segue:

! 3/2 7(m) 7(n)
DI(X) < X m;v o1 ngv —7 A VX))
- [n—m8|<U
Particionamos agora a soma de acordo com o valor de U. Especificamente, observamos
que U < 1 se e somente se m < w_l(X1/4). Para os termos onde U < 1, podemos escrever

sua contribui¢do como:

D§J<1(X) = X2 Z i) Z rin) ‘A(am,n\/})’ .

3/4 3/4
m<'¢)_1(X1/4) m < n
In—m|<U<1

Usando |A(u)] < |u|™!, isto pode ser estimado como:

1 5 v+ vmo
m3/4 ot n3/4 ‘n _7m9’ .
[n—m|<U<1

Dj (X)) < XN® Y
m<,¢}71(X1/4)

Além disso, empregando as propriedades diofantinas de 6 e notando que U < +/m,

observamos que:

I — mb| > Imé]| > ———

p(m)’

mo
7§n<<m

para todos exceto um numero finito de m e n; para os m,n excepcionais, a soma acima
é O(X'*). Notamos que para termos nio excepcionais temos (m) < X4, pois 1) é
crescente, o que da:

€ 1 £
Dl (X) < XN o= > p(m)+ X
m<p-1(x1/4) TV <N
[n—mf|<U<1
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e concluimos que:
Dy (X) < X*/H2 log (41 (XM1)).

Finalmente, para os termos na diagonal inferior onde U > 1, dividimos a soma entre os

termos pertencentes a sequéncia de convergentes de 6 e naqueles que nao pertencem:

7(m) 7(n)
DS S SN CC R S T VOMYG STl
G (XU <m<N | nﬁef‘vwn

Dividimos isso em duas partes:

7(m) 7(n) I
Dbzl(X) = X% Z m3/4 Z n3/4 ’A(amv" X)|
Y= ( X/ <m<N n<N
|n7m9|<ﬁ

3/2 7(m) 7(n) I
+ X3/ Z 37 Z 37 |A(amnVX)|
Y1 (X/H<m<N n<N
5= <|n—mb|<U

Observagio 4.1. Seja 6 = [ag; ay, as, . . .| a expansdo em fracao continua simples de 6, e seja
(nk/mu) e seus convergentes. A relagao de recorréncia myiq = ag+1my +my_y implica por
indugao que my > Fiy1, onde Fjyq é o (k + 1)-ésimo ntiimero de Fibonacci. Aplicando-se
a féormula de Binet, F}, = ML\};’)% com ¢ = 1+—2‘/5
my, > ¢F~1 para todo k > 1.

, obtemos a cota inferior exponencial

Para os termos que satisfazem |n — mf| < QL (correspondentes & primeira parcela da

m
soma), aplicamos o Lema 3.1. Esse lema estabelece que n/m deve ser um convergente de
6, implicando que o denominador m cresce pelo menos exponencialmente. Usando o fato
de que A é limitada (do Lema 3.3), 7(m) = o(m®) e a cota inferior exponencial my, > ¢~

(da Observagao 4.1), derivamos a seguinte estimativa:

T(m T(n
oy e T, V)
m n
Y= (XN <m<N n<N
\nfm9|<ﬁ

< X372 3 gr <XV Y ek
—&
Y=Y (XY <mp<N my PF—1>p=1(X1/4)

X3/2
w—l(X1/4)3/2—5'

<

Em seguida, para os termos restantes tais que ﬁ < |n —mb| < U, correspondentes a

tltima parcela na expressao para Dj;-(X):

T{m T(n
S(X) = X%? E : (3/4) E : <3/2|A(am7nVX)|'
Y1 (XU <N nen T

75 <In—m0|<U
m
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Esta expressao divide-se em duas partes:

3/2 7(m) 7(n)
sxy=x x0T ,,VE)
P H XY <m<N L n<N
5—<|n—mb|<1

2m —

T(m T(n
+ X3/2 Z (3/4) Z (3/2|A(am7n\/X)‘.
m n
Y- (X /4 <m<N n<N
1<|n—mb|<U

Para a tltima parcela em S(X), usamos U < W\@‘*)W e |A(u)] < |u|™, resultando no

(
seguinte:

X3/2 Z 7—<m) Z T(”)|A(am7nﬁ)|

m3/4 n3/4

wil(Xl/zl)SmSN 1§|n71§ni\[9\§U
XN¢ 1
<L — -
wfl(X1/4>1/2 ¢1(X1%;§m§]v\/m
Xl-i—e
< ooy

Agora, para a primeira parcela em S(X), particionamos cuidadosamente a soma sobre m
em dois casos: X4 <m < N ey H(XY4) <m < XV

3/2 7(m) 7(n) I~
X / Z 3/4 Z n3/4 ‘A<amm X)|
X1/4<m<N n<N
i§|nfm0|<1

1
3/2 n7e
< X*2Ne M 7
X1/4<m<N
< XW/ete,

Nesta etapa, usamos o fato de que A é limitada. Finalmente, para os termos onde
PH (X YY) <m < X4, aplicamos novamente o limite |A(u)| < |u|™*:

X3/2 Z T(;?’L) Z T(?’L) |A(amn /X)|
m3/4 n3/4 )
1/)_1(X1/4)§m<X1/4 n<N
ﬁ§|n—m0|<1

< XN° > 1
wfl(X1/4)§m<X1/4

< X5/4+E.
Coletando as estimativas para S(X), obtemos:

X1+€

11/8+¢
GAX ) & '

S(X) <

Combinando as estimativas para D!(X), concluimos:

X3/2
¢_1(X1/4)3/2_5

Dirsy (X) < + X118



Capitulo 4. Demonstra¢io do Resultado Principal 38

Dy (X) < X*/H2 log (41 (XM1)).
Assim, a estimativa final para os termos da diagonal inferior em (4.3) é

X3/2
YL (X 1/4)3/2—<

Dl(X) < +X11/8+5 +X5/4+e log (¢—1(X1/4)> .

Para completar a demonstragao, coletamos as cotas superiores para as expressoes (4.1),
(4.2) e (4.3), e usamos a hipétese de que 1~ (X) = O(X'/*) para estabelecer o seguinte
limite para a integral em (1.3):

3/2

11/84-¢ 11/8 2 -1 1/4\1/2
w71<X1/4)3/27€+X /8+e L X8 (log X)2pH (XY

/ Y A@)A @) dr <.

X3/2
w—l(X1/4)3/2—s'

A demonstragao do Teorema 1.1 estd completa. O]

<e

Agora, apresentamos uma demonstracao do Teorema 1.2:

Demonstragio do Teorema 1.2. Pela definicio de medida de irracionalidade finita de (1),
existe C' > 0 tal que para qualquer 6 > 0 fixo, a desigualdade
C

[mo]| >

é satisfeita para todos, exceto um nimero finito de inteiros m > 1. Equivalentemente, 6
nio é aproximével de ordem (z) = 2" /C.

Seja € > (. Seguindo a demonstracao do Teorema 1.1, o comportamento assintético da
integral em (1.3) ¢ governado pelas cotas superiores para Dj;-(X) e D*(X). O objetivo,
portanto, sera mostrar que D§]21(X ) admite uma estimativa mais precisa.

Seja (ny/mi)peo & sequéncia de convergentes de . Aplicando |A(u)| < |u|™!, ym <

N2 e 7(m) = o(m?), limitamos o termo principal de D}~ (X):

x'3/2 Z 7(m) Z 7(n) ‘A (am,n\/y)‘

3/4 3/4
wil(Xl/Zl)SmSN n

|nfm9|<ﬁ

1
11/8
<X / Z 3/2—¢

Y1 (X Y <my <N T [m 0|
Da defini¢do de medida de irracionalidade:

C

ml| = ——
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para inteiros m > 1 suficientemente grandes, o que implica o] << M (onde a

constante C~! foi absorvida pela notagao implicita <). Combinando isso com o crescimento

exponencial my, > ¢*~! (Observacio 4.1) obtemos:

x11/8 Z 3/21_77_6 < X1/8 Z ¢—(3/2—n—a)(k—1)
W X <m<N T PPy (XY

< X11/8.
Como 1 < 3/2, a série geométrica converge. Assim obtemos:
Dlel(X) < X11/8+€.

Combinando todas as estimativas para (1.3) como no Teorema 1.1, escolhemos ¢ > 0

tal que satisfaca m <e:

X
/ Ala)A(br) da <. XV 4 X (log X)% ! (x1)
1

<. XB/2-1/8+e

Isso completa a demonstragao do Teorema 1.2. O
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5 CONSIDERACOES FINAIS E
QUESTOES EM ABERTO

Neste trabalho, investigamos a correlagdo de A(x) consigo mesma a menos de uma
perturbacao do seu argumento. Partindo do resultado classico de Tong, que estabelece o
segundo momento de A(z) como sendo da ordem de X3/2, e motivados pelos trabalhos

recentes de Aymone et al. sobre convolugoes, analisamos a integral de correlacao
b's
Ty(X) = / A(z)A(0z) da.
1

A literatura prévia ja havia estabelecido uma nitida dicotomia: para € racional positivo,
existe uma correlacao significativa decorrente da contribuicao dos termos diagonais da
soma de Voronoi, o que mantém a integral na ordem de magnitude de X?%/2. Por outro
lado, para 6 > 0 irracional com medida de irracionalidade finita, ocorre uma descorrelagao
de natureza polinomial.

Embora tenha havido uma melhoria na estimativa para Zy(X') no caso em que 6 > 0 ¢é
um irracional genérico (com medida de irracionalidade igual a 2), contemplada no Teorema
1.2, a principal contribui¢do deste trabalho reside na investigacao da classe dos ntimeros
de Liouville, os irracionais que melhor imitam os racionais. Demonstramos que, para esses
nimeros, a descorrelagao ainda ocorre, porém a uma taxa controlada pela velocidade
de aproximagao racional de #. Ao introduzir a funcdao de medida de irracionalidade ),

estabelecemos uma cota superior em termos de )~ !:

X3/2
YL X1/A)3/2e

o que preenche uma lacuna tedrica na analise da correlagao, conectando o comportamento
dos irracionais genéricos ao daqueles extremamente bem aproximéveis por racionais. Além
disso, aplicando a defini¢do de base de irracionalidade de Sondow, nosso resultado estabelece
que, para qualquer nimero de Liouville # = 754 > 0 com base de irracionalidade finita
f > 1 (Exemplo 1.1), temos:

X3/2
To(X e .
9( ) < (10gX)5/2_5

5.1 Questoes em Aberto

Apesar dos avancos obtidos, a intersecao entre o problema do divisor e as aproximagoes
diofantinas ainda oferece terreno fértil para investigagao. Em particular, é possivel destacar

trés problemas que emergem naturalmente deste estudo:
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Problema 1 A cota superior obtida no Teorema 1.1 provém majoritariamente da
contribuicao supradiagonal da soma de Voronoi. Permanece em aberto se essa cota é a
melhor possivel ou se existe um cancelamento adicional dos termos nao-diagonais que nao
foi explorado. Em outras palavras, é possivel construir um nimero de Liouville 8 > 0 tal
que a correlagao seja, de fato, €2 (#{;)3/2), ou a descorrelagao é sempre mais forte do
que o previsto pela nossa cota?

Problema 2 Sabemos que para 6 irracional a integral é o(X?/?). No entanto, nio
sabemos se ela oscila de sinal ou se mantém preponderantemente positiva ou negativa.
Seria interessante estabelecer resultados do tipo Q4 para Zy(X) no caso irracional.

Problema 3 (O Analogo do Circulo). O problema do divisor de Dirichlet (A(z)) e
o problema do circulo de Gauss (P(z)) compartilham estruturas oscilatérias semelhantes

via somas de Voronoi e de Hardy. Uma extensao natural deste trabalho seria investigar a

correlacao
b's
/ P(x)P(0z) dz
1

para 6 sendo um numero de Liouville. Espera-se um comportamento analogo, mas as
diferentes propriedades aritméticas da fungao ro(n) (soma de quadrados) podem introduzir

sutilezas novas na andlise diofantina.
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