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“Importante nao € ver o que NiNguém nuUnNca viu,
mas sim, PENSar 0 que NINGuem MuUnce Pensou

sobre algo que todo mundo vé.”

Arthur Schopenhauer



Resumo

Neste trabalho, apresentaremos alguns topicos atuais envolvendo polinomios de per-
mutacao sobre corpos finitos. Em especial, exibiremos a teoria necessaria para contar o
nimero de binémios de permutacao das formas a:”(:r:q%l +a)e x”(x%l +a). Apresentaremos
também o conceito de posto de Carlitz para polinomios de permutacao e uma nova cota
inferior para o nimero de coeficientes nao nulos de polinémios de permutacao com posto 2.

Palavras-chave: Corpos Finitos, Polindmios de Permutacao, Contagem de Binomios,

Posto de Carlitz.
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Abstract

In this work, we will present some current topics involving permutation polynomials
over finite fields. In particular, we will show the necessary theory to count the number of
permutation binomials of the forms z"(z'z + a) and a"(z'5 + a). We will also present the
Carlitz rank concept for permutation polynomials and a new lower bound for the number
of nonzero coefficients of permutation polynomials with rank 2.

Keywords: Finite Fields, Permutation Polynomials, Binomial Counting, Carlitz Rank.
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Introducao

O conceito de permutacao expressa a ideia de que varios objetos possam ser arranjados
de inimeras formas distintas. Em dlgebra e combinatéria, esse conceito é bastante estudado.
Neste texto, nosso objetivo é estudar os aspectos e as propriedades de polinomios de
permutacao sobre corpos finitos. Para entendermos melhor esse conceito, segue a defini¢ao
de polinomio de permutagao: Seja ¢ uma poténcia de um primo p e F, um corpo com ¢
elementos. Um polinomio f(z) € Fy[z] é chamado de polindmio de permutacao de F, se a
aplicacao a — f(a) permuta os elementos de F,.

Historicamente, o inicio do estudo de polinomios de permutacao se deu com Hermite,
que investigou permutagoes sobre corpos primos. Dickson [5] foi o primeiro a analisa-los
sobre corpos finitos arbitrarios. Atualmente, varios resultados envolvendo polinémios de
permutacao tém sido publicados, grande parte desses apresentando novas familias de
polindmios de permutacao, bem como resultados envolvendo aspectos relacionados aos
mesmos.

A nossa motivacao em estudar polinomios de permutacoes sobre corpos finitos se deve,
principalmente, ao fato de existirem muitos problemas interessantes, tanto tedricos como
aplicacoes praticas, e que foram pouco explorados na area. Um exemplo de polinomio
de permutacao, com grande aplicagao pratica, é o polinomio ", definido sobre o anel de
inteiros Zy,.q,, com po € qo primos e mdc(n, ¢(po - o)) = 1, que é uma base da criptografia
RSA. Uma quantidade extensa de outros polinomios de permutacao sao estudados em
diversas areas na matematica. Tais polinomios tém aplicagoes importantes em Teoria dos
Codigos e Corretores de Erros, Criptografia, Curvas Algébricas, entre outros. Atualmente,
por existirem nogoes e propriedades pouco exploradas na area de polinomios de permutacgao
sobre corpos finitos, esta é uma area com grande interesse de pesquisa.

O primeiro capitulo deste trabalho consiste em uma introducao aos corpos finitos,
onde sao apresentados resultados importantes, que serao utilizados no decorrer do texto.
Encontrar polinémios de permutacao com estruturas de facil computabilidade é um
problema importante na area de polindmios de permutacao. Por esse motivo, a primeira
parte do segundo capitulo contém alguns resultados ja conhecidos envolvendo polinomios
de permutacao, bem como teoremas que nos permitem encontrar familias de polinémios
de permutagao.

Uma das questoes mais importantes no estudo de polindmios de permutagao sobre
corpos finitos é a contagem desses polinomios com determinada propriedade. Nessa linha,

um problema, que esta em aberto e com poucos avancos que possam levar a uma solucao,
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é encontrar o nimero de polinomios de permutacao de determinado grau. Outro problema
interessante, e ainda sem resposta, ¢ a contagem binomios de permutagao sobre F,. Esse
problema é a motivagao para a segunda parte do segundo capitulo, onde comecamos
enunciando uma cota, ja conhecida, apresentada por Masuda e Zieve [15] e seguimos
apresentando resultados que possibilitam realizar a contagem do nimero de binomios de
permutacao das formas az:”(xq%1 +a)e x”(a:q%l +a), resultados esses que nés conjecturamos
e provamos.

No Capitulo 3, apresentamos o conceito de posto de Carlitz, que é a constante numérica
relacionada com a “complexidade” de polinémios de permutacao, cuja definicao e proprie-
dades tém sido bastante estudadas na ultima década. Especificamente, enunciaremos o
resultado de Gémez, Ostafe e Topuzoglu [6], que apresenta uma cota relacionando o posto
de Carlitz ao nimero de coeficientes nao nulos do polinomio. Em seguida, apresentaremos
um trabalho original com objetivo de melhorar essa cota para o caso em que o posto de
Carlitz é 2.



CaPIiTULO

Conceitos Basicos

1.1 Corpos Finitos

Nesta secao, apresentaremos algumas defini¢oes e teoremas importantes em corpos

finitos e que serao tteis nos préximos capitulos.

Definicao 1.1. Um grupo é um conjunto G munido de uma opera¢ao bindria + : GxG —

G que satisfaz os sequintes axiomas:
1. Associatwidade: (x +y) + 2z = x + (y + z), para todos x,y,z € G;
2. Elemento Neutro: Eziste a identidade 0 € G tal que 0 + x = x, para todos x € G;

3. Inversa: Se x € G, existe o elemento inverso de x em G, denotado por —x € G, tal
que  + (—z) = 0.

Definicao 1.2. Dizemos que um grupo G € abeliano se x +vy =y + x, para todo x,y € G.

Definicao 1.3. Um anel é um conjunto R munido de duas operacoes bindrias +,* :
R x R — R, nomeadamente soma e multiplicagcao, que é grupo abeliano para operacao
soma e cuja multiplicacao satisfaz o axioma de associatividade e de distributividade, dada

por

e Distributividade: x x (y + z) = x x y + x % z para todos z,y,z € R;
(y+z)*x:y*m+z*x para todos x,y,z € R.

Definicao 1.4. Dizemos que um anel R é comutativo se x xy = y*x, para todos z,y € R.

Definicao 1.5. Um conjunto F é chamado de corpo se for um anel comutativo com

elemento neutro multiplicativo 1 # 0 e tal que todo elemento x € F\{0} possui inverso

1

multiplicativo. Denotaremos por x™" o inverso multiplicativo de um elemento x # 0.

3



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

Muitas vezes, denotamos a operacao a * b apenas por ab (justaposicao de a e b). Se
F é um corpo, denotamos por F* o conjunto dos elementos de F que possuem inverso
multiplicativo, isto ¢, F* := F\{0}.

Exemplo 1.6. Os conjuntos @, R e C, munidos de soma e multiplicacao usual, sao

exemplos de corpos com infinitos elementos.

Exemplo 1.7. Seja p € Z um primo e

7, = % _ 01, 5=T),
o conjunto dos restos modulo p. E f4cil verificar que Z/(n), munido de soma e multiplicagao
usuais, € um anel comutativo com unidade, para qualquer n € N, com n > 1. Entao, para
concluir que Z, ¢ um corpo, basta verificar a existéncia de um inverso multiplicativo para
todo elemento nao nulo. Para isso, tome T € Z,\{0}. Sabemos que mdc(z, p) = 1, entao,
pelo Teorema de Bézout, existem m,n € N tais que xn+pm = 1. Logo, zn + pm =271 = 1.

Assim, m =7 ~!. Com isso, concluimos que Z, é um corpo.

Definicao 1.8. A caracteristica char(R) de um anel R é menor (caso ezista) n € N tal

que
n vezes

———
nxXx:=x+---+x =0, para todo x € R.

Se nao existe n com tal propriedade, dizemos que char(R) = 0.

Observe que, em um corpo IF, as propriedades de associatividade multiplicativa e inversa
multiplicativa fazem com essa definigdo seja equivalente a seguinte: a caracteristica char(IF)

de um corpo F é menor (caso exista) n € N tal que n x 1 = 0.

Lema 1.9. Seja F um corpo finito. Entao char(F) = p primo.

Demonstragao. Suponha que char(F) = nm € N, com n # 1 # m. Entao

n vezes m vezes nm vezes
A\ A\ A\

o ~N I ™~

mxDxmx1)=1+..+1)*«(1+...+1)=(1+...+1)=0.
Multiplicando ambos os lados por (m x 1)7!, temos:
nx1=0x(mx1)"!=0.

Mas n < nm, o que é absurdo, ja que char(IF) é o menor inteiro com tal propriedade.

Concluimos que char(F) = p primo. ]

Teorema 1.10. Se F é um corpo finito, entao |F| = p", para algum p primo e n um

nteiro positivo.
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Demonstracao. Sejam 0,1 € F as identidades para soma e multiplicacao de F, respec-
tivamente. Pelo Lema 1.9, sabemos que char(F) = p primo. Sendo assim, o conjunto
K:={0,1,2x 1,3 x1,...,(p—1) x 1} C F é um subcorpo de F com p elementos e é
facil verificar que F é um espago vetorial sobre K. Sendo assim, se dimg(F) = n, existem
vetores vy, ..., v, € F linearmente independentes que formam uma base de F. Logo, um
elemento qualquer de F é da forma ajv; + ... + a,v,, com a; € K. Como sao p escolhas
para cada a;, segue que existem p” elementos distintos em F. O
n vezes

Até aqui, utilizamos a notagao n x a para representar m, com a € F um
corpo e n € N. Entretanto, podemos usar a justaposicao na e esta sera condizente com a
justaposicao ja introduzida como sendo a operacao multiplicagao do corpo, uma vez que
que, no decorrer do texto, também abusaremos da notacao dizendo que 1 =1, 0= 0 e que

a operacao de um corpo * é o mesmo que a multiplicacao nos inteiros X.

Observacao 1.11. O corpo K que aparece na prova do Teorema 1.10 é isomorfo ao corpo

Z,, apresentado no exemplo 1.7.

Quando falamos em isomorfismo entre dois conjuntos, estamos nos referindo a exis-
téncia de uma funcgao bijetiva que preserva a estrutura existente nos mesmos. No caso de

isomorfismo entre corpos, daremos, abaixo, a defini¢ao formal para tal conceito.

Definigao 1.12. Dizemos que dois corpos (F, 4+, *r) e (K, +x, *x) sdo isomorfos se existe

uma funcgao ¢ : F— K bijetiva tal que
o p(z+ry) = ¢(v) +x ¢(y) para todos x,y € F;

o @(w e y) = () #x (y) para todos z,y € F.

Teorema 1.13 ([13], Teorema 2.5). Para todo primo p e todo inteiro positivo n, existe

um corpo com p" elementos. Além disso, todos os corpos com p" elementos sdo isomorfos.

A partir de agora, denotaremos por F, um corpo qualquer que contenha ¢ = p"

elementos. Com isso, podemos denotar Z, por [F,,.

Exemplo 1.14. Seja p € N um numero primo impar. Construiremos, a seguir, um corpo
com p? elementos. Para isso, tome a € [ um elemento nao quadrado, isto é, um elemento
para o qual a equacao 22 = a nao possua solugao em F,. E um fato conhecido, de Teoria
dos Numeros, que metade dos elementos de Z; nao sao quadrados. Sendo assim, 2’ —a
seré irredutivel em [F,[z], uma vez que sua fatoracao seria (z + /a)(x — v/a), mas /a € F,,.
Faremos algo analogo ao Exemplo 1.7, tomando
Fo— F, 2]

P e (1.1.1)

E facil verificar que F,2 é um anel comutativo com unidade. Note que, de fato, temos
|F,2| = p*, uma vez que F2 = {b+cz : b,c € F,}. Para concluir que F,2, como defi-

nido na igualdade (1.1.1), é um corpo, basta mostrar que todo elemento nao nulo possui

bt
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inverso multiplicativo. Para isso, tome f(z) € F,2\{0}. Sabemos que F,[z] ¢ um domi-
nio euclidiano. Como z? — a ¢ irredutivel, temos mdc(f(z),z* —a) = 1 e, assim, pelo
Teorema de Bézout, existem g(z),h(z) € Fy[z] tais que f(z)g(z) + (z* — a)h(z) = 1.

Logo, f(x)g(z)+ (22 — a)h(z) = f(x)g(z) =1 em F,2. Assim, g(z) = f(x)il. Por isso,

concluimos que F,2 é um corpo finito com p® elementos.

Observe que esse exemplo apresenta um caminho para a prova da primeira parte do
Teorema 1.13, sendo suficiente mostrar a existéncia de polinomios irredutiveis de grau

arbitrario em F,[x], para todo primo p € N.

Teorema 1.15. Seja F, um corpo, entdo (I}, x) € ciclico.

Demonstragao. Em toda prova, usaremos o fato de (IF;,*) ser um grupo e resultados
basicos de algebra, como Teorema de Lagrange e propriedades da ordem de um elemento.

1 1 V A —_— pr— ... Py 1
Primeiramente, observe que a ordem de F; ¢é 1 I om (fatoragao em primos
q—1

distintos). Como estamos trabalhando em um corpo, x »i — 1 tem no maximo ‘1}2;1 raizes
1
g—1
em [F,. Sabendo disso, podemos escolher um elemento a; € F; que nao ¢ raiz de x » — 1.
(a=1)/p;"

Definimos b; = a . Como bf"’l =1, a ordem de b; é plz-, com 1 <[ < ;. Mas

%
L —1)/pi!
bfl a/’gq )/pz J— 1’

g—1
que ¢é valido apenas se [ = a;, uma vez que a;”* # 1. Definimos b :=b; - - - b,,, e t a ordem

de b. Suponhamos que ¢ seja um divisor préprio de g — 1, entao t divide % para algum
J

1 < 7 < m. Dessa forma,

1

1 9=- 9=- 9= 9=

b7 =0 b =1-b7 o 1=b7 A1,

J

g—1 g—1 q—1

o que ¢ absurdo. Entao ordg:(b) = ¢ — 1 e, portanto, (b) = F. O

Definicao 1.16. Se a € F, € um gerador de (]Fj;, X), dizemos que a € um elemento

primitivo de .

1.1.1 Teorema de Lucas

Como vimos no Lema 1.9, a caracteristica de um corpo finito é sempre um primo.
Podemos explorar esse fato para conseguir os seguintes resultados, que serao importantes

nos préximos capitulos.

Lema 1.17. Sejam a,b € F, e char(F) = p. Entao (a +b)? = a? + V7.

Demonstragao. Basta expandir o binémio de Newton e considerar (mod p):

(a+ by = Xp: (Z.’) a7 =a? + 0 (mod p).

- 1
=0
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No Teorema apresentado abaixo, convencionaremos (z) =0 paray > z.

Teorema 1.18 ([14], Teorema de Lucas). Seja p um primo e n > m € N, que se escrevem

na base p como n =mng +mp+ ... +mp’ em=my+mip+ ... +myp*. Entdo:

()= (o) () () o

Demonstracao. Existem varias formas de mostrar tal resultado. Optamos por apresentar

essa utilizando congruéncia polinomial. Observe que

n

) (Z)fﬂm: (I+2)" = (1+2) i ﬁ 1+ z)"7, (1.1.2)

m=0
Pelo Lema 1.17, temos

k

[T +a)mr = H (14 2"y H Z (Z) ' (mod p). (1.1.3)

1=0 1=0 m;=
Como estamos assumindo (gy”) = 0 para y > x, temos

(13 () -1 () =32

=0 m;=0 i=0 m.

: (”)] m (1.1.4)

1=

Com isso, temos o resultado, ja que

2”:(;) = y [ﬁ( )] ™ (mod p). (1.1.5)

m=0 m=0 1=0

Corolario 1.19. Seja p um primo e m,n € N. Entao

" —1
(pm )E(—l)m (mod p), para m < p" —1

(p”w: 2) = (m+1)(=1)™ (mod p), para m < p" — 2.

~ . —1 ; . . .
Demonstracao. Seja m = Y ", m;p'. Pelo Teorema anterior temos, para a primeira
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parte:

(") = CC) ) e

(p—l)...(p—mo))m((p—l)...(p—mn1)

my! My—1!

- <—(_1)m°m0!> (<_1)m"_17”—1!) (mod p)

mo!

Il
VR

) (mod p)

Analogamente para a segunda parte:

(") = Ca ) () e

_ ((p —2)...(p—mg — 1)) (—1)EE 8 (mod p)

m[)!

mo (mo + 1)‘

1) mapt d
ot (mod p)

(=1)

(mo + 1)(=1)Z= ™#' (mod p)

(m+1)(=1)" (mod p).

1.1.2 Funcao Traco

A aplicagao traco é extensivamente utilizada na solucao de problemas em corpos finitos.

Apresentaremos, abaixo, os resultados principais envolvendo traco.

Definicao 1.20. Sejam F, um corpo finito, K := Fn uma extensao de F, e o € K. O

traco de o sobre F, é definido por
Trgp, (a) == a4+af+ ... + ol
Diretamente da definicao, seguem as propriedades enunciadas na proposicao abaixo.
Proposigao 1.21. A funcao traco satisfaz as sequintes propriedades:
(a) Trg.r, (a0 + B) = Trg . 5, (@) + Trg . jr, (B), para todo o, 8 € Fyn;
(b) Trg, . /r,(Aa) = A Trg . r, (@), para todo X € Fy e a € Fyn;

8



CAPITULO 1. CONCEITOS BASICOS

(¢) Trg,. v, (@) = na, para todo o € Fy;
(d) Trg . r, (@) = Trg . p, (), para todo o € Fyn.
Dessas propriedades, segue o seguinte teorema.

Teorema 1.22. Seja a € Fyn. Trp, r,() = 0 se, e somente se, § — 37 = a, para algum
B e Fyn.

Demonstragao. Se existe 3 € Fgn tal que 3 — 87 = «, entao Trg,, /r, (@) = Trr_. /r, (8) —
Trg,. /r, (87) = 0, pelo item (d) da Proposicao 1.21. Por outro lado, suponha Trg,, /r, (@) = 0

e tome [, em alguma extensao de F», uma solucao de z — z? = . Entao, f — 9 =a e

n—1

O=a+al+...+af
=B =B+ (B =B +...+ (B~ B
=B =B B =BT g T
=5~ 57,

n—1

isso implica em 3 € Fyn. ]

1.1.3 Caracteres

Um conceito importante em teoria de grupos, que possui muitas aplicagoes em corpos
finitos, serd introduzido aqui. Além da definicao de cardter, serao apresentados varios

resultados acerca do mesmo.

s

Definicao 1.23. Sejam (G, +¢), (H, +u) grupos. Uma funcio ¢ : (G,+¢) — (H, +m) é

chamada de homomorfismo de grupos se

p(a+¢ b) = p(a) +u (b).

Defini¢ao 1.24. Seja G um grupo abeliano finito e U := {w € C : |w| = 1}, visto
como um grupo multiplicativo. Uma funcao x : G — U € chamada de cardter se for um

homomorfismo de grupos.

Exemplo 1.25. Se G é um grupo abeliano finito, a funcao 1 : G — C, definida por

I(xz) =1, para todo = € G, é um carater. A func¢do 1(z) é chamada de carater trivial.

Se o grupo G apresentado na Definicao 1.24 for (F,, +), dizemos que x é um cardter
aditivo e se for (I}, x), dizemos que x é um cardter multiplicativo. Note que o conjunto
formado pelos caracteres de um grupo G, o qual denotamos por G, é um grupo (munido da
operagao multiplicacao de caracteres). Com objetivo de apresentar um exemplo de carater,

definiremos o simbolo de Legendre generalizado para corpos finitos.
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Definicao 1.26. Seja q = p™, com p primo impar. Chamaremos de generalizacdo do
Simbolo de Legendre em IFy a funcdo (Fﬁq) :F, — {-1,1,0} C F, definida por

1, se a € um quadrado em F;
a
(IF_) =4 -1, seando éum quadrado em F}; (1.1.6)
q
0, sea=0.

Exemplo 1.27. Associaremos a generalizacao do Simbolo de Legendre, apresentada na

defini¢ao anterior, a seguinte fungao x, : (F;, x) = {=1,1} C {w € C: |w| = 1}, dada por

Ic, se (&) = lg,;

Fq (1.1.7)
—1((;, se (IE%) = _1]Fq'

Xq(a) ==
Definido dessa forma, x, ¢ um carater multiplicativo, a prova dessa afirmacao ¢ uma

aplicagao direta da seguinte proposicao.

Proposicao 1.28. Sejam a € I, e (]Fiq) o simbolo de Legendre generalizado. Entao

a) q=1
—_— =a 2 .
IE‘q

Demonstracao. Para a = 0, temos (%) =0=0". Agora considere a € I} e observe
que o'z éraiz da equacao z2 — 1 = 0, logo o' € {+1}. Entao, para chegar ao resultado,
basta provar que ' =1 se, e somente se, a ¢ um quadrado em F;. Assuma que a ¢ um
quadrado, isto é, a = b2. Entdo s = (bZ)% =prt=1.

q—1

Por outro lado, se a2 = 1 e a € F, é um elemento primitivo, isto é, F; = (a) =

{La,a?,...,a97?}, existe 0 < i < ¢ — 2 tal que a = a'. Notemos também que a'T =1,

j& que ordy: (o) = ¢ — 1. Com isso,
g—1 i(g—1) . 1, se i é par;
2
—1, se 7 é impar.

qg—1

Como assumimos a 2 = 1, i tem que ser par. Assim, a = o' = o?* = (o). O

No que segue, os grupos apresentados serao munidos de multiplicacao, que iremos

denotar apenas pela justaposicao.

Teorema 1.29 ([13], Corolério 5.3). Seja G um grupo abeliano finito e g1, g2 € G dois
elementos distintos. Entdo existe um cardter x € G tal que x(g1) # x(g2)-

Teorema 1.30. Se x : G — U ¢ um cardter nao trivial, entao

> x(g) =0.

geG

Demonstragao. Como y é nao trivial, existe h € G tal que x(h) # 1, daf

10
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x(h) > x(g) = > x(h)x(g) = > x(hg) = > x(9)-

9€G geG geG geG

Assim,

(x(h) =1) >_ x(9) =0,

geG
o que implica em
> x(g)=0.
geG
O
Corolario 1.31. Sejam x,v : G — U caracteres nao triviais. Entao
— 0, se x # v;
2. x(9)v(g) =
9€G |G|, se x =1.
Demonstragao. Primeiramente notemos que x(z)x(x) = ||x(z)|| = 1. Entdao x ™' =X no

grupo dos caracteres G. Sendo assim, se x # 1, x¥ serd um carater nao trivial. Com isso,

do Teorema 1.30, segue que

> x(9)¥(g) = 0.

geG

Para o caso em que x = 1, teremos

> x(@)vlg) = > x(9)x(g) = X Ix(x)| = X 1 =Gl

9€G 9€G geG geG

Teorema 1.32. Seja G um grupo abeliano finito e g € G\{1}. Entao

> x(g) =0.

x€G

Demonstracgao. Definimos @ : G — U um carater do grupo @, com ®(x) := x(g). Pelo
Teorema 1.29, existe ¢ € G tal que ¥(g) £ (1) =1, logo () # 1, isto é, & é nao trivial

e vale o Teorema 1.30, isto é,

> x(g)= > ®(x)=0.

XE"G\I xe@
O
Teorema 1.33. Seja G um grupo abeliano finito. Entio |G| = |G|.
Demonstragao. Pelos Teoremas 1.30 e 1.32, temos
Gl = > > x(9) = > 2 x(9) = [G].
QEG Xe@ Xe@ QEG
O

11
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Teorema 1.34. Seja G um grupo abeliano finito e g, h € G. Entdo

S o =14 %7 7

xeG |G|, se g=h.

Demonstragao. Primeiramente observemos um fato geral sobre caracteres: x(g)x(g7!) =

x(gg™") = x(1g) = 1 = x(9)x(9), logo x(g71) = x(g). Sendo assim, se g # h, basta
utilizarmos o resultado do Teorema 1.32 no elemento gh™! para obtermos

> x(9x(h) = 3 x(g)x(h™") = 3 x(gh™") =0.

x€G x€G x€G

Para g = h, segue do Teorema 1.33 que

Y x(9x(9) =Y 1=IC| =G|

x€G x€G
]
Corolario 1.35. Seja f : F, - F, e N, := [{x € F, : f(z) = a}|. Entao
:UE]Fq XG]Fq
Demonstragao. Pelo Teorema 1.34, temos:
—ZZ ZIFH > 0= 1=HoeF,: f(@)=a}|= N,
xEFq XGFq zely z€Fy zelF,
f(z)=a f(@)#a f(@)=a
]

Visando facilitar o entendimento sobre os resultados apresentados até aqui sobre

caracteres, apresentaremos uma aplicacao.

Aplicagao 1.36. Para toda fungao [ : Fy — F,, definimos

N(f(z1,. . 2n) = 0) = [{(as,...,a,) €Fy : fay,...,a,) =0}, (1.1.8)

isto é, N(f(y,...,2,) = 0) é o nimero de solugdes de f(zy,...,r,) =0 em Fy. Podemos
perguntar, por exemplo, qual o valor de N(2? + 3% = 1). A resposta para essa pergunta
pode ser encontrada usando o cardter multiplicativo x,, apresentado no Exemplo 1.27, e os
teoremas apresentados até aqui. Antes, observamos que contar as solucoes de x2 + 3% = 1

¢ 0 mesmo que contar:

e quatro vezes as solugoes de a + b = 1, considerando apenas os elementos a,b € F

que sao quadrados, uma vez que teremos as solugoes (++/a, j:\/l_));

e mais as solugoes (z,y) = (£1,0) e (0, £1).

12
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Usando o fato que

1, se a=0;
1+ xq(a) = 2, se a € F; é um quadrado;

0, se a € F} nao ¢ um quadrado,

podemos escrever

N@+y* =1) = D (14+x(a) (14+xg0) = D 1+ Y xgla)+ Y xg0)+ Y xq(ab).

a,bely a,bel, a,bel, a,belfy a,bely
a+b=1 a+b=1 a+b=1 a+b=1 a+b=1

Donde o primeiro somatério vale ¢, o segundo e o terceiro, pelo Teorema 1.30, valem

zero e para o ultimo temos:

Zanb ZXq 1—a = Z Xq(a®)xq(a™ ZXq

a,belF, aclFy aclky z€F,
atb=1 ag{0,1} o#—1

Usando os Teorema 1.30 e Proposicao 1.28, juntamente com a definigao de x, apresen-

tada no Exemplo 1.27, temos

q—1
D (@) = —xo(=1) = (=)=
z€lF,
r#£—1
Dai segue que

q—1

N@'+y’ =1)=q—(-1)7.

1.1.4 Curvas Elipticas

Assim como em corpos infinitos, o estudo de solugoes de curvas em corpos finitos é
importante e aparece em diversos problemas. Os teoremas que apresentaremos nesta se¢ao
serao utilizados na contagem de binomios de permutacao, que sera feita no Capitulo 2.

Para isso, precisaremos do conceito de curva eliptica.

Definicao 1.37. Se f(x1,...,x,) € Fylx1,...,2,] e definimos E : f(xy,...,2,) =0, 0

conjunto de pontos em Ky que sao raizes de f. Chamamos E de hipersuperficie.

Para n = 2 e n = 3, uma hipersuperficie é chamada de curva e superficie, respectiva-

mente.

Definicao 1.38. Sejam f(z1,...,2,) € Fylz1,...,2n) e E ¢ f(x1,...,2,) = 0 uma

hipersuperficie sobre IF,. Definimos

E(Fy) :={(a1...,a,) €Fy: fay...,a,) =0} U{oc},

o conjunto de pontos que estao na hipersuperficie.

13
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Definicao 1.39. Seja f(x,y) € F [z, y]. Consideremos a curva

E: f(zx,y)=0

com ay, Gy, as, as, a5 € F,. Um ponto p € E(F,) é um ponto de singularidade se ,a—f(p) =0

oz
of _
¢ 5, (p) =0.
Se uma curva nao possui pontos de singularidade, dizemos que a curva é nao singular.

Definicao 1.40. Se ay,as,as,a4,a5 € Fy, a curva
E y2 + a1y + a2y = 3+ a3x2 + ayx + as,
¢ chamada de curva eliptica se for nao singular.

Em corpos com caracteristica diferente de 2 e 3, podemos fazer uma mudanca de
variaveis afim para transformar E : y2 + a1y + a2y = 2%+ asx? + aqx + a5 em E' y2 =
23+ Az + B, com A, B € F,. Com essa mudanga, as condiges necessérias para que E seja
uma curva eliptica se resumem em char(F,) { 16(4A3 4 27B?). Essa nova forma nos permite
enunciar um teorema importante envolvendo o niimero de pontos em curvas elipticas sobre

[F,. Para provarmos tal resultado, precisaremos do seguinte lema.
Lema 1.41. Se k € Z™, entao vale
Zak: 0, seq— 11k ouk=0;
acF, —lseqg—1|kek#0,

onde 0° := 1.

Demonstragao. Seja Sy, = -, cx, a®. Temos

50:Za0221:q:0.

aclFy aclFy

Se (g —1) | k, entdo k = (g — 1) e assim

Sk = Z ae= = z:(al)q_1 =0+ z:(al)q_1 = Z l=q—-1=-1.

a€lFq a€lq ackFy aclF?

E por fim, se ¢ — 11 k, tomamos g € [F;, um elemento primitivo e assim

S =4g" Z a = Z(ga)k = Z at = S,.

a€lFq a€lFq a€lFq
Dai segue que
e como g é um elemento primitivo, ¢¥ # 1, que implica em S;, = 0. O]

14
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Ainda utilizando os caracteres, podemos provar o seguinte resultado envolvendo o

nimero de pontos de curvas elipticas sobre corpos finitos de tamanho p primo.

Teorema 1.42. Seja E : y* = 2° + Az + B uma curva eliptica sobre F,,. O nidmero de

pontos de E sobre F), satisfaz

127

p;l 2l p—1 p—1
BEN-p-1=- 3 (3] (s )BT 245 ot )
2

=25
Demonstracao. Utilizando a Definigao 1.26 e o cardter x, apresentado no exemplo 1.27,
temos
EF,)| =1+ [1+xp(a®+Az+B) =p+1+ Y xp(a° + Azr + B).
z€F, z€Fy

Pela Proposigao 1.28, temos

pr(x3+Ax+B) = Z(wg—i—Aw%—B)%

z€lF, <y
p—1
=330 ( 7 )ofe? + AyB
$€Fp 1=0 !
- .

2 p%l p=1_, 1 ¢ 2j I
= Z . |B2 Z oA
2\ ; —\J

cF im0 j=0
p—1 .
7 —1 ,
Y. i J\J
== ZEFp

Pelo Lema 1.41, o tltimo somatério ¢é diferente de zero apenas se 2j+i =0 (mod p—1)
e 27 + 1 # 0, e nestes casos o valor da soma é —1. Observe que o maior valor que 2j + i
assume € 2 - p%l + ’%1 = @ < 2(p —1). Logo, apenas nos interessam os valores em que

2j+1=p—1,isto é

> N (7 g gt 2j+i 5] = 21 p=l_9] 42i—p=1=2
2 AIBR=T Ji = 2 B2 42—
; §=0 ( i > (]) ’ Z o Z ( 9] > (p12l> 2 2

z€lF, I=[2=1] 2

Il
|
-
VR
SRl
—
~~_
7~ N\
S
I 'L N\
N
N~
oy
]
ML
|
N
s
@
|
=
o
(o}
=
S~—

Isso prova o enunciado. O

Associado a esse teorema, utilizaremos o resultado abaixo. Este teorema é equivalente
a Hipotese de Riemann para curvas elipticas sobre corpos finitos. Sua demonstragao é nao

trivial e pode ser encontrada em [19)].

15
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Teorema 1.43 ([19], Capitulo V). Se E : y*> + ajzy + asy = 2 + a3x® + a4x + a5 € uma

curva eliptica sobre Fq, entdo existe w € C, com |w| = /g, tal que
|E(Fp)|=¢"+1—w"—w",
para todo n € N.

Os dois ultimos teoremas nos permitem calcular o nimero de pontos de curvas elipticas

sobre [F,, como veremos na aplicacao abaixo.

Aplicagao 1.44. Seja E : y*> = 23 4+ 1 uma curva sobre Fagsn. Pelo Teorema 1.42, temos

2831 141
|E(Fag3)| =1 — (@) =1- (94) =252=-31 (mod 283).
Por outro lado, pelo Teorema 1.43, temos que ||F(Fos3)| — 283 — 1] = | —w —w| <
|2¢/283] = 33. Sendo assim, |E(Fog3)| = 283 + 1 — 32 = 283 + 1 — 2R(w), e obtemos
R(w) = 16. Como |w| = /283, segue que F(w) = v/283 — 162 = 31/3. Assim, novamente
utilizando o Teorema 1.43, obtemos o niimero de pontos de E sobre qualquer extensao de

Fag3, que é dado por
| E(Faggn )| = 283" 4+ 1 — (16 + 3v/30)" — (16 — 3v/30)™.

Utilizaremos a ideia desta aplicacao na contagem de binomios de permutacao, que sera

feita na Segao 2.4.2.

1.1.5 Polinémios

Comecaremos a apresentar os principais resultados envolvendo polinomios. Iniciaremos

com Teorema de Interpolacao de Lagrange.

Teorema 1.45. (Polinomio de Interpolagao de Lagrange para Corpos Finitos) Seja F, um
corpo e sejam ay, . . ., a, elementos distintos de F, e by, ...,b, € F, elementos quaisquer.
Eziste um unico polinomio f(x) € Fylx] com grau < n tal que f(a;) = b;, para todo i =

0,...,n. Esse polinomio é dado por:

Demonstragao. Note que

n n n
o ) ag—a; ag—a; o
flag) = sz ' H e = be H prer bx, para todo k=0,...n.
=0 j=0,j7#1 J=0,j#k
Agora mostraremos a unicidade. Para isso, devemos observar que fixados ay, . . ., a,, existem

¢"*! formas possiveis de escolher os valores dos b;’s, e para cada uma dessas escolhas
existe um polinomio de interpolacao de Lagrange equivalente. Mas existem apenas ¢"*!

polinomios com grau < n, dai segue a unicidade. O]
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Corolario 1.46. Seja ¢ : F, — F, uma funcao qualquer. Eziste um unico f(z) € F,[z] de
grau < q — 1 tal que f(a) = ¢(a), para todo a € F,.

Usualmente, utilizamos outra férmula para esse polinomio, dada por:

f(x) =) ela)1— (@ —a)). (1.1.9)

acly

A interpolacao de Lagrange, apesar de modesta, é muito utilizada na matematica em
geral, principalmente em matematica aplicada. Mas em corpos finitos a interpolacao tem
aplicacoes mais robustas, ja que é possivel descrever com precisao qualquer funcao que
se deseje. Neste texto, a interpolagao de Lagrange sera largamente usada, em especial no
Capitulo 3, onde usaremos tal técnica para descrever o niimero de coeficientes nao nulos
de determinados polinomios.

Com essa introdugao sobre corpos finitos é possivel perceber que, pela forma simples
que apresentam, a maior parte das perguntas que sao pertinentes em corpos infinitos se
resolvem facilmente em corpos finitos. Quando se trata de polindmios de permutacao,
surgem muitas perguntas que nao tem relevancia em corpos infinitos, mas que aqui se
mostram bastante interessantes. Parte dessas perguntas, acompanhadas de suas respostas,
serao apresentadas na préxima secao. No decorrer de todo esse texto, serao apresentadas
varias outras perguntas, nao todas com respostas conhecidas, que instigaram e instigam
os matematicos, e que estao sendo alvo de atencao atualmente na area de Polinomios de

Permutacao sobre Corpos Finitos.

1.2 Polindmios de Permutacao

Nesta secao, daremos algumas definigoes e resultados importantes sobre o tema principal
deste texto. No decorrer do texto, se tornara evidente que uma das dificuldades enfrentadas
por quem estuda polinomios de permutacoes sobre corpos finitos é encontrar familias
explicitas. Inicialmente daremos algumas condi¢oes necessarias e suficientes para que
um polinomio seja uma permutacao e, em seguida, apresentaremos alguns exemplos de

permutagoes. Comecaremos essa jornada definindo formalmente o que é uma permutagao:

Definig¢ao 1.47. Dizemos que um polinomio f(z) € F,[z] € de permutagdo sobre F, se
a fungio avaliagao valg,(f) : Fg — Fy, definida como valg,(f) : x — f(x), permuta os

elementos de .

Teorema 1.48 ([13], Lema 7.1). Seja f(x) € Fylz| e valg,(f) : Fy — F, sua funcao

avaliacdo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) f(z) € um polinomio de permutagdo sobre Fy;
(ii) A fungdo valg,(f) : x — f(x) € sobrejetiva;
(iii) A funcdo valg,(f) : x — f(x) € injetiva;

17
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() Para todo a € Fy, a equacdo f(x) = a tem uma unica solugio em F,,.
E com isso, temos de imediato o seguinte corolario.

Corolario 1.49. Seja f(z) € Fy[x] € um polinomio de permutagdo. Entao existe g(z) €

F,[z] tal que g(f(x)) =z (mod z? — x) para todo x € F,.

Com os seguintes lemas, provaremos um resultado classico que nos permite decidir se

um polinomio é uma permutacao.

Lema 1.50. Sejam f(x),g(x) € Fylz] tais que f(a) = g(a), para todo a € F,. Entao
f(z) = g(x) (mod x7 — x).

Demonstracao. Notemos que todo a € F, é raiz do polinomio f(z) — g(x). Observe
também que z? — x ¢ o polinomio de grau minimo que tem todos os elementos de F,
como raizes. Com isso, concluimos que (z? — z) divide (f(x) — g(x)). Logo, f(x) = g(z)
(mod x7 — ). O

Lema 1.51 ([13], Lema 7.3). Sejam ay, . ..a,—1 € F,. As sequintes afirmagdes sio equiva-

lentes:
(a) ag,...a,—1 sao distintos;

q—1 0, parat=1,... q—2;
(b) > ai=
i=0

—1, parat=q—1.

Demonstragao. Fixado i € {0,...,q — 1}, definimos

q—1
filz) =1— af_l_]x]
j=0
Notemos que se a; # 0,
q—1 g—1
fz(az)zl— af_l_]aZ:l—lel—q:L
Jj=0 Jj=0

e no caso em que a; = 0, f(0) = 1. Observamos também que

q—1

fih) =1=) a? "7V para todo b # a;.

<
I
o

Temos ainda:

q—1 .
e Sea;=0eb+#0,entao > al W = 1.

J=0

q—1 .
e Sea; #0eb=0, > a7 =1.
=0

J

18
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e Sea; #0,b#0ea#b,

q—1 q—1 q q—1
a7 = (a0 =D (a0 (a7 'b) (0 'b)° = 1—a "b+(a'b) > (a7 D),

j=0 j=0 j=1 j=0
e assim,

q—1 _

PR l—a'b )
=i 1—a1b
7=0

f(x) = ifi(x 3 [qzo al™'" J] i :2 [gag‘l‘j} 2’ (1.2.1)

Notemos que f(a) =[{0 <i < —1:a = a;}| (mod p), onde p é a caracteristica de F,,.
Sendo assim, f(a) = 1 para todo a € F, se, e somente se, todos ay, . . ., a,—1 forem distintos.
Além disso, pelo Lema 1.50 e analisando a equacao (1.2.1), f(a) = 1 para todo a € F, se,

e somente se, a condigao (b) segue. Portanto, o resultado estd provado. O]

Teorema 1.52. (Critério de Hermite) Seja F, um corpo finito de caracteristica p. Um
polinémio f(x) € Fylx] é um polindmio de permutagio de F, se, e somente se, os sequintes

itens sao verdadeiros:
(i) f(z) =0 tem apenas uma solu¢iao em F,;

(i1) A redugao f(x)! (mod x9 —x) tem grau < q — 2, para todo 1 <t < q—2, comt %0
(mod p).

Demonstragao. Assumimos que f(z) é um polinomio de permutagao. (i) segue trivial-
g—1 )

mente. Pelo Lema 1.50, podemos assumir que f(z)' = > bl(-t)a:Z (mod x? — z). Para (i7),

usaremos o polinomio de interpolacao de Lagrange, dado por

f@) =3 fa)(1-(z-a)") (mod 27— x).

a€ly

Igualando os coeficientes de grau g — 1 temos que b((f_)l = — > f(a)". Como f(z) permuta
a€ly
os elementos de I, pelo Lema 1.51,

> f(a)) =0, paratodot=1,...,q— 2,

aclfy

que implica na condigao (7).
Por outro lado, Suponha que valem (i) e (i7). De novo, pelo Lema 1.51 e a interpolagao

de Lagrange para f(x)', que nos mostra a igualdade bgfll = — > f(a)'. Notemos que (%)
a€lFy
implica em

S fla)t = -1,

a€ly
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Assumindo (ii), dado t € {1,...,q — 2}, com t = mp* e mdc(p,m) = 1, teremos:

X pk (m) pk
> @) =5 fom = (3 fam) = (-um) o
a€lfg a€lFq a€lfq
Logo, pelo Lema 1.51, o resultado segue. O

Corolario 1.53. Sed > 1 € um divisor de ¢—1, entdo nao existe polinomio de permuta¢ao

de grau d.

Demonstracao. Seja f(z) € F,[z] um polinomio qualquer de grau d, isto é, f(x) =
d B ot
> a;x', com ag # 0. Entao f%(x) =ay? 297t + g(z), com grau(g) < q — 2. Pelo critério

i=0
de Hermite, segue que f(x) ndo é um polinémio de permutagao. Como f(x) era arbitrario

de grau d, concluimos que nao existe polinomio de permutacao de tal grau. O

Outro resultado importante da condigoes necessarias e suficiente para que um polinomio

seja uma permutagcao.

Teorema 1.54. Um polinémio f(x) € F x| € um polinémio de permutacio de F, se, e

somente se,

> x(f(a)) =0

a€clF,

para todo cardter aditivo nao trivial x de IFy.

Demonstracao. Se f(z) é um polinémio de permutagao, entdo pelo Teorema 1.30,

> x(fla)) = X x(a) = 0.

aclF, aclF,

Por outro lado, suponhamos que > x(f(a)) =0= > x(a), para todo carater aditivo

a€lfq a€lq

nao trivial x € I@. Se a € F,, definimos N, = [{x € F, : f(z) = a}|. Pelo Corolario 1.35,

Y= 23 (S aei@)

Y@ @)
S (EO) M ETEIES SEC) ST
z€F, FEls €l

1
=-Y"1

=1.

Como a foi tomado arbitrariamente, concluimos que f(x) representa uma funcao injetiva.

Segue do Teorema 1.48 que f(x) é um polinémio de permutacao de F,. O
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Tendo apresentados essas formas de distinguir polinémios que sao permutacoes em [F,,
seguiremos apresentando exemplos simples de polinomios de permutacoes que sao obtidos

com conceitos e resultados elementares.

Teorema 1.55. Seja F, um corpo finito. As sequinte afirmagoes sao verdadeiras:
(1) f(z) =ax+b e F,z] é um polinomio de permutacao para todos a,b € F,, com a # 0;
(it) f(x)=a™ € Fy[z] € um polinémio de permutagao se, e somente se, mde(n,q—1) = 1.

Demonstragao. (i) ax + b é invertivel, com inversa ‘TT_b, logo é uma permutacao.
(i7) Note que o 0 é deixado fixo, uma vez que f(0) = 0™ = 0. Para os elementos de
[, utilizaremos o fato deste ser ciclico gerado por algum elemento g € F;. Sejam ¢, j €

{1,...,q — 1}, entdo as seguintes implicagdes sdo verdadeiras:

2" é Polinomio de Permutacao < ¢ # ¢’", para todo i # j
& ¢ £ 1, para todo i # j
e n(i—7)#0 (mod g — 1), para todo i # j
< mde(n, g — 1) = 1.

1.3 Grupos de Polinomios de Permutacao

Nesta se¢ao estaremos interessados em discutir as propriedades do conjunto de polino-

mios de permutacao de F,, que denotaremos por S(F,).

Teorema 1.56. O conjunto S(F,), munido de composi¢io de polinomios, sequida de

redu¢ao (mod x? — x), € um grupo.

Demonstracao. Utilizando o Teorema 1.48 e Lema 1.50, concluimos que S(FF,) é fechado
para composicao. Associatividade segue trivialmente. O elemento neutro da composigao
é f(x) = z. Por fim, se f(x) € S(F,), pelo Coroldrio 1.49, existe g(x) € S(F,) tal que
g(f(x)) =z (mod z? — x). O

Pelo Corolario 1.46, existe polinomio para representar qualquer permutacao que se
deseje em . Sendo assim, S(F,) é isomorfo ao grupo de permutagao de ¢ elementos 5.
Isso ¢é animador, uma vez que as propriedades de S, sao amplamente conhecidas. Uma das

propriedades mais importantes, e que sera til, é o seguinte resultado.
Teorema 1.57 ([7], Lema 2.10.2). Toda permutacao € produto de 2-ciclos.

De fato, é possivel reduzir ainda mais o nimero de geradores, observando que (ab) =

(la)(1b)(1la). Traduzindo esse resultado para S(F,), temos que qualquer polinoémio de
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permutacao pode ser escrito como composicao de polinomios de permutacao que trocam
apenas 0 e a € .
Motivado a estudar propriedades do grupo de polinémios de permutagoes S(F,), no

ano de 1953, L. Carlitz [4] provou o seguinte resultado.

Teorema 1.58. Se f(z) € S(F,), com q¢ > 3, entao f(x) pode ser expresso como composi-

¢oes de polindmios lineares ax + b, a,b € F,, com a # 0, e inversoes 72,

Demonstracao. Primeiramente, definimos

fa(z) := —d® [((w B a] q72’

e observamos que f,(a) =0 e f,(0) = a. E também, para todo = € F,\{0, a}, temos

q—2

fa(z) = —a® [((as —a)T? 4 a_l)qu — a}

_ q—2
= —d? [((:1: —a) ' +a )’ - @}
- _1 q_2
x
= —a® || ——— —a
=
, [(z —a)a —az]"?
= —Q _—_—
i x
= .
Com isso, basta utilizar o Teorema 1.57 para obtermos o resultado desejado. O

Corolario 1.59. Se ¢ > 3 e a € um elemento primitivo de F,, entao S(IF,) € gerado por

flz):=az, z+1 ex??

Demonstracao. Pelo teorema anterior, basta mostrar que ax + b, com a,b € F,, pode
ser escrito como composicao de funcoes da forma ax, z + 1 e 2972, Sabemos que existem
ta,tp € N tais que a = a'e, b= a' e t, > t, > 1. Denotaremos a composicao de f(z), com

ele mesmo, s vezes por f)(x). Assim, se b # 0,
ar +b= f(tb) (f(ta—tb)(l») + 1)

Para b = 0, basta observar que
ar = fU)(z).

Com isso, o resultado segue do Teorema 1.58. [

Exemplo 1.60. Tome o polinomio f(z) = z” + 225 + 22* + 22% € Fy[z|. Para verificar se

f(z) é um polonémio de permutagao sobre Fg poderiamos usar o Critério de Hermite 1.52
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ou o Teorema 1.54 ou simplesmente calcular o valor de f(a) para todo a € Fy. Mas, se

observamos que
7+ 22° + 22 4 222

/()

(27 + 228 +22° + 2 + 2 4+ 3)7
=((@"+22° + 2t + 22 + 2+ 4)" +2)7
=(((z+2)7"+2)"+2)" (mod 2’ — z),

segue imediatamente, do Teorema 1.58, que f(z) é um polindmio de permutacao de Fg.
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CaPIiTULO

Classes de Polindomios de Permutacao

No primeiro capitulo, mostramos formas de decidir se um polindomio é uma permutacao
sobre F,. Mas, computacionalmente, seria interessante conhecer classes de polinomios que
sempre fossem permutacoes se o corpo finito satisfizesse hipdteses de facil verificacao, de
forma que nao se faga necesséario checar se todas as hipoteses apresentadas no Teorema 1.52
(Critério de Hermite) sao satisfeitas. Com essa preocupagao, surgem diversas conjecturas
(por exemplo, ver [11] e [10]), algumas das quais ja foram comprovadas, e serdo apresentadas
neste capitulo, juntamente com referéncias onde poderao ser encontrados diversos outros

resultados.

2.1 Polinéomios de Permutacao Classicos

Nesta secao, apresentaremos os primeiros resultados importantes envolvendo polinomios
de permutagoes sobre corpos finitos e que também serao utilizados nas préximas secgoes.
Como ja haviamos observado no Teorema 1.10, se ¢ = p", entao F, é um espaco vetorial
sobre F,,. E quando se fala em espacos vetoriais, muito se sabe. Exploraremos entao um
fato conhecido de algebra linear sobre transformagoes lineares: uma transformacao linear é
injetiva se, e somente se, o seu nucleo é trivial. Sabendo disso, vamos ao enunciado. De

fato, esse resultado é consequéncia imediata do Teorema do Ntcleo e Imagem.

Teorema 2.1. Seja F, um corpo finito de caracteristica p. O polinomio

m

f(x) = Zaixpi, a; € Fy,

i=0
chamado de polinomio linearizado, é um polinomio de permutagdo sobre F, se, e somente

se, f(x) nao possui raizes nao nulas.
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Demonstracao. Como ja observamos no Teorema 1.10, F, é um espaco vetorial sobre
[F,. Entao, se mostrarmos que f(z) é uma transformagao F,-linear, o resultado seguira do
Teorema do Nucleo e Imagem para transformacoes lineares. Observamos, pelo Lema 1.17,

que
flz+y) = Zal x+y)? Zal :Up —|—y Za P +Za yp = f(x)+f(y),Vx,y € F,.
=0 =0

Além disso, para todo A € F, e j € N, M = )\, assim

=> a(\x)” —Zamp —/\Zazxp — Af(z), para todo = € F,, A € F,,.
=0 =0

Concluimos que f(z) é uma transformacao F,-linear. Como uma transformagao linear é
injetiva se, e somente se, o seu nicleo é trivial, pelo Teorema 1.48, concluimos que f(x)

serd uma permutacao se, e somente se, zero for a tnica raiz de f(x) em F,,. O

Como vimos nesse teorema, todo polinémio f(z) = >\, a;z” | com a; € F, é¢ uma
transformacao Fj-linear em F,. De fato, polinomios dessa forma representam todas as
transformacoes [F)-lineares em [F,, como veremos no Teorema 2.6. Com o propésito de provar
tal teorema, apresentaremos alguns resultados envolvendo bases de F, como FF,-espaco

vetorial. Comecaremos pela seguinte definicao.

Definicao 2.2. Seja F, um corpo finito e Fpn qualquer extensao. Uma base da forma
{a,al,... ,oﬂn_l} de Fyn sobre F,, para algum o € Fyn adequado, é dita base normal e o

é chamado de elemento normal.

Associada a essa definicao é comum encontrar o seguinte resultado, cuja demonstracao

pode ser consultada na referéncia.

Teorema 2.3 ([13], Teorema da Base Normal). Para qualquer corpo finito F, e qualquer

extensao Fon, existe uma base normal de Fyn sobre IF,,.

Esse teorema mostra que sempre existe uma base normal. Mas, como saber se um
elemento é normal? A resposta para essa pergunta é uma aplicacao do seguinte teorema,

cuja demostracao também pode ser encontrada em [13].

Teorema 2.4 ([13], Coroldrio 2.38). Sejam a, ..., 0, € Fpn. Entio {oq,...,0,} € uma

base de Fgn sobre I, se, e somente se,

(0751 [6%) Qa3 [67%
q q q q
@y o) Qa3 Ay
det , ' _ # 0.
qn 1 qn—l qn—l qn,1
Qa4 (07 Qg (074

25



CAPITULO 2. CLASSES DE POLINOMIOS DE PERMUTACAO

Observacao 2.5. Pelo Teorema 2.4, uma condi¢ao necessaria e suficiente para um elemento

a € Fyn ser normal é que

2 n—1
a a? ot af
2 3
af a? ot o
det ' # 0.
n—1 n—2
af a ol af

Teorema 2.6. Seja f : Fyn — Fyn uma transformacao Fy-linear. Entdao existem tinicos

a,...,an € Fgn tais que
n—1

flx) = Z aix?, a; € Fyn

=0

Demonstragao. Sabemos que uma transformagao linear é unicamente determinada pela

imagem dos elementos da base. Sendo assim, o primeiro passo é fixar uma base. Pelo

Teorema 2.3, existe um elemento normal a € Fyn sobre F, (isto é, {a,. qnfl} ¢ uma
base de Fn sobre F,). Se definirmos b; := f(a? ) para provar esse teorema basta encontrar
ap, . .., an € Fgn tais que

-1

n—1
J J J+i
aq :E a;(a®) E =
=0

que pode ser reescrito como

« al ot q ao bo
2 3
a?  a? ot « ay by
. = . (2.1.1)
—~1 —2
7 Q ol 7 ap—1 bnfl
Pelo Teorema 2.4, como « é um elemento normal, temos
Q A S
2 3
al o o ... «
det | o .| #0.
—1 -2
at” a o al”
Logo, o sistema linear de equagoes (2.1.1) tem exatamente uma solugao [ag, . . ., a,_1]7.

]

Depois de termos discutido os resultados basicos envolvendo os polindmios que sao
transformacoes lineares, passaremos aos resultados envolvendo polinémios gerais. Contudo,

para entender a motivagao dos proximos resultados, comecaremos pela seguinte proposicao.
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Proposigao 2.7. Seja f(z) € Fy[x] um polinomio qualquer com grau n < q — 1. Entdo
f(x) pode ser escrito na forma ax’”h(x%l) + 0, com h(x) € Fy[x] monico, com a € F};, b €
F,,r,m € N em|(q—1). Além disso, h(z) satisfaz a sequinte propriedade: se h(x) = g(z*)
para algum g(x) € Fy[z] e k > 1, entdo mde(k,m) = 1.

Demonstracgao. Sabemos que
f(@) = an(z" + an_n, 2" ™ + ... F app, ") + b, (2.1.2)
onde an,an—pn;, #0en; <n,j=1,... k. Agora, facamos r := n — n;, e definamos
d:=mdc(n—rn—my—r,...,n—np_1—r,q—1), (2.1.3)

1 .
e m = T~ Assim,

f(z) = ax'rh(xq%) +b. (2.1.4)
Onde h(z) = 2% + appn, T + ... + Gpepy_, TF 1 + Ay, €0 = 255 € €; = "= com
j=1,...k Além disso, mdc(eo,...,ek_l,%) =1. O

Notemos que, pelos Teoremas 1.55 e 1.56, f(x) = axTh(xq%) + b é um polinémio de
permutacao se, e somente se, a;”h(xqr%l) ¢ um polinomio de permutagao. Tendo isso em
mente, fica claro que basta considerar os polindmios dessa forma. Sabendo disso, alguns
autores comecaram a explorar os polindbmios de permutacoes para encontrar condicoes
necessdrias e suficientes para dizer se um polinomio ¢ uma permutacao de F,. Dentre
esses resultados encontra-se o que apresentaremos a seguir, apresentado originalmente por
Daqing Wan e Rudolf Lidl [21] e reescrito, da forma como enunciaremos aqui, por Yann

Laigle-Chapuy [9]. Para a prova do resultado, precisaremos da seguinte definigao.

Definigao 2.8. Seja o um elemento primitivo de ¥y e w € Fy, o logaritmo discreto de w

na base a, escrito como log, (w), é o menor inteiro nao-negativo n tal que w = .

Teorema 2.9 ([21], Teorema 1.2, [9], Teorema 2.2). Sejam a um elemento primitivo de
Fy, m,r € Z" tais que m|(q¢ — 1) e h(z) € Fylz]. Entdo, f(z) := xrh(x%l) ¢ um polinomio

de permutagao de F, se, e somente se, as sequintes condi¢oes sao satisfeitas:
(i) mde (r, %1) =1,
(ii) h(ai) # 0, para todo i; 0 < i< m;

q—

(iii) f(of) # f(ad), para todo i,j; 0<i<j<m.

Demonstragao. Primeiramente, observamos que se f(x) é um polinémio de permutagao,
entao 0 deve ser a sua Unica raiz e, com isso, concluimos que (i7) é necessario. Sendo assim,
podemos assumir que (ii) é verdade, de forma que f(x) serd uma permutagao se, e somente

se, (i) e (ii7) forem satisfeitas. Tendo adicionado essa hipétese, resta mostrar que f(x)
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gq=1
permuta os elementos de ;. E isso equivale a dizer que f (aF) = akrloga (h(a® 7)) gera

valores distintos para 0 < k < ¢ — 1. Note que k£ tem uma unica representacao da forma

k=i+mj, com0<i<m-—1le0<j<LTt—1, (2.1.5)

Sendo assim, para que f(z) seja um polinomio de permutagao é necessario (e suficiente)
que l; ;== (i +mj)r + loga(h(a(”mj)qm;l)) =mjr +ir + loga(h(ai%)) assuma todos os
restos moédulo ¢ — 1. De fato, fixando i, mjr assume valores distintos modulo ¢ — 1 se, e
somente se, mdc(r, %1) = 1. Logo, [; ; assume todos os valores médulo ¢ — 1 se, e somente
se, mdc (r, %1) =leir+ loga(h(a"qm;l))(() <1 < m — 1) percorre todos os restos médulo

m. O primeiro equivale ao item (7) e o segundo é o mesmo que dizer que:

h(ad 5
log,, <O‘—_) Z£7(j—i) (modm)VO0<i<j<m, (2.1.6)
h(a?™m)
ou ainda,
M £ a0 Y0 < i< <m. (2.1.7)
h(a? =)

Que é o mesmo que

Fla)5 # fe)5 Vi 0<i<j<m. (2.1.8)

Assim, o teorema esta provado. n

Como caso particular do teorema anterior, mostraremos o seguinte resultado, que pode

ser encontrado em [13].

Corolario 2.10 ([13], Teorema 7.10, [21], Corolédrio 1.4). Sejam a um elemento primitivo
de F,, m,r € Z*, tais que m|(qg — 1) e mde(r,q — 1) =1 e h(x) € F [z]. Entao, f(x):=
:crh(x%)m ¢ um polinomio de permutacao de F, se, e somente se, h(:cqr%l) nao tem raizes

*
em IE‘q.

Demonstracao. Assumindo que f(z) é um polinémio de permutagao, segue do Teorema
g—1 ~ p
2.9 que h(x"m ) ndo podera se anular em [F}.
. . g=1 ~ , * / . \
Reciprocamente, assumindo que h(xz = ) ndo tem raizes em [F;, que é equivalente a
condigao (77) no Teorema 2.9, e teremos ainda, no caso em que « é um elemento primitivo

de F, que:
F@)5 = ah(a’ " )™ = o' £ i = f(od)® Vi g 0<i<j<m.

Com isso, pelo Teorema 2.9, segue que f(x) é um polinomio de permutagao. O

Note que esse enunciado é mais forte que o apresentado em [13], uma vez que a reciproca

¢é verdadeira.
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Exemplo 2.11. Seja F, um corpo finito com ¢ = 1 (mod 3). Tome f(z) = 2 h(z'5 )3,
Pelo Lema 1.50, basta considerar h(z) da forma 2 + ax + b € F,[z]. Utilizaremos o
Corolério 2.10 para verificar quando f(x) é um polindémio de permutagao sobre F,. Pelo
resultado apresentado no corolario, basta verificar se as raizes ciibicas da unidade sao
raizes do polinomio h(x). Suponhamos que as raizes cibicas da unidade sdo 1, \; e As.
Uma condigao necesséria para que f(x) seja um polinémio de permutagao de [, é que

h(1) =14 a + b seja diferente de zero. Para as raizes restantes, observamos que

NA+N+1=

=0,

A3—1
Xi—1

isto é, \2 = —1 — \;, para i € {1,2}. Sendo assim,
fO) =X +a\+b=—-1-XN—+a\+b=XN(a—1)+b—1

Como precisamos que f(\;) # 1, outra condigao necesséaria para que f(x) seja um polinémio
de permutacao é que

1-0
— # N\, parai € {1,2}.

Depois de provar tais resultados, Daquing Wan e Rudolf Lidl perceberam que era
possivel generalizar o resultado para polinémios da forma x"h(z*). Mas antes de apresentar
esse resultado, observamos que se mdce(r, s,q—1) = d > 1, entdo z"h(x*) serd um polindémio
em 2% e, portanto, nao serd um polinémio de permutacao, uma vez que todas raizes d-ésimas

da unidade terao a mesma imagem.

Teorema 2.12 ([21], Teorema 1.8). Seja a um elemento primitivo de F, e sejam r,s,m €
Z* tais que mde(r, s,q—1) = 1,m|(g—1) e mde(s,q—1) = q;L—l. Se k € Z™ primo relativo
com q — 1 € tal que sk = 1 (mod q — 1), entdo o polinomio f(z) := a"h(z*) é um

polinomio de permutacao se, e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas:

i h(ai%l) £ 0, para todo i; 0 <i < m;

q—1 q—1

. <a"’fh(aiq;ml)> " (aj”“h(ozj%» ", para todo i,j; 0 <i<j<m.
Demonstragao. Como mdc(k,q — 1) = 1, pelo Teorema 1.55, z* é um polinémio de

permutacio e, portanto, pelo Teorema 1.56, f(2*) = 2"*h(z**) também é uma permutacao.

Notemos também que:

1

f(@®) = 2™ h(x**) = 2™ h(z™ )  (mod 27 — x). (2.1.9)

_ g1
T m

implicam em mde(rk, ©1) = 1. Com isso, as hipéteses (ii) e (iii) do Teorema 2.9 se

E por fim, as hipdteses mdc(k,q — 1) = 1, mde(s,q — 1) e mde(r,s,q— 1) =1,

traduzem nas hipéteses (i) e (ii) deste teorema. Assim, o resultado estd provado. O

Inspirado pelo Teorema 2.9, Michael E. Zieve apresenta o mesmo resultado em [22], mas
com condigoes ligeiramente diferentes. Apesar de o resultado ser semelhante, apresentaremos

novamente o resultado, por conter uma prova diferente.
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Definigao 2.13. Seja d € Z". Denotamos por jig 0 conjunto de raizes d-ésimas da unidade

em IFy.
Note que se d|(¢ — 1) e a é um elemento primitivo de F,, pg = {oﬂ'% 10 <i<d}.

Teorema 2.14 ([22], Lema 2.1). Sejam o um elemento primitivo de F,, m,r € Z* tais
que m|(q — 1) e h(x) € Fy[z]. Entdo, f(x) = xrh(x%) é um polinomio de permutacao de

F, se, e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas:

i. mdc (r, %) =1;

. x“h(x)%l permuta fip,.
Demonstragao. O primeiro fato que observamos é que se £ € -1 = {a™ : 0 < i < (1;1_1}7
entao

f(ex) = € (@), (2.1.10)
Portanto, para que f(x) seja um polinémio de permutagao, é necessdrio que £" = ™"
nunca seja 1, quando 0 < 7 < %1, e isso acontece justamente quando mdc (r, ‘I;)
q—1

=1
m
Reciprocamente, se assumimos que mdc (T, 7) = 1, pelo que ja foi observado em (2.1.10),

os valores das imagens de f em [F, sao todas as raizes %—ésimas dos valores de

g—1 q—1 g—1,g—-1

flz) = =a" = h(x ™ )=, (2.1.11)

g=1 1

Mas os valores nao nulos de f(x) = sao os valores da forma frh(f)%1 para £ = o''w e
0<i<qg—1,ie., &€ py. Sendo assim, f(x) serd um polinémio de permutacao se, e
somente se, xrh(x)% permuta ,. Portanto, o resultado procurado esté provado. H

Com um leitura rapida dos enunciados dos teoremas apresentados nessa secao é possivel
concluir que as condigoes (i) e (ii7) do Teorema 2.9 devem ser equivalentes a condigao (i7)
do Teorema 2.14. De fato, nao é dificil mostrar essa equivaléncia, uma vez que todas as

implicagoes sao simples, nao havendo necessidade de utilizar teoria extra.

Para obter resultados associados aos mostrados até aqui, ver [9, 21, 22].

2.2 Polinomios de Dickson

Nesta secao, introduziremos os polinomios de Dickson, que sao amplamente estudados
em corpos finitos. Mas antes, é necessario apresentar a formula de Waring, que é valida
para qualquer anel comutativo com unidade. Esta férmula nasceu com estudo de sistemas

simétricos e pode ser encontrada recursivamente.

[n/2] .

n (n—i ; wy

T+ 2l = E — ( ; >(—x1x2)2(3:1 S (2.2.1)
=0

Inspirados por essa formula, temos a seguinte definicao.
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Definicao 2.15. Seja R um anel comutativo com unidade, a € R e n € N. Entdao, o

n-ésimo polinémio de Dickson D,(z,a) é dado por

Dn(x,a)sz z (n._i)(—a)ix”_%. (2.2.2)

, n—1 7
1=0

Notemos que, por essa definigao e pela formula de Waring (2.2.1), a seguinte equagao
funcional ¢é valida:
] + xh = Dp(x1 + 29, 1122). (2.2.3)

Apesar da definicao ser mais geral, trabalharemos apenas sobre corpos finitos.

Lema 2.16. Os polinomios de Dickson satisfazem a sequinte recursao
DTH-?('Tu (Z) = $Dn+1(l’, CL) - (ZDn(JJ, CL),
paran >0, com Dy(x,a) =2 e Di(z,a) = x.

Demonstracao. Pela Definigao 2.15 e pela férmula de Waring (2.2.1), temos

D, (y + g a) =yt <§>n (2.2.4)

Seja y uma variavel formal que satisfaz a relagao y + 5 =z € [Fy, isto é, y soluciona a
equagao y? + a — yx = 0. Portanto, da Equacao (2.2.4), segue

n+1 an+2

a
wDuna(¢,0) = aDa(w,a) =y™ 4 Zom Fay" + g —a” = 0

a n+2
="+ (;) = Dyia(z, ).

]

E através dessa recursao é possivel encontrar uma férmula fechada para o valor de
D, (x,a), dada por:

Dy(z,a) = (2.2.5)

2

Até aqui sé descrevemos propriedades basicas sobre os polinomios de Dickson, mas o

que realmente nos interessa é saber quais sao as hipdteses necessarias para que o polindomio

de Dickson seja polinomio de permutagao de F,. E exatamente o que veremos a seguir.

Teorema 2.17 ([12], Teorema 3.2). O polinémio de Dickson D,(z,a), com a € F}, € um

polinomio de permutacio de F, se, e somente se, mde(n,¢*> —1) = 1.
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Demonstragao. Suponhamos mdc(n,¢* — 1) = 1 e que D,(x1,a) = D,(xs,a), para
To, Ty € ]F(’;. Entao, existem oy, ay € IFZQ, tais que aq + aozl_1 =1x € ay+ aozz_1 = 4. Pela
equacao (2.2.4), na demostragao do Lema 2.16, o +a"a;" = ol +a"a;". Mas isso implica
que

(o} —af)(afay —a™) = 0. (2.2.6)

Como assumimos mdc(n,¢* — 1) = 1, 2" é uma permutagao de Fp2. Sendo assim, da
equacao (2.2.6), teremos a3 = ap ou ajas = a. Em ambos os casos, segue que z; = .
Logo, D,(z,a), como fun¢ao avaliagdo em F,, é injetiva e, pelo Teorema 1.48, concluimos

que D, (x,a) é um polinémio de permutacao em F,.

Resta provar a reciproca. Para isso, provaremos a contra-positiva. Suponhamos que
mdc(n, ¢> — 1) = d > 1. Primeiramente suponhamos que d seja par. Entao n é par e ¢ é
fmpar. Pela defini¢ao dos polinomios de Dickson (2.15), D, (x, a) s6 possui poténcias pares
de x e, portanto, D, (—x,a) = D,(x,a), para todo x € F;. Sendo assim, D, (r,a) nao é
um polinémio de permutacao. Assumiremos, agora, que d seja impar. Entao existe » um
primo fmpar que divide d. Além disso, r|(¢ — 1) ou r|(¢ + 1). Neste ponto, precisamos

analisar estes dois casos independentemente:

e Ser|(¢g—1). Como z" =1 possui r > 3 raizes em F,, é possivel escolher uma raiz

¢ # 1,a. Sabemos, também, que {" = 1. Para essa raiz, pela equagao (2.2.4),

Dy(6+atta)=¢"+a"€¢ " =1+a" = D,(1+a,a). (2.2.7)
Mas € + a&~! # 1+ a, uma vez que escolhemos £ # 1,a. Sendo assim, D,,(z,a) nio é
um polinomio de permutagao de [F,.

e 7|(¢+ 1). Primeiramente tomemos v € Fp2 tal que 77" = a. Como 2" = 1 possui
r > 3 rafzes em F 2, é possivel escolher uma raiz € # 1, ay~2. Sabemos também que

¢" = 1. Para essa raiz, pela equagdo (2.2.4),
Dn(y+ay™a) =" +a"y™" = Dp(éy +a(§7) ™, a). (2.2.8)

Notemos que (y+ay 1) =~7+ay ™4 =ay™' + 1, assim v+ ay~! € F,. Além disso,
€y +a(§y) ™)1 =M+ a1 = &y +a(éy)™!, que implica em £y +a(§y)~! € T,

Mas
yHayT =&y +a@y) (2.2.9)
se, e somente se,
v =&V +a)+a=0, (2.2.10)
que é equivalente a
E=1loué=ay> (2.2.11)

Como assumimos & # 1,avy~2, concluimos que D, (z,a) nao é um polindémio de

permutacao de F,. Assim, o teorema estd provado. O
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Uma fonte ampla de resultados sobre polinémios de Dickson é o livro de Lidl, Mullen e
Turnwald [12]. Esse livro exibe um estudo sobre os polinémios de Dickson sobre corpos
gerais, mas em especial, no Capitulo 5, sao apresentados resultados envolvendo o caso em

que os corpos sao finitos.

2.3 Bindmios de Permutacao

Uma propriedade importante que buscamos em familias de polinomios é que o nimero
de coeficientes nao nulos seja pequeno. Em geral, isso garante que eles tenham aplicacoes

tecnoldgicas eficientes. Em particular, precisamos da seguinte definicao.

Definicao 2.18. Seja f(z) = a,a"™ + ... + a1x + ag € F,lz]. O ndmero de coeficientes a;

diferentes de zero serd chamado de peso de f e serd denotado por w(f). Isto €,

w(f) = [{a; £0:0 < j <n}.

Depois de ter estudado resultados gerais sobre polinomios de permutacgao, nos surgem
algumas perguntas: o que podemos dizer de polinémios com peso pequeno? J& vimos, no
Teorema 1.55, que um monomio de grau n, isto é, um polinomio com peso um e grau n, €
uma permutacao se, e somente se, mdc(n,q¢— 1) = 1. O préximo peso para o qual podemos
fazer essa pergunta é o dois: como podemos decidir se bindmios sao permutagoes? Isto é,
se f(z) = 2™ + ax™, o que podemos e devemos assumir sobre m,n e g para que f(z) seja
um polinomio de permutagao de F,? Essa, inclusive, é uma das perguntas apresentadas
em [10].

De fato, essa pergunta é pertinente e dificil de se responder. Em matematica, quando
uma pergunta é dificil de se responder, a saida é resolver casos particulares. Na pratica,
isso é o que acontece em todos os artigos que apresentam resultados envolvendo binomios
de permutacao. Faremos o mesmo aqui, primeiro tentando reduzir os casos, para depois

responder essa pergunta para alguns casos especificos.

Observacao 2.19. Nesta secao estamos interessados em estudar propriedades dos po-
linomios de permutacao de IF, da forma 2™ + az™, com m,n € Z>o ¢ a € F,. De fato,
os polinomios em que m = n oum = 0 ou n = 0 ou a = 0 sdo casos particulares do
Teorema 1.55. Entao consideraremos m > n > 0 e a # 0, escrevendo tais bindmios na

forma z"(n* + a), com k = m — n.

Proposigao 2.20. Seja d|(q—1), a € F; e k > 0 tal que mdc(k,q— 1) = d. Eziste m € N
tal que f(x) :=x™(a* + a) é um polindmio de permutacao de F, se, e somente se, existe

n € N tal que g(z) := 2™ (2% + a) é um polinémio de permutacdo de .
Demonstracao. Pelo Teorema Chinés dos Restos, existe r € Z tal que

rf =1 (mod £1);

r=1 (mod e), 231)
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, . .. , . . 1 . . . ~
onde e ¢ o maior divisor de d que é primo relativo com “5=. Com isso, da primeira equagao,

teremos 7k = d (mod ¢ — 1). Como mde(k,q — 1) = d, segue que mde(%, 1) =1 e, por
k¢ invertivel em qul Entao, da primeira equacao temos r = (E)_l (mod % 1) onde
-1

b d d
mdc ((a)_l, = ) =1, que implica em r = l% + (g)_l, Dai

q—1 q—1 A qg—1 k _lq—l
mdc (r, y ) mdc (l y - ( d) S mdc 7)o (2.3.2)

Além disso, da segunda equivaléncia na equagao (2.3.1) temos que mdc (r, e) =1, que

1SS0

juntamente com a equacao (2.3.2), implica em mde(r,q — 1) = 1.

Assim, pelo Teorema 1.55, " é um polinomio de permutacao de F,. Pelo Teorema
1.56, segue que f(z) é um polinomio de permutacdo de F, se, e somente se, f(z") =
2" (z™* + a) = 2™ (2% + a) = g(z) (mod 27 — 1), com n = mr, é um polinémio de

permutacgao de IF,. O

Por apresentarem estrutura simples, nao é dificil imaginar que seja possivel contar o
nimero de binomios de permutacao. Contar o nimero de polinomios de permutacao com
determinada propriedade é um problema recorrente em corpos finitos e quase nunca é
solucionado. No caso de binomios de permutacao, se nos restringimos aos polinomios das

g=1 g=1 , ; . ~
formas 2™ (x" 2 +a) e 2"(x"3 + a), é possivel contar o nimero exato de permutagoes.

2.4 Contagem de Binémios de Permutacgao

Nesta secao, estaremos interessados em fazer a contagem do nimero de determinados
classes de binoémios de permutacao sobre um corpo finito F,. A motivacao para enumerar
tais classes vem das hipdteses que serao apresentadas no Teorema 2.22. Uma estimativa
para binomios de permutacao da forma x”(x%l +a), com k € N, é apresentada por Zieve
e Masuda em [15]. Nés apresentaremos, explicitamente, o niimero desses bindmios para

k=2 e k = 3. Comecaremos apresentado o resultado de Zieve e Masuda.

Teorema 2.21 ([15], Teorema 3.1). Sejam q = p*, com p um primo impar e r,n > 1, onde
r|(g—1). Entdo o nimero N de polinomios de permutacao da forma f(x) := x”(a:q;rl +a) €
F,[z] satisfaz as sequintes desigualdades

! rl
%(q+1—\/6(7”“—2rr—rr_1+2)—(r+1)r’”_1) <N<— ( F14/g(r 20— 12)).

2.4.1 Binémios da Forma z"(z'7 + a)

Se considerarmos r = 2 e fixamos n € N, o Teorema 2.21 afirma que o nimero N de

polinomios de permutacao de F, da forma a:"(xq%l + a) satisfaz

T5<N<q+1

Nos préximos resultados, faremos uso do carater multiplicativo quadratico, apresentado

no Exemplo 1.27, para encontrar explicitamente o valor de N para r = 2.
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Teorema 2.22. Sejam q = p*, com p um primo impar e f(x) := x”(az% +a) € F,lz],

coma#0 en>1. Entao f(x) é um polinémio de permutacdio de F, se, e somente se,

(a) mdc (n, 51) = 1;

(b) xq(a* = 1) = (=1)"*.

Demonstragao. Primeiramente, mostraremos a necessidade da condicao (a). Suponhamos

q—1

5 ) = d > 1. Entao, para o € [, um elemento primitivo de [,

que mdc (n,
F(0'7) = 0" T (a'7 " ta) = (@f)" ()" +a) = 1(1+a) = FO).
Como « é um elemento primitivo, temos o7 # 1. Logo, f(z) ndo é um polinomio de

permutagao de IF,.
Agora seguiremos para prova completa do enunciado. Para isso, utilizaremos o Critério

de Hermite (Teorema 1.52). Notemos que o item (7) do critério é equivalente a verificar
g—1

se x'2 = —a tem alguma soluc¢ao. Como 25 € {£1} para todo = € [y, para que
f(x) = 0 tenha solugao tnica basta que a # +1. Mas a € {£1} se, e somente se,
(%) = 0. Assumiremos a # +1 para verificar as condigbes necessarias para o item (7).
Sete{0,...,q— 2}, entdo

t
q—1 t . .rg—1
f@) =a"(z7 +a) = g () al~ipt ) (2.4.1)

: i

=0
Da equacao acima, estamos interessados em saber qual o coeficiente do termo 27! depois
de ter realizado a redugao (mod z?—x). Isto é, queremos saber qual a soma dos coeficientes
dos termos tais que i(%1) +¢tn =0 (mod ¢ — 1), quando 0 < i < t. No caso em que ¢ nio
¢ multiplo de %, teremos z(%) +tn #0 (mod ¢ — 1), para todo 0 < i < ¢. Com isso,
basta calcular o caso t = qg—l. Da equagao (2.4.1),

g—1

—1 2 q;l qg—1 . . q—1 qg—1
flo)= =) (( 2 >>a(2)_’x(z+")(2) = Az"? 4+ B! (mod 27 —z).  (2.4.2)
1

i=0
Onde o coeficiente do termo z9~! é dado por

ew a=1 a1

i ((ﬁ))“(%l)_% =a's {(Hal)% g(l_ail)% } , se n é par;

=0

b= (2.4.3)

1422

((%))a(%l)—%—l — aq%l [(1+a_1)l121(1a—1)‘121

2i+1 2

} , se n é impar.
Segue do critério de Hermite, que f(z) é um polinomio de permutacao de [, se, e somente
se, B = 0. Pelas igualdades apresentadas em (2.4.3), podemos dividir em dois casos:

q—

e Sen é par, B =0 se, e somente se, (1 +a )7 = —(1 — 1)z . Como estamos
considerando a # +1, entao (1 — afl)% € {£1}. Agora, multiplicamos a identidade
anterior por (1 — ail)%. Assim, B = 0 se, e somente se,

g—1 g—1 1

—l=(+a )T (1-a™)% = (@) 7T (@ -1 =(-1)7T =x,(a®—1).
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No qual a ultima igualdade ¢ dada pela Proposicao 1.28 e pela definigao de x,

apresentada no Exemplo 1.27.

s —1ya=t —1y4a=t
e Se n é impar, B = 0 se, e somente se, (1+a7')2 = (1—a"')2 . Como no caso

anterior, temos (1 — a_l)q%l € {£1}. Por isso, B = 0 se, e somente se,

q—1 -1 -1

1=(1+a )T (1-a)% =@ (> 1T =(a*-1)T = x,(a>—1).
Do anterior, segue resultado procurado. [

Como caso particular desse teorema, fixando n = 1, obtemos o enunciado do Teorema
7.11 em [13]. Motivados pela Aplicagao 1.36, fixado o niimero de elementos do corpo, con-

taremos quantos polinomios de permutagao existem satisfazendo as hipoteses do Teorema
2.22.

Teorema 2.23. Seja F, um corpo de caracteristica impar e n > 1 um inteiro tal que

mde(n, 1) = 1. Entdo o mimero de polindmios de permutacio de F, da forma f(z) =
—1
(27 4 a) € dado por

g—1 5 .
5, semn € par;

q—3 s, -
ERE SeE N € mpar.

Demonstracao. Primeiro consideremos n impar. Pelo Teorema 2.22, basta calcular a
quantidade M de elementos a para os quais x,(a®* — 1) = 1. E claro que nao iremos
considerar os casos em que a € {£1}, uma vez que, como vimos, o polinémio nao é uma
permutacao para esses valores de a. Se denotamos por b = a2, segue que a gera um bindmio
de permutacgao se, e somente se, b for um quadrado em F, e b — 1 for um quadrado em
[F,. Logo, fixando b, queremos saber se b e b+ 1 sao quadrados simultaneamente. Além
disso, cada elemento b gera dois elementos a, a saber v/b e —v/b. Sendo assim, calculamos

a quantidade M de valores de a que geram permutacao da seguinte forma.

2M = (14+x(0) L +xg(b=1) =D 1+ > xg(0)+ > xgb—=1)+ > xg(b(b—1))

beF, beF,  beF, beF, beF,
b£1 b£1 b£1 b£1 b#1

Donde o primeiro somatério vale ¢ — 1. Pelo Teorema 1.30, o segundo somatério vale —1 e

o terceiro vale 0 e, para o ultimo somatoério, pelo Teorema 1.28, teremos:

Z Xq(b(b—1)) = Z Xq(b2)Xq(1 -0 = Z Xq(T) = —Xq(1) = —1.

beF, belF, z€lF,

b£1 b£1 a#1
Com isso, concluimos que M = 2. Todos os elementos a € F,\{£1} que ndo foram
contados sao tais que a® — 1 nao é um quadrado. Pelo Teorema 2.22, esses sao justamente os
casos em que f(z) é um polinomio de permutagao de IF,,, considerando n impar. Sendo assim,
para n par, o nimero de polindmios de permutagao de F, da forma f(x) = x”(wq%l +a)é

igualaq—2—M:%. O]
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2.4.2 Bindémios da Forma z"(z'7 + a)

Tendo feito o caso r = 2, podemos nos perguntar qual o nimero N de binomios de

permutacao da forma x"(x% + a), com r = 3. Pelo Teorema 2.21, N satisfaz

(\]

2
§(q+1—20\/_—36) <N < §(q+1+20\/§).
Nos seguintes resultados, apresentaremos as ferramentas necessarias para calcular
explicitamente o valor de N. Para isso, definimos o carater ctibico, mas antes iremos exibir

uma definicao que generaliza o Simbolo de Legendre apresentado na Defini¢ao 1.26.

Definicao 2.24. Sejam d € N um divisor de ¢ — 1 e £ € F, uma raiz d—ésima primitiva
da unidade. Definimos a funcao (ﬁ)d F,—»{0yu{¢:i=0,...,d—1} CF, por

a g—1
— ) =ad. (2.4.4)
(Fq ) d

Note que (E)d esta bem definido, uma vez que (%)d = 0 e pelo fato de (ﬁ)j =

(a%)d = a? ! =1 que implica em (ﬁ)d e{:i=0,...,d—1}.
Da mesma forma que apresentamos o carater multiplicativo quadratico no Exemplo

1.27, definimos o carater multiplicativo cubico.

Definicao 2.25. Sejam F, um corpo finito tal que ¢ = 1 (mod 3), £ € F, uma raiz
cubica primitiva da unidade e § € C\{1} uma raiz cibica da unidade. Definimos o cardter
multiplicativo cibico ng - (F;, x) — {1,0,0*} C {w € C: |w| = 1} por
. a .
ny(a) := 48" se (—) =¢". (2.4.5)
Fo/ 4
Definido dessa forma, n, € um cardter multiplicativo e a prova dessa afirmacdao € uma

aplicagao direta da definicao de (]Fiq)g.

Observemos que na definicao anterior, 1, depende da escolha de d e . De forma andloga

ao carater multiplicativo quadratico, temos a seguinte resultado.

Proposicao 2.26. Sejam F, um corpo finito tal que ¢ =1 (mod 3) e a € Fy[z]*. Entao,

a € um cubo em F, se, e somente se n,(a) = 1.

Demonstracao. Pela forma que foi definido o carater multiplicativo cibico 7, e pela
Definicao 2.24, resumimos a prova da preposi¢ao em mostrar que a ¢ um cubo em F, se, e
somente se, a’s" = 1. Para mostrar isso, tomemos « € [F; um elemento primitivo.
Primeiramente, assumimos que a é um cubo, isto é, existe b € F,, tal que a = b%. Entao
a'v =¥ =p =1,
Por outro lado, como F; = (a) = {1,a,0% ... ,097%}, existe 0 < i < ¢ — 2 tal que

; . g—1 (¢=1) . .
a = o'. Notemos também que o5 #*1le a5 # 1, j& que ordy: (o) = ¢ — 1. Com isso,
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teremos
1, sei =0 (mod 3);

g=1 ig=1) g—1

s =a 35 =dqa3,sei=1 (mod 3);

™5 sei=2 (mod 3).

g—1

Assim, se assumimos que a 3
3k

= 1, existira um k£ € Z tal que ¢« = 3k e, com isso,

a=a=a’ = (). O

Nos préximos resultados, fixaremos ¢ € C uma raiz cibica primitiva da unidade, £ € F,
raiz cubica primitiva da unidade e 7, o carater multiplicativo ctbico associado a d e &.
Com isso, estamos prontos para apresentar um resultado semelhante ao Teorema 2.22, que

sera dado no proximo teorema.

Teorema 2.27. Seja F, um corpo finito tal que g =1 (mod 3) e f(x) := .r”(a:%l +a) €
F,[z], com n > 1. Entao, f(x) € um polinomio de permutacao de F, se, e somente se,

todas as sequintes condicoes sdo satisfeitas:
(a) mde (n, 1) = 1;

(b) a g {-1,-¢-&};

(¢) ng(552) # 8"

(d) ,r]q(é“l;:;) 7& 6271,’.

Onde 1y € o cardter multiplicativo cibico relacionado aos elementos d e &.

Demonstracao. Os itens (a) e (b) seguem diretamente do Teorema 2.9. Para os itens

restantes utilizaremos o item (iii) desse mesmo teorema, obtendo
(" +a) s AV +a) 5, com0<i<j<3,
ou ainda,

St Clta)s
&1+ a)% N

Da Definicao 2.25, teremos

1 2
m(fii)#é%,%(giz>#5%<3m(i:5)#5%-

Com isso, segue o resultado procurado. O

O lema seguinte, juntamente com o Lema 2.33, sao parte da teoria necessaria para

. ~ ny 4=t
calcular o nimero de permutagoes da forma z" (x5 + a).
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Lema 2.28. Seja F, um corpo finito tal que ¢ =1 (mod 3). Se A = F,\{—1, &, —&*},

entao ¢ ¢
n —f-CL 2n 2 +CL o
(i) () e
acN a€A
onde
-2, seq—3n=1 (mod9); -2, sen=0 (mod 3);
€1 = € €y =
1, seq—3n#1 (mod?9). 1, sen#0 (mod 3).

Demonstracao. O primeiro fato que observamos é que a fungao f : A — I, definida por

f(z) := &% é uma funcio injetiva. Para mostrar isso, tomamos um elemento b € $(A) =

1+’
{f(a) : a € A} = F\{0,1,—¢*}. Entao, queremos saber para quais elementos a € F,
temos f(a) = % = b. Isso implica em a = %, isté é, b tem uma tnica pré-imagem. Logo,

f(z) é injetiva e, assim, podemos reescrever os termos que queremos calcular como

oo (S e (H) <o 3wy + 5 Y 20)

a€l acl beS(A) beS(A)

Sendo assim, pelo Teorema 1.30,
0" Y mg(b) + 67 Y mp(b) = 6" [=ng(1) — (=€) + 67 [=m (1) — (=€)
beS(A) beS(A)
— = — (56) = (576

Com isso, como 1+ 6 + 6% = 0, definindo ¢; := —d" —6*" e €5 1= —(5*"5%1)2 — (5*”(5%),

teremos o resultado desejado. O]

2.4.2.1 Caracteristica fmpar

Os lemas que serao apresentados a partir desse ponto serao utilizados para calcular o
numero de binoémios de permutacao da forma x”(:c% +a) em corpos finitos de caracteristica
impar. Em seguida, apresentaremos também os respectivos resultados para efetuar o calculo
em caracteristica par. Apresentaremos alguns lemas envolvendo nimero de solucoes sobre
curvas elipticas, que serao usados na prova do teorema principal desta secao.

Na préxima definigao, introduziremos a constante x,, que aparecerd no enunciado dos

préximos lemas. Nessa definigao, usaremos 4~! para representar o inverso de 4 em F,.

Definigao 2.29. Seja p € Z* um nidmero primo p > 5. Se p=1 (mod 3), definimos k,

como o inteiro tal que |ky| < 2./p e

p—1 _—
Kp = —( 2 ) -47%  (mod p), para p > 19.

p—1
3

Definimos k7 = 1 e k13 = —5. No caso p =2 (mod 3), definimos r, = 0.

39



CAPITULO 2. CLASSES DE POLINOMIOS DE PERMUTACAO

A motivagao para essa definicao vem do Lema 1.43 e o niimero complexo, que sera
apresentado na proxima definicao, aparecera naturalmente relacionado ao nimero de
pontos de uma curva eliptica que sera importante na demonstracao do principal resultado

dessa secao.

Definicao 2.30. Definimos o nimero complexo

2
_ 5

1

_ M
PiT g +24/p

Lema 2.31. Seja E : y*> = 23 + 47! uma curva eliptica sobre F,,. Se p & {2,3}, entdo
|[E(Fp)| =p"+1—m, —7,",
para todo n € N.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.42, apresentado no Capitulo 1, se p =1 (mod 3), temos

p—1

B(F,)| 1= —(_)4 (mod p).

Por outro lado, do Lema 1.43, existe w € C, com |w| = /p tal que
|E(F,)| —p—1=-w—w=2R(w),

assim

[E(EF,)| —p — 1] = [2R(w)] < 2v/p.
Sendo assim, se p > 4,/p (isto é, p > 16), podemos determinar unicamente o valor de w,
que serd m,. Os valores de 7, para p = 7 e p = 13 foram escolhidos de tal forma que o
resultado fosse vélido, entao o resultado segue de forma imediata pelo Lema 1.43.

Da mesma forma, se p =2 (mod 3), usando o Teorema 1.42 e o Lema 1.43, segue que
|E(F,)|—p—1=0= —m,—T7,. Assim, pelo Lema 1.43, temos | E(F,)| —p"—1 = —nk —7,".
O
Exemplo 2.32. Usando o lema anterior, podemos calcular o nimero de pontos da curva
E :y? = 2% + 5 sobre Fyg, ja que 41 = 5 em Fyy. Pela definicao, temos k19 < [2/19] = 8

% 19-1 9 3
k19 =—| 19, )5 0 =-— 5 -5°=—-84-125=7 (mod 19).

3
Portanto, k19 = 7. Assim,

7 49 7 33
19 5 -+ 9 1 5 —+ 5 7

Pelo lema, segue que

2 2 2 2
De fato, se n = 1, temos |E(IF19) = 19+ 147 = 27, onde as solugoes sao oo, (0, £9), (1, £5),
(5,£4), (7,£5), (8, £2), (10, £6), (11, £5), (12, £2), (13, £6), (15, £6), (16, £4), (17, £4)
e (18, £2).

7 3\/32,)”_( 7 3\/§,>"'

|E(F19n)|:19n+1—(——+ —__— —
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Para mais exemplos, consultar Apéndice A.

Lema 2.33. Seja F, um corpo de caracteristica p impar tal que ¢ = 1 (mod 3), onde
q=7p". Se A:=TF,\{-1,-¢ —&*}, entdo

a?—a+1 a’—a+1
S = _— H————— | =—2—nF -7
az:nq(a2+2a+1> +nq(a2+2a+1) T =

x2—x+1
2 42x4+1"

Demonstragao. Primeiramente, definimos f(z) := Sabemos, pela Definigao 2.25

e pela Proposicao 2.26, que

1+1=2, se existe c € F* tal que b = ¢;
11g(b) + 15 (b) = .
§+ 6% =—1, se b # ¢ para todo c € F,.

Sendo assim,
S=2-|{a€A: f(a) 6 um cubo}| —1-|{a € A: f(a) ndo é um cubo}|. (2.4.6)

Agora, calcularemos o valor de [{a € A : f(a) é um cubo}|. Para isso, dado b®, com
b € F;, estaremos interessados em saber se existem e quantos sao os elementos a € {a €

A f(a) é um cubo} para os quais f(a) = b®. Considerando que f(a) = b?, teremos
a?(1—=b%) —a(l+26°) +1-0°=0. (2.4.7)

Se b® £ 1, essa equacao possui duas solucoes em F 2. dadas por
) N S q?>

_ 1w Eva (2.4.8)

2(1 —b%)
onde A = (1+20%)2 —4(1 —b*)? = (14 2b® + 2 — 26%)(1 + 26 — 2+ 2b*) = —3 + 12b®. Mas
os valores para a dados na Equacao (2.4.8) estao em F, se, e somente se, A = —3 + 12b*
for um quadrado em F,. Isto é, para cada b* € F, existe a € A tal que f(a) = b® se,
e somente se, existe x, € F, tal que 22 = —3 + 12b°. Entao o problema se resume em
encontrar as solucoes de E : 22 = —3 + 12y3. Todavia, devemos ignorar as solucoes em

que y? = f(=&) = f(—&%) = 0, casos elas existam. De fato, elas existem, uma vez que
x? = —3 tem solugao em F,, dadas por £(£* — &). Devemos ignorar também as solugoes
{(£3, &%) ?:0, referentes a b = 1, e adicionar a solucao a = 0 e b = 1. Note que nao
precisamos nos preocupar em evitar o valor f(—1), uma vez que f(z) nao esta definido
para —§ em [F,.

Sendo assim, o conjunto {a € A : f(a) é um cubo} pode ser visto como
{a € A: existe (z,y) € E(F,), com y € F;\{1}, tal que y° = f(a)} U{0}.

Seja A := {(z,y) € E(F,) : existe a € A tal que y*> = f(a)}. Observamos que se
(7o, 40) € A, entao (zg,&yo) e (xg,E%yp) também pertencem a A. Mas esses trés pares
ordenados representam o elemento

1428 + @

20-4) © {a €A f(a) é um cubo}.
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Isto é, estamos interessados em apenas % dos valores de A. Notemos que ntimero de
pontos de E : 22 = —3 + 12y® é igual ao nimero de solugoes de E' : ((2£% — 28)x)? =
—122% = =3 + 12(—y)3, que equivale ao niimero de solugdes de E” : % = 471 + ¢,

Pelo Lema 2.31, o niimero de solugoes de 2° = 47" + ¢ é dado por ¢+ 1 —m) — 7, ".
Nesta enumeracao também é contado o ponto no infinito, o qual devemos desconsiderar
em nossa contagem. Entdo, como nao estamos considerando as solucoes (&2 — £,0) e

{(£3,8) 3?:0, adicionando a solucao a = 0 e b = 1, o niimero de elementos procurado é

k_ —k
q—8—m, =T,

3
Com isso, também podemos encontrar o valor do outro termo procurado da Equacao

{a € A: f(a) é um cubo}| = + 1.

(2.4.6), da seguinte forma

[{a € A: f(a) ndo é um cubo}| = |A| = [{a € A : f(a) é um cubo}|

q—8—7Tk—7T_pk

=q—3— P -1
1 3
Assim, o valor de S sera dada por
—8—qk_7k —_ 8 — gk _Fk
s=2.4 3p 4 +1}—1-{q—3—q Bp L1 =—2— (nf +7,5).

Com isso, estamos prontos para apresentar o resultado principal dessa se¢ao, onde apre-
, A ~ g=1
sentamos o nimero exato de bindémios de permutacao da forma z™(x"3 + a), melhorando

o resultado apresentado no Teorema 2.21 para o caso r = 3.

Teorema 2.34. Seja F, um corpo de caracteristica p impar, com q = p*. Se ¢ = 1

(mod 3) en >1 é um inteiro tal que mde(n, 1) = 1, entdo o nimero N de polinémios

de permutacao de F, da forma f(x) = 2"(x'5 +a) ¢ dado por

_ 29—3(e1+e) —10—-2(nf + 7,5

N ;
9
onde
-2, seq—3n=1 (mod9); -2, sen=0 (mod 3);
€1 = € €9 =
1, seq—3n#1 (mod9). 1, sen#0 (mod 3).

Demonstracao. Sejam ¢ € C uma raiz ctbica primitiva da unidade, { € F, raiz cibica
primitiva da unidade em F, e 1, o cardter multiplicativo ctibico associado a £ e . Com
o intuito de nao deixar a notagao carregada, utilizaremos apenas 7 para representar tal
carater. Para a prova do resultado, utilizaremos o Teorema 2.27. Note que para realizar a
contagem nao precisamos considerar os casos em que a € {—1, —&, —£?}. Para simplificar

a notagao, definiremos a funcao racional A : F, — IF, por
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AMa) = : (2.4.9)

Dessa definicao para A, teremos também:

1+a

2
e A€ =

{+a

A(¢a) = (2.4.10)

Assim, pelo Teorema 2.27, estamos interessados em contar quais elementos a € I,
satisfazem n(\(a)) # 6%", n(A(€a)) # 6*" e n(\(£%a)) # §**. Como § é uma raiz primitiva
da unidade, 1 + § + §% = 0. Dessa igualdade, concluimos que

0, se n(z) = 6%

2 —07(x) — 6~y () =
3, se n(z) # 6*".

Com isso, assim como fizemos no Teorema 2.23, se definimos A := F,\{—1,-¢, —¢*}, o

nimero de binémios de permutagao N é dado por

1 n(A(a)) n*(Aa)) n(A(a) 1°(A(éa)) n(A(&a)) n*(A(E%a))
N= 272{2_ g gn H2_ g0 g HQ_ §n

a€N

Ao todo, teremos vinte e sete termos depois que realizarmos a multiplicacao. Para

diminuir o volume de notacao, utilizaremos
Ao = Aa), A= A(€a) e Ny i= A\(E%a) (2.4.11)

deixando implicito o fato de que Ao, A\; e Ay dependem de a. Assim,

_ 1 {2 ~ (M) 7720\0)} {2 (M) 772()\1)] [2 () (M)

27 a€A

5271 577,

5271 671

6277, 571

Nas seguintes manipulacoes, faremos uso das Equacoes (2.4.9), (2.4.10) e (2.4.11),

utilizaremos A; ' para denotar o inverso algébrico + e o fato de n ser um cardter multi-
plicativo cubico. Além disso, da Equagao (2.4.10) e da definigao de A, {n(A(a))}eer =
{n(X(€a))taer = {n(A(E%a))}aea, isso também serd usado abaixo. Pelo grande nimero de

termos, convém organiza-los da seguinte forma:

= Z 8 — n(Xo)n(A)n(A2) — > (o) (A)n* (M)

a€A
=> 8—n(l)—n*(1)=> 8—1—1=06[A]=6(q—3).
a€A a€EA
Ny = =463 " n(Xo) +1(M) +n(A2) — 462 Y 77 (M) +72(M) + n?(N2)
a€A a€A
= —120" ) " n(Xo) — 1267 Y " n*(No)-
a€A a€A
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N3 = =" > " n*No)n(A)n(A2) + 12 (A)n(Xo)n(Xe) + 72 (A2)n(Ao)n(Ar)

= —5”277 Ao)n(1) 4+ n(A)n(1) + n(A2)n(1) = —35"26277 (o)
=" z; 1(Ao)7* (A0)n*(A2) + n(A0)n* (Mo)n* (A2) +n(A2)n® (o) (A1)
=" %?72()\0)772(1) + (A’ (1) + 0 (A2)n? —30%" Xe; n”(Ao)-
N; = 25°" 2;77 (AD)n(A2) +1(h0)n(As) +n(A1)n(As)
= 26*" % N +n(ATh) +0(Ag") = 662" 26; 1 (No)-
N = 26" Z; )7 (o) + 02 No)* (As) + 0 ()i (As)
= 26" tZAHQ(Aol) + (AT +P(0) = 66" ; (o).

Ny =2 277 MAT) (A0 )+ n(AAg ) Fn(MAZY) +1n(AeAg ) +n(AeAT)

a€A
a€A a€A
Assim,
1 < 6(
— _ n 2n 2
N_§ZNj_ > |0 D n(e)+67 ) 0 (Xo) 27Zm0 2(MoAT ).
Jj=1 acA a€A acA

Utilizando o Lema 2.28 para o segundo termo e o Lema 2.33 para o terceiro, chegamos ao

resultado buscado. O

Exemplo 2.35. Como vimos no exemplo 2.32,

3V3.

’/T19——§+ 2

Sendo assim, pelo Teorema 2.34, o nimero Ny de binomios de permutagao da forma

25(2% + a) sobre Fygx é dado por

238" —3.2F. (e 4 €) —5- 28 — 2. (=74 3V/3i)F — 2. (=7 — 3V/30)*
9.2k '

Ny =

De fato, Ny = % = 4, onde os binémios de permutagao sobre Fyg sdo z°(2°+0),

25(x8 4+ 4), 25(2% 4 6) e 2°(2® +9).
Exemplo 2.36. Se consideramos k£ = 3 no exemplo anterior, entao

24192 — 2316 — 2+ (=7 +3V/3i)> — 2 (=7 — 3/34)3
9.23

Para mais exemplos, consultar Apéndice A.

N, = = 1510.
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2.4.2.2 Caracteristica Par

~ p e AL a1
Nesta segao, calcularemos o nimero de binémios da forma z"(x"3 + a) em corpos da
forma Fyr. Observe que 28 = 1 (mod 3) se, e somente se, k é par. Sendo assim, nos interessa
apenas os corpos da forma FF .. Comecaremos apresentando um resultado conhecido em

corpos de caracteristica 2.

Lema 2.37. Se v € Fyr, a equacao 2% + x +v = 0 tem solugoes em Fyr se, e somente se,
Trg,, /r, (v) = 0.

Demonstracgao. Segue diretamente do Teorema 1.22. O]

Note que se xg é solucdo de 22 + x +v = 0 em For, (29 + 1) + (7o + 1) + v =
24+ 1+mxo+1+v=a3+z0+0v=0.Isto ¢ se 22 + x + v = 0 tem solugdes, entao elas
sao distintas, da forma zy e z¢ + 1.

Para prosseguirmos, sera necessario provar o seguinte lema, que é o equivalente ao

Lema 2.33 em caracteristica par.

Lema 2.38. Se A :=Fu\{—1, & —&%}, entao

a>+a+1 Sfa*+a+1 b1
SZ:ZUQ(GQ—H) +77q ((12—_{_1> :—2+(—2) .

a€A

24+l

251 - Pela Definicao 2.25 e pela

Demonstracao. Primeiramente, definimos f(z) :=

Proposicao 2.26, segue que

1+ 1 =2, se existe ¢ € F*, tal que b = ¢;
19(b) + 3 (b) = !
§+ 6% = —1, se b # ¢ para todo ¢ € Fy.

Sendo assim,
S=2-|{a€A: f(a) éum Cubo}’ -1 Ha € A: f(a) ndo é um cubo}}. (2.4.12)

De forma semelhante, calcularemos o valor de [{a € A : f(a) é um cubo}|. Para isso,
dado b, com b € [}, estaremos interessados em saber se existem e quantos sao os elementos
a € {a€A: f(a)éum cubo} para os quais f(a) = b*. Considerando que f(a) = b%,
teremos

A?1-0)—a+1-0=a*1+b*)+a+1+b"=0. (2.4.13)

Se b® # 1, fazendo a substituicao a — a(1 + b*)~! na equagdo (1.36) e obteremos a
equacao a’ + a + (1 + b*)? = 0. Observamos que, como estamos desconsiderando o caso
b = 1, estamos perdendo a solugao a = 0, que devera ser contabilizada separadamente
ao final. Sendo assim, nos interessa saber quantos sao os valores de b para os quais
a’+a+ (14 0%)? = 0 tem solugao em Fy. Pelo Lema 2.37, a®> + a + (1 + b*)? = 0 tem

solugao se, e somente se, Try , /r,((1 +b°)?) = 0. Pela Proposicao 1.21,

TrF4k/IF2((1 + 63)2) = TrF4k/F2(1 + bg) = Ter;k/Fz(l) + TrIF4k/1F2 (bg)
= 2k + Trp, v, (b°) = Trr,, /5, (b7)
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Mas Trg,, /r,((1 +0%)?) = 0 é 0 mesmo que Trg , /r,(b*) = 0. Novamente utilizando
o Lema 2.37, Trg , /r,(b%) = 0 se, e somente se, x> + x = b” tem solugao em Fy. Se
E : 2? + x = y* é uma curva sobre Fy, o conjunto {a € A : f(a) é um cubo} pode ser

visto como

{a € A: existe (z,y) € E(Fy), com y € F\{1}, tal que y*> = f(a)}.

A(z?+z—y®)
ox

sobre 5. Com isso, podemos utilizar o Teorema 1.43, que afirma que existe w € C, com

lw| = v/2, tal que

Como (a,b) = 1 para todo (a,b) € F%,, segue que E ¢ uma curva eliptica

|E(Fom)| =2"+1—w™ —w™, para todo m € N.

Pelo Teorema 1.55, 3> permuta Fy e, com isso, segue que |E(Fy)| = 2+ 1 = 3. Com isso,
podemos obter w explicitamente, uma vez que |E(Fs)| =2+ 1—-w —w =3 — 2R(w) = 3.
Logo, R(w) = 0, e utilizando |w| = v/2, segue que w = v/2i.

Agora, para calcular o nimero de elementos em {a € A : f(a) é um cubo}, des-
consideraremos os pontos em FE nos quais nao estamos interessados. Isto é, os pontos
(£E£,6), (££,€2), (££,1),(0,0) e (1,0). Sendo assim, adicionando o caso a = 0, temos

q-— 8 — (\/§Z)2k . (—ﬂi)Qk . q— 8+ (_2)k+1

{a € A: f(a) é um cubo}| = 3 3

+ 1.

Com isso, também podemos encontrar o valor do outro termo procurado da Equacao
(2.4.6), da seguinte forma
[{a € A: f(a) ndo é um cubo}| = |A| = [{a € A: f(a) é um cubo}|
q—8+ (=2

=qg—3 —1.
1 3
Assim, o valor de S sera dada por
—8 -9 k+1 —8 ) k+1
5=2.|4 +3( ) +1}—1[q—3—q +3( ) — 1| = =24 (=2)F1

]

Teorema 2.39. Se mdc(4* — 1,n) = 1, entdo o niimero N de polindmios de permutagdo
K
de Fye da forma f(z) = 2™(z 3 +a) € dado por

20— 3(e1 + €2) — 10 — (=2)F2

N
9 Y
onde
-2, seq—3n=1 (mod9); -2, sen=0 (mod 3);
€1 — e €9 =
1, seq—3n#1 (mod?9). 1, sen#0 (mod 3).
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Demonstracao. Observe que todos os passos feitos no Teorema 2.34 sao validos para
caracteristica 2. Entao segue que

6(q —3) 9 | 2n 2 6 -1 2 —1
o7 o7 0 277()‘0>+5 ZU (M) +§ZU(>\0)\1 )+ 17 (AoAr ),

a€A a€A a€A

N —

onde \g = % e AoAfl = @tatl Jtilizando o Lema 2.28 para o segundo termo e o Lema

a?+1
2.38 para o terceiro, temos o resultado desejado. ]
Exemplo 2.40. Seja Fgy := (c6++£§]+c+1)' Pelo Teorema 2.39, se n € N, o niimero N de

. - 4k 4 ,
binémios de permutagao da forma 22" (™3 + a) sobre Fyx é dado por

_2¢—3(e + ) — 10 — (—2)FF2
= 5 ,

N

Sen=1ek =3, entdo o ntimero de binomios de permutagao da forma z*(z*' + a) sobre

Foy 6
2:64-3(1+1) 10— (-2)" 128-6-10+32 14

9 9 9
De fato, calculando computacionalmente podemos encontrar tais polinomios, que sao
28,28+ 322 2B + (4 Aot Da, 2 + (P4t A o), 2B + (P4 A+ 1)t 22+
A+t +E++ e+ D) aB 4+ (A + Dz 2B+ (P4 ce+ D)2 aB + (P + S+ + e+

Como corolario dos Teoremas 2.34 e 2.39, temos o resultado abaixo que melhora a cota

de Masuda e Zieve, apresentada no Teorema 2.21.

Corolério 2.41. Se g =1 (mod 3) e n > 1 é um inteiro tal que mdc(n, q%l) =1, entao
q—1

o nimero N de polinémios de permutacao de F, da forma f(x) = 2"(z"3 + a) satisfaz

_2q—3(61+€2)—10 4

< =
9 _9\/67

N
onde

-2, seq—3n=1 (mod9); -2, sen=0 (mod 3);
€1 = € €y =

1, seq—3n#1 (mod9). 1, sen#0 (mod 3).

Tendo feito a contagem de binomios de permutagao das formas x”(xq%l +a)e x”(a:q%l +a)
sobre F,, é natural tentar repetir o método para calcular o nimero de binomios de
permutagao da forma 33"(1:% + a), com r > 3. Entretanto, se tentamos utilizar esse
método, nos deparamos com um problema ainda sem solucao: encontrar o niimero de

solugoes de curvas com grau maior que 3.
Problema 2.42. Dados r > 3, com r|(¢ — 1), e n € N tais que mdc(n, qr;l) =1, calcular

. PN ~ a—1
o nimero exato de bindmios de permutagao da forma z™(x™+ + a) sobre F,.
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2.4.3 Heuristica

Fazendo uma anadlise heuristica dos resultados apresentados envolvendo o binomios de

~ g=1 . ;. .
permutacao f(z) = z"(z + + a), observamos que, fixado uma raiz r—ésima da unidade
qg—1

£ € Fy, se x # y sdo tais que o5 = yr =&, entao f(z) # f(y). Sendo assim,

supostamente, para decidirmos se f(z) é um binomio de permutacdo, basta verificar se
as raizes d—ésimas da unidade sao levadas em elementos distintos. De fato, isso acontece
para quaisquer polinomios, como ja vimos nos Teoremas 2.9, 2.12, 2.14, 2.22 e 2.27.
Note que, como temos r raizes r—ésimas da unidade, existem " formas de distribuirmos
essas raizes. Agora, se supomos que f(x) distribui uniformemente as r—ésimas raizes da
unidade, exatamente r! dessas distribui¢oes fardao com que f(z) seja uma permutagao.
Sendo assim, é natural imaginar que o nimero de valores a € [F, para os quais x”(xq;rl +a)

¢ um binomio de permutagao de [, seja préximo de

q-r!
rr

Como vimos nos Teoremas 2.23, 2.34 e 2.39, isso acontece nos casos em que r = 2 e
r = 3. Além disso, o Teorema 2.21, apresentado por Masuda e Zieve [15], também mostra
que esses binomios tem comportamento quase uniforme.

Apesar de no momento nao ser conhecida uma férmula explicita para o ntumero de
binémios de permutacao da forma z” (x% + a), podemos utilizar nossos métodos, aliado
a desigualdade de Hasse-Weil, para conjecturar uma nova cota para o numero de tais

binémios. Antes de apresentar a cota de Hasse-Weil, introduziremos uma nova definicao.

Definig¢ao 2.43. Um polinomio f(x,y) € F,[z,y] € dito absolutamente irredutivel se é

irredutivel em Fy[z,y].

Teorema 2.44 ([17], Teorema 3.3). Sejam f(z,y) € Fy[z,y] e E: f(z,y) =0 uma curva
sobre IF,. Se E é uma curva ndo singular e f(z,y) é um polindmio absolutamente irredutivel

de grau d, vale que
IEF)| —q¢" = 1] < (d = 1)(d - 2)\/q.

Com essa cota, conjecturamos o resultado abaixo.

Conjectura 2.45. Seja r € N e F, um corpo de caracteristica p impar, com q = p* e
g=1 (modr). Sen >1 ¢ um inteiro tal que mde(n, &) = 1, entdo o mimero N de

polinémios de permutagio de ¥y, da forma f(z) = x"(:cq%1 + a) satisfaz

) [() -] v

onde p, 4 depende de q e n e assume apenas um nimero finito de valores.

q- r! + Hn g
rr

-

6

Note que essa cota melhora o Teorema 2.21, uma vez que 7° cresce mais lentamente

r+1

do que r"**. Para um trabalho futuro, tentaremos encontrar uma prova para a validade

deste resultado. Para provar tal conjectura, seriam usados os mesmos métodos aplicados
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nesta se¢ao, com auxilio da desigualdade de Hasse-Weil, onde é necessario mostrar que

suas hipoteses sao satisfeitas.
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CaPIiTULO

Estrutura de Grupo

3.1 Posto de Carlitz

Neste capitulo, abordaremos questoes que estao sendo discutidas atualmente acerca
do posto de Carlitz. O nosso principal objetivo é apresentar uma cota para o peso de
polinémios de permutacao especificos. Como vimos no Teorema 1.58, todo polinomio de

permutagao f(z) em F,[z] pode ser representado em F, pelo polinémio
Pu(x) = (... ((aoz + a1)T™> + a2) "% ... 4+ a,) "% + any1, (3.1.1)

com ay,ani1 € Fy € ag,az,...,a, € F. Um polinémio pode ser representado de véarias

formas como na equacao acima e, com isso, surge a necessidade da seguinte definicao.

Definigao 3.1. Seja f(z) € Fy[z] um polinomio de permutacao. Chamaremos de posto
de Carlitz de f(x) o menor n € N tal que existe P,(x) como em (3.1.1) que satisfaca
f(x) = P,(x) (mod 27 — x). Denotaremos por Crk(f) o posto de Carlitz de f(x).

Considerando a equagao (3.1.1), como 27~ = ™" para todo x € F}, inspirados pelas
fracoes continuas estudadas em teoria dos ntimeros, podemos considerar a fragao continua
de P,(x), dada por

1

Qpt1 + ’ ) (3.1.2)
ap + ...
1
a2
Ao + 4y
e sua respectiva convergente

Ra(w) = Sttt Do, (3.1.3)

an + By
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onde oy = qp_1a + ap_o € B := Br_1ar + Br_o para k > 2, onde o := 0, a1 := ay,
Bo:=1e (1 :=a;.

A partir de agora, dado f(x) um polinémio de permutacdo, apenas mencionaremos
Pn(x) e Ru(x) para n = Crk(f). O fato da inversdo nao poder ser calculada no ponto
0 faz com que P,(z) e R,(x) ndo coincidam nos pontos em que os denominadores dos

convergentes
Q1T + B
arr + P

se anulam. Esta sequéncia de pontos, que denotaremos por

,comk=1,...,n,

0, = {_B" ;@':1...n} c PY(F,) = F, U {co}, (3.1.4)
Q;
serd chamado de sequéncia de polos de R, (x). Observamos que os polos podem estar

repetidos. Assim, teremos

Q10+ Brgt

fla@) = Rafa) = 00

, para todo a € F \O,,. (3.1.5)

De fato, associar um polinémio de permutagao f(x) com sua respectiva forma racional
(como acima) pode facilitar a procura de respostas para outras perguntas envolvendo
polinémios de permutacoes e, por isso, foram investigados algumas propriedades relacio-
nadas ao posto de Carlitz em [1, 6, 8, 20]. Nesses trabalhos, sao apresentados resultados
envolvendo drbitas dos polos, relacoes entre posto de Carlitz e grau de polinomios, relacao
entre posto de Carlitz e peso de polinomios, entre outros resultados. O seguinte teorema,

por exemplo, encontra-se entre os citados.

Proposigao 3.2 ([1], Teorema 4). Seja f(z) € Fy[xz] um polinomio de permutacao de grau
d e com Crk(f) =n. Entao
n>q—1—d.

Demonstracao. Notemos, pela Equagao (3.1.5), que f(z)(anz+8,) — (@n_124 Br_1) = 0,
para todo a € F,\O,. Entao o grau de f(z)(a,z + 5,) — (@n—12 + Bn-1), que é d+ 1 ou
d, deve ser maior ou igual & quantidade de raizes em F,, que é |F,\O,| > ¢ — n. Isto é,

d+ 1> qg—n, que era o que queriamos. O

Outro resultado importante, apresentado em [6], relaciona o posto de Carlitz ao peso

de polinomios de permutacao de [F,, como veremos abaixo.

Teorema 3.3 ([6], Teorema 4). Seja f(x) € Fy[x] um polinémio com grau > 2,

w(f)
flz) = Z a;x% e f(x) # 1 + cax?™?,
i=1

para ci,c3 € Fy,co # 0. Entao
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Com esse teorema, se fixamos Crk(f) = n, temos um limite inferior para o peso do

polindémio, dado por

Essa cota é fraca, principalmente para valores de Crk(f) pequenos. O nosso objetivo

na préxima se¢ao ¢ melhorar esse resultado para Crk(f) = 2.

3.2 Polinémios de Permutacao com Posto 2

Apresentaremos, nesta secao, todas as ferramentas necessarias para estimar o nimero
maximo de coeficientes nulos em polinomios com Crk(f) = 2. Para tanto, serd necessario
apresentar uma sequéncia de lemas técnicos. O primeiro desses descreve a forma geral de

polinémios de posto de Carlitz 2. No que segue, se f(z),g(z) € F,[x], usaremos a notacao

f(x) =, g(z) para dizer que f(z) = g(z) (mod z¢ — ).

Lema 3.4. Seja f(x) € F,[z] um polinomio de permutagcio com Crk(f) =2 e q impar.
Entao, existem ag, a1, az,as € Fy, com ag,as # 0, tais que

q—2

_ 1 i i . —1\q—2—i _q—1—i 1 ai q—1
T)=,0a x (—a a1 —1a a1+a g —a “+asz+a ———+1—a
f(z)=qa; ;_1 (—ao)' [(ar—iay ") (a1 +a3 ") T Has+ta; ol 1

(3.2.1)

Demonstracao. Pela definicao de posto de Carlitz, existem ag, a1, aq,a3 € Fy, com
ao, az # 0, tais que f(z) = ((apx +a1)9? + az)?? + as. Assim, como observado na equagao
(3.1.5),

( T+ ap 1
Ro(x) = +a se —a1, —a1 — Q5 };
2( ) a2x+a1ag+1 3 gé{ 1 1 2 }a
—1.\ —
f(ao x) =4 a;' +as, se v = —ay;
as, se v = —(a; +ay").

\
Notemos que, se ¥ # —(a; + a5 '), as seguintes igualdades seguem:

T+ ay
asT + ajas + 1

q—2
+ as

+az =405 (x+a)(z+ a1 +ay")

q—2
-2 . _9_ —
:agl(x—l—al)z (q . )$Z<a1+a21)q 2 + a3z =: RQ(LU)

Sendo assim, o polindmio f (aa 1:1:) — Ry(z) tem como zeros todos os pontos x €
F,\{—a1,—a; — ay'}. O polindémio também pode ser construido usando o método de
interpolagao de Lagrange apresentado na equagao (1.1.9) para encontrar uma relagao com

poucos termos para f(x):
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flay'e) = Rale) =, Y [flag'a) = Ra(a)] (1 = (& —a)*™)

a€l,
=(1—(r+a)™HNas'+ (1 —(x+a; +ay;") -0
=(1—(z+a)?Yay .
Com isso, podemos recuperar a equacao para f(z), como segue:

flag'z) =4 Ra(w) + (1 = (z + a1) Hay*

=0

2 q—2 (i q—1
_ -1 - i —1\q—2—1i - i gq—1—i
=aqa —_
5 (x+a1)Z( . )x (a1+ay ") +az+ay ' —ay! ( . ):L‘ af
1=0 =0
Pelo Corolario 1.19, temos
q—2 q—1
flagtz) =g ' (z4a1) )y (i41)(—1)z" (a1 +a;") > "+ as+a;' — a; IZ( 1igia?
i=0 1=0
q—2 o
=a," . [(al—iaz_l)(al+a;1)q_2_i—a{f—1_z] +az+ay’ cHl—ad
i1 (=1)° a1+a2
De onde podemos concluir que
- -1 N -1 —1\g—2—i al” 1—i ! _ g-1
0=, 05" 3_ (a0 [(or—ia5 v o3) )+t ap!| —riat .
que era a expressao desejada. O

Como nosso proposito é determinar o peso minimo para polinomios de posto de Carlitz

o —1-i
=271 — {7 7" se anule o

. . . | -1
2, precisamos determinar ay, as e az tais que (a3 —iay )(a; + a5 ")
niimero maximo de vezes. Observemos que no caso em que a; + a,* # 0, isto equivale que

a equagcao

N
. a; +a _
a1+za21:<1a—2) (a1 +ay")
1

tenha o nimero maximo de solucoes. Para estimar este nimero de solucoes, precisaremos

dos seguintes lemas.

Lema 3.5. Sejam €2 um conjunto finito e f,q : Z — €2 funcgoes periddicas de periodos m

e n, respectivamente, tais que f|j1m] € glpn s@o injetivas e mdc(m,n) = 1. Entdo

{e € [lymn]: f(i) = g()} = {f(0): 0 <i<m}pn{g(i): 0 <i<n}|

23
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Demonstracao. Para facilitar a demostracao, observemos o seguinte esquema:

f@) | f) ... fm) | ... | f(1) .| f(m)
i 1 mn (3.2.2)
g(@) | g(1) | ... | g(n) e g(1) | ... | g(n)

Notemos que, fixado j € [1, mn|, para que haja uma igualdade f(j) = g(j) é necessério
que f(jr) = g(j,) para algum j; € [1,m] e j, € [1,n]. Por outro lado, dados j; € [1,m)]
e jg € [1,n] tais que f(jr) = 9(Jjg), pelo Teorema Chinés dos Restos, existe um tnico
J € [1,mn] tal que

j=jr (modm);
Jj=Jj, (modn).

Assim,

{i e [L,mn] - fi) = g} = {f(D) : 0 < i <mpn{g(i): 0 <i <n}l.
[l

Corolario 3.6. Sejam ) um conjunto finito e I,k € Z. Sejam f,g : Z — ) fungoes
periodicas de periodos m e n, respectivamente, tais que flpm € glpn sdo injetivas e

mde(m,n) = 1. Entdo
{i € [k + 1,k + lmn]  £(5) = g(i)}] < I x min{m,n}.
Demonstragao. Usando o Lema 3.5,
{o € [L,mn]: f(i) = g(i)} = {f() : 0 <i <m}N{g(i) : 0 <i<n}| <mn{m,n}.

Como f(x) e g(z) sdo periddicas, podemos transladar o intervalo por k e o expandir [

vezes, chegando a
Hielk+ 1L, k+1Imn]: f(i)=g@)} <1xmin{m,n}.
O

Usaremos esse corolario na demonstracao do Teorema 3.9. Mas antes, precisamos dos

seguintes resultados.

Lema 3.7. Sejam F, um corpo finito com caracteristica p impar, v € F, e c,d € F, com
c#0. Se3 < M < p, a sequinte desigualdade vale

, 3M 39 5
1<i<M: 4y =ictd} </ — ——+-.
H1<i< v ic+d}| < 5 16+4
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Demonstracao. Se v € {0, 1}, a desigualdade segue trivialmente, entdo consideraremos
v e FN\{0,1}. Seja €, :={1 <i < M : " =ic+d}, t :=|€,| el := ordy, (7). Pegando

i1,12 € 6, com iy # ig, das relagdes v =ijc+ d e 72T =iy + d segue que

7”“ — 7”“ = jyC — 11C

i+l _ il _

v YT = (ip —iy)c

P (R = 1) = (i — in)es

Da relacao anterior, observamos que se i, — 47 ¢ multiplo da ordem de 7, isto é ix — i1 =0
(mod 1), isso implicaria que (is — i1)c = 0. Como ¢ # 0, terfamos i; = iy. Logo, como

assumimos i; # i, concluimos que is —i; Z 0 (mod ). Assim,

Cc

’YiQ_il _ 1 :

,yi1+1 — (ZQ o Zl)

Tomemos agora ji, j2 € €, com j; # jo. Da mesma forma, teremos

A+l _ (s ¢
Y - (]2 ]1)7j2,j1 _ 1
Suponhamos que j, — j; = 19 — 11, entao
et d =t = (o — i) ———— = (i — iy)————— =y = iic+ d
1 v J2 =1 T 2~ U Nt — 1 v 1 :

Como estamos assumindo ¢ # 0, teremos j; = i1 € jo = is. Isto é, a diferenca entre dois
pares distintos de elementos de €, nunca serd igual. Com isso, se i; < --- < 4; sao todos

os elementos de ¢, os valores

(i — 1), (13 — d2), ..o, (e — dg-1),
(i3 —i1), (5 — 13), - -, (g5 41 — dgy 221y q),
(14 — i), (i6 — ia), - -, (g 2] — g1 o)

sao todos distintos. A quantidade de valores contados acima é 2t — 3. Além disso,
L1 = (ZQ—Z1>+(23—22)+—|—(Zt—2t,1) SM—L

Ly i= (i3 = i1) 4+ - + (gt g =gz q) + (g — i) -+ (g g ) — iy z) ) <2M —4

Por isso,

(2t — 3)(2t — 2)
2

=14+2+4+---+(2t—3)< Ly + Ly <3M —5.
£ < /3M_39+5
- 2 16 4

95

E, por isso,
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Observe que a desigualdade desse lema nao é 6tima. De fato, desconhecemos uma

versao Otima desse resultado, como veremos no decorrer do capitulo.

Lema 3.8. Seja F, um corpo finito de caracteristica p e v € F,\F,. Entdo

{1<i<g—2:9"T=il-7)+1} <

T I

Demonstragao. Sabemos que ¢ = p", comn > 2. Definimos I := ordg, (7). Note que, como
[ é um divisor de ¢ — 1, segue que [ # p. Assim, para provar o enunciado, consideraremos
dois casos: [ > pel <p.

Primeiramente suponhamos [ > p. Observemos que ™! tem perfodo [ e i(1 — ) + 1
tem periodo p. Assim, pelo Corolario 3.6, o nimero de igualdades que ocorrem no intervalo
[1,lp\_%ﬂ é, no maximo, igual a p\_%J, e no intervalo [lptql;pﬂ,q — 2] ocorrera no

quj < [p. Sabendo disso, basta dividir em alguns

maximo p, uma vez que ¢ — 2 — Ip LF

subcasos para chegar ao resultado:

Se n = 2, como [ > p, temos

q—2 p*—2 q
5 o552
Ip Ip p

Sen =3, como (p+ 1)1 (p* — 1), o menor valor que [ poderd assumir é p + 2. Assim

q—2 P’ =2 p’ =2 p’ =2 P q
pL—Jer:pL J+p<p +p < tp<pi==
Ip Ip Ip p+2 p P

Sen >4, como [ > p+ 1, teremos:

q—2 Pt —2 Pt —2 Pt —2 1 P"q
pL—JﬂLp:pL J+p<p +p< tp<pTi= =
Ip Ip Ip p+1 P D

Dessa forma, o resultado esta provado para [ > p. Agora, facamos o caso em que [ < p.
Observe que 7™ =i(1 —~) +1 ¢ o mesmo que ' + ...+ + 1 = —i. A ideia da prova
¢ usar o Lema 3.5 e para isso definiremos f(i) := Z;‘:o 7 e g(i) = —i. Assim definida,
f(x) é uma funcao periédica de periodo [ e g(z) é uma funcdo periédica de periodo p.

Utilizando o Lema 3.5, temos
{ie[Lipl: f(t) =g()} ={f(): 0<i <1} Nn{g() : 0 <7 < p}]
=H{f(@):0<i<i}n{i:0<1i<p}
=|{f(i): 0<i <} NI

Suponhamos que exista k € N, com 0 < k <[ —1, tal que f(k), f(k+1) € {f(i): 0 <
i <1} NF,. Entao
fR)=9"+. . +y+1=c, €Ty (3.2.3)

fle+ 1) =~+*"""+ . 4+ y+1=cpy €F,. (3.2.4)
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Note que ¢; # 0, uma vez que k < [ = ordg, (7). Das equagoes (3.2.3) e (3.2.4),
concluimos que
720k+1_1 era
Ck
que ¢ absurdo. Sendo assim, nao existem dois indices consecutivos k e k 4 1 para os quais
fk), f(k+1)e{f(i):0<i<I}NTF,. Com isso, temos uma limitagdo para o nimero de
elementos em [{f(i) : 0 <i <[} NF,|, dada por

i€ L] 1) =9 = ()0 =i <y < [ 5.

Com essa limitacao, estamos prontos para fazer o mesmo que fizemos na primeira parte

da prova deste lema. O nimero de igualdades que ocorrem no intervalo [1, lp{%ﬂ é, no

maximo, igual a [%J qu;pQJ, e no intervalo [Ip qu;pQJ ,q — 2] ocorrera no maximo L%J, uma
vez que ¢ — 2 — lqul—;fJ < Ip. Logo,
{1<i<qg—2:9" =i(l—7)+1} < 2T + 5 <%+§§]—97
e o resultado segue. O]

3.2.1 Caracteristica fmpar

Estamos prontos para enunciar o principal teorema deste capitulo. Como vimos, no

caso em que Crk(f) =2, o Teorema 3.3 afirma que

O resultado abaixo melhora essa cota para o caso em que a caracteristica p de F, é

impar. Em seguida, apresentaremos também o caso p = 2.

Teorema 3.9. Seja F, com caracteristica p impar e f(z) € Fylx] um polinémio de

permutacao com Crk(f) = 2. Entdo

o) zq-t- BT

Demonstracao. Pelo Lema 3.4, existem ag, a1, az, as € F,, com ay, ay # 0, tais que

q—2
_ —1 i i - —1 —1\qg—2—i q—1—i -1 a1 q—
f(z) = a3 ;1 2 (—ao)'[(ar — ia3 ") (a1 + a3 ") —ali" " +as+a; {—&1 e +1—af

Como estamos interessados apenas no peso minimo que f(x) pode ter, vamos considerar,

a;lal

. — — —1 .
sem perda de generalidade, que a3 := — —ay' +ay'al” e ag = —1. Com isso,

a; + agl
fl@)=a;" ) a'[(ar —iay")(ar + a5 ") —al 7. (3.2.5)

o7
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Dada a ultima equacao fica claro o que faremos para calcular o peso minimo que
f(x) pode assumir, que é calcular o maximo de indices ¢ € {1,...,q — 2} para os quais

—1—1

a igualdade (a; —ia; ') (ay +a; ') 27" = af ocorre. Mas antes, faremos alguns casos

isoladamente. Primeiramente consideremos o caso em que a; = 0 e assim,

q—2

q—2

f(x) =ay’ Z o[ —i(ay") ] = —ag? Zixiaé.
i=1 =1

Note que i a} = 0 precisamente quando i = 0 (mod p). Mas, como i € {1,...,q — 2},

isso acontece exatamente % — 1 vezes. Sendo assim, para o caso em que a; = 0, sabemos

p=a2 (T1) =0t
p p

e o resultado segue. Facamos agora outro caso isolado, assumindo que a; +a,' = 0 e daqui

que

q—2
fla)=—ay' Yy 'l
i=1

Notemos que, nesse caso, a; # 0, uma vez que as # 0. Mas se a; # 0, teremos ati‘(—l—i £0
para todo i € {1,...,q — 2}. Sendo assim, para este caso, temos w(f) = g — 2.
Tendo feito esses dois casos particulares, estamos prontos para fazer o caso geral.

Assumiremos que a; # 0 e a; + a;l = 0. Assim:

q—2

fla)=ay' Yy a'[(ar —iay")(ar +ay )2 —af ]

i=1

q—2

=ay’ Z o [(ar —iay ") (a1 + ayt)~HD ai’]
i=1

-z , ay + ay’ a; +a;
— ;'Y a0y +ay ") Y [1 i (— _ 1) - (_> ]
i=1 % e

-1
a1 + aqy

ai
vez que isso implicaria em a, = 0. Da mesma forma que nos casos particulares, estamos

Seja v := . Notemos que o tnico valor de IF, que v nao pode assumir ¢ 1, uma
interessados em saber, fixado 7, qual o maior nimero de indices ¢ € {1,...,q — 2} para os
quais se obtém

Y =01 —7) + 1. (3.2.6)

No caso em que v € F,\F,, o resultado segue do Lema 3.8. Assim, podemos assumir
v € F,, isto é, I := ordg,(7)|p — 1. Notemos que a sequéncia 7' tem perfodo [ e sequéncia
i(1—7)+1 tem periodo p, entao, pelo Corolério 3.6, a igualdade (3.2.6) ocorrera exatamente
z% — 1 vezes no intervalo [p — 1, ¢ — 2]. Por fim, pelo Lema 3.7, a igualdade (3.2.6) ocorrera

no maximo

3p 39 5

2 16 1
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vezes no intervalo [1,p — 2].

Com isso, podemos cotar o peso w do polinomio f inferiormente por

q 3p 39 5 q 3p 39 1
>qg—2—(2-1)—[y/E -4 ) =g/
w(f) za (p ) ( > 16 71) 17 1

Portanto, o teorema esta provado. O]

Note que esse teorema melhora a cota apresentada no Teorema 3.3, que afirma que
w(f) > £ —2 quando Crk(f) = 2. Apesar disso, a desigualdade apresentada nesse teorema
nao é otima. Além disso, da demostragao apresentada para o teorema, segue o seguinte

corolario.

Corolario 3.10. Seja Fyn com caracteristica p impar e f(z) € Fpn[z] um polinémio de

permutacao com Crk(f) = 2. Entao, existe um inteiro v, > 0 tal que

onde essa desiqualdade € otima.

Como veremos na proxima se¢ao, o mesmo se repete em caracteristica p = 2. Estimativas
para a constante v, serao apresentadas na tabela do Apéndice B. Estes valores foram
calculados por uma rotina implementada em linguagem C. Entretanto, encontrar uma

férmula fechada para v, ainda ¢ um problema sem solugao.

Exemplo 3.11. Calculando computacionalmente o caso em que char(F,) = p = 11, temos
v11 = 4 e o valor de v = 7 garante que a equagao (3.2.6) atinja o nimero méaximo de
igualdades. Sendo assim, escolhendo a; = 2 e as = 1, podemos usar a igualdade (3.2.5)

para definir o polinémio
11n—2
fulz) = ) [47(2 =) — 6'] 2",
i=1
Dessa forma, f,(z) é um polinomio de permutagao sobre Fy;n, de posto de Carlitz 2,
podendo também ser escrito como
ful@)=(2-2)"" 2+ DM 2 -8 (mod 2™ — ).
Pelo Corolario 3.10, f,(z) é tal que w(f,) = 11" — 11" — 4.

No Apéndice B, apresentamos os valores de v, para varios primos p, a fim de mostrar
que v, cresce bem lentamente, o que indica que o Lema 3.7 pode ser melhorado. Na tabela

abaixo, ao lado do nimero natural n, aparece o menor primo para o qual v, = n.
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n — menor primo p tal que v, = n | n — menor primo p tal que v, =n
1—2 7T — 233
2—=3 8§ — 281
3—5 9 — 1987
4 —11 10 — 2003
5— 29 11 — 10159
6 — 53

3.2.2 Caracteristica Par

No caso em que a caracteristica é par, temos um resultado semelhante ao caso anterior,

cuja demonstracao nao necessita de lemas adicionais.

Teorema 3.12. Seja Fan um corpo finito. Se f(x) € Fonx] € um polinémio de permutagdo
com Crk(f) =2, entao
w(f)>2"1 -1,

e essa desigualdade é otima para n > 2.

Demonstragao. Assim como em caracteristica impar, sabemos que f(x) é da forma

2" -2

f(z) = %—1 Z 7t [(Ch . m2—1)<a1 + a2—1)2”—2—i . a%n_l_i]

i=1
Assumindo que a; = 0, obtemos

2" -2 2" -2

f(z)=ay! Z o[ —i(ay")* 7 = —ay! Z ix'ab.
i=1

=1

Notemos que ¢ a) = 0 precisamente quando i = 0 (mod 2). Mas, como i € {1,...,2" —
2}, isso acontece exatamente 2"~! — 1 vezes. Sendo assim, para o caso em que a; = 0,

sabemos que

Para o outro caso, assumindo que a; + a5 1' =0, teremos

2" -2

fla) = —a" 3 a1
=1

o
Notemos que, nesse caso, a; # 0, uma vez que as # 0. Mas se a; # 0, teremos a® '~ # 0

para todo ¢ € {1,...,2" — 2}. Sendo assim, para este caso, temos w(f) = 2" — 2.
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Agora podemos assumir a; # 0 e a; + a;* # 0. Com isso,

2" -2

f(@) =az" Y ' (o1 — i) (@1 + ag")? 72 = a3 ]
=1

2n 2
=ay’ Z o' [(ar —iay ) (a1 + ay )~ — ay]

i=1
_ IR
1—2'(_“1“‘21 _1) _ (a1+a21> ]
aq aq

-1
a1 + aq

on_2

_ 1 i —1\—(i+1

= a, g wiay (ay + ag )~
i=1

Da mesma forma, definindo v := , hotemos que o unico valor de [F, que vy

a
nao pode assumir é 1, uma vez que isso im%ﬂicaria em ap; = 0. Como nos casos anteriores,
estamos interessados em saber, fixado v, qual o maior nimero de indices i € {1,...,q—2}
para os quais se obtém

A =1 —5) + 1. (3.2.8)
Mas como estamos em caracteristica 2, isso se traduz em encontrar v para qual o maior
nimero de valores de i € {1,...,2"! — 1} satisfaz ¥*! = 1, onde o ntimero de zeros
em {1,...,2" — 1} serd exatamente igual a duas vezes esse valor. Isso se d4 pois y* 1! =

201l =) +1=1e~y* 2 =2+ 1)1 -9 +1=(1-7) +1 =+, que é 0 mesmo
que 2+ 2i+1

quando v tem ordem minima em Fs». Sendo assim, se pg > 1 é o menor divisor de 2" — 1,

= 1. O ntmero maximo de valores de 7 para os quais se tem -y = 1 ocorre

existird um elemento 7y com ordem pq e esta sera a minima ordem possivel para elementos
diferentes de 1. Neste caso, teremos 13"t = 1 sempre que i = %, com k € N. Como
po € Tmpar, isso acontece sempre que k é impar. Entao, em um intervalo de tamanho 2py,

temos exatamente 2 indices para os quais a equagao (3.2.8) é satisfeita. Sendo assim, nesse

caso temos
on — 9 on ] — o — 4
w(f)ZQ"—Q—Q{ J:2n—2—2~—po>2"—2— > ol
2po 2po
e obtemos o que procuravamos. .

Nesse teorema, a desigualdade apresentada é 6tima. No exemplo abaixo, apresentaremos

uma familia de polinomios para os quais obtemos a igualdade.

Exemplo 3.13. A igualdade ocorre justamente nos casos calculados na equagao (3.2.7),

referentes ao caso em que a; = 0. Por isso, se escolhemos a € [F3,, o polinomio

2m—2 an—1-1
L . . n__ n__
falz) = E ir'a' = E e =ar +aP2? + .+ a® R
=0 i=1

¢ um polinomio de permutacao sobre Fy., de posto de Carlitz 2, podendo também ser

escrito como
fo(@) = ((ax)* 24+ 1) (mod z*" — ).

Como vimos na demonstracao do teorema, f,(z) é tal que w(f,) = 2" — 1.
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Consideracoes Finais

Tendo feito o caso em que o posto do polindmios é 2, podemos nos perguntar o que

acontece para posto maior que 2.

Conjectura 3.14. Seja F, com caracteristica p # 5 impar e f(x) € F,lx] um polinomio

de permutacao com Crk(f) =3 . Entao

Para p = 5, temos uma conjectura semelhante, com w(f) > %. Afirmamos que a
desigualdade ¢é 6tima por conhecermos polinomios que atingem a cota. Para construir um
e oA . . -1 . . ,
polinémio cujo peso seja exatamente ‘5=, precisamos apresentar o seguinte lema, que é

similar ao Lema 3.4 apresentado para polinomios com posto 2.

Lema 3.15. Seja f(z) € Fy[z] um polindmio de permutacio com Crk(f) =3 e q impar.

Entao existem ag, a1, az,as,as € Fy, com ag, az, a3 # 0, tais que
f(z) =, in(—ao)i {(z + ax3152) B I Bt T — e BT + 85, (3.2.9)
i=1
onde
Br=asaz+1, fo=ar+a;", s =araaz + a1 +as, B = (a3' +a3)*> — a3’
Bs = (aras + 1) + Bs(1 —a?™") + a3t (1 — B + ay.

Nao apresentaremos a prova deste lema, uma vez que basta imitar os passos da
demostracao do Lema 3.4. Com esse lema, construimos um polinomio de posto 3 que atinge

a cota da Conjectura 3.14, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 3.16. Tomando ay = —1,a; = —1,ay = 27',a3 = —2 e a4 = 47!, teremos
p1=—1,0 =0 e B3 = 1. Assim, consideraremos o polinémio de permutagao f(z) € F,[z]

com posto de Carlitz 3 que satisfaz
f@)=(((-1—2)72+271)12-2)72 1+ 41 (mod 29 — z),

podendo também ser escrito como

fz) =, 27 [(=1)" = 1]a".

q—1

Dessa forma, f(x) ¢ um polinomio de permutacao tal que w(f) = %-.

Da mesma maneira, podemos encontrar a forma geral de polindbmios com posto 4 e

propor as seguintes conjecturas.
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Conjectura 3.17. Seja F, com caracteristica p impar e f(x) € Fy[z] um polinomio de
permutacao com Crk(f) =4. Se ¢ =1 (mod 3), entdo

Se ¢ #1 (mod 3), entao

Em ambos os casos, a desiqualdade é otima.

Para um projeto futuro, seria estudada a validade de tais conjecturas utilizando as

ferramentas apresentadas aqui. Entretanto, demonstrar resultados equivalentes aos lemas

técnicos 3.7 e 3.8 para estes casos nao é trivial.
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APENDICE

. A . 1 E
Alguns Binémios da Forma z"(x3 + a)

Se n € N é tal que mdc(n, q%l) = 1, entao a tabela abaixo apresenta o numero NV, , de

bindmios de permutacao da forma :Jc”(xq;?)l + a) em F,, para alguns valores de ¢. Todos

esses valores foram obtidos utilizando uma rotina implementada em linguagem C.

P Kp T Nop | Nppz | Npps | Npps Ny ps
- 72 - 18432 - sen =0 (mod 3)
171 0 iv/17 - 70 - 18430 - sen=1 (mod 3)
- 70 - 18430 - se n =2 (mod 3)
6 78 | 1512 | 29094 | 549546 |sen =0 (mod 3)
19 7 | =35+ivV6.75 | 4 76 | 1510 | 29092 | 549544 |sen =1 (mod 3)
4 76 | 1510 | 29092 | 549544 |sen =2 (mod 3)
- 127 - 61951 - sen =0 (mod 3)
23| 0 iv/23 ~ | 126 - 61951 - sen=1 (mod 3)
- 127 — 61950 — se n =2 (mod 3)
- 199 - 156799 - sen =0 (mod 3)
29| 0 iv/29 ~ | 199 — | 156798 ~ sen =1 (mod 3)
- 198 - 156799 - sen =2 (mod 3)
7 | 223 | 6552 | 205183 | 6364327 |sen =0 (mod 3)
31| 4 —2 4 4v/27 7 | 222 | 6550 | 205183 | 6364326 |sen =1 (mod 3)
6 | 223 | 6550 | 205182 | 6364327 |sen =2 (mod 3)
6 | 294 | 11232 | 416598 | 15411966 | se n. =0 (mod 3)
37| —11| 55+iV6.75 | 4 | 292 | 11230 | 416596 | 15411964 | se n = 1 (mod 3)
4 | 292 | 11230 | 416596 | 15411964 | se n = 2 (mod 3)
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P Rp Tp Nn,p Nmpz Nn,p3 Nn7p4 Nmps
- 391 - 627199 - se n =0 (mod 3)
411 0 ivA4l - 390 - 627199 - sen =1 (mod 3)
- 391 - 627198 - se n =2 (mod 3)
7 415 | 17784 | 760447 32669287 | se n =0 (mod 3)
43 | -8 4+ iV/27 6 415 | 17782 | 760446 32669287 | sen =1 (mod 3)
7 414 | 17782 | 760447 32669286 | se n =2 (mod 3)
— 511 — 1083391 — sen =0 (mod 3)
471 0 AT ~ | 511 - 1083390 - sen=1 (mod 3)
- 510 - 1083391 - se n =2 (mod 3)
- 648 - 1752192 - sen =0 (mod 3)
531 0 iv/53 ~ | 646 - 1752190 - sen =1 (mod 3)
— 646 — 1752190 — sen =2 (mod 3)
500 0 iv/59 ~ | 798 - 2691199 - sen=1 (mod 3)
- 799 — 2691198 - se n =2 (mod 3)
13 | 853 | 50400 | 3075253 | 187692133 | se n =0 (mod 3)
61| 1 | —0544v/60.75| 12 | 853 | 50398 | 3075252 | 187692133 |sen =1 (mod 3)
13 | 852 | 50398 | 3075253 | 187692132 | se n =2 (mod 3)
13 | 1021 | 67032 | 4477381 | 300011473 | se n =0 (mod 3)
67| =5 | 2.5+iVv60.75 | 13 | 1020 | 67030 | 4477381 | 300011472 |sen =1 (mod 3)
12 | 1021 | 67030 | 4477380 | 300011473 | se n =2 (mod 3)
— | 1152 — 5644800 — sen =0 (mod 3)
71 0 /71 ~ | 1150 - 5644798 - sen =1 (mod 3)
— | 1150 - 5644798 - se n =2 (mod 3)
18 | 1206 | 86184 | 6310998 | 460699938 | se n =0 (mod 3)
73| 7 | =35+iv60.75 | 16 | 1204 | 86182 | 6310996 | 460699936 | sen =1 (mod 3)
16 | 1204 | 86182 | 6310996 | 460699936 | se n =2 (mod 3)
13 | 1357 | 109368 | 8654533 | 683788153 | se n =0 (mod 3)
79 | —17 | 85+iV6.75 12 | 1357 | 109366 | 8654532 | 683788153 | se n =1 (mod 3)
13 | 1356 | 109366 | 8654533 | 683788152 | se n =2 (mod 3)
— | 1567 - 10543231 - sen =0 (mod 3)
8| 0 iv/83 — | 1567 - 10543230 - sen =1 (mod 3)
— | 1566 - 10543231 - se n =2 (mod 3)
— | 1800 - 13939200 - sen =0 (mod 3)
891 O iv/89 - | 1798 - 13939198 - sen =1 (mod 3)
- | 1798 - 13939198 - se n =2 (mod 3)
25 | 2053 | 203112 | 19671157 | 1908307465 | se n =0 (mod 3)
97 | 19 | —9.5+4v6.75 | 24 | 2053 | 203110 | 19671156 | 1908307465 | se n = 1 (mod 3)
25 | 2052 | 203110 | 19671157 | 1908307464 | se n =2 (mod 3)
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Todos os dados apresentados nessa tabela foram calculados usando o Teorema 2.34.

Observe que todos esses valores dependem do resto de n moédulo 3, por esse mesmo teorema.

Fixamos alguns valores de p e n para verificar quais sao os respectivos binomios de permuta-

¢ao. Usando o critério de Hermite, é possivel encontrar tais binomios computacionalmente.

Utilizamos o software matematico, livre e de codigo aberto, SageMath para encontrar todos

os binomios apresentados abaixo. Na tabela, seguem os valores de p, n e os respectivos

bindémios de permutacao.

Nn 7p

<A . a—1
Binoémios da Forma z"(z"3 + a)

19

213, 27(2% +5), 27 (25 + 16) e 27 (25 + 17).

31

17

17(1,10 + 1)’ I17(I10 + 5)’ x17<x10 + 17)7 1.17(1,10 + 22)’ I17(I10 + 23)’
e x'7(210 4 25).

37

11

fL'23, $11(5E12 + 7),I11($12 + 33) e 1311(3712 + 33)

43

15

22 25 4 1), 25 (2 1 6), B2 1 9), 2 (2 4 11), 25 (21 1 23),
e x'%(z + 36).

61

43

12

B3 (2% + 3), 283 (2% + 18), 283 (2®° + 19), 213 (2?0 + 31), 23 (2% + 36),
aB3(220 + 37), 23 (2% + 39), 283 (2% + 41), 213 (2?0 + 45), 213 (2?0 + 51),
B (2?° + 53) e 213 (2?0 + 54).

67

39

13

200, 299 (2% + 2), 2% (2 + 5), 2 (22 + 7), 2% (22 + 11), 2% (22 + 25),
239(2%2 + 27), 23 (2% + 46), 2% (2* 4 51), 23 (2?2 + 54),
¥ (2% + 55), 2% (2*% + 58) e ¥ (2 + 61).

73

35

16

$59, x35($24 + 2)’ x35(x24 + 4), :1335(:1324 + 16), :E35({E24 + 18), le(w% + 22)7
3 (2 4 30), 235 (2?4 + 21), 235 (2 + 32), 2% (22! + 33), 235 (2 + 37),
3 (x* 4+ 45), 2% (2** + 55), % (22 + 57), 2% (22 + 68) e 2% (2* + T1).

79

13

220 23 (2?0 + 4), 23(2% + 13), 23 (2® + 15), 23 (2?5 + 20), 23(2% + 29),
23(2% 4 35), 23 (% + 37), 23(2% + 60), 23 (2?® + 61),
23 (2% 4 62), 2% (2*® + 65) e x3(2*0 4 73).

97

49

24

49 x3 +13), 21923 4+ 17), 2% (23 + 19), 2 (232 + 20), 2%9(23? + 21),
219232 + 34), 2% (232 + 37), 2% (23 + 44), 219 (3% + 46),
, 2% (2% + 54), 29 (2% 4 56), 219272 + 58), 2% (%% + 60),
# 163),29(a% 4 65), 210(% 4 67), (@ + 71), 2'0(e% +83),
(232 4 85), 24 (3 + 90), 2 (232 + 92) e 2% (2% + 93).
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Abaixo, seguem os valores de v, para p < 1009.

p—)l/p

3—1

5—3

7T — 2

11— 4

13— 3

17— 0.4

19 — 3

23 =4

20 — 5

31 =5

37— 4

41 — 4

43 — 4

47 — 5

293 — 6

29 =5

61 — 5

67 — 3

71— 5

73— 4

79— 5

83— 5

89 —+ 5

97 — 5

101 — 5

103 — 6

107 — 6

109 — 4

113 — 6

127 — 5

131 — 6

137 — 5

139 — 6

149 — 5

151 — 5

157 — 5

163 — 5

167 — 5

173 =5

179 — 5

181 = 6

191 — 5

193 — 6

197 — 5

199 — 5

211 — 6

223 =5

227 — 6

229 = 5

233 =7

239 — 5

241 — 5

251 - 6

257 =5

263 — 5

269 — 6

271 =5

217 =7

281 — 8§

283 — 6

293 — 6

307 — 6

311 — 7

313 — 5

317 — 5

331 — 6

337 — 6

347 — 6

349 — 6

353 — 5

359 — 5

367 — 5

373 =6

379 — 6

383 — 5

389 — 6

397 = 5

401 — 6

409 — 5

419 — 7

421 — 6

431 = 7

433 — 5

439 — 6

443 — 7

449 — 6

457 — 6

461 — 5

463 — 5

467 — 7

479 — 6

487 — 5

491 — 6

499 — 6

503 — 6

509 — 6

521 — 5

923 — 6

541 — 7

547 — 6

257 — 6

263 — 6

269 — 8

571 — 6

97T — 8

587 — 5

993 = 7

599 — 6

601 — 6

607 — 6

613 — 5

617 — 7

619 — 6

631 — 5

641 — 6

643 — 7

647 — 6

653 — 6

659 — 6

661 — 6

673 — 6

677 — 6

683 — 6

691 — 6

701 — 6

709 — 6

719 — 6

727 — 6

733 — 6

739 = 7

743 — 6

751 — 5

757 — 6

761 — 7

769 — 7

773 — 6

87— 17

97 =7

809 — 6

811 — 6

821 — 6

823 — 6

827 — 6

829 = 7

839 — 6

853 — 6

857 — 7

859 — 5

863 — 6

877 — 5

881 — 6

883 — 6

887 — 6

907 — 8

911 — 8

919 — 6

929 — 7

937 — 6

941 — 6

947 — 6

953 — 6

967 — 6

971 — 6

977 — 6

983 — 8

991 — 5

997 — 6

1009 — 6
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Seguem os valores de v, para o i—ésimo primo fmpar p (com ¢ =0 (mod 10)).

P —Up
31 =5 73— 4 127 — 5 179 — 5 233 =7 283 — 6 353 — 5
419 — 7 467 — 7 547 — 6 607 — 6 661 — 6 739 — 7 811 — 6
877 —5 947 — 6 1019 — 6 | 1087 — 7 | 1153 — 8 1229 — 8 1297 — 6
1381 -6 | 1453 =7 | 1523 =7 | 1597 =7 | 1663 — 6 1741 — 7 | 1823 =7
1901 -6 | 1993 — 7 | 2063 —6 | 2131 —7 | 2221 —6 | 2293 —6 | 2371 =7
2437 =7 | 2539 — 7 | 2621 — 7 | 2689 — 7 | 2749 — 8 | 2833 =6 | 2909 — 8
3001 — 7 | 3083 =7 | 3187 =6 | 3259 =7 | 3343 —6 | 3433 =7 | 3517 =7
3581 —=9 | 3659 =7 | 3733 =7 | 3823 =7 | 3911 -8 | 4001 =7 | 4073 — 8
4153 — 7 | 4241 — 8 | 4327 — 8 | 4421 — 7 | 4507 — 7 | 4591 — 7 | 4663 — 7
4759 — 7 | 4861 —8 | 4943 — 7 | 5009 — 7 | 5099 — 8 | 5189 — 8 | 5281 — 7
5393 — 8 | 5449 — 7 | 5527 — 8 | 5641 — 7 | 5701 — 7 | 5801 — 7 | 5861 — &
5953 — 7 | 6067 — 8 | 6143 —8 | 6229 — 7 | 6311 -7 | 6373 =7 | 6481 — 8
6577 — 7 | 6679 —+8 | 6763 —+8 | 6841 —8 | 6947 — 7 | 7001 — 7 | 7109 — 7
7211 =8 | 7307 — 7 | 7417 -8 | 7507 — 8 | 7573 — 7 | 7649 — 7 | 7727 — 8
7841 =7 | 7927 — 7 | 8039 — 9 | 8117 —9 | 8221 — 7 | 8293 =7 | 8389 — 8
8513 — 8 | 8599 — 7 | 8681 — 7 | 8747 —8 | 8837 — 7 | 8933 =7 | 9013 — 8
9127 —9 | 9203 -8 | 9293 —+8 | 9391 =7 | 9461 —8 | 9539 — 7 | 9643 — 7
9739 — 7 | 9817 — 7 | 9901 — 8 | 10009 — 8 | 10103 — 7 | 10181 — 7 | 10273 — 7
10357 — 7 | 10463 — 8 | 10589 — 7 | 10663 — 9 | 10753 — 7 | 10861 — 7 | 10957 — 8
11069 — 10 | 11159 — 8 | 11257 — 8 | 11351 — 7 | 11447 — 8 | 11549 — 7 | 11677 — 8
11779 — 7 | 11839 — 7 | 11939 — 8 | 12037 — 8 | 12113 — 7 | 12227 — 8 | 12301 — 7
12409 — 8 | 12491 — 9 | 12569 — 9 | 12647 — 8 | 12743 — 8 | 12841 — 8 | 12941 — 8
13009 — 8 | 13121 — 7 | 13217 — 8 | 13313 — 8 | 13417 — 8 | 13513 — 9 | 13627 — 8
13709 — 7 | 13789 — 8 | 13883 — 7 | 13997 — 9 | 14083 — 8 | 14207 — 8 | 14327 — 8
14423 — 8 | 14533 — 7 | 14621 — 7 | 14713 — 7 | 14771 — 8 | 14867 — 8 | 14951 — 7
15077 — 8 | 15161 — 8 | 15263 — 8 | 15329 — 9 | 15413 — 8 | 15511 — 9 | 15619 — 8
15683 — 8 | 15787 — 8 | 15887 — 8 | 15973 — 7 | 16073 — 7 | 16187 — 8 | 16273 — 8
16411 — 8 | 16487 — 8 | 16607 — 9 | 16693 — 8 | 16823 — 8 | 16921 — 11 | 17011 — 8
17099 — 8 | 17203 — 8 | 17321 — 8 | 17393 — 7 | 17483 — 7 | 17579 — 9 | 17681 — 8

Seguem os valores de v, para o i—ésimo primo fmpar p (com ¢ =0 (mod 1000)).

p—Vp
7927 — 7 | 17393 — 7 | 27457 — 9 | 37831 — 8 | 48619 — 9 59369 — 9 70663 — 8
81817 — 9 | 93187 — 8 | 104743 — 8 | 116461 — 8 | 128201 — 9 | 139907 — 10 | 151717 — 10

Analisando as tabelas apresentadas até aqui, observamos que o comportamento de v,

em fungao de p é préximo de log(p), o que nos leva a conjectura abaixo.

Conjectura B.1. Quando p — oo, nos temos v, = O(logp).
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