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Resumo

Nesse trabalho testa-se uma familia de desigualdades de nao contextualidade,
a qual é desenvolvida a partir de uma visao unificada dos diversos cenérios
nao contextuais, ¢.e, uma construc¢ao que permite unificar os aparentemente
distintos, Gedankenexperiment® empregados na elaboracdo de provas de con-
textualidade quantica, dentre os quais encontra-se o experimento que permite
testar a desigualdade de CHSH. Cada uma das referidas desigualdades repre-
senta limitagoes impostas as correlagoes de um sistema fisico, quando estas
sao tratadas a partir de teorias nao-contextuais. A violacao dessas desigual-
dades demonstra que para determinado cenario as correlacoes existentes no
sistema nao podem ser explicadas de um ponto de vista nao-contextual.

O sistema no qual deseja-se testar o carater contextual é um par de gbits
fotonicos emaranhados nos caminhos transversais dos f6tons gémeos gerados
por conversao paramétrica descendente espontanea (SPDC)?, com casamento
de fase do tipo I. A violagao de desigualdades nao-contextuais em diversos
cenarios demonstra que a condicionalidade nao-local exibida em um expe-
rimento de Young com fotons gerados por SPDC nao pode ser explicada
corretamente por um modelo deterministico e local, ou seja, nao podem ser
explicados no escopo de uma teoria de variaveis ocultas. Em outras palavras
o resultado central deste estudo revela que a condicionalidade do padrao
de interferéncia de dois fo6tons é uma caracteristica ligada & contextualidade
deste tipo de experimento.

3Termo de origem alem3 que significa experimentos mentais
4Sigla retirada da traducdo para o inglés da expressao a qual é dada por: spontaneous
parametric down conversion.
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Abstract

In this work we test a family of noncontextuality inequalities developed from
a unified view of several non-contextual scenarios, e, a construction that
allows unify seemingly disparate Gedankenexperiments used for quantum
contextuality proofs, among which is the experiment that allows testing the
CHSH inequality. Each of these inequalities predicts numerical limitations
on the correlations of a physical system, when they are modeled by non-
contextual theories. Violation of these inequalities shows that for a given
scenario the correlations in the system can not be explained from a non-
contextual viewpoint .

The system which we want to test the contextual nature is two photonic
gbits in the transversal path variable of twin photons generated by Spontane-
ous Parametric Down Conversion (SPDC). After being generated, the photon
pairs cross a double-slit and exit it in a entangled state in path variables.
Violation of the non-contextual inequalities for different measurement sce-
narios demonstrates that the nonlocal conditionality displayed in the Young
experiment with photons generated by SPDC, can not be properly explai-
ned by a local deterministic model, i.e, can not be explained in scope of a
non-contextual hidden variable theory.
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Introducao

A conversao paramétrica descendente espontanea (SPDC) é um processo 6p-
tico nao-linear, que gera pares de fotons comumente denominados por signal
(s) e idler (7). Essa fonte de luz possui grande interesse pratico no estudo
e aplicacdao de sistemas quanticos, uma vez que os fétons gerados na SPDC
apresentam correlagoes em diversos graus de liberdade, permitindo a geragao
de estados quanticos correlacionados da luz. Em especial destacam-se as cor-
relacoes existentes no caminho transversal desses fotons, estas sao exploradas
em alguns trabalhos para geracao de estados qdits, testes de fundamentos de
mecanica quantica e imageamento quantico conforme mostrado no trabalho
de revisao dado na ref. [2]. Uma pergunta pertinente é sobre a natureza dessas
correlagoes, ou sobre quais sao as descrigoes teoéricas alternativas a mecanica
quantica que sao capazes de gerar modelos para explicar estas correlacgoes.

Quanto a sua natureza as correlacoes presentes em um sistema podem ser
divididas entre duas classes principais: as correlacoes contextuais e as nao-
contextuais. Quando a medida de um observavel é realizada em sistemas
que exibem correlagoes do primeiro tipo, é impossivel criar um modelo para
explicar os resultados desta medida usando as hipoéteses de que existe um
valor pré-estabelecido para a medicao e este é revelado apos sua realizagao e
ainda que o resultado desta medida deve ser o mesmo independente de qual
outro observavel ¢ medido simultaneamente no sistema.

De fato a contextualidade é vista como uma das caracteristicas fundamen-
tais da teoria quantica, e segundo o teorema de Kocken-Specker 3|, qualquer
teoria capaz de reproduzir as predigoes da mecanica quantica acerca dos re-
sultados da medida de um observavel, em um dado sistema que é representado
por espaco de Hilbert com dimensao d > 3, deve inevitavelmente ser uma
teoria contertual. Estudos recentes revelam que a nocao de nao-localidade
é um caso especial da contextualidade aplicada a um sistema bipartido, au-
mentando ainda mais a importancia desta propriedade para uma construcao
generalista da mecanica quantica [4]. Uma das maneiras experimentalmente
acessiveis para caracterizar o carater contextual das correlagoes de um sis-
tema, é através do célculo de uma funcao linear envolvendo grandezas que
quantificam as correlagoes da medida de observaveis compativeis, perten-
centes & um mesmo sistema. Em geral essas grandezas quantificadoras de
correlacoes sao construidas a partir de dados obtidos experimentalmente.

Algumas construgoes tedricas sao capazes de fornecer tais funcgoes linea-
res, de modo que estas apresentem uma limitagao numeérica, quando avaliadas
a partir de um conjunto de dados que podem ser explicados por uma teo-
ria nao-contextual. Em outras palavras, essas construgoes teéricas geram



desigualdades que devem ser satisfeitas por toda teoria deterministica nao-
contextual. Em geral esses desenvolvimentos tedricos estabelecem cenarios,
ou experimentos mentais’ que permitem constatar teoricamente que a me-
canica quantica viola tais desigualdades, 7.e, permite demonstrar que deter-
minada funcao linear, avaliada sobre quantificadores de correlacoes, assume
valor superior aos previsto por um modelo nao-contextual. Em suma cada
uma dessas construgoes tebricas busca dar ao problema de contextualidade
uma estratégia semelhante a realizada por Clause, Horne, Shymmony, Holt
e Bell (CHSHB) para o problema de localidade [5,6], gerando desigualdades
experimentalmente implementaveis.

Um recente desenvolvimento tedrico [7] é capaz de fornecer uma visao
generalista de uma série de cenarios elaborados para demonstrar a contex-
tualidade quéantica. Essa familia de cenarios é chamada de n-ciclo e a razao
para esta denominacao ficara clara ao longo deste texto. Dado um cenério,
esta teoria baseia-se na anélise matematica do conjunto de probabilidades
associadas as medidas conjuntas de observaveis implementados em um sis-
tema. Tal anélise prové um método que distingue o conjunto de correlagoes
nao-contextuais do conjunto de todas as correlacoes de tal sistema. A par-
tir desta separacao obtém-se um conjunto de vinculos, os quais devem ser
obedecidos pelas correlacoes nao-contextuais, estes vinculos sao as chamadas
desigualdades de Boole, e constituem as desigualdades nao-contextuais para
determinado cenario. A visao generalista de tal método revela-se pois é pos-
sivel demonstrar uma forma geral capaz de gerar todas as desigualdades de
Boole para todos os cenarios do n-ciclo. O que torna possivel demonstrar que
os cenarios propostos por CHSHB [5,6] e Klyachko [8] fazem parte da familia
do n-ciclo, gerando inclusive as situagoes dentro de cada cendrio nas quais é
possivel obter o maximo valor de violagao das desigualdades nao-contextuais.

Nesse trabalho deseja-se demonstrar o carater contextual das correlagoes
responsaveis pela condicionalidade nao-local observada no experimento de
Young para um par de foétons gerados por conversao paramétrica descendente
espontanea (SPDC) com casamento de fase do tipo I, e ao mesmo tempo
fornecer uma implementacao experimental pioneira da construcao teodrica
mencionada no paragrafo anterior. Nesse experimento o par de fotons é
gerado em um cristal e propagado através de um sistema 6ptico linear até um
conjunto de duas fendas, o que gera um estado destes foétons correlacionados
em seus caminhos transversais [9-12]. Em termos mais técnicos, pode-se
afirmar que foi preparado um estado emaranhado de dois gbits de caminho
transversal. O aparato de deteccao do experimento consiste em uma lente
que projeta a transformada de Fourier 6ptica do campo apos as fendas, em
um plano onde sao colocados dois detectores, D; e D,, cada um destes é
capaz de detectar um dos fotons convertidos em posicoes varidveis x; e x,
respectivamente. Este aparato de deteccao permite realizar o mapeamento
dos padroes de interferéncia condicionais, tal como proposto em [11,12] .
Este mapeamento gera uma matriz 25 X 25 na qual cada um dos elementos
indica o valor das detec¢oes em coincidéncia quando o detector D; ¢ colocado
na posicao z; e o detector D, em x,.

5Do alemio: Gedankenexperiment



Neste trabalho explora-se a estrutura bipartida do espaco de Hilbert ge-
rado, permitindo criar uma estratégia a partir da qual é possivel implementar
uma familia de cenérios do n-ciclo par, de modo que um dos cenérios imple-
mentados tem como desigualdade nao-contextual a conhecida desigualdade
de CHSH. A quantificacao das correlagoes do sistema ¢é realizada a partir da
matriz obtida pelo mapeamento dos padroes condicionais, o que é possivel
pois identificam-se os operadores de medida implementados no experimento
de Young. A correspondéncia entre os observareis cujas correlacoes devem
ser medidas no teste e os operadores de medida implementados experimental-
mente, foi demonstrada, o que permitiu extrair as correlagoes das contagens
em coincidéncias. Desta forma, a partir da matriz de coincidéncias obtida
experimentalmente, é possivel acessar miltiplos cenarios contextuais e testar
suas desigualdades. As limitacoes experimentais restringem ao acesso de seis
cendrios, sendo possivel verificar a violacao das desigualdades nao-contextuais
de todos estes.

Na primeira parte dessa dissertacao serd apresentada uma visao geral
sobre o problema da descricao deterministica da mecanica quantica, com o
intuito de mostrar ao leitor como surgiram os importantes conceitos de lo-
calidade, realismo e nao-contextualidade. Introduzidos estes conceitos serd
realizada uma revisao minimalista da construgao teorica proposta em [13]
a qual conforme adiantado serd4 empregada para o desenvolvimento desse
trabalho. A segunda parte serd dedicada a uma discussao sobre geracao e
controle de estados quanticos da luz, a partir de fétons gerados por SPDC.
Essa secao tem um grande apelo experimental e todo o desenvolvimento nela
apresentado é de grande importancia para entender os experimentos reali-
zados. Pode-se entendé-la como uma parte dedicada a teoria que margeia
o experimento realizado. Por fim na terceira parte desta, é apresentada a
estratégia criada para se acessar os multiplos cenédrios nao-contextuais par-
tindo da interferéncia condicional dos pares de f6tons. Também nessa parte
os resultados obtidos sao apresentados e discutidos.



Parte 1

Fundamentacoes Teoricas



Capitulo 1

O indeterminismo quantico e suas
consequéncias

A descricao quanto mecanica da natureza, vem sendo desde a sua criacdo, um
marco na mudanca do pensamento cientifico-filoséfico da sociedade. Este fato
tem raizes, na elaboracao de alguns conceitos fisicos radicalmente diferentes
de conceitos providos pela fisica classica, o que era inteiramente necessario,
uma vez que a metodologia cléssica se mostrava incapaz de solucionar uma
gama de experimentos. Alguns desses conceitos "quanticos", importantes
para uma melhor compreensao deste trabalho, e que sao inteiramente dife-
rentes de conceitos da mecanica classica, serao discutidos neste capitulo, de
modo que o leitor que ja esteja familiarizado com as nogoes apresentadas,
nao tera sua leitura prejudicada ao salta-lo.

1.1 Realismo e localidade na mecanica quan-
tica.

A descricdo da maioria dos fendmenos que rege o mundo macroscopico, é
modelada e compreendida pelo formalismo que adequamos por chamar de
fisica classica, e esta se encontra fundamentada, dentre outros, em dois
conceitos importantes denominados localidade e realismo. O conceito de
localidade afirma que o resultado de uma medicao feita em um volume
finito do espaco, nao deve influenciar ou sofrer a influéncia de uma outra
medida feita em uma regiao espacialmente distinta, antes que algum sinal de
luz possa conectar as duas regives. Mesmo no caso de os resultados destas
medicoes serem condicionados, assume-se, ser impossivel que um sistema
sofra a influéncia instantanea devido a uma mudanca ocorrida no outro. Por
sua vez o conceito de realismo afirma que as propriedades fisicas de um
sistema existem independentes da medida ou a observacao ao qual esse é
submetido.

Apoiados nas nogoes de localidade e realismo, Albert Einstein, Boris Po-
dolsky e Nathan Rosen (EPR) concebem um critério por eles denominado
completeza de uma teoria, e demonstram que a mecanica quantica (M.Q)
nao obedece a tal critério, concluindo desta forma, que a descricao de um
sistema utilizando a funcdo de onda é incompleta [14], esta argumentagao
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traz & tona uma das maiores discussoes fisicas do século XX, e merece ser
analisada com maiores detalhes.

1.1.1 O Paradoxo de Einstein-Podolsky-Rosen

Segundo Einstein, Podolsky e Rosen o sucesso de uma teoria pode ser dado
como satisfatério ao se responder positivamente duas questoes: a primeira é
se a teoria ¢é de fato correta e a segunda ¢ se a descricao obtida com esta teoria
é completa. Quanto ao primeiro questionamento julga-se correta uma teoria,
de acordo com o seu grau de concordancia com a percepgao humana (ou como
dito por EPR, a experiencia humana), que em ciéncia fisica é fundamentada
em experimentos, em palavras mais praticas, julga-se pois pela concordancia
com os fatos experimentais. Afim de se responder a segunda questao deve-se
primeiramente elaborar uma definicao sobre o que é uma teoria completa,
e segundo EPR uma condicao necessiria para qualquer teoria que se diz
completa é que "cada elemento de realidade fisica deve ter uma contraparte
(uma previsao) em tal teoria". Muito provavelmente o leitor se depara com o
seguinte questionamento: "o que é um elemento de realidade fisica?". Afim
de evitar qualquer interpretacao errdnea que tal expressao possa sugerir,
sempre que mencionarmos tais elementos de realidade fisica (ERF) devemos
ter em mente a seguinte definigao |14]

Definicao 1.1.1 (Elementos de realidade fisica (ERF)). "Se, sem perturbar
de alguma forma um sistema, pode-se prever com certeza (com probabilidade
igual a um) o valor de uma grandeza fisica, entdo existe um elemento de
realidade correspondente a ela.”

Considerando-se dois observaveis nao compativeis A e B, e ¢, uma au-
tofuncao de A com autovalor a. Do formalismo quantico, sabe-se que se um
sistema é preparado em um estado ¢4, toda medida de A realizada tera como
resultado a. Se apoés esta medida deseja-se realizar uma medida do obser-
vavel B, o resultado desta nao serd previsivel, ou seja, todos os resultados
dentro do espectro de B sao equiprovaveis. Em palavras de EPR, "quando A
€ conhecido, entao B ndo tem realidade fisica", portanto a mecanica quan-
tica nao seria uma teoria completa uma vez que nao existia uma contraparte
na teoria ao elemento de realidade fisica associada ao observavel B, e além
disso a existéncia de tal elemento dependeria das medidas que o sistema fosse
submetido'. Entdao seguem duas hipoteses sobre a teoria quantica:

1. A descricao de realidade quanto-mecinica, dada pela funcdo de onda,
nao € completa.

2. Quando dois operadores que correspondem a duas quantidades fisicas
nao comutam, entao estas duas quantidades nao possuem realidade si-
multinea..

Ou seja este elemento de realidade existiria apenas se fossem realizadas medidas de
observaveis compativeis.
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Por fim, considere um sistema fisico composto por duas particulas, rotu-
ladas por ¢ e s, que interagem por um tempo finito, o estado da particula
apos esta interacao pode ser considerado:

“+o0o
W (z,,2,) = / /M it ap (11)

—00

onde x, (v = i, s) sendo a posi¢ao da particula v, o uma constante arbitraria.
Uma vez que as autofun¢oes de momento da particula ¢ (u,(x;)) formam uma
base ortogonal, pode-se expandir a funcao de onda do sistema composto na
base destas autofungoes. A funcao de onda que representa o estado global
fica:

Uinia) = [ dyleum) dp. (1.2

sendo os coeficientes, 1,(z,) as autofuncoes de momento da particula s.

Considerando que seja feita uma medida do momento da particula ¢, o
autovalor obtido é p. Segundo o postulado de reducao do pacote de onda,
apos esta medida o estado desta particula é dado por:

up(z;) = /P (1.3)

Utilizando o resultado da equagao (1.3) para determinar o coeficiente da
expansao dada pela equacao (1.2), o estado da particula s é reduzido a:

Py(a,) = e~ ri/hples—eo) (1.4)

e uma medida de momento desta particula vai dar sempre o valor —p.
Também é possivel escrever o estado geral do sistema expandindo-o na

base das autofuncoes do operador posicao de cada uma das particulas (na

representagao da posicao), de forma anéloga a equagao (1.2) esse seréa:

+o0

U (z;,xs) = / 0r(xs)ve () d (1.5)

—00

Dessa forma, se uma medida da posicao da particula ¢ for realizada e o valor
obtido for x o estado que a representa logo apos esta medida sera:

vz () = 0(x; — x) (1.6)

com isto, ao inverter a expansao dada pela equagdo (1.5), determina-se que
o estado da particula s deve ser:

+oo
R
=hd(r —xs + x0) , (1.7)
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que é um auto-estado do operador posicao, com auto-valor associado x + x.

Do exemplo acima fica evidente que como consequéncia de duas medicoes
feitas no subsistema constituido pela particula i, o estado que representa a
particula s pode ser levado a duas diferentes fungoes de onda, aqui represen-
tadas por ¥, (xs) e vn(zs). Segundo os argumentos de EPR, uma vez que
os dois sistemas nao mais interagem no momento da medigdo (pois isto foi
requerido na construgao do exemplo acima dado) entdo nenhuma mudanga
fisica real pode acontecer no sistema s dado que sua causa ¢ uma alteracao
no sistema i, esta afirmacao é o proprio principio de localidade, embora nao o
tenha nomeado explicitamente no texto original. Em palavras de EPR " Con-
sequentemente € possivel atribuir as duas diferentes funcoes de onda a mesma
realidade ?", devendo, portanto, serem dados como ERF os autovalores de
tais funcoes de onda.

Para ajudar na visualizagao do paradoxo proposto por EPR, considere
que as particulas ¢ e s sao enviadas para experimentadores espacialmente
separados denominados respectivamente por Alice e Bob. Cada um destes
pode optar por medir ou posigao ou momento de sua respectiva particula de
modo que esta escolha nao esteja vinculada a escolha realizada pelo outro.
Em uma situacao na qual Alice resolve medir a posicao da particula ¢ e Bob
nao possui qualquer possibilidade de descobrir a escolha de Alice, se Bob
for interrogado sobre quais os elementos de realidade de fisica associados a
particula s, de acordo com as discussoes precedentes, ele pode afirmar que
tanto a posi¢ao quanto o momento de s podem ser associados a elementos
de realidade desta particula. Portanto, se a descricao da funcao de onda
for considerada completa, entao existe um observador (no caso Bob) que
contraria a hipotese 2 sendo levado desta forma a um paradoxo.

Segundo EPR o paradoxo exposto acima pode ser desfeito se a hipotese 1
for abandonada, abrindo desta forma a possibilidade de se completar a teoria
quantica no sentido de tornéa-la deterministica, uma vez que se Alice e Bob
pudessem prever o resultado da posicao e o momento de suas particulas sem
a necessidade de realizar alguma medida sobre elas ( ou o sistema composto
pelas duas) entao estas duas grandezas voltariam a se encaixar na definigdo
de elemento de realidade fisica (1.1.1). Esta analise levam EPR a refutarem
a hipotese 1, o que endossava ainda mais os argumentos contrarios ao apa-
rente indeterminismo quantico e questionando se realmente a funcao de onda
continha toda a informacao sobre um sistema fisico, ou seja, questionava se
nao deveriam existir parametros adicionais na descricao de um sistema que
pudessem tornar essa descricao deterministica.

A conclusao de nao completeza de EPR pode ser evitada, ao aceitar
como ERF simultaneos apenas duas grandezas conjuntamente mensuraveis,
porém como alertam EPR ao considerar tal formulacao aceita-se implicita-
mente, que a realidade fisica de um sistema s depende de qual medida é feita
no sistema i, sendo este rechacado pelos autores, que ao o fazerem, defendem
entao que uma concepgao de teoria baseada em localidade e realismo, embora
o primeiro nao o tenha sido feito de forma tao explicita quanto o segundo *.

2A realidade referida é: "o estado da particula s apés uma medida realizada na i.
3De fato apos feita a consideracdo anterior, EPR descartam-a com o argumento de que
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A secao seguinte trata de uma releitura dos argumentos dados por EPR,
e pode, se assim preferir o leitor, ser saltada. Entretanto trata-se de uma
releitura que acaba por aproximar as discussoes acima a um sistema com grau
de liberdade discreto, e que é estruturalmente idéntico ao sistema que foram
implementados experimentalmente para a construcao da presente dissertagao.

1.1.2 Versao 6ptica do paradoxo de EPR.

David Bohm sugere em seu livro-texto [15] uma versao simplificada do para-
doxo de EPR, utilizando ao invés de graus de liberdade continuos (posigao
e momento), o grau de liberdade discreto de spin. O sistema fisico utilizado
para a descrigdo de Bohm consiste de duas particulas spin-1/2, em um estado
singleto.

Nesta secao sera utilizado um analogo 6tico da descricao original de
Bohm, nela um par de fétons sao gerados por uma fonte e estes possuem uma
correlagao em seu grau de liberdade de polarizacao, sendo esta da mesma na-
tureza que a presente nas particulas de EPR. A anélogia é assegurado pois
tanto o espacgo das polarizagoes de cada foton quanto o espago de spin de
uma particula sao bi-dimensionais, e a implicacao algébrica disto é que tanto
os operadores de polarizacao quanto os de spin podem ser escritos em termos
das matrizes de Pauli.Os observéiveis que representam a polarizacao dos fo-
tons sdo os chamados operadores de Stokes e podem ser escritos como [16-18|:

1 0

S, x o, = ( 0 1 > : (1.8a)
01

Sgomﬁ_(l o)’ (1.8b)

S30(O'y:<(,) —02) : (1.8¢)

1

nas quais os observaveis de Stokes representam os seguintes estados de po-
larizacao: S; polarizacao horizontal e vertical; Sy polarizacao £45° e S
polarizacao circular esquerda e direita. Por fim devemos notar que estes ope-
radores obedecem a mesma relagao de comutagao ciclica dos operadores de
spin, dada por:

[Sz, Sj] = QZEijSk (19&)

sendo ¢, 7,k = 1,23 e ¢, definido por:

1 para uma permutacao par de ¢, 7, k ,
€ijk = { —1 para uma permutacio fmpar de 7,7, k , (1.9b)
0 para qualquer outro caso.
Os fotons gerados pela fonte sao rotulados por i (idler) e s (signal), e sdo

enviados para observadores A e B, respectivamente, localizados em direcoes
opostas, conforme esquematizado na figura (1.1).

esta nao seria suportada por uma concepcao "razoavel"de realismo.
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Figura 1.1: Esquematizacao da versao de Bohm o6ptica, sobre o paradoxo
EPR. Uma fonte de luz produz pares de fétons correlacionados em polariza-
¢ao, cada uma desses fotons sao enviados para observadores A e B distantes
entre si, e munidos com prismas birrefringentes. O aparato de deteccao
permite aos observadores descobrir o caminho seguido por um foéton e conse-
quentemente a sua polarizacao.

O espaco de Hilbert que representa o par de foétons é composto pelo
produto tensorial do espaco de cada um, isto é 77 = J ® . Seja o estado
que descreve o par de fotons (considerando-o puro) dado por:

1

W) ﬁm D+ l)ile)) (1.10)

Os vetor de estado |]), representa o estado de polarizagao vertical do foton
rotulado 7, enquanto [<+); indica o estado de polarizacao horizontal, ambos
sao auto-estados do operador de Stokes gh ® 1, € S, ao passo que |I),
(1 =1,4) é auto estado de 1; ® S;, € .

Conforme mostrado na fig.(1.1) cada observador possui um prisma birre-
fringente, cujo eixo rapido é representado pela seta dupla vertical no interior
de cada prisma, estes prismas sao capazes de separar os fotons incidentes
em dois caminhos distintos conforme sua polarizacao. Toda a componente
linear do estado de polarizacao, que for paralela ao eixo 6ptico do prisma
é transmitido ao longo do caminho rotulado o, caso seja perpendicular ser&
transmitido ao longo de e. E instrutivo atribuirmos valores numéricos arbi-
trarios a estes dois eventos, se o féton seguir por o atribuimos o valor +1,
caso siga por e o valor sera -1.

Aos dois observadores é permitida a escolha arbitraria e independente de
medir uma componente de polarizacao, isto pode ser feito apenas variando
a orientacao do eixo Optico de cada prisma. Em uma situacao na qual A
escolhe medir 5’11, e obtém como resultado +1, sabe-se portanto que apos
esta medida o estado total do sistema é dado por:

|\Il> = |$ 7$> ) (1.11)

0 que torna possivel a predicao do autovalor de uma medida de 5’18, e em
vista das nocoes de realismo e localidade dadas por EPR, este é portanto um

1A partir de agora serdo utilizadas as seguintes notagdes compactas: |+),|—), —
|+—), sendo o primeiro rétulo relacionado & particulas i e o segundo & s. E para os
operadores definidos acima: 1; ® 5”15 — 5”15 e §1i R1y — 5“1,“ o mesmo valendo para
as outras componentes do operador de Stokes de uma particula.
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ERF.

Suponha que o observador A queira medir as componentes de polarizacao
+45°, pode-se verificar facilmente que o estado global descrito na base dos
auto-estados dos operadores S, e Sy, ¢ dado por:

W) = —=([++) +1--)) , (1.12)

1
V2
sendo |£); (|£),) os referidos auto-estados de Sy, (Ss,).

Os dois resultados possiveis (autovalores de Sy) continuam sendo +1, de
modo que, apds o observador A, realizar uma medigao de S, ele pode com o
resultado obtido saber qual estado serd obtido por B, caso este realize uma
medida de Sy,. Podemos entao afirmar que S, também é ERF.

O paradoxo neste caso surge tal qual exposto anteriormente, pois uma

vez que [5’15, SQ} = 2iS5. £ 0 [17], entao qualquer que seja a escolha feita

por A, no instante em que ele realiza o experimento (excluindo o colapso
instantaneo da funcao de onda da particula s), duas grandezas nao compati-
veis se mostram como ERF, o que nos permite chegar as conclusoes de EPR
dadas anteriormente.

1.2 Estados emaranhados

Os estados correlacionados inicialmente propostos por EPR em [14], sdo cha-
mados de estados emaranhados. Nesta secao serao apresentados alguns con-
ceitos basicos sobre estados emaranhados.

Considerando um sistema bipartido, com partes i e s, de dimensao 2 ® 2,
o estado puro que representa este sistema é dito emaranhado se ele nao pode
ser escrito de forma fatoravel, ou seja, se o estado global nao pode ser escrito
como o produto tensorial do estado de cada particao, matematicamente isso
significa:

‘\Il>sep. = ’¢>z ® ’¢>s : (113)

Sejam |0) e |1) os auto-estados da matriz de Pauli 0., entdo uma possivel
base para o espaco de Hilbert com dimensoes 2 ® 2 ¢ dada por:

{l00), [11), 10}, [01)},

uma outra base denominada base de Bell é encontrada pela combinacao linear
dos estados que formam a base supra mencionada. Os estados que formam
a base de Bell sao chamados de estados de Bell e sao dados por:

|6%) = 7(|0 J0) +1,1)) ; (1.14a)
a >— 5 (10.0) = 1,1)) 5 (1.14b)
[97) = 5 (0.1 +[1,0)) ; (1.14c)

11
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1

- (0. 1) = 11,0)) - (1.14d)

[47)

1.3 Mecanica Quantica vs Teoria de Variaveis
Ocultas

O trabalho de EPR [14] demonstra que o indeterminismo da mecéanica quan-
tica pode levar a um paradoxo demonstrando que a teoria quantica nao pode
ser considerada uma teoria completa.” Algumas descricoes ja existiam muito
antes do artigo de EPR e estas surgiam no intuito de tornar a mecanica
quantica uma teoria deterministica, um exemplo disso é a chamada teoria da
onda piloto de Louis de Broglie datada de 1927 [19]. Nesta se¢ao serdo dis-
cutidas algumas tentativas de construcao de uma teoria de variaveis ocultas
(TVO), e como uma classe destas teorias ¢ descartada por elaboracoes algé-
bricas capazes de fornecer dois importantes teoremas da mecanica quantica
conhecidos por teorema de Bell e Teorema de Kochen-Specker.

1.3.1 Visao geral sobre uma teoria de variaveis ocultas

Louis de Broglie em 1927 [19], elaborou uma tentativa de tornar a descri¢ao
quantica deterministica, assim como a mecanica estatistica classica. Porém
seu modelo nao sobreviveu a criticas feitas, sendo abandonada por de Broglie
pouco depois. Algumas outras ideias surgiram neste sentido, e a que mais
parecia sensata, é a de uma descricao para a aleatoriedade dos resultados da
medida de um observavel, segundo a qual cada um dos resultados é associado
a um micro-estado de equilibrio, especificado por uma variavel oculta e pelo
vetor de estado no espaco de Hilbert. E importante notar que estas descricoes
exigem que um microestado seja tal que a dispersao em torno de um resultado
de medida seja nula, ou seja, especificado este sabe-se com certeza o valor
que serd obtido apds uma medicao.

A titulo de ilustrac@o considere um operador A, e um sistema cujo estado
¢ representado por um vetor |1)), denotando de T o resultado obtido apos
uma medida de tal observavel. Ao se tratar de uma TVO, insere-se a hipo-
tese que T, seria determinado sem ambiguidade apenas conhecendo-se |1))
e alguns parametros que evoluem de forma nao controlada pelo observador,
coletivamente representados por A, que sao as variaveis ocultas do sistema.
Pode-se ainda, de forma mais geral, considerar que existe uma distribuicao
de probabilidade associada a A, dada por p(\)°. A insercao das variaveis
ocultas, na descricao de um sistema quantico, torna os resultados de uma
medida uma funcao destas, i.e, T — T}y (A).

5Dentro da definicdo dado por EPR

6Uma exemplificacdo disto pode ser dada considerando-se o conhecido jogo de lanca-
mento de uma moeda, os possiveis resultados obtidos, ap6s a moeda cair podem ser, cara
ou coroa. Se o jogador conhece todas as condi¢oes do ambiente no qual a moeda é lan-
cada e as influéncias destas sobre ela, a influéncia da forca que é feita sobre a moeda, o
numero de voltas que ela da até chegar,etc., saberia ele com certeza qual o resultado apoés
o lancamento, acabando ai a aleatoriedade do resultado.
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Qualquer que seja a TVO, esta deve respeitar a condi¢ao de que o valor
médio de um operador calculado sobre a distribuicao de todos os A’s deve
ser igual a média dada pela mecanica quantica [20], utilizando as defini¢oes
anteriores, tal condicao é expressa por:

1AL = [ 10 0O dx. (1.15)

Em suma, uma TVO, daria uma nova interpretacao ao vetor de estado,
sendo este agora um ensemble’ e os microestados deste especificados, nao
somente por [1) (que também representa o ensemble) mas também por A [22].

1.4 O teorema de Bell e o problema de variaveis
ocultas

Em [23] John von Newmann elabora uma demonstra¢ao matemaética de que
a estrutura algébrica da mecanica quantica nao comportaria a existéncia
de estados sem dispersao, sendo esta aceita por grande parte da comuni-
dade cientifica como uma demonstracao da impossibilidade de se completar
a mecanica quantica com parametros extras. Porém alguns anos apos a ela-
boracao da prova de von Neumann, John Stewart Bell em um trabalho de
revisdo sobre o problemas das varidveis ocultas em mecanica quantica [24],
apresenta um argumento invalidando a prova de von Neumann e outras duas
demonstracoes de impossibilidades de TVO’s as quais seguiam a estratégia
tracada por Neumann. A estratégia adotada nessas provas de impossibilida-
des podem ser resumidas da seguinte forma: primeiramente sao postuladas
algumas propriedades a serem satisfeitas por uma funcao que represente a
medida de um observavel, e entao demonstra-se que tal fungao corresponde
justamente a regra de Bohm [25]. Em vista do resultado obtido as TVO’s
sao descartadas sob o argumento de que os postulados estabelecidos devem
ser satisfeitos por qualquer teoria, sendo assim, todas as teorias apontam que
a funcao que descreve a medida de um observavel é a regra de Bohm, a qual
¢ ndo-deterministica [13].

A critica de Bell a este modelo de prova é que os conjuntos de hipoteses
elaborados descartam a priori todas as teorias nas quais as variaveis ocultas
podem apresentar uma dependéncia do contexto no qual determinado sis-
tema é submetido a uma medida, ou seja, descarta teorias elaboradas sob a
premissa de que a resposta obtida na medida de um observavel pode depender
de qual outro observavel é medido concomitantemente no sistema.

Mediante a analise de uma descricao baseada em variaveis ocultas elabo-
rada por David Bohm [26,27], Bell chama a atenc¢ao para o que ele chamou
de incrivel propriedade desta teoria, a violacao do principio de localidade

"Para os leitores ndo acostumados com a nocdo de ensamble segue-a de maneira rapida:
um ensemble, ou coletivo estatistico, € um conjunto de microestados que possuem a mesma
estrutura. O principio ergddico afirma que a média temporal de uma grandeza fisica em
um sistema, é equivalente a4 médias dos valores assumidos por essa grandeza por todo
ensemble. Uma excelente revisdo sobre isto pode ser vista em [21].
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discutido na sec.(1.1), e chama a atenc¢ao ao fato de que mesmo nao exis-
tindo na época alguma prova de que esta propriedade seja indispensavel para
uma TVO, as provas de impossibilidade baseadas na descricao de Neumann
poderiam dar lugar a uma prova que levasse em conta alguma condicao de
localidade.

Nesse contexto surge outro importante trabalho de Bell [5], no qual
demonstra-se que qualquer TVO realista capaz de reproduzir os resultados
da mecanica quantica deve inevitavelmente ser nao-local. Para chegar a essa
conclusao Bell primeiramente formula da uma traducao matemaética aos con-
ceitos de localidade e realismo, e posteriormente demonstra que existe uma
relacao a ser satisfeita por toda distribuicao de probabilidades que possa
ser explicada por uma descricao realista local, esta relacao é conhecida por
desigualdade de Bell.

Quatro anos apos este importante resultado de Bell, outro notério tra-
balho é publicado por John Clauser, Michael Horne, Abner Shimony and
Richard Holt [6], no qual é realizada uma generalizagdo da desigualdade de
Bell a fim de propor um teste experimental para este teorema, por meio
de uma desigualdade conhecida por desigualdade de Clause-Horne-Shimony-
Holt (CHSH), a qual ser& rapidamente demonstrada a seguir.

O papel fundamental dessas desigualdades é que elas excluem a possi-
bilidade de existir um modelo teérico que nao comporte a nao-localidade
juntamente com o realismo, de modo que assim este modelo seja capaz de
reproduzir os resultados da mecanica quantica. Como em geral os modelos
de variaveis ocultas eram construidos para respeitarem a localidade, entao é
comum e de fato incorreto, afirmar-se que a desigualdade de Bell exclui toda
e qualquer descricao de uma medida via varidveis ocultas, haja vista que ela
nao exclui por exemplo a descri¢do de D.Bohm [26,27].

1.4.1 A desigualdade de Bell, versao CHSH

Em [18] ¢ implementada uma interessante estratégia para a derivacao da de-
sigualdade de CHSH, além de sua simplicidade esta é conveniente ao desen-
volvimento futuro do presente texto por possibilitar a introducao de algumas
nocoes interessantes acerca da correlagao entre dois resultados de medidas
feitas por observadores em subsistemas separados de um espago bipartido.

Considere uma situacao similar a apresentada em 1.1.2 na qual dois ob-
servadores A e B se encontram separados espacialmente e podem escolher de
forma independente parametros o e J para seus aparatos experimentais. Os
resultados das medidas realizadas por A e B formam um conjunto discreto
de M possiveis resultados dados respectivamente por: {A;,l=1,2,..., M}
e {Br,k=1,2,..., M}, e cada resultado pode ser rotulado com valores no
intervalo [—1, +1].

A discussao elaborada na sequéncia assume um ponto de vista realista
e local, e a partir deste ponto de vista sera feita uma analise quantitativa
sobre os resultados de uma medida conjunta de A e B.

De acordo com o principio de realismo local, a probabilidade de cada
observador obter determinado resultado ao escolher um parametro deve ser
independente do parametro escolhido pelo observador distante. E no escopo
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de uma TVO, deve depender apenas da variavel oculta A e do parametro por
ele escolhido. Esta condicao pode ser expressa em termos de probabilidade
condicional como:

p(ﬂz|>\,a,ﬁ) :p(‘Alp‘?a) ) (1.16&)
p(Bi|\, o, B) = p(BelA, B) - (1.16b)

Uma vez que A evolui deterministicamente entao cada uma das probabi-
lidades nas eqgs. (1.16) sdo ou 0 ou 1, entdo a probabilidade conjunta de apds
uma medida de A obter A; e B obter B, é dada pelo produto da probabili-
dade de cada evento separadamente, ou seja:

p (A, BelX, o, B) = p (Ai| A, @) p (Bi|A, B) - (1.17)

Definidas as probabilidades relacionadas ao resultado de cada medida,
podemos entao facilmente, obter os valores esperados das medidas realizadas
por cada observador, que seguem como:

E(\a)=> p(Alra)A (1.18a)

E(\B) =) p(BilA B) By, (1.18b)

e por fim o valor esperado de cada observador obter ap6s uma medida con-
junta os resultados A; e B, é dada por:

E(\o,B) = p(A, Bl a, B) ABy, (1.18¢)
k l

que de acordo com as equacoes 1.17 e 1.18, pode ser reescrita como:

E(\a,B)=E\a)E\QB) . (1.19)

Com as defini¢oes acima em mente, suponhamos que aos observadores A e
B ¢é permitida a escolha de duas configuracoes distintas. A partir destes dois
parametros, obtém-se o valor esperado conjunto, eq.(1.19), para as seguintes
configuragoes dos aparatos de medida: (aq, 1), (a1, 52), (a9, B1) e (ag, B2).

Os resultados obtidos de um experimento definido pelos parametros acima
podem ser utilizados para definir a seguinte grandeza:

Q=FE(\ o, 1)+ E\ i, B2) + E(A g, 1) — E (A az, ) (1.20)
O teorema de Bell pode ser enunciado da seguinte forma:
Teorema 1.4.1 (Teorema de Bell). Para toda teoria local e realista || < 2

A prova do Teorema de Bell segue como um corolario do lema de Mermin
dado a seguir.

Lema 1.4.1 (Lema de Mernin). Se 1, T2, y1 € Y2 sGo nimeros reais definidos
no intervalo [—1, +1] entao a soma S = x1y1 +Toy1 +T1Y2 — Toys possui algum
valor no intervalo [—2,+2] .
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A prova do lema de Mermin é simples e convém relata-la.

Demonstracao. Existem quatro termos que compoe a soma S, cada um deles
é limitado por £1, consequentemente |S| < 4. Porém S pode ser reescrita
como:

S = (z1+ 2)(y1 + y2) — 222y .

O termo (1 + xo) assume valores extremos 0 ou £2, bem como o termo
(y1 + y2), assim o produto (1 + x2)(y1 + y2), assume extremos 0 ou +4,
por outro lado 2x9ys, pode ser 0 ou +2. Desta forma vemos que S pode
assumir valores extremos =+2 ou 46, porém este tltimo estd em desacordo
com |S| < 4, logo os tnicos limites aceitaveis sdo os dois primeiros, e desta
forma concluimos que |S| < 2. O

Conforme adiantado, o teorema de Bell segue como um corolario do
lemma de Mermin uma vez que, os valores esperados definidos pela equa-
¢ao 1.18, sao limitados por +1.

1.4.2 Violacao da desigualdade de Bell

A fim de tornar a discussao mais rapida, considere um par de particulas 7
e s emaranhadas no grau de liberdade spin, de modo que o estado conjunto
delas é o estado singleto dado:

) =5
V2
Supondo que cada uma das particulas é enviada para observadores i e s,
separados espacialmente, tal como o modelo de Bohm para fétons, cada um
desses observadores possui um aparato de Stern-Gerlach, e possuem liberdade
para orienta-lo em direcoes arbitrarias u; e u, respectivamente. O operador

que representa a componente de spin ao longo de uma direcao arbitraria u,
(v =1i,s) ¢ dado por [28]:

(|+’ _> - |_7+>) : (1'21)

S-u, =

h ( cosf, e *send, > (1.22)

2 \ e¥senf, —cosb,

na qual os angulos 6, e ¢, sao respectivamente os angulos polar e azimutal
que localizam o versor 4, em coordenadas esféricas.

O valor esperado de uma medida conjunta das componentes de spin S - ;
e S-,, pode ser definido como a grandeza adimensional:

4
E (tis, 1) = -3 (7|8 4 @S-, [¢7) . (1.23)

Para calcular esta grandeza pode-se tomar S-; ao longo da direcao z, ou

seja:
- h(i1 0
SZi‘i(o —1)’

desta forma o angulo polar 6, ¢ justamente dado pelo angulo entre u; e s,
entao a eq.(1.23) fica:

S -4,
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E (0s,60;) = —cos (6;) . (1.24)

Embora este resultado foi obtido fixando 4; ao longo da direcao 2, este re-
sultado pode ser generalizado uma vez que a escolha da orientacao dos eixos
¢ arbitraria [29], desta forma a eq.(1.24) pode ser reescrita como:

E (93, 92) = — COS (92 — 65) = —?ll . ZALS . (125)

Partindo da eq.(1.25), e medindo o valor esperado para as seguintes con-
figuracoes experimentais dos observadores:

(E(0,7/4); E(n/2,7/4); E(0,—1/4); B (1/2, —1/4)} .

Para todas esses configuragoes o valor de F (6, 0;) é \% exceto para o tltimo

termo que vale: E (7/2, —m/4) = — 7.

Usando estes resultados na eq.(1.20) resulta:

S =-2V2,

o que nao concorda com o resultado previsto pelo teorema (1.4.1), ou seja, os
valores esperados medidos em um estado emaranhado como o da eq.(1.21),
nao podem ser descritos por uma teoria realista e local, mostrando que para
alguns sistemas quanticos aparentemente os principios de realismo e locali-
dade nao podem ser colocados conjuntamente para descrever os resultados
de uma medida.

A desigualdade de CHSH foi experimentalmente testada primeiro em um
trabalho de Aspect, Grangier e Roger [30], no qual utiliza-se um sistema si-
milar ao introduzido na se¢ao (1.1.2). Nesse sistema dois fotons emaranhados
em polarizacao sao enviados para observadores localizados em regides espa-
ciais distintas. Porém este teste e todos os outros realizados até o momento
nao podem serem considerados provas definitivas do nao realismo local da
mecanica quantica. Todos os testes realizados estao sujeitos a limitagoes ex-
perimentais, estas limitacoes sao os chamadas loopholes. Uma das causas de
loophole é a ineficiéncia da deteccao de fotons, a qual inevitavelmente faz com
que o namero de fotons detectados seja menor que o nimero total de fétons
gerados por uma fonte, em um experimento sujeito a este tipo de imperfei-
cao deve-se acrescentar uma hipotese extra de que as correlagoes presentes
nos fotons detectados ¢ da mesma natureza que as correlagoes presentes en-
tre aqueles fotons que nao sao detectados pelo sistema [18]. Apesar de que
atualmente os testes em desigualdade de Bell sao muito comuns em diversos
sistemas, ainda nao se realizou nenhum teste livre de qualquer loophole.

1.5 Contextualidade e teoria quantica

Das discussoes precedentes, nota-se que a questdao levantada por EPR [14]
abre caminho para um novo questionamento em mecanica quantica: seria
possivel tornar deterministica a previsao quantica sobre o resultado de uma
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medida? Conforme discutido algumas provas algébricas foram elaboradas
na tentativa de refutar a insercao de variaveis extras na descricao quantico
mecanicista de um sistema. Entretanto alguns modelos de varidveis ocultas
sao resistentes a essas provas. Enquanto estes modelos apresentavam uma
dependéncia do contexto no qual uma medida é realizada, as referidas pro-
vas de incompatibilidade sequer levavam em consideragao essa dependéncia
contextual, o que por sua vez leva a elaboracao de hipoteses incapazes de
abranger os modelos contextuais de varidveis ocultas, e.g, o modelo de D.
Bohm [26, 27].

Pode-se levantar a seguinte questao: A influéncia do contexto no qual
uma medida é realizada sobre o resultado desta, também é uma propriedade
da teoria quantica, ou uma caracteristica apenas das variaveis ocultas? A
reposta de tal pergunta ainda nao estd definida, porém sabe-se que a inde-
pendéncia do contexto colocada conjuntamente com a hipotese de existirem
resultados bem definidos para uma medida, uma espécie de realismo local, sao
violadas pela mecanica quantica, revelando assim a contextualidade qudantica
ou simplesmente contextualidade. A linha de partida desse conceito pode ser
considerado o trabalho de Bell [24], porém o marco inicial de uma construgao
algébrica da contextualidade é o trabalho de S.B.Kochen e E.Specker [3], no
qual é derivado um teorema, conhecido por teorema de Kochen-Specker, o
qual demonstra que as duas hipoteses mencinadas acima nao sao comporta-
das pela estrutura algébrica da mecanica quantica. Ao longo desta secao seré
apresentada uma breve construcao da definicao atual de contextualidade, no
intuito de mostrar ao leitor alguns pontos importantes para a construcao dos
critérios de contextualidade desenvolvidos em [7], as quais sdo a estrutura
tedrica empregada neste trabalho.

1.5.1 Algebra de operadores e contextualidade

Uma definicao que consiga responder a pergunta acima elaborada, também é
capaz de dar uma generalizagao ao conceito de contextualidade. Desse modo,
sejam trés observaveis, {A, B,C} em um espaco de Hilbert de dimensao
d > 3, de modo que [A, B] = [A,C] = 0, seja a o resultado de uma medida
do operador A quando nenhuma outra medida é realizada conjuntamente no
sistema, e este nao é alterado se A for medido conjuntamente com B ou C,
entao diz-se que este sistema exibe a nao-contextualidade da medida de A,
ou seja o resultado da medicao de A nesse sistema nao depende do contexto
no qual a medicao é realizada.

1.5.2 O teorema de Kochen-Specker

S.B. Kochen e E. Specker derivaram um importante teorema sobre a contex-
tualidade quéntica [3]|. Segundo o teorema de Kochen-Specker (KS) para um
espaco de Hilbert de dimensao d > 3, qualquer teoria deterministica capaz
de reproduzir os resultados da mecanica quantica deve inevitavelmente ser
contextual. A prova desse importante teorema nao serd mostrada em deta-
lhes nessa dissertagao, limitando-se simplesmente a entender alguns pontos
essenciais do teorema de KS.
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Considere um conjunto de projetores compativeis {P,, = |uy,) (un|}, os
quais projetam sobre os vetores de uma base {|u,,)} = £, comm =1,2,..., N.

Conforme discutido na secao 1.3.1 um modelo deterministico afirma que
o resultado de uma medida é pré-determinado e revelado apos a conclusao
desta. Na situacao presente tais modelos afirmam que os valores obtidos da
medida de um dos projetores P,, é dada por: p(F,,) = 0oul. De modo que
as seguintes propriedades devem ser satisfeitas:

> Pu=1; (1.26a)

> pu(Py) =1 (1.26b)

Imagine que exista uma outra base no mesmo espaco de Hilbert deno-
minada 9, a qual compartilha um vetor com £, se a medida do m-ésimo
projetor associado a este vetor revelar o valor 1, a eq.(1.26b) implica que os
demais projetores terao como resultado de medida o valor 0, e um modelo de-
terministico nao contextual afirma que independente da base que escolhe-se
para medir tal projetor, o resultado atribuido a ele é o0 mesmo.

Utilizando esse tltimo argumento KS, mostram que para um conjunto de
117 vetores em R? chega-se a uma contradicdo, revelando que é impossivel a
descricao do resultado de medida de um projetor por meio de uma teoria de-
terministica e nao-contextual. Consequentemente o teorema de KS constitui
uma poderosa argumentacao algébrica contra as TVO’s nao contextuais.

O teorema de KS ao contrario de teorema de Bell, constroi-se exclusiva-
mente as custas de propriedades algébricas de vetores e operadores em um
espaco de Hilbert tri-dimensional, nao fazendo inferéncia sobre distribuicoes
estatisticas tomadas sobre um estado, por esse motivo dizemos que a con-
textualidade tal qual retratada por KS é independente do estado e livre do
loophole de detecgao [20]. Algumas provas simplificadas do teorema podem
ser encontradas em [31,32], nas quais utilizam-se um conjunto de projetores
menor que o conjunto utilizado por KS.

1.5.3 A descricao de Peres-Mermin

Nessa se¢ao serd dada uma demonstracdo interessante desenvolvida em [33,
34], a qual é util na visualizagao do desacordo entre o formalismo quéntico e
as hipoteses de nao-contextualidade e determinismo.

Consideremos entao um espaco de Hilbert bi-partido de dimensoes 2 ® 2,
nesse espago define-se um conjunto de nove operadores que desejamos agrupar
em uma matriz quadrada 3 x 3 a qual é dada por:

I1®o, 0,1 o0,Q0,
0,1 1®o0, 0,R0, . (1.27)
Og ® O, 0Oz X Og a33
Podemos notar que os trés operadores que estao na mesma linha ou coluna
sao compativeis, e ainda que cada operador é escrito como o produto dos
outros dois operadores que estao na mesma linha ou coluna, exceto na terceira
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coluna na qual o produto (0, ® 0,) (0, ® 0,) = — (0, ® 7). O produto dos
observaveis em cada linha ou cada coluna sempre da +1®1. Uma importante
propriedade da matemaética da mecanica quantica é que se dois operadores A
e B sao compativeis e o resultado das medidas de cada um individualmente
sa0 a e b, respectivamente, se for feita uma medida da funcao f (A, B) entao
o resultado desta medida também deve ser uma fun¢ao f (a,b) com a mesma
forma funcional de f (A, B) [20]. Em outras palavras se A e B sdo compativeis
o resultado de uma medida de C' = AB deve ser ¢ = ab.

Entao atribuindo valores pré-definidos +1 as medidas de cada operador,
notamos que o produto da terceira coluna é —1 mostrando uma contradi¢ao
pois nao obedece a mesma regra de multiplicacao dos operadores. Desta
forma pode-se notar que o resultado da medida do operador na terceira linha
e terceira coluna nao depende apenas da escolha dele mas também de qual
caminho utiliza-se para chegar até ele.

1.5.4 Definicao probabilistica de contextualidade

A defini¢ao de contextualidade desenvolvida em 1.5.1 baseia-se na estrutura
algébrica do formalismo quantico, e aplica-se a operadores compativeis im-
plementados no mesmo sistema, o que contrasta com o teorema de Bell, que
baseia-se na distribuigao de probabilidades gerada por uma medigao conjunta
nas partes, espaco-temporalmente separadas, de um sistema bi-partido (ver
sec. 1.4). Essa estrutura do teorema de Bell permite a constru¢ao de um
teste realista-local, ao qual um sistema pode ser submetido ap6s quantificar
as correlacoes dos resultados de medidas conjuntas, em outras palavras a es-
trutura mateméatica empregada para a construgao da desigualdades tipo Bell
tornam estas experimentalmente acessiveis.

Uma questao pertinente é se existe ou nao uma formulacao de contex-
tualidade construida a partir da distribuicao de probabilidades conjunta de
medidas realizadas no mesmo subsistema. Essas formulacoes foram inicial-
mente elaboradas por [35,36] e finalmente obtidas por |[37]. Um importante
resultado decorrente dessas formulacoes probabilisticas é que o principio de
localidade pode ser encarado como um caso especial da nao-contextualidade.

Essa formulacao probabilistica de nao-contextualidade, serd o ponto de
partida para a construcao das desigualdades de Boole que sao exploradas
na implementacao experimental dos testes de contextualidade quantica no
sistema sobre o qual esse estudo é construido. Antes de prosseguir a cons-
trucao de uma formulagao probabilistica é instrutivo definir conceitos como
a nao-localidade e a nao-sinalizacao.

Formulacao probabilistica de localidade e nao-sinalizagao

Considerando um sistema bi-partido, com partes A e B, sejam os conjuntos
de operadores {A;} e {B;} pertencentes & A e B respectivamente, com os
possiveis autovalores a; e b; . Tomando um modelo deterministico, atribui-se
ao resultado de uma medida desses operadores valores de uma funcao de A,
chamada funcdo resposta [13], dadas por jie,4, (A) € 5, (A).
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De acordo com o principio de localidade discutido em 1.1.1, uma distri-
buicao de probabilidades conjunta das medidas de A;, B; ¢ dita local se for
possivel escrevé-la como [13,18]:

p(a;, bj|A;, Bj) = /d)\/)()\) tai|a; (A) po, B, (A) - (1.28)

Em suma a condicao de localidade afirma que por serem eventos inde-
pendentes, o resultado de uma medida de A;, ndao deve influenciar ou ser
influenciada pela distribui¢ao associada a ;. Segue como consequéncia da
independéncia das distribuicoes de probabilidade locais, que a distribuicao
global, p (a;, bj|A;, B;) (associada a medida conjunta de A;, B;), sempre com-
porta uma descricao marginal®, como por exemplo:

p(a;|A;) = Zp<aiabj|f4i; B;) . (1.29)
bj

Uma distribuicao de probabilidade deste tipo ¢ comumente chamada de nao-
sinalizadora® [13,35,37|. Deve-se notar que ela se refere a distribuicoes de
probabilidade associadas a medicoes feita em diferentes sub-sistemas, porém
uma generalizacao dessa propriedade pode ser dada, i.e, pode-se exigir que
o resultado da medida de um observavel A;, nao perturbe a distribuigao
associada a medida de A;'"". A eq.(1.29) pode entdo ser escrita como:

plaild) = plai, a]A;, A)) (1.30)
a;
nesse caso a distribuicao de probabilidades conjunta ¢ dita nao perturba-
dora''. Deve-se notar que essa propriedade pode ser satisfeita pelo forma-
lismo quantico, apenas se [4;, A;] = 0, o que remete a definicao de contextu-
alidade discutida. Finalmente o conceito de localidade pode ser generalizado
escrevendo-o da forma:

plas i) = [N pagn Wois, V) (13D

o que leva a uma definicao probabilistica da nao-contextualidade, uma vez
que a existéncia de funcoes respostas deterministicas garantem que a distri-
buicdo de probabilidade de uma medida A; nao é perturbada pela medida
de qualquer A; compativel ( similar ao papel de A na sec.(1.4.1)), ou seja, é
independente de qual observavel compativel é juntamente medido. E impor-
tante notar que uma distribuicao de probabilidade conjunta nao-contextual
deve comportar uma descricao marginal.

A definigdo de nao-contextualidade dada pela eq.(1.31) exige que, na pra-
tica, todas as distribuicoes de probabilidades envolvidas sejam medidas, o que

80u seja, a probabilidade associada a cada resultado a;, pode ser obtida da distribuico
global somando-a sobre todos os valores de b;

9Traducdo livre: no-signalling

1Com A, pertencendo ao mesmo subsistema que A;

HTraducdo livre: no-disturbance
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em geral é inviavel. Para contornar esse problema é formulada uma descri-
¢a0, na qual sao exigidas apenas um conjunto de probabilidades marginais, a
partir das quais seja possivel reconstruir a distribuicao global, esse problema
em estatistica é chamado de problema marginal, e foi introduzido de forma
sucinta para explorar a contextualidade em [38], algumas ideias chaves dessa
formulacao serao tratadas na proxima secao.

1.5.5 Formulagao de um modelo marginal

Seja um conjunto de variaveis aleatorias © = {O;}. Associa-se a uma me-
dida realizada sobre esse conjunto de varidveis aleatorias um vetor resposta
X, cujas componentes representam os valores assumidos por cada variavel
O;. A partir dessas definicoes é possivel associar a este conjunto de varié-
veis aleatorias uma distribuicao de probabilidades global representada por:
p(x[©).

Definindo uma colecao de subconjuntos denotados por C;, tal que €; C ©,
e consequentemente todos os elementos de C; sao elementos de ©. Cada
um desses subconjuntos sao chamados de contexrtos e uma colecao destes
contextos é denotada por cendrio marginal. A medida de um contexto possui
um vetor resposta 1;, e a probabilidade de se obter um dado vetor resposta é
dada por p (¢;|C;). Denomina-se problema marginal a tentativa de encontrar
cendrios cujas distribuicoes de probabilidades associadas a estes representem
as probabilidades marginais p (x|©) [38|.

Considerando um conjunto de varidveis aleatorias © o qual pode ser par-
ticionado em duas partes denominadas A e B, de modo que existe um sub-
conjunto de varidveis aleatorias {A;} na parte A e um subconjunto {B;}
pertencente a B. Definindo contextos que contenham necessariamente um
observavel de A e um de B, defini-se entdo o cenario marginal para esse
sistema como a colecao dos seguintes subconjunto:

{A0}7 {Al}v {B0}> {Bl}a
{AoBo}, {A1Bo}, {AeB1}, {A1B1}.

Um cenario marginal no qual divide-se o conjunto de variaveis aleatorias em
duas partes, onde cada destas é implementada em um subsistema diferente
¢ chamado genericamente de cenério de Bell [13].

Dada a construgao de um cendario marginal, pode-se criar um modelo no
qual cada contexto C; é mapeado através de uma distribuicao de probabili-
dade p (¢;|C;), associada a obtengao de um vetor ¥;, podendo-se escrever:

p@il€) = > p(¥;]€;) (1.32)

9
{9;#9:}
Um importante teorema conhecido por teorema de Fine 39|, afirma que um
modelo marginal ¢ nao-contextual se a partir da distribuicao de probabilidade
global, pode-se gerar as marginais p (¢;|C;), ou seja:

p(0i[€) = p(x|O) (1.33)

xFEY;
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O teorema de Fine pode ser visto dessa forma como uma generalizagao da
eq.(1.30), escrita em termos de contextos e vetores resposta deste. Decorre
do teorema de Fine, uma tradu¢ao da eq.(1.31) em termos da formulacao
contextual de uma distribuicao de probabilidade associada a ©, dada por:

p(0:]€;) = / o) T e ) (1.34)

4 €C;

sendo fi4je (A) fungao resposta associada ao resultado x de uma variavel O;.

Dessa forma é possivel construir um modelo marginal nao contextual, e
usando o teorema de Fine é possivel identificar se um dado conjunto de mar-
ginais pode gerar uma distribuicao de probabilidade a partir de um modelo
marginal deterministico e nao-contextual.

Para finalizar a construcao de um modelo marginal nao-contextual, sera
introduzida uma representacao das probabilidades marginais para um par de
variaveis aleatorias dicotomicas, em termos dos valores esperados de cada
contexto. Na ref. [13], mostra-se que essa representacao contém toda infor-
macao de um modelo marginal e é dada sem redundancia. Matematicamente
essa representacao é dada pela transformacao:

1 1 1 1 P (+, 4]0, On) 1
1 -1 1 -1 p(+,—]00,01) (Oo)

— 1.35
11 =1 =1 || p(=+10s.0) oy | 139
1 -1 -1 1 p(— —|O(),01) <0001>

onde o resultado da medida de cada contexto foi identificado por 1. Essa
transformacao gera o seguinte conjunto de equagoes:

p (4, 4|00, 01) = 14 (Op) + (O1) + (OO1) (1.36a)
4p (—, 4|00, 01) = 1 — (Og) 4 (O1) — (0,0) (1.36h)
(+, =100, 01) = 1+ {Og) — (O1) — (Os01) (1.36¢)
4p (—, =[O0, 01) = 1 = (Op) — (O1) + (Op01) (1.36d)

Os termos (0,0,,,)] (I,m = 0, 1) representam as correlagées ou coeficientes
de correlagdo [13,29] entre as variaveis aleatorias O; e O,,. Todas essas
definicoes sao 1teis para a verificagao do carater contextual ou nao contextual
de uma distribuicao de probabilidades, conforme sera mostrado adiante.

1.5.6 Desigualdades de Boole

Conforme demonstrado na sec.(1.5.4) existe uma defini¢do probabilistica de
nao-contextualidade, definicao esta que naturalmente abre a possibilidade
para a realizacao de um teste tipo Bell, i.e, baseado em uma desigualdade
semelhante a de Bell. Porém a derivagao de desigualdades nao contextuais
baseadas nas correlacoes dos resultados da medida de pares de observaveis,
nao é tao direto quanto a mostrado na sec.(1.4).

23



1.5. CONTEXTUALIDADE E TEORIA QUANTICA

Uma estratégia util na derivagao de desigualdades nao-contextuais é re-
presentar geometricamente o conjunto de probabilidades marginais, tal des-
cricao geométrica é feita por meio de uma entidade matematica denominada
politopo convero [37,38,40]. Um politopo é uma generalizacao geométrica
em R" do conceito de poligono, enquanto um politopo convexo é uma envol-
toria convexa de um conjunto de elementos, no qual cada vértice representa
os elementos que nao sao obtidos & partir da combinacao convexa dos ou-
tros elementos. Os elementos no interior da envoltoria convexa do politopo,
quando existem, sao representados pela combinacao convexa dos elementos
do vértice. Este ¢ um problema matematicamente estabelecido e é possivel
pois o conjunto de vinculos obedecidos por estas é o mesmo necessario para
que um conjunto possa ser representado por um politopo convexo, conforme
pode ser visto em [13].

Determinados os vértices de um politopo, este fica completamente ca-
racterizado por um conjunto de desigualdades as quais constituem alguns
vinculos aos quais esses elementos estao sujeitos, um bom exemplo de vincu-
los ¢ a condicao de positividade de uma distribuicao de probabilidades. Estas
desigualdades de vinculo sao conhecidas como desigualdades de Boole. A ob-
tencao das desigualdades de Boole é um problema matematico estabelecido,
possuindo inclusive ferramentas computacionais para auxiliar no problema
de sua obtencao.

Na ref. [13]|, mostra-se que tanto o conjunto de todas os cendrios mar-
ginais possiveis, quanto o conjunto dos cenarios marginais nao contextuais
podem ser representados por politopos convexos, sendo este denominado poli-
topo nao-contextual e aquele denominado por politopo nao perturbado. Desta
forma separa-se o conjunto das correlacoes nao-contextuais de todas as outras
correlagoes, de modo que gerando desigualdades que caracterizem o segundo
politopo consegue-se gerar desigualdades tipo Bell capazes de atestar sobre
o carater contextual ou nao de uma distribuicao de probabilidades.

Outro importante resultado demonstrado em [13| é que os vértices do
politopo nao contextual sao as distribuigoes de probabilidade deterministicas
de um contexto as quais podem ser traduzidas no valor esperado da medida
de cada contexto, conforme mostrado em 1.5.5.

Na sequéncia serd dada uma ilustracao das discussoes precedentes por
meio de um exemplo retirado de [13].

Aplicacao da descricao marginal de nao-contextualidade

Considere um conjunto de trés varidveis aleatorias Xo, X, X, dicotomi-
cas com possiveis resultados ¥; = £1 (1 = 0,1e2). Medidas entre os pares
destas variaveis revelam que elas sao sempre anti-correlacionadas. Medidas
individuais das variaveis revelam que cada possivel valor ocorre com uma
frequéncia de 50%. Um cendrio marginal para este problema ¢é representado
pela seguinte colecao de contextos:

6= {{XO} ) {Xl} ) {XQ} ) {XU> Xl} ) {Xh XQ} ) {X27 XO}} ) (1'37)
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e por sua vez um modelo marginal para este cenario pode ser traduzido em
termos das probabilidades associadas a cada contexto ou conforme discutido
pode-se dar uma representacao deste modelo marginal em termos do valor
meédio obtido em cada contexto. Inicialmente considere a representacao do
cenario marginal em termos do conjunto de probabilidades marginais:

M, =1{p (Vo|Xo)} ; {p (V1| X1)}; {p (¥2]| X2) };
{p (Yo, V1] X0, X1) };{p (U1, 92| X1, Xo) } 5 {p (U2, Jo| X2, Xo)} (1.38a)

Uma vez que essas variaveis sao anti-correlacionadas aos pares entao as
probabilidades marginais p (£, £|X;, X;2;) =0 (iej = 1,2 3). Desta forma
nao é possivel atribuir uma distribuicao de probabilidades conjuntas para es-
tas trés variaveis, pois uma das marginais sempre descreverd a probabilidade
de obtencao de um resultado correlacionado.

Por outro lado pode-se estudar o sistema a partir dos valores médios de
cada cenario utilizado para compor o modelo marginal dado na eq.(1.37),
entao o cenario marginal fica:

mv.m = {{<XO>} ) {<X1>} ) {<X2>} ) {<X0X1>} ) {<X1X2>} ) {<X2XO>}} )
(1.38D)

o qual pode ser representado numericamente como:

My = {0,0,0,—1,—1, -1} . (1.38¢)

Para a representagao geométrica deste cenario marginal inicialmente deve-
se encontrar os vértices dos politopos, os quais, conforme discutido anterior-
mente, sao representados pelas distribui¢oes de probabilidade deterministicas
marginais, em termos dos valores médios, isso significa que os vértices do po-
litopo serao representados pelos "vetores'de resposta, cujas componentes sao
construidas a partir da atribuicao deterministica de valores para as respostas
das variaveis Xy, X; e Xo. Desta forma geram-se os seguintes vetores de
resposta (Xo, Xl, XQ, X()Xl, X1X2, XQXQ)Z

(++++++), (= 4+ =+ =) 5
( ) ) (_7+7_7_7_7+> )
<+7 7+)7 (_ _);
(+7_7_7_7+7_) ) <_ - + + +)

Uma vez determinados os vértices do pohtopo, este fica completamente
especificado por um conjunto de desigualdades conhecida por desigualdades
de Boole [41]. Encontrar este conjunto de desigualdades a partir de uma lista
de vértices ¢ um problema bem estabelecido em geometria convexa, existindo
uma gama de algoritimos para realizar esta tarefa. Na ref. [13] utiliza-se um
algoritmo proposto em [42] implementado no software lrs [43], para gerar
as desigualdades de Boole que caracterizam o politopo associado a lista de
vértices acima. Com isso temos dezesseis desigualdades, das quais doze re-
presentam a condicao de positividade para cada par de varidveis aleatoérias,
ou seja, exigem que cada equagao das 1.36 sejam maiores ou iguais a zero. Na
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pratica por se estar lidando com probabilidades as condicoes de positividade
nao trazem informacoes relevantes, dado que sempre serao satisfeitas. Porém
as outras quatro desigualdades restantes, sao de grande utilidade, estas sao
escritas como:

C XX — (X1 Xs) — (XXg) < 1 (1.39a)
X0 X))+ (X0X) 4 (XX < 1 (1.39b)
(XoX1) — (X1 Xa) + (XoXo) < 1 (1.39¢)
(XoX1) + (X1 Xa) — (X2 Xo) <1 (1.39d)

Desta forma se o modelo proposto para as trés variaveis aleatérias nao res-
peitar qualquer uma destas desigualdades pode-se dizer que este cenario nao
aceita uma descri¢do ndo-contextual e deterministica. Em vista da eq.(1.38¢)
pode-se verificar que a eq.(1.39a) é violada, evidenciando que este modelo, o
qual nao comporta uma descricao marginal, nao pode ser explicado por um
modelo nao-contextual e deterministico.

1.5.7 O n-ciclo

Considere o conjunto de n variaveis aleatorias © = {Oy, ..., O,,_1}, uma pos-
sivel representacao marginal deste conjunto ¢ uma que contenha os contextos
{O;} os quais serao chamados de singletons, e os contextos formados por pa-
res de variaveis aleatorias conjuntamente mensuraveis {O;0;,1}, com a soma
7+ 1 médulo n. Se for construido um grafo de compatibilidade deste cenario
marginal, ou seja, um grafo no qual cada variavel aleatoria esta em um vértice
e as varidveis conjuntamente mensuraveis sao conectadas por uma aresta, tal
qual mostrado na fig.(1.2), este grafo ¢ chamado de n-ciclo.

Figura 1.2: Grafo de compatibilidade entre n questoes. Cada questao é
representada por um vértice e as questoes compativeis sao ligadas por uma
aresta. A figura mostra o n-ciclo paran =4, 5e8.

A caracterizagdo de cenarios marginais representados por um n-ciclo é um
problema estudado a muito tempo em matematica [44], e quando aplicado
a descricao marginal de contextualidade construida até o momento, é capaz
de gerar uma familia de desigualdades de Boole para um dado ciclo. A
importancia deste resultado ficard mais evidente ao longo desta se¢ao, onde
serd mostrado que determinados cenarios reproduzem inclusive a eq.(1.20).
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A completa caracterizacao desse tipo de cenéario foi inicialmente conjec-
turada em [45] e formalmente obtida em |7], onde demonstra-se que existem
271 desigualdades nao-contextuais para um dado cenério e que estas sao
facetas do politopo nao contextual, o que implica que elas sao todas as desi-
gualdades de Boole para o n-ciclo. As desigualdades de nao-contextualidade
encontradas sao:

n—1
Q=G (OkOkp1) <n—2, (1.40)
k=0
onde ( pode assumir valores +1, desde que se tenha um nimero impar de
sinais negativos na soma'?. Outra importante defini¢io na eq.(1.40) é que a
soma k + 1 seja modulo n'?.

Na secao seguinte serd demonstrado que a mecanica quantica nao obe-
dece as desigualdades de Boole para um cenario marginal nao-contextual, dai
segue outro importante resultado obtido na ref. [7]: quando considerado um
estado quantico maximamente emaranhado puro, o valor da soma na eq.1.40
¢ 0 maximo possivel.

1.5.8 Violacao quantica das desigualdades do n-ciclo

De acordo com a discussao na sec(1.5.6) se uma das desigualdades de Boole
que sao geradas a partir de um modelo marginal de um sistema nao for
satisfeita, entao este sistema nao comporta uma descricao deterministica e
nao-contextual. Desta forma basta demonstrar que uma das desigualdades
de Boole nao sao respeitadas para que se possa inferir o carater contextual e
nao-deterministico dos resultados de medida de um sistema.

A fim de prover uma visualizacao da violacao destas desigualdades com
qualquer n par e maior ou igual a 4, considera-se o estado puro maximamente
emaranhado de um sistema de dois niveis i e s, tal qual dado na eq.(1.10):

1

[6%) = —=(100) + [11)) (1.41)

S

2

e 0s observaveis:

1
O, — X (0r) ® 1, para k par, (1.42a)
I, ® x (—0) para k impar.
na qual define-se:
Xk = COS </~cz> 0, + sin (kz> gy, (1.42Db)
n n

Conforme serd demonstrado na sequéncia a seguinte desigualdade de Bo-
ole ndo sera satisfeita para o estado dado na eq.(1.41) e os operadores defi-
nidos pela eq.(1.42a):

2Para o leitor que achar esta aparente arbitrariedade estranha, pode-se verificar que
isto apenas generaliza as eq.1.39
130u seja se k+ 1 = n entdo toma-se k+1 =0
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(OkOps1) — (040n_1) < 2. (1.43)

X (6) 1) = e*% |0) | (1.44a)
X (=0) 1) = e7*w|0) (1.44b)
x (6) 10) = e *% |1) (1.44c¢)
X (=0)|0) = ™ [1) (1.44d)

Das eqs.(1.44) decorre que:

—cos(;—r) parak=n—1,

. 1.45
cos(%) parak #n—1. (1.45)

(7| OkOki1 |907) = {
Portanto escolhendo uma desigualdade onde todos os valores de (i sao

+1, exceto o ultimo (k = n — 1), entdo vemos que o valor da desigualdade
1.40 é dado por:

Q = ncos <E> : (1.46)

n
o que claramente viola as desigualdades nao-contextuais 1.40, para todo n
par > 4.

As provas de contextualidade baseadas em desigualdades de Boole sao
essencialmente diferentes das provas de KS (ver 1.5.2), pois esta é indepen-
dente de qualquer estatistica relacionada a uma estado especifico, enquanto
aquelas sao claramente dependente do estado quantico e de suas estatisticas,
portanto um teste de desigualdade de Boole infortunadamente, esté sujeito
as lacunas experimentais de deteccao e amostra estatisticamente fiel.

O cenario de CHSH

Para fixar as ideias discutidas acima, serd dado um exemplo de um im-
portante cenario, o cenario de CHSH. Considerando novamente um sistema
bi-partido com particoes A e B, formados por dois gbits. Estes formam
um espaco de Hilbert g = 54 ® 53, de dimensao d = 4. Um n-ciclo
particularmente interessante nesse sistema é dado para n = 4, para o qual
os seguintes conjuntos sao requeridos: {Og, Ox} € ) e {01,053} € A5,
por serem definidos em espacos de Hilbert diferentes os elementos do pri-
meiro conjunto logicamente comutam com os do segundo. Uma das possiveis
desigualdades de Boole para este cenéario é:

Q = (0o01) + (0201) + (0205) — (003) < 2, (1.47)

a qual é justamente a desigualdade de CHSH (eq. 1.20), o que deixa claro,
a0 menos para este cenario particular, que partindo de um teste estabelecido
para a contextualidade, encontra-se como um caso particular um teste de
nao localidade, evidenciando que este deve ser um caso especial daquele.
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Capitulo 2

Conversao Paramétrica
Descendente Espontanea

O fenoémeno da Conversao Paramétrica Descendente Espontanea (SPDC)
surge quando um feixe de luz intenso, geralmente um laser, incide em um
meio nao centro simétrico, com tensor susceptibilidade elétrica de segunda or-
dem relevante o suficiente de modo a propiciar a observacao de um efeito nao
linear de 2* ordem. A meios com estas caracteristicas da-se o nome de meios
nao lineares de 2* ordem. Este efeito é capaz de gerar luz com proprieda-
des tais que nao podem ser explicados no contexto da teoria eletromagnética
classica [46]. Nesse capitulo serd feita uma discussdo com um engajamento
matematico sobre técnicas de controle e geracao de qdits fotonicos emara-
nhados, decodificados no caminho transversal dos fétons convertidos neste
processo. Uma revisao mais aprofundada sobre SPDC e algumas aplicacoes
interessantes podem ser visualizadas na referéncia [47].

2.1 Fundamentos sobre a SPDC

Quando um campo elétrico intenso interage com um meio material, este
campo pode induzir efeitos 6pticos nao lineares no meio, devido a oscilagoes
anarmonicas de dipolos resultantes da interagdo campo-meio [48,49|. Estes
efeitos dependem basicamente de caracteristicas do meio como a existéncia ou
nao de um centro de simetria e a magnitude de ordens especificas na expansao
do tensor susceptibilidade do meio, o qual sera discutido na sequéncia. Efeitos
como a (SPDC) e a geracao de segundo harmonico sao chamados efeitos nao
lineares de segunda ordem 48], ou seja, apenas termos de segunda ordem na
expansao do vetor polarizacdo do meio [48] sdo relevantes para a ocorréncia
deste fendomeno. Uma outra condicao para que efeitos de 2* ordem sejam
relevantes é que o meio nao tenha um centro de simetria [49].

A SPDC pode ser obtida incidindo um feixe de laser sobre um meio nao
linear, geralmente um cristal. Desta forma existe uma pequena probabilidade
de um foton do campo incidente com frequéncia w, ser convertido esponta-
neamente em dois fétons com frequéncias w; e w,, de modo que w, = w; + w;
, ou seja, o campo eletromagnético incidente, o qual ¢ denominado pump®,

LOu feixe de bombeamento
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d4 origem a dois campos de baixa intensidade rotulados por signal e idler?,
a figura (2.1) mostra uma representacao esquemética deste processo.

Feixe de bombeio

Cristal

Figura 2.1: Representacao esquematica da SPDC, um feixe de bombeamento
com frequéncia w, incide em um cristal e é convertido em dois fé6tons com
frequéncias ws + w; = w,

Dois importantes vinculos entre as frequéncias e os vetores de onda dos
campos envolvidos devem ser respeitados na SPDC, e eles expressam res-
pectivamente a conservacao de energia e momento, estes vinculos sao dados
por:

Wy = W; + Ws ; (2.1a)
kp =k + Ky . (2.1b)

As relacoes de conservacao acima sao satisfeitas apenas quando existe um
casamento de fase entre campo de bombeamento e os campos convertidos
[47]. Esta condigao sera discutida em detalhes a seguir, por hora basta saber
que existem dois tipos de funcao casamento de fases, a chamada tipo I no
qual os fotons convertidos possuem a mesma polarizacao e o do tipo II onde
os fotons convertidos possuem polarizagao ortogonal. Como consequéncia da
conservacao de momento entre os pares de fotons convertidos, observa-se que
emergem do cristal diversos cones cada qual com cones de uma frequéncia.
A figura (2.2) representa estes cones para os dois tipos de casamento de fase.

O fenomeno da SPDC nao pode ser explicado utilizando as leis do eletro-
magnetismo classico, uma vez que os estados de dois fotons signal e idler sao
amplificados espontaneamente a partir do estado de vacuo [18,46]. E possivel
observar experimentalmente que os fotons convertidos exibem caracteristicas
que nao sao explicadas pela fisica classica, uma dessas é o emaranhamento
em alguns graus de liberdade, o que faz com que estes dois fétons seja um
sistema fisico que nao pode ser representado por um estado separavel. Por-
tanto um pacote de onda representa os dois fétons, por este motivo, o par é
muitas vezes chamado de bifdton, outro nome comumente dado a este par de
fotons é fotons gémeos.

As proximas subsecoes serao dedicadas ao tratamento mateméatico ade-
quado a esse processo, utilizando o formalismo quantico.

2Qutra nomenclatura comumumente dada a estes fétons é sinal e complementar. Que
corresponde a uma tradugao do inglés.
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Casamento de fase
Tipo |

Casamento de fase
Tipo 11

Figura 2.2: Representagao esquematica da secgao transversal dos cones de
luz gerados no processo da SPDC, cada cor representa um comprimento dos
possiveis comprimentos de onda gerados no processo. Na conversao do tipo
I os fotons gerados possuem a mesma polarizagao enquanto na conversao do
tipo II cada foton gerado possui uma polarizagdao perpendicular em relagao
a de seu par. Desta forma cada um dos cones é um feixe que possui estado
de polarizagao ortogonal em relacao ao outro.
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2.1.1 O hamiltoniano de interacao

Afim de tratar o fenémeno da SPDC quanticamente, o caminho largamente
utilizado ¢é [47] escrever o hamiltoneano de interacao eletromagnética clas-
sicamente e posteriormente quantizar o campo elétrico. Considerando um
volume V onde ocorre a interacao do campo com o meio, o hamiltoniano
classico é dado por:

5 (1) = %/VdF[D (71 EFEO+BFED) -HED],  (2.2)

na qual D (7,t) = ¢E (7, t) + P (7, t) é o vetor deslocamento elétrico, B (7, 1)
¢ a indugao magnética e H (7, t) representa o campo magnético. Uma vez
que a SPDC é um fenémeno nao linear de 2* ordem, toda a anélise pode ser
restrita & componente do vetor de polarizacao de 2* ordem. A componente [
deste vetor em segunda ordem, escrita no dominio temporal [18] é dada por:

P (r,t) :/ dt’/ dt"xi (U ) By (r,t —t) By (vt —t") ,  (2.3)
0 0

sendo Xz(jil (¢',t") a susceptibilidade de 2* ordem.

Em geral os meios utilizados para gerar a SPDC sao cristais birrefringen-
tes e que nao possuem propriedades magnéticas relevantes. Isso significa que
a contribui¢ao nao linear do campo magnético ao hamiltoniano da eq.(2.2)
pode ser desprezada e combinando as eqs. (2.2) e (2.3), chega-se finalmente
ao hamiltoniano cléssico de interagao, dado por:

1
Hi=3 / drE, (7,t) -P® | (2.4)
v

onde E, (7,t) é o campo elétrico do campo de bombeamento.
O campo elétrico pode ser descrito como uma expansao de ondas planas
|46]:

E(7t) = E* (7,t) + B~ (7,t) , (2.5)

sendo:

-

— — (= * 1 I ik rF—w
E* (Ft)=[E"(7t)] = Wi Z Pio Mo Oy € (k- 7wt : (2.6)
ko

sendo V' o volume no qual o campo ¢ analisado, pz o autovetor de polariza-
cdo do cristal [18,46] e oz _ a amplitude do modo do campo com componente

o do vetor de polarizacao e vetor de onda k. A constante de normalizagao
N, ¢ dada por:

(2.7)
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sendo w, (E) as solugoes da relagao de dispersao: ?k* = w?n? (w) [18] e n?
o indice de refracao sentido pelo campo com componente de polarizacao o e
vetor de onda k.

A quantizagdo do campo ¢ finalmente obtida trocando na eq.(2.6) as
amplitudes complexas O, pelo operador de aniquilacao do modo (l;, o), 0

qual é representado por ap . Deste modo as componentes de onda plana
ficam [47]:

1 e
ET (7)) =[E ("0 = = b, mp, az, ¢F T (28)
\/v ko

Substituindo a eq.(2.8) na (2.4) e considerando apenas os termos que
representam transicoes provaveis, ou seja, aqueles que envolvem a destruicao
de um foton do campo de bombeamento e a criacao de um foton signal e
um idler, obtém-se finalmente o hamiltoniano quantizado que representa a
SPDC, o qual é dado por [47]:

o
_ A TN D"
=07 2020 2 Mo ooy, 0, 0,8, W Y (0= 6 )

—

ks ;05 kz Plegs kpvo'p

(950, (i), (3e), fLare G, 29

sendo Xl(jli (w=w'+w") dado por:

X (w=u'+w") = / / dt'dt" x5 (¢, 1) e~ ) (2.10)
0 0

2.1.2 O estado dos fé6tons convertidos

O estado dos fotons convertidos imediatamente ap6s o cristal é obtido apli-
cando o operador evolucao temporal sobre o estado inicial do par de fétons.
Dessa forma o estado final do par de fé6tons é dado por:

[ (t)) = U (t) |Vac>i78 , (2.11)
onde o estado inicial dos campos 7 e s é representado pelo estado de vacuo
|vac), ,, por nao existirem excitacoes neste campo no estado inicial ¢ = 0. E

o operador de evolucao U (t) na representacao de interacdo ¢ dado por:

U (t) = exp (ih /Ot dT:f{I> (2.12)

]

Se o campo de bombeamento é fraco o suficiente de modo que o tempo de-
corrido entre a geracao de dois pares de fétons simultaneos é muito maior que
a janela temporal na qual os fétons sdo observados®, pode-se entdo expandir

3A justificativa para isso é que a probabilidade de geracdo de quatro fétons é muito
menor que a probabilidade associada a geragao de um par de fé6tons, dado que a intensidade
do campo nao é grande o suficiente para favorecer & primeira situagao.
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o operador de evolucao em uma série de poténcias e desprezar os termos de
geragao de quatro fotons, ou seja, é justificado que a série seja truncada em
segunda ordem [47], desta forma é possivel escrever:

. 1 /.
ih Jo
o termo da identidade representa a nao geracao dos fétons gémeos, ao passo
que o termo entre parenteses representa a geracao de um par de fétons.

Realizando a integracdo do segundo termo da eq.(2.13) e a integracao
volumétrica da eq.(2.9) obtém-se:

Vi . .
’w (t>> - ‘Vac>i:3 + 2\7% Z Z Z nE.s,UsnEnJinEpvapX

ks sTs kl 04 kp yOp

7 ok Ok 0 —i(ws+w;—wp) %
X v (kp,wp> <PE57US>I <Pgiyai)j <ng7%>ke (wstwi—wp)§
. t . P I
X sinc {(ws + w; — wp) 5] Hsmc [(/{S + k; — kp)m 7] X
foo)

na qual m = x, y e z representa as direcoes cartesianas e [,, 0 comprimento

o o i(FotFiRy)

/%’a> , (2.14)

do cristal ao longo de cada direcao m. A amplitude v <Ep, wp) ¢ o autovalor

do estado do campo de bombeamento, e corresponde a expansao em ondas
planas do perfil transversal do feixe de bombeamento [1,46].

O equacao acima representa o estado dos fétons gémeos em um instante
de tempo t, e devido as condicoes comuns aos experimentos que utilizam esta
fonte de luz, é possivel simplifica-lo através de um conjunto de aproximacoes
[47]

1. Supondo o uso de um laser de poténcia continua o tempo de interacao t
é considerado infinito ou igual ao tempo de coeréncia do laser, de modo
que a funcao sinc [(wS + w; — wp) %} se torna relevante apenas quando
ws + w; = wp, entao a seguinte aproximacao ¢ valida:

sinc {(ws + w; — wp) %] ~ 0 (ws +w; — wp) (2.15)

2. Os fotons transmitidos pelos filtros de interferéncia apresentam pouca
dispersao espectral, ou seja possuem frequéncias centrais estreitas de
modo que os efeitos da birrefringéncia (quando houverem) podem ser
desconsiderados.

3. As fungoes n; . (u=1,5,p) e Xl(fli (w=w' + "), variam lentamente

com k,, de modo que podem ser tomadas como constantes no intervalo
em que k, é analisado.
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2.1. FUNDAMENTOS SOBRE A SPDC

4. O pump propaga-se na dire¢do z e o cristal é grande o suficiente nas
diregoes x e y de modo que contenha praticamente todo o perfil trans-
versal do feixe de bombeamento, ou seja, a cintura do feixe ¢ muito
menor que as dimensoes transversais do cristal.

5. O volume de quantizacao V ¢é suficientemente grande de modo que
seja permitido no cristal um continuo de modos, tal que os somato-
rios na eq.(2.14) possam ser substituidos por integrais. Em face desta

—

aproximacao v ( s wp> torna-se o espectro angular do feixe de bombe-

amento [1].

6. O campo de bombeamento tem apenas polarizacao na dire¢ao extraor-
dinaria do cristal, o que representa implicitamente que esta tratando-se
de cristais com birrefringéncia negativa.

Desta forma o estado de dois fotons gerados pode ser expresso por:

60 = (=0 wad),, + x [ dd, [[dgo @+ a)T G - @) ) )

(2.16)
onde ¢, = (k:um, kuy), ou seja, ¢ um vetor que contém as componentes trans-
versais dos vetores de ondas dos campos envolvidos no processo. A funcao
['(¢s — ¢;) é a funcdo de casamento de fase que serd analisada com detalhes
na proxima segdo. Um resultado interessante obtido & partir da eq.(2.16) é
que o perfil transversal dos fotons gerados depende conjuntamente da fungao
de casamento de fase e do perfil transversal do feixe de bombeamento, uma
vez que a primeira é fixa para cada tipo de cristal, entao um controle no
estado dos fotons gerados pode ser obtido manipulando o perfil do pump.
Este resultado é a base de diversos trabalhos realizados com f6tons gémeos
com intuito de estudar propriedades de sistemas quanticos [50-53].

2.1.3 A funcao casamento de fase

A aproximacao imposta pelo item 4 impde que o produtorio na eq.2.14 pode
ser aproximado por:

<

- I oL L. - o N\ £,
H sinc {( s + ‘—k;p> ?] ~ 0 (qs + ¢ — Gp) sinc [( s + p—k:p> E}
m=x,y,z
(2.17)

sendo ¢, = (k:ux, kuy>, o vetor que contém as componentes transversais do

vetor de onda de cada campo. A expressao 2.17 implica que as sinc’s que
contenham ¢, e /, devem ser relevantes apenas quando:

ko, + iy = k. (2.184)
ko, + ki) = kp, » (2.18b)
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2.2. ELEMENTOS DE OPTICA DE FOURIER

que ao serem combinadas resultam em:
ds+ G = dp - (2.18c¢)

A eq.2.18c representa a condicao de casamento de fase transversal a qual
o processo da SPDC esta condicionado. Uma outra importante condicao
de casamento de fase é a estabelecida pelas componentes longitudinais dos
vetores de onda envolvidos, estas sao dadas por [11,47]

- P A 2
F(Qsan): _|QS| + -

ks
Considerando a aproximacao paraxial (|gj| < ‘E]‘), ¢ possivel expandir esta

2

—

k| — |k kp| =1 —al”  (2.19)

expressao em uma série de Taylor e o seguinte resultado é obtido para o
casamento de fase do tipo I [11]:

[y

I'(qg—q,) ~ L ,
(0= Gp) ~ G+ dnowy/c

(2.20)
onde ¢ = ¢; — qs, L é o comprimento do cristal e o termo (y leva em conta
o casamento de fase na direcao de propagacao dos fétons gémeos.

2.2 Elementos de 6ptica de Fourier

O estado dos fotons gémeos expresso pela eq.(2.16) refere-se ao estado do par
imediatamente apés o cristal. Em geral deseja-se enviar os fétons através de
elementos Opticos lineares, a fim de realizar com eles operacoes tanto para
preparacao de estados quanticos quanto para estudar propriedades deste es-
tado. Nesse caso é necessario calcular o estado do par ao ser transmitido
pelos elementos 6pticos. Uma vertente da optica que possui ferramentas ca-
pazes de prever o comportamento de uma onda eletromagnética interagindo
com elementos Opticos e relacionar o perfil deste em uma posicao do espago
com o perfil em outra posicao distinta, é a chamada dptica de Fourier. Esta
descricao ¢ assim denominada por possuir como ferramenta matematica fun-
damental a transformada de Fourier. Nesta secao serao discutidas algumas
ideias centrais sobre 6ptica de Fourier e sua utilidade na propagacao do es-
tado gerado na SPDC e no estudo de propriedades deste.

2.2.1 O espectro angular

Considere um campo escalar e monocromatico U (7, t), de frequéncia w e com
dependéncia temporal harmoénica, ou seja:

U (7 t) = u(f)e ™. (2.21)

Se o campo se propaga em um meio linear, isotopico e homogéneo com
permissividade p e permissividade e, a parte espacial deste campo é solugao
da equac@o de Helmholtz [54], dada por:
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V2u (7) + K*u (7) = 0, (2.22)

sendo k% = w?/ e

Tomando como a direcao de propagacao do campo a direcao z, entao
utilizando-se da aproximacao paraxial, a qual supoe que as componentes do
vetor de onda nas direcoes transversais sao muito menores que a componente
na dire¢do de propagacao do campo [47], pode-se separar a componentes
longitudinal das transversais. A distribui¢do de u (7) ao longo do plano z =
cte. pode ser decomposta em diversas componentes espacias ao longo deste
plano, e a ferramenta matematica utilizada para expressar tal decomposicao é
a transformada de Fourier do campo transversal denotado por W (g, z), com /'
sendo o vetor com as componentes transversais de 7. A referida transformada
de Fourier ¢ escrita como [54]:

W52 = [ die(@e)er, (2.23)
(2m)" J oo

sendo ¢ a componente transversal do vetor de onda k. O que a eq.(2.23)

expressa é o fato de W (g, z) € uma sobreposi¢ao de ondas planas que se pro-

pagam para longe de do plano zy com amplitude complexa dada por v (¢, 2).

Tal funcao é chamada de espectro angular que pode ser matematicamente

expresso via transformada inversa da eq.(2.23):

v(72) = / A5 (7,2) 07 (2.24)

(o]

Esta funcao é de utilidade pratica pois a propagacao do campo pode
ser matematicamente realizada via propagacao do espectro angular deste,
ou seja, conhecendo como o espectro angular é afetado pela interacao com
elementos 6pticos é possivel saber qual o comportamento do campo apos esta
interacao.

2.2.2 Propagacao do espectro angular através de um
sistema 6ptico linear

Conforme mencionado acima, a propagacao do campo via propagacao do es-
pectro angular é capaz de relacionar o campo em um plano z; com o campo
apoés a interagao com um elemento 6ptico linear em um plano z;. Primeira-
mente deve-se definir o que é um elemento 6ptico linear, para isso considera-se
dois campos incidentes f;,, € fin,, de modo que quando estes campos inci-
dem individualmente no elemento dao origem aos campos de resposta Fi,,
e F,,:, respectivamente. Entao um elemento é dito linear se para a incidén-
cia simultanea dos campos de entrada, tém-se como resposta a combinacao
Four, + Four, das respostas individuais.

Supondo que um elemento deste tipo é inserido em um plano z, perpen-
dicular & direcao de propagacao do campo, pode-se associar a este elemento
uma func¢ao denominada func¢ao de transmissao ¢ (p), que é definida como a
razao entre os campos transmitidos (W; (7, z¢)) e incidente (W; (7, 2;)), 0 que
possibilita escrever:
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Wi (6, 2) = t (5) Wi (. ) (2.25)

Esta descricao pode ser feita via espectro angular, bastando tomar a
transformada de Fourier dos dois lados da eq.(2.25), uma vez que a eq.(2.24)
define a transformada de Fourier do campo como sendo o espectro angular.
Para a transformada de Fourier do lado direito, tém-se a transformada do
produto de duas funcoes, que é igual a convolucao das transformadas de
Fourier [54,55]. Desta forma, a transformada da eq.(2.25) é dada por:

v (q; zp) = i (@ 2:) * T[E(P)] (2.26)
onde * representa a convolugao e T [t (p)] a transformada de Fourier da fungao

t(p).

Propagacao do espectro angular através de lentes

Utilizando os conceitos discutidos acima, pode-se entao observar o compor-
tamento do campo apos passar por uma lente fina ( maiores detalhes técnico
podem ser verificados em [54].). Considerando inicialmente um campo in-
cidindo sobre uma lente esférica (LE), o qual propaga-se na dire¢do z, com
angulo de incidéncia sobre a lente quase nulo, de modo que a aproximagao
paraxial possa ser aplicada [47]. Por ser uma calota esférica a referida lente
deve ter simetria radial, portanto pode ser caracterizada por uma funcao
de transmissao t (R* = x* + y?). Esta se justifica pois o campo propagado
por uma LE deve ter um perfil de fases constantes ao longo da direcao de
propagacao (que coincide com a direc¢do radial), havendo modifica¢do em seu
perfil de fases ao longo das dimensées transversais (dire¢oes polar e azimu-
tal). Em contrapartida para uma lente cilindrica cujo eixo central esta ao
longo da direcao y, a funcao de transmissao deve depender apenas de z, ou
seja, t =t (x).

Considerando uma situacao na qual um campo incidente U <ﬁ ) propaga-

se de um plano z; até uma lente delgada de comprimento focal f localizada
no plano z = 0, posteriormente o campo transmitido pela lente, Uy (p), é
detectado no plano z; , tal qual mostrado na figura (2.3). Conforme discu-
tido acima a funcao de transmissao desta lente deve ser funcao apenas das
componentes do vetor transversal 7= z i+ y 7, conforme discutido acima e
¢ dada por [54]

t; = exp {—z% (* + y2)} ) (2.27)

Para uma lente de vidro de indice de refracao n e raios de curvatura R; e Ry
em suas superficies esféricas, o comprimento focal é definido pela equagao:

;= (n—1) <R_1 - E) . (2.28)

Um problema particularmente interessante e 1til é o de se determinar o
perfil do campo transmitido pela lente quando z; = —f e zy = f, onde o sinal
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II
I 111

Z=0

LE

Figura 2.3: Nessa figura estao representadas trés regioes com campos distin-
tos. O campo na regiao I corresponde ao campo que devera ser propagado

por uma lente esférica (LE),i.e, ao campo U; <;§7> A regicad no interior da

lente é rotulada por regido II. Na regiao I1I tém-se finalmente o campo Uy (p),
que corresponde ao campo propagado pela lente.

negativo de f refere-se a distancia focal a esquerda da lente, esta configuracao
¢ chamada de f— f. Assim como representado na figura (2.3), pode-se dividir
o problema em trés regioes espacialmente distintas e entao, propaga-se o feixe
em cada uma dessas regioes aplicando-se as transformacgoes necessarias. De
modo que na regiao I o campo é propagado livremente de z; até z = 0, neste
caso a relacao entre o campo no plano final com o campo no plano inicial é
dada pela resolucao da equacgao de Helmholtz, e apds utilizar a aproximacao
paraxial pode-se escrever:

v (pir,z2=0)=v(pr,z = —f)exp {—2% (qfc + qj)} , (2.29)

que representa o perfil do campo que chega a lente, e desta forma aplicando
a eq.(2.25) e usando a fungao de transmissao para lentes delgadas obtém-se:

v (P11, 2 = 0) = exp {—Z% (z* + 3/2)}U (Pr, 20 = —f) %
X exp {—z% (qi + qi)} , (2.30)

que corresponde ao espectro angular na saida da lente. Por fim deve-se
novamente aplicar uma propagacao livre ao espectro angular de z = 0 até
2y = f e aplicar a inversa de Fourier para determinar o campo no plano final,
o qual sera dado por:

Uy (p) o //Z U; (p1) exp {—Z§ (ﬁf‘ﬁ)} drrdyr . (2.31)

A equacao acima é capaz de relacionar o perfil do campo no plano inicial com
o perfil do campo no plano de deteccao, e tal conexao ¢ feita a partir de uma
transformada de Fourier. Porém nota-se que tal transformada de Fourier faz
com que o campo continue funcao das coordenadas transversais, diferente
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das operacoes convencionais deste tipo e por isso esta equacao é chamada de
Transformada de Fourier Optica (TFO). E importante notar que esta
introduz um fator de correcdo a coordenada espacial dado por k/f.

As nocoes apresentadas nesta secao, conforme adiantado, constituem um
minimo necessario para a compreensao da manipulacao experimental das
correlacoes quanticas provenientes da SPDC utilizadas nessa dissertacao. Ao
leitor que julgar necessario um aprofundar no estudo dessas ferramentas,
sugere-se a ref. [54], por ser uma excelente fonte de estudos em Otica de
Fourier

2.3 Geracao de estados emaranhados a partir
de correlacoes espaciais da SPDC

Conforme discutido na sec.(2.1), os fotons gerados pela SPDC possuem cor-
relacoes em diversos graus de liberdade. A condigao de conservacao do me-
mento, eq.(2.1), implica que estes fétons possuem correlagdes no grau de li-
berdade de posicao transversal, ou caminho transversal. O perfil transversal
desse grau de liberdade é continuo, porém pode ser discretizado utilizando-se
um conjunto de fendas multiplas, as quais consistem de um anteparo opaco,
com algumas regioes transparentes retangulares. A partir deste método e do
controle do perfil transversal do feixe de bombeamento pode-se gerar estados
emaranhados com os fotons gémeos e controlar essa correlagao. Na presente
secao serd apresentada uma revisao sobre os fundamentos que permeiam a
geracao e o controle dos estados quanticos que sao utilizado neste estudo.

2.3.1 Estados de fenda

O estado quantico dos fotons gerados pela SPDC dado pela eq.(2.16), repre-
senta o estado geral do campo eletromagnético imediatamente ap6s o cris-
tal. Nos estudos mostrados nesta dissertacao esse estado deve ser propagado
através de sistemas 6pticos lineares, tal propagacao é feita matematicamente
utilizando as ferramentas apresentadas na sec.(2.2). Considerando apenas o
estado que representa a geracao de dois fotons na saida do cristal, ou seja:

) = / aa / dg, F (@) 114, 1) | (2.32)

onde F(q;, ¢s) é a amplitude do estado, também chamada de amplitude dos
bifétons, a qual é definida por:

5@, @) =v(ds + @)U (4 — @) (2.33)
A propagagio do estado (2.32) pode ser obtida através da propagagao da
amplitude do biféton de um plano inicial z;, até um plano final z;.

Uma situacgao particular envolvendo a propagagao da amplitude do bif6-
ton é uma na qual o par de fétons gémeos propaga-se ao longo da diregao z
e é interceptado por um conjunto de D fendas em um plano z,. A funcao de
transmissao desse conjunto ¢ dada por [54]:
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N _Zm(x—m (- zD/2)> | 2,30

2a

sendo £ = 0,1,2...D um indice que rotula determinada fenda e £, = (D —1).
A separacao entre as fendas é 2d e a largura de cada uma delas (supostas
iguais) é dada por 2a. A funcdo R (x) é conhecida por fun¢do retangulo e
definida como:

1, sel|x| <%
% (x) = % (2.3)
0, selx| >3 .

Neste capitulo serd considerando que os fétons convertidos sao colineares
e degenerados em frequéncia. Se a dimensao y da fenda for muito maior
que sua dimensao em z, os efeitos na componente y da amplitude do bif6ton
serao despreziveis. Uma ultima consideracao é que se a dimensao da fenda
ao longo da dire¢ao x for muito pequena, o perfil transversal do feixe de
bombeamento pode ser tomado como constante na regiao transparente das
fendas. Seguindo estes vinculos experimentais, o estado do biféton apds as
fendas ¢ dado por [1,56]:

{p

T) o< Y F (dy dni 25) [m) ) (2.36)

m,n=0

sendo d; = 2d(¢ — 1/2), sendo ¢ = m,n e o estado |¢) representando a
passagem de um foton signal (idler) pela fenda rotulada m(n), dado por:

\/; / < (an ED/2)) |1z) dz (2.37)

sendo |1x) é a representacao de posigao para o estado de um foton, a qual esta
associada por uma transformada de Fourier ao estado de Fock que representa
uma ocupacao no modo transversal de momento |1g) [56]. O estado dos
foton transmitido pelas fendas também podem ser escritos na representacao
de momento transversal. Esta representacao é dada por:

- \/E/ dq:p Q_Qin(E—%)d sine (q:pa) ‘1ro> , (238)
T J -0

sendo |1g,) o estado que representa uma ocupagdo no modo de momento
transversal ¢,.

Deste modo observa-se que a insercao de um conjunto de fendas em um
plano que intercepta a propagacao dos fotons é um artificio experimental
atil para discretizar, mesmo que imperfeitamente, a funcao de amplitude dos
bif6tons, gerando assim estados discretos dos graus de liberdade posicao-
momento transversais.
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2.3.2 Engenharia de estados de fenda

Conforme mencionado na sec.2.1 os fotons gémeos gerados pela SPDC, pos-
suem correlacoes em diversos graus de liberdade, dentre eles o proprio par de
variaveis conjugadas posicao-momento transversal. O controle dessas corre-
lacoes permite a geragao de estados emaranhados da luz, os quais revelam-se
lteis na investigacdo de diversos fenomenos interessantes da fisica quantica
e possuem aplicacoes interessantes para a informagao quantica.

A ferramenta principal desse trabalho é o estado de gbits gerados & partir
de um conjunto de fendas duplas inserido no caminho dos fétons gémeos, e
neste sentido o estado puro mais geral possivel para o par de fétons é dado
por:

|\Ij> = Coo ‘00> + Co1 |0]_> + C1o |10> + c11 ’].1> s (239)

de modo que um controle sobre cada um dos coeficientes complexos ¢,
(m,n = 0ou 1) permite um controle sobre o estado dos fétons gémeos gera-
dos. Comparando as eq.(2.39) e (2.36) pode-se identificar os coeficientes ¢,
como as amplitudes F (d,,, d,; z5). Uma vez que o sistema deve permanecer
invariante perante a permutacdo dos rotulos das fendas*, entdo os ¢, devem
obedecer a seguintes relacoes:

lcoo| = |enn| o< |F(d,d; z5) | = |F (—d, —d; z5) | = |sen (a/2) | ; (2.40a)

lctol = leor] o |F (=d, d: 2,) | = |F (d, —d: 2,) | = | cos (a/2)|,  (2.40b)

onde a ultima igualdade em (2.40a) e (2.40b) é apenas uma reparametrizagao
dos coeficientes que respeita a condicao de normalizagao. Deste modo o puro
estado mais geral obtido para um par de fétons gémeos atravessando um
conjunto de fendas cada uma iluminada com a mesma intensidade é dado
por [11]:

|¥) = cos <%> 4T + e sen (%) "), (2.41)

onde [¢F) = 1/3/2(]01) + |10)) e |¢*) = 1/4/2(]|00) + |11)) sdo os estados
de Bell introduzidos na se¢do (1.2). A eq.(2.41) mostra que & partir do
controle sobre os parametros « e ¢ pode-se controlar o estado gerado. Pelas
eq.(2.40), pode-se derivar uma importante relagao [11] entre as duas possiveis
amplitudes:

F(—d, —d; z) ; «
— " = =¢"tan (—) , 2.42

F(—ddz) " 2 (242)
que torna explicito o fato de que o controle sobre os parametros a e ¢ modifi-
cam a razao entre as amplitudes que representam os estados correlacionados
e anti-correlacionados.

40 que é justificado assumindo a iluminacio simétrica das fendas
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As eq.(2.32) e (2.33) evidenciam que o estado dos dois fotons apods o
cristal depende conjuntamente do casamento de fase e do perfil do feixe de
bombeamento. Considerando apenas elementos Opticos lineares, o estado
em qualquer ponto do espaco também é dependente dessas caracteristicas
experimentais.

Tipicamente o controle sobre o estado gerado é obtido manipulando-se o
perfil do feixe de bombeamento, uma vez que o casamento de fases de um
cristal é fixo por depender apenas das caracteristicas dele. Considerando um
feixe de bombeamento com perfil gaussiano focalizado em um plano z, seu
perfil transversal na direcao x é dado por:

V (g, 25 2) = AO% exp (—Mf?z)) exp [z (zkp + %k;ﬂ - C(Z))} ,
(2.43)

sendo x4 = (zs + x;) /2, 0 qual pode ser escrito desta forma devido a conser-
vagao de momento no processo da SPDC, W (z) é a largura do perfil gaussiano
em um plano z e W, é a menor largura do perfil gaussiano, a qual é chamada
cintura do feixe. O raio de curvatura da frente de onda é definido por:

z
R(z) =2 [1 - (—0)} , (2.44)
z
enquanto a fase que representa o atraso na propagacao de uma onda gaussiana

em relagdo a uma onda plana (fase de Gouy) é dada por:

¢(z) = tan™" <3> . (2.45)
20

Uma vez que a amplitude do biféton é uma funcao complexa [9], e a
fungdo casamento de fase definida pela eq.(2.20) é real, a parte imaginaria
de F (x5, x;; z) deve estar contida na fungdo do espectro angular do feixe de
bombeamento [1]. Porém da eq.(2.43), nota-se que no plano z = 0 o campo
¢ real e portanto a parte imaginaria da funcao amplitude do bifotén é nula
neste plano, e também serd no plano das fendas duplas.

A razdo entre a parte real (R(p)) e a parte imaginaria (3(gp)) de p definido
pela eq.(2.42) é dada por:

S(0) _ o
R tan @ , (2.46)

e portanto, se a parte imaginaria da amplitude do bif6ton é nula em um
determinado plano, temos que ¢ = 0. De um modo geral conforme mostrado
em [9,11,12] o perfil transversal do bif6ton pode ser controlado manipulando
a projecao do espectro angular do feixe de bombeamento no plano das fendas,
ou seja, manipulando o perfil do espectro angular que é projetado sobre as
fendas. O unico termo na eq.(2.43) que é dependente da posigao transversal
relativa . é o termo da curvatura da frente de onda [11]. Uma vez que para
o ponto z, = 0 este termo de curvatura é nulo, entao ¢ = 0. Portanto a
projecao deste ponto no plano das fendas faz com que o estado definido pela
eq.(2.41) dependa apenas de o.
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Para o caso em que ¢ = 0, a relagdo (2.42) mostra que a manipulagio do
parametro « reflete no controle da razao entre as amplitudes que representam
os estados correlacionados e anti-correlacionados, do estado de dois fétons
preparado. Uma vez que cada amplitude é o produto das duas funcoes pares
v(xy) e I'(x_) que possuem maximos em x+ = 0, o tipo de correlagdo no
estado do biféton serd determinada pela funcdo dominante no plano das
fendas,e.g, se a fun¢do v (x_), for dominante nesse plano, entao os estados
correlacionados em posicao transversal sao favorecidos, uma vez que x; = x,.

Na proxima secao serd discutida a configuracao de um experimento com o
qual é possivel obter o controle sobre os parametros de engenharia de estados
mencionados.

2.3.3 Manipulacao experimental dos parametros de en-
genharia

Seguindo a configuracao experimental proposta inicialmente em [11], pode-se
obter o controle sobre os parametros a e ¢, de modo que torna-se possivel a
implementagao do estado maximamente emaranhado |¢*). Tal configuracao
consiste em um telescopio confocal na direcao transversal x, o qual projeta
sobre o plano das fendas a amplitude do biféton em z = 0, que corresponde
ao plano sobre o qual o feixe de bombeamento é focalizado.

A figura (2.4) representa um telescopio confocal, que produz uma imagem
ampliada, real e invertida ao longo da direcao x. Nele uma lente cilindrica
(LC) de foco frc e uma lente esférica (LE;)de foco frg,, compartilham seus
planos focais anteriores, os quais estao sobre o plano focal do feixe de bom-
beamento, geralmente localizado no centro do cristal. Por sua vez o plano
das fendas é localizado no plano focal posterior da LE;, fazendo com que a
amplificacao da imagem seja dada por [54]:

M = % : (2.47)
DS
LC LE;
Cristal
ﬁC 1
e——

Ji -

Figura 2.4: Representacao esquemaética de um telescopio confocal unidimen-
sional. Uma lente cilindrica e uma lente esférica compartilham seus focos no
plano do Cristal, e o plano focal posterior da lente esférica coincide com o
plano das fendas duplas (DS).
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Dessa forma para descobrir a amplitude do estado propagado de z = 0
(onde x_ = 0) até o plano das fendas, deve-se utilizar a descri¢ao apresentada
em 2.2. Utilizando essa descrigao em [1] mostra-se que a amplitude do bifoton
no plano da fenda dupla (z = zp) apds este passar pelo telescopio é dado
por:

F(xs,xi52p) =0 (%;220>F (%;zzO) : (2.48)

Conforme discutido anteriormente, para uma configuracao desse tipo onde
a imagem do ponto em que os fotons sao gerados é projetada no plano das
fendas, deve ocorrer um favorecimento a geracao de estados correlacionados.
Isso pode ser matematicamente visualizado através de uma anélise grafica
da eq.(2.48), a partir da qual percebe-se que para os parametros experimen-
tais utilizados neste trabalho, o perfil transversal do feixe de bombeamento é
aproximadamente constante na regiao da fenda dupla, de modo que a ampli-
tude do bif6ton nesta mesma regiao depende apenas de x_ portanto conforme
discutido na sec.(2.3.2) os estados correlacionados em posi¢ao serdo privile-
giados nessa configuracao.

LOF <
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Figura 2.5: Comparacao entre a fungao casamento de fase e a fungao de am-
plitude do biféton, em um intervalo de comprimeto com grandeza tipica da
separacao entre as fendas duplas utilizadas. A linha so6lida azul representa a
fungao de o perfil transversal do pump (v (x,)), enquanto a linha tracejada
vermelha representa a fun¢ao de casamento de fase (I' (x_)). Pode-se perce-
ber que a funcao de casamento de fase varia mais rapidamente que a funcao
do perfil transversal. Figura retirada de [1]

Conforme adiantado, através dessa configuracao experimental pode-se ge-
rar o estado maximamente emaranhado |¢™), para um plano imediatamente
apos as fendas este é dado por:

6*) = —

(102, 10); + 1), 1)) (2.49)

S

2
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no qual os indices s e i localizam os fotons signal e idler e os estados |¢) sdo
dados pela eq.(2.37), e representam o estado do foton que passou pela fenda
(. A geracao deste estado pode ser intuitivamente visualizada da seguinte
forma: os fo6tons gémeos observados sao gerados em algum ponto de um plano
no cristal cuja imagem é projetada no plano das fendas, desta forma serao
transmitidos pela fenda apenas fotons gémeos gerados nos pontos que sao
projetados sobre as regioes transparentes das fendas, ou seja, esta configu-
racao atua como se projetasse o vértice dos cones gerados na SPDC sobre
as fendas. A partir desse momento, salvo quando o contrario for referido,
sempre que se referir ao estado dos fétons, imagina-se o estado do biféton em
um plano imediatamente apos as fendas duplas, ou seja, todo o experimento
anterior ao plano das fendas serd tratado como uma "caixa preta'da qual
emerge o estado dado na eq.(2.49).

2.3.4 Interferéncia de dois fétons

Quando um campo coerente passa por um conjunto de D fendas, seu perfil
de intensidade em um plano distante é modificado, dando origem a uma fi-
gura conhecida por padrao de interferéncia [57]. Conforme sera demonstrado
adiante o padrao de interferéncia do estado do bifoton possui propriedades
diferentes dos padroes de interferéncia gerados por campos classicos, e este
pode indicar uma assinatura da quanticidade das correlacoes existentes en-
tre os fotons de um par convertido por SPDC e transmitidos por uma fenda
dupla. Vale ainda ressaltar que no plano de interferéncia existe uma super-
posigao dos estados |0) e |1) para cada foton, sendo este fato muito relevante
para o desenvolvimento do presente trabalho.

O estado do biféton em um plano distante ao das fendas, pode ser ex-
perimentalmente realizado propagando o campo por uma lente esférica de
comprimento focal fr, em uma configuragdo na qual o plano focal anterior
da lente coincida com o plano das fendas e o plano focal posterior coincida
com um plano onde a deteccao dos fotons seré realizada, essa é a chamada
configuragao f — f discutida em 2.2.2, que projeta a transformada de Fourier
Optica no plano de deteccao de modo que o estado dado pela eq.(2.38) pode
ser escrito como [1]:

1€ (2p)) = \/g /_ " e ()2 e (7a) 7 dr (2.50)

com [¢) = {|0), |1)} e T = kyx/fr representando a posicdo x corrigida no
plano de Fourier.

A partir da eq.(2.50), pode-se escrever o estado dado pela eq.(2.49), no
plano de Fourier e este é dado por:

16" o / / cos [d (T; + F.)] sinc () sinc (a7,) [7:) [7.) dE:dz, (2.51)

Uma vez que o estado que representa o par de fotons apos as fendas
¢ dado pela eq.(2.49), e representa um estado maximamente emaranhado,
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o estado que representa cada foton individualmente deve ser representado
por um estado maximamente misto, ou incoerente. Portanto a deteccao
individual dos f6tons nao deve revelar nenhum padrao de interferéncia. Para
isso é necessario que seja detectado o pacote formado pelo biféton. Porém
devido a correlacao temporal dos fotons gerados pela SPDC, e também ao
funcionamento dos fotodetectores usuais, os quais ao receberem um foton
emitem um pulso de voltagem, seria impossivel distinguir um par de f6tons
gémeos com momento k de um foton simples de mesmo momento.

Um artificio experimental utilizado para detectar com maior grau de ve-
racidade um bifoton, ¢ mostrado na figura (2.6), onde os dois fétons do par
percorrem o mesmo caminho 6ptico até dois detectores distintos D; e D,
localizados em x; e x,. No caminho entre as fendas e os detectores existe
um divisor de feixe (BS) balanceado 50 : 50, i.e, a intensidade em suas duas
portas de saida sao iguais e valem a metade da intensidade de entrada. Este
divisor de feixes separa aleatoriamente os fétons do par, de modo que os ro-
tulos 7 e s dados aos detectores sao arbitrarios. Os fotodetectores sao ligados
a um circuito eletronico capaz de registrar quando dois pulsos de tensao, que
percorrem distancias iguais, chegam & ele dentro de uma janela temporal At,
um registro nesse circuito indica que estes pulsos foram gerados simultanea-
mente no processo de fotodetecgao, permitindo estimar através do nimero de
pulsos coincidentes o nimero de fotons gémeos que chegam ao ponto (x;, )
do plano de deteccao. Este tipo de deteccao é chamada deteccao em coinci-
déncia, ou simplesmente, coincidéncia.

D,

D,
BS

Figura 2.6: Representacao esquematica do aparato de deteccao. Um divisor
de feixes balanceado (BS) divide o feixe incidente em dois caminhos, estes
sao rotulados por i e s. Em cada um dos caminhos existem detectores ligados
a um circuito de contagens em coincidéncia (C.C).

A probabilidade P (z;, z), de se detectar dois fotons em coincidéncia em
um ponto (z;, zs), no plano de Fourier, é proporcional a funcao de correlagao
de segunda ordem em intensidade (G?) [18,46]. Considerando o estado puro
|¢) esta probabilidade é dada por:

G® (2, 2,) o P (5, 25) = |(vac| @ (z:) a (x,) [67)]” (2.52)

os operadores a (z,) (v = i,s), representam a aniquilagdo de um foéton no
modo espacial z,, e sua agdo nos estados de Fock |1x) ¢ dada por:
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a(z,)|1z)) =0 (z, — 2}) |vac) . (2.53)

A probabilidade de detectar dois f6tons em coincidéncia no plano de Fou-
rier pode ser finalmente obtida, utilizando as eq.(2.51), (2.52) e (2.53), resul-
tando em:

P (x4, 7,) o sinc?® (aT;) sinc® (a7,) {1 + cos [(T; + T,)]} (2.54)

A eq.(2.54) representa um padrdo de interferéncia que depende conjun-
tamente das posicoes x; e x, dos detectores no plano de Fourier. A figura
(2.7.a) representa duas situagoes onde a posicdo do detector D; é fixa e o
detector Dy é posicionado algumas posicoes transversais, sendo para cada
par de posicoes x; e z, registrada a contagem em coincidéncias. Desta forma
nota-se que T; pode ser encarada como uma fase nao local dada ao padrao
de interferéncia do biféton registrado variando a posicao de Dy. Esta propri-
edade é a chamada condicionalidade do padrao de interferéncia e é referida
por alguns autores como a assinatura da natureza quantica das correlacoes
que geram este comportamento [58]

Um mapeamento das correlagoes do par de foétons no plano de Fourier
pode ser realizado, ao registrar as contagens em coincidéncia para diversos
valores de (z;, z4), conforme proposto em [11]. Desta forma pode-se construir
uma superficie onde os eixos x e y representam as posicoes dos detectores e
0 eixo z representa o numero de coincidéncias, conforme mostrado na figura
(2.7.b). Um mapa de intensidade desta superficie pode ser construido este
¢ mostrado na figura (2.7.c). Estas superficies sdo chamadas de mapas de
Fourier, por representarem o mapeamento das probabilidades P (z;,z4) no
plano de Fourier.
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Coincidence (esc.arb.)

- — Posigao D, Posigao D,
-1.4x10°  -7,0x10" 0,0 7,0x10%  14x10° ¢

x(m)

Coincidéncias

1.8

Posigao DS

Posigéo Dy x107°

Figura 2.7: Simulagao do padrdo de inteferéncia de dois fotons. Em a) é
mostrado o padrao de interferéncia obtidos fixando dois valores distintos de
x;, em b) é gerada uma superficie na qual cada linha representa um padrao
condicional igual aos da figura a). Finalmente em c¢) é mostrado um mapa
de intensidades da figura b) o qual é chamado de mapa de Fourier.
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2.4 Operadores de Medida implementados nos
mapas de Fourier

O tratamento quantico sobre a representacao matematica de uma medida
feita em um sistema pode se tornar extremamente complexo [20]. No caso
ideal, sabe-se que uma medida realizada pode ser representada por um ope-
rador de projecao e esse tipo de medida ¢ chamada medida projetiva ou de
Von Neumann. Uma medida projetiva assume que o observador possui total
conhecimento e controle sobre o estado em que o sistema é projetado, ou
seja, assume que o sistema é projetado sobre um estado puro.

Porém este tratamento é aproximado e encontra-se distante da realidade
de medidas realizadas no laboratorio. Para o caso da deteccao em coincidén-
cia no plano de Fourier (ver sec.(2.3.4)), uma medida projetiva ¢ atingida
apenas quando todos os fotons detectados possuem o mesmo estado de mo-
mento transversal, o que é possivel apenas quando o detector é puntiforme.
Como em geral os detectores possuem uma area de deteccao finita, uma me-
dida real em um experimento desse tipo nao é representada por um projetor,
portanto ela deve ser representada por um operador de medida [59]. Nesta
secao serd abordado o caso de deteccao de dois fotons, utilizando dois detec-
tores, de modo que cada detector desloca-se apenas na direcao transversal
x.

Considerando que a largura na direcao x de dois detectores, D; e D;, seja
2b o operador II (z;, z5) implementado na deteccdo em coincidéncia do par
de fotons, conforme demonstrado no apéndice (A), é dado por:

I (x;,xs) = 11; (x;) @ g (z5) ; (2.55)

sendo II, (z,) (v = i,s) é o operador que representa a medida em cada
subsistema v o qual é dado por:

I, (z,) = A(z,) [1+S (COS(QV)U;V) + sen(@,,)a(”))} : (2.56)

Y

. AN - A
onde § = sinc (ﬁ), é um fator numérico que depende apenas de parametros

do experimentos. Outro parametro definido na (2.56) é a posi¢ao angular do
detector definida por:

0, = —kz, , (2.57)
com k = kyd/2fp. A funcao A (z,) é dada por:
A(x,) = ?_ sinc? (a_k‘p x ) (2.58)
v fF)\p 2fF v )

e é consequéncia dos efeitos da difracao das fendas sobre as medidas.
A partir da eq.(2.56) pode-se reescrever a eq.(2.55) como:

T (6;,0,) = A (0;).A (0,) [1+ SO (6,)] @ [1 + 5O (6,)] , (2.592)

definido-se:
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9 (6,) = (cos(6,)0l”) +sen(6,)ol) . (2.59b)

Y

Pode-se notar que se os efeitos de difracao sao desprezados (A (z,) = 1),
quando o tamanho efetivo do detector é zero( detector pontual), o operador
de medida obtido se torna o projetor mais geral possivel de se implementar
em um espaco de dois gbits [20].

2.4.1 Relacao entre detecccao em coincidéncia e opera-
dores de medida.

O valor esperado do observavel na eq.(2.59a) é por definicao a detec¢ao em
coincidéncia dos fotons em (6;,60;). Assim pode-se escrever:

C<61798) =N <H (92795» ) (260)

onde C (6;,0,) € o numero de coincidéncias para dada posigao.
A fim de determinar a constante de normalizacao N, deve-se primeira-
mente notar que da eq.(2.59b) decorre que:

O, —m)=9(0)=-9(,) . (2.61)

De modo que a eq.(2.59a) pode dar origem ao sistema de equagoes:

I1(0,,0;) = 0;) [1s + SO (65) + SO (6;) + 52O (6,) O (6,)] ;
(2.62a)

I (6.,0)) = 0;) [14 — SO (6,) — SO (6;) + S°O (6,) O (0;)] ;
(2.62b)

I1(0.,6;) = 0;) [12 — SO (6,) + SO (6;) — S°O (65) O (6;)] ;
(2.62¢)

T (6,,0) = A (6,) A () [14 + 5O (6,) — SO (6:;) — 52O (6,) O (6,)] -
(2.62d)

Utilizando a eq.(2.60), este sistema pode ser reescrito tomando o valor espe-
rado das eqs.(2.62). Pode-se entao relacionar o fator de normalizagdo N com
as coincidéncias medidas em quatro pares de posicoes angulares, através da
expressao:

C(0;,05) + C(0:,0,)+C(0.,05)+ C(6;,0.)

1) 7S

A (0s) A (0:) + A (0:) A (6]) + A (6:) A (8)) + A (6;) A (6:)

N = (2.63)
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Capitulo 3

Implementando as desigualdades
do n-ciclo a partir da
interferéncia de dois f6tons

O principal objetivo desse trabalho é implementar as desigualdades do n-ciclo
(sec.(1.5)) em um experimento de interferéncia de dois fétons, o qual segue
basicamente a descricao dada em (2.3.4). A partir dai pode-se inferir se as
correlacoes responsaveis pela condicionalidade dos padroes de interferéncia
sao explicadas ou nao de uma forma nao-contextual, i.e, por um modelo que
atribui valores pré-determinados as coincidéncias no plano de Fourier.

E conveniente ressaltar que toda discussio feita sobre contextualidade,
na se¢ao (1.5), deve ser considerada apenas para um conjunto de operadores
no qual se consiga determinar subconjuntos de operadores compativeis, es-
tando este conjunto definido em um espaco de Hilbert de dimensoes d_» > 3.
Estas condigoes sao automaticamente satisfeitas no cenario CHSH discutido
na sec.(1.5.8), uma vez que para esse cenario os observéaveis Oy, com k par
pertencem a ¢, enquanto aqueles com k impar pertencem a ¢3z. As-
sim, conforme serd mostrado ao longo deste capitulo, o sistema quantico de
dois fotons gerados pela SPDC, preparados em um estado com correlagoes
transversais, permite a implementagao de cenérios de n-ciclo para qualquer
n par, permitindo dessa forma, verificar que a distribuicao de probabilidade
no plano de Fourier, nao pode ser explicado via modelos nao-contextuais,
independente do cenario n-ciclo testado.

3.1 O experimento de interferéncia de dois f6-
tons

O experimento realizado é basicamente uma juncao dos diversos topicos dis-
cutidos no capitulo (2). A figura (3.1) mostra uma esquematizagio deste
experimento, que pode ser divido em dois estagios distintos e independentes,
o primeiro sendo o estagio de preparacao e o segundo o de deteccao.

Para a preparacao do estado um feixe de laser continuo com compri-
mento de onda A\, = 405 nm e poténcia 50 mW proveniente de um laser de
diodo TOPTICA 506 ¢ utilizado para bombear o cristal BiB;Og (BiBO)
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Figura 3.1: Representacdo esquematica do experimento realizado. A linha
pontilhada vermelha representa o estagio do experimento onde o estado é
gerado, neste um feixe de laser de comprimento de onda A = 405 nm ¢ foca-
lizado no centro do cristal por uma lente esférica (ndo mostrada na figura).
Os pares de fétons gémeos gerados por SPDC sao propagados, através de um
telescopio confocal ((LC) + LE;) na dire¢do transversa x até um conjunto
de duas fendas (D.S). No estagio de detecgao, uma lente esférica (LF) pro-
jeta a transformada de Fourier optica do estado do biféton em um plano de
deteccdo, onde sao colocados dois detectores (D; e Ds). Um divisor de feixe
(BS) divide aleatoriamente os fétons do par entre os detectores.
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de 2 mm de espessura, com casamento de fase do tipo I, gerando fétons cor-
relacionados em posicado e momento transversal. Conforme discutido na na
sec.(2.3) o controle do estado dos fotons gémeos gerados no cristal pode ser
feito manipulando o perfil do feixe de bombeamento, sendo considerado que
este possuia um perfil gaussiano. Experimentalmente este perfil gaussiano
pode ser praticamente atingido, propagando o feixe através de um conjunto
de orificios chamados de iris ou pinholes. Uma lente esférica (LE,) de com-
primento focal f, = 30 cm é utilizada para focalizar o feixe de bombeamento
no centro do cristal.

A propagacgao dos fotons gémeos do cristal até as fendas é feita através
de um telescopio confocal na diregdo transversa x, este cria uma imagem
amplificada na direcao x, do plano do cristal no plano das fendas, conforme
discutido na sec.(2.3.3). Na configuracao implementada, uma lente cilindrica
(LC) de foco frc = 5em e uma lente esférica (LE;) de foco frg, = 10cm
compartilham seus planos focais anteriores com o plano focal da LE,, ou seja
no centro do cristal, o fator de magnificagao deste telescopio de acordo com a
eq.(2.47) ¢ M = 4. O plano focal posterior da LE;, coincide com o plano que
contém um conjunto de duas fendas (DS), cada uma com meia largura dada
por 2a = 80 um e separagao entre os centros dado por d = 160 um. Conforme
discutido na sec.(2.3) essa configuracao é utilizada para a preparacao do
estado de dois gbits fotonicos de fétons gémeos decodificados nos caminhos
transversais do par de fotons, permite a geracao do estado |¢T), dado pela
eq.(2.49).

No estagio de deteccao duas configuracoes podem ser adotadas, enquanto
uma ¢é capaz de projetar no plano de deteccao uma imagem ampliada do
plano das fendas, a segunda projeta a transformada de Fourier 6ptica do
plano das fendas no plano de deteccao. O plano de deteccao no primeiro
caso ¢ chamado de plano de imagem e no segundo plano de Fourier.

Para projetar o plano de Fourier sobre os detectores adota-se a configura-
¢ao f— f, discutida na se¢ao (2.3.4). Em tal configuracao uma lente esférica
de comprimento focal fr = 30cm projeta a transformada de Fourier do plano
das fendas no plano de deteccao. Um divisor de feixes balanceado, i.e, com
intensidade dos feixes iguais em cada uma das portas de saida, distribui cada
foton do par por bragos de deteccao nomeados arbitrariamente por i e s. No
fim de cada braco encontra-se um fotodetector de avalanche. Cada um destes
detectores é equipado com um orificio circular de diametro 2b = 200 pum e
um filtro de interferéncia centrado no comprimento de onda A\, = 810 nm e
com largura de banda A\ = 10 nm. Estes detectores sao montados sobre
plataformas horizontais que permitem o deslocamento em x com passos de
10 um, o que possibilita fazer uma varredura desses detectores no plano de
Fourier. Completa o estagio de deteccao um circuito de contagens em coin-
cidéncias, desenvolvido no laboratério de Optica Quantica da UFMG por
Alvaro Nunes. Este sistema aceita como uma deteccio em coincidéncia os
eventos em que dois pulsos de voltagem nas saidas dos modulos de contagem
de um féton cheguem a um registrador dentro de um intervalo temporal de
9,3 ns.

O acesso ao plano da imagem das fendas é feito apenas substituindo a
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3.2. MAPEANDO AS CORRELACOES DO BIFOTON

lente LE g, por uma lente esférica com comprimento focal f; = fr/2 = 15cm,
o que constitui uma configuracdo que chamaremos 2f — 2f. Portanto para
este experimento a lente LE;, que projeta a imagem ampliada das fendas
sobre o plano de deteccao, possui comprimento focal f; = 15cm. A projecao
da imagem do plano das fendas sobre plano de deteccao é ttil durante o
processo de alinhamento do experimento e, conforme sera mostrado a seguir,
permite determinar o perfil espacial do estado do biféton em um campo
préximo ao das fendas.

3.2 Mapeando as correlacgoes do bif6ton

Conforme adiantado na se¢ao anterior (3.1) ¢ possivel variar a posi¢do dos
detectores ao longo da direcao x, percorrendo um intervalo Az. Se para
cada par de posicoes (z;,xs) dos detectores D; e Dy forem registradas as
coincidéncias, entao é possivel desta forma obter experimentalmente os mapas
de coincidéncia discutidos na segao (2.3.4).

A figura (3.2) apresenta uma esquematizacdo do processo de escanea-
mento, o qual é realizado em um plano de deteccao arbitrario. Os dois
detectores percorrem uma distancia Azx = zU"™ — 2" gendo z(™ a po-
si¢do inicial (a mesma para os dois detectores) e 2™ 3 posicao final dos
detectores. Esse intervalo é percorrido com passos iguais, sendo cada passo
representado por 6. A origem das posicoes, i.e, x = 0, é definida como o
centro da imagem da fenda dupla, determinado no processo de alinhamento
ao projetar a imagem das fendas sobre o plano de deteccoes.

BN B e
| I B

B

X; | |
[ .

| |
,:} B e

I I T
Xs

Figura 3.2: Esquematizagao do processo de escaneamento do detectores em
um plano de deteccao arbitrario. Os dois detectores percorrem distancias
iguais partindo de posi¢oes equivalentes em seus respectivos planos, e com o
mesmo passo. Figura retirada de [1]

Seguindo esse procedimento é possivel obter experimentalmente os mapas

discutidos na se¢ao (2.3.4). Para tal, a posi¢do de um dos detectores (no caso
D;) ¢ fixada inicialmente em 2\, enquanto o outro detector (D,) percorre
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3.2. MAPEANDO AS CORRELACOES DO BIFOTON

(M))

)

a distancia Az, partindo de z{m (esta é uma posigao equivalente a x

com passos de ¢. Para cada ponto (a:im)

; 7m5>, sao registradas as coincidén-

cias entre os detectores. Apos D, atingir a posicao ng m), este é novamente

recolocado na posicao inicial, enquanto a posicao de D; é incrementada de
0, recomecando o processo de escanamento do detector D, adquirindo as
coincidéncias para todos os pares de posicao (J:Z(m) + 9, x5>.

Projetando a imagem das fendas no plano de deteccao é possivel recons-
truir o perfil do estado do bif6ton imediatamente apos as fendas, a fig.(3.3)
mostra um mapa de coincidéncias’ obtido para essa configuracao de detec-
¢ao. Para a realizacao deste cada detector percorre uma distancia de 1, 2mm,
com passos de = 0,05mm, de —0, 6mm até 0, 6mm. Nessa figura é possivel
observar que o valor das coincidéncias é maximo quando os dois detectores
detectam fotons que passaram pela mesma fenda, o que é evidenciado pelo
fato de que para a diagonal do mapa na qual z; = x, as coincidéncias sao
maiores que as contagens ao longo de x; = —x,, mostrando desta forma que
existe uma correlagao entre a posicao dos dois fétons no plano das fendas.

x10* Coincidéncias x 10°

Figura 3.3: Mapa das coincidéncias adquiridas com um tempo de aquisicao
T, = bs realizado no plano das imagem. Esta figura representa o perfil do
estados de dois fotons imediatamente apos as fendas. E possivel notar que
os fétons gémeos sao correlacionados em suas posicoes transversais.

Os mapeamento das coincidéncias no plano de Fourier ¢ realizado pro-
jetando no plano de deteccao a transformada de Fourier optica, que corres-
ponde ao esquema f — f discutido anteriormente. O escaneamento dos de-
tectores segue o mesmo procedimento anterior com os detectores percorrendo
uma regiao de 2,4mm, de —1,2mm até 1,2 mm, com passos de 6 = 100 pwm.
Uma andlise conjunta do mapa de Fourier dado na figura 3.4 e do mapa de
imagem (fig.(3.3)) é capaz de mostrar que o estado gerado no experimento é
o estado dado pela eq.(2.49), a qual sera apresentada a seguir.

'E importante ressaltar que quando se refere & coincidéncias, leva-se em conta a di-
ferenca entre as coincidéncias obtidas com o equipamento subtraida das coincidéncias
acidentais [18]
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Figura 3.4: Esta figura apresenta o mapeamento das detecgoes em coinci-
déncia no plano de Fourier adquiridas com tempo de aquisicao T, = 5s.
A comparacdo desta figura com a (2.7.c), mostra a concordancia dos dados
experimentais com a previsao teorica para este experimento.

Identificando o estado dos dois fé6tons a partir do mapeamento nos
planos de imagem e Fourier.

Conforme discutido na sec.(2.3.2) o estado puro mais geral que se pode gerar
com o aparato experimental utilizado pode ser dado por:

|U) = cos (%) }wi> + €'¥ sen (%) ‘¢i> . (3.1)
A visibilidade de um padrao de interferéncia é definida por:

o |Cmax - C(min|
B Cmax + C'min ’

na qual Ciax (Ciin) € 0 maximo (minimo) valor das contagens em coincidén-
cia do padrao de interferéncia. Este parametro é util pois esta relacionado
com a coeréncia de um campo, dado que quanto maior a visibilidade mais
coerente é o campo |46], desta forma a visibilidade do padrao de interferéncia
de um estado misto ¢ tanto maior quanto maior o grau de mistura (incoerén-
cia) do estado. O calculo da visibilidade tomada na linha central do mapa
de Fourier é n = 0,97, mostrando que o estado preparado pode ser o grau de
coeréncia do estado ¢é grande, de modo que este estado pode ser aproximado
de um estado puro.

Pelo mapa do plano de Imagem dado na fig.(3.3) pode-se notar que os
estado estado gerado privilegia as correlagoes nas posigoes transversais dos
fotons gémeos, desta forma o termo que representa o estado [1)*) é desprezi-
vel.

Outra propriedade exibida pelo estado preparado é a existéncia de um
méximo de coincidéncias na posicao central do padrao de interferéncia, este
fato pode ser levado em conta para se descartar a possibilidade de se ter ge-
rado o estado |¢~) de Bell, uma vez que para este deve existir uma contagem
minima das coincidéncias na posicao central do padrao.

(3.2)
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3.3. IDENTIFICANDO OS CONTEXTOS DE UM CICLO NO MAPA
DE FOURIER

Portanto a partir das analises precedentes é possivel verificar que o estado
preparado no experimento é o estado dado pela eq.(2.49).

3.3 Identificando os contextos de um ciclo no
mapa de Fourier

Conforme discutido na sec.(1.5) existem duas condigdes necessarias na elabo-
racao das provas de contextualidade quéantica. A primeira é que o espago de
Hilbert do sistema tenha dimensao d > 3, enquanto a segunda exige que nesse
espaco seja possivel definir um conjunto de observaveis e seus subconjuntos
de observaveis compativeis. Estes subconjunto definem os contextos.

No experimento de interferéncia de dois fotons discutido na sec.(3.1), o
espaco de Hilbert dos dois fétons apos as fendas duplas é quadridimensional,
uma vez que cada um dos fétons é um sistema de dois niveis (gbit). Conforme
exemplificado na sec.(1.5.8), um espaco bipartido 2 ® 2, permite escrever um
conjunto de cenarios n-ciclo para n par, a condicao de compatibilidade dos
observaveis que definem os contextos, dados pela eq.(1.40), é garantida, pois
cada observavel Oy, e Oy, definidos na eq.(1.42), sdo implementados em um
dos subespacos 7 e s do par de fétons, e portanto comutam.

3.3.1 Relacgao entre as coincidéncias e os contextos do
n-ciclo

Uma vez que o espago de Hilbert de dois gbits fotonicos codificados nos cami-
nhos transversais de fotons gémeos, é apropriado a implementagao do n-ciclo
par, devido a sua dimensionalidade e sua estrutura bipartida, resta relacio-
nar os observaveis dados pela eq.(1.42) com as contagens em coincidéncia no
plano de deteccao (Fourier).
De acordo com as eqs.(2.62), pode-se escrever:
A@IAG) + AE)A @) TAGIAG) - AGIAD)
(3.3)
Tomando o valor médio da eq.(2.62) obtém-se as correlagoes entre os
operadores O (6;) e O (6;) [29,30], as quais sdo dadas por:

S*0 (05) O (6;) =

C0:,6.) + C(0;,65) — C (6, 05) — C (6;, 0

= ) = )
=00 = 60,00+ 0 0.0) T 000 T O 6.8
(.

(3.4)

7S

na qual C (6;,6;) representam as contagens em coincidéncia em (6;, 65).

Uma vez definidas as correlagbes entre os observaveis O (6;) e O (6;) é
possivel calcular as desigualdades de nao-contextualidade para o cenério do n-
ciclo par a partir das contagens em coincidéncia obtidas no plano de Fourier.

A fim de aproximar as notacoes utilizadas nessa secao com a notagao
utilizada na segao (1.5.7), convenciona-se que 5 assume apenas valores ml-
tiplos pares de w/n (k par na eq.(1.42a)) e 0; os multiplos impares de w/n (k
impar na eq.(1.42a)). Dessa forma a eq.(1.42a) pode ser reescrita da seguinte
forma:
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3.3. IDENTIFICANDO OS CONTEXTOS DE UM CICLO NO MAPA
DE FOURIER

- {SD (s) ® 1 para k par, (3.5)

1®S59O(0;) para k impar.

3.3.2 Implementando varios cenirios a partir de um
mapa de Fourier

A construgao experimental de um mapa de Fourier possibilita a implementa-
¢ao de diversos coeficientes de correlagio = (0, 0;) dados pela eq.(3.4). Neste
trabalho, conforme adiantado na secao precedente, tais coeficientes sao cal-
culados através de um tratamento dos dados experimentais, os quais sao
obtidos do experimento discutido na se¢ao (3.2). Nesta secao serd mostrado
com mais detalhes o procedimento feito para calcular tais correlacoes.

A titulo de exemplificagdo considere o cenario de CHSH, i.e, o cenério
do 4-ciclo. Nesse cendario os parametros 6, que devem ser implementados
por cada observador sao: {6} = {0,27/4} e {6;,} = {n/4,3w/4}. Conforme
discutido na secao (1.5.8) cada um destes pardmetros estd relacionado a
um dos contextos cujos valores esperados sao os vértices do politopo nao-
contextual. Para o caso do 4-ciclo, estes contextos sao:

{0001; 0201; 0203; 0003} )

ou em termos das correlagoes, as quais estao associadas aos valores médios
destes contextos:

{20, 7/4); Z2(n/2,7/4); =(w/2,3n/4); 2(0,37/4)} .

De acordo com a eq.(3.4), para a determinacao de um correlator = (6s, 6;)
necessita-se além da coincidéncia C (6s,0;) de outros trés valores de coinci-
déncia dados por: {C (0.,0.); C (0s,0.); C(0.,0;)}. A relacdo entre os pa-

rametros 0, e a posicao de cada detector no plano de Fourier é dada pela
eq.(2.57), a qual pode ser reescrita como:

r, =-0,240, 1072, (3.6)

onde a constante multiplicativa é calculada através dos parametros experi-
mentais. Utilizando a relacao dada pela eq.(3.6) o coeficiente de correlacao
=(0,7/4), é dado por:

C(0;—-0,19) — C (0;0,57) — C'(0,76; —0,19) + C (0, 76; 0, 57)
C (0;-0,19) + C (0;0,57) + C (0,76; —0,19) + C (0, 76;0,57)’

(3.7)
na qual C (x4, x;) referem-se as contagens em coincidéncias nas posicoes
(x5, ;) dadas em mm. Os pardmetros (posi¢oes dos detectores) exigidos na
eq.(3.7) em geral ndo correspondem exatamente aos parametros implemen-
tados no mapa de Fourier, uma vez que para a realizacao deste é fixa-se o
passo dado pelos detectores. Por este motivo calcula-se as correlacoes com os
parametros experimentais que mais se aproximam aos exigidos teoricamente,
como exemplo a correlacao = (0, —0, 19) é reescrita como:

=(0,-0,19) =
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C (0;-0,2) — C'(0;0,6) — C(0,8;—0,2) + C(0,8;0,6)
C(0;-0,2) + C(0;0,6) + C (0,8;—0,2) + C(0,8;0,6)
(3.8)

O efeito da aproximacao acima mencionada é apenas afastar o valor de
cada correlator do valor dado na eq.(1.45), o que afasta o valor das desigual-
dades de Boole do maximo valor que essas podem assumir. Uma vez que vy
representa a diferenca |0; — 0|, ou seja a separacdo angular entre os Oy com
k par e O, com k impar. Pode-se entao definir o parametro:

=(0,—0,19) =

Viin. = | 0,246 107

, (3.9)

que representa o menor valor de v implementado experimentalmente. Assim
o aumento de n torna maior a discrepancia entre v € Y., € tal discrepan-
cia faz com que se torne impossivel distinguir cada dois valores distintos de
0,, limitando portanto o numero de ciclos possiveis de serem implementa-
dos a partir de um experimento de interferéncia de duas particulas. Em
contrapartida se 0 é fixado, entao 7,,;, pode ser alterado, apenas alterando
os parametros experimentais que determinam a constante multiplicativa na

eq.(3.9).

3.4 Violacao das desigualdades do n-ciclo.

Conforme discutido na se¢ao (1.5.7) uma das desigualdades de Boole para o
cenario do n-ciclo par é dada por:

[\

<

1, —

Q= <OkOk+1> — <Ooon,1> S n—2 s (310)
0

>
I

a qual pode ser reescrita em termos dos coeficientes de correlagao, usando as
egs.(3.5) e (3.4):

> 2(0s,,0;,,) —(0,60;,_) <n—2, (3.11)

§=0
com j=0,2,..,n—2e6, =kr/n Conforme discutido na segio (1.5.6),
esta desigualdade deve ser satisteita por toda distribuigao de probabilidades
que posssa ser explicada por um modelo nao-contextual, em outras palavras,
se os coeficientes de correlagao (eq.(3.4)) sao calculados a partir de uma
distribuicao de probabilidades nao-contextual entao o maximo valor obtido
paraeq.(3.11) é Q,. = n—2. Este valor sera chamado de cota ndao-contextual.
A partir dos mapas de Fourier obtidos experimentalmente sao calculados
os valores da soma dada pela eq.(3.11) para 4 < n < 14. Estes sdo apresen-
tados na tabela 3.1 como ey, € sao comparados com o maximo valor de €2
previsto para cada ciclo, o qual serd chamado de cota qudntica, sendo esta
obtida pela eq.(1.45). Para todos esses ciclos é possivel perceber que o valor
de Qexp € sempre maior que a cota nao-contextual dada por €2, = n — 2.
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De acordo com a discussao feita na se¢ao (3.3.2), os parametros experimen-
tais sdo aproximados dos parametros previsto pela (3.11), isso faz com que
a separacao angular entre dois operadores que definem um contexto nao seja
sempre 7/n. Desta forma a eq.(1.45) torna-se:

n—2

Qprev. = ¥ cos [k (zs;, — 75,,,)] (3.12)

.
Il
o

sendo Kz, os parametros experimentalmente implementados com os mapas
de Fourier. Em outras palavras pode-se afirmar que ng(p é o valor previsto
da soma 2 utilizando como parametro as posicoes dos detectores que de fato
sao implementadas nos mapas. Neste caso, considera-se que a aresta que
separa dois observaveis compativeis em um ciclo nido possui tamanho 7/n.
Portanto, outras fontes de erro como eficiéncia de detecgao e a infidelidade
do estado preparado em relagdo ao estado maximamente emaranhado |®1)
nao sao levados em consideragao na expressao (3.12).

n Qexp Qprev. Qatnt Qn.c
4 2,73 £0,02 2,73 2,83 2
6 4,90 & 0, 02 5,11 5,20 4
8 7,02 £ 0,02 7,25 7,39 6
10 8,80 £ 0,02 9,25 9,51 8
12 10,82 % 0,02 11,25 11,59 10
14 12,67 + 0,02 13,25 13,65 12

Tabela 3.1: Valores obtidos para . (e, é o valor experimental obtido
para a soma £ em cada ciclo. Qe ¢ 0 maximo valor previsto quando 2
é estimado com os parametros verdadeiramente implementados, i.e., quando

_ ¢ . . . .. .
Yexp = K(Ti — 5). Qg € 0 maximo valor previsto permitido pela mecanica
quantica quando vy = 7/n.

A margem de erro experimental da grandeza (), é estimada propagando
as flutuacoes das fotocontagens para cada coeficiente de correlagao e poste-
riormente para a soma destes. Surpreendentemente esta incerteza nao escala
com n, revelando outra caracteristica surpreendente das desigualdades de
Boole do n-ciclo, o valor experimental obtido para cada ciclo sofre pouca
influéncia das flutuacoes estatisticas de deteccao, o que faz com que mesmo
para valores grandes de n a violacdo seja significativa, mesmo que distante
da cota quantica.

De acordo com a eq.(1.45) a violagdo méaxima das desigualdades do n-
ciclo depende apenas da grandeza v = 7/n, a qual representa a separagao
entre os dois parametros 0; e 6; de cada contexto. Isso significa que se o
valor inicial de 6y, . = 0 for deslocado por um fator Af, para obter a méxima
violagao para a desigualdade do n-ciclo, deve-se deslocar pelo mesmo fator
todos os parametros do observador ¢ e s. Dessa forma para cada posicao x,
no intervalo [—1, 2mm; 1, 2mm]|, existe um tnico conjunto de parametros {6;}
com os quais é possivel obter a maxima violagao da desigualdade (3.11).
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Com auxilio de recursos computacionais, as desigualdades de cada cenério
sao calculadas a partir de cada posicao x,, o que pode ser feito com a substi-
tuigao 0, — 0, + 10,4137, com [ inteiro no intervalo [—12,12] , e § = 0,4137
corresponde ao angulo relacionado ao passo do detector (). Como resultado
obtém-se vinte e cinco valores de (e, para cada cenario. A tabela (3.2),
apresenta o desvio padrdo (oq) a média dos valores de (e, obtidos para
cada ciclo (Qeyp) € 0 erro padrio e definido por:

oQ

€= I (3.13)

sendo N o nimero de valores obtidos para {le.,. Esses valores de desvio

n oq Qexp €

4 0,10 2,67 0,02
6 0,10 4,86 0,02
8 0,11 6,93 0,02
10 0,13 8,86 0,03
12 0,10 10,8 0,02
14 0,13 12,69 0,03

Tabela 3.2: A tabela apresenta o desvio padrao e a média obtidos quando o
valor dos parametros de cada observador é alterado por um fator A#, e as
desigualdades de cada cenario sao calculadas.

padrao revelam uma pequena dispersao dos valores obtidos para cada confi-
guracao de angulos, confirmando que as violagoes dependem exclusivamente
de . A utilidade desta andlise é que ela pode ser utilizada como forma al-
ternativa & propagacao de erros utilizadas para expressar os resultados da
tabela (3.1) e mostra a concordancia entre os resultados, o que indica que a
propagacao das incertezas que levam em consideracao apenas as flutuagoes
estatisticas das fotocontagens é uma excelente aproximacao para a barra de
erros das medidas de ).

Uma caracteristica das desigualdades do n-ciclo é a escalabilidade da difi-
culdade de violacao das destas desigualdades, i.e, as violagoes tornam-se cada
vez menores com o aumento de n. Esta caracteristica pode ser visualizada
definindo a grandeza 5 = (2 4+ n) /2n, que para cenarios CHSH represen-
tam a probabilidade de sucesso em uma tarefa especifica definida como "jogo
CHSH" [60]. A figura (3.4) é construida a partir dos dados obtidos de Qex,
em comparagao com a cota nao contextual da desigualdade do n-ciclo dada
por {ne. Nota-se que a violagao se torna mais dificil com o aumento de n
e que ainda assim as violagOes obtidas sao significativas. Pode-se perceber
também que a aproximagao dos parametros requeridos pela eq.(3.5) por pa-
rametros implementados no mapa de Fourier tém seu efeito acentuado com o
aumento de n pois a violacao obtida torna-se mais distante da cota quantica.

Vale ressaltar que a escolha do méaximo valor de n implementado neste

experimento nao é arbitraria, mas sim determinada pelo passo e o tamanho
dos detectores utilizados na construcao dos mapas de Fourier. Para valores
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Figura 3.5: Violacao relativa das desigualdades do n-ciclo, a cota quantica
é reescalada para 1.Pode-se perceber que com o aumento de n a cota nao
contextual fica mais proxima da cota quantica, desata forma a violagao ex-
perimental se torna cada vez mais dificil. Porém percebe-se que as violagoes
obtidas continuam significativas.

de n > 14, v,>14 torna-se menor que a resolugao experimental dada por V,es =
k6, desta forma torna-se impossivel diferenciar dois observaveis distintos em
uma mesma parte, ou seja, a perda de resolucao experimental faz com que
os contextos experimentais para n > 14, nao correspondem aos contextos da
eq.(3.11).

Todos esses resultados mostram que as correlacoes responsaveis pela con-
dicionalidade do padrao de interferéncia de dois fotons gerados por SPDC,
sao correlacoes nao classicas no sentido que as distribuicoes de probabilidade
conjunta gerada por elas nao pode ser explicada de uma forma contextual,
corroborando com o cardter quantico dessas correlacoes. Além disso esse
experimento mostra um caminho para se caracterizar as correlacoes de um
sistema de duas particulas através do padrao de interferéncia do estado global
destas.

3.5 Conclusao

Os resultados deste trabalho permitem vislumbrar uma nova e interessante
face do experimento de Young quantico realizado: as correlacoes responsaveis
pela condicionalidade exibida na figura de interferéncia de duas particulas nao
podem ser reproduzidas por algum modelo deterministico e nao-contextual.
Para verificar este indeterminismo contextual utiliza-se uma familia de de-
sigualdades de nao contextualidade conhecidas por desigualdades do n-ciclo
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par, as quais permitem a implementacao de testes de nao-contextualidade
em diferentes cenérios.

O estudo realizado pode ser encarado entretanto como uma implementa-
cao de testes de Bell em cenéarios diversos nos quais dois observadores espa-
cialmente separados medem as correlagoes entre as medidas de n observaveis
dicotémicos, de modo que a cada observador implemente n/2 observaveis.
Desta forma a desigualdade de CHSH surge como um caso particular destes
multiplos cenarios com n = 4.

O sistema fisico utilizado consiste de dois gbits de caminho, implementa-
dos ao transmitir por uma fenda dupla dois fétons gémeos emaranhados em
seus caminhos transversais. A estrutura bipartida do espago de Hilbert ge-
rado permite a implementacao do n-ciclo par, uma vez que para esta familia
de desigualdades a compatibilidade dos observaveis que se deseja medir as
correlagdes é garantida implementado-se n/2 observaveis em cada sub-espaco
de um qbit.

A partir de um tnico experimento de Young pode-se mapear as corre-
lagoes entre os fotons em um plano distante ao das fedas. Desta forma é
possivel calcular as correlagoes necessaria a implementacao de cada cenério
n-cilco, que no presente estudo estende-se de n = 4 até n = 14. Sendo possi-
vel verificar violacgoes significativas das desigualdades de nao-contextualidade
do n- ciclo em todos os cendrios testados.

E importante salientar que devido a baixa eficiéncia de detecgdo o ex-
perimento fica sujeito ao loophole de deteccao e de amostra fiel, o que nao
diminui a importancia dos resultados obtidos nesse trabalho, apenas nao o
valida como um teste fundamental de um comportamento geral da natureza.
Porém garante a validade do comportamento nao contextual para a distri-
buicao de probabilidades obtida nesse experimento, reforcando sua utilidade
como um testemunho da natureza de correlagoes.
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Apéndice A

Operadores de medida
implementados no experimento de
Young quantico

Este apéndice tem como objetivo prover uma breve demonstragao matemé-
tica do operador de medida implementado em um experimento de Young de
dois fotons. Essa construcao é necesséria pois, conforme discutido na secao
(2.4), a dimensao finita do detector faz com que nao seja possivel a realizacao
de uma medida projetiva sobre o sistema.

E conveniente iniciar esta anélise considerando uma medida projetiva
realizada sobre o sistema quando os dois detectores sao colocados nas posigoes
(xi,z5). De acordo com a descrigdo de Glauber a probabilidade de se obter
uma detecgdo em coincidéncia em (x;, z5) de dois f6tons preparados em um

estado qualquer com matriz de densidade p, ¢ dada por [18,46]:

C@)EL @), (A

sendo Ef (z,) (v = i,s) o operador campo correspondente ao modo espa-

A

p(z;,2zs) = Tr (pE; (z;) B ()

cial z,, enquanto E; (z,) = <Ej (xy)) . Uma vez que o valor médio de um
projetor P, corresponde a probabilidade de se projetar o sistema sobre de-
terminado estado, entdo pode-se associar o operador que aparece na eq.(A.1)
ao operador de projecao em um modo do campo que corresponde a posicao
(x;,x5) dos detectores. A probabilidade de se detectar os fétons nas posi¢oes
transversais x; e x4, no plano de deteccao z, ap6s passar pelo sistema 6tico
de deteccao, é dado por :

p(zi;xs) = Tr(p®P,), (A.2)

onde ?, (v =i, s) sdo os operadores de projecao nos sub-espacos do fétons
signal e idler. A comparacao entre as eqs. (A.1) e (A.2), permite definir este
operador de projecao como:

~ A

o qual pode ser reescrito como:
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Figura A.1: Representacao esquematica do sistema de deteccao, neste uma
lente esférica (LF) de comprimento focal f compartilha seu plano focal an-
terior com uma fenda dupla (FD) e seu plano focal posterior com um foto-
detector (D,)).

~

P, = 12,1 (A.4)

Z BXUEALGIUR (A.5)

na qual os indices do somatério seguem as definicoes dadas na subsecao
(2.3.1), com |¢) representando o estado do foéton v passando pela fenda /.
Ao reescrever o projetor na forma (A.4), tém-se a conveniéncia de té-lo em
funcao dos estados de fenda e portanto estes atuarao sobre o estado do foton
imediatamente ap6s a fenda dupla. Em outras palavras tém-se a decomposi-
¢do espectral deste projetor na base dos estados |¢), e portanto a propagacao
do operador até o plano de detecgao, pode ser simplificada propagando-se
estes estados de fenda através do aparato de deteccao.

Conforme discutido na secao (3.1) o sistema de detecc¢ao utilizado nesse
experimento projeta a transformada de Fourier 6ptica apés a fenda dupla,
sobre o plano de detec¢ao. Um esquema deste é mostrado na fig.(A.1).

Na ref. [56] é feita a demonstragao detalhada da amplitude de probabi-
lidade (vac]| Ej (x,) |€), quando o operador campo elétrico é propagado por
um sistema de deteccao semelhante ao utilizado nesse trabalho. Para a con-
figuracao f — f utilizada esta pode ser escrita como:

Ef (2,)]€) o sinc (g—;a) exp [—zﬁ (l;;) ] exp {_Zl%fx } (A.6)

Utilizado esta equagao na eq.(A.4), obtém-se finalmente que:

D
P, Z sinc? (T,a) e 151 (4] | (A7)
#,4=0
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Conforme adiantado, em uma situacao pratica o detector utilizado possui
uma area efetiva de deteccao finita, i.e, ele detecta fotons que atingem uma
area finita. Portanto quando um detector é colocado em uma posicao xg,,
implementa-se experimentalmente uma série de projetores correspondentes
as posicoes dentro da area efetiva de deteccao. Considerando um detector
com largura 2b, nessa situacao a probabilidade de deteccao para um detector
colocado na posicao x,, deve ser dada pela soma das probabilidades de
detec¢ao associada a cada ponto dentro da area de deteccao. Neste caso, nao
se pode falar em projetores e sim em operadores de medida, conhecidos como
POVM (positive operator value measure), cuja a soma dos elementos desse
conjunto da o operador identidade. Em termos dos operadores de medida
(elementos do POVM), a probabilidade de se detectar dois fétons nas posi¢oes

7

I; € Tg €

p(xisxs) = Tr (pll; (x;) Pi, (x5)) (A.8)

onde os I, (z,) sao os operadores de medida nos sub-espagos do fotons signal
e idler.

Zo, +b zo,+b

p (Toi, Tos) X / / dz;dx, Tr [pEA; (z;) Ef (2;) BT (z5) EF (z)] . (A.9)
xo; —bxos—b

De forma similar a realizada anterior o operador de medida do par, é dado
por:

z0;+bzo,+b

I (z;, ;) = / / dr; de, B (2;) B () BT (x,) EX (x,) (A.10)
xo;, —bwos—b

Em termos dos estados de fenda, o elemento de POVM podem ser escritos
como:

20, +b
11, = / dz, 1EF (z,) E; (x,) 1 (A.11)
o, b
a qual resulta em:
I1, o sinc? (7, a) sinc (@> zD: e A=) 10y (g (A.12)
v v i ) :

o 0=0

obtendo assim uma forma nao normalizada para este elemento de POVM
[59]".

Normalizando este operador e desenvolvendo o somatorio para duas fen-
das (¢,0'), encontra-se por fim o operador de medidas na forma dada na
eq.(2.56).

'De fato ¢ possivel verificar que [~ TI, oc 1
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