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Resumo

TACURI, Margoth Simon, M.Sc., Universidade Federal de Minas Gerais, fevereiro de
2023. Fluxos Cw-hiperbélicos . Orientador: Bernardo Melo de Carvalho. Co-orientador:
Alfonso Artigue

Apresentaremos, nesta tese, consequéncias dos fluxos Cw-expansivos e Cw-hiperbdlicos.
Num primeiro cendrio estudamos os conjuntos estaveis e instaveis dos fluxos cw-
expansivos. Generalizamos os resultados descritos no [13, Lema 4], [13, Lema 5] e [5,
Lema 6.4], provando que os fluxos cw-expansivos definidos em um Peano continuum
possuem um continuum em cada conjunto estavel e instavel.

No segundo cendrio, definimos a propriedade de Cw-estrutura de produto local(Cw-
Epl) e uma propriedade mais forte chamada de propriedade H*. Mostramos que os
fluxos expansivos satisfazendo a estrutura de produto local(Epl) satisfazem a proprie-
dade H*. Finalmente, provamos que os fluxos Cw-expansivos satisfazendo a proprie-
dade H* possuem a propriedade de sombreamento.

Palavras-chaves: Fluxos cw-expansivos, propriedade de sombreamento e estru-
tura de produto local.



Abstract

TACURI, Margoth Simon, M.Sc., Universidade Federal de Minas Gerais, March, 2023.
Cw-hiperbolic flows. Adiviser: Bernardo Melo de Carvalho. Co-adiviser: Alfonso
Artigue

In this thesis, we will present consequences of Cw-expansive and Cw-hyperbolic
flows. In a first scenario we study the stable and unstable sets of Cw-expansive flows.
We generalize the results described in [13, Lemma 4], [13, Lemma 5] and [5, Lemma
6.4], proving that cw-expansive flows defined in a Peano continuum have a continuum
in each stable and unstable set.

In the second scenario, we define the Cw-local product structure property (Cw-
Epl) and a stronger property called the H* property. We show that the expansive flows
satisfying the local product structure(Epl) satisfy the property H*. Finally, we prove
that cw-expansive streams satisfying the H* property have the shading property.

Keywords: cw-expansive flows, shading property and local product structure.
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INTRODUCAO

O estudo do sistemas dinamicos é usualmente modelado como discreto ou con-
tinuo, ambas categorias estdo fortemente relacionadas e vérias defini¢des e resultados
podem ser traduzidos. Por exemplo, a expansividade é uma propriedade topolégica
que proporciona informagdo da trajetéria de condig¢des iniciais distintas tanto no tempo
continuo como o discreto.

Em [9], Lewowicz provou que um homeomorfismo expansivo de uma superficie
é conjugado com um mapa de Anosov ou Pseudo Anosov. Este resultado e os métodos
usados para prova-lo indicam que vérios fatos da dindmica hiperbélica sdo validos no
caso expansivo. Em [4], Kato introduz uma generalizagdo da expansividade, denomi-
nada cw-expansividade. Dizemos que f : X — X é cw-espansive se existe ¢ > 0 tal que
I'c(x) é totalmente desconexo para todo x € X, onde I';(x) é a bola dindmica definida

por
Te(x) = WE(x) N W (x).

Nesses sistemas podem existir bolas dindmicas contendo conjuntos de Cantor, como é
o caso do Pseudo-Anosov na esfera S°.

Indo para o caso continuo, a nogdo de expansividade no estudo de fluxos foram
estudadas no inicio dos anos 70, e atualmente os conceitos usuais de expansividade
usadas sdo os de Bowen, na auséncia de singularidades, e de Komuro, na presenca das
mesmas.

Seja (X, ¢) um fluxo ¢ definido em um espago métrico compacto X. Dizemos
que (X, ¢) é expansivo se para todo ¢ > 0 existe § > O tal queses : R — R é uma
fungdo continua com s(0) = 0 e d(¢rx, ¢5;)y) < d paratodot € Rentdoy € P(_g )X
Isso indica que quaisquer 2 6rbitas se separardo ¢ em algum momento, ndo importa
como voceé as reparametrize (uma delas).

Uma questdo natural que segue é a de estender tal conceito. Nessa direcdo, a



Introducao 13

teoria de fluxos cw-expansivos surgiu na tese de doutorado de W. Cordeiro [5] e se
expandiu no trabalho de A. Artigue [11] para fluxos singulares.

Um primeiro passo para nos introduzir no mundo dos fluxos CW-expansivos, €
explorar seus conjuntos estdveis e instdveis. No caso do tempo discreto, H. Kato em [4],
demostrou que para homeomorfismos cw-expansivos existe um continuum(compacto
e conexo) para cada conjunto estavel e instavel local.

No caso do tempo continuo, M. Paternain mostrou em [13, Lema 4] a ndo exis-
téncia de pontos estdveis para fluxos expansivos, e como consequéncia disto, mostrou
no [13, Lema 5] a existéncia de um continuum para cada conjunto estavel e instavel.
Para fluxos cw-expansivos temos alguns avances, W. Cordeiro, em um artigo resul-
tante de sua teses de doutorado [5], obteve um continuum estiavel ou instavel desde
que exista uma secdo transversal com dimensdo topoldgica maior que zero. Assim, o
primeiro objetivo da tese é demostrar que fluxos cw-expansivos possuem continuums
em cada conjunto estdvel e instdvel.

Por outro lado, é importante realcar que a complexidade das defini¢des no caso
do tempo continuo, torna muito dificeis as tradugdes das diversas propriedades do
caso discreto para o continuo. Até agora vdrias técnicas foram desenvolvidas. Por
exemplo, em [1] e [5] é usado como ferramenta principal as se¢des transversais fini-
tas( veja [10]) para o estudo das diversas propriedades de fluxos expansivos. E em [3],
é usada a técnica de segdes transversais locais, isto €, se (X, ¢) é um espaco métrico
compacto entdo existe um campo de se¢des transversais H : X — K(X) monétono,
simétrico. Durante o trabalho da tese, observamos que trabalhar com se¢des transver-
sais finitas ainda torna complicado o estudo dos fluxos. Portanto, nesta tese usaremos
a técnica de se¢des transversais locais para traduzir algumas defini¢des e resultados
de sistemas dinadmicos topoldgicos discretos para continuos em espagos métricos com-
pactos.

Por outro lado, outra ferramenta fundamental no estudo de sistemas dindmicos
sdo as propriedades de sombreamento e da estrutura de produto local(Epl). No tempo
continuo, dizemos que (X, ¢) possui a propriedade de Epl, se para cada ¢ > 0 existe
0 >0talquesex,y € Xed(x,y) < entdo existe um tnico v = v(x,y) com |v| < ¢ tal
que

W (gox) N WE(y) # O
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Sistemas satisfazendo as propriedades de expansividade e Epl sdo usualmente chama-
das de topologicamente hiperbélicos.

A estrutura de produto local é de maneira geral uma propriedade mais fraca
que a propriedade de sombreamento, no entanto para fluxos expansivos, a estrutura
de produto local implica a propriedade de sombreamento (ver [1]). Isso se deve ao fato
de que a expansividade possui boas propriedades nos conjuntos estaveis e instaveis
locais, fato que ndo ocorre para fluxos que nao sdo expansivos.

No caso do tempo discreto, um problema interessante se torna entdo classifi-
car os homeomorfismos cw-expansivos satisfazendo a propriedade de sombreamento.
Existem alguns trabalhos bastante recentes sobre esse problema contendo avangos con-
siderdveis. Todos os resultados tendem a indicar que em superficies, tais sistemas sdo
topologicamente hiperboélicos, ou possuem dinamica bem parecida com o Pseudo Ano-
sov em S2. Em particular, uma generalizagdo do conceito de estrutura de produto local
do caso hiperbdlico foi importante para os resultados de ([6]). Denominamos de tal
propriedade cw estrutura de produto local (Cw-Epl) se para todo ¢ > 0 existe § > 0
tal que se d(x,y) < ¢ entdo a componente conexa de W3 (x) que contem x intersecta a
componente conexa de W¥(x) que contem y. Nos homeomorfismos cw-expansivos, os
conjuntos estdveis e instdveis locais sio bem mais complicados, de modo que intersec-
tar W2 (x) com W/ (x) ndo diz muito sobre a dindmica, razdo pela qual as componentes
conexas dos estdveis e instaveis sdo usados. Além disso, dizemos que um fluxo é cw-
hiperbdlico se é cw-expansivo e satisfaz a propriedade de Cw-Epl. De acordo com [6],
os homeomorfismos cw-hiperbélicos possuem a propriedade de sombreamento e uma
decomposicdo espectral similar ao caso hiperbélico (ver [6]).

Voltando aos sistemas continuos, uma primeira maneira de explorar o mundo
além da hiperbolicidade topolégica, seria considerar fluxos satisfazendo a propriedade
de sombreamento e alguma generalizacdo de expansividade, como por exemplo a cw-
expansividade . A teoria de sombreamento para fluxos singulares se iniciou com M.
Komuro em [14] e se desenvolveu com R. Thomas em [1]. Seguindo essa linha, outra
questdo imediata é a de estender o conceito de Cw-Epl no contexto continuo e mostrar
que fluxos cw-expansivos satisfazendo a Cw-Epl possuem a propriedade de sombrea-
mento, de tal forma que possamos generalizar os resultados de [1] e [6].

Para resolver esse problema, faz-se necessario adaptagdes de defini¢des usadas
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no caso de homeomorfismos cw-expansivos e fluxos expansivos para o contexto de
fluxos cw-expansivos. A seguir, descrevemos nossas contribui¢des dentro dessa linha
de pesquisa e esta organizada da seguinte forma:
Existéncia de continuums estdveis e instdveis para fluxos cw-expansivos

Usando as se¢des transversais, definimos os conjuntos e-estaveis seccionalmente
geométricos e e-instaveis seccionalmente geométricos. Seja He(x) = H(x) N Be(x) para
todox € Xee > 0.
Defini¢do. Para qualquer x € X e e > 0, sejam T:(x) e T/(x) os conjuntos seccional-

mente geométricos e-estdveis e e-instdveis definidos por:
Ti(x) ={y € X:Ja € Rep(R)™ tal que ¢,y € He(¢rx) para todo t > 0},

T¢(x) ={y € X: Ja € Rep(R)™ tal que ¢,y € He(¢prx) para todo t < 0}.

Mostramos que um fluxo é cw-expansivo se e somente se existe um ¢ > 0 tal que
T;NTy = {A C X :#A = 1}. Por outro lado, um conceito que ajuda na compreensao
do comportamento do sistema dindmico é a estabilidade dos seus pontos. Um ponto
x € X é estdvel se para todo ¢ > 0 existe § > 0 tal que Hs(x) C T:(x). No capitulo 1,

mostramos o seguinte Teorema.

Teorema Seja (X, ¢¢) um fluxo cw-expansivo definido em um Peano continuum X en-

tdo ndo existem pontos estaveis para ¢; e ¢_;.

E como consequéncia do teorema descrito, mostramos que para fluxos cw- ex-
pansivos definidos em um Peano continuo a existéncia de um continuum em cada

conjunto estavel e instavel seccionalmente geométrico.

Teorema. Seja (X, ¢:) um fluxo definido em um Peano continuum X e ¢ > 0 uma
constante de cw-expansividade. Se ¢ é cw-expansivo, entdo existe § > 0 tal que para
cada x € X existem continuums ndo degenerados Cy e Dy tal que Cy é e-estavel, Dy é

e-instavel, x € Cy N Dy e diamC, = diamD, = 4.

Observe que este resultado generaliza os resultados descritos no [13, Lema 4],
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[13, Lema 5] e [5, Lema 6.4].

A propriedade de sombreamento para fluxos expansivos

A propriedade de sombreamento foi demostrado em [1] e na sua demostragao
R. Thomas usa como ferramenta as se¢Oes transversais finitas e a seguinte carateristica
de fluxos topologicamente hiperbélicos:

Se (X, ¢) é um fluxo topologicamente hiperbdlico. Entdo para qualquer A > 0

existe 5 > 0 tal que se
d(Pex, po(ryy) <6 paratodo Ty <t < Ty,

entdo |a(t) —t| < A.

Como foi dito no inicio, um dos objetivos principais da tese é demostrar a
propriedade de sombreamento para fluxos cw-hiperbélicos, infelizmente para os cw-
expansivos ndo conseguimos obter informagdo das reparametriza¢des de dois condi-
¢des inicias, desde que as Orbitas delas se acompanhem até um tempo, ou seja, a pro-
priedade descrita acima. Isso, dificultou a demostracédo e tivemos que usar outras fer-
ramentas. Logo, nesta tese ( capitulo 2) a propriedade de sombreamento para fluxos
topologicamente hiperbélicos é alcangado, no entanto, por técnicas novas, sem usar
o resultado descrito no paragrafo anterior e usando se¢des transversais locais, de tal
forma que possamos estender essa prova para o caso cw-expansivo.

Chamamos de caixas de fluxo associado a H ao campo F : X — H, definido
por F(x) = ¢[_rH(x). Definamos o fluxo projecao 7ty : F(x) — H(x) definido por
ix(y) = ¢:(y) € H(x) com [t| < 7. No capitulo 2, mostramos a existéncia de uma

campo de se¢des transversais H* para fluxos topologicamente hiperbélicos.

Teorema. Seja (X, ¢) um fluxo topologicamente hiperbolico definido no espago métrico

X. Entdo existe € > 0 tal que a aplicacdo H; : X — K(X) definida por

Hi(x)= J mW!(z),

z€7, (Wi (x))

é um campo de sec¢des transversais para todo r € (0, €].

P2

O motivo pela qual é definido a secdo H* é para garantir a estrutura de pro-
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duto local transversal, isto é, se dois pontos contidos na sec¢do transversal H* estdo
proximos entdo os conjuntos estaveis e instdveis secionalmente geométricas locais se
interceptam, observamos que ndo necessariamente é verdadeira para uma segdo trans-
versal arbitraria H(x) mesmo sendo topologicamente hiperbélica. Seja o conjunto
Z:(R)" = {a € Rep(R)' : |a(t) —t| < T} parai = +,—. De fato, mostramos o se-

guinte resultado

Proposicao. Seja (X, ¢) um fluxo expansivos satisfazendo a Epl e B,(x) C ¢_. H(x)

para todo x € X. Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que se y € Hj(x) entdo

()N T (y) # @
Além disso, a intersegdo é um tinico ponto e satisfaz a seguinte condicao:

a€ T (x)NT(y) = Ta€I(R)tal quedyya € He(prx) VE>0
e (P“(t)ll € Hg((Pty) vt <0.

Finalmente, logramos demostrar o Teorema de sombreamento:
Teorema. Seja (X, ¢) um fluxo expansivo satisfazendo a propriedade de Epl Entdo para
todo & > 0 existe constantes M, > 0 tal que cada (6, M)-pseudo orbita ({x;}}, {t;}})

é e-sombreado pela 6rbita de um ponto z.

Fluxos cw-hiperbélicos e a propriedade H*
Comegamos definindo a propriedade de Cw-estrutura de produto local( Cw-
Epl) e os fluxos cw-hiperbdlicos. Para defini-los, denotemos por Ci(x) e C¥(x) as com-

ponentes conexas de W¢ (x) e W¥(x) respectivamente, tais que contem x.

Defini¢do. Dizemos que (X, ¢) possui a cw-estrutura de produto local se para cada € > 0

existe § > 0 tal que se d(x,y) < d entdo existe r = r(x,y) com |r| < ¢ tal que

Ce(r(x)) NC(y) # .
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Dizemos que (X, ¢) é um fluxo cw-hiperbélico se é cw-expansivo e possui a pro-
priedade de Cw-Epl. Como exemplos de fluxos cw-hiperbdlicos temos a suspensédo de
homeomorfismos cw-hiperbélicos e os fluxos de Anosov.

Por outro lado, mostramos que para fluxos cw-expansivos existe uma fungao

métrica hiperbdlica transversal D : £(X) — X com
L(X)={Ce(C(X):Ixe XtalqueC C H(x)},

satisfazendo as propriedades de hiperbolicidade e compatibilidade: Existe constantes A €

(0,1) ee > 0 tal que
* Se C € T entdo D(®y(C(, ) < 4A'D(C(,q)) paratodot >1,
* Se C € T¥(X) entdo D(®,*(C(,q)) < 4A'D(C(,,)) paratodot > 1.

Traduzindo assim, o resultado da métrica hiperbdlica ([6]) do caso discreto para o caso
continuo.

Como foi dito no inicio, um dos principais objetivos foi demostrar a proprie-
dade de sombreamento para fluxos cw-hiperbélicos, nesta tese conseguimos tal pro-
priedade mas para uma condi¢do mais forte que a Cw-Epl, que chamaremos de propri-
edade H*. De acordo com um dos teoremas descritos anteriormente, obtivemos que os
fluxos expansivos satisfazendo a Epl garantem a existéncia da secdo H*. Infelizmente,
ndo conseguimos mostrar que fluxos cw-expansivos satisfazendo a Cw-Epl implique
a existéncia da secio H*. De fato, um dos problemas que tivemos foi na demostra-
cdo da injetividade da secdo H*, pois ndo foi possivel construir um continuum que
contrariasse a cw-expansividade( assim como foi feito no caso expansivo). E impor-
tante realcar que este problema é bastante comum em varios situa¢des de tentar trazer
propriedades que satisfagam fluxos expansivos para o caso dos cw-expansivos. A se-
cdo H* é importante pois garante a propriedade de Cw-Epl transversal( serd descrito
na seguinte proposicdo) propriedade que ndo conseguimos garantir para fluxos satis-
fazendo a Cw-Epl, logo serd possivel usar a fungdo métrica hiperbélica dado que a
métrica é definido transversalmente. Tudo isso motivou a formalizar a defini¢do da

seguinte propriedade.
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Defini¢do. Dizemos que um fluxo (X, ¢) possui a propriedade H* se existe ¢ > 0 tal

que H; : X — K(X) definido por

Hi(x)= U m(C(2)

zemy(Ci (x))

é um campo de secgdes transversais para todo r € (0, €).

Figura 1: Secdo transversal H;

H; (x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observamos que a propriedade H* é uma propriedade mais forte que a Cw-
Epl, isto é, os fluxos satisfazendo a propriedade H* implica a cw-Epl. Como exemplos
de fluxos satisfazendo a propriedade H* temos a suspensdo de homeos satisfazendo
a Cw-Epl. Assim, mostramos o seguinte resultado que serd de muita importancia na

demostrac¢do da propriedade de sombreamento.

Proposicao. Seja (X, ¢) um fluxo satisfazendo a propriedade H* e B;(x) C ¢|_r H(x)

para todo x € X. Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que se y € Hj(x) entdo
CT:(x) N CTH(y) £ @,

Onde CT;(x) e CT}(x) denotam as componentes conexas de T (x) e T (x) res-
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pectivamente, tais que contem x. Finalmente, com ajuda da métrica hiperbdlica mos-

tramos um dos principais resultados da tese:

Teorema. Seja (X,¢) um fluxo cw-expansivo satisfazendo a propriedade H*. En-
tdo para todo ¢ > 0 existe constantes M,5 > 0 tal que cada (5, M)-pseudo orbita
({xi}}, {ti}]) é e-sombreado pela 6rbita de um ponto z.

A demostragao do teorema de sombreamento, foi feita em dos passos. Primeiro,
foi necessario mostrar uma versdo mais fraca da propriedade de sombreamento, mos-
tramos que se ({x;}7, {t;}}) é uma (8, M)-pseudo 6rbita entdo podemos construir uma
(6, M — 7)-pseudo 6rbita ({x/}"~1, {t/}7!) transversal. Segundo, mostramos que a
pseudo orbita transversal é sombreado por um ponto. Logo, foi estendido a proprie-

dade de sombreamento para a pseudo 6rbita inicial.
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Capitulo 1

EXISTENCIA DE CONTINUUMS
ESTAVEIS E INSTAVEIS PARA
FLUXOS CW-EXPANSIVOS

1.1 Definicoes e propriedades basicas

Nesta secdo tem como objetivo apresentar alguns conceitos, notagdes e resulta-
dos que serdo tteis para o desenvolvimento desta tese.

Seja (X.¢) um fluxo definido em um espago métrico X. Um fluxo em X é uma
fungdo continua ¢ : R x X — X, denotada como ¢(¢t, x) = ¢:(x), satisfazendo ¢p(x) =
x e ¢sit(x) = ¢ps (pr(x)) para todo s, t € R e todo x € X. Dizemos que ¢ é um fluxo
regular se para todo x € X existe t € R tal que ¢:(x) # x, ou seja, ndo tem pontos de

equilibrio. Definamos os seguintes conjuntos:

e CYAR) = {h: A — R :hécontinua}. Em particular, denotamos C(R) =
C’(R,R),

Rep(R) = {g € C(R) : g é estritamente crescente e g(0) = 0},

Rep*(R) = {g € Rep(R) : g(R) =R},

Rep(e) = {g € Rep"(R) : [£e140 1] <),

H(A)={a:A— C(R): Jx, € Acoma(x,) =idreparatodot € R, a(.)(t) €
CY(AR)},
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e paraax € H(A)et € R, X[(A) = {¢py))(x) : x € A},

e K(X) o conjunto de todos os subconjuntos compactos de X equipados com a

métrica de Hausdorff,

e C(X)={A € K(X): A conexo}.

1.1.1 Fluxos cw-expansivos

A adaptagado da cw-expansividade aos fluxos definido na tese de doutorado de
W. Cordeiro [5] é mais sutil que a defini¢do de cw-expansividade para homeomorfis-
mos [4], devido a dire¢do do fluxo e a possibilidade de ter um continuum de repara-
metrizagdes. De fato, para quaisquer continuum de 6rbitas de um fluxo, espera-se ser
capaz de reparametrizar uma delas de tal maneira que, em algum momento, as 6rbitas
estejam substancialmente separadas. A cw-expansividade diz que isso acontecera para
qualquer continuum de reparametriza¢des ou, inversamente, que nenhuma reparame-
trizagdo continua pode fazer com que o continuum de 6rbitas fiquem préximas para

sempre. A seguir, definamos os fluxos cw-expansivos no sentido de W. Cordeiro [5].

Definigdo 1.1. Um fluxo ¢' é cw-expansivo se para todo ¢ > 0 existe § > 0 com a pro-

priedade que se A € C(X) ea € H(A) com diamX!(A) < & paratodo t € R entdo
A C P ee)(xa)
Observe que na definicdo anterior temos dois pardmetros ¢ e §. A seguinte pro-

posi¢do mostra que a cw-expansividade pode ser definida usando apenas um desses

parametros. Para sua demonstragdo, veja [11, Proposigdo 1].

Proposicao 1.2. Seja (X, ¢) um fluxo definido num espago métrico X, sem pontos fixos. ¢ é
cw-expansivo se e somente se existe 7 > 0 tal que se A € C(X) e diamX!(A) < 5 para todo

te Reuma € H(A) entido A é um segmento de 6rbita.

A constante 7 > 0 da proposicdo anterior serd chamado de constante de cw-

expansividade.

1.1.2 SecOes transversais

Enunciaremos, a seguir, algumas nog¢des basicas de se¢Oes transversais defini-

dos em [3]. Seja ¢ : R x X — X un fluxo regular. Dizemos que C € K(X) é uma segio
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transversal através de x € C se existe T > 0 ey > 0 tal que

B?’(x) - (P[,T,T](C) e C mgb[fr,r} (]/) = {]/} para tOdOy €C

Chamamos de campo de se¢des transversais a uma fungdo H : X — K(X) tal que existe

T >0er > 0tal que

H(x) m‘P[—T’,T’}y = {y} e B (x)C (P[—T’,T’}H(x)

paratodox € X ey € H(x).

Se H é um campo de secdes transversais e ¢ : [—7,T] x H(x) — X é injetivo, para
algum T > 0 e para todo x € X. Entdo, dizemos que H é um campo de se¢des transver-
sais de tempo 7. Enunciaremos a seguir o campo de caixa de fluxos, o fluxo projecdo e
diversas propriedades que serdo usadas ao longo da tese, para maior detalhes veja [3,

Definicao 2.29 e 2.31 ].

Definic¢ao 1.3. Seja H um campo de secoes transversais de tempo T, chamamos de caixa de

fluxo associado a H ao campo F : X — K(X), definido por F(x) = ¢[_H(x).

Uma vez definida a caixa de fluxo associado a um campo H, podemos descrever

a funcdo projecdo, que projeta pontos da caixa em pontos em H.

Defini¢ao 1.4. Definamos o fluxo projecio 7ty : F(x) — H(x) definido por 7t:(y) = ¢:(y) €
H(x) com |t| < 7.

Dado um campo de conjuntos compactos M C F define (M) por m(M)(x) =
T (M(x)).

Proposicdo 1.5. Se H é um campo de segoes transversais com F o campo de caixas de fluxos

associado ao H e N C F um campo de conjuntos compactos, entio:
a) 7t(N) é um campo de conjuntos compactos,

b) Se N(x) é conexo entio (7t(N))(x) é conexo,

c) Se N é continua entio 71(N) é continua e

d) Se N é um campo de vizinhangas entdo 7t(N) é um campo de se¢des transversais.



1.2. Conjuntos estaveis e instaveis 24

Demonstragdo. [3, Proposicdo 2.32] O

Seja H : X — K(X) um campo. Denotaremos por H' a transposta de H e é
definido por
H'(x)={ye X:x€ H(y)}.

Dizemos que o campo H é uma secao simétrica se H' (x) = H(x) para todo x € X.
Um campo de se¢des transversais H : X — K(X) é mondtona se existe um e > 0

tal que para todo t € (0,¢) temos que H(x) N H(¢rx) # @ para todo x € X.

Teorema 1.6. Se X é um espago métrico entdo cada fluxo reqular ¢ em X admite um campo

de secdes transversais simétrica e mondtona.

O seguinte Teorema garante a continuidade do campo de se¢des transversais

desde que o espaco seja Peano continuum.

Teorema 1.7. Se (X, ¢) é um fluxo regular definido em um Peano continuum X entdo existe
um campo mondtono, simétrico de se¢des transversais H' e um campo continuo de um parame-

tro H : [0, 7] x X — C(X) satisfazendo:

1. He : X — C(X) é um campo de secbes transversais localmente simétrico, mondtonos e

continuo para todo € € (0,7],
2. H, C H' paratodoe € [0,7],
3. Ho(x) = {x} para todo x € X,
4. Se0 < e <¢ <rentio H. C Hy.

Demonstragdo. [3, Teorema 2.53] O]

1.2 Conjuntos estdveis e instaveis

O objetivo desta subsecao é introduzir os conceitos dos conjuntos estaveis e ins-
taveis cinematicos, geométricos e seccionalmente geométricos. Também mostraremos
algumas relagdes entre elas e as suas diversas propriedades a fim de usa-las nas proxi-
mas secoes.

Durante esta segdo e nos préximos capitulos fixaremos um campo de se¢des

transversais H : X — IC(X) , constantes Ter > Otal que ¢ : [—7,7] x H(x) — X é
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injetivo e B(x,7) C ¢ H(x) para todo x € X. Observe que a existéncia do campo
de secdes transversais é garantido pelo Teorema 1.6.

Denotamos Rep(R)™ (Rep(R) ™) como o conjunto de todos as fun¢gdes em Rep(R)
definidas em [0, 00) (resp. (—o0,0]). Para qualquer x € X e ¢ > 0, denotemos por W; (x)
e W/ (x) os conjuntos e-estdveis cinematicos e e-instaveis cinematicos definidos como

em [1],isto é,
W;(x) ={y € X :d(¢x, pry) < € para todo t > 0},

W¥(x) = {y € X : d(¢x, pry) < € para todo t < 0}.
E denotaremos por W*®(x) e W"(x) os conjuntos estaveis cinematicos e instaveis cine-
maticos, isto é,

W (x) ={y € X :d(¢ex,pry) — 0 quando t — oo},

WH(x) ={y € X :d(¢ex, pry) — 0 quando t — —oo}.

A seguir iremos definir uma versdo mais fraca do que a defini¢do anterior, na

qual chamaremos de conjuntos estaveis e instaveis geométricos
Definigdo 1.8. Para qualquer x € X ee > 0, sejam WE°(x) e W3 (x) os conjuntos e-estdveis
e e-instdveis geométricos definidos por:

Wi (x) = {y € X: 3a € Rep(R™) tal que d(¢pix, py(ryy) < € para todo t > 0},

W (x) ={y € X:Ja € Rep(R)™ tal que d(px, Py(r)y) < € para todo t < 0}.

Agora definamos os conjuntos estaveis e instdveis locais nas se¢des transversais. Para
isso, denotemos por H(x) a segdo transversal local do ponto x definida por H,(x) =

H(x) N Be(x).

Defini¢do 1.9. Para qualquer x € X e e > 0, sejam T3 (x) e T} (x) os conjuntos seccional-

mente geométricos e-estdveis e e-instdveis definidos por:

Ti(x) ={y € X:Ja € Rep(R)™ tal que dpo1yy € He(¢prx) para todo t > 0},
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T¢(x) ={y € X: Ja € Rep(R)™ tal que ¢oy € He(prx) para todo t < 0}.

Para cada x € X, definamos os conjuntos S.(x) = 7, (W5 (x)) e Ue(x) = o (W¥*(x)),

com 71, descrito na Defini¢ao 1.4.

Proposic¢ao 1.10. Seja H é um campo de segdes transversais de tempo T > 0 e B, (x) C
H{_1(x) para todo x € X. Entdo para todo ¢ € (0, 7| e para todor € (0,) existe § > 0 tal
que se d(x,y) < 6, entio

H(y) N By (y) C ¢y cqH(x)

Demonstracdo. [3, Lema 2.19] H

A seguinte proposigdo afirma que se as Orbitas de dois pontos x,y € X se acom-
panham em todo tempo (no sentido cinemdtico ou geométrico), entdo 7,(y) e x se

acompanham transversalmente em cada tempo com alguma reparametrizacao.
Proposi¢do 1.11. Para todo € > 0 existe um r1 > 0 tal que Sy, (x) C T3 (x) e Uy, (x) C T¥(x)

Demonstragio. Para ¢ € (0,7) pegue 0 < A < |7] tal que d(¢ux,x) < /2 para todo
lit] < Aetodo x € X. Considere um 0 < r; < &/2 correspondente a A tal que By, (x) C
H{_, 5H(x) para todo x € X. Portanto, se y € Sy (x) entdo existe [s| < A tal que
¢sy € Wi (x). Mostremos que existe B € Rep(R)™ tal que ¢y € He(¢rx) para todo
t > 0. De fato, como ¢sy € W;°(x), existe « € Rep(R)™ tal que d(Py(s)4sy, P1x) < 11
para todo t > 0. Portanto, defina f(t) = a(t) + pt + s, onde

p:[0,00) = R,

t— p(x),

¢ definido tal que ¢y, (Pu(1)4sy) € He(¢rx) para todo t > 0. Observe que y estd bem
definido, de fato, como ¢,)4s € By, (¢+x) entdo [pt| < A para todo ¢ > 0. Logo

d((l)tx, ¢yt+ac(t)+sy) < d((Pfx/ (PIX(t)‘l‘S]/) + d(¢o¢(t)+sy/ ‘Pyrhx(t)—&-sy)
<r+e/2

< e.

Finalmente, mostremos que B € Rep(R)™.

Continuidade. Bastaria mostrar a continuidade de y;. De fato, seja ¢y € (0, 7], de acordo
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com a Proposigao 1.10 existe um § > 0 tal que

d(x,y) <0 —  H(Y)NBe(y) C P|_y/2,60/21H (%)

Seja A1 > 0 tal que
e d(x,¢x) < ¢ paratodo [t < Ay,
o |f1—t| <A1 —  a(h) —a(t)] <eg/2

Portanto, sejam t1, f; € [0,00) tal que |t; — t2| < A. Logo, d(¢r, x, ¢r,x) < de

H(¢pt,x) N Be(Ppr,X) C P_ey/2,60/2/H(P1,%), (1.1)

observe que como Paty) 4, +5Y € He(¢r,x) e Pu(ty)+pu,+sY € He(¢r,x), entdo de 1.1
temos que |a(tp) + pr, — a(t1) — e, | < €9/2. Assim, concluimos que |u, — u, | < éo.
Mostrando a continuidade de ;.

Fixo no ponto 0. Basta observar que 7tx(¢sy) = ¢uotsy = Y, ou seja, pg = —s. Logo

B(0) = 0.

Crescente. Da monoticidade das se¢des transversais, é imediato que
th <t — Mt + 06(1'1) < Y, + [X(tz),
logo B(t1) < B(t2). Portanto, pg(yy € He(¢rx) paratodot > 0, ouseja, y € T3 (x). O

Defina o conjunto Z; (R)! = {a € Rep(R)" : |a(t) —t| < T} parai = +,—

Definigao 1.12. Para cada e > 0 e x € X, definamos os seguintes conjuntos:
T¥(x) ={y € X:Ja € Z(R)" tal que Pu(t)Y € He(prx) para todo t > 0},

T"(x) ={y € X: 3a € I:(R)~ tal que ¢y()y € He(¢prx) para todo t < 0}.

Ao contrario da Proposic¢do 1.11, a seguinte proposi¢do nos fornece informagao
sobre as reparametrizagdes. De fato, se dois pontos x,y € X se acompanham cinema-
ticamente entdo 77y () acompanha a orbita de x transversalmente com uma reparame-

trizagdo perto da identidade.
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Proposicdo 1.13. Seja H é um campo de segdes transversais de tempo T > 0 e B,(x) C

¢, H(x). Entdo para todo e € (0,r) existe r1 > 0 tal que
e (W (x)) C T (x).

Isto é, sey € Wy, (x) entdo existe a € Rep(R) tal que ¢, ;) (7xy) € He(¢prx) e a(t) —t] <7
para todo t > 0.

Demonstragio. Seja e € (0,7) e considere 0 < A < |7] tal que d(¢,x, x) < &/2 para todo

|| < Aetodo x € X. Considere um 0 < r; < ¢/2 satisfazendo:
* By (x) C H_y H(x) para todo x € X
* A Proposicdo 1.11 em relagdo ao & > 0, ou seja, 71, (Wy, (x)) C T¢(x)

Afirmamos que Wg(x) NT:(x) C T¥(x). De fato, se y € T:(x) N W:(x) entdo

Pa(y € He(prx) e d(¢pry, ¢rx) <e<r

para todo t > 0, como

Br(x) C H[_T’T}H(x)

para todo x € X, entdo |a(t) — t| < T para todo t > 0. Logo, y € T5%(x).
Portanto, mostremos que 7, (W;, (x)) C Wi (x). Sey € mx(W;, (x)), entdo existe

|s| < Atal que ¢sy € W (x), logo

d(pex, pry) < d(Pex, Prisy) + d(Prrsy, pry) < ¢,

isso significa que y € W;. Logo, 7tx(W;, (x)) C Wi (x). O

1.3 Expansividade e cw-expansividade uniforme

Nesta secdo mostraremos que a expansividade e cw-expansividade implica a
expansividade e cw-expansividade uniforme nas se¢des transversais, respectivamente.

Um fluxo (X, ¢) é expansivo se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se

d(Pu(ryy, Prx) <6
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para todo t € R e algum a € Rep(R) entdo y € ¢(_,)x. Seja I C R um subconjunto
conexo, se existe um a € Rep(R) tal que ¢,y € H(t(xa)) para todo t € I, entdo

definiremos o fluxo seccional

Dp (x,y) = (Pex, Pu(y),

para todo t € I. Assim, toda vez que utilizarmos a notagdo do fluxo seccional @/ (x,y),

estard implicita a hipotese de que ¢, ;) () fica na secdo H(¢rx).

Com a finalidade de demostrar a expansividade e cw-expansividade uniforme
enunciaremos o seguinte teorema que serd de grande importancia para a demonstragdo

dos préximos teoremas.

Teorema 1.14. Sejam hy, : I — R uma sequéncia de fungdes continuas, h,(0) = 0, x, —
X, Yyn — Y satisfazendo ¢y, 1y (yn) € H (¢t (xn)) para todo n > 1y para todo t € I entdo
hy converge uniformemente para um h : I — R satisfazendo ¢y, (y) € H (¢r(x)) para todo
tel

Demonstracdo. [3, Lema 3.2] [

No teorema anterior podemos observar uma das importancias de trabalhar com
se¢des transversais e em particular do fluxo seccional. O Teorema descreve que para
garantir a convergéncia uniforme de uma sequéncia de fung¢des continuas, é necessario
que elas fiquem dentro das se¢des transversais em relacdo ao fluxo. Em [12] é provada
a convergéncia uniforme de uma sequéncia de fungdes sem a hipétese de elas estarem

na mesma se¢ao mas foi condicionado a que a sequéncia das fungdes estejam em Rep(¢)

Defini¢do 1.15. Dizemos que um fluxo (X, ¢) é uniformemente expansivo transversal-
mente, se para cada € > 0 existe t; > 0 tal que para cada x € H(y) existe x € Rep(R) tal

que

d(x,y) > ¢ — sup d (P (x,y)) > eo.

[ <te
Lema 1.16. Sejam (X, $) um fluxo expansivo e €9 uma constante de expansividade. Entio

(X, ¢) é uniformemente expansivo transversalmente.
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Demonstragio. Suponha por contradicdo que existe um ¢ > 0, uma sequéncia positiva
t; — oo quando i — oo, um par de sequéncia de pontos {x;}ieny C X e {yi}ieny C X

com d(x;,y;) > € e reparametriza¢des «; € Rep(RR) tal que

sup d(Pxi, Pu,(1)Yi) < €0

[t <t

Supondo que x; — x e y; — Yy temos que x # y. Portanto, afirmamos que existe
B € Rep(R) tal que ¢pg(;)y € He(¢rx) para todo t € R. De fato, para cada t € R existe

t; tal que t € [—t;, t;] e uma subsequéncia {a; };> tal que
ill-ty) = Pli-tin)
a convergéncia anterior segue do Teorema 1.14. Logo,

A(ix, pp(nyy) = lim d(Pexi, pu,(1¥i) < eo-

Da expansividade temos que y = x, isso gera uma contradicao. O

Corolario 1.17. Se (X, ¢) é expansivo. Entdo para todo ¢ > 0 e x € X temos que
O (T, (x)) C Be(@u(x)) se t > te.

Demonstragio. Sejay € Tg (x) ea € Rep(R™) tal que ¢,y € He,(¢1x) para todo t > 0.
Considere t > t, e defina B(y)(r) = a(r +t) — a(t). Observe que B € Rep([—t,t]).

Logo,
sup d(¢g(y)(r) (%(t)!/) s Pr4rx) = sup d(Pu(r+n)Y, Prrx) < .
7| <t Ir|<te
De acordo com o Lema 1.16 temos que ¢,y € Be(¢1x) O

O seguinte Lema carateriza o crescimento uniforme de continuums, ou seja,
para cada ¢ > 0 existe um tempo t, € R uniforme de tal forma que qualquer conti-
nuum com didmetro maior do que ¢ crescerd em tamanho, no maximo no tempo t..

Para sua demonstracdo, basta seguir a mesma ideia do Lema 1.16.

Lema 1.18. Seja (X, ¢) um fluxo cw-expansivo e ey > 0 uma constante de cw-expansividade.

Entdo para cada ¢ > 0 existe t. > 0 tal que se x € X e C C H(x) é um continuum tal que
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diamC > ¢ entdo existe « € H(C) tal que

4 r
sup diam®,C > ¢g
|r|<te
Denotemos por CT: (x) e CT#(x) as componentes conexas de T:(x) e T¥(x) res-
pectivamente, tais que contem x. Ao contrario do caso expansivo (Corolério 1.17), para
o seguinte corolario é necessdrio pegar ao componente conexa estvel, de tal forma que

possamos usar o Lema 1.18

Corolario 1.19. Paratodoe > 0ex € X,

®L(CTS, (%)) C Belu(x)) se t > .

1.4 Familia de conjuntos estdveis e instaveis

Nesta secdo traduziremos alguns conceitos do caso discreto ao continuo, defi-
niremos a familia de estaveis e instaveis locais cinematicos, geométricos e seccional-
mente geométricos. E também mostraremos uma equivaléncia da definicdo de cw-
expansivo. Seja I C R um subconjunto conexo. Se existe um a € H(A) tal que
Xo(A) = {¢uyyx : x € A} C H(¢i(xy)) para todo t € I, entdo definiremos o
fluxo seccional

CI)[tX(xa,A) = (¢prxa, Xoi(A))

Assim, toda vez que utilizarmos a nota¢do do fluxo seccional, estara implicita a hi-
pétese de que o fluxo @ (A) fica na secio H(¢:(x,)). Muitas vezes denotaremos o
continuum & (x,, A) simplesmente por @ (A), subentendendo que existe um x, € A
cuja reparametrizagdo ¢ a identidade. Seguindo as nota¢des de [4] das familias esta-
veis e instdveis locais para homeomorfismos , definiremos para o caso de fluxos como

segue:

Definigao 1.20. Para qualquer ¢ > 0, sejam W; e W/ as familias e-estdveis cinemdticos

e e-instdveis cinemdticos de subconjuntos de X, definidos por:

W; = {A € C(X) : diam(¢:(A)) < € para todo t > 0},
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Wi = {A € C(X) : diam(¢:(A)) < € para todo t < 0}.

Denotaremos por H(A)T(H(A)™) como o conjunto de todos as fun¢des em

H(A) definidas em C(]0, %)) (resp. C((—o0,0])).

Definicao 1.21. Para qualquer € > 0, sejam W° e W* as familias e-estdveis geométricos

e e-instdveis geométricos de subconjuntos de X, definidos por:
W ={AcC(X):IacH(A) tal que diam(X!(A)) < e para todo t > 0},

Wit = 1A cC(X):3Fa € H(A) tal que diam(X(A)) < e para todo t < 0}.

Em seguida, definiremos as familias dos conjuntos estaveis e instdveis locais nas segdes

transversais.

Defini¢do 1.22. Para qualquer € € (0, &), sejam T e T¥ as familias locais seccionalmente

geométricas e-estdveis e e-instdveis de subconjuntos de X definidas por:
TS ={AcC(X):Jac H(A)T tal que ®.(A) C He(Prxy) Vt > 0}

T¢ ={AeC(X):Fa € H(A) tal que D (A) C He(¢prxy) Vt <0}

Observagdo 1.23. De acordo com a Proposicio 1.11 observe que para qualquer € > 0 existe

r > 0 tal que T(W:*) C T: e m(WH*) C T}

Proposicdo 1.24. Seja (X, ¢;) um fluxo sem pontos fixos. Entio (X, ;) é cw-expansivo se

somente se existe um & > 0 tal que Ty NTY = {A € C(X) : #A =1}

Demonstragdo. (—) Seja e € (0,7), existe 6 > 0 da defini¢do de cw-expansividade.
Suponha que exista um continuum nao degenerado A € C(X) tal que A € T; N Ty
Decorre da defini¢do 1.22 a existéncia de um continuo de reparametriza¢des « € H(A)
tal que ®! (A) C Hs(prx,) para todo t € R, isto é, diam®! (A) < § paratodot € R,
logo da definicao de cw-expansividade A C ¢(_ ¢)xa. Portanto, A = {x4}.

(¢—) Para e € (0,7), tome &; > 0 satisfazendo a Proposicdo 1.11 e tal que Bs, (x) C
P|_¢e (H(x)). Suponha que A € C(X), « € H(A) e diamA}*(A) < 6y paratodo t € R.
Entdo A C W (xa) N Wi"(xa), logo da Proposicao 1.11 temos que 7tx, (A) € T (xa) N
T¥(xy). Portanto, como 71y, (A) € C(X) concluimos que 7y, (A) = {x,}, isto prova que

A C e (x4). Mostrando assim a cw-expansividade. ]
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Nos préximos resultados, diremos que 7 > 0 é uma constante de cw-expansividade

se satisfaz a Proposi¢do 1.2 e

WENWH = {AC X :#A =1}

1.5 Existéncia de continuums estaveis e instaveis em cada

ponto

Em [4], H. Kato mostrou para o caso discreto que os homeomorfismos cw-
expansivos possuem continuums(compacto e conexo) de tamanho uniforme em cada
conjunto estavel e instdvel local. No caso do tempo continuo, M. Paternain mostrou
em [13, Lema 4] a ndo existéncia de pontos estdveis para fluxos expansivos, e como
consequéncia disto, mostrou no [13, Lema 5] a existéncia de um continuum para cada
conjunto estdvel e instavel. Para fluxos cw-expansivos temos alguns avangos, W. Cor-
deiro, num artigo resultante de sua teses de doutorado [5], obteve um continuum esté-
vel ou instavel desde que exista uma segdo transversal com dimensao topoldgica maior
que zero.

Nesta se¢do tem como objetivo mostrar para fluxos cw-expansivos (X, ¢) defi-
nidos em um espago continuum X, a existéncia de continuums contidos nos conjuntos
seccionalmente estaveis e instdveis locais. Para provar este resultado também mostra-

mos os seguintes resultados:

* O conjunto dos pontos estdveis é aberto,
* Os pontos estaveis recorrentes sdo periddicas,
¢ Os pontos estaveis sdo recorrentes

* Naéo existem pontos estdveis para ¢; e ¢p_;

Assim, generalizamos os resultados descritos no [13, Lema 4], [13, Lema 5] e [5, Lema

6.4].

Defini¢ao 1.25. Um ponto x € X é estdvel se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que Hs(x) C

T:(x). Dizemos que x € X é assintoticamente estdvel se para todo ¢ > 0 existe § > 0



1.5. Existéncia de continuums estéveis e instdveis em cada ponto 34

tal que se y € Hg(x) entdo existe a € Rep(R) tal que ¢,y € He(¢prx) para todot > 0e
d(Pu(r)y, Prx) — 0 quando t — +o.

O ponto x € X é chamado de instavel se é estavel para ¢_;.
O seguinte lema afirma que se um continuum cresce de tamanho em um deter-

minado tempo, entdo nos préoximos tempos ele ndo pode diminuir muito de tamanho

Lema 1.26. Seja (X, ¢) um fluxo cw-expansivo entdo para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se
C C H(x) é um continuum com x € C, « € H(C), diamC < ¢ e diam®}(x,C) < ¢ para

algum niimero real s > 0 entdo diam®',(x, C) < e para todo t € [0, s]

Demonstragio. Suponha que exista ¢ > 0, sequéncias 6, — 0 quando k — oo, conti-
nuums Cy C H(xg), ax € H(Cx) e uma sequéncia de nimeros reais 0 < f; < s tal
que diamCy < &, diam®y (xx, Cr) < O e diamcbi"k(xk, Cx) > & De acordo com [7,
Teorema 1.26], existe um caminho ¢ : [0,1] — C(X) de x; até Cy tal que se r < s entdo

cx(r) C ck(s). Seja a aplicagdo

E,: 0,1] — [0,00)
r— Fe(r) = sup{diam®;, (ci(r)) : t € [0,s¢]}.

Tome a; € [0,1] tal que a; € F_'(e) ( Observe F, '(¢) # @). Entdo, existe um
sub-continuum Dy = ci(a;) C Cy tal que diamCI);k(Dk) < ¢ para todo |t| < s e

diam¢yt (Dy) = e para algum r; < s, veja a figura 1.1. Afirmamos que

lim 7, = lim s; — rp = oo. (1.2)
k—00 k—o0

De fato, seja s > 0, pela continuidade de ¢ existe 6; > 0 tal que se d(x,y) < d; entdo
d(¢pix, pry) < €/2 para todo |t| < s. Pegue ko suficientemente grande tal que J, < d1.

Entdo para todo k > ko temos que
diamCy < 41 e diam®s, (Cx) < d5.

Portanto,

diamCIDt(Ck) < 8/2 e diamCI)Sk,t(Ck) < 8/2,

para todo f € [0,s]. Logo, ry > s e sy — 1y > s, uma vez que s € arbitrdrio, a afirmacéo
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é comprovada. Continuando com a prova, da compacidade de C(X) suponha que
D ¢ o limite continuum de uma subsequéncia @y (D) = Ay. Afirmamos que existe

B € H(D) tal que para cada t € R, temos que

diamD =¢ e diamCIDE(D) <e

Figura 1.1: D = klim A, Ay = O (Dy)
—00

Fonte: Elaborado pelo autor.

De fato, seja

Bi: Ax — CO[—re, 7)),

zk = Br(zi): [=re ] = R

t— Br(zi) (t) = o (yi) (£ 4 1) — ae (i) (i),

com zx = ¢, (r,)Yk- LOgO, para cada p € D existe px = ¢, Yk € Ay tal que py — p
quando k — oo, do paragrafo anterior e a defini¢do de fy temos que ¢g, (,,)(1)Pk €
He(¢t4r.xx) paratodo k > 0 et € [—r, 1]. Portanto, se ¢ xp — x € D et € R, existe

v, tal que t € [—ry, 1] € de acordo com o Teorema 1.14 existe uma subsequéncia
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{Br(p) }ksky € CO([—Tky 7%y ), R) € um B(p) € CO[—1y,, 7k,]) tal que

ﬁk(Pk) | [Ty ko] - 5(}0) | [—Tky i)

Assim, g P € H;(¢:x). Portanto, podemos garantir a existéncia de um continuum

de reparametrizagdes € H(D) tal que

diam®y (D) = khiﬂ‘o diam®yp, (¢r Dr)

= klggo diamq)z;rk (D)

<e

A ultima desigualdade segue do seguinte fato: De 1.2 para t, existe kg tal que t + 7, < s
para todo k > kg. Logo, para todo k > ko temos que diam¢2’;{+t(Dk) < ¢. Portanto,

limy o diamcbz;frk (Dy) < e. Assim, D contradiz a cw-expansividade. O

Corolario 1.27. Seja (X, ¢), €, & como na proposicio anterior. Entdo para qualquer t > 0
existe um numero rela k = k(t) > 0 tal que se A C X é um continuum com x € Ae

diamA > t, entdo diam®5,(A) > 6 ou diam®, *(A) > 6 para todo s > ke todo w € H(A).

Definicao 1.28. Um continuum C é estdvel se C € T;. Onde ¢ > 0 é uma constante de

cw-expansividade

Proposicdo 1.29. Seja (X, ¢) um fluxo cw-expansivo. Se C C H(x) é continuum estdvel(isto

é, existe « € H(C) tal que ®.,(C) C He(¢prx,) para todo t > 0 entio tlim diam®!,C = 0.
—o0

Demonstragio. Seja C C H(x) tal que diam®!(C) < e para todot > 0, com ¢ > 0 é
uma constante de cw-expansividade. Suponha, pelo contrario, que existe um é > O e
uma sequéncia f; — oo quando k — oo tal que diam®y}(C) > 4. Suponha que D =
llggl ®¥C, onde a convergéncia é dada pela compacidade de C(X). Entdo, afirmamos
que § < diamD < ¢ e existe B € H(D) tal que diamCD;,)C < e para todo t € R. De fato,
para cada y € D existe y; = ¢y, (y)y') comy’ € C tal que y; — y quando k — co.

Defina

Br(vi) : [t ti] = R
te Br(y')(8) = a(y') (¢ + tx) — a(y) (k).
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E facil ver que Bx(y) € Rep([—tx,, tx,]) para todoy € C. Logo, para qualquer ¢ € R,
existe ty, tal que t € [—fy,, ty,]. Portanto, do Teorema 1.14 existe uma subsequéncia

{Br(v}) Yesky € CO[—txy tro), R) € um B € CO([—1y,, 7i, ], R) tal que

ﬁk(y;{)’[—tko,tko] - ﬁ(y)’[—tko,tko]-
Portanto, existe p € H(D)

diamCIDE(D) = kh_}n(r’lo diamCI)tﬁk(cpik Dy)

= lim diam®,, " (Dy)

k—yo00

<e

E imediato observar que diamD > §. Logo D € T¢ N TY, isto contradiz a Proposigao

1.24. U

Se 0 espago X é Peano continuum. Entdo dizer que x € X é estavel implica
que {CT:(x)}¢ é uma base de vizinhangas de x. Como na se¢do 1.3, seja ¢ > 0 uma

constante de cw-expansividade.

Proposi¢do 1.30. Seja (X, ¢) um fluxo cw-expansico e X um espago Peano continuum. Entdo,

o conjunto dos pontos estdveis é aberto.

Demonstragdo. Seja x € X um ponto estédvel e um ¢ > 0. Afirmamos que intCT; ,(x)
consiste de pontos estaveis. De fato, seja y € intCT; /»(x) e e > 0. De acordo
com o Corolario 1.19 existe t» > 0 tal que CIDEC(CTESO/Z(x)) C By jo(¢e(x)) para todo
t > t;. Considere r > 0 suficientemente pequeno tal que Hy(y) C CT; ,,(x) e tal
que diam®!,(H,(y)) < ¢ para todo t € [0,ts]. Logo, pelo parrafo anterior temos
que diam®, (H,(y)) < ¢ para todo t > 0. E importante realcar que a reparame-
trizagdo correspondente ao ponto y € X ndo necessariamente é a identidade, assim,
para garantir que H,(y) C T (y) bastara considerar o continnum de reparametriza-
¢oes B € H (H,(y)) definido por B(.) = «(.) oa~!(y). Portanto, diam@%(Hr(y)) <¢
paratodot > 0e H,(y) C T; (y). O

Para a demonstracdo das seguintes proposicoes usaremos as ideias de Jana Hertz

no seu artigo [3].
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Proposig¢do 1.31. Seja (X, ¢) um fluxo cw-expansivo definido em um espaco Peano continuum

X. Entdo todo ponto estdvel recorrente é periddica.

Demonstragio. Seja x € X um ponto estdvel recorrente e ¢ > 0 uma constante de cw-
expansividade, o Teorema 1.7 garante a existéncia de um r > 0 suficientemente pe-

queno tal que H,(y) é continuum para todo y € X.

Figura 1.2: ¥’ = ¢,x

Fonte: Elaborado pelo autor.

Além disso, da estabilidade de x € X podemos supor que Hy(x) C T:(x), logo
da Proposigdo 1.29 existe « € H.(H,(x)) tal que

lim @ (H,(x)) = 0,

S—00

segue-se da recorréncia de x a existéncia de um ¢y > 0 suficientemente grande tal que
$t,x € Hy(x). Portanto,
O (Hy(x)) C Hy(x)

Portanto, (N,,>o @3 (x, H,(x)) = y € Hy(x), veja a figura 1.2. Além disso, observe que
y é um ponto estavel, periddica e pertence ao conjunto w(x).

Finalmente, mostremos que x € Orb(y). Como y é estavel e y € w(x) entdo
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existe um 1 > 0 ery > 0 tal que ¢, x € H, (y) C T3 (x) e lims ;00 <I>%(Hr1 (y)) = 0.

Logo, da periodicidade de y existe um s > 0 tal que ¢sx = y. Portanto x é periédica. [

Proposicao 1.32. Seja (X, ¢) um fluxo cw-expansivo. Se x € X um ponto estdvel entio x é

recorrente, portanto periddico.

Demonstragio. Sejax € X um ponto estavel e 2¢ > 0 uma constante de cw-expansividade.
De acordo com a estabilidade de x, existe § > 0 tal que Hs(x) C TZ(x). Segue do Lema

1.26 a existéncia de p > 0 tal que se s € [0, t] entdo
CIDfX(thx, Hp(cp,tx)) C H(g(gbs,tx) vVt >0, (1.3)

logo, da inclusdo anterior temos:
1. Cada ponto de a(x) é estavel,
2. z € a(x) implica x € w(z),
3. z € a(x) implica w(x) = w(z).

(1) Sejay € a(x), eg > 0 e tg, do Corolario 1.19 . Considere r; < p/2 et — oo tal
que ¢4, € H, (y) para todo k > ko. Assim, H, (y) C Hp(¢—+,x) para todo k > ko.

Podemos considerar r > 0 suficientemente pequeno tal que

CIDZ(H,,(]/)) - HSO/Z(CPS*fkl (x)>/

para todo s € [0, f, + te,] e algum ky > ko. Observe que @y, (H:(y)) C Heyyo(x) C
CT:(x). Logo, pelo Corolério 1.19 temos que

B (He(y)) C Heyya(ocs, ),

para todo s > 0, isso implica que H,(y) C T (v)-

(2) sejae > 0, por (1) z € a(x) é estével, entdo podemos supor que existe § > 0 e
ty — —oo quando k — oo tal que ¢, (x) € Hs(z) C T:(z) para todo k > 1. logo existe
ar € Rep(R™) tal que
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portanto x € w(z).

(3) Provemos que w(x) C w(z). Sejam p € w(x) e ¢ > 0 entdo existe ry — oo tal que
¢r,(x) € He/o(p) . Da estabilidade dos pontos x,z € X existe 51 > 0e d5(61) > 0 tal
que

H;, (x) € T2)5(x) e Hyy(2) C T, (2), (14)

Como z € a(x) podemos supor que existe ty — —oo quando k — oo tal que

¢—1,(x) € Hs,(z) C W} (2) para todo k > 1, logo existe ay € Rep(R") tal que
d(x, (Pak—l(tk)Z) <& Vk>1,
Como ¢ 1,1z = s, (z) € Hy, (x), entdo de (1.4) existe By € Rep(R™) tal que

d((Pkal ¢ﬁk(rk)(¢5kz)) <e/2 Vk =1,

Assim, ¢g, () (¢s,2) € He(p). Logo, p € w(z). Finalmente, de (2) e (3) temos que x €

w(x), ou seja, x € X é recorrente. Da proposicdo anterior x é um ponto periédico [

Teorema 1.33. Seja (X, ¢t) um fluxo cw-expansivo definido em um Peano continuum X entdo

ndo existem pontos estdveis para ¢ e P_y.

Demonstragio. Por contradi¢do, suponha que x € X é um ponto estdvel para ¢;, de
acordo com a Proposi¢do 1.32 temos que x é periddica, como o conjunto de pontos
estdveis é aberto (Proposicdo 1.30), concluimos que X é uma 6rbita peridédica, contradi-

zendo o fato de X ser Peano continuum. O]

Teorema 1.34. Seja (X, ¢;) um fluxo cw-expansivo definido em um Peano continuum X e
e > 0 uma constante de cw-expansividade. Entdo existe 6 > 0 tal que para cada x € X existem
continuums ndo degenerados Cy e Dy tal que Cy é e-estdvel, Dy é e-instdvel, x € Cxy N Dy e

diamC, = diamD, = J.

Demonstragio. Seja e > 0. De acordo com o Lema 1.26 existe 6 > 0 correspondente ao
. Sejax € X eum z € w(x), entdo existe uma sequéncia t; — oo quando k — oo tal
que xx = ¢r (x) € Hy/(z) para cada k > kg. De acordo com o Teorema 1.33 o ponto z

ndo é estdvel para ¢_1. Portanto, existe ) > 0 e um a € H(Hs/2(z)) tal que

diam®; " (x;, Hs(x;)) > diam®, (z, Hy»(z)) > e.
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Podemos supor que t; > tg para todo k > 1, considere entdo Cy C Hs(xy) sub-
continuums tal que x; € Cy, diam®, ! (x;, Cy) < e paratodo t € [0, t;] e Dy *(xy, Ct) =

¢ para algum sy € [0, ;). Assim, de acordo com o Lema 1.26, terfamos
diam®, ! (xt, Cy) > 6 paratodo t > s;.

De modo particular, temos

o diam®, *(xt, Cx) > 6,

& X & Dk = CID,;t"(xk,Ck),

o diam®! (x, Dy) < e paratodot € [0,t],

Portanto, o conjunto D = limy_, Dy é continuum, diamD > §, x € De D € T;.

Podemos agir da mesma forma para o caso instavel. O

Definicao 1.35. Seja (X, ¢t) um fluxo continuo definido em um espago métrico compacto X.
¢t é chamado de positivamente cw-expansivo se para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que se

A C X éum continuum e « € H(A) satisfazendo
diam(XL(A)) <6, Vt >0,

entdo A C P (_ge)(xa)-
Coroldrio 1.36. Todo Peano continuum X nio admite fluxos positivamente cw-expansivo.

Problema 1. Se (X, ¢;) é um fluxo cw-expansivo. Serd possivel provar a existén-

cia de conjuntos estdveis e instdveis cinematicos ou geométricos para cada ponto?.
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Capitulo 2

A PROPRIEDADE DE
SOMBREAMENTO PARA FLUXOS
EXPANSIVOS

A estrutura de produto local é de maneira geral uma propriedade mais fraca que
a propriedade de sombreamento, no entanto, no ano 1990, Romeo Thomas provou em
[1] que os fluxos expansivos satisfazendo a estrutura de produto local (E.p.l) possuem
a propriedade de sombreamento, para sua demonstracdo é usado como ferramenta
principal, as se¢Oes transversais finitas:
Existe € > 0 tal que para cada § > 0 podemos encontrar uma familia finita & =
{S1,...,Sn} de secgdes transversais locais de tempo € > 0 e didmetro no méximo J tais

que

para mais detalhes veja [10]. Também é usado a seguinte carateristica especial dos
fluxos topologicamente hiperbdlicos( fluxos expansivo satisfazendo a E.p.1): Se a 6rbita
de dois pontos se acompanham entdo as respectivas reparametrizacdes estdo proximas,
ou seja, se (X, ¢) é um fluxo topologicamente hiperbélico entéo,

Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que se « € Rep(R) e T1, T > 0 com

d(Pup)y, Prx) <6 paratodo te€ [Ty, To], (2.1)
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entdo |a(t) —t| < eparatodot € [—Ty, Tp].
Seguindo essa linha, é natural a seguinte questdo: Os fluxos cw-expansivos satisfa-
zendo a E.p.J(ou alguma generalizacdo dela) possuem a propriedade 2.1?. Como foi
dito na introdugdo, um dos objetivos da tese é demonstrar a propriedade de sombre-
amento para fluxos cw-expansivos, isso serd demonstrado no préximo capitulo. Um
dos problemas que tivemos ao provar a propriedade de sombreamento para o caso cw-
expansivo é que ndo conseguimos obter um resultado semelhante a propriedade 2.1,
isto dificultou a demonstragdo para o caso cw-expansivo. Portanto, gostariamos de sa-
ber se podemos provar a propriedade sombreamento para fluxos expansivos sem usar
a propriedade 2.1 de forma que possamos usar essas técnicas para o0 caso cw-expansivo

Neste capitulo, a propriedade de sombreamento para fluxos expansivos é alcan-
cado, no entanto, por técnicas novas. Definiremos um novo campo de se¢des transver-
sais H* com certas caracteristicas, de tal forma que possamos obter alguma informacao
sobre as reparametrizagdes, uma vez que as Orbitas de dois pontos se acompanham.
Tudo isso serd feito com o propésito de poder estender tal demonstra¢do da proprie-
dade de sombreamento dos expansivos para o caso dos cw-expansivos. E importante
realcar que em nossa demonstracdo ndo faremos uso da propriedade 2.1.

Como no inicio do trabalho da tese, fixaremos H : X — K(X) um campo de
secdes transversais, constantes T e ¥ > 0 tal que ¢ : [—7,7] X H(x) — X é injetivo e

B(x,r) C ¢[_rH(x) para todo x € X.

2.1 A propriedade de estrutura de produto local fraco

Durante esta subsec¢do definiremos a propriedade de estrutura de produto lo-
cal fraco e forneceremos alguns resultados em relagdo a expansividade, usando como
ferramenta as se¢Oes transversais em relagdo a cada ponto.

Dizemos que o fluxo (X, ¢) possui a propriedade de estrutura de produto local(Epl) se para
cada ¢ > 0 existe & > 0 tal que se d(x,y) < J entdo existe v = v(x,y) com |v| < ¢ tal
que

VE(9ox) NVA(x) £ ©,

onde V(x) = Wi (x) NW*(x) e V¥ (x) = Wi (x) N W"(x).
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Defini¢do 2.1. Dizemos que um fluxo (X, ¢) possui a propriedade de estrutura de produto

local fraco (Eplf) se para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que

dxy) <6 = Wi(x)NW(x) # O,
para todo x,y € X.

E imediato observar que a Eplf é mais fraca que a definicdo da Epl, para sua
demonstracdo veja [1, Lema 3.1].

A seguinte proposi¢do garante a existéncia de uma métrica hiperbdlica p para
fluxos topologicamente hiperbdlicos. Para sua demonstracdo é usado como ferramenta

principal o Lema de metrizacdo devido a Frink [?] e o resultado [1, Lema 4.5].

Proposicdo 2.2. Seja (X, ¢) um fluxo expansivo satisfazendo a Eplf. Existe constantes ¢ > 0

eA € (0,1) tal que se y € T:(x) entdo

0(Ppny, dix) < cAlp(x,y),

onde p é a métrica nas segdes transversais definida em [1, Lema 4.6].
Demonstragdo. [1, Proposicdo 5.8] O

Observe que a métrica hiperbélica diminuf exponencialmente a distancia das 6r-
bitas de dois pontos desde que elas estem no mesmo estavel transversal. Como foi dito
no inicio do capitulo, nosso objetivo é demonstrar a propriedade de sombreamento,
logo é natural observar que a demonstracédo teria que ser no comego transversalmente,
para assim fazer uso da métrica hiperbdlica. Logo, gostariamos saber se a propriedade

de Epl é satisfeita transversalmente, isto €,
yeHs(x) = T(x)NT(y) # @7
Proposig¢do 2.3. Seja (X, ¢) um fluxo expansivo satisfazendo a Eplf. Entdo para todo ¢ > 0

existe & > 0 tal que 71, (W:(x)) N 7t (W¥(y)) # @ desde que y € Hg(x).

Demonstragio. Para ¢ € (0,7/2) pegue 0 < A < |7| tal que d(¢,x,x) < &/2 para
todo |u| < A etodo x € X. Considere um 0 < r; < ¢/2 correspondente a A tal

que By, (x) C Hj_, H(x) para todo x € X. seja > 0 satisfazendo a Definigdo 2.1
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em relagdo ao ¢. Portanto, se d(x,y) < J entdo Wi (x) N W¥(y) # @. Observe que a
expansividade implica que W; (x) N W (y) C ¢,z paraalgum z € X eum s > 0.
Logo, x(z) € (Wi (x)) Nt (Wi (y)) e é tnico. O

Na seguinte observacdo podemos dar uma possivel resposta a questdo descrita

do paragrafo anterior

Observagao 2.4. Serd que podemos garantir que 7, (W¢ (x)) N 1ty (Wg(y)) # @ desde que
y € Hs(x)?. Observe que se y € Hs(x) ndo sabemos se a segdo transversal de x intersecte a
segio transversal do y em pontos diferentes do x. Portanto, no iltimo pardgrafo da Proposigdo
2.3, poderiamos obter que que 1y (z) # my(z). Logo, tx(WZ(x)) Ny (Wi (y)) = @ . Con-
sequentemente, TS (x) N T¥(y) = @. Logo, ndo conseguimos obter uma resposta afirmativa ou

falsa a questdo descrita no paragrafo anterior

Com a finalidade de responder como afirmativo a Observacédo 2.4, definiremos
na seguinte secdo um campo de se¢des transversais com certas propriedades de tal

forma que possamos responder a questdo anterior como verdadeira.

2.2 Secgoes Transversais H*

Nesta subse¢do definiremos um campo de conjuntos compactos H; de tal forma
que se y € Hj(x) entdo existe z € 7, (W:(x) tal que y € 7m,(W/(z). Além disso,
mostraremos que se um fluxo é expansivo e satisfaz a propriedade de Eplf entdo H;
é um campo de se¢des transversais. Finalmente, de acordo com a defini¢do da sec¢do

transversal H; (x) mostraremos que para cada ¢ > 0 existe 6 > 0 tal que se y € H; (x)

entdo T3 (x) N T} (y) # .

Definigdo 2.5. Um campo de conjuntos compactos é uma fungio h : X — K(X) satisfazendo:
e x € h(x) para todo x € X
e Sex, — xeh(x,) = CentidoC C h(x)

No seguinte teorema vamos a definir o conjunto H;(x) e mostraremos que a

2

aplicacdo H; é um campo de conjuntos compactos.
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Teorema 2.6. Seja (X, ¢) um fluxo definido no espago métrico X e e > 0. Entdo a aplicagio

H} : X — K(X) definida por
Hi(x)= |J m(Wiz),

é um campo de conjuntos compactos.

Demonstragio. De acordo com a Proposicdo 1.5 sabemos que se N é um campo de con-
juntos compactos entdo 77 o N é um campo de conjuntos compactos. E imediato ob-
servar que W{ : X — K(X) é um campo de conjuntos compactos, ou seja, x € Wi (x)
e é semicontinua. Logo, 7(W!) para i = s,u é um campo de conjuntos compactos.
Agora, mostremos que H; : X — K(X) é um campo de conjuntos compactos. De
fato, mostremos que estd bem definida. Se z € H;(x) entdo existe z, € H(x) tal
que z;, — z quando n — oo. Logo, existe y, € my(W;(x) tal que z, € 7, (W (yn)-
Suponha que y, — y quando n — oo, da semi continuidade de 7(W¥#) temos que
z € my(W¥(y)) ey € mx(Wi(x). Portanto, z € H;(x). Finalmente, a semi continui-
dade de H; : X — K(X) segue imediatamente da semi continuidade de 77(W}) para

1=3,U. O

Teorema 2.7. Seja (X, ¢) um fluxo expansivo satisfazendo a Eplf e 3¢ > 0 uma constante de

expansividade para T > 0. Entdo H} : X — K(X) é um campo de secgdes transversais.

Demonstragio. Seja A € (0,7) tal que d(¢sx,x) < e para todo |t| < A etodo x € X.
Afirmamos que H; (x) N¢_, )y = y para todo y € H;(x). De fato, suponha que
existe y € H(x) e |s| < A tal que ¢sy € H;(x). Portanto, existe z1 € 7, (W:(x)) e
2y € i (WE(x)) tal que y € 11, W} (21) e ¢psy € 112, (W¥(22)). Como z1 € 11 (Wi (x)) e
zy € 1 (WE(x)) entdo existe & € Rep(RR) tal que

d(cptzl,gba(t)zz) <2¢ paratodo ft>0.

Além disso, como y € 7, W/ (z1) e ¢psy € 715, (W¥(22)) entdo existe B € Rep(R7) e
B2 € Rep(R™) tal que

d(pg, ¥, Prz1,) <€ e d(Pp,)Za, Pr+sy) <€ paratodo t <0,
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logo,

d(Prz1, Py, (1))72) < A(Pez1, g, 1Y) + A(Pp, (1) Yr DB, (1) +sY)
+d(Pp, 1)+, Ppa(pr (1)) 72)
<ete+te
= 3e.

Observe que B2 o f1 € Rep(R™). Portanto, seja

B(t) = { a(t) se t>0,

1320/31 se t<0,

entdo d(¢rz1, pp(y)22) < 3¢ para todo t € R. Logo, da expansividade de ¢ existe [t| < T
tal que zp = ¢z1, contradizendo o fato de z; e z; pertencer na sacdo H(x).

Finalmente, mostremos que existe r1 > 0 tal que By, (x) C ¢, H*(x). Seja
61 > 0 tal que By, (x) C ¢ /2,0/2/H(x) para todo x € X e consideremos d; € (0, 1) tal
que

d(x,y) < 6 = d(gix,iy) <61 V|t < A

Finalmente, considere r; > 0 satisfazendo a Epl em relacdo a d,, isto é, se d(x,y) < r;

entdo W} (x) N W, (y) # @. Sejay € By, (x) entdo existe a € Wj (x) N Wy (y), logo
z = 1ix(a) = P50 € (W5, (x))

com [s1| < A/2. Além disso, como a € W (y) entdo z € Wy (¢s,y), depois ¢s,y €
Wg‘l(z). Assim, 70, (Ps,y) = Ps, 45,y € nzwgl (z), onde |s1 + s2| < A. Recapitulando,
mostramos que existe [s = s1 + 55| < A tal que ¢sy € :Wj (z) com z € 71 (W (x)),

ouseja, y € P\ H (x). O

Uma vez criada esta nova segdo transversal, fixaremos de aqui para frente as
constantes r; > 0 e A > 0 tal que By, (x) C ¢_, ,)H*(x) para todo x € X. Definamos o
conjunto Z; (R)' = {a € Rep(R)" : |a(t) —t| < 7} parai =+, —.

Proposicao 2.8. Seja (X, ¢) um fluxo satisfazendo a Eplf e By(x) C ¢, H(x) para todo
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x € X. Para cada ¢ > 0 existe § > 0 tal que se y € H}(x) entdo

TZ(x) N T (y) # ©.
Além disso, a intersecdo é um 1inico ponto e satisfaz a sequinte condigdo:

a€T;(x)NT(y) = 3Fa€I(R)tal qued,pa € He(Prx) V>0
e Puya € He(pry) Vt<0.

Demonstragio. Seja ¢ € (0,r]. De acordo com a Proposicdo 1.13 existe r, > 0 tal que
e (W, (%)) C Ti(x) e mx(Wyi(x)) C T¥(x) para todo x € X. Seja é € (0,r2) sa-
tisfazendo o Teorema 2.7, isto é, H; : X — K(X) é um campo de se¢des transver-
sais e tal que d(x,y) < ¢ implique d(¢:x, ¢ry) < rp para todo |t| < 7. Portanto,
se y € Hj(x) entdo existe a € mmy(Wj(x)) tal que y € (W} (a)). Afirmamos que
y € 1m(W§'(a)) implica que a € m, (W (y)). De fato, como y € 7,(Wj'(a)), existe
7| < 7 tal que ¢y € Wi(a). Ser >0,y € W{(¢_,a) implica que ¢_,a € W (y). As-
sim, a = 7, (¢p—ra) € (Wi (y)). Ser <0, ¢,y € Wi (a) implica que y € W, (¢ra), logo
¢ra € Wi (y). Assim, a = my(¢ra) € ry(Wyi(y)). Logo, pela afirmagao anterior temos
que a € (W (y)) N mx(Wy, (x)). Portanto, a € T;(x) N T¥(y). Finalmente, a Propo-
sigdo 1.13 fornece informagdes sobre as reparametrizagoes, isto ¢, se a € 7 (W, (x))
entdo existe & € Zr(R)(|a(t) —t[ < 7) tal que ¢,z € He(¢rx) para todo t > 0. Da
mesma forma temos para o caso instdvel. Portanto, a segunda parte do Teorema fica

demonstrado.

2.3 Sombreamento para fluxos expansivos

Nesta segdo mostraremos que os fluxos expansivos satisfazendo a propriedade
de estrutura de produto local fraca, possuem a propriedade de sombreamento. Lem-
bremos que no inicio do trabalho da tese, fixamos H : X — K(X) um campo de
secdes transversais, constantes T e ¥ > 0 tal que ¢ : [—7, 7] x H(x) — X é injetivo e
B(x,r) C ¢{_rH(x) para todo x € X. Enunciaremos, a seguir, algumas nogdes ele-

mentares que serdo indispensdveis para a apresentagdo posterior da propriedade de
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sombreamento dos fluxos topologicamente hiperbdélicos.

Defini¢ao 2.9. Sejam § > 0e T > 0. Um par de sequéncias finitas ({xi}g,{ti}g_1> é
chamado de (6, T)-pseudo orbitaset; > T e d(¢pr,x;, xj11) < dparatodoi =0,...,n—1.

Figura 2.1: (J,a)-pseudo 6rbita

X1 5
X2

t1 X1

O x3

Xn—1

Xn

Fonte: Elaborado pelo autor.

Uma (9, T)-pseudo-6rbita infinita é um par de sequéncias duplamente infinito

<{xi}0—0001 {ti}o—ooo)

tal que
ti>T e d(¢rxi,xir1) <0 paratodo i€ Z.

Por outro lado, para cada sequéncia {t;}?° , de nimeros reais, definamos uma sequén-

cia {s;}?*, de somas dos tempos de {t;}$°;, definido por:

i—1
Y. tj se i>0,
j=0
si=4 0 se 1=0,
—1
— Z ti se i<O.
\ j=—i

Denotemos por xg x t € X ao ponto que é t unidades de tempo de xp na pseudo-6rbita
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({xi}, {ti})icz, isto é
Xoxt = th—sixi quando S;i <t <Sjyq.

Uma (4, a)-pseudo 6rbita ( {xi}, {ti}Tl) é e-sombreado pela 6rbita de um ponto z €
X se existe um « € Rep(R) tal que

d(¢pypz xoxt) <e paratodo t € [0,sy].

Equivalentemente, enunciamos com mais detalhes a defini¢do anterior:

Defini¢do 2.10. Seja ¢ > 0. Dizemos que uma (9,a)-pseudo 6rbita ({xi}?,{ti}’f”) é e

sombreado pela orbita de um ponto z € X se existe um a € Rep(R) tal que

d(qba(t)z, Pr—s;x;) < € paratodo t € [s;,si41] ei=0,1,2,...,n.

d((,ba(t)z, $rys_X_j) < e paratodo t € [—s_j, —s_jy1] ei=1,2,...,n.

Figura 2.2: e&-sombreamento de uma (9, a)-pseudo 6rbita ({xi}’f, {t,'}’f_l)
z

Pa(t, +1,)2
° . . ° xnfl
qQ

(=

J

Pu(rt;)Z

Fonte: Elaborado pelo autor.

Da mesma forma, uma (4, 4)-pseudo 6Orbita infinita ({x;}%®,, {t;}* ) é e-sombreado

pela 6rbita de um ponto z € X se existe um « € R tal que

d(Pu(ryz X0 xt) < e paratodo t € [0,sy].
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Defini¢do 2.11. Um fluxo (X, ¢), com X sendo um espago métrico, possui a propriedade de
sombreamento se para todo ¢ > 0 existe & > 0 tal que cada (J,1)-pseudo 6rbita infinita é

e-sombreado por uma 6rbita de ¢.

No seguinte teorema vamos a demonstrar a propriedade de sombreamento para fluxos

topologicamente hiperbdélicos.

Teorema 2.12. Seja (X, ¢) um fluxo expansivo satisfazendo a propriedade de Eplf. Entdo para
todo ¢ > 0 existe constantes M, 6 > 0 tal que cada (5, M)-pseudo orbita ({x;}1,{t;}}) ¢

e-sombreado pela 6rbita de um ponto z.

Para a demonstracdo do Teorema 2.12, faremos o uso dos Lemas 2.13 e 2.15.
Nesta se¢do fixaremos os seguintes constantes que serdo usados nos préximos lemas e

na demonstragdo do Teorema :

(a) Seja ¢ < r entdo existe &1 > 0 tal que se d(x,y) < €1 entdo d(¢rx, pry) < €/2 para
todo || < T

(b) SejaA € (0,7) er; > 0tal que d(¢ex,x) < e/2 para todo |x| < A e tal que By, (x) C
¢;_r\H"(x) para todo x € X.

(c) Seja¢’ > 0tal qued(x,y) < &1 desde que p(x,y) < €.

(d) Paragy € (0,¢'/3) fixe € > 0 tal que se d(x,y) < £entdo p(x,y) < &o.

(e) Seja 1 > 0 satisfazendo a Proposigdo 2.8 com respeito ao &.

(f) Seja b3 > 0 tal que se d(x,y) < J3 entdo existe [u| < 7 tal que ¢y € Hj (x)
(g) Seja dy < 01 tal que se p(x,y) < J, entdo d(x,y) < J3.

(h) SejaA; € (0,1) ec > 0da Proposigdo 2.2 e fixe um ntimero suficientemente grande

M tal que v = c)\{\/f_5T < % e yep < 62/2.
(i) Sejad > Otal quesed(x,y) < dentdo p(x,y) < 62/2

() Seja 6 > 0 tal que d(¢sx, pry) < 6 para todo || < A desde que d(x,y) < &

Lema 2.13. Seja (X, ¢) um fluxo expansivo satisfazendo a propriedade de Eplf. Entdo para
todo e > O existe constantes M,5 > 0 ¢ 6(6) > 0 tal que se ({x;}1,{t;}1) é uma (5, M)-
pseudo 6rbita, entdo existe uma (6, M — 7)-pseudo orbita ({x 11, {/}1~1) satisfazendo os

seguintes itens:
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1. Para todo i = 1,2,...,n — 1, existe |u;| < A tal que ¢y, x; = x;. E Para todo i =

1,2,...,n—2temos que t, = t; — piq et | =t, 1.
2. Existe um & > 0, pontos {z;}} € X e {z;}} € Xe {h;}} € Z:(R) tal que

® parai = nexiste z; € Tg(xi) N T (4’t§,le—1) ez; = (Ph,‘(—t’.fl)zi'

® Parai=1,2,...,n—1temos quez; € T¢(Zi41) NT¢(x}" ). Ondez; = Phi(—11_ )%

exi = ¢y_xi_y (VejaaFigura2.5).
3. 4>t<_1x1’._1,x1’. € H*(z;) paratodoi=1,2,...,n—1.

Demonstragdo. Para € > 0 consideremos as constantes fixadas no inicio da se¢do. Su-
ponha que ({x;}},{t;}}) é uma (5, M)-pseudo o6rbita, logo dos itens (j) e (i) temos
que

) .
p(xi, ¢r,_ xi—1) < 52 e t;>M paratodo i=1,2,...,n.

De acordo com (g) e (f) existe |p,—1| < Ttalque ¢y, |y, Xn—1 € Hj, (x), denotemos
port, | =ty_1ex), ; = ¢_yu, ,x,_1. Eimediato observar que ¢y Xy_q € H (xn).
Logo, de acordo com (e) existe z, € T¢ (xn) N T¢' (¢, 71x;71). Veja a Figura 2.3. Portanto,

existe 1, € Z(R) tal que

O(Pn, (s)Zn Psxn) < & paratodo s >0,

P(4’hn(s)zn,¢sx:{_1) < ¢gg paratodo s <0,

/! _ A : 5
onde x; ; = ¢y . Além disso, denotando por z, = ¢y, (_y )zn temos que

O(Zn, Pty y—py1Xn—2) < O( Py~ )Zn Py Xy 1)+ 0(X 1, Pty sy 1 Xn—2)
n—1 n—1

¢ )
< Az X q) + =

2
1)
< oAy + 2
)
< =
< véo + >
< 0.

A terceira desigualdade da inequacdo anterior segue pelo fato que t;_l >M-—-1 >
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M — 57 implica que /\i”’1 < AM=5T Logo, de acordo com (g) temos que

d((Zn, Pt, 2—py 1 Xn—2) < 3.

De novo por (f) existe [py—2| < T tal que ¢r, ,—y, —p, »Xn—2 € Hj (Zn). Denotemos
port, , =ty2—pHn-1€X, 5= ¢y, ,Xn2, Observeque xy , = ¢y X, , € Hj (zn).
Logo, existe z,_1 € T:(Z,) N T¥(x]_,), observe a Figura 2.3. Entdo existe h,_1 € Z(R)
tal que

O(Pn, (s)Zn—1,PsZn) < €9 para todo s > 0,
P(¢hn_1(s)zn—1,4>sx,'{_2) < gg para todo s < 0.

Denotando por Z,—1 = ¢, _,(—¢ ,)Zn—1 temos que

P(Zn—1, Pty 5y 2Xn-3) < PPy _)Zn-1, Py Xn_2) + P(Xn_2, Pt, 5—pu, 2Xn—3)

[ Oy
< M P0(zn-1, X 0) + >
0
< C/\iVI*STso + —1—32
1))
< 7z
< veo + 5
< 0.

Observe que a terceira desigualdade da inequagdo anterior segue pelo fato que t/,_, >

M — 1t > M — 57 implica que A;”” < AM=3T Togo, seja |py—3| < T tal que

¢tn73_ﬂ1172_74n73xn_3 € H;;l (zn—l)'

Denotemos por t),_ = t,_3 — fiy—2 € X;,_5 = ¢_y, ,X,_3, Observe que

1 / =
Xp—3 = Pr_ X3 € H;, (Zn-1)-

De novo, de acordo com (e) existe z,—» € T§(Z,—1) N T¥(x]_5). Observemos que os j;
localizados na figura 2.3 representam os tempos que leva para ir de um ponto ao pro-

ximo ponto, ou seja, ¢, X; = X € Pt —y;—p; Xi—1 = X;_;. Por indugdo, construimos
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Figura 2.3: Os i; sdo tempos tal que ¢, x; = X, € P, |y, Xi1 = Xi 4.

Fonte: Elaborado pelo autor.

2
n—1

uma sequéncia de pontos (z;):_, tal que

zi € T5(Zip1) N TE(xi" 1),

s _ R/ / \n . a ]
onde Z; = ¢y, (—y_)Zi, Xi_y = ¢pp_ X;_q € (h;); C Z(R) é uma sequéncia de reparame

trizacOes tal que
0(Pn,(s)2is PsZir1) < €o paratodo s > 0,

P(‘Phi(s)zz‘,(l’sxf',l) < gg para todo s < 0.

Observagao 2.14.

SejaT € Rea € Rep(R). Se ¢pyyy € He(¢prx) para t € [—to, 0] entdo existe uma repara-
metrizagdo o' € Rep(R) tal que o (Y € He(¢psX) para todo s € [0, to], comy = p(_)y
e X = ¢_,x. De fato, definamos o' (s) = a(s —tg) — a(—tg) para todo s € R. E imediato

observar que o’ € Rep(R) e que
A(Pu(s—t) Y Ps—tgX) < € para todo s € [0, to].

Logo, d(¢y ()Y, Psx) < € para todo s € [0, to]. Veja os detalhes na figura 2.4



2.3. Sombreamento para fluxos expansivos 55

Figura 2.4: Os pontos e X ndo necessariamente se acompanham com a reparametri-
Zagao «

= (sz(s—to)y

<\

sl

Fonte: Elaborado pelo autor.

No seguinte Lema é demostrada uma versdo mais fraca que a propriedade de
sombreamento. Mostraremos que as pseudo orbitas ({x}},{t/}}) definidas no lema

anterior, sdo sombreadas pela 6rbita de um ponto.

Lema 2.15. A sequéncia ({x]}}, {t.}}) definida no Lema 2.12 anterior é sombreada pela 6rbita
de um ponto:

Para todo ¢ > 0 existe constantes e1 > 0, M, 5 > 0e 6(6) > 0 tal que se ({x;}1, {t;}1)
é uma (8, M)-pseudo drbita entdo existe uma (6, M — T)-pseudo drbita ({x/}171, {t}171)

satisfazendo os itens do Lema 2.12 tal que é €1-sombreada pela 6rbita de um ponto.

Demonstragdo. Para ¢ > 0 consideremos as constantes definidas no inicio da secdo (
itens (a) até (j)). Seja ({x;}1, {t;}}) uma (6, M)-pseudo 6rbita, de acordo como o Lema
2.13 existe uma (6, M — 7)-pseudo 6rbita ({x/}7~1, {#/}7~1) satisfazendo as seguintes

condicdes:

1. ¢4,x; = x; e paraalgum |y;| < Aeparatodoi=1,2,...,n—1.t,_; =t, 1 epara

todoi=1,2,...,n—2, temos que t} = t; — pij11.
2. Existe um & > 0, pontos {z;}} € X e {z;}] C X e {h;}] C Z+(R) tal que

e parai = nexiste z; € Tf(x;) N Tg‘(cpt;_lxl’._l) € Zi = Py ()%
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e Parai = 1,2,...,n — 1 temos que z; € T§(Zi11) N T¢(x) ;). Onde z; =
Phy(—1_)%i € x| = <Pt;,1xz"—1-

3. c[)t<_1xl’._1,x1’. € H*(z;) paratodoi=1,2,...,n—1.

A demonstracdo serd de forma indutiva. Primeiro, definiremos uma repara-
metrizagdo B,_1 € Rep(R) tal que z,_1 € X e1-sombreia & (6, M — T)-pseudo 6r-
bita (({x}}"_,,{t/}"" ;). Segundo, definiremos uma reparametrizagdo f,—» € Rep(R)

tal que z,_» € X e-sombreia & (6, M — T)-pseudo orbita (({x/}}_,, {t/}!_,). Conti-

n—2/

nuando indutivamente, definiremos um B, € Rep(R) tal que z, € X e1-sombreia a
(0, M)-pseudo orbita (({x}}5, {t}}).
De fato, seja ),(s) = hu(s —t), ;) —hu(—t),_,) paratodo s € R. De acordo com

a Observagao 2.14 o ponto z, acompanha a orbita de x/, ; paratodot € [0,#, ;] coma

reparametrizagdo ), ou seja,
d(¢g, ()2, Psxy_1) < E para todo s € [0,t),_4].
Logo, de acordo com o item (d) temos que

0 (g1, 5)Zn, Ps¥y_1) < €0 para todo s € [0,£),_4].
Continuando, definamos a reparametrizagdo

hy_10B,(s) para todo s > 0
Bn-1(s) =

hy_1(s) para todo s <0

. PN z : nn n
Afirmamos que z,_1, €1-sombreia a (6, M — T)-pseudo 6rbita ({x/}! |, {t}! ;) coma

reparametrizagao fB,_1. Isto é

d(Pp, \(s)Zn-1,¢sX, 1) <e1 paratodos € (0,8, 4] 22)

d((P,anl(s)Zn—lrcps—t;_lx;) <& para todo s € [t),_q,t,,_q1 + t,].

De fato, como hy, € Z:(R)(|hu(s) —s| <t Vt > 0) entdo

Bl (s) € [s—21,5+21] paratodo seR.
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Logo, para todo s € [0, ] temos que

0(Pp, 1(s)Zn—1, PsXp_1) < (P, 1 ((5)2n—1, Ppty(s)Zn) + (D1 (s)Zn, PsXyy_1)
<&+ ¢

<é,

eparatodos € [t/ _q,t/ | +t,] temos que

O(Pp,_1(s)Zn—1,Pspr_ X1) < p(Pp,_ (s)Zn—1, Py (5)Zn) + P (Ppy(6)Zn Pspr_ X7)
<& +¢€o

<,

veja a Figura 2.5. Portanto, fica demonstrado a tltima afirmacdo. Continuando com a
construgdo das reparametrizagdes, seja f/,_(s) = Bu_1(s —t,,_») — Bu—1(—t,,_,) para

todo s € R. De acordo com a Observacdo 2.14 o Z,,_; acompanha a orbita de x/,_, para

/

todo t € [0,/ _,] com a reparametrizagdo /), _,,

ou seja,

P((P‘B’n_l(s)zn—lr(;bsx;—z) < g para todo s € [0,t),_,].
Defina

h,_20B (s ara todo s > 0
[Bn_Z(S) — n IBTl 1( ) p

hy—2(s) para todo s <0

Afirmamos que

IN

d(Pp, o(s)Zn—2, PsXp o) e Vs € [0,t, 5]
d(Pp, y(5)2n-2Psp_Xy_1) < € Vs€[ty oty o+t 4]

A(Pp, ys)Zn-2Psp_,p Xy) < € VSE [t ot gty ot g+

N
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De fato, observemos primeiro que

s —2T,5+ 271 sis € [0,t ],

[s —4T,s+4t1] sis €[t _,, +).

Logo, para todo t € [0,/ ,| temos que

(4’ﬁn 2(s)%n— 2/495 n-2) <P((Pﬁn 2(s)%n— 2/4)5’ s)Zn— 1)+P(4’ﬁ s)Zn— 1:4’5 n-2)
<&+ €

<é,
eparatodos € [t _,,t/ ,+t 4]

(‘P/Sn 2(s)Zn—2, Ps— v, n 1) <P(4’ﬁn 2(s)%Zn— 2/4’ﬁ’ s)Zn— 1)
+o(Pp_ (5)Zn-1 P, Xn_1)
< c)\f”*l( )80 + 2¢9
< c)\?‘z_hso + 2¢p
= Y€o + 2¢p,

< 3¢
eparatodos € [t _,+t |, t 4+t _+1]

p(Dp, a(s)Zn—2Pspr v Xn) < 0(Pp, ,(s)Zn-2,Pp_ (s)Zn—1)
+P(4’/3’ 5)Zn-1, Ps—p Z_t;t—lx;/l)
< c)Lf”‘ oS )eo + 2¢p
< cz/\?’ﬁt:”l_“eo + 2¢y,
< EAM10Tg 4 0e

= 'yzso + 2¢y.

A ultima desigualdade segue pelo fato que t,_, +#, _, —41 > 2M — 61 > 2M — 107
implica que cz/\ na < (eAM75T)2. veja a Figura 2.5. Continuando induti-

vamente temos que z, sombreia a (6, M)-pseudo 6rbita (({x}}5,{t/}5), isto &, existe
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B2 € Rep(R) tal que

d(¢p, ()22, Psx3) < €1 paratodo 0 < s < t5,

d(‘Pﬁz(s)Zz, ¢s—t’2x/3) < ¢ paratodo ty <s <ty +15,

n—1 n

d(ﬁbﬁz(s)zzzﬁl’s_zn:zl tix;) < g1 para todo th<s< Zt:
. i=2 i=2

Figura 2.5: Sombreamento da (6, M — T)-pseudo orbita ({x/}7 1, {#/}7~1)

H*(Z,_3) H*(Z,_2) H*(Z,_1) H*(z,)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Finalmente, tome z’ = ¢yg,(_y)2> e defina B'(s) = Ba(s — £7) — B2(—17). E imedi-

ato observar que B’ € Rep(R) e que

(g ()2, psx1) < €1 paratodo 0 <s < #,

d(¢p ()2, ps—1,%3) < &1 paratodo #; <s <ty + 1y,

d(¢pp ()2, 9y yr ,Xn) < €1 paratodo s, | <s <,

onde s, = Y ,t. Isto significa, que a (6, M')-pseudo orbita (({x!}{,{t;}]) é e;1-
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sombreada pela 6rbita do ponto z’ € X. O

Teorema 2.16. Seja (X, ¢) um fluxo expansivo satisfazendo a propriedade de Eplf. Entdo para
todo ¢ > 0 existe constantes M,5 > 0 tal que cada (5, M)-pseudo drbita ({x;}},{t;}}) é

e-sombreado pela drbita de um ponto z.

Demonstracdo. Para ¢ > 0 consideremos as constantes definidas no inicio da secao(
itens (a) até (j)). Suponha que ({x;}}, {t;}}}) é uma (6, M)-pseudo orbita. De acordo
com o Lema 2.15 podemos construir uma (6, M’)-pseudo 6rbita ({x}], {t}]) satisfa-

zendo:

1. ¢y,x; = x; e para algum |p;| < A eparatodoi = 1,2,...,n— 1. Para todo i =

1,2,...,n—2,temos que t; = t; —pjr1 et | =ty 1.
2. Existe um g > 0, pontos {z;}} € X e {z;}} C X e {h;}} C Z:(R) tal que
* parai =nexistez; € T{ (x;) N T¢ (¢y_ Xi_q) € Zi = Py )Zi-
e Parai = 1,2,...,n — 1 temos que z; € T§(Zj41) N T¥(x) ;). Onde z; =
Pny(—1_)Zi € Xiq = Py Xi_q-
3. cpt;_lxl’._l,xl’. € H*(z;) paratodoi=1,2,...,n—1.
Além disso, pelo Lema 2.15 o ponto z' = ¢g,(_,)z2 sombreia a (5, M)-pseudo orbita
(({x7}1, {t:}]), isto &, existe B’ € Rep(R) tal que

d(¢pp 1z xo*t) <& paratodo t € [0,s,].

Afirmamos que z = Pg(,,,)2z' e-sombreia a (6, M)-pseudo orbita (({x;}}, {t;}}). De fato,
seja

B(t) = B'(t+p1) — B (1),
é imediato observar que B € Rep(R). Como jé sabemos que d(¢g (5)z, ¢sx]) < €1 para
todo 0 <'s < #], entdo

d(pp(s)z Psx1) < e1 paratodo 0<s <t —p;—p2 (2.3)

Portanto, bastaria mostrar que z acompanha a orbita de x; para os tempos no intervalo

[tl — U1 — U, tl]' Seja
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B(t) set € [0,y —2pu1 — yz]
a(t) == ¢ BT set € [ty — 21 — o b1 — o] (2.4)
B(t — 1) set € [ty — pio, 1]

Afirmamos que

d(Pu(s)z, Psx1) <€ paratodo 0<s<t

De fato, seja t = t1 — 21 — pa + s coms € [0, 2]

IN

A(Pu(r)z Prx1) < d(Ppry5)% Pryyx1) + d(Pry5x1, Pri1)
€
T3

€
2

IN
o

Sejat =t; — yup +scoms € [0, jiz]

d(Pu(yz, Prx1) < d(Pp(r—py)Z Psx3) + d(Psxs, Prx1)

IN

+

N ™

£
2

IA
m

Figura 2.6: Sombreamento da (6, M — 7)-pseudo 6rbita ({x;}7 %, {t;}171)
¢0¢(f1*2}l17}12)z

Pa(ty—p2)?
54)“(f1)z

¢a(t1+t2+t3)z

(Pﬂé(tl—H’z)Z

H* (x3)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Logo, fica demonstrado a afirmagdo anterior. Agindo da mesma forma, podemos mos-

trar para os tempos iy, t3,..., ty. Portanto, temos que

d((pa(s)z, $sx1) < e paratodo 0 <s < ty,

d(%(s)zz 47s—t1X2) <eg para todo t; <s < t; + ty,

n—1

n
A(Pu(s)2 (/’)S_Zn_zlt,xn) <eparatodo ) t; <s< )t
=2 i=1 i=1

Isto significa, que a (6, M)-pseudo orbita (({x;}7,{t;}}) é e-sombreada pela 6rbita do
ponto z € X. [
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Capitulo 3

SOMBREAMENTO PARA FLUXOS
CW-EXPANSIVOS

Em [6] é descrito uma generalizagdo da propriedade de estrutura de pro- duto
local para homeomorfismos, denominada a propriedade de Cw-epl. Além disso, foi
demonstrado que homeomorfismos cw-hiperbdlicos (Cw-expansivos + Cw-epl) pos-
suem a propriedade de sombreamento. Algumas perguntas que surgem naturalmente
sdo: Como definir uma generalizacdo da estrutura de produto local (Cw-epl) para
fluxos? Os fluxos Cw-expansivos satisfazendo a cw-epl implique a propriedade de
sombreamento? Tais questionamentos motivaram na procura da formalizacdo de tais
conceitos que serd um dos objetivos desse capitulo. Além disso, definiremos a propri-
edade H* que é uma propriedade mais forte que a cw-hiperbolicidade. Finalmente,
demostraremos que os fluxos cw-expansivos satisfazendo a propriedade H* possuem
a propriedade de sombreamento. Como observagdo, na demostragdo da propriedade
de sombreamento para fluxos Cw-expansivos satisfazendo a propriedade H* usare-
mos as mesmas técnicas usadas para o caso de fluxos topologicamente hiperboélicos

que foram descritos no capitulo 2.

3.1 Cw-estrutura de produto local

Nesta se¢do adaptaremos o conceito de Cw-epl do caso discreto para o caso con-
tinuo. Também definiremos o conceito de Cw-hiperbdlico, como consequéncia mostra-

remos que os fluxos Cw-hiperbdlicos sdo invariantes por conjugacdo e que a suspen-
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sdo de homeomorfismos Cw-hiperbélicos sdo fluxos Cw- hiperbélicos. Denotemos por
Ci(x) e C{(x) as componentes conexas de Wi*(x) e WH"(x) respectivamente, tais que
contem x. Comegamos recapitulando algumas defini¢des que dependem unicamente

da compacidade do espago X.

Definig¢do 3.1. Dizemos que (X, $) possui a Cw-estrutura de produto local(Cw-epl) se
para cada e > 0 existe § > 0 tal que se x,y € X ed(x,y) < J, entdo existe r = r(x,y) com

7| < ¢ tal que
Ce(r(x)) NC(y) # .

Chamaremos de fluxos Cw-hiperbdlicos aos fluxos Cw-expansivos que satisfazem a Cw-

epl.

3.1.1 Conjugacao da Cw-epl

Sejam M, N espacos métricos. Dizemos que os fluxos ¢ : M — Meyp: N — N
sdo conjugados preservando orientagdo se existe um homeomorfismo h : M — N e um
mapeio continuo ¢ : M x R — R tal que, para cada x € X, temos que

(a) 0x(0) = 0 e 0y € estritamente crescente

(b) (prx) = Py (1yh(x).

No seguinte teorema vamos demostrar que a propriedade de Cw-epl é invariante por

conjugagao.

Teorema 3.2. Se ¢y : M — Me ¢y : N — N sio conjugados. Entdo, ¢; possui a propriedade

de Cw-epl se, e somente se, ; possui a propriedade de Cw-epl.

Demonstragio. Sejam dj; e dy as métricas em M e N, respectivamente. Suponha que ¢
possui a propriedade de cw-eple h : M — N uma conjugacdo preservando orientagdo

de ¢ e ;. Entdo existe uma fungdo continua o : M x R — R tal que

ox(0) =0 e h(px) = g (ph(x). (3.1)

Sejam e > 0 e ¢’ > 0 tal que

du(x,y) <& = dn(h(x)h(y)) <e (32)
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Seja &' > 0 tal que se dpr(x,y) < &' entdo existe [r(x,y)| < € tal que C5 (¢,x) N CY(y) #
@. Em particular, podemos considerar que C;, (x) N Cli(y) # @. Finalmente, considere

5 € (0,0) tal que se
dn(x,y) <6 = dy(h 1(x),h 1(y)) < 7.

Portanto, se dy(x,y) < 6 entdo existe 2 € C5(h~1(x)) N C4(h~!(y)). Afirmamos que
h(z') € C¢(x) N C¥(y). De fato, como z’ € C5(h™!(x)) entdo existe « € Rep(R) tal que

A (o2, pih ™' (x)) < ¢ paratodo t >0,
logo, de acordo com (3.2) temos que
dn <h o ¢ur)(2'), hodpro h_l(x)> <¢ paratodo t>0.
de 3.1 temos que

dn <¢UZ/(a(t))(h(Z/))/lljgx(t)x) <e¢ paratodo t>0.

Seja B./(t) = o, om0 ay (t), é imediato observar que B € Rep(R). Portanto, temos
que

dn (gblg(t))(h(z’)),%x) <e paratodo f>0.

Assim, h(z') € WZ(x) e da continuidade da conjugagao i temos que h(z") € C5(x).
Para o instdvel segue de forma semelhante. Mostrando assim, que ¢; possui a Cw-

epl. ]

Em [6, Teorema 2.3] se mostrou que todo fluxo cw-expansivo é invariante por

conjugacdo. Portanto, de acordo com o Teorema 3.2 podemos afirmar o seguinte:

Teorema 3.3. A Cw-hiperbolicidade é invariante por conjugagio.
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3.1.2 Suspensdo de homeomorfismos Cw-hiperbélicos

Sejam (X, d) um espago métrico, f : X — X um homeomorfismoec: X — R™.

Chamamos de espaco suspensdo de f sob ¢ ao conjunto
Xof = {(x,t):0<t<c(x),x € X}/ ~

A seguir definiremos o fluxo suspensao e a métrica definida no espaco suspensao, para

mais detalhes veja [10]

Definicao 3.4. A suspensio de f com altura c é o fluxo definido por

¢l xof — X,
(x,8) = ¢ (x,5) := (f"(x),8),

com n e s’ satisfazendo

n—1

Y ¢ (fi(x)> +s'=t+s, 0<s <c(f"(x))
i=0
Definamos agora uma métrica em X/ = X/ e suponha que diamX < 1. Consi-

deremos o subconjunto X x {t} de X x [0,1] e seja d; a métrica definida por

A1), (2 1)) = (1= Dd(y, 1) + t(f), f(2)), y,z € X.

Por outro lado, para cada (x,t),(y,s) € X/, considere todas as sequencias finitas
(zi,t;)!_, de elementos de X/ tal que (z1,t1) = (x,t),(zn,tn) = (y,s) e para cada
1<i<n-—1,(x;t;) e (xit1,ti;1) pertencem ao mesmo conjunto X x {¢} para algum
t € [0,1] (nesse caso chamamos [(x;, t;), (x;11, ti+1)] um segmento horizontal) ou per-
tencem a mesma Orbita do fluxo suspensao (nesse caso chamamos [(x;, t;), (Xj11,tit1)]
de segmento vertical). O comprimento de um segmento horizontal serd dado pela
distancia d; entre os pontos (x;,t;) e (xj+1,ti+1), enquanto o comprimento de um seg-
mento vertical serd a distancia entre seus tempos em [0,1]. O comprimento de uma

cadeia é definido como a soma do comprimento de seus segmentos horizontais e ver-
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ticais. Definamos uma métrica d/ em X/ da seguinte forma:
df ((x,1), (y,s)) = inf{ comprimento de todas as cadeias entre (x,t) and (y,s)}

Teorema 3.5. Sejam f : X — X un homeomorfismo e ¢ : X — R uma fungdo continua. O
fluxo suspensio ¢f possui a propriedade de Cw-epl se e somente se f possui a propriedade de

Cw-epl.

Demonstragio. De acordo com o Teorema 3.2 a demostragdo serd feita para c = 1, ja
que as suspensdes de um mesmo homeomorfismo sdo conjugadas. Suponha que f
possui a Cw-epl e sejam ¢ > 0 e § € (0,1/4) constantes que tal que se x,y € X e
d(x,y) < ¢ entdo Ci(x) N C¥(x). De acordo com [15, Lema 2.4 e Lema 2.5] para 6 > 0
existe &' € (0,¢) tal que se (x,s), (y,t) € X/ eds((x,s), (y,t)) < 8 entdo |s — t| < &' ou
1+s—t <& oull+t—s| <. Além disso,

1) se|s—t| < & entdod(x,y) <9
2) se|l+s—t| < entdaod(f(x),y) <9,
3) se|l+t—s| <& entdaod(f1(x),y) <é.

Seja (x,51), (y,52) € Xf. Mostremos que se de((x,81), (y,52)) < ¢’ entdo existe [r| < ¢
tal que Cg(qbf(x,sl)) NC4(y,sy) # @. De fato, se s1 e s, satisfaz 1), isto é, [s; — sp| < &,
entdo da Cw-epl de f existe z € X tal que z € Ci(x) N C¥(y). Portanto, parar = sy — 51

e todo t > 0 temos que

af (¢ (91 (x,1)), 9] (= 52))
=dy (¢, (x51), 9l (z,2))

= dp (10, {1 4 s2)), F1020(2), {2+ 52))
< iy ((F2x, {t 4 52}), FI752)(2), {t + 52}

(1= {t+ s (=2 (x), fFIF2)(2)) + ({t + s })d (o2 H (), flEF=2lH (z))
<(1—A{t+s})e+ ({t+s2})e

:S’

onde {t + sp} denota a parte fraccionaria de f + s,. Além disso, para todo < 0 temos
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que

af (¢ (v,52), ¢l (z,52))

< dipy ((F2ly, {t+ 52}), f72)(2), {t + 52})

= (1= {t+soNd(FI=2l(y), fIH52)(2)) + ({t + s} )d(FIHe 41 y), flirsal+1 (z))
< (1—{t+s})e+ ({t+s2})e

= E&.

Portanto, (z,s;) € Wgs(gb{r (x,51)) NW{((y,s2)). Da continuidade do fluxo suspensdo
temos que (z,s2) € Cg‘((,b{(x,sl)) NCY((y,s2)) . Agora se sj e s, satisfaz 2), isto §,
|1+ sy —s1| < &, entdo da Cw-epl de f existe z € X tal que z € Ci(f(x)) N Cl(y).

Portanto, parar =1+ s, —s1 e todo t > 0 temos que

( (9] (x,51) <P{(Zfsz)>
=dy (¢l (x5, 9] (z52))
= dp (F4 My, (14 £+ 52)), 7199 (2), (£ 4 52))
< sy (), {4 52}), f179(2), {t + 2))
= (1= {t+s})d(fIF2  (x), {52 (2)) 4 {t + sp}d(FIF2 2 (x), flHHo21H1(2))
<(1—{t+s}e+ ({t+s2})e

= 8,
e para todo t < 0 temos que

af (¢ (v,52), 9] (z,52))

< dipys (F2ly, {t 4+ 52}), f72)(2), {t + 5})

= (1= {t+ s A(FIr2l(y), FF2)(2)) + ({t + s, D d(FIHIH(y), flrsl+1(z)
< (1—{t+s2})e+ ({t+52})e

= E&.

Portanto, (z,s;) € W§ (c,bf (x,51)) NW¥((y, s2)). Denovo, da continuidade do fluxo sus-

pensdo temos que (z,s;) € Cg‘(cpf (x,51)) NC4((y,s2)). Para o terceiro caso 3) agimos
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da mesma forma que no segundo caso.

Reciprocamente, suponha que ¢°/ possui a propriedade de Cw-epl. Seja ¢ > 0,
mostremos que existe > 0 tal quese x,y € X ed(x,y) < ¢ entdo Ci(x) NCl(y). De
fato, sejam 8" € (0, ¢) tal que parai = —1,0,1

dx,y) <6’ = d(f'(x),f(y) <e

Seja &' > 0 uma constante de Cw-epl do fluxo suspenséo para ¢” /2, isto é, se (x,s1),

(y,82) € Xf temos que

dp((x,51), (y,52)) <" = Cuja((x,91)) N Clin (v, 52)) # D,

ed € (0,0) tal que se d(x,y) < dentdod(f(x), f(y)) < ¢'. Portanto, suponha que se

x,y € X ed(x,y) < 4. Entdo, considerando os pontos (x, 3), (y, 1) € X/ observemos

que
(5 3), ) < Ay (3 ), (5 5)
= ()00 ) + 5d(F(x), f())

Logo, existe (z,r1) € X/ tal que (z,71) € Cfs,,/z((x,%)) mcg,,/z((y,§)). Para t > 0,

temos que

df ((FI2z, {t+1/2}), (FIH2x, {t + 1/2}))
=], el (n )
<dl (9], (2r), 0l (5 r0)) + dplo] (zmn), (9] (3, )

1
< |71—§|‘i“5”/2

S 5///2+5///2 — 5//.
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Assim,

By (P2, {E1/23), (£, (1 4 1/2))
— (1 _ {t + 1/2})d(f[t+l/2}z,f[t+1/2]x) + {t + 1/2}d(f[t+l/2]+1zlf[t+1/2}+1x)

< o

logo d(fIt+1/2lz, fIEH1/2]x) < 6" ou d(fIEHH1/2+1g, fl+1/2+1 ) < §”. Portanto, para
todo t > 0 temos que d(flF1/2z, flt+1/2]x) < ¢, ou seja, z € WE(x). Da mesma forma
agimos para t < 0. Logo, z € Wi(x) N W/(y). Da continuidade de f, temos que
z € Ci(x) N Cl(y). O

Em [5, Teorema 3.2] se mostrou que o fluxo suspensdo é Cw-espansivo se, e

somente se f é Cw-expansivo. Portanto, podemos afirmar o seguinte teorema:

Teorema 3.6. Sejam f : X — X um homeomorfismo e ¢ : X — R™ uma fungio continua. O

fluxo suspensio ¢p©f é Cw-hiperbdlico se e somente se f é Cw-hiperbélico.

3.2 Fun¢dao métrica

Nesta se¢do provaremos a existéncia de uma func¢do métrica, com as proprieda-
des de hiperbolicidade e compatibilidade, com o objetivo de utiliz4-la na demostracao
da propriedade de sombreamento. A demostragdo segue de forma semelhante ao [6,

Teorema 2.3]. Definamos
L(X)={Ce(C(X):Ixe XtalqueC C H(x)},

E={(pg.C):Ce LX) pqecC}
para p,q € C, denote C(p,q) = (p,q,C).

Teorema 3.7. Se (X, ¢) é um fluxo Cw-expansivo, definido em um espago métrico compacto,

entdo existe uma fungio D : E — R satisfazendo as sequintes condigdes:

* Propriedades métricas:

- D(C( > 0 com igualdade se, somente se C é degenerado,

M))
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= D(Cpq)) = D(Cigp))s

- D{AUB} () < D(A() + D(Biry))
* Hiperbolicidade: existem constantes A € (0,1) e e > 0 tal que

— Se C € T; entdo D(®(C(pq)) < 4A'D(C(,q)) para todo t > 1 e algum a €
He(C),

- Se C € T}(X) entdo D(®,"(C(pq)) < 4A'D(Cy, ) para todo t > 1 e algum
a € He(C)

* Compatibilidade: Para cada ¢’ > 0 existe v > 0 tal que
— Sediam(C) < vy entdo D(C, 4)) < € paratodo p,q € C,
— Separatodo p,q € C € com D(Cy, 4)) < 7 entio diam(C) < €.

Demonstragio. Sejam ¢’ > 0, 6 > 0 como no Lema 1.26 e ¢ € (0,6) uma constante de

Cw-expansividade. Defina
N(C) = inf{|t| : diam® (C) > ¢t € R ea € H(C)}

para cada C € £(X). De acordo com o Coroldrio 1.27 para 5 existe k > 0 tal que se

diam(C) > 5 entdo diam®}(C) > ¢ ou diamCIDEt(C) > §paratodot > ke B € H(C).

Logo
N(C) = inf{]#| : diam®g(C) > ¢t € R e B € He(C)} < k. (3.3)

Seja A =2"* e p: L(X) — R* definido por

©) AN(C) se C é ndo degenerado
p _=
0 se C = {p}

Seja C € L(X) e subconjuntos C1,Cy,...,Cy € L(X) de Ctalque C = UL, Cie C;iN
Ciy1 # Qparacadai € {1,2,...,n — 1}, afirmamos que

(U C) < 20(C1) +4p(C2) + -, 40(Co1) +20(Car). (3.4)
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A prova serd feita no final. Por outro lado, defina
n

D(C(WI)) - inf{i;)K)(Aéai_l,ai)) : v n Z O/ ap = Pr ai, ..., 0p = q e

Al .., A" € L(X) tal que C = U?:OAi}.
Decorre de 3.4 e da defini¢cdo de D o préximo resultado:

D(Cipq)) < p(Cipq) <4D(Cip ). (3.5)

p,q)) p/q))

De fato, a primeira desigualdade é imediato, basta tomar como parti¢do o préprio con-
junto. A segunda desigualdade segue da equacdo 3.4 e o fato de o infimo ser o maior

das cotas inferiores, isto é,

n .
p(C) < inf{Zp(A’(ai_llai)) :Vn>0,a0=p,a1,...,an=4q €
i=0

Al A" € L(X) tal que C = U?:OAi} = D(C).

para cada C(,, ;) € £(X). Mostremos as seguintes propriedades:

Propriedades métricas. De 3.5 segue-se que

D(Cpg) =0 < p(C) =

— C={p}
Para mostrar as propriedades
D(Cipa) = D(Cap)) € DHAUBL ) < D(Agp) + D(Birg)).

basta olhar a definicdo de D e a equacao 3.4.

Hiperbolicidade. Suponha que C(,, 5 € T, entdo existe « € H(C) tal que

dlamCIDZC(C( )) <e

p4
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para todo t > 0. Logo, de acordo com Proposicdo 1.24, existe s > 0 tal que

diam®,*(C > €.

WI))

Portanto N(C) = s, a0 mesmo tempo observemos que N(®,(C(, ))) = t + s para todo

t > 0. Decorre entdo da equacao 3.5 a seguinte desigualdade

D(q)ttx(c(p,q))) < p(q)ztx(c(p,q)))
_ /\N(q)ztx (C(p,q) ))

/\N(C)th

p(C)A!

< 4AfD(c(p,q)),

para todo t > 0. Para os continuums instdveis a prova é semelhante.
Compatibilidade. Dado ¢’ e n > 0 tal que A" < ¢'. Considere v > 0 tal que se C € C(X),
a € H(C) e diamC < v entdo diam®! (C) < ¢ para todo |t| < n. Portanto N(C) > n

(observe que para tempos menores do que n o continuo fica menor do que ¢), assim
D(C) < p(C) = AN < An — ¢,

O segundo item é mostrado de maneira semelhante. Finalmente, mostremos a equagdo
3.4. Seja C € L(X) e uma parti¢do C;,Cy,...,C, € L(X) de C (ouseja, C = ' Cje
CiNCiy1 # Dparacadai € {1,2,...,n—1}). Afirmamos que

De fato, mostremos primeiro paran = 2. Seja C = AUB € L(X),onde A,B €
L(X). Se diam®!,C > ¢ para algum a € H(C) entdo diam®: A > ¢/2 ou diam®! B >
¢/2. Portanto, N(C) = t e de 3.3 temos que N(A) < k+ N(C) ou N(B) < k+ N(C).
Suponha que N(A) < k+ N(C), como A € (0,1) entdo

P(A) — )LN(A) > Ak—FN(C) — )Lk)LN(C) — 1/2P(C)/

ou seja, p(C) < 2p(A), da mesma forma se N(B) < k+ N(C) podemos mostrar que
p(C) < 2p(B). Portanto, queda mostrado no caso de n = 2. Agora suponha que 3.4 é
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valido para uma partigao {C;}'!, isto &,

p(C) <20(C1) +4p(Cp) +...,40(Cy—2) +20(Cp—1).
De acordo com a defini¢do de p, temos que
p(C) <p(GUG) <---<p(CGU---UCua) <p(C)

. Por outro lado, observe que podemos supor os seguintes casos

L p(C) <20(C1)
2. 20 (C1 U---u Cnfl) < p(C)

3. 20 (C) < p(C) <2p (CLU---UCy_q).

No primeiro caso, 3.4 é imediato. No segundo caso, como C =C;UCy---UCy_1 UCy
entdo p(C) < 2p(Cy) oup(C) <20(C1U---UCy_1),logo p(C) <2p(Cy). Assim, 3.4

¢ imediato. No terceiro caso, podemos supor que existe 1 < r < n tal que
20(GLU---UGCq) <p(C) £20(CLU---UG). (3.6)

Agindo da mesma forma quenocason =2paraA=C U---UC,_jeB=CU---U
Cy temos que

p(C) <20(C U+ UGCy). (3.7)

Assim, de 3.6 e 3.7 temos que

p(C) <p(GU---UGC) +p(CU---UGCy)
<20 (C1) 440 (C2) +...,40 (Cr_1) + 20 (C)) +
20 (Cr) +40 (Cog1) + ..., 40 (Cu1) +20 (Cn)
=20 (C1) +4p (C2) +...,4p (Cy-1) + 20 (Cn)
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3.3 A propriedade H*

Nesta se¢do definiremos uma condicdo suficiente que devem satisfazer os flu-
X0s cw-expansivos para que possam satisfazer a propriedade de sombreamento, tal
condigdo sera chamada de propriedade H*. Denotemos por CT:(x) e CT(x) as com-
ponentes conexas de T (x) e T} (x) respectivamente, tais que contem x.

Vamos a explicar um dos motivos pela qual esta propriedade foi criada ( na
Observacao 3.9 outras ragoes serdo explicadas). Observamos que a fun¢do métrica hi-
perbodlica definida na se¢do anterior diminui exponencialmente a distancia das 6rbitas
de continuums estdveis e instaveis transversalmente. Portanto, seguindo a ideia do
capitulo 2 ( sombreamento de fluxos topologicamente hiperbélicos) é natural observar
que a demostracdo da propriedade de sombreamento para fluxos cw-hiperbélicos te-
ria que ser no comeco transversalmente, de modo que possamos fazer uso da métrica
hiperbélica. Portanto, é importante que a Cw-epl seja satisfeita transversalmente, isto

é, se o fluxo possui a Cw-epl entdo
y € Hs(x) = CT; (x) NCT{ (y) # @?

Seguindo o mesmo raciocinio da Observacao 2.4, ndo conseguimos obter uma resposta
afirmativa. Assim, a seguinte defini¢do serd a condi¢do necessdria para garantir a Cw-

epl transversal (veja a Proposicdo 3.11)

Definic¢do 3.8. Dizemos que um fluxo (X, ¢) possui a propriedade H* se existe ¢ > 0 tal que
H} : X — K(X) definido por

Hi(x)= U m(C(2))

z€71, (Ci(x))

é um campo de sec¢des transversais para todo r € (0, €).

Observacao 3.9. Outro dos motivos importantes da propriedade H* é a seguinte: De acordo
com o Teorema 2.7 os fluxos expansivos satisfazendo a E.p.l possuem a propriedade H*. Infe-
lizmente, ndo conseguimos mostrar que fluxos cw-expansivos satisfazendo a Cw-epl implique
a propriedade H*. De fato, um dos problemas que tivemos foi na injetividade da segdo H*, isto

z

é, H (x) N p_py =y para todo y € H;(x). Seguindo a ideia do Teorema 2.7, suponha
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Figura 3.1: Segdo transversal H;

H; (x)

Fonte: Elaborado pelo autor.

que existe y € Hi(x) e |s| < A tal que ¢sy € Hy (x). Portanto, existe z1 € 1y (C3(x))
ezy € 1y (Ci(x)) tal quey € 1,,C¥ (z1) e ¢sy € 14, (C¥ (22)). Com todas essas infor-
magdes ndo foi possivel construir um continuum que contrariasse a cw-expansividade( assim
como foi feito no caso expansivo). E importante realcar que este problema é bastante comum em
vdrios situagdes de tentar trazer propriedades que satisfacam fluxos expansivos para o caso dos

CW-expansivos.
Observacao 3.10. Observemos que

Propriedade H* = Cw-epl.
Propriedade H*+ Cw-expansividade = Cw-hiperbolicidade

Na seguinte Proposi¢do mostramos que a se¢do transversal H* garante a Cw-Epl trans-

versal. Seja A € C(X), denotemos por H.(A) ao conjunto:
Hr(A)={he H(A): |h(x)(s)—s|<T Vs>0 e x€A}

Proposicao 3.11. Sejam (X, ¢) um fluxo satisfazendo a propriedade H* e B;(x) C ¢ H(x)
para todo x € X. Para cada e > 0 existe 6 > 0 tal que se y € Hj(x), entdo

CT;(x) NCT{ (y) # 2.
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Além disso, existe a1 € Ho (CT:(x)) e ay € Hr (CTH(y)) tal que

diam @} (CTg(x)) <2¢ paratodo t>0
diam @}, (CT¥(y)) <2¢ paratodo t<0

Demonstragio. Seja ¢ € (0,r]. De acordo com a Proposigdo 1.13, existe r; > 0 tal que
e (W5, (x)) C TE(x) e e (Wi (x)) C T (x). Sejad € (0,72) com Hy : X — K(X) é um

campo de se¢des transversais e tal que
dix,y) <6 = d(px,pry) <rp V|t| <.

Portanto, se y € H}(x) entdo existe a € 7y (Cj(x)) tal que y € 71, (C¥(a)). Afirma-
mos que y € 71, (C}(a)) implica que a € 7, (C (y)). De fato, como y € 71, (C¥(a)),
existe [s| < 7 tal que ¢sy € Cf(a). Ses > 0,y € C§ (¢_sa) implica que ¢_sa €
Cl(y). Assim, a = 7, (¢p—sa) € my (Ci(y)). Ses < 0, sy € C¥(a) implica que
y € C! (¢sa),logopsa € Cp(y). Assim, a = my (¢sa) € 1, (Cf(y)). Logo, de acordo
com a afirmagdo anterior temos que a € 7, (C,(y)) N 71y (Cfy(x)). Portanto, a €
CT:(x) N CT#(y). Finalmente, a Proposi¢do 1.13 fornece informacdes sobre as repa-
rametrizagdes, isto é, se a € 11y, (W, (x)) entdo existe & € Z:(R) (| a(t)— t |< 7) tal
que @ya € He (¢rx) para todo t > 0. Da mesma forma temos para o caso instével.

Portanto, existe a1 € H (CT:(x)) e an € H (CT¥(y)). Além disso,
diam (@}, (CT?(x)) < sup  d (Quy ()19 12)12)
Y1.y2€CTE (x)

< sup d(fuy oy dx) £ sup d (9, fuy ) 02)
N€eCT(x) y2€CTE (x)

<e+te

< 2¢
Assim, a segunda parte do Teorema fica demonstrado. O

3.3.1 Conjugacao cinematica

E importante realgar que em [12], é definido um tipo de conjugacdo, chamada

de conjugacao de Lipshitz.



3.3. A propriedade H* 78

Sejam os fluxos ¢ em X e  em Y. Dizemos que ¢ e  sdo Lipshitz conjugados se
existe um homeomorfismos y : X — Y e uma fungdo continua ¢ : X x R — R tal que

para algum M > m > 0 temos que

a) U(x,O):Oem<wgMparatodoxeX,s,telR(syét)

t—s

b) po(x,t) = p(ux,o(x,1)).

Alem disso, em [12, Teorema 3] foi demonstrado que a propriedade SPOTP é invariante
por conjugacdo de Lipshitz. Com base nessa defini¢do, nesta se¢do, definiremos a con-
jugacdo cinemadtica e mostraremos que a propriedade H* é invariante por conjugacao

cinemaética.

Definicao 3.12. Sejam os fluxos ¢ em X e  em Y. Dizemos que ¢ e § sdo cinematicamente
conjugados se existe um homeomorfismos h : X — Y, uma constante T > 0 e uma fungio

continua o : X X R — R tal que
a) 0(x,0) =0elo(x,t) — (x,t)| < Tparatodox € Xet € R

b) ho(x,t) = p(h(x),0(x,t)).

Teorema 3.13. Se ¢y : M — Me ¢y : N — N sdo cinematicamente conjugados. Entdo, ¢;

possui a propriedade H* se, e somente se, y possui a propriedade H*.

Demonstragio. Sejam d s e dy as métricas em M e N, respectivamente. Suponha que ¢
é cw-hiperbodlico e h : M — N uma conjugacdo de ¢; e ;. Entdo existe uma fungdo

continuac : M x R —+ R et > 0tal que

1) o(x,0) =0elo(x,t) — (x,t)| < Tparatodox € Xet € R

2) hly(x,t) = ¢p(h ™ (x),0(x,1)).

Seja ¢ > 0 tal que HY : M — K(M) é um campo de se¢des transversais para M.

Consideremos & > 0 tal que
d(x,y) <& implica d(¢wx,pry) <e paratodo [t|<T (3.8)
Seja ¢’ > 0 tal que

dn(ry) <e = du(h™(x), k" (y))

VAN
o

(3.9)
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Afirmamos que
('Y C{y e N:h 1(y/) € H* (b1 (& ara todo x’ € N, (3.10)
e y y e P

onde

()= U m(CE).

Zemy (Cy(x'))
De fato, se p € Hy(x') entdo existe z’ € 7 (Cy(x')) tal que p € 7, (Cl(2")). Logo,
existe |r1| < Ae|rp| < Atal que ¢, (2) € Ci(x') e ¢r,(p) € Cli(z). Afirmamos que
¢ h1(2') € Ci(h~'x)) e pr,h 1 (p) € CH(h~1(2')). De fato, como .z’ € C5(x") entdo

dn(Pran 2, pr(x')) <€ paratodo t >0,
logo, de acordo com 3.9 temos que
d (h’l oPrir (), Kl ogro (x)) <& paratodo t>0.
Entdo de 2) temos que
d <4>Uzl(t+rl)(h’l(z’)),qbax(t)h’lx) <& paratodo t>0.
Portanto, de 1) e 3.8 temos que
d (cp(Hrl)(hfl(z')),c])t(h*lx)) <e paratodo t>0.

Assim, ¢, h~1(z') € WE(h~1x)) e de acordo com a continuidade da conjugacgéo h temos
que ¢, h~1(z') € Ci(h~'x)). Sem perda de generalidade, podemos supor que h ~1(z') €
1 Ce(h %)) e k™1 (p) € 71, CE(h(2')). Assim, h~'(p) € Hf(h~'(x")), con-
cluindo a demostragédo da afirmacao.

Agora mostremos que Hy : N — K(N) é um campo de se¢des transversais para

(¢, N). De fato, seja €’ € (0,¢) tal que
du(x,y) <&’ = dy(h(x),h(y)) <¢. (3.11)

Dado que H, é um campo de se¢des para M para todo r € (0, N), entdo consideremos
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as constantes A > 0 e ¢’ > 0 tal que
a) Hy(x)N¢_y(y) =y paratodoy € Hj,(x) ex € M.

b) By(x) C ¢ Hin(x) para todo x € M.

€

Considere § € (0,¢’) tal que
dn(x,y) <6 =  dy(h 1t (x),h Yy)) < ¢ (3.12)

Afirmamos que
1) H;(x") N (y') =y paratodoy’ € H}(x') ex’ € N.
2) Bs(x') C ¢, Hy(x") paratodo x” € N.

Mostremos 1). Suponha que existe {y/, »y'} C Ho(x') para algum |r| < A. De acordo
com 3.10, h=1(y') € Hf (h=1(x")) e k1 (¢yy") € H(h~1(x")). Supondo que y' = h(y)
entio y € Hi(h™1(x')) e ¢y € HA(h™1(x')). Isto contradiz o fato de que H, ¢ um

campo de se¢des transversais .

Mostremos 2). Se dy(x',y') < & entdo de 3.12 e b), existe |r| < A tal que ¢,h1(y) €
H*

SII

(h=1(x")), de acordo com 2) e de 3.11 temos que ¥y’ € H’(x') (basta seguir a
demostragdo da afirmagédo anterior).
Assim, de 1) e 2) temos que Hy é um campo de se¢des transversais para N. Portanto,

Y possui a propriedade H*. n

3.3.2 Exemplos de fluxos satisfazendo a propriedade H*

Nesta subsecdo forneceremos alguns exemplos de fluxos satisfazendo a propri-
edade H*. No seguinte teorema mostraremos que o fluxo suspensdo de homeomorfis-

mos cw-hiperbdlicos possuem a propriedade H*.

Exemplo 3.14. Seja f : X — X un homeomorfismo. O fluxo suspensdo ¢pVf de um homeo-

morfismo satisfazendo a Cw-Epl possui a propriedade H*.
Suponha que f é cw-hiperbélico. Vamos mostrar que:

a) Existe A > 0 tal que H*(x,s) N ¢, o (v,5) =y para todo (y,s) € H*(x,s).
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b) By (x,s) C ¢pj_r\H*(x,5) para todo (x,5) € X/.

De fato, observemos que no espaco X/, os niveis He(x,s) = X x {s} N B¢(x) sdo as

secdes transversais locais para cada (x,s) € X/. Além disso, observe

H}(x,s) = {(y,s) e Xf:3(z,5) € T(x,s) (We(x,8)) com (y,s) € 714 (Wg‘(z,s))}
C He(x,s)
Portanto, existe A > 0 satisfazendo a). Mostremos b). Seja 6, > 0 tal que B;, (x) C
¢;_rnH(x) para todo x € X. Finalmente, considere 6 > 0 que tal que se d(x,y) < ¢
entdo C; (x) NCy (x) # @. De acordo com [15, Lema 2.4 e Lema 2.5], para § > 0 existe

&' € (0,1/4) tal que se (x,s), (y,t) € X eds((x,5),(y,t)) < & entdo |s —t| < &' ou
1+s—t| <doul|l+t—s|<d. Além disso,

1) se|s—t| < ¢ entdod(x,y) <6,
2) se|l1+s—t| <d entdod(f(x),y) <9,
3) se|l+t—s| <d entdod (fl(x)y) <é.

Seja (x,51), (y,52) € X/ tal que d ((x,51),(y,52)) < &'. Suponha que s; e s satisfazem
1) (isto €, [51 — 52| < ¢’ ) entdo da Cw-epl de f existe z € X tal que z € C; (x) N C§ ().

Portanto, para todo t > 0 temos que

af (o] (os0)) of (z50))

<dpppsy (A0t 51} ), fE00 (), {451} )

= (= {r s d (F1 (), A1) ) + (s d (I (), 1 ()
S(A—A{t+s1}) o+ ({t+51}) o

=5,

onde {f +s1} denota a parte fraccionaria de f +s1. Assim, (z,51) € W (x,s1) e da

continuidade do fluxo suspensdo (z,s1) € Cj (x,s1). Logo, (z,51) = 7x(z,51) €
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Tlx <C§2 (x, 51)). Além disso, para todo t < 0 temos que

af (9f (v,s2)., ] (z.51))

<df (o] v52). 9/ (z52)) +df (9] (z52). 9] (z51))

<dpy ((FA7=ly t+523) 7159 (2), {1452

= (1= {t+s1))d (=), f11(2) ) + ({4 sahyd (=0 ), o (z))
<A—A{t+s1})da+ ({t+s1}) 0

= 0p.

Logo, (y,52) € Wy (z,51). Da continuidade do fluxo suspenséo temos que (y,s2) €
C§, (z,s1). Logo, 4){ (y,52) € 7z (Cg‘l (z,sl)> com |r1| < A. Portanto, mostramos que
By (x,5) C ¢j_y oJH"(x,5) para todo (x,s) € X/,

3.4 Sombreamento de fluxos cw-expansivos com a pro-

priedade H*

Nesta secdo mostraremos um dos resultados mais importantes da tese. Como
foi dito no capitulo 2, a demostracdo da propriedade de sombreamento para fluxos
cw-expansivos, satisfazendo a propriedade H* sera feita de maneira semelhante aos
fluxos topologicamente hiperbdlicos. Lembrando que no inicio do capitulo fixamos
um campo de se¢des transversais H : X — K(X), constantes T e ¥ > 0 tal que ¢ :
[—7,7] X H(x) — X é injetivo e B(x,7) C ¢|_H(x) para todo x € X. De fato, nesta

secdo mostraremos o seguinte teorema:

Teorema 3.15. Seja (X, ¢) um fluxo cw-expansivo satisfazendo a propriedade de H*. Entdo
para todo € > 0 existe constantes M, > 0 tal que cada (5, M)-pseudo orbita ({x;}}, {t:}}) é

e-sombreado pela 6rbita de um ponto z.

Para a demostragdo do Teorema 3.15, faremos o uso dos Lemas 3.16 e 3.18.
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3.4.1 Sombreamento nas sec¢des transversais

Nesta se¢do mostraremos a propriedade de sombreamento finito para fluxos

Cw-expansivos satisfazendo a propriedade H* nas secdes transversais.

Lema 3.16. Seja (X, ¢) um fluxo Cw-expansivo satisfazendo a propriedade de H*. Entdo para
todo € > 0 existe constantes M,5 > 0 ¢ 5(8) > 0 tal que se ({x;}1,{t;}") é uma (5, M)-
pseudo Grbita, entdo existe uma (8, M — T)-pseudo orbita ({x/}} =1, {t:}1~1) transversal sa-

tisfazendo os sequintes itens:

1. Para todo i = 1,2,...,n — 1 existe |u;| < A tal que ¢y, x; = x;. E para todo i =

1,2,...,n—2,temos que t; = t; — pjp1 et | =ty 1.

2. Existeum > 0, pontos {z;}2 € Xe{z;}3 C Xe{h;}} C H(CTi(241) UCTH(x! )
tal que

e parai = nexiste z; € CTE(x;) N CTg‘(qatlel’.fl) €Zi = P, ()%
 Parai = 1,2,...,n — 1 temos que z; € CT§(Z;41) N CT¥(x! ;). Onde z; =
Pny(—t,_)Zi € Xl = 4’t;_1xf—1-
3. ¢t;71x£—11x; € H*(z;) paratodoi=1,2,...,n—1.

Demonstragio. Consideremos e > 0e A € (0,1) dadas pela hiperbolicidade de D. Seja

¢’ > 0 suficientemente pequeno tal que
D(C) <¢ implica diam(C) <e. (3.13)
Para ¢y € (0,¢'/3), considere £ > 0 tal que
diam(C) < 2¢ implica D(C) < g,. (3.14)
De acordo com a Proposigdo 3.11 existe 6 € (0, ¢) tal que
y € Hj(x) implica CT;(x) NCT¥(y) # @. (3.15)
Tome 61 > 0 tal que

d(x,y) < d; implica Puy € Hj(x) paraalgum |p| <T. (3.16)
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Tome &' < % tal que

B

D(C) < implica diam(C) < % (3.17)

N

. P .« . — !
Fixemos um namero suficientemente grande M tal que v = cAM=57 < L e y¢y < g.
& q 2 2

Seja & > 0 tal que

d(x,y) <6 implica d(¢sx, Pry) < %

paratodo [t| < A. (3.18)
Suponha que ({x;},{ti}7) é uma (5, M)-pseudo 6rbita. Afirmamos que podemos
construir uma (6, M — 7)-pseudo 6rbita <{x;}'11 , {tf}?) satisfazendo os itens descritos
no enunciado deste Lema. De fato, seja (({x;}1,{t;}]) uma (6, M)-pseudo 6rbita, isto
é,

d (¢r, xi—1,x;) <det; > Mparatodoi=1,2,...,n.

De acordo com 3.18 e 3.16 existe |p,—1| < T tal que ¢ Xp—1 € Hj (x,), deno-

n—1"Hn-1

/ _ / i . . p
temos por t, _; = ty_1 € X, 4 = ¢y, ;Xp—1. Eimediato observar que ¢y x,_; €

Hj (xn). Logo, por 3.15 existe z, € CT; (x,,) N CT¢ (‘Pt;%x;«fl)' Seja
Iy € He (crg (xn) UCTY (% 71x;_1>>
um continuum de reparametrizagdes tal que

D (CIDZnCTg (xn)> < gp para todos > 0,

D <<I>ZHCT5” (x;l'_l)> < gp para todo s <0,

1 _ / / A 5 — 5
onde x,, | = ¢ X, 1. Sejaz, = (Phn(zn)(—t’,,,l).Z” e observemos que o ponto z, €

CIDP; (e T¥ (x)/_,), veja a Figura 3.2. Alem disso, da hiperbolicidade de D temos que

D (@, 1CTY (xi4) ) <41%D (CT¥ (31)
< 4)\]\/I_STEOI

< 7Yé€o,

< ¢'/2.
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Figura 3.2: Os y; localizados no grafico representam os tempos que leva para ir de um

23 : o ) R/
ponto ao proximo ponto, ou seja, ¢y, X; = X; € Pt —y—p; 1 Xi—1 = X;_q

Zn
CTE(xn)
xil’l—l 7~ X
noo- \l\ Xn—1 ! % § CT¢ (x,_4)

~

Pty 2 Xn—2 \/r\ Pta X1

xn_%g ‘N o ZT/\ﬂ
\ ~ }[H\J

v e
o

Fonte: Elaborado pelo autor.

A segunda desigualdade da inequacdo anterior segue pelo fato que t/, ; > M — 7 >

M — 57 implica que A1 < AM=5T, Logo, de acordo com 3.17 temos que
diam (@, " ICT (¥)_,)) < &1/2
Portanto, d (z4, x, ;) < 61/2. Por outro lado, observemos que

d (Zn’ (Ptnfz_]"nflxn_z) S d (Z”’ xil’l—l) + d (xil’l—l’ ¢tn72_ﬂn71x”_2)

5 6
<19
_2_'_2
=0,

onde a segunda desigualdade segue de 3.18. De novo por 3.16 existe |p,—2| < 7 tal
que ¢r, iy 1—up2Xn—2 € Hj (Z;). Denotemos por ), , = ty,_p —fiy_1 € X, _, =
¢—p, ,Xn—2, Observe que x;_, = ¢y x, , € Hj(Zn), veja a Figura 3.4. Logo, de
3.15 existe z,_1 € CT§ (z,) N CTY (x)/_,). Por indugdo, construimos uma sequéncia de
pontos (z;)%_, tal que

zi € CT; (211) NCT¢ (x74),

s, ) "o / . ) ) . .
onde z; = 4)}11’(*1‘;,1)21 ex;i ;= Py X4 (veja a Figura 3.3) é uma sequéncia de conti
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nuums de reparametrizagdes h; € Hr (CTE (Zi41) UCTY (x ;)) tal que

D (@ZiCTg (ziﬂ)) < ¢o para todo s > 0,

D (@Z},CT;‘ (x§_1)> < g para todo s < 0.

Figura 3.3: Construcdo da sequéncia de pontos (Z,-)E“1

S /=
CL: Gut2) CT(Zy 1
( Zp—2
n—3 Zy—2 )_ CTgS(Zn)
Zn—|
/—\ Zn—1 ;
"3ty 4 = B
L T R e v
—— X HH\Z n—2
Vi D P Ly 73 =2
C %&Xﬂ/ n-4tn—q ¢f,1\3x}7\3
cT%V"L‘JD
H(zp—2) _
" H(anl)
H(z,)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Afirmamos que existe B € Rep(R) tal que ¢pg,(_; )z2 sombreia a (6, M — 7)-
pseudo orbita (({x,}], {t,}}), isto &,

d((f)ﬁz(s)zz, ¢sx2) < e paratodo 0 <s < fp,

d(qbﬁz(s)zzr (Ps—tzx?:) < ¢ para todo tp < s < tp +t3,

n—1
A(Pp,(s) 22 4)5—2’?*2113.3571) <éeparatodo ) t; <s<
=2 "1 =

n
t.
i= =2

1=

A demostracdo da afirmagdo anterior serd descrito depois do teorema. O

Observagao 3.17. Sejam C € C(X), T € Rea € H(C) tal que diam ®!,(x,C) < ¢ para

t € [~t,0]. Suponha que C = @, “Cex = ¢_1,x entdo existe uma reparametrizagio
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o' € M (C) tal que diam®3,(x,C) < € para todo s € [0, to). De fato, definamos o’ (7)(s) =
a(y) (s — to) — a(y) (—to) para todo s € Re todo§ = do_s,)y € C. E imediato observar
que o' € H(C) e que

diam @} " (x,C) <& paratodos € [0,tg],

como C = ®_°C. Logo, diam®s, (%, C) < e para todo s € [0, to).

Lema 3.18. A (6, M — T)-pseudo orbita <{le 111_1, {t, 111_1) definida no Lema 3.16 ¢é ¢-

sombreado pela 6rbita de um ponto.

Demonstracdo. A demostracao sera de forma indutiva. Primeiro, definiremos uma re-
parametrizacdo $,—1 € Rep(R) tal que z,,_1 € X e-sombreia a (6, M — 7)-pseudo orbita
(({xl’.}z_l {t;}2_1> . Segundo, definiremos uma reparametrizagéo f,—» € Rep(R) tal

que z,_» € X, e-sombreia a (6, M — 7)-pseudo 6rbita <{x1’~}272, {t/} > Continu-

n

n—2
ando indutivamente, definiremos uma reparametrizagdo B, € Rep(RR) tal que z; € X,
e-sombreia a (6, M)-pseudo 6rbita ({x}}, {t{},). Finalmente, vamos mostrar que o
ponto ¢, (_1,)22, e-sombreia a (8, M)-pseudo 6rbita ({x}7,{t]}]). Lembrando que a
(6, M — 7)-pseudo 6rbita ({x’l}’f_l A ;l_l) definida no Lema 3.16 satisfaz as seguin-

tes condicoes:

1. Para todo i = 1,2,...,n — 1 existe [y;| < A tal que ¢,,x; = x;. E para todo

i=1,2,...,n—2temos quet, =t; — piy1 et _; =t,_1.

2. Existe um € > 0, pontos {z;}2 € X e {z;}3 C Xe {h}, C H(CT:(ziy1) U
CT#(x! 1)) tal que

e parai = nexiste z; € CT:(x;) N CT;‘(@;_le_l) e Zi = Py )Zi-
e Parai = 1,2,...,n— 1 temos que z; € CT§(Z41) NCT¥(x}" ;). Onde z; =
Py(—t,_)%i © Xy = <Pt;_1xz/'—1‘
3. ‘Ptg,leflfx; € H*(z;) paratodoi=1,2,...,n—1.

Vamos a comegar a demostrac¢do. Seja B, = hy (z5), é facil observar que

d <¢/3n(t)2n,4?txn> < diam (GD;;HCT; (xn)> <e paratodot € [0,t,],

d (<P/3n(t)2n,¢tx,l;_1> < diam (‘PZHCT;‘ (x;{_l)) <e paratodo t e [—t,_,0],



3.4. Sombreamento de fluxos cw-expansivos com a propriedade H* 88

seja B, (7)(s) = Buly) (s —t,_1) — Buly) (—t,_,) paratodos € Retodoy € CT¥ (x!/ ;) =
P, t”’lCTg‘ (x/'_;). De acordo com a Observacdo 3.17, z, acompanha a orbita de x/,_,

para todo t € [0,#, ;] com a reparametrizagdo B,(2,), ou seja,

d (%MZn)(S)Zn,c[)an,l) <e paratodos e [0,t,_4]

Assim, definamos a reparametrizagdo

) hua(zn-1) 0 B(Za)(s) para todo s > 0,
pral®) { It (21) ()

para todo s < 0.

Afirmamos que

d(¢g, ,(s)Zn—1,Psx,1) <& paratodo s € [0, 4], 619
d((P,Bn—l(s)Zn—ll¢s—t;71xn) <¢ paratodos € [t 1,t,_1+t].

De fato, como B, € H+ <CT§(xn) U CTg‘(gbt;ilx,’q_l)) entdo Bn(zn) € Zr(R) implica

que

B (z4)(s) € [s—21,5+27] paratodo se€R.

Portanto, da hiperbolicidade de D temos que

D(@}"*)CTs(2,)) < o Vs € [0,, 4],
D(@PICTE(2,)) < 4AOD(CT3(2)) Vs € [tq, g + 1))

-1

< 4)\5_2T€0
/ (3.20)
< 4)\1}171 —ZTSO

< Y&,

D(®;, CT¢(xy_)) < &9 Vs € [~t),_,0].

Por outro lado, sejam os conjuntos

1 ﬁn() S n u
Ch1(s) = @ CTs (2,) UG "'CTH (g 2y 1)

S—
Bn
Cﬁfl( ) = q).Bn( )CTS( ) U ; e 1CTS(xn)
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observe que C!,_(s) € C(X) parai = 1,2. basta observar que

Pp ()20 € O ICTE(2,) N @y ICTE (g ¥, y) Vs €0, ],

s—t

g "ICTE(xn) Vs €[ty gty g+ 1]

Figura 3.4: z,_; acompanha a 6rbita de x/,_; até o tempo t/_, e a 6rbita de x, até o

tempo t;,.

€ : ,‘\ : : :
f Zn_1 L @Oz
¢'3’1\1 (5)27}\1 : " :

; q)ﬁ’( )CTSzn

R X
) : }<€O
e
X2 Q o :
N T
CT% »x’;l/l @Sﬁ'nCTE x«n/l
H*(zy) - H(‘Pﬁ%(S)Z”) H(n) H(¢sxn) Fonte:

Elaborado pelo autor.

Veja a figura 3.4. Portanto, das propriedades métricas de D temos que

st’

D(CL4(s)) < D(@}"™)CT:(20)) + D(@; " 'CT gy ¥, 1) Vs € [0,t) ]

< €+ €
<3¢y < ¢
D(C2 4(s)) < D@ ICT (20)) + D@5, "I CT2 () Vs € [ty 1 +1)]
<Y€o + €0
<3eg <€

(3.21)
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Assim, de 3.13 segue-se que

diam(CL . (s)) < ¢ Vs € [0, .1,
( n 1( )) [ n 1] (322)
diam(C2_,(s)) < e Vs €[t 1, th_1+t,
Além disso, observe que
Pp, 1(5)Zn-1,PsX 1 €Cy_q(s) V s €08, 4]
Pp, 1(5)Zn-1,Ps—p_ Xn € Cu_q(s) ¥V s €[t _y, b g+ 1]
Entdo, de 3.22 temos que
d Zy_1,0sx 1) < e Vs € [0,t
(‘Pﬁn,l(s) n—1, Psxy 1) [ n 1] (3.23)

d(‘l’ﬁn_l(s)zn—l,Qbs_t;Hxn) <e VseEth_q,th_1+1t)

Portanto, queda mostrado a afirmagdo 3.19. Para continuar o processo de indugdo, seja

k < n e suponha que {B,,—1, ..., Bx} definidas por
Bi(s) hi(zi) o B 1(Zu)(s) para todo s > 0,
l hi(z;)(s) para todo s <0,

Bii1(s) = Biy1(s —t;) — Bir1(—t;) paratodos € R

paracadai =k, k+1,...,n — 1, satisfazem as seguintes desigualdades:

d(¢p,(s)zir Psx;) < ¢ paratodo 0 < s < #,

A(pp,(s)2is Ps—1,Xi41) < € paratodo t; <s < fj+ 1y,
(3.24)

n—1 n
(P, (s)Zis ¢S—Z}§l t;xn) < e para todo Zﬁ t<s< Zzt;
= =

Observe que para chegar a prova das desigualdades anteriores tivemos que seguir as

ideias da etapa anterior. Ou seja, o fato de (h;(z;)) € Z;(R) garante que para cada
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ie{kk+1,...,n—1} temos que

/

[s — 21,5 + 21| sis € [0,t],
[s — 47,5 + 47| sis € [t t;+ 1t 4],

Bii1(s) €

| [s—2(n—i)T,s+2(n—i)T] sise (T, i 2tl+] Yo i 1t;+]]

Além disso, seguindo como em 3.20 e 3.21, paracadai € {k,k+1,...,n — 1} temos as

seguintes desigualdades:

D (c}(s)> <2 Vsel0t],

r—1

D (Ci(s)) <€0+Z’Y€0 Vs € [ Ztl+],2tz+]
j=0 j=0

Onde,
Cl(s) = @} (2141, T3 (2021)) U 5 (3, CT ()

Ci(s) = <1>5;+1 (211, CT2 (2141)) UL (s — )

para cada r = r(i) = 2,3,...,n — i 4+ 1. Finalmente, observe que ¢z (sz;, psx; € C}(s)
para todos € [0,#/], e paracadar =2,3,...,n —i+ 1 temos que P, (s)Zir
¢, Y24, Kot € C/(s). Portanto, 3.24 é satisfeito. Mostremos que podemos definir um

Br_1 € Rep( ) satisfazendo as seguintes desigualdades

(‘Pﬁk s)Zk— 1,4>sxk 1) <eparatodo 0 <s < tk 1s

Hp, 71,9y X}) <eparatodo f_y <5 <t +,

n—1 n
A(Pp, (521, Py yxy) <eparatodo Y £ <s< ) f
= i=k—1 i=k—1

De fato, seja }.(s) = Br(s —t,_;) — Br(—t;_,) para todo s € R. Como By € Rep(R) é
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facil ver que B} € Rep(R). Além disso, como hy, € Z(R) entdo

(

[s — 27,5 + 21| sis € [0t _4],
[s — 47, s + 47| sis € [t it 4+l

Pi(s) €

[s—2(n—k+1)T,s+2(n—k+1)7] sise (Z}fl:_é‘_l tl/<71+j' Z}:é‘ t;<71+j]f
ouseja, Bi(s) € [s —2(r+2)T,s +2(r+2)1] se s € [z;ﬁ‘g tl’<_1+]., z;ﬁ‘g“ t,’(_lﬂ], para

cadar(k) € {0,1,...,n —k —1}. Logo, defina

hi—1 0 Br(zn)(s) para todo s > 0
Br-1(s) =
he_1(s) para todo s <0

Lembre-se que z;_1 € CT$ () N CT¥(x}_,) e hx—1 € Z(R) satisfaz

D(®; CT: (%)) < e paratodos >0,
D( Zkflcrréu(xl/(/—Z)) < ¢ paratodo s <0,
Portanto,

D(®CTE(2)) < €0 Vs € [0,t,_4],

Para cadar(k) € {0,1,...,n — k} temos que

/ , r(k) r(k)+1
D(®))CTs (2)) < 4VHOD(CTE(z) Vs € [ Hrey Y Hory]
=0 j=0

< 4/\5—2(74—2)780

r(k) P
§4/\Zj:0 t;(_1+j 2rt 4T€0
< 4/\(T+1)M75(T‘+1)T€O

< ,)/r—i—lgol

D(®;, CT¢(xy2)) < €0 Vs € [~t}_,,0]. (3.25)
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Por outro lado, sejam os conjuntos

Cla(s) = PpCT () U@ Clgy b ),

Ciy(s) = ez U (s — 1),

paracadar = 2,3,...,n — k4 2. Da hiperbolicidade de D temos as seguintes desigual-
dades:

D (Cl%—1(5)> <D (q)fi{sl)CTg (Zk)> +D ( ; i 'CT¢ <¢t’k_1xllcl>> Vs € 0,8 4]
<€y +eo
<¢
’ 2 r—
D (Ci_4(s)) <D (q’i:_(j)CTg (Zk)) +D (Ci_l (s - t:)) Vs € [Z He_14js Z e 1+]]
j=0 j=0

r—=2
<9 leg+ Y veo+eo
0

r—1
<ég+ Z Y'eo
0

§€0—|—8—0<80+2£Q
L—7
<¢

Assim, de 3.13 segue-se que

diam (C} ,(s)) <e Vse [0,t,_,]
diam (C}_y(s) <¢ Vs € [T, Tmath1,],

Finalmente, observe que ¢, | (5)Zk—1, PsXk—1 € Ci ,(s) para todo s € [0,t, ], e para

cadar = 2,3,...,n —k+2 temos que ¢g,_()Zk—1,P,_ Y2y X, € Ci_; (s). Por-
+
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tanto,

d(¢p, (s)2k—1,PsX;_1) < e paratodo 0 <s < H 4,

A(Pp,_y(s)2k—1,Ps—y_ X)) Separatodo fi_y <s <+,

n—1 n
d(¢ﬁk_1(s)zk71,¢s_zn721 Hx,'q) < g para todo Z th<s< Z th.
- i=k—1 i=k—1

Isso termina a etapa de indugdo e prova a existéncia de B, € Rep(RR) satisfazendo

d(¢p,(s)22, $s¥3) < € paratodo 0 < s < 1,

d(‘Pﬁz(s)Zz/ (Ps—t’zxé) < ¢ para todo t’z <s< t’z + té,

n—1 n
d(¢ppy(s)22 P g1 p%n) <€ paratodo )t <s <Y 4.
i=2 i = =

1

Finalmente, tome z’ = ¢5,_y)2> e defina f'(s) = Ba(s — #]) — Ba(—t}). E imediato

observar que p’ € Rep(R) e que

d(¢pg sy, psx1) < e paratodo 0 < s < #,

d(pp(s)z, ps—1,%3) < e paratodo t; < s <ty +1,

d(¢pg ()2, Pyyri tix;) <eparatodos, ; <s<s),

onde s, = Yi'; t/. Isto significa, que a (6, M')-pseudo 6rbita (({x/}], {t}]) é e- som-

breada pela 6rbita do ponto 2z’ € X. O

Demostracao do Teorema 2.12. De acordo com os Lemas 3.16 e 3.18 e gera-
mos uma (6, M — 7)-pseudo 6rbita ({x; ;l_l , {t;}'f_1> que é e-sombreado pela 6rbita
de um ponto. Logo, agindo de igual forma que o Teorema 2.12 fica demonstrado o
teorema.

A seguir, enunciaremos alguns problemas interessantes, que podem ser aborda-
dos posteriormente.

Problema 2. Seja (X, ¢) um fluxo cw-hiperbélico. Para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que
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sea € H(C)e Ty, T, > 0 com
diam®,yC <6 paratodo t€ [T, T,

entdo |a(x)(t) —t| < eparatodot € [-Ty, Tp] e x € C.

Problema 3. Os fluxos Cw-hiperbdlicos possuem a propriedade de sombreamento?.
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