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Resumo

Métodos de pontos interiores tém sido amplamente usados na solugao de problemas de pro-
gramacao linear de grande porte. A cada iteragao destes métodos é necessario resolver um
sistema de equacoes lineares para calcular a direcao de Newton. Esta é a tarefa que demanda
a maior parte do tempo de processamento e deve ser feita de forma eficiente. A abordagem
mais utilizada em métodos de pontos interiores implementa a fatoracao de Cholesky. No
entanto, esta fatoracao pode ser densa em algumas classes de problemas. Nestes casos, o uso
de métodos iterativos torna-se mais interessante, desde que sejam utilizados com precondi-
cionadores eficientes. Devido a dificuldade de encontrar estratégias de precondicionamento
que apresentam bons resultados durante todas as iteragoes de pontos interiores estamos pro-
pondo uma abordagem iterativa hibrida para resolver estes sistemas. O método do gradiente
conjugado é precondicionado nas iteragoes iniciais (fase I) usando um tipo de fatoragao in-
completa de Cholesky na qual o preenchimento pode ser controlado em termos da memoéria
disponivel e nas ultimas iteragoes (fase II) usando um precondicionador baseado na fatoracao
LU que apresenta melhores resultados nas proximidades da solucao étima. A troca de fases
ocorre quando a fatoragao controlada de Cholesky comega a perder eficiéncia tornando lenta
a convergencia pelo método do gradiente conjugado. Experimentos numéricos revelam que a
abordagem hibrida apresenta desempenho superior quando comparada a abordagem direta

na solucao de algumas classes de problemas de programacao linear de grande porte.



Abstract

Interior point methods have been widely used to solve large-scale linear programming pro-
blems. The bulk of the work in these methods is computing the search direction by solving
one or more linear systems. The most commom approach in interior point solvers uses
Cholesky sparse factorization to solve these systems. In some problems this factorization
becomes prohibitive due to storage and time limitations. Iterative approaches are more
interesting in these situations. Since these systems are ill-conditioned, it is crucial to deve-
lop efficient preconditioners. However it is difficult to find a preconditioning strategy that
produces good performance of iterative methods over the entire course of the interior point
iterations. We are proposing a hybrid approach to solve these systems. The preconditioned
conjugate gradient method works in two phases. During phase I it uses a kind of incomplete
Cholesky preconditioner such that fill-in can be controlled in terms of available memory.
As the optimal solution of the problem is approached, the linear systems become highly
ill-conditioned and the method changes to phase II. In this phase a preconditioner based
on the LU factorization is found to work better near a solution of the LP problem. The
numerical experiments reveal that the iterative hybrid approach works better than Cholesky

factorization on some classes of large-scale problems.
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Capitulo 1

Introducao

Nos 1ltimos anos, os métodos de pontos interiores, desenvolvidos a partir do trabalho de
Karmarkar [55], tém atraido o interesse da comunidade cientifica. Além da contribuicao
tedrica destes métodos, na pratica, eles tém se mostrado eficientes, desde que conveniente-
mente implementados [25, 45, 67]. Extensivos testes numéricos mostram que implementagoes
robustas resolvem muitos problemas de grande porte substancialmente mais rapido que o

melhor c6digo do método simplex [63].

Cada iteragao de um método de pontos interiores envolve a solucao de sistemas lineares,
conhecidos por sistemas de equagoes de Newton. Em aplicagOes reais esses sistemas quase
sempre possuem dimensoes elevadas e alto grau de esparsidade. Tipicamente, sao realiza-
das algumas operacoes algébricas reduzindo os sistemas a duas formulagoes mais simples.
Uma delas, conhecida por sistemas aumentados, envolve matrizes simétricas, indefinidas e
geralmente esparsas. A outra, denominada sistemas de equacoes normais, estao associadas

matrizes que possuem menor dimensao, sao simétricas e definidas positivas.

Resolver os sistemas lineares é a fase que demanda a maior parte do tempo de processa-
mento. Desta forma, a escolha do método de solucao é de extrema importancia para que se
tenha uma implementagao eficiente. Normalmente aplicam-se métodos diretos para resolver
os sistemas de equacoes de Newton. A abordagem mais utilizada nos cédigos de pontos
interiores implementa a fatoragao de Cholesky das matrizes simétricas e definidas positi-
vas [7, 45, 62]. Muitas vezes, por limitagoes de tempo e memdria seu uso torna-se proibitivo,

fazendo com que abordagens iterativas usando métodos do subespaco de Krylov sejam mais
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interessantes. O sucesso de implementagoes que utilizam esta estratégia depende do uso de
bons precondicionadores, ja que a matriz dos coeficientes torna-se muito malcondicionada

nas proximidades de uma solucao 6tima.

Em muitas dessas implementagoes, sao construidos precondicionadores baseados em fa-
toragoes incompletas da matriz definida positiva [6, 56, 66]. Tipicamente, essa classe de
precondicionadores é eficiente nas primeiras iteragoes de pontos interiores e se deteriora a
medida que a solugao 6tima do problema se aproxima. No entanto, foi proposto um precon-
dicionador para os sistemas indefinidos baseado na fatoragdo LU [73], que trabalha melhor
nas proximidades da solucao étima do problema, quando os sistemas ja estao muito malcon-

dicionados.

O objetivo desse trabalho é o desenvolvimento de uma abordagem iterativa hibrida para
resolver os sistemas de equacoes normais originados na aplicagao de métodos de pontos
interiores em problemas de programacao linear. O método do gradiente conjugado é precon-
dicionado nas iteragoes iniciais (fase I) usando um tipo de fatoragao incompleta, denominada
Fatoracao Controlada de Cholesky (FCC), proposta por Campos [19] e nas tltimas iteragoes
(fase II) usando o precondicionador separador proposto por Oliveira [73]. A FCC ainda nao
tinha sido usada em problemas de otimizacao, porém apresenta propriedades interessantes
neste contexto. A principal delas é a possibilidade de controlar a quantidade de memoria a
ser usada durante as iteragoes de pontos interiores. Foi desenvolvida uma estratégia para au-
mentar o preenchimento a medida que os sistemas tornam-se malcondicionados. A troca dos
precondicionadores ocorre quando a FCC perde eficiéncia tornando lenta a convergéncia pelo
método do gradiente conjugado; este ¢ um bom indicativo que os sistemas ja estao malcon-
dicionados e o precondicionador separador podera obter melhor desempenho. A abordagem

hibrida foi adicionada ao c6digo PCx [25], uma implementagao eficiente de pontos interiores.

Este trabalho é constituido por mais seis capitulos. No que se segue, tem-se uma breve
descricao de métodos de pontos interiores para programacao linear. O método primal-dual
é apresentado e sao descritas algumas etapas para sua implementacao. No Capitulo 3 é feita
uma revisao de técnicas usadas para resolver os sistemas de equacoes de Newton, como a
fatoracao de Cholesky e os métodos do subespaco de Krylov. Este capitulo foi desenvolvido
com o intuito de apresentar as principais estratégias utilizadas na solugao desses sistemas e
fornecer o embasamento téorico dos métodos. O Capitulo 4 trata de técnicas de precondi-

cionamento. Sao apresentados os precondicionadores desenvolvidos para aplicagoes gerais,
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como o escala diagonal e os baseados em fatoragoes incompletas. Também é feita uma revisao
de alguns precondicionadores especialmente projetados para métodos de pontos interiores.
No Capitulo 5 é descrita a abordagem hibrida. Os experimentos numéricos obtidos com
o precondicionador hibrido sao apresentados no Capitulo 6. As conclusoes e os trabalhos
que poderao ser realizados futuramente encontram-se no Capitulo 7. Finalizando, tém-se as

Referéncias bibliograficas.



Capitulo 2

Métodos de pontos interiores para

programacao linear

Os métodos de pontos interiores foram propostos na década de 1960 [26], mas tornaram-
se um campo de pesquisa atrativo depois da publicagdo do trabalho de Karmarkar [55],
onde foi apresentado um método polinomial para resolver problemas de programagao linear.
Estes métodos, como o préprio nome sugere, buscam a solucao 6tima de um problema de

programacao linear percorrendo o interior de uma regiao viavel.

Os algoritmos de pontos interiores sao descritos como primal, dual, ou primal-dual, depen-
dendo do espaco em que estao sendo realizadas as iteragoes. Uma iteracao é dita ser viavel
quando satisfaz o problema restrito e inviavel caso contrario. Pode-se classificar os algorit-
mos de pontos interiores em trés categorias: métodos afim escala [26], métodos de redugao
potencial [10] e métodos de trajetdria central [48, 52]. Em nosso trabalho, restringiremos ao
uso de um algoritmo primal-dual inviavel, pertencente a categoria trajetéria central. Esse

algoritmo é considerado como o mais eficiente dentre as variantes de pontos interiores.

A teoria que fundamenta os procedimentos descritos neste capitulo é discutida detalhada-
mente em excelentes livros e artigos de métodos de pontos interiores publicados na década de
1990. Dentre eles estdo Roos et al. [81], Vanderbei [88], Wright [91], Gondzio e Terlaky [47]
e Andersen et al. [9]. A seguir, encontram-se definidos os problemas de programagao linear.
Uma breve descricao para o método primal-dual é apresentada na Secao 2.2. Na Secao 2.3

estao enumeradas as principais etapas para implementacao de um algoritmo primal-dual.
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2.1 Problemas de programacao linear

Problemas de programagao linear (PPL) tém como objetivo determinar uma solu¢ao que
minimiza uma fungdo, sujeita a um conjunto de equagdes e/ou inequagoes lineares [24].
Estao presentes em muitas areas de aplicacao, com énfase em problemas de economia e

engenharia.

Considere o seguinte modelo de programacao linear no formato padrao,

T

min c'x
sa. Ar = (2.1)
x>0,

sendo A € R™*™ a matriz de restrigdes, b € R™, ¢ € R" e x € R” os vetores de termos

independentes, custos e variaveis de decisao, respectivamente.

A este modelo, denominado primal, tem-se associado o seguinte problema no formato dual,

max by
sa. Aly+z=c (2.2)
z >0,

onde y € R™ é um vetor de variaveis livres e z € R” representa as variaveis de folga.

O problema primal-dual é construido baseado nas condicoes de otimalidade de primeira

ordem (Karush-Kuhn-Tucker) dos problemas (2.1) e (2.2), ou seja

Az —b =
Aly+z—c =

XZe (2.3)

|
o o o o

(x,2) >

sendo X = diag(z), Z = diag(z), e € R", tal que e = (1,1,...,1).

A solugao deste problema é determinada resolvendo o sistema de equagoes nao lineares (2.3).

Se (z,y, z) for uma solugdo do problema primal-dual, entdo x e (y, z) sdo solugoes Stimas
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dos problemas (2.1) e (2.2), respectivamente. Um ponto (z,y,z) é dito ser vidvel se ele
satisfizer o conjunto de restricoes dos problemas primal e dual e, o ponto é dito ser interior

se (x,2) > 0.

Os problemas de programacao linear quando sao formulados na pratica, dificilmente se en-
contram no formato (2.1), considerado padrao. Em geral, apresentam varidveis que podem
ser nao negativas, livres ou limitadas e restri¢oes na forma de equagoes ou inequacoes. Todos
estes problemas podem ser reduzidos ao formato padrao acrescentando variaveis e restrigoes.
Para simplificar a notacao, optamos por apresentar os métodos de solucao para problemas

no formato padrao.

2.2 Meétodo primal-dual

Os métodos primal-dual foram introduzidos por Megiddo [65], desenvolvidos por Kojima,
Mizuno e Yoshise [58] e sdo considerados os mais eficientes dentre as intimeras variantes de
métodos de pontos interiores. Além de apresentarem melhores propriedades tedricas para a
andlise de complexidade [69] e convergéncia [93], os testes numéricos, mostram-se superiores
aos realizados com abordagens primal e dual [61]. A maioria destes algoritmos utiliza o
método de Newton em suas iteracoes. Antes de descrevermos um algoritmo pertencente a

esta classe, vamos apresentar o método de Newton.

2.2.1 Meétodo de Newton

Resolver um sistema de equagoes nao lineares, consiste em determinar, simultaneamente,
o zero de um conjunto de fungoes de n variaveis. A solucao para este problema pode ser
obtida pelo método de Newton-Raphson, que é uma generalizacao do método de Newton

para céalculo de zero de funcao unidimensional.

Seja F': R™ — R™ um vetor de funcoes nao lineares F; definidas R” — R, com as seguintes

propriedades:

(i) existe v* € R", tal que F'(v*) = 0;

(7)) a fungdo F' ¢é continua e diferencidvel na vizinhanga de v*;
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(74i) para qualquer v diferente de v*, a matriz das derivadas parciais de F', denominada

matriz Jacobiana (J) é ndo singular.

O método de Newton para determinar F'(v*) = 0 pode ser derivado usando a série de Taylor

para expandir F' nas vizinhancas de um ponto v*,
F(u* + AvF) = F(0%) + J(0%) Aok + O(Avk)?.

Eliminado os termos de ordem 2 e superior e fazendo F(v* + Av*) = 0, tem-se:
J(F) AR = —F(vF).

A solucao deste sistema de equagoes lineares fornece a direcao que move, simultaneamente,
cada funcao mais proxima de um zero. As equacoes deste sistema sao conhecidas como

equacoes de Newton e Av* como direcio de Newton.

O novo ponto ¢é calculado por
R AL

O processo continua até que um critério de parada seja atingido, por exemplo,

n n
E | 5|l < €1 e/ou E |~V < ey,
i=1 i=1
onde €1, €5 > 0 sao as tolerancias pré-estabelecidas.

A Figura 2.1 apresenta um algoritmo de Newton-Raphson para calcular a solucao de um

sistema de equagoes nao lineares.

2.2.2 Algoritmo primal-dual

Os algoritmos de pontos interiores primal-dual podem ser vistos como a aplicacao do método
de Newton para calcular aproximacoes da solucao de uma seqiiéncia de sistemas nao linea-
res (2.3) perturbados por um parametro p, originado do uso da fungao barreira para relaxar

as restricoes de nao negatividade,
Ar —b
Fuz,y,2)= | ATy+2—c | =0, (z,2)>0. (2.4)
XZe — e
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Algoritmo Newton_Raphson
{ Objetivo: Resolver sistemas nao lineares. }
pardmetros de entrada ©v°, toler, F
{ solugao inicial, tolerancia, vetor de fungdes nao lineares }

parametros de saida v { solucao }

k0
enquanto critério de convergéncia > toler faga
oF; o
Calcule J(v*), Ji;=—=—| , i,j=1,...,n
Oj [
J

Determine Av* tal que J(v*)Avk = —F(vk)
R+ gk Ak
E—Fk+1

fim enquanto

k+1

V<<V

fim algoritmo

Figura 2.1: Algoritmo de Newton-Raphson.

Observe que as duas primeiras equacoes sao lineares e forcam a viabilidade primal e dual.
A terceira equagao é nao linear e atende a condigao de complementaridade quando g = 0.
Note que, se u = 0 entdo os problemas (2.3) e (2.4) sdo equivalentes. Logo, a solugdo do

problema (2.4) se aproxima da solu¢ao do problema primal-dual conforme p — 0.

Um algoritmo primal-dual obtém uma solucao aproximada para o problema gerando uma
seqiiéncia de pontos (2, y¥, 2F) e de parametros ;. O conjunto de pontos (z*, y*, 2¥) satis-
fazendo (2.4) para todo pu > 0 é denominado trajetéria central e toda solugdo (z,y, z) nao
negativa é chamada centro analitico. Dada uma solugao e um parametro p associado, pode-
se medir o erro na complementaridade calculando o chamado gap de complementaridade,

dado por
g=ux"z.
Se a solucdo for vidvel, esse valor serd reduzido ao usual gap de dualidade (g = pe’e = ny).

A cada iteracao do algoritmo é aplicado um passo do método de Newton para resolver o

sistema (2.4), com um dado parametro py. A diregao de Newton é obtida da solugao do
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seguinte sistema de equagoes lineares:

A 0 0 Nz* b— Az* Tp
0 AT 1 Ayf | =] e—ATyk =2k | = | rg |- (2.5)
Z 0 X AV ure — X*Zke T

O novo ponto ¢ calculado fazendo,
(Ik-i-l’yk-l-l’zk-i-l) — (zk,yk, Zk) + (apA:)sk,aDAyk,aDAzk),

sendo ap e ap os passos primal e dual, respectivamente. Esses valores sao determinados

para preservar a nao negatividade das variaveis z e z.

O parametro pu; é decrescido e o processo se repete até que seja encontrada uma solugao

suficientemente proxima da solugao 6tima ou seja detectada a inviabilidade do problema.

Na figura 2.2 é apresentado um algoritmo onde o parametro da barreira é
e = Mz 2 /n ) sendo X € [0,1],
e os tamanhos maximos para os passos sao determinados por
ap = max{a € [0,1] | 2" + aAz* >0}, ap =max{a € [0,1] | 2¥ + aAz* > 0}.

Este algoritmo é conhecido como primal-dual inviavel. As iteracoes geradas sao interiores

mas nao satisfazem, necessariamente, as restrigoes de igualdade.

A cada iteragao do algoritmo é necessario resolver um sistema de equacgoes lineares para
determinar a direcao de Newton. Quando métodos diretos estao sendo utilizados ¢é feita
uma fatoracao da matriz e em seguida sao resolvidos dois sistemas lineares mais simples,
aos quais estao associadas matrizes triangulares. O processo de fatoracao apresenta ordem
de complexidade O(n?®) enquanto a solugdo de sistemas triangulares pode ser feita com
complexidade O(n?). Algumas variantes de métodos de pontos interiores resolvem a cada
iteracao varios sistemas com a mesma matriz dos coeficientes e com isso determinam uma
melhor dire¢ao, reduzindo o nimero total de iteracoes e, conseqiientemente, o nimero de

fatoragoes.

2.2.3 Algoritmo preditor-corretor

O algoritmo preditor-corretor proposto por Mehrotra [67] difere do apresentado na segao

anterior, no célculo das dire¢oes de Newton. A diregao A = (Az, Ay, Az) é decomposta em
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Algoritmo primal_dual
{ Objetivo: Resolver PPL usando algoritmo primal-dual. }
parametros de entrada (a:o,yo,zo), toler
{ solucao inicial, tolerancia }
parametros de saida (z,y,z), { solugao }
k—0
Determine A\ tal que A € (0,1)
pF — A(2°)T20/n
enquanto critério de convergéncia > toler faga
Calcule (Az*, Ayk, AzF) resolvendo o sistema (2.5)
Determine ap, ap
(2F 1, g+ ) (R R 2R 4 (apAat, ap Ay, ap Az
EFL e N (@HOT
kE—k+1
fim enquanto
(2,y,2) — (gF1,yh+1, o)

fim algoritmo

Figura 2.2: Algoritmo primal-dual.

duas partes, A = A, + A..

O termo A, é obtido resolvendo o sistema (2.5) para u = 0, ou seja,

A 0 0 ANR Tp
0 AT 1 Aayk = Tq . (26)
Z 0 X AN —XFZke

A componente A,, conhecida como direcdo afim-escala, é responsavel por determinar a
melhor predi¢ao para o parametro da barreira. Este parametro é escolhido usando a seguinte
heuristica:

= ((mk + QpaDNaz®)T (2% + ozdaAazk))z ((mk + apaDNgz®)T (2% + ozdaAazk))
k — )

(k)T 2k n

sendo ay,, € ag, 0S Passos que preservam a nao negatividade das variaveis x e z.
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A direcao corretora, A, é dada por,

A 0 0 Ak 0
0 AT T Ayt | = 0 : (2.7)
Z 0 X VAW e — Do XFN ZFe

onde, A X* = diag(Aqa*), A ZF = diag(A.2F). O termo A, tem por objetivo fazer com
que a nova iteracao seja a mais centrada possivel. Note que, o vetor de termos independentes

depende da solugao do sistema (2.6).

A dire¢ao de Newton pode ser obtida diretamente, resolvendo o sistema (2.7) com o vetor
de termos independentes substituido por [ 7, 74 ppe — A XFA,ZFe — X Zke 7. Dessa

forma, evita-se o cdlculo A = A, + A..

O acréscimo de trabalho ocorrido por resolver dois sistemas lineares a cada iteragao é com-
pensado considerando a reducao significativa no ntimero de iteragoes. Esta variante esta
implementada na maioria dos softwares livres (académicos) e comerciais e estd presente em

muitos livros de métodos de pontos interiores.

2.3 Implementacoes de métodos pontos interiores

A seguir, encontram-se descritas as principais etapas para implementacoes de métodos de

pontos interiores:

e Preprocessamento: modelos de programacao linear freqiientemente contém informacoes
redundantes e apresentam estruturas que permitem que algumas componentes sejam
facilmente identificadas. O preprocessamento tem por objetivo detectar e rearranjar
essas informagoes para reduzir o tamanho do problema, tornando mais facil sua solucao.
Por exemplo, podem ser eliminadas linhas e colunas duplicadas, algumas variaveis
podem ser consideradas fixas, restricoes redundantes podem ser removidas. Além
disso, o preprocessamento também pode identificar inviabilidade primal e dual. Outras
técnicas para melhorar o desempenho de implementacoes de pontos interiores podem
ser feitas na fase de preprocessamento, tais como, determinar combinagoes de linhas que

tornem a matriz A mais esparsa, tratar colunas densas separadamente, entre outras.
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e Solucdo inicial: a escolha deste ponto é crucial para o bom desempenho de métodos
de pontos interiores. Andersen et al. [9], seguindo as idéias de Mehrotra [67] propdem

resolver o seguinte problema quadratico para obter a solugao inicial

min ¢’z + £(z"x) (2.8)
s.a. Az =0

sendo ¢ um parametro de peso pré-estabelecido. A solugao de (2.8) pode ser calcu-
lada com custo comparavel a uma iteracao de pontos interiores, usando uma férmula
explicita. Se forem determinados resultados negativos para componentes em x eles
serao substituidos por valores positivos suficientemente préximos de zero. Uma solucao

inicial dual (y, z) pode ser construida atribuindo y = 0.

e Ajuste dos parametros: no algoritmo apresentado na Figura 2.2, o parametro da barreira
é dado por = \(z”2)/n, sendo o passo A € [0, 1]. Para garantir que todas as iteragoes
permanecam proximas a trajetéria central o parametro da barreira deve ser decrescido
suavemente. Algoritmos que trabalham neste cenario, sdo denominados métodos de
passo curto e sao conhecidos por apresentarem boas propriedades numéricas, mas in-
felizmente, na pratica, apresentam convergéncia lenta. Em métodos de passo longo, o
parametro é reduzido rapidamente e para garantir que a iteracao permaneca préxima
a trajetéria central é necessario que muitos passos de Newton sejam calculados. Imple-
mentagoes praticas ignoram este fato e calculam apenas um passo de Newton a cada
iteracao. Ainda que as iteragoes estejam em uma vizinhanca relativamente grande da
trajetoria central é possivel mostrar que o método pode ter convergéncia rapida. Outro
fator que influencia o desempenho de implementagoes de pontos interiores é a escolha
dos passos primal ap e dual ap. Primeiro é atribuido o tamanho maximo para esses
passos no intervalo [0, 1], e entao é aplicado um fator de reducao oy = 0,99995 para
garantir que o novo ponto seja estritamente positivo. Alguns cédigos atribuem valo-
res menores para o fator de reducao nas iteragoes em que ag é considerado ser muito

agressivo.

e Critério de parada: métodos de pontos interiores terminam quando as condigoes de
otimalidade (2.3) sao satisfeitas sob uma tolerancia pré-determinada. Essas condigoes
podem ser medidas calculando a viabilidade primal e dual relativa,

ATy +2— ¢

Prilnf — 147 — 01 <
L+ |l

Lol —

€, Dulnf = |

Y
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e o gap de dualidade relativo,
Gap — |cTz — by

L+ [Tyl —
E comum encontrar na literatura e = 1078, Na pratica, as condigoes de viabilidade
primal e dual sao freqlientemente satisfeitas antes do gap relativo. Segundo Andersen et
al. [9], o gap é a condi¢ao mais importante e provavelmente é a inica que deve realmente

ser considerada.

Uma outra etapa que influencia diretamente o desempenho de implementacoes de métodos
de pontos interiores ¢é a solucao dos sistemas de equacoes de Newton. No capitulo seguinte

sao descritas as principais estratégias usadas na solucao desses sistemas.



Capitulo 3

Solucao do sistema de equacoes de

Newton

A cada iteragao de um método de pontos interiores é necessario resolver um ou mais sistemas
lineares. O processo utilizado na solucao é de extrema importancia para o desempenho dos

cddigos, ja que é a tarefa que demanda a maior parte do tempo de processamento.

Neste capitulo serao descritas as principais estratégias de solucao, as quais envolvem duas
formulagoes distintas. A primeira delas trata com matrizes simétricas e definidas positivas e
a outra estao associadas matrizes simétricas indefinidas. Neste cendrio, serao apresentados

métodos diretos e iterativos para solucao dos sistemas.

3.1 Estratégias de solucao

Como visto no Capitulo 2, as direcoes de Newton sao obtidas resolvendo um ou mais sis-
temas lineares. Uma vez que esses sistemas compartilham a mesma matriz de coeficientes,

restringiremos nossa discussao a solugao do seguinte sistema linear,

A 0 0 Ax b— Ax Tp
0 AT I Ny | =|c—ATy—z | =1|rs |- (3.1)
Z 0 X Nz pe — XZe T
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Em geral, as implementacoes de pontos interiores trabalham com sistemas de menor di-
mensao, obtidos com a eliminagdo de algumas varidveis. O sistema linear (3.1) pode ser
transformado no chamado sistema aumentado usando a terceira equagao para eliminar Az
da segunda equagio. Definindo © = (Z71X) tem-se o sistema resultante,
—O71 AT Ax ra— X1, (3.2)
A 0 Ay Tp ' .
Este sistema ainda pode ser reduzido as equacoes normais, usando a primeira equagao para

eliminar Az da segunda equacao, ou seja,
(AOAT) Ay = AO(rg — X 'r,) + 1, . (3.3)
As variaveis Ax e Az sao facilmente calculadas,

Az =0AT Ay —O(rqg — X 'r,,)
Nz=X"Yr,—ZAx) .

Todos os métodos de pontos interiores resolvem sistemas similares para calcular a direcao de
Newton, o que os diferencia é a maneira como a matriz © e o vetor de termos independentes
sao construidos. Para métodos de pontos interiores na programagao linear, © é diagonal e
possui todos os elementos positivos. Conforme a solugao 6tima se aproxima alguns valores
de © tendem a infinito, enquanto outros se aproximam de zero, causando sérios problemas

de instabilidade numérica.

3.1.1 Equacoes normais

A maioria das implementagoes de pontos interiores utilizam métodos diretos para resolver
os sistemas de equagoes normais [7, 61, 62]. A abordagem mais comum de solu¢ao decompde
a matriz de (3.3) em LDLT, sendo D uma matriz diagonal e L uma triangular inferior.
Este método é um tipo de fatoracao de Cholesky e esta descrito na secao 3.2. Os siste-
mas de equagoes normais tém a vantagem de trabalhar com matrizes que apresentam boas
propriedades numéricas: sao simétricas e definidas positivas. Quando estao sendo aplica-
dos métodos diretos, a decomposicao dessas matrizes é estavel e dispensa estratégias de
pivotagao. Entretanto, existem algumas desvantagens nesta formulacao. Uma delas é a ins-

tabilidade originada em problemas que apresentam varidveis livres. Outro problema, ainda
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mais grave, é a perda de esparsidade de A© AT, na simples presenca de colunas densas em A.
Para evitar o preenchimento, foram propostas estratégias que tratam estas colunas separa-
damente. O sucesso destas técnicas depende da escolha de boas heuristicas para determinar

quais colunas devem ser consideradas densas, e esta nao é uma tarefa facil.

O problema da perda de esparsidade pode ser contornado com o uso de abordagens iterativas
para resolver os sistemas. Nesses métodos, a matriz é requerida apenas para calcular o
produto matriz-vetor e, portanto, A© AT nao precisa ser fisicamente construida, a menos que
seja necessaria para o calculo do precondicionador. O método iterativo mais utilizado em
algoritmos de pontos interiores é o gradiente conjugado precondicionado (ver por exemplo,
[6, 66, 80, 90]). Algumas dessas implementagoes utilizam a fatoragao incompleta da matriz
AO AT para construir os precondicionadores e, conseqiientemente, podem sofrer com a perda

de esparsidade.

3.1.2 Sistemas aumentados

Os sistemas aumentados (3.2) possuem matrizes esparsas, simétricas e indefinidas. A fa-
toracao de Cholesky nao se aplica, j& que nao ha uma forma numericamente estavel para
decompor uma matriz indefinida em LDL? com D diagonal. Um método direto bastante
utilizado em implementacoes de pontos interiores que tratam com sistemas aumentados é
a fatoragao de Bunch-Parlett [17]. Outra alternativa que tem sido usada, transforma o sis-
tema indefinido em um quase definido utilizando o método de regularizagao primal e dual [8].
Neste caso, a fatoracao LDLT, com D diagonal existe, para qualquer permutacao simétrica
de linhas ou colunas da matriz. Estes sistemas apresentam algumas vantagens em relagao as
equagoes normais: os fatores resultantes na decomposicao normalmente sao mais esparsos e
numericamente mais estaveis; variaveis livres e colunas densas sao facilmente tratadas [89].
Estes fatos, motivaram muitos pesquisadores a incluirem esta formulagao em seus codigos

34, 71].

Abordagens iterativas também sao utilizadas para calcular a direcao de Newton via sistema
aumentado [15, 31, 42, 57]. O método do gradiente conjugado nao é adequado, ja que pode
falhar na solucao de sistemas com matrizes indefinidas. Entretanto, ele tem sido aplicado com
sucesso usando precondicionadores adequados [15, 31]. Métodos como MINRES e SYMMLQ

[76] sd@o mais apropriados para resolver os sistemas indefinidos.
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Na pratica, as implementagoes que utilizam matrizes simétricas e definidas positivas, tipi-
camente, mostram-se superiores na solugao de problemas de programacao linear, quando
comparadas as que tratam com os sistemas aumentados. Esta tultima abordagem é mais

interessante na solucao de problemas de programacao quadratica e nao linear.

A seguir sao descritos métodos diretos e iterativos para resolver os sistemas de equacoes de

Newton. Para simplificar a notagao, vamos considerar o sistema como Az = b.

3.2 Abordagem direta: fatoracao de Cholesky

Seja Ar = b um sistema de equacoes lineares. Quando A € R™™ for uma matriz simétrica

e definida positiva, isto é, vT Av > 0, Vo € R"™ e v # 0, ela pode ser decomposta em
A=LL"
onde L é uma matriz triangular inferior.

A decomposicao A = LL”T é conhecida como decomposicao de Cholesky e sua existéncia é

garantida pelo teorema 3.1 ([43, teorema 4.2.5]).

Teorema 3.1. Se A € R™™" for uma matriz simétrica e definida positiva, entdo existe uma

inica matriz triangular L € R™™ com elementos da diagonal positivos tal que A = LLT.

Para resolver o sistema Az = b, usa-se a matriz na forma decomposta
Az =b= (LL )z =1.

Fazendo,
Ly=be LTz =y,

tem-se que a solucao y do sistema triangular inferior é obtida pelas substitui¢oes sucessivas

e a solugao x do sistema triangular superior, pelas substituicoes retroativas.

Os elementos da matriz L sao dados por:
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j-1
Qij — 5 Likljx
k=1

para i > 7.
Lij

lij —

Uma forma alternativa para resolver o sistema Axr = b de modo a evitar o uso da raiz

quadrada, pode ser feita decompondo a matriz em
A=LDL"

onde L é uma matriz triangular inferior unitaria (I;; = 1,V7) e D é uma matriz diagonal.

O sistema Az = b é resolvido usando a matriz A na forma decomposta,
Az =b= (LDL )z =b.

Fazendo,
Ly=b, Dz=y e LTo =2,

tem-se que a solucao y do sistema é obtida pelas substituicoes sucessivas e a solugao = pelas

substituigoes retroativas. As matrizes L e D sao calculadas por

J—1
_— e — . 2 .
djj = ajj § :lyk dik ;
k=1

j—1
Q5 — 5 likdkkljk
. k=1

Iy =
’ djj

, para i > j.

As matrizes definidas positivas quando decompostas possuem alta estabilidade numérica,
dispensando com isto o uso de estratégias de pivotacao. Ja para matrizes indefinidas, o uso

de estratégias de pivotagdo pode ser necessério, conforme [43].

Na prética, muitas estratégias devem ser utilizadas para que a fatoracao de Cholesky tenha
éxito ao ser aplicada na solugao do sistema (3.3). Sao pontos cruciais, a manipulacao de co-
lunas densas e a escolha do reordenamento que produza fatores com preenchimento minimo.

Implementagcoes eficientes podem ser encontradas em [40, 44].

Uma das vantagens de se trabalhar com métodos diretos, como a fatoragao de Cholesky, é a
precisao obtida na solugao. No entanto, seu uso pode se tornar proibitivo quando a matriz
L, obtida da fatoracao, for muito mais densa que a matriz original. Nestes casos, métodos
iterativos tornam-se mais atrativos, desde que sejam utilizados com precondicionadores ade-

quados.
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3.3 Abordagem iterativa: métodos do subespaco de

Krylov

Os métodos baseados no subespaco de Krylov sao utilizados tanto para resolver sistemas
lineares Axz = b quanto para encontrar autovalores de A. Em nosso trabalho serd abordada
a solucao dos sistemas lineares. A idéia bdsica por tras desses métodos é construir apro-
ximagoes 0timas da solugao em uma seqiiencia de subespagos que aumentam de dimensao a

cada iteracao, denominados subespacos de Krylov.

O mais conhecido dos métodos do subespago de Krylov é o gradiente conjugado (CG),
proposto em 1952 por Hestenes e Stiefel [51]. Ele foi desenvolvido para resolver sistemas de

equacoes lineares com matrizes simétricas e definidas positivas.

Em 1975 foram concebidos MINRES e SYMMLQ), por Paige e Saunders [76]. Esses métodos
sao baseados no algoritmo de Lanczos [59] e podem ser aplicados para resolver sistemas com
matrizes simétricas e indefinidas. No ano seguinte, Fletcher [32] propos o BiCG, baseado no

algoritmo Bi-Lanczos [82], sendo portanto, adequado a matrizes nao simétricas.

Uma forma alternativa para trabalhar com matrizes nao simétricas e indefinidas é transfor-
mar o sistema em equacoes normais, ou seja, AT Ax = ATbh. Dois métodos foram desenvol-
vidos baseados nesta abordagem, CGNE e CGNR [77]. O primeiro deles aplica o gradiente

conjugado as equagoes normais e o outro usa minimizacao da norma do residuo.

Em 1986 foi desenvolvido o GMRES, por Saad e Schultz [84]. Este método é uma extensao

do MINRES para sistemas com matrizes nao simétricas.

Sonneveld, em 1989, propos o CGS [86], como uma tentativa para melhorar a convergéncia do
BiCG e evitar o calculo de AT. Trés anos depois, van der Vorst [87] desenvolveu o BiCGStab,
introduzindo um parametro de estabilidade para suavizar o comportamento irregular de

convergéncia do CGS.

Em 1991, Freund e Nachtigal [37], propuseram o QMR. Este método trabalha com o produto
de duas normas e aplica a minimizagao apenas em uma delas usando o processo Bi-Lanczos.
Freund, em 1993, fez uma adaptacao a este método para evitar o uso de transpostas, pro-

duzindo o TFQMR [36]. Chan et al. propuseram o acréscimo do parametro de estabilidade
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e desenvolveram o QMRCGStab [23].

3.3.1 Embasamento tedrico dos métodos

Um subespago de Krylov de dimensao m, denotado por K,,(A;rg), é definido pelo espago
gerado pelo vetores

2 m—1
T’Q,AT(),A’T’Q,...,A To,

onde rg = b — Axy denota o residuo da solucao inicial. Uma aproximacao x,, é considerada

Otima se o residuo for ortogonal ao subespaco onde x,, é escolhida, ou seja
b— Ax,, L K,, .

Esta relagao é conhecida por condigao de Galerkin. A solugao x,, sera calculada no subespago

afim zy + K,,, onde xy denota a solucao inicial.

A matriz original A pode ser projetada no subespaco de Krylov com o uso de uma trans-

formagao ortogonal, produzindo uma matriz mais simples H denominada Hessenberg supe-

rior,
hig hig .. him—1 him
hoy hag
Hm - h3 2

)

hm,m—l hm,m

Essa transformacao é obtida calculando bases ortonormais do subespago de Krylov. A seguir

serao vistos dois processos para calcular estas bases:

Algoritmo de Arnoldi

O método de Arnoldi foi proposto em 1951 [11] com o objetivo de transformar uma matriz
densa em Hessenberg superior. Arnoldi sugeriu que os autovalores de H,, seriam boas apro-
ximagoes dos autovalores da matriz original. Esta estratégia deu origem a muitos métodos

para calcular autovalores de matrizes esparsas e com dimensoes elevadas.
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O algoritmo de Arnoldi é um procedimento para construir uma base ortonormal ao subespaco
de Krylov. Considere um subespago K;(A,r0) = {ro}. Uma base ortonormal para este
subespago é V' = {v1} = {ro/||ro||}. Para determinar uma base V = {vy,vs,...,v,} de

K. (A, 1), pode ser utilizado o algoritmo apresentado na Figura 3.1.

Algoritmo Arnoldi
{ Objetivo: Determinar uma base ortonormal do subespaco de Krylov. }
parémetros de entrada vy, m
{ vetor de norma um, dimensao do subespago }
parametros de saida V = {vy,vq,... vy}, { base ortonormal de K, }
Vi {uv}
para j =1 até m faga
soma < 0
parat: =1 até j faga

* . produto matriz-vetor }

hij — < Axvj,v; > { <,>: produto interno ,
soma < soma+ < h; j,v; >

fim para

w; «— Axv; — soma

hivis — llwslly

se h;jy1,; = 0 entéo
interrompa

fim se

Vjs1 — wi/hji1

V«—VU {Uj+1}

fim para

fim algoritmo

Figura 3.1: Algoritmo de Arnoldi.

Este método utiliza ortogonalizacao total, uma vez que os vetores v;1; sao ortogonalizados
em relagao a todos os outros da base. A medida que o tamanho da base aumenta, o espago

requerido para armazenamento e o tempo de processamento pode ser muito elevado.

A transformacao ortogonal para reduzir A em H pode ser feita levando em consideracao a

proposigao 3.2 ([83, proposicao 6.5]).
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Proposicao 3.2. Seja V,, uma matriz de dimensao (n x m) formada pelos vetores da base

V1,02, ..., Uy Hy a matriz Hessenberg construida com elementos h; j calculados pelo algo-

ritmo da Figura 3.1 e H,, obtida retirando a dltima linha de H,,. Entdo, tem-se:

AV, = Vi Hyy + winem” = Vi1 Hon,

vIAv,, = H,,

sendo e, = (1,1,...,1) € R™.

Aproximacoes para solucao do sistema Axr = b em um espago m-dimensional podem ser

obtidas fazendo,
T = To + VinYm,

sendo y,, a solucao do sistema linear
Hyym = [Iroller,

com el = (1,0,...,0), ro = b — Azy. Note que, além de H possuir dimensio muito menor

que a da matriz A ela é estruturalmente mais simples.

Algoritmo de Lanczos

Lanczos [59] propos seu método em 1950. Este pode ser visto como uma simplificagdo
feita no algortimo de Arnoldi para trabalhar com matrizes simétricas. Quando A possui
esta caracteristica a situagao passa a ser muito mais favoravel, ja que vérios termos h; ; se

anulam reduzindo a matriz H em uma matriz tridiagonal simétrica,

ar B
B s Ba

/Gm—Z Qm—1 /Gm—l

6m—1 (0777

Na Figura 3.2 esta descrito o algoritmo de Lanczos para gerar uma base ortonormal do
subespaco de Krylov. Note que, a cada iteragao do algoritmo é necessario armazenar apenas

trés vetores para construir a base ortonormal, fazendo com que o tempo computacional
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Algoritmo Lanczos
{ Objetivo: Determinar uma base ortonormal do subespaco de Krylov. }
parametros de entrada v;, m
{ vetor de norma um, dimensao do subespago }
pardmetros de saida V = {vy,vs,... v}, { base ortonormal de K, }
V—A{un}
P05 v« 0
para j =1 até m faga
w; — Axv; — B *vj_
a; — < wj;,v; > { <,>: produto interno }
Wj — Wj — Q; * U
By lwgl,
se (341 = 0 entdo
interrompa
fim se
Vit — Wi/ B
V—VuU{vj}

fim para

fim algoritmo

Figura 3.2: Algoritmo de Lanczos.

e a quantidade de armazenamento sejam reduzidos significativamente, em comparacao ao

algoritmo de Arnoldi.

Quando aritmética de precisao finita estiver sendo utilizada, os vetores que geram as bases
tendem a perder ortogonalidade e conseqiientemente autovalores com o mesmo valor sao
gerados. Em geral, as repeticoes ocorrem com os autovalores mais isolados e isso faz com que
a convergeéncia dos métodos do subespaco de Krylov se torne lenta [78]. O processo utilizado
para evitar esta perda de ortogonalidade é denominado reortogonalizacao. A seguir serao

discutidas quatro formas distintas para fazé-lo.

Reortogonalizagao

e Reortogonalizagao total: A reortogonalizacao é feita pelo método de Gram-
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Schmidt, sendo que cada novo vetor calculado é ortogonalizado em relagao aos an-
teriores. Este processo evita a repeticao dos autovalores e acelera a velocidade de
convergéncia. Entretanto, com o aumento da base, o espago de armazenamento reque-

rido e o tempo de processamento pode ser muito elevado.

e Reortogonalizacao seletiva: Parlett e Scott [78] propuseram uma forma mais
econdmica para fazer a reortogonalizacao. Cada novo vetor da base é reortogonalizado
somente em relacao aos vetores de Ritz para os quais os autovalores ja convergiram.
Desta forma, a quantidade de armazenamento para os vetores e o tempo necessario
por iteracao sao reduzidos, contudo é preciso calcular os vetores de Ritz. Este processo

consome tempo de execucao e espaco de armazenamento.

e Reortogonalizagao parcial: uma alternativa para reortogonalizacao foi feita por
Simon [85], na qual calcula-se a cada iteracao uma estimativa do nivel de perda de
ortogonalidade. Quando este nivel atinge um valor critico é feita a reortogonalizagao
usando somente alguns vetores ja calculados. Apesar da abordagem parcial ser mais
rapida do que a total ela requer a mesma quantidade de armazenamento, ja que todos os
vetores anteriormente calculados precisam ser armazenados, pois a escolha dos vetores
que serao usados na reortogonalizacao é feita durante o processo. Além do mais, o
sucesso desta estratégia depende do calculo de uma estimativa precisa para o nivel de

ortogonalidade e esta nao é uma tarefa facil.

e Reortogonalizacao primdria: Em 1995, Campos [19] propos uma estratégia para
reortogonalizar que é ao mesmo tempo parcial e seletiva. A reortogonalizacao primaria
consiste em construir uma base ortonormal com os primeiros vetores residuos até que
alguns ou todos os vetores associados aos autovalores dominantes sejam incluidos nesta
base. Conforme a base é construida, cada novo vetor é reortogonalizado em relagao a
todos os vetores que se encontram na base. O nimero de iteragoes para a convergéncia
da solucao decresce a medida que o tamanho da base aumenta. Este comportamento
ocorre até que todos autovetores dominantes pertencam ao subespaco gerado por esta
base. A partir deste momento o niimero de iteracoes para convergencia é estabilizado.
Quando a base for suficiente para gerar todos os autovalores requeridos a adicao de
novos vetores ¢é interrompida. Os novos vetores residuos serao reortogonalizados em

relacao a esta base de tamanho fixo.

Muitos métodos do subespaco de Krylov sao baseados nos processos para gerar bases orto-
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normais. A seguir serao apresentados dois desses métodos para resolver sistemas de equacoes

lineares.

3.3.2 Método do Gradiente Conjugado

O método do gradiente conjugado é considerado o mais eficiente para resolver sistemas de
equagoes lineares de grande porte, que apresenta a matriz dos coeficientes simétrica, definida
positiva e esparsa. Existem varias formas para apresentar o método do gradiente conjugado,
optamos por uma abordagem intuitiva e com boas interpretacoes geométricas. Para isto,
serao revisados os métodos do maximo declive e das direcoes conjugadas, que sao métodos
menos eficientes, mas de grande utilidade tedrica no desenvolvimento do gradiente conjugado.

Estes métodos se baseiam na minimizag¢ao de uma funcao f quadrética.

Considere um sistema de equacoes lineares Ax = b, onde A € R™*" é uma matriz simétrica

e definida positiva. Uma forma quadratica é uma funcao f : R"*" — R, definida por:

1
f(x) = §xTAx — bz +ec, (3.5)

com c constante.

Pode-se mostrar que resolver o sistema é equivalente a encontrar o ponto de minimo de (3.5).
Sabe-se que dado um ponto arbitrario x, o vetor gradiente aponta na direcao de maior
crescimento de f(x). Fazendo v/ f(x) = Az — b = 0 encontra-se um ponto critico de f(z).
Como A é simétrica e definida positiva, pode-se garantir que A possui inversa, e com isto
o sistema tem solucao unica. Logo resolver este sistema ¢é equivalente a encontrar z que

minimiza f(z).
Método de maximo declive

Também conhecido por método do gradiente ou de Cauchy, é um dos métodos mais antigos e
conhecidos para minimizacao de uma fungao de n variaveis. Apesar de possuir convergencia

lenta, é de grande importancia, devido ao seu embasamento tedrico e sua simplicidade.

As iteragoes x; sao escolhidas na direcao em que f decresce mais rapidamente, ou seja, na

direcao contraria ao gradiente, que no caso, é o residuo. Na k-ésima iteracao, tem-se:

dk:—Vf(LL’k):b—ASL’k:Tk
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, ~ . T o .
Se o residuo for nao nulo, existe xp1 1 = T + arg, com ay = % positivo, tal que,

fxg + agrr) < flag) .

Método das diregoes conjugadas

O método das diregoes conjugadas é bastante similar ao método de maximo declive. No
método de maximo declive, os vetores direcao escolhidos sao ortogonais, ja no método das

direcoes conjugadas, como o proprio nome diz, os vetores direcao escolhidos serao conjugados.

Definicao 3.3. Seja A € R™™, os vetores direcao dy,dy,ds, ..., d, pertencentes a R"™ sdo

conjugados se

d"Ad;=0k>1, j<n, k#j (3.6)

De modo similar ao método de méaximo declive é necessario determinar o4 que minimiza f

no ponto xp.1. Este valor é dado por,

~ (dg)Try
ap — —m . (37)

Para gerar um conjunto de n diregoes conjugadas linearmente independente sera utilizado
o processo de conjugacao de Gram-Schmidt. Ele consiste em, a partir de um conjunto de

vetores ug, U1, Us, ..., Uy_1, construir direcoes conjugadas de modo que:

Ug, set1 =10
d; = ! 3.8
u; + Zﬁi7kdk, se 1> 0 (3:8)
k=0

onde os 3; j sao obtidos por:

(ui)TAdj . .
Bij = =77+, para todo ¢ > j.
(d;)" Ad,
A dificuldade do uso da conjugacao de Gram-Schmidt no método das diregoes conjugadas,
¢ que todos os vetores direcao tem que ser armazenados, pois os anteriores serao sempre

utilizados na construcao de cada novo vetor. O custo requerido das operagoes por este

método é O(n?).
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Método do gradiente conjugado

O método do gradiente conjugado ¢é simplesmente o método das diregdes conjugadas, onde

as diregoes de busca sao construidas por conjugacao dos residuos.

Pode ser mostrado por inducao que as seguintes relacoes ortogonais sao sastisfeitas:

rfr; =0, paraij (3.9)
rdejzo, para i > j. .

Proposicao 3.4. Seja dy = ry, os termos [3; ; se anulam para © > j + 1, com
1=1,2,...,n—1.
Demonstracao: O residuo pode ser escrito como:

’f’j+1 :’f’j—OéjAdj .

T

Multiplicando ambos os lados por 7; |
(ri)Trjen =iy — ag(ry) " Ad; .

Logo,

T T
rer; —\r;) iyt
TZ-TAdj: 1 '] (Z) J+
Q;

Y

Usando as relagoes ortogonais dos residuos,

(1
E(T”TTJ)’ sei =17
rl Ad; = Lor R
i _;(Tj—i-lrj-l-l)a sei=7+1
J
0, demais casos.
\
Como 3;; = — " oy =1y, tem-se
T (dj)T Ad,
(Tj+1)irj+1 _ (Tj+1);7“j+1’ seizitl
By =4 ld)TAd; ()T
0, sei>j+1.

Assim, para todo 7 > j 4 1 tem-se que (; ; = 0. [ ]
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Com isto, muito dos termos (3; ; se anulam, sendo necessério armazenar apenas a tltima

direcao para construir a nova dire¢ao conjugada, isto é:

djt1 = rjt1 + Bjr15d;

onde Bj41; = 7(Tj+1.)Trj+1
(rj)Tr;

As caracteristicas de convergéncia dos métodos gradientes, dependem dos autovalores da

matriz dos coeficientes. Se a magnitude de todos os autovalores for aproximadamente a

mesma, as superficies se tornam mais esféricas e a convergéncia serd rapida. Para um caso

mais geral, pode-se mostrar que em aritmética exata, o niimero de iteragoes necessarias para

a convergeéncia do método é o niimero de autovalores distintos.

A Figura 3.3 apresenta um algoritmo para calcular a solucao de um sistema Az = b pelo

método gradiente conjugado.

3.3.3 Método LQ simétrico - SYMMLQ

Em 1975, Paige e Saunders desenvolveram o algoritmo SYMMLQ [76] para resolver siste-
mas lineares com matrizes simétricas e indefinidas. Este método pode ser visto como uma

aplicacao do algoritmo de Lanczos nesta classe de problemas (Figura 3.4).

A solugao do sistema T,,y,, = ||ro||1e1 deve ser obtida por métodos de fatoragao numerica-
mente estaveis, ja que esta matriz pode ser indefinida. Em SYMMLQ é utilizada a fatoracao

ortogonal, ou seja

Tm - LQO 5 Qz;;Qm =1 s

sendo L,, uma matriz triangular inferior. A forma como estes fatores sao gerados esta

descrita em [76]. O custo computacional do SYMMLQ é superior ao gradiente conjugado.

O uso de métodos iterativos para resolver o sistema de equagoes de Newton so é aplicavel
se for possivel construir bons precondicionadores, uma vez que a matriz dos coeficientes se

torna altamente malcondicionada. Este assunto sera discutido no préximo capitulo.
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Algoritmo GC
{ Objetivo: Resolver o sistema Az = b pelo método Gradiente Conjugado }
pardmetros de entrada A, b, zy, kmax, toler
{ matriz dos coeficientes; vetor de termos independentes, solugao inicial }
{ nimero méximo de iteragoes; tolerancia méxima admitida }
pardmetros de saida z, Erro { solucdo do sistema, condi¢ao de erro }
ro — b— Ax*xg
k<« 0; dy«0; pg— 1
repita
k—k+1
P — (Tr—1)"Tr—1
B < pr/pr—
dy, < 11+ Brdr—1
ay, < pi/(d)" Ady
Tp — Tp_1 + apdy
T < Th—1 — apAdy
escreva k, Ty, T
se ||rkll/l|7o|| < toler ou k = kmax
entdo interrompa
fim se
fim repita

Erro « ||r¢||/|lro|| > toler

fim algoritmo

Figura 3.3: Algoritmo Gradiente Conjugado.
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Algoritmo Lanczos_Sol_sist
{ Objetivo: Resolver um sistema linear Ax = b. }
pardmetros de entrada n A, b, xg
{ ordem da matriz, matriz A, vetor b e solucao inicial }
parametros de saida z, r { vetor solugdo, vetor residuo }
ro — b — Axg
B llrolly 5 v1 —ro/B
{Calcule pelo algoritmo 3.2}
Vi = {v1, 09, ..., 05} { base ortonormal para K,,(A,rg) }
T,, { matriz tridiagonal 3.4 } | vyt Gt
{Solugao do sistema}
Calcule y,, tal que T,,ym = ||rol|f1e1
T — 2o + VinUm

T _'Um—l—l/gm—i-l (637;?/777,)

fim algoritmo

Figura 3.4: Algoritmo de Lanczos para solugao de sistemas lineares.



Capitulo 4

Precondicionamento de sistemas

lineares

O precondicionamento é um esquema que deve ser aplicado aos métodos iterativos para
melhorar as caracteristicas de convergéncia de sistemas que possuam a matriz de coeficientes
com autovalores muito dispersos. Precondicionar um sistema linear é fazer com que a matriz
dos coeficientes apresente as condigoes desejadas para que o método que estd sendo aplicado
para resolver o sistema seja eficiente. Isto pode ser feito pré-multiplicando a inversa de
uma matriz auxiliar M, denominada precondicionadora, a um sistema de equacoes lineares

Ax = b, da seguinte maneira
M "Ar =M'b.

Muitos pesquisadores consideram que para o precondicionamento ser eficiente, suas operacoes
devem ser de baixo custo, a matriz precondicionadora M deve ser facilmente construida, ter
esparsidade préxima de A, além de, os autovalores de M ~!A estarem préximos a unidade

ou agrupados.

Existem varias formas para construir uma matriz precondicionadora M, e uma boa escolha,
pode ter efeito dramatico na convergéncia do método. De um modo geral, os precondiciona-
dores podem ser classificados em duas classes. Em uma, estao os baseados unicamente em
técnicas algébricas, como por exemplo, os precondicionadores construidos usando fatoragoes
incompletas da matriz ou aproximacoes esparsas da matriz inversa. Esses precondiciona-

dores podem ser usados em muitas aplicagoes, ja que nao é utilizada nenhuma informacao
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especifica do problema que esta sendo resolvido. Na outra classe, estao os precondiciona-
dores projetados para aplicagoes particulares. Pelo fato de serem construidos explorando
detalhes do problema, como estrutura, geometria, e propriedades dos coeficientes, tipica-
mente, apresentam desempenho superior. Benzi, Golub and Liesen [13] apresentam uma

excelente revisao para essa classe de precondicionadores.

Neste capitulo sao descritas algumas estratégias para precondicionar um sistema de equagoes
lineares. Na Secao 4.1 sao apresentados os precondicionadores escala diagonal e os baseados
em fatoragdes incompletas da matriz. A Secao 4.2 traz algumas técnicas de reordenamento
para minimizar o preenchimento no fator quando sao usados métodos de fatoracao. Uma
revisao de precondicionadores usados em métodos de pontos interiores é apresentada na

Secao 4.3.

4.1 Agrupamento dos autovalores

Nesta secao, serao vistos alguns precondicionadores utilizados para resolver sistemas com
matrizes simétricas e definidas positiva [19]. Todos estes precondicionadores trabalham no

sentido de agrupar os autovalores e assim acelerar a convergéencia.

4.1.1 Escala diagonal

Em 1955, Forsythe e Strauss [33], propuseram uma forma muito simples para precondicionar

um sistema de equagoes lineares,
Ar=b — (DAD)(D 'z)= Db,

utilizando uma matriz diagonal D.

Para matrizes simétricas, quando D = diag(A), o sistema pode ser precondicionado por
(D"Y2ADY2)y = DV,

onde (D~Y2AD~'/2) é uma matriz com diagonal unitéria e y = D'/2x.
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4.1.2 Fatoracao incompleta de Cholesky

A fatoracao incompleta de Cholesky é uma das estratégias mais importantes de se obter
precondicionadores para sistemas de equacoes lineares, com matrizes esparsas, simétricas e
definidas positivas. Muitas vezes, por limitagoes de memoria, o uso da fatoracao de Cholesky
para resolver esses sistemas pode nao ser possivel. Em geral, o fator L serda mais denso que
a matriz dos coeficientes, devido ao preenchimento ocorrido durante o processo. Isto pode
ser evitado utilizando a fatoragao incompleta de Cholesky, ou seja, aplica-se a decomposicao

de Cholesky ignorando alguns elementos que causam preenchimento.

Seja Ar = b um sistema de equacoes lineares. Uma forma facil e eficiente para obter um
precondicionador M para este sistema é determinar uma matriz triangular inferior L que
tenha os elementos nao nulos nas mesmas posi¢oes dos elementos nao nulos de A, tal que,
M = LLT. Desta forma, elimina-se elementos para reduzir o preenchimento, fazendo com
que o espago requerido para armazenar L seja 0 mesmo da matriz original A. Como A é

simétrica, sao armazenados apenas os elementos nao nulos da diagonal para baixo.

Foram desenvolvidos varios precondicionadores baseados em fatorizagoes incompletas. Em
1977, Meijerink e van der Vorst [68], propuseram uma classe de matrizes precondicionadoras
com niveis de preenchimento, denominadas decomposigdo LU incompleta. Munksgaard [70]
propo6s um esquema de retirada por tolerancia (drop tolerance), no qual, elimina-se somente
os elementos de L que sdo menores que um valor pré-estabelecido. Jones e Plassmann [53]
propuseram L, com um ndmero fixo de elementos ndo nulos por linha ou coluna. Este
nimero ¢ fixado como o nimero de elementos nao nulos de cada linha ou coluna de A e os
elementos escolhidos sao os maiores em moédulo, ignorando o padrao de esparsidade da matriz.
Conseqiientemente, o espaco requerido para armazenar L é fixo e pode ser determinado a
priori. Além do mais, por armazenar somente os maiores elementos torna-se possivel obter os
mesmos beneficios do esquema de retirada por tolerancia. Mais recentemente, Campos [19]
propos a fatoragao controlada de Cholesky (FCC), que pode ser vista como uma generalizac¢ao
do esquema desenvolvido por Jones e Plassmann, na qual o preenchimento também pode
variar. Na FCC o ntmero de elementos nas colunas de L ser4 controlado por um parametro
7, de tal forma que, L poderd ter mais ou menos elementos que A. Esse parametro pode
ser dado em funcao da quantidade de espaco disponivel. Se a demanda por meméria nao
for critica, pode ser construido um precondicionador com mais elementos que A, acelerando

desta forma a convergéncia. Por outro lado, se o espaco para armazenamento for limitado,
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pode ser construido um precondicionador com menos elementos que A, que ao menos seja

melhor que o escala diagonal. A FCC é descrita em detalhes na Secao 5.1.

4.2 Reordenamento

A eficiéncia de implementagoes que usam a fatoracao de Cholesky para resolver sistemas de
equacoes lineares com matrizes esparsas e de dimensoes elevadas depende das técnicas de
reordenamento que sao usadas para preservar a esparsidade. O objetivo é encontrar uma
matriz de permutacao P que torne a fatoracao de PAPT a mais esparsa possivel. O problema
de encontrar a permutagao 6tima é NP-completo [92]. Entretanto, algumas heuristicas tém

sido usadas com sucesso em implementacoes de métodos de pontos interiores.

No codigo HOPDM [45] sao usadas duas heuristicas para os sistemas de equagoes normais,
denominadas ordenamento de minimo grau e preenchimento minimo local [27]. Ambas s@o
heuristicas locais e agem no sentido de determinar o pivd que cause o menor preenchimento
na fatoragdo. A primeira delas usa uma funcao de custo para sobre-estimar o nimero de
operagoes de ponto flutuante e a quantidade de preenchimento que sera causada na escolha
de um determinado pivo. A outra, analisa a quantidade exata de preenchimento na escolha
do pivo, mas isto é feito a um custo elevado. Mészaros [71] propoe uma técnica eficiente
para selecionar o pivo, na qual o nimero de candidatos é reduzido a um conjunto menor,
antes de analisar o que causa o menor preenchimento. No cddigo PCx [25] é utilizada uma
implementagao da heuristica de minimo grau multiplo [60] para reduzir o preenchimento e

conseqiientemente o trabalho requerido na fatoragao de Cholesky.

Métodos de reordenamento também podem ser utilizados para trabalhar com abordagens
iterativas, desde que o precondicionador seja contruido baseado em algum tipo de fatoracao.
Carmo [21] utilizou algumas dessas estratégias para trabalhar com o algoritmo gradiente
conjugado precondicionado pela fatoracao controlada de Cholesky [19]. Foram testados os
métodos de contagem de colunas, Cuthill-Mckee reverso [39] e o método de minimo grau
aproximado [41]. O método de contagem de colunas é baseado na ordenagido das colunas
pelo niimero de elementos nao nulos. Cuthill-Mckee reverso é um algoritmo bastante simples
aplicado ao grafo da matriz, no qual os nds sao numerados em ordem reversa utilizando busca

em largura. Esta heuristica tem por objetivo reduzir a largura de banda por mover todos
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elementos nao nulos para as proximidades da diagonal. O método de minimo grau é mais
elaborado e tem como idéia béasica minimizar localmente o preenchimento. A cada iteracao,
o vértice escolhido para ser eliminado é o que possui o menor grau em um determinado grafo.
Este método produz uma matriz com estrutura baseada em fractal, apresentando grandes
blocos de zeros. Essas trés estratégias foram testadas com matrizes esparsas pertencentes a
colegao Harwell-Boeing [28]. Os resultados obtidos sdo promissores. A estrutura da matriz
original tem mostrado influéncia sobre os métodos de reordenamento; o niimero de iteragoes
do gradiente conjugado diminui consideravelmente em matrizes com estrutura irregular, por

outro lado, em matrizes com estrutura banda ou préxima de banda, pouco ganho é obtido.

Em algoritmos de pontos interiores, as estratégias de reordenamento, geralmente sao im-
plementadas na fase inicial. O padrao de esparsidade da matriz nao é alterado durante as
iteracoes de Newton, ja que as mudancas ocorrem apenas nos valores numéricos dos elemen-
tos da matriz ©. Em funcao disso, as estratégias de reordenamento podem ser aplicadas

uma unica vez, sendo realizadas no inicio do processo.

4.3 Precondicionadores projetados para métodos de

pontos interiores

Os sistemas de Newton oriundos em métodos de pontos interiores, freqiientemente, tornam-
se malcondicionados a medida que as iteragoes prosseguem. Abordagens iterativas sao pro-
missoras desde que existam precondicionadores eficientes. Este estudo vem despertando o
interesse da comunidade cientifica e muitos métodos iterativos precondicionados estao sendo

propostos.

A primeira implementacao de métodos de pontos interiores com abordagem iterativa para
resolver os sistemas de equacoes de Newton foi apresentada por Adler, Karmarkar, Re-
sende e Veiga [6]. Esta abordagem utiliza o método do gradiente conjugado precondicionado
pela fatoracao incompleta de Cholesky da matriz A©AT. Karmarkar e Ramakrishnan [56]
também utilizaram o método do gradiente conjugado precondicionado para resolver o sis-
tema de equagoes normais resultantes da aplicacao do algoritmo de projegao na solucao de
sistemas lineares de grande porte. Em média, a cada treés iteracoes foi calculada a fatoracao

incompleta de Cholesky da matriz AOAT e utilizada como precondicionador nas iteracoes
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subseqiientes. Mehrotra [66] utiliza o mesmo precondicionador para resolver os sistemas de
equagoes normais em um algoritmo afim escala dual. A fatoracao é calculada em todas as
iteragoes. Resende e Veiga [80] utilizaram o método do gradiente conjugado precondicionado
para resolver os sistemas lineares presentes na aplicagao de um algoritmo afim escala dual
especializado na solucao de problemas de fluxo de custo minimo em redes nao capacitadas
bipartidas. Foram usados dois precondicionadores; um diagonal e outro baseado na matriz
de incidéncia de uma arvore geradora de peso méaximo. Carpenter e Shanno [22] resolvem
problemas de programacao linear e quadratica por um algoritmo de pontos interiores que uti-
liza o0 método do gradiente conjugado com um precondicionador diagonal. Portugal, Veiga,
Resende e Judice [79], propuseram o método truncado primal-invidvel dual-vidvel, focando
a solucao de problemas de fluxo em redes. Nas primeiras iteracoes, o precondicionador é
construido com a diagonal da matriz A©AT e depois substituido por um precondicionador
arvore geradora. Wang e O’Leary [90] propoem o uso de um algoritmo adaptativo para
determinar as direcoes de Newton presentes na aplicacao de métodos de pontos interiores a
problemas de programacao linear. E utilizado um procedimento para decidir entre métodos
diretos ou iterativos. Quando métodos iterativos sao escolhidos é possivel determinar se o
precondicionador deve ser atualizado ou reinicializado. Juidice et al [54] fizeram um estudo
comparativo de uma classe de precondicionadores utilizados na solugao de problemas de redes
por métodos de pontos interiores. Mais recentemente, Frangioni e Gentile [35] propuseram
uma classe de precondicionadores para resolver sistemas com matrizes simétricas originadas
em problemas de fluxo de custo minimo. Estes precondicionadores sao construidos baseados
na idéia de extrair da matriz de incidéncia um subgrafo que contenha uma arvore geradora,
para a qual é possivel determinar a fatoracao de Cholesky com preenchimento minimo. Todos

os trabalhos citados resolvem o sistema de equagoes normais.

Gill, Murray, Ponceléon e Saunders [42] desenvolveram uma série de precondicionadores
para tratar com matrizes simétricas indefinidas originadas em problemas de otimizacao. Os
problemas sao resolvidos utilizando SYMMLQ com a adi¢ao de precondicionadores definidos

positivos. A seguir, sao descritos quatro desses precondicionadores.

Considere Kz = z o sistema linear (3.2). Seja M = CCT o precondicionador requerido pelo

SYMMLQ. A solugao é obtida resolvendo implicitamente o sistema
C'KCTy=C"'2, sendo y=CTx.

Os precondicionadores foram desenvolvidos baseados em particoes das matrizes A e O, a
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fim de evitar o malcondicionamento ocorrido pelas grandes variagoes nos elementos de ©

conforme as iteragoes do método primal-dual prosseguem.

Sejam A = (Ay, Ap) e © = diag(Oy,0p). O simbolo N relaciona as varidveis que estao
proximas ao limite, enquanto B representa as restantes. A particao ocorre levando em con-
sideracao que Ap deve possuir posto completo e ser quadrada. O primeiro precondicionador

foi projetado para eliminar as maiores entradas em @71,

_1
0y 0 0
My=CiCT;  Ci=| 0o 1 0], (4.1)
0 0 I
1 T
I 0 (ANO3)
crlKCr T = 0 Op AT :
(An0%) Ap 0

O representa os (n —m) maiores elementos em ©~!, sendo n e m o ntimero de varidveis e

restricoes do problema. O segundo é um precondicionador bloco diagonal,

1
07 0 0
My=CyCT; Co=| 0 AL 0o |, (4.2)
0 0 I
1 T
I 0 (AN©O3)
Cy KOyt = 0 AztegtAg! I
(An©3) I 0

A solucao do sistema com a matriz precondicionada envolve alguma fatoracao esparsa da
matriz Ag. Os dois precondicionadores restantes foram desenvolvidos para tratar com pro-

blemas degenerados,

_1
Oy 0 0
M3 — Cgcg : 03 — 0 Ag %@BIABI R (43)
0 0 I
1 T 1T
I | T3UANO) (URTeR'E)  (AneR)
C'KC" = | _L(azTe A (Ane]) 0 !
(ANQJ%\T) ! 0
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1
Em geral, conforme as iteragdes evoluem, as parcelas (AxO3%) e (A" ©5'A5') tornam-se

pequenas. O precondicionador M, tem a seguinte forma:

_1
Oy 0 0
M, = C'4CZ : Cy= 0 L %@ngL—T ., sendo AL = LU ; (4.4)
0 0 Ut
1T 1 T
I —L(UANOZ) (LT'ey'L"T) (U-TANOF)
COECT = | _L ey LT U T AN} 0 I
(U*TANGI%V) I 0

Baseado nestas idéias, Oliveira [73] propos dois precondicionadores para tratar com proble-
mas degenerados. O autor considera muito rigido eliminar um ntimero fixo de varidveis com

o precondicionador C e propoe,

_1
2

) S 0 1 0
Cr= 0 @; 01, (4.5)
0 0 0
1 _ _
tal que, © .* ¢ formado pelos elementos em ©~! maiores que 10789, sendo ¢ a maior entrada

_ 1
de ©~'. Os elementos restantes de ©~' sdo fixados para 107°) e armazenados em © ;°.

O outro precondicionador é baseado na fatoracao incompleta de Cholesky da matriz A© AT,

N

) 0

0
0 | ., sendo AGAT = LL". (4.6)

N|=

Cy= C)

o O =
ll

B
0
Os resultados computacionais obtidos com MINRES precondicionado por Cy foram superi-

ores em relacao a CYy.

Durrazzi e Ruggiero [31] resolvem o sistema aumentado originado na solugao de problemas
de programagao quadratica utilizando gradiente conjugado. Dois precondicionadores para os
sistemas indefinidos sao projetados e as propriedades tedricas do sistema precondicionado sao
analisadas. Uma nova classe de precondicionadores para os sistemas aumentados originados
em problemas de programagcao linear e nao lineares é investigada por Keller et al. [57].

Haws e Meyer [50] propoem trés precondicionadores para o sistemas aumentado. Os dois
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primeiros aplicam fatoragoes incompletas no sistema de equagoes normais. O outro é baseado

na fatoracao incompleta LU da matriz indefinida, apds ser realizado um pré-processamento.

Mais recentemente, Bergamaschi, Gondzio e Zilli [15] desenvolveram precondicionadores para
resolver os sistemas indefinidos originados em problemas de programacao quadratica e nao

linear, ou seja

—Q - @1_1 AT Aw bl
A @2_1 Ay bg

sendo ©; € R™" e O, € R™*™ matrizes diagonais com elementos positivos, definidas de
acordo com o problema que estd sendo resolvido. Para facilitar a notagao os resultados foram
apresentados para programacao quadrética com restrigoes de igualdade (O = 0), e depois

extendidos ao caso nao linear.

O precondicionador foi projetado eliminando todos os elementos fora da diagonal de @),

E AT ] .
P = , B = —diag(Q) — e ;
A 0

e calculado, por duas formas distintas:

E AT

P = =LDL" e (4.7)
A 0
E AT I 0 E 0 I EAT

P2 - == y (48)
A 0 AE! Ly 0 —Dg 0 Lg

sendo AE~'AT = LyDyLL.

Estes precondicionadores sao matematicamente equivalentes e diferem apenas na forma como
sao implementados. Eles foram desenvolvidos com o objetivo de tornar a fatoracao mais
esparsa, sem perder as propriedades numéricas do problema. Note que, esta estratégia nao
é interessante para programacao linear, pois o custo da fatoracao serd o mesmo que em
abordagens diretas. Os autores mostraram que em problemas de programacao convexa, a

matriz precondicionada possui todos os autovalores positivos. Foram realizados testes com

os métodos do Gradiente Conjugado [51], BICGSTAB [87], GMRES [84] e QMR [38].

Muitos dos precondicionadores propostos para os sistemas indefinidos, originados em

métodos de pontos interiores, foram desenvolvidos para resolver problemas de programacao
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quadrética e nao linear. Normalmente, esses precondicionadores nao sao eficientes na solugao
de problemas de programagao linear de grande porte. Entretanto, Oliveira [73] propos uma
classe de precondicionadores, denominada precondicionador separador, especialmente pro-
jetada para os sistemas indefinidos originados em problemas de programacao linear. Uma
caracteristica importante dessa classe é a opcao de reduzir o sistema precondicionado inde-
finido a um definido positivo, similar as equag¢oes normais, permitindo o uso do gradiente
conjugado. O precondicionador separador apresenta melhores resultados nas proximidades
da solucao 6tima, quando os sistemas ja sao muito malcondicionados. A Tabela 4.1 ilustra
o comportamento do gradiente conjugado precondicionado com a fatoracao incompleta de
Cholesky e com precondicionador separador, na solucao do problema KEN13 presente na

NETLIB.

E interessante observar que o precondicionador com a fatoracao incompleta apresenta me-
lhores resultados nas primeiras iteracoes e se deteriora nas tultimas, quando o sistema se torna
altamente malcondicionado. O precondicionador separador tem comportamento inverso; as

ultimas iteragoes sao as que apresentam o melhor desempenho.

Baseado nestes fatos, propomos o desenvolvimento de um precondicionador hibrido para
resolver os sistemas lineares originados em problemas de programacao linear. Este precon-

dicionador sera descrito no préximo capitulo.
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Tabela 4.1: KEN13: Iteracoes de método gradiente conjugado.

[74, Tabela 1, pg20].

Iteragoes internas
iteracoes Cholesky | Precondicionador
PI | Incompleto separador
0 49 195
1 49 203
2 45 258
3 39 190
4 24 171
5 24 185
6 20 128
7 22 130
8 22 133
9 32 126
10 44 108
11 71 91
12 104 92
13 171 76
14 323 63
15 480 52
16 834 43
17 1433 34
18 2146 30
19 4070 22
20 7274 18
21 11739 17
22 15658 15
23 24102 12
24 13463 10
25 5126 6
Média 3360 84




Capitulo 5

Precondicionador hibrido para

problemas de programacao linear

Muitas abordagens iterativas tém sido usadas para resolver os sistemas de equagoes de New-
ton presentes em métodos de pontos interiores. Muitas delas constroem seus precondiciona-
dores baseados em fatoracdes incompletas da matriz A©A”. Em geral, a matriz © se altera
rapidamente durante as iteragoes de pontos interiores e torna-se altamente malcondicionada
nas iteracoes finais. Por esta razao é dificil encontrar uma estratégia de precondiciona-
mento para os métodos iterativos que produza bom desempenho durante todas as iteracoes.
Precondicionadores baseados em fatoragoes incompletas mostram-se eficientes nas primei-
ras iteracoes e se deterioram nas tultimas. Por outro lado, o precondicionador separador

apresenta melhores resultados nas iteragoes finais.

Neste capitulo, estamos propondo aplicar o método do gradiente conjugado para resolver o

sistema de equagoes normais (3.3) utilizando um precondicionador hibrido M [16],
MY AOATYM T = M~ (AO(rg — X 'r,) + 1), (5.1)

sendo 7 = MT Ay. Nossa abordagem assume a existéncia de duas fases durante as iteracoes
de pontos interiores, que sao definidas como fase I e fase II. Na primeira delas o precondi-
cionador M é construido usando a fatoracao controlada de Cholesky, que sera descrita na
Secao 5.1. Apds a mudanca de fases ser identificada, M sera contruida pelo precondicionador

separador, o qual sera apresentado na Secao 5.2.
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5.1 Fatoracao controlada de Cholesky

A fatoragao controlada de Cholesky (FCC) foi proposta, em 1995, por Campos [19]. Ela é
uma variacao da fatoracao incompleta, cujo objetivo principal estd em construir uma matriz
precondicionadora que possua os autovalores agrupados e préximos a unidade, de forma a
acelerar a convergéncia do método do gradiente conjugado. A FCC foi usada com sucesso
na solucao de sistemas lineares originados em problemas de equacoes diferenciais parciais
com dependéncia do tempo [20]. Apesar de ter sido desenvolvida para aplicagbes gerais,
este tipo de fatoracao tem algumas propriedades desejaveis do ponto de vista de otimizacao,
tais como, armazenamento previsivel e controle do preenchimento de acordo com a memoria

disponivel. No entanto, ainda nao tinha sido usada nesse contexto.
Considere a matriz A©OAT € R™ " fatorada em:
AOAT = LL" = LI+ R (5.2)

sendo:

L = fator obtido pela fatoracao completa de Cholesky;

L = fator obtido pela fatoracao incompleta de Cholesky;

R = matriz resto.

Usando L como uma matriz precondicionadora para AOAT, obtém-se
LY AOAN L™ = (L)LY LTy = (L'L)(L'L)T .
Definindo, E = L — L e substituindo na igualdade acima, tem-se:
L AeA LT =1+ L'E) I+ L 'E)T.
Observe que, quando L — L entdo E — 0 e LY (AOAT)L™T — 1.
Duff e Meurant [29] mostraram que o nimero de iteragoes necesséarias para convergéncia pelo

método do gradiente conjugado esta diretamente relacionado com a norma de R, sendo R

expresso por:
R=LET +ELT.

A FCC é construida baseada na minimizagao da norma de Frobenius de F, visto que, quando

|E|l — 0= ||R|| — 0. Para tal, considere o seguinte problema

min || E|*, = ch, sendo ¢; = Z |li; — l;j|2 . (5.3)
i=1

Jj=1
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Dividindo ¢; em dois somatorios, tem-se

m;+mn ) n
7 2
=2 g =Ll + Y gl
k=1 k=mj+n+1

sendo
m;: nimero de elementos nao nulos abaixo da diagonal na j-ésima coluna da matriz A©A”;
7: numero extra de elementos nao nulos permitido por coluna;

n: ordem da matriz.

Note que, no primeiro somatorio estao os m;+n elementos nao nulos da j-ésima coluna de L.
O segundo, contém apenas os elementos do fator completo L que nao estao em L. Baseado

nesses fatos, o problema (5.3) pode ser resolvido, utilizando a seguinte heuristica

e Aumentando o fator 7, permitindo maior preenchimento. Desta forma, c; decresce,
pois o primeiro somatério contém mais elementos. Isto é semelhante a minimizacao
nao seletiva que ocorre quando niveis de preenchimento sao usados nas fatoracoes

incompletas.

e Escolhendo os maiores m; 4+ 1 elementos de L, em valor absoluto, para 7 fixo. Desta
forma os maiores elementos estao no primeiro somatério e os menores no segundo,
produzindo um fator L 6timo, para uma determinada quantidade de armazenamento.

Este é um esquema de minimizacao seletiva, semelhante ao de retirada por tolerancia.

Uma coluna do precondicionador é calculada por vez, sendo armazenados os maiores ele-
mentos em valor absoluto. Dessa forma, uma melhor aproximagao para o fator completo é
obtida com a quantidade de memoria disponivel. As principais caracteristicas desse precon-

dicionador sao descritas a seguir.

Escolha de elementos por valor - A FCC nunca considera o padrao de esparsidade da matriz
original. Os elementos armazenados no precondicionador podem ou nao estar nas posigoes
correspondentes aos da matriz original, ja que a escolha é feita por valor e nao por posicao.
Este fato, produz melhores precondicionadores comparados aos que conservam o padrao de

esparsidade.

Generalizagdo do ICD (/mproved Incomplete Cholesky Decomposition)- Jones e Plassmann [53]

desenvolveram uma classe de precondicionadores na qual o padrao de esparsidade da matriz
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original é ignorado. Naquela abordagem é escolhido um niimero fixo de elementos nao nulos
em cada linha ou coluna do precondicionador. Este ntimero é o mesmo da matriz original,
mas os elementos armazenados sao os maiores em valor absoluto. Dessa forma, a FCC pode
ser vista como uma generalizagao do IICD, uma vez que, o nimero de elementos nao nulos

em cada linha ou coluna do precondicionador pode variar.

Incremento exponencial para evitar falhas na fatoragdo incompleta - Manteufell [64] provou que
se a matriz dos coeficientes V' for simétrica e definida positiva entao existe uma constante
a > 0, tal que a fatoracao incompleta de V +al existe. Uma das dificuldades ao utilizar esse
critério é determinar o menor valor de a que garanta a existéncia da fatoracao incompleta.
Jones e Plassmann [53] utilizam um incremento linear. Para que se tenha uma menor

perturbacdo na diagonal a FCC utiliza um incremento exponencial dado por a; = 5.10742¢~1,

Precondicionador versatil - Esta classe de precondicionadores pode ser construida levando em
consideracao a disponibilidade de meméria. O parametro 1 pode variar de —n a n, sendo
n a ordem da matriz. Se n = —n sera feito apenas o escalonamento diagonal na matriz,
para que ela possua diagonal unitaria. Para n = 0, o fator L requer o mesmo espaco de
armazenamento da matriz A, mas o padrao de esparsidade normalmente nao serd o mesmo,
ja que o critério de selecao é baseado nos valores numéricos dos elementos e nao em suas
posicoes. Quando 1 = n, ter-se-a a fatoragao de Cholesky completa. Conforme n aumenta a
matriz precondicionada tende para a identidade, conseqiientemente, o nimero de iteracoes
necessarias para determinar a solucao pelo método do gradiente conjugado é reduzido, mas
o tempo de precondicionamento aumenta. Uma boa escolha de n garante um menor tempo

para a solucao do sistema.

Armazenamento previsivel - Em fatoracoes incompletas de Cholesky o preenchimento é per-
mitido pela adigao de niveis. ICD(0), denota a fatoragdo incompleta de Cholesky com nivel
zero de preenchimento, ou seja, nenhum preenchimento é permitido. Quando niveis de pre-
enchimento sao usados, nao é possivel, sem uma fatoracao simbdlica, prever a quantidade de
memoria que serd necessaria para armazenar o precondicionador. Entretanto, como mostra
a Tabela 5.1 na FCC o armazenamento é previsivel, uma vez que sao armazenadas apenas

os m;j + 1 maiores elementos no precondicionador.

Embora a FCC(n) necessite maior quantidade de armazenamento quando comparada a

ICD(0), ela apresenta uma estrutura de dados mais versatil que permite que o ntimero
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Tabela 5.1: Quantidade de memdria usada na ICD(0) e na FCC(n).

n: ordem de matriz AOAT, m: niimero de elementos nao nulos em AQAT
7n: fator que controla o preenchimento,

1, r: numero de bytes para varidveis inteiras e reais.

matrizes numero de bytes para i=4 and r=8
A0 AT (i +7r)m+in+i 12m +4n + 4
AOAT + Licp(o) (i +2r)m +in +i 20m + 4n + 4
AOAT + Lecr | (3i+2r)ym + (2 4+ 7)n + 2i)n + 2i |28m + (161 + 8)n + 8

de elementos em L seja variavel.

A Figura 5.1 apresenta uma versao do algoritmo FCC dado em [20]. Inicialmente, a coluna
j de L é calculada, depois selecionam-se os m; + 1 maiores elementos em valor absoluto e
descarta-se o restante, sendo m; o nimero de elementos nao nulos da coluna j de AOAT.
Os parametros de entrada para o algoritmo sao a matriz A=AOAT, a ordem n da matriz
e o fator n para controle de preenchimento. Tem-se como parametro de saida, a matriz

precondicionadora L=L.

Matrizes precondicionadas por fatoragoes incompletas podem perder a propriedade de se-
rem definidas positivas, ocorrendo presenca de elementos muito pequenos ou imaginarios
na diagonal da matriz L. Entretanto, muitas estratégias para evitar este problema foram
desenvolvidas. Na FCC, esse processo ¢é realizado utilizando o incremento exponencial, para
tal, admite-se que a matriz tenha diagonal unitaria. Note que, antes da fatoracao ser feita é

aplicado um escalonamento diagonal na matriz.



5. Precondicionador hibrido para problemas de programacao linear

Algoritmo FCC
{ Objetivo: Construir uma matriz precondicionadora para A utilizando a FCC }
pardmetros de entrada n, A, 7
{ ordem, matriz a ser decomposta, controle de preenchimento }
parametros de saida L { matriz precondicionadora }
D « diagonal (A)
A D-124AD-1/2
c«—0; 10
repita
falha « falso
para j < 1 atén faga

tk<—lj,kdk, 1§/{Z§j—1
j—1
wi — ljpd; — a;; _Zli,ktIm J+1<i<n
k=1
m; < numero de elementos nao nulos nesta coluna de A

w < selecao dos m; + 1 elementos de w
j—1

dj «— 1 —le7ktk+0'
k=1
se dj < €, entédo

l—14+1; 0510742
falha « verdadeiro
interrompa
fim se
para k « 1 até m; +n faga
iy, «— Indice da linha selecionada
lij — wy,/d;
fim para
fim para
se (nado falha) oul > 25
entdo interrompa
fim se

fim repita

fim algoritmo

Figura 5.1: Fatoracao controlada de Cholesky.
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5.2 Precondicionador separador

Com o objetivo de evitar o uso de AOAT na construcao do precondicionador, Oliveira de-
senvolveu uma nova classe de precondicionadores para os sistemas aumentados [73]. Esse
precondicionador pode ser visto como a generalizacao do precondicionador proposto por
Resende e Veiga no contexto de problemas de custo minimo em redes [80]. A principal ca-
racteristica dessa classe de precondicionadores é que ela apresenta melhores resultados nas
proximidades da solucao 6tima, quando os sistemas lineares ja sao muito malcondicionados.
Entretanto, esse precondicionador falha em obter convergéncia nas primeiras iteragoes de
algumas classes de problemas. Foram obtidos bons resultados usando um precondicionador

diagonal nas primeiras iteracoes [74].

Considere o seguinte precondicionador em blocos para o sistema indefinido (3.2),

F G
H J

M=

A matriz de (3.2) precondicionada por M1, tem a seguinte forma,
—FO'FT + FATGT + GAFT —FO'HT + FATJT + GAHT
—HO'FT + HATGT + JAFT —HO'HT + HATJT + JAHT

Os blocos F, G, H e J foram construidos com o objetivo principal de evitar a presenca de

AOAT na matriz precondicionada. Primeiro, ¢ feito J = 0 e a matriz se reduz a,

—FO'FT 4 FATGT + GAFT —FO'HT + GAHT
—HO'FT + HATGT —HO1HT

Para que os blocos fora da diagonal sejam nulos, é atribuido G = (HAT)"*HO1FT,

—FOIFT 4 FATGT + GAFT 0
0 —HO1HT

Fazendo H = [I 0]P, onde P é uma matriz de permutacio tal que HA” é nao singular, o

bloco HO 'HT é equivalente a uma matriz diagonal, denotada por @]_31, sendo,

oy 0
0 o4

ro—pT =

Por 1ultimo, atribui-se F' = o:.
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A matriz precondicionada por M~! é dada por,

Ot AT —I+03ATGT + GAO: 0
M! M = * * , (5.4)
A 0 0 -0
sendo,
—1 0: G To—5 p-1 T
M= , G=H'0,"B™', HP=1[I0] ¢ APT =[B N].
H 0

O sistema aumentado possui dimensao n + m, sendo n o niimero de variaveis e m o nimero
de restri¢oes do problema. Além do uso das equagoes normais ser evitado, pode-se considerar
que o precondicionador reduz a dimensao do sistema aumentado para n, uma vez que a parte

inferior é formada apenas pela matriz diagonal ©3' e, portanto facilmente resolvida.

O sistema de dimensao n envolve a matriz indefinida,
—T+0247GT + GAO:. (5.5)
Pelo Lema 5.1 ([73, Lema 5.1]), esta matriz pode ser escrita na forma,
K=—-1,+U"VT+VU, (5.6)
sendo UV =VTUT =1, e U, VT € R™*™,
Matrizes deste tipo apresentam propriedades tedricas interessantes.

1
Lema 5.1. Seja A = [B; N], com B ndo singular e G = H'©4?> B!, sendo H = |[I;0].
Entio GTO3AT = AO3G = I.

As principais caracteristicas do precondicionador separador sao descritas a seguir:
Redugdo a um sistema definido positivo: a matriz (5.5) pode ser transformada em
-3 p-1 Tp-To "3
I, +©5°B " NOyN" B 0Op° (5.7)
ou
1 1
Lim +O43NT"BTOL'BT'NO, . (5.8)

Essas matrizes tem dimensoes m e n—m, respectivamente, sao simétricas, definidas positivas

e apresentam propriedades importantes relacionadas com a matriz indefinida K. Uma delas
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¢ que todos os autovalores sao maiores ou iguais a um. Essa caracteristica é interessante, ja
que autovalores muito proximos de zero, geralmente, prejudicam o desempenho de métodos
iterativos na solucao dos sistemas lineares. Resultados numéricos mostram que o gradiente
conjugado apresenta desempenho superior na solucao do sistema envolvendo a matriz definida

positiva (5.7), quando comparado ao SYMMLQ), para resolver (5.5).

Equivaléncia as equa¢des normais: a matriz (5.7) pode ser obtida utilizando o sistema de
equagoes normais. Considere A = [B N]P sendo P uma matriz de permutacao tal que B é

nao singular, entao,

ABAT = BOgBT + NOyNT . (5.9)
Multiplicando a equagao (5.9) por @];%B‘1 e pos multiplicando por (@];%B_l)T tem-se:

T=0,BY(A0A)B 1O, = + WWT, (5.10)
sendo W1 = @];%B‘IN@J%V.

Note que, perto da solucdo ao menos n — m elementos em ©~! sao grandes. Dessa forma,
uma escolha adequada das colunas de B, faz com que os elementos em @E;l e Oy sejam
muito pequenos perto da solucao. Neste caso, W aproxima-se da matriz nula, T se aproxima

da matriz identidade e os maiores autovalores de T' e ko(T') se aproximam da unidade.

Estratégia para determinar B: o preco pago por evitar o uso do sistema de equagoes normais é
determinar quais colunas de A devem ser escolhidas para formar B e resolver um sistema com
esta matriz. Entretanto, a fatoragao QB = LU é tipicamente mais facil de calcular do que a
fatoracdo de Cholesky de A©AT. A forma como as colunas de A devem ser escolhidas para
formar B, tem influéncia no precondicionador. A estratégia para formar B é minimizar ||W]|.
Perto da solucao a matriz precondicionada se aproxima da identidade, ja que os elementos
em O3' e Oy sdo muito pequenos. Para isso, foi utilizada uma heurfstica que seleciona as

m colunas linearmente independentes em A©® com menores normas.

Fatoracdo LU: como o conjunto de colunas linearmente independentes nao é conhecido no
inicio do processo, a estratégia mais economica para esta aplicagao é trabalhar com uma
coluna por vez. Neste caso, quando uma coluna linearmente dependente aparece ela é elimi-
nada da fatoracao e o método continua com a préxima coluna dada pela heuristica. Outro
fator importante é o controle do preenchimento excessivo que pode ocorrer durante a fa-

toracao. O precondicionador separador utiliza uma técnica que consiste em interromper a



5. Precondicionador hibrido para problemas de programacao linear 51

fatoracao quando o nimero de elementos nao nulos for superior ao de AOAT, e reordenar
as colunas encontradas para obter uma fatoracao mais esparsa. Em seguida, a fatoracao
é reiniciada e o processo se repete até que as m colunas linearmente independentes sejam
encontradas. Outra fatoracao LU é calculada, sendo geralmente muito mais esparsa que a
anterior, principalmente, em problemas de maior dimensao. Assim, o trabalho de calcular

uma nova decomposicao ¢ compensado na solucao do sistema linear pelo método iterativo.

Conjunto de colunas: o mesmo conjunto de colunas linearmente independentes pode ser usado
durante algumas iteragoes para construir o precondicionador. Desse modo, essas iteracoes
sao mais rapidas, ja que a maior parte do tempo esta em escolher as colunas e calcular a
fatoracao LU. Como a matriz ©~! é alterada durante todas as iteracoes o precondicionador

nao sera 0 mesmo.

Uma cuidadosa implementacao do precondicionador separador apresentou desempenho su-
perior, quando comparada ao método direto na solugao de algumas classes de problemas de
programacao linear de grande porte. Nessa implementagao é utilizado um precondicionador
diagonal nas primeiras iteragoes. Todavia, em alguns problemas, mesmo de pequeno porte,
o precondicionador diagonal perde eficiéncia muito antes que o precondicionador separador
esteja em condigoes de apresentar bom desempenho. Nestes casos, a convergéncia pode ser

muito lenta ou até mesmo nao ser obtida.

A fatoragao controlada de Cholesky ¢é utilizada para melhorar o desempenho e a robustez

deste precondicionador.



Capitulo 6

Experimentos numeéricos

Neste capitulo sao apresentados os experimentos numéricos realizados com a fatoragao con-
trolada de Cholesky e o precondicionador hibrido na solugao de problemas de programagao
linear. Como o objetivo principal do trabalho estd focado na solucao dos sistemas lineares

originados em problemas de programacao linear, utilizamos o cédigo PCx, descrito a seguir.

6.1 O cdédigo PCx

O cédigo PCx [25] foi desenvolvido no Optimization Technology Center at Argonne National
Laboratory and Northwestern University e implementa o algoritmo primal-dual preditor-
corretor [67] com multiplas corregdes [46]. Esta abordagem é considerada ser a mais eficiente
das variantes de pontos interiores. As rotinas estao implementadas na linguagem C, exceto
a parte responsavel pela solucao dos sistemas lineares, que é feita utilizando uma biblioteca

para fatoragao esparsa de Cholesky, desenvolvida por Ng e Peyton [72] em FORTRANT7.

O PCx trabalha com problemas de programacao linear no formato MPS. Os problemas
podem conter restrigoes de igualdade e desigualdade, variaveis livres e limitadas. Uma rotina
converte os modelos em um formato padrao e apds a solucao ser encontrada é transformada

em termos da formulacao original.

Para simplificar a notacao, optamos por apresentar o algoritmo primal-dual no Capitulo 2

sem considerar varidveis com limite superior. No entanto, para descrever o método imple-
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mentado no cédigo PCx foi utilizado o seguinte modelo primal,

min T (6.1)
s.a. Ar =b
0 S Z; S Uj, 1elU

sendo A € R™" b € R™, ¢c € R*, z € R* e U o conjunto de indices das varidveis nao

limitadas superiormente. Associado ao modelo primal, tem-se o dual,

max  bly — Z ;T (6.2)
icU
sa. Aly+zi—ri=¢; i€U

(r,z) >0,

em que, y, z € R" e r é um vetor de dimensao |U].

Critério de Parada - O algoritmo termina em um dos quatro estagios descritos a seguir. A

notagao ||(z,y)|| denota a norma-2 do vetor [z y].

e Estagio 6timo: a solucao é considerada 6tima quando satisfizer

[Cre, ) :
— " < f 1 .

T [Tl = prifeasto (6.3)
Il < dualfeastol (6.4)

L+ lc]

|cfx — 0Ty — 3" wiri)|
< tol 6.5
1+ |cTx| = opo (6.5)

sendo,
prifeastol=10"%, dualfeastol=10"% e optol=10"% as tolerancias;
rn=Ar—b e r.=ATy+2—r —c osresiduos para inviabilidade primal e dual;

ry = & 4+ w — u o residuo para as restrigoes de limite superior.
No c6digo PCx, que nos foi disponibilizado, o critério (6.5) esta substituido por,

T T
i e z+ (u—ax)'r
1+ |cTx| < optol, sendo pu = - , (6.6)




6. Experimentos numéricos o4

mas em nossos experimentos decidimos utilizar o critério original (6.5), por ser mais

rigoroso.

e Estagio inviavel: pode ser detectado utilizando a fungao de mérito ¢, definida por

Cro, )l 7| " — (bTy — S wiry)|
max(L [|(b,w)l)) ~ max(1, [lell) ~ max(1, (b, w)l], llell) -

gb(y,% 87w75) =

Em geral, para problemas em que uma solucao primal-dual existe ¢ decresce para zero
apos oscilar nas primeiras iteracoes. Por outro lado, em problemas invidveis ¢ pode

sofrer um acréscimo consideravel. A inviabilidade do problema é detectada quando,

¢(yk7 Ly Sk, Wi, sk) 2 max(10—8’ 105¢min[k])a
sendo ¢min|k] 0 menor valor de ¢ encontrado até a k-ésima iteragao.

e Estagio desconhecido: pode ocorrer em duas situagoes. A primeira delas identifica

convergéncia lenta, com o teste
1
Gminlk — 30] > qumin[k] e k> 30.

A outra condigao ocorre quando p é reduzido muito mais réapido que ||(ry, 7)€ ||7l,
identificando a perda da relacao do verdadeiro gap entre os valores da funcao objetivo
primal e dual,

k ..k k
( ol s e >10_8) ) (max(ﬂ(rb,ru)n,||rcu>/uk>106).

L+ |67, uT)]] 1+l max(|[ry, r) [1rell)/mo

e Estagio sub-étimo: a solucao é considerada ser sub-6tima quando nenhum dos itens

anteriores sao satisfeitos e o nimero de iteragoes atinge um limite pré-estabelecido.

6.1.1 Solucao dos sistemas lineares: versao original

Na versao original do cédigo PCx é implementada a abordagem direta para resolver o sistema
de equacgoes normais, que utiliza a fatoracao esparsa de Cholesky concebida por Ng e Peyton.
Um dos problemas encontrados ao utilizar este tipo de fatoracao em métodos de pontos
interiores ¢ a ocorréncia de pivos muito proximos de zero, que geralmente aparecem durante
as iteracoes. Para contornar essa situacao, pivos menores que 1073° sdo substituidos por

10138, As principais estapas da solucao dos sistemas sdo:
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e Reordenamento: utiliza o método de minimo grau para determinar uma matriz de
permutacao P que reduza o preenchimento e o trabalho requerido durante a fatoracao.

Esta estratégia é idéntica a usada no SPARSPAK.

e Fatoracdo simbdlica: gera uma estrutura de dados compacta na qual o fator de Cholesky

sera calculado.

e Fatoracdo numérica: calcula o fator de Cholesky na estrutura de dados criada na fa-
toracao simbdlica. Esta rotina explora a hierarquia de memoria; trabalha com blocos
de colunas que nao ultrapassam a memoria cache e utiliza técnicas de loop unrolling

para diminuir o tempo das multiplicagoes matriz-vetor.
e Solugdo numérica: resolve os sistemas triangulares para determinar a solugao.

e Tratamento de colunas densas: colunas densas sao identificadas no inicio do processo
e excluidas do calculo de A©AT. A matriz A ¢é dividida em uma parte esparsa A, e

outra densa A, e a matriz © é particionada em O, e ©,. Dessa forma,
AOAT = A,0,AT + A,0,AT = M + A,0AT.

A matriz M é esparsa, e portanto pode ser fatorada em PMPT = LL”. Aplicando a

férmula de Sherman-Morrison-Woodbury tem-se,

(M + Ag©ATY ™ = M~ — (M Ay)(Og + ATM 1 Ay) AT M,

e Refinamento da solugdo: quando o residuo da solucao do sistema for maior que um
valor pré-estabelecido é aplicado um refinamento iterativo para melhorar a precisao.
Esse processo ¢ feito utilizando o método do gradiente conjugado precondicionado pelo

fator de Cholesky.

Como a estrutura da matriz A© AT nao é alterada durante as iteracoes, a fatoracao simbdlica

e o reordenamento sao feitos uma tnica vez, no célculo da solugao inicial.

6.1.2 Solucao dos sistemas lineares: versao modificada

O método do gradiente conjugado precondicionado pelo precondicionador separador foi agre-
gado ao cédigo PCx por Oliveira e Sorensen [74]. Nas iteragoes iniciais foi utilizado um pre-

condicionador diagonal. Entretanto, em algumas classes de problemas o precondicionador
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diagonal perde eficiéncia muito antes que o precondicionador separador esteja em condigoes

de obter bom desempenho.

A fatoragao controlada de Cholesky se adequa muito bem a esta situacao, visto que é possivel
controlar o preenchimento e com isso a qualidade do precondicionador. Para adicionar a FCC

ao PCx, foram implementadas as seguintes rotinas:

1. NulosAThetaAt : calcula o ntimero de elementos nao nulos em AGAT.
2. EstruDadosAThetaAt: calcula a estrutura de dados para armazenar AG©AT.

3. PrecondAThetaAt: calcula o precondicionador LDL™ para a matriz A©OA”. Esta rotina

tem como subrotinas os precondicionadores escala diagonal e FCC.

4. SolvelDLt: resolve o sistema LDLTx =y, para um dado vetor .

Nao utilizamos as rotinas disponiveis no cédigo PCx para calcular A©AT, pois a estrutura
de dados nao era compativel com a da FCC. Todas as rotinas foram implementadas na
linguagem C, exceto a FCC e o escala diagonal, que estao implementadas em FORTRAN77

e foram fornecidas pelo autor.

A matriz A©OAT é usada apenas para construir o precondicionador. Como a FCC é feita por
colunas, nao é necessario construir fisicamente A©AT. Esta é uma caracteristica desejavel,
uma vez que AOAT pode ser densa e, conseqiientemente, requerer grande quantidade de
memoria para armazenamento. Implementamos uma versao do codigo que trabalha neste
cendrio. A FCC é construida em m passos, sendo m a ordem da matriz A©A”. A cada passo
é calculada uma coluna de AOA” e a coluna referente do precondiconador. Dessa forma, é
utilizado apenas um vetor de dimensao m para armazenar os valores numéricos das colunas
de AOAT. Porém, quando ocorrem falhas na diagonal ao construir o precondicionador (ver
Secao 6.3.3) é necessdrio recalcular a matriz A© AT para que uma nova fatoracao seja feita.
Em nossos experimentos optamos por utilizar a versao em que a matriz AOAT é construida

fisicamente, pois na maioria dos casos ela apresenta melhor desempenho.
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6.2 Problemas testes

Os problemas usados como testes sao apresentados na Tabela 6.1. Esses problemas foram
selecionados como uma forma de identificar classes de problemas onde a abordagem hibrida
tem bom desempenho. Alguns desses testes sao problemas de programacao linear disponiveis
em dominio publico na NETLIB [3], STOCHLP [5], MISC [1, 2]. Os modelos QAP sao
da colecao QAPLIB [18] com a modificagdo descrita em [75]. O problema KBAPAH?2 [12]
pertence a uma cole¢ao de problemas altamente malcondicionados nos quais implementacoes
robustas tais como, PCx e HOPDM nao atingem a solugao étima. A Tabela 6.1 descreve as
caracteristicas dos problemas testes. O nimero de linhas, colunas e elementos nao nulos sao

referentes aos problemas apds a fase de pré-processamento.

6.3 FCC em problemas de programacao linear

Foram adotados os parametros originais do PCx, exceto as multiplas corregoes de centrali-
dade [46] que implicam na solucao de varios sistemas lineares a cada iteragdo. Essa estratégia
é mais adequada para tratar com abordagens diretas, ja que a fatoragao é feita uma tunica
vez. Eliminando as multiplas corregoes, tem-se o método primal-dual preditor-corretor e
sao resolvidos dois sistemas lineares a cada iteracao. Em todos os experimentos foi utili-
zado como critério de parada para o gradiente conjugado a norma Euclidiana do residuo
||r|] < 107" para resolver o primeiro sistema (direcdo afim = A,), ||r|| < 1078 para resol-
ver o segundo (dire¢do final = A, + A, ), e o nimero maximo de iteragoes é definido como

m, sendo m a ordem do sistema.

Os experimentos numéricos foram realizados em trés maquinas: tigre (processador Intel Xeon
2.8GHz com 1Gbyte de RAM), brontes (processador PENTIUM4 3.0GHz com 1Gybte de
RAM) e anubis (processador PENTIUM4 2.8GHz com 1Gbyte de RAM). Em cada tabela de
nossos experimentos é apresentada a maquina na qual os resultados foram obtidos. O tempo
é medido em segundos, e o numero de iteracoes é referente a solucao do segundo sistema

linear.

A fatoracao controlada de Cholesky, apesar de nao ter sido projetada especialmente para

trabalhar com problemas de programacao linear apresenta bom desempenho na solucao de
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Tabela 6.1: Problemas testes.

Problema Linhas | Colunas | Nnulos Colegao
KBAPAH?2 15 28 299 | KBAPAH
ELS-19 4350 13186 50882 QAP
CHR25A 8149 15325 53725 QAP
SCR15 2234 6210 24060 QAP
SCR20 5079 15980 61780 QAP
ROU20 7359 37640 | 152980 QAP
STE36A 27683 | 131076 | 512640 QAP
STE36B 27683 | 131076 | 512640 QAP
STE36C 27683 | 131076 | 512640 QAP
QAP12 2794 8856 33528 | NETLIB
QAP15 5698 22275 85470 | NETLIB
SCSD8-2B-64 5130 35910 | 112770 | STOCHLP
SCSD8-2C-64 5130 35910 | 112770 | STOCHLP
SCSD8-2R-432 8650 60550 | 190210 | STOCHLP
GEN4 1537 4298 | 107103 MISC
NUGO0S8 742 1632 5936 MISC
NUG12 2794 8856 33528 MISC
NUG15 5698 22275 85470 MISC
PDS-20 32276 | 106180 | 226494 MISC
PDS-40 64265 | 214385 | 457538 MISC
PDS-60 96503 | 332862 | 709178 MISC
PDS-80 126109 | 430800 | 916852 MISC
PDS-100 156243 | 514577 | 1096002 MISC

algumas classes de problemas ao longo de todas as iteragoes de pontos interiores. A se-

guir, sao descritos os principais fatores que influenciam diretamente o desempenho desse

precondicionador.
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6.3.1 Escolha do 7 inicial

Um fator importante para trabalhar com a fatoracao controlada é determinar um valor inicial
para o parametro 7. Para tal, procuramos uma estratégia baseada na densidade da matriz.
Considere a média de elementos por linha (Mel) da matriz A©A” calculada por,

_ |ABAT|

m

Mel

sendo m a dimensao de AOA” e | . | o niimero de elementos nao nulos da matriz. A escolha de
n < —Mel produz o precondicionador escala diagonal. Foram realizados experimentos com
diferentes valores de 7 para determinar o que melhor se enquadra na solucao dos problemas.
Na Tabela 6.2 é apresentado o desempenho do precondicionador na iteragao inicial para
trés valores de 79. Note que, na maioria dos problemas o ntimero de iteracoes do gradiente
conjugado diminui com o aumento do 7, entretanto, o tempo de precondicionamento é maior.
O aumento no nimero de iteragoes em alguns casos é devido ao incremento exponencial do
precondicionador para evitar falhas na diagonal. O menor tempo de solucao é obtido quando
o precondicionador é construido com 7y = —Mel. Esta parece ser uma escolha razoavel, ja
que na primeira iteragdo a matriz é, em geral, bem condicionada. Dessa forma, o processo

pode ser iniciado com o precondicionador escala diagonal implicito na FCC.

6.3.2 Influéncia do 7

O valor do parametro 7 a ser usado durante as iteragoes é crucial para o bom desempenho da
abordagem. Tipicamente, quando n aumenta, o nimero de iteragoes do gradiente conjugado
é reduzido, uma vez que o precondicionamento ¢ melhorado. Entretanto, o tempo necessario
para construir o precondicionador é maior. Isso, sugere a existéncia de um 7 étimo, no qual,
o tempo total é minimo. A Tabela 6.3 ilustra esse comportamento na solu¢ao do problema
PDS40. Quando n = —5, é utilizado um precondicionador diagonal e o tempo para construi-
lo é constante ao longo das iteracoes. Por outro lado, o tempo total para solugao do problema
¢ o maior dentre os trés. As variagoes no tempo de precondicionamento paran =5en =15
ocorrem devido ao esquema utilizado para tratar com falhas na diagonal. Em alguns casos foi
necessario recalcular o precondicionador oito vezes para evitar a falha. No entanto, ainda foi
possivel construir um bom precondicionador. Neste problema, foi observada uma pequena

redugao no numero de iteracoes de pontos interiores com o aumento do 7, 80 iteragoes para
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Tabela 6.2: Escolha do n inicial.
(maquina tigre)
ITGC: iteragoes do gradiente conjugado; TT: tempo de solucao do sistema (s).

*: falhas na diagonal.

Problema n=—Mel n=—Mel+20 || n=—Mel + 40

ITGC TT || ITGC TT || ITGC TT
ELS-19 83 | 0.28 58 3.92 40 4.63
CHR25A* 50 | 0.40 113 4.21 53 15.58
SCR20 78 | 0.33 47 5.0 23 9.81
ROU20* 38 | 0.45 49 7.67 35 15.62
STE36C 93 | 3.15 75| 61.78 46 | 515.16
QAP15 1217 | 541 630 7.37 451 28.13
SCSD8-2R-432* 32| 0.98 92 15.88 97 19.39
NUG15 1507 | 10.28 873 15.04 685 | 27.71
PDS-40 577 | 14.7 293 35.91 152 29.48

n = —5, 79 paran = 5 e 78 para n = 15. Dentre os trés valores de n testados, n = 5

apresentou o melhor resultado.

Os problemas da classe PDS apresentam comportamento semelhante ao longo das iteragoes,
facilitando dessa forma o uso de uma estratégia para determinar um bom incremento para o
parametro 1. Na Tabela 6.4 é apresentada a influéncia do n na solugao de alguns problemas
desta classe. Note que, nos problemas PDS-20 e PDS-30 o menor tempo de solucao é obtido

para n = 5, ja no PDS-60 o melhor parametro a ser usado é n = 15.
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Tabela 6.3: Influéncia do n na solucao do problema PDS-40.

(méquina brontes)
IT: iteragoes de pontos interiores; ITGC: iteracoes do gradiente conjugado;

TP: tempo de precondicionamento (s); TT: tempo total para resolver o problema (s).

n=-95 n=2>5 n =15
IT | ITGC | TP TT | ITGC | TP | TT | ITGC TP TT
0 5771 0.07 | 14.9 267 | 0.64 | 11.7 293 | 17.7| 35.5
5 832 1 0.07 | 22.1 247 10.64 | 11.4 1771 243 | 13.6
10 805 | 0.07 | 21.3 244 1 0.65 | 11.2 192 | 248 | 14.9
15 699 | 0.07 | 174 186 | 0.66 | 8.4 139 | 2.53| 10.6
20 487 |1 0.07 | 13.3 123 1395 | 9.7 99 | 2.51 9.0
25 519 1 0.07 | 14.9 951|431 | 87 72 1 11.34 | 16.6
30 || 1228 | 0.07 | 14.7 184 | 3.83 | 12.2 116 | 10.6 | 184
35 1554 | 0.07 | 30.7 254 | 3.66 | 144 151 | 11.88 | 21.3
40 || 1456 | 0.07 | 39.6 246 | 3.59 | 14.8 150 | 17.78 | 21.9
45 1430 | 0.07 | 41.7 265 | 4.10 | 16.2 177 | 12.03 | 23.3
50 || 1698 | 0.07 | 47.3 305 | 4.15 | 17.8 208 | 14.10 | 279
55 || 2039 | 0.07 | 56.1 412 | 3.73 | 22.1 252 | 12.62 | 28.6
60 || 2852 | 0.07 | 75.7 510 | 4.19 | 26.0 2951 13.06 | 31.1
65 || 4066 | 0.07 | 110.0 746 | 4.39 | 36.2 447 | 11.76 | 39.2
70 || 5638 | 0.07 | 151.1 1084 | 4.56 | 50.0 655 | 14.10 | 53.5
75 || 10517 | 0.07 | 251.4 || 1880 | 4.62 | 77.9 || 1071 | 13.72 | 70.9

78 3044 | 11.85 | 152.7
79 1226 | 4.45 | 59.5
80 || 15563 | 0.07 | 346.4

TT 0746.8 2114.6 2465.3
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Tabela 6.4: Influéncia do n na solugao de problemas PDS.

(maquina brontes)

IT: iteragoes de pontos interiores; TT: tempo total de solugao do problema (s).

PDS-20 PDS-30 PDS-60

n || IT TT || IT TT || IT TT
-0 || 61 | 3945.3 || 73 | 2842.5 || 81 | 17481.5
o || 61 | 12234 | 74 | 1152.3 || 81 | 6183.9
15 || 61 | 1284.7 || 74 | 1388.1 || 80 | 6141.6
25 || 61 | 1489.6 || 74 | 1744.7 || 80 | 6476.3

Foi desenvolvida uma estratégia para determinar o incremento do parametro n baseado no
tempo necessario para convergencia do gradiente conjugado. O processo € iniciado com o
precondicionador escala diagonal, ou seja, 79 = —Mel. A partir da segunda iteracao n é
incrementado por dez. Se o tempo de solugao diminuir em relagao a iteracao anterior, é
um bom indicativo que o precondicionamento foi melhorado e novamente este parametro é
incrementado em dez. Por outro lado, se o tempo de solucao aumentar, o precondicionador
volta a ser construido com o 7 da iteracao anterior e é mantido, até que o nimero de
iteragoes do gradiente conjugado atinja um valor pré-estabelecido, o qual sera discutido na
secao 6.4.1. Apos este ponto, o parametro 1 é incremenado em dez a cada iteragao. Na
Figura 6.1 é apresentado um algoritmo para o incremento do . A Tabela 6.5 exibe alguns

experimentos nos quais a solucao 6tima do problema foi obtida utilizando essa estratégia.

Em muitos experimentos foi observado a existéncia de um valor 7 para o qual a solucao étima
é atingida. Todavia, esses valores variam muito com o problema, dificultando a escolha de
um critério que seja ideal para todas as situacoes. Quando o parametro n atinge a dimensao
do problema, é construido o fator completo de Cholesky e teoricamente, a convergéncia do
gradiente conjugado ocorre em apenas uma iteracao. Entretanto, a quantidade de tempo e
memoéria requerida pode ser muito alta. Essa situagao simula o comportamento do método

direto, porém, é menos eficiente.
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Algoritmo Incremento
{ Objetivo: Incrementar o parametro 7. }
no = —Mel, I'TGC :iteracoes do GC, m : dimensao do sistema,
1 : iteragao de pontos interiores,
t; : tempo para resolver os sistemas da iteragao i.
se 1 =2 entdo
n <« n+ 10
Flag — 0
fim se
enquanto ITGC x1.5<m e Flag=0 faga
set>2 e Flag =0 entdo

se t; <t,_; entdo

n <« n+ 10
sendo
n«<—n—10
Flag — 1
fim se
fim se

fim enquanto

se ITGC x1.5>m entdo
n <« n+ 10

fim se

fim algoritmo

Figura 6.1: Algoritmo para incremento do parametro 7.

6.3.3 Correcao na diagonal

Um sério problema ao trabalhar com fatoracoes incompletas é a existéncia de pivos nao
positivos. Muitas estratégias foram propostas para contornar esse problema, as quais podem

ser classificadas em trés categorias [14] :

e Aumentar a diagonal da matriz acrescentando um incremento diagonal. Isso pode

ser feito localmente ou globalmente, ou seja, um valor positivo pode ser acrescentado
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Tabela 6.5: Resultados do algoritmo para incremento de 7.

(maquina tigre)

No: M na iteracao inicial;

nNF: N na iteracao final;

tempo total de solugao do problema (s).

IT: iteragoes de pontos interiores; TT:
Problema Mo neg | IT TT
KBAPAH?2 -8 15 9 0.01
CHR25A -30 | 140 | 28 464.0
GEN4 -476 | -406 | 18 107.4
SCSD8-2B-64 | -138 | -138 | 7 5.46
SCSD8-2B-64 | -138 | -138 | 7 5.36
SCSD8-2r-432 | -226 | -226 | 18 96.7
NUGO8 -12 48 | 10 6.54
NUG15 -26 | 204 | 26 | 7026.3
PDS-20 -5 5| 61| 1470.6
PDS-40 -5 5| 77| 2778.6
PDS-60 -5 5| 8| 8871.0
PDS-80 -5 5| 83 | 11203.1
PDS-100 -5 15 | 87 | 14927.4

apenas a posicao da diagonal de A© AT onde ocorreu a falha, ou pode ser acrescentado

a todos os elementos da diagonal.

e Substituir AOAT por uma matriz M na qual é garantida a existéncia da fatoracao

incompleta M = LLT e usar L como um precondicionador para AOAT.

e Nao modificar a matriz A, mas encontrar uma outra forma para fatoracao que evite

pivos nulos.

Estamos utilizando um método pertencente a primeira categoria. Ao ocorrer a falha um

incremento exponencial é aplicado globalmente a AOAT, e a fatoracdo incompleta de

AOAT + ol é novamente calculada. Esse processo se repete até que a fatoracao incom-

pleta seja aplicada com sucesso. Em alguns problemas, o processo foi repetido muitas vezes

até determinar um a adequado, aumentando o tempo de precondicionamento e prejudicando

o desempenho do precondicionador.
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Campos [19], inicialmente, utilizou na FCC um esquema proposto por Gill et al. [42], desen-
volvido com o objetivo de encontrar uma fatoragao definida positiva de uma matriz Hessiana
originada em problemas de programacao nao linear. Contudo, na solugao de problemas de
calculo estrutural, o incremento exponencial apresentou melhores resultados e por isso foi

adotado na FCC.

6.3.4 Reordenamento

Para analisar a influéncia do reordenamento na solucao dos sistemas lineares oriundos de
programacao linear, foram resolvidos oito problemas pelo programa PCx, sendo o sistema
da segunda iteragao gravado em arquivo. Os arquivos foram lidos por um programa descrito

por Carmo [21] e os resultados estao apresentados nas Tabelas 6.6, 6.7 e 6.8.

A Tabela 6.6 exibe o tempo de reordenamento e precondicionamento usando quatro es-
tratégias: sem ordenamento, minimo grau aproximado, Cuthill-McKee reverso e contagem
de colunas. Foi utilizado n = 0 para garantir que as quatro estratégias tenham o mesmo
numero de elementos nao nulos. Os nimeros pequenos a esquerda do tempo de precon-
dicionamento indicam quantas vezes o precondicionador foi reconstruido de modo a evitar
valor muito pequeno ou negativo na diagonal. Como era esperado, o menor tempo de reor-
denamento é obtido com a contagem de colunas, ja que é a estratégia mais simples dentre
as trés. O método de minimo grau aproximado, por ser mais elaborado, consome o maior
tempo. Como o reordenamento é aplicado uma unica vez, é preferivel que seja utilizada a
melhor estratégia, independente do tempo de executd-la. Nao ficou evidente nesta classe
de problemas a influéncia da técnica de reordenamento no tempo de precondicionamento.
O problema PDS-100, apresenta o menor tempo de precondicionamento quando nenhuma
das estratégias é aplicada. Para os problemas NUG15, QAP15 e ROU20, o menor tempo é
obtido com a contagem de colunas. O método de minimo grau apresenta melhores resulta-
dos nos problemas SCSD8-2C-64 e STE36C, os quais possuem matrizes mais densas. Outro
fato observado foi que as estratégias de reordenamento nao influenciam na estabilidade da
diagonal. Nos problemas em que ocorrem falhas, o niimero de corregoes é aproximadamente

O Imesmao.

A Tabela 6.7 apresenta o nimero de elementos nao nulos obtidos utilizando diferentes valores

de n para as quatro estratégias. Para valores de 7 negativos nao foi possivel obter uma
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Tabela 6.6: Tempos de reordenamento (ord) e precondicionamento (pre) para n = 0.
(maquina anubis)
SEM: sem reordenamento; AMD: minimo grau aproximado;
RCM: Cuthill-McKee reverso; COL: contagem de colunas;
Mel: média de elementos por linha da matriz AQAT;
Os numeros pequenos a esquerda do tempo indicam o niimero de vezes que o

precondicionador foi recalculado para evitar falhas na diagonal.

elementos tempo(s)
Problema nao nulos| Mel | SEM AMD RCM COL
pre | ord | pre |ord| pre |ord| pre

ELS19 137825 31.7| 2.68| 1.01| 3.48/0.07| 1.07]0.05 1.15
SCR20 166709| 32.8| 9.16| 1.06| 4.47]0.22| 3.14]0.17 3.83
ROU20 356689| 48.5| 25.49| 1.00| 19.43|0.47| 16.53|0.37| 15.87
STE36C 1564487 | 56.5|288.95(24.59|103.84|2.28| 148.04|1.78| 114.23
QAP15 155986 27.4| 3.70| 1.23| 3.38]|0.18| 3.11(0.16 2.80
NUG15 150470| 26.4| 2.34| 1.31| 2.94]0.14| 2.28/0.06 1.03
SCSD8-2C64|  709145[138.2[:778.72| 2.71{1759.40|0.90|:777.55|0.78|17324.84
PDS100 787355 5.2| +2.11(24.76| s19.85|{1.55| 13.24|0.59 3.22

evidéncia de qual método produz o menor nimero de elementos no precondicionador. Nos
problemas PDS-100, ROU20 e SCR20 os melhores resultados sao obtidos sem o uso de
reordenamento. A heuristica de minimo grau é melhor nos problemas ELS-19, QAP15,
SCSD8-2C-64 e STE36C. Cuthill-McKee reverso nao foi melhor em nenhuma das situagoes e
o método de contagem de colunas apresentou melhores resultados para o problema NUG15.
Quando 7 = 0 o ntmero de elementos nao nulos é sempre o mesmo. Para valores positivos
de 1 a melhor estratégia, em termos do niimero de elementos nao nulos do precondicionador,

em todos os problemas é o método do minimo grau aproximado.

A Tabela 6.8 mostra o tempo total de precondicionamento e das iteragoes, em segundos,
usando as quatro estratégias. Pelos experimentos nao esta clara qual estratégia de reorde-
namento produz o menor tempo de solucao. Em alguns casos, foi observado que a melhor
estratégia se mantém para diferentes valores de 7. Os problemas NUG15, PDS-100, ROU20
e SCR20 ilustram esse comportamento. No problema ELS-19 o método de contagem de

colunas torna-se o mais eficiente com o aumento do 7.
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Tabela 6.7: Numero de elementos nao nulos para diferentes valores de 7.
(maquina anubis)
SEM: sem reordenamento; AMD: minimo grau aproximado;

RCM: Cuthill-McKee reverso; COL: contagem de colunas;

Mel: média de elementos por linha da matriz A©AT.

n = —Mel/2 n=0

Problema SEM | AMD | RCM | COL | SEM | AMD | RCM | COL

ELS19 66117| 66057| 66101| 66103| 137825| 137825| 137825| 137825
SCR20 TTTT0| 77818 TTTTT| 77795| 166709 166709| 166709 166709
ROU20 168952| 169062| 168984 | 168985| 356689| 356689| 356689| 356689
STE36C TATIIT| TATI42| TATI66| TATIT5|1564487|1564487|1564487|1564487
QAP15 73378 73243 73320 73292| 155986| 155986| 155986| 155986
SCSD8-2C64| 347903| 346709| 347803| 347933| 709145| 709145 709145| 709145
NUG15 67901| 68013 67949 67881| 150470| 150470| 150470| 150470
PDS100 251603| 262577| 261955| 282212 787355| T87355| 787355| 787355

n = Mel/2 n = Mel

Problema SEM | AMD | RCM COL SEM | AMD | RCM COL

ELS19 206883| 204477| 206772 207070 275590\ 270729| 275375| 275926
SCR20 252446| 249495| 252025| 252813 332785| 327082| 331969| 333522
ROU20 539634| 535301| 539308| 540211 714503| 706054| 714025| 715770
STE36C 2365604 |2349140|2365723 (2366600 | 3138122|3105828|3138470|3140099
QAP15 235101| 232143| 234894 | 233554 314373| 305875| 313518| 310561
SCSD8-2C64(1062200| 884543|1063100(1060367|1399412|1041242|1405571 (1401779
NUG15 229846| 226808 229338| 227873| 303421| 295650| 302374| 299345
PDS100 1210869|1060457|1178611 1206556 | 1661648 1300063 | 1572474 1627295
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Tabela 6.8: Tempo de precondicionamento + iteragoes (s).
(maquina anubis)
SEM: sem reordenamento; ~AMD: minimo grau aproximado;
RCM: Cuthill-McKee reverso; COL: contagem de colunas;
Mel: média de elementos por linha da matriz A©AT;
Os numeros pequenos a esquerda do tempo indicam o nimero de vezes que o
precondicionador foi recalculado para evitar falhas na diagonal.
n = —Mel/2 n=20
Problema SEM AMD RCM COL SEM AMD RCM COL
ELS19 0.35 0.74 0.19 0.22 2.70 3.58 1.11 1.17
SCR20 1.17 0.90 0.61 0.73 9.25 4.61 3.23 3.93
ROU20 3.83 3.37 2.57 2.19 25.69 19.75 16.73| 16.08
STE36C 30.25 17.31 22.79 17.14] 289.65| 105.02| 148.83| 114.95
QAP15 04.83 1.44 o4.11 73.51 3.97 3.67 3.37 3.05
SCSD8-2C64 | 17102.64| 17127.13| 17105.08| 17169.44| 17145.83| 17170.37| 17163.90| 17412.92
NUG15 2.15 83.18 11.01 0.26 2.43 3.14 2.38 1.07
PDS100 624.13| 1489.58| 937.48| 1231.14| +887.31] s2228.99| 91478.79| 1559.74
n = Mel/2 17 = Mel
Problema SEM AMD RCM COL SEM AMD RCM COL
ELS19 4.70 6.10 2.21 2.06 9.58 9.38 5.55 3.15
SCR20 13.96 8.20 6.18 7.09 19.27 12.61 10.01} 10.75
ROU20 42.44 38.62 33.55| 31.11 62.79 63.86 56.17|  50.00
STE36C 424.94)  199.29| 242.16| 204.66| 580.30| 322.91| 358.06| 309.28
QAP15 6.54 6.83 6.24 5.82 9.58 11.08 9.99 9.73
SCSD8-2C-64| 17201.89| 17191.83| 17204.15| 17476.93| 17248.17| 1:229.41| 1250.23| 17568.57
NUG15 5.24 6.52 5.97 2.37 9.12 10.93 11.79 5.04
PDS100 101110.51 [102131.89[101213.78(71900.81 [101548.55 [102688.29 [ 101753.76 | 75122.08
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6.4 Precondicionador hibrido

Antes de apresentar os resultados numéricos com o precondicionador hibrido para os pro-
blemas testes, serao mostrados alguns experimentos preliminares para motivar o uso dessa
abordagem na solucao de problemas de programacao linear. Foram escolhidos dois proble-
mas testes para ilustrar o comportamento dos precondicionadores. Na versao do codigo que
implementa o precondicionador separador é utilizado o precondicionador escala diagonal nas
primeiras iteracoes. A troca entre eles ocorre quando o nimero de iteragoes do gradiente
conjugado (ITGC) atinge m/4 ou o gap da solucio inicial for reduzido em 10°. A FCC é
iniciada com um precondicionador escala diagonal e o incremento no parametro n ocorre de
acordo com o Algoritmo 6.1. Para comparar as duas abordagens nas iteragoes que o gradi-
ente conjugado necessita muitas iteragoes para convergir alteramos o critério de troca entre
os precondicionadores escala diagonal e separador. No momento em que ITGC> (2/3)m o
precondicionador separador é ativado e na FCC o parametro n é incrementado por 10. O
nimero de iteracoes do gradiente conjugado apresentado nas tabelas a seguir é referente a

solucdo do segundo sistema linear (direcao final = A, + A,).

A Tabela 6.9 ilustra o desempenho do gradiente conjugado ao longo das iteracoes de pontos
interiores na solugao do problema ROU20 utilizando as duas abordagens separadamente.
Sao apresentados o numero de iteragoes do gradiente conjugado, o tempo necessario para a
solugao do sistema e o ntimero de elementos nao nulos no precondicionador. Note que, na
iteracao 9, acontece a troca do precondicionador escala diagonal para o separador e na FCC
o parametro 7 é incrementado. Nas primeiras iteracoes apds a troca, o tempo da solugao do
sistema pela FCC é muito menor. Este fato, induz que seria possivel melhorar o desempenho
do precondicionador separador usando a FCC neste estdgio. Apds a iteragao 16, ocorre
exatamente o oposto, o menor tempo de solucao é obtido com o precondicionador separador.
Outro fato a ser observado é que o nimero de elementos nao nulos na FCC é menor quando
comparada ao separador. A Figura 6.2 ilustra o comportamento das duas abordagens, sao
comparados o niimero de iteragoes do gradiente conjugado e o tempo necessario para solugao
dos sistemas ao longo das iteragoes de pontos interiores. Note que, apds a iteragao 16
ocorrem oscilagoes no tempo de solucao dos sistemas pelo precondicionador separador. Este
fato se deve ao uso da mesma matriz B durante algumas iteracoes. Na versao original do
precondicionador separador, a solucao 6tima é obtida com o tempo 5671.15s. Com o uso

da FCC em todas as iteragoes nao foi possivel alcangar a solugao 6tima, pois o nimero de
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iteragoes do gradiente conjugado atinge a dimensao da matriz e as diregoes podem nao ser
precisas. Todavia, um aumento mais significativo no parametro 7 poderia apresentar melhor

desempenho.

A Tabela 6.10 mostra o desempenho do precondicionador separador e da fatoracao contro-
lada de Cholesky ao longo das iteragoes de pontos interiores na solucao do problema QAP15.
Para as duas abordagens a solucao 6tima nao é alcancada. Na iteracao 4 ocorre a troca do
precondicionador escala diagonal para o separador e na FCC o parametro n é incrementado.
Durante as iteracoes 4 a 17 o tempo de solugao dos sistemas é menor utilizando a FCC, porém
a partir da iteracao 9 as solugoes podem nao ser precisas, ja que o numero de iteragoes do
gradiente conjugado atinge o limite. No separador a fase critica para convergéncia do gra-
diente conjugado estd entre as iteracoes 3 e 9. Este problema ilustra a situacao em que
o precondiciondor escala diagonal nao consegue chegar ao ponto onde o precondicionador
separador esteja em condigoes de obter bom desempenho. A Figura 6.3 ilustra o comporta-
mento das duas abordagens; sao comparados o nimero de iteracoes do gradiente conjugado

e o tempo necessario para solugao dos sistemas ao longo das iteragoes de pontos interiores.
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Tabela 6.9: Desempenho dos precondicionadores no problema ROU20.

maquina brontes
PS: precondicionador separador; FCC: fatoracao controlada de Cholesky;
ITGC: iteracoes do gradiente conjugado ; IT: iteracoes de pontos interiores;
TEMPO: tempo de solugao dos sistemas (s);

NNULOS: elementos nao nulos no precondicionador.

ITGC TEMPO NNULOS
IT PS | FCC PS FCC PS FCC
1 36 38 0.3 0.3 7359 7359
2 164 | 128 0.8 3.4 7359 146940
3 619 | 617 2.9 3.3 7359 7359
4 892 | 893 4.3 4.9 7359 7359
5 | 1405 | 1403 6.8 7.8 7359 7359
6 | 2273 | 2276 10.9 12.5 7359 7359
7 | 3700 | 3702 18.1 20.7 7359 7359
8 | 5496 | 5498 26.2 27.2 7359 7359
9 | 7359 | 5655 | 1077.2 43.5 | 3313524 146940
10 | 7359 | 6011 922.4 77.4 | 3709036 220648
11 | 3010 | 5999 571.3 80.5 | 4217393 294140
12 | 1084 | 7359 396.1 139.4 | 4406922 371360
13 590 | 7359 351.6 207.7 | 4496392 444622
14 395 | 7359 326.5 253.5 | 4683950 517745
15 391 | 7359 307.5 283.8 | 4682429 590749
16 100 | 7359 47.1 314.9 | 4682429 663640
17 196 | 7359 298.6 356.2 | 4778235 736404
18 341 | 7359 25.6 396.1 | 4778235 809053
19 59 | 7359 41.5 449.4 | 4778235 881589
20 89 | 7359 295.4 487.2 | 4955125 954101
21 147 | 7359 11.1 536.1 | 4955125 | 1026335
22 255 | 7359 16.6 583.2 | 4955125 | 1098519
23 41 | 7359 28.7 627.1 | 4955125 | 1177059
24 40 | 7359 297.0 661.7 | 4931119 | 1242586
Tempo total: 5161.8 | 6291.9
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Figura 6.2: Problema ROU20.

(a) Ntmero de iteragoes do GC ao longo das iteragoes de pontos interiores.

(b) Tempo de solugao dos sistemas ao longo das iteragdes de pontos interiores.
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Tabela 6.10: Desempenho dos precondicionadores no problema QAP15.

maquina brontes
PS: precondicionador separador; FCC: fatoragao controlada de Cholesky;
ITGC: iteracoes do gradiente conjugado; IT: iteragoes de pontos interiores;
TEMPO: tempo de solugao dos sistemas (s);

NNULOS: elementos nao nulos no precondicionador.

ITGC TEMPO NNULOS
IT PS | FCC PS FCC PS FCC
1 | 1208 | 1207 3.6 4.1 5698 5698
2 | 1725 | 1413 4.5 6.2 5698 113347
3 | 5698 | 5698 15.8 18.3 5698 5698
4 | 5698 | 5505 198.4 28.1 582189 113347
5 | 5698 | 4301 363.1 38.4 | 1143419 172987
6 | 5698 | 4869 416.7 44.5 | 1347783 229698
7 | 5698 | 5208 422.2 60.4 | 1434829 286112
8 | 5698 | 5510 471.5 77.2 | 1384443 399189
9 | 5698 | 5698 349.1 103.5 | 1435643 455669
10 | 3935 | 5698 319.7 120.7 | 1535275 511990
11 | 3743 | 5698 310.1 130.4 | 1523134 579775
12 | 3938 | 5698 319.5 151.3 | 1499981 623864
13 | 4688 | 5698 377.9 166.2 | 1653396 679705
14 | 5698 | 5698 505.8 181.6 | 1597839 735822
15 | 2847 | 5698 279.6 198.1 | 1548111 791681
16 | 2406 | 5698 264.8 212.0 | 1550296 847335
17 | 1817 | 5698 2384 217.3 | 1726610 902004
18 | 1665 | 5698 230.3 2329 | 1507559 958430
19 | 1743 | 5698 234.6 247.5 | 1627545 | 1013787
20 | 1189 | 5698 207.6 262.9 | 1486592 | 1068938
21 | 2047 | 5698 247.1 285.3 | 1543396 | 1124150
22 | 2115 | 5698 248.3 303.8 | 1480600 | 1179152
23 | 2193 | 5698 2574 315.2 | 1534454 | 1234061
24 | 2243 | 5698 264.7 335.8 | 1507710 | 1288908
25 | 2248 | 5698 265.8 345.3 | 1492130 | 1343609
26 | 2774 | 5698 262.2 384.8 | 1499149 | 1398234
27 | 5698 | 5698 405.3 372.2 | 1621529 | 1452728
30 5698 441.2 1615380
Tempo total: 7953.3 | 7954.1
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Figura 6.3: Problema QAP15.

(a) Ntmero de iteragoes do GC ao longo das iteragoes de pontos interiores.

(b) Tempo de solugao dos sistemas ao longo das iteragdes de pontos interiores.
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6.4.1 Mudanca de fases

Como foi mostrado por Resende e Veiga [80] e é evidente pelas Figuras 6.2 e 6.3, durante as
iteragoes de pontos interiores pode ser identificada a existéncia de duas fases. Na primeira
delas, métodos baseados em fatoracoes incompletas da matriz apresentam melhores resul-
tados, por outro lado, o precondicionador separador é mais eficiente na segunda fase. As
Tabelas 6.9 e 6.10 ilustram esse comportamento. Estamos propondo o uso de uma aborda-
gem hibrida na solucao de problemas de programacao linear. O processo ¢é iniciado com a
fatoracao controlada de Cholesky e apds a mudanca de fases ser identificada o precondicio-

nador separador continua o percurso.

A escolha de um critério para determinar a mudanga de fases é crucial para o bom desem-
penho da abordagem hibrida. Inicialmente, foi analisada uma estratégia baseada no niimero
de condicao da matriz, que pode ser estimado pelos valores de Ritz,
ko(M~AQATMT)  Tm2x
Tmin

sendo, Tmin € Tmax €Stimativas para o menor e maior autovalores da matriz AQ A precondi-
cionada, respectivamente. Os valores de Ritz fornecem uma boa aproximacao para o maior
autovalor, contudo, a estimativa do menor autovalor nao é precisa, fazendo com que o niimero
de condicao ko seja mal estimado. Infelizmente, os valores de ks variam muito com o pro-
blema que esta sendo resolvido, dificultando a escolha de um critério que apresenta bom
desempenho para todos os problemas. O uso de um método eficiente para calcular ko pode
apresentar custo computacional elevado. A Figura 6.4 apresenta a distribuicao dos valores
de Ritz da matriz precondicionada dos problemas QAP15, NUG12 e ROU20. Para cada
problema foi escolhida a matriz de uma iteragao considerada critica para a convergéncia do

GC. O espectro de autovalores é apresentado em duas escalas distintas de freqiiéncia.
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Figura 6.4: Distribuicao dos valores de Ritz.



6. Experimentos numéricos 77

Neste trabalho é utilizada uma heuristica que funciona bem para a maioria dos problemas

testes . A troca dos precondicionadores é identificada se uma das seguintes condigoes ocorrer:

1. o gap inicial é reduzido por 10° e o niimero de iteracoes do gradiente conjugado é maior

que m/4, sendo m a ordem do sistema;

2. ja foram feitas mais de 10 correcoes na diagonal para evitar falhas na FCC e o ntimero

de colunas do problema é inferior a 16000.

3. o numero de iteracoes do gradiente conjugado é igual a m e o parametro n ja foi

incrementado trés ou mais vezes.

Geralmente, quando a primeira condigao ¢ atendida, é um indicativo que a FCC ja nao esta
apresentando bom desempenho e o precondicionador separador podera obter melhores resul-
tados, ja que uma solucao 6tima pode estar proxima. A segunda condicao prevé situagoes
em que a FCC apresenta dificuldades para construir o precondicionador. Como, neste caso
o numero de colunas do problema pode ser considerado pequeno (< 16000) o precondiciona~
dor separador podera apresentar melhor desempenho, ainda que seja nas iteracgoes iniciais.
A dltima condicao, sugere que a troca dos precondicionadores deve ocorrer, pois nao foi
possivel determinar um bom parametro 7, e a convergéncia do gradiente conjugado nao esta
sendo atingida. O uso de dire¢oes imprecisas pode comprometer a solucao do problema. Por
outro lado, o fato de nenhuma das condigoes ser atendida é um indicativo que a fatoracao

controlada estd apresentando bom desempenho ao longo de todas as iteracoes.

Baseado em experimentos foi observado que na maioria dos casos o menor tempo de solugao
¢é obtido, incrementando 7 em dez, a partir do momento em que o nimero de iteragoes do

gradiente conjugado atingir %m. As Tabelas 6.11, 6.12 e 6.13 sao exemplos dessa situagao.

O precondicionador hibrido engloba dois precondicionadores. A fatoragao controlada e o
precondicionador separador. A mudanca de fases entre eles é o principal fator para o bom
desempenho da abordagem. No entanto, estd é uma tarefa longe de ser trivial, e o critério

proposto ainda pode ser melhorado.
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Tabela 6.11: Variacao do tempo com incremento do 1 no problema ROU20.
(maquina tigre)
tm: indica que o incremento é iniciado quando o nimero de iteragoes do GC atinge im

Tempo: tempo total de solugao do problema (s).

Tempo
An=5|An=10 | Ap=15
m | 23514 | 23615 | 2290.1
Im | 2671.6 | 22814 | 24313
tm | 2678.1 | 2465.8 | 2523.2

Tabela 6.12: Variagao do tempo com incremento do n no problema QAP15.

(maquina tigre)

tm: indica que o incremento € iniciado quando o nuimero de iteracées do GC atinge im.

Tempo: tempo total de solugao do problema (s).

Tempo
An=5|An=10 | Ap=15
m | 47581 | 4688.8 | 4446.1
Zm | 4364.6 | 4012.2 | 4273.0
$m | 43751 | 49054 | 4354.2

Tabela 6.13: Incremento do n nos problemas NUG12.

(maquina tigre)

tm: indica que o incremento € iniciado quando o nuimero de iteracées do GC atinge im.

Tempo: tempo total de solugao do problema (s).

Tempo
An=5|An=10| An=15
m | 4473 312.5 326.5
Zm | 439.1 308.7 325.2
sm | 490.1 338.8 350.2
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6.4.2 Precondicionador hibrido versus abordagem direta

Nesta secao, o comportamento da abordagem hibrida é comparado com o método direto
e com a fatoragao incompleta de Cholesky (FIC) [4]. Os resultados s@o apresentados na
Tabela 6.14. Para cada problema, é indicado o ntimero de iteracoes de pontos interiores e
o tempo total de CPU. O ntimero que aparece entre parénteses nas iteragoes da abordagem
hibrida representa a iteracao em que houve a troca entre os precondicionadores. A auséncia
desse nimero indica que a FCC foi utilizada em todas iteragoes, pois o critério para troca

nao foi atingido.

O problema KBAPAH2 pertence a uma colecao de problemas degenerados que foram cons-
truidos para implementagoes robustas falharem para atingir a otimalidade. A abordagem
direta termina em estagio desconhecido e a abordagem hibrida encontra a solucao étima

apos nove iteragoes.

Para os problemas em que a solucao 6tima é alcancada, o nimero de iteragoes de pontos
interiores é aproximadamente o mesmo para as duas abordagens. Nos problemas NUG12,
NUG15, QAP12 e QAP15 ¢é interessante notar que a solucao 6tima nao é obtida usando a
abordagem direta. Esse fato ocorre devido a estratégia utilizada para tratar com elementos
proximos de zero que aparecem durante a fatoracao; eles sao substituidos por valores muito
grandes (10'3®) e nesses problemas ocasionam grandes erros residuais. A fatoragao controlada
de Cholesky utiliza uma pequena perturbacao na diagonal para evitar este tipo de falha, dessa
forma é possivel obter uma solugao aproximada mais precisa na fase I; o precondicionador

separador nao é afetado por este problema.

A FIC falha para atingir a convergéncia em quase todos os problemas testes devido ao critério
utilizado para tratar com falhas na diagonal. Nesta implementacao da FIC, quando surgem

elementos muito pequenos ou negativos na diagonal eles sao substituidos por 1.

Os problemas SCSD8-2B-64, SCSD8-2C-64 e SCSD8-2R-432 tém muitas colunas densas
na matriz A. Para evitar a densidade na matriz AOA”, a abordagem direta trata essas
colunas separadamente. Nos dois primeiros problemas, a abordagem direta nao atinge a
solucao 6tima devido a grandes erros residuais e no ultimo ocorre uma falha na execugao. A
abordagem hibrida obtém a solucao étima para os dois primeiros problemas usando apenas

um precondicionador diagonal, ja que ele apresenta bom desempenho ao longo de todas as
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iteracoes. No problema SCSD8-2R-432 ocorre a troca para o precondicionador separador e
o tempo de solugao diminui (de 96.7 para 53.5), quando comparado ao tempo obtido usando

a FCC em todas as iteragoes (ver Tabela 6.5).

O problema GEN4 representa o caso onde a troca dos precondicionadores nao ocorreu no
momento adequado, e por isso a abordagem hibrida nao atingiu a solucao étima. A troca
ocorreu muito cedo; se o parametro 7 tivesse sido incrementado por mais duas iteragoes a
solucao otima seria obtida apds dezoito iteracoes. A abordagem direta termina em estagio

desconhecido.

Os problemas STE36 tem centenas de milhares de elementos nao nulos no fator completo de
Cholesky. Apés dois dias de processamento nao havia sido calculado nem mesmo o fator de
Cholesky. A abordagem hibrida nao atinge a solugao étima utilizando os parametros originais
do PCx. Contudo, é possivel obter uma solucao aproximada fazendo prifeastol=1.0"" e

substituindo (6.5) por (6.6).

Com a abordagem direta nao foi possivel obter nenhum resultado para os problemas PDS-

100, STE36A, STE36B e STE36C devido a grande quantidade de tempo e meméria requerida.

A Tabela 6.15 mostra a influéncia do preenchimento ocorrido na fatoragao no desempenho
da abordagem hibrida. A coluna M indica o nimero de elementos nao nulos da matriz
precondicionadora na tltima iteracdo. A coluna A©AT mostra o ntimero de elementos nao
nulos da parte triangular inferior da matriz. O numero de elementos nao nulos do fator

completo de Cholesky é apresentado na coluna Matriz L.

Os problemas QAP também apresentam a matriz A© AT nao muito esparsa. A fatoracao de
Cholesky dessas matrizes tem um ntimero muito elevado de elementos nao nulos, tornando a
abordagem direta menos efetiva. Com o uso do parametro n negativo torna possivel construir
um precondicionador eficiente na fase I com baixo custo. Na fase II é possivel trabalhar com
a mesma matriz B, durante algumas iteragoes, reduzindo o ntimero de fatoragoes LU e

conseqiientemente, o tempo de solucao.
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Tabela 6.14: Comparagao entre as abordagens hibrida, FIC e direta (Cholesky).

(maquina tigre)

*. termina em estdagio desconhecido.

T: tempo excedido (> 48h).

F: representa falhas durante a execucao;

T critério alterado.

Iteragoes Tempo
Problema Hibrida | Cholesky | FIC | Hibrida | Cholesky FIC
KBAPAH?2 9 13 F 0.0 *0.0 F
ELS-19 32 (15) 30 F 252.5 497.1 F
CHR25A 32 (9) 31 F 46.8 91.9 F
SCR15 24 (12) 22 F 51.4 78.6 F
SCR20 21 (13) 21 F 260.1 910.6 F
ROU20 24 (13) 21 F| 22852 5807.8 F
STE36A 24 T F | 77834.6 T F
STE36B 22 T F | T6537.2 T F
STE36C 22 T F | 78362.7 T F
QAP12 22 (8) 46 F 379.9 *340.6 F
QAP15 23 (10) 54 F | 4015.7 | *2977.4 F
SCSD8-2B-64 8 8 F 6.7 *1.7 F
SCSD8-2C-64 8 5 F 6.7 *1.6 F
SCSD8-2R-432 | 18 (11) F F 53.5 F F
GEN4 34 (7) 36 F | *438.5 *136.7 F
NUGO8 11 (7) 12 F 5.1 3.15 F
NUG12 22 (11) 51 F 309.2 *609.1 F
NUG15 24 (15) 44 F| 3291.5| *3885.7 F
PDS-20 61 61| 61| 1470.5 1197.8 | 2579.8
PDS-40 77 T4 TT | 27782 | 13246.1 | 6642.1
PDS-60 81 75| 83| 8871.5 | 41460.3 | 19335.8
PDS-80 83 81| 83| 11203.2 | 94756.1 | 31397.9
PDS-100 87 T | 87| 14927.9 T | 48736.3
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Tabela 6.15: A influéncia do preenchimento no desempenho da abordagem hibrida.

No: valor de n na iteracao inicial;
|M|: elementos nao nulos no precondicionador da iteragao final.
AOAT: elementos ndo nulos em AGAT;

Matriz L: elementos nao nulos no fator completo de Cholesky.

Problema 1o | M| AOAT | Matriz L
KBAPAH?2 -8 120 120 120
ELS-19 -31 63705 | 137825 3849458
CHR25A -30 28821 | 249324 2653126
SCR15 -26 27060 59009 1330759
SCR20 -32 | 1010537 | 166709 6672137
ROU20 -48 | 4995689 | 356689 | 20818131
STE36A -06 | 1246527 | 1564487 | 176625274
STE36B -56 | 1107933 | 1564487 | 176625274
STE36C -06 | 1284858 | 1564487 | 176625274
QAP12 31| 468892 | 60174 | 2138580
QAP15 -27 | 1493922 | 155986 8197968

SCSD8-2B-64 | -138 5130 | 709145 | 27026045
SCSD8-2C-64 | -138 5130 | 709145 | 27026045
SCSD8-2R-432 | -226 8650 | 1956985 | 76779485

GEN4 -476 | 186415 | 731971 1033917
NUGO8 -12 33849 9274 233032
NUG12 -20 | 658470 56405 2793152
NUG15 -26 | 1762211 | 150470 | 11053969
PDS-20 -5 | 307339 | 169915 7089645
PDS-40 -0 | 631026 | 341419 | 28195225
PDS-60 -0 | 981789 | 523496 | 58118583
PDS-80 -5 | 1271825 | 676093 | 94270275

PDS-100 -5 | 1512937 | 2061607 | 120240013
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Os problemas PDS nao geram matrizes AOAT densas. Por outro lado, a fatoracio de
Cholesky produz um grande ntmero de elementos nao nulos. Conforme a dimensao do
problema aumenta, a abordagem hibrida apresenta melhor desempenho quando comparada
a abordagem direta. A Figura 6.5 ilustra este fato. Para estes problemas o critério de troca
de fases nao é atingido, uma vez que a FCC apresenta bom desempenho durante todas as
iteracoes de pontos interiores. Além disso, apds algumas iteracoes o nimero de elementos

nao nulos no precondicionador é mantido constante.

x 10*
10

I I I
—— Abordagem Hibrida
—©— Abordagem Direta
9 =~ Abordagem FIC N

Tempo(s)
ol
T

1 1
10 20 30 40 50 60 70 80 20 100
Problemas PDS

Figura 6.5: Problemas PDS - abordagem hibrida versus abordagem direta e FIC.
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6.4.3 Abordagem hibrida - versao modificada

Com o objetivo de avaliar a influéncia do critério de parada do GC no desempenho da
abordagem hibrida foram realizados alguns experimentos adicionais. Como a solucao obtida
nas iteracgoes iniciais, tipicamente, ainda esta longe da otimalidade, o critério de parada do

GC pode ser relaxado . Dessa forma, sao requeridas menos iteragoes para convergéncia.

Foi desenvolvida uma versao do cédigo utilizando como critério de parada para o GC a
norma Euclidiana do residuo ||rg|| < 107 para resolver os dois sistemas (dire¢io afim e
direcao final). Quando a viabilidade primal (6.3) for menor que 107° ou a mudanga de
fases identificada é atribuido [|r|| < 107®. A partir desse momento, se o residuo verdadeiro
for superior a 1077 aplica-se um refinamento sucessivo na solucao. O niimero méximo de

iteracoes é definido como m, sendo m a ordem do sistema.

Os critérios utilizados para a troca de fases e incremento do parametro n também foram
alterados, ja que estes dependem do numero de iteragoes do GC. Na versao modificada, o
parametro n é incrementado por 10 quando o nimero de iteracoes do GC for superior a
m/4. A troca entre os precondicionadores ocorre se alguma das condigdes descritas a seguir

acontecer:

1. o gap inicial é reduzido por 10 e o nimero de iteragoes do GC é superior a m /4.

2. ja foram feitas mais de 10 corregoes na diagonal para evitar falhas na FCC e o niimero

de colunas do problema é inferior a 16000.

3. o nimero de iteragoes do GC é superior a m/2 e o parametro 7 ja foi incrementado

trés ou mais vezes.

Na Tabela 6.16 é apresentada a influéncia desses parametros no desempenho da aborda-
gem hibrida. A coluna Hibrida-O mostra os resultados originais (Tabela 6.14) e a coluna
Hibrida-M apresenta o os resultados obtidos com os parametros modificados. Como pode ser
observado nao houve alteracoes significativas nos resultados. A pequena reducao no nimero
de iteracoes (IT) ocorre nos problemas em que é aplicado o refinamento sucessivo. Com a

versao modificada foi possivel resolver até a otimalidade os problemas STE36A e STE36C.



6. Experimentos numéricos

Tabela 6.16: Influéncia dos parametros usados na abordagem hibrida
(maquina tigre)

*. termina em estdgio desconhecido, *: critério alterado.

Iteracoes Tempo
Problema Hibrida-O | Hibrida-M | Hibrida-O | Hibrida-M
KBAPAH2 9 8 0.0 0.0
ELS-19 32 31 252.5 290.1
CHR25A 32 32 46.8 87.4
SCR15 24 24 51.4 44.1
SCR20 21 21 260.1 234.0
ROU20 24 24 2285.2 2288.4
STE36A 24 37 +t7834.6 36545.7
STE36B 22 27 t6537.2 | T24327.1
STE36C 22 41 +8362.7 80142.3
QAP12 22 21 379.9 449.1
QAP15 23 23 4015.7 3247.1
SCSD8-2B-64 8 7 6.7 6.6
SCSD8-2C-64 8 7 6.7 6.4
SCSD8-2R-432 18 18 53.5 65.0
GEN4 34 12 *438.5 *315.8
NUGO8 11 10 5.1 3.8
NUG12 22 21 309.2 349.1
NUG15 24 24 3291.5 2971.1
PDS-20 61 61 1470.5 1258.3
PDS-40 77 78 2778.2 2811.8
PDS-60 81 80 8871.5 7254.2
PDS-80 83 83 11203.2 11337.1
PDS-100 87 87 14927.9 16540.4




Capitulo 7

Conclusoes e trabalhos futuros

Uma das principais etapas em implementagoes de pontos interiores é a solugao dos sistemas
de equagoes de Newton, presentes a cada iteragao desses métodos. Visto que esta é a tarefa
que consome a maior parte do tempo de processamento, muitas estratégias de solugao foram
propostas. Em geral, sao utilizadas duas formulacoes: os sistemas aumentados, que sao
simétricos e indefinidos, e as equagoes normais, que envolvem matrizes simétricas e definidas
positivas. A abordagem mais comumente usada em cédigos de pontos interiores, implementa
a fatoracao de Cholesky das matrizes definidas positivas. Esta fatoracao pode ser densa para
algumas classes de problemas, tornando o uso de métodos iterativos mais adequado, desde
que sejam convenientemente precondicionados. Como as matrizes variam muito durante
as iteracoes de pontos interiores é dificil encontrar uma estratégia de precondicionamento
que apresenta bom desempenho ao longo de todas iteracoes. Baseado neste fato, propomos
um precondicionador hibrido para resolver os sistemas de equacoes normais pelo método do
gradiente conjugado. Assumimos a existéncia de duas fases durante as iteragoes. Na fase I,
o precondicionador é construido pela fatoragao controlada de Cholesky, e na fase II pelo

precondicionador separador.

A fatoracao controlada de Cholesky ainda nao tinha sido usada em problemas de otimizacao
e foi mostrado que esta estratégia apresenta bom desempenho na classe de problemas analisa-
dos. A facilidade de controlar o preenchimento no precondicionador pelo ajuste do parametro
7 é uma caracteristica desejavel neste contexto. A medida que os sistemas tornam-se mal-
condicionados um maior preenchimento é permitido, melhorando a qualidade do precondici-

onamento. Esta técnica possibilita simular até mesmo o comportamento do método direto,
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escolhendo 7 que produza o fator completo como precondicionador. A forma para o incre-
mento de 7 influencia diretamente o desempenho do precondicionador. Desenvolvemos uma
estratégia na qual o processo é iniciado com o precondicionador escala diagonal, presente na
FCC, e o parametro 7 é incrementado a medida que a FCC perde eficiéncia. Nossa estratégia

apresentou bons resultados.

O desempenho do precondicionador usado na fase I, pode ser melhorado determinando o
ajuste 6timo para o parametro n. Campos [20] sugeriu determinar o parametro 6timo 7y
quando uma série de sistemas lineares com a mesma matriz de coeficientes necessita ser
resolvida. Problemas desse tipo estao em intimeras aplicagoes, como calculo de inversas,
solugoes de sistemas de equacoes diferenciais com diferentes termos independentes, entre
outras. Como nestes problemas a matriz dos coeficientes permanece inalterada durante
as iteracoes, foi determinada uma estratégia baseada no tempo para solucao do sistema.
Em métodos de pontos interiores a matriz dos coeficientes é alterada durante as iteracoes,
dificultando o desenvolvimento de um critério baseado apenas no tempo de solugao que seja
eficiente para todos os problemas. Estimativas do ntimero de condi¢ao podem auxiliar no

ajuste do parametro 7.

O tempo de solucao na fase I também pode ser reduzido com o uso de estratégias de reor-
denamento para minimizar o preenchimento no fator. Foram realizados experimentos com o
método de minimo grau aproximado, Cuthill-Mckee reverso e contagem de colunas. Como foi
observado, nao ficou claro para qual heuristica de reordenamento a FCC apresenta o melhor
desempenho. Na maioria das implementacoes de pontos interiores é adotada a heuristica
de minimo grau, porém quando fatoracoes incompletas estao sendo usadas, essa pode nao
ser a melhor alternativa. Em alguns de nossos experimentos o menor tempo de precondici-
onamento foi obtido aplicando a heuristica de contagem de colunas. Como trabalho futuro,
poderiam ser propostas estratégias de reordenamento adicionais e desenvolvido um estudo

para determinar a melhor estratégia a ser utilizada.

Outro fator para melhorar o desempenho da FCC é utilizar novas estratégias para evitar
falhas que ocorrem pela presenca de elementos muito préximos de zero na diagonal. Em
alguns experimentos o incremento exponencial foi repetido muitas vezes até que o problema
fosse evitado, prejudicando o desempenho do precondicionador. Uma estratégia a ser anali-
sada é o esquema proposto por Gill et al [42] para encontrar uma fatoracao definida positiva

de uma matriz Hessiana originada em otimizacao nao linear. Além disto, para melhorar a
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estabilidade numérica na fatoracao, poderiam ser aplicados termos de regularizacao primal

e dual, similares aos utilizados no cédigo HOPDM [45].

O precondicionador separador, utilizado na fase II, foi projetado para trabalhar nas proximi-
dades da solugao 6tima e por isso apresenta melhor desempenho nas iteragoes finais, quando
os sistemas ja estao malcondicionados. Uma caracteristica interessante desse precondici-
onador é a possibilidade de trabalhar com a mesma matriz B durante algumas iteracoes.
Dessa forma, o tempo de solugao é reduzido, ja que o maior trabalho estd em escolher as
colunas para formar B e calcular a fatoragao LU. Como o separador foi desenvolvido para as
iteragoes finais, Oliveira e Sorensen [74] utilizaram o precondicionador escala diagonal nas
iteragoes iniciais, porém em algumas classes de problemas este precondicionador nao atinge
o ponto onde o separador estivesse em condicoes de obter bom desempenho. Com o uso da
fatoracao controlada de Cholesky na fase I, foi possivel melhorar o desempenho e a robustez

do precondicionador separador.

Determinar o momento ideal para a troca das fases, é crucial para o bom desempenho da
abordagem hibrida. A principio, analisamos uma estratégia baseada no nimero de condi¢ao
da matriz, estimado pelos valores de Ritz. A estimativa para o maior autovalor é precisa,
contudo, a presenca de valores de Ritz muito proximos de zero, nao fornecem uma boa
aproximacao para o menor autovalor, fazendo com que o nimero de condi¢ao seja mal
estimado. Infelizmente, estes valores variam muito com o problema, e o processo nao foi
adotado. Desenvolvemos uma heuristica que apresentou bons resultados para maioria dos
problemas testes. Entretanto, devido a grande variedade entre as classes de problemas, a
estratégia proposta pode ser melhorada. Resultados mais promissores podem ser obtidos com
o desenvolvimento de um critério especifico para cada classe de problemas. Como pesquisa
futura, podem ser aplicados outros critérios para estimar o nimero de condi¢ao da matriz [30,
49]. Ou ainda, pode ser elaborada uma estratégia intercalando os dois precondicionadores

durante a fase I.

A abordagem hibrida, FCC na fase I e precondicionador separador na fase II, apresen-
tou desempenho superior na solucao de algumas classes de problemas quando comparada a
abordagem direta. Tipicamente, esse fato ocorre quando o fator de Cholesky tem um grande
nimero de elementos nao nulos. Foram apresentados alguns casos onde foi possivel deter-
minar a solucao 6tima de problemas nos quais a abordagem direta nao atinge esse estagio.

Alguns problemas por consumo excessivo de tempo e meméria e outros por grandes erros
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residuais acumulados durante as iteracoes devido ao mecanismo utilizado para tratar com

pivos muito proximos de zero na fatoracao.

Finalizando, outro campo para pesquisa futura é utilizar o precondicionador hibrido na
solugao de problemas de programacao quadratica. Neste caso, a solucao poderia ser obtida
via sistemas aumentados. Estes sistemas possuem maior estabilidade numérica e o precon-

dicionador hibrido pode ser uma importante ferramenta nesta classe de problemas.
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