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Resumo

Estudamos uma familia a dois parametros de bilhares em mesas circulares com um obs-
taculo interno. A dinadmica do sistema é descrita pela agdo de um homeomorfismo no
cilindro compacto. Estudamos a estabilidade de pontos fixos e utilizamos as simetrias
do problema para analisar o comportamento das variedades invariantes associadas a um
ponto fixo hiperbolico. Provamos a existéncia de pontos homoclinicos para certos pa-
rametros e estudamos as implicacoes dinamicas da ocorréncia de intersecao homoclinica

com cruzamento topologico.



Abstract

We study a two parameter family of billiards in circular tables with an internal obstacle.
The dynamic is described by the action of an homeomorphism of the compact cylinder.
We study the stability of the fixed points and we use the symmetries of the problem
to analyze the behavior of the invariant manifolds of the hyperbolic fixed point. We
prove the existence of homoclinic points for some parameters and we study the dynamical

implication of the homoclinic intersection with topological crossing.
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Capitulo 1

Introducao

Consideremos uma particula em movimento retilineo uniforme no interior de uma regiao
plana D, limitada por uma fronteira, 0D, com a qual a particula sofre colisoes elasticas.
A descricao do comportamento dindmico desta particula é o que chamamos de Problema
do bilhar na mesa D. Damos o nome de Bilhar ao sistema dinamico definido pela situacao

descrita acima.

Os bilhares originalmente surgiram como modelos para tratar problemas de mecanica
classica, hoje sao iteressantes do ponto de vista tedérico por constituirem fonte de exem-
plos e servirem para testes de conjecturas. De fato, estes sistemas apresentam diversos
fenomenos dinamicos variando entre os casos que poderiamos classificar como mais or-
denados aos mais cadticos. Esses comportamentos sao fundamentalmente determinados

pela geometria da mesa.

Para a descricao matematica do problema podemos considerar a particula se movimen-
tando com velocidade v unitaria. O estado do sistema no instante ¢ ¢ dado pelo ponto
(q:,v;) € D x S* sendo ¢, a posicio da particula na mesa e v; sua velocidade. A partir de
um estado inicial (o, vo) a particula segue uma trajetoria linear com velocidade constante
vy até sofrer um choque elastico com a fronteira, quando ha uma mudanca instantanea
na diregao da velocidade, vg — vf, determinada por uma reflexdo em relacdo a diregao

tangente & curva no ponto de choque. Podemos assim descrever a dinamica por um fluxo
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q1

Figura 1.1: O movimento poligonal de uma particula no bilhar

®' : M — M, onde M = D x S* com a identificacdo (g,v) = (g,v’) nos pontos em que
q € OD. (ver [6] ou [3] para uma defini¢gdo mais detalhada)

A dinamica do bilhar é mais comumente descrita por uma uma aplicacao T : 0 — €,
A aplicagio de bilhar, onde Q := {(q,v);q € 0D} é o conjunto dos pontos de colisdo
na mesa. Dado um ponto (g;,v;) € € esta associado um tnico ponto (gii1,vi11) € §2
correspondente & primeira colisao com o bordo da particula que sai de ¢; com velocidade
v;. Definimos:

T(gi; vi) = (Git1, Vit1)
Cada trajetoria na mesa é completamente determinada pela seqiiéncia de colisdes com o

bordo, dada uma dessas colisoes (¢, v) obtemos todas as outras por {T"(q, v) }nez-

Na definicao da aplicacao 1" esta implicita uma condigao sobre a regularidade do bordo da
mesa, nao é possivel determinar o movimento da particula quando esta se choca com um
ponto do bordo onde nao esta definida a tangente. Esta condicao impoe uma restrigao

sobre a classe de mesas de bilhar trataveis.

Se a mesa tem o bordo dado por uma curva fechada convexa diferenciavel a aplicacao do
bilhar esta definida para todo ponto em 2. Podemos nesse caso tomar as colisdes (g, v)
nas coordenadas (w, ) sendo w um parametro de comprimento de arco que identifica g
e a 0 angulo entre o vetor v e a normal ao bordo no ponto de colisao. Temos o seguinte

resultado:

Teorema 1.0.1 Se a fronteira da mesa for uma curva fechada C* estritamente conveza, a
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aplicacio do bilhar T : Q@ — Q é um difeomorfismo C*~' preservando a medida cos o dwdo.

Figura 1.2: Colisoes consecutivas numa mesa de bilhar

A prova desse fato ¢ devida a Birkhoff e pode ser encontrada em [6] ou [3]. Basicamente

o resultado é obtido da seguinte expressao para a derivada de T

7Ky + cos ag T
—1
Do and = 1.1
(wo,a0) COS(Oq) ( )

TKoK| + Kgcosay + K cosag 7K, + cos oy

Nesta expressdo temos (wo, ap) € (w1, 1) pontos de colisdo consecutivos, Ky e K sdo as
curvaturas do bordo em cada ponto de colisao e 7 é o comprimento do segmento de reta
dado pela trajetoria entre wyg e w1 . A dependéncia em relagao a curvatura justifica a
perda de um grau de diferenciabilidade da aplicacao em relacao a diferenciabilidade do

bordo.

Podemos obter o seguinte resultado mais geral:

Teorema 1.0.2 Se a fronteira da mesa de bilhar ¢ dada pela unido finita de curvas C*
com k > 3, estritamente convexras ou retas, entao para um subconjunto de €2 a aplicacao
de bilhar T : Q — Q ¢ um difeomorfismo local C*~1 que preserva a medida cos adwda. O

subconjunto em questao € de medida total.

A prova desse fato encontra-se em [3], onde se estuda de forma detalhada o conjunto

dos pontos em que a aplicacao de bilhar nao é diferenciavel, Conjunto de singularidades.
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Este conjunto é basicamente constituido pelas condigoes iniciais que originam choque
com pontos de nao diferenciabilidade ou trajetérias que tangenciam o bordo, esta ultima

situacao justifica-se pela presenca do termo ﬁl) na expressao da derivada que torna-se

aq
ilimitado nos pontos de tangéncia quando tem-se a; = 7. No complementar do conjunto
de singularidades, Pontos requlares, a aplicagao de bilhar comporta-se como em mesas
convexas preservando a medida cos a dwda. Mostra-se que o conjunto de singularidades

tem medida nula donde conclui-se o resultado.

Em resumo: a dinamica do bilhar em mesas cujo bordo satisfaz as condicoes do teorema
1.0.2 pode ser descrita por um sistema dindmico discreto (2,7, ). Sendo € o conjunto
dos pontos de colisao e T : Q2 —  um difeomorfismo em um subconjunto ' C  de
medida total com respeito & medida p := cos adwda. O sistema é conservativo o que

significa que p é uma medida invariante por 7', i.e u(T(A)) = u(A).
Neste contexto as trajetérias na mesa sao traduzidas nas orbitas :
Ow,a) ={. T w,a), (w,a), T(w,a),..}

e estudar a dindmica consiste em procurar descrever o comportamento de tais orbitas

para a maioria dos pontos (wp, ap) € €.
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Capitulo 2

O bilhar no anel excéntrico

Neste trabalho vamos considerar o problema do bilhar em uma mesa circular contendo
um disco como obstaculo interno. A essas mesas daremos o nome de Anéis Excéntricos.

O estudo destes bilhares foi feito pela primeira vez por Saito6 et all em [1].
AT

Figura 2.1: Anel Excéntrico

Defini¢ao 2.0.1 Um Anel Excéntrico (r,0) € a regiao plana compreendida no interior

de um circulo unitdrio de centro ¢ e externa ao disco de raio r < 1 e centro ¢ tal que

lc—=d|=0>0er+d<1
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2.1 A aplicacao do bilhar

A aplicagao de bilhar no anel excéntrico é descontinua em decorréncia das trajetorias que
tangenciam o bordo do disco interno. No entanto, é possivel descrever a dinamica deste
sistema por uma aplicacao de bilhar modificada que preserva a medida da aplicacao de
bilhar usual. Para provar estes fatos iniciemos definindo a parametrizacao do conjunto de

colisoes.

As colisdes com o circulo externo serao identificadas pelas coordenadas (w, ) sendo w €
[—7,m) o comprimento do arco entre o ponto Fy (ver Figura 2.1 ) e o ponto de colisao
T T

medido no sentido anti-hordrio, o 4ngulo a € (=7, §) ¢ o angulo entre o vetor velocidade

e o vetor normal no ponto de colisao medido no sentido horario.

As colisoes com o circulo interno serdo identificadas pelas coordenadas (w', 3) sendo W' €
(3 —=r)m, (34 r)m) o comprimento de arco medido no sentido horério a partir do ponto
Py e g €[5, %] o angulo do vetor velocidade com a normal no ponto de colisdo medido

no sentido anti-horéario.

Definimos entao o conjunto de colisoes por:
T T
C=|-nmm)X(—=, =) U|B—r)m,(r+3)n) X |—=, =
[~ m) X (=2, 2) UL = )7, (r+ 3)m) x [, 7]
que é a uniao de dois cilindros disjuntos dado que os bordos sao duas curvas fechadas
disjuntas. Observemos que o segundo cilindro, das colisdes com o circulo interno, é fechado

ja que é possivel haver colisoes de tangéncia com o este bordo.

Seja F':= Fi,.5) : C — C a aplicacao do bilhar em um anel (r,9). Nas coordenadas (w, o)
esCreveremos:

F(u)o, Oz()) = (wl, Oél)

Pelo teorema (1.0.2), F' é um difeomorfismo C* a menos de um conjunto de medida nula,
o conjunto de singularidades, que no caso é constituido pelos pontos de C que determinam

s

trajetorias tangentes ao bordo interno, i.e os pontos (wo, o) tais que |a;| = 5. Veremos

5
adiante que este conjunto ¢ formado por duas curvas fechadas C* em [—7.7) x (=3, F)

14



que sao graficos da coordenada w dados pela equagao:
|sen (w) + dsen (w —a)| =7 (2.1)
estas curvas dividem o cilindro [—7.7) x (=7, §) nos conjuntos:

B ={(w,a) € [-m.m) X (—E

5 g), |sen (w) + dsen (w — )| < r}

A= {(w,a) € [~m.7) x (—=

5 g), |sen (w) + dsen (w — av)| > r}

\/

Figura 2.2: Trajetorias tangentes ao disco interno.

O conjunto B é formado pelos pontos (wo, ap) tais que F'(wp, ap) é um ponto de colisao
com o circulo interno. Os pontos (wy, ap) € A s@o tais que F'(wo, ap) corresponde a uma

colisao com o circulo externo.

Toda colisao com o circulo interno é precedida e sucedida por colisbes com o circulo
externo. Podemos entdo descrever completamente uma trajetoria em (r,d) considerando
somente os pontos de colisao com o circulo externo. Isso nos leva a definir uma nova
aplicacao

T T

—575) — [-m.m) X (—57 5)

que associa uma colisao (wp, ) no circulo externo com a proxima colisdo que ocorrer

T:[—mm) x(

também com o circulo externo. Podemos escrever:
Ty:=F(w,a) se (w,a)€ A,

T(w,a) = (2.2)
Ts := F*(w,a) se (w,a)€ B

15



Figura 2.3: Parametrizacao das colisoes na mesa de bilhar.

Podemos também encontrar equagoes que relacionam (wp, ag) com sua imagem T'(wp, o) =
(w1, a1). A deducao destas relagoes encontra-se em [10] ou [9] e segue os parametros da

Figura 2.3.

a1 =
Ty = (2.3)
w1 = wgy + <7T - 20&0)

sen o + 6 sen (ap — wp) = rsen [,
Ts =1 sena; +dsen (o +wp) = rsen 3, (2.4)
26:ao—wo+a1—|—w1

Essa nova aplicagao substitui F' com vantagens, pois além de estar definida em um dominio
conexo é também um homeomorfismo que preserva a medida cos a dwdo.

Proposicao 2.1.1 A aplicacio T : [-7,7) x (=5,5) — [-m,m) x (=%, 5) € um home-
omorfismo, C* a menos do conjunto de singularidades, e preserva a medida cos adwdo.
Podemos estenter continuamente T ao fecho de [—m,m) x (=5,%) definindo os pontos

(w,£%) como sendo fizos.

Prova: Como T'|4 := F|a e T)ints := F?|ints sao difeomorfismos C* resta-nos provar a
continuidade em 9B. Suponhamos {(w*, a*)};>¢ uma seqiiéncia em B convergindo para
(wo, ) € OB. Denotemos T(wk, o) = (W, a¥) e B% = B(wF, aF). Temos das relagoes 2.4

que:
sen of + dsen (af + wf) = rsen §*
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26" = a* —wF + of + W}
Segue que:

sen o 4+ §sen (28% — of + W) = rsen g
Quando k& — oo temos 3% — B(wp, ap), WF — wi(wp, ) € a¥ — a1(wp, ). Tomando o
limite na ultima igualdade acima obtemos:

sen v (wo, ap) + d sen (23(wo, o) — g + wo) = rsen [F(wo, ap)

Como (wo, fy) € OB temos que B(wo, o) = £F portanto:

sen (20(wo, ap) — ap + wp) = sen (ig — o + wp) = sen (ap — wp)

Entao, podemos escrever:

sen oy (wp, ap) + 0 sen (o — wp) = rsen [(wo, o)

Assim:

sen v (wo, ) = rsen [(wo, ap) — d sen (g — wp) = sen (ayg)

Esta dltima igualdade, que segue das relagoes 2.4, implica que a; = ay.

Ainda das relagoes 2.4 temos que:

w’f =23F — (cvg — wo +o/f)

17



Tomando o limite em k e ja considerando que oy = a;(wo, ) temos:

wi (wo, ) = 2(i§) — (g — wo + a3 (wo, ap))

wy =7 — 200 + Wy
Como identificamos m e —7 temos finalmente que:

ay(wo, ap) =

w1 (wo, ap) = T — 200 + wo

Logo (wo, o) e T'(wo, vp) satisfazem as relagoes 2.3, ou seja, T 4(wo, ag) = T(wo, ) €

conluimos a continuidade de 7" em 0B5.

T T

Sendo T' continua em [—7.7) x (—=%,7) hd uma tnica extensdo continua em [—m.m) X

[—5, 5], esta extensao consiste em definir como fixos os pontos (w,£%). De fato:

lim [w;(wo, )] = lim [wo + (7 — 200)] = wo + (7 — 27)) = wy

ap—5 ag—%

portanto T'(wo, £5) = (wo, £5).

Quanto a medida, seja 1 a medida invariante por I, e C'um boreleano de [—7.7) X [ 7, 7].

Denotemos por K o unido 0BU{a = 7} que ¢ um conjunto de medida nula. Temos que
A=(CnNnAUCNB)UCNK)
Sendo esta uniao disjunta temos:
w(T(A) = w(T(CNA) +u(T(CNB)) +puT(CNK))

Como
w(CNK)=0
w(T(CNA) =pF(CNA)=pCnA

uT(CNB)) =p(F(CNA)=puANB)

18



temos que

p(T(A)) = p((CN A U(CNB)U(CNK)) = pu(A).

Portanto i ¢ medida invariante por T U

Utilizando a expressao (1.1) para a derivada da aplicacao do bilhar vamos obter a derivada

da aplicacao 7"

Ow1 (wo,ao) Ow1 (W()aa())
Ow Oa
Doy nyT = (2.5)
8a1(w0,a0) aal(WO:C“O)
Ow Oa

Precisamos considerar separadamente os casos em que (wp, ) € A e (wg, ) € B. No

primeiro caso, segue facilmente das relagoes 2.3 que:

1 -2
Dwya0) T =
0 1

No caso em que (wp, ag) € B temos que T'(wy, ap) = F?(wp, ap), logo pela regra da cadeia

Do)t = D(wm%)F2 = Dr(wo,a0) FDwo,a0) F-

A condicao inicial (wg, ap) € B determina uma colisao (', ) = F(wy, o) com o circulo

interno. Da expressao (1.1) temos que:

—To + COS (g 7o
-1

D(wy,a0)T =
(wo,a0) cos 3

(2.6)

—Tptcosag T0
—TOEER80 — cos 3 2+ cos 3

A condicao (&', 3) determina uma colisao T'(w’, ) = (w1, @1) com o bordo externo. No-
vamente pela expressao 1.1 temos:

= +cos 3 T
-1

Cos o

D p)T = (2.7)

—T14+Cos aq

- —cos 3 —71 + cos oy

19



Fazendo o produto de (2.6) com (2.7) obtemos:

&ul 27’07’1 27'1 COS (g
= — + — (10 + 71 — cos ) cos 3
Ow r r
&ul 27'1 T0
= + 19711 cosf3
”

Ox
da; 2 COS (vq COS QY
= —(T7T0 — Ty COS g — Tocos ) + (T + To — cosap — cosay ) cos f+ ————
w T
Oay 211170 279 COS vy
90— + + (10 — 71) cos B + cos o cos 3
a r r

quando calculadas em (wp, ag)

2.2 Dinamica global

Uma visao global da dinamica do sistema é obtida observando a disposicao das oérbitas
no espaco de fase €2, as figuras a seguir ilustram casos tipicos da dinamica para diferentes
parametros (r,0). Elas sdo obtidas pela plotagem em (2 - aqui representado pelo retangulo

[—m, 7] x [=F, 5] - de segmentos de 6rbitas para varias condigoes iniciais.

Basicamente a estrutura do espago de fase nestes bilhares é determinada pela existéncia
de dois pontos fixos ((0,0) e (7,0)) e as principais altera¢oes da dinamica global ocorrem
em funcao da mudanca de estabilidade destes pontos em decorréncia de uma variacao nos

parametros.

Figura 2.4: Exemplos de trajetorias poligonais na mesa de bilhar e suas respectivas orbitas.

A Figura 2.5 ilustra o caso tipico da dinamica para parametros r > J. Nota-se a presenca
de curvas invariantes em torno de (0,0) sugerindo a estabilidade deste ponto. Observa-se

uma cadeia de ilhas de estabilidade associadas a uma o6rbita periddica. Nas proximidades
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Figura 2.5: Orbitas para a mesa de parametros (0.5,0.25). Em destaque o conjunto de

singularidades dado pelas curvas em formato de sendides.

dos bordos as o6rbitas estao restritas a curvas invariantes a =constante, correspondendo
as condicoes iniciais que determinam apenas colisoes com o circulo externo. Em destaque

também as curvas de singularidade.

A Figura 2.6 caracteriza a dinamica para o caso r < J. Nota-se a auséncia da ilha central
em torno de (0,0) que deixa de ser eliptico para essa regido de parametros. Persistem
as curvas invariantes vizinhas ao bordo e algumas ilhas de estabilidade correspondendo a

orbitas periddicas elipticas também sao perceptiveis.

Fica clara a dependéncia da dindmica em relacdo aos parametros (r,0) e a influéncia dos
pontos (m,0) e (0,0) que sdo os dois tinicos pontos fixos da aplicagdo T" no interior de (2.
Analizaremos a dindmica na vizinhanca destes pontos com mais detalhe no capitulo 3.
Em particular temos maior interesse em estudar o comportamento das variedades invari-
antes associadas ao ponto (7,0). Mostraremos a existéncia de intersegoes homoclinicas e

algumas conseqiiéncias desse fenomeno.
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Figura 2.6: Orbitas para a mesa de parametros (0.3,0.4)

2.3 Estrutura do espaco de fase

Nesta secao provamos algumas propriedades do espaco de fase que serao tuteis no estudo

que faremos da dindmica dos bilhares excénctricos.

Representaremos o cilindro € pelo retangulo [—m, 7] x [~F,—F] o qual dividiremos em

quadrantes tendo como referéncia as curvas

Yo ‘= {(w,())} Go = {(7770‘)} §o = {(0,0z)}

Denotaremos os quadrantes por Q);,i = 1,2, 3,4 na ordem da Figura 2.7. Cada @Q); é um

conjunto fechado cujo bordo sao segmentos das curvas vy, ¢g, & e do bordo Of).

Dado C' C 2 um subconjunto qualquer, denotaremos por C,, o conjunto 7"(C') para todo
n € Z. Diremos que C' é invariante por T se T(C') = C. Diremos que C é fixado por T

se Vx € C temos T'(x) = x.
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¢'0 Q3 E'Ifl QE

=T

Figura 2.7: A divisao do espaco de fase em quadrantes pelos eixos de simetria.

2.3.1 Simetrias e Orbitas periddicas

Definiremos em () as seguintes aplicacoes, que chamaremos de simetrias:

X:Q0-0 Xwa)=(-wa)
Y:0-Q Y(wa=(w —a)

Aos conjuntos fixados por estas aplicacoes damos o nome de eizos de simetria. Temos
Y = {(w,0)} como eixo de Y e os conjuntos ¢y := {(m,a)} e & = {(0,a)} os eixos de

simetria de X.

A aplicacao T satisfaz as seguintes relacoes de simetria:

YT '=TY e XT'=TX (2.8)

A primeira é uma propriedade geral das aplicacoes de bilhar, a segunda é conseqiiéncia
da simetria do anel excéntrico. Ambas podem ser provadas diretamente das equacoes 2.4

e 2.3. A Figura 2.8 ilustra as simetrias na mesa de bilhar.

Verificaremos as implicagbes para a dindmica decorrentes das relacoes (2.8). Observemos

que X deixa invariante o eixo de simetria Y, i.e X(79) = 70, e Y deixa invariantes os
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Figura 2.8: Simetrias do bilhar no anel excéntrico.

eixos de simetria de X, i.e Y (o) = ¢p € Y (&) = &. Além disto se um conjunto C for

invariante por alguma das simetrias X ou Y teremos
C,=TTC)=TT"X(C)=XT"(C) se X(C)=C
C,=TC)=T7"Y(C)=YT"(C) se Y(C)=C
Se tomamos C' como um dos eixos de simetria temos:
X(m) =Y ()

Gn = X(¢n) = Y(¢n)
§n = X(gn) = Y(f?l)

Logo ha uma relagao de simetria entres as imagens dos eixos 7y, ¢ € &. [Estas curvas

também estao relacionadas com os pontos peridédicos de T'.

Proposicao 2.3.1 Dados m,n inteiros nao simultaneamente nulos, os pontos de (Y, U

G U &) N (Y U & U &) sdo pontos periddicos de T

prova: Observemos inicialmente que se (w, a) € ¢,,Ne,, entdo T7"(w,a) € T7"(c,nNc,) =
Cm-nNcy, ou seja, T ((w, @) € ¢ e se este ponto for perivdico (w, a) também sera. Logo
para provar o resultado basta considerarmos as intersecoes do tipo ¢, N cE). Vamos dividir

em Ccasos :

L. Tm N 7Yo:
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Se (wo, ) € Ym N0 entao (wo, ) € Yo € (Wem, @—pm) = T (wo, ap) € T (V) =

Yo. Segue que:
Y(wom, am) = (Wom, am) € Y (wo, ap) = (wo, )
Pelas relacoes de simetria satisfeitas por 17" temos:

(wo,v0) = Y(wo,a0) =YT"™(w_p, ) =T Y (w_pn,¥_pn)

- T_m(w—ma a—m) - T_2m(w07 Oé())
Portanto (wo, ) ¢ um ponto periddico de periodo menor ou igual a 2m.
. (¢m U fm) N <¢0 U 50):

Como no caso anterior, se (wo, ap) € (P, U&m) N (o U &) entao (wo, ap) € (o U &)
e (W_m, @_pm) € (Ppo U&) donde:

X(w,m, Oéfm) = <w7ma O{*m) € X(WOJ 050) = (WO, O[())
Temos também que:

(wo,a0) = X(wo, ) = XT"™(Werny, ) =T " X (w_pny )

= T7™(W_pm, a_p) = T2 (wy, )
Portanto (wp, &) é um ponto periodico de periodo menor ou igual a 2m.
- (Pm U &m) Mo
Se (wo, @) € (P U&m) N0 entdo (w_pm, @) € (o U &) donde:
X(wom, am) = (Wem, o) e X(wo, ag) = (wo, )
Temos que:
(W, @) = Y (wem, o) = YT ™ (wo, ag) = T™Y (wo, ap) = (Win, m)

Como (W_p,, ) € (P U &) temos w_,, € {0,7} donde x,, € (po U &) ja que
pelas relagdes acima temos wy, = w_,, . Segue que T, € (¢o U &) e (W_pm, ) =

T72(2,,) € T(do U &) = (¢ UE ). Ou seja, (W_p, ) € (o U&) N (¢ gm U
& _om) donde pelo caso 2 (w_y,, a_y,) € um ponto peridédico de periodo menor ou

igual a 4m, assim como (wp, ayp).
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Nao é uma conseqiiéncia da proposicdo acima mas as interse¢oes vy N ¢y = (m,0) e
Y% N & = (0,0) também sdo pontos periddicos, sendo os tnicos pontos fixos de 7' no

interior de 2, isso pode ser verificado diretamente das equacoes 2.4.

2.3.2 As curvas [ constante e o conjunto de singularidades

Consideremos agora as curvas 3 constante. Relembremos que [ identifica o angulo de

colisdao com o disco interno e que se expressa em func¢ao de (wy, o) por:
1
B(wo, ap) = 5(040 — wp + a1 (wo, ) + wi(wo, ag))

Uma curva com [ constante ¢ o conjunto dos pontos (w, ) tais que f(w,a) = ¢ para
alguma constante ¢ € [—7, 7]. Estas curvas sao graficos C*° de w. De fato, derivando em

relacao a ag:

0 1 Jda Ow
_ﬁ — _(1 + - + _1)
Jog 2 Jag  Oayg
Mas:
8 +
gar _ H70M + pl0 €O (7o + 71) cos 3 + cos oy cos [
dayg r r
e
Ow ToT
o0 (o + 71) cos 3
day r
Portanto:
0 1
E)ng — 5(1 + 2@ + cos oy cos [3)

que é sempre nao nulo ja que oy € (—3,5) e f €[5, 7]

Segue do teorema da fungao implicita que para cada valor ¢ € [—7F, 7] o conjunto 3(wp, ) =
¢ é um grafico C* de w. Portanto as curvas = const sao fechadas e homotodpicas aos

bordos do cilindro.

A regiao B do cilindro €2 é folheada pelas curvas [ constante sendo que o conjunto de
singularidades 0B, é dado pelas curvas § = 5 e 3 = 5. Isso prova que o conjunto de

singularidades tem medida nula por ser o grafico de uma aplicacao diferenciavel.
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Outro caso que nos interessa é a curva 3 = 0, conjunto no qual coincidem as agoes de T'

e X, ie T(wo,ap) = (wo, —g) = X (wo, ap). Provemos esta afirmagao.
Lema 2.3.1 [(wy, o) =0 se e somente se T'(wq, ag) = (wo, —g)

Prova: Se ((wg, ag) = 0 temos:
OzQﬁ:ao—wo—l—al—i—wl

donde (g —wp) = —(a1 +w1) e sen (g —wp) = —sen (a1 +wi). Das equagoes (2.4) segue
que:

sen ap + sen o + 6 (sen (ap — wp) + sen (o +wq)) = 2rsen 3 =0 (2.9)

donde sen ag + sen a; = 0.

Como ag, o € (—7%, 5) concluimos que ayp = —a; e de (2.3.2) temos w1 —wy = — (a1 +0ag) =

0 donde wy = w;.

Por outro lado T'(wg, ) = (wo, —ap) entdo w; = wp e oy = —ay logo PBwy, ) =

%(Oéo—wo—FOél +w1) = 0.

OJ

0

Figura 2.9: As curvas 3 constante

2.3.3 Imagens de retas verticais

Descreveremos agora as imagens de retas verticais, em alguns problemas o comportamento

da imagem de tais curvas é determinante para a obtencao de muitos resultados, este é o
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caso das aplicacoes do tipo Twist caracterizadas por uma condicao de desvio das verticais,
ver [7]. Aplicagbes de bilhares convexos apresentam essa propriedade, nao é o caso do

bilhar excéntrico como veremos a seguir.

s

Fixado wy seja v, := wo X [, 5] a reta vertical passando por wy. Esta reta intercepta
cada grafico 3 = 7 e 3 = —% em um ponto, denotados respectivamente por (wp, ™) e

(wo, ™). Descreveremos agora a imagem T'(v,,) = (w1 (wo, @), oy (wo, @)).

No intervalo [~ 7, ™) temos que v, pertence a regiao A e temos por (2.8) que W =
—2. Portanto wi(wo,.) : [T, 5] — € ¢ injetiva, donde segue que o tinico ponto de

interse¢ao entre v, e T'(v.,) neste intervalo ¢ o ponto fixo (wp, —5).

Ow1 (wo,)
3]

No intervalo (o™, 5] temos v,, também contida em A e -

= —2. Portanto wy(wy, .)
é injetiva e o unico ponto de intersecao entre v, e T(v,,) neste intervalo é o ponto fixo

(WU7%)'

No intervalo [a™, a~], v, pertence a regiao B e

8w1 (u)g, Oéo) . 27’17’0

da

+ (7o71) cos 3 >0

dado que 79, 71 e r sdo positivos e cos 3 > 0 pois 3 € [—7, §]. Segue que w;(wy, .) ¢ injetiva
portanto T'(v,,) intercepta v,, em um dnico ponto que é exatamente o mesmo ponto de
interse¢ao entre v,, e = 0, ja que pelo lema 2.3.2 temos que se (wp, @) € {# = 0} entao

T(wo, @) = (wo, a1 (Wp, @) € V-

Figura 2.10: Trajetorias correspondentes a uma reta vertical.

Seja IT; : Q — [—m, 7| a proje¢do na primeira coordenada. Observamos que dado wy, 0
conjunto I1; (7T (v,,)) nao cobre [—m, 7|, a justificativa geométrica deste fato é que nao é

possivel a partir de um ponto wy no bordo externo atingir todos os pontos do bordo externo

28



T2
T2
_ | | T(p=nrz )
v
2 = . — T(p0 )
T | e . AT (pn2)
—nn 1R h\

Figura 2.11: Na primeira figura: uma reta vertical, v, interceptando as curvas
[ =constante. Na segunda figura: a imagem da vertical interceptando as imagens das

curvas (3 =constante.

com uma tunica iterada da aplicacao de bilhar em decorréncia do obstaculo interno, ver

Figura 2.10.

Assim, para cada wy existe um intervalo aberto I C [—m,7) tal que II1(T(vy,)) NI =
(). Nota-se pela Figura 2.11 que os extremos deste intervalo correspondem aos pontos

I, (T (wo, o)) onde (wp, o) sao os pontos de intersecao entre v,,, e a curva de singulari-

dades, = +7.

No caso especifico do eixo &, a reta vertical que passa por (0,0), o intervalo complementar
de IT1(T'(&)) em [—m, ) é um intervalo simétrico (—6, #) centrado no ponto 7, logo a curva

T'(&y) nao possui pontos em comum com a curva ¢p, ver Figura 2.12

A seguir utilizamos as propriedades das imagens de retas verticais para provar alguns
lemas que serao uteis mais a frente.

Lema 2.3.2 Se (wp, ap) € Q4 entio wy < wy(wg, ) <7

prova: Seja wy € [—m,0] e seja v,, a reta vertical passando por wy. Denotemos por v}, o
segmento de v,,, entre os pontos (wy, 5) e (wo, @*) = vy, N {B = 0}.

O conjunto T'(v} ) ¢ uma curva continua de extremos em (wy, 5) e T'(wo, a*) = (wo, —a).

Observemos que T'(v},) pertence a regido de Q4 U @Q; compreendida entre as curvas v, e

29



T'(&). Segue disso que T'(v] ) ndo intercepta a curva ¢y portanto I1;(T(v], )) pertence ao

intervalo [wp, 7).

Obsevermos que T'(vy, N Q4) C v portanto I T((vy, N Q4)) C [wo, ) donde segue que

wo < wi(wo, ap) < 7 para todo (wo, ) € Q. OJ

Lema 2.3.3 Seja (w,a) € Q4 ponto nao fizado por T, se OF (w,a) := {T"(w, @) }n>0 C
Q4 entdo (0,0) € OF(w, ).

prova: Sendo O (w, a) subconjunto limitado em Q4 podemos definir w* := sup{Il; (O (w, a))}.

Dado esse w* existe um o* tal que (w*, a*) € Ot (w, «). Pela invariancia por T'de Ot (w, «)

e pelo lema 2.3.2 temos que:

w* < wl(W*> a*> < SUP{H1(0+(LU7 Oé))} = w"

Portanto T'(w*, a*) = (w*, ;1 (w*, a*)) donde ou (w*, a*) é um ponto fixo ou T'(w*, a*) €

({6 =0} Nouy).

No caso de (w*, a*) ser ponto fixo, nao pode ser do tipo (w*, 7) pois existe uma vizinhanga
do bordo superior de €2 tal que a orbita de todo ponto nesta vizinhanca pertence a uma
curva invariante homotdpica ao bordo, ver Figura 2.5 e 2.6 , logo nao podemos ter uma

orbita se acumulando em (w*, 7).

Resta-nos entao a segunda hipdtese que, pelo lema 2.3.1, implica em:

(W*, o (w*,a")) = (W, —a™)

devemos ter entao o = 0 pois do contrario teriamos (w*, a;(w*, a*)) € int(Q3). Sendo
assim, (w*,a*) € vy N{B =0} ={(0,0), (7,0)}. Para finalizar observemos que 7 < wy <
w*. Assim se w* = 7 terfamos (w,a) = (m,0) ponto fixado por T" o que contradiz nossa

hipotese. Concluimos entao que (w*, o) = (0,0). O
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2.3.4 Imagens dos eixos de simetria

Descreveremos agora comportamento das imagens dos eixos de simetria. Segue das ob-
servacoes anteriores sobre as imagens de verticais que as nicas intersecoes entre as cuvas
$o = vx e ¢1 = T'(vy) sdo os pontos fixos (7,0), (7, 7) e (7, —7). Mostraremos que para
0 caso r > ¢ uma propriedade analoga vale também para a curva 7y, ou seja, as Gnicas

intersecoes entre 7o e 1 sdo os pontos fixos (0,0) e (7,0).

De fato se (wo, @) € Y0 € (w1,a1) € 71 Ny entdo ap = a; = 0 e segue de 2.4 que:

d sen (—wo) = rsen § = 4 sen (w1) (2.10)

23 = —wo + wq

donde cos(wg) = cos(wy) e:
cos(3)?—sen (3)% = cos(2/3) = cos(w;) cos(wp)+sen (w;)sen (wy) = cos(wy)*+sen (w;)* =1

entao:
2 cos(8)? = cos(B)? + sen (8)* + cos(8)* — sen (B)* = 2

donde cos()* = 1 e como § € [-3,%] temos § = 0. Mas se G(wp, ) = 0 temos que

(wo, a0) € (0N {B=0}) ={(0,0),(m,0)}. O que demonstra o afirmado.

Temos portanto que v, é uma curva simples fechada no cilindro e que intesecta 7, somente

nos pontos fixos (0,0) e (7,0).
Seré 1til provar que 7, possui pontos no interior do quadrante (4. Faremos isso agora:

Seja v = (1,0) o vetor tangente a 7y no ponto fixo (r,0) numa vizinhanga na qual T" é

diferenciavel. Temos que:
1
DiroyTv = =(r —20r 4 26 — 26°,20(r + 6))
r

Como 0 < r+4d < 1 temos que:
26(r+9)>0

Temos também que:

r—20r +25—20° =71 +25(1—7—6)>0
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Logo o vetor D(;pT'.v tem todas as coordenadas positivas, podemos entao concluir que

localmente ao ponto p a curva 7; tem pontos no interior do quadrante ().

w2

Py

—ni2|

Figura 2.12: Eixos de simetria e suas imagens.
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Capitulo 3

Pontos fixos

Figura 3.1: Pontos fixos.

Para qualquer valor de parametros (r, §) a aplicagdo T possui exatamente dois pontos fixos
no interior do cilindro €2, situados na regiao B onde a aplicagao ¢ diferenciavel, sao eles
(m,0) e (0,0). O ponto (m,0) é sempre hiperbdlico, ja o ponto (0,0) pode ser hiperbdlico,

parabolico ou eliptico dependendo dos parametros (r,d). Verifiquemos estes fatos.

Para o ponto (7,0) temos:

r—20r+26—28%  2(1-6)(1—r—0)
DT = (3.1)
20(r+48)  r—20r+ 20 — 25

E os autovalores desta matriz sio:

(r — 267 + 20 — 262) N V@1 +6)(5 —r)(1 —1r —9))

r T

Ao =

Sendo d # 0 e r+6 < 1 temos que os termos na raiz quadrada sao sempre positivos donde

os autovalores sao reais e diferentes. Observemos que pela propriedade de preservar area
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temos det(DT(mo)) = 1 portanto os auto-valores satisfazem \; = /\% logo ambos tém

modulo diferentes de 1 o que caracteriza o ponto fixo como sendo hiperbdlico.

Para o ponto (0,0) temos:
r+20r —20 — 262 2(1+6)(1+6—7)

DT(070) = % (32)
2000 —r) T+ 26r — 25 — 262

Com autovalores:

(r + 20 — 26 — 26?) N V(1 46)(6 —r)(1 —r+9))

T T

A =

Como r e § sao positivos, apenas o fator (6 — r) na raiz quadrada pode mudar de sinal,
alterando assim a natureza dos autovalores A; e \y. Temos portanto, as seguintes possi-

bilidades:

e ser > ¢, os autovalores sdo complexos conjugados e o ponto fixo é eliptico.

e se r = ¢ os autovalores sao iguais a —1 e o ponto fixo é parabélico.

e se r < ¢ temos os autovalores reais e diferentes de +1 e o ponto fixo é hiperbolico.
Passamos agora a estudar a dinamica localmente a cada um destes pontos fixos no caso

r > 0, para isso utilizaremos o fato de que a aplicacao T é diferenciavel em uma vizinhanca

de cada ponto.

3.1 O ponto fixo eliptico

O Teorema da Forma Normal de Birkhoff, [7], afirma que se os autovalores \; de Dy )T
sao nao ressonantes, i.e A" # 1, n = 1,2,3 ou 4, entdo existe um homeomorfismo h tal
que hoT o h™'(z) = 01l 2 4+ O(|z]*), ou seja T é conjugada com uma rotacio, a
menos dos termos O(|z|*), onde z é complexo e o primeiro coeficiente de Birkhoff 7y ¢

dado por uma expressao polinomial nos coeficientes de Taylor de T" até ordem 3.
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O Teorema do Twist de Moser, (8], afirma que se 77 é ndo nulo entdo a influéncia de
O(]z|*) em alguns casos pode ser desconsiderada, nestes casos T age como uma rotagao o

que resulta na existéncia de curvas invariantes na vizinhanca do ponto fixo.

E possivel mostrar, [12], que para o caso r > § os autovalores de D(0,0)T" sdo nao resso-

nantes e que o primeiro coeficiente de Birkhoff é dado por:

1

n=—gl-1)#0

Prova-se assim a existéncia de curvas invariantes em torno do ponto fixo eliptico (0,0) o

que explica a ilha de estabilidade observada na Figura 2.5.

3.2 O ponto fixo hiperbélico (7, 0)

Denotaremos por p o ponto fixo (m,0). Pelo Teorema de Hartman-Grobman, [2|, existe
uma bola B(p, €) de centro p e raio € na qual 7' é conjugada topologicamente com D,T".
E consequéncia deste teorema a existéncia local de uma variedade invariante estavel cuja
definicao é:

Wige(p) :={z € B(p,e)[T"(x) — p quando n — oo}

Tem-se também a existéncia de uma variedade invariante instavel definida por:
Wi (p) :==A{x € B(p,e)|T " (x) — p quando n — oo}

Segue do Teorema da Variedade Estavel, [2]|, que sendo T um difeomorfismo C* em
B(p, €), a variedade estavel local é uma curva C* tangente em p ao auto-espago associado
ao menor auto-valor de D, T. Analogamente a variedade instavel ¢ uma curva C'*° tangente
em p ao auto-espago associado ao maior auto-valor de D,T".Portanto sao curvas que se

interceptam transversalmente em p.

E através das variedades invariantes que a influéncia de um ponto fixo hiperbolico se
estende a dinamica global. De fato, podemos definir globalmente as variedades invariantes

pelos conjuntos:

W*(p) = {x € M|T"(z) = p quando n — o0} = | | T~ (W (p))

n=0
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W(p) = {z € M|T™"(x) — p quando n — oo} = | J T"(W;.(p))

No que segue, vamos estudar propriedades das variedades invariantes globais associadas
ao ponto (m,0). Iniciamos com algumas observagoes sobre as simetrias das variedades

locais.

Seja B(p, €) a vizinhanca de p na qual vale a conjugacao entre 7' e D,T. Podemos definir

as variedades invariantes de p utilizando o conjunto de B := B(p, €) da seguinte forma:
Wie=(T"(B) ¢ Wi =(T7(B

Essa defini¢ao caracteriza W}’ . como o maior conjunto 7-invariante em B, i.e todo con-
junto T-invariante de B esti contido em W}’ .. Analogamente W} é o maior conjunto

T~ 'invariante em B.

As variedades invariantes locais se relacionam pelas simetrias X e Y. De fato, usando que

a bola B(p, ¢) é um conjunto invariante por X e Y, i.e X(B) = B e Y(B) = B temos:

X0 = XV = (X7 E) = (Y B) = (7B = s,
Analogamente Y (W} ) = W} e consequentemente XY (W; ) = Wy . e XY (W) = Wp.

Segue da conjugacao entre 7' e D,T" que a tnica intersecao entre W e Wi é o ponto
fixo p. Isso implica que p também ¢é a tnica intersecao entre os eixos de simetria e as

variedades locais. De fato, se por exemplo W%, Ny, = ¢ # p entao:
q= Y(q) = Y(I/V;(L)c M 70> = VVlsoc MY
donde ¢ é um ponto de W7 N W}, diferente de p, o que nao pode ocorrer.

Concluimos entao que W}, possui dois ramos totalmente contidos no interior dos qua-
drantes Q; e, como XY (W) = W} ., concluimos também que cada um destes ramos

pertence a um quadrante distinto. Analogamente para W} ..

A préxima proposicdo e seu corolario garantem que as variedades invariantes globais

petencem ao fecho topologico do conjunto constituido pelas imagens dos eixos de simetria.
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Proposicao 3.2.1 Dado ¢ > 0 emiste ko tal que para todo k > ko as curvas vx e ¢
possuem segmentos com extremos em p e sdo tais que a e-vizinhanca de qualquer ponto

em Wp.(p) possui um ponto destes segmentos.

Prova Seja B := B(p, €) uma bola aberta na qual vale a conjugacao topologica entre T' e
D, T garantida pelo teorema de Hartman- Grobman. Podemos escolher e suficientemente

pequeno de forma que:

T(voNBNQ4) C(Qu) e T(doNBNQy) C (Qu) (3.3)

o que é garantido pelas propriedades das imagens dos eixos de simetria vistas na secao

2.3.4.
Definimos a seqiiéncia de conjuntos { K, },cn da seguinte forma:
Ko=BnNQs e K,:=T(K, 1)NKy paran >0

Esta é uma seqiiéncia de compactos encaixados. De fato, B e ()4 sao compactos portanto

9
L Qu 4t Qa4

Ko

Figura 3.2: Defini¢ao dos conjuntos K,

Ky = BN Q4 é compacto. Mas se para algum n o conjunto K, é compacto entdo
K,y = T(K,) N Ky também é compacto. Segue por indu¢ao em n que K, é compacto

para todo n.

Por definigao temos que K; C Kj e por (3.3) sabemos que esta continéncia é estrita. Mas
se para algum n tivermos K,, C K,,_; entdo K, 1 =T(K,) N Ky C T(K,_1) N Ky = K,.

Segue por inducao em n que K, C K,,_; para todo n.

Seja Koo = (), Kn. por ser a intersecao de compactos encaixados este conjunto é nao

vazio e compacto. K., também é T~ '-invariante, de fato se x € K* entdo z € K,, para
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todon > 1 donde T~'(z) € K,,_; para todo n > 1, ou seja T~!(z) € K, para todo n logo
T Yz) € K=.

Sendo K., C B um conjunto 7! —invariante temos que:

Ko (\T"(B) = Wi (o) (3.4

n=0
A continéncia acima implica que W} (p) possui um ramo no interior do quadrante Q.

Provaremos agora que este ramo é exatamente K.

Denotemos por U o conjunto (Wr.(p) N Q4). Como p € U temos que U C T(U) e por
defini¢do temos U C (BN Q4) = Ky. Mas se U C K, para algum n > 0 temos:

Uc (T(Z/l) N KO) - (T(Kn) N KO) = Kp1

Conclui-se por inducao em n que U C K,, para todo n > 0 donde U C K. E juntamente
com (3.4) temos Ko = W.(p) N Qa. O

Corolario 3.2.1 Qualquer segmento compacto da variedade instdvel global W*(p) € apro-

rimado pelas curvas v, e ¢ com k € N

prova Seja £ um segmento compacto qualquer da variedade instavel W*(p). Existe ng
tal que 7™ (L) C W .(p). Como T™ é homeomorfismo, dado € > 0 existe J tal que se
x € B(T7™(y),d) entdo T (z) € B(y,e€).

Consideremos V' (6) uma d-vizinhanca de W (p). Como a variedade local é igual & inter-
secao da seqiiéncia de compactos encaixados { K, } temos que existe n tal que K, C V(9),
entdo (v, N B) C 0K, C V(§). Conseqiientemente um segmento de 7, estd d-proximo
de T7"°(L), logo T™(v,) possui um segmento que esta e- proximo de £. Analogamente
(¢, N B) C 0K, e pelo mesmo argumento existe um segemento de 7-"°(¢,) que estd e-

proximo de L. 0]

Utilizando a simetria X podemos construir a seqiiéncia de compactos {X (K,,) }nen que

aproxima o ramo de W (p) em Q3 e concluir que este ramo ¢ aproximado pelas curvas
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Y—n € ¢_p assim como qualquer segmento compacto da variedade global W#*(p). Resulta-

dos anéalogos sao provados para os demais ramos das variedades invariantes.

3.2.1 Pontos homoclinicos

Seja f: M — M um difeomorfismo, dado um ponto fixo p dizemos que q é homoclinico
apseq € W(p)NWp). ie f"(q) e f~"(¢q) convergem para p quando n — oco. A
existéncia de pontos homoclinicos acarreta complexidade para a dinamica. Em particular
se o ponto homoclinico é originado por uma intersecao transversal. Neste caso prova-
se a existéncia de um subconjunto invariante por alguma poténcia de f cuja dinamica é
conjugada com um sistema simbdlico, o Shift, [2]. Algumas conseqiiéncias sao a densidade
de pontos periddicos e homoclinicos neste subconjunto invariante e a positividade da

entropia topologica do sistema.

A existéncia pontos homoclinicos para o ponto fixo p da aplicacao de bilhar T para a faixa

de parametros r > J resulta da seguinte proposicao:

Proposigao 3.2.2 No caso r > 0 as variedades invariantes W"(p) e W?(p) possuem um

ponto em comum sobre o eixo de simetria &

Prova Para provar a existéncia de interse¢do entre as variedades basta mostrar que W*(p)

possui um ponto ¢ # p em 9@y, entao por simetria YW*(p) possui o mesmo ponto.

Suponhamos por contradigdo que (W¥(p) — p) N 0Q4 = 0, entdo dado qualquer ponto
(wo, ) € (Qs N W"(p)) — {p} temos pelo lema 2.3.3 que OF(wy, ap) tem (0,0) como
ponto de acumulagdo. Mas para r > § o ponto (0, 0) é eliptico estavel, portanto existe um
aberto invariante V' contendo (0, 0). Assim, se O (wy, o) se acumula em (0,0) temos que
esta 6rbita pertence ao aberto V. Podemos tomar V suficientemente pequeno de forma

que p nao pertenca ao fecho de V', mas isso ¢ uma contradi¢do com o fato de (wy, ap) € Wy.
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Concluimos entao que W*(p) N9Q4 # (). Resta provar agora que esta intersegao pertence
a0 eixo &y. Seja entdo U o segmento de W¥(p) de extremos em p e em um ponto ¢ € Q4
sendo ¢ o primeiro ponto de interse¢do entre de W"(p) e 0Q4, 0 que equivale a dizer que

somente p e ¢ sao pontos de U em 0Q)y.

Suponhamos que ¢ € 7, entdo temos que Y () é um segmento de W?*(p) contido em (3

cujo dnico ponto em 7y € ¢. Isso implica que ¢ é um ponto homoclinico.

Por um lado temos que T'(q) € v1(€ Q41U Q1) mas por outro temos que T'(q) € (Y (U)—q)
logo pertence ao quadrante (J3. Uma contradi¢ao que nos leva a concluir que a primeira
intersecao entre W*(p) e Q4 nao ocorre em 7. Com um argumento andlogo podemos

provar que essa primeira intersecao também nao pode ocorrer em ¢g.

Resta-nos entdo o segmento {a = 7} e o eixo §. Como o primeiro ¢ formado por pontos

fixos concluimos que ¢ € &. O

A proposicao acima garante a existéncia de intersecao entre as variedades mas nao es-
clarece a natureza de tal intersecao. Sao possiveis a tangéncia, a transversalidade ou
mesmo a conexao de sela. Como nao pedimos mais que a diferenciabilidade na vizinhanca

do ponto fixo podemos ter ainda outros tipos mais complicados de intersecao.

Experimentos numéricos como o ilustrado na Figura 3.3 indicam que para o caso r > §
a intersecao deve ser em geral, no minimo, um cruzamento topologico, i.e as variedades
se cruzam mas nao necessariamente de modo transversal. Assim, vamos supor daqui
para frente que ocorre este tipo de intersecao e procurar descrever algumas conseqiiéncias

dinamicas advindas dessa suposicao.

Iniciamos utilizando a aproximacao das variedades invariantes pelas imagens dos eixos
de simetria para verificar uma propriedade conhecida dos pontos homoclinicos que é o
fato de serem aproximados por Orbitas periédicas de periodo arbitrariamente grande e
por pontos homoclinicos. No proximo capitulo ilustramos como provar a positividade
da entropia topologica do sistema utilizando a intersecao homoclinica e as simetrias do

problema.
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Figura 3.3: A intersecao das variedades invariantes sobre o eixo &,. Ao centro a ilha de

estabilidade do ponto fixo eliptico (0, 0).

Proposicao 3.2.3 Os pontos homoclinicos a p topologicamente tranversos sao aproxima-

dos por pontos periodicos e pontos homoclinicos.

prova: Seja ¢ um ponto homoclinico dado por uma intersecao topologicamente transversa

dos segmentos L° C W?(p) e L* C W*(p).

Seja B(q, €) uma bola fechada de centro em ¢ e com raio € suficientemente pequeno para
que os segmentos L° e L* tenham intersecao com o bordo 0B em quatro pontos distintos:
a,be L'"NOB ec, de L°NIB. Considere § > 0 suficientemente pequeno de forma que

as bolas de raio § e centro em a,b, ¢ e d sejam disjuntas.

Seja s C B uma curva continua com extremos em B(a,d) N dB(q,¢) e B(b,6) N IB(q,¢)
e ' C B também continua com extremos em B(c,8) NOB(q,€) e B(d,8) NdB(q,¢). A
curva s divide B em duas regides cada uma delas contendo pontos de s’ o que implica que

sns #0.

Pela Proposicao 3.2.1 existe m € N tal que segmentos de ¢, e 7, estdo d-proximos de

L" e segmentos de ¢_,, e v_,, estao d-proximos de L°. Segue desse fato que ¢, N OB e
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Figura 3.4: A curva s (pontilhada) que aproxima £" intercepta a curva s’ que aproxima

Le.

Ym N OB sao pontos de B(c,d) e B(d,d) e ¢p_,, NOB e y_,,, N OB sdo pontos de B(a,d) e
B(b,0). Pela observagiao no paragrafo anterior temos que v, N ¢_py # O vy N dpy # 0,
Y N Yen Z D € p Ny # 0. Todos estes pontos de interse¢ao sao periodicos.

Pelo mesmo argumento podemos mostrar que £ N (7_,, Uv—m) # 0 e L5N (Y U ) # 0

e estes pontos de intersecao sao homoclinicos a p.

As conclusées acima valem se considerarmos ¢ < e. Isso implica que para toda vizinhanca
de um ponto homoclinico & p topologicamente transverso existem pontos periodicos e

outros pontos homoclinicos a p. [l

Com pequenas alteracoes na demonstracao acima é possivel verificar também que os
pontos homoclinicos de tangéncia também sao aproximados por orbitas periddicas de

periodo arbitrariamente grande e por pontos homoclinicos.

42



Capitulo 4

Entropia topologica

A entropia topologica de uma aplicacdo f : M — M ¢é um ntmero, h,(f), que mede
a complexidade do comportamento dinamico do sistema (M, f) em termos da taxa de
crescimento exponencial do ntimero de 6rbitas que podem ser distinguidas ao longo do

tempo dentro uma precisao dada.

O calculo da entropia topolégica de um sistema permite localizd-lo em uma escala de
complexidade comparado a outros sistemas, quanto maior hy.,(f) maior a complexidade.
Por se tratar de um invariante topologico a entropia também permite decidir sobre a

equivaléncia de dois sistemas.

A seguir damos uma defini¢ao de entropia topologica para uma aplicacdo de um espaco
compacto e apresentamos algumas propriedades deste conceito, baseamo-nos nas referén-

cias [5] e [2].

Dado um espago métrico compacto M e uma aplicacao f : M — M dizemos que um
conjunto S C M é um (n,€) — gerador se para todo x € M existe um y € S tal que

d(fi(z), fi(y)) < epara0<i<n

Pela compacidade de M é sempre possivel encontrar um (n,€) — gerador finito para

quaisquer n e €. (ver [5]). A cardinalidade r(n,¢€) de tal conjunto satifaz r(n,e) < m”"
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para algum m. Dai:

limsupn_,Jroo(%log(r(n, €))) < 400
pois (%log(r(n, €))) < (%log(m”)) = log(m).

Definimos a entropia topologica hy,(f) de f pelo limite:

() = lim—ollimsup, .o~ 1og(r(n,)))

Utilizaremos neste trabalho algumas propriedades da entropia topologica que dizem res-
peito a comparacao entre as entropias de sistemas que se relacionam topologicamente.
Precisamente dizemos que um sistema (N, g) é um fator topoldgico de (M, f) se existe
uma plicagao 6 : M — N continua, sobrejetora e satisfazendo ff = fg. Neste caso temos
que:

htop(g) < htop(f) (4'1)

Se a aplicacao € definida acima for um homeomorfismo dizemos que os sistemas (M, f)
e (N, g) sao topologicamente equivalentes e teremos hioy(g) = hiop(f). Uma tltima pro-
priedade 1til é a que relaciona a entropia de f a uma de suas poténcias f*. Neste caso

temos:

heop(f*) = k-haop(f) (4.2)

Agora apresentaremos brevemente uma classe de sistemas dinamicos abstratos de grande

utilidade teorica: os Shifts. Tais sistemas possuem entropia topologica positiva.

Dado um conjunto finito de simbolos A = {a4, ...ax} definimos os espaco de seqiiéncias
bi-infinitas:

ZN = {...5_1.80.81...|Sj cA VJ S Z}
define-se uma topologia neste conjunto cuja base é dada pelos cilindros simétricos C*—k-*-1-40-%%

que por sua vez sao definidos por:

Co-ka-rao-f(g) € Minls; = ; com—k <i <k}

44



Com esta topologia Y é um espaco métrico completo, compacto e totalmente desconexo.
Neste espaco estd definido um homeomorfimso o : Xy — Yy que age "transladando"as

seqiiéncias, i.e, o(s); = S;41, por essa razao ¢ recebe o nome de shift.

O sitema dindmico (X, o) ¢ um sistema simbolico de dindmica bastante complexa tanto
que serve de paradigma para o que freqiientemente se chama de caos. A propriedade
que nos interessa aqui é que estes sistemas apresentam entropia topolégica positiva, mais

precisamente podemos provar (ver [15]) que hyp(0) = log(N) para o : ¥y — Xy

4.1 Critério geométrico para entropia topologica posi-

tiva

O objetivo desta secdo é apresentar um método geométrico [14] pelo qual é possivel
provar que uma aplicacao f possui entropia topologica positiva. A estratégia é conseguir
uma fatoracdo topologica entre alguma poténcia de f e o shift (X3,0) . Assim, pelas

propriedades (4.1) e (4.2) teremos:

htop(f) = %htop(fn) > %htop(a) >0

Iniciemos com algumas defini¢oes: seja f : M — M um homeomorfismo de uma va-
riedade bidimensional. Considere N C M um subconjunto homeomorfo ao retangulo

[—1,1] x [-1,1] e R C N pré imagem em N do retangulo [—1, 1] x [—p, p].

Identificaremos N com o retangulo [—1,1] x [—1,1] e R com o retangulo [—1, 1] x [—p, p],
essa identificacao é feita por simplicidade de notagao sem prejuizo para as definicoes e

resultados que seguem.

Definicao 4.1.1 Um conjunto V' C int(N) € chamado de essenctal se V' contém uma

curva unindo as duas componentes de N/R.
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Definicao 4.1.2 Uma faixa horizontal ¢ um conjunto S C R tal que

e S ¢ fechado e conexo por caminhos

e S contém uma curva unindo os bordos verticais de R, i.e {—1} x [—p,p] e {1} X

[=p, p]

e 0S € uma curva de Jordan dada pela uniao de um nimero finito de arcos todos com

extremos nos bordos verticais de R

Toda faixa horizontal S possui em 0S exatamente duas curvas ligando os bordos verti-

cais de R. Denotaremos por ¢,,q, a curva mais proxima de [—1, 1] x {p} e por ¢, a outra.

Definicao 4.1.3 Seja S uma faiza horizontal. Dizemos que uma aplicacao F estica S
sobre R se F\(S) Cint(N), F(0SNint(R)) C N/R e F leva ¢pax € Cmin €m componentes
opostas de N/R.

N/R %L"'\J N/R

Figura 4.1:

Lema 4.1.1 Seja S uma faixa horizontal e V. um subconjunto essencial de N. Supon-

hamos que F' estica S sobre R. Entdao F(SNV) é essencial.

prova Por defini¢ao de conjunto essencial, V' contém um arco v : [0, 1] — R tal que (0)

pertence a ¢pq, de S, y(1) pertence a Cpp € y(t) Cint(R) para 0 <t < 1.
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Uma componente de S Nint(R) é chamada de positiva se é levada por F' na componente
de N\ R que contém F(¢yq,). Chamamos de negativa a componente de S Nint(R) que

¢ levada por F' na componente de N/R que contém F'(Cpn ).

Seja to € [0,1) o ltimo valor do parametro para o qual y(t) intercepta uma componente

positiva de 9S Nint(R) e t; € (to, 1] o proximo valor no qual y(t) intercepta 0S.

Observe que se (t) deixar S através de alguma componente de 9S N int(R) entdo deve

voltar a S atravessando a mesma componente.

O arco de ~(t) entre v(ty) e v(t1) pertence a S e sua imagem por F' é uma curva em
int(N) que liga as duas componentes de N \ R, ja que F(y(to)) e F(y(t1)) pertencem a
componentes opostas de N\ R. Assim F(SNV) é essencial. O

Figura 4.2:

Teorema 4.1.1 Suponhamos que N contém duas faizas horizontais fechadas e disjuntas,

So e S1, que sao esticadas através de R por F'. Entao o shift completo Yo € fator topoldgico

de F.

prova: Seja

A= (] FHShuS)

k=—o00
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que é o conjunto dos pontos cujas Orbitas por F estao contidas nas faixas Sy e S;. A
cada z € A associamos uma seqiiéncia 7(z) de 0's e 1's de acordo com seu itinerario pelas
ixas, mais precisamente m(z) € iiéncia cujo k-ésimo termo é z u
faixas, mais precisamente é a seqiiéncia cujo k-ésimo termo é 0 se F*(z) € Sy ou 1

se F¥(2) € S).

Seja m: A — X5 a aplica¢do que leva um ponto z € A em sua seqiiéncia 7(z) € 3,. Esta
aplicacao esta bem definida uma vez que as faixas Sy e S sao disjuntas. Logo para todo
k e qualquer z existe um tnico S; tal que F*(z) € S; e assim existe uma tinica seqiiéncia

em Y associada a z. Veremos que 7 : A — Y5 é uma fatoracao de A sobre Y.

1. m é continua.

Sejam z € A e « = m(z) € ¥y. Dada uma vizinhanca V' de « existe um inteiro

positivo r para o qual o cilindro Cy[—,,) estd contido em V.

Para —r < k < r seja By C N uma bola aberta contendo z tal que F’“(Bk) inter-
cepta somente a faixa S,,, a existéncia de By é garantida pela continuidade de F' e

pelo fato de Sy e S; serem fechadas e disjuntas.

O conjunto B = ((,__, Bx) N A ¢ uma vizinhanga de z em A tal que F*(B) C S,,
para —r < k < r, ou seja, para todo 2 € B, m(2')r, = a; donde F(2') € Cyi_ypy €

F(B) C Cy[—y,) e conclui-se assim a continuidade de 7.

2. Vale a igualdade mo F|y =oo.
Seja z € A e a = 7(z). Por definicio F*(z) € S,, e logo z € F7*(S,,). Temos
entdao que z € (oo F7%(S,,) e (Moo F7*(Su,)) = 7(2).

Logo
moF(z) Cmo F( ﬂF ﬂFkH Sear))

k=—00 k=—o00
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Por uma mudanca de indice na interse¢ao infinita temos:
[ee]
moF(z) S [ F ™ (Su))
k=—00

Observe que

7( ﬂ Fﬁk(Sak+l))k = Q1

k=—o00

Logo
7( () F(Saa)) =0 0m(2)

k=—o00

Finalmente como ¢ o w(z) é um tnico ponto em ¥, temos a igualdade 7o F(z) =

oom(z).

. m é sobrejetiva.

Para mostrar esse item vamos precisar LLema 4.2.1 e do seguinte :

Lema 4.1.2 Dado r > 1 o conjunto:
F(So )NF*(S,,)N...0F"(S,_,)
€ essencial para cada o € Yo

prova Por inducao em r. O caso r = 1 é claro pois F estica S; através R. Suponha

que o lema valha para r > 1. Entao:

V =F(Sq,)NF*(Se_,)N..O0F (S, , )

-2

é essencial e pelo Lema 4.2.1:

F(Sq ,NV)=F(S, ,)NF*S, ,)N..NFT(S

-1 a_(r+1)>

é essencial, portanto o lemma vale para r 4+ 1, donde concluimos por inducao que é

valido para todo r.
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Corolario Para cada o € 3y € cada 7 > 0 o conjunto A.(a) = (p__, F7*(S,,) €

nao vazio.
prova: Seja = ¢! (a) entdo o = Bj_,_1.
A()=F (S )NF S, . )N ..NF"(S,,))
substituindo a; por 3;_,_; temos:
Ap(@) = F77(Sp_y, )N F (S5, ) N .. N F7(S5.,))
Podemos escrever:
Ar(a) = F~CO(F(Ss, )N F*(Ss., )N .0 F7(Ss.,))

e concluimos que A(r) é ndo vazio ja que pelo Lema 4.1.2 o conjunto F'(Sz_,. ,))N

F?*(S5_,.)N...N F?*(S5_,) & essencial e portanto nio vazio.

Os conjuntos A, («) sdo interse¢des finitas de compactos, portanto sdo compactos e
temos Ag(a) D Aq(a) D ...An(a) D ... Logo (<, A () é nao vazio para cada a, ou
seja existe z € (o~ F%(S,,). Segue que para todo o € 5 existe z € A tal que
7(z) = a donde 7 & sobrejetiva.

OJ

4.2 Entropia topologica positiva do bilhar no anel ex-

céntrico

C. Foltin em [13] provou que os bilhares excéntricos apresentam entropia topologica po-
sitiva para algum valor de parametro r suficientemete pequeno. Nesta secao ilustramos
como a existéncia de um ponto homoclinico topologicamente transversal implica na po-
sitividade da entropia topologica do sistema. Utilizamos as simetrias do espaco de fase

para construir a fatoracao topologica com o shift de dois simbolos.
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Suponha que exista um ponto ¢ homoclinico topologicamente transverso sobre eixo &.
Denotemos por £" e L£® dois segmentos compactos das variedades invariantes, instavel e

estavel respectivamente, que se interceptam em q.

Lema 4.2.1 Emiste ng tal que segmentos das curvas Yny, ®ng, Y—no € P—ny limitam um
conjunto conexo contendo q em seu interior e cujo bordo € formado por exatamente um

segmento de cada uma das curvas Yng, Y—ngs Png € P—ng-

prova: Na prova da proposicao 3.2.3 mostra-se que dado ¢ > 0 existe ngy tal que as

seguintes intersegoes:

Yo N V=ngs Yno N P=ngs Py N P—ng € Png N Yng
sdo todas nao vazias com pontos da bola aberta B(q, €).

Como ¢ € &y, o conjunto ¢,, N ¢_,, possui um ponto p; sobre o eixo &, ja que ¢,, =
X(p_ny)- Seja ¢p,(t) uma parametrizacao da curva ¢,, tal que ¢n,(to) = p1, e orientada
de forma que para algum t; > ty temos ¢y, (t1) € 7_n,, € para todo ty < t < t; temos que

¢n,(t) ndo pertence a y_,,. Diremos neste caso que ¢,,(t;) é a primeira intersecao entre

Gny € Y—no- Denotaremos ¢, (t1) por ps.

Seja agora v_,,(t) parametrizacao de y_,, tal que v_,,(t,) = p2 e orientada de forma que
para algum t] > t, temos que y_,,(t]) é a primeira interse¢ao entre y_,, e o eixo &, que

denotaremos por ps.

Por construcio temos que o segmento de ¢,,(t) entre tq e t; intercepta y_,, () somente
no ponto po. Assim, temos uma curva simples ligando p; a p3 dada pela uniao de segmen-
tos de ¢, € Y_n,- A imagem pela simetria X desta curva é também uma curva simples
ligando p; a ps dada pela unidao de segmentos das curvas ¢_,, € y,,- A unido desta duas
curvas limita uma regiao conexa contendo ¢ em seu interior e cujo bordo é formado por

exatamente um segmento de cada curva V.., Y—ngs Pno € P—nyo

Pelo lema acima podemos definir uma cole¢ao de conjuntos {D,, },>n, onde D,, é o conexo

contendo ¢ limitado pelas curvas v,, ¢n, 7—n € ¢_,. Pela simetria Y existe um segundo
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ponto homoclinico ¢ = Y (g) sobre o eixo &, ao qual associamos uma cole¢ao de conjuntos

{D} }n>n, tais que D), =Y (D,).

Os lemas a seguir provam algumas propriedades dos conjuntos D,, e D! que serdo tteis

mais adiante.
Lema 4.2.2 Dado € > 0 eziste n tal que D,, C B(q,¢)

prova: Consideremos L£° e L" segmentos compactos das variedades que se interceptem
em ¢ e que estejam totalmente contidos em B(q,¢). Dada a compacidade dos segmentos

podemos escolher § > 0 tal que a d—vizinhanca de £°U L" esteja totalmente contida em

B(q,e).

Seja ny tal que as imagens por 7™ e T~™ dos eixos de simetria contenham segmentos na

d-vizinhanga de £°U L£*. Temos assim que D,, C B(q,0).
Lema 4.2.3 Eziste n tal que T(D,)N D, =0

prova: Existe ¢ > 0 tal que as bolas abertas B(q,€') e B(T(q),€') sao disjuntas. Pela
continuidade de T, existe também ¢’ tal que T(B(q,d")) C B(q,€') donde T(B(q,d")) N
B(q,9") = 0. Escolhendo n tal que D,, C B(q, ) temos que T'(D,,) N D, = 0.

A partir de agora fixemos € > 0 tal que B(q,¢) N B(¢',¢) = (). Fixaremos também ng de
forma que Dy, C B(q,€) D, C B(¢',¢) e T(Dy,) N Dy, =0, T(D;, ) N D, = 0.

O conjunto T~ (D,,) tem duas componentes do bordo sobre os eixos de simetria vy € ¢

0 Y
sao as imagens por 7" dos segmentos de dD,,, pertencentes a 7,, € ¢,,. Analogamente
para T7"°(D;, ). Estas pré-imagens servirdo como faixas verticais utilizadas no método

da secao anterior, portanto passaremos a usar a seguinte notacao.

So=T""(Dy,) ¢ Sy =T"™(D,)

no
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L]

Gt &]0
o

Yo

Figura 4.3: A aproximagcao das variedades pelos eixos de simetria definem o conjunto D,,.
A pré-imagem T-"(D,) é um conjunto que possui componentes do bordo sobre os eixos

de simetria.

Por constru¢ao o conjunto D, é simétrico em relacdo a X, i.e X(D,,) = D,,. Como

conseqiiéncia temos T%%(Sy) = X (Sp) e S; = XY (Sp). De fato:

X(So) = XT7(Dyy) = T X(Dyy) = T (Dny) = T"(S0)

XY (Sy) = XY (T7"(Dy,)) =T ™XY(D_,,) =T ™X(D" , )=T""(D", )=25

—ng

A Figura 4.4 ilustra os conjuntos Sy, S; e suas imagens por 72",

9o

Q: Q4

‘Sl o "/‘XSL,

0 Q3

Figura 4.4: Os conjuntos Sy, S; e suas imagens por 72", X (Sp) e X (5)) respectivamente.

Observemos que os segmentos de vy e ¢y que pertencem a 9Sy sao levados por T2 em

segmentos de Yo, € ¢a,, que sdo as componentes de X (S5)) que nao pertencem aos eixos
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de simetria. Os segmentos de v_o, e ¢_o, em 0S5, por sua vez sao levados por 7% nos
g Y 2ng 2ng oP p

segmentos de vy e ¢g pertencentes a 90X (Sp).

Escolhemos ny de forma que T(D,,) N D,, = 0, portanto temos que T'(Sp) N Sy = 0,
o mesmo valendo pra S;. Observemos que 7'(Sp) é um subconjunto de Q4 e 7'(S;) um
subconjunto de @, (ver Figura 4.5 ).

% T3,

S
0 Qa

Yo

Sy

Q2

TS,

Figura 4.5: O conjunto Sy e sua imagem 7T'(Sy) C @4 e o conjunto S; com sua imagem

T(S1) C Qa2

Passamos agora a descrever a disposigao do conjunto T'(X (Sy)), para tanto consideremos
c:[0,1] — X(Sp) uma curva continua tal que ¢(0) € ¢g e ¢(1) € 79. Observemos que

para algum ¢ € (0,1) c(to) pertence & variedade Wj.

Como T(D,,) N D,, = 0 temos que T(X(Sp)) N X(So) = @ logo T(c(t)) é uma curva

continua sem pontos em comum com X (5p).

Como ¢g N X (Sy) é segmento do bordo de Sy temos que T'(¢(0)) € T(Sy) C Q4. E como
70 N X (Sp) € segmento do bordo de S; temos que T'(¢(1)) € T(S1) C Q.

O ponto s(tp) pertencente a variedade estavel é levado em um ponto T'(¢(tp)) também na

variedade s6 que mais poximo de p.

Concluimos que T'(¢(t)) € uma curva continua ligando um ponto de T'(Sp) a um ponto de
T'(S}) passando por um ponto de W, na regido interna ao anel composto pelos conjuntos

S0,X (Sp), S1 e X(S1), (ver Figura 4.4).
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Figura 4.6: A imagem de uma curva continua ligando pontos de 90X (Sy) Mo € IX(So) N0

Como esse é o comportamento de qualquer curva continua em X (Sj) que liga pontos de
0X (So) Ny e X (Sp) N~y concluimos que o conjunto T(X(Sy)) tem a disposicdo como
ilustrado na Figura 4.7. Por simetria XY podemos descrever a disposicao do conjunto

T(X(51)).

Yo

Figura 4.7: As imagens por T dos conjuntos X (Sp) e X (.57) .

Para nos adequarmos ao método geométrico da secao anterior é necessario definir um
conjunto N homeomorfo a um retangulo o qual tem Sy e S; como faixas horizontais. Para
nossos propositos é suficiente definirmos N como qualquer conjunto conexo que contenha
os conjuntos Sy, 57 tal que os segmentos 79N ISy, PoMNISy e YoNIS1, poNIS; fagam parte

do bordo de N. Definiremos N de forma a conter em seu interior os conjuntos 7'(Sp),
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T(S1), T(X(So)) e T(X(S1)) . A Figura 4.8 ilustra uma escolha possivel de N.

Figura 4.8: O conjunto N.

Proposicao 4.2.1 T?"* estica Sy e S, através de R

prova

Indicaremos por ¢! e c!

max min

respectivamente as curvas Cq. € Cmin da faixa horizontal S;.

0 _
max ~

Com essa notagao temos que ¢ P—2no M DSy € iy = Y—2no N DSp. Segue que:

T2n+1<00 ) = T(T2n0 (gb_gno N 850)) = T(¢0 N X(Sg)) C N/R+

max

T2+ Y =TT (y_gn N So)) = T N X (Sy)) € N/R™

mwn

Ou seja, a aplicagao T?"0"! leva a faixa horizontal Sy em T(X (Sy)) que é subconjunto do

interior de IV e leva as curvas ¢® e

max min

em componentes opostas de N/R, entao T*o+!

estica Sy sobre N. Por simetria concluimos também que T?"%0*! estica S; sobre N. ]

A proposicao acima conclui o que pretendiamos mostrar, ou seja, se as variedades in-
variantes W) e VW, possuem uma interse¢ao topologicamente transversal sobre o eixo de

simetria &, entao a aplicagao 1" possui entropia topologica positiva. Observemos mais uma
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vez que nao provamos que a intersecao entre as variedades é topologicamente transver-
sal, mas fizemos esta suposi¢ao com base em experimentos computacionais que sugerem
que este é o comportamento dessas intersecoes para a maior parte dos casos em que 0s

parametros do bilhar satisfazem r > §.
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