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Resumo

Esta dissertacdo ira trabalhar com as andlises dindmicas ndo lineares de massas moveis
aplicadas em cabos e elementos de viga. Esse tipo de sistema mecénico é muito empregado
em sistemas de transporte de passageiros como trens, e também possibilita a utilizacdo de
sistemas autbnomos na inspecdo e manutengdo dos cabos de linhas de transmissdo. Os
sistemas estruturais sdéo modelados numericamente com o auxilio de uma formulagéo baseada
no metodo dos elementos finitos. Existem artigos recentes que trabalham essas analises
utilizando véarios méetodos de solucéo, porém todos apresentam um alto nivel de dificuldades
na hora da discretizagdo das equacdes governantes e na implementacdo dos algoritmos. Tais
métodos, utilizando o conceito basico do Método dos Elementos Finitos dos sistemas de
coordenadas locais e globais, sdo obrigados a trabalhar com um nimero maior de termos nas
equacdes governantes. Assim, torna-se necessario o desenvolvimento de métodos numéricos
de alta precisdo, mas também simples para formulagdo ndo linear dindmica. Portanto, o
objetivo principal deste trabalho é apresentar uma abordagem numeérica do sistema acoplado
massa-cabo e massa-viga utilizando o conceito de ndo linearidade geométrica posicional.
Usando esta metodologia, serdo apresentadas analises com massas méveis movendo-se com
velocidades constantes ou varidveis em problemas adimensionais e fisicos reais. Para estes
problemas, um conjunto de resultados serd apresentado para andlises do comportamento
mecénico, como vibragdo no centro do véo durante o curso da massa ao longo do sistema
estrutural (vibragdes forgadas) e apds a massa terminar seu curso (vibragdes livres). Os
resultados preliminares apontam para o enrijecimento do sistema acoplado massa-cabo
durante o trajeto da massa, com o aumento da velocidade da massa. Esse fendmeno néo é

observado no sistema massa-viga.

Palavras chave: Analise ndo linear, dindmica ndo linear, massa movel, cabos.
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Abstract

This dissertation deals with the nonlinear dynamic analysis of moving masses applied on
cables and beam elements. This mechanical system is often used in systems for transport of
passenger, such as trains, and also enables the use of autonomous systems used for inspection
and maintenance of cable structures. The structural systems are modeled numerically with the
aid of a formulation based on the Finite Element Method. There are recent articles that work
these analyzes using various solution’s methods, but all show a high level of difficulty at the
time of discretization of the governing equations and the implementation of the algorithms.
Such methods, using the basic concept of the Finite Element Method of the local and global
coordinate systems, are forced to work with a larger number of terms in the governing
equations. Thus, it becomes necessary the development of simple methods with more
numerical accuracy, for the dynamic nonlinear formulation. Therefore, the main objective of
this work is to present a numerical approach of the system mass-cable and mass-beam using
the concept of positional geometrical nonlinearity. Using this methodology, the analysis will
be presented to moving masses traveling with constant or variable velocities in dimensionless
or real physical problems. For these problems, sets of results will be presented for the
mechanical behavior analyses, as the midspan vibration during the course of the mass along
the structural system (forced vibrations) and after the mass finishing their entire course (free
vibrations). Preliminary results point to the increase of stiffness of the system mass-cable
during the course of the mass, with the increase of mass velocity. This phenomenon is not

observed in beam-mass system.

Keywords: Nonlinear analysis, nonlinear dynamic, moving mass, cables.
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1

INTRODUCAO

Essa dissertacdo apresentara um estudo dentro da &rea da dindmica ndo linear de estruturas. A
analise dindmica ndo linear de estruturas permite conhecer o comportamento das estruturas
com maior precisdo contribuindo com projetos mais econémicos, pois essa preciséo influencia
diretamente na escolha de materiais com melhor desempenho e consequentemente estruturas
mais leves podem ser empregadas para a mesma resposta esperada quando se utiliza uma

analise linear.

Dentro dessa &rea da dindmica ndo linear de estruturas, o autor se propde a desenvolver
analises de problemas envolvendo massas moveis aplicadas em cabos e elementos de viga.
Este novo ponto de vista dos sistemas mecanicos e estruturais com caracteristicas especificas
contribuiu para o desenvolvimento de novas tecnologias na &rea de engenharia de transportes,
como o caso dos trens de alta velocidade (Fig. 1), engenharia de manutengéo, como os robds
desenvolvidos pela Hydro-Québec para inspecdo e manutengdo de linhas de transmisséo (Fig.
2) e para o aperfeicoamento dos projetos das estruturas existentes, como o caso das pontes

rodoviarias (Fig. 3).



Figura 1 — Trem de alta velocidade Madri-Barcelona (Fonte:
http://maragao.com.br/2009/02/ave-o-trem-de-alta-velocidade-completa-1-ano/)

Figura 2 — Robd LineScout da Hydro-Québec (Fonte: http://www.audeladeslignes.com/robot-
telecommande-repere-degats-reseau-transport-electricite-4518)
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Figura 3 — Ponte de Milau na Franca (Fonte: http://blogdoslisossomos.blogspot.com.br/)

Considerando a importancia tecnolégica dos sistemas envolvendo massas moveis, esta
dissertacdo apresentara um estudo baseado no Método dos Elementos Finitos (MEF) para
analise do comportamento dinamico dos sistemas acoplados massa-cabo e massa-viga. O
objetivo geral desta dissertacdo é apresentar o desenvolvimento das equagdes governantes
baseando na formulagdo desenvolvida em Greco (2004) e Coda e Greco (2004), que considera
as posicOes nodais dos elementos finitos (EF), sem considerar o sistema de coordenadas
locais, tipico do MEF classico. A diferenca entre as duas abordagens é apresentada no
Apéndice A. O objetivo especifico é analisar o comportamento dos cabos e vigas quando

submetidos aos esfor¢cos provocados pelas massas moveis.

O interesse e a dedicacdo na elaboragdo deste trabalho sdo justificados pela grande
aplicabilidade na engenharia de sistemas mecénicos, como 0s mostrados nas Figs. 1, 2 e 3.
Também existe a possibilidade de extrapolar a teoria desenvolvida, com pequenos ajustes,
para problemas de escoamento interno em dutos. Em Lee (1998), o autor mostra que a
formulacdo das forcas de interagdo entre a massa movel e uma viga pode ser prontamente
deduzida da equagdo dindmica transversal de um duto com escoamento interno, equagéo essa
deduzida em Lee et al. (1995).

Sendo assim, o autor apresentar4d um desenvolvimento baseado na determinagdo da energia

potencial total do sistema e na minimizacdo dessa energia com 0 objetivo de encontrar as
3



condi¢bes de equilibrio do sistema. A formulagdo desenvolvida envolvera dois tipos de
comportamento ndo linear: a ndo linearidade geométrica, relacionada a influéncia da mudanca
de geometria além da mudanca contida nas hipéteses lineares; e a nao linearidade fisica,
relacionada com as caracteristicas mecéanicas do material quando submetido a esforgos

superiores ao limite elastico linear.

A metodologia para o que se propde a fazer nesta dissertagdo seguira 0s seguintes passos: a)
Desenvolvimento da equagéo da energia do sistema e deducdo de cada parcela que contribui
nessa energia; b) Com cada termo de energia definido, o funcional de energia é minimizado
em relacdo as posi¢des nodais, encontrando o estado de equilibrio do sistema; c) A seguir é
realizada a discretizacdo espacial utilizando o conceito das coordenadas absolutas no método
dos elementos finitos, chegando-se a um sistema de equagdes semi-discretas. Utilizando um
algoritmo de integracdo direta apropriado, esse sistema de equagdes € por sua vez discretizado
no tempo; d) O ultimo passo é a solucdo do sistema. Por ser um sistema de equagfes ndo
lineares, um procedimento de solugéo voltado para problemas ndo lineares é utilizado gerando
respostas aproximadas para o problema. Todo o procedimento de solucdo € implementado
computacionalmente utilizando a linguagem de programacdo FORTRAN (compilador
PowerStation 4.0).

Para uma melhor compreenséo do trabalho, a apresentacéo foi dividida em nove capitulos de
uma forma a garantir um entendimento sequencial do trabalho. No proximo capitulo é
apresentada uma revisdo bibliogréafica sobre os aspectos mais importantes dessa dissertacéo
como a evolucéo da teoria dos cabos, massas mdveis e métodos numéricos, sendo que apenas
os trabalhos mais relevantes serdo comentados. No capitulo trés é apresentada a deducédo da
equacdo que define o perfil geométrico de um cabo suspenso entre dois apoios e as hipoteses
que podem ser aplicadas com a finalidade de simplificar o estudo. No capitulo quatro é
apresentado o modelo matematico utilizado, a estratégia de solugdo e assim a formulacéo das
equacdes governantes do problema. Com as equacdes definidas, o capitulo cinco é utilizado
para apresentar a discretizacdo espacial e temporal dessas equagBes. O capitulo seis €
dedicado a apresentar o método utilizado na solucdo das equacdes de equilibrio e também
deduzir explicitamente 0s termos necessarios na implementacdo computacional. Tendo
definido a formulagdo e com o cddigo implementado, uma etapa importante € a verificacéo e
validacdo do desenvolvimento. Essa etapa é desenvolvida no capitulo sete, onde se inicia com

a verificacdo da formulagdo aplicada em problemas estaticos e com um aumento sequencial



na complexidade das equacdes verifica-se a aplicagdo em problemas dindmicos e por ultimo a
aplicacdo em problemas envolvendo massas maéveis, sendo assim validada a formulacéo pela
comparacdo com resultados da literatura. O capitulo oito é voltado para apresentar as analises
desenvolvidas e no capitulo nove sdo feitas as conclusdes e consideracBes finais sobre a

dissertagdo, com algumas sugestdes para trabalhos posteriores.
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REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 - Histéria do Estudo dos Cabos

A importéncia do estudo dos cabos e elementos flexiveis para o desenvolvimento da

Mecénica pode ser compreendida pela citagdo de Lord Rayleigh:

Para 0 matematico as cordas devem sempre possuir um interesse especial, tendo sido o campo de
batalha onde se travaram as controvérsias de D’ Alembert, Euler, [Daniel] Bernoulli e Lagrange, ligadas

a natureza da solucdo das equacdes diferenciais parciais (Strutt, 1945).

O interesse no comportamento estitico e dindmico de cabos e cordas teve inicio
provavelmente com os gregos, ha cerca de 2500 anos, quando Pitdgoras investigava 0s sons
produzidos por cordas tensionadas, atribuindo-se a ele a primeira lei da vibragdo em cordas
(Truesdell, 1960). Os resultados obtidos por Pitdgoras nas relagcbes da harmonia musical
foram t&o surpreendentes e exatos que ele sonhou encontrar nelas as leis que governavam o
movimento das estrelas (Paulleti, 2002). Novos estudos relacionados a cabos séo de Leonardo
da Vinci (1452 - 1519) que se dedicou também ao estudo do problema da catenéria,
apresentando suas conclusdes acerca desse assunto e ao estudo do equilibrio das cordas
suspensas, dentre 0os muitos problemas da mecénica de seu interesse. Nos seus diagramas é
introduzido o primeiro modelo discreto para sistemas continuos, representando exatamente o
equilibrio da corda suspensa entre dois apoios. Jerome Fracastoro em 1546 apresentou a
primeira explicacdo verdadeira da natureza da ressonancia, sendo corroborada pelo trabalho
de John Baptist Benedetti, On musical intervals, publicado em 1585 (Truesdell, 1960). Stevin
em 1586 estabeleceu o triangulo de forgas (anteriormente mostrado por Leonardo da Vinci em
seus diagramas) através de experimentos com cordas carregadas (lrvine, 1981). lIsaac

Beeckman (1588 — 1637) provavelmente nos anos de 1614 e 1615 se dedicou ao estudo de



pontes suspensas por cabos em uma geometria parabolica, mostrando em suas anotacdes a
solucéo correta para o problema. Em 1618, Descartes auxiliou Beeckman em suas questdes
envolvendo vibragcbes em cabos. Nesse mesmo periodo, Marin Mersenne se dedicou aos
estudos envolvendo sons provocados em sinos e outros instrumentos. Em 1625, Mersenne
publicou o primeiro resultado concreto da ciéncia da vibragéo de corpos. Em 1629, Mersenne,
Beeckman e Descartes discutiram em conjunto o problema da vibragdo da corda. Mersenne,
em 1635, publicou seus livros sobre temas harmonicos, mostrando ser grandes obras em

acUstica e musica (Truesdell, 1960).

A obra “Discursos e demonstracdes matematicas em relacéo as duas novas ciéncias relativas a
mecéanica e movimento local” de Galileo publicada em 1638 mostrou seu interesse na questao
da vibracéo de cordas e no seu perfil de equilibrio. No que se relaciona a vibragéo das cordas,
Galileo é definido por Truesdell como inferior a Mersenne quanto & capacidade de
experimentacdo, inferior a Beeckman quanto a capacidade de formulagdo tedrica, mas
superior a ambos na imaginagdo e na capacidade de convencer os outros pela escrita. Galileo
apresentou ainda a concluséo equivocada que a figura formada por uma corda presa em dois
suportes na mesma altura seria uma parabola, utilizando para chegar nessa conclusdo uma
analogia com o movimento de um projetil. Em 1646, o Lord Christiaan Huygens demonstrou
que o perfil formado por correntes ou cordas presas em dois suportes ndo é parabdlico. Em
suas analises, Huygens considerou cordas com massa desprezivel sendo carregadas por pesos
discretos, como fez Beeckman. Huygens foi desde cedo estimulado por Mersenne a procurar
as explicacOes tedricas da vibragdo das cordas. O jesuita Ignace-Gaston Pardies em 1673
formulou o principio bésico para a solugdo de problemas em cordas submetidas a cargas
verticais, afirmando que a geometria da corda ndo poderia ser parabdlica. Essa formulagéo
ficou conhecida como Teorema de Pardies. No ano de 1675, Robert Hooke durante um
encontro da Royal Society em que propds as relagdes de proporcionalidade, enunciou também
que um arco incompressivel, livre de momento, suportando seu proprio peso, poderia ser
obtido invertendo-se a catendria, qualquer que fosse sua forma. Hooke foi o principal
proponente de ideias acerca do som, porém nunca avangou além do que Beeckman e
Mersenne ja haviam discutido. Em 1677, através de seus experimentos, Willian Noble e
Thomas Pigot puderam discutir sobre a existéncia de vérios modos de vibragfes com o

surgimento de nos internos.



Na Acta Eruditorium de Maio de 1690, James Bernoulli propds um concurso para encontrar a
forma da catendria. Em junho de 1691, foram publicadas na Ata as solucbes obtidas por
Huygens, Leibniz e John Bernoulli, irm&o mais novo de James Bernoulli. A solugdo proposta
por Huygens foi baseada em principios geométricos enquanto as solucdes propostas por

Leibniz e John foram baseadas nos recentes conceitos de calculo.

Taylor em 1713 apresentou a primeira formulagdo por principios dindmicos do periodo
fundamental de vibragdo de uma corda. Em 1728 o filho de John Bernoulli, Daniel Bernoulli
famoso por suas pesquisas em dindmica dos fluidos e Euler apresentaram uma teoria unificada
da catendria e linha eléstica. Euler apresentou trabalhos em acustica e musica sendo o
primeiro autor apds Mersenne a afirmar regras para fornecer um conjunto de cordas visando a
geracdo de sons, aplicadas em instrumentos musicais. Em 1733 Daniel Bernoulli publicou um
artigo estabelecendo a sua descoberta dos modos de vibracgdo e das frequéncias naturais de
sistemas oscilantes. Em 1738 ele publicou uma solugéo na forma de uma série infinita para o
problema das frequéncias naturais de uma corrente suspensa por uma extremidade, hoje essa

série é conhecida como uma funcéo de Bessel de ordem zero.

O periodo seguinte que se estende de 1746 a 1788 se tornou anos de muita disputa no campo
cientifico (periodo das controvérsias citadas por Lord Rayleigh) entre D’Alembert, Euler,
Daniel Bernoulli e Lagrange, todos envolvidos com estudos da teoria de vibragdes e cordas.
Em 1746 D’Alembert completou suas pesquisas sobre a curva formada por uma corda
esticada, publicando seu primeiro memorando acerca desse assunto. Neste seu estudo,
D’Alembert apresentou a primeira solugdo de equacgdes diferenciais parciais pelo método da
separacdo de variaveis. Em 1748 Euler publicou seu primeiro memorando, esclarecendo e
adicionando pontos importantes na publicagédo de D’Alembert. Em 1750 Euler publicou sua
obra “Primeiros principios da mecénica”, expressando as leis do movimento no sistema de
coordenadas retangulares cartesianas. Em 1753 Daniel Bernoulli, “enfurecido pelas
publicacbes de D’Alembert e Euler apressou-se para descrever e publicar suas ideias” sobre a
composi¢do dos modos simples de vibragdo. Nesta publicacdo Daniel citou D’Alembert e
Euler como descuidados em relagdo as suas pesquisas, forcando-o a investigar as curvas
admitidas por Brook Taylor para expressar a forma da corda. Em 1754 Euler publicou, com
alguma irritacdo pelas criticas recebidas, seu segundo memorando “Observacbes sobre as
memdrias anteriores” reafirmando sua posicdo através de novas explicacbes, como uma

representagdo por uma série trigonométrica infinita. Nos anos seguintes esses autores



continuam publicando criticas e repostas aos outros autores, sendo que em 1755, Daniel
Bernoulli demonstrou que a vibragdo de uma corda poderia ser decomposta em formas modais
independentes. Em 1759, Joseph-Louis de la Grange entrou nessa disputa criticando os artigos
anteriores na publicacdo de seu primeiro memorando “Pesquisas sobre a natureza e
propagacdo do som”, onde apresentou a solucdo explicita do problema de valor inicial para
uma corda carregada. Em 1760 Lagrange utilizou um modelo discreto de corda para
representar sua equacdo de movimento e o0 método das diferencas finitas para obter a solucéo
do problema de vibragdo. No periodo de 1760 a 1767 a controvérsia continuou com
D’Alembert, Daniel Bernoulli e Euler mantendo seus pontos de vista originais com pouca ou
nenhuma modificagéo, enquanto Lagrange, mantendo uma oposigdo particular a Bernoulli, se
inclinou levemente para a opinido de D’Alembert. Nesse periodo Lagrange publicou seu
segundo memorando “Novas pesquisas sobre a natureza e propagacdo do som”, e também
apresentou em 1761 a equacdo do movimento de corda formulada por métodos variacionais.
Euler publicou suas pesquisas sobre a propagacéo e reflexdo de ondas “Esclarecimento sobre
0 movimento de cordas vibrantes”. Em 1764 Euler obtém a equacdo do movimento de uma
membrana em termos de coordenadas polares e determinou a solucéo através da separagdo de
varigveis, sendo parte dessa solugdo uma serie infinita, que hoje é conhecida como uma
funcdo de Bessel de primeira ordem. Em 1788 D’Alembert publicou “Novas reflexdes sobre
vibragbes de cordas” ainda debatendo com o0s autores dos artigos anteriores. Nesse ano

também ¢ publicado o celebrado livro de Lagrange “Mécanique Analytique”.

E importante destacar que apesar da natureza agressiva da disputa gerada no periodo de 1746
a 1788, pelos autores citados e outros que apresentaram de alguma forma sua contribuicéo, a
teoria dos cabos teve um avango bastante significativo, como pode ser visto em detalhes em
Truesdell (1960).

Em 1820, Poisson estendeu a equacdo de D’Alembert para 0 movimento de uma corda sujeita
a acdo de um sistema genérico de forcas. Em 1829 também resolveu o problema da membrana
retangular utilizando séries de Fourier. Em 1851 John Henry Rohrs analisou pela primeira vez
a influéncia do peso proprio sobre as vibragbes de um cabo suspenso. Este trabalho
apresentou resultados cruciais provavelmente deduzidos por George G. Stokes. Rankine, em
1858, estudando as pontes suspensas, desenvolveu a teoria para analise do comportamento do
cabo parabolico submetido a vérios tipos de carregamento. Essa teoria de andlise estética

mostrou que esse comportamento € nao linear. Em 1868 Edward John Roth, estendendo a
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pesquisa de Rohrs, determinou a solugdo exata da vibragdo vertical simétrica de um cabo
heterogéneo. Considerando cabo inextensivel, ele mostrou que sua solugdo tende para a
solucdo obtida por Rohrs, quando a razdo flecha/vdo é pequena. Routh obtém, também, a
solucdo exata para 0os modos antissimétricos. Novos estudos s6 foram publicados depois do
famoso acidente da ponte suspensa de Tacoma em 1940, ocasido em que Theodore von
Karman, duas semanas ap6s o ocorrido, explicou a tragédia utilizando principios
aerodindmicos aplicados em oscilagdes auto excitdveis. Em 1941, W. D. Rannie e von
Karman deduziram de forma independente os resultados para modos planos simétricos e
antissimétricos de um cabo inextensivel em trés dimensbes. Em 1945, George Sylvester
Vicent estendeu essas analises para incluir o efeito da elasticidade do cabo nos modos
simétricos. Em 1953, David S. Saxon e A. S. Cahn, considerando cabos inextensiveis, fizeram
a maior contribuicdo para a teoria das vibragdes no plano. Eles obtiveram solugdes que
convergiram efetivamente para as solucdes previamente conhecidas para cabos inextensiveis
com pequena razao flecha/vao e obtiveram através de solucdes assintéticas resultados muito
bons para grandes razdes flecha/vao. Em 1961, W. J. Goodey também realizou pesquisas de
cabos com grandes deflexdes utilizando diferentes métodos. Em 1973, C. E. Smith e R. S.
Thompson mostram que essas analises podem ser estendidas para cabos inclinados (Irvine,
1981).

2.2 - Historia do Estudo das Massas Moveis

A resposta dindmica de estruturas excitadas por massas moveis tem sido investigada por
muitos anos e muitas das vezes com o objetivo de explicar falhas das estruturas de engenharia
como ocorreu em 1847 quando a ponte ferrovidria Dee, em Chester — Inglaterra falhou
provocando cinco vitimas fatais (Lewis e Gagg, 2004). Nesta ocasido 0 governo britanico
criou uma comissdo real formada por renomados pesquisadores, 0s quais realizaram varios
experimentos para examinar o efeito do aumento ou diminui¢do da velocidade do trem na
tendéncia de quebra da ponte com a passagem do trem. Como auxilio, George G. Stokes
apresentou sua contribuicdo na discursdo da equacdo diferencial obtida a partir dos
experimentos e essa contribuicdo foi publicada em julho de 1849 no relatério final da
comissdo real (Stokes, 1849). Desse periodo em diante 0s novos projetos de pontes foram

aperfeicoados e as pontes existentes foram reforcadas para atender as novas analises.

Desde entdo, a aplicagdo e a importancia desse assunto tem crescido, chegando a ser parte

essencial nos projetos de pontes rodoviérias, pontes ferroviérias, pontes rolantes e até mesmo



em pesquisas da industria bélica como projeto de canos de armas. A maioria das pesquisas
desenvolvidas nesta area, apesar de cada uma apresentar um ponto de vista diferente do
assunto e a aplicacdo de uma metodologia de solucéo diferente, possuem caracteristicas
semelhantes que permitem agrupar todos os estudos realizados em dois grupos: Os problemas

envolvendo forgas moveis e os problemas envolvendo massas moveis.

No primeiro grupo, o estudo das forcas moveis foi realizado para simular a atuacéo e efeito de
explosivos em cabos e membranas (Kanninen e Florence, 1967). Os autores utilizaram as
cargas impulsivas uniformemente distribuidas em cabos e membranas infinitas. Flaherty
(1968) é outro autor que estudou este tipo de problema apresentando resultados para a
velocidade transversal de um cabo ideal submetido a uma carga pontual movendo-se com
velocidade variavel. Em sua pesquisa, Flaherty detectou a origem e propagacdo de uma
singularidade no comportamento dindmico do cabo. Até entdo as analises realizadas
apresentam um tratamento linear, mas Yen e Tang (1970), utilizando a técnica da perturbacdo,
apresentam a analise ndo linear de um cabo submetido a uma carga movel. Em 1972, Fryba
publicou a primeira edicdo de uma obra completa sobre tal assunto, explorando
exaustivamente o caso de forcas moveis em diferentes configuragcbes geométricas e para
diferentes tipos de forga. O autor apresentou abordagens unidimensionais, bidimensionais e
tridimensionais, avaliou a influéncia de diversas caracteristicas dindmicas e mecanicas no

comportamento das estruturas analisadas.

O tipo de problema tratado nesta dissertagdo se enquadra no segundo grupo de problemas,
envolvendo massas moveis. Neste grupo Varios autores contribuiram com muitos trabalhos ao
longo dos anos. O desenvolvimento de um algoritmo geral, incluindo termos relativos aos
fendbmenos interativos entre a massa mével e uma viga, € apresentado por Ting et al. (1974).
Utilizando uma técnica de transformacgdo, Rodeman et al. (1976) representou a deflexdo de
um cabo ideal infinitamente longo em termos de uma integral envolvendo a aceleragéo
transversal da massa como incdgnita. Xu et al. (1997) utilizam o principio de Hamilton para
deduzir uma equacédo diferencial ndo linear para o movimento longitudinal e outra equagdo
diferencial ndo linear para o movimento transversal de uma viga finita submetida a uma
massa movel. A solucdo dessas equacdes é realizada utilizando uma combinacdo entre o
metodo das diferencas finitas com a técnica da perturbacdo. Ainda neste artigo os autores
apresentam uma comparagdo do mesmo problema sendo tratado como um problema de forga

madvel e como um problema de massa movel. Lee (1998) investigou uma situagdo que muitos
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autores desconsideram — a separagdo entre a massa e a estrutura. Neste trabalho, Lee faz uso
de uma analogia com um problema de fluxo de fluidos no interior de dutos (Lee et al., 1995)
para descrever as forgas de interacdo entre a massa e a viga. Usando a equagéo diferencial do
movimento transversal do duto, Lee identificou a contribuicdo do termo inercial, dos termos
relativos as forcas de Coriolis e centrifuga ambos devido ao movimento da massa movel, e
também dos termos interativos que se relacionam com a deflexdo da viga e a velocidade da
massa. Os dois termos interativos representam o efeito local e convectivo ocasionado pela
variagdo da velocidade da massa. De acordo com Lee (1998), o termo convectivo pode ser
desprezado para casos em que se tratam apenas de massas moveis pontuais, mas que deve se
considerado para 0 caso em que se estuda o comportamento de uma distribuicdo de massas,

aproximando da semelhanga de um fluxo de fluido em duto.

O estudo de massas moveis em cabos com perfil de catenaria € realizado em Al-Qassab et al.
(2003), utilizando o principio de Hamilton para determinar a equagéo diferencial parcial do

problema, e a soluco é obtida através do método de Galerkin.

A influéncia das forgas de inércia, de Coriolis, centrifuga e de atrito induzidas pela massa
movel em vigas inclinadas é investigada em Wu (2005). O autor chegou a conclusdo que
apenas as forgas de atrito ndo apresentam uma influéncia significativa no comportamento

dindmico da viga.

Uma nova abordagem do problema é proposta em Bajer e Dyniewicz (2008), na qual €
utilizado o conceito de dominio espacgo-temporal para deduzir e discretizar as equaces
diferenciais do sistema acoplado. Em 2009, Dyniewicz e Bajer apresentam uma formulagéo
possibilitando analisar o movimento critico, subcritico e supercritico de uma massa mével em
cabos. Na resposta obtida, Dyniewicz e Bajer detectam a presenca de descontinuidades na
trajetéria da massa no fim do seu percurso. Os autores provam matematicamente essa

descontinuidade fazendo a consideracdo de massa desprezivel do cabo.

A resposta transiente de cabos suspensos com massas moveis € apresentada em Wang e Rega
(2010). Greco et al. (2011) apresentam uma metodologia baseada no conceito de néo
linearidade posicional para descrever e discretizar as equagdes do problema da massa movel
em cabos suspensos. Essa metodologia apresentada em Greco et al. (2011) serd utilizada nesta

dissertacdo para analisar o problema envolvendo massas moveis em cabos e vigas.



2.3 - Os Métodos Numeéricos na Analise Dinamica

A andlise de problemas complexos, quando uma solucdo analitica ndo pode ser obtida, €
realizada através de métodos numeéricos que servem para aproximar a solugdo por meio de
técnicas especificas. A técnica mais empregada no estudo dos meios continuos € o método dos
elementos finitos, que consiste na divisdio do meio em unidades basicas conhecidas como

“elemento finito”.

Historicamente, a raiz do Método dos Elementos Finitos vem de trés linhas de pesquisas
distintas: a matemética aplicada (Courant, 1943), fisica (Synge apud Bathe, 1996) e
engenharia (Argyris e Kelsey apud Bathe, 1996). Entretanto, 0 método obteve seu verdadeiro
impulso a partir do desenvolvimento de engenheiros. Os primeiros a contribuirem para esse
desenvolvimento foram Argyris, Kelsey, Turner, Clough, Martin e Topp, sendo que Clough
utilizou pela primeira vez o nome “elemento finito” em seus artigos. Duas importantes
contribuigdes iniciais sdo “Continua and Discontinua” de Argyris e “The Finite Element
Method in Structural and Continuum Mechanics” de Zienkiewicz e Cheung (Bathe, 1996). A
partir dos anos 1960, a pesquisa relacionada com o Método dos Elementos Finitos se
expandiu de tal forma que Zienkiewicz resumiu esse desenvolvimento analisando o tamanho
de sua obra que na primeira edi¢do (1967) continha apenas 272 paginas, na quarta edigéo
(1989) passou a ter 1455 paginas divididas em dois volumes e no ano 2000 com a quinta

edicdo passou a conter mais de 1700 péginas divididas em trés volumes.

O Método dos Elementos Finitos, com seu grande desenvolvimento, passou a ser a principal
ferramenta numérica na busca de solucBes aproximadas para problemas complexos. Os
problemas estruturais estaticos se tornaram entdo uma classe de problemas apresentando um
procedimento padrdo, com variaveis se relacionando apenas com o dominio espacial. J& os
problemas estruturais dindmicos constituem uma classe de problemas com um grau de
complexidade maior que os estéticos, por envolver varidveis relacionadas tanto com o

dominio espacial quanto com o dominio temporal.

Argyris e Mlejnek (1991) apresenta um entendimento basico a respeito do MEF aplicados em

problemas dindmicos:

[...].- Uma estrutura real, por conter somente um espaco limitado, pode perfeitamente ser discretizada

por um numero finito de elementos. Em principio, a mesma técnica idealizada também pode ser
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aplicada para o dominio do tempo. Apesar de o dominio do tempo ser ilimitado, um problema real

necessita, em uma analise, apenas de um intervalo de tempo finito.

Essa discretizacdo espacial e temporal pode ser realizada simultaneamente na mesma etapa,
procedimento conhecido como Método de Galerkin Descontinuo, Método DG ou Método dos
Elementos Finitos Espago-temporais, STFEM (Hughes e Hulbert, 1988; Han e Lu, 1999), ou
discretizacdo realizada em duas etapas distintas, um caso especial do Método de Kantorovich

e também denotado como semi-discretizacdo (Argyris e Mlejnek, 1991).

Segundo Jamet (1978), o Método de Galerkin Descontinuo foi utilizado pela primeira vez em
1969 com J. T. Oden. Em seu trabalho, Jamet desenvolveu andlises de equacdes parabdlicas

em um dominio dependente do tempo utilizando elementos finitos espaco-temporais.

Hughes e Hulbert (1988) apresentam a formulagdo para problemas elastodinamicos com o
MEF espaco-temporal. Neste artigo, os autores ressaltam uma vantagem desse método em
relacdo ao método de semi-discretizacdo: a possibilidade de malhas ndo estruturadas, ja que
no método semi-discreto “a discretizacdo é feita primeiro no espaco e entdo
independentemente no tempo, a malha espaco-temporal é inevitavelmente estruturada”. Os
autores também ressaltam que os métodos de discretizagdo simultdnea requerem muita
memdria e tempo computacional, o que é uma desvantagem em relagdo aos outros métodos.
Conforme Hughes e Hulbert (1988), a elastodindmica classica pode ser convertida em uma
forma hiperbdlica simétrica de primeira ordem, na qual a metodologia espaco-temporal pode
ser aplicada imediatamente. Entretanto, esta transformag&o produz um sistema com algumas
desvantagens de calculo, e sua generalizacdo para a elastodindmica ndo linear s6 é possivel
em circunstancias especiais. Por estas razdes, é conveniente e mais natural uma transformacéo

em um problema hiperbdlico de segunda ordem.

Em 1990, Hulbert e Hughes, apresentam o desenvolvimento do MEF espaco-temporal para
equacdes hiperbolicas de segunda ordem. Neste trabalho os autores apresentam uma
comparagéo entre as respostas de um problema de impacto obtidas com a formulagéo de semi-
discretizacdo e a formulacdo descontinua de Galerkin. Com seus desenvolvimentos, os autores
apontam a desvantagem da abordagem semi-discreta na captura de descontinuidades nas

solugdes.



Uma solugéo da equacéo de onda obtida com a discretizagdo simultanea no espago e no tempo
é apresentada por French (1993). Uma anélise de estimativas de erros a priori e a posteriori

para problemas hiperbdlicos de segunda ordem é realizada por Johnson (1993).

Hou e Peters (1994) apresentam um desenvolvimento de elementos espago-temporais
triangulares e quadrilateros para aplicagdes em problemas de propagacéo de ondas. As bases
tedricas utilizadas neste trabalho decorrem do principio fraco de Hamilton e sua metodologia
segue a formulagdo das “a¢bes”, um principio variacional da elastodindmica no dominio

espaco-temporal afirmado por Peters e I1zadpanah.

Em 1998, Li e Wiberg desenvolvem um MEF espaco-temporais adaptativo e implementam
para analises dindmicas de problemas uni e bidimensionais. O método aproxima
deslocamentos e velocidades por fungdes lineares por partes no espaco e no tempo

simultaneamente permitindo descontinuidades no tempo discreto.

Han e Lu, em 1999, desenvolvem um MEF espago-temporais para analises dindmicas
elastoplésticas. A forma fraca das equacOes governantes, que é a forma integral das equacoes
diferenciais do problema, é derivada do principio do trabalho virtual. Essa abordagem pode
ser interpretada fisicamente como uma generalizagdo da lei de conservagdo de impulso-

momento, podendo ser aplicada a uma classe mais ampla de problemas.

Em 2008, Bajer e Dyniewicz apresentam uma abordagem espaco-temporal para analises de
problemas envolvendo massas moveis em cabos. A interagcdo da massa mével com a estrutura
é descrita em um sistema de coordenadas local do dominio dos elementos finitos espago-

temporais.

Outro método mais difundido no campo cientifico € o método da semi-discretizagdo. Neste
método uma aproximacgdo espacial é utilizada para discretizar as equacOes diferenciais
parciais, transformando-as em equagdes diferenciais ordinarias no tempo. Essa primeira etapa,
cléssica dos métodos de elementos finitos aplicados em problemas estéticos, confere 0 nome
“semi” ao método. Tendo estabelecido esse sistema de equagdes diferenciais ordinarias
(EDO’s) no tempo, diversas técnicas sdo utilizadas para a determinacdo da solucdo das
EDQO’s. As solugbes sdo obtidas através de um procedimento incremental, sendo que em cada

incremento da resposta necessita-se de duas integragdes no tempo para determinar todas as
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incognitas do problema, sendo tais algoritmos denominados de “algoritmo de integragdo

temporal”.

Os algoritmos de integracdo temporal sdo divididos em dois grupos: Métodos explicitos e
Métodos implicitos. Nos métodos explicitos, a solu¢do no tempo t + At é obtida considerando
as condicdes de equilibrio no tempo t. Nos métodos implicitos, a solu¢do no tempo t + At é

obtida considerando velocidade e aceleragdo também no tempo t + At.

Os algoritmos explicitos, de acordo com Dokainish e Subbaraj (1989), geralmente apresentam
um custo computacional, por passo de tempo, muito menor que algoritmos implicitos e
também necessitam de pouca memoria. Entretanto, sdo algoritmos com estabilidade
condicional e requerem pequenos passos de tempo para alcancar uma estabilidade numérica.
Ainda segundo os autores, algoritmos com estabilidade condicional requerem que o passo de

tempo empregado seja inversamente proporcional a maior frequéncia do sistema discreto.

Dentre os algoritmos explicitos, 0 método das diferencas centrais de segunda ordem é o mais
empregado em programas de analise estrutural dindmica. E o método com maior precisdo e
méaximo limite de estabilidade para um método explicito de segunda ordem. Dokainish e
Subbaraj (1989) citam ainda 0 método Runge-Kutta de quarta ordem, muito popular e muitas
vezes recomendado por sua precisdo numérica, possui Varias caracteristicas de interesse, tais
como, auto inicializagéo, passo de tempo facilmente alterado, ndo necessita de iteragOes para
problemas ndo lineares e é de uma ordem relativamente alta e na pior das hipoteses possui
uma fraca instabilidade. Os autores citam os métodos rigidamente estaveis desenvolvidos para
estender o limite de estabilidade de calculos explicitos usados em sistemas de equacOes
“rigidos”, produzidos por processos de discretizagdo, em que algumas componentes de
frequéncia variam rapidamente no tempo enquanto outras ndo. Outro método apresentado
pelos autores é o preditor-corretor (PC), um método iterativo que utiliza um ou mais passos de
tempo anteriores para auxiliar na avaliacdo das varidveis de cada passo de tempo seguinte.
Esse método apresentou algumas evoluges como o PEC (preditor-avaliador-corretor) e o
PECE (preditor-avaliador-corretor-avaliador). Um método PC de segunda ordem de Adams-
Molton foi desenvolvido para analise estrutural dindmica ndo linear de estruturas de
aeronaves. Esse método e também utilizado em conjunto com outros métodos como Newmark

e Runge-Kutta de quarta ordem para melhorar a estabilidade e a preciséo.



De acordo com Dokainish e Subbaraj (1989), muitos métodos implicitos sdo
incondicionalmente estaveis para andlises lineares e 0 maior passo de tempo € determinado
em funcdo da precisdo do método e ndo em funcédo da estabilidade. Ao contréario dos métodos
explicitos, nos métodos implicitos é necessario um maior esforco computacional por passo de

tempo, mas permite passos de tempo maiores.

Para Subbaraj e Dokainish (1989) os métodos implicitos sdo mais eficientes em andlises
estruturais dindmicas, nas quais a resposta é controlada por um nimero relativamente pequeno
de modos de baixa frequéncia, enquanto os métodos explicitos sdo mais eficientes em
problemas de propagacdo de onda, nos quais a contribuicdo de modos de frequéncia
intermediéria e alta na resposta é mais significativa. Neste artigo, os autores apresentam
alguns métodos ja desenvolvidos e explicam suas caracteristicas mais expressivas. Em
primeiro lugar citam os métodos da familia de Newmark, que sdo o grupo de métodos mais
utilizados dentre os algoritmos implicitos de integracdo temporal direta. Os métodos da
familia de Newmark possuem pardmetros numeéricos que controlam a estabilidade e a precisao
do algoritmo. O algoritmo inicialmente foi proposto considerando a aceleragdo constante e
depois com uma aproximacao linear. Em problemas de dindmica estrutural o método com
aceleracdo constante € um dos mais eficientes e populares, sendo que o valor considerado para
a aceleracdo é a média das aceleracdes no inicio e fim de um intervalo de tempo. Subbaraj e
Dokainish (1989) citam ainda o método Wilson-6, que € uma extensdo do método da
aceleracdo linear. No método Wilson-6 é considerada uma aceleracdo linear do tempo t ao
tempo t + OAt, onde 6 > 1,0. Para & = 1,0, 0 método se equivale ao método da aceleracéo
linear da familia de Newmark, mas nesse caso 0 método € apenas condicionalmente estavel.
Em problemas lineares o método é incondicionalmente estavel para > 1,37, mas6 =14 ¢
usualmente empregado. O método de Houbolt, também citado, é um método
incondicionalmente estavel e sua maior desvantagem esta associada com o amortecimento

numérico introduzido na resposta quando grandes passos de tempo séo utilizados.

A partir de suas analises, Subbaraj e Dokainish (1989) destacam algumas caracteristicas
importantes que os algoritmos de integragdo temporal direta devem possuir: estabilidade
incondicional, amortecimento numérico controlavel, auto inicializacdo e preciséo de segunda
ordem. De acordo com os autores, 0 método de Newmark apesar de ser um dos mais
eficientes e populares algoritmos implicitos, possuir estabilidade incondicional, permitir

solucdes com até segunda ordem de precisdo e ndo necessitar de procedimentos especiais de
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inicializacdo, ndo possui um mecanismo de controle do amortecimento numérico. O método
Wilson-0, popular em engenharia de terremotos, atende todas as caracteristicas citadas,
porém, é também dissipativo em modos de baixa frequéncia o que ndo é interessante para
problemas de analise estrutural dinamica. Além disso, 0 método Wilson-6 tem a tendéncia de
ultrapassar significativamente a solucdo exata (‘overshoot’) nos cinco primeiros passos
quando grandes passos de tempo sdo empregados e em problemas ndo-lineares passa a ser
independente de theta. O método de Houbolt requer um procedimento especial de

inicializag&o, € incondicionalmente estavel e mais dissipativo que o método Wilson-6.

Em 1977, Hilber et al., a partir de estudos dos trés algoritmos precedentes, desenvolveram um
novo algoritmo com as caracteristicas levantadas em Subbaraj e Dokainish (1989). Esse novo
algoritmo denominado por muitos autores de HHT-o, possui uma nova forma de
amortecimento, chamada pelos autores de dissipa¢do-a. A dissipagdo do algoritmo HHT-a
consiste na combinagdo de uma dissipacdo-y positiva de Newmark e uma dissipagdo-o

negativa.

Hoff e Pahl (1988) apresentam o desenvolvimento de um novo algoritmo conhecido como
método 6; ou meétodo HP-0; com precisdo de segunda ordem para qualquer valor de
amortecimento fisico ou numérico, incondicionalmente estavel, permite obter solu¢bes com
nenhuma oscilacdo espuria na faixa de frequéncias mais baixas, ndo apresenta pontos de

bifurcacdo e com amortecimento numérico controlavel em altas frequéncias.

Em 1993, Chung e Hulbert utilizam o método HHT-o desenvolvido por Hilber et al. (1977) e
0 método WBZ-a desenvolvido por Wood et al. (1981) e cria 0 método a-generalizado,
também denominado de método CH-a. Tal método ndo possui o fendmeno de ‘overshoot’
observado em outros algoritmos. O método tem estabilidade incondicional, precisdo de
segunda ordem e possui uma combinacdo 6tima de amortecimento de alta e baixa frequéncia.
Para um desejado nivel de amortecimento de alta frequéncia, o amortecimento de baixa
frequéncia é minimizado. Os autores concluem que esse meétodo possui as melhores
caracteristicas de amortecimento e 0s menores erros relativos ao periodo e deslocamento se
comparados com outros métodos dissipativos. No entanto, 0 método tem uma implementacdo

computacional pesada.

Em 1994, Chung e Hulbert apresentaram um novo algoritmo implicito, conhecido como

método CH-SSH. Esse método pode ser considerado sendo da familia dos métodos de



Houbolt, mas sem suas desvantagens de inicializacdo e de amortecimento em baixas
frequéncias e com a capacidade de produzir as raizes do polindmio caracteristico com
magnitude zero no limite das frequéncias altas (caracteristica conhecida como aniquilagdo

assintotica).

Em 2002, Erlicher et al. estenderam a analise do método CH-a, da familia dos métodos G-a
(métodos o generalizado), para problemas dindmicos ndo lineares e prova a precisdo de
segunda ordem para deslocamentos e velocidades e de primeira ordem para aceleracdo o que

ocorre também no método HHT -a.

Em 2004, Zhou e Tamma realizam uma analise dos métodos existentes e apresenta 0
desenvolvimento do método GSSSS, contendo algumas caracteristicas dos métodos existentes
e outras especificas para um determinado problema. Também em 2006, Yu e Zhao, comenta
algumas caracteristicas dos métodos existentes e propde o novo método a generalizado.
Assim, se sucede ao longo dos anos, novos algoritmos sdo propostos e para seus criadores,

sd0 os melhores para analise dos problemas estudados por eles.

Portanto, o que se pode concluir é que ndo existe um algoritmo ideal que possa ser aplicado
em todos os problemas. Na verdade, existem algoritmos que apresentam algumas
caracteristicas melhores do que em outros para problemas especificos e para o que se deseja
investigar nesses problemas. Sendo assim, a escolha do algoritmo HHT-a para as analises
desenvolvidas nesta dissertacdo é feita considerando sua aplicabilidade ao problema em
questdo, além de ser um método simples e bastante estudado, visto que no desenvolvimento

dos novos algoritmos, o algoritmo HHT-a € tomado como referéncia.
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3

DEDUCAO MATEMATICA DO PERFIL GEOMETRICO DOS

CABOS

3.1 - Introducéo

Como descrito no capitulo sobre Revisdo Bibliogréfica, a teoria envolvendo cabos despertou o
interesse de muitos pesquisadores e por esse motivo apresenta uma teoria bastante

consolidada e largamente aplicada na engenharia de estruturas.

O principio de todos os estudos e o consequente emprego em estruturas ocorre com 0
entendimento da geometria assumida pelo cabo quando suspenso entre dois apoios. Sendo
assim, é apresentada a seguir uma descricéo sucinta sobre a dedugdo matematica do perfil de
um cabo suspenso e sobre as hipdteses envolvidas nas equacdes seguindo a teoria apresentada
em Irvine, 1981 e Beer et al., 2010.

3.2 - A catenaria (peso proprio distribuido no comprimento real do cabo)

O perfil de um cabo suspenso entre dois apoios sujeito ao peso proprio € denominado de
catenaria. A equacdo que expressa matematicamente a forma da catendria é deduzida
considerando um cabo inextensivel, uniforme, perfeitamente flexivel e incapaz de resistir
forgas de compressdo. A Fig. 4 apresenta o cabo suspenso entre dois apoios e o diagrama de

corpo livre de um elemento.



Tdz

[l';

1
TeX o Az Td\ d fTdx As
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Figura 4 — Cabo suspenso e o equilibrio de um elemento

Com as condicdes de equilibrio aplicadas no elemento, tem-se:

SE =0 TdZ+TdZ d dzA N A 0
= T3 T s (T ) b+ mats =
R Lpdx odx doodny (3.1)
= as s ds< ds ) S
Através do equilibrio em Z, define-se:
d T dzy
ds( ds) - (32)
Onde T ¢ a forga de tragdo no cabo.
Através do equilibrio em X, define-se:
d <T dx\ 0
ds ds) - (3.3)

Integrando a Eq. (3.3), tem-se:
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dx
T e H, (34)
Onde H, é a componente horizontal da forca de tracdo no cabo.

Isolando T da Eq. (3.4) e substituindo na Eqg. (3.2):

d (H ds dz . d?z ds
- - | = — =Y - = -
ds\ “dx ds) mg ¢ M9 x (3:5)

dx?

Analisando a Fig. 4 conclui-se que:

2

ds = J@+ (@t = B = |1+ (ﬁ) (3.6)
B dx dx '
Substituindo a Eg. (3.6) na Eq. (3.5):

d? dz\?
z mg 1+<Z>

T R v 37
Integrando uma vez a Eq. (3.7) tem-se a tangente da curva:
reoyN — mg _ mg
z'(x) = —senh ( . X — C0> = senh (co ~H x) (3.8)
Integrando duas vezes a Eq. (3.7) tem-se a equacdo da catendria, definida por:
H mg
z(x) = — m; cosh <C0 ~H x) + ¢y (3.9)

Para determinar as duas constantes sdo necessarias duas condi¢fes de contorno, que para este

exemplo podem ser expressas por:

0
zZ(x=0)=0 (3.10)

Aplicando as condi¢des de contorno dadas pela Eq. (3.10) séo determinadas as constantes c, e

cy



Co=" @ (3.11)
H mg
c = m_g cosh (7 a) (3.12)

Inserindo as constantes dadas pelas Egs. (3.11) e (3.12) na Eqg. (3.9), obtém-se a equacdo da

catendria para um cabo suspenso entre dois apoios de niveis diferentes:

H
myg

z(x) = —

m m H
cosh( g gx>+ <

(i)
HC a HC mg cos HC a (313)

Considerando:

(3.14)

a Eq. (3.13) pode ser expressa na sua forma mais conhecida:

#0) = =6 [oosh (=) = cosn (I )] = € oo (=) o ()] )

3.3 - A parabola (peso proéprio distribuido na projecéo horizontal do cabo)

De acordo com Irvine (1981), um cabo sujeito ao seu peso proprio suspenso entre dois apoios
tal que a razo entre a flecha e o comprimento do vdo for de 1:8 ou menos a equagdo
diferencial que governa o equilibrio vertical de um elemento pode ser precisamente expressa

por:

d?z

c Ix2 =-mg (3.16)

O que fornece uma equagdo de segundo grau para representar o perfil do cabo. Integrando
uma vez a Eq. (3.16):

mg
g Xt (3.17)

Cc

z'(x) = —

Integrando novamente a Eq. (3.17), tem-se:

mgx2+cox+61 3.18
2H, (3.18)

z(x) = —
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Inserindo as condigdes de contorno dadas pela Eqg. (3.10), as constantes da Eq. (3.18) podem

ser determinadas:

_mg
Co = H, a (3.19)
=0 (3.20)

Portanto, a equacéo do perfil do cabo é expressa por:

z(x) = — 2%(’“2 — 2ax) (3.21)

Onde C; é definida pela Eq. (3.14).

3.4 - Comparacdo entre a pardbola e catenaria para um cabo suspenso

As Figs. 5, 6, 7, 8 e 9 mostram uma comparagao entre a catendria e a parabola para véarias
razGes de flecha/vao com a finalidade de comprovar para qual razdo a representagdo do perfil

de um cabo suspenso por meio de uma parabola produz erros despreziveis no célculo.
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Figura 5 — Comparacdo entre a catenéria e a parabola para h/L < 1:15
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Figura 6 — Comparacao entre a catenaria e a parabola para h/L < 1:11
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Figura 7 — Comparacdo entre a catenéria e a parabola para h/L ~ 1:8
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Figura 8 — Comparacéo entre a catenéria e a parabola para h/L ~ 1:8
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Figura 9 — Comparacdo entre a catendria e a parabola para h/L > 1:4

Observando as Figs. 5, 6, 7, 8 e 9 verifica-se que a aproximacédo da catenaria pela pardbola é
possivel para baixos valores de h/L. Na Tab. 1 s&o apresentados os varios valores de h/L e 0s
erros relativos obtidos entre o ponto mais baixo (x = L/2) da curva definida pela catenaria e

pela parabola.



Tabela 1 — Comparago entre a catenéria e a pardbola

Razéo h/L Catendria Parabola Erro relativo (%)
0,06283 -0,03141310 -0,03125000 0,52
0,08839 -0,06187782 -0,06125000 1,01
0,12497 -0,12247131 -0,12005000 1,98
0,12763 -0,12762597 -0,12500000 2,06
0,27154 -0,54308063 -0,50000000 7,93

Com os dados da Tab. 1 pode-se dizer que para uma razdo h/L = 1/8, conforme citado em

Irvine (1981), tem-se um erro relativo de aproximadamente 2% no ponto mais baixo do cabo,

que é a posi¢do em que ocorre as maiores diferencas.

27



28

A

FORMULACAO DAS EQUACOES DA DINAMICA DE

PROBLEMAS ENVOLVENDO MASSAS MOVEIS

4.1 - Introducéo

Os problemas envolvendo massas moveis sdo estudados hi mais de um século por diversos
pesquisadores. Esse grande interesse demonstra a importancia comprovada do assunto tanto
para explicar falhas estruturais (como nos estudos pioneiros) como para possibilitar projetos

mais confiaveis.

Os estudos de problemas com a natureza dos que serdo desenvolvidos nesta dissertagéo
apresentam, no meio cientifico, diversas abordagens com caracteristicas peculiares que
permitem diferentes aplicacOes e representagdes. Esses problemas sdo muitas das vezes
analisados como osciladores moveis (Sofi e Muscolino, 2007), massas modveis (Bajer e

Dyniewicz, 2008) e forgas moveis (Fryba, 1999).

Na proxima secdo sera apresentada uma visdo geral das abordagens utilizadas nos estudos
existentes na literatura e assim definir o modelo utilizado no desenvolvimento das analises

deste trabalho.

4.2 - Apresentacao do modelo

Os problemas analisados podem envolver forgas moveis, massas mdveis ou osciladores
moveis. Cada um dos modelos apresenta uma equagdo de movimento diferente e

consequentemente uma resposta diferente.

Um problema de forga moével é apresentado na Fig. 10:



av)

Figura 10 — Modelo do problema de for¢a movel

Esse tipo de problema apresenta uma equagdo de movimento com o termo §(x — vt)P que

define o tipo de solicitacdo. Conforme desenvolvido em Fryba (1999) a forca P pode ser

constante, harménica, continua ou com uma variagdo no tempo arbitréria.

O problema de massa mével é apresentado na Fig.11:

E
Q

—

/71747>777 x Vi /77747>777
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Figura 11 — Modelo do problema de massa movel

Para problemas deste tipo, o termo que aparece na equacdo do movimento é da forma:

&(x —vt) [P + m%} (4.2)

Onde P = mg representa a solicitacdo devido a gravidade.

J& os problemas envolvendo osciladores moveis sdo da forma como apresentado na Fig. 12:
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Figura 12 — Modelo do problema de oscilador mével

Esse problema, também denominado em Fryba (1999) por sistema mével com dois graus de

liberdade, apresenta em sua equagdo de movimento o termo:

§(x —vt)f(u,t) (4.2)

Onde f(u, t) representa a forca interativa transmitida para o corpo no qual o oscilador se

move.

Para as analises realizadas nesta dissertagdo, 0 modelo a ser considerado sera envolvendo a
massa movel (Fig.11), que é um modelo intermediario no que se relaciona com a
complexidade das equacOes trabalhadas e atende aos objetivos propostos. Se observar com
mais rigor os modelos propostos nas Figs. 10, 11 e 12, a formulagdo desses problemas
envolveria a consideracdo analisada por Lee (1998), que é a condicdo em que ocorre a
separacdo entre a massa movel e o elemento estrutural. Entretanto, a proposta de analise serd
baseada na hipétese de que o contato entre a massa movel e o elemento estrutural permaneca
durante todo o intervalo de tempo considerado. Portanto, o modelo que representa

rigorosamente o problema analisado nesta dissertacéo é apresentado na Fig. 13:
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Figura 13 — Modelo do problema de massa movel analisado nesta dissertacéo

Muitos trabalhos apresentam um modelo como os apresentados nas Figs. 10, 11 ou 12, mas as
formulagdes séo todas desenvolvidas baseadas em um modelo conforme o apresentado na Fig.
13. Portanto, a identificacdo do modelo deve ser feita pelas equagBes governantes, ja que as

representacdes graficas ndo sdo muito respeitadas.

4.3 - Estratégia de solucao

As anélises serdo desenvolvidas considerando grandes deslocamentos, incluindo-se aqui tanto

translacdes quanto rotagdes, grandes deformagdes e com uma resposta constitutiva ndo linear.

Devido & mudanca continua da geometria do problema seré necessario utilizar uma estratégia
de solucéo incremental. Para considerar as grandes deformagdes e uma relagdo constitutiva
ndo linear sera necessario definir uma condicdo de escoamento, uma regra de fluxo e uma
regra de encruamento. Além disso, devido a&s mudangas das propriedades do material, um
procedimento iterativo deve ser empregado para corrigir os calculos realizados em cada passo

incremental.

Nas analises envolvendo nao linearidades geométricas e fisicas, uma atencdo especial deve ser
dada na escolha das medidas de tenséo e deformacdo e qual a maneira de se avaliar essas
propriedades no processo de resolugdo do sistema mecénico. Em conjunto com essas
importantes consideragfes de natureza espacial e material, também existem as consideragdes
de natureza temporal, j& que as analises desenvolvidas neste trabalho envolvem problemas

dindmicos.
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Em relacdo a natureza dindmica do problema, a escolha do sistema de referéncia deve ser
realizada com muito critério e consciéncia, pois uma determinada escolha leva a seguir um
caminho com um tratamento matematico mais dificil. A distribuicdo de massa e o
amortecimento também sdo caracteristicas importantes nas andlises dindmicas e por isso
devem ser tratadas de uma maneira a fornecer os melhores resultados com uma manipulagéo

mais facil.

Uma caracteristica que diferencia as analises apresentadas neste trabalho dos demais
problemas de dindmica estrutural esta relacionada com o tipo de solicitacdo imposta no
sistema: a massa movel. Para considerar um problema envolvendo uma massa mével deverdo
ser considerados os efeitos inerciais da massa e as condigdes de contato desta massa com 0

elemento utilizado.

Apdbs um adequado equacionamento do problema, deve ser adotada uma estratégia de solucéo
eficaz, capaz de fornecer resultados confiaveis. Portanto, a escolha do procedimento e do
método de solucéo deve levar em conta todas as caracteristicas apresentadas e assim conduzir
aos resultados esperados. Apos esse processo de formulagéo e implementacdo do método de
solucdo, deverd ser realizada uma verificacdo criteriosa e a validacdo do procedimento

empregado, e s6 entdo as analises poderao ser realizadas com seguranca.

4.4 - Formulacéo das equacOes governantes

A formulagédo de um problema dindmico pode ser realizada basicamente de duas maneiras
distintas de acordo com as grandezas consideradas. Esses dois caminhos séo definidos por: a)
formulagdo diferencial (de acordo com Bathe, 1996) ou mecénica vetorial (de acordo com
Lanczos, 1970); b) formulagdo variacional (de acordo com Bathe, 1996) ou mecénica

analitica (de acordo com Lanczos, 1970).

A formulagdo diferencial ou mecénica vetorial baseia-se em principios de equilibrio de
quantidades vetoriais como forgas e momentos enquanto a formulagdo variacional ou
mecéanica analitica baseia-se em principios de equilibrio de quantidades escalares como
energia e trabalho. A escolha de um ou outro caminho é feita analisando algumas
caracteristicas do problema em questdo. Para Lanczos (1970), em sistemas com restri¢des, 0
tratamento analitico (variacional) é mais simples e mais econdmico que o tratamento vetorial.
Bathe (1996) cita quatro aspectos que tornam a formulagdo variacional mais atraente que a

formulagéo diferencial:



1. O método variacional pode fornecer um caminho relativamente facil para construir o
sistema de equacOes governantes. Esta facilidade de uso é devido a utilizagdo de
grandezas escalares em vez de grandezas vetoriais utilizadas na formulagdo
diferencial;

2. Uma abordagem variacional pode levar mais diretamente para o sistema de equagdes
governantes e condi¢cbes de contorno. Por exemplo, se um sistema complexo é
inicialmente considerado, é vantajoso que algumas varidveis que necessita ser
incluidas em uma formulagdo direta ndo sejam consideradas em uma formulagéo
variacional (tais como forgas internas que na soma total ndo contribui com nenhuma
variagéo do trabalho realizado pelo sistema);

3. A abordagem variacional fornece algumas informagdes adicionais do problema e
possibilita uma verificagcdo independente na formulagdo do problema;

4. Para solugdes aproximadas, uma grande classe de fungdes de teste pode ser empregada
em muitos casos se o analista opera na formulagdo variacional em vez da formulagéo
diferencial do problema; por exemplo, as fungdes de teste ndo precisam satisfazer as
condigdes de contorno naturais, pois estas condigdes de contorno estdo contidas

implicitamente no funcional.

Portanto, ap6s estas consideracdes e verificando as caracteristicas do problema a ser analisado
neste trabalho, é vantajoso adotar a formulagdo variacional como caminho na obtencdo das

equac0es que regem esse problema.
A energia potencial total do sistema a ser analisado pode ser expressa por:
N=U+K+ Q—E, (4.3)

onde U é a energia de deformacdo, K é a energia cinética, Q é a energia devido ao

amortecimento, E, é a energia de carater externo devido & massa movel.

Nas se¢Oes seguintes, serdo desenvolvidos os termos das energias que somadas representam a
energia total de um sistema envolvendo massas moveis aplicadas em elementos de trelica e
elementos de viga. Sera apresentada a identificagdo das parcelas relacionadas com cada um

dos elementos, a fim de facilitar a compreenséo pelo leitor.
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4.4.1 - Energia de Deformacéo

A energia de deformagdo (ou trabalho interno) em um corpo solicitado por forgas externas é

dada por:

U= j j odedV (4.4)

onde o, um tensor de tensdes, e de, um tensor de incrementos de deformagéo, devem
apresentar, segundo Pai e Nayfeh (1994) e Bathe (1996), duas caracteristicas essenciais para
uma andlise tedrica consistente de problemas com ndo linearidades fisicas e geométricas:

serem medidas conjugadas energeticamente e objetivas.

Lavall (1996) define assim essas duas caracteristicas:

“TensOes e deformagdes conjugadas sdo um par de medidas de tensdo e deformacéo que ao se integrar o

produto da tenséo pela taxa de deformacéo em todo o volume da fibra fornece a energia interna total.”

“TensOes e deformacgdes objetivas sdo invariantes sob movimentos de corpo rigido, ou seja, nenhuma
componente dos tensores de tensdo ou deformacdo muda, quando ocorrem rotagdes puras de corpo

rigido.”

Como pode ser visto no Apéndice B, o tensor de deformacéo de Green-Lagrange é conjugado
energeticamente com o segundo tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff. Além de serem
medidas conjugadas, a deformacéo de Green-Lagrange e a segunda tensdo de Piola-Kirchhoff,
sdo medidas objetivas e por isso, sdo as mais utilizadas em analises estruturais ndo lineares, de
acordo com Lavall (1996) e Pai e Nayfeh (1994). Entretanto, essas medidas ndo possuem
significado fisico aparente (Lavall, 1996 e Bathe, 1996), impossibilitando compatibiliza-las
com as condicOes de contorno naturais de um sistema estrutural sem utilizar manipulacoes

matematicas envolvendo o tensor de tensdes de Cauchy, que é uma medida fisica.

A utilizacéo do tensor de Cauchy em problemas envolvendo grandes rotagdes € vidvel desde
que uma medida objetiva possa ser calibrada. Belytschko, et al. (2000) apresentam um estudo
bastante detalhado relacionado com esse procedimento. Crisfield (1991) também afirma que a
medida de deformacdo de engenharia pode ser empregada em problemas complexos
envolvendo grandes deformacdes desde que se utilizem incrementos de deformacdes durante

0 processo de solugdo. Além do exposto em Belytschko, et al. (2000) e em Crisfield (1991),



Greco e Costa (2012) apresentam o desenvolvimento da Eq. (4.4) aplicando as duas equagdes,
que representam as familias de medidas de deformagBes e de medidas de tensdes, provando
que a energia de deformagéo pode ser calculada por qualquer medida de deformagé&o e seu par
conjugado de tensdo sem perder a objetividade (ver Apéndice B). Portanto, a escolha do
tensor de tensBes de engenharia e da deformacdo de engenharia é vidvel para problemas ndo

lineares geométricos definidos pelos métodos variacionais.
Com essas informagOes apresentadas, a energia de deformacéo é calculada atraveés de:
U= j j oydeydV (4.5)
14 EN
onde ay é o tensor de tensdes de engenharia e dey incrementos de deformacéo de engenharia.

4.4.2 - Energia Cinética

No célculo da energia cinética total do sistema deve ser considerada tanto a contribuicéo da
energia cinética do elemento quanto a contribuicdo da energia cinética da massa movel.

Portanto, a energia cinética total é dada por:
K=K, +K, (4.6)

onde K, ¢ a energia cinética relacionada com o elemento e K,,, é a energia relacionada com a

massa moével.

A energia cinética do elemento é dada por:

1
ke =5 J px;x;dV (4.7)
74
onde x; é a velocidade de um ponto no elemento nas trés direcfes, no caso de elementos de
trelicas espaciais, e duas dire¢cdes e um giro, no caso de elementos de vigas.

Para equacionar a contribuicdo da energia cinética da massa movel, algumas caracteristicas
especificas deste tipo de problema devem ser esclarecidas. A primeira esta relacionada com a

forma na qual a massa solicita o elemento e como tratar essa caracteristica matematicamente e
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a segunda é como considerar o acoplamento entre 0 movimento da massa mdvel com o

movimento do elemento.

Para a primeira caracteristica, pode-se considerar que a regido de contato entre a massa movel
e o elemento € definida por um ponto. Ja pensando no processo de solucéo, onde sera
utilizado o Método dos Elementos Finitos, sera considerado o efeito da massa movel em cada
nd, e para desenvolver um tratamento matematico adequado serd utilizada a “fungdo” Delta de

Dirac na forma:

Qy

Onde x; séo as coordenadas de um ponto no elemento, X,, sdo as coordenadas da massa e Q,
é 0 dominio de x;. Pela definicdo, essa fun¢do apresenta valor igual a um para todo X,,, no

dominio Q, e valor igual a zero para todo X,,, fora desse dominio.

Para a segunda caracteristica, o acoplamento do movimento da massa com o movimento do
elemento sera considerado na definicdo da posi¢do dos nds do elemento e da massa movel,

respectivamente, pelas fungdes:

x; = f(§,X,t) (4.9)
xi = f(§, Xm,t) (4.10)

Onde ¢ é uma variavel adimensional (que varia de zero a um) utilizada para mapear o
elemento e X,, = f(&, X, t). Pela funcdo que representa a posi¢do da massa e possivel notar o

acoplamento dos movimentos.

Sendo assim, pode-se determinar a velocidade de um ponto qualquer do elemento pela

definicéo diferencial da velocidade dada por:

6xl- .
V=5 T K (4.11)

E a velocidade da massa, através da diferenciacdo em cadeia, sera definida por:

_ 6xl- 6Xm 6xl- . .
Vm=ax ot oe Xt Am¥i (4.12)




Pela Eq. (4.12), verifica-se que a velocidade da massa apresenta uma parcela de contribuicéo
da velocidade do cabo e uma parcela influenciada pela deflexdo do cabo, portanto, essa
analise apenas considera que a massa estd em contato com o elemento todo instante e que a

possibilidade da auséncia de contato entre ambos esta descartada.

Com todas estas defini¢des, a energia cinética devido & massa mdvel é expressa, entdo, por:

1 . . 2
Kn = 5m j 5xt; = X)d D | (5 + Xs ) (4.13)
Qy

Assim, a energia cinética total do sistema é:

1 . 1 ) . 2
K=K, +K, = EJ px;x;dV + Sm j §(x; — X,,)dQ, (xl- + mel-’]-) (4.14)
14 Qy

4.4.3 - Energia de Amortecimento

A energia de amortecimento é a energia mecénica que um sistema mecéanico oscilante perde
para 0 meio através da transformagdo em outra forma de energia. De acordo com Adhikari
(2000), a maneira como a energia € dissipada (ou como a vibracdo é amortecida) depende de
mecanismos fisicos que atuam no sistema. E esses mecanismos fisicos sdo processos fisicos

complexos e ndo sdo totalmente conhecidos.

Banks e Inman (1991) apresentam quatro modelos de amortecimento utilizados em analises
de sistemas continuos: Amortecimento de ar viscoso, amortecimento de Kelvin-Voigt,
amortecimento de histerese temporal e amortecimento de histerese espacial. Os modelos
foram desenvolvidos para vigas e 0s operadores que serdo apresentados sdo baseados, quando

for o caso, nas propriedades das vigas.

Amortecimento de ar viscoso: utilizado para modelar o amortecimento de um objeto vibrando

no ar. O operador é definido por:

Ly =7l (4.15)

onde I, é o operador identidade e y € uma constante de proporcionalidade de amortecimento

Viscoso.
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O método mais simples utilizando esse modelo considera I, definido por:

0

Sendo um amortecimento proporcional & velocidade. Esse modelo fisicamente representa a

resisténcia do ar ao movimento e, muitas vezes, é denominado de amortecimento externo.

Amortecimento de Kelvin-Voigt: ou amortecimento da taxa de deformagdo, apresenta
operador definido por:

65

L1 = Cdlm (417)

onde I é 0o momento de inércia e c, € o coeficiente de amortecimento da taxa de deformagé&o.

E um modelo que também satisfaz um critério de proporcionalidade e, por isso, é também
matematicamente interessante. E um modelo compativel com analise modal tedrica e
juntamente com o amortecimento viscoso é amplamente utilizado nos modelos de elementos
finitos. Por ser dependente da deformacé&o, este modelo gera um momento de amortecimento

nas equagdes de movimento que deve ser compatibilizado nas condigdes de contorno.

Amortecimento de histerese temporal: € um modelo de amortecimento geralmente associado
com carregamento senoidal. A ideia desse modelo é indicar nas equagdes constitutivas de
vibracdo da viga que a tensdo é proporcional & deformagdo e também & historia da deformagéo

passada. O operador para este modelo é expresso por:

0

L= [ g©fte+s)ds (4.18)

Com a fungdo kernel g(s), definida por:

a.e Bes

Ner (4.19)

g(s) =

onde a. e 3. séo constantes.



Amortecimento de histerese espacial: € um tipo de amortecimento causado pelas taxas
diferenciais de rotagéo de segdes transversais vizinhas de uma viga gerando atritos internos e

perda de energia. O operador deste modelo é da forma:

l
0
L=r j R, (%) — f(t €)}dE (4.20)

onde a funcao kernel h(x, §), pode ser definida por:

_(x=9)?
a 2b2 (4.21)
h(x,¢) = ‘¢ 4,

onde a. e b, s&o constantes.

Os dois ultimos modelos de amortecimento apresentados sdo modelos mais complexos
envolvendo funcdes e expressdes mais trabalhosas, dificultando sua abordagem no problema
proposto. O amortecimento de Kelvin-Voigt é amplamente utilizado em modelos de
elementos finitos, porém exige um tratamento especial das condi¢es de contorno. O
amortecimento viscoso, definido no primeiro modelo passa a ser, para o trabalho
desenvolvido nesta dissertagdo, 0 mais interessante e por isso sera aplicado para estudar os

efeitos dissipativos do problema de massa movel.

Sendo assim, a energia devido a um amortecimento pode ser calculada pela Eq. (4.22), que €

uma forma integral de representar o amortecimento viscoso, conforme Ferreira (2009):

) XX
Q= j/lmpxixidV—j J/lmp —dx,dV (4.22)
L
14 Xr

X
74
onde 4,,, é o coeficiente de amortecimento.

4.4.4 - Energia de carater externo devido a massa movel

A energia de carater externo € uma energia inserida no sistema pela presenca da massa movel.

Essa energia pode ser calculada por:
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E, = JFedxr (4.23)

Xr
onde F, ¢ a forca efetiva atuando ao longo do comprimento x,..
Essa forga efetiva, conforme Lanczos (1970) pode ser calculada pela Eq. (4.24):
Fe=P+1 (4.24)

onde P é a forca imposta e | é a forca de inércia dada por I = —mX,,,.
Portanto, a energia devido & massa movel é entéo calculada pela expresséo:

E, = j Fdx, = j(P +)dx, = j(P —mXp)dx, (4.25)

Xr X Xy

Para considerar a contribuigdo dessa energia no sistema global, deve-se utilizar o conceito da

“fungéo” Delta de Dirac. Com isso, a energia devido & massa mdvel é dada por:

E,=| | 60 = Xp)dQy | | (P —mX,,)dx, (4.26)
/ J

Xr

E possivel entender essa energia como a contribuicio de duas parcelas: energia devido a
inercia da massa movel, Q,, e energia potencial das forgas devido ao movimento da massa

movel, F. As equacdes para Q,, e F sdo dadas respectivamente pelas Eqgs. (4.27) e (4.28):

0, = — j 8(x; — Xp)dQy j M dx, (4.27)
[ Qx 1 xr

F= j §Cx; — X,,)dQ, j Pdx, (4.28)
| Qx 1 Xr

4.45 - A equacéo da energia total do sistema envolvendo massa movel

Com as definigOes apresentadas nas subseg¢Oes anteriores, a Eq. (4.3) pode ser expressa pelo

funcional:



1 1 . 2
V e %4 Qo

. XX
+j/1mpxl-xidV—j J/lmp B dx,.dV
14 V xr '

(4.29)

+ JS(xi—Xm)de Jmedxr
[ Qx

4 Xr

- JS(xi—Xm)de Jder

| Qx 1 Xr

No préximo capitulo o equilibrio do sistema mecénico é obtido, de modo aproximado, pela
derivada primeira da Eq. (4.29) em relagdo as posi¢des nodais. Assim, é obtido um sistema de
equacOes discretas no espago e continuas no tempo, denominadas de equagdes semi-discretas.
Com auxilio de um método numérico, o tempo é discretizado, gerando um sistema de
equacOes discretas. A solucdo dessas equacbes € realizada através de procedimentos

matematicos especificos para resolucéo de sistemas ndo-lineares.
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S

DISCRETIZACAO DAS EQUACOES

5.1 - Introducéo

A discretizacdo espacial das equagdes sera realizada utilizando a formulac&o posicional (ver
Apéndice A) que se baseia em um sistema de coordenadas absolutas e utilizando vetores de

posi¢cdes como incognitas ao invés do classico vetor de deslocamentos.

O método de descricdo posicional com coordenadas absolutas apresenta uma grande
vantagem em relacdo ao método convencional, simplificando as equacdes discretizadas. Caso
0 método convencional seja empregado para problemas dindmicos da natureza dos que seréo
resolvidos nesta dissertacdo, uma atencdo especial devera ser dada ao surgimento de forcas

aparentes no sistema, como descrito no Apéndice C.

Por se tratar de problema dindmico, as equagdes obtidas na formulacdo apresentada no
capitulo anterior deverdo ser discretizadas tanto no dominio espacial quanto no dominio
temporal. A etapa de discretizacdo espacial permite obter um conjunto de equagdes
denominadas semi-discretas. A partir das equagdes semi-discretas, através dos métodos de
integracdo temporal consegue um novo conjunto de equacdes discretas prontas para

implementagdo computacional.

5.2 - Discretizacao Espacial

Para definir as varidveis do problema serd adotada a descricdo Lagrangiana Total.
Inicialmente, sdo definidas algumas hipoteses que serdo adotadas no desenvolvimento das
equacOes subsequentes. Serd considerada a cinemética de Euler-Bernoulli para vigas, o

material sera considerado homogéneo e is6tropo. Além dessas informacdes, as equacbes serdo



desenvolvidas ja pensando no processo incremental, no qual a definicdo da deformacéo de

engenharia serd utilizada, como j& mostrado no capitulo anterior.
Iniciando pelo equacionamento da energia de deformagdo dada pela Eq. (4.5):
U= j j ondeydV (4.5)
V en
Sabendo que o material € homogéneo e isotropo, a equacdo constitutiva pode ser expressa por:
oy = E¢, (5.1)

onde E é o modulo de elasticidade longitudinal. Para facilitar a reproducgdo das equacdes o
indice N, que indica tensor de tensfes de Cauchy e deformagdo de engenharia, serd omitido.
Para trabalhar com problemas no regime plastico, pode-se utilizar a decomposi¢do da

deformagéo em uma parte elastica (e.) e outra parte plastica (¢,) de acordo com:
E= g te, = = - & (5.2)

Utilizando a decomposicdo da deformacdo definida pela Eq. (5.2), a Eq. (5.1) pode ser

reescrita por:

o=E(e— &) (5.3)

A energia de deformacéo é expressa, inserindo a Eq. (5.3) na Eq. (4.5), por:

UZJJE(E— &p)dedV (5.4)

Resolvendo para ¢ e simplificando a Eq. (5.4):

UZJ jEede—JEepde av
v

& &

_ &2 _E 5
U —j E?—Eeep av = EJ(E —ZEEp)dV (5.5)
14

%4
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A Eq. (5.5) é uma equacgdo geral que pode ser utilizada para quantificar a energia de
deformagdo de qualquer corpo homogéneo e isétropo. Para atender os objetivos desta
dissertacdo, a Eq. (5.5) serd desenvolvida para elementos de viga, tendo em mente que
problema envolvendo elementos de trelica € um caso particular do problema envolvendo viga
no qual se desconsidera os efeitos da flexdo. Esse desenvolvimento serd baseado em

Zienkiewicz e Taylor (2000), utilizando o conceito posicional.

O movimento da viga é apresentado na Fig. 14:

Figura 14 — Movimento de uma viga prismatica no espago

Considerando que a coordenada X é o eixo da viga e Y, Z sdo 0s eixos da secao transversal, a
nova posicdo da extremidade da viga pode ser expressa na forma matricial por:

t+AtX

tx AX A1 Az Aqg3]]0
Aty =1 o |+ |AY| +|A2n A Mgy (5.6)
t+At 0 AZ Ag1 A3y As3llz

onde A(X) é a rotacdo da secdo transversal da viga.



A definicdo da deformacéo de engenharia utilizando as posi¢des nodais, ao invés da definigéo
tradicional que utiliza deslocamentos, é dada utilizando a relagdo entre posicBes e

deslocamentos expressa por:
t+Aty — O t+At
X="X+"%u (5.7)

onde °X é a posicdo inicial e **4tu é o deslocamento que ocorre entre o tempo inicial e o

tempo t + At. Assim o deslocamento é expresso por:

t+A(1_;u — t+Aty _ Oy (5.8)
Portanto, a deformagdo de engenharia, expressa em sua forma diferencial, é dada por:
ou at+AtX
€= 5T Tox (5.9)

Sabendo que 9 °X/dx =0, ja que °X é uma constante. Portanto, a determinagio da
deformagdo envolve as derivadas das posi¢Oes, que por sua vez necessitam da derivada dos
incrementos nas posicdes e da matriz de rotagdo. A derivada da matriz de rotagdo, conforme

Zienkiewicz e Taylor (2000) é dada por:
Ay = 0xA (5.10)

onde QA,X denota uma matriz anti-simétrica para as derivadas de um vetor de rotacdo 6 e é

expressa por:

0 - 92,X QY,X

Oy =| 0zx 0 —0x x (5.11)
—byx Oxx 0

Considerando-se um movimento da viga no plano X-Z e com 8y = ¢(x), a matriz ortogonal

pode ser escrita como:

0 1 0
—sengp 0 cos¢p

A=

cosp 0 seng
] (5.12)

Com essa consideragdo, as Egs. (5.6) séo expressas pelas Egs. (5.13):
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t+AtX

tx AX cos¢p 0 send][0
“hyl=|o|+|ar|+[ O 1 0 ”y] (5.13)
t+Aty, 0 AZ —sen¢ 0 cospllz

Com o movimento da viga definido pelas Egs. (5.13), a deformacéo é, entdo, calculada por:

_af+“x_afx+an+ de
T Tox  ox dx decoscj)

(5.14)

at+AtX
€= "5  Emédio +zK

onde €,,¢4i, representa a deformacao axial devido a extensdo que é constante em toda a fibra
do elemento, x representa a curvatura e zk a deformacdo axial devido a flexdo que varia de

acordo com a curvatura.

Inserindo-se a Eq. (5.14) na Eq. (5.5) e separando a integral no volume por uma integral no

comprimento e outra na area, tem-se:

Emedio + ZK)*?
U=E J J [% - (Emédio + ZK)Ep] dAdSO (515)

So A

Expandindo-se a Eq. (5.15), omitindo o subscrito médio por comodidade, obtém-se:

_ €2 + 2¢ezK + 7%K?
U=E j J 2 — (e + zK)g, | dAds, (5.16)
So A

Separando-se cada termo da Eg. (5.16), algumas definicdes geomeétricas podem ser

identificadas e consequentemente algumas simplificagdes podem ser feitas:
— Ao 2 K’ 2
U—EJ 5 € +EKJZdA+?JZ dA—j(E'l'ZK)EpdA dso (5.17)
So A A A

Como o elemento utilizado é uma representagdo de uma barra pela linha que passa no

centroide dessa barra, tem-se que:



j zdA =0 (5.18)

A

E considerando que:

j z?dA =1 (5.19)

A

A Eq. (5.17) é reescrita pela Eq. (5.20):

EA EI
U= J EAy , EI , J(g+zx)gpdA ds, (5.20)
A

_K —
2 2
So
Pelo desenvolvimento apresentado até aqui, pode-se dizer que EA,/2 esta relacionado com
uma solicitacdo axial e EI/2 com uma solicitagdo de flexdo. O desenvolvimento desta
equacdo para elementos de trelica é feito considerando apenas o termo EA,/2 e para

elementos de viga o desenvolvimento é feito considerando os dois termos.

Para facilitar a clareza do desenvolvimento e evitar a repeticdo de muitos termos nas
equacOes, serd adotada a definicdo da densidade de energia de deformacdo por unidade de
volume simbolizada por u. Com isso, a energia da deformacdo serd representada pela Eq.
(5.21) na sequéncia desse desenvolvimento e no momento apropriado a definicdo da Eq.

(5.20) sera retomada.

U= j udv (5.21)

%4

Com todos os termos necessérios definidos, a equagdo da energia potencial total dada pela Eq.

(4.29) pode ser escrita por:
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1 1 . 2
1% %4 Qy

+ J(S(xi_xm)dﬂx me‘mdxr_kjlmpxixidv (522)
Qy 4

Xr

XX
—J J/lmp 2 dx,.dV — jé‘(xi—Xm)de Jder
V xr ' Qx

Xr

Para aplicar o Principio da Minima Energia Potencial deve-se minimizar o funcional IT em

relacdo as posi¢oes. Minimizando o funcional, tem-se:

ox, ) ax,* T2\ ) Pax. PXigy.

14 14 14

+ —-m (xl +mei,j)2

2

d
fa—Xr(S(Xi —Xm)d.Qx
Qy
1 o 0%;  0Xp
+ Em |:f S(Xi - Xm)d.Qx [Z(Xi + mei,j) <6_X7~+6_erw.

Qy

0
f a—Xr(S(Xi - Xm)d.Qx

X

f mX,,dx, (5.23)

Xr

. Bxi’]-
r

+ fS(xi—Xm)de mX,,

[ Qe

. 0%; XiX;

+ flmpxidV+f/1mpxiﬁdV—f/1mp 7 av
T 13

|V 14 14

P=0

d

_ f §5Ce; — X )0, f Pdx, — f 50 — X)),
oxX, J

Xr x

| O

Conhecendo a propriedade da derivada primeira do operador Delta de Dirac, expressa por:

_0f(x)
X,

(5.24)

Xi=Xm

Jf(x-)ié‘(x-—X )dQ, =
y l aX.r l m X

Fazendo f(x;) = 1naEq. (5.24), tem-se:



j ax. O (i = Xm)dQy =0 (5.25)

Portanto, tem-se que:

a . . 2
jﬁcs(xi—xm)dﬂx (% + Xpnx;;) =0
T

9] N
jﬁé‘(xi — X,,)dQ, ijmdxr =0 (5.26)
Qy " Xr
X Xm)dQy dexr =0
Xr
Assim, o equilibrio do sistema é expresso por:
on aud J axi,dv
ox. | ax, Pax "
14 14
0% aXm
+ m Jc’?(x — X,,)dx; [(x +X x”)< 3X. a_er‘
. O0x; §
+ X X, J‘S(xl m)dxl Xm (527)
a lxl
+ J/lmpx dV+j/1mpxla av — J/lmp av

Utilizando a regra da derivacdo em cadeia, a derivada da velocidade em relacdo a posigéo é

expressa por:
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0X; _ 9X; at

1
oX;, ~ ot dx; XiXT. (5.28)

Inserindo a relagdo dada pela Eq. (5.28) na Eq. (5.27), tem-se:

oIl ou . ..
aXr = aXr av + J pxl-dV +m J 6(951 - Xm)d-Qx Xi
174 14 Qy

+m J 6(Xl — Xm)d.Qx <XmX_lxi,j + Ximei,jr>
m
Qy

X .
+m j 6(.X'l - Xm)d.Qx (.Xl"]') <xlx_m + (Xm)zxi’]-r>
]
Qy

(5.29)
. 2
Qx
+ J 8(x; — Xp)dQ, | mX,, + j Ampx;dV
Q, 14
- j 50, — X,)d, | P = 0
Qx
Agrupando os termos que se repetem na Eq. (5.29), obtém-se:
ol du . . Xm
(')Xr: aerV+Jpxl-dV+ m Jé‘(xl-—Xm)de X 1+9’c_]-xi’j
14 14 Qy
. Xi 2
+m J 6(x; — Xpn)dQy | Xy [1+'_xij + (%) ]
Xm ’
| Qx _
(5.30)

Lo . 2 .
+m J 6(Xl - Xm)d.Qx xi,]'r [Xle + Xl’](Xm) ] + J AmpxldV
J %4

- j 50, — X,)d, | P =0



Escrevendo a Eg. (5.30) no dominio espacial discreto (semi-discretizacdo da equacgéo de

equilibrio), para o instante de tempo t + At, tem-se:

M_0U | mx,., + §(X, — X)X 1+X’”F
X _ 9X oAt t+At T M t ml)At+At Xt
+ms(X, — X)X 1+&F+ (F)?
Loamaam X, (5.31)
. . . 2 .
+ MK = Xp)F (XK + F(Kn)'| + CXopa
-6(X,—X,)P=0
onde
F = xi’]’
F,r = xi,jr
_ (lparaX; = X,
§(X; = Xy) = {O para X, # X,

5.3 - Discretizacdo Temporal

A discretizacdo temporal dos problemas dindmicos pode ser realizada através de dois
caminhos distintos, sendo que esses caminhos a serem seguidos definem os métodos de
solucdo empregados no problema: o método da integracéo direta e 0 método da superposicao

modal.

5.3.1 - Método da superposi¢cdo modal

O método da superposicdo modal é um método de solugdo no qual se busca transformar as
posigdes e suas derivadas temporais em um vetor de coordenadas generalizadas com suas
derivadas temporais. Se o problema possuir amortecimento e este for ortogonal, as equagdes
tornam-se desacopladas permitindo que cada uma seja resolvida independentemente (Cook, et
al., 1989). Esse € um método vidvel para os casos de dindmica linear de estruturas. Em
problemas ndo lineares, 0 método modal s6 pode ser aplicado se todas as ndo linearidades
forem tratadas como pseudoforgas e incorporadas no vetor de forgas externas, como explica
Cook. Além disso, para ndo linearidades severas a convergéncia das pseudoforgas € muito
instavel. Entdo para problemas com néo linearidades € indicada a utilizacdo de métodos de
integracéo direta.
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5.3.2 - Métodos diretos de integracéo temporal

Nos métodos de integragdo direta ou métodos passo-a-passo, uma aproximacao por diferengas
finitas é usada para substituir as derivadas no tempo na equagdo de equilibrio. Dentro do
conjunto dos métodos diretos existem dois grupos com caracteristicas distintas: os métodos

explicitos e os métodos implicitos.

Nos métodos explicitos as varidveis no intervalo de tempo t + At sdo determinadas apenas
em fungdo das variaveis no tempo t. Nos métodos implicitos a variavel principal no tempo
t + At € dependente de seu proprio valor e das variaveis no tempo t. Os métodos implicitos

sdo, necessariamente, métodos iterativos.

5.3.2.1 - Métodos explicitos

Como apresentado no capitulo de Revisdo Bibliografica, no método explicito a solu¢do no
tempo t + At é obtida considerando as condigdes de equilibrio no tempo t e assim ndo h&
necessidade de processos iterativos em cada passo incremental. Para esses métodos é
necessario um menor nimero de operagdes computacionais. Caso sejam utilizadas matrizes de
massa e de amortecimento diagonais (ortogonais) o problema € desacoplado e assim a
memdaria computacional necessaria € minima. Essas caracteristicas tornam os métodos
explicitos mais vantajosos que os métodos implicitos. Entretanto, os métodos de integracéo
explicita sdo apenas condicionalmente estaveis e geralmente requerem pequenos intervalos de
tempos para apresentarem estabilidade numérica. O valor critico para At é inversamente
proporcional a méxima frequéncia natural do sistema discreto independente do tipo de
solicitacdo aplicada. Portanto, em problemas quase estaticos ou de dindmica estrutural os
métodos explicitos tornam-se pouco eficazes, j& que o At é bem menor que 0 necessario para
uma integracgéo precisa. Em problemas néo lineares como o estudado nesta dissertagdo o valor
critico para o intervalo de tempo é variavel, ja que é ligado as frequéncias naturais do sistema
que se modificam ao longo da andlise (Dokainish e Subbaraj, 1989). Outro aspecto
desfavoravel dos métodos explicitos é o problema do amortecimento numérico nédo
controlavel, que geralmente gera respostas erradas, mesmo para intervalos de tempo inferiores

ao intervalo de tempo critico.



» Método da diferenca central

O método explicito mais empregado é o método da diferenca central. Esse é um método
explicito de segunda ordem com maior precisdo e maxima estabilidade. O algoritmo é
baseado em uma expansdo por série de Taylor até os termos de segunda ordem. As
aproximacOes da velocidade e aceleragdo sdo dadas respectivamente pelas Eqgs. (5.32) e
(5.33):

. 1

X = AL (Xtrar — Xe-ae) (5.32)
.. 1
X = E(Xt+At —2X: + X ac) (5.33)

Uma importante aplicacdo do algoritmo de diferencas centrais estd relacionada com a
inicializacdo de alguns métodos de integracdo implicita. Essa aplicagdo serd util para os

desenvolvimentos apresentados nesta dissertagéo.

5.3.2.2 - Métodos implicitos

Como também apresentado no capitulo de Revisdo Bibliogréafica, nos métodos implicitos as
equacdes de equilibrio para o intervalo de tempo corrente t + At, envolvem varidveis deste
mesmo intervalo de tempo e também do intervalo de tempo passado. Essa caracteristica

implica em solugdes iterativas dentro de cada intervalo de tempo, aumentando o custo

computacional destes métodos.

Os algoritmos implicitos apresentam uma tendéncia natural a serem numericamente estaveis,
permitindo grandes intervalos de tempo. Geralmente, sdo mais efetivos em problemas de
dindmica estrutural. Os métodos implicitos mais comuns sdo: método de Houbolt, método

Wilson-0 e o método de Newmark.
> Método de Houbolt

O método de Houbolt é obtido através de uma interpolacdo clbica de Lagrange entre os

intervalos de tempo t — 2At a t + At. S0 geradas as Eqgs. (5.34) e (5.35):

.. 1
Xesar = A2 (2X¢iae —5X: +4Xpr — Xe—2at) (5.34)

. 1
Xesar = 6AL (11X¢1ar — 18X + 99X, pr — 2X¢—2n¢) (5.35)
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E um método incondicionalmente estavel, mas que possui um amortecimento numérico alto
nas respostas de baixa frequéncia, o que é uma desvantagem para solucdo dos problemas de

dindmica estrutural (Cook et al., 1989).
» Método Wilson-6

O método Wilson-6 é essencialmente uma extensdo do método da aceleragdo linear, em que

uma variagao linear da aceleragdo do tempo t ao tempo t + At é tomada como hipétese.

Sendo T um incremento no tempo, onde O < t < 6At, entdo para o intervalo de tempo t a

t + O0At, tem-se:

N T . .
Xepr =X + E(XHGM - Xt) (5.36)

Integrando essa equagéo e aplicando as condigdes iniciais para t, tém-se:

2

X =X 71X, + m(xtwm - Xt) (5.37)
. T 3 . .
Xiyr = Xt+TXt+?Xt+M(Xt+6At_Xt) (5.38)

Para o tempo t + OAt (fazendo T = 6At), as equages fornecem, respectivamente:
, . oAt .. N
Xivoar = X¢ + R (Xt+6At + Xt) (5.39)

. 0%At? .
Xevoar = X +OALX, + T(Xt+6At + Xt) (5.40)

Resolvendo para X, ga; € X;.9ac €M termos de X, ga;:

N 6 6 . .
Xevoar = 9212 (Xerone — Xo) — Ext —2X, (5.41)

. 6 . OAt ..
Xevonr = 777 Kerone — Xo) — 22X, — —— X, (5.42)
OAt 2

Para 8 = 1 0 método Wilson-6 reduz ao algoritmo da acelera¢do linear, um dos métodos da
familia de Newmark, sendo nesse caso apenas um método condicionalmente estavel. Em
problemas lineares esse método torna-se incondicionalmente estavel para 6 > 1,37 sendo

usualmente empregado o valor de 6 = 1,4 (Bathe, 1996 e Subbaraj e Dokainish, 1989).



> Meétodo de Newmark

O método de Newmark é o mais popular entre os métodos implicitos. As aproximagdes para a

velocidade e posicdo sdo dadas, respectivamente, pelas Egs. (5.43) e (5.44):

Xeone = Xo + At(L—y)X, +yAtX ope (5.43)
. 1 .. ..
Xirae = X; + AtX, + At? [(E_ﬁ>xt+ﬁxt+At] (5.44)

Onde os parametros f e y determina a estabilidade e precisdo do algoritmo. Quando y = ie

1 ~ z ~ - . .
B = - as equagoes correspondem ao metodo da aceleragdo linear. Newmark originalmente

propds este método como um algoritmo incondicionalmente estavel, com uma aceleracdo

constante dentro do intervalo de tempo At igual @ média das acelera¢@es no inicio e fim deste

R 1 1
intervalo, sendo nesse caso y = € B = "

Segundo Cook et al. (1989), o0 método de Newmark € instavel paray < %e estavel quando

262y =

N |-

Uma desvantagem do método de Newmark é que o amortecimento numérico somente pode
ser obtido com uma reducéo dréstica da precisdo. Um método proposto por Hilber, Hughes e
Taylor (Hilber, et al., 1977), chamado de método-o em Cook et al. (1989) e método a-HHT
em Greco et al. (2011), possui propriedades de amortecimento numérico com possibilidade de
controle continuo. Com uma escolha apropriada dos parametros é possivel conseguir preciséo

de segunda ordem e também um amortecimento efetivo nas altas frequéncias.
> Meétodo-a ou Método a-HHT

O método a-HHT utiliza as formulas de Newmark com a introducdo de um parametro de
amortecimento numérico (o) nas equagdes de equilibrio. Esse método defasa a aceleracdo das
demais variaveis transientes. Para um sistema com amortecimento a equagdo de equilibrio €

expressa por:
MXpipe + (L + a)CXpppe — aCXy + (L + @)K Xpipe — aK X, = REF, (5.45)

Se os parametros sdo selecionados dentro da faixa:
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(1 -2a)
==

1 - a)?
-~ (5.46)

——<a<0 ,

B

Wl k=

O método é implicito, incondicionalmente estavel e com precisdo de segunda ordem. O

amortecimento numérico aumenta com o decréscimo de a (Cook et al., 1989).

Portanto, a escolha do método o-HHT para a discretizagdo temporal das equacbes de

equilibrio do problema analisado é a mais interessante.

5.3.3 - Discretizagdo temporal das equacdes de equilibrio

Tomando a equacéo de equilibrio dada pela Eq. (5.31), aplicando a modificacéo proposta pelo
método o-HHT, tem-se:

om

ou . . X
X (1+a)_X + MXpipr + mE(Xe — X)X eiar 1+X_F

d t+At t

+ms(X, — X, )X, [1 + X—tF + (F)?
m (5.47)
. . . 2 .
+m8(X, — X )F y [X, Xy + F(X,)"| + (1 + @)X,

. ou
- 1+a)d(X,— X, )P —aCX, — a—

x| =0

t

Expressando as equagdes de Newmark para aceleracéo e velocidade, respectivamente, pelas
Eqgs. (5.48) e (5.49):

. Xeone X X, ( 1 ) .
= - - —(=-1)X
Xt+At BAtZ BAtZ ﬁAt Zﬁ t (548)
Xeone = Xo + At(L—y)X, +yAtX ope (5.49)

Inserindo as Egs. (5.48) e (5.49) na equacéo de equilibrio dada pela Eq. (5.47), tem-se:



an_(1+ )6U
X @)X

X X X 1 "
yp |ene - Ae | Ae _<__1>Xt
-y pat? - pAc?  BAt  \2B

X X X X
+ 6 X —X 1 +'_mF t+At _ t _ t
m3(Xe m)< X, > BAtZ ~ BAt?  BAt

1 . Xt 2| v
- (ﬁ_ 1>xt] +ms(X, — X,,) [1 +EF+ (F) ]Xm

+m8 (X, — Xpn) |[XeXom + F(X,)"| .

(5.50)

+(1+ a)C[Xt +At(1 - y)X, + yAtXt+At]

. au
- 1+a)d(X,—X,,)P—aCX, — a—

x| =0

t

Agrupando os termos referentes ao tempo t e ao tempo t + At:

[M + m§(X, — X,,,) (1 + i—mFﬂ
BAtZ : Xt+At

an_(1+ )6U
X Y ox

t+At
X X X

— M+ ms(X,—X,.))[1+=2F Ly L
[ mé (X, m)< X, >],8At2 BAL

1 y X, J] s
+<ﬁ—1>xt:|+ mS(Xt_Xm)lil_FzF_'_(F) ]Xm

. (5.51)
+m(X, — Xpu) |[Xc X + F(X,)"| F,

Xeiat X X, 1 v
+(1+ - - —|=-
(1+a)Cyat BAt?2  BAt?  BAt (23 1>Xt

+ (1 +a)C[X, + AL - )X, | - A+ )6(X; — X)P — aCX,

ou
_a_

x| = O

t

Para os termos relacionados como o tempo t que se repetem considerar as seguintes variaveis:

= Xe X, 1 1)X
Q; = 5acz " BAt <ﬁ_ ) t (5.52)
R, =X, +At(1-y)X, (5.53)

Sendo assim, a Eq. (5.51) que representa o equilibrio do sistema pode ser escrita pela Eq.
(5.54):
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[M + mf(X; — X,,) (1 + i—mFﬂ
BAtZ : Xt+At

an_(1+ )6U
X — @)X

t+At
X,
X
+ m§(X; — X,,) 1+£F+(F)2 X
m t m Xm m (5.54)

- N 14
+ MO, = Xon) XK+ F(n) | Fp+ (14 C g X

—(1+a)CyAtQ, + (1 + a)CR, — (1 + a)6(X, — X,,,)P — aCX,

ou
_a_

x| =0

t




6

SOLUCAO DAS EQUACOES

6.1 - Introducéo

Neste capitulo serd apresentada a metodologia utilizada para resolver o sistema de equagdes
deduzido no capitulo anterior, bem como o0s procedimentos necessarios para uma
implementagdo computacional. Dentro do desenvolvimento dos processos de solugdo serdo
apresentadas, também, explicacdes de carater tedrico quando necessérias para uma melhor

compreensdo do problema.

A metodologia de solugdo € um procedimento numérico especifico para resolver sistemas
mecanicos com ndo linearidades geométricas e fisicas. A utilizacdo de um algoritmo de
integracdo temporal implicito j& obriga a utilizacdo de um método numérico iterativo, o que é
exigido também para problemas com ndo linearidades fisicas. Os problemas com néo
linearidades geométricas, por sua vez, exigem métodos incrementais. Portanto, o0 método a ser

utilizado é incremental e iterativo.

6.2 - Método incremental-iterativo

As equacdes ja foram deduzidas e discretizadas para um processo incremental, tendo em vista
que se partiu do pressuposto que o equilibrio do sistema € alcangado no tempo t e que todas
as informag0es referentes ao tempo t sdo conhecidas. A solugdo consiste em encontrar um
sistema de equacOes para o equilibrio no tempo t + At, ou seja, qual serd o incremento de
informagdo necesséario para se chegar a um sistema em equilibrio quando ocorre um

incremento de At no tempo.
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O método iterativo se faz necessario dentro de cada passo incremental, corrigindo qualquer
alteracdo das informagfes. No problema analisado, dentro de cada passo incremental é
determinado um novo vetor de posi¢do que ao ser substituido na equacéo de equilibrio, gera
um termo desbalanceado. A correcéo desse vetor de posicOes é realizada através do método

iterativo. Por motivos préticos, serd adotado o Método de Newton-Raphson, dado por:

g(X) =0= g(X,) +Vg(X,)AX (6.1)

onde g(X) é a energia potencial minima ou vetor dos residuos, que define o equilibrio do

sistema.
Através da Eq. (6.2), determinamos o vetor de corregdo das posi¢des:

AX = —[Vg(X,)] 1g(X,) (6.2)
onde Vg(X,) = 0%I1/0X? é a matriz hessiana para o problema analisado.

A matriz hessiana € determinada com a derivada da Eq. (5.54) em relacdo & X, .:

2

- Xp
T = (1+ a)m [M + mé(X; — X,n) (1 + X F)]

BAt?

t+At (6.3)
+(1+a) . Cc
BAt
Durante o processo iterativo as posi¢des nodais séo corrigidas pela expressao:
Xitae = Xtiae + AX (6.4)

onde k é 0 nimero da iteragdo.

Com as posigdes corrigidas, calculam-se os novos valores da velocidade e da aceleragéo,

respectivamente, pelas Egs. (6.5) e (6.6):

: Xtiae

Xevne = Ry +yAt BAEZ Q: (6.5)
. Xk+1
Xerar = BtA;tAzt - Q: (6.6)



O processo iterativo é interrompido quando as corre¢des das posicbes ( AX ) sdo

suficientemente pequenas dentro de certa tolerdncia. O critério de tolerancia é dado por:

/z 9%(X,) < tol (6.7)

A inicializagdo das variaveis é realizada da seguinte forma: X, e X, sdo dados para o

intervalo de tempo inicial; X, pode ser avaliado das equagdes de equilibrio:

.. . ou
XO = 1‘4_1 [(1 + a) <_CXO - ﬁ

ol
. a —ae T oy

_M>] (6.8)

As varidveis necessérias do passo de tempo anterior ao passo inicial (—At) podem ser

calculadas usando o algoritmo de diferengas centrais, como segue:

. At?
X_at :XO—AtXO'F?XO (6.9)
. Xo—X_4
X ae = Tt (6.10)
. Xo—X_»
X, = Tf (6.11)

6.3 - Desenvolvimento interno do método incremental-iterativo

Para a implementacdo do algoritmo e a correta execugdo de todo o processo de solugéo,
alguns passos algebricos intermediérios precisam ser dados. Esses passos algébricos séo a
determinagdo explicita de algumas expressdes, como as derivadas primeira e segunda da
equacdo da energia. A deducgdo destas expressdes serd baseada na cinemética da trelica

mostrada na Fig. 15 e na cinemética da viga apresentada na Fig. 16.
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Xl Xz

Figura 16 — Parametrizagdo da viga no plano

onde ¢ é uma varidvel adimensional (que varia de zero a um) utilizada para mapear o

elemento.

O elemento mostrado na Fig. 15 tem sua cinem@tica descrita apenas pelas posi¢oes dos nds da

extremidade, conforme as Eqgs. (6.12) a (6.14):

xp = X+ (X — X1)§ (6.12)
x; =1+ (- 11)¢ (6.13)



x3= Z1+ (Zy— Z,)¢ (6.14)

O elemento mostrado na Fig. 16 apresenta a cinemética de vigas de Euler-Bernoulli, sendo
descrita pelas Egs. (6.12) e (6.15).

x; = y(§) = ap + a1 + az§? + azé? (6.15)

A explicacdo de se adotar a Eq. (6.15) como a forma de um polindmio de terceiro grau seré

apresentada posteriormente.

Para calcular a derivada primeira em relacdo as posicoes, da energia de deformacdo U, é

necessario retomar a Eq. (5.20):

EA EI
U= J Togz +?K2 - j(e + zK)e,dA| dsg (5.20)
So A

A Eq. (5.20) pode ser expressa, utilizando a representacdo da densidade de energia por

unidade de comprimento, na forma da Eq. (6.16):

U= Judso (6.16)

So

EA EI , oy ..
onde u = [TO &2 +7x2 —J, e+ z;c)gpdA] e s, € uma coordenada auxiliar definida no

elemento.

A Eq. (6.16) pode ser definida utilizando a parametrizacdo apresentada nas Fig. 15 ou 16.

Para elementos parametrizados, tem-se:

d d %%\’
di;: z< d;) =1, (6.17)

Resolvendo para ds,, obtém-se:

dsy = lydé (6.18)

Reescrevendo a Eq. (6.16) para um elemento parametrizado, a equagdo da energia de
deformacéo é dada por:
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U= [ s (6.19)

Portanto, a derivada primeira da energia de deformacéo é expressa por:

oU [ du u($)
%= | = o j lou(€)dé j lo S de (6.20)
onde u(¢) é definido pela Eq. (6.21):
u(é) = E—AOEZ +%K - j(E'l'ZK)EpdA (6.21)
A

Inicialmente, é necessario deduzir a equagdo de uma forma que possibilite a implementag&o,
devendo-se fazer algumas consideragBes de como sera determinada a curvatura k, para a
formulacdo que trabalha com as posicbes dos nds dos elementos definidos por uma curva

parametrizada.

Leithold (1994) desenvolve a equagdo da curvatura de uma curva definida por equagdes

paramétricas x (&) e y (&), sendo expressa por:

(6.22)

No caso da formulacdo utilizada, y(¢) representa a equacdo da linha elastica da viga.
Conforme Fish e Belytschko (2009), a aproximacdo da linha eléstica deve ser feita por
funcdes com grau de continuidade no minimo C* (fungfo continua até na derivada primeira).
Essa necessidade é explicada fisicamente pela consideragdo que as se¢Bes transversais
permanecam planas e normais & linha eléstica. Fungdes com grau de continuidade C° (fungéo
simplesmente continua por partes) viola essa considera¢do nos nos dos elementos causando
uma sobreposicdo de material em uma extremidade e gerando uma fenda na outra

extremidade. O polinémio de terceiro grau é uma funcéo com grau de continuidade C? e por



isso pode ser empregado. Portanto, a parametrizacdo da linha eléstica pode ser escrita pela Eq.
(6.15):

x; =y() = ap +a;¢ +ayé% + azé? (6.15)

Onde a; sdo parametros que relacionam os valores nodais. Os pardmetros a; sao determinados
a partir das condicbes de contorno. Utilizando as condicbes de contorno conforme
apresentadas na Fig. 16, a Eq. (6.12) juntamente com a Eq. (6.15) descrevera a cinematica da

viga no plano.
As condigdes de contorno representadas na Fig. 16 séo dadas por:

yéE=0))=1, e y¢=1)=Y,
9 _ dy|  _ 6.23
el ., tg(6,) e ael,_, tg(0,) (6.23)

Aplicando as condig¢Ges de contorno definidas pelas Egs. (6.23) na Eq. (6.15), chega-se aos

seguintes parametros:

ap =Y (6.24)

a; = t9(6,) (X2 — X1) (6.25)

a, = 3(Y; — 1) — [tg(6,) + 2tg(6)1(X; — X;) (6.26)
az = [tg(8,) + tg(6)1(X; — X;) — 2(Y, — Y1) (6.27)

Portanto, esté definida a aproximagdo da linha elastica para o elemento de viga possibilitando

o célculo da curvatura.

Com a finalidade de verificar a coeréncia entre a equacdo da curvatura deduzida nesta
dissertacdo e a forma apresentada por Leithold (1994), é apresentada uma viga curva na Fig.
17:
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dep

///\A%ﬁ X

ds

Figura 17 — Definic&o da curvatura

Pela representacdo gréfica apresentada na Fig. 17, é possivel verificar que a curvatura dada
pela Eq. (5.14) é uma forma de expressar a curvatura dada pela Eq. (6.22), apenas com mais

um passo na deducédo da equacéo diferencial da curvatura:

de dp d X do (6.28)
1= T Tas T ds

K =

Portanto, utilizando a Eq. (6.22) a curvatura sera definida por:

— (XZ - X1)(2a2 + 6a3{-’)
(VX = X2 + (ay + 20,8 + 3a352)2)3

K

(6.29)

Pode-se agora partir para a determinacdo das derivadas da densidade de energia de
deformacéo por unidade de comprimento, sabendo que essa energia de deformacéo especifica
é dada pela Eq. (6.21):

EA El
u(é) = TOEZ +?K2 -E j (e + zK)e,dA (6.21)
A

A derivada primeira da energia de deformacéo em sua forma indicial, fazendo uma troca de

indices r por j, é expressa por:



)
j lp 25) ”('5) e = j loug d€ (6.30)

Utilizando a deformacéo de engenharia definida por:

_ l - lO
€= lO (631)

Onde [, é o comprimento inicial e [ € o comprimento final do elemento.

Substituindo a Eq. (6.31) e a Eq. (6.29) na Eq. (6.21):

_ EAol=1lo\* EI (X; — X1)*(2a, + 6a3¢)?
W= T( o ) 2 [(X, — X,)? + (a, +2a,& +3a3¢?)?P
(6.32)
—EJ (l ; l()) v (X2 — X1)(2a, + 6a5¢) _e,d4
0 VX, = X1)2 + (a, + 2a,§ + 3a;382)?)

Multiplicando os dois lados da Eq. (6.32) por [, e sabendo que [, é uma constante, a Eq.

(6.32) pode ser reescrita na seguinte forma:

lou: = LEA, <l 2 LoET (X, — X1)*(2a, + 6a;¢)?
oti = 5 ly ) 2 [(X; — X1)? + (a; + 2a,¢ + 3a3¢82)?)3
(6.33)
l X, — X;)(2a, +6
—loEJ (l__1> (X, 1)(2a; + 6as¢) e,da
2 0 (\/(Xz - X1)?2+ (a; + 2a,¢ + 3a352)2)
Definindo algumas variaveis conforme as Eqs. (6.34) a (6.37):
l=+B (6.34)
L =X, — X1) (6.35)
G = (X; — X1)*(2a; + 6a;¢)? (6.36)
B = (X, — X1)? + (@, + 2a,§ + 3a3¢?)? (6.37)

A Eq. (6.33) pode ser reescrita de uma forma simplificada por:
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2
I,EA, (VB I,E 3
lou; = 02 °<%—1> O—GB 3 _I,E J[(——1>+Z\/EB_7]EpdA

Assim, a derivada primeira da Eq. (6.38) é dada por:

_ EA, o lEI (BG ; — 3GB,
lou"]_Z_h)(l_ﬁ)B']_F 2 < B4’ >_lOEJE,]'EpdA

A

Onde

3
< B; >+ G;B2 3VGB;
E . = _ p—
7 \2l,VB 26 g3

(6.38)

(6.39)

(6.40)

A segunda derivada da energia de deformacéo em relacéo as posicOes é realizada de maneira

analoga:
1
02U
o= | tousmdt
0
EA, ly . oB)Bm
Oul,]m 210 \/E ,]m 2(\/_)
I E
2035 [G jnB? = 3B(G ;B + G B, + GB jy,) + 12GB ;B ;|
—,E j € jm&pdA
A
1 (Bjm BjBn
E = —— —
2L | VB 2(vB)’

1 (2BGjm—3G;By\ G;Gm 3B,Gp

*love 5 - Eh 5

2Bz 4(GB)z 4/GB2

3VG <2BBJ-m —~ 5B’]-B’m>
2B

2 V4

7
2

(6.41)

(6.42)

(6.43)



O comprimento inicial [, do elemento é calculado pela Eq. (6.17) e o comprimento final [

apresenta equacao semelhante:

(6.44)

Este desenvolvimento apresentado para a energia de deformagdo segue 0 mesmo
desenvolvimento apresentado em Greco (2004), onde todo o procedimento visando &

implementagdo se encontra bastante detalhado.

O termo &,, que define a deformacéo plastica e os mecanismos envolvidos no comportamento

mecénico do elemento quando as condi¢Oes de carregamento atingem valores superiores ao

limite elastico é trabalhado conforme o desenvolvimento apresentado no Anexo.

O Apéndice D apresenta o fluxograma do programa, com o desenvolvimento das principais

ideias desenvolvidas para analise de problemas envolvendo massas moveis.
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2

VERIFICACAO E VALIDACAO DO METODO

7.1 - Introducéo

A verificagdo da formulagdo do problema e do método utilizado para resolver o problema
apresentado nesta dissertacdo serd4 desenvolvida gradativamente, com o objetivo de
comprovar com clareza a aplicabilidade da formulagdo desenvolvida neste trabalho. A
validacdo do metodo sera realizada comparando com resultados obtidos na literatura

pesquisada.

A verificacdo da formulacdo seguird o seguinte procedimento: primeiro serd apresentada a
formulacdo de problemas estaticos e a solucdo de alguns exemplos; na segunda parte a
contribuicdo dos termos inerciais seré adicionada ao problema anterior e assim, apresentada a
solucdo de problemas dindmicos; e por ultimo a transformagdo do problema dindmico em um
problema de massa mével. Como o objetivo € apenas verificar a formulacdo utilizada, o
desenvolvimento serd bastante sucinto sem explicagdes detalhadas. Para um estudo mais
detalhado de todo o desenvolvimento aplicado em problemas estaticos e dindmicos, o autor
sugere pesquisa a referéncia Greco (2004), onde o leitor também podera verificar os detalhes

da implementagdo computacional.

7.2 - Problemas Estaticos

A energia potencial total de um problema estéatico geral pode ser dada pela Eq. (7.1):
[M=U-P (7.1)

A energia de deformacéo é dada pela Eq. (5.5) repetida aqui:



z E
U= j [E% - Eeep] av = EJ(EZ - ZEEp)dV (5.5)
v v

A energia potencial das forgas externas é dada por:

P = z FX (7.2)

A equacdo da energia potencial das forgas externas representa um carregamento geral,

incluindo a capacidade de realizar trabalho de momentos fletores aplicados em pontos nodais.

A energia potencial total pode ser expressa por:

1 :gj(gz —2ggp)dV—ZFX (7.3)

Considerando a parametrizacdo do elemento apresentada nas Figs. 15 e 16, que permite

expressar a energia de deformagéo pela Eq. (6.19),

1

U= 1, j u(é)dé (6.19)

0

a energia potencial das forcas externas, de carater geral, é expressa por:

z FX = Fx1 Xy + Fxp Xp + Fyi V1 + By, + FpyZy + FppZ, + M6, + M,0,

M0, (7.4)

A energia potencial total pode ser expressa por:

71



72

1

=1 f u(§)dé — Fx1X1 — Fx2 Xy — Fy1 Y1 — Fyo Yo — Fp1Zy — FppZy — M1 6, — M, 0,
2 (7.5)
— M36,

Aplicando o Principio da Energia Potencial Total Minima, tem-se um conjunto de nove

equacdes em fungdo dos parametros nodais:

Tabela 2 — Derivadas da energia potencial total em relagéo aos parametros nodais

an 16u an 16u 1
a_Xlzlofade Fxq B_XZZIO_[BX d§ — Fx; %:lof%df M, =0
“0 _ 0 1 1

an 16u an 16u al du
a—yl—lofaydf Fp1 =0 a—YZ—lofaydf Fy, =0 a—02=lofa—ezdf M, =0
al du al du
a_zl_l"faz ¢ = Fn a_zz_l"faz ¢ = Fz (%l:lof;;df My, =0
3
=0 =0

Como o problema analisado também envolve ndo linearidades fisicas e geométricas, a solucéo
é obtida através de um processo incremental-iterativo. Portanto, 0 mesmo procedimento de
solucdo utilizado no desenvolvimento de problemas de massa movel pode ser empregado para

este problema estatico.

7.2.1 - Exemplo numérico

Problema 7.64 do livro “Mecénica Vetorial para Engenheiros” 3ed. de Beer e Johnston, 1980.

Considerando a estrutura apresentada na Fig. 18, constituida por trechos de cabos retos e
solicitada por trés forgas concentradas, sendo a = 2 m e b = 2,25 m, determinar as
componentes das reacdes de apoio e os esforgos axiais em cada trecho. Dados: E = 200 GPa e
A =0,005 m%



Figura 18 — Cabo suspenso submetido a cargas concentradas do problema 7.64 de Beer e
Johnston (1980)

Solucdo:
1) Solucdo Analitica

A obtengdo da solucdo analitica pode ser realizada através das condigdes de equilibrio,

aplicadas ao problema. A Fig. 19 apresenta o diagrama de corpo livre do problema global:

\A 400 N 600 N

Figura 19 — Diagrama de corpo livre do cabo suspenso do problema 7.64 de Beer e Johnston
(1980)

» Momento no né C, a partir da direita:

ZMgir:o S 4V, —225H, —2%400=0
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2,25H, + 800

> Momento no nd A:
ZMA:O - —2%400—4%600—6%*400+8V; —2H; =0

o (2,25HE + 800

2 )— 2H; =5600 —» 25H;=4000 - Hg=1600N

2,25 % 1600 + 800
E— 4

- Vy=1100N
» Equilibrio global:

ZFx:o S5 Hy,+1600=0 — H,=-1600N

ZFy =0 - V,—400-600—-400+1100=0 —» V,=300N
» Momento no n6 B, a partir da esquerda:
ZM,?“’ =0 - —2%300+ (ys—2)+1600=0

600

Y = 1600 +2 - yp=237/5m

» Momento no n6 D, a partir da direita:
ZME" =0 - —y,+1600+2+1100=0

_ 2200 — 1375
yD - 1600 yD - 4 m
» Determinacéo das inclinagfes dos trechos de cabo retos em relacdo a horizontal:

. (2375-2 0
045 = tg <?) S 0,5 = 10,62

_,(225-2375 .
QBC = tg <#> d QBC = _3,58



(225 1,375 :
Ocp = tg <f) S 6 = 2363

_,(0—1375 .
Opr = tg (T) - Opp = 34,51

» Tragdo no trecho AB:

Figura 20 — Equilibrio no nd A para o problema 7.64 de Beer e Johnston (1980)

ZFx =0 - —1600+T,c05(10,62°) = 0

. 1600
48 ™ £0s(10,62°)

> T,s =1627,8839 N

» Tragdo no trecho BC:

Figura 21 — Equilibrio no nd B para o problema 7.64 de Beer e Johnston (1980)

Z F,=0 — —1627,8839¢05(10,62°) + Tsc cos(3.58°) = 0

. _ 16278839c05(1062°)
Bc — cos(3,58°)

= Tye =1603,1284 N
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» Tragdo no trecho CD:

Figura 22 — Equilibrio no nd C para o problema 7.64 de Beer e Johnston (1980)

Z F,=0 — —16031284c05(3,58°) + Tgpc0s(23,63°) = 0

_— 1603,1284c0s(3,58°)
¢ cos(23,63°)

- T, =17464333 N

» Tragdo no trecho DE:

Figura 23 — Equilibrio no nd E para o problema 7.64 de Beer e Johnston (1980)

z F,=0 - —Tpzcos(34,51°) + 1600 = 0

1600

TDE = m d TDE = 1941,6832 N

Os resultados obtidos através do célculo analitico sdo apresentados na Tab. 3:



Tabela 3 — Resultados analiticos para o problema 7.64 de Beer e Johnston (1980)

Descricéo Resultados Analiticos
Hy (<) 1600 N
Reac0es de apoio Va (1) 300N
Hg (=) 1600 N
Ve (1) 1100 N
Tus 1627,8839 N
Forca de tracdo nos cabos | Tac 1603,1284 N
retos Tco 1746,4333 N
Tpg 1941,6832 N
Ya 2,000 m
Vg 2,375 m
Posicgéo vertical dos nés Ye 2,250 m
Yo 1,375 m
YVE 0,0

2) Solucdo Numérica

A solucéo numérica sera desenvolvida referenciando os elementos e nds conforme a Fig. 24:

Figura 24 — Numeragdo dos elementos e nds para o cabo suspenso com cargas concentradas
do problema 7.64 de Beer e Johnston (1980)

As coordenadas iniciais dos nos sdo informadas como dados de entrada para definir a
geometria inicial e a divisdo dos elementos. Como as coordenadas dos nés 2 e 4 nao
informadas, serdo consideradas aquelas definidas no calculo analitico e com base na

orientagdo da Fig. 24 serdo dadas conforme descrito na Tab. 4:
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Tabela 4 — Coordenadas dos nos para o problema 7.64 de Beer e Johnston (1980)

No X Y Z
1 0,0 0,0 0,0
2 2,0 -0,375 0,0
3 4,0 -0,250 0,0
4 6,0 0,625 0,0
5 8,0 2,000 0,0

Os resultados obtidos numericamente séo apresentados na Tab. 5:

Tabela 5 — Resultados numéricos para o problema 7.64 de Beer e Johnston (1980)

Descricdo Resultados Numéricos
H, (<) 1599,9712 N
Reagcdes de apoio Va (1) 3000078 N
H; () 1599,9717 N
Ve (1) 1099,9948 N
T 1627,8526 N
Forca de tragio nos cabos | Tac 1603,0902 N
retos Tep 1746,3932 N
Tpg 1941,6188 N
Ay, 0,0
_ Ay, -0,165 x 10“ m
Deslocamen;gsvertlcal dos 5 20,230 x 10 m
Ay, 0,148 x 10" m
Ay. 0,0

3) Comparacao entre o calculo analitico e o calculo numérico

Os resultados para os calculos analiticos e numéricos sao comparados na Tab. 6:



Tabela 6 — Comparacdo entre os resultados numéricos e analiticos para o problema 7.64 de
Beer e Johnston (1980)

Descricio Resultados Resultados re%;:ic\)/o
¢ Analiticos Numéricos
[%0]
H, (<) 1600 N 1599,9712 N 0,002
. . Vv, (1 300N 300,0078 N 0,003
Reac0es de apoio
Hg (=) 1600 N 1599,9717 N 0,002
Vg (1) 1100 N 1099,9948 N 0
Tap 1627,8839 N 1627,8526 N 0,002
Forga de tragao TBC 1603,1284 N 1603,0902 N 0,002
nos cabos retos Tcp 1746,4333 N 1746,3932 N 0,002
Tpg 1941,6832 N 1941,6188 N 0,003
A}’1,A - 0,0 -
Ay, p - -0,165 x 10 m -
DESIEEEENE T : 20,230 x 10" m :
vertical nos nés : 7
Ayyp - 0,148 x 10 m -
AYS,E = 0,0 =

7.3 - Problemas dinamicos

Para analise de problemas dindmicos é necessario incluir na equacédo da energia potencial total
as contribuicBes dos termos relacionados com a energia cinética (K) e com a perda de energia
devido ao amortecimento (Q). A equacgdo da energia potencial total, para um problema

dindmico, pode ser expressa por:

NM=U—-P+K+Q (7.6)

Como no problema estético, a energia potencial das forcas externas (P) foi considerada na sua
forma geral, no problema dindmico essa consideracdo também deve ser feita. Sendo assim,
uma nova forma de calcular essa energia deve ser proposta ja que agora o tempo é mais uma
varidvel do problema. Para um problema dindmico, a energia potencial das forcas externas

pode ser expressa por:
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P =FX = FyX[c; + cyt + c3t? + c4t3 + cssen(cgt) + c,cos(cgt) + coe€r0t] (7.7)

A energia cinética pode ser expressa pela Eq. (4.7):

1
%4

A energia devido ao amortecimento é dada pela Eq. (4.22):

—dx,dV (4.22)
Xi

0= j AmpitixdV — j j Amp
74 V xr

Aplicando o Principio da Energia Potencial Minima, a Eq. (7.6) diferenciada em relagéo as

posicBes nodais e apresentada na sua forma incremental é expressa por:

o _ au

X Xlpunr MXpinr + CXpppe— Fronr =0 (7.8)

Utilizando o algoritmo a-HHT na Eq. (7.8):

o1l ou .. . .
X 1+ a)& R +MXpe + (L+a)CXippe — (L + a)Fip — aCX,
t+At

Utilizando as equagBes de Newmark, a equacéao de equilibrio é expressa pela Eq. (7.10):



a—H=(1+a)a—U oy |Rerae X X —(i—1>}i’t
oX 0X |4t BAtZ  BAtZ BAt  \2R
+ (L+a)C[X, + At(L = )X, + yAtX 0] — (L + @)F pip
cx o _ 0
aCX; —«a x|, =
M1+ + My M| +Xf+<1 1)5( .
oxX Y oxl,,,, | BArz A BAt2  BAt  \28 t
Xene Xo X, ( 1 ) .
+(1+ — — —|=-
QA+ a)cyAt sacz  BAc A \2p 1)X,
. i} . U
+ (1 +a)C[X, +At(L — )X, | - (L + @)F 1 pr — aCX, — a <
t
=0

As mesmas variaveis definidas pelas Egs. (5.52) e (5.53), podem ser utilizadas:

X, X, 1 .
Qt—'m""m'l'(ﬁ—l)Xt (5.52)
R, = X, + At(1 — y)X, (5.53)

A Eq. (7.10) reescrita em uma forma mais compacta € expressa por:

an_(1+ )6U
X @ ox

M 14
R +'mxt+At_MQt+ (1+a)CEXt+At
t+AL

— (1+a)CyAtQ, + (1 + a)CR, — (1 + a)F ,p, — aCX,
ou

—x—

oX

(7.11)
=0

t
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A solugdo é obtida através do processo incremental-iterativo mostrado no capitulo sobre a
Solucéo das Equacdes e as corregdes durante as iteragBes também séo processadas através do

método de Newton-Raphson.

Para calcular as correcdes é necessario calcular a matriz hessiana, que neste caso é expressa
pela Eq. (7.12):

0y + M +(1+a) 4 Cc
X2 BAL? : (7.12)

t+At

Vg(X,) = (1+a)

As correcdes e os dados iniciais sdo calculados e informados conforme ja apresentado no

capitulo sobre a Solugdo das Equacdes.

7.3.1 - Primeiro exemplo numérico
Exemplo retirado do livro “Introduction to structural dynamics” de Biggs, 1964.
Considerando um sistema sem amortecimento de um grau de liberdade, mostrado na Fig. 25,

submetido a um carregamento axial constante no tempo, obter a resposta em deslocamento. O

modelo de plastificagdo do sistema é considerado elastoplastico perfeito.

R
- R . .
k . i
M Yel m
yo FO
\L F() J

Figura 25 — Sistema elastoplastico sem amortecimento com um grau de liberdade (Fonte:
Biggs, 1964)

Biggs (1964) apresenta o desenvolvimento da solucéo analitica desse problema considerando

as seguintes informacdes:



kips

k = 83,4 —_
in
kip s?
M = 0,0259 —;
in
F; = 30 kips

Utilizando a relagdo dada pela Eq. (7.13), Biggs (1964) apresenta a solugdo para 0 caso

utilizando uma viga de ago.

_ 48EI
=—

(7.13)

A viga utilizada apresenta as seguintes propriedades:
E = 30000 ksi
R,, = 453 kips
Onde R,, representa a forca maxima que a viga suporta para um carregamento dindmico.
1) Solugdo Analitica

Conforme Biggs (1964), devido a presenca de duas descontinuidades na resposta do problema
analisado, é necesséario dividir o processo de solugdo em trés estagios: (1) resposta elastica até
o limite elastico, y,;; (2) resposta plastica entre o limite elastico e 0 maximo deslocamento, e
(3) resposta eléstica que ocorre ap6s o maximo ter sido alcangado e os deslocamentos

comegam a diminuir, vibragdo residual de caracteristica harménica.
> 1° Estégio:

A equagdo do movimento € expressa por:

kR

yry¥Y =y Paa Y=Y (7.14)

A solucéo desta equacéo, considerando deslocamento e velocidades iniciais nulos, é dada por:
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y = Y5t (1 — coswt) (7.15)
Onde
=823 o360
Yst =% T84 oM

= |k o] 834 = 56,746 H
@= ImMm~ |00259 ~ °* d

A solucéo, para o problema em questéo, é expressa entéo por:
y = 0,360[1 — cos(56,746t)] para t<t, (7.16)

Considerando o deslocamento no limite elastico dado por:

_Ru_453_ .
Yel = 1 T834

O tempo necessario para ocorrer 0 maximo deslocamento no regime elastico pode ser

calculado utilizando a Eqg. (7.16), que neste caso é:
tey = 0,0371s
> 20 Estégio:

A equacao do movimento € dada por:
My+ Ry, =F para Y <y <yn (7.17)

Através de duas integrac@es diretas obtém-se a resposta com duas constantes, que podem ser

determinadas com as seguintes condigdes iniciais:

Yo = Yel € yO = ystwsen(wtel) (718)



Determinadas as constantes, a resposta é expressa por:

1 2
y = W (F1 - Rm)tl + yst(x)t1sen(wtel) + yel (719)

Onde
th=t—ty

Para os dados do problema estudado, tem-se:
y = —295367t2 + 17,579t, + 0,543 (7.20)
Derivando a Eq. (7.19) e igualando a zero é possivel determinar o intervalo de tempo apos t,,

em que ocorre 0 méximo deslocamento. Este intervalo de tempo é igual a:

_ Mwyg
tlm - R —F
m 1

sen(wt,;) = 0,0298 s
O tempo total em que ocorre 0 maximo deslocamento € dado por:
tm = tim + teg = 0,0669 s
Inserindo o valor de t,,, na Eq. (7.20) determina-se o valor do deslocamento méaximo:
Ym = 0,805 in

> 3° Estégio:

O mesmo procedimento utilizado no segundo estagio pode ser empregado, apenas tomando
como condigBes iniciais as condicdes finais deste segundo estagio, porém, uma maneira mais
facil é empregada. Quando a massa estd em sua posic¢ao neutra, a forga da mola é igual a forca
aplicada. Para que isso ocorra, o deslocamento da massa deve diminuir um valor de
(R,, — F,)/k abaixo do deslocamento maximo. Essa situacdo é equivalente a um
deslocamento inicial desta quantidade em um sistema que se encontra em uma posi¢do neutra

correspondente a y,,, — (R,, — F;)/k. Portanto, a resposta neste estagio é expressa por:

85



86

_ Rm - Fl
y= (ym S ) +——cos(wtz) (7.21)

Onde
by =0 =ty —te

Para os dados deste exemplo, pode-se expressar essa equagéo por:
y = 0,622 + 0,183co0s(56,746t,) (7.22)

2) Solucdo Numérica utilizando elementos de trelica

Para representar esse problema numericamente, e assim definir os dados de entrada no
programa deve-se fazer algumas consideragdes, tendo em vista que serdo utilizados elementos
de trelica e a forma que os dados séo informados para o programa ndo Sdo necessariamente
como apresentados por Biggs (1964). O modulo de elasticidade (E) é um dado utilizado como
entrada e por isso ndo necessita de alteracdo, entretanto, a forca maxima de resisténcia a um
carregamento dindmico (R,,) devera entrar como tensdo de escoamento (o), a rigidez (k)
entrard como uma relacdo entre o médulo de elasticidade, area e comprimento e a massa

como uma relacéo entre a densidade, area e comprimento.

Sendo assim, define-se a rigidez por:

k=— (7.23)

Em relacdo a massa, como o programa considera uma matriz de massa discreta, com a
distribuicdo de massa em cada n6 dada pela Eq. (7.24), a defini¢do da massa do exemplo pode

ser expressa pela densidade definida para o elemento:

M = T (7.24)



Considerando um comprimento L = 100 in, a partir da Eq. (7.23) determina-se a area

transversal do elemento de treliga:
kL
A= F = 0,278 inz

A partir da Eq. (7.24) determina-se a densidade do elemento, compatibilizando as dimensoes,

evitando erros nos resultados gerados numericamente:

Ibf s?
===

1,863 —-
mn-n

p

Conhecendo a &rea, a tensdo de escoamento é dada por:

R
oy = 7’” = 162,950 ksi

A solucdo numérica é mostrada na Fig. 26:

0,94
0,8—-
07-
0,6—-

0,5

y [in]

04

Célculo Numérico

v v T T v T v T T 1
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30

Tempo [s]

Figura 26 — Resposta numérica para o exemplo elastopléstico de Biggs (1964)

3) Comparagéo de resultados

A Fig. 27 mostra os resultados obtidos através do método analitico e do método numérico:
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Calculo Analitico
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Tempo [s]
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0,20 0,25
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Figura 27 — Comparacéo gréfica da resposta do exemplo elastoplastico de Biggs (1964)

A Tab. 7 mostra a comparagdo entre os resultados obtidos analiticamente com o0s obtidos

numericamente:

Tabela 7 — Comparagao entre os resultados analiticos e numéricos para o exemplo de Biggs

(1964)
Descricéo Calculo Numérico | Calculo Analitico Erro relativo
[%0]
Yer [in] 0,5427175 0,5433818 01
Ym [in] 0,8037955 0,8045565 0,1

7.3.2 - Segundo exemplo numérico

Este exemplo, apresentado por Simo e Vu-Quoc (1986), Christensen e Lee (1986),

Elkaranshawy e Dokainish (1995) e Greco (2004), trata-se de uma viga com rotagéo prescrita

em um apoio. Esse exemplo tem o objetivo de mostrar que a formulagéo utilizada abrange os

efeitos das forcas inerciais, Coriolis e centrifuga conforme as formulagdes tradicionais, mas

sem as dificuldades inerentes destas formulagdes.

O problema é apresentado na Fig. 28, com as seguintes propriedades:

EA =28x107



ElI=14x10*

pA =12
pl =60x107*
w(t)
&
iy
| L

Figura 28 — Viga com rotag&o prescrita do exemplo de Simo e Vu-Quoc (1986)

A rotacdo é representada pela funcdo y(t) expressa na Eq. (7.25), que representa um
movimento tipico de Iamina de rotor, como por exemplo, rotor de helicoptero. O gréafico da

fungdo y(t) é apresentado na Fig. 29.

() =45|2 \on 15
(6t —45)rad para t>15

2[t? 15\ 2mt
——+< ) (cos——l) rad para 0<t<15
(7.25)
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15 +
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Figura 29 — Funcéo que representa a rotacdo da lamina giratéria de Simo e Vu-Quoc (1986)
Na Fig. 30 é mostrado como séo definidos os deslocamentos U; e U,. Esses deslocamentos

tém como referéncia o n6 da extremidade livre na estrutura submetida a um movimento de

corpo rigido no mesmo instante t em que a estrutura se encontra na configuracéo deformada.

Figura 30 — Definicéo dos deslocamentos U; e U, para o exemplo de Simo e Vu-Quoc (1986)

Com as defini¢cbes apresentadas na Fig. 30, os deslocamentos U; e U, séo calculados

utilizando as posi¢des (X, Y) do né na extremidade livre, utilizando para isso as Eqs. (7.26) a
(7.29):



S = +JAX2 + AY? (7.26)

B=y—v¥ (7.27)
U; = S cosf (7.28)
U, = S senf (7.29)

A rotacdo relativa entre a configuracdo deformada e o movimento de corpo rigido («) é dada
pela Eq. (7.30):

a=60-9y (7.30)

Nas Figs. 31, 32 e 33 séo apresentados os deslocamentos U; e U, e a rotacdo relativa «,

respectivamente.

- |
0,000
o002 Isiesse

-0,004

-0,006—-
-0,008—-
-0,010—-
-0,012 ]

Deslocameto U1

-0,014
-0,016
-0,018

-0,020 LA L L N L I L I I BN DL I R B |
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tempo

Figura 31 — Deslocamento U; para o exemplo de Simo e Vu-Quoc (1986)
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0,00

0,05
-0,10 4
0,15
0,204
-0,25 -
-0,30 4
-0,35
-0,40
0,45
-0,50 4
0,55 -

Deslocamento U2

-0,60 -

T T T T T T T T T T T T T T T T T T
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tempo

Figura 32 — Deslocamento U, para o exemplo de Simo e Vu-Quoc (1986)

0,0

_0‘5_-
-1 ‘o_-
-1 ‘5_-
20]
25]
_3‘0_-
351

Rotacéo relativa o [graus]

4,04

4,5

-5,0

0

LN DL L L L L LU DR R DL DN L I DL |
4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tempo

Figura 33 — Rotagé&o relativa para o exemplo de Simo e Vu-Quoc (1986)

Destaca-se aqui, que as respostas obtidas pelo procedimento numérico proposto estdo bem
préximas das repostas obtidas nas referéncias citadas. Nas referéncias sdo obtidos valores de

0,019; 0,578 e 4,468 para U,, U, e a, respectivamente. Utilizando o método proposto nesta



dissertacdo, sdo encontrados os valores de 0,019; 0,578 e 4,323 para U;, U, e «a,

respectivamente.

Na Fig. 34 é possivel comparar as posi¢des durante o primeiro ciclo de rotacdo para o calculo
numérico proposto considerando ndo linearidades geométricas e para movimento de corpo
rigido.

t=5,0
104
. t=45

8 t=55
] t=4,0
64
4] t=35
2] t=30
1 =60 t=25

t=2,0

—— Movimento de corpo rigido (At=0.005)
—— NLG (At=0.005)

t=

) 7,0
-10 — T T T T T T T T T T T T T 1
-14 12 10 -8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 34 — Movimento da viga em diferentes instantes de tempo para o exemplo de Simo e
Vu-Quoc (1986)

7.4 - Problemas envolvendo massa movel

Para finalizar a verificagdo da formulagéo e validar a metodologia proposta, sio comparadas
as respostas de problemas envolvendo massas moveis com os resultados presentes na

literatura.

Antes de iniciar a apresentagcdo do problema envolvendo massa mdvel, convém mostrar o que
muda do problema dindmico apresentado na segéo anterior para este desta se¢cdo. Como neste
problema existe uma massa movel, a equagdo da energia total tem um termo a mais, que
considera a energia relacionada com a inércia desta massa. Além dessa alteracdo, a energia
cinética total também deve considerar a contribuicdo da massa. Com isso a equagao da

energia total é dada por:
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N=U—-F+K+Q+ Q, (7.31)

Onde a energia cinética é a mesma apresentada pela Eq. (4.14):

1 1 . 2
%4 Qy

E a energia relacionada com a inércia da massa tem a forma apresentada pela Eq. (4.27):
Qm = j §(x; — X,,)dQ, [ mX,,x; (4.27)
Qx

Outra alteracdo que é feita na equacdo do problema dindmico anterior para este, estd
relacionada com a equagdo que representa o carregamento externo. No problema anterior é
apresentada uma equacdo que representa um carregamento geral, o que deixa de acontecer
para o problema envolvendo massa movel. Para este problema o carregamento externo é
especifico e deve representar a solicitacdo devido ao movimento da massa, que neste caso é

representado pela Eq. (4.28):
Qx

7.4.1 - Primeiro exemplo numérico: Massa movel em vigas

O exemplo envolvendo massas mdveis em vigas inclinadas foi desenvolvido por Wu (2005)
considerando que as forcas interativas nas dire¢fes x e y, induzidas pela massa movel séo

dadas, respectivamente, por:



Fx = mcux

(7.32)
E, = m.(ii, + 2V}, + V2u))

Onde u, e u,, representam as componentes do deslocamento do ponto de contato da massa
com a viga nas diregdes locais x e y do elemento.

As forcas nodais equivalentes do elemento de viga induzidas pelas duas forgas F, e F, sdo

dadas por:

fi = ik (k=1,4)

(7.33)
fe = oiFy (k=2,3,5,6)

Onde ¢, _, ., sdo funcdes de forma definidas por:

p=1-¢
@2 =1-3¢% +2¢°
p3 = (= 2¢% +¢%)1
(7.34)
Ps= ¢
¢s = 3¢% — 2¢°
@ = (=¢* +¢3)1
Com ¢ = x;/1. Sendo x; a coordenada local x da massa mével com relagdo ao n6 esquerdo do

elemento e [ o comprimento total do elemento no qual a massa se encontra.

Utilizando as fungbes de forma dadas pelas Eqgs. (7.34), as componentes do deslocamento do

ponto de contato i sdo dadas por:
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Uy = Q1Uq T QuUy

(7.35)
Uy = QUy T Q3Uz + PslUs T Pglig

Onde u;—, 4 ¢ S80 0s deslocamentos nodais do elemento onde a massa movel se encontra. As
derivadas dos deslocamentos u, e u, em relacdo ao tempo sdo obtidas derivando-se 0s
deslocamentos nodais. Substituindo as Egs. (7.35) e suas derivadas nas Egs. (7.32) e (7.33)

chega-se ao sistema local definido por:

f=mii+ ci+ ku (7.36)
Onde
@? 0 0 ¢19a O 0
0 03 Q203 8 P2905 P96
— 0 @302 @2 Y395 P39
m=m 3 2
‘s 0 o ¢z 0 0
0 PsP2  Qsp3 0 0K §05§206
0 PeP2 Qo3 0 PePs  Po
g O 0 o O 0
0 9202 ©205 o P205 P20
_ 0 @305 @303 0 P305 @30
c=2mViy g 0 0 O 0
0 @502 9503 0 @505 @506
0 sy 0605 0 ooy 960
0 OII OII 0 0// OII
0 P292 @203 (o P25 P206
_ 2|10 @307 @303 0 @305 @304
k=mV=y "0 0 0 O 0
0 @sp; @503 0 @505 @504
607 0605 O @spl @spy

A matriz global é obtida através da matriz de transformagcéo de coordenadas e em cada matriz
de massa M, de amortecimento C e de rigidez K se soma a contribuicdo dos termos

relacionados com a massa movel apenas nos elementos que corresponde a posi¢do da massa.

Utilizando o método de integragdo direta de Newmark, Wu (2005) apresenta os resultados do

sistema massa movel em vigas inclinadas.



Com o procedimento proposto nesta dissertagdo sdo apresentados alguns resultados com o
objetivo de comparar com os resultados obtidos em Wu (2005). Este exemplo também foi
analisado em Cifuentes (1989). Os dados utilizados para este exemplo sdo: viga com segdo
retangular de largura b = 0,018113 m e altura h = 0,072322 m; comprimento total L = 4,352
m; densidade de massa p = 15267,1756 kg/m*®; médulo de elasticidade E = 2020,797216 x 10°

N/m? e uma massa movel m¢ = 21,8 kg.

Wu (2005) e Cifuentes (1989) analisam uma viga simplesmente apoiada horizontal com uma
massa movendo-se com uma velocidade de v = 27,49 m/s. Para este exemplo, foi utilizado um
modelo em elementos finitos composto de 100 elementos. O resultado obtido para o

deslocamento vertical € apresentado na Fig. 35:

-0,001
-0,002
-0,003

-0,004 -

Deslocamento vertical [m]

-0,005

Formulag&o numérica proposta
—u—Wu (2005)

-0,006 —7tr 1 11t 1 1 1 T 1T "1
0,0 0,1 0,2 03 04 05 06 0,7 0,8 0,9 1,0
Coordenada axial da massa movel x/L []

Figura 35 — Deslocamento vertical para a viga horizontal do exemplo de Wu (2005)

Wu (2005) também apresenta uma analise da viga inclinada simplesmente apoiada com um
angulo de inclinagdo 6 = 30°. Para essa situacdo € considerado que a massa movel se desloca
da extremidade inferior para a superior e com velocidades de v =5, 10 e 20 m/s. Os resultados

obtidos séo apresentados nas Figs. 36 e 37:
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Figura 36 — Deslocamento vertical obtido pela formulagéo proposta para a viga inclinada do
exemplo de Wu (2005)
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-0,0005 0,0000 0,0005 0,0010 0,0015 0,0020 0,0025

Deslocamento horizontal do ponto central do vao [m]

Figura 37 — Deslocamento horizontal obtido pela formulagédo proposta para a viga inclinada
do exemplo de Wu (2005)

Destaca-se que os resultados obtidos pela formulacdo numérica proposta apresenta resultados

muito préximos dos obtidos na referéncia, como pode ser observado nas Figs. 36 e 37. Uma



pequena diferenca € observada nas respostas, quando a massa movel ultrapassa a coordenada

axial equivalente a x/L = 0,9.

7.4.2 - Segundo exemplo numeérico: Massa mével em cabos

O exemplo que seré reproduzido para validacdo do problema de massa movel aplicado em
cabos foi extraido de Wang e Rega (2010) onde se analisa um cabo com o perfil definido pela

parébola:

y(x) = 4bx(ll_—2x) (7.37)

Onde b é a flecha méxima e | é o vdo. O exemplo é definido pelas seguintes propriedades:
area da secdo transversal A = 1,175 X 10 m; massa por unidade de comprimento m = 9,7
kg/m; médulo de elasticidade E = 147 GPa; vao do cabo | = 500 m; flecha maxima do cabo b
= 15 m. Para este exemplo é considerada uma massa moével M = 100 kg percorrendo o cabo

com uma velocidade de 25 m/s.

Em Wang e Rega (2010) é definido o pardmetro adimensional § = M /ml, para o qual séo
obtidos os valores do deslocamento em um ponto no centro do véo, conforme apresentado na
Fig. 38, para uma velocidade da massa mével de 25 m/s. Nota-se nos resultados obtidos em
Wang e Rega (2010), algumas oscilag6es para o deslocamento no ponto central do vdo, sendo
mais significativas no inicio e término do percurso da massa mével. A expectativa para esses
deslocamentos é que ocorram sem as oscilacbes apresentadas na Fig. 38. Tais oscilagdes séo
caracteristicas de problemas envolvendo osciladores moveis (Fig. 12) conforme

desenvolvimentos apresentados em Fryba (1999) e Sofi e Muscolino (2007).
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Figura 38 — Deslocamento no centro do véo para cabo suspenso (Fonte: Wang e Rega, 2010)

Utilizando a formulag8o proposta nesta dissertagdo foram obtidos os resultados apresentados
na Fig. 39. Nota-se que os resultados obtidos pela formulacdo proposta nesta dissertagédo néo

apresentam as oscilages observadas na Fig. 38.
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Figura 39 — Deslocamento no centro do véo para o exemplo de Wang e Rega (2010)
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Figura 40 — Influéncia da taxa de amortecimento no deslocamento para o exemplo de Wang e
Rega (2010)

A divergéncia dos resultados obtidos pela formulagéo proposta com os resultados encontrados
em Wang e Rega (2010) provavelmente esta relacionada com o método de solugdo adotado
pelos autores que utilizaram o método de Galerkin com uma forma linearizada e fungdes
aproximadoras baseadas em séries de senos. Outra divergéncia observada ocorre quando a
massa termina seu percurso e o deslocamento no centro do vao apresenta um valor maior que

0 encontrado em Wang e Rega (2010).

Ao contrério de problemas de massas moveis em vigas, problemas envolvendo cabos sdo mais
complexos na obtencdo de solucdo, pois sdo influenciados com maior intensidade por
diversos parametros do sistema que podem em muitos casos provocar instabilidade numérica
dependendo do tipo de método e implementacéo utilizados. Com o objetivo apenas de mostrar
essa influéncia, na Fig. 40 é apresentada uma comparagdo do deslocamento no centro do véo

para f = 0,05, velocidade de 25 m/s e diferentes valores de amortecimento.

Como o problema analisado envolve um alto grau de ndo linearidade e, além disso, apresenta
uma matriz de massa variavel em cada instante de tempo € impossivel definir uma frequéncia

natural do sistema por métodos matematicos e assim determinar uma taxa de amortecimento.
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Entretanto, como o objetivo aqui ndo é analisar a taxa de amortecimento real e nem a
frequéncia natural real, serdo adotadas medidas linearizadas, apenas para facilitar o

entendimento, calculadas da seguinte forma:

A rigidez serd calculada por:

k= — (7.38)

onde L é o comprimento indeformado do cabo. No célculo da massa, ndo sera considerado a

influéncia da massa movel, sendo dada por:

m = pAL (7.39)

Com as Eqgs. (7.38) e (7.39), € possivel definir uma frequéncia natural dada por:

|k
w= (7.40)
O amortecimento critico € dado por:
Cc = 2mw (7.41)
E a taxa de amortecimento é expressa por:
_ C
$= o (7.42)

Com os resultados apresentados na Fig. 40, verifica-se que uma taxa de apenas 0,06%
provoca uma alteracdo consideravel no deslocamento no centro do vdo quando a massa
termina seu percurso (x/L = 1,0). Portanto, a minima alteracdo de natureza dissipativa na

solucéo apresentada em Wang e Rega (2010) pode contribuir com as divergéncias observadas



quando se comparam os dois resultados. Além de que em Wang e Rega (2010) néo é relatado

se foi ou ndo utilizado algum valor de amortecimento.

Com o apresentado nesta secdo e pelos exemplos resolvidos, considera-se comprovado e
validado a metodologia proposta nesta dissertagdo, possibilitando, assim, o desenvolvimento

das andlises que serdo apresentadas no capitulo de Resultados.
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8

RESULTADOS

8.1 - Introducéo

Com a formulagdo desenvolvida e validada nos capitulos anteriores, € possivel analisar as
caracteristicas dos problemas envolvendo massas moveis aplicadas em cabos e vigas. As
caracteristicas desses sistemas devem ser bem compreendidas para aperfeicoar os projetos e

as aplicacOes em engenharia.

Os projetos estruturais envolvem o conhecimento de como a estrutura se comporta quando
submetida a diversas variacOes de solicitagdes externas, como por exemplo, variagdes de
massa, de velocidade, de frequéncia da solicitacdo, entre outras variages de carater externo.
Além desse conhecimento, € também muito interessante o conhecimento de como algumas
alteracOes nas caracteristicas internas da estrutura influenciam seu comportamento global, o
que possibilita melhorar a resposta global do sistema estrutural com algumas pequenas

alteracOes de caracteristicas internas.

Com o objetivo de aprofundar esse conhecimento sobre o comportamento de cabos e vigas
solicitados por massas moveis, nas proximas se¢des sdo apresentas as analises de problemas
envolvendo cabos suspensos em um Vvéo e dois vaos solicitados por uma Unica massa movel
percorrendo com velocidade constante e varidvel ou duas massas moveis percorrendo com
velocidade constante. Também serdo apresentas algumas analises envolvendo vigas e uma
analise elastopléstica com o objetivo de verificar o comportamento dindmico quando o limite

eléstico é ultrapassado.



8.2 - Cabos submetidos a massas moéveis

Os cabos suspensos serdo analisados para diferentes configuragdes geométricas conforme

apresentado na Fig. 41:

Figura 41 — Desenho esquematico do cabo suspenso analisado

A partir da Fig. 41, as configuragdes séo definidas por: Cabo horizontal para h = 0 e cabo
inclinado para h # 0. Uma terceira configuracdo é o Cabo reto, que é a consideracéo de que o

cabo ndo apresenta flecha e apresenta protenséo inicial.

Conforme apresentado na secdo 3.3, as analises serdo desenvolvidas para cabos com perfil

parabdlico, segundo a Eq. (3.21):

z(x) = —2—]6-,1(962 — 2ax) (3.21)

Essa equacdo é a mesma definida em Wang e Rega (2010), considerando um cabo horizontal
noquala=1/2ez(x=1/2)=b:

2(x) = (1) @)

Serdo apresentadas tanto analises adimensionais quanto dimensionais quando necessario para

melhor compreensdo. Para as andlises adimensionais serdo consideradas as propriedades:
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comprimento do vdo [ = 1,0; médulo de elasticidade E = 1,0; &rea da secdo transversal
A = 1,0; densidade de massa p = 1,0; flecha méaxima b = —0,125. Para o cabo inclinado
serd considerado um desnivel de h = 0,1. No caso do cabo reto a deformacéo inicial sera
Eimicias = 0,0001. Em todas as analises o amortecimento numérico definido no algoritmo a-
HHT serda @« = —0,0001.

Os exemplos serdo discretizados em 100 elementos e utilizados 500 passos de tempo que é
um valor razodvel para obter resultados tanto para uma resposta em vibracéo forcada (durante
0 percurso da massa ao longo do cabo) quanto uma resposta em vibragéo livre (tempo ap6s a

massa finalizar seu percurso).

A velocidade da massa serd considerada como uma fracdo da velocidade de propagacdo de

onda no cabo dada pela Eq. (8.2):

N
c= |=
m

(8.2)

Onde N é a tensdo de tragdo no cabo e m é a sua massa. Para analise adimensional a
velocidade de propagacdo da onda coincide com a velocidade de propagacdo de uma onda

longitudinal definida pela Eq. (8.3):

v=|= (8.3)

8.2.1-Um véo

- Uma massa com velocidade constante
> Influéncia da velocidade da massa movel

A velocidade da massa movel tem uma importante contribuicdo nas forgas de inércia do
sistema e na interagdo dindmica entre o cabo suspenso e a massa. Entretanto, os resultados

obtidos mostram que o aumento da velocidade da massa mdvel provoca uma diminuicdo dos



deslocamentos verticais. Tal fenbmeno também é observado em Wang e Rega (2010). Para

mostrar essa influéncia, as Figs. 42, 43 e 44 apresentam a trajetoria da massa nos cabos

horizontal, inclinado e reto, respectivamente, para velocidades constantes da massa variando

de 0,2c a1,0c.
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Figura 42 — Trajetdria da massa mdvel no cabo suspenso horizontal
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Figura 43 — Trajetoria da massa mével no cabo suspenso inclinado
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Figura 44 — Trajetoria da massa mével no cabo reto

As Figs. 42 e 43 mostram ainda que para velocidades da massa superiores a 0,5¢ 0s

deslocamentos s&o menores que a posi¢éo inicial do cabo.

> Influéncia do valor da massa moével

A influéncia do valor da massa movel é apresentada nas Figs. 45 e 46, para 0s cabos
horizontal e inclinado, respectivamente. Nos graficos das Figs. 45 e 46 sdo mostrados 0s
deslocamentos verticais no centro do véo em fungéo de um tempo adimensional, definido pela
Eq. (8.4):

t

U = NPT A

(8.4)

Onde NPT é o nimero de passos de tempo. Para o tempo adimensional ¢*, definem-se dois

intervalos de respostas:

{ t* <02 = wvibragdo forgada

02<t*<10 = wvibracdo livre (8.5)
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Figura 45 — Influéncia do valor da massa no deslocamento vertical do cabo horizontal
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Figura 46 — Influéncia do valor da massa no deslocamento vertical do cabo inclinado
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Como pode ser observado nas Figs. 45 e 46, para baixas velocidades da massa movel a
influéncia da variagcdo da massa € mais acentuada que para altas velocidades, sendo que as
diferencas entre o cabo inclinado e horizontal apresentados sdo minimas. Além disso, é
possivel observar, para massa com velocidade baixa, que o aumento da massa provoca uma
pequena diminuicdo dos deslocamentos durante a vibragdo forgada e inverte durante a
vibragdo livre, provocando um aumento desses deslocamentos, sendo estes ainda menores que

os deslocamentos observados no intervalo de tempo menor que 0,2.

A influéncia da variacdo do valor da massa na forca normal no dltimo elemento da
discretizacdo dos cabos € apresentada na Fig. 47 para o cabo horizontal e na Fig. 48 para o

cabo inclinado.
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Figura 47 — Influéncia da massa na forga normal para o cabo horizontal
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Figura 48 — Influéncia da massa na for¢a normal para o cabo inclinado

Observa-se que a variagdo da massa ndo provoca variages na forca normal quando a massa
se move com velocidade alta, mas provoca variagdes quando a massa Se move com
velocidade baixa. A variacdo da forca normal em velocidade baixa é mais significativa
durante o percurso da massa, onde 0 aumento da massa provoca um aumento de quase duas

vezes quando a massa esta préxima do final do seu percurso.
» Influéncia da forca vertical

As Figs. 49 e 50 apresentam a influéncia do valor da forca vertical para ambos os cabos

horizontal e inclinado, respectivamente.
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Figura 49 - Influéncia da forca vertical no deslocamento para o cabo horizontal
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Como esperado, o aumento da forca vertical, independente da velocidade, provoca um

aumento dos deslocamentos verticais dos cabos.

As Figs. 51 e 52 apresentam a influéncia da variacdo da forca vertical na forca normal dos
cabos.
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Figura 51 — Influéncia da forga vertical na forca normal do cabo horizontal
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Figura 52 — Influéncia da forga vertical na forgca normal do cabo inclinado

O aumento da forca vertical também contribui para o aumento da for¢a normal nos cabos,
independente da velocidade da massa movel.

- Duas massas com velocidades constantes
» Influéncia da distancia (d) entre as massas moveis

Este exemplo sera desenvolvido considerando a Fig. 53:

Figura 53 — Exemplo envolvendo duas massas moveis



A distancia (d), conforme apresentado na Fig. 53, € uma medida na dire¢do horizontal baseada

em L. Sera considerada a velocidade de 0,5¢ para anélises.
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Figura 54 — Efeito da distancia entre duas massas moveis no deslocamento vertical de um
cabo horizontal

O efeito da distdncia entre duas massas moveis se movendo com velocidade constante
mostrado na Fig. 54 indica que, para distancias maiores o deslocamento vertical no centro do

véo tende a diminuir. Esse comportamento também foi observado em Wang e Rega (2010).
- Uma massa com velocidade variavel

O caso envolvendo uma massa moével com velocidade variavel sera analisado considerando a

velocidade variando com a posic¢do horizontal conforme a Eq. (8.6):

4

X
Um = Z (Umax - 170) (1 - Z) x+ v, (86)

Onde v,,,, € a velocidade maxima que ocorre no centro do vao e v, é a velocidade inicial, que

para evitar inconsisténcia numérica, sera definida com um valor diferente de zero. A
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velocidade maxima para esta analise serd considerada como 1,15v, e 1,5v,. A variacdo da

velocidade ao longo do cabo é mostrada na Fig. 55.
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Figura 55 — Velocidade da massa ao longo do comprimento do cabo

Comparando o efeito da velocidade varidvel da massa ao longo do cabo, é possivel notar que
ocorre uma diminuigdo nos deslocamentos durante o percurso da massa, para uma velocidade
inicial baixa, e um aumento ap6s a massa terminar seu percurso quando a velocidade méaxima
aumenta. Com uma velocidade inicial alta, os deslocamentos apresentam uma variagdo
minima para 0 mesmo instante de tempo. Esse efeito apresentado na Fig. 56 para cabos

inclinados também é observado para cabos horizontais.
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Figura 56 — Efeito da velocidade variavel para um cabo inclinado

8.2.2 - Dois vaos

A anélise envolvendo dois vaos do cabo sera realizada para cabo suspenso entre suportes no

mesmo nivel. A Fig. 57 mostra o comportamento do cabo durante o percurso da massa movel.
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Figura 57 — Trajetoria da massa em um cabo suspenso entre trés suportes

O comportamento do cabo se altera no segundo vdo onde é possivel notar que ocorre um
aumento dos deslocamentos quando a velocidade ultrapassa os valores intermediarios
(vm = 0,60).

O deslocamento de um ponto no centro dos dois vdos é mostrado nas Figs. 58, 59 e 60, para
velocidades 0,2c; 0,6¢c e 1,0c respectivamente. Neste caso envolvendo dois vdos, a massa
percorre 0 primeiro vao no intervalo de tempo adimensional 0 < t* < 0,2 e 0 segundo V&0 no
intervalo de tempo adimensional 0,2 < t* < 0,4. No intervalo de tempo 04<t* <100

cabo permanece em vibragéo livre.
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Figura 60 — Deslocamento vertical nos dois véos para v, = 1,0C

No caso envolvendo dois vaos ocorre um fendmeno bem interessante com o aumento da
velocidade da massa movel, que é o aumento progressivo da resposta no segundo vdo com
uma respectiva defasagem dessas respostas. Com a massa em baixa velocidade (vim = 0,2c), a
resposta na vibracéo forgada é méxima quando a massa se localiza no ponto central do véo,
diminuindo para a massa fora desse ponto e em vibracdo livre. Em uma velocidade
intermediédria (vm = 0,6c), a resposta em um vao atinge 0S maximos mesmo quando a massa
estd no outro vao. Além disso, essa resposta é independente da situacdo de vibragdo forcada
ou livre. Para uma velocidade alta (vim = 1,0c) a resposta nos dois vdos esta em contra-fase, ou
seja, quando atinge um minimo em um Vv&o a resposta no outro atinge um méaximo, ocorrendo

valores maiores em vibrag&o livre.

8.3 - Vigas submetidas a massas moveis

A anélise de vigas solicitadas por massas moveis serd realizada baseando-se no exemplo
retirado de Wu (2005), no qual é analisado o comportamento de uma viga com uma
inclinacdo de & = 30° e submetida a uma massa movel de M = 21,8 kg. Os dados utilizados

para este exemplo foram definidos no capitulo de validacdo da formulacdo proposta e



repetidos aqui: viga com se¢éo retangular de largura b = 0,018113 m e altura h = 0,072322 m;
comprimento total L = 4.352 m; densidade de massa p = 15267,1756 kg/m3; maédulo de
elasticidade E = 2020,797216 x 10 N/m” Nos gréficos apresentados sera adotado o tempo

adimensional definido anteriormente, valendo os intervalos da resposta forgada e livre.

A Fig. 61 apresenta a resposta considerando as velocidades de v =5, 10 e 20 m/s analisada em
Wu (2005). Essas velocidades foram adotadas visando mostrar o comportamento das vigas em
comparagdo com o comportamento dos cabos. Nota-se que o aumento da velocidade provoca
um aumento dos deslocamentos no centro do vao, passando por uma velocidade intermediaria
que provoca uma diminuigdo da resposta em vibracédo livre, ou seja, existe uma velocidade
intermediéria da massa em que a resposta em vibracdo livre que os deslocamentos sdo

despreziveis. Esse comportamento ndo é observado nos cabos.
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Figura 61 — Deslocamento vertical no centro do vdo de uma viga para massas com diferentes
velocidades

Na Fig. 62 € apresentada a influéncia da condigdo de contorno na resposta da viga para uma

velocidade da massa de 5 m/s.
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Figura 62 — Influéncia da condigé&o de contorno no deslocamento da viga

Como esperado, a viga engastada apresenta uma caracteristica mais rigida, onde se verificam

deslocamentos menores que para uma mesma viga simplesmente apoiada.

8.4 - Andlise Elastoplastica

A anélise elastoplastica serd realizada para um problema de massa moével em vigas. Para este
exemplo serd utilizada a viga inclinada do problema analisado em Wu (2005) com uma
velocidade da massa movel igual a 20 m/s. Além dos dados ja informados na sec¢do anterior,
define-se 0 médulo tangente elastoplastico K = 2020,797216 x 10" N/m? e a tensdo de

escoamento oy = 350 MPa.

Para avaliar o efeito do encruamento serdo consideradas forgas variando de 213,858 N a
10692,9 N. Para os exemplos analisados, foi observado que a primeira plastificacdo ocorreu
com um tempo igual a 0,11968 segundos, com uma forca igual a 3207,87 N. A Fig. 63 mostra
os resultados obtidos, considerando o alongamento axial para o tempo da primeira

plastificagéo e diferentes valores de forca aplicada:
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Figura 63 — Plastificacdo da viga inclinada

A Fig. 63 mostra o alongamento axial calculado em todos os nés. O aumento da forca
contribui para o aumento proporcional do alongamento axial em todos os nds. Quando a forga
atinge um valor de 3207,87 N se observa o inicio da plastificagdo no n6 57 que aumenta com
0 aumento da forca aplicada. A formulacdo proposta é capaz de capturar o efeito da
plastificacdo na viga. Esse efeito é evidenciado na Fig. 64, onde é mostrada a deformacéo

calculada para o n6 57.

A variacdo da tensdo normal em funcdo do tempo ao longo da altura da viga é mostrada na
Fig. 64. Observa-se o inicio da plastificacdo na extremidade superior da viga, como mostrado
no detalhe da Fig. 64.
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CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

A formulagdo numérica proposta apresenta um desenvolvimento mais simples que as
formulagGes convencionais, permitindo anélise de problemas complexos como os envolvendo
massas moveis com boa precisdo. Isto pode ser dito considerando os resultados apresentados
na literatura, como o caso de Wang e Rega (2010), Bajer e Dyniewicz (2008), Wu (2005) e
Al-Qassab et al. (2003).

A influéncia da velocidade foi investigada tanto para problemas envolvendo massas méveis
em cabos quanto em vigas e constatou-se que em cabos ocorre uma tendéncia de
enrijecimento, apresentando deslocamentos menores com o aumento da velocidade como
observado nas Figs. 42, 43 e 44. Tal fendmeno também € observado em Wang e Rega (2010)
e contradiz a ideia inicial de que o aumento da velocidade contribuiria para o aumento dos
deslocamentos. Entretanto, nos problemas de vigas essa ideia € confirmada, ou seja, o
aumento da velocidade aumenta os deslocamentos como observado na Fig. 61, porém, é uma
tendéncia que passa por um fendmeno ndo investigado em Wu (2005), onde ocorre uma
diminuicdo dréstica dos deslocamentos quando em vibragdo livre, para uma velocidade

intermediéria, fendmeno que ndo é observado nos cabos.

A influéncia do valor da massa também é investigada para os cabos, verificando-se que para
massa com velocidade de translacdo alta essa influéncia é desprezivel, porém, em velocidade
baixa essa influéncia é significativa, como pode ser observado nas Figs. 45 e 46. Além disso,
foi observado para massa com velocidade baixa, que o aumento da massa provoca uma
pequena diminuicdo dos deslocamentos durante a vibragdo forcada e inverte durante a

vibragdo livre, provocando um aumento desses deslocamentos, sendo estes ainda menores que
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os deslocamentos observados no intervalo de tempo menor que 0,2. Essa influéncia também é

observada na forca axial atuante no cabo.

A influéncia do valor da forca vertical também foi avaliada, verificando-se que os
deslocamentos e a forga axial aumentam com forgas verticais maiores, independente da

velocidade.

O problema envolvendo duas massas se movendo com velocidade constante também foi
analisado. Para esse exemplo, o efeito da distancia entre as duas massas maoveis no
comportamento do cabo foi avaliado e constatou-se que o0 aumento da distancia provoca uma
diminuicdo do deslocamento vertical medido no centro do vdo, como mostrado na Fig. 54.

Esse comportamento também foi observado em Wang e Rega (2010).

A variacdo da velocidade da massa ao longo do cabo também foi investigada. Para uma
velocidade inicial baixa, verificou-se que o aumento da velocidade méxima provoca uma
diminuigdo dos deslocamentos durante o percurso da massa e um aumento apds a massa
terminar seu percurso. Essa influéncia ndo é verificada quando a velocidade inicial é alta.

Esse efeito € mostrado na Fig. 56 para cabos inclinados e é observado para cabos horizontais.

Um fendbmeno bem interessante é observado no caso envolvendo dois vdos de cabos
horizontais: ocorre um aumento progressivo da resposta no segundo vdo com uma respectiva
defasagem dessas respostas, com o aumento da velocidade da massa mével. Com a massa em
baixa velocidade (vim = 0,2c), a resposta na vibracdo forcada é maxima quando a massa se
localiza no ponto central do véo, diminuindo para a massa fora desse ponto e em vibragédo
livre. Em uma velocidade intermediéria (vm = 0,6c), a resposta em um véo atinge 0S maximos
mesmo quando a massa estd no outro vdo. Além disso, essa resposta é independente da
condigéo de vibracéo forcada ou livre. Para uma velocidade alta (v, = 1,0C) a resposta nos
dois vaos estd em contra-fase, ou seja, quando atinge um minimo em um véo a resposta no

outro atinge um méaximo, ocorrendo valores maiores em vibragao livre.

Em relacdo aos problemas envolvendo vigas, as condigdes de contorno foram avaliadas
chegando-se ao que se espera quando se compara uma viga engastada e outra simplesmente
apoiada. A viga engastada apresenta uma caracteristica mais rigida, onde se verifica
deslocamentos menores que para uma mesma viga simplesmente apoiada, como visto na Fig.
62.



A andlise elastoplastica realizada permitiu obter os resultados esperados pela literatura. A Fig.
64 mostra claramente o comportamento elastoplastico isotropico para a viga, comprovando
que, mesmo utilizando uma medida de deformagéo usualmente considerada para problemas
lineares, é possivel capturar os efeitos ndo lineares do modelo de plasticidade isotropica com a
formulacdo proposta. Na Fig. 64 € possivel verificar a plastificacdo em um ponto na superficie

superior da viga.

Em trabalhos futuros, uma andlise interessante seria incluir as torres que servem de apoio para
0s cabos e assim verificar o comportamento delas quando as massas se movem com
velocidade constante ou varidvel. Tendo em vista também que os problemas envolvendo
massa movel em cabos apresentam um comportamento muito instvel, e que os estudos neste
campo ainda ndo estdo totalmente concluidos, é interessante elaborar uma metodologia de
estudos em laboratérios com a finalidade de obter resultados para comprovar os estudos
tedricos realizados. Nota-se que na literatura ndo existem resultados obtidos em laboratérios

sendo utilizados na comprovagéo final dos estudos realizados.
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APENDICE A

DISTINCAO ENTRE A ABORDAGEM CONVENCIONAL E A
ABORDAGEM POSICIONAL PARA O METODO DOS

ELEMENTOS FINITOS

A abordagem convencional para o Método dos Elementos Finitos faz o uso de sistemas

coordenados locais e globais, conforme a Fig. 65:
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Figura 65 — Representacdo esquematica do MEF convencional

De acordo com a abordagem convencional do MEF, as equacgbes sdo discretizadas nos
sistemas de coordenadas locais, depois sdo agrupadas em um sistema global considerando as
rotagbes dos sistemas locais. As equacdes sdo solucionadas para a obtengdo de um vetor de

deslocamentos.

A grande dificuldade da abordagem convencional é observada quando é necessério analisar
problemas dindmicos com as caracteristicas do desenvolvido nesta dissertagdo: massa movel
em cabos. O sistema de coordenadas local para problemas desse tipo apresenta uma
velocidade angular, gerando fatores complicadores do sistema de equagbes, como pode ser

observado no Apéndice C e relatado em Bajer e Dyniewicz (2009).



A abordagem posicional para o0 Método dos Elementos Finitos considera apenas um sistema

global de posigdes, conforme a Fig. 66:

Figura 66 — Representacdo esquematica do MEF posicional

Nesta abordagem, as equaces sdo discretizadas j& no sistema global. A solucdo desse sistema

global gera um vetor de posigdes.

A utilizacdo dessa abordagem é vantajosa para analise dos problemas proposta nesta
dissertagdo, eliminando as dificuldades que seriam encontradas pela formulagéo

convencional.

» Comparacdo entre solucdo pelo Método dos Trabalhos Virtuais, Analise Matricial

Linear, Método Posicional N&o Linear

Determinacdo do deslocamento do sistema apresentado na Fig. 67:
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Figura 67 — Sistema para comparacéo entre os métodos de solucéo

1) Meétodo dos Trabalhos Virtuais (analise linear)

SFR—f6NNd —sn N
w= EAY T °VEa
X

Onde N =500/3kN,6N =5/35Fe L=5m

. _56F 500 5 .

2) Andlise Matricial

Figura 68 — Sistema de coordenadas locais

(A1)



Matriz de rigidez local:

1 —1]

EA
e

Matriz de transformacdo de coordenadas:

cosO senb 0

[R]:[ 0 0 coso se?m]

Matriz de Rigidez Global:

[KI=[RITKI[R]

Sistema global:

[KHu} = {F}
12 Iteracdo —
L=5
cosf = 4/5
senf = —3/5
064 -048 -064
oo 280 032 08
048 -036 -048
064 -048 -064 048
210" 065 048 064 —oas
048 —-036 —-048 0,36

Resolvendo o sistema tem-se:

u, = —0,01389m

0,48
-0,36| kN
-048|'m
0,36

eoloNoel

(A2)

(A3)

(A4)

(A5)
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22 Iteracdo —
L = ,/3,013892 + 42 = 500835
cosf = 4/5,00835
senf = —3,01389/5,00835
0,63787 -0,48062 -0,63787 0,48062
b-tonenoss| 240062 036213 0405z 0eats
048062 -0,36213 -0,48062 0,36213
0,63787 —0,48062 -—-0,63787 0,48062 0 0
omnoss| a6z Doems guss —0sens)i o[ g
0,48062 —-0,36213 —0,48062 0,36213 ] \u, —100

Resolvendo o sistema tem-se:

u, = —0,01383 m

3) Método Posicional

Figura 69 — Sistema de coordenadas para o método posicional

Dados iniciais:

X,=0 v,=3 X,=4 Y,=0 [,=5 P= —100



Funcional de energia:

M=U-PX, (A.6)
Equilibrio do sistema:
ol au
9(X)= X, a_x4'P =0 (A7)
Solugéo do sistema:
9(X) = g(Xo)+Vg(Xe)AX =0 (A.8)
900 = [ louade| - (A9)
0 Xo
Vg(X,) = flou,44df (A.10)
0 X
Procedimento algébrico:
6X4 f lou4dé (A.11)
l £ (1 fo )B A12
U= —\(1-— )
o4 210 \/E 4 ( )
6X4 f lou 44d€ (A.13)

EA

l l,B.,B
lowgs = oL <1 —_O> B 44 + 22
0

75 2(V5) (A.14)
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Onde B= (X;-X1) +(Yo-Y;) i By = 2(¥; — ;) e By = 2
Resultados:
12 |teracdo —
B =25;B,= —6; lyu, = 0; lyus, = 7200
g(X,) =0—-(—-100) = 100
Vg(X,) = 7200
Vg(Xo)AX = —g(X,) = AX = —0,01389m
X1;=0 =3 X,=4 Y,=-001389 [,=5 P= -100
22 Iteracdo —
B = 25,0835262; B, = —6,0277778; l,u, = —100,4438951; lyu ,, = 7263,8812858
g(X,) = —100,4438951 — (—100) = —0,4438951
Vg(X,) = 7263,8812858
Vg(X,)AX = —g(X,) = AX = 0,00006m

X1=0 =38 X,=4 Y,=-001383 [(=5 P= -100

4) Comparagéo entre os resultados do método matricial e método posicional

Tabela 8 — Comparagdo entre os métodos matricial e posicional

Método Matricial, K4, | Método Posicional, Vg(X,)

Primeira Iteracéo 7200 7200
Segunda Iteragéo 7231 7264




APENDICE B

DEFORMACOES E TENSOES

A deformacdo é uma medida que quantifica a variagdo do comprimento de uma fibra de
material submetida a uma solicitacdo externa. Essa medida relaciona o comprimento em um
instante de tempo apds a aplicacdo da solicitacdo (ou comprimento corrigido, [.) com o
comprimento tomado como referéncia (ou comprimento de referéncia, [,.). Essa relacdo pode

ser feita de diferentes formas gerando com isso, diferentes medidas de deformacé&o.

A definicdo dessas diferentes medidas de deformacdo pode ser feita considerando uma

medida de deformacéo basica, conhecida como estiramento, A:

l
A== (B.1)
L

Com a definicdo dada pela Eqg. (B.1), uma familia de medidas de deformagdo pode ser

definida através da Eq. (B.2):

(am-1) 0
€, = - para m # (B.2)

In(A) para m=0
De acordo com o valor de m, as medidas de deformagéo sé&o denominadas e definidas por:
» Deformacéo quadratica ou de Green-Lagrange (m = 2):

(-1 12—

= = B.3
&g 2 2l% ( )
» Deformacéo linear, técnica ou de engenharia (m = 1):
l. —
ey = (A — 1) == r (B4)

Ly

» Deformacéo natural, logaritmica ou de Hencky (m = 0):
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L
g, =In(1) = In (T) (B.5)
» Deformacéo hiperbdlica ou de Reiner (m = —1):

L —1,

gg=1-211= (B.6)
le
» Deformacdo de Almansi (m = —2):
1—-17%2) 12-12

& 2 22
As taxas de deformagé&o sdo determinadas derivando-se a Eq. (B.2) em relag&o ao tempo:

de .
s = = ym-1 B.8
€m = Am-13 (B.8)
Utilizando a Eq. (B.1) e sabendo que A = i./1,, a Eq. (B.8) pode ser reescrita na forma da Eq.
(B.9):
I

€m
Pela definicdo da taxa instantanea de deformacéo, d = i./l., independente da configuracio
de referéncia, a Eq. (B.9) é expressa por:

ém = AMd (B.10)

No caso de pequenas deformacdes é considerado que A = 1 e, neste caso, todos 0s membros
das familias de deformacGes e taxas de deformacdes representadas, respectivamente, pelas
Egs. (B.2) e (B.10) se confundem.

Medidas de deformacéo e tensdo conjugadas energeticamente

Para uma andlise consistente é necessario que as medidas de deformacdes e tensdes sejam
conjugadas energeticamente, ou seja, o par de medidas de tensdo e deformacgdo que ao se

integrar o produto da tenséo pela taxa de deformagéo em todo o volume da fibra fornece a



energia interna total. A definigdo da tensdo o, conjugada com a deformacéo &,, dada pela Eq.

(B.2) é feita igualando a poténcia dos esforgos externos com a poténcia dos esforcos internos.

O trabalho dos esforcos externos (N), por unidade de volume de referéncia (V}.), € calculado
pela Eq. (B.11):

N(,. -1
W= M (B.11)
Vi
Portanto, a poténcia é determinada por:
. N,

Utilizando a definicdo da taxa instantanea de deformacéo e sabendo que [, = V./A,, a Eq.

(B.12) pode ser reescrita:

e
a)zvacd (B.13)

T

Onde o, = N/A. é a tensdo de Cauchy. A poténcia dos esforgos internos é dada pela Eq.
(B.14):

@ = Gpénm (B.14)

Igualando as Eqgs. (B.13) e (B.14), tem-se que:

o -m I/C o -m
Om = A v 0= A Mokr (B.15)
T

Onde g € a definicao da tensdo de Kirchhoff-Treffz:

Oxr = — 0, (B.16)

T

SIS

Utilizando a defini¢do da tenséo de engenharia dada pela Eqg. (B.17):

oy — N B.17
N qr ( . )
A familia de tensGes conjugadas com g, pode Ser expressa por:
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om = A May (B.18)
Portanto, de acordo com m, as tensdes sdo denominadas e definidas por:

> Segunda tens&o de Piola-Kirchhoff (m = 2): Tens&o conjugada com a deformagéo de

Green-Lagrange ou quadratica.

V.,
o =A"toy = 1 %0,y = VCA_ZO'C (B.19)
T

> Tensdo de engenharia ou nominal (m = 1): Tensdo conjugada com a deformacéo

linear ou de engenharia.

Ve
1o, (B.20)

oy =Atogr =+
Vi

» Tensdo de Kirchhoff-Treffz ( m = 0): Tensdo conjugada com a deformacéo

logaritmica ou de Hencky.

0, = Aoy = Ogr = VCO-C (B.21)
T

» Tensdo hiperbdlica ou de Reiner (m = —1): Tensdo conjugada com a deformacéo

hiperbdlica ou de Reiner.

v,
o; = 20y = Aogr = Vc/lac (B.22)

T

» Tensdo de Almansi (m = —2): Tens&o conjugada com a deformagéo de Almansi.

v
o, = Boy = oy = Vc/lzac (B.23)
T

Derivando-se a Eq. (B.18) em relagéo ao tempo, tem-se:
O = AL ™May + (1 —m)A " Aoy (B.24)
Para a hipotese de pequenas deformagdes, A = 1, as Eqgs. (B.18) e (B.24) passam a ser:

Om =0y € Opm=dy+ (1—m)loy (B.25)



Significando que com a hipotese de pequenas deformacdes apenas as medidas de tensdo se

confundem.
Medidas de deformacao e tensao no calculo da energia de deformacéo

A energia de deformacéo pode ser calculada pela integral da densidade de energia por unidade

de volume conforme a Eq. (B.26):

U=fudV (B.26)

4

Por sua vez, a densidade de energia de deformagdo por unidade de volume é calculada pela
Eqg. (B.27):

u= famdem (B.27)

Em

A Eq. (B.18) pode ser relacionada com o estiramento, com a tenséo de engenharia expressa
pela Eq. (B.28), pela Eq. (B.29):

oy=E(1-1) (B.28)
Om =E(A—21)AT™™ (B.29)
A derivada da Eq. (B.2) em relacdo ao estiramento é expressa pela Eq. (B.30):

Am-1dA para m =0

dey, = da (B.30)
- Ppara m =0

Substituindo as Egs. (B.21), (B.29) e (B.30) na Eq. (B.27), tem-se:

f EQA—-Ar"mAm"1d} para m=0
u=<{* (B.31)

dA
fE(/l—l)/l— para m=0
L A
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Resolvendo a Eq. (B.31), obtém-se a Eq. (B.32) independente de m:

u= f E(A-1)dA=E <§ - /1> (B.32)
A

Portanto, no célculo da energia de deformacéo, o emprego de qualquer medida de deformacéo

é vidvel para uma andlise consistente desde que se utilizem os pares conjugados.



APENDICE C

FORCAS APARENTES EM UM SISTEMA DE REFERENCIA EM
ROTACAO
A definicdo das forgas que surgem em um sistema de referéncia, conforme apresentado na

Fig. 70, sera feita baseando-se em Lanczos (1970):

Y*

:R3 X:&

Figura 70 — Sistema de referéncia com rotacdo

O sistema S (XY) é um sistema fixo no espago e o sistema S* (X*Y*) € um sistema movel,
girando com uma velocidade angular , em torno do eixo Z. Se ambos 0s sistemas possuem
origem no mesmo ponto do espaco, 0 raio R e R* no sistema absoluto S e no sistema mével S*

séo iguais:
R=FR" (C.1)

Se as velocidades angulares Q, = Q, = Q, 0 vetor R* é constante em S*, porém se observado
de S, ele sofre no tempo dt uma varia¢do infinitesimal dada pela Eq. (C.2), por causa da

diferenca das taxas de variagdo observadas nos dois sistemas:
dR* = (@ x R*)dt (C.2)

Entdo, a taxa de variacdo de R* no tempo medida no sistema fixo S é dada pela Eq. (C.3):
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dR"
_ . C3
ar - O xR (€3

Se essa taxa de variacdo de R* for medida no sistema mdvel, para 0 mesmo tempo, tem-se:

d'R*
e C.4
- 0 (C.4)

Sendo que a notagdo d'/dt se refere a taxa de variagcdo de uma quantidade sendo observada

no sistema movel S*.

Se por outro lado, o vetor R* ndo for constante em S*, de modo que d'R*/dt # 0, entédo,

usando o principio da superposi¢do de um processo infinitesimal, tem-se que:

dR*  d'R’
- = * C5h
at  ar T xR (€5

Ou seja, a taxa de variacdo de R* medida no sistema fixo é a soma da taxa de variagdo de R*
medida no sistema movel mais a taxa de variacdo relativa entre o sistema movel e o sistema

fixo.
A partir da Eq. (C.5) pode-se definir a seguinte relacdo entre as velocidades IV e V*:
V=V*"+ Q xR* (C.6)

Para obter, na sequéncia, a relacdo entre as aceleracGes absoluta e relativa A e A*, basta

derivar a equagdo acima em relacdo ao tempo, medido no sistema fixo:

av - dv* dQ dR*
— = —+—XR"+ O x—
dt dt dt dt
(C.7)
WV _ AVt e o xR
dt  dt dt

Utilizando a relagdo da derivada dada pela Eq. (C.8), os termos do lado direito da Eq. (C.7)

podem ser expressos em termos de quantidades medidas em S*:

af _d'f

af _df C8
2 a T4t (€8



Y <d—’+Qx>f

dt _ \de
Portanto:
av* d'v*
= * C.9
a - ar TV (€.9)
dR* d'R*
at -~ ar TOxR (C.10)

Substituindo as Egs. (C.9) e (C.10) na Eq. (C.7) , tem-se:

I'D*

av a'v* .
= +OXV*+QOXR*+(Q % I

dt ~  dt

+Q><R*>

dv _ d'V*

— = +OXV*+QOXR*+QxV*+Qx(QxR* (C11)
dt - dt (@ R")

av _ av:
dt ~ dt

+20xV*+QAx (QAXR*)+QxR*

Multiplicando a Eq. (C.11) por —m, pode-se expressar a relagdo entre as duas forgas de

inércia | e 1* pela Eq. (C.12):
[=I"=2mQxV* —mQ x (Q x R*) —mQ x R* (C.12)
Onde
—2mQ % V* representa a forga de Coriolis;
—mQ x (Q x R*) representa a forca centripeta;

—mQ x R* representa a forca de Euler, que s6 ocorre para uma rotagio variavel.
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APENDICE D

FLUXOGRAMA DO PROGRAMA IMPLEMENTADO PARA

ANALISE DE MASSAS MOVEIS

O fluxograma apresenta sucintamente o desenvolvimento das principais ideias utilizadas no

programa para analise dos problemas envolvendo massas moveis.

( Ticio ) Cilculo da previsio
—  de tensfio em cada
barra
Y
Leitura do arquivo de ¢
entrada e calculos
fnie1ais Cilculo da condigio
de escoamento (f)
Y
Calculo da matriz de
tassd Sim Clculo da
contribuigio da
¢ plastificagio
Lertura do parametro o
e cilculo das constantes
de Newmark Céleulo da
contribuigio -
dinimica no vetor de |
residuos
Processo
incremental
Y Atualizagdo das

o variaveis para o

Resolugio do sistema

Y proximo passo de
tempo
Inclusio da massa ¢ P
movel na matriz de
massa Calculo da Norma ¢
Y ¢ Impressio dos
resultados

Processo
iterativo

Corregio das
variaveis dinimicas

Passo de

tempo =
Passo final.

Cilculo da matriz
hessiana

!

Integragiio temporal
a-HHT

Norma <
Tolerancia




ANEXO

MODELO CONSTITUTIVO ELASTOPLASTICO

Para trabalhar a deformacdo plastica €,, € necessario um modelo matematico que seja capaz
de descrever o comportamento fisico real do material sujeito a uma tenséo superior ao limite
eléstico. O modelo utilizado para os metais e que representa satisfatoriamente o
comportamento durante a plastificagdo ou encruamento € um modelo misto que combina 0s

modelos elastoplésticos is6tropo e cinematico.

Os modelos elastoplasticos isdtropo e cinemético sdo considerados do tipo taxa-independente
(rate-independent), pois as relagdes tensédo-deformacéo sdo homogéneas nas taxas de tensdo e
deformacgdo, ao contrario dos modelos do tipo taxa-dependente (rate-dependent) que
apresentam relagdes ndo homogéneas. Os conceitos envolvidos nestes dois grupos sdo

diferentes e por isso a identificacdo correta é necesséria (Belytschko et al., 2000).

O desenvolvimento do modelo elastopléstico utilizado neste trabalho serd desenvolvido
seguindo a metodologia proposta em Simo e Hughes (1998). Os autores comegam pela
definicdo de um modelo mais simples, o0 modelo perfeitamente plastico, e com adi¢do de
alguns elementos passam para um modelo intermediario, que é o modelo com encruamento
isotrépico e, por fim, com a incorporacdo de mais alguns elementos, passam ao modelo com
encruamento misto, que € a adicdo das caracteristicas do modelo com encruamento

cinemético.
Modelo perfeitamente plastico

O modelo perfeitamente plastico pode ser claramente entendido como o sistema idealizado da
Fig. 71:
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Figura 71 — ldealizagdo do modelo perfeitamente plastico (Fonte: Simo e Hughes, 1998)

O sistema é constituido de uma mola com uma constante el&stica (E) e um meio cisalhante
com constante o, > 0. Este sistema é solicitado por uma tenséo o e sofre uma deformacéo ¢

(variagdo do comprimento).

O modelo € desenvolvido baseando-se na possibilidade de separacdo da deformacéo total ¢
em uma parte elastica e, e em outra parte plastica &,, como tambeém apresentado no capitulo

anterior, na forma da Eq. (1):

E=¢g g (1)

Portanto, a relacdo eléstica, expressa pela lei de Hooke, apresenta a forma definida pela Eq.

(2):

0=FEe =E(c—¢g) (2
Algumas caracteristicas podem ser avaliadas através da analise da resposta mecénica do
sistema apresentado:

» Resposta cisalhante irreversivel

Considerando-se que ¢, &, e o sdo fungBes do tempo, é possivel definir uma taxa de
deformac&o pléstica na forma:
_9%

T ®)



Pela Eq. (3) € possivel concluir que qualquer mudanga no meio cisalhante so ocorre se &, #

0. Isolando o meio cisalhante da Fig. 71, conforme apresentado na Fig. 72, pode-se

representar a variacdo definida pela Eg. (3).

Figura 72 — Meio cisalhante com constante oy > 0 (Fonte: Simo e Hughes, 1998)

Analisando a Fig. 72, trés considerag@es fisicas podem ser feitas:

1)

2)

A tensdo o no meio cisalhante ndo pode ser maior em valor absoluto que oy > 0. Isso
significa que as tensOes possiveis estdo dentro do intervalo fechado [—oy,0y] € R,
ou seja:

E; ={r € RIf () = |7| — oy < O} (4)

Onde E, designa um conjunto de tensdes possiveis e oy, a tensdo de escoamento do

meio cisalhante. A funcdo f(r) = |z| — oy < 0 define a condicdo de escoamento.

Se o valor absoluto da tenséo o aplicada € menor que a tenséo de escoamento oy, &,

nao varia i.e., &, = 0. Esta condigéo implica:

&, =0 se f(o)=lol-0y <O (5)

A partir da Eq. (2) e da Eq. (5) tem-se:

f(o)<0=>6=Eé¢ (6)
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3)

E a resposta instantanea do sistema é elastica com constante elastica E.

Pela consideragcdo (1), estados de tensdo o tal que f(o) =|o|— oy >0 sdo
inadmissiveis e pela consideracéo (2) ¢, = 0 para (o) <0, entéo uma variagdo em
g, ocorre somente se f(o)=|o| -0y =0. Se isto ocorre, o meio cisalhante
experimenta um escorregamento na diregdo da tensdo o aplicada, com uma taxa de

cisalhamento constante, com valor absoluto y > 0. Essa condi¢do é expressa pelas
Eqgs. (7) e (8):

& =y=20 se o=o0y>0 (7)
&=-yY<0 se o=-0y<0 8)

As Egs. (7) e (8) podem ser escritas em uma forma mais compacta pela Eq. (9):
&, =y sign(o) se f(o)=lol—0y =0 (9)

Onde y > 0 é denominada de regra de fluxo e a funcdo sign(o) é definida como:

+1 se o0>0

sign(o) = {—1 se 0<0

(10)

O contorno JE, do conjunto E,, definido pela Eq. (11) é denominado de superficie de

escoamento:
0E, = {r € RIf(z) = |z] — oy = 0} (11)

A descricdo do modelo se torna completa com a determinacéo da taxa de cisalhamento
y = 0 (ou regra de fluxo), o que envolve as condi¢Bes essenciais que complementa a

nogdo de irreversibilidade inerente ao modelo apresentado na Fig. 71.



» CondicOes de carregamento/descarregamento

Através das observacGes anteriores foi mostrado que a avaliagdo de &, pode ser

completamente descrita, para qualquer estado de tensdes possiveis o € E,, com a equagdo de

evolugéo, Eq. (9):

&, =y sign(o) 9)

Sendo que a Eq. (9) s6 é valida desde que y e o atendam certas restri¢Ges:

Pela consideracdo (1) o deve ser possivel, i.e., o € E, e pela consideracdo (3), y

ndo deve ser negativa. Consequentemente:
y=0 e f(0)<0 (12)
Pela consideracdo (2) y = 0 se f(o) < 0. Por outro lado, pela consideracdo (3)
€, # 0 e, portanto, y > 0 somente se f(c) = 0. Estas observagbes implicam as
condigdes:
fle)<0=y=0 (13)

y>0=f(0)=0 (14)

Pelas condicOes representadas pelas Eqgs. (13) e (14) conclui-se que é necessario

que:

yf(o)=0 (15)

As condigBes acima sdo requisitos fisicos e determinam que as tensdes devam ser
possiveis e que o fluxo plastico, no caso de taxa de deformacdo pléstica diferente

de zero (&, # 0), so pode ocorrer na superficie de escoamento JE,. Estas
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condigdes sdo denominadas condigdes de Kuhn-Tucker ou condigdo de

complementaridade.

A (ltima condicdo a ser descrita permite determinar o valor atual de y > O para

qualquer tempo t dado e é conhecida como condicéo de consisténcia.

Se &(t) e g,(t) sdo conhecidas para um tempo t, entdo o(t) é também conhecido

para este mesmo tempo t pela relacdo elastica da Eq. (2). Considerando também
que a taxa de deformagdo total £(t) é prescrita para o tempo t. Além disso,

considerando o caso descrito pela Eq. (16) para o tempo t:

a(t) € 0E, < f(t) = flo()] =0 (16)
Entdo, é facilmente demostrado que df(t)/dt < 0, uma vez que se df(t)/dt for
positivo implicaria que f(t +At) >0 para qualquer At >0, o que viola a
condigdo de admissibilidade f(t) < 0. Além disso, especificando que y >0

somente se df(t)/dt = 0, e fazendoy = 0 se df(t)/dt < 0, tem-se a seguinte

relagéo (retirando o circunflexo por comodidade):
y>0=f=0 (17)
f<0=>y=0 (18)
Conclui-se, entéo, que:
yf(o) =0 (19)
A Eqg. (19) representa a condicdo de consisténcia (ou persisténcia), que representa

0 requisito fisico de que para £, ser diferente de zero (i.e., ¥y > 0) o ponto de

tensdo o € OE, deve “persistir” em dE, de modo que f[o(t)] =0, ou seja, o

deve permanecer na superficie de escoamento.



» Escorregamento cisalhante (fluxo pléstico)

Para o modelo com a condi¢do de consisténcia atendida, a expressdo paray > 0 pode ser

determinada pelo uso da regra da cadeia e condigdes definidas pelas Egs. (2) e (9):

. _0fds _Of .. \_of . of
_%E—%E(e—ep)—%EE—V%ES%J”(U)

Porém,

. of _ .
P lo| = sign(o) = 3 = sign(o)

Consequentemente, ao observar que [sign(c)]? = 1, as Egs. (20) e (21) implicam:

f=0=y=¢sign(o)
Substituindo a Eq. (22) na Eq. (9), tem-se:

& =¢ para f(c)=0, f(o)=0

(20)

(21)

(22)

(23)

O que significa que o escorregamento “plastico” no meio cisalhante é igual a taxa de

deformac&o aplicada. Definindo-se entdo o modelo perfeitamente plastico.

Subindo um degrau na escada de complexidade dos modelos constitutivos, tem-se 0 modelo

com encruamento isotropo. A diferenca deste modelo para o modelo perfeitamente plastico

estd relacionada com o dominio do intervalo elastico E,. Para o modelo perfeitamente

plastico, E, permanece constante para todo intervalo de tempo e no modelo com

encruamento, E, expande na propor¢do de aumento do fluxo plastico (escorregamento) do

sistema (Fig. 73).
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Figura 73 — Comparacéo entre o modelo perfeitamente plastico (esquerda) com um modelo
com encruamento (direita) (Fonte: Simo e Hughes, 1998)

Modelo com Encruamento Isétropo
Neste modelo, a expanséo (encruamento) experimentada por E, obedece a dois requisitos:

a. O encruamento é is6tropo no sentido de que em qualquer estado de carregamento, 0

centro de E, permanece na origem;

b. O encruamento é linear na parte pléstica (i.e., linear em |ép|) e independe de

sign(éy).

Pelo primeiro requisito, a condicdo de escoamento passa a ser definida pela Eq. (24):

f(o,@) =|o| —[oy +Ka] <0; 20 (24)

Onde g, > 0 e K > 0 séo constantes dadas; K é denominado mddulo plastico. A variavel a é
uma funcdo do tempo, ndo negativa da quantidade do fluxo plastico, chamada de variavel de

encruamento interno. Quando K < 0 a resposta e de amolecimento.

Considerando a condicgdo (ii) definida no modelo perfeitamente plastico, pode-se expressar a

equacdo de evolugéo de a por:



a=|é| (25)

O mecanismo irreversivel que governa a evolucdo do escorregamento do sistema (fluxo

plastico), que é definido pela regra de fluxo, Eq. (9), permanece inalterado:
& =y sign(o) (9)

Onde y > 0 é a taxa com que ocorre 0 escorregamento. A natureza irreversivel do fluxo
plastico € novamente capturada por meio das condi¢des de carregamento/descarregamento de

Kuhn-Tucker, que agora sdo expressas por:
y20, f(o,a)<0,  yf(o,@)=0 (26)

Onde y > 0 é determinada pela condicdo de consisténcia:

yf(o,a) =0 (27)

Essa condicéo de consisténcia permite resolver explicitamente para y e relacionar a taxa de
tenséo e taxa de deformacéo. A partir das Egs. (9), (24) e (25) em conjunto com a relagdo
tensdo-deformacéo elastica, tem-se:
. 0fdo 0f 0a
_0fds  9f

f= 359t dadr - sign(o)E(é — Ep) —Ka

(28)

f =sign(o)E¢ —y[E +K] <0

Observando mais uma vez que a relagdo f > 0 ndo pode ocorrer. A partir das Egs. (26) e (27)

segue que y s6 pode ser diferente de zero se:

_ sign(o)Eé

f:f:o:)y_ E+ K (29)
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Assim a forma da taxa da relacdo eléastica dada pela Eg. (2) junto com a Eq. (29) pode ser

expressa por:

Eé se y=0
=1 EK (30)
>
E+KE se y=>0

Onde EK /(E + K) é chamado de médulo tangente elastoplastico.

Figura 74 — Mddulo tangente elastoplastico (esquerda) e mddulo pléastico (direita) (Fonte:
Simo e Hughes, 1998)

Subindo mais um degrau na escada da complexidade dos modelos constitutivos, tem-se o
modelo que inclui as caracteristicas do modelo isétropo com a adi¢do das caracteristicas do
modelo com encruamento cinematico. Esse modelo mais geral que o isétropo é conhecido
como modelo misto ou combinado e sera empregado neste trabalho. Esse modelo é muito
empregado em problemas que trabalham com inversdo do sentido da tensdo aplicada, ndo

sendo o caso dos problemas envolvendo cabos que sé trabalham a tracéo.
Modelo constitutivo misto

Na sequéncia, apresenta-se o modelo de encruamento misto, sendo que as alteragdes
apresentadas a seguir sdo provenientes do modelo cinemético que muitas das vezes é utilizado

sem as caracteristicas provenientes do modelo com encruamento isotropico.



Em muitos metais submetidos a carregamentos ciclicos, é observado experimentalmente que o
centro da superficie de escoamento apresenta um movimento na direcdo do fluxo plastico,

conforme apresentado na Fig. 75. Esse fenbmeno é conhecido como efeito Bauschinger.

Figura 75 — Efeito Bauschinger no modelo constitutivo elastoplastico (Fonte: Simo e Hughes,
1998)

O modelo que equaciona o efeito Bauschinger é construido introduzindo uma variével interna
adicional g, denominada tenséo de retorno (back stress). Essa variavel define o novo centro da

superficie de escoamento. Assim, a condicdo de escoamento é expressa por:
f(o,q,a) =|loc—q| —[oy +Ka] <0 (31)
A evolucdo da tensdo de retorno q € definida pela regra de Ziegler:
q = Hé, = yH sign(o — q) (32)

Onde H é denominado de mddulo de encruamento cinematico.
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A evolugdo de a permanece inalterada sendo dada pela Eq. (25). A adi¢do das condicGes de
Kuhn-Tucker na forma dada pela Eq. (26) junto com a condicdo de consisténcia complementa

a formulagéo do modelo.

A determinacdo do pardmetro de consisténcia e do modulo tangente elastoplastico é feito da
mesma maneira que foi desenvolvida na se¢éo anterior. A partir da Eq. (31) tem-se:
._Oof of of

f =550+ 344+ 5% = sign(o - )[E(¢ = &) — ] - Ka

(33)

f =sign(c —q)Eé —y[E+ (H+K)] <0

Novamente, ¢ importante observar que a relagio f > 0 ndo pode ocorrer na plasticidade taxa-
independente. Por outro lado, se y é diferente de zero, as condi¢des de Kuhn-Tucker junto
com a condicdo de consisténcia requerem que f =0e f = 0. Assim o Gltimo requisito

aplicado na Eq. (33) resulta:

_ sign(o — q)Eé

34
E+H+K (34)

Sendo ¢ = [da/de]é, a relagdo eléstica dada pela Eqg. (2) junto com a regra de fluxo dada

pela Eq. (9) e Eq. (34) resulta na expressao:

do _ HJZSZYZO (35)
de ~ |———2 >
€ ExHTK se y=>0

Que define 0 mddulo tangente elastopléstico para o encruamento misto.



