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Resumo

Neste trabalho estudamos a transicao entre a fase planar e a fase paramagnética do modelo
de Heisenberg anisotrépico com interac¢des dipolares (modelo HA-d). Nosso estudo se concen-
trou em trés sistemas ligeiramente diferentes, o0 modelo HA-d num sistema bicamada usando
um corte no cdlculo das intera¢des dipolares, o modelo do Rotor Planar com interag¢des dipo-
lares (d-PR) e o modelo HA-d em uma rede quadrada utilizando a soma de Ewald para levar
em conta o real cardter das interagdes dipolares. Nossos resultados indicam que tal transicao
pertence a uma nova classe de universalidade caracterizada pela existéncia de ordem de longo
alcance e ndo divergéncia do calor especifico.



Abstract

In this work we have used the numerical Monte Carlo simulations to simulate the planar
to paramagnetic phase transition in the anisotropic Heisenberg model with dipolar interactions
(AH-d model). We concentrated our attention in three slightly different models the AH-d model
in a bilayer system with a cut-off in the dipolar interactions, the dipolar Planar Rotator model
(d-PR) and the HA-d model in a square lattice, using the Ewald summation to evaluate the
dipolar interactions. Our results indicate that these models belong to a new universality class
with long range order in the low temperature phase and a non-divergent specific heat.



Sumario

Agradecimentos p. il
Resumo p.iv
Abstract p.v
Preambulo p.1
1 O modelo de Heisenberg com interacoes dipolares p.3
1.1 Ainteragdodetroca . . . . . . . . . . . .. p.3
1.2 Anisotropia Magnetocristalina . . . . . . ... ... oo L. p.4
1.3 Interacdo Dipolar . . . . . . . . . . . . . ... p.-5
1.4 Omodelo . . ... .. . . . . e p.6
1.5 O modelo do Rotor Planar com intera¢des dipolares . . . . . . .. ... ... p.-9
2 Nocoes sobre transicoes de fase e efeitos de tamanho finito p-10
2.1 Classificagdo das transicoes de fase e expoentes criticos . . . . . . . .. . .. p- 10
2.2 Teoria de escala para sistemas finitos . . . . . . . ... ... ... ... ... p-13
2.3 A transi¢do de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless . . . . . .. ... ... ... p- 16
2.4 Uma possivel nova classe de universalidade . . . . . . ... ... ... ... p.- 18
2.5 ObJetivos . . . . . L e e e e p- 19
3 Métodos de Simulagao p.-21
3.1 O método de Monte Carlo e o algoritmo de Metropolis . . . . ... ... .. p.-21

3.2 Meétodos de andlise dos dados: técnicas de histogramas . . . . . .. ... .. p-23



33 AsomadeEwald . . . ... ... ... p. 26

4 Resultados p- 30

4.1 O modelo HA-d num sistema de duas camadas usando corte na interacao

dipolar . . . . . .. e p-30

4.2 O modelo do Rotor Planar com interacdes dipolares . . . . . . .. ... ... p. 44

4.3 O modelo HA-d numa rede quadrada usando a somade Ewald . . . . . . .. p.53

5 Conclusoées e perspectivas p. 63
Apéndice A - Deducio da expressao para soma de Ewald em duas dimensoes p. 66
Apéndice B - Transformada de Fourier para soma de Ewald p.70
Apéndice C - Determinac¢ao dos parametros da soma de Ewald p.73
Apéndice D - Trabalho publicado p-75

Referéncias Bibliograficas p. 84



Preambulo

Fendmenos magnéticos sdo conhecidos hd pelo menos 2500 anos, o que torna o
magnetismo uma das dreas mais antigas da Fisica. De uma forma geral fendmenos eletromag-
néticos sdo bem entendidos, porém, algumas propriedades elétricas e/ou magnéticas de alguns
materiais permanecem sem uma explicacdo convincente, como € o caso da supercondutividade
a alta temperatura. Recentemente, o aperfeicoamento das técnicas de fabricacdo de materiais

magnéticos ampliaram significantemente os horizontes desta interessante drea.

Aplicacdes tecnoldgicas de fendmenos magnéticos sdo comuns no dia a dia e vao desde os
imas de geladeira aos dispositivos de armazenamento de informag¢des como os discos rigidos de
computadores. Dados recentes mostram que cerca de 92% da informacao gerada € armazenada
sob forma magnética [1]. Em 2002 foram produzidos 5 Exabytes de informacao nova [1], o que

mostra a necessidade de procurarmos meios mais eficazes para armazenar toda esta informacao.

As técnicas atuais de fabricacio de filmes finos permitem a fabricacdo de filmes compos-
tos por vdrios materiais, cada um em uma camada definida, como se fosse um “sanduiche”.
Camadas de materiais diferentes podem ter espessuras diversas, variando desde poucas cama-
das atdmicas a alguns micrometros. Neste caso, efeitos devidos a interface entre camadas de
diferentes materiais e os efeitos devidos a dréistica redu¢do em uma das dimensdes sdo de fun-

damental importancia nas propriedades fisicas dos filmes.

Boa parte dos estudos tedricos atuais envolvendo materiais magnéticos sdo feitos através de
técnicas de Fisica Estatistica [2]. Esta tem como principal objetivo obter informagdes macros-
copicas (termodinamicas) de sistemas fisicos a partir do conhecimento das interacdes micros-
copicas presentes. Uma das principais técnicas da Mecénica Estatistica ¢ o método de Monte
Carlo [2, 3]. Este método, que serd exposto em detalhes adiante, € baseado na utiliza¢ao de nu-
meros aleatérios (ou pseudo-aleatérios) para calcular as médias termodinamicas de um sistema
fisico. A Mecanica Estatistica € também uma das principais técnicas utilizadas no estudo das

transi¢des de fase.

Neste trabalho, pretendemos estudar através de técnicas de Monte Carlo, as transi¢des de
fase que ocorrem em um modelo de spins com interacdes dipolares. A origem de tal modelo

estd na descri¢ao de algumas propriedades magnéticas de certos filmes finos ferromagnéticos.
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Este estudo justifica-se tanto no que tange a busca de conhecimento relacionado as propriedades
magnéticas dos materiais, quanto a um maior entendimento das transi¢des de fase. Em parti-
cular, estamos interessados em estudar uma das transi¢des de fase do modelo de Heisenberg
anisotrépico com interagdes dipolares. Como veremos a seguir, o0 modelo estudado € bastante

complexo e apresenta um diagrama de fases muito rico.

Este trabalho esta dividido da seguinte forma. No capitulo 1 serdo apresentados os modelos
utilizados neste estudo. Algumas nog¢des sobre transi¢des de fase e teorias de escala de tamanho
finito (finite size scaling) serdao descritas no capitulo 2, onde também se encontra a delimitacao
do objetivo deste estudo. As técnicas computacionais utilizadas no estudo serdo apresentadas
no capitulo 3. No capitulo 4 iremos apresentar nossos resultados e finalmente no capitulo 5 as
conclusdes e perspectivas. Nos apéndices apresentamos célculos, que por serem muito técnicos
ficariam deslocados no corpo principal do trabalho e um artigo que publicamos no periédico
Physical Review B [4].



1 O modelo de Heisenberg com
interacoes dipolares

Transi¢Oes de fase constituem um dos mais ricos objetos de estudo da fisica, com aplica-
cOes em vdrias dreas das ciéncias. Nosso objetivo neste trabalho ndo é discutir as aplicag¢des
do modelo mas sim suas propriedades em circunstancias particulares. No que segue, iremos

discutir brevemente as origens fisicas dos modelos considerados neste estudo.

1.1 A interacao de troca

As propriedades magnéticas de materiais com momentos magnéticos localizados deve-se
principalmente a interacao de troca. Ao contrario do que se poderia pensar, verifica-se que a in-
teracdo dipolar ndo € suficiente para produzir ordenamento magnético a temperatura ambiente.
Esta seria capaz de causar ordenamento apenas a baixissimas temperaturas (poucos graus Kel-
vin), sendo responsdvel pela formagao de dominios magnéticos e outros efeitos [5]. A interagao
de troca tem origem em efeitos quanticos, mais especificamente, na superposi¢ao de fun¢des de
onda [5]. Sendo assim, esperamos que esta interacdo seja relevante apenas a pequenas distan-
cias, ou seja, que em uma rede cristalina apenas as particulas magnéticas mais proximas estejam
acopladas por esta interacdo. Uma dedu¢do formal da interacdo de troca pode ser encontrada

em varios livros texto (veja por exemplo a Ref. [6]).

Em geral, no estudo das propriedades magnéticas dos materiais substitui-se a integral de
troca por uma interagdo efetiva dada por:
H=-Y J;S-S;, (1.1)
<i,j>
onde J;; € chamado de constante de troca (ou exchange), o somatério € realizado apenas para
primeiros vizinhos em uma rede cristalina e S; € o operador de spin no sitio i. Este hamiltoniano

¢ conhecido como hamiltoniano de Heisenberg, e dd origem ao modelo de Heisenberg que

¢ amplamente utilizado para descrever propriedades de materiais magnéticos [7]. Em alguns
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casos, os spins das particulas da rede cristalina sdo suficientemente grandes, de forma que
aproximacgdes semicldssicas podem dar bons resultados. Na aproximacdo semicldssica, que
¢ amplamente utilizada, os spins das particulas magnéticas sdo considerados vetores classicos
com suas trés componentes conhecidas. A partir de agora, neste trabalho, consideramos esta
aproximacdo. Ou seja, quando forem feitas referéncias a spins estaremos tratando, a menos
que seja dito o contrério, da aproximagdo descrita acima. Outra aproximacao que serd utilizada
€ que a interacdo entre quaisquer sitios vizinhos da rede cristalina é a mesma, ou seja, que
Jij tem um valor constante J. Neste caso, percebe-se que para J > 0 os spins tendem a se
alinhar paralelamente, levando a um acoplamento ferromagnético, enquanto para J < 0 hd um

acoplamento antiferromagnético.

O modelo de Heisenberg apresenta alto grau de simetria. O sistema € invariante sob quais-
quer rotacdes efetuadas sobre todos os spins da rede. Devido a este fato, sabe-se que este modelo
nao pode apresentar ordem de longo alcance em duas dimensdes em nenhuma temperatura dife-
rente de zero. Este fato foi demonstrado de forma rigorosa por Mermin e Wagner em 1966 [8].
Portanto, sistemas bidimensionais s6 apresentardo ordem de longo alcance se houverem outras

interacdes ou anisotropias nas integrais de troca.

1.2 Anisotropia Magnetocristalina

Sabemos que além da interacdo de troca campos internos produzidos pela propria formacao
da rede cristalina e quebras de simetrias, como a presenca de interfaces, podem fazer com que
os spins se alinhem em uma dire¢do preferencial, ou seja, o cristal passa a ter uma anisotropia.
Esta é chamada de anisotropia magnetocristalina e tem sua origem na interagdo spin Orbita.
Esta anisotropia é um efeito localizado dependendo apenas da posi¢do do spin em questdo. Na
maior parte dos sistemas de interesse, a energia devido a anisotropia magnetocristalina pode ser

escrita como [9]:

Hanis =YY AqpSZs?. (1.2)
i af

No presente trabalho iremos considerar a existéncia de uma anisotropia magnetocristalina

uniaxial de eixo facil da forma:
Hanis = _AZ(S?)za (13)

onde S¢ é a componente do spin na direcdo z, o somatoério € realizado sobre todos os sitios da
1



1.3 Interagdo Dipolar 5

rede cristalina e A > 0. Esta anisotropia favorece um alinhamento dos spins na dire¢ao do eixo z,
nao importando se eles se encontram paralelos uns aos outros, ou se estao no sentido positivo ou
negativo do eixo. Como ficard claro mais a frente, o sistema que serd estudado consiste em uma
ou mais camadas bidimensionais acopladas, de forma que a direcao z € perpendicular a cada uma
das camadas. Sistemas onde esta anisotropia magnetocristalina esta presente, juntamente com a
interacao de troca, favorece configuracdes onde todos spins estao alinhados perpendicularmente

ao plano e foram amplamente estudados [10].

1.3 Interacao Dipolar

A interacdo dipolar, de origem puramente eletromagnética, se deve ao campo magnético
dos dipolos do préprio material. Pode-se mostrar que o campo magnético criado por um dipolo

magnético /7, a uma distancia 7 deste, é dado por [11]:

Baip(?) = 405 (3G AF — il (14)

onde 7 é um vetor unitario que vai da posicao do dipolo 771 ao ponto 7. Por outro lado, a energia de
um dipolo magnético 7’ na presen¢a de um campo magnético BéE = —-B[11]. Portanto, se
considerarmos que um material magnético real € composto por momentos (dipolos) magnéticos
localizados, todos estes momentos magnéticos interagem entre si e a energia resultante desta

interagdo é:

_&Zﬁli'ﬁ’lj—3(f71i'fij)(’7’tj'fij) (1.5)

dip — 3 ’
4 = rij

onde 77; ¢ o momento magnético no sitio 7, e 7;; € um vetor que conecta o sitio i ao sitio j. Além

disso o somatério € realizado sobre todos os momentos magnéticos do material, excluindo a

auto-interacao (i = j).

Ao contrario do que acontece na interacdo de troca e na anisotropia magnetocristalina, pre-
ver a configuracao do estado fundamental de um sistema com interagdes dipolares ndo € uma
tarefa trivial. Esta configuracdo depende de uma forma complicada da posicao de cada um dos
momentos magnéticos da rede. Mas, em uma rede bidimensional (ou quase-bidimensional),
podemos perceber que pode haver uma competi¢do para que os momentos fiquem paralelos ao
plano uma vez que os vetores 7;; ndo possuem componentes perpendiculares ao plano. Além
disso, € fécil perceber que o primeiro termo desta interagdo favorece um acoplamento antifer-
romagnético, apesar de ndo permitir inferir, de uma maneira trivial, sobre o estado fundamental

do sistema como um todo.
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Os sistemas de interesse deste estudo, como dito anteriormente, consistem em filmes fi-
nos magnéticos. Como uma aproximagdo consideraremos que tais filmes sdo compostos por

particulas magnéticas (fons) idénticos localizados em uma rede cristalina perfeita.

A interacao dipolar, devido a sua dependéncia na posi¢do de cada um dos spins, d4 origem
a chamada anisotropia de forma. A anisotropia de forma manifesta-se, por exemplo, quando
tentamos magnetizar uma agulha. Percebe-se que € mais facil magnetizd-la ao longo do seu
comprimento e este efeito pode ser explicado ao considerarmos interagdes dipolares. Recente-
mente, verificou-se que a anisotropia de forma produz efeitos muito interessantes em materiais
magnéticos nanoestruturados, como o aparecimento de vértices em discos magnéticos [12, 13]
ou o surgimento de “monopolos magnéticos” em gelos de spin[14, 15], além de ser uma das
interagdes responsaveis pelo aparecimento da transicdo de reorientagdo [9]. Quanto aos ge-
los de spin vale ressaltar que estudamos o surgimento de “monopolos magnéticos” em gelos
de spins artificialmente produzidos como uma rede de nanoilhas magnéticas mostrando que a
interacao entre tais estruturas pode ser descrita por uma fenomenologia que inclui a interagdo
Coulombiana entre as “cargas magnéticas” mais um termo advindo da tensdo de string entre as

cargas [15].

1.4 O modelo

Neste trabalho consideraremos modelos bi e quase-bidimensionais descritos pelo seguinte

Hamiltoniano:

- o S..S. 3(S.- %NS T
H=—-J Y §.5+DY |25 — (Si ru)s( i Tif)

—AY (597, (1.6)
<i,j> i#j L Tij rij i
onde J € a constante de acoplamento de troca, D € a constante de acoplamento dipolar, A € a
constante de anisotropia, 7;; € um vetor que liga o sitio i ao sitio j e 3‘,2 =1 ¢ o spin do sitio i.
A primeira soma na equagio acima se restringe a primeiros vizinhos, ja a segunda € feita sobre
todos os sitios i diferentes de j e a ultima sobre todos os sitios da rede. Este € o modelo de
Heisenberg anisotrépico com interac¢des dipolares (HA-d). Serdo considerados apenas os casos
em que a anisotropia favorece configuracdes com os spins apontando perpendicularmente ao
plano. Neste caso, surge uma competicdo entre o termo de anisotropia e a interagao dipolar.
Dependendo dos valores dos parametros, o estado fundamental do sistema pode ser tanto planar
quanto ndo-planar. Além disso, existe uma competicdo entre o termo de troca e o primeiro
termo da interacdo dipolar. Enquanto um favorece estados ferromagnéticos, o outro favorece

configuragdes antiferromagnéticas. A constante de troca J € maior que a constante de interacao
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dipolar D, mesmo assim, verifica-se em alguns limites a formag¢do de dominios magnéticos
alinhados antiferromagneticamente, como € o caso da ordem de Stripes que serd descrita com
um pouco mais de detalhes a frente. A presenca de tantos termos competitivos impde frustracdes

ao sistema, o que dificulta enormemente seu estudo.

Nos ultimos anos este modelo foi estudado através de técnicas de Monte Carlo. Boa parte
dos resultados obtidos podem ser encontrados no artigo Dipolar effects in magnetic thin films

and quasi-two-dimensional systems[9].

Para termos uma idéia das principais caracteristicas do modelo HA-d, na figura 1.1 apre-
sentamos um esbogo do diagrama de fases da versdo ferromagnética para J = A =1 e varios
valores de D, obtidos com base no trabalho recente de Rapini ef al. [16]. Este diagrama apre-
senta trés fases distintas, uma caracterizada por uma magnetizacao resultante perpendicular ao
plano (fase Ising), uma segunda fase caracterizada pela preferéncia dos spins em se alinharem
paralelamente ao plano e uma terceira fase paramagnética. Neste trabalho, os autores utilizaram
o algoritmo de Metropolis [17] em redes quadradas (L x L) com L entre 10 e 80, e a interacdo
dipolar foi calculada utilizando um corte no potencial em 5 espacamentos de rede. Os resultados
obtidos mostram que a transi¢ao entre a fase Ising e a fase planar € de primeira ordem. A tran-
sicdo entre a fase Ising e a fase paramagnética pertence a classe de universalidade do modelo
de Ising. J4 a transi¢do entre a fase planar e a fase paramagnética foi caracterizada como sendo
uma transicao do tipo Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT). Um fato que merece nota neste
trabalho é que sabe-se que quando se considera o real cardter de longo alcance das interacdes
dipolares o sistema apresenta ordem de longo alcance [18, 19]. Desta forma, acreditamos que a
caracterizacao da linha ¢ no trabalho de Rapini et al. [16] como sendo uma transicdao BKT nado

representa o real cardter de tal linha para o modelo dipolar sem corte na interagao.

Em outro trabalho recente Carubelli et al. [21] estudaram o modelo HA-d ferromagnético
paraJ =3, D =1 e valores de A entre 5 e 8, usando o algoritmo de Metropolis e a soma de
Ewald para a interagcdo dipolar. Para estes valores dos parametros, a fase com magnetizagao
perpendicular € caracterizada pela presenca de Stripes, “listras” de spins com magnetizacdes
em sentidos opostos. O diagrama de fases obtido neste trabalho € mostrado na figura 1.2. Nesta
figura também sdo mostradas configuragdes tipicas da fase de Stripes e da fase tetragonal, que

¢ similar a paramagnética por ser desordenada, porém apresenta uma certa simetria.

Note que nos dois trabalhos mencionados acima a estrutura geral do diagrama de fases € a
mesma. De fato, experimentalmente observa-se fendmenos similares [9, 22, 23, 24]. Por exem-
plo, em filmes de ferro sobre cobre [22, 24] e de cobalto sobre ouro [23], onde observa-se que ao

aumentar a temperatura da amostra, a magnetizacao passa de um estado perpendicular ao plano
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T T T T T T T
0.8 Fase Paramagnética

Figura 1.1: Esboco do diagrama de fases do modelo HA-d para J = A = 1 e vdrios valores de D. A
linha a representa uma transi¢do que pertence a classe de universalidade do modelo de Ising, a linha
b representa uma transicio de primeira ordem e a linha ¢ representa uma transicdo do tipo BKT. Este
diagrama foi baseado nas Ref. [16, 20].

para um estado com magnetizac¢do paralela ao plano e posteriormente para uma fase paramag-
nética. A esta transicao (entre a fase com magnetizacao perpendicular ao plano e a fase planar)
¢ dado o nome de transicao de reorientagdo. Como pudemos perceber, o modelo de Heisenberg

anisotrépico com interagdes dipolares é capaz de reproduzir este resultado experimental.

Um fato recorrente que € verificado nos estudos do modelo HA-d ferromagnético por Monte
Carlo € a falta de andlises criteriosas dos efeitos de tamanho finito, o que impede a determinacao
das classes de universalidade. Em geral os autores escolhem um determinado tamanho de rede
e variam alguns parametros, como pode ser verificado nos artigos[21, 25, 26, 20, 27, 28, 29],
entre outros. Nestes casos, o principal objetivo dos autores ndo € caracterizar as transi¢oes
de fase presentes no modelo mas caracterizar a geometria das fases do modelo. Em alguns
casos, os autores chegam a estudar mais de um tamanho de rede porém os resultados ndo sdo
tratados com a teoria de escala de tamanho finito (finite size scaling) para determinar o real
carater das transi¢des de fase. Mesmo nos estudos através de teorias de campo médio [30] os
autores concentram os esforcos no estudo da geometria da fase fora do plano, enquanto o estudo
do caréter da transi¢do entre a fase planar e a fase fora do plano € deixada de lado. No caso
dos estudos por campo médio isto € justificivel, uma vez que este tratamento ndo fornece os
expoentes criticos corretos. Nas pesquisas bibliograficas feitas até o momento, com excecdo do
trabalho de Rapini [16], ndo verificamos nenhuma tentativa de caracterizac@o das transi¢des de
fase através de técnicas de Monte Carlo. Existem duas possiveis explica¢des para este fato: (1)
o grande tempo computacional necessdrio para obter dados confidveis para tal andlise; e (2) o
fato do maior interesse estar na transicdo de reorientacdo, que consensualmente é de primeira

ordem.
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Figura 1.2: Esboco do diagrama de fases do modelo HA-d para J =3 D = 1 e vdrios valores de A (n
na notagdo dos autores). No interior da figura sio mostradas configuracdes tipicas dos spins na fase de
stripes e na fase paramagnética (tetragonal e ndo tetragonal). Os pontos pretos e brancos correspondem
a spins apontando no sentido positivo e negativo do eixo z respectivamente. Retirado de [21].

1.5 O modelo do Rotor Planar com interacoes dipolares

O modelo de Heisenberg anisotrépico com interagdes dipolares pode ser simplificado para
descrever filmes finos na regido onde os spins apresentam uma grande tendéncia de se alinharem
paralelamente ao plano. Neste caso, podemos desprezar a existéncia da componente z do spin e
trata-lo como um vetor bidimensional de mdédulo unitario. Desta forma, obtemos o modelo do
Rotor Planar com interagdes dipolares, definido pelo seguinte Hamiltoniano:

H=-1 Y 550y |3 eS| (1.7)

<i,j> i#j L Tij Tij

onde J € a constante de acoplamento de troca, D € a contante de acoplamento dipolar, 7;; é um
vetor que liga o sitio i ao sitio j e S; = (s7, Sly ) é o spin do sitio i !. A primeira soma na equagio
acima se restringe a primeiros vizinhos, ja a segunda € feita sobre todos os sitios i diferentes
de j. Por ter somente dois graus de liberdade o espago de fase do modelo é reduzido. Desta
forma, seu estudo através de técnicas de Monte Carlo consome menos recursos computacionais,
permitindo um estudo mais detalhado. As propriedades termodinamicas deste modelo foram
estudadas recentemente através de técnicas do grupo de renormalizacao [31], e serdo discutidas

no préximo capitulo.

Na literatura, frequentemente este modelo é chamado de modelo XY, porém devemos estar atentos para a
existéncia ou ndo de trés componentes no spin. Em geral, € mais conveniente chamar o modelo que tem uma
interagdo do tipo S;S; + Sy S“; e cujo spin tém trés componentes de modelo XY, enquanto, se existem apenas duas
componentes, de modelo do rotor planar.
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2 Nogoes sobre transicoes de fase e
efeitos de tamanho finito

Neste capitulo faremos uma breve revisao sobre transi¢des de fase e sobre a teoria de escala

de tamanho finito (finite size scaling).

2.1 Classificacao das transicoes de fase e expoentes criticos

Transi¢des de fase sdo caracterizadas por mudangas bruscas ou descontinuas nas propri-
edades termodinamicas do sistema como resposta a variagdes continuas de alguma condicdo
externa, como temperatura, campo magnético, pressao, etc [32]. Ehrenfest [33] classificou as
transi¢des de fase como sendo de ordem n quando a n-ésima derivada da energia livre é descon-
tinua. Uma classificacdo mais pertinente se deve a Fisher [34]. De acordo com tal classificagao
uma transicao de fase € dita de primeira ordem se a primeira derivada da energia livre é desconti-
nua, ou seja, quando ha descontinuidades, por exemplo, na energia interna e/ou na magnetizagao
do sistema. Talvez o melhor exemplo para uma transic@o deste tipo seja a transi¢ao da 4gua en-
tre os estados solido e liquido, onde percebe-se a coexisténcia de fases e uma descontinuidade
na energia interna do sistema. Ainda de acordo com a classificacao de Fisher[34], transicdes
continuas ou criticas (muitas vezes chamadas de segunda ordem) sdo aquelas que apresentam
a primeira derivada da energia livre continua e sua segunda derivada descontinua ou infinita.
Um exemplo deste tipo de transicdo € a sofrida por alguns materiais magnéticos. Abaixo de
uma determinada temperatura critica o sistema encontra-se magnetizado. A medida que a tem-
peratura aumenta, percebe-se que a magnetizacdo diminui continuamente até atingir um valor
nulo na temperatura critica. Ao mesmo tempo observa-se uma divergéncia na susceptibilidade

magnética do sistema.

Uma caracteristica comum em transi¢des de fases € a existéncia de parametros que tém
um valor ndo nulo em uma temperatura abaixo da temperatura critica e que se anulam conti-

nuamente na temperatura critica. Tal parametro € conhecido como parametro de ordem, e foi
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Grandeza Expoente critico  Lei de poténcia ~ Condi¢des
Calor especifico o c~t @ H=0
Magnetizagio B m~ (—1)P H=0

5 m~ H/® T=T,
Susceptibilidade Y x~t7 H=0
Comprimento de correlagdo \Y E~rV H=0
Funcio de correlacio n L(r)~r@=2%n T=7. H=0

Tabela 2.1: Defini¢do de alguns expoentes criticos para um sistema magnético com dimensao
espacial d [35, 36]. T, é a temperatura critica, H € o campo magnético externo et = (T —T;) /T,
¢ a temperatura reduzida.

inicialmente introduzido por Lev Landau. Em alguns casos, a identificagdo do pardmetro de
ordem ndo € trivial, podendo ocorrer deste ndo ser um escalar e/ou ter que ser descrito por

ndmeros complexos.

No estudo de transi¢des de fases estamos interessados em estudar o comportamento do sis-
tema em regides proximas ao ponto critico. Resultados experimentais e tedricos indicam que o
comportamento das propriedades do sistema podem, em geral, ser descritas por leis de poténcia
simples, caracterizando um conjunto de expoentes criticos. O expoente critico A associado a
uma grandeza termodinadmica A pode ser obtido de [35]:

2= lim AOI

2.1

onde t = (T — T.)/T, é a temperatura reduzida. Desprezando corre¢des, 0 comportamento sin-

gular da grandeza A € dado por:
A
A(t) ~t". 2.2)
Em algumas situagdes os expoentes podem ser distintos a esquerda e a direita do ponto critico,
t — 0% et — 0. Este ndo é o caso presente, e ndo entraremos em detalhes a respeito.

Para sistemas magnéticos sdo seis os expoentes mais utilizados. Na tabela 2.1 a defini¢do
de tais expoentes ¢ apresentada. As duas ultimas linhas da tabela estdo ligadas a funcdo de

correlagdo spin-spin, que € definida por:
L) = ((Si— (5) - 55— (5, (23)

onde (...) denota médias termodindmicas. Esta fungdo mede a correlagio entre spins da rede
separados por uma distancia 7;;. Em sistemas com simetria translacional, esta fun¢io depende

apenas do médulo da distancia entre os spins (r) e espera-se que na maioria dos casos ela se
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Universalidade  d n o B Y o % n
Campo médio  todas todas 0 172 1 3 172 0
Ising 2 1 0(In) 1/8 714 15 1 1/4
Potts 2 q=3 1/3 1/9 13/9 14 5/6 4/15
Potts 2 q=4 2/3 1/12 7/6 15 2/3 1/4
Esférico 3 oo -1 1/2 2 5 1 0
Ising 3 1 0,110(5) 0,325(2) 1,241(2) 0,630(2) 0,031(4)
XY 3 2 -0,007(6) 0,3455(20) 1,316(3) 0.669(2) 0.033(4)
Heisenberg 3 3 -0.115(9) 0.3645(25) 1.386(4) 0.705(3) 0.033(4)

Tabela 2.2: Valores dos expoentes criticos para vdrias classes de universalidade, retirado de [36].
Nas 5 primeiras linhas sdo apresentados resultados exatos, enquanto os das trés ultimas sdo re-
sultados de teorias de campos. d é a dimensao do sistema e n € a dimensionalidade do parametro
de ordem.

comporte assintoticamente como expresso na férmula de Ornstein-Zernike[35]:

T(r) ~ P exp <%r> . (2.4)

Aqui p é um ndmero real e £ é definido como o comprimento de correlacdo. Longe da tempera-
tura critica espera-se que a funcao correlagdo tenha um comportamento predominantemente ex-
ponencial, com um valor de & finito. Préximo da temperatura critica no entanto, o comprimento
de correlagdo & diverge, levando a um decaimento da fungdo correlagdo predominantemente por

lei de poténcia.

Percebe-se que existem grupos de sistemas caracterizados pelo mesmo conjunto de expoen-
tes criticos, apesar das temperaturas criticas serem, em geral, diferentes. Desta forma, podemos
definir classes de universalidades, que sdo conjuntos de sistemas que possuem 0S mesmos expo-
entes criticos [35]. Os expoentes criticos dependem apenas da dimensao espacial do sistema (d),
da simetria e dimensionalidade do parametro de ordem (n) e do alcance das interagdes [37]. As
classes de universalidade permitem que através do estudo de sistemas mais simples possamos
obter importantes propriedades de sistemas mais complexos. Em geral, as classes de univer-
salidade recebem o nome do modelo mais simples para o qual um determinado conjunto de
expoentes criticos € observado. Na tabela 2.1 apresentamos algumas classes de universalidades

e seus respectivos expoentes.

Partindo de argumentos termodinamicos € possivel obter relagdes rigorosas entre 0s expo-

entes criticos [35]. Entre estas estdo a inequacdo de Rushbroke,

oa+2B+y>2 (2.5)
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e a inequacdo de Griffiths,
o+p(1+56)>2. (2.6)

Observa-se que para alguns modelos com solucdo exata estas relagdes sdo de fato igualdades,

como pode ser verificado para o modelo de Ising bidimensional.

Outra forma de se obter relacdes entre os expoentes criticos € através da hipétese de escala[35,
36]. Em tal hipdtese assume-se que préximo do ponto critico o inico comprimento caracteris-
tico do sistema é o comprimento de correlagdo (§). Como no ponto critico o comprimento de
correlagdo diverge, o sistema deve ser invariante sob transformacdes de escala. Conclui-se en-
tdo que a parte singular da energia livre de Gibbs (G,(?,%)), o comprimento de correlagdo e a
func¢ao correlagdo devem ser funcdes homogéneas generalizadas de ¢ e & e, no caso da fungdo

correlacdo, também de r, i.e.,

Gs(t,h) = 179Gy(Pt,I"h), (2.7a)
E@t,h) = IEWPt,I*h), (2.7b)
L(r,t,h) = PODTQ 'y Pt 'h), (2.7¢)

onde h = H /kgT é o campo reduzido, [ é um fator arbitrario de transformagdo muito maior que
1 e muito menor que & e x e y sdo nimeros reais. Partindo destas expressdes é possivel chegar

as seguintes igualdades:

o+2B+y=2, (2.82)
y=v(@2-n), (2.8b)
y=PB(6 1), (2.8¢)

vd=2—-q. (2.8d)

Estas equacdes sdo conhecidas como relacdes de escala quando ndo envolvem a dimensao do

sistema e relagdes de superescala ou hiper-escala, quando dependem da dimensao do sistema.

2.2 Teoria de escala para sistemas finitos

Como dito anteriormente, transi¢oes de fase sdo caracterizadas por descontinuidades ou
divergéncias nas grandezas termodinamicas, tais descontinuidades e divergéncias s6 ocorrem
se a energia livre do sistema tiver uma parte singular. Porém, em sistemas finitos a energia

livre € sempre uma funcao nao singular dos parametros externos. Desta forma, transi¢des de
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fase s6 podem ocorrer no limite termodindmico [2]. Em sistemas finitos as divergéncias sao
substituidas por mdximos arredondados e a posicao do maximo € deslocada do valor no ponto

critico [38].

A teoria de escala de tamanho finito ou finite size scaling destina-se a descrever a rela-
cdo entre o comportamento de um sistema finito e seu equivalente no limite termodinamico.
Portanto, o conhecimento de tal teoria é de fundamental importancia na andlise de resultados

obtidos para sistemas finitos como os estudados por simulagdes computacionais [3].

Como dito anteriormente o Gnico comprimento caracteristico do sistema proximo a criti-
calidade é o comprimento de correlacdo. Em sistemas finitos, tal comprimento € limitado pela
dimensdo linear do sistema (L). Espera-se portanto que efeitos de tamanho finito ndo sejam
relevantes quando L > &, porém, quando L < & os efeitos de tamanho finito sdo determinantes
nas propriedades do sistema. Os efeitos de tamanho finito dependem portanto da relacdo entre
L e &. Pr6ximo ao ponto critico o comprimento de correlacdo diverge através de uma lei de

poténcia simples:
En~rt . (2.9)

Espera-se, portanto, que os efeitos de tamanho finito se manifestem no sistema com uma com-
binagdo de escala do tipo L/t V. De acordo com a teoria [38], para um sistema suficientemente
grande em uma temperatura 7 proxima o suficiente da temperatura critica, 7;, a energia livre é

dividida em uma parte singular (gy) € uma ndo singular (g;):
g(t,h, L) = gs(t,h,L) + gus(t, h, L), (2.10)

onde & é um campo externo. Em um sistema com condi¢des de contorno periddicas, espera-se
que a parte nao singular da energia livre seja independente do tamanho do sistema (L). Por

outro lado, usamos o seguinte ansatz para a parte singular[38, 36]:
gs(t,h,L) ~ L™ (atL’ ,bhL"), (2.11)

onde Y € uma funcao universal e a e b sdo fatores que dependem do sistema e descrevem suas
particularidades. Com este ansatz, todas as leis de escala continuam validas e as proprieda-
des de escala podem ser obtidas através de manipulacdes da expressao acima. Desta forma, a

magnetizacdo, a susceptibilidade e o calor especifico apresentam a seguinte dependéncia com o
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tamanho da rede L e com a temperatura reduzida ¢:

ma LB 4LV, (2.12a)
x ~ LYY 2L, (2.12b)
¢~ coolt) + LYV E (L), (2.12¢)

onde as funcdes de escala .#, 2 e € sdo derivadas de Y. Uma evidéncia dos efeitos de tama-
nho finito €, portanto, que a altura dos picos do calor especifico (f = 0) e da susceptibilidade
variam através de uma lei de poténcia com o tamanho da rede L e que a posicdo deste pico
estd deslocada de uma quantidade proporcional a L'V da temperatura critica no limite termodi-
namico, ou seja, a temperatura de transicdo numa rede finita 7.(L), em fun¢do da temperatura

critica no limite termodinamico 7., € dada por:

T.(L) = Too +wL™ /Y. (2.13)

A principio, utilizando as relacdes de escala de tamanho finito descritas acima € possivel
obter os expoentes criticos e a temperatura critica de uma transicdo de fase de segunda or-
dem, porém, utilizando apenas estas quantidades esta tarefa nem sempre € facil. Para se obter
resultados mais precisos e de uma maneira mais eficaz, definimos os seguintes momentos da

magnetizagao [36, 39],

Vi = 4m’]-3[mY, (2.14a)
Vo = 2[m?]—[m", (2.14b)
V3 = 3[m’]-2[m’], (2.14¢)
Vi = (4[ml—[m*)/3, (2.14d)
Vs = Qlml—[m’])/2, (2.14e)
Vo = 2[m]—[m?], (2.14f)
onde,
[n"] = In ag”;ﬂ) (2.15)

Substituindo a expressdo para magnetizacdo da Eq. (2.12) nas defini¢cdes acima € facil mostrar

que estas funcdes seguem a seguinte forma de escala:
Vi~ (1/v)InL+¥;@L""), (2.16)

para j =1,2,...,6. Na temperatura critica, as funcdes ¥; devem ser constantes independentes do
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tamanho da rede. Portanto, para obtermos os valores de Vv e T.,, podemos fazer ajustes lineares e
observar quando as seis grandezas acima, como func¢do de In L, apresentam a mesma inclinagdo.

Assim, pode-se obter a temperatura critica e o expoente v com grande precisao.

Outra grandeza muito util na determina¢do da temperatura critica € o cumulante reduzido
de quarta ordem do parametro de ordem, ou simplesmente cumulante de Binder [40, 3]. Tal
grandeza é definida, quando os momentos impares do parametro de ordem m sao nulos, pela
seguinte expressao:

(m*)

Uy=1————.
4 3(m2)2

2.17)

No limite L — oo, Uy — O para T > T, e Uy — 2/3 para T < T,. No entanto, U4 tende a um ponto
fixoU* em T = T,. Desta forma, em um grafico de U4 em funcio de T para varios tamanhos de
rede, as curvas se interceptam no ponto fixo U*, e a localizag@o deste ponto é outra forma de se
obter a temperatura critica. Espera-se também que préximo do ponto critico a dependéncia do

cumulante de Binder com o tamanho da rede seja da seguinte forma [41]:

Us ~ U(L'Y). (2.18)

E importante ressaltar que as leis de escala (2.12), (2.13), (2.16) e (2.18) incluem correcdes

quando se estd longe da temperatura critica e/ou para redes pequenas.

Em transi¢des de primeira ordem os maximos do calor especifico e da susceptibilidade em
sistemas finitos escalam com o volume do sistema [38], ou seja, escalam com L4, Além disso,

a temperatura critica varia assimptoticamente da seguinte forma:
T.(L) ~ Too +a,L ™. (2.19)

Novamente corre¢des adicionais estdo presentes para redes pequenas e/ou longe da temperatura

de transi¢do.

2.3 A transicao de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless

O teorema de Mermin-Wagner [8] demonstra que sistemas unidimensionais e bidimensio-
nais com simetria global continua e interagcdes de curto alcance ndo apresentam ordem de longo
alcance em nenhuma temperatura diferente de zero. Como uma extensdo dos resultados de
Mermin e Wagner Bruno [42] demonstrou que a inexisténcia de ordem de longo alcance em

sistemas 1D e 2D pode ser também estendida alguns sistemas com intera¢des de longo alcance.



2.3 A transigdo de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless 17

Porém, observa-se que o modelo do rotor planar em duas dimensdes, que tem tal simetria e que
serd definido a frente, tem uma transi¢ao de fase em temperatura finita. Esta transi¢cao ndo se en-
caixa na classificacdo de Fisher [34] e atualmente existem duas fenomenologias para explicé-la
[43, 44, 45], que serdo expostas brevemente mais a frente. Apenas para manter uniformidade de
linguagem usaremos a terminologia transi¢do de Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT) neste

trabalho. Nesta secdo serd feita uma breve revisao sobre esta transicao.

O modelo do rotor planar € definido pelo seguinte Hamiltoniano:

=_7J Z §l..sj, (2.20)

onde J € a constante de acoplamento de troca, < i, j > indica que o somatério € realizado
apenas para primeiros vizinhos e S; = (S7 ,SIY ) € um vetor bidimensional com §12 = 1. Observe
que o sistema € invariante sobre rotacdes de todos os spins, € como as interacdes sio de curto
alcance, este modelo obedece ao teorema de Mermin-Wagner [8]. Desta forma, a magnetizacao
do modelo do rotor planar é zero em qualquer temperatura diferente de zero. Vale ressaltar
no entanto que em sistemas finitos, como os estudados por simula¢des computacionais, tal
grandeza € finita. De fato, espera-se que ao estudar sistemas finitos, observe-se uma significante
diminuicdo do valor da magnetizac¢do do sistema ao se aumentar seu tamanho. Este fato serd de

grande importancia no decorrer deste trabalho.

No modelo do rotor planar uma expansao em altas temperaturas [46] mostra que a funcdo
correlagdo spin-spin decai exponencialmente, como era de se esperar. Porém expansdes em
baixas temperaturas [47] mostram que tal decaimento € por lei de poténcia. Esta mudanca de
comportamento na fun¢do correlacdo indica a existéncia de uma transi¢do de fase. Além disso,
pelo fato de a baixas temperaturas o comprimento de correlac@o ser infinito, pode-se esperar
uma espécie de linha de pontos criticos abaixo da temperatura de transi¢do, uma vez que O
comportamento do sistema seria equivalente ao que ocorre no ponto critico de uma transi¢ao de
segunda ordem. Observa-se nesta transi¢do que o calor especifico ndo diverge. De fato, hd ape-
nas um pequeno maximo que estd deslocado da temperatura de transicdo em aproximadamente
10% [48, 49, 50, 51]. Além disso, tanto o comprimento de correlacdo (§) quanto a suscepti-
bilidade sdo infinitos abaixo da temperatura de transicao (7pxr). Acima desta, estas grandezas
decaem exponencialmente, i.e., aproximando-se de Tpgx7 por temperaturas maiores que Tpxr, a

susceptibilidade e o comprimento de correlagao divergem seguindo a seguinte relacio:

& ~agehe@ T2, @.21)
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x ~ ayetr T Toxr) ™ (2.22)

e permanecem infinitos para T < Tgkr.

A fenomenologia mais aceita na descricao desta transi¢do baseia-se no desligamento de
pares vortice-antivortice [44, 45]. Vortices sdo excitagdes topoldgicas que surgem no sistema
devido a excitacdo térmica. A baixas temperaturas o sistema € dominado por ondas de spin e
vortices isolados sdo pouco provaveis aparecendo apenas em pares. No entanto, pares vortice-
antivortice desordenam o sistema apenas localmente, e portanto a funcao correlacao decai len-
tamente (lei de poténcia). Com o aumento da temperatura, os pares comegam a se desligar, até
que na temperatura de transicdo surgem vortices livres, que desordenam significantemente o

sistema, fazendo com que a funcao correlacio decaia exponencialmente.

Uma outra fenomenologia para descrever esta transicdo se deve a Patrascioiu e Seiler [43].
Estes autores argumentam que o mecanismo responsavel pela transicado € uma polimerizagao
de paredes de dominio. Segundo tal descri¢do, a altas temperaturas paredes de dominio de
tamanho finito estdo presentes em todo sistema. Tais paredes sdo facilmente deformadas e sdao
pouco rigidas, o que faz com que a fun¢do correlacido decaia exponencialmente. Ao diminuir
a temperatura, espera-se que haja uma espécie de polimeriza¢ao destas paredes de dominio, o
que dé ao sistema uma certa ordem local, fazendo com que a fun¢do de correlacio decaia por

lei de poténcia.

2.4 Uma possivel nova classe de universalidade

Em um trabalho recente, Maier e Schwabl [31] estudaram, através de técnicas de grupo de
renormalizac@o, o modelo do rotor planar com interag¢des dipolares (d-PR) em duas dimensdes.
Tal modelo € descrito pela Eq. (1.7):

<i,j> i#j L Tij Tij

Maleev [18] demonstrou que o modelo do rotor planar com interagdes dipolares (d-PR) apre-
senta ordem de longo alcance se D # 0. O resultado de Maleev [18] aplica-se também ao
modelo de Heisenberg com interagdes dipolares. Maier e Shwabl [31] demostraram que no

modelo d-PR o comprimento de correlagio & diverge exponencialmente quando 7 — T, como

& o< exp(b/ V1), (2.23)
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onder =|T —T,|/T. e b é uma constante ndo universal. A forma com que o comprimento de cor-
relacdo diverge € a mesma esperada para a transicdo BKT, porém, ao contrario desta transi¢ao,
no modelo d-PR o valor da constante b ndo assume um valor universal e hd ordem de longo al-
cance a baixa temperatura. Os autores calcularam os expoentes que caracterizam a divergéncia

das grandezas termodindmicas em termos do comprimento de correlagdo e obtiveram:

Moc &P (2.24a)

x o< ET (2.24b)

cyoc &, (2.24¢)

onde B =1/2,7y=1e & = —2, indicando que o calor especifico ndo apresenta divergéncias,

assim como acontece na transicdo BKT. Em um sistema finito, o comprimento de correlacdo
¢ limitado pelo tamanho do sistema. Desta forma, espera-se que a magnetizacdo e a suscep-
tibilidade se comportem, préoximo a temperatura critica, de forma similar a esperada em uma
transicao de segunda ordem, isto é, esperamos que o comportamento do mdximo da suscepti-
bilidade para diferentes tamanhos de rede (L) seja uma lei de poténcia de L (YXnqx < LYe que
a magnetizagdo na temperatura critica decaia por uma lei de poténcia de L (m7, o< L*B). Espe-
ramos também que o comportamento do calor especifico seja similar ao de uma transicio BKT
apresentando apenas um pequeno maximo que praticamente ndo depende do tamanho da rede.
No entanto, o comportamento destas grandezas nas imedia¢des do ponto critico provavelmente
ndo pode ser descrito pelas técnicas usuais de finite size scaling, uma vez que as divergéncias
nas proximidades do ponto critico, nesta classe de universalidade, sdo exponenciais e na teoria
apresentada de finite size scaling considerou-se divergéncias algébricas. Os resultados de Maier
e Schwabl sugerem portanto que o modelo d-PR pertenca a uma nova classe de universalidade e,
como espera-se que o modelo do rotor planar com interag¢des dipolares descreva o modelo HA-d
no limite de baixas anisotropias, onde as configuracdes planares sdo mais favoraveis, pode-se

esperar a priori que o modelo HA-d também pertenca a esta nova classe de universalidade.

2.5 Objetivos

Como vimos nos capitulos 1 e 2, a transi¢do entre a fase planar e a fase paramagnética no
modelo de Heisenberg anisotropico com interagdes dipolares (HA-d) ndo € bem entendida. De
fato, pudemos observar que os resultados de Rapini et al. [16] ndo concordam com as previsdes
de Maier e Schwabl [31]. E provével que a introdugdo de um corte na interagdo dipolar cause o
desaparecimento da ordem de longo alcance. Neste contexto, o objetivo principal deste traba-

lho serd o de explorar em mais detalhes esta transicao de fase. Para isto, iremos estudar através
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de técnicas de Monte Carlo, descritas no proximo capitulo, trés modelos similares ao descrito
acima, esperando que nos déem uma visdo mais ampla do cendrio envolvido nesta transicdo.
Em um primeiro passo, iremos explorar as possiveis diferencas na transicao entre a fase planar
e paramagnética para um sistema composto por duas camadas interagentes e considerando um
corte nas interagdes dipolares. Neste caso, espera-se a priori que os resultados sejam consis-
tentes com os obtidos por Rapini ef al. uma vez que o sistema permanece bidimensional em
esséncia. Iremos entdo estudar o modelo do rotor planar com interagcdes dipolares (d-PR) sem
corte. Finalmente, exploraremos o modelo de Heisenberg anisotropico com interagdes dipo-
lares. Nossos resultados serdo comparados com os de Rapini et al. [16] e com os de Maier e
Schwabl [31].
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3 Meétodos de Simulacao

Neste capitulo descreveremos os principais métodos de simulagdo utilizados neste estudo.
Na primeira se¢do serd exposto o método de Monte Carlo e o algoritmo de Metropolis. Na
segunda, serd feita a descricdo do método de histogramas que é um poderoso método para se

obter as fung¢des termodinamicas. A soma de Ewald serd apresentada na terceira secao.

3.1 O método de Monte Carlo e o algoritmo de Metropolis

As propriedades termodinamicas de um sistema podem ser obtidas das interagdes micros-
copicas presentes neste através da funcao de parti¢do do sistema, definida da seguinte forma no

ensemble candnico [2]:
Z=Y exp(—BEs), 3.1
{o}

onde B = 1/kgT, kp é a constante de Boltzmann, T é a temperatura e Es € a energia de um
estado o qualquer. No somatério, {c} indica que a soma é feita sobre todos os estados micros-
copicos acessiveis ao sistema. A conexdo com a termodinamica € feita através da energia livre

do sistema que estd relacionada a funcao de parti¢do pela seguinte relagio:
f=—kpTInZ. (3.2)

Desta forma, as propriedades termodinamicas podem ser recuperadas através de derivadas da

energia livre. Por exemplo, o valor esperado para a energia do sistema € dado por:

_ L{o} Ecexp(—BEs)

E . (3.3)
\E) Yo} exp(—BEs)
Podemos identificar na expressdo acima o termo
—BE

Yo} exp(—BEs)’
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como sendo a probabilidade do estado o ocorrer, isto €, se em algum processo de medida o
microestado o puder ser obtido, e esta medida for feita um ndmero suficientemente grande de

vezes, um estado particular o] serd obtido com probabilidade

eXP(_ﬁEGI)
Yiorexp(—BEs)

Como pode-se perceber, basta calcular a funcdo de parti¢do do sistema para se obter todas as

P(o1) = (3.5)

informacodes termodinamicas. Porém, esta tarefa se mostra extremamente complicada. Apenas
em poucos sistemas simples consegue-se calcular a func¢do de particdo do sistema analitica-
mente. Além disso, poderiamos pensar em calcular numericamente a fungdo de particdo. Mas
um cdlculo deste tipo € proibitivo, ja que o nimero de estados acessiveis a um sistema € imenso.
Para se ter uma idéia do nimero de estados de um sistema de interesse, considere o modelo de
Ising. Este modelo tém o mesmo Hamiltoniano do modelo de Heisenberg (Eq. (1.1)), porém

os spins podem assumir apenas os valores 1 e —



3.2 Métodos de andlise dos dados: técnicas de histogramas 23

5. Calcule exp(—BAE) e compare com um nimero aleatério r escolhido uniformemente

entre Oe 1.

e Se r < exp(—BAE) aceite a alteragdo proposta para o spin e faca E; = E.

e (Caso contrdrio, continue com a mesma configuracao.

6. Volte ao passo 3 e repita o procedimento.

Quando este processo € repetido um nimero N de vezes, onde N € o ndmero de sitios da rede,
dizemos que foi dado um passo de Monte Carlo, que é usado como uma medida do “tempo” de
simulacdo. Este processo gera uma cadeia Markoviana que obedece as condi¢des de balanco
detalhado e portanto, para um nimero suficientemente grande de configuragdes geradas, pode-
mos afirmar que este procedimento gera estados seguindo a distribui¢do de Boltzmann [3, 2].
Durante os passos iniciais, ou seja, para as primeiras configuracdes geradas, ha um transiente
inicial onde a distribuicdo de probabilidades ndo € a desejada, o qual chamamos de tempo de
termalizacdo. Neste caso, devemos sempre descartar um determinado nimero de configuracdes
para assegurar que o sistema esteja em equilibrio. A determinacao correta do nimero de passos
de Monte Carlo necessérios para que o sistema atinja o equilibrio é de fundamental importancia

em qualquer simulag@o onde pretende-se obter resultados confidveis.

3.2 Meétodos de analise dos dados: técnicas de histogramas

Uma desvantagem da maioria dos algoritmos de Monte Carlo € a necessidade de se repetir
a simulacao, incluindo o processo de termalizag¢ao para cada temperatura que se deseja estudar.
Isto torna as simulagdes muito longas. Porém, o uso de técnicas de repesagem, ou técnicas de
histogramas, permite obter informag¢des do sistema para um determinado intervalo de tempera-
tura AT com uma tnica simulacdo feita em uma temperatura 7y. Este método consiste em fazer
uma repesagem das probabilidades das configuracdes geradas. A probabilidade de um deter-
minado estado o ser visitado em uma simulacdo de Monte Carlo € dada pela equagdo (3.5).
Porém em alguns casos é mais conveniente trabalhar com a probabilidade de um estado com
energia E ocorrer em uma temperatura 7y, que € dada por [2]:

g(E)exp(—BoE)
Z(Bo) ’

Py (E) = (3.6)
onde Bo = 1/kgTy e

g(E) =Y 6ek, (3.7)
{o}
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¢ o nimero de estados com energia E, ou densidade de estados, e d € a fungdo delta de Kro-
necker. Note que ao contrdrio da fun¢éo de particao Z(By) e da distribui¢do de probabilidades

Pg,(E), g(E) independe da temperatura.

Em uma simula¢do de Monte Carlo feita em uma temperatura 7y, cada valor de energia sera
visitado com probabilidade P (E). Se durante a simulagdo construirmos um histograma da
energia, isto €, se colocarmos em um vetor H(E) o numero de vezes que cada valor de energia
foi visitado, ao final da simulagdo, H(E)/M, onde M é o nimero de passos de Monte Carlo

realizados, nos dd uma estimativa para Py (E) e portanto podemos escrever [52]:

M

H(E) = ——=~8(E) exp(—BoE). (3.8)
Z(Po)
Com esta expressao, podemos estimar o valor de g(E) como sendo:
Z
o) ~ 22 e exp (o). (3.9)

A distribuic@o de probabilidade em uma temperatura 3 qualquer é dada por:

g(E) exp(—BE)

Ps(E) = . (3.10)
P Lrg(B)exp(~BE)
Substituindo a expressao de g(E) da equagdo (3.9) na equagao acima, obtemos:
H(E —ABE
Py(E) ~ (E)exp(ZABE) G3.11)

Ly H(E)exp(—ABE)’
onde A = 8 — By. Com esta expressdo, podemos calcular o valor esperado de uma fungdo da

energia, A(E) em uma temperatura 7', da seguinte forma:

LeA(E)H (E)exp(—ABE)
Y H(E)exp(—ABE)

(A(E))g = Y A(E)PR(E) = (3.12)
E

Portanto, ao realizarmos uma simulacdo em uma temperatura 7Ty, podemos obter o valor es-
perado de qualquer grandeza termodinamica do sistema em uma temperatura 7 proxima a 7y,
bastando para isso calcular o histograma H (FE) e as médias microcanOnicas das grandezas de in-
teresse. A média microcandnica da magnetizacio m(E), por exemplo, pode ser estimada numa

simulag¢do onde foram realizados M passos de Monte Carlo da seguinte forma:

(3.13)

Nesta exposi¢do consideramos que o espectro de energias € discreto porém, no modelo

de Heisenberg anisotropico com intera¢des dipolares, o espectro é continuo. Uma deducdo
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similar pode ser feita para um espectro continuo de energias considerando a probabilidade de
um estado com energia entre £ e E + dE ocorrer. Neste caso, as principais diferencas sao
que as somas seriam substituidas por integrais ¢ que H(E) passaria a ser uma fun¢do continua
de E. Teriamos, portanto, duas formas de calcular as grandezas; discretizando o espectro de
energias, ou integrando as funcdes. No entanto, o processo de discretizacdo pode introduzir
desvios sistemdticos nos resultados, e para integrar as médias usando o espectro continuo, seria
necessario conhecer a forma analitica da funcdo H(E). Para evitar tais complicagdes, durante
a simulacdo, os valores de energia e magnetiza¢ao de cada configuracdo sdo gravados em uma

lista. No final da simulagdo, esta lista € lida e a medida que isto € feito, calculamos

a=Y Aexp(—ABE) (3.14)

b =Y exp(—ABE), (3.15)

onde A é uma grandeza qualquer, como magnetizacdo ou E2, e desta forma os valores espera-
dos sdo obtidos diretamente calculando a/b. Observe que neste método cada valor de energia

aparece apenas uma vez, ¢ portanto, H(E) = 1,VE.

Ao utilizar histogramas, deve-se ter em mente que a estimativa para H(E), em geral, ndo é
muito precisa em todo o intervalo de energia. Suponha que na temperatura 7 a probabilidade
de um estado com energia E; seja, por exemplo, 3,5 x 1078, Se na simulagdo foram realiza-
dos 10° passos de Monte Carlo, muito provavelmente os estados com energia E; ndo sejam
visitados. Por outro lado, em uma temperatura 77, a probabilidade dos estados com energia E|
pode ser bem maior, digamos 0,3. Com isto, ao tentarmos obter os valores esperados em 7T}
através da técnica de histogramas, estaremos obtendo um valor diferente do esperado, ja que
para o histograma construido em 7y, H(E|) = 0 e portanto os estados com energia E, que sao
muito relevantes na temperatura 77, estardo sendo subestimados! De fato, estariamos conside-
rando que a probabilidade deste estado ocorrer € zero ao invés de ser 0,3 (veja a Eq. (3.10))!
Verifica-se com isto que o intervalo de temperatura no qual os resultados obtidos pela técnica
de histogramas ¢ vdlido € muito pequeno e, portanto, muito cuidado deve ser tomado ao utilizar

esta técnica.

Em 1989, A.M. Ferrenberg e R.H. Swendsen[53], propuseram um método capaz de com-
binar histogramas de simulacdes realizadas em diferentes temperaturas, desde que haja uma
superposicao das distribui¢des de probabilidades, o que tornou possivel obter estimativas das

fungdes termodindmicas em um intervalo maior de temperaturas usando o método de histogra-
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mas. A idéia central do método estd baseada no fato de que em cada simulagcdo, temos uma
estimativa para a densidade de estados g(E). No entanto, a precisao de tal estimativa ndo € a
mesma em cada simulagdo uma vez que determinados valores de energia sdo mais ou menos
provéveis em cada temperatura e que esta também depende do nimero de passos de Monte
Carlo usados em cada temperatura. A forma mais adequada, portanto, para estimarmos a densi-
dade de estados e por sua vez as grandezas de interesse € minimizar os erros estatisticos em cada
uma das estimativas da densidade de estados [53]. Fazendo isto, pode-se mostrar que a maneira
mais adequada de utilizar os resultados de histogramas obtidos em diferentes simulacdes € dada

pelas seguintes relacdes:

— YR H{(E)
AE)) s ~ Y A(E —BE — , 3.16
(A(E))p ; (E)exp(—BE - f) Ewenpl(B —B)E i (3.16)
onde
X Hi(E)
= =1 3.17
XN = L TR e (B — B)E— 7] G1
c
R .
exp(fi) =) == Liz) Hi(E) (3.18)

7 L niexp(Be— BE — fi)
Nestas expressoes, f; € uma estimativa da “energia livre” e deve ser obtido iterando-se a equagao
(3.18). Consideramos aqui que foram realizadas R simula¢des nas temperaturas f31, B, ..., Br €
que em cada uma destas simulagdes foram utilizados n; passos de Monte Carlo. H;(E) é o

histograma construido na temperatura i e A(E), indica a média microcanonica da grandeza A.

3.3 A soma de Ewald

Os sistemas considerados em simula¢des de Monte Carlo sdo muito menores que os siste-
mas reais que se pretende estudar. No caso deste trabalho, pretendemos obter propriedades de
filmes finos magnéticos que tém da ordem de 10°-10° 4tomos presentes, enquanto o niimero de
sitios da rede simulada € da ordem de milhares. Além disso, estamos interessados em proprie-
dades no limite termodinamico e, por estes fatos, devemos tentar minimizar os efeitos causados
pelo tamanho finito do sistema. Uma forma de minimizar alguns destes efeitos é a inclusdo
de condig¢des periddicas de contorno. Em um modelo onde estdo presentes apenas interagdes
de curto alcance, a inclusdo de condi¢des periddicas de contorno € trivial. Por outro lado, em

sistemas com intera¢des de longo alcance, cuidado especial deve ser tomado.

Para que possamos aplicar de forma adequada condi¢des de contorno periddicas em siste-
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mas com interac¢des dipolares devemos nos lembrar que neste caso as cargas imagem devem ser
levadas em conta. A forma mais simples que poderiamos pensar para se fazer isto é fazer um
ndmero infinito de réplicas do sistema em todas as dire¢cdes. No entanto, isto seria equivalente
a simular um sistema infinito, tornando-se invidvel. Poderiamos entdo pensar em considerar
um numero finito de réplicas, até um determinado raio méximo n.. Matematicamente, temos o

seguinte:

1 N nc/ §i'§j _3[§i (rzj+nL)][S (rl]+nL)]

H )
dlp 2 jZZI ?l;() (7” + FlL)3 (rij + I’lL)5

(3.19)

onde a linha no somatdrio em 7i = (n,,ny,n;) indica que para n =0 o termo i = j ndo € consi-
derado e ny € um niimero inteiro. Poderiamos ainda melhorar esta estimativa fazendo o calculo
para varios cortes n. e extrapolando o resultado para n, — co. Porém um célculo deste tipo é

proibitivo devido ao grande tempo computacional envolvido.

Uma forma apropriada de considerarmos corretamente condi¢des de contorno periddicas
em sistemas com interacdes dipolares € a soma de Ewald [54, 55, 56]. Este método consiste
em separar a interacdo dipolar em dois termos, um de curto e outro de longo alcance, e realizar
a soma dos termos de longo alcance no espago reciproco. No apéndice A apresentamos uma

deducdo para a expressdo final da soma de Ewald. Tal expressao € dada por:
HEwald =H,.+ Hfour + Hsurf + Hvelfv (320)

onde H,, € a parte da soma efetuada no espago real, Hy,, € a parte efetuada no espaco reciproco
(ou espago de Fourier), Hy, s considera os termos de superficie e Hy,r € 0 termo de auto-
interagdo. Estes termos sdo dados por:

1
He:—i

||[\42

X { B +ALYS:- S+ + AL G+ LS, G+ AL (320
17

Hiow =5 ¥ m@FOF @)+ ¥ ha(GF (GFI (G, (3.22)
G20 G;to

2vmo & X

Hyy = VA_ Y LS (3.23)
1= .]:
203N

Hyerf = EN A (3.24)

onde a linha na soma sobre 7i = (n,,n,), com n, e n, inteiros, significa que o termo i = j é
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omitido quando 7 = 0. Nestas expressdes N é o niimero total de sitios na rede, A = L* ¢ a 4rea

darede, G = (2w /L)7i é o vetor de onda, erfc é a fungdo erro complementar,

erfc(ar) 20 exp(—o?r?)

B(r) = ———3 N A (3.25)
2.2

c(r) = 3M+2_\/‘% (3—2+2a2) e"p(:—z‘“) (3.26)
h(G) = M (3.27)

. 2 G? G
hy(G) = b—‘% exp (—472) —Gerfe (ﬁ)} (3.28)

€
— N - = —
F(G) =Y (G- 5)exp(iG - 7) (3.29)
i=1
— N —

F (G) =Y Sexp(iG-F), (3.30)

i=1

com F‘T(é) e Fy (G) sendo os conjugados complexos de FH(G) e F| (G), respectivamente. Ob-
servando as expressdes da soma de Ewald, percebe-se a existéncia de um termo arbitrdrio o
que deve ser escolhido de forma a minimizar o erro na energia. Vale ressaltar que o resultado
acima incorpora duas somas infinitas, a soma em 7 ¢ a soma em G. Com as somas desta forma,
o resultado € exato independentemente do valor de &. A fun¢do do pardmetro arbitrario o é de
regular a convergéncia das somas em 7 e G, de forma que ambas possam ser truncadas e ainda
assim fornecerem bons resultados. Uma forma conveniente de escolher os parametros € exposta

no apéndice C.

Uma forma computacionalmente eficiente e rdpida de calcular o termo no espago reciproco

¢ fazer
— N - = — —
F(G) =) (G-S)lcos(G - 7;) +isin(G - 7)), (3.31)
i=1
de modo que

2
+

2

F(G)F}(G) = : (3.32)

N
Y (G-S))cos(G-7)
i=1

N
Z(é .85;)sin(G - 7)
i=1
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e equivalentemente para F'| (G)F [ (G). Outra prética que torna o cédigo mais eficiente € tabelar
os valores de B(r), C(r) e as demais fungdes erros, exponenciais, senos e cossenos que aparecem
nas expressoes da soma de Ewald, evitando desta forma o célculo de fun¢des que demandam

muito tempo computacional.
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4 Resultados

Este capitulo contém os resultados de nossas simula¢des. Na primeira se¢do apresentamos
os resultados para o modelo de Heisenberg anisotrépico com interacdes dipolares (HA-d) num
sistema composto por duas camadas interagentes onde foi usado um corte no calculo das in-
teracdes dipolares. Na secdo 4.2 tratamos o modelo do rotor planar com interacdes dipolares
(d-PR) onde as interagdes dipolares foram calculadas usando a soma de Ewald e finalmente na
secdo 4.3 serdao apresentados os resultados para o modelo HA-d usando a soma de Ewald. Em
todos os casos, os parametros do modelo (A e D) sdao dados em termos de J e as temperaturas

em termos de JS? /kp.

4.1 O modelo HA-d num sistema de duas camadas usando
corte na interacao dipolar

O sistema estudado consiste em uma rede ctibica simples com dimensdes L X L X 2, ou seja,
duas redes quadradas de dimensdes L x L sobrepostas e interagentes. Em cada sitio da rede

definimos um spin S; = Sy, Sly ;8% com moédulo unitdrio. As interacdes sdo dadas pela Eq. (1.6):
H=-J Y 5 5+DpY Si '351' _ 3(Si'rij)5(51'rij)
<ij> iz L Tij T

—AZ(Sf)Z.

No célculo das interagdes dipolares consideramos que apenas os sitios i € j para os quais
|7ij| < 5a, onde a é o espacamento de rede, interagem. Isto significa que desprezamos todas
as interacoes para distancias maiores. Para otimizar o cdlculo da energia, todos os pares de
spins interagentes foram tabelados no comeg¢o do programa em vetores, assim como os valores
dos vetores unitdrios 7;; e de 1/ ”13] O ganho computacional proporcionado por este tipo de
pratica € imenso, e se tais técnicas ndo fossem empregadas dificilmente teriamos recursos com-
putacionais para realizar este estudo. Condicdes periddicas de contorno foram aplicadas nas
direcdes x e y, enquanto na direcdo do eixo z usamos condicdes de contorno abertas (a direcao

z foi considerada como sendo a direcao perpendicular ao plano do filme).
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Como dito anteriormente, utilizamos o algoritmo de Metropolis em nossas simulacdes. Em
cada simulacdo os 100 x L? primeiros passos de Monte Carlo (MCS) foram descartados para
efeito de termalizacdo. Este nimero se mostrou suficiente mesmo nas proximidades do ponto

critico. As principais grandezas calculadas foram as seguintes[3]:

e Energia:
E=(H)/N, 4.1)
onde H ¢é dado pela equacdo (1.6).
e Magnetizagdo planar:
1
Mxy = ]_\7<m>7 (42)

onde

N o\? /N \?
m= <;S§> +<;Sl¥> (4.3)

e Magnetizagdo fora do plano:

203
M, = — Sz (4.4)
N\Z "
e Calor especifico:
(E?) —(E)
= 4.5
CV kBNT2 ( )
e Susceptibilidade planar:
m2) — (m)2
oy = L ,BBN; : (4.6)
e Cumulante de Binder da magnetizacao planar:
_ ()
U= 1= 5o (4.7)

e Os cumulantes de ordem superior dados pelas equacdes (2.14).

Para que possamos calcular o valor médio do calor especifico, por exemplo, que depende do

valor médio do quadrado da energia e do valor médio da energia, o niimero total de observacoes
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(MCS) foi dividido em subconjuntos, ou feixes. Assim, em cada um destes feixes, calculamos
(E?) e (E) e desta forma o valor do calor especifico neste feixe é calculado. O valor médio do
calor especifico pode entdo ser obtido como uma média aritmética simples. Os erros estatisticos
contidos nos valores médios de uma grandeza A, qualquer, foram calculados através da seguinte

relacdo:

o=/ Lo - ) “®

n

onde n é o nimero de observagdes utilizadas no cédlculo do valor esperado de A (ndmero de

feixes).

Em todas simulacdes os valores de energia e magnetizacio, em cada passo de Monte Carlo,
foram gravados em uma lista para que pudessem ser utilizados na construcao de histogramas
como descrito no capitulo anterior. Quando usamos histogramas, além das quantidades des-
critas acima, também calculamos as grandezas descritas nas equacdes (2.14), que sdo tteis na
determinacdo do expoente v e da temperatura critica. Como teste para nosso codigo reproduzi-

mos os resultados de Rapini et al.[32, 16] considerando o problema com apenas uma camada.

Em um conjunto preliminar de simulagdes exploramos o espaco de parametros para esco-
lher os valores de D, sempre mantendo os valores de J e A fixos em 1, para os quais sdo ob-
servadas configuragdes planares. Percebemos neste conjunto de simulagdes um deslocamento
das curvas no digrama de fases quando comparados com os resultados para o modelo bidimen-

sional (figura 4.1). Outra mudanca observada foi a presenca de estruturas moduladas na fase

T T T T
Fase paramagnética

00512 ~ 015 018 021

Figura 4.1: Representacdo esquemadtica do diagrama de fases para o sistema bicamada comparado com
os resultados para o sistema bidimensional. A linha tracejada representa as linhas de fase do sistema
bicamada enquanto a linha sélida representa as linhas do sistema bidimensional.

fora do plano no sistema bicamada como mostra a figura 4.2. Em simula¢des para o sistema

bidimensional, utilizando um corte no cédlculo das intera¢des dipolares, tais estruturas nao fo-
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ram observadas para nenhum valor de D e para nenhuma temperatura dentre as mostradas no
diagrama da figura 4.1. Tais estruturas sdo conhecidas na literatura como stripes e ja foram

encontradas em sistema bidimensionais usando a soma de Ewald (veja [21] e referéncias).

Figura 4.2: Esta figura mostra uma das configuragdes de equilibrio obtida para o sistema bicamada
para L=10e T = 0.1. Note que os spins apontam preferencialmente para fora do plano e que pode-se
perceber a presenga de listras com magnetizacdo em sentidos opostos. A estas estruturas é dado o nome
de stripes.

Baseados nestas simula¢des preliminares escolhemos J =A = 1 e D = (.3, valores para os
quais observamos apenas configuragdes planares em todo intervalo de temperatura empregado,
de forma que analisaremos apenas a transi¢do entre a fase planar e a fase paramagnética. Em
um primeiro conjunto de simula¢gdes estudamos redes com 20 < L < 60 utilizando o algoritmo
de Metropolis. A inten¢do deste conjunto de simulacdes € o de estimar as temperaturas nas
quais serdo feitas simulacdes mais longas para a construcdo de histogramas. Nas figuras 4.3,
4.5, 4.6 e 4.7, mostramos os resultados para a magnetizacdo planar, calor especifico, suscep-
tibilidade planar e cumulante de Binder da magnetizacdo planar. Na figura 4.4 € mostrada a
magnetizacao planar obtida por Rapini e al.[32]. Note que ao contrario do observado nesta
figura, a magnetizagdo para o sistema bicamada (fig. 4.3) ndo diminui significantemente, como
esperado para um sistema BKT, a medida que o tamanho da rede ¢ aumentado. Este € um in-
dicio que no sistema bicamada existe ordem de longo alcance a baixa temperatura. Poderia-se
pensar em fazer um grafico da magnetizag¢do em fungfo de 1/L nos dois casos e verificar que no
limite L — oo nossos resultados convergem para um valor finito enquanto os de Rapini tendem a
zero. No entanto, devemos nos lembrar que € esperado que a magnetizacao se comporte como
m~~ LBV 4/ (L"), de forma que deveriamos conhecer .# (rL'/") e os expoentes 8 e v para

fazer um estudo desta natureza.

De posse desses resultados um novo conjunto de simulacdes foi feito nas temperaturas
onde estdo localizados os méximos do calor especifico e da susceptibilidade, TS(L) e T;¥ (L),
para 20 < L < 120. Nesta fase de simulacdes pelo menos 2 x 107 configuracdes foram ge-
radas em pelo menos 3 simulacdes distintas e utilizadas na construcio de histogramas. Este
procedimento tornou possivel obter com maior precisdo a localizacio e a altura dos maximos

do calor especifico e da susceptibilidade. Também foram feitas simulagdes em temperaturas
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Figura 4.3: Magnetizacdo planar como fun¢do da temperatura para 20 < L < 60. Note que a
medida que aumentamos o tamanho da rede a magnetizacio praticamente ndo se altera a baixas
temperaturas.
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Figura 4.4: Magnetizacdo planar, simbolos abertos, e fora do plano, simbolos fechados para o
modelo HA-d em um sistema monocamada paraJ =A =1 e D = 0.2. (Retirado de [32].)
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Figura 4.5: Calor especifico como fun¢do da temperatura para 20 < L < 60. No inset mostramos
um zoom proximo ao maximo das curvas.
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Figura 4.6: Susceptibilidade como fun¢do da temperatura para 20 < L < 60. Ao contrario
do calor especifico neste caso podemos observar efeitos pronunciados quando o tamanho do
sistema € aumentado.

Figura 4.7: Cumulante de Binder como fun¢do da temperatura. O inset mostra um zoom na
regido onde ha o cruzamento das curvas para diferentes tamanhos de rede.
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Figura 4.8: Parte de cima: Histograma normalizado obtido em duas simulacdes distintas feitas
emT =0.912e T =0.9149. Em cada simulagio 107 configuracdes foram usadas para construir
os histogramas. Parte do meio: Calor especifico calculado usando a técnica de histogramas
multiplos. Parte de baixo: Distribui¢io de probabilidades da energiaem 7' = 0.906, T = 0.915
e T = 0.925 obtidos usando a técnica de histogramas multiplos.

proximas da temperatura na qual as curvas do cumulante de Binder se interceptam, ou seja, na
primeira estimativa para a temperatura critica. Na figura 4.8 exemplificamos o uso da técnica de
histogramas. No topo desta figura, mostramos o histograma normalizado da energia, P(E) em
duas temperaturas proximas. Na parte do meio, € mostrada a curva de calor especifico obtida
pela técnica de histogramas multiplos enquanto na parte de baixo mostramos as distribuicdes de

probabilidades reconstruidas pela técnica de histogramas, P(E), em tré€s temperaturas distintas.

Na figura 4.9 mostramos em uma escala log-log a dependéncia do méximo da susceptibili-
dade (%y) com o tamanho da rede L para L = 20,40,60,80 e 120. Note que os dados sdo bem

descritos por uma lei de poténcia, fornecendo apés um ajuste linear o expoente y/v = 1.71(2).

Na figura 4.10, mostramos a dependéncia do méximo do calor especifico com o tamanho
da rede. Note que este resultado é similar ao esperado para uma transicao BKT, isto €, o ca-
lor especifico cresce aproximando-se de um valor assintético. Esta figura indica portanto a
possibilidade do calor especifico ser ndo divergente. Uma andlise mais rigorosa, mostrada na
figura 4.11 corrobora esta hipétese. Como pode ser visto na figura, uma divergéncia logaritmica
nao é capaz de descrever nossos dados em todo o intervalo de tamanhos de rede usados. Além

disso, no gréfico externo (escala log-log), podemos perceber que a medida que desconsideramos
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Figura 4.9: Gréfico em escala log-log da dependéncia do maximo da susceptibilidade planar
com o tamanho da rede. A linha sélida representa o melhor ajuste linear, o que fornece o
expoente v/v = 1.71(2).

os pontos para as redes menores, a inclinacdo da reta que representa um ajuste linear diminui,
indicando portanto que no limite de redes muito grandes o calor especifico tende a um valor
constante. No inset da figura, mostramos os mesmos dados em uma escala semi-log. Note que
o comportamento ¢ similar aquele observado na escala log-log. De fato, como mostrado no
capitulo 2, esperamos que o maximo do calor especifico se comporte como ¢}’ = al®V + ¢,
numa transicdo de segunda ordem. Através de uma andlise simples, poderiamos pensar que
esta expressao contempla apenas divergéncias porém, podemos perceber que se o valor de a e
o valor de o forem negativos teriamos uma saturacdo através de uma lei de poténcia do valor
maximo do calor especifico. Temos portanto, trés possiveis comportamentos para o calor espe-
cifico: (i) uma divergéncia por lei de poténcia (& > 0 e a > 0); (i7) uma divergéncia logaritmica
como na classe de universalidade do modelo de Ising (o« = 0); ou (iii) um comportamento por
lei de poténcia onde o calor especifico satura em um valor c. (& < 0 e a < 0). Na figura 4.10,
mostramos um ajuste ndo linear considerando uma lei de poténcia nao divergente (linha sélida)
e uma divergéncia logaritmica (linha pontilhada). Observamos que os valores de x? para estes
ajustes sdo: 2.8 x 107 para a lei de poténcia nio divergente e 2.4 x 107> para a divergéncia
logaritmica. Também ajustamos uma lei de poténcia divergente aos nossos dados (ndo mostrado
no grifico) que fornece um ajuste ruim e um valor de ¥ bem maior que os obtidos para a lei
de poténcia nio divergente e para a divergéncia logaritmica. Somos entdo levados a concluir
que neste caso o calor especifico comporta-se através de uma lei de poténcia nio divergente.

Obtivemos no ajuste mostrado ¢/v = —0.45(9).

Na figura 4.12 mostramos o cumulante de Binder obtido usando a técnica de histogramas

multiplos nas simulagcdes feitas na regido da temperatura critica, estimada pelo cruzamento
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Figura 4.10: Maéaximo do calor especifico como fun¢do do tamanho da rede para L =
20,40,60,80 e 120. A linha s6lida representa o ajuste de uma lei de poténcia ndo divergente
(" = —aL ="+ c com a, b e ¢ niimeros reais positivos) enquanto a linha tracejada representa o
ajuste de uma divergéncia logaritmica (¢! = aln(L) + b).
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Figura 4.11: Gréfico log-log da dependéncia do calor especifico com o tamanho da rede. A
linha sélida representa um ajuste linear utilizando todos os tamanhos de rede enquanto a linha
tracejada representa o ajuste ao desconsiderarmos o menor tamanho de rede L = 20 e a linha
pontilhada e tracejada representa o melhor ajuste usando apenas L = 80 e 120. O inset mostra os
mesmos resultados em uma escala semi-log. Os simbolos e as linhas sdo os mesmos do grafico
exterior. Note que a inclinagdo das retas diminui a medida que as redes menores sdo excluidas.
As barras de erro s@o mostradas dentro dos simbolos.
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Figura 4.12: Cumulante de Binder obtido usando a técnica de histogramas multiplos. O ponto
representa a nossa estimativa para a temperatura critica usando o cruzamento das curvas para as
redes maiores. Apenas algumas barras de erro sdo mostradas por clareza.

das curvas do cumulante de Binder da figura 4.7. Com estes resultados € possivel obter uma
primeira estimativa precisa da temperatura critica ao considerarmos o cruzamento das curvas.

Usando este procedimento obtivemos T.”* = 0.889(2).

Usando os seis momentos da magnetizacdo definidos nas equacdes (2.14) (V;), € possivel
obter outra estimativa para a temperatura critica e também uma estimativa para o exponente
v. Para tal, devemos verificar em qual temperatura as seis quantidades, quando plotadas como
fun¢ao de In(L), apresentam um comportamento linear e que além disso todas tenham a mesma,
ou aproximadamente a mesma, inclinacdo. Espera-se que a temperatura na qual tal fendmeno
ocorra seja a temperatura critica e que a inclina¢@o da reta seja 1/v. Na figura 4.13, mostramos
os valores dos seis momentos V; como fun¢do de In(L) em 7' = 0.8928. Note que todas as quan-
tidades t€ém aproximadamente a mesma inclinacdo. Na figura 4.14, mostramos as inclinagdes
1/v para cada uma das quantidades em algumas temperaturas. Usando este método obtive-

mos outra estimativa para temperatura critica 7,/ = 0.893(1) e uma estimativa para o expoente
v =1.22(9).

Com o valor do expoente v em maos, podemos utilizar as temperaturas pseudo-criticas,
obtidas pela localiza¢iio da posi¢cdo do maximo do calor especifico (7,*(L)) e do maximo da
susceptibilidade (7% (L)) para uma rede de tamanho L, para obter uma nova estimativa da tem-
peratura critica. Este procedimento € feito ao plotarmos T.(L) % L Ve extrapolarmos para
L — oo (x — 0 no grafico). Na figura 4.15, mostramos os graficos de T.(L) x L~Y/V. Usando
este método, obtivemos duas novas estimativas para a temperatura critica: 7" = 0.890(3) e

T* = 0.888(2). Nossa melhor estimativa para a temperatura critica é portanto a médias das
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Figura 4.13: Momentos da magnetizacdo (V;) como fung¢do de In(L) em 7 = 0.8928. Note que
nesta temperaturas as seis quantidades t€ém praticamente a mesma inclinacao.
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Figura 4.14: Nesta figura mostramos os valores de 1/v, obtidos através de ajustes lineares das

curvas V; x In(L) para cada uma das seis quantidades j em algumas temperaturas proximas a
T =0.893.
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Figura 4.15: Temperatura pseudo-critica como funcio de L~/ para 1 /v =0.82. Os circulos
representam T (L) e os quadrados 7 (L). As linhas sélida e pontilhada sdo os melhores ajustes
lineares para 7,7"(L) e TX (L) respectivamente. Os pontos de intersec¢io sio T =0.890(3) e
TX = 0.888(2) para o calor especifico e para a susceptibilidade respectivamente.

quatro estimativas anteriores: TCU“, TCVj , T e Tcx, o que fornece T, = 0.890(4). Note que neste
caso, a inclusdo ou ndo do valor da temperatura critica obtida usando a localizagdo do maximo
do calor especifico, ndo altera nosso resultado para a temperatura critica. Portanto, mesmo que
o calor especifico ndo seja uma grandeza critica para este sistema, nossa melhor estimativa para

a temperatura critica continua sendo 7, = 0.890(4).

De posse do valor da temperatura critica é possivel obter o expoente 3 ao plotarmos em
uma escala log-log o valor da magnetiza¢cdo na temperatura critica como fun¢do do tamanho do

sistema. Na figura 4.16 mostramos tal gréfico, de onde obtivemos /v = 0.15(4).

Sumarizando, até o0 momento fomos capazes de obter a temperatura critica 7, = 0.890(4)
e os expoentes criticos v = 1.22(9), y=2.1(2), B = 0.18(5) e « = —0.55(15). Para verificar
de forma “independente” a validade destes resultados, mostramos nas figuras 4.17, 4.18 e 4.19,
grificos de escala. Para entender tais figuras, basta lembrar que espera-se que a magnetizagao,

a susceptibilidade e o cumulante de Binder se comportem da seguinte forma:

m~L PV oy L), (4.9)
x o~ LYY 2 L), (4.10)
Us ~ U(tLYY). (4.11)

Como . (x), 2" (x) e % (x) sdo funcdes universais, espera-se que ao plotar mLP/V x tLV/V,
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Figura 4.16: In(M,,) versus In(L) em T = T.. A linha sélida representa o melhor ajuste linear e
sua inclinac@o é B/v = 0.15(4).

ALYV xtL'V e Uy x tL'/V, as curvas para sistemas de diferentes tamanhos colapsem em uma
Unica curva, que por sua vez representa as funcoes .# (x), 2 (x) e % (x) se os valores corretos
dos expoentes e da temperatura critica sdo usados. Observe que nas figuras 4.17, 4.18 e 4.19,
os resultados obtidos por simula¢des convencionais de Monte Carlo para L = 20,30,40,50 e
60, colapsam em uma tnica curva ao serem usados os valores obtidos anteriormente para a
temperatura critica e para os expoentes. Vale ressaltar que tais figuras foram feitas usando
apenas os valores obtidos por outros métodos e que nenhum ajuste de expoentes e temperaturas

foi usado para faze-las.
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Figura 4.17: Grifico de escala da magnetizagdo feito usando 7, =0.890, 1/v=0.82¢e /v =
0.15 (veja Eq. (2.12)). O inset mostra um zoom proximo a 7' = T,.. Note que as curvas para
diferentes tamanhos de rede colapsam em uma Unica curva.
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Figura 4.18: Gréfico de escala da susceptibilidade feito usando 7, =0.890, 1 /v =0.82e y/v =
1.71 (veja Eq. (2.12)). O inset mostra um zoom préximo a 7' = T.. Note que as curvas para
diferentes tamanhos de rede colapsam em uma tnica curva.
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Figura 4.19: Grafico de escala do cumulante de Binder feito usando 7, =0.890 e 1/v = 0.82
(veja Eq. (2.18)). O inset mostra um zoom préximo a 7 = T,.. Note que as curvas para diferentes
tamanhos de rede colapsam em uma Unica curva.

4.2 O modelo do Rotor Planar com interacoes dipolares

Nesta secdo serdo apresentados os resultados para o modelo do Rotor Planar com interagdes
dipolares (d-PR). O método de estudo foi o mesmo empregado para o modelo HA-d no sistema
bicamada, e serd esbocado de forma bem breve. Para mais detalhes, recomendamos a leitura
da secdo 4.1. Definimos uma rede quadrada com dimensdes L x L e em cada sitio i da rede
define-se um spin S; = (s7, Sly ) de médulo unitario. As interagdes sdo dadas pela Eq. (1.7):

<i,j> i#j L Tij Tij

Neste estudo, fixamos o valor de / =1 e D = 0.1. Para estes valores dos parametros do modelo,
apenas configuracdes ferromagnéticas foram observadas a baixa temperatura. Utilizamos o al-
goritmo de Metropolis, e as grandezas calculadas foram as mesmas do modelo HA-d bicamada
(com excegio é claro da magnetizagio fora do plano). Como anteriormente, 100 x L? passos de

Monte Carlo foram usados para levar o sistema ao equilibrio.

Em um conjunto preliminar de simulacdes estudamos sistemas com 20 < L < 50. Nas fi-
guras 4.20, 4.21, 4.22 e 4.23, mostramos os resultados para a magnetizacio, calor especifico,
susceptibilidade e cumulante de Binder da magnetizacao. Nao se observa um decréscimo signi-
ficativo da magnetizac@o ao aumentarmos o tamanho da rede, indicando a possivel existéncia de
ordem de longo alcance a baixas temperaturas. De fato, a existéncia de ordem de longo alcance

neste sistema € esperada, como demonstrado por Maleev [18].
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Figura 4.21: Calor especifico como fun¢do da temperatura para 20 < L < 50
um zoom proximo a regido do maximo.
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Figura 4.22: Susceptibilidade como funcdo da temperatura para 20 < L <5

. O inset mostra

0. Ao contrario

do calor especifico neste caso podemos observar efeitos pronunciados quando o tamanho do

sistema € aumentado.
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Figura 4.23: Cumulante de Binder como fun¢do da temperatura. O inset mostra um zoom na
regido onde hé o cruzamento das curvas para diferentes tamanhos de rede.
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Figura 4.24: Gréfico em escala log-log da dependéncia do méximo da susceptibilidade planar
com o tamanho da rede. A linha sélida representa o melhor ajuste linear, o que fornece o
expoente y/v = 1.737(1).

De posse desses resultados um novo conjunto de simulagdes foi feito nas temperaturas
onde estdo localizados os maximos do calor especifico e da susceptibilidade, TS(L) e T;X (L),
para 20 < L < 120. Nesta fase de simulacdes pelo menos 2 x 107 configuracdes foram geradas
em pelo menos 3 simulagdes distintas e entdo utilizadas na constru¢do de histogramas. Este
procedimento tornou possivel obter com maior precisdo a localizacdo e a altura dos maximos
do calor especifico e da susceptibilidade. Também foram feitas simulacdes em temperaturas
proximas da temperatura na qual as curvas do cumulante de Binder se interceptam, ou seja, na

primeira estimativa para a temperatura critica.

Na figura 4.24 mostramos em uma escala log-log a dependéncia do mdximo da suscepti-
bilidade (x)’g;) com o tamanho da rede L para L = 20,40,80 e 120. Note que assim como no
modelo HA-d bicamada, nossos dados s@ao bem descritos por uma lei de poténcia, fornecendo

apds um ajuste linear o expoente ¥/v = 1.737(1) (muito préximo do valor y/v = 1.71(2) para
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Figura 4.25: Méximo do calor especifico como fungdo do tamanho da rede para L = 20,40, 80
e 120. A linha sélida representa um ajuste de uma lei de poténcia ndo divergente < e a linha
tracejada um ajuste de uma divergéncia logaritmica.

o sistema bicamada).

Os resultados para o maximo do calor especifico sdo mostrados nas figuras 4.25 e 4.26.
O comportamento neste caso € muito semelhante ao obtido para o modelo HA-d bicamada,
indicando novamente a possibilidade deste ser ndo divergente. Novamente, na figura 4.25,
a linha sélida representa um ajuste por uma lei de poténcia ndo divergente enquanto a linha
tracejada representa um ajuste por uma divergéncia logaritmica. Neste caso obtivemos x> =
6.5 x 107° para o ajuste de lei de poténcia ndo divergente e y> = 4.1 x 10~ para o ajuste de

uma divergéncia logaritmica. Neste caso obtivemos a/v = —0.89(9).

Na figura 4.27 mostramos o cumulante de Binder obtido usando a técnica de histogramas
multiplos nas simulagdes feitas na regido da temperatura critica, estimada pelo cruzamento das
curvas do cumulante de Binder da figura 4.23. Com estes resultados € possivel obter uma
primeira estimativa precisa da temperatura critica ao considerarmos o cruzamento das curvas
do cumulante de Binder para as maiores redes. Usando este procedimento obtivemos T =
1.203(1).

Usando os seis momentos da magnetizacdo definidos nas equacoes (2.14) (V;), obtivemos
as seguintes estimativas para a temperatura critica e para o expoente V: chj = 1.2000(2) e
1/v = 0.783(2). Os dados utilizados para obter estas estimativas sdo mostrados nas figuras
4.28 e 4.29.

Com o valor do expoente v em maos, podemos utilizar as temperaturas pseudo-criticas,

obtidas pela localizagiio da posi¢cdo do maximo do calor especifico (7,*(L)) e do maximo da
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Figura 4.26: Grafico log-log da dependéncia do calor especifico com o tamanho da rede. A
linha s6lida representa um ajuste linear utilizando todos os tamanhos de rede enquanto a linha
pontilhada e tracejada representa o ajuste ao desconsiderarmos o0 menor tamanho de rede L = 20
e a linha tracejada representa o melhor ajuste usando apenas L = 80 e 120. O inset mostra os
mesmos resultados em uma escala semi-log. Os simbolos e as linhas sdo os mesmos do gréfico
exterior. Note que a inclinag@o das retas diminui a medida que as redes menores sdo excluidas.
As barras de erro sdo mostradas dentro dos simbolos.
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Figura 4.27: Cumulante de Binder obtido usando a técnica de histogramas multiplos. A esti-
mativa para a temperatura critica usando o cruzamento das curvas para as redes maiores estd
mostrada na figura.
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Figura 4.28: Momentos da magnetizagdo (V;) como fungio de In(L) em 7 = 1.2000. Note que
nesta temperaturas as seis quantidades t€ém praticamente a mesma inclinacao.
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Figura 4.29: Nesta figura mostramos os valores de 1/v, obtidos através de ajustes lineares das

curvas V; x In(L) para cada uma das seis quantidades j em algumas temperaturas proximas a
T =1.2000.
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Figura 4.30: Temperatura pseudo-critica como funcdo de L~!/V para 1/v =0.783. Os circulos
representam T (L) e os quadrados 72 (L). As linhas sélida e pontilhada sdo os melhores ajustes
lineares para 7" (L) e T* (L) respectivamente. Os pontos de intersec¢do sio T =1.2150(3) e
TX = 1.20022(9) para o calor especifico e para a susceptibilidade respectivamente.

susceptibilidade (T (L)) para uma rede de tamanho L, para obter uma nova estimativa da tempe-
ratura critica. Na figura 4.30, mostramos os graficos de T.(L) x L™ I/v_Usando este método, ob-
tivemos duas novas estimativas para a temperatura critica: T = 1.2150(3) e T* = 1.20022(9).
Note que a estimativa da temperatura critica obtida através da localizagdo do maximo do calor
especifico estd claramente acima das estimativas obtidas usando as outras quantidades. Con-
siderando que o calor especifico é ndo divergente, como indica a andlise do valor maximo,
pode-se argumentar que esta grandeza € nao-critica e portanto, a estimativa da temperatura cri-
tica obtida pela localizagdo do seu maximo ndo corresponde a temperatura critica do sistema
(como no caso BKT). Baseados nisto, calculamos a temperatura critica como sendo a média das
estimativas obtidas pela localizacdo do maximo da susceptibilidade, pelos momentos da mag-
netiza¢do e pelo cruzamento das curvas do cumulante de Binder. Nossa estimativa € portanto
T. = 1.201(1).

De posse do valor da temperatura critica é possivel obter o expoente 3 ao plotarmos em
uma escala log-log o valor da magnetizacido na temperatura critica como func¢iao do tamanho
do sistema. Na figura 4.31 mostramos tal grafico, de onde obtivemos o seguinte valor /v =
0.1617(2).

Em suma, obtivemos a temperatura critica 7, = 1.201(1) e os expoentes criticos v =
1.277(2), y=2.218(5)), B =0.2065(4) e a = —1.1(1). Para verificar de forma “independente”
a validade destes resultados, mostramos nas figuras 4.32, 4.33 e 4.34, graficos de escala para a
magnetizacdo, a susceptibilidade e o cumulante de Binder. Observe que nas figuras 4.32, 4.33
e 4.34, os resultados obtidos por simulacdes convencionais de Monte Carlo para L = 20,30,40

e 50, colapsam em uma unica curva ao serem usados os valores obtidos anteriormente para a
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Figura 4.31: In(M,,) Versus ln(L) em T = T,. A linha sélida representa o melhor ajuste hnear e
sua inclinagdo é /v = O 1617(2)
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Figura 4.32: Grifico de escala da magnetizagdo feito usando 7, = 1.201, 1/v=0.783 e /v =
0.1617 (veja Eq. (2.12)). No inset mostramos o mesmo grafico de escala, porém usando os
resultados de histogramas feitos em temperaturas préximas a temperatura critica para 20 < L <
120. Note que as curvas para diferentes tamanhos de rede colapsam em uma dnica curva.

temperatura critica e para os expoentes. No inset das mesmas figuras, mostramos os graficos de
escala obtidos com os resultados obtidos por histogramas feitos proximos a temperatura critica
para L = 20,40,80 e 120. Vale ressaltar que tais figuras foram feitas usando apenas os valores
obtidos por outros métodos e que nenhum ajuste de expoentes e temperaturas foi usado para

fazé-las.
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Figura 4.33: Griéfico de escala da susceptibilidade feito usando 7, = 1.201, 1/v =0.783 e
y/v = 1.737 (veja Eq. (2.12)). No inset mostramos o mesmo grafico de escala, porém usando
os resultados de histogramas feitos em temperaturas proximas a temperatura critica para 20 <
L < 120. Note que as curvas para diferentes tamanhos de rede colapsam em uma tnica curva.
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Figura 4.34: Gréfico de escala do cumulante de Binder feito usando 7, = 1.201 e 1/v =0.783
(veja Eq. (2.18)). No inset mostramos o mesmo grafico de escala, porém usando os resultados
de histogramas feitos em temperaturas proximas a temperatura critica para 20 < L < 120. Note
que as curvas para diferentes tamanhos de rede colapsam em uma tnica curva.
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4.3 O modelo HA-d numa rede quadrada usando a soma de
Ewald

Nesta secdo iremos apresentar os resultados para o modelo de Heisenberg anisotrépico com
interacdes dipolares (HA-d) em uma rede quadrada usando a soma de Ewald para calcular as
interacdes dipolares. Novamente, utilizamos o mesmo método de estudo usado para o sistema

bicamada e para o modelo d-PR.

Em um conjunto preliminar de simulacdes exploramos o espaco de parametros para esco-
lher os valores de D, sempre mantendo os valores de J e A fixos em 1, para os quais sdo ob-
servadas configuragdes planares. Percebemos neste conjunto de simulagdes um deslocamento
das curvas no digrama de fases, ao comparadas com os resultados de Rapini et al.[32], como

mostrado esquematicamente na figura 4.35. Assim como observado no sistema bicamada, neste

T T T T . 1
Fase Paramagnética

0.8 [ ]

0.6 Fase Planar

0.4

0'2__ Fase Fora do Plano

1012 o'.14|'3 016 018 0.2

Figura 4.35: Representacgio esquemdtica do diagrama de fases para o modelo HA-d usando a soma de
Ewald (curva tracejada) comparado com os resultados de Rapini et al.[32] (curva sélida), onde foi usado
um corte no célculo das interacdes dipolares.

caso observamos a presencga de stripes na fase fora do plano. Vale lembrar que nas simulagcdes
do mesmo sistema utilizando um corte no célculo das interagdes dipolares, tais estruturas nao
foram observadas para nenhum valor de D e para nenhuma temperatura dentre as mostradas no

diagrama da figura 4.35.

Baseados nestas simula¢des preliminares escolhemos J =A = 1 e D = (.3, valores para os
quais observamos apenas configuragdes planares em todo intervalo de temperatura empregado,
de forma que analisaremos apenas a transi¢do entre a fase planar e a fase paramagnética. De
fato, realizamos também simulagdes para D = 0.2 e observamos que os resultados sdo qualitati-
vamente os mesmos obtidos para D = (0.3. A escolha de D = 0.3 para simula¢des mais extensas

foi feita para permitir uma comparacdo melhor com os resultados do sistema bicamada. Em
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Figura 4.36: Magnetizacdo planar como fun¢do da temperatura para 20 < L < 50. Note que a
medida que aumentamos o tamanho da rede a magnetizacio praticamente ndo se altera a baixas
temperaturas.
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Figura 4.37: Calor especifico como fun¢do da temperatura para 20 < L < 50. O inset mostra
um zoom proximo a regido do maximo.

um primeiro conjunto de simulagdes estudamos redes com 20 < L < 50 utilizando o algoritmo
de Metropolis. A inten¢do deste conjunto de simulagdes € o de determinar as temperaturas nas
quais serdo feitas simulacdes mais longas para a construcdo de histogramas. Nas figuras 4.36,
4.37, 4.38 e 4.39, mostramos os resultados para a magnetizac¢do planar, calor especifico, sus-
ceptibilidade planar e cumulante de Binder da magnetizacdo planar. Note que ao contrdrio do
observado para o sistema com um corte nas interacdes dipolares (figura 4.4), ndo observamos
para o sistema com a soma de Ewald um decréscimo significativo das curvas da magnetizacao
planar a medida que aumentamos o tamanho da rede. Este € um indicio que ao considerarmos
de forma adequada as interacdes dipolares, a ordem de longo alcance a baixa temperatura é

restabelecida, como previsto por Maleev [18].

De posse desses resultados um novo conjunto de simulagdes foi feito nas temperaturas

onde estdo localizados os maximos do calor especifico e da susceptibilidade, 7,;(L) e TX(L),
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Figura 4.38: Susceptibilidade como funcdo da temperatura para 20 < L < 50. Ao contrario
do calor especifico neste caso podemos observar efeitos pronunciados quando o tamanho do
sistema € aumentado.

O ©OL=20
3
T T T T T QT
0.6 066 i# . AAL=s0| |
&
0.64 -
U,os
0.62|- % R
04| §@
1 . 1 . 1 E . é
0.9 0.93 0.9
0.3 - !

L 1 L 1 L L
0 02 04 06 _08
T

Figura 4.39: Cumulante de Binder como fun¢do da temperatura. O inset mostra um zoom na
regido onde hé o cruzamento das curvas para diferentes tamanhos de rede.
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Figura 4.40: Gréfico em escala log-log da dependéncia do méximo da susceptibilidade planar
com o tamanho da rede. A linha sélida representa o melhor ajuste linear, o que fornece o
expoente y/v = 1.763(1).

para 20 < L < 120. Nesta fase de simulacdes pelo menos 2 x 107 configuracdes foram geradas
em pelo menos 3 simulacdes distintas e entdo utilizadas na constru¢ao de histogramas. Este
procedimento tornou possivel obter com maior precisao a localizagdo e a altura dos maximos
do calor especifico e da susceptibilidade. Também foram feitas simulacdes em temperaturas
proximas da temperatura na qual as curvas do cumulante de Binder se interceptam, ou seja, na

primeira estimativa para a temperatura critica.

Na figura 4.40 mostramos em uma escala log-log a dependéncia do maximo da susceptibi-
lidade (yyy) com o tamanho da rede, L, para L = 20,40,80 e 120. Note que os dados sdao bem
descritos por uma lei de poténcia, fornecendo ap6s um ajuste linear o expoente y/v = 1.763(1),

valor este muito préximo do esperado para a classe de universalidade do modelo de Ising.

Para uma transi¢c@o de fase na classe de universalidade do modelo de Ising, espera-se que
o maximo do calor especifico divirja logaritmicamente. Portanto, neste tipo de transi¢cdo espe-
ramos que ao plotar o méximo do calor especifico como uma fun¢do do logaritmo do tamanho
da rede tenhamos um comportamento linear. Na figura 4.41 mostramos, em uma escala se-
milogaritmica, o valor maximo do calor especifico como fun¢@o do tamanho do sistema. Se
desconsiderarmos o ponto correspondente a menor rede obtemos um comportamento linear,

consistente com a classe de universalidade do modelo de Ising.

Na figura 4.42 mostramos o cumulante de Binder obtido usando a técnica de histogramas
multiplos nas simulagdes feitas na regido da temperatura critica, estimada pelo cruzamento das
curvas do cumulante de Binder da figura 4.39. Com estes resultados € possivel obter uma
primeira estimativa precisa da temperatura critica ao considerarmos o cruzamento das curvas

. . . . U,
do cumulante de Binder para as maiores redes. Usando este procedimento obtivemos 7, * =
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Figura 4.41: Gréfico em escala semilogaritmica da dependéncia do calor especifico com o ta-
manho da rede. A linha sélida representa um ajuste linear descartando o ponto correspondente
a rede com L = 20, indicando um comportamento consistente com a classe de universalidade
do modelo de Ising. As barras de erro sdo mostradas dentro dos simbolos.
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Figura 4.42: Cumulante de Binder obtido usando a técnica de histogramas multiplos. O ponto
representa a nossa estimativa para a temperatura critica usando o cruzamento das curvas para as
redes maiores.

0.9483(7).

Os resultados apresentados acima, sdo consistentes com uma transi¢ao de fase na classe de
universalidade do modelo de Ising. Para corroborar esta hipotese, mostramos na figura 4.43 um
grifico da temperatura pseudo-critica, obtida pela localizagdo do maximo do calor especifico e
da susceptibilidade, como uma funcio de L™, ja que para a classe de universalidade do modelo
de Ising esperamos v = 1. Através de ajustes lineares, desprezando o ponto correspondente

a L = 20, obtivemos duas novas estimativas para a temperatura critica: 7 = 0.9471(16) e
TX =0.9481(2).

Podemos entdo estimar o valor da temperatura critica como a média dos valores obtidos

até o momento. Obtemos entdo 7. = 0.948(1). Usando este valor para a temperatura critica,
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Figura 4.43: Temperatura pseudo-critica como fungdo de L~!/V para 1 /v = 1. Os circulos

representam T/ (L) e os quadrados T (L). As linhas tracejada e sélida sdo os melhores ajustes
lineares para TX (L) e T<v(L) respectivamente. Os pontos de intersec¢do sdo 7,77 = 0.9471(16)
e T/ = 0.9481(2) para o calor especifico e para a susceptibilidade respectivamente.
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Figura 4.44: In(M,,) versus In(L) em T' = T. = 0.948. A linha sélida representa o melhor ajuste
linear e sua inclinagdo é B /v = 0.179(5).

podemos plotar In(M,,) x In(L) para obter o expoente 3. Tal grifico é mostrado na figura 4.44,
e apds um ajuste linear fornece o valor de /v = 0.179(5). Observe que este valor € distinto do
esperado para a classe de universalidade do modelo de Ising /v = 0.125.

Ao usar os momentos da magnetizagcdo definidos nas equagdes (2.14) (V;), obtivemos
1/v=0.817(2) e chj = 0.9430(3). Os graficos usados na determinacdo destes valores sdo
mostrados nas figuras 4.45 e 4.46. Note que neste caso, o expoente vV também € distinto do
esperado para a classe de universalidade do modelo de Ising, apesar do valor da temperatura
critica ser bem préximo dos obtidos anteriormente. O valor de v, estd mais proximo dos ob-
tidos anteriormente para o sistema bicamada e para o modelo d-PR. Ao usar este valor do
expoente Vv na andlise das temperaturas pseudo-criticas obtidas pela localizacdo dos maximos

do calor especifico e da susceptibilidade, como mostrado na figura 4.47, obtivemos 0s seguintes
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Figura 4.45: Momentos da magnetizagdo (V;) como fungdo de In(L) em 7 = 0.9430. Note que
nesta temperaturas as seis quantidades t€ém praticamente a mesma inclinacao.
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Figura 4.46: Nesta figura mostramos os valores de 1/v, obtidos através de ajustes lineares das
curvas V; x In(L) para cada uma das seis quantidades j em algumas temperaturas proximas a
T =0.9430(3).

resultados para a temperatura critica, 7> = 0.9451(7) e TX = 0.942(1) ao usar os resultados
para o calor especifico e para a susceptibilidade respectivamente. Vale ressaltar que na anélise

dos resultados para o calor especifico desprezamos o ponto correspondente a L = 20.

Desta forma, ao considerar 1/v =0.817, temos como nossa estimativa da temperatura cri-
tica, T, = 0.945(2) (devido aos erros presentes em nossas estimativas, a inclusao ou ndo da
temperatura critica obtida através da anélise do calor especifico nao altera este valor). O valor
obtido concorda com o obtido anteriormente considerando a classe de universalidade do mo-
delo de Ising dentro das barras de erro. Analisando o comportamento da magnetiza¢do nesta
temperatura, obtivemos /v = 0.156(7). Na tabela 4.1 mostramos os resultados obtidos até

0 momento e os expoentes esperados para a classe de universalidade do modelo de Ising e os
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Figura 4.47: Temperatura pseudo-critica como funcdo de L~!/V para 1/v =0.817. Os circulos
representam T/ (L) e os quadrados T (L). As linhas tracejada e sélida sdo os melhores ajustes
lineares para T*(L) e Tv(L) respectivamente. Os pontos de intersec¢do sdo 7,77 = 0.9456(2) e
TX = 0.9424(12) para o calor especifico e para a susceptibilidade respectivamente.

Modelo T. % Y B o
Ising 2.269 1 1.75 0.125 0 (In)
Maier 1 1/2 -2
HA-d (bicamada) 0.890(4) 1.22(9) 2.1(2) 0.18(5) -0.55(15)
d-PR 1.201(1) 1.277(2) 2.218(5) 0.2065(4) -1.1(1)
HA-d 0.945(2) 1.224(1) 2.158(4) 0.191(9) -0.44(17)

Tabela 4.1: Valores dos expoentes criticos e da temperatura critica para os modelos estudados,
para a classe de universalidade do modelo de Ising e os resultados de Maier e Schwabl [31].
Na linha Maier sdo mostrados os valores de y/v, B/v e a/v relativos ao comportamento da
susceptibilidade, magnetizacdo e calor especifico em termos do comprimento de correlacdo
(vide secdo 2.4).

expoentes obtidos por Maier e Schwabl. Por esta tabela podemos perceber que os resultados
para o modelo HA-d ao considerarmos v = 0.817(2), valor este obtido ao usar os momentos da
magnetizagao, estdo bem préximos dos valores obtidos para o modelo HA-d bicamada e para o
modelo d-PR.

Os resultados apresentados acima indicam uma aparente contradi¢do. Temos dois cendrios
possiveis, ou o modelo HA-d pertence a classe de universalidade do modelo de Ising ou, pela
proximidade dos resultados, a uma outra classe de universalidade, compativel com a encontrada
anteriormente para o modelo d-PR e para o modelo HA-d bicamada. Nas figuras 4.48, 4.49
e 4.50 apresentamos os graficos de escala para a magnetizacdo, susceptibilidade e cumulante
de Binder obtidos com os dados de histogramas considerando dois cendrios possiveis; (i) os
expoentes do modelo de Ising e 7. = 0.948 (gréaficos da esquerda); e (i) os expoentes € a

temperatura critica mostrados na linha HA-d da tabela 4.1 (graficos da direita). Note que em
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Figura 4.48: Esquerda: Gréfico de escala da magnetizagcdo considerando a classe de universa-
lidade do modelo de Ising. Direita: Gréfico de escala da magnetizacao considerando os valores
da linha HA-d da tabela 4.1.

geral as curvas dos graficos feitos utilizando os expoentes e a temperatura critica da linha HA-d
da tabela 4.1 estdo mais proximas umas das outras que as curvas dos graficos feitos utilizando
os expoentes da classe de universalidade do modelo de Ising. Isto € um indicio de que o modelo
HA-d pertence de fato a uma nova classe de universalidade compativel com o modelo HA-
d bicamada e com o modelo d-PR. De fato, para termos uma compatibilidade maior entre os
resultados dos trés sistemas deveriamos ter observado que o calor especifico € ndo divergente no
modelo HA-d. No entanto, € sabido que para diferenciar uma divergéncia logaritmica de uma
leve divergéncia por lei de poténcia ou até mesmo de um comportamento por lei de poténcia
nao divergente sdo necessarios varias ordens de grandeza. Na figura 4.51 mostramos os dados
para o calor especifico ajustados por uma lei de poténcia ndo divergente e por uma divergéncia
logaritmica. Os valores de 2 para os ajustes sdo: 4.7 x 10~* para a divergéncia logaritmica
(aln(x) +b) e 1.4 x 107° para lei de poténcia nio divergente (—ax~” + ¢). Note que neste caso,
o melhor ajuste foi obtido ao considerarmos uma lei de poténcia ndo divergente, indicando
portanto que a melhor descricdo para o comportamento do calor especifico € que este € ndo

divergente. No ajuste obtivemos & /v = —0.36(14).
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Figura 4.49: Esquerda: Grafico de escala da susceptibilidade considerando a classe de univer-
salidade do modelo de Ising. Direita: Gréafico de escala da susceptibilidade considerando os

valores da linha HA-d da tabela 4.1.
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Figura 4.50: Esquerda: Gréfico de escala do cumulante de Binder considerando a classe de
universalidade do modelo de Ising. Direita: Grafico de escala do cumulante de Binder consi-
derando os valores da linha HA-d da tabela 4.1.
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Figura 4.51: Maximo do calor especifico como funcdo do tamanho do sistema. A linha sélida
representa o ajuste de uma lei de poténcia ndo divergente e a linha tracejada o ajuste de uma

divergéncia logaritmica.
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5 Conclusoes e perspectivas

Neste trabalho estudamos de forma extensiva a transi¢do entre a fase planar e a fase para-
magnética do modelo de Heisenberg anisotropico com interagdes dipolares em duas dimensoes
(modelo HA-d). Nosso estudo se concentrou em trés sistemas ligeiramente diferentes, o modelo
HA-d num sistema bicamada usando um corte no calculo das intera¢des dipolares, o modelo do
Rotor Planar com interacdes dipolares (d-PR) e o HA-d utilizando a soma de Ewald para levar

em conta o real cardter das interacdes dipolares.

Nossos resultados para o modelo HA-d bicamada, apresentados na secdo 4.1, sdo consisten-
tes com uma nova classe de universalidade caracterizada por um calor especifico ndo divergente
e pelos expoentes criticos v = 1.22(9), ¥y = 2.1(2), B = 0.18(5) e o« = —0.55(15). A tem-
peratura critica encontrada foi 7, = 0.890(4). Note que estes resultados satisfazem a relacdes
de escala vd =2 — « e a inequagdo de Rushbroke o +2f3 + ¥ > 2, considerando a igualdade
como previsto pela hipdtese de escala. O mesmo acontece com os resultados do modelo HA-
d. Para tal modelo encontramos T, = 0.945(2), v = 1.224(1), y = 2.158(4), B = 0.191(9)
e a = —0.44(17). No entanto, os resultados encontrados para o modelo d-PR ndo satisfa-
zem tais rela¢des. Para este modelo encontramos 7, = 1.201(1), v = 1.277(2), y = 2.218(5),
B =0.2065(4) e ¢ = —1.1(1). Ao comparar os resultados do modelo d-PR com os resulta-
dos do modelo HA-d e do modelo HA-d bicamada observamos que o valor de o € bem menor
do que o encontrado nestes dois casos. Tal comparacdo pode ser facilmente feita através da
tabela 4.1. Os valores dos demais expoentes sdo proximos dos obtidos para o modelo HA-d

bicamada e para o modelo HA-d.

A possivel nova classe de universalidade ndo é um resultado inesperado. As classes de
universalidade dependem apenas da dimensao espacial do sistema (d), da simetria e dimensio-
nalidade do parametro de ordem e do alcance das interacdes [37]. Desta forma, pode-se esperar
que a transicao entre a fase planar e a fase paramagnética do modelo HA-d e do modelo d-PR
pertencam a mesma classe de universalidade, que a principio seria distinta das classes conhe-
cidas uma vez que em tais modelos as simetrias envolvidas e o alcance das interagdes ndo sdao

os mesmos dos modelos de classes de universalidade conhecidas. No entanto, ndo esperdvamos
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que os resultados do modelo HA-d bicamada concordassem com os obtidos para os modelos
d-PR e HA-d, uma vez que o alcance das interagdes no sistema ¢ diferente (no sistema bicamada
foi utilizado um corte nas interagdes dipolares, enquanto nos modelos d-PR e HA-d considera-
mos o real cariter de longo alcance através da soma de Ewald). De fato, esperdvamos que os
resultados para o sistema bicamada fossem consistentes com os obtidos por Rapini et al. [16]
(Usando nosso cédigo, reproduzimos todos os resultados de Rapini et al.). Uma possivel ex-
plicacdo para o comportamento observado € que a anisotropia intrinseca a interagdo dipolar
¢ o fator realmente determinante na definicdo do cariter da transi¢do entre a fase planar e a
fase paramagnética. Aparentemente a inclusdo de uma segunda camada cria uma anisotropia,
quebrando a simetria planar do modelo. Isto explicaria a diferenca entre os resultados obtidos
por Rapini ef al. e nossos resultados para o sistema bicamada. Um efeito similar a este foi

explorado recentemente na referéncia [57].

Outro ponto que merece destaque € a existéncia de ordem de longo alcance. Nos trés siste-
mas estudados, percebemos que os resultados sdo bem descritos por uma teoria de fendmenos
criticos que considera a presenga de ordem de longo alcance a baixa temperatura. De fato, a
teoria usada assume que o comprimento de correlacdo do sistema diverge através de uma lei
de poténcia nas vizinhangas do ponto critico e, que para temperaturas diferentes da tempera-
tura critica o comprimento de correlacdo € finito. Além disso, percebemos que ao aumentar o
tamanho do sistema o valor da magnetizacio praticamente ndo se altera. Nesta mesma linha,
acreditamos que a divergéncia exponencial do comprimento de correlacdo proposta por Maier e
Schwabl [31] ndo estd presente nos sistemas estudados, uma vez que nossos resultados sao bem
descritos por uma teoria que assume uma divergéncia por lei de poténcia. Acreditamos que a
previsdo de Maier e Schwabl para o comportamento do comprimento de correlagdo nao reflete o
real comportamento do sistema uma vez que o estudo por técnicas do grupo de renormaliza¢ao
inclui algumas aproximacdes cujos efeitos no comportamento final do sistema nao podem ser

previstas.

Como consideragdes finais, gostariamos de ressaltar que o objetivo primordial deste estudo
nao € de dar respostas definitivas e sim de fazer a primeira caracterizacdo através de técnicas
de Monte Carlo de transi¢cdes de fase em sistemas bidimensionais com interacdes dipolares. Tal
estudo se mostrou extremamente dispendioso em termos computacionais devido ao cariter de
longo alcance das intera¢des dipolares. Vale ressaltar que para obter uma resposta definitiva para
o real cardter da transi¢do entre a fase planar e a fase paramagnética no modelo HA-d seriam
necessdrios estudos tedricos (por exemplo através de técnicas do grupo de renormalizacdo) e
simulacdes em sistemas maiores que os simulados neste trabalho. No entanto, a realizacdo de

tal estudo € invidvel com os recursos computacionais e as técnicas disponiveis no momento da
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realizacdo deste trabalho. Para se ter uma idéia do tempo de simulacao envolvido, para obtermos
os resultados para a rede com L = 120 no modelo HA-d foram necessdrias em torno de 30000
horas de computag@o. Ao aumentarmos o tamanho do sistema o tempo de computacdo aumenta

enormemente, o que torna o estudo de sistemas maiores invidvel.

Finalmente, ressaltamos que como resultado deste trabalho publicamos um artigo (Physical
Review B, 79 054404 (2009), apresentado no apéndice C), temos outro artigo submetido (New

Journal of Physics) e dois em fase de preparacao.
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APENDICE A - Deducdo da expressio para soma
de Ewald em duas dimensoes

Neste apéndice e no proximo apresentaremos uma deducdo da expressdo usada para soma
de Ewald em duas dimensdes retirada da Ref. [56]. Em primeiro lugar, vamos separar os termos

que contém S? dos que contém S¥ e S

N o

Hyp== Y Y 'Up, (A.1)

i.j=17=0
onde a linha no somatério significa que o termo i = j é omitido para7i =0 e

1 5 = 3

Z
= _|S.-S;.——— !
|?ij—ﬁL‘3 Boms |7,J+ﬁL|2

- - APAY
Up (i Gy + AL (S o Gy + L) | + s (A2)

—

com S‘is = (Sf,Sly). Perceba que se fizermos ¢; = §,~S ‘Vieg;= §js . ﬁj e aplicarmos o operador

gigjem 1/r,onde r = \/(x; —x
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€ de longo alcance. Das equacgdes (A.4) e (A.S), temos a seguinte fatorizagao:
H=V.+V|, (A.6)
onde V. € o termo de curto alcance, que é dado por:
1 & & gl — om(alf +iL|)]
Vo=~ 12 y A7
c 22_1; ‘7;‘1 +I’lL‘2m ’ ( )
=17=0 J
o termo de longo alcance V; é
1 ¥ &, qiqj0n(af7ij+ il
v, = E Z Z 14iq j _»m( |_7:l12mn |)
P1i=0 |r,~j + nL|
1 & & qigjom(oFi; + L)
= - V. A8
2 z:: =S TR ’ A
Na segunda linha da expressao acima, o termo i = j para 7i = 0 foi reincluido na soma e
I e a)m(ocr)
Z A9
2 ; r—>0 p2m 7 ( )
€ o termo de auto-interacdo e serd simplificado usando a regra de L’'Hopital.
Usando as relagdes,
om(o|7ij +iL[) _ wm(OC’”) SN e
zﬁ" 7, AL / Z 8(F —7;; —AL)dr (A.10)
e
e | 2
25(”—”1']‘—”@—EZGXP[ZG'(”—W)], (A.11)
7 G
onde G = (27 JL)(n.d, ny 7), pode-se derivar a seguinte relagio:
O (0|7 +1L]) a)m(a r)
L+ AL =1 Z expliG - FldF x exp[—iG - 7l (A.12)
Para sistemas bidimensionais, uma escolha adequada da funcio w,,(ar) é:
on(ar) = y(m, o’r?) /T (m), (A.13)

onde y(m, o*r*) e I'(m) sdo as fungdes gama incompleta complementar e a fungiio gama respec-

tivamente. Com esta escolha da fungio @,,(cr) podemos calcular a transformada de Fourier que

aparece na equacdo A.12. A deducdo deste termo, juntamente com os termos de auto-interagao,
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estdo no apéndice B e € dado por:

2y =1 2
/Y(m ) exp (iG-7)d7 = = (%) r( m+ 1 4G2> (A.14)

Algumas relagdes também sao uteis para obtermos uma expressao relativamente simples:

Y(m,x) =I'(m) —T'(m,x) (A.15)
(1/2,x) = v/Ferfe(v/) (A.16)

e
I'(n+1,x) =nl(n,x) +x"exp(—x). (A.17)

Agora, fazendo ¢g; = Sf, qj = sz e m = 3/2, temos as seguintes relagdes para o termo de curto

alcance V£, o termo de longo alcance V;* e para o termo de auto interagdo V{:

2(X|7ij+ﬁL|

1 N =) lZZ . . . -
ve QZZ A {e”fc(a\rij““nLD“L T eXp(—OézlriijnL!Z)},(A-18)

G? G =
Vi= L—ﬂz Z Z SZSZ [— exp (_W) — Gerfc (E)} exp(—iG - 7))

Lj=1G#0
2\/_aiv:5

i,j=1

5%, (A.19)

=R LD (A.20)

Para as componentes planares, a dedugdo é mais tediosa e complicada devido a aplicacdo
do operador diferencial (Sj; - 6,)@ s - % ;) para m = 1/2, mas pode-se mostrar os seguintes
resultados para o termo de curto alcance V, termo de longo alcance V;’ e para o termo de auto

interagdo V'

L B Tl a7 NG Tl T NS (5 4TIV (4
e=s5 L Y| BURy +ALDS: -8 = CUFy + AL Sis - Gy +ALS)s- (i +ALY) | (A21)
,J=171=0
onde

erfc(ar) 20 exp(—o?r?)

By = T SR

(A.22)
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c
2 2,2
c(r) = —3erfc,5(ar) + 24 (% +2a2) exp(=a°r) za ) (A.23)
r VI \r r

N S AN O G )

v= gy y SO Olelia) o i, (A24)
i7=1 20
20352

ys = _ 2% (A.25)

s 3Vm
Combinando as equagdes acima chega-se a expressao para a soma de Ewald mostrada na secao
3.3.
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APENDICE B - Transformada de Fourier para
soma de Ewald

Neste apéndice mostraremos a prova da seguinte transformada de Fourier:

¥(m, az ) G2\ " ! G2
/ exp(iG-P)dF =1 <T) r (—m+ 1’@) , (B.1)

onde y(m,x) = [ e 't 1dt e T(m,x) = [Ze '+ dt sdo as fungdes gama incompleta com-
plementar e a fun¢do gama incompleta respectivamente. A equacdo (B.1) pode ser reescrita

como:

o T 2.2 G2 m—1 G2
/0 /_n ym;z—orir)exp (iGrcos 0)rd0dr = 1 (T) r (—m+ 1, W) . (B2

onde a integral interna (parte angular) pode ser expressa em termos da func¢do de Bessel do
primeiro tipo, i.e., Jo(Gr) = ["_ /6705819 Portanto, precisamos apenas mostrar a seguinte

transformacdo de Hankel:

}/(m a2r2) G2\ G?

Seja u = Gr e o lado direito e esquerdo da equagdo (B.3) serem I, e Ir respectivamente. Iy, e Ig

podem entdo serem escritos como:

m a2 2
IL(G) = 26X / ) N go(udu
uZm 1
= XDy (B.4)
€
—1
G2m-1n\" G2 -
Ir(G) = ( T F(—m+1,m> =GN, (B.5)

A tarefa agora é mostrar que ; = I.
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Para isto, citaremos trés relagdes que serdo usadas nesta prova: (i) Um teorema relacio-
nado as fungdes gama incompletas, que pode ser encontrado na pagina 942 (Eq. 8.356(4)) da
Ref. [58],

dy(m,x) _ _dF(m,x)

o e e (B.6)

(if) O seguinte resultado para a seguinte integral que pode ser encontrado na pagina 717 (Eq.

6.631(7)) da Ref. [58] e posteriormente simplificado (por exemplo usando o programa Mathematica®):
°° 1
/ xe_aszO(x)dx = —e_1/4“2; (B.7)
0 2a

e (iii) Dois limites para as fungdes gama incompletas, y(m,0) = 0 e ['(m,o) =0

Das equagdes (B.4), (B.6) e (B.7), temos:

dli _ o2 NN B
G _4—sz+1/0 ue™ /% Jo(u)du
2m—2
o
= —2%67(;2/4“2. (B8)

Por outro lado, das equagdes (B.5) e (B.6), temos:

d[]le _ Otzm_z _GZ 4(12
6= "2ere /407, (B.9)
Entdo, temos que
dl; dl,

Esta igualdade entre as derivadas de I; e I em conjunto com as relagdes (iii), que fornecem

I} |G= = 0 € I|G=c = 0, ddo origem a I; = I, e consequentemente a Eq. (B.1).

Outro célculo que deve ser feito € o limite do termo de auto interacao:

. (o) y(m, a’r)
lgr(l) r2m _}Ln(l) C(m)r2m - (B.11)
Aplicando a regra de L’Hopital, temos:
2, (2,2yn—1,—a?r?
b o (ar) ~ lim 20°r(ocrs)™ e
r—0  r2m r—0  2mI(m)r2m-1
aZm 2m—1 —a2r2
= I
0 mI(m)r2m—1
2m
(04
= . (B.12)

mI"(m)
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Como I'(1/2) = /w e T'(1 +x) = xI'(x), ['(3/2) = \/7/2, temos para m = 3/2, o seguinte
resultado:

. a)mgocr) _ 4o’ ‘
r—0 e 3\/%

(B.13)
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Nas simulac¢des do modelo do rotor planar (d-PR) e também para o modelo de Heisenberg

anisotrépico (HA-d) em duas dimensdes, utilizamos a soma de Ewald para calcular as interagdes

dipolares. Como dito no capitulo 3, ao introduzir cortes nas somas no espaco real e no espaco

de Fourier, estamos introduzindo um erro no célculo da energia através da soma de Ewald. Este

erro pode ser controlado através do parametro . Para calcular o erro relativo contido na soma

o procedimento utilizado foi o seguinte:

1. Dez configuracgdes aleatorias foram geradas e a energia de cada configuracao foi calculada

usando a seguinte expressao:

_ [S; - (7 + AL)]IS; - (Fi; + AL)]
E(m) =5 Y ) { r,j+nL)3 -3 ] (7i_j+ﬁ]L)5 J }7 (C.1)

i,j=1n=

com || =10,11,12,...,40. Entdo, plotamos E;(n) X 1/n e através de uma regressao

linear obtemos o valor de Ef* (n — oo).

2. Para um determinado conjunto de parametros (r., G, € &) a energia foi calculada através

da soma de Ewald. Calculamos também o erro relativo médio € para as dez configuracdes

geradas:

ew E€X|

iE

(C.2)

3. Este procedimento foi repetido para vdrios pardmetros diferentes. De posse do erro re-

lativo médio o conjunto de pardmetros para os quais o erro é menor que 5 x 1074

fornece o menor tempo computacional foi escolhido, como mostrado na tabela C.1.

e que
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Tabela C.1: Parametros usados na soma de Ewald para vérios tamanhos de rede.

L r G, o Erros estimados da soma de Ewald (€)
20 10 5 0.30 4.4%x107%
30 10 5 023 43 %1074
40 10 8 0.4 4.4 %1074
50 10 8 021 42 %1074
60 12 6 0.16 4.8x10~*
70 18 5 0.11 4.1x10~*
80 20 5 0.10 42 %10~
90 15 5 0.105 6.4%x 10~
100 20 6 0.10 4.0x%x 10~
120 15 13 0.14 9.6x 10~*
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Anisotropic Heisenberg model with dipolar interactions: Monte Carlo simulations
of the planar-to-paramagnetic phase transition in a bilayer system

L. A. S. M6l* and B. V. Costa’
Departamento de Fisica, Laboratorio de Simula¢do, ICEX, UFMG, Caixa Postal 702, 31270-901 Belo Horizonte, MG, Brazil
(Received 7 October 2008; revised manuscript received 28 November 2008; published 3 February 2009)

In this work we used extensive Monte Carlo simulations and finite-size scaling theory to study the planar-
to-paramagnetic phase transition in the dipolar-anisotropic Heisenberg model in a bilayer system. This model
is a prototype to describe ferromagnetic thin films. Our results suggest that this is an order-disorder phase
transition that might belong to another universality class characterized by a nondivergent specific heat
(a=~-0.4) and the critical exponents v=1.22(9), y=2.1(2), and B8=0.18(5).

DOI: 10.1103/PhysRevB.79.054404

I. INTRODUCTION

Dipolar interactions play an essential role in the magnetic
properties of low-dimensional systems. For example, it was
experimentally observed that in magnetic nanodisks dipolar
interactions induce the formation of a vortex in the
system.!=3 In ferromagnetic ultrathin films the interplay be-
tween dipolar interactions and magnetocrystalline anisotro-
pies is responsible for a reorientation transition.*> In this
kind of transition the spins are aligned out-of-plane at low
temperatures and as the temperature increases a reorientation
to an in-plane configuration is observed. Besides that, the
existence of ferromagnetic order in two-dimensional systems
is a consequence of the presence of anisotropies and/or long-
range interactions. Mermin and Wagner® in a seminal paper
showed that isotropic ferromagnets with short-range interac-
tions do not present long-range order at any finite tempera-
ture in two dimensions. The absence of long-range order in
such systems does not imply the absence of a phase transi-
tion. It is well known that in the XY model in two dimen-
sions there is a phase transition from a phase with algebraic
decaying correlations to a phase with exponentially decaying
correlations. The most accepted phenomenology to explain
this phase transition is the unbinding of vortex-antivortex
pairs.”® This is the Berezinskii-Kosterlitz-Thouless (BKT)
phase transition. In a real magnet, dipolar interactions be-
tween magnetic moments are always present. The presence
of such interaction is sufficient to stabilize the magnetization
as shown by Maleev.’ In addition, the presence of interfaces
induces the appearance of anisotropies which can also give
rise to long-range order. The existence of long-range order in
a system with both interactions was analyzed by Bruno.!?

The main features of ferromagnetic ultrathin films of in-
terest to us in this paper is recovered by a model including
three different interactions, namely, exchange interactions,
single-ion easy-axis anisotropy, and dipolar interactions
which can be summarized in the following prototype Hamil-
tonian:

H=-JXS;-S,-A> (59
(i) i

S..S. 3(S.-FNS. - T

+DE 13 J_ ( i 1/)5( j lj)
i#ji L Tij rij

(1)
Here, />0 defines a ferromagnetic exchange constant, A

1098-0121/2009/79(5)/054404(8)

054404-1

PACS number(s): 75.40.Cx

?O is an easy-axis anisotropy, and D is the dipolar constant.
S;=(8;.57,57) is a classical spin variable at the site i with
|S;/=1 and 7;; connects sites i and j. (i, /) means that the first
summation is to be evaluated only for nearest neighbors, the
summation in the second term is over the whole lattice sites,
and for the dipolar interaction the summation is evaluated
over all pairs i#j. The dipolar-anisotropic Heisenberg
(d-AH) model [Eq. (1)] has been studied in connection with
the reorientation transition and the stripe and tetragonal
phases.!!=17 Its phase diagram was first obtained numerically
by Santamaria and Diep'? for J=1, A=2, and 0.12<D
<0.17. They studied the model in a square lattice using a
cutoff ry=6 in the dipolar interaction. Rapini et al.,'* using
the same approach studied the model for /J=A=1 and 0.1
=D=0.2. In Fig. 1 we show a sketch of the phase diagram
based in their works. The line labeled a is an Ising-type, Z,,
transition between an ordered ferromagnetic easy-axis phase
and a paramagnetic phase. Line b is a first-order transition
between the easy-axis and planar phases while the ¢ line was
found to be a BKT transition.'"* The found BKT transition
seems to be a consequence of the cutoff introduced in the
evaluation of dipolar interactions since when full long-range
dipolar interactions are considered, the system exhibits long-
range order.!? Another attempt to determine the character of
the planar-to-paramagnetic phase transition was done by
Maier and Schwabl.!® In their work, the authors considered

T T T T T T T
08k Paramagnetic phase

0.6
Planar phase

T
0.4+ -
Ising-like phase i
0.2 —
L 1 L 1 L 1 L
Q).l 0.12 0.14 0.16 0.18 0.2

FIG. 1. Phase diagram of Hamiltonian (1) for J=A=1 based on
the work of Santamaria and Diep (Ref. 12) and of Rapini er al. (Ref.
14).

©2009 The American Physical Society
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the XY model (two spin components) with dipolar interac-
tions. Their results should describe the d-AH model in the
limit of small anisotropy when spins are expected to lie in
plane. Using renormalization group techniques, they dis-
cussed the existence of a new universality class with charac-
teristics of BKT and order-disorder transitions as well. They
argued that the dipolar XY model exhibit long-range order at
low temperature, but the correlation length diverges expo-
nentially as the critical temperature is approached. The spe-
cific heat does not present any divergence as in a BKT tran-
sition. The susceptibility was expected to diverge as y o &7,
where y=vy/v=1 is the critical susceptibility exponent and &
is the correlation length. The magnetization approaches zero

as M= &8, where ,é:,B/ v=1/2, and the correlation function
exponent was found to be 7=7/v=1. In this way, some
questions regarding the planar-to-paramagnetic phase transi-
tion arise: (i) Is there a cutoff value where the phase transi-
tion changes from BKT to that found by Maier? (ii) Does the
inclusion of a second layer in the system work as an aniso-
tropy making the transition found by Rapini ef al. more evi-
dent? We mean, is this transition a BKT type, as found by
those authors, or is it in another universality class? Our aim
in this paper is to answer question (ii). To this end we have
performed extensive Monte Carlo simulations to study the
model Hamiltonian [Eq. (1)] in a simple cubic lattice with
two layers. The outline of the paper is as follows. Section II
contains a description of our Monte Carlo procedure and
finite-size scaling functions. In Sec. III, we present our nu-
merical results and the analysis of some critical exponents.
Finally, Sec. IV is devoted to the discussion of the results
and conclusions.

II. MONTE CARLO METHOD AND FINITE-SIZE
SCALING THEORY

Our system consists of simple cubic lattices with dimen-
sions L X L X 2. In our notation the direction perpendicular to
the film plane corresponds to the z axis. At each site of the

lattice we defined a classical spin variable S;=(S7,S},S5).
The interactions are defined by Eq. (1). In the evaluation of
dipolar interactions a cutoff was introduced at ro=>5a, where
a is the lattice spacing, i.e., we have assumed that for
r;;>Sa the contribution of the dipolar part for the Hamil-
tonian is zero. Periodic boundary conditions were applied in
the x and y directions, while in z open boundary conditions
were used. In all simulations we assumed J=A=1 and D
=0.3, so that we deal with the planar-to-paramagnetic phase
transition (see Figs. 1 and 2). In this work the energy is
measured in units of JS? and the temperature is in units of
JS?ky.

Our Monte Carlo scheme was a plain METROPOLIS
algorithm!®?® since conventional cluster algorithms cannot
be used due to the long-range anisotropic character of the
dipolar interactions. We define a Monte Carlo step (MCS) as
consisting of an attempt to assign a new random direction to
each spin in the lattice. To equilibrate the system it was used
100X L* MCS which was found to be sufficient to reach
equilibrium even in the vicinity of the phase transition. We
have performed two sets of simulations. In the first set we

PHYSICAL REVIEW B 79, 054404 (2009)

FIG. 2. (Color online) Planar magnetization as a function of
temperature for 20 <L <60.

preliminarily explore the thermodynamic behavior of the
model. A conventional Monte Carlo calculation is done in
order to determine the position of the maxima of the specific
heat and susceptibilities and the crossings of the fourth-order
Binder’s cumulant. We used in this first approach lattice sizes
in the interval 20 =L =60. Once the possible transition tem-
perature is determined, we refine the results by using the
histogram method.?"?> We produce the histograms for each
lattice size in the interval 20=L=120. The histograms are
built at/close to the temperatures corresponding to the
maxima obtained in the first step. With the single-histogram
technique it is possible to estimate thermodynamic quantities
of interest in a narrow temperature range around the simu-
lated temperature. This technique is very useful to precisely
locate the extrema of response functions. Nevertheless, when
larger temperature ranges are required, the simple histogram
method fails. To improve our results we constructed multiple
histograms close to the transition temperature.”> The
multiple-histogram technique gives us one tool to improve
the estimates of the thermodynamic quantities in a larger
temperature range by combining histograms from simula-
tions carried out at several slightly different temperatures.
Details of these methods can be found in Refs. 21 and 22.
The thermodynamic quantities on which we concentrated our
attention were the specific heat, planar magnetization, planar
susceptibility, fourth-order Binder’s cumulant, and moments
of magnetization as described below. The specific heat is
defined as

(E?) - (E)?
NG @

where E is the internal energy of the system [computed using
Eq. (1)] and N=2 X L? is the lattice volume. The planar mag-
netization is

(m), (3)

where
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The planar susceptibility is defined by the planar magnetiza-
tion fluctuations as

(m*) = (m)*
Xov="" o 4)
NkgT
The fourth-order Binder’s cumulant reads
(m*)
4=1= N2 (5)
3(m”)

In order to calculate the critical exponent v, we also defined
the following moments of the planar magnetization:*?

V= 4[m’]-3[m"], (6a)
V,=2[m*]-[m"], (6b)
Vs =3[m*]-2[m’], (6¢)
Vy = {4lm] - [m*]}/3, (6d)
Vs ={3[m] - [m’]}/2, (6e)
Ve =2[m]-[m’], (6f)
where,
(] = 1n| 2222 7)

In critical phenomena the thermodynamic quantities are

expected to behave in the vicinity of the phase transition
19,24,25
1924,

a
€y~ 1% (8)
x~17, ©)
m~ 1P, (10)
E~17, (11)

where t=|T-T,|/T, is the reduced temperature, m is the
magnetization, £ is the correlation length, and «, 3, y, and v
are critical exponents. Although the critical temperature de-
pends on the details of the system in consideration, it is
observed that the critical exponents are to some extent uni-
versal depending only on a few fundamental factors.!%+2>
The systems are thus divided in a small number of univer-
sality classes. Systems belonging to the same universality
class share the same critical exponents. Critical exponents
depend only on the spatial dimensionality of the system, the
symmetry and dimensionality of the order parameter, and the
range of the interactions within the system.

In a finite system as those used in Monte Carlo simula-
tions the divergences in the thermodynamic quantities are
replaced by smooth functions. Finite-size effects are there-
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fore of great importance in the analysis of the results of
Monte Carlo simulations. The theory of finite-size
scaling!®?’ provides one way to extract information concern-
ing the thermodynamic limit properties from results obtained
in finite systems. The basic assumption of this theory is that
in the vicinity of the phase transition the finite-size effects
should depend on the ratio between the linear dimension of
the system (L) and the correlation length (&). According to
such theory, the specific heat, susceptibility, and magnetiza-
tion for a finite system in the vicinity of the phase transition
behave as

¢, = c(t) + LC(tL'), (12a)
x=L""X(tL""), (12b)
m=~ L PYM(:L"), (12¢)

where M, X, and C are proper derivatives of the free energy.
At T, (t=0) these functions are constants and the size depen-
dence of specific heat, susceptibility, and magnetization fol-
lows a pure power law. The size dependence of the pseud-
ocritical temperature [T.(L)] is'%?

T.L)=T.+wL™"", (13)

where T, is the critical temperature in the thermodynamic
limit. Using the size dependence of the magnetization [Eq.
(12)] and the definition of the moments of the magnetization
in Eq. (6), one can easily show that such functions behave as

V=~ (1/v)In L+ V,(iL""), (14)

for j=1,2,...,6. At t=0 the functions Vj(zL””) are constants
and then the curves for all V; have the same slope,” thus
providing a very precise method to determine the critical
exponent v and the critical temperature.

Concerning the fourth-order Binder’s cumulant it is ex-
pected that for large enough lattice sizes, the curves for
U4(T) should cross at the same point U*=U(T=T,). Besides

that, its size dependence is expected to be?°

Uy = U, (L), (15)

OOL=20
OoL=30
SO L=40
AAL=50
< <4 L=60

P T R N H SRR R |
0'%.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 12 13

FIG. 3. (Color online) Specific heat as a function of temperature
for 20<L<<60. Note that it displays small size effects.
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FIG. 4. (Color online) Planar susceptibility as a function of tem-
perature for 20 <L <<60.

III. RESULTS

Our results were obtained as follows. A preliminary set of
simulations was carried out for lattices of sizes L=20, 30, 40,
50, and 60 averaging over 10° configurations for tempera-
tures between 0.6 and 1.35. At each temperature the first
100 X L2 MCS were discarded in order to drive the system to
thermal equilibrium. The results for the planar magnetiza-
tion, specific heat, planar susceptibility, and Binder’s cumu-
lant are shown in Figs. 2-5, respectively. Once we estimated
the position of the specific heat and of the planar suscepti-
bility peaks, T}, (L) and TX(L), another set of simulations was
carried out using the histogram reweighting techniques'®-?!2
for 20=L=120. The histogram temperatures were chosen at
the maxima of the susceptibilities and specific heat for each
L. At least three simulations using independent random num-
ber sequences were used to build the histograms up. Each
histogram consists of at least 2X 107 configurations. For
some lattices sizes we also did simulations at slightly differ-
ent temperatures for wusing the multiple-histogram
techniques®” to put the error bars inside satisfactory levels.

A
0.651

0.6

0.55

0.45

0.4

0.35

0 M 1 M 1 M 1 M 1 M 1 M 1 M 1 M 1
06 065 0.7 075 08 085 09 095 1
T

FIG. 5. (Color online) Fourth-order Binder’s cumulant of planar
magnetization as a function of temperature. The inset shows a zoom
in the crossing region.

PHYSICAL REVIEW B 79, 054404 (2009)

0.003——
0.002
PE)
0.0011
(1975 o195 1925 <19 1875
E

P(E) 0.002

-1.95 -1.9 -1.85
E

FIG. 6. (Color online) Top: Normalized histograms obtained in
two simulations performed at 7=0.912 and 7=0.9149. In each
simulation 107 configurations were used to build these histograms
up. Middle: Specific heat calculated by using the multiple-
histogram technique. Bottom: Probability distribution of energy at
T=0.906, T=0.915, and T=0.925 obtained by using the multiple-
histogram technique.

We exemplify the use of the histograms in Fig. 6. The top
figure shows the normalized histograms, P(E), obtained in
two simulations at temperatures close to the maxima of the
specific heat for L=80. Using the multiple-histogram
technique”? we calculated the specific heat shown in the
middle picture of the same figure. At the bottom we show the
energy probability distribution P(E) obtained by using the
multiple histograms at three different temperatures. In Fig. 7
we show a log-log plot of the maximum value of the planar
susceptibility (x},) as a function of the lattice size for L

5 5

3 35

4
In(L)

FIG. 7. Log-log plot of size dependence of planar susceptibility
at T,(L). The solid line is the best fit with y/v=1.71(2).
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0.55
1 " 1 " 1 " 1
. . 335 4 45 5
0-525 3 35 4 45 5
In(L)

FIG. 8. Log-log plot of the size dependence of the specific heat
at T.(L). The solid line is the best fit using all points while the
dashed line is the best fit excluding the smallest lattice size (L
=20) and the dotted-dashed line is the best fit using only L=80 and
L=120. The inset shows ¢} versus In(L). The symbols and lines are
the same as in the outer plot. Note that the slope of the curves
diminishes as we exclude smaller lattice. The error bars are shown
inside the symbols.

=20, 40, 60, 80, and 120. From finite-size scaling we expect
that x, < L""” [see Eq. (12)]. Note that as expected the plot of
In(x2) X In(L) is well adjusted by a straight line giving the
exponent y/v=1.71(2). In critical phenomena it is expected
that the specific heat diverges as a power law or logarithmi-
cally as in the Ising universality class. In Fig. 8 we show a
log-log plot of the maximum value of the specific heat as a
function of the lattice size. The inset shows the same results
in a semilogarithmic plot. Note that a pure power-law sce-
nario or a logarithmic divergence does not adjust the data
points for the entire lattice sizes range. Besides that, as the
small lattice sizes are excluded from the adjusted data points
the slope diminishes (see Fig. 8), which indicates a nondi-
vergent specific heat. This scenario will be explored in more
details in Sec. IV. Using the crossing points of the fourth-

0.645

0.64

— L=20
— L=40
— L=60
— L=80
— L=120

0.625

R 1 R L R 1 R
0'%?886 0.888 0.89 0.892 0.894
T

FIG. 9. (Color online) Fourth-order Binder’s cumulant obtained
using the multiple-histogram techniques. The point represents the
estimated critical temperature using the crossing point for the larg-
est lattices. Error bars are not shown for clarity.

35 T T T T

<AP>OSOO

a5 5

4
Ln(L)

FIG. 10. (Color online) Size dependence of the six moments V;
at 7=0.8928. It is expected at the critical temperature all quantities
to have the same slope 1/v.

order Binder’s cumulant of Fig. 5 as a first estimate for the
critical temperature 7', another set of simulations was carried
out at temperatures closer to that one for 20=L = 120. Mul-
tiple histograms were built up using up to 4 X 107 configura-
tions. In Fig. 9 we show the crossing region of the Binder’s
cumulant obtained in this new set of simulations. We used
the crossing point of the largest lattices sizes to estimate the
critical temperature [794=0.889(2)]. Using the six moments
of the magnetization defined in Eq. (6) we obtained another
estimate for the critical temperature. The moments were also
used to obtain an estimate of the exponent v. In Fig. 10 we
show V; [see Eq. (6)] as a function of In(L) at T=0.8928.
Note that all quantities have almost the same slope. In Fig.
11 we show the values of 1/v obtained by using a linear fit
of V; as a function of In(L) for temperatures close to T
=0.893 for each j. Using this method we estimate the critical
temperature TX/'=0.893(1) and the exponent v=1.22(9). Us-
ing this value for » we plotted in Fig. 12 the pseudocritical
temperatures T.°(L) (temperature at which the maximum of
the specific heat occurs for the lattice of size L) and TX(L)
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FIG. 12. Pseudocritical temperatures as a function of L~"" for
1/v=0.82. Circles are T¢*(L) and squares are TX(L). The solid and
dashed lines are the best linear fits of 7.*(L) and TX(L), respectively.
The intercepts are 7."=0.890(3) and 7%=0.888(2) for the specific
heat and susceptibility, respectively.

(temperature at the maximum of the planar susceptibility) as
a function of L=!*, Note that as expected the data in Fig. 12
are well adjusted by a straight line. Using Eq. (13) two other
estimates for the critical temperatures, 7.*=0.890(3) and T%X
=0.888(2), were obtained. Our best value for the critical
temperature is thus the mean value of the previous estimates
TV, TV, T%, and TX. It gives T,=0.890(4). Plotting In(M,,)
versus In(L) at T, (see Fig. 13) it is possible to obtain the
exponent B/ v. From a linear adjust we get 8/ v=0.15(4).

In summary, we obtained the mean critical temperature
T.=0.890(4) and the critical exponents »=1.22(9), vy
=2.1(2), and B=0.18(5). Using these values we can check
their validity by using the scaling functions of Eq. (12). In
Figs. 14—16 we show the scaling plots of the planar magne-
tization, planar susceptibility, and fourth-order Binder’s cu-
mulant [see Egs. (12) and (15)]. Note that in all cases we
have a very good collapse of the curves for different lattice
sizes.

IV. DISCUSSION AND CONCLUSIONS

We performed extensive Monte Carlo simulations to study
the planar-to-paramagnetic phase transition in the d-AH

-0.6 T T T T T T T

In(M, )

3 35 4
In(L)

FIG. 13. In(M,,) versus In(L) at T=T,. The solid line is the best
fit and the slope is B/v=0.15(4).

1.5 T T T T
O 0OL=20 .4
5 £1L=30 A &
SO L=40 &
AAL=50 LB
<< L=60 =4
] - —
/v
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Xy
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O " 1 " 1 " 1 " 1
-10 -5 0 5 10

a-tr”

FIG. 14. (Color online) Scaling plot of magnetization using
T.=0.890, 1/v=0.82 and B/v=0.15 [see Eq. (12)]. The inset shows
a zoom near T=T,. Note that the curves for different lattice sizes
collapse into a single curve.

model in a bilayer system. Using the size dependence of the
magnetization moments, planar susceptibility, planar magne-
tization, fourth-order Binder’s cumulant, and specific heat,
we obtained the critical temperature 7,.=0.890(4) and the
critical exponents v=1.22(9), y=2.1(2), and 8=0.18(5). The
scaling plots of the magnetization, susceptibility, and fourth-
order Binder’s cumulant are shown in Figs. 1416, respec-
tively. A very good collapse of the curves for different lattice
sizes is obtained for all quantities. This is a strong evidence
of the validity of those values.

As can be seen in Fig. 8 a pure power law or logarithmic
divergence cannot describe our specific-heat data for the en-
tire lattice sizes range (note the size of the error bars in Fig.
8). As the smaller lattice sizes are discarded the slope of the
curve for In(c}) versus In(L) diminishes indicating a nondi-
vergent specific heat. This hypothesis is corroborated by the
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FIG. 16. (Color online) Scaling plot of fourth-order Binder’s
cumulant using 7,=0.890 and 1/v=0.82 [see Eq. (15)]. The inset
shows a zoom near T=T,. Note that the curves for different lattice
sizes collapse into a single curve.

scaling laws. Using the exponents v, y, and 3 that we ob-
tained and the scaling law'>> a+28+y=2 or vd=2-a, we
get a=-0.4. A negative value for the exponent « indicates
that the specific heat does not diverge in the thermodynamic
limit. Nevertheless, it does not exclude the possibility of the
presence of a finite maximum at 7. The observed behavior
of the specific heat resembles that of a BKT phase transition
where the specific heat does not diverge but presents a finite
maximum close to Tkr.2’ In the BKT phase transition it is
observed that the specific heat presents a maximum close to
the critical temperature and as the lattice size L increases the
height of the specific-heat maximum also increases ap-
proaching an asymptotic value c,, as L— . This behavior is
very similar to that obtained in this work. The results of
Maier and Schwabl'® for the planar-to-paramagnetic phase
transition in the dipolar XY model also predict a nondiver-
gent specific heat. In order to make our data consistent with
a negative value of the exponent o we conjecture the exis-
tence of a correction to the scaling function. This correction
must be an additive analytical term to be included in the
scaling function of the specific heat. Our ansatz is a term
such as ¢ =c.+b/In(L)+al®”. For a/v<0, ¢} increases
up to the maximum value ¢,, for L— . In Fig. 17 we show
the best fit using the above function where the value of a/v
was fixed to —0.33 as obtained by using our results and scal-
ing laws. It is worthy to note that in order to confirm this
conjecture analytical results and simulations in larger sys-
tems are needed, but these are beyond the scope of this pa-
per.

Concerning the presence of long-range order in this sys-
tem some remarks are in order. First, note that the finite-size
scaling theory used here is based on a critical phenomenon
where at low temperatures the order parameter is nonzero in
the thermodynamic limit, i.e., this theory implicitly assumes
the presence of long-range order.'”?> The finite-size scaling
functions of Eq. (12) describe our data with good accuracy
for the entire temperature range employed in our simulations.

PHYSICAL REVIEW B 79, 054404 (2009)
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FIG. 17. Nonlinear least-squares fit of ¢} according to ¢}'=c.
+b/In(L) +aL™%33. If we use the values of a, b, and c.., obtained in
this fit and perform another fit adjusting a/v, a, b, and c., we
observe that the new value of a/ v is —0.325 and the difference in )*
is negligible.

We can thus conclude that since the theory for systems pre-
senting long-range order can describe our results for the en-
tire temperature range, our system should present long-range
order. It is notable that the exponents we obtained do not
match those of well-known universality classes. Especially
the exponent »=1.22>1 is quite unusual. This could be an
indication that the planar-to-paramagnetic phase transition in
the d-AH model belongs to another universality class char-
acterized by a nondivergent specific heat and by the expo-
nents »=1.22(9), y=2.1(2), and 8=0.18(5).

In a recent paper Rapini et al.'# also studied the same
model (d-AH) in a square lattice using a cutoff at ry=>5a.
Their results are consistent with a BKT phase transition.
Nevertheless, our results for the two-layer system is fully
consistent with an order-disorder phase transition as dis-
cussed above. One can then conjecture that the inclusion of
the second layer in the system may reinforce the transition,
exposing its actual character. It may be that the consideration
of the entire range of dipole interaction could have a similar
effect. However, this is a speculation. This hypothesis cannot
be confirmed without a very detailed study of systems with
true long-range dipolar interactions. Indeed, if this is the case
one could expect obtaining similar results to those of Maier
and Schwabl'® for the dipolar XY model. Nevertheless, the
exponents we obtained are clearly distinct from those of
Maier and Schwabl and the finite value of v that we found is
a clear indication of an algebraic divergent correlation length
instead of an exponential divergence as they found. More-
over, the finite-size scaling theory used is based in a power-
law divergence of the correlation length [see Eq. (11)]. On
the other hand, Bander and Mills?® showed by using renor-
malization group arguments that for the Heisenberg model,
without dipolar interactions, the existence of an infinitesimal
easy-axis anisotropy is sufficient to bring the system to the
Ising universality class. In this way the observed order-
disorder behavior can be a consequence of the easy-axis an-
isotropy. Another point that must be raised is that the intrin-
sic anisotropic character of dipolar interactions can be
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responsible for the observed behavior instead of the long-
range character (a similar behavior was observed recently in
Ref. 29). In short, much work has still to be done in order to
fully understand the planar-to-paramagnetic phase transition
in ferromagnetic thin films where dipolar interactions are im-
portant.

PHYSICAL REVIEW B 79, 054404 (2009)
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