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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma forma de caracterizar estados de polarizacao
através dos parametros de Stokes. Mais especificamente, estamos interessados nos
estados de polarizagao dos bifotons de multimodos gerados na conversao paramétrica
descendente. Além disso, esclarecemos o conceito de matriz densidade reduzida, que
no regime multimodal nao é bem definido, e calculamos a matriz densidade reduzida
efetiva para os estados dos fotons gémeos. Mostramos entao que a aproximacao de

monomodo para a polarizacao de tais estados é adequada.



Abstract

In this work we characterize the polarization states using the Stokes parame-
ters. More specifically, we are interested in the two photon states of polarization
generated by the parametric down-conversion. Furthermore, we clarify the concept
of a reduced matrix which in the multimode regime is not well defined. We calcu-
late the effective reduced matrix for the twin photon states. Finally, we show that a

single mode approximation for the polarization of these states is very appropriate.

vi



Capitulo 1

Introducao

Na teoria eletromagnética, os modos de polarizacao linear de uma onda plana mono-
cromatica sao facilmente entendidos, ja que o campo elétrico pode ser decomposto
em duas ondas com oscilacoes perpendiculares. Na oéptica classica a polarizacao de
uma onda plana é entao definida por duas componentes. Existem varios métodos
que sao satisfatorios na caracterizagao das propriedades de polarizacao, entre os
quais estao os parametros de Stokes. Os quatro parametros de Stokes provéem clas-
sicamente uma descricao completa do estado de polarizacao da luz. Tais parametros
sao definidos através das correlagoes de segunda ordem das amplitudes do campo
elétrico e sao mensuraveis. A teoria pode ser expandida também para campos quase-
monocromaticos, que devem ser tratados estatisticamente e naturalmente poderemos
definir um grau de polarizacao.

Contudo as coisas nao sao bem assim na déptica quantica. A Optica quantica
consiste na aplicagao do formalismo e dos conceitos da mecanica quantica relaci-
onados a radiacao eletromagnética. As conseqiiéncias surpreendentes da mecanica
quantica poderao ser observadas na éptica quantica. Uma dessas conseqiiéncias é
o emaranhamento de duas particulas que estao separadas espacialmente. Para es-
tados de duas particulas que podem ser considerados maximamente emaranhados o
valor de um observavel nao é determinado para nenhuma das particulas. Contudo,
se medirmos o valor de um observavel para uma particula, conseguimos determi-
nar com 100% de certeza o estado da outra particula, independente da distancia
entre as particulas [1]. A luz agora passa a ser composta por fétons, espécies de

“particulas” que correspondem as excitacoes no campo eletromagnético. Assim, os
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fétons podem estar emaranhados em varios graus de liberdade, dentro deles: energia,
momento e polarizagao.

Estados de fétons emaranhados em polarizacao sao extremamente importan-
tes, devido ao seu papel na prova de aspectos fundamentais da mecanica quantica,
e além disso, mais recentemente, a sua aplicacao no campo de informacao e com-
putagdo quantica [2]. Dessa forma, conseguir caracterizar o estado de polarizagao
para fotons é de extrema valia. Para isso devemos ser capazes de estender a de-
finicao dos parametros de Stokes para o dominio quantico. Porém para os campos
quanticos as correlagoes de ordem maior que segunda ordem podem ser bastante
significativas. Para distinguir entao entre estados quanticos que possuem proprieda-
des de polarizacao bastante distintas, o parametros de Stokes devem levar isso em
consideracao.

Um processo para gerar pares de fétons emaranhados é o da conversao pa-
ramétrica descendente (CPD) [3]. Neste processo incidimos um féton com uma de-
terminada freqiiéncia num cristal nao-linear e observamos a geracao de dois fétons
com freqiiéncias mais baixas, os fotons gémeos. O fétons gerados na CPD podem
ser representados através de uma expansao em varios modos de ondas planas. Cada
modo de onda plana corresponde a um vetor de onda e uma polarizacao, que depende
do vetor de onda. Assim varias dificuldades surgem quando estamos no regime de
multimodos. Quando aproximamos o estado dos fétons gémeos por uma onda plana
separamos (grosseiramente) o estado quantico de polarizagdo e momento em um
produto tensorial do estado de polarizacao com o estado de momento. Sera que
poderemos fazer isso para um estado multimodal? Véarios experimentos feitos com
fotons gémeos estao interessados apenas no estado de polarizagao. Seria entao inte-
ressante escrever uma matriz densidade reduzida que contivesse informacao apenas
sobre a polarizacao. Mas sera que para um estado expandido em varios modos de
onda plana, existe uma matriz densidade reduzida tnica que descreve este estado
de polarizagao?

O objetivo deste trabalho entao é entender como caracterizamos os estados
de polarizagao para estados de fétons de multimodos. Veremos que no regime mul-
timodal o estado nao é separavel e que nem sempre é possivel definir uma matriz
densidade reduzida. Através dos parametros de Stokes, definiremos uma matriz

densidade reduzida efetiva. Calcularemos entao esta matriz e o grau de polarizagao
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para estados emaranhados em polarizacao de dois fétons gerados a partir da CPD.

No capitulo 2 definiremos os parametros de Stokes no dominio cléssico e
quantico. Como no dominio quantico as componentes do campo elétrico podem
apresentar correlagoes de segunda e quarta ordem significativas (ou de ordem maior),
vamos introduzir os parametros de Stokes de segunda e quarta ordem e depois es-
pecifica-los para campos monomodais de um e dois fétons. Além disso, definiremos
o grau de polarizagao em fungao dos parametros de Stokes.

No capitulo 3 desenvolveremos uma teoria para caracterizar estados de multi-
modos e definiremos uma matriz densidade reduzida efetiva.

Falaremos entao no capitulo 4 sobre o processo de conversao paramétrica des-
cendente e os estados de dois fotons emaranhados em polarizacao gerados através
da CPD.

Por fim, usando todo o aparato operacional dos capitulos 2 e 3 calcularemos
no capitulo 5 a matriz densidade reduzida efetiva e o grau de polarizacao para os

estados emaranhados de dois fétons gerados na CPD.
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Parametros de Stokes

Para estudarmos o estado de polarizacao de dois fétons, é necessario antes desen-
volver uma teoria que leve em conta a natureza vetorial da luz. O formalismo que
discutiremos abaixo, além de fazer isso de uma forma bastante elegante, é também de
enorme simplicidade ao tratarmos o efeito de instrumentos polarizadores no campo.
O conteido das secoes 2.1, 2.2 e 2.3 terd como referéncia o capitulo 9 do livro
Introduction to statistical optics de E.L.O Neill [4].

Vamos supor que uma onda plana estd se propagando na direcao z e que uma
série de instrumentos 6pticos sao colocados atuando nessa onda, resultando em uma
outra onda plana, como descrito na figura 2.1. Esses instrumentos épticos polariza-
dores, representados como a caixa preta na figura 2.1 estardao atuando (operando)
na onda incidente produzindo uma onda resultante.

Historicamente, G.G.Stokes (1852) [5] foi o primeiro a especificar o estado
de polarizacao do campo em termos de observaveis, conhecidos como os quatro

parametros de Stokes, dos quais um refere-se a intensidade total do campo e os

b'¢ X

y Yy

Figura 2.1: Esquema de uma onda passando por um instrumento 6ptico.
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outros trés ao estado de polarizacao. Mais tarde, Poincaré introduziu o que chama-
mos hoje de a esfera de Poincaré, na qual um ponto na esfera define um vetor em
3 dimensoes, freqiientemente chamado de vetor de Stokes, que corresponde a um
estado de polarizacao. Uma operacao de um instrumento 6ptico na onda incidente
corresponde a um deslocamento desse ponto na esfera.

Em 1941, Jones [6] reconsiderou o problema de um feixe monocromatico e
pela primeira vez introduziu um método matricial para tratar a polarizacao. No
método de Jones, do qual falaremos logo a seguir, o campo é tratado a partir de
suas componentes e o instrumento 6ptico é especificado através de uma matriz 2 x 2.
Contudo, o que medimos nao sao as componentes do campo. Percebendo isso, Miiller
desenvolveu um tratamento através dos parametros de Stokes, que sao os observaveis
do campo. Os parametros do campo transmitido sao obtidos da seguinte maneira:
o instrumento é representado por uma matriz 4 x 4 real (chamada de matriz de
Miiller) que opera nos quatro parametros de Stokes reunidos em um vetor coluna,

resultando em um outro vetor de Stokes para o campo transmitido.

2.1 Método de Jones

Vamos considerar campos puramente monocromaticos e totalmente polarizados. Ao
campo monocromatico de onda plana incidente da figura 2.1, vamos associar um

vetor coluna bidimensional E,

Y

E:[?}, (2.1)

onde £, e E, sao harmonicos no tempo, isso é com dependéncia com o tempo da
forma exp(—iwt), onde w é a freqiiéncia angular.

O instrumento sera representado por uma matriz L, da seguinte forma,

a b
L= . 2.2
] (2:2)
Entao, o campo que sai do instrumento pode ser facilmente caracterizado como,

E = LE. (2.3)
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2.2 Formalismo da matriz de coeréncia

A matriz de coeréncia é uma matriz que representa as correlacbes das componentes
do vetor campo elétrico complexo nas diregoes X e ¥, como mostraremos na equagao
(2.5). Ela fornece informagoes sobre o estado de polarizagao do campo.

Vamos formular agora a representacao matematica para a matriz de coeréncia
de um campo quase-monocromatico. Considere uma onda de luz quase-monocromatica
com freqiiéncia média W propagando na direcao positiva de z. As componentes or-
togonais do campo em um ponto x no tempo ¢ vao ser representadas da seguinte

forma [7] :
Ey(t) = a1 (t) expli(¢s(t) — wt)],

Ey(t) = ax(t) expli(¢a(t) — Wt)]

Seguindo a referéncia [5], a matriz de coeréncia J é definida em funcao das correlagoes

(2.4)

das componentes z e y do campo elétrico,

(BB (BB [ Jue Ty
T=(EaB)=| gl <EyE;;>}‘{JW J} (25)

Aqui os elementos E, e E, do vetor coluna E sdo os dados pela equacao (2.4) e Ef

¢ o conjugado Hermitiano de E, i.e. a matriz linha
E=[E E]. (2.6)

Na equacao (2.5), o simbolo ® significa o produto de Kronecker (produto direto) de
E com Ef, enquanto < ... > ¢ a média no tempo.

Se considerarmos o campo de uma luz quase-monocromatica totalmente des-
polarizada, a direcao de vibracao do vetor campo elétrico é indeterminada. As

componentes I, e F, do campo sao portanto descorrelacionadas, isto é,
(E.E;) = 0= (E,E) (27)
Além disso, as médias das intensidades nas componentes x e y devem ser iguais, i.e.,
(BLE2) = (E,E). (2.8)
Sendo a intensidade total I igual a

= (E,E}) + (E,E}), (2.9)
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podemos ver que a matriz de coeréncia J é simplesmente um miltiplo da identidade:

J—g[ég] (2.10)

Voltando a um feixe de luz quase-monocromatico polarizado, observamos que quando

este passa por um instrumento representado por L,
E = LE, (2.11)
e assim, a matriz de coeréncia J’ do feixe resultante é
J = (E'®@E") = (LE ® E'LT), (2.12)

ou fazendo uso da equagao 2.5,
J = LJL'. (2.13)

2.3 Os parametros de Stokes

A partir dos elementos da matriz de coeréncia, vamos definir um vetor coluna da

seguinte forma

J:m:
P
Jyz
Jyy

Vamos fazer uma transformacao unitaria nesse vetor, de tal forma que os novos

<

J=(E@E) = (2.14)

elementos sejam todos reais:

S=TJ, (2.15)
onde T ¢é a transformacao unitaria.
Desenvolvendo isso, temos,
So 10 0 1 -
St |01 1 0 Sy
So | |0 ¢ — 0 Sy (2.16)
S 10 0 —1 Jyy
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X
Compensador Polarizador
i 7 7 . i
1 |9 1
1 1
1 \ 1
—_— 1 SR
| 4
1 AN
; Y > 7
.0 ! !
1 1
1 1
1 1
1 1
i i
L | 1
» : [ ] I
y Z=Zg Z=79 —22

Figura 2.2: Arranjo experimental para determinar os elementos dos parametros de
Stokes.

Os novos elementos definidos sao chamados de parametros de Stokes e sao to-

dos reais. Desenvolvendo a equacao 2.16, podemos escrevé-los mais explicitamente,

E.E%) + (B, ES)

(
(ExEy) + (EyE;)
( E,
{

i((Eky) — (B
(E-E7) — (EyEy)

)

)
)
)
). (2.17)

Assim como a matriz de coeréncia, os parametros de Stokes sao suficientes para es-
pecificar completamente o estado de polarizacao de um campo classico. Uma forma
simples de medir tais parametros é através de um compensador e um polarizador.
Vamos supor que incidimos um feixe de luz, que tem componentes ortogonais como
na equagao (2.4), numa montagem que consiste de um compensador e um polariza-
dor, como mostrado na figura 2.2. Sejam «; e as as mudancas de fase produzidas
em E, e I, respectivamente, ao passar pelo compensador saindo de z = z, para
z = z e 0 o angulo entre a direcio de vibracio do campo elétrico (ig) e o eixo X
depois do polarizador. O vetor campo elétrico em z = z5 apds passar pelos dois

aparatos 6pticos, é dado por,
E'(t; a1, 2.0) = [E,(t)e™ cosh + E,(t)e"2send]iy. (2.18)

A intensidade média do campo elétrico em qualquer ponto do plano z = z, sera
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dada por [5],

(wl(aq, aq,0)) = (E*(t; a1, a.0) - E/(t; a1, a2.6)). (2.19)
Substituindo a equagao (2.18) na (2.19), obtemos a seguinte expressao,

(wl(6,0)) = (Ex(t)E,(t)cos’0 + EX(t)E,(t)e” cosfsend +
B, (t)E,(t)e “cossend) + E3(t)Ey(t)sen®d), (2.20)

onde
0= Qg — (1. (221)

Podemos entao determinar os parametros de Stokes, usando diferentes pares de ¢
e 0. Por exemplo, se quisermos medir S; basta medirmos a intensidade do campo
elétrico, com um compensador de tal forma que a diferenca de fase seja zero, 6 =0
e um polarizador com € = 45° depois com o mesmo compensador, medimos a
intensidade do campo elétrico com um polarizador com # = 135°. Subtraindo o
primeiro resultado pelo segundo, obtemos S;. E facil perceber também, que Sy € a
intensidade total do campo elétrico do feixe incidente.

Vamos definir agora o grau de polarizagao P em funcao dos parametros de

\/ﬁ
po YOI T TS (2.22)

So

Podemos facilmente ver, através das equagoes (2.16) e (2.22), que para uma luz

Stokes, como

totalmente despolarizada (luz natural), o grau de polarizagao P serd igual a zero.
Porém, P = 1 para luz totalmente polarizada. Logo P esta variando entre 0 e 1, ou

melhor, 0 < P < 1. Para uma onda totalmente polarizada, temos entao,
S =5S;+ S5+ 55 (2.23)

A equagao (2.23) pode ser interpretada como a equagao de uma esfera no subespago
S1, Sa e S3 com raio Sp; tal esfera é chamada de esfera de Poincaré. Cada ponto desta
esfera corresponde a valores definidos dos parametros Sy, S1, S3 e S3, definindo assim
um estado de polarizacao. Para luz parcialmente polarizada, P < 1 e tais estados
serao representados por pontos dentro da esfera. Para luz totalmente despolarizada,

P = 0 e esses estados estao no centro da esfera. Finalmente, para luz totalmente
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polarizada, esses pontos vao se encontrar na superficie da esfera. Na figura 2.3
mostramos uma esfera de Poincaré e os pontos das polarizagoes circulares e lineares

(horizontal e vertical e +45" e —45°).

Figura 2.3: Esfera de Poincaré: i) em S estados com polarizagao linear +45°; ii) em
Sy estados de polarizagao circular; iii) em S5 estados de polarizagao linear horizontal
e vertical.

2.4 Método de Muller

Como ja dito anteriormente, esse método da a transformacao dos parametros de Sto-
kes quando a luz passa por um instrumento 6ptico. Seguindo os passos da equagao

(2.3), o vetor coluna J se transformard da seguinte forma:
J' = (E' ®@E*) = (LE® L'E*) ou J =LeL")J. (2.24)
Na equacao acima usamos a relagao
(AA'®BB') = (A®B)(A'®B'), (2.25)

onde A, A’, B e B’ sdo matrizes.
Além disso, fazendo uso da matriz de transformacao T da equacao (2.15), nds

facilmente encontramos que

S=TJ =T(LeL)T 'TJ = [T(L® LT 'S, (2.26)
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ou definindo a matriz de Miiller M por
M=T(LoL)T ", (2.27)

que
S’ = MS. (2.28)

Como podemos ver, usando esse método podemos facilmente saber como os parametros
de Stokes se transformam sob a acao de um instrumento 6ptico, bastando apenas

saber a matriz de Miiller que representa o instrumento.

2.5 Parametros de Stokes no dominio quantico

O formalismo apresentado nas segoes 2.1, 2.2, 2.3 embora bastante elegante, nao
se aplica de forma direta para o dominio quantico como mostraremos a seguir. No
dominio da optica quantica, os campos elétricos nao serao mais representados como
na equacao (2.4). Agora o campo elétrico serd representado por um operador E e

serd expandido em ondas planas monocromaticas, da seguinte forma [5]

E(z;t) =E.(z;)X+Ey(2;8)y = X[Esn(25t) + Epa(z56) + ... +
[Eyi(z:t) + Epa(z;t) +..],

<>

(2.29)
_ hw ) :
Eulsi0) = ) (550) + EQ (t), B (at) = 1 Sbageli),
EC)(2:1) = (ES) (z:0))],

al

[\]

onde alj (aq;) sdo os operadores de criacdo (aniquilagao) dos fétons com freqiiéncia
w; e polarizacao «, V' o volume de quantizacao, € a permissividade do meio e Z a
direcao de propagacao do feixe de luz.

A partir dessas definicoes, poderiamos pensar que para achar os parametros
de Stokes no dominio quantico !, bastaria substituir o novo operador campo elétrico

E nas equagoes (2.5) e (2.16). Mas essa ¢ uma idéia ingénua, que nao é verdade. Se

! Agora no dominio quéntico, usaremos s mintisculo para os pardmetros de Stokes e S maitisculo
para os operadores de Stokes.
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agissemos de tal forma, os parametros de Stokes seriam definidos assim

)+ (Ey 7 (z )ESH (2:1)
)+ (B (2 )ELT (#51)
)) — (B (2 )EL (1)) (2.30)
) = (B (5B (=:8)).

) (ES) (5 1)ESD (252)
) (ES) (2B (251)
) = BT (s t)EP (2t
) = (EX(x lﬁ)E(+ (2:1)

Inserindo as equagoes (2.29) nas equagoes (2.30), nds obtemos as seguintes expressoes

sl Z A Ak.eZ Wk L‘”)T<amax,C + ay] yk)
7,k=1
m
— ) i(wp—wi)7T /4T T
jk—l
Z AjA e i) (awayk aLjaxk> (2.31)
jk‘ 1
Z A AkeZ wr—w))T (axjaxk azjayk>7
j,k=1

onde 7=2—te ;= (24)/2,

Podemos ver que esses parametros de Stokes derivados da definicao classica
nao sao adequados para caracterizar as propriedades de polarizacao do campo de
estados quanticos. Isso porque os fatores e!@r=«7 ¢ A ; ;A\ nao tém conexao alguma
com a polarizacao da luz, além de variarem no tempo. Assim, como no dominio
classico, queremos que os parametros de Stokes no dominio quantico contenham
informagao apenas sobre a polarizagao. Logo, os parametros de Stokes deverao ser
definidos de outra forma.

Além disso, para que possamos definir os parametros de Stokes no dominio
quantico, devemos lembrar que a luz que no dominio cléssico era considerada total-
mente despolarizada, neste dominio pode apresentar o que alguns autores chamam
de polarizagao escondida [8], devido & flutuagao de intensidade nos modos de po-
larizagao (ou a correlagao entre elas). Assim, para uma descri¢do completa, vamos
introduzir parametros de polarizagao de segunda e quarta ordem e depois especificar

tais parametros para campos em estados de um e dois fétons.
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2.5.1 Parametros de Stokes de segunda ordem

Uma onda plana monocromética é descrita pelos operadores de criacio al, e aL e 0s
operadores de aniquilacao a, e a, para fétons em modos ortogonais de polarizacao
z, y. Vamos assumir que o modo z é o da polarizacao linear vertical e o modo
y € o da polarizacao linear horizontal. As propriedades quanticas do campo sao

determinadas pelas seguintes relacoes de comutagao,

arsal] = [ay.al] = 1.

[, 2.) = [ay. 3] = [az,2,] = [a,,al] = 0. (2.32)

As propriedades de polarizacao de uma onda plana monocromatica sao deter-

minadas em termos do conjunto de momentos de segunda ordem [8]:

(@la,) = (N;) =n,, (a
(afa,) = (Si)=s4, (a
onde n é o nimero médio de fétons de cada modo. Os momentos (a2), (al?),

xT
(azay), (a2) e (al?) ndo foram considerados por néo apresentarem nenhum efeito nas

ag) =5 = s} (2.33)

quantidades observaveis.
As quantidades definidas em (2.33) formam o que podemos chamar da versao
quantica da matriz de coeréncia J, que chamaremos de K, sendo dada por,
K — { (2:2:) (2)20) } = { . ] (2.34)
(alay) (ajay) St My
Um conjunto alternativo de nimeros também empregados paralelamente aos
momentos da equagao (2.33) sao os parametros de Stokes quanticos sg, s1, Sz € Ss.
N6s vamos defini-los como os valores médios s, = (S,,) dos seguintes operadores,

que chamaremos de operadores de Stokes:

Sp = ajcaz + a;ay, S, = alay + aza;,

Sy = —i(alay — axaL), S3 = alax - aLay. (2.35)

Das equagbes (2.33) e (2.35) seguem as relagoes

50 = Ny +ny, 51 = 2Res;, sp = 2Ims,

§3 = Ny — Ny. (236)
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As relagoes inversas das equagoes (2.35) tém a forma

1 1
N, = 5(SO +S3), S, = 5(51 +1iSs)

1 1
Ny == 5(50 - 53), S_ - 5(51 - ZSQ) (237)

Em termos dos operadores de Stokes, a matriz de coeréncia pode ser escrita
como
1| sog+s3 s1—1i89

K=- . . 2.
2| 81 +1S2 Sg— S3 (38)

Os momentos n,, n, e s; dados pela equagao (2.33) e os parametros de Sto-
kes s,, sao unicamente relacionados e carregam informagoes idénticas. Porém, os
parametros s,, possuem propriedades de transformacoes mais simples e admitem
uma representacao geométrica mais clara. Assim, as propriedades estatisticas de
segunda ordem das amplitudes do campo sao determinadas por quatro parametros
reais, que podem ser representados por um ponto no espaco quadridimensional. A
acao de um polarizador sobre este campo faz com que esse ponto se mova através
de alguma trajetéria.

Num processo em que perdas nao estao envolvidas, a intensidade total sy =
ng + n, da onda se conserva e assim para fazer um estudo das propriedades de
polarizacao do campo s6 devemos levar em consideracao trés parametros, como
por exemplo, as trés componentes s (k = 1,2,3). E conveniente representa-las
graficamente como um vetor s num espago tridimensional, que chamaremos, em
analogia com o caso cldssico, de espaco de Poincaré-Stokes [8]. Sejam &, os vetores

que formam uma base ortonormal deste espago, i.e. & - € = 0,

3
s= ) skl (2.39)

onde s, = € -s. A norma do vetor de Stokes sera

5= \/Z st = Pysy, (2.40)

onde P,, em analogia com a equagao (2.22), é o grau de polarizacao (de segunda

ordem). Veremos a seguir que esse grau de polarizagdo P, é equivalente a visibi-
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y
— x
A

y

v

NN

Figura 2.4: Arranjo experimental para medir as propriedades de polarizacao de
um feixe de luz monocromatica. A luz passa por um compensador C e depois
por um divisor de feixe em polarizacao, que separa o campo em duas componentes
ortogonais de polarizagdo (x,y). Dois detectores medem as intensidades n/, e n
Tanto a orientacao quanto o atraso relativo da placa de onda sao ajustaveis.

/
y*

lidade méxima possivel de interferéncia no espago de polarizagdo [8]. Para isso,
vamos primeiro pensar num arranjo experimental para medir as propriedades de
polarizacao de um feixe de luz monocromatica. Um possivel arranjo experimental é
o esquematizado na figura 2.4, analogo ao da figura 2.2, no qual o feixe de luz passa
por um compensador seguido de um divisor de feixe por polarizagao e detectores.
Podemos ver que os detectores medem as intensidades “instantaneas”, ou melhor,
os autovalores de N/, e Nj. Fazendo medidas em coincidéncia, podemos achar os
momentos na forma <N;f“N;j> Mas como sao os resultados das medidas (n), e n;)
desses operadores N), e N7 Podemos achd-los usando o mesmo desenvolvimento do
método de Jones das secao 2.1, o conjunto compensador mais divisor de feixe em
polarizacao sera representado por uma matriz L que atuara na matriz de coeréncia
K7

K' = LKL (2.41)

No dominio quantico, as matrizes de Jones atuam nos operadores de criacao e des-
truicao. Sejam a, e a, operadores de aniquilacao correspondentes aos modos in-
cidentes no elemento 6ptico e a’, e a’y os operadores correspondentes aos modos

transmitidos. Assim,
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a’} Ly, Ly, 1] a}
1t = L* L* aT )
a Yy yxr vy Yy

Vamos admitir que nao hd perdas no elemento éptico. Isto quer dizer que ala, +

(2.42)

ala, = alal, + a’La’y. Além disso, as relagdes de comutacdo [a,,al] = [a,,a]] =
[@,,a'T] = [a’y,a’L] =1c¢e [ay, a5 = [aL,aTB] = [a'y,dp] = [a’L,a’g] = 0 para quaisquer

valores (z ou y) de a e [ devem ser preservadas.
As condicoes acima garantem que as matrizes de Jones para elementos épticos

sem perdas podem ser sempre escritas, a menos de uma fase global, como

L= { _“V* : } . (2.43)

onde |u|? + [v]? = 1.
A partir da equagao (2.41) encontramos entao n’,

nl, = ppng + vvng + pvsy +vius_. (2.44)

Variando continuamente os parametros do compensador C, como por exemplo
o seu angulo de orientagao, a quantidade n! variara periodicamente. A visibilidade
méxima dessa curva de varia¢ao de n!, dependera dos valores maximo e minimo para

n!. Vamos reescrever (2.44) da seguinte forma:
n' =rKr, onde r= [ 5 } : (2.45)

Seja agora U a matriz (unitdria) que diagonaliza a matriz (hermitiana) K:
UKU' = D. Logo,

n,, =r 'U'UKU'Ur = u'Du = [ u} u} ] { At ] (2.46)

Aol

onde u = Ur. Como U ¢ unitaria, |u| = |r| = 1.

Calculando os autovalores A\; e Ay de K, encontramos

1
A2 = 5(80 + /st + 53+ s3). (2.47)

Podemos ver que A; + Ay = s, € A\j — Ao = \/s7 + 53+ 53 = s.
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Assim a equagao (2.46) pode ser escrita como
n., = A\1cos’0 + Aysen?d, (2.48)

onde o parametro 6 caracteriza os pesos relativos |ui | e |ug|?, j4 que |ug [*+|ug]? = 1.
Variar continuamente os parametros do compensador C significa variar o parametro
6. Logo,

(n;)maz,min = )\max,min- (249)

A visibilidade maxima possivel obtida na montagem da figura 2.4 sera entao

/ /
|74 _ Ny max Ny min _ )\ma:c
max

- >\m7,n S
= =—=~F 2.50
nlx mazx + TL; min Amax + )\mm S0 > ( )

que ¢é o grau de polarizacao do campo incidente.

2.5.2 Estados de um féton

E interessante notar que os operadores de Stokes definidos em (2.35) satisfazem a

mesma algebra das matrizes de Pauli:
[Si7 SJ] = 2iez~ijk, i,j, k? = ]_, 2, 3 (251)

onde € j; € o simbolo de Levi-Civita [9].
Para modos de onda plana contendo apenas 1 féton, os operadores a,, a,, al,

e aL admitem as representagoes

a, =[0)(z],  a,=0)yl, al=lx){0l,  a}=ly0l, (2.52)

onde |z) e |y) representam estados de 1 féton com polarizacao x e y, respectivamente.
As relagoes (2.51) e (2.52) garantem que para campos de 1 féton, os operadores
de Stokes Sq, S1, Sy e S3 sao adequadamente representados pela identidade o, junto

com as matrizes de Pauli oy, 0y, o3 [10]. Assim,
si = (Si) = (o3) = Tr{pro:}, (2.53)

onde i =0, ...,3 e p; é o operador de estado no espago (bidimensional) de polarizagao

para o campo de 1 féton em um modo de onda plana.
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Como o operador de estado pode ser escrito como p = Zj rj0; € como
Tr{o,0;} = 20,; para i,j = 0,1,2,3, podemos utilizar a equacdo (2.53) e escre-

ver

3
1 1 So + S3 S1 — iSQ
B P : ) 2.54

P 2;81(7’ 2|:81—|—282 So — S3 (2:54)

Comparando a equagao (2.54) com a (2.38), vemos que para campos mono-
modais de 1 féton, o operador de estado no espaco de polarizagao é a prépria matriz
de coeréncia K.

Como o operador de estado contém toda a informacao possivel de se obter de
um estado quantico, vemos que as propriedades de polarizacao para campos mono-
modais de 1 féton sao completamente caracterizadas pelos parametros de Stokes. A
partir da equagao (2.54), chegamos ao importante resultado que todo estado puro
monomodo de 1 féton é totalmente polarizado, pois

T 2 1 T o 1 2 1 2 2 2 2\ 1 P2 2
oy =g Zsisj r{o;0;} = 5251 = 5(80 +s]+ 85+ 83) = 5(1 + Py). (2.55)
i i
Sabendo que para um estado puro Trp? = 1, podemos ver que P, deve ser igual a
um, o que significa que o estado é totalmente polarizado. Por outro lado, o estado

maximamente misturado (ndo-puro) é totalmente despolarizado.

2.5.3 Parametros de Stokes de quarta ordem

Como ja dissemos anteriormente, mesmo que o campo nao apresente correlacao de
segunda ordem em polarizacao, é possivel que ele apresente correlacoes de quarta
ordem. Assim, é interessante definir parametros de polarizacao de quarta ordem.
As correlagoes poderao ser calculadas para campos com expansao em um Unico

modo de onda plana ou em dois modos. Sejam al aL e a,, a, os operadores de

xT’
criacdo e aniquilacdo, respectivamente, para um modo de onda plana. E b, b; e b,
b, os operadores de criagao e aniquilagao, respectivamente, para o outro modo de
onda plana. Se definirmos o operador tensorial K tal que K1 = a;ax, Ko = aLax,
Koy = ala, e Ky = aLay, temos que a matriz de coeréncia de segunda ordem é
dada por K = (K). Vamos entao definir uma matriz de momentos de quarta ordem,

fazendo o produto tensorial : K @ K : (0s dois pontos (:) significam em ordem
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normal), isto é, Ky = (: K @ K@ ) onde K e K?) s3o os operadores tensoriais
para cada modo de onda plana, respectivamente. Apds colocar na ordem normal e

tirar o valor esperado, temos

A G D FE
G- H I J

K, = D I C F | (2.56)
E* J° F* B

onde

A=(alblb,a,), B=(alblb,a,), C'=(alblb,a,), D={(alblb,a,), E=(alblb,a,),
(2.57)
F=(alblb,a,), G=(alblb,a,), H=(alblb,a,), I=(alblb,a,)e J=(alblb,a,).

Para um tnico modo de onda plana, a matriz K, apresentara linhas e colunas
repetidas. Eliminando essas linhas e colunas redundantes, temos que a matriz de

coeréncia de quarta ordem para um modo de onda plana K’4, pode ser dada por

A/ D/ E/
K,=| D" ¢ F|, (2.58)
E* F* B
onde
A = (al?a?), B' = <a£235>, C' = <aLaLayax),
D' = (alalal), B' = (al?al) e F' = (al%aya,). (2.59)

A definicdo para os parametros de Stokes de quarta ordem nao é tunica.
Como esses parametros sao mensuraveis, dependendo de como vamos medir tais
parametros, podemos ter diferentes definigoes [8, 11, 12]. Vamos entao defini-los
primeiro para um campo em dois modos de onda plana. Os parametros de Stokes
de quarta ordem para este regime serao definidos como os valores esperados dos

seguintes operadores
i j 2.
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C, P2

PL C
D, D,
Feixe 1 Eonte Feixe 2 _

X

\
Medida em conicidéncia

Figura 2.5: Arranjo para medir os s;; através das medidas em coincidéncia dos
detectores Dy e Dy. Os dois feixes de luz passam por compensadores C; e Cy e por
polarizadores P; e P, que podem estar orientados de formas diferentes.

onde 7,7 = 0,...,3. Para este caso serao 16 parametros. Para encontra-los, deve-
mos medir as correlacoes entre as medidas dos detectores da figura 2.5, onde cada
compensador C e polarizador P atua no feixe separadamente. Um exemplo de 16

medidas de coincidéncia suficientes para determinar os s;; é o seguinte [12]:

—®—, — R/, — 0, —®O0, (2.61)
S ®—, /®/, /R0, /®0, (2.62)
O —, 00/, 080,010, (2.63)
O® —, 00 /7,000,080, (2.64)

onde —, /" sao os compensadores alinhados horizontalmente e a 45° (em relagao
a alguma direcao escolhida) e O e O sao os compensadores que polarizam a luz
circularmente para a direita e para a esquerda, respectivamente.

Para o campo em um modo de onda plana, as propriedades de polarizacao

serao determinadas através de trés operadores “duplos”de aniquilacao:

C1 = agay, Cy = \/iazay e C3=a,a,. (2.65)

Os conjugados hermitianos CJ{, cg e c:t) sao os operadores “duplos”de criagao.

Como estamos interessados nas quantidades mensuraveis, vamos relacionar os parametros
de Stokes como a combinacao dos produtos entre um operador “duplo’de criagao

com um de aniquilacao. Desta forma teremos 9 operadores de Stokes como podemos
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ver abaixo

S;]:{ ( SlSJ i), se Z?é] (266)

(57 =531), se i=j.
Definimos os operadores em ordem normal, pois usando a montagem da figura 2.4,
conseguimos medi-los olhando para a correlacao das medidas dos detectores. Pode-

/ /
mos demonstrar que S';; = S'j;.

2.5.4 Estados de dois fotons

Em completa analogia com o estado de 1 féton, veremos agora que os operadores
de Stokes de quarta ordem também podem ser representados por matrizes (as quais
iremos especificar em breve). Como existe uma diferenca entre o parametros de
Stokes de quarta ordem para campos em um e dois modos de onda plana, vamos
separar os dois casos. Falaremos primeiro do campo de 2 f6tons em um modo de
onda plana, e depois do caso de nosso real interesse, que é o campo de 2 fé6tons em
dois modos de ondas planas.

Para campos em um modo de onda plana contendo 2 fétons, os operadores ¢y,

C];, Co, CE, C3 € cg; admitem as representacoes

a =v2[0,01(2,0], ¢ =+2[0,0)(1,1],  c3=12[0,0)(0,2| (2.67)
cl =v2[2,00(0,0], <} =Vv2[1,1)(0,0], e <} =2/0,2)(0,0], (2.68)

onde (2,0] é um estado de 2 fétons com polariza¢ao x, (1,1| é um estado de 2
fétons, onde cada féton tem polarizagdo x e y e (0, 2| é um estado de 2 fétons com
polarizacao y.

Os nove operadores de Stokes poderao entao ser representados da seguinte

forma:
S = Qijy (2.69)

onde as nove matrizes Q; ; sao

010 0 —i 0 10 0
Qn =Vv2|101[,Que=v2]|i 0 —i|.,Qs=2|00 0 |,
010 0 i 0 00 —1
[ -1 0 1 00 —i 0 1 0
Qu =Vv2| 0 0 0 |,Qu=2|00 1 |.Qu=v2|1 0 -1][,
10 -1 i 0 0 0 -1 0
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-1 0 -1 0 —i 0 0 0 0
Qp =vV2| 0 0 0 |, Qu=v2|i 0 i]|,Qs=2V2]0 -1 0
-1 0 -1 0 —i 0 0 0 0

(2.70)

Similarmente as matrizes de Pauli, as matrizes Q obedecem relagdes de ortogonali-
dade

Tr{QaﬁQa//g/} = 8(504’&/(557@. (271)

Como vimos antes, os parametros de Stokes de quarta ordem para campos de

2 fétons em um modo de onda plana podem ser representados como
si; = (S'i5) = (Qij) = Tr{pyQys}, (2.72)
onde p) é o operador de estado no espago de polarizagdo para o campo de dois
fétons em um modo de onda plana. Usando entao as relagoes (2.71), podemos isolar

o operador de estado
3
1
=73 D 5 Qe (273)
i,j=0

Ao fazer o cdlculo do operador de estado em funcao dos elementos K;; da

matriz de coeréncia K';:

%Kll \%Kw K3
ph=| pEa  Kn 5K |, (2.74)
K3, \%Ksz %K:’,s

percebemos que as duas matrizes nao sao iguais. Entretanto, os seus elementos sao
proporcionais, logo podemos tirar as mesmas informacoes sobre a polarizagao do
estado com as duas matrizes.

Vamos olhar agora para o caso do campo em dois modos de onda plana. Os
operadores de Stokes de quarta ordem para este regime nao serao mais definidos
como em (2.69). Temos que os parametros de Stokes de segunda ordem de estados
de 1 féton sao dados por s; = (0;), logo para estados de 2 fétons, os operadores de
Stokes de quarta ordem S;; podem ser representados pelos produtos das matrizes
de Pauli 0; ® 0; = 045, j = 0,1,2,3. Assim, o operador de estado no espaco de

polarizacao é

3
1
P2 = 1 E SijOij; sij = Tr(oip2),
3,j=0
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(2.75)
S0 — T’l”pg =1.

Uma caracteristica importante dos parametros de Stokes para estados de 2 fotons
em dois modos é que os parametros de Stokes para estados monomodais de 1 féton
estao incluidos neles. A matriz densidade parcial de um féton (fazendo o trago no

subespago do outro féton em py) é

| P11+ p22 P13+ p2a (2.76)

pr= P’fs + P54 P33+ pas

onde os elementos indicados sao aqueles associados com ps, de tal forma que

So P11+ p22 + P33+ Paa S00

st 2Rep13 + 2Repyy | s1w0
1= se | 2Impy3 + 2Impyy | s (2.77)

S3 P11 T P22 — P33 — P44 $30

e similarmente s,.

O proximo passo agora serd definir um grau de polarizagao para dois fétons.
Como estamos interessados apenas no caso de campos de dois fétons em dois modos
de onda plana, nao entraremos em detalhe para o grau de polarizacao para campos
de dois fétons em um modo de onda plana. O grau de polarizagao para este caso
serda definido a partir da visibilidade maxima possivel da interferéncia de quarta
ordem, observadas de acordo com as flutuacoes dos operadores de Stokes. Maiores

informagoes podem ser encontradas na referéncia [8].

2.5.5 Grau de polarizacao para dois féotons

Para construirmos um grau de polarizagao para campos de dois fotons, devemos ser
capazes de distinguir nao apenas entre estados puros e mistos, mas estados fatoraveis
e emaranhados. Assim, o grau de polarizacao deve conter informacao sobre o grau
de emaranhamento do estado. Além disso, sabemos que o grau de polarizacao deve
ser capaz de medir as correlagoes em quarta ordem das componentes do campo dos
estados quanticos de dois fétons.

Se o estado for puro e fatoravel, os fétons sao independentes entre si, e podemos

facilmente perceber que os s;; sao fatordveis em funcao dos s;, ou s;; = s;050;. Logo,



Capitulo 2. Parametros de Stokes 24

podemos descobrir os parametros de Stokes fazendo medidas locais, em cada feixe

separadamente. Outro resultado direto para esse estado é:

3 3 3
doshi=1, Y spy=1 > si=1 (2.78)
j=1 i=1

2,j=1

Para o caso de um estado puro maximamente emaranhado temos [13]:

S01 = So2 = So3 = 0, 510 = S20 = S30 = 0,
3
2 _
E sy =3, (2.79)
ij—1

de tal forma que, cada feixe considerado separadamente um do outro é despolari-
zado, e para medir os parametros s;; devemos medir a correlacao entre os dois feixes
com medidas em coincidéncia.

Assim, vamos construir o nosso grau de polarizacao para dois fétons Py de
tal forma que quando o estado for puro fatoravel ele é igual a 0 e quando o estado
for puro maximamente emaranhado ele é igual a 1. Devemos lembrar também que
estados que apresentam correlacao de segunda ordem entre as amplitudes do seu
campo, podem nao ter correlacao em quarta ordem e assim P, = 0. Tendo isso em

mente e os resultados das equagoes (2.78) e (2.79), Py em funcao dos s;; sera:

3 3 3

P} = %(Zs?j—l) = 1—%(Zs§0+zs§j). (2.80)

i,j=1 i=1 J=1

Note que a quantidade P, esta relacionada com Pz(l) e Pz(z), pois o grau de

polarizacao para cada féton separadamente é P2(1) = /82 + 83 + 53 e P2(2) =
/821 + 889 + 823, logo da equagdo (2.80), P? + %(PQ(I))2 + %(P2(2))2 = 1. Outro fato
importante é que, para estados puros, P? coincide com o quadrado da concorréncia,

que é uma medida de emaranhamento [14]. Assim, a partir de P, podemos obter
informagoes sobre o grau de emaranhamento do estado.

Para estados mistos também é possivel definir um grau de polarizagao, mas
por ser a descricao um pouco mais complexa e por nao ser de nosso interesse nesse
trabalho, nao vamos falar sobre ele. Interessados no assunto podem consultar a

referéncia [12].



Capitulo 3

Estados de Polarizacao

O aparato operacional desenvolvido no capitulo 2, embora bastante simples, foi
desenvolvido para campos de um tinico modo (onda plana). Contudo, os estados que
queremos estudar sao estados gerados por campos de multimodos. Como podemos
entao fazer um estudo da polarizacao dos nossos estados? Baseado na referéncia
[15], vamos construir uma matriz densidade reduzida efetiva 2 x 2 e assim veremos,
que mesmo sendo o nosso campo multimodal, poderemos usar o grau de polarizagao
da equagao (2.80).

Para comegar esse capitulo vamos olhar como o estado de um tnico féton é
alterado ao passar por um polarizador arbitrariamente orientado, como na figura
3.1. Usando entao essa informacao, construiremos uma matriz densidade reduzida

efetiva, da qual falaremos mais adiante.

3.1 Estados de polarizacao classicos

Um polarizador ideal linear [16] é um aparato que é completamente transparente
para a luz linearmente polarizada na direcao do eixo de transmissao. Vamos con-
siderar um polarizador perpendicular a Z com orientacao p formando um angulo (3
com o eixo X: p = cos SR +senB Y. Sejam E! e ET os campos elétricos incidentes e
transmitidos, respectivamente. Vamos assumir que E! e ET sdo os campos elétricos
de ondas planas propagando na direcao de k, onde k = |—11:| é o vetor unitario do
vetor de onda. Podemos escrever explicitamente

I I 2 I a

25
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E” = E] é, + E] é,, (3.1)

onde €1, €; sao dois vetores ortogonais e unitarios, como representado na figura 3.1.
Se 0 e ¢ sao as coordenadas esféricas de k em relagdo a X, § e Z (onde Z é o eixo de

rotagao do polarizador),
k = % senfcos¢ + ¥ senflsend + 2 cosb, (3.2)
€1 e €, serao definidos de tal maneira que

~

k = él X ég. (33)

N>

Figura 3.1: Esquema de um feixe de luz propagando na direcao k passando por um
polarizador perpendicular a z.

Dada uma certa direcio de propagacio k da onda plana, a condicdo (3.3)
sozinha nao é suficiente para determinar €; e €;. Por hora, no entanto, vamos
deixar livre a orientacao do sistema €, €; em torno de k.

A acdo do polarizador pode ser encontrada exigindo que a polarizacao &®
do campo transmitido esteja no plano definido pelo eixo de polarizacao p e pela
direcao de propagacao da onda plana k: 6P = ¢p+ cok. As duas constantes reais
c1 e co podem ser encontradas impondo as condig¢oes de normalizacao |é(p)| =1le

ortogonalidade com k, é” .k = 0. O resultado final ¢

1 p-k -
e = _p- L (3.4)
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Em termos de €; e €5 temos,

p-é p-é
W_ P e, Pe g (3.5)

1—(p-k)? 1—(p-k)?

Como E!, ET, &, é; e € gao0 coplanares, podemos escrever a atuacao do

polarizador como,

ET = (B! ¢®) e, (3.6)
isto é,
E" = TE, (3.7)
onde
(B-é1)° (b-€1)(P-é2)
1-(pk) 1-(p-k)?
T = . (3.8)
(B-é1)(P-€2)° (b-é2)°
1-(pk)? 1-(p-k)?

Lembrando que &;, &; e k formam um sistema cartesiano, e que conseqiientemente
(D-€1)%+(P-€2)%+(p-k)? = |p?| = 1, é facil verificar que T representa um projetor,
isto ¢ TT =T.

3.2 Estados quanticos de polarizacao

Seguindo a referéncia [5], vamos definir o operador vetorial amplitude de campo
incidente como

akI = a1k él + a2 k ég, (39)

onde aj x e azk sao operadores de aniquilagao de fé6tons no modo de onda plana com
vetor de onda k e polarizagoes €; e €,, respectivamente.

O vetor de amplitude de campo transmitido pelo polarizador seré:
al’ =Tal = (Ty1a1 + Ti2a2)é1 + (Tora; + Tooaz)és (3.10)

onde a dependéncia em k foi omitida para simplificar a notacao.

Se chamarmos

Tiia1 +Tpas = a” - &

T2131 + T2232 = a . é27 (311)
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concluimos finalmente, com o auxilio das expressoes (3.5) e (3.8), que

al = a,® onde
p-é b &
ap — Lal + LaZ_ (312)

1—(p-k)? 1 —(p - k)?
O operador a,, satisfaz a relacdo de comutacao [a,, a;f,] = 1, o que o qualifica como
um operador de aniquilagao de fétons no modo de onda plana com vetor de onda
k e polarizacao g, Logo, a expressao (3.10) descreve corretamente a agao do
polarizador no dominio quantico.
Podemos entao utilizar o operador aL para gerar estados transmitidos pelo

polarizador em qualquer orientacao de 3 e vetor de onda incidente k. Por exemplo,
p-

e

representa o estado de 1 féton com vetor de onda k transmitido pelo polarizador.

('"))

|k, £y = al|vac) = k,£1) k, é2) (3.13)

Em particular,

|k €V |k,81 ‘k 82 (314)

\/ 1— \/1—
descreve o estado de 1 féton com vetor de onda k e polarizagao vertical (no plano

zz) transmitido pelo polarizador quando este esté orientado com 3 = 0 (ver figura

3.1), e
y €1 y €

\/1—yk \/1—yk

descreve o estado de 1 f6ton com vetor de onda k e polarizagao horizontal (no plano

’k €H |k, 1 ’k 82 (315)

yz) transmitido pelo polarizador quando este esta orientado com (3 = /2.

Assim, a amplitude de probabilidade de que um féton incidente no estado
|k, é1), seja qual for €; (ainda nao definido), ser transmitido pelo polarizador orien-
tado na direcao X (3 =0) é

(k,éylk, &) = (3.16)
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As demais amplitudes relevantes sao

(kevlk, &) = ——2 (3.17)
1 - (%-k)?

(k2ulk, &) = ———t (3.18)
- (5

(k, érlk, &) = —2 (3.19)
- (3 &

E interessante notar que, embora |k, €x) e |k, éy) formem uma base, eles nao
sao necessariamente ortogonais:

(k, enlk,év) = ! (%-6)(F-61) + (k- &)(F -], (3.20)

Vil - &R - (5 k)2

De acordo com a expressao (3.5),

(k,2ulk, &y) = éy - éy. (3.21)

Por outro lado, de acordo com a equacgao (3.8),

1 y—k - 1 x—k -
by by = - k|- L . .
-l ik | [Vimekr 1ok

(%-k)(¥ - k) —sen®@sengpcose

S - (3.22)
\/[1 — (% -k)21 - (3-k)? v/ (1 — sen20cos?¢) (1 — sen2fsen2¢)

onde 6 e ¢ sao os angulos esféricos do vetor de onda k.

Vemos entao que |k,£g) e |k, éy) s6 sdo ortogonais para certas diregoes de
propagacao k, isto é, quando k estd no plano zz (¢ = 0), no plano yz (¢ = 7/2) ou
ao longo de 2z (0 = 0).

3.3 Matriz densidade reduzida efetiva

Nessa secao, a partir da matriz densidade de um tnico féton, vamos tentar calcular
uma matriz densidade reduzida 2 x 2 e mostrar que em geral nao é possivel construir
tal matriz quando muitos modos do campo estao envolvidos. A partir dai vamos

definir uma matriz densidade reduzida efetiva.
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3.3.1 Traco sobre o momento

Antes de comecarmos, devemos falar sobre o fato de podermos separar os estados
da base do espago de um féton em produtos de estados de momento e polarizagao,

usualmente escrito como

[k, &i(k)) = [k) @ [&i(k)), (3.23)

onde |k, £;(k)) representa o estado do modo k com polarizagao £;(k), excitado com
1 féton.

Apesar da notacao ser bastante usual, devemos perceber que, rigorosamente,
apenas a parte a esquerda da equagao (3.23) é um estado genuinamente definido
pela Mecanica Quantica, sendo que a parte a direita é s6 uma forma de representar
o estado. Isso porque, na Mecanica quantica nao existe um operador de criagao que
cria do vacuo um estado apenas de momento |k), nem um operador de criagdo que
cria um estado apenas de polarizagao |¢;(k)) no vacuo. Contudo, apesar do estado
|k, é;(k)) nao ser fatoravel, ndo hd nenhum problema em usarmos a representacao
“momento®polarizacao” para campos de um s6 modo.

O fato de podemos separar os graus de liberdade do momento dos graus de
liberdade da polarizacao, torna-se bastante importante quando os fétons estao su-
jeitos a testes apenas de polarizacao e os graus de liberdade do momento tornam-se
irrelevantes. Nestes casos, tem-se como pratica [17] introduzir uma matriz densidade
reduzida obtida a partir do trago da matriz densidade completa sobre o conjunto
das componentes do momento.

Seja p o operador de estado que descreve o estado multimodal de um tnico
foton, onde os modos variam de 1 até N. Podemos representar p no espaco de Hilbert,
definindo as N2 matrizes 2 x 2, que vamos chamar de R(n,m), das quais os elementos

sao calculados como
Rn‘/ (n, m) = Z1 <kn7 éz(kn)lﬁlkma éz‘/(km», (324)
onde Z; é uma constante de normalizagao e 7,7’ = 1, 2.
Para que fique mais claro, para cada (n,m) existe uma matriz 2 x 2 igual a

Rin,m) = | st St ) | (329



Capitulo 3. Estados de Polarizacao 31

Essas matrizes R(n,m) sdo os blocos formadores da representacao total de p,

que ficara
R11<171) R12(171)
... R(1,N
Ror(1,1) Ran(1,1) (L,N)
p= : L (3.26)
R(N,1) ... R(N,N)

A partir de agora, escolhemos Z; de tal forma que Trp = 1. Agora, se quisermos
calcular a matriz reduzida pf, fazendo o trago nos graus de liberdade do momento,

basta apenas somar as diagonais dos blocos R(n,n), isso porque,

N

N
Z Ky, &i(K)|plKn, &0 (ko)) = Y R(n,n) = pf. (3.27)
n=1 n=1
A matriz pff é uma matriz 2 x 2 bem definida e ndo hd ambigiiidade na sua de-
terminacao. Usamos o subscrito 1 para escrever pf para distingui-la da matriz
densidade reduzida efetiva, que introduziremos na préxima subsegao. Contudo, a
matriz reduzida introduzida na (3.27) nao tem sentido, pois nao apresenta proprieda-
des de transformacao bem definidas, como pode ser melhor entendido na referéncia
[18]. Sob o efeito de rotagoes, cada componente R(n,n) adquire uma fase que de-
pende do momento e assim a matriz p nao tem propriedades de transformagao bem
estabelecidas.
Vamos supor que estamos trabalhando com um operador X que opera exclu-
sivamente nas componentes de polarizacao, ou melhor que pode ser escrito na base
fatoravel {|k;,é;(k;))}. Isso quer dizer, que ele pode ser representado da seguinte

forma,
= [X)(X| @ [kn) (K, (3.28)

onde a parte direita desta equacao é na verdade um produto de uma matriz 2 x 2
(dependente da polarizacao e independente do momento) por uma matriz N x N
(dependente do momento e independente da polariza¢ao). Logo, o valor esperado

(X) = Tr(pX) pode ser representado por

(X) = Tr(pX) = ZZ kj, &i(k (!X X\®Z\k k!) plk;, év(k;))

n=1

Tr(py’ |X><X\)- (3.29)
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Aparentemente nao hé nenhum problema em usar p¥. O ponto chave aqui é que a re-
presentagao do operador (equagao(3.28)) com respeito a base fatoravel {|k;, €;(k;))}
pode nao ter sentido, pois o estado de polarizacao da equagao (3.28) nao depende
de k, enquanto o estado de polarizacao de um féton esta sempre ligado a um dado
vetor de onda. Entao, num processo onde muitos vetores de onda estao envolvidos,
é impossivel definir uma Unica matriz reduzida 2 x 2, pois para cada valor diferente
do vetor de onda, devemos ter uma matriz diferente. Resumindo, como para um
campo de multimodos nao faz sentido uma representacao fatoravel para um dado
operador, a idéia de uma nica matriz reduzida em relagao a uma variavel é também
sem sentido.

Na préxima secao, vamos entao redefinir a matriz reduzida partindo de um

outro caminho.

3.3.2 Matriz densidade reduzida efetiva para um féton

Vimos no capitulo 2 que o operador de estado no subespaco de polarizacao para

campos monomodais de 1 féton pode ser escrito através dos parametros de Stokes.

Como tal operador fornece todas as propriedades de polarizacao do campo, vamos

usar tal definicao para escrever a matriz densidade reduzida efetiva para um féton
como 1 .

| 50

Para um dado momento k e um eixo de rotagao do polarizador fixo em Z,

By = {|k,év(k)), |k,én(k))} serd a base de polarizagao linear definida pelas duas

orientagoes ortogonais do polarizador p(0) = %X e p(n/2) = §, respectivamente.

Podemos entao escrever os operadores de Stokes nesta base, da seguinte forma,

So = |k év(k))

S1 = |k év(k))

So = —illk, &y (K) (K, £ (K)]) + ([, £ (K)) (k. & (K)])

S3 = |k ev(k))(k,ev(k)| — [k en(k))(k, en(k)| (3.31)
Sabemos que os parametros de Stokes, quantidades mensuraveis, sao os va-

lores esperados dos operadores de (3.31). Contudo quando estamos fazendo tais

medidas nao detectamos apenas um tnico valor de k, mas um conjunto. Logo, para
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encontrarmos os parametros de Stokes, devemos calcular os valores esperados dos

seguintes operadores,

PU‘T: Z |k>é0<k>><kaéf(k)|7 (332)

kEKD
onde 0,7 =V, H e Kp é o conjunto de modos detectados.

A matriz densidade reduzida efetiva pode entao ser escrita da seguinte forma,

pey | (Pvv) (Puv)
Z.s = { Pow) (Po) } . (3.33)

onde Z.y = 1/((Pvv) + (Pym)) é uma constante de normalizagdo que garante que

Tr pey = 1.

3.3.3 Matriz densidade reduzida efetiva para dois fé6tons

Seguindo o mesmo caminho da subsegao 3.3.2, vamos introduzir agora uma matriz
densidade reduzida efetiva 4 x 4 para o caso de dois fétons. No capitulo 2, vimos
que podemos escrever a matriz densidade no subespaco de polarizacao em funcgao
dos parametros de Stokes (2.75). Vamos entao usar tal definigdo para escrever a

matriz densidade reduzida efetiva para dois fétons,
3

1
P2ef = Z Z Sij<0i X O'j). (334)

,j=0
De uma forma mais explicita pa.s fica

§33 + 830 + S03 + So0  S31 — 9532 + So1 — ©Sp2  S13 — 9523 + S10 — 9820 S11 — 1S12 — 9521 — S22
1 1831 +is32 + S01 +@S02 —833 + 830 — S03 + S00  S11 +iS12 — iS21 + S22 —S13 + iS23 + S10 — iS20
P2el = 4 | 513 + is3 + 510 + 6520 11 — is12 + 521 + S22 —533 — 530 + S03 + 500 —S31 + 532 + S01 — 1502
811 + 1812 + 1821 — S22 —S13 — 1823 + S10 + 1520 —S31 — 1832 + So1 + 4S02  S$33 — S30 — S03 + So0
(3.35)

Seguindo a mesma linha de raciocinio do caso de um féton, note que que
podemos escrever,

(P2ef)aparpr = Zacf(Para @ Ppg), (3.36)

onde

Paa =D [kéw(k)(kak)] (a0’ =V, H),

keKD

Pop= > [K.éa(K)(K &) (8,8 =V,H), (3.37)

KK},
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e Zsey € tal que Trpger = 1. Explicitamente em fungao de Py € Pgg, pocs fica

(Pvv @ Pyvy) (Pvv ®Prv) (Pav ®@Pvy) (Pav ®Pgy)
Paef _ (Pvv @ Pvr) (Pvv ®Puu) (Pauv ®Pva) (Puv ® Pum) (3.38)
Zoe (Pvi @ Pyv) (Pvu ®Puv) (Pum @Pyv) (Pum ®@Pgy) '
(Pve ® Pva) (Pva ®Puu) (Puw ®Pvu) (Puw ® Pum)

Apesar da grande semelhanga entre ps.s € pes, hd também uma grande dife-
renga conceitual entre elas [12]. Ao contrario do caso de um féton, para dois fétons,
p2es nao pode ser determinada através apenas de medidas locais (em cada feixe
separadamente), mas é necessario fazer medidas em coincidéncia, com o intuito de

nao perder (possiveis) efeitos de emaranhamento dos dois fétons.



Capitulo 4

Estados de dois fotons e a
conversao parameétrica
descendente

Neste capitulo falaremos sobre o processo de éptica nao-linear chamado de conversao
paramétrica descendente e os possiveis estados emaranhados de dois fétons gerados

a partir deste processo.

4.1 Conversao paramétrica descendente (CPD)

Quando uma onda eletromagnética se propaga através de um meio dielétrico, mo-
mentos de dipolo sao induzidos nos atomos do meio, produzindo uma polarizagao
elétrica P. Para muitos materiais, quando a intensidade do campo elétrico é muito
menor que a intensidade do campo que liga o elétron ao atomo, o efeito de pola-

rizagao é proporcional ao campo elétrico da onda incidente,
P = eoxi i Ej, (4.1)

onde x é o tensor de susceptibilidade elétrica.
Por outro lado, se a intensidade do campo incidente for mais forte e estiver
préoxima a intensidade do campo elétrico atomico, termos nao-lineares aparecem na

expressao da polarizacao,

Pi = ngi’jEj + XZ(?])’kEJEk + Xz(‘?j),k,lEjEkEl + ... (42)

35
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Ky,

sinal
Kp @

o> Crista nao-linear
bombeador

complementar

Ko @,

Figura 4.1: Ilustracao do processo da conversao paramétrica descendente em um
cristal ndo linear com susceptibilidade até x.

Dois exemplos de processos de éptica nao-linear sdo a geracao de 22 harmonico
e a conversao paramétrica descendente (CPD). No primeiro processo dois f6tons do
campo incidente num meio dielétrico nao-linear sao convertidos em um féton de
energia maior. No processo da CPD, incidimos um féton com vetor de onda k, e
freqiiéncia w, num dielétrico nao-linear e geramos dois fétons, chamados de fétons
gémeos, com freqiiéncias menores wy e ws e vetores de onda k; e ky, como mostrado
na figura 4.1. Os fétons gerados sao chamados de sinal e complementar. Para

garantir a conservacao de energia e momento no processo, devemos ter

hwp — h(x)l + h(.dz,
hk, = hk; + hks. (4.3)

Para dar um tratamento mais formal a este processo, vamos nos inspirar no
artigo de Hong e Mandel [3]. O campo eletromagnético sera quantizado dentro do
volume do meio, um cristal nao-linear e nao-magnético, com Hamiltoniano dado
por:

H= % /V P.(r, 6) Ei(r, 1) + iB%r,t)]dr. (4.4)

Vamos considerar que P;(r,t) é o mesmo da equagao (4.2), mas com a expansao
apenas até o termo de segunda ordem da susceptibilidade x?. Podemos entao ver
que o Hamiltoniano pode ser separado em duas partes, uma parte linear, onde o

termo ¢é proporcional ao Hamiltoniano do vacuo, dado por

1 1
Hypo = ~ / {EOEZ(I‘, t) + —B*(r,t)| dr (4.5)
2 )y Ko
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e outra parte nao-linear,

1
Hi = / [(ij{kEjEk)Ei} dr. (4.6)
|4

Fazendo a quantizacao do campo elétrico, sabemos que a variavel campo elétrico

serd substituida pelo operador campo elétrico que é dado por [5],

hw(k7 O'/) 2 N i(k-r—wt)
E(I', t) = Z (m) ak,a€k,af + C.h., (47)

,

onde o somatorio é feito sobre o conjunto discreto e infinito de valores do vetor de
onda k = (k,, ky, k) e da polarizacio «, €k, € um vetor de polarizacdo unitdrio, a o
e aLa sao os operadores de aniquilagao e criacao para os modos definidos por (k, ),
respectivamente, €(k, o) é a permissividade do meio e ¢.h significa o conjugado hermi-

tiano. Substituindo este operador campo elétrico em (4.6), desprezando termos que
T T

nao satisfazem a conservagao de energia, chegamos a termos com ay, , 3y, 4,3k, ap:

que operam no estado do campo aniquilando um féton no modo (k,, o) e criando
dois outros fétons, no modos (ky, ) e (ky, ay). Sabendo que a evolugdo tempo-

fl, esses termos acabam por

ral do estado ¢ dada pela atuagao do operador exp[_%H
converterem fétons do campo incidente em pares de fétons, chamados de fétons
gemeos.

Vamos voltar agora a equacdo (4.3) de conservagao de energia e momento,
sabemos que k = %f{ Logo para fotons gémeos com vetor de onda na mesma

direcao do féton incidente,

hwp = M1+M2a

NpWp = N1w1 + Nows, (4.8)

onde n; é o indice de refracao do meio e ¢ é a velocidade da luz. Se os indices de
refracao n; sao iguais, a equacao para a conservacao de momento concorda com a
equagao para a conservagao de energia. Contudo sabemos que na realidade efeitos
de dispersao do meio, exceto no vacuo, sempre sao observados, onde o indice de
refracao aumenta com a freqiiéncia. Sendo assim, como w, é maior que w; e wy,
n, sera maior que ng e n; e as duas equagoes nao sao satisfeitas simultaneamente.
Uma forma para contornar este problema é usar um cristal nao-linear birrefringente

uniaxial. Para tais cristais o indice de refracao depende da freqiiéncia, polarizacao e
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a) b) 0)

Cristal tipo | Cristal tipo 11 Cristal tipo Il
Feixe extraordinario

Figura 4.2: Dois diferentes tipos de CPD. a) CPD do tipo I: os fétons gémeos pos-
suem polarizacao ortogonal a do laser. Os cones internos possuem fétons com maior
energia. b) CPD do tipo II: os fétons tém polarizagbes mutuamente ortogonais,
sendo que um deles tem polarizacao idéntica a do feixe de bombeamento. As mar-
cas com X ligadas por uma linha pontilhada indicam exemplos de regidoes em que
se encontram pares de fétons gémeos . ¢) CPD do tipo II com cones se sobrepondo.
As marcas com x sao fétons gémeos indistinguiveis.

direcao de propagacgao do campo. Para uma dada polarizacao, chamada de ordinaria,
o indice de refragao nao depende da direcao de propagacao do campo, ja para uma
outra polarizacao ortogonal a esta, denominada de polarizacao extraordinaria, o
indice de refracao depende da direcao de propagacao do campo. Voltando a equagao
(4.8), podemos entao posicionar o cristal de tal forma que o efeito de birrefringéncia
anule o efeito de dispersao, fazendo com que as duas equagOes sejam satisfeitas
simultaneamente, permitindo que o processo ocorra. Daremos uma explicacao um
pouco mais detalhada logo adiante sobre cristais birrefringentes.

Existem dois tipos de conversoes paramétricas descendentes. Na CPD do tipo
I, os fétons gémeos gerados tém polarizacoes iguais, e ambas ortogonais a pola-
rizacdo do campo incidente (ou de bombeamento). Para satisfazer as condigoes de
conservacao de energia e momento, os fotons de mesma freqiiéncia saem do cristal
ao longo de um cone com vértice no cristal e com eixo de simetria coincidente com
a direcao de propagacao do feixe incidente. Pares de fétons gémeos sao encontrados
em cones cuja a soma de freqiiéncias resulta na freqiiéncia do feixe incidente e em
lados opostos dos cones em relagao ao eixo, como mostrado na figura 4.2 a).

Por outro lado, na CPD do tipo II, um dos fétons gémeos tem a mesma po-
larizagao do féton incidente (extraordinaria) e o outro tem polarizagdo ortogonal

(ordinaria). Novamente para satisfazer as condigoes de conservacao, os fétons com
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uma determinada freqiiéncia saem em cones cujo o eixo depende de sua polarizagao
e nao é mais coincidente com a direcao de propagacao do feixe incidente, como
mostrado na figura 4.2 b). Dependendo do angulo em que o eixo éptico faz com a
direcao de propagacao do feixe incidente, o eixo dos cones ordinario e extraordinario
se afastam ou se aproximam. Em geral o par deixa o cristal no regime nao-colinear,
isso quer dizer, em diregoes diferentes da do eixo do feixe de bombeamento. Con-
tudo, dependendo de certas condicoes o par pode exibir colineariedade com o feixe
incidente. Como podemos ver na figura 4.2 ¢), dependendo do posicionamento do
cristal, os cones podem se interceptar. Os fétons nos pontos de sobreposicao serao
indistinguiveis, pois nao sabemos a que cone cada féton pertence.

Para escrever o estado de dois fétons gerados na conversao paramétrica, vamos
fazer algumas aproximagoes. Primeiro, vamos utilizar a aproximacao monocromatica
e, segundo, a aproximacao paraxial, que consiste em dizer que os vetores de onda
dos fotons sinal e complementar nao estao necessariamente colineares com o vetor
de onda do feixe incidente, mas formam com este um angulo pequeno. Além disso
vamos aproximar o cristal por um cristal fino. Levando tudo isso em consideracao,

podemos ver que o estado de dois fétons gerados na CPD nao-colinear é [19],

V) cpp = Chlvac) + Calt)), (4.9)

onde

) =3 Co | [ dadadlaaia2la ) (1.10)
€s,Ei

Os coeficientes C7 e Cy sao tais que |Cy] < |C1]. Cy depende do tamanho do
cristal, do coeficiente de nao-linearidade, da magnitude do campo de bombeamento,
além de outros fatores. Os kets |q;,é;) representam estados de um féton com qj,
que é a componente transversal do vetor de onda k;, e polarizacao €; dos modos
Jj = soui (sinal e complementar). Ce, s, sao coeficientes que definem o estado de
polarizacao do par de fétons da CPD. Quando o angulos de saida dos fétons sinal
e complementar sao pequenos, a fungao ®(qs, q;), que pode ser considerada como o

espectro angular normalizado de um campo de dois fétons, é dada por [19]

1 /2L . (Llgs — qi|?
Q(qs,qi) = - f”(% + q;)sinc <%) ; (4.11)

onde v(q) é o espectro angular normalizado do feixe incidente, L é o tamanho do

cristal na direcao em que o feixe de bombeamento incide, K é a magnitude do vetor
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de onda do feixe de bombeamento e sinc(z) = sen(x)/x. O dominio de integragao
D é, a principio, definido pelas condigoes ¢2 < k? e ¢ < k?.

Podemos ver que o estado da equagao (4.9) é um estado emaranhado, pois
nao podemos escrevé-lo como o produto tensorial de estados para os fétons sinal e
complementar separadamente. A partir desse estado de dois fo6tons emaranhados,

podemos entao gerar os estados de Bell, dos quais falaremos mais na préxima se¢ao.

4.2 Estados emaranhados de dois fotons

Uma das conseqiiéncias mais surpreendente da Mecanica Quantica é o emaranha-
mento de duas ou mais particulas espacialmente separadas. O estado emaranhado
mais popular é o estado emaranhado de dois fétons. Para estados de duas particulas
que podem ser considerados maximamente emaranhados o valor de um observavel
nao ¢ determinado para nenhuma das particulas. Contudo, se medirmos o valor de
um observavel para uma particula, conseguimos determinar com 100% de certeza o
estado da outra particula, indiferente da distancia entre as particulas [1].

O primeiro exemplo cldssico para um estado emaranhado (em posigao e mo-
mento) de duas particulas foi sugerido por Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) em
1935 [20]. Contudo os estados emaranhados de duas particulas (neste caso f6tons)
mais populares sao os estados de Bell. Os estados de Bell sao estados emaranhados
de dois niveis que formam uma base completa ortonormal no espaco de Hilbert e,

na base de polarizagao, sao dados por,

5= Lheae En)1lé

07) = 5 tlEahileeh & [b)ilEa)2}

SR PANE Ep)1lé

%) = 5 ileahilea)s £E0hilE2} (4.12)

Aqui &, e &, representam duas polarizacoes ortogonais e os kets 1 e 2 representam
modos de onda plana. Os estados podem ser classificados em respeito a troca entre
os fotons 1 e 2. Os estados simétricos em relagao a troca, que sao trés, sao chamados
de tripletos, dados por |[UT) e [®%). J4 o estado antisimétrico é o singleto que ¢
dado por |[¥~). Como estamos tratando com f6tons, que sdo bésons, sabemos que
a funcao de onda total deve ser simétrica, por isso a funcao espacial para fétons no
estado de polarizacao singleto deve ser antisimétrica, logo fotons neste estado nao

podem ocupar o mesmo modo de onda plana.
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Olhando para o estado da equagao (4.9) podemos ter uma idéia de que a CPD
¢ uma fonte para preparar os estados de Bell. Uma forma de preparar os estados
de Bell é a partir da CPD nao-colinear do tipo II. Como ja vimos na secao anterior,
neste processo o par de fétons sinal e complementar sao emitidos em dois cones,
um ordinariamente e outro extraordinariamente polarizado. Ao longo da intersecao,
onde os cones se sobrepoem, os fotons gémeos sao indistinguiveis, ja que nao da para
saber a que cone cada foton pertence. Posicionamos entao na intercecao dos cones
dois orificios numerados com 1 e 2 definindo a direcao dos vetores de onda k do par

de fétons. O estado de polarizacao do par de fétons sinal e complementar sera dado
p0r7

vy = %qgoléeg euén)). (4.13)
Parece direto entao, que para medir os estados de Bell devemos simplesmente posi-
cionar um analisador de polarizagao em série com o detector de contagem de fétons
atras de cada orificio 1 e 2. Na verdade, além disso devemos também posicionar
um compensador, que pode ser um pedago de material birrefringente, para cancelar
os efeitos de retardamento causados pela propagacao dentro do cristal, fazendo com
que cada féton tenha velocidade diferente um do outro. Os outros estados podem
ser obtidos através da manipulagao de placas de onda.

O estado escrito na equagao (4.13) é na verdade uma simplificagdo do estado
real. Quando posicionamos os orificios ao longo da intersecao dos cones, nao seleci-
onamos apenas um vetor de onda k para cada féton, mas uma pequena regiao de k.
Logo devemos expandir o campo elétrico nao em um modo de onda plana, mas em
varios modos. Um complicador que surge quando consideramos uma expansao em
multimodos é que para cada vetor de onda k, temos duas direcoes de polarizagao
(extraordindria e ordinéria) e o estado total ndo pode mais ser fatorado em um
estado de polarizacao e outro de momento. Por que isso acontece?

Vamos considerar que o cristal nao-linear que estamos usando é um cristal
birrefringente uniaxial negativo. Isso quer dizer que para uma certa direcao de
polarizacao ele tem um indice de refracao ordinario n, e para uma direcao ortogonal
a esta ele tem um indice de refracao extraordinario n., sendo n, > n., dai o termo

negativo. Considerando que o meio é nao magnético, eletricamente neutro e que nao
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ha cargas condutoras no meio, as equacoes de Maxwell se reduzem a,

oH

E = —puy— 4.14
OoE 0P
VXH = GOE—FE, (415)
1
V-E = ——V.P, (4.16)
€o
V-H = 0. (4.17)

Para encontrar a equacao de onda para o campo elétrico E, devemos tirar o rota-
cional da equagao (4.14) e a derivada no tempo da equagao (4.15), eliminando H.
Levando em conta s6 o termo linear da polarizacao P = ¢yxE, chegamos a seguinte

equacao de onda,
1 O°E 1 O’E

(4.18)

a) b) - 9
. . ) i Eixo optico Eixo optico
Eixo optico Eixo optico

A 'y
» <4
Figura 4.3: Intersecoes das superficies do vetor de onda vista num plano para

a) cristais biaxiais (com dois eixos épticos) b) cristais uniaxiais (um eixo 6ptico)
positivo ¢) cristais uniaxiais negativos.

Usando a aproximacao do campo elétrico por uma onda plana monocromatica
da forma usual e/®*=“Y e resolvendo esta equacio, chegamos a duas equacoes para
as componentes cartesianas do vetor de onda k, uma para cada componente de
polarizacao. Uma é a equacao de um circulo e a outra de uma elipse. Logo em trés
dimensoes a superficie de k consiste em uma esfera para a polarizacao ordinaria e
um elipsoide de revolugao para a polarizacao extraordinaria. Podemos ver na figura
4.3, a intersecao das duas superficies para um plano escolhido. O eixo que une os

pontos de intersecao das duas curvas é chamado de eixo éptico. Como podemos
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Figura 4.4: Vetor de onda num cristal birrefringente uniaxial. Existe sempre dois
valores possiveis para o médulo de k, um referente ao indice de refracao extraor-
dinario e outro referente ao indice de refragao ordinario.

entao ver na figura 4.4 para cada direcao de k, tem-se dois valores possiveis para o
moddulo de k e assim dois valores possiveis para a velocidade de fase, definida por 7.
Cada velocidade de fase corresponde a direcoes de polarizacao ortogonais. Sabendo
que a velocidade de fase é igual a %, onde n é o indice de refracao e c é a velocidade
da luz, para cada direcao do vetor de onda k, temos dois valores para os indices de
refracao, um que corresponde a polarizacao extraordinaria e outro que corresponde
a polarizacao ordindria. No eixo 6ptico, o médulo de k é o mesmo para as duas
curvas e logo os indices de refracao tém o mesmo valor. Assim para cada direcao de
k temos duas direcoes de polarizagao.

As diregbes de polarizacao sao definidas da seguinte maneira: tracamos um
plano que contém o eixo Optico e o vetor de onda, chamado de plano principal. O
campo que esta oscilando no plano principal, tem polarizagao extraordinéaria. Ja o
campo que esta oscilando ortogonal ao plano principal tem polarizagao ordinaria.
Para o feixe fora do cristal, sabemos que esses eixos de polarizagao sao ortogonais a
k. Em coordenadas esféricas entao, estando o eixo 6ptico na direcao do eixo z e k
na direcao do vetor unitario T, os vetores de polarizacao extraordinaria e ordinaria
estao na direcao dos vetores unitarios 0 e qZ), respectivamente. Imaginando que
0 eixo 6ptico nao estd mais em Z, mas no plano zz, podemos entao representar
os vetores de polarizacao como os vetores unitarios e (]3 para um dado T, como
representado na figura 4.5. Podemos ver na figura 4.5 que préximo ao eixo z, os
vetores de polarizacao ordindria e extraordindria estao praticamente com a mesma

direcao dos vetores X e .
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Figura 4.5: Representacao para os vetores de polarizacao, sendo a polarizacao or-
dindria e extraordindria na mesma direcao que os vetores unitarios esféricos ¢ e 0,
respectivamente.

Depois de todas essas consideracoes, vamos entao escrever os possiveis estados
dos bifétons gerados a partir da CPD. Os subindices 1 e 2 serao usados para os
fétons provenientes dos orificios 1 e 2,

- (Lla — a2 . i
|‘I’i> = A/dch /dQ27J(Q1 + gz )sinc <|14—K2| (a1, €o(a1))|az, Ee(a2)) +
a1, €e(an))]az, £o(a2))],
(4.19)

: Llq; — qof° . .
) = A faar faquotan+ azpsine (X220 a2 ) 2 () =

a1, €e(ar)) |z, €c(q2))]-

Aqui A é uma constante de normalizagao e &, e €, sao as polarizagoes extra-
ordindria e ordinaria. A integragao esta sendo realizada sobre a area de deteccao.

Lembrando que v(q) é o espectro angular normalizado do feixe incidente,
vamos calcula-lo agora. E conhecido que os feixes eletromagnéticos satisfazem a

equacao de Helmholtz. Para a aproximagao paraxial, um conjunto de solucoes que
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satisfazem essa equagao ¢é o dos feixes Hermite-Gaussiano. No plano z = 0 a ampli-
tude do feixe Hermite-Gaussiano é dada pelo produto entre os polinomios de Hermite

e uma fungao Gaussiana. A funcao que representa este feixe é a seguinte,

HG (7,9, 2) = Ay {wu()z)] \/QMTm!n!Hm (zf)) o (Z’\(/EJ ’

s

onde os parametros sao,

—i(m+n+ 1)5(2)} . (4.20)

w(z) — Raio do feixe, sendow(0) = wy a cintura do feixe

R(z) — Raiode curvatura,

&(z) — Fase de Gouy.
A; é uma constante de normalizacao e H,,(x) representa o polinomio de Hermite
de ordem m. Como exemplo, temos Hy(z) = 1, Hy(z) = 2z, Hy(x) = 42> — 2. O
espectro angular serd dado pela transformada de Fourier do perfil transversal do
campo em um plano z =const. [21]. Logo v(q), serd dado pela transformada de

Fourier da fungao da equagao (4.20), ou melhor,

v(q) =A’/HGm,n(x,y, 2)e "4 Pdp, (4.21)

onde

q=k(pX+4q9), p=ax+yy, (4.22)
A" é uma constante de normalizacao'. O espectro angular do feixe, & medida que
este se propaga em z, conserva o seu valor, exceto por uma fase que ele adquire [21].
Logo, simplificando bastante os calculos, é possivel calcular a integral da equagao
(4.21) no plano z = 0 e generalizar o resultado para todos os outros pontos. Para
este ponto, a fase de Gouy sera igual a zero, o raio de curvatura tende a infinito e
w(z) = w. E facil perceber entao, que a integral reduz-se a transformada de Fourier

de um polinomio de Hermite e uma funcao gaussiana, e assim,

U (A1 4 d2) = Vo (E(p1 + D2), k(@1 + @2)) = A nwo(3)™™ 4/ S i, ( 0;12;5 p2)> «

K K2w2

IPara que a notacdo nao se torne obscura, é importante ressaltar que q é o vetor transversal
de k e p, q (sem negrito) sdo as componentes cartesianas de q, q = “2%(pX + ¢y).
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onde A, , ¢ uma constante de normaliza¢ao.

Apébs todo esse desenvolvimento, somos entao capazes de caracterizar com-
pletamente os estados de dois fétons gerados a partir da CPD. Finalmente, como
serd mostrado no préximo capitulo, somos capazes de calcular a matriz densidade

reduzida efetiva e fazer um estudo do grau de polarizacao destes estados.



Capitulo 5

Estudo do grau de polarizacao
para os estados de bifotons

gerados na CPD

No capitulo 2 introduzimos os parametros de Stokes, que medem as correlacoes em
polarizacao do campo eletromagnético e definimos entao os graus de polarizacao
para estados de multimodo através de tais parametros. No capitulo 3 definimos a
matriz densidade reduzida efetiva através destes parametros. No capitulo 4 falamos
sobre os estados emaranhados de dois fé6tons gerados na CPD. Como podemos ver ja
temos toda a base tedrica apresentada, para finalmente apresentarmos os resultados
deste trabalho, que foram o calculo da matriz densidade reduzida efetiva e o estudo

do grau de polarizacao de estados emaranhados de dois fotons gerados na CPD.

5.1 Calculo da matriz densidade reduzida efetiva

A matriz densidade reduzida efetiva fornece-nos todas as informacgoes sobre as pro-
priedades de polarizacao para estados multimodos de dois fétons. Vamos entao
calculd-la para os estados |UT) e |[U™) da equagdo (4.19) e assim ver como se com-

portam as propriedades de polarizacao para tais estados. Vamos usar as defini¢oes

47
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(3.38) e (3.37), relembrando,

(Pyv @ Pyy) (Pvy ®@Prv) (Pay @Pyvy) (Pay @ Phy)
pef _ | (Pvv ®Pvy) (Pvv ®Pum) (Puv ®Pyu) (Puv ® Pun)
Zaef (Pva ®@Pyv) (Pvu ®Prv) (Puuw®Pyv) (Puuw ®Payv) |’
(Pve @ Pvy) (Pve®Pun) (Pum ®@Pyvu) (Pum ®Pum)
onde

Pare = Yy 1Ko Gar (KK, Eak)]| (a0’ =V, H),
Pos =2 wery, [K Ep (KK, Es(K)| (8,0 =V, H).
Para que esse calculo fique mais claro, vamos mostrar como calculamos (Pyy ®
Puw) para o estado |UT), que foi o primeiro estado que fizemos nossas contas.
Primeiro, vamos substituir o somatoério sobre as variaveis k e k’ por uma inte-

gral seguindo a regra geral > — (L)S [ @k, onde L? é o0 volume de normalizagao

27
quando fazemos a expansao do campo elétrico em modos de onda plana [5]. Depois,
como estamos trabalhando no regime quase-monocromatico, o modulo do vetor de
onda k é constante. Logo sabendo o valor de k, basta saber o valor de duas das
suas componentes (k, e k), para determinarmos a terceira (k,). Assim para espe-
cificarmos o estado do féton, nao precisamos informar k, mas apenas o vetor q que

¢ a componente transversal de k. Logo,

(Pyv ® Pug) = (U |Pyy @ Pyu|¥™) (5.1)

_A’/dq/dq /dql/dQQ/dq /dom/)+ (', d'2)¢" (a1, q2)

Kd'1s éo(d' ) {d's, Ee(d's) | + (a1, Ee(a’) {2, Eo(ds)] ]
[la. év(a)ld’, éu(d)){(a, év(a)[{d, én(d)]]
(a1, €o(ai)) a2, Ee(a2)) + |1, Ee(di)) a2, €o(a2)) |,

1 2L L — auf?
¢+(q1,qg) - p f”(‘h + q2)sinc (%) )

Vamos olhar agora s6 para os termos das multiplicacoes dos bra’s e ket’s.

onde

Sabemos calcular esses produtos pelas equagoes (3.16-3.19). Como os nossos fétons

tém polarizacao ordindria e extraordindria, vamos substituir (£1,£5) por (&.,¢,),
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™

y

Figura 5.1: Cristal birrefringente uniaxial com o eixo éptico no plano xz, formando
um angulo £ com o eixo z.

resultando, o
(k,évlk, é.) = \/ﬁ
(k vk &) = — 2o,
(k,énlk, &) = \/ﬁ
(k, x|k, &,) ﬁ

Com a ajuda do trabalho desenvolvido em [22], que foi inspirado em [23], en-
contramos uma forma de escrever esses vetores de polarizagao. Vamos nos restringir

a apenas expor as equacoes, nao mostrando suas origens, pois as suas deducoes estao

além do objetivo desta dissertagao.

e, = §xk,, (5.2)

e, — (ke.é)ke—<nzw>2§,

onde k, e k. sao os vetores de onda referentes a polarizacao ordinéria e extra-
ordinaria, 8§ é um vetor unitario na direcao do eixo optico que esta contido no plano
xz e faz um angulo £ com o eixo Z, como mostrado na figura 5.1. Devemos prestar
atencao que os vetores €, e €, ainda nao estao normalizados. Vamos escrever os

vetores k, e k., em funcao das suas coordenadas cartesianas,

now , . ~ “
ko= ——(pX +¢§ +m2), (5.3)
sendo k, = B o
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a C C
— P Imi=1 - m=\1-p*— ¢ (5.4)

W N ~ “
%(p’x gy +m'z), (5.5)

m = —ap + \/1 — B2p? — 42¢ (5.6)

k., =

O resultado da equagao (5.3) e (5.5) podem ser deduzidos através da solucao
da equagao de onda para o campo elétrico (4.18) [16]. As constantes que aparecem

na equagao (5.5) sdo as seguintes:

2,2
2 NN
_ 5.7
1 n2sen?§ + nZcos?§ (5:7)
(n2 — n?)senécosé
(8% =

n2sen2§ + nZcos?§

2

D

n2sen?¢ + n2cos?¢

’}/:

nZcos?¢ + n2sen’¢

— b- deb =
& o, onde nZsen?¢ + nZcos?¢

Podemos agora calcular os vetores de polarizagao, o resultado estara explici-
tado no apéndice A.1. Para calcular esses vetores e fazer o calculo de todo o resto
do trabalho usamos o programa Mathematica 5. A partir desses vetores, podemos
voltar entao ao cdlculo de (Pyy @ Pyp).

Finalmente, somos capazes de calcular os produtos dos bra’s e ket’s. Tal
desenvolvimento foi deixado para o apéndice A.2, limitaremo-nos em escrever aqui

apenas o resultado:

— Y (qr, 92)¥ " (i, g2) % & B
Fovepu) = (£) [ da | da A ) e +

(% &o(an))(¥ - Eclaz))]? (5-8)

O préximo passo entao é calcular ¢*. Sabemos do capitulo 4 que

1 2L Ll — aul?
V(A a2) = P f”(oh + q2)sinc ('0114—Kq2|> )



Capitulo 5. Estudo do grau de polarizagao para os estados de bifotons gerados na CPD51

Sabemos também que v(p; + p2, 1 + ¢2) é 0 espectro angular normalizado do feixe

incidente, que pode ser descrito por

Vam(P1 P2y 1+ 02) = At ()" e Ho (K282 )

H, (%ﬁm)) o= S8 (p1-4p2)? + (1 +42)?):

Do capitulo 4, vimos que para os estados simétricos, suas funcoes 1™, ¢T e
¢~ devem ser simétricas. Logo podemos usar a solugao n = m = 0 para o espectro

angular

W2K?
voo(P1 + P2, 1 + G2) = Aooef17?<(p1+p2)2+@1+q2)2). (5.9)

Usando essa fungao, vamos entao normalizar ¢ (p1 + p2, ¢1 + ¢2),
A%r/dpl /dp2 /dQ1 /dQQlﬁ*(Pl + P2, 1+ @)V (P12, 1+ @) =

o0 o0 00 o) 2 2 2
Ai/d]h /dPQ /dQ1 /dqge_wgsk2 (Pr+p2)*+(91+42)*) {sinc (LK((pl i (el ))} :

16

Vamos fazer entao algumas mudancas de variaveis:

p1+p2 = aq,
G1+q = ay
p1—p2 = 201,
G—q = 20,

A integral (5.10) fica entao da seguinte forma:

o) o] [e'e) o) wg 2 ) ) LK 2 2 2
Ai/dal /da2 /dﬂl /dﬂge (a1 ta3) {sinc (M)} . (5.10)

Mais uma vez, vamos fazer uma mudanca de varidveis:

a; = ricos(¢r),
as = risen(¢y),
Bi = racos(ea),
(¢2)

P = rosen ®2),
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Figura 5.2: Gréfico da fungao sinc(z?) =

resultando em

2 2
A2/d7’1 /d'r’g /dgzﬁl /d@rlme 08 () [sinc <%(r%))] (5.11)

Vamos olhar somente para a funcao sinc (%) Olhando para o grafico
de sinc(z?), tragado na figura 5.2, podemos ver que existe intervalo onde podemos
aproximar tal fungao por 1. Para evitar o termo oscilante da fungao entao, com o
intuito de viabilizar nossos calculos, aproximamos tal fun¢ao por uma funcao degrau,

como mostrado na figura 5.3:

1,0<z<1
12
hix) ={ 0, caso contrario. (5.12)
No nosso caso 22 = %7‘2, logo 15 deve estar contido no intervalo 0 < ry < m

para fazemos a aproximacao. A integral de normalizacao, sera entao,

2m K2
A2/d7’1/ d?"g /d¢1 /dqbgrlrge OTT% (513)
0

Resolvendo essa integral achamos a constante de normalizacao igual a

A, = Kuwov KL (5.14)
47r\/§

Encontrando a funcao ¥* e a sua constante de normalizacao estamos aptos a

terminar o célculo de (Pyy ® Pgy), que agora tem a seguinte forma,
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Figura 5.3: Gréfico da funcao sinc(z?) = Ser;# com intersecao da funcao degrau
em 1.

K Lw? Vi
(Pyv @ Puy) = 327T20/d7‘1/ drs /d¢1 /d¢2

S
(\/1 — (% + TQCOS¢2)2\/1 — (% — Ta8engy)?)?
(X - Ec(r1,m2, 01, 92))(F - €011, 72, P1, $2)) +
(% - €o(r1, 72, 91, 02))(F - €11, 72, P1, 2)))°

X

(5.15)

Resolvemos essa integral e as das outras componentes da matriz densidade
reduzida efetiva numericamente. Fizemos alguns testes e observamos que os nossos
resultados nao seriam afetados se aproximassemos a razao entre o indice de refracao
ordinéario e extraordinario por 1. Tal aproximacao entao foi feita por economizar
drasticamente o tempo de calculo das integrais. Outra aproximacao feita para eco-
nomizar o tempo de calculo foi nos limites de integracao de 1. Como o termo entre
colchetes [...] estd sendo multiplicado por uma fungao gaussiana que decai mais
rapido, observamos que, se integrassemos r; de 0 até dez vezes a largura da gaussi-
ana, os nossos resultados nao seriam alterados, assim nao precisariamos integrar até
infinito. Para o calculo escolhemos alguns valores tipicos para a largura do cristal
L (0,5mm, Imm, 5mm e 10mm) e para a cintura do feixe wg (15pm, 20pm, 100um,

200pum). Observando a curva de casamento de fase de um cristal de §—BaB,0,
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(BBO), que é um cristal usado na CPD, escolhemos os angulos de inclinagado do
eixo 6ptico € como 26% e 49°. A razao dessa escolha foi que 49° é bem préximo ao
angulo que conseguimos a producao de fétons gémeos na CPD do tipo II para um
comprimento de onda do feixe incidente de aproximadamente 700nm. Escolhemos
esse comprimento de onda, pois o aparelho de laser (Spectra-Physics 2020) do la-
boratério atua préximo a esse comprimento de onda. J4 o angulo de 26° é a menor
inclinagao do eixo 6ptico para o qual conseguimos geracao de fétons gémeos na CPD

do tipo II para um cristal BBO. Os resultados estao listados nas tabelas abaixo.

¢ = 26" ¢ = 490
wo (pm) wo (pm)
L(mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 | 0,999 0,999 0,999 0,999] 0,999 0,999 0,999 0,999
1 | 0,999 0,999 0,999 0,999| 0,999 0,999 0,999 0,999
5 |/ 0,999 0,999 0,999 0,999] 0,999 0,999 0,999 0,999
10 || 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.1: (Pyy ® Pyy) para o estado |[¥).

¢ = 26° ¢ = 49°
wo (pm) wo (pm)
L (mm)| 15 20 100 200| 15 20 100 200
0,5 | 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
1 || 0,999 0,999 0,999 0,999| 0,999 0,999 0,999 0,999
5 | 0,999 0,999 0,999 0,999| 0,999 0,999 0,999 0,999
10 || 0,999 0,999 0,999 0,999| 0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.2: (Pyy @ Pyy) para o estado [¥T).
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£ = 26° £ =49°

wo (1) wo (pm)
L (mm)| 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 | 0,999 0,999 0,999 0,999] 0,999 0,999 0,999 0,999

1 0,999 0,999 0,999 0,999
) 0,999 0,999 0,999 0,999
10 0,999 0,999 0,999 0,999

0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.3: (Pyy ® Pyy) para o estado |[¥T).

£ =26° € =49°
wo (pm) wo (wm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 | -3,33x107% -1,88x107% -8,51x1076 -2,90x107%| -1,49x107° -8,41x1076 -3,51x1077 -9,96x 108
1 -3,32x107% -1,87x107%4 -7,72x1076 -2,12x 1076 -1,49%x107° -8,40x1076 -3,39%x 107" -8,79x 1078
5 -3,32x107% -1,86x107* -7,48x 1076 -1,87x 1076 -1,49%x107° -8,39x 1076 -3,36x10~7 -8,41x10~8
10 -3,32x107* -1,86x107% -7,47x1076 -1,87x 1076 -1,49%x107° -8,39x 1076 -3,35%x 107 -8,40x 108
Tabela 5.4: (Pyy ® Pyy) para o estado |[¥T).
¢ = 26° £ = 49°
w () w ()
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 | 3,33x107* 1,88x107* 8,31x107% 2,70x107| 1,49x107° -8,40x1075 3,42x10~7 9,07x 108
1 3,32x107% 1,87x107* 7,68x1076 2,07x1079| 1,49x107° 8,39x107% 3,37x10~7 8,56x10~8
5 3,32x107% 1,87x107% 7,48x1076 1,87x1079| 1,49x107° 8,39x107° 3,36x10~7 8,40x10~3
10 || 3,32x107% 1,87x107* 7,47x107% 1,87x1079| 1,49x107° 8,39x107% 3,35x10~7 8,39x10~8
Tabela 5.5: (Pyy ® Pyy) para o estado [¥).
¢ = 26° ¢ =49
wo (pm) wo (pm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 | 3,33x107% 1,88x10™* 8,76x1076 3,15x107Y| 1,49x107° -8,43x1076 3,72x10~7 1,40x10~"
1 3,32x107% 1,87x107% 7,79x 1076 2,19x1079| 1,49x107° 8,40x107% 3,45x10~7 9,30x10~8
5 3,32x107% 1,86x107* 7,48x1076 1,88x1079| 1,49x107° 8,39x107% 3,36x10~7 8,43x108
10 3,32x107% 1,86x107* 7,47x1076 1,87x1079| 1,49x107° 8,39x107° 3,35%x10~7 8,40x10~8

Tabela 5.6: (Pyg ® Pypg) para o estado |UT).
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¢ = 26° ¢ = 49°
wo (p1m) wo (prm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 <1077 <107 <107® <107 | <1077 <107® <107 <107
1 <1077 <107 <107® <1078 || <1077 <107 <107® <1071
5 <1077 <1076 <107® <1078 || <1077 <107 <107® <1071
10 <1077 <107® <107® <107Y || <107 <107 <107® <1071
Tabela 5.7: (Pyy ® Pyy) para o estado | ).
¢ = 269 ¢ = 49"
wo (pm) wo (pm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 <1077 <1077 <107® <107V [ <1077 <107 <107® <1071
1 <1077 <1077 <107® <107B¥ || <107® <107 <107® <1071
5 <1077 <107V <107® <107 || <107® <107¥® <107® <107
10 <1077 <1077 <107® <107Y¥ || <107® <107¥® <107® <107
Tabela 5.8: (Pyy ® Pyy) para o estado |UT).
£ = 26 § =49
wo () wo ()
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 <1077 <1077 <107® <107V <107 <107® <1078 <1078
1 <1077 <1077 <107® <1078 || <107 <1078 <107® <1071
5 <1077 <1078 <1078 <1079 || <107 <107 <107 <1071
10 <1077 <107® <107® <107Y || <107® <107 <107® <1071
Tabela 5.9: (Pyy ® Pyp) para o estado [¥).
¢ = 26° ¢ =49
wo (pm) wo (pm)
L (mm) || 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 <1077 <1077 <107® <107¥ || <107® <107 <107® < 107'8
1 <1077 <1077 <107® <107B¥ || <107® <107 <107® <1071
5 <1077 <107® <107® <107 || <107® <107¥® <107® <1071
10 <1078 <107® <107® <107¥ || <107® <107¥® <107® <107
Tabela 5.10: (Pyg ® Pyy) para o estado |UT).
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Algumas observacoes devem ser feitas. Primeiro, podemos observar que ao
invés de 16 valores esperados, calculamos aqui apenas 10 valores. A razao disso é que
P2 € uma matriz hermitiana, como podemos ver mais facilmente na equacao (3.35),
assim para calcula-la, basta apenas calcular os elementos da diagonal principal e os
elementos situados acima dela. Outra observacao é que para alguns valores (tabelas
5.7,5.8, 5.9, 5.10) ndo obtivemos convergéncia, mesmo utilizando diferentes métodos
numéricos. A unica afirmacao que podemos fazer é que os valores tém ordem de
grandeza inferior aquelas listadas na tabela.

Para os estado |U7),

q q A N A R
/d(h /dQ2U q1+92 smc( | 14K 2| )HOU,50(Q1)>|Q2,5e(Q2)>"Q1>5e(Q1)>|Q2750((12)>]a

nao vamos repetir todas as contas, pois o processo é bastante parecido. Além do
sinal positivo (4) que é substituido por um sinal negativo (-), a inica mudanga a ser
feita é, como ja falamos no capitulo 4, que a fungao 1)~ deve ser anti-simétrica. Logo,
os fotons nao podem ocupar o mesmo estado de onda plana. Assim, escolhemos para
a solucao do espectro angular n =1 e m = 0,

272

wOK
vi0(p1 + P2, 1 + @2) = Aro(p1 + pa)e 16 ((prp2)* +(01+42)°) (5.16)

Utilizando essa funcao e as mesmas mudancas de variaveis realizadas anterior-

mente, normalizamos a funcao ¢~ e chegamos a seguinte constante de normalizagao:

KQwO\/ KL
87r\/_ .

Entao realizando as mesmas aproximagoes feitas para |¥*) e usando os mesmos

A = (5.17)

valores para as constantes L, K e wy, calculamos os elementos da matriz densidade

reduzida para o estado |U™).
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£ = 26° £ =49°
wo (1) wo (pm)
L (mm)| 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 | 0,997 0,997 0,997 0,997

1
)

10

0,998 0,998 0,998 0,998
0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999

0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.11: (Pyy ® Pyy) para o estado |[¥7).

£ =26° £ =490
wo (pm) wo (pm)
L (mm)| 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 | 0,997 0,997 0,997 0,997

1
)

10

0,998 0,998 0,998 0,998
0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999

0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999
0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.12: (Pyy ® Pyy) para o estado [U™).

¢ = 26"

¢ = 490

L (mm)

wo ()
15 20 100 200

wo ()
15 20 100 200

0,5

10

~0,997 -0,997 -0,997 -0,997
-0,998 -0,998 -0,998 -0,998
-0,999 -0,999 -0,999 -0,999
-0,999 -0,999 -0,999 -0,999

20,999 -0,999 -0,999 -0,999
-0,999 -0,999 -0,999 -0,999
-0,999 -0,999 -0,999 -0,999
-0,999 -0,999 -0,999 -0,999

Tabela 5.13: (Pyy ® Pyy) para o estado |[¥7).

¢ = 26°

£ = 490

wo (pm)

wo (pm)

L (mm)| 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 | 2,23x1073 2,23x1073 2,23x1073 2,23x1073| 2,01x107% 2,01x107% 2,01x10~* 2,01x10~*
1 1,12x1073 1,12x1073 1,12x1073 1,12x1073| 1,00x10~% 1,00x10™* 1,00x10~* 1,00x10~*
5 2,24x107% 2,24x1074 2,24x107% 2,24x10™4| 2,01x107° 2,01x107° 2,01x107° 2,01x10~°
10 1,12x107%4 1,12x107% 1,12x107* 1,12x1074| 1,00x107° 1,00x107° 1,00x10~® 1,00x107°

Tabela 5.14: (Pyy ® Pyy) para o estado |[¥).
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¢ = 26Y £ =49°
wo (pm) wo (pm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 || 1,11x1073 1,11x1073 1,11x1073 1,11x1073| 1,00x10~* 1,00x10~* 1,00x10~% 1,00x10~*
1 5,60x107% 5,60x107% 5,60x10~* 5,60x10~4| 5,03x107° 5,03x107° 5,03x107° 5,03x107°
5 1,12x107% 1,12x107%* 1,12%x107% 1,12x10~4| 1,00x107° 1,00x10~° 1,00x10~° 1,00x107°
10 || 5,60x107° 5,60x107° 5,60x107° 5,60x1077|| 5,03x107% 5,03x107° 5,03x1076 5,03x1076
Tabela 5.15: (Pyu ® Pyy) para o estado |U™).
£ =26° € =49°
wo (pm) wo (pm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0.5 | -2.23x1073 -2.23x1072 -2.23x1073 -2.23x 1073 -2.01x10™* -2.01x107% -2.01x10™* -2.01x10~4
1 -1.12x1073 -1.12x1073 -1.12x1073 -1.12x 1073 -1.00x10~* -1.00x10~* -1.00x10~* -1.00x 10~*
5 -2.24x107% -2.24%x107% -2.24x10™* -2.24x 1074 -2.01x107° -2.01x107° -2.01x107° -2.01x10~°
10 -1.12x107% -1.12%x1074 -1.12x10™* -1.12x 1074 -1.00x107° -1.00x10~® -1.00x 107" -1.00x 10>
Tabela 5.16: (Pyy ® Pgy) para o estado [U™).
£ = 26° £ =490
w (pm) w (pm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 | 850x107% 8,26x107* 7,96x10™% 7,96 10~ 4| 1,24x10™* 1,24x107* 1,24x107% 1,24x10~*
1 4,52x107% 4,28x107* 3,99x107% 3,99x 1074 6,27x107° 6,24x107% 6,20x107° 6,20x10~°
5 1,33x107% 1,10x107% 8,08x107° 8,08 %1077 1,31x107° 1,27x107° 1,24x107° 1,24x107°
10 || 9,40x107° 7,03x107° 4,10x107° 4,10x1077|| 6,89%x107% 6,59%x107° 6,22x1076 6,20x1076
Tabela 5.17: (Pyy ® Pyy) para o estado |[W™).
¢ = 26° ¢ =490
wo (pm) wo (pm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 <107% <1079 <107 <1079 | <107 <107 <1077 <1077
1 <1077 <1077 <107 <1076 || <1077 <107V <107 <1077
5 <1077 <1077 <1077 <1077 | <107 <1077 <1077 <1077
10 <1077 <107 <1077 <107 || <1077 <107V <1077 <1077

Tabela 5.18: (Pyy ® Pgy) para o estado |U™).
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£ = 26 ¢ =49
wo (pm) wo (pm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 <107% <107% <1077 <107 | <1071 <1077 <1077 <107t
1 <1077 <1077 <1077 <107 || <1077 <1077 <1077 <1077
5 <1077 <1077 <107V <1077 || <1077 <1077 <1077 <1077
10 <1077 <1077 <107® <1078 || <107 <1077 <107V < 107'8

Tabela 5.19: (Pyy ® Pyy) para o estado |U™).

¢ = 26° { =49
wo (pm) wo (pm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200
0,5 <107% <107% <107 <107 | <1071 <1077 <1077 <107M7
1 <107 <1077 <107 <1076 | <1077 <1077 <1077 <1077
5 <1077 <1077 <107V <1077 || <1077 <1077 <1077 <1077
10 <1077 <1077 <107V <1077 || <107 <1077 <1077 <1077

Tabela 5.20: (Pyy ® Pppy) para o estado |[¥™).

Os resultados obtidos tanto para |U*) quanto para |¥~) podem ser considera-
dos satisfatorios, pois de certa forma ja eram esperados. Isso porqué como podemos
ver na figura 4.5 perto do eixo Z, o vetor de polarizacao ordindria tem diregao bas-
tante proxima a direcao do eixo ¥ e o vetor de polarizacao extraordinaria proxima
a direcao do eixo X. Assim para os termos que medem as correlagoes das projecoes
dos vetores €, e €, com X e ¥ (5.1, 5.2, 5.3, 5.11, 5.12 e 5.13), ja era de se esperar que
obteriamos valores altos. O que nao sabiamos quao altos e maiores que os outros
seriam essas correlacoes.

Desta forma os resultados obtidos sao bastante esclarecedores. Encontramos
os maiores valores quando nos termos (5.1, 5.2, 5.3, 5.11, 5.12 e 5.13) sao encontra-
dos o quadrado dos produtos das seguintes projegoes: ((X - €.)(¥ - €,))%. Os outros
termos, onde o quadrado desse produto nao aparece, tém valor bem menor. Compa-
rando os resultados das tabelas, concluimos entao que mesmo para um tratamento
em multimodos, podemos aproximar os vetores de polarizacao dos estados de Bell
gerados a partir da CPD pelos vetores X e ¥ do referencial do laboratério.

Uma outra forma de se enxergar isso é comparando a matriz densidade re-

duzida efetiva com a matriz densidade para os estados monomodais de polarizagao
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|Ut) e |U~) dados pela equagao (4.12) com polarizagoes ortogonais &y e éy, que
apontam nas dire¢oes de X e y, respectivamente. Para o estado |¥*) em um modo

de onda plana, a matriz densidade sera dada por:

0000
10110

2=5101 10 (5.18)
0000

Vamos calcular po.r apenas para L=5 mm, wy = 200um e £ = 49°, pois podemos
generalizar este resultado depois para os outros valores. Considerando os termos
com ordem de grandeza menor que 106 iguais a zero, a matriz densidade reduzida

efetiva para o estado de multimodos |¥") serd dada por

8,40 x10=° 0 0  —9,96x 108
1 0 0,999 0,999 0
P2l = s 0 0,999 0,999 0 ’ (5.19)
~9,96x 107 0 0  843x10°8
onde,
Zoer = 1,99. (5.20)

Uma forma de medir o quanto dois estados quanticos sao proximos ¢é através
da fidelidade [2]. A fidelidade de dois estados p e o é dada por

F(p,o) = Tr(\/ p'20p/?). (5.21)

Note que a fidelidade de dois operadores de estados iguais é méxima (igual a
1). Calculando entdo a fidelidade de ps e paes para o estado |¥*) encontramos o
valor 0,99.

Repetindo o cédlculo para o estado singleto,

0 0 00

110 1 -1 0
27510 -1 10 (5.22)

0 0 00

€
2,00x107° 0 0 2,01 x 1079
1 0 0,999  —0,999 0

P2l = e 0 0,999 0,999  1,00x10-5 | (023

—2,01 x 107 0 1,00 x 107° 1,24 x 107°
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onde,
Zoey = 1,99, (5.24)

também encontramos a fidelidade igual a 0,99. Logo, para os dois estados, podemos
aproximar os vetores de polarizagao €. e €, pelos vetores de polarizagao ortogonais
€y e €y, que nao dependem do vetor de onda k. Assim, podemos desprezar a
dependéncia dos vetores de polarizacao com o vetor de onda. Logo, mesmo no
regime multimodal, para os estados de Bell gerados a partir do processo da CPD, é
aceitavel separar o estado quantico de momento e polarizacao em um produto entre

um estado de momento e outro estado de polarizacao.

5.2 Calculo do grau de polarizacao

Vamos agora calcular o grau de polarizacao para os estados [¥T) e |¥~). Como j4

vimos no capitulo 2, o grau de polarizacao para campos de dois fétons é dado por

(2.80),
3 3 3

P42 = %(ngj_l) = 1‘%(2%%"’2%%)-

i,j=1 i=1 Jj=1

Sabemos também que, a partir dos elementos da matriz densidade reduzida
efetiva, podemos calcular os parametros de Stokes, pois esta pode ser também defi-
nida como (3.35)

533 + 830 + S03 + S00  S31 — 1832 + So1 — ©Sp2  S13 — 9523 + S10 — @520 511 — 9512 — 1521 — S22

_ 1| s31 +is3a+ s01 +is02 —S33 + 830 — S03 + So0  S11 + @812 — @821 + S22 —S13 + iS23 + S10 — 520

P2ef =4 | 513 + iso3 + $10 + 520 S11 — iS12 + 0521 + S22 — 533 — 530 + S03 + S0 —S31 + 1832 + S01 — 502
S11 + 19812 + 821 — S22 —S13 — 1823 + S10 + 1820 —S31 — 832 + So1 + US02  $33 — S30 — S03 + S00

Olhando para a definicao do grau de polarizagao (2.80), vemos que podemos
calcular os parametros de Stokes a partir dos s;;, sendo ¢, = 1,...,3, ou dos sg;
e s;0. Na primeira opgao sao nove parametros e na segunda seis, optamos entao
por calcular o grau de polarizagao através dos sp; e s;. Em funcao dos elementos

calculados na secao 5.1, os parametros de Stokes de interesse sao dados por

((Pav @ Pyy) + (Puy ® Pur) + (Pve ® Pvv) + (Pve ® Pun))
Z2ef
—i((Pyr @ Pyv) + (Pvw @ Pug) — (Puv @ Pyy) — (Puv ® Pum))
ZZef

S10 =

S20 =
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((Pvv @ Pyy) + (Pvy ® Pun) — (Pun ® Pvy) — (Pun ® Pun))

830 =
Z2ef
S0l = ((Pvv @ Pyu) + (Pyv @ Payv) + (Pun @ Pva) + (Pan @ Pay))
ZZef
oy = ((Pvv ® Pvu) + (Pun ® Pya) — (Pun ® Puv) — (Pvy @ Pay))
° Z2ef
_ ((Pyv @ Pyv) + (Punm @ Pyy) — (Pug @ Pun) — (Pyv @ Pum))
503 = 7 (5.25)
2ef

Da secao 5.1 vimos que os elementos de ps.s para o estado |[¥*) e [U™) sao
todos reais. Como tal matriz é hermitiana, é facil perceber que sgg € Sg serao
zero nao importa a escolha de L, £ e wy. Novamente, vamos calcular o grau de
polarizacido apenas para L=5 mm, wy = 200um e £ = 49°, pois podemos generalizar
este resultado depois para os outros valores. A partir dos elementos da matriz
densidade reduzida efetiva dada na equagao (5.19), calculamos os parametros de

Stokes, que sao dados por

S10 — 0 S01 — 0
So0 = 0 S92 =0
—3,00 x 1071° 3,00 x 10710
0 = g9 8= 159 (5.26)
E assim,
Py=1-(2,25x10"%). (5.27)

Como podemos ver P, é praticamente 1. Para outras escolhas de L, £ e wy,
isso ird ocorrer também.
Repetimos os célculos para o estado [U~). Agora iremos usar a matriz densi-

dade reduzida efetiva dada pela equacao (5.23). Encontramos entao,

_ 9 B 2,00 x 1075
S10 = S01 = 199
So0 = 0 Sp2 =0
0,77 x 107° 0,77 x 107°
_ ) _ =2 7 .2
%30 1,99 503 1,99 (5:28)

E assim,
Py=1-(2,15x107"). (5.29)
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Como podemos ver, P, é praticamente 1 novamente, mas se compararmos os
resultados obtidos para |[UT) e |U~), P, para o estado |UT) estd mais préximo de
1 que para o estado |¥~). Contudo, mesmo os dois resultados sendo diferentes,
ambos podem ser aproximados por 1. Assim tanto o estado |¥') quanto o estado
|¥~) podem ser considerados totalmente emaranhados em polarizagdo mesmo que a
largura do cristal (L), a cintura do feixe (wp) e o angulo de inclinac¢ao do eixo 6ptico

(€) variem dentro de valores realistas.



Capitulo 6

Conclusao

Nesta dissertacao estudamos como caracterizar o estado de polarizagao classico e
quantico através dos parametros de Stokes, que sao quantidades mensuraveis. Mos-
tramos como as defini¢oes classicas podem ser estendidas para o dominio quantico,
tendo em mente que efeitos de correlagoes de ordem maior que a segunda podem
aparecer. Desenvolvemos entao a definicao dos parametros de Stokes de quarta or-
dem para um campo em um e dois modos de onda plana, juntamente com o grau
de polarizagao em quarta ordem.

Em seqiiéncia, exibimos uma teoria para caracterizar estados de polarizagao
com expansao em multimodos de onda plana. Apresentamos as dificuldades que o
regime em multimodos traz, como a nao existéncia de uma definicao clara para a
matriz densidade reduzida. Definimos uma matriz densidade reduzida efetiva no
subespago de polarizacao através dos parametros de Stokes.

Mais especificamente, voltamos a nossa atencao para os estados de Bell ema-
ranhados em polarizagao, gerados a partir da conversao paramétrica descendente.
Desta forma, neste trabalho demos uma rapida introducao sobre o processo da CPD
e os estados de Bell. Explicitamos entao os estados de Bell multimodais gerados a
partir da CPD.

Usando todo o aparato desenvolvido ao longo da dissertagao, foi possivel cal-
cular a matriz densidade reduzida efetiva para um dos estados do tripleto e para
o estado singleto de polarizagao, assim como os graus de polarizacao de quarta or-
dem. Um resultado bastante interessante foi obtido a partir destes calculos: para as

condicoes experimentais mais comuns, os vetores de polarizacao ordinaria e extraor-
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dinaria tém projecao praticamente 1 nos eixos y e X, mesmo quando consideramos
a expansao multimodal e €, e €., dependentes do vetor de onda k. Assim, o trata-
mento escalar para os vetores de polarizagao, mesmo que no regime de multimodos,
pode ser considerado como uma boa aproximagao para estes estados, sem maiores
problemas. Além disso, percebemos que a matriz densidade reduzida efetiva calcu-
lada para esses estados é bastante parecida (fidelidade igual a 0,99) com a matriz
densidade calculada para estados monomodais de polarizacao. Logo, podemos con-
cluir que é bastante aceitavel fatorarmos o nosso estado em um produto entre um
estado de momento e outro estado de polarizagao para os estados de Bell gerados
a partir da CPD. Encontramos também que o grau de polarizacao de qurta ordem
para esses dois estados é praticamente 1, o que quer dizer que eles estao totalmente
emaranhados, independente de alguns valores tipicos da largura do cristal (L), de

cintura do feixe (wp) e do angulo de inclinagao do eixo dptico.



Apeéendice A

A.1 Vetores de polarizacao ordinaria e extraor-
dinaria

Usando as equagoes (5.2), (5.3) e (5.5), chegamos a expressoes para os vetores de

polarizacao em coordenadas cartesianas,

: qcosé - p cosé —msené o gsen .
o= — X y Z
\/q2—|—(pcos§—msen£)2 \/q2—|—(pcos§—msen§)2 \/q2—|—(pcosé—msenﬁ)2
(A1)
L —son 4 izt ng .
14 (—1—|—m’2+p’2+q’2—'r+(—1+r) cos(2£))(m’ cos E+p’ sen £)2
(cos? 41 sen 2¢)?
q' (m' cos& + p'sené) )
y
—14+m/24p' 2 4q' % —r+(—1+7) cos(2€) ) (m” cos E+p' sen £)2
(cos? & + rsen 2€) \/1 + ( (co 17 sen?6)? )
m/(m/ cos £+p’ sen £)
_COS§+ COS2£+’I’S€H2£ 2 (A 2)
14 (71+m’2+p’2+q’27r+(71+r) cos(2§))(m’ cos £+’ sen £)2
(cos? 41 sen 2¢)?
onde r = 2o

Ne

A.2 Calculo do produto interno da equagao (5.1)
A equagao (5.1) é a seguinte:
(Pvv @ Pau) = (U7 |Pyy @ Pyy|¥T)
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= A / dq [dq [dai [dqs / dq',y / a0 (1, o)V (A, )
[({a'r: Eo(d Ky, Ee(d'a)| + (a1 Eeld) {2, £old)])
(la.evia)ld’ enld)){a ev(@)l{d, culd)])
(lar, o(an))|az, ée(a2)) + lan, €e(an)) |2, £0(q2)) )]-
Queremos calcular o produto que esta dentro dos colchetes da equacao:

[..] =

[({a'y: Eo(d )y, Ee(d'a)| + (1 Ee(d) {2, £o(d)])

(la.evia)ld’ enld)){a ev(@)l{d, culd)])

(lar; €o(a)) @z, €ela2)) + |ar, Ee(dn))|az; £0(a2)) )]

( (
(d' éo(d1)]a, év (@) {ds, écl(dy)|ds () (a, Ev(a)lar, Ee(ar))( (d) )
(d'y, ée(d))]a, Ev(@)){d's, éoldo)ld s n(d))(a, évia)lar, Eo(a))(ds En(d) |z, Ec(q2)
(d'1;ée(d'y)la, évia))( d'))(a, év(a)ldr, ée(ai))( (q )

Usando as equagoes (3.16-3.19), substituindo (1, e2) por (e, €,) e considerando que

/

d'y, o(dy)|d, En(

/

os fotons gémeos indistinguiveis que saem do cristal tém vetores de onda com a

mesma norma, o produto acima adquire a seguinte forma:

SIAEE
Il

U
Q
—~
o}y
—
S—
<>
m)
O
S
ol
o
SN—
b3
U
o
—
0
ey
N—
<>
(U
4]
—~
Q0
o
S—

—ﬂ o(a—d) \/1_—61%5@1’—01’2) T o(q—a) Mé(q’—q2)+
—X\'/%)é(q—dl)y\/%)&q’—q’z)i fe_((j;;&q—ql)y\/'%é(q’—qu
—X%)Nq—q’l)y\/%)&q’—q’z)i f‘f(j;;ﬂq—ql)yf‘\/%é(q’—qu
X feiq];%)ﬂq SPALA fofq;;&q’ ) 1@_(0;)5((1 —a)? 'f(f(ig&q’ ~ )
Logo,

L] =
(% €e(@) (¥ - Eolgz)) + (k- Eo(ar)) (¥ - €c(a2)))?

(V1-p}/1-a@)?
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