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possuem polarização ortogonal a do laser. Os cones internos possuem
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Resumo

Neste trabalho apresentamos uma forma de caracterizar estados de polarização

através dos parâmetros de Stokes. Mais especificamente, estamos interessados nos

estados de polarização dos bifotons de multimodos gerados na conversão paramétrica

descendente. Além disso, esclarecemos o conceito de matriz densidade reduzida, que

no regime multimodal não é bem definido, e calculamos a matriz densidade reduzida

efetiva para os estados dos fótons gêmeos. Mostramos então que a aproximação de

monomodo para a polarização de tais estados é adequada.

v



Abstract

In this work we characterize the polarization states using the Stokes parame-

ters. More specifically, we are interested in the two photon states of polarization

generated by the parametric down-conversion. Furthermore, we clarify the concept

of a reduced matrix which in the multimode regime is not well defined. We calcu-

late the effective reduced matrix for the twin photon states. Finally, we show that a

single mode approximation for the polarization of these states is very appropriate.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Na teoria eletromagnética, os modos de polarização linear de uma onda plana mono-

cromática são facilmente entendidos, já que o campo elétrico pode ser decomposto

em duas ondas com oscilações perpendiculares. Na óptica clássica a polarização de

uma onda plana é então definida por duas componentes. Existem vários métodos

que são satisfatórios na caracterização das propriedades de polarização, entre os

quais estão os parâmetros de Stokes. Os quatro parâmetros de Stokes provêem clas-

sicamente uma descrição completa do estado de polarização da luz. Tais parâmetros

são definidos através das correlações de segunda ordem das amplitudes do campo

elétrico e são mensuráveis. A teoria pode ser expandida também para campos quase-

monocromáticos, que devem ser tratados estatisticamente e naturalmente poderemos

definir um grau de polarização.

Contudo as coisas não são bem assim na óptica quântica. A óptica quântica

consiste na aplicação do formalismo e dos conceitos da mecânica quântica relaci-

onados à radiação eletromagnética. As conseqüências surpreendentes da mecânica

quântica poderão ser observadas na óptica quântica. Uma dessas conseqüências é

o emaranhamento de duas part́ıculas que estão separadas espacialmente. Para es-

tados de duas part́ıculas que podem ser considerados maximamente emaranhados o

valor de um observável não é determinado para nenhuma das part́ıculas. Contudo,

se medirmos o valor de um observável para uma part́ıcula, conseguimos determi-

nar com 100% de certeza o estado da outra part́ıcula, independente da distância

entre as part́ıculas [1]. A luz agora passa a ser composta por fótons, espécies de

“part́ıculas”que correspondem às excitações no campo eletromagnético. Assim, os

1



Caṕıtulo 1. Introdução 2

fótons podem estar emaranhados em vários graus de liberdade, dentro deles: energia,

momento e polarização.

Estados de fótons emaranhados em polarização são extremamente importan-

tes, devido ao seu papel na prova de aspectos fundamentais da mecânica quântica,

e além disso, mais recentemente, à sua aplicação no campo de informação e com-

putação quântica [2]. Dessa forma, conseguir caracterizar o estado de polarização

para fótons é de extrema valia. Para isso devemos ser capazes de estender a de-

finição dos parâmetros de Stokes para o domı́nio quântico. Porém para os campos

quânticos as correlações de ordem maior que segunda ordem podem ser bastante

significativas. Para distinguir então entre estados quânticos que possuem proprieda-

des de polarização bastante distintas, o parâmetros de Stokes devem levar isso em

consideração.

Um processo para gerar pares de fótons emaranhados é o da conversão pa-

ramétrica descendente (CPD) [3]. Neste processo incidimos um fóton com uma de-

terminada freqüência num cristal não-linear e observamos a geração de dois fótons

com freqüências mais baixas, os fótons gêmeos. O fótons gerados na CPD podem

ser representados através de uma expansão em vários modos de ondas planas. Cada

modo de onda plana corresponde a um vetor de onda e uma polarização, que depende

do vetor de onda. Assim várias dificuldades surgem quando estamos no regime de

multimodos. Quando aproximamos o estado dos fótons gêmeos por uma onda plana

separamos (grosseiramente) o estado quântico de polarização e momento em um

produto tensorial do estado de polarização com o estado de momento. Será que

poderemos fazer isso para um estado multimodal? Vários experimentos feitos com

fótons gêmeos estão interessados apenas no estado de polarização. Seria então inte-

ressante escrever uma matriz densidade reduzida que contivesse informação apenas

sobre a polarização. Mas será que para um estado expandido em vários modos de

onda plana, existe uma matriz densidade reduzida única que descreve este estado

de polarização?

O objetivo deste trabalho então é entender como caracterizamos os estados

de polarização para estados de fótons de multimodos. Veremos que no regime mul-

timodal o estado não é separável e que nem sempre é posśıvel definir uma matriz

densidade reduzida. Através dos parâmetros de Stokes, definiremos uma matriz

densidade reduzida efetiva. Calcularemos então esta matriz e o grau de polarização
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para estados emaranhados em polarização de dois fótons gerados a partir da CPD.

No caṕıtulo 2 definiremos os parâmetros de Stokes no domı́nio clássico e

quântico. Como no domı́nio quântico as componentes do campo elétrico podem

apresentar correlações de segunda e quarta ordem significativas (ou de ordem maior),

vamos introduzir os parâmetros de Stokes de segunda e quarta ordem e depois es-

pecificá-los para campos monomodais de um e dois fótons. Além disso, definiremos

o grau de polarização em função dos parâmetros de Stokes.

No caṕıtulo 3 desenvolveremos uma teoria para caracterizar estados de multi-

modos e definiremos uma matriz densidade reduzida efetiva.

Falaremos então no caṕıtulo 4 sobre o processo de conversão paramétrica des-

cendente e os estados de dois fótons emaranhados em polarização gerados através

da CPD.

Por fim, usando todo o aparato operacional dos caṕıtulos 2 e 3 calcularemos

no caṕıtulo 5 a matriz densidade reduzida efetiva e o grau de polarização para os

estados emaranhados de dois fótons gerados na CPD.



Caṕıtulo 2

Parâmetros de Stokes

Para estudarmos o estado de polarização de dois fótons, é necessário antes desen-

volver uma teoria que leve em conta a natureza vetorial da luz. O formalismo que

discutiremos abaixo, além de fazer isso de uma forma bastante elegante, é também de

enorme simplicidade ao tratarmos o efeito de instrumentos polarizadores no campo.

O conteúdo das seções 2.1, 2.2 e 2.3 terá como referência o caṕıtulo 9 do livro

Introduction to statistical optics de E.L.O´Neill [4].

Vamos supor que uma onda plana está se propagando na direção ẑ e que uma

série de instrumentos ópticos são colocados atuando nessa onda, resultando em uma

outra onda plana, como descrito na figura 2.1. Esses instrumentos ópticos polariza-

dores, representados como a caixa preta na figura 2.1 estarão atuando (operando)

na onda incidente produzindo uma onda resultante.

Historicamente, G.G.Stokes (1852) [5] foi o primeiro a especificar o estado

de polarização do campo em termos de observáveis, conhecidos como os quatro

parâmetros de Stokes, dos quais um refere-se a intensidade total do campo e os

Figura 2.1: Esquema de uma onda passando por um instrumento óptico.

4
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outros três ao estado de polarização. Mais tarde, Poincaré introduziu o que chama-

mos hoje de a esfera de Poincaré, na qual um ponto na esfera define um vetor em

3 dimensões, freqüentemente chamado de vetor de Stokes, que corresponde a um

estado de polarização. Uma operação de um instrumento óptico na onda incidente

corresponde a um deslocamento desse ponto na esfera.

Em 1941, Jones [6] reconsiderou o problema de um feixe monocromático e

pela primeira vez introduziu um método matricial para tratar a polarização. No

método de Jones, do qual falaremos logo a seguir, o campo é tratado a partir de

suas componentes e o instrumento óptico é especificado através de uma matriz 2× 2.

Contudo, o que medimos não são as componentes do campo. Percebendo isso, Müller

desenvolveu um tratamento através dos parâmetros de Stokes, que são os observáveis

do campo. Os parâmetros do campo transmitido são obtidos da seguinte maneira:

o instrumento é representado por uma matriz 4 × 4 real (chamada de matriz de

Müller) que opera nos quatro parâmetros de Stokes reunidos em um vetor coluna,

resultando em um outro vetor de Stokes para o campo transmitido.

2.1 Método de Jones

Vamos considerar campos puramente monocromáticos e totalmente polarizados. Ao

campo monocromático de onda plana incidente da figura 2.1, vamos associar um

vetor coluna bidimensional E,

E =

[
Ex

Ey

]
, (2.1)

onde Ex e Ey são harmônicos no tempo, isso é com dependência com o tempo da

forma exp(−iωt), onde ω é a freqüência angular.

O instrumento será representado por uma matriz L, da seguinte forma,

L =

[
a b
c d

]
. (2.2)

Então, o campo que sai do instrumento pode ser facilmente caracterizado como,

E′ = LE. (2.3)
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2.2 Formalismo da matriz de coerência

A matriz de coerência é uma matriz que representa as correlações das componentes

do vetor campo elétrico complexo nas direções x̂ e ŷ, como mostraremos na equação

(2.5). Ela fornece informações sobre o estado de polarização do campo.

Vamos formular agora a representação matemática para a matriz de coerência

de um campo quase-monocromático. Considere uma onda de luz quase-monocromática

com freqüência média ω propagando na direção positiva de ẑ. As componentes or-

togonais do campo em um ponto x no tempo t vão ser representadas da seguinte

forma [7] :
Ex(t) = a1(t) exp[i(φ1(t)− ωt)],

Ey(t) = a2(t) exp[i(φ2(t)− ωt)]
(2.4)

Seguindo a referência [5], a matriz de coerência J é definida em função das correlações

das componentes x e y do campo elétrico,

J = 〈E⊗ E†〉 =

[ 〈ExE
∗
x〉 〈ExE

∗
y〉

〈EyE
∗
x〉 〈EyE

∗
y〉

]
=

[
Jxx Jxy

Jyx Jyy

]
. (2.5)

Aqui os elementos Ex e Ey do vetor coluna E são os dados pela equação (2.4) e E†

é o conjugado Hermitiano de E, i.e. a matriz linha

E† =
[

E∗
x E∗

y

]
. (2.6)

Na equação (2.5), o śımbolo ⊗ significa o produto de Kronecker (produto direto) de

E com E†, enquanto < ... > é a média no tempo.

Se considerarmos o campo de uma luz quase-monocromática totalmente des-

polarizada, a direção de vibração do vetor campo elétrico é indeterminada. As

componentes Ex e Ey do campo são portanto descorrelacionadas, isto é,

〈ExE
∗
y〉 = 0 = 〈EyE

∗
x〉. (2.7)

Além disso, as médias das intensidades nas componentes x e y devem ser iguais, i.e.,

〈ExE
∗
x〉 = 〈EyE

∗
y〉. (2.8)

Sendo a intensidade total I igual a

I = 〈ExE
∗
x〉+ 〈EyE

∗
y〉, (2.9)
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podemos ver que a matriz de coerência J é simplesmente um múltiplo da identidade:

J =
I

2

[
1 0
0 1

]
. (2.10)

Voltando a um feixe de luz quase-monocromático polarizado, observamos que quando

este passa por um instrumento representado por L,

E′ = LE, (2.11)

e assim, a matriz de coerência J′ do feixe resultante é

J′ = 〈E′ ⊗ E′†〉 = 〈LE⊗ E†L†〉, (2.12)

ou fazendo uso da equação 2.5,

J′ = LJL†. (2.13)

2.3 Os parâmetros de Stokes

A partir dos elementos da matriz de coerência, vamos definir um vetor coluna da

seguinte forma

J = 〈E⊗ E∗〉 =




Jxx

Jxy

Jyx

Jyy


 . (2.14)

Vamos fazer uma transformação unitária nesse vetor, de tal forma que os novos

elementos sejam todos reais:

S = TJ , (2.15)

onde T é a transformação unitária.

Desenvolvendo isso, temos,




S0

S1

S2

S3


 =




1 0 0 1
0 1 1 0
0 i −i 0
1 0 0 −1







Jxx

Jxy

Jyx

Jyy


 . (2.16)
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x

y

z

iθ

o

θ

z =z0 z =z1 z =z2

Compensador Polarizador

Figura 2.2: Arranjo experimental para determinar os elementos dos parâmetros de
Stokes.

Os novos elementos definidos são chamados de parâmetros de Stokes e são to-

dos reais. Desenvolvendo a equação 2.16, podemos escrevê-los mais explicitamente,

S0 = (〈ExE
∗
x〉+ 〈EyE

∗
y〉)

S1 = (〈ExE
∗
y〉+ 〈EyE

∗
x〉)

S2 = i(〈ExE
∗
y〉 − 〈EyE

∗
x〉)

S3 = (〈ExE
∗
x〉 − 〈EyE

∗
y〉). (2.17)

Assim como a matriz de coerência, os parâmetros de Stokes são suficientes para es-

pecificar completamente o estado de polarização de um campo clássico. Uma forma

simples de medir tais parâmetros é através de um compensador e um polarizador.

Vamos supor que incidimos um feixe de luz, que tem componentes ortogonais como

na equação (2.4), numa montagem que consiste de um compensador e um polariza-

dor, como mostrado na figura 2.2. Sejam α1 e α2 as mudanças de fase produzidas

em Ex e Ey, respectivamente, ao passar pelo compensador saindo de z = z0 para

z = z1 e θ o ângulo entre a direção de vibração do campo elétrico (̂iθ) e o eixo x̂

depois do polarizador. O vetor campo elétrico em z = z2 após passar pelos dois

aparatos ópticos, é dado por,

E′(t; α1, α2.θ) = [Ex(t)e
iα1cosθ + Ey(t)e

iα2senθ]̂iθ. (2.18)

A intensidade média do campo elétrico em qualquer ponto do plano z = z2 será



Caṕıtulo 2. Parâmetros de Stokes 9

dada por [5],

〈w′
e(α1, α2, θ)〉 = 〈E′∗(t; α1, α2.θ) · E′(t; α1, α2.θ)〉. (2.19)

Substituindo a equação (2.18) na (2.19), obtemos a seguinte expressão,

〈w′
e(δ, θ)〉 = 〈E∗

x(t)Ex(t)cos2θ + E∗
x(t)Ey(t)e

iδcosθsenθ +

E∗
y(t)Ex(t)e

−iδcosθsenθ + E∗
y(t)Ey(t)sen

2θ〉, (2.20)

onde

δ = α2 − α1. (2.21)

Podemos então determinar os parâmetros de Stokes, usando diferentes pares de δ

e θ. Por exemplo, se quisermos medir S1 basta medirmos a intensidade do campo

elétrico, com um compensador de tal forma que a diferença de fase seja zero, δ = 0

e um polarizador com θ = 45o, depois com o mesmo compensador, medimos a

intensidade do campo elétrico com um polarizador com θ = 135o. Subtraindo o

primeiro resultado pelo segundo, obtemos S1. É fácil perceber também, que S0 é a

intensidade total do campo elétrico do feixe incidente.

Vamos definir agora o grau de polarização P em função dos parâmetros de

Stokes, como

P =

√
S2

1 + S2
2 + S2

3

S0

. (2.22)

Podemos facilmente ver, através das equações (2.16) e (2.22), que para uma luz

totalmente despolarizada (luz natural), o grau de polarização P será igual a zero.

Porém, P = 1 para luz totalmente polarizada. Logo P está variando entre 0 e 1, ou

melhor, 0 ≤ P ≤ 1. Para uma onda totalmente polarizada, temos então,

S2
0 = S2

1 + S2
2 + S2

3 . (2.23)

A equação (2.23) pode ser interpretada como a equação de uma esfera no subespaço

S1, S2 e S3 com raio S0; tal esfera é chamada de esfera de Poincaré. Cada ponto desta

esfera corresponde a valores definidos dos parâmetros S0, S1, S2 e S3, definindo assim

um estado de polarização. Para luz parcialmente polarizada, P < 1 e tais estados

serão representados por pontos dentro da esfera. Para luz totalmente despolarizada,

P = 0 e esses estados estão no centro da esfera. Finalmente, para luz totalmente
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polarizada, esses pontos vão se encontrar na superf́ıcie da esfera. Na figura 2.3

mostramos uma esfera de Poincaré e os pontos das polarizações circulares e lineares

(horizontal e vertical e +450 e −450).

Figura 2.3: Esfera de Poincaré: i) em S1 estados com polarização linear ±45o; ii) em
S2 estados de polarização circular; iii) em S3 estados de polarização linear horizontal
e vertical.

2.4 Método de Müller

Como já dito anteriormente, esse método dá a transformação dos parâmetros de Sto-

kes quando a luz passa por um instrumento óptico. Seguindo os passos da equação

(2.3), o vetor coluna J se transformará da seguinte forma:

J ′ = 〈E′ ⊗ E′∗〉 = 〈LE⊗ L∗E∗〉 ou J ′ = (L⊗ L∗)J . (2.24)

Na equação acima usamos a relação

(AA′ ⊗BB′) = (A⊗B)(A′ ⊗B′), (2.25)

onde A, A′, B e B′ são matrizes.

Além disso, fazendo uso da matriz de transformação T da equação (2.15), nós

facilmente encontramos que

S′ = TJ ′ = T(L⊗ L∗)T−1TJ = [T(L⊗ L∗)T−1]S, (2.26)
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ou definindo a matriz de Müller M por

M = T(L⊗ L∗)T−1, (2.27)

que

S′ = MS. (2.28)

Como podemos ver, usando esse método podemos facilmente saber como os parâmetros

de Stokes se transformam sob a ação de um instrumento óptico, bastando apenas

saber a matriz de Müller que representa o instrumento.

2.5 Parâmetros de Stokes no domı́nio quântico

O formalismo apresentado nas seções 2.1, 2.2, 2.3 embora bastante elegante, não

se aplica de forma direta para o domı́nio quântico como mostraremos a seguir. No

domı́nio da óptica quântica, os campos elétricos não serão mais representados como

na equação (2.4). Agora o campo elétrico será representado por um operador E e

será expandido em ondas planas monocromáticas, da seguinte forma [5]

E(z; t) = Ex(z; t)x̂ + Ey(z; t)ŷ = x̂[Ex1(z; t) + Ex2(z; t) + ...] +

ŷ[Ey1(z; t) + Ey2(z; t) + ...],

(2.29)

Eαl(z; t) = E
(−)
αl (z; t) + E

(+)
αl (z; t), E

(+)
αl (z; t) =

√
~ωl

2εV
aαle

iwl[
z
c
−t],

E
(+)
αl (z; t) = (E

(−)
αl (z; t))†,

onde a†αj (aαj) são os operadores de criação (aniquilação) dos fótons com freqüência

ωj e polarização α, V o volume de quantização, ε a permissividade do meio e ẑ a

direção de propagação do feixe de luz.

A partir dessas definições, podeŕıamos pensar que para achar os parâmetros

de Stokes no domı́nio quântico 1, bastaria substituir o novo operador campo elétrico

E nas equações (2.5) e (2.16). Mas essa é uma idéia ingênua, que não é verdade. Se

1Agora no domı́nio quântico, usaremos s minúsculo para os parâmetros de Stokes e S maiúsculo
para os operadores de Stokes.



Caṕıtulo 2. Parâmetros de Stokes 12

aǵıssemos de tal forma, os parâmetros de Stokes seriam definidos assim

s cl
0 (t) = 〈E(−)

x (z; t)E(+)
x (z; t)〉+ 〈E(−)

y (z; t)E(+)
y (z; t)〉

s cl
1 (t) = 〈E(−)

x (z; t)E(+)
y (z; t)〉+ 〈E(−)

y (z; t)E(+)
x (z; t)〉

s cl
2 (t) = i〈E(−)

x (z; t)E(+)
y (z; t)〉 − i〈E(−)

y (z; t)E(+)
x (z; t)〉 (2.30)

s cl
3 (t) = 〈E(−)

x (z; t)E(+)
x (z; t)〉 − 〈E(−)

y (z; t)E(+)
y (z; t)〉.

Inserindo as equações (2.29) nas equações (2.30), nós obtemos as seguintes expressões

s cl
0 (t) =

m∑

j,k=1

ΛjΛke
i(ωk−ωj)τ 〈a†xjaxk + a†yjayk〉

s cl
1 (t) =

m∑

j,k=1

ΛjΛke
i(ωk−ωj)τ 〈a†xjayk + a†yjaxk〉

s cl
2 (t) =

m∑

j,k=1

ΛjΛke
i(ωk−ωj)τ i〈a†xjayk − a†yjaxk〉 (2.31)

s cl
3 (t) =

m∑

j,k=1

ΛjΛke
i(ωk−ωj)τ 〈a†xjaxk − a†yjayk〉,

onde τ = z
c
− t e Λj = ( ~ωl

2εV
)1/2.

Podemos ver que esses parâmetros de Stokes derivados da definição clássica

não são adequados para caracterizar as propriedades de polarização do campo de

estados quânticos. Isso porque os fatores ei(ωk−ωj)τ e ΛjΛk não têm conexão alguma

com a polarização da luz, além de variarem no tempo. Assim, como no domı́nio

clássico, queremos que os parâmetros de Stokes no domı́nio quântico contenham

informação apenas sobre a polarização. Logo, os parâmetros de Stokes deverão ser

definidos de outra forma.

Além disso, para que possamos definir os parâmetros de Stokes no domı́nio

quântico, devemos lembrar que a luz que no domı́nio clássico era considerada total-

mente despolarizada, neste domı́nio pode apresentar o que alguns autores chamam

de polarização escondida [8], devido à flutuação de intensidade nos modos de po-

larização (ou a correlação entre elas). Assim, para uma descrição completa, vamos

introduzir parâmetros de polarização de segunda e quarta ordem e depois especificar

tais parâmetros para campos em estados de um e dois fótons.
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2.5.1 Parâmetros de Stokes de segunda ordem

Uma onda plana monocromática é descrita pelos operadores de criação a†x e a†y e os

operadores de aniquilação ax e ay para fótons em modos ortogonais de polarização

x, y. Vamos assumir que o modo x é o da polarização linear vertical e o modo

y é o da polarização linear horizontal. As propriedades quânticas do campo são

determinadas pelas seguintes relações de comutação,

[
ax, a

†
x

]
=

[
ay, a

†
y

]
= 1,

[ax, ax] = [ay, ay] = [ax, ay] =
[
ax, a

†
y

]
= 0. (2.32)

As propriedades de polarização de uma onda plana monocromática são deter-

minadas em termos do conjunto de momentos de segunda ordem [8]:

〈a†xax〉 = 〈Nx〉 = nx, 〈a†yay〉 = 〈Ny〉 = ny,

〈a†xay〉 = 〈S+〉 = s+, 〈a†yax〉 = s− = s∗+ (2.33)

onde n é o número médio de fótons de cada modo. Os momentos 〈a2
x〉, 〈a† 2

x 〉,
〈axay〉, 〈a2

y〉 e 〈a† 2
y 〉 não foram considerados por não apresentarem nenhum efeito nas

quantidades observáveis.

As quantidades definidas em (2.33) formam o que podemos chamar da versão

quântica da matriz de coerência J, que chamaremos de K, sendo dada por,

K =

[ 〈a†xax〉 〈a†yax〉
〈a†xay〉 〈a†yay〉

]
=

[
nx s−
s+ ny

]
(2.34)

Um conjunto alternativo de números também empregados paralelamente aos

momentos da equação (2.33) são os parâmetros de Stokes quânticos s0, s1, s2 e s3.

Nós vamos defini-los como os valores médios sm ≡ 〈Sm〉 dos seguintes operadores,

que chamaremos de operadores de Stokes:

S0 = a†xax + a†yay, S1 = a†xay + axa
†
y,

S2 = −i(a†xay − axa
†
y), S3 = a†xax − a†yay. (2.35)

Das equações (2.33) e (2.35) seguem as relações

s0 = nx + ny, s1 = 2Res+, s2 = 2Ims+,

s3 = nx − ny. (2.36)
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As relações inversas das equações (2.35) têm a forma

Nx =
1

2
(S0 + S3), S+ =

1

2
(S1 + iS2)

Ny =
1

2
(S0 − S3), S− =

1

2
(S1 − iS2) (2.37)

Em termos dos operadores de Stokes, a matriz de coerência pode ser escrita

como

K =
1

2

[
s0 + s3 s1 − is2

s1 + is2 s0 − s3

]
. (2.38)

Os momentos nx, ny e s+ dados pela equação (2.33) e os parâmetros de Sto-

kes sm são unicamente relacionados e carregam informações idênticas. Porém, os

parâmetros sm possuem propriedades de transformações mais simples e admitem

uma representação geométrica mais clara. Assim, as propriedades estat́ısticas de

segunda ordem das amplitudes do campo são determinadas por quatro parâmetros

reais, que podem ser representados por um ponto no espaço quadridimensional. A

ação de um polarizador sobre este campo faz com que esse ponto se mova através

de alguma trajetória.

Num processo em que perdas não estão envolvidas, a intensidade total s0 =

nx + ny da onda se conserva e assim para fazer um estudo das propriedades de

polarização do campo só devemos levar em consideração três parâmetros, como

por exemplo, as três componentes sk (k = 1, 2, 3). É conveniente representá-las

graficamente como um vetor s num espaço tridimensional, que chamaremos, em

analogia com o caso clássico, de espaço de Poincaré-Stokes [8]. Sejam êk os vetores

que formam uma base ortonormal deste espaço, i.e. êk · êl = δk, l ,

s =
3∑

k=1

skêk, (2.39)

onde sk = êk · s. A norma do vetor de Stokes será

s =
√∑

s 2
k = P2s0, (2.40)

onde P2, em analogia com a equação (2.22), é o grau de polarização (de segunda

ordem). Veremos a seguir que esse grau de polarização P2 é equivalente à visibi-
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y

x

C

y

ny

nx

x

Figura 2.4: Arranjo experimental para medir as propriedades de polarização de
um feixe de luz monocromática. A luz passa por um compensador C e depois
por um divisor de feixe em polarização, que separa o campo em duas componentes
ortogonais de polarização (x,y). Dois detectores medem as intensidades n′x e n′y.
Tanto a orientação quanto o atraso relativo da placa de onda são ajustáveis.

lidade máxima posśıvel de interferência no espaço de polarização [8]. Para isso,

vamos primeiro pensar num arranjo experimental para medir as propriedades de

polarização de um feixe de luz monocromática. Um posśıvel arranjo experimental é

o esquematizado na figura 2.4, análogo ao da figura 2.2, no qual o feixe de luz passa

por um compensador seguido de um divisor de feixe por polarização e detectores.

Podemos ver que os detectores medem as intensidades “instantâneas”, ou melhor,

os autovalores de N′x e N′y. Fazendo medidas em coincidência, podemos achar os

momentos na forma 〈N′k
x N

′l
y 〉. Mas como são os resultados das medidas (n′x e n′y)

desses operadores N′x e N′y? Podemos achá-los usando o mesmo desenvolvimento do

método de Jones das seção 2.1, o conjunto compensador mais divisor de feixe em

polarização será representado por uma matriz L que atuará na matriz de coerência

K,

K′ = LKL†. (2.41)

No domı́nio quântico, as matrizes de Jones atuam nos operadores de criação e des-

truição. Sejam ax e ay operadores de aniquilação correspondentes aos modos in-

cidentes no elemento óptico e a′x e a′y os operadores correspondentes aos modos

transmitidos. Assim,

[
a′x
a′y

]
=

[
Lxx Lxy

Lyx Lyy

] [
ax

ay

]
,
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(2.42)[
a′†x
a′†y

]
=

[
L∗xx L∗xy

L∗yx L∗yy

] [
a†x
a†y

]
,

Vamos admitir que não há perdas no elemento óptico. Isto quer dizer que a†xax +

a†yay = a′†xa
′
x + a′†ya

′
y. Além disso, as relações de comutação [ax, a

†
x] = [ay, a

†
y] =

[a′x, a′
†
x] = [a′y, a′

†
y] = 1 e [aα, aβ] = [a†α, a†β] = [a′α, a′β] = [a′†α, a′†β] = 0 para quaisquer

valores (x ou y) de α e β devem ser preservadas.

As condições acima garantem que as matrizes de Jones para elementos ópticos

sem perdas podem ser sempre escritas, a menos de uma fase global, como

L =

[
µ ν
−ν∗ µ∗

]
. (2.43)

onde |µ|2 + |ν|2 = 1.

A partir da equação (2.41) encontramos então n′x,

n′x = µµ∗nx + νν∗ny + µ∗νs+ + ν∗µs−. (2.44)

Variando continuamente os parâmetros do compensador C, como por exemplo

o seu ângulo de orientação, a quantidade n′x variará periodicamente. A visibilidade

máxima dessa curva de variação de n′x dependerá dos valores máximo e mı́nimo para

n′x. Vamos reescrever (2.44) da seguinte forma:

n′x = r †Kr, onde r =

[
µ
ν

]
. (2.45)

Seja agora U a matriz (unitária) que diagonaliza a matriz (hermitiana) K:

UKU† = D. Logo,

n′x = r †U†UKU†Ur = u †Du =
[

u∗1 u∗2
] [

λ1u1

λ2u2

]
(2.46)

onde u = Ur. Como U é unitária, |u| = |r| = 1.

Calculando os autovalores λ1 e λ2 de K, encontramos

λ1,2 =
1

2
(s0 ±

√
s2
1 + s2

2 + s2
3). (2.47)

Podemos ver que λ1 + λ2 = s0, e λ1 − λ2 =
√

s2
1 + s2

2 + s2
3 = s.
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Assim a equação (2.46) pode ser escrita como

n′x = λ1cos2θ + λ2sen
2θ, (2.48)

onde o parâmetro θ caracteriza os pesos relativos |u1|2 e |u2|2, já que |u1|2+|u2|2 = 1.

Variar continuamente os parâmetros do compensador C significa variar o parâmetro

θ. Logo,

(n′x)max,min = λmax,min. (2.49)

A visibilidade máxima posśıvel obtida na montagem da figura 2.4 será então

Vmax =
n′x max − n′x min

n′x max + n′x min

=
λmax − λmin

λmax + λmin

=
s

s0

= P2, (2.50)

que é o grau de polarização do campo incidente.

2.5.2 Estados de um fóton

É interessante notar que os operadores de Stokes definidos em (2.35) satisfazem à

mesma álgebra das matrizes de Pauli:

[Si, Sj] = 2iεijkSk, i, j, k = 1, 2, 3 (2.51)

onde εi j k é o śımbolo de Levi-Civita [9].

Para modos de onda plana contendo apenas 1 fóton, os operadores ax, ay, a†x
e a†y admitem as representações

ax = |0〉〈x|, ay = |0〉〈y|, a†x = |x〉〈0|, a†y = |y〉〈0|, (2.52)

onde |x〉 e |y〉 representam estados de 1 fóton com polarização x e y, respectivamente.

As relações (2.51) e (2.52) garantem que para campos de 1 fóton, os operadores

de Stokes S0, S1, S2 e S3 são adequadamente representados pela identidade σ0, junto

com as matrizes de Pauli σ1, σ2, σ3 [10]. Assim,

si = 〈Si〉 = 〈σi〉 = Tr{ρ1σi}, (2.53)

onde i = 0, ..., 3 e ρ1 é o operador de estado no espaço (bidimensional) de polarização

para o campo de 1 fóton em um modo de onda plana.
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Como o operador de estado pode ser escrito como ρ =
∑

j rjσj e como

Tr{σiσj} = 2δi,j para i, j = 0, 1, 2, 3, podemos utilizar a equação (2.53) e escre-

ver

ρ1 =
1

2

3∑
i=0

siσi =
1

2

[
s0 + s3 s1 − is2

s1 + is2 s0 − s3

]
. (2.54)

Comparando a equação (2.54) com a (2.38), vemos que para campos mono-

modais de 1 fóton, o operador de estado no espaço de polarização é a própria matriz

de coerência K.

Como o operador de estado contém toda a informação posśıvel de se obter de

um estado quântico, vemos que as propriedades de polarização para campos mono-

modais de 1 fóton são completamente caracterizadas pelos parâmetros de Stokes. A

partir da equação (2.54), chegamos ao importante resultado que todo estado puro

monomodo de 1 fóton é totalmente polarizado, pois

Trρ2
1 =

1

4

∑
i,j

sisjTr{σiσj} =
1

2

∑
i

s2
i =

1

2
(s2

0 + s2
1 + s2

2 + s2
3) =

1

2
(1 + P 2

2 ). (2.55)

Sabendo que para um estado puro Trρ2
1 = 1, podemos ver que P2 deve ser igual a

um, o que significa que o estado é totalmente polarizado. Por outro lado, o estado

maximamente misturado (não-puro) é totalmente despolarizado.

2.5.3 Parâmetros de Stokes de quarta ordem

Como já dissemos anteriormente, mesmo que o campo não apresente correlação de

segunda ordem em polarização, é posśıvel que ele apresente correlações de quarta

ordem. Assim, é interessante definir parâmetros de polarização de quarta ordem.

As correlações poderão ser calculadas para campos com expansão em um único

modo de onda plana ou em dois modos. Sejam a†x, a†y e ax, ay os operadores de

criação e aniquilação, respectivamente, para um modo de onda plana. E b†x, b†y e bx,

by os operadores de criação e aniquilação, respectivamente, para o outro modo de

onda plana. Se definirmos o operador tensorial K tal que K11 = a†xax, K12 = a†yax,

K21 = a†xay e K22 = a†yay, temos que a matriz de coerência de segunda ordem é

dada por K = 〈K〉. Vamos então definir uma matriz de momentos de quarta ordem,

fazendo o produto tensorial : K(1) ⊗ K(2) : (os dois pontos (:) significam em ordem
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normal), isto é, K4 = 〈: K(1) ⊗ K(2) :〉, onde K(1) e K(2) são os operadores tensoriais

para cada modo de onda plana, respectivamente. Após colocar na ordem normal e

tirar o valor esperado, temos

K4 =




A G D E
G∗ H I J
D∗ I∗ C F
E∗ J∗ F ∗ B


 , (2.56)

onde

A=〈a†xb†xbxax〉, B=〈a†yb†ybyay〉, C =〈a†yb†xbxay〉, D=〈a†yb†xbxax〉, E =〈a†yb†ybxax〉,
(2.57)

F=〈a†yb†ybxay〉, G=〈a†xb†ybxax〉, H =〈a†xb†ybyax〉, I =〈a†yb†xbyax〉 e J =〈a†yb†ybxax〉.

Para um único modo de onda plana, a matriz K4 apresentará linhas e colunas

repetidas. Eliminando essas linhas e colunas redundantes, temos que a matriz de

coerência de quarta ordem para um modo de onda plana K′
4, pode ser dada por

K′
4 =




A′ D′ E ′

D′∗ C ′ F ′

E ′∗ F ′∗ B′


 , (2.58)

onde

A′ = 〈a† 2
x a2

x〉, B′ = 〈a† 2
y a2

y〉, C ′ = 〈a†xa†yayax〉,
D′ = 〈a†xa†ya2

x〉, E ′ = 〈a† 2
y a2

x〉 e F ′ = 〈a† 2
y ayax〉. (2.59)

A definição para os parâmetros de Stokes de quarta ordem não é única.

Como esses parâmetros são mensuráveis, dependendo de como vamos medir tais

parâmetros, podemos ter diferentes definições [8, 11, 12]. Vamos então defini-los

primeiro para um campo em dois modos de onda plana. Os parâmetros de Stokes

de quarta ordem para este regime serão definidos como os valores esperados dos

seguintes operadores

Sij = S
(1)
i S

(2)
j , (2.60)
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Fonte

C1 C2

Medida em conicid ncia

Feixe 1 Feixe 2

D1 D2

P1 P2

Figura 2.5: Arranjo para medir os sij através das medidas em coincidência dos
detectores D1 e D2. Os dois feixes de luz passam por compensadores C1 e C2 e por
polarizadores P1 e P2 que podem estar orientados de formas diferentes.

onde i, j = 0, ..., 3. Para este caso serão 16 parâmetros. Para encontrá-los, deve-

mos medir as correlações entre as medidas dos detectores da figura 2.5, onde cada

compensador C e polarizador P atua no feixe separadamente. Um exemplo de 16

medidas de coincidência suficientes para determinar os sij é o seguinte [12]:

−→ ⊗ −→, −→ ⊗ ↗, −→ ⊗ ©, −→ ⊗ ª, (2.61)

↗ ⊗ −→, ↗ ⊗↗, ↗ ⊗ ©, ↗ ⊗ ª, (2.62)

© ⊗ −→, © ⊗ ↗, © ⊗ ©, © ⊗ ª, (2.63)

ª ⊗ −→, ª ⊗ ↗, ª ⊗ ©, ª ⊗ ª, (2.64)

onde −→, ↗ são os compensadores alinhados horizontalmente e a 450 (em relação

a alguma direção escolhida) e © e ª são os compensadores que polarizam a luz

circularmente para a direita e para a esquerda, respectivamente.

Para o campo em um modo de onda plana, as propriedades de polarização

serão determinadas através de três operadores “duplos”de aniquilação:

c1 = axax, c2 =
√

2axay e c3 = ayay. (2.65)

Os conjugados hermitianos c†1, c†2 e c†3 são os operadores “duplos”de criação.

Como estamos interessados nas quantidades mensuráveis, vamos relacionar os parâmetros

de Stokes como a combinação dos produtos entre um operador “duplo”de criação

com um de aniquilação. Desta forma teremos 9 operadores de Stokes como podemos
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ver abaixo

S′ij =

{
(: SiSj :), se i 6= j
1√
2
(: S2

i − S2
0 :), se i = j.

(2.66)

Definimos os operadores em ordem normal, pois usando a montagem da figura 2.4,

conseguimos medi-los olhando para a correlação das medidas dos detectores. Pode-

mos demonstrar que S′ij = S′ji.

2.5.4 Estados de dois fótons

Em completa analogia com o estado de 1 fóton, veremos agora que os operadores

de Stokes de quarta ordem também podem ser representados por matrizes (as quais

iremos especificar em breve). Como existe uma diferença entre o parâmetros de

Stokes de quarta ordem para campos em um e dois modos de onda plana, vamos

separar os dois casos. Falaremos primeiro do campo de 2 fótons em um modo de

onda plana, e depois do caso de nosso real interesse, que é o campo de 2 fótons em

dois modos de ondas planas.

Para campos em um modo de onda plana contendo 2 fótons, os operadores c1,

c†1, c2, c†2, c3 e c†3 admitem as representações

c1 =
√

2|0, 0〉〈2, 0|, c2 =
√

2|0, 0〉〈1, 1|, c3 =
√

2|0, 0〉〈0, 2| (2.67)

c†1 =
√

2|2, 0〉〈0, 0|, c†2 =
√

2|1, 1〉〈0, 0|, e c†3 =
√

2|0, 2〉〈0, 0|, (2.68)

onde 〈2, 0| é um estado de 2 fótons com polarização x, 〈1, 1| é um estado de 2

fótons, onde cada fóton tem polarização x e y e 〈0, 2| é um estado de 2 fótons com

polarização y.

Os nove operadores de Stokes poderão então ser representados da seguinte

forma:

S′ij = Qij, (2.69)

onde as nove matrizes Qi,j são

Q01 =
√

2




0 1 0
1 0 1
0 1 0


 ,Q02 =

√
2




0 −i 0
i 0 −i
0 i 0


 ,Q03 = 2




1 0 0
0 0 0
0 0 −1


 ,

Q11 =
√

2



−1 0 1
0 0 0
1 0 −1


 ,Q12 = 2




0 0 −i
0 0 1
i 0 0


 ,Q13 =

√
2




0 1 0
1 0 −1
0 −1 0


 ,
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Q22 =
√

2



−1 0 −1
0 0 0
−1 0 −1


 ,Q23 =

√
2




0 −i 0
i 0 i
0 −i 0


 ,Q33 = 2

√
2




0 0 0
0 −1 0
0 0 0


 .

(2.70)

Similarmente às matrizes de Pauli, as matrizes Q obedecem relações de ortogonali-

dade

Tr{QαβQα′β′} = 8δα, α′δβ, β′ . (2.71)

Como vimos antes, os parâmetros de Stokes de quarta ordem para campos de

2 fótons em um modo de onda plana podem ser representados como

s′ij = 〈S′ij〉 = 〈Qij〉 = Tr{ρ′2Qij}, (2.72)

onde ρ′2 é o operador de estado no espaço de polarização para o campo de dois

fótons em um modo de onda plana. Usando então as relações (2.71), podemos isolar

o operador de estado

ρ′2 =
1

8

3∑
i,j=0

s′ijQij. (2.73)

Ao fazer o cálculo do operador de estado em função dos elementos Kij da

matriz de coerência K′
4:

ρ′2 =




1
2
K11

1√
2
K12 K13

1√
2
K21 K22

1√
2
K23

K31
1√
2
K32

1
2
K33


 , (2.74)

percebemos que as duas matrizes não são iguais. Entretanto, os seus elementos são

proporcionais, logo podemos tirar as mesmas informações sobre a polarização do

estado com as duas matrizes.

Vamos olhar agora para o caso do campo em dois modos de onda plana. Os

operadores de Stokes de quarta ordem para este regime não serão mais definidos

como em (2.69). Temos que os parâmetros de Stokes de segunda ordem de estados

de 1 fóton são dados por si = 〈σi〉, logo para estados de 2 fótons, os operadores de

Stokes de quarta ordem Sij podem ser representados pelos produtos das matrizes

de Pauli σi ⊗ σj = σij, j = 0, 1, 2, 3. Assim, o operador de estado no espaço de

polarização é

ρ2 =
1

4

3∑
i,j=0

sijσij, sij = Tr(σijρ2),
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(2.75)

s00 = Trρ2 = 1.

Uma caracteŕıstica importante dos parâmetros de Stokes para estados de 2 fótons

em dois modos é que os parâmetros de Stokes para estados monomodais de 1 fóton

estão inclúıdos neles. A matriz densidade parcial de um fóton (fazendo o traço no

subespaço do outro fóton em ρ2) é

ρ1 =

[
ρ11 + ρ22 ρ13 + ρ24

ρ∗13 + ρ∗24 ρ33 + ρ44

]
, (2.76)

onde os elementos indicados são aqueles associados com ρ2, de tal forma que

s1 =




s0

s1

s2

s3


 =




ρ11 + ρ22 + ρ33 + ρ44

2Reρ13 + 2Reρ24

2Imρ13 + 2Imρ24

ρ11 + ρ22 − ρ33 − ρ44


 =




s00

s10

s20

s30


 (2.77)

e similarmente s2.

O próximo passo agora será definir um grau de polarização para dois fótons.

Como estamos interessados apenas no caso de campos de dois fótons em dois modos

de onda plana, não entraremos em detalhe para o grau de polarização para campos

de dois fótons em um modo de onda plana. O grau de polarização para este caso

será definido a partir da visibilidade máxima posśıvel da interferência de quarta

ordem, observadas de acordo com as flutuações dos operadores de Stokes. Maiores

informações podem ser encontradas na referência [8].

2.5.5 Grau de polarização para dois fótons

Para construirmos um grau de polarização para campos de dois fótons, devemos ser

capazes de distinguir não apenas entre estados puros e mistos, mas estados fatoráveis

e emaranhados. Assim, o grau de polarização deve conter informação sobre o grau

de emaranhamento do estado. Além disso, sabemos que o grau de polarização deve

ser capaz de medir as correlações em quarta ordem das componentes do campo dos

estados quânticos de dois fótons.

Se o estado for puro e fatorável, os fótons são independentes entre si, e podemos

facilmente perceber que os sij são fatoráveis em função dos si, ou sij = si0s0j. Logo,
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podemos descobrir os parâmetros de Stokes fazendo medidas locais, em cada feixe

separadamente. Outro resultado direto para esse estado é:

3∑
j=1

s2
0j = 1,

3∑
i=1

s2
i0 = 1,

3∑
i,j=1

s2
ij = 1. (2.78)

Para o caso de um estado puro maximamente emaranhado temos [13]:

s01 = s02 = s03 = 0, s10 = s20 = s30 = 0,
3∑

i,j=1

s2
ij = 3, (2.79)

de tal forma que, cada feixe considerado separadamente um do outro é despolari-

zado, e para medir os parâmetros sij devemos medir a correlação entre os dois feixes

com medidas em coincidência.

Assim, vamos construir o nosso grau de polarização para dois fótons P4 de

tal forma que quando o estado for puro fatorável ele é igual a 0 e quando o estado

for puro maximamente emaranhado ele é igual a 1. Devemos lembrar também que

estados que apresentam correlação de segunda ordem entre as amplitudes do seu

campo, podem não ter correlação em quarta ordem e assim P4 = 0. Tendo isso em

mente e os resultados das equações (2.78) e (2.79), P4 em função dos sij será:

P 2
4 =

1

2
(

3∑
i,j=1

s2
ij − 1) = 1− 1

2
(

3∑
i=1

s2
i0 +

3∑
j=1

s2
0j). (2.80)

Note que a quantidade P4 está relacionada com P
(1)
2 e P

(2)
2 , pois o grau de

polarização para cada fóton separadamente é P
(1)
2 =

√
s2
10 + s2

20 + s2
30 e P

(2)
2 =√

s2
01 + s2

02 + s2
03, logo da equação (2.80), P 2

4 + 1
2
(P

(1)
2 )2 + 1

2
(P

(2)
2 )2 = 1. Outro fato

importante é que, para estados puros, P 2
4 coincide com o quadrado da concorrência,

que é uma medida de emaranhamento [14]. Assim, a partir de P4 podemos obter

informações sobre o grau de emaranhamento do estado.

Para estados mistos também é posśıvel definir um grau de polarização, mas

por ser a descrição um pouco mais complexa e por não ser de nosso interesse nesse

trabalho, não vamos falar sobre ele. Interessados no assunto podem consultar a

referência [12].



Caṕıtulo 3

Estados de Polarização

O aparato operacional desenvolvido no caṕıtulo 2, embora bastante simples, foi

desenvolvido para campos de um único modo (onda plana). Contudo, os estados que

queremos estudar são estados gerados por campos de multimodos. Como podemos

então fazer um estudo da polarização dos nossos estados? Baseado na referência

[15], vamos construir uma matriz densidade reduzida efetiva 2× 2 e assim veremos,

que mesmo sendo o nosso campo multimodal, poderemos usar o grau de polarização

da equação (2.80).

Para começar esse caṕıtulo vamos olhar como o estado de um único fóton é

alterado ao passar por um polarizador arbitrariamente orientado, como na figura

3.1. Usando então essa informação, construiremos uma matriz densidade reduzida

efetiva, da qual falaremos mais adiante.

3.1 Estados de polarização clássicos

Um polarizador ideal linear [16] é um aparato que é completamente transparente

para a luz linearmente polarizada na direção do eixo de transmissão. Vamos con-

siderar um polarizador perpendicular a ẑ com orientação p̂ formando um ângulo β

com o eixo x̂: p̂ = cos β x̂+ senβ ŷ. Sejam EI e ET os campos elétricos incidentes e

transmitidos, respectivamente. Vamos assumir que EI e ET são os campos elétricos

de ondas planas propagando na direção de k̂, onde k̂ = k
|k| é o vetor unitário do

vetor de onda. Podemos escrever explicitamente

EI = EI
1 ε̂1 + EI

2 ε̂2,

25
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ET = ET
1 ε̂1 + ET

2 ε̂2, (3.1)

onde ε̂1, ε̂2 são dois vetores ortogonais e unitários, como representado na figura 3.1.

Se θ e φ são as coordenadas esféricas de k̂ em relação a x̂, ŷ e ẑ (onde ẑ é o eixo de

rotação do polarizador),

k̂ = x̂ senθcosφ + ŷ senθsenφ + ẑ cosθ, (3.2)

ε̂1 e ε̂2 serão definidos de tal maneira que

k̂ = ε̂1 × ε̂2. (3.3)

p

β

^x

ε̂1

ε̂2

^
k

^y

^z

Figura 3.1: Esquema de um feixe de luz propagando na direção k̂ passando por um
polarizador perpendicular a ẑ.

Dada uma certa direção de propagação k̂ da onda plana, a condição (3.3)

sozinha não é suficiente para determinar ε̂1 e ε̂2. Por hora, no entanto, vamos

deixar livre a orientação do sistema ε̂1, ε̂2 em torno de k̂.

A ação do polarizador pode ser encontrada exigindo que a polarização ε̂(p)

do campo transmitido esteja no plano definido pelo eixo de polarização p̂ e pela

direção de propagação da onda plana k̂: ε̂(p) = c1p̂ + c2k̂. As duas constantes reais

c1 e c2 podem ser encontradas impondo as condições de normalização |ε̂(p)| = 1 e

ortogonalidade com k̂, ε̂(p) · k̂ = 0. O resultado final é

ε̂(p) =
1√

1− (p̂ · k̂)2

p̂− p̂ · k̂√
1− (p̂ · k̂)2

k̂. (3.4)



Caṕıtulo 3. Estados de Polarização 27

Em termos de ε̂1 e ε̂2 temos,

ε̂(p) =
p̂ · ε̂1√

1− (p̂ · k̂)2

ε̂1 +
p̂ · ε̂2√

1− (p̂ · k̂)2

ε̂2. (3.5)

Como EI , ET , ε̂1, ε̂2 e ε̂(p) são coplanares, podemos escrever a atuação do

polarizador como,

ET = (EI · ε̂(p)) ε̂(p). (3.6)

isto é,

ET = TEI , (3.7)

onde

T =




(p̂·ε̂1)2

1−(p̂·k̂)2
(p̂·ε̂1)(p̂·ε̂2)

1−(p̂·k̂)2

(p̂·ε̂1)(p̂·ε̂2)2

1−(p̂·k̂)2
(p̂·ε̂2)2

1−(p̂·k̂)2


 . (3.8)

Lembrando que ε̂1, ε̂2 e k̂ formam um sistema cartesiano, e que conseqüentemente

(p̂ · ε̂1)
2+(p̂ · ε̂2)

2+(p̂ · k̂)2 = |p̂2| = 1, é fácil verificar que T representa um projetor,

isto é TT = T.

3.2 Estados quânticos de polarização

Seguindo a referência [5], vamos definir o operador vetorial amplitude de campo

incidente como

a I
k = a1,k ε̂1 + a2,k ε̂2, (3.9)

onde a1,k e a2,k são operadores de aniquilação de fótons no modo de onda plana com

vetor de onda k e polarizações ε̂1 e ε̂2, respectivamente.

O vetor de amplitude de campo transmitido pelo polarizador será:

a T = Ta I = (T11a1 + T12a2)ε̂1 + (T21a1 + T22a2)ε̂2 (3.10)

onde a dependência em k foi omitida para simplificar a notação.

Se chamarmos

T11a1 + T12a2 = a T · ε̂1

T21a1 + T22a2 = a T · ε̂2, (3.11)
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conclúımos finalmente, com o aux́ılio das expressões (3.5) e (3.8), que

a T = apε̂
(p) onde

ap =
p̂ · ε̂1√

1− (p̂ · k̂)2

a1 +
p̂ · ε̂2√

1− (p̂ · k̂)2

a2. (3.12)

O operador ap satisfaz à relação de comutação [ap, a
†
p] = 1, o que o qualifica como

um operador de aniquilação de fótons no modo de onda plana com vetor de onda

k e polarização ε̂(p). Logo, a expressão (3.10) descreve corretamente a ação do

polarizador no domı́nio quântico.

Podemos então utilizar o operador a†p para gerar estados transmitidos pelo

polarizador em qualquer orientação de β e vetor de onda incidente k. Por exemplo,

|k, ε̂(p)〉 = a†p|vac〉 =
p̂ · ε̂1√

1− (p̂ · k̂)2

|k, ε̂1〉+
p̂ · ε̂2√

1− (p̂ · k̂)2

|k, ε̂2〉 (3.13)

representa o estado de 1 fóton com vetor de onda k transmitido pelo polarizador.

Em particular,

|k, ε̂V 〉 =
x̂ · ε̂1√

1− (x̂ · k̂)2

|k, ε̂1〉+
x̂ · ε̂2√

1− (x̂ · k̂)2

|k, ε̂2〉 (3.14)

descreve o estado de 1 fóton com vetor de onda k e polarização vertical (no plano

xz ) transmitido pelo polarizador quando este está orientado com β = 0 (ver figura

3.1), e

|k, ε̂H〉 =
ŷ · ε̂1√

1− (ŷ · k̂)2

|k, ε̂1〉+
ŷ · ε̂2√

1− (ŷ · k̂)2

|k, ε̂2〉 (3.15)

descreve o estado de 1 fóton com vetor de onda k e polarização horizontal (no plano

yz ) transmitido pelo polarizador quando este está orientado com β = π/2.

Assim, a amplitude de probabilidade de que um fóton incidente no estado

|k, ε̂1〉, seja qual for ε̂1 (ainda não definido), ser transmitido pelo polarizador orien-

tado na direção x̂ (β = 0) é

〈k, ε̂V |k, ε̂1〉 =
x̂ · ε̂1√

1− (x̂ · k̂)2

. (3.16)
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As demais amplitudes relevantes são

〈k, ε̂V |k, ε̂2〉 =
x̂ · ε̂2√

1− (x̂ · k̂)2

, (3.17)

〈k, ε̂H |k, ε̂1〉 =
ŷ · ε̂1√

1− (ŷ · k̂)2

, (3.18)

〈k, ε̂H |k, ε̂2〉 =
ŷ · ε̂2√

1− (ŷ · k̂)2

. (3.19)

É interessante notar que, embora |k, ε̂H〉 e |k, ε̂V 〉 formem uma base, eles não

são necessariamente ortogonais:

〈k, ε̂H |k, ε̂V 〉 =
1√

[1− (x̂ · k̂)2][1− (ŷ · k̂)2]
[(x̂ · ε̂1)(ŷ · ε̂1) + (x̂ · ε̂2)(ŷ · ε̂2)]. (3.20)

De acordo com a expressão (3.5),

〈k, ε̂H |k, ε̂V 〉 = ε̂H · ε̂V . (3.21)

Por outro lado, de acordo com a equação (3.8),

ε̂H · ε̂V =


 1√

1− (ŷ · k̂)2

ŷ − ŷ − k̂√
1− (ŷ · k̂)2

k̂


 ·


 1√

1− (x̂ · k̂)2

x̂− x̂− k̂√
1− (x̂ · k̂)2

k̂




= − (x̂ · k̂)(ŷ · k̂)√
[1− (x̂ · k̂)2][1− (ŷ · k̂)2]

=
−sen2θsenφcosφ√

(1− sen2θcos2φ)(1− sen2θsen2φ)
(3.22)

onde θ e φ são os ângulos esféricos do vetor de onda k.

Vemos então que |k, ε̂H〉 e |k, ε̂V 〉 só são ortogonais para certas direções de

propagação k, isto é, quando k está no plano xz (φ = 0), no plano yz (φ = π/2) ou

ao longo de ẑ (θ = 0).

3.3 Matriz densidade reduzida efetiva

Nessa seção, a partir da matriz densidade de um único fóton, vamos tentar calcular

uma matriz densidade reduzida 2×2 e mostrar que em geral não é posśıvel construir

tal matriz quando muitos modos do campo estão envolvidos. A partir dáı vamos

definir uma matriz densidade reduzida efetiva.



Caṕıtulo 3. Estados de Polarização 30

3.3.1 Traço sobre o momento

Antes de começarmos, devemos falar sobre o fato de podermos separar os estados

da base do espaço de um fóton em produtos de estados de momento e polarização,

usualmente escrito como

|k, ε̂i(k)〉 = |k〉 ⊗ |ε̂i(k)〉, (3.23)

onde |k, ε̂i(k)〉 representa o estado do modo k com polarização ε̂i(k), excitado com

1 fóton.

Apesar da notação ser bastante usual, devemos perceber que, rigorosamente,

apenas a parte à esquerda da equação (3.23) é um estado genuinamente definido

pela Mecânica Quântica, sendo que a parte a direita é só uma forma de representar

o estado. Isso porque, na Mecânica quântica não existe um operador de criação que

cria do vácuo um estado apenas de momento |k〉, nem um operador de criação que

cria um estado apenas de polarização |ε̂i(k)〉 no vácuo. Contudo, apesar do estado

|k, ε̂i(k)〉 não ser fatorável, não há nenhum problema em usarmos a representação

“momento⊗polarização”para campos de um só modo.

O fato de podemos separar os graus de liberdade do momento dos graus de

liberdade da polarização, torna-se bastante importante quando os fótons estão su-

jeitos a testes apenas de polarização e os graus de liberdade do momento tornam-se

irrelevantes. Nestes casos, tem-se como prática [17] introduzir uma matriz densidade

reduzida obtida a partir do traço da matriz densidade completa sobre o conjunto

das componentes do momento.

Seja ρ o operador de estado que descreve o estado multimodal de um único

fóton, onde os modos variam de 1 até N. Podemos representar ρ no espaço de Hilbert,

definindo as N2 matrizes 2×2, que vamos chamar de R(n,m), das quais os elementos

são calculados como

Rii′(n,m) = Z1〈kn, ε̂i(kn)|ρ̂|km, ε̂i′(km)〉, (3.24)

onde Z1 é uma constante de normalização e i, i′ = 1, 2.

Para que fique mais claro, para cada (n,m) existe uma matriz 2× 2 igual a

R(n,m) =

[
R11(n,m) R12(n,m)
R21(n,m) R22(n,m)

]
. (3.25)
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Essas matrizes R(n,m) são os blocos formadores da representação total de ρ,

que ficará

ρ =




[
R11(1, 1) R12(1, 1)
R21(1, 1) R22(1, 1)

]
. . . R(1, N)

...
. . .

...
R(N, 1) . . . R(N,N)


 (3.26)

A partir de agora, escolhemos Z1 de tal forma que Trρ = 1. Agora, se quisermos

calcular a matriz reduzida ρR
1 , fazendo o traço nos graus de liberdade do momento,

basta apenas somar as diagonais dos blocos R(n, n), isso porque,

ρR
1 =

N∑
n=1

〈kn, ε̂i(kn)|ρ̂|kn, ε̂i′(kn)〉 =
N∑

n=1

R(n, n) = ρR
1 . (3.27)

A matriz ρR
1 é uma matriz 2 × 2 bem definida e não há ambigüidade na sua de-

terminação. Usamos o subscrito 1 para escrever ρR
1 para distingúı-la da matriz

densidade reduzida efetiva, que introduziremos na próxima subseção. Contudo, a

matriz reduzida introduzida na (3.27) não tem sentido, pois não apresenta proprieda-

des de transformação bem definidas, como pode ser melhor entendido na referência

[18]. Sob o efeito de rotações, cada componente R(n, n) adquire uma fase que de-

pende do momento e assim a matriz ρR
1 não tem propriedades de transformação bem

estabelecidas.

Vamos supor que estamos trabalhando com um operador X que opera exclu-

sivamente nas componentes de polarização, ou melhor que pode ser escrito na base

fatorável {|kj, ε̂i(kj)〉}. Isso quer dizer, que ele pode ser representado da seguinte

forma,

X = |X〉〈X| ⊗
N∑

n=1

|kn〉〈kn|, (3.28)

onde a parte direita desta equação é na verdade um produto de uma matriz 2 × 2

(dependente da polarização e independente do momento) por uma matriz N × N

(dependente do momento e independente da polarização). Logo, o valor esperado

〈X〉 = Tr(ρX) pode ser representado por

〈X〉 = Tr(ρX) =
∑

i,i′

∑
j

〈kj, ε̂i(kj)|
(
|X〉〈X| ⊗

N∑
n=1

|kn〉〈kn|
)

ρ|kj, ε̂i′(kj)〉

= Tr(ρR
1 |X〉〈X|). (3.29)
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Aparentemente não há nenhum problema em usar ρR
1 . O ponto chave aqui é que a re-

presentação do operador (equação(3.28)) com respeito à base fatorável {|kj, ε̂i(kj)〉}
pode não ter sentido, pois o estado de polarização da equação (3.28) não depende

de k, enquanto o estado de polarização de um fóton está sempre ligado a um dado

vetor de onda. Então, num processo onde muitos vetores de onda estão envolvidos,

é imposśıvel definir uma única matriz reduzida 2× 2, pois para cada valor diferente

do vetor de onda, devemos ter uma matriz diferente. Resumindo, como para um

campo de multimodos não faz sentido uma representação fatorável para um dado

operador, a idéia de uma única matriz reduzida em relação a uma variável é também

sem sentido.

Na próxima seção, vamos então redefinir a matriz reduzida partindo de um

outro caminho.

3.3.2 Matriz densidade reduzida efetiva para um fóton

Vimos no caṕıtulo 2 que o operador de estado no subespaço de polarização para

campos monomodais de 1 fóton pode ser escrito através dos parâmetros de Stokes.

Como tal operador fornece todas as propriedades de polarização do campo, vamos

usar tal definição para escrever a matriz densidade reduzida efetiva para um fóton

como

ρef =
1

2

[
s0 + s3 s1 − is2

s1 + is2 s0 − s3

]
. (3.30)

Para um dado momento k e um eixo de rotação do polarizador fixo em ẑ,

Bk = {|k, ε̂V (k)〉, |k, ε̂H(k)〉} será a base de polarização linear definida pelas duas

orientações ortogonais do polarizador p̂(0) ≡ x̂ e p̂(π/2) ≡ ŷ, respectivamente.

Podemos então escrever os operadores de Stokes nesta base, da seguinte forma,

S0 = |k, ε̂V (k)〉〈k, ε̂V (k)|+ |k, ε̂H(k)〉〈k, ε̂H(k)|
S1 = |k, ε̂V (k)〉〈k, ε̂H(k)|+ |k, ε̂H(k)〉〈k, ε̂V (k)|
S2 = −i(|k, ε̂V (k)〉〈k, ε̂H(k)|) + i(|k, ε̂H(k)〉〈k, ε̂V (k)|)
S3 = |k, ε̂V (k)〉〈k, ε̂V (k)| − |k, ε̂H(k)〉〈k, ε̂H(k)| (3.31)

Sabemos que os parâmetros de Stokes, quantidades mensuráveis, são os va-

lores esperados dos operadores de (3.31). Contudo quando estamos fazendo tais

medidas não detectamos apenas um único valor de k, mas um conjunto. Logo, para
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encontrarmos os parâmetros de Stokes, devemos calcular os valores esperados dos

seguintes operadores,

Pστ =
∑

k ε KD

|k, ε̂σ(k)〉〈k, ε̂τ (k)|, (3.32)

onde σ, τ = V,H e KD é o conjunto de modos detectados.

A matriz densidade reduzida efetiva pode então ser escrita da seguinte forma,

ρef

Zef

=

[ 〈PV V 〉 〈PHV 〉
〈PV H〉 〈PHH〉

]
. (3.33)

onde Zef = 1/(〈PV V 〉 + 〈PHH〉) é uma constante de normalização que garante que

Tr ρef = 1.

3.3.3 Matriz densidade reduzida efetiva para dois fótons

Seguindo o mesmo caminho da subseção 3.3.2, vamos introduzir agora uma matriz

densidade reduzida efetiva 4 × 4 para o caso de dois fótons. No caṕıtulo 2, vimos

que podemos escrever a matriz densidade no subespaço de polarização em função

dos parâmetros de Stokes (2.75). Vamos então usar tal definição para escrever a

matriz densidade reduzida efetiva para dois fótons,

ρ2ef =
1

4

3∑
i,j=0

sij(σi ⊗ σj). (3.34)

De uma forma mais expĺıcita ρ2ef fica

ρ2ef =
1
4




s33 + s30 + s03 + s00 s31 − is32 + s01 − is02 s13 − is23 + s10 − is20 s11 − is12 − is21 − s22

s31 + is32 + s01 + is02 −s33 + s30 − s03 + s00 s11 + is12 − is21 + s22 −s13 + is23 + s10 − is20

s13 + is23 + s10 + is20 s11 − is12 + is21 + s22 −s33 − s30 + s03 + s00 −s31 + is32 + s01 − is02

s11 + is12 + is21 − s22 −s13 − is23 + s10 + is20 −s31 − is32 + s01 + is02 s33 − s30 − s03 + s00


 .

(3.35)

Seguindo a mesma linha de racioćınio do caso de um fóton, note que que

podemos escrever,

(ρ2ef )α,β,α′,β′ = Z2ef〈Pα′α ⊗ Pβ′β〉, (3.36)

onde

Pα′α =
∑

kεKD

|k, ε̂α′(k)〉〈k, ε̂α(k)| (α, α′ = V, H),

Pβ′β =
∑

k′εK′
D

|k′, ε̂β′(k
′)〉〈k′, ε̂β(k′)| (β, β′ = V, H), (3.37)
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e Z2ef é tal que Trρ2ef = 1. Explicitamente em função de Pα′α e Pβ′β, ρ2ef fica

ρ2ef

Z2ef

=




〈PV V ⊗ PV V 〉 〈PV V ⊗ PHV 〉 〈PHV ⊗ PV V 〉 〈PHV ⊗ PHV 〉
〈PV V ⊗ PV H〉 〈PV V ⊗ PHH〉 〈PHV ⊗ PV H〉 〈PHV ⊗ PHH〉
〈PV H ⊗ PV V 〉 〈PV H ⊗ PHV 〉 〈PHH ⊗ PV V 〉 〈PHH ⊗ PHV 〉
〈PV H ⊗ PV H〉 〈PV H ⊗ PHH〉 〈PHH ⊗ PV H〉 〈PHH ⊗ PHH〉


 . (3.38)

Apesar da grande semelhança entre ρ2ef e ρef , há também uma grande dife-

rença conceitual entre elas [12]. Ao contrário do caso de um fóton, para dois fótons,

ρ2ef não pode ser determinada através apenas de medidas locais (em cada feixe

separadamente), mas é necessário fazer medidas em coincidência, com o intuito de

não perder (posśıveis) efeitos de emaranhamento dos dois fótons.



Caṕıtulo 4

Estados de dois fótons e a
conversão paramétrica
descendente

Neste caṕıtulo falaremos sobre o processo de óptica não-linear chamado de conversão

paramétrica descendente e os posśıveis estados emaranhados de dois fótons gerados

a partir deste processo.

4.1 Conversão paramétrica descendente (CPD)

Quando uma onda eletromagnética se propaga através de um meio dielétrico, mo-

mentos de dipolo são induzidos nos átomos do meio, produzindo uma polarização

elétrica P. Para muitos materiais, quando a intensidade do campo elétrico é muito

menor que a intensidade do campo que liga o elétron ao átomo, o efeito de pola-

rização é proporcional ao campo elétrico da onda incidente,

Pi = ε0χi,jEj, (4.1)

onde χ é o tensor de susceptibilidade elétrica.

Por outro lado, se a intensidade do campo incidente for mais forte e estiver

próxima à intensidade do campo elétrico atômico, termos não-lineares aparecem na

expressão da polarização,

Pi = ε0χi,jEj + χ
(2)
i,j,kEjEk + χ

(3)
i,j,k,lEjEkEl + ... (4.2)

35
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sinal

complementar

bombeador

kp, ωp 

k1, ω1

k2, ω2

Cristal n o-linear

Figura 4.1: Ilustração do processo da conversão paramétrica descendente em um
cristal não linear com susceptibilidade até χ(2).

Dois exemplos de processos de óptica não-linear são a geração de 2o
¯ harmônico

e a conversão paramétrica descendente (CPD). No primeiro processo dois fótons do

campo incidente num meio dielétrico não-linear são convertidos em um fóton de

energia maior. No processo da CPD, incidimos um fóton com vetor de onda kp e

freqüência ωp num dielétrico não-linear e geramos dois fótons, chamados de fótons

gêmeos, com freqüências menores ω1 e ω2 e vetores de onda k1 e k2, como mostrado

na figura 4.1. Os fótons gerados são chamados de sinal e complementar. Para

garantir a conservação de energia e momento no processo, devemos ter

~ωp = ~ω1 + ~ω2,

~kp = ~k1 + ~k2. (4.3)

Para dar um tratamento mais formal a este processo, vamos nos inspirar no

artigo de Hong e Mandel [3]. O campo eletromagnético será quantizado dentro do

volume do meio, um cristal não-linear e não-magnético, com Hamiltoniano dado

por:

H =
1

2

∫

V

[Pi(r, t)Ei(r, t) +
1

µ0

B2(r, t)]dr. (4.4)

Vamos considerar que Pi(r, t) é o mesmo da equação (4.2), mas com a expansão

apenas até o termo de segunda ordem da susceptibilidade χ(2). Podemos então ver

que o Hamiltoniano pode ser separado em duas partes, uma parte linear, onde o

termo é proporcional ao Hamiltoniano do vácuo, dado por

Hvac =
1

2

∫

V

[
ε0E

2(r, t) +
1

µ0

B2(r, t)

]
dr (4.5)
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e outra parte não-linear,

HI =
1

2

∫

V

[
(χ

(2)
i,j,kEjEk)Ei

]
dr. (4.6)

Fazendo a quantização do campo elétrico, sabemos que a variável campo elétrico

será substitúıda pelo operador campo elétrico que é dado por [5],

E(r, t) =
∑

k, α

(
~ω(k, α)

2V ε(k, α)

)1/2

ak,αε̂k,αei(k·r−ωt) + c.h., (4.7)

onde o somatório é feito sobre o conjunto discreto e infinito de valores do vetor de

onda k = (kx, ky, kz) e da polarização α, ε̂k,α é um vetor de polarização unitário, ak,α

e a†k,α são os operadores de aniquilação e criação para os modos definidos por (k, α),

respectivamente, ε(k, α) é a permissividade do meio e c.h significa o conjugado hermi-

tiano. Substituindo este operador campo elétrico em (4.6), desprezando termos que

não satisfazem a conservação de energia, chegamos a termos com a†k1, α1
a†k2, α2

akp, αp ,

que operam no estado do campo aniquilando um fóton no modo (kp, αp) e criando

dois outros fótons, no modos (k1, α1) e (k2, α2). Sabendo que a evolução tempo-

ral do estado é dada pela atuação do operador exp[− i
~Ht], esses termos acabam por

converterem fótons do campo incidente em pares de fótons, chamados de fótons

gêmeos.

Vamos voltar agora à equação (4.3) de conservação de energia e momento,

sabemos que k = nω
c
k̂. Logo para fótons gêmeos com vetor de onda na mesma

direção do fóton incidente,

~ωp = ~ω1 + ~ω2,

npωp = n1ω1 + n2ω2, (4.8)

onde ni é o ı́ndice de refração do meio e c é a velocidade da luz. Se os ı́ndices de

refração ni são iguais, a equação para a conservação de momento concorda com a

equação para a conservação de energia. Contudo sabemos que na realidade efeitos

de dispersão do meio, exceto no vácuo, sempre são observados, onde o ı́ndice de

refração aumenta com a freqüência. Sendo assim, como ωp é maior que ω1 e ω2,

np será maior que n2 e n1 e as duas equações não são satisfeitas simultaneamente.

Uma forma para contornar este problema é usar um cristal não-linear birrefringente

uniaxial. Para tais cristais o ı́ndice de refração depende da freqüência, polarização e
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a)

Cristal tipo I

Laser Laser

Cristal tipo II
Feixe extraordin rio

Feixe ordin rio

b) c)

Laser

Cristal tipo II e

o

Figura 4.2: Dois diferentes tipos de CPD. a) CPD do tipo I: os fótons gêmeos pos-
suem polarização ortogonal a do laser. Os cones internos possuem fótons com maior
energia. b) CPD do tipo II: os fótons têm polarizações mutuamente ortogonais,
sendo que um deles tem polarização idêntica a do feixe de bombeamento. As mar-
cas com × ligadas por uma linha pontilhada indicam exemplos de regiões em que
se encontram pares de fótons gêmeos . c) CPD do tipo II com cones se sobrepondo.
As marcas com ? são fótons gêmeos indistingúıveis.

direção de propagação do campo. Para uma dada polarização, chamada de ordinária,

o ı́ndice de refração não depende da direção de propagação do campo, já para uma

outra polarização ortogonal a esta, denominada de polarização extraordinária, o

ı́ndice de refração depende da direção de propagação do campo. Voltando a equação

(4.8), podemos então posicionar o cristal de tal forma que o efeito de birrefringência

anule o efeito de dispersão, fazendo com que as duas equações sejam satisfeitas

simultaneamente, permitindo que o processo ocorra. Daremos uma explicação um

pouco mais detalhada logo adiante sobre cristais birrefringentes.

Existem dois tipos de conversões paramétricas descendentes. Na CPD do tipo

I, os fótons gêmeos gerados têm polarizações iguais, e ambas ortogonais à pola-

rização do campo incidente (ou de bombeamento). Para satisfazer as condições de

conservação de energia e momento, os fótons de mesma freqüência saem do cristal

ao longo de um cone com vértice no cristal e com eixo de simetria coincidente com

a direção de propagação do feixe incidente. Pares de fótons gêmeos são encontrados

em cones cuja a soma de freqüências resulta na freqüência do feixe incidente e em

lados opostos dos cones em relação ao eixo, como mostrado na figura 4.2 a).

Por outro lado, na CPD do tipo II, um dos fótons gêmeos tem a mesma po-

larização do fóton incidente (extraordinária) e o outro tem polarização ortogonal

(ordinária). Novamente para satisfazer as condições de conservação, os fótons com
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uma determinada freqüência saem em cones cujo o eixo depende de sua polarização

e não é mais coincidente com a direção de propagação do feixe incidente, como

mostrado na figura 4.2 b). Dependendo do ângulo em que o eixo óptico faz com a

direção de propagação do feixe incidente, o eixo dos cones ordinário e extraordinário

se afastam ou se aproximam. Em geral o par deixa o cristal no regime não-colinear,

isso quer dizer, em direções diferentes da do eixo do feixe de bombeamento. Con-

tudo, dependendo de certas condições o par pode exibir colineariedade com o feixe

incidente. Como podemos ver na figura 4.2 c), dependendo do posicionamento do

cristal, os cones podem se interceptar. Os fótons nos pontos de sobreposição serão

indistingúıveis, pois não sabemos a que cone cada fóton pertence.

Para escrever o estado de dois fótons gerados na conversão paramétrica, vamos

fazer algumas aproximações. Primeiro, vamos utilizar a aproximação monocromática

e, segundo, a aproximação paraxial, que consiste em dizer que os vetores de onda

dos fótons sinal e complementar não estão necessariamente colineares com o vetor

de onda do feixe incidente, mas formam com este um ângulo pequeno. Além disso

vamos aproximar o cristal por um cristal fino. Levando tudo isso em consideração,

podemos ver que o estado de dois fótons gerados na CPD não-colinear é [19],

|ψ〉CPD = C1|vac〉+ C2|ψ〉, (4.9)

onde

|ψ〉 =
∑

ε̂s,ε̂i

Cε̂s,ε̂i

∫ ∫

D

dqsdqiΦ(qs,qi)|qs, ε̂s〉|qi, ε̂i〉. (4.10)

Os coeficientes C1 e C2 são tais que |C2| ¿ |C1|. C2 depende do tamanho do

cristal, do coeficiente de não-linearidade, da magnitude do campo de bombeamento,

além de outros fatores. Os kets |qj, ε̂j〉 representam estados de um fóton com qj,

que é a componente transversal do vetor de onda kj, e polarização ε̂j dos modos

j = s ou i (sinal e complementar). Cε̂s,ε̂i
são coeficientes que definem o estado de

polarização do par de fótons da CPD. Quando o ângulos de sáıda dos fótons sinal

e complementar são pequenos, a função Φ(qs,qi), que pode ser considerada como o

espectro angular normalizado de um campo de dois fótons, é dada por [19]

Φ(qs,qi) =
1

π

√
2L

K
v(qs + qi)sinc

(
L|qs − qi|2

4K

)
, (4.11)

onde v(q) é o espectro angular normalizado do feixe incidente, L é o tamanho do

cristal na direção em que o feixe de bombeamento incide, K é a magnitude do vetor
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de onda do feixe de bombeamento e sinc(x) = sen(x)/x. O domı́nio de integração

D é, a prinćıpio, definido pelas condições q2
s ≤ k2

s e q2
i ≤ k2

i .

Podemos ver que o estado da equação (4.9) é um estado emaranhado, pois

não podemos escrevê-lo como o produto tensorial de estados para os fótons sinal e

complementar separadamente. A partir desse estado de dois fótons emaranhados,

podemos então gerar os estados de Bell, dos quais falaremos mais na próxima seção.

4.2 Estados emaranhados de dois fótons

Uma das conseqüências mais surpreendente da Mecânica Quântica é o emaranha-

mento de duas ou mais part́ıculas espacialmente separadas. O estado emaranhado

mais popular é o estado emaranhado de dois fótons. Para estados de duas part́ıculas

que podem ser considerados maximamente emaranhados o valor de um observável

não é determinado para nenhuma das part́ıculas. Contudo, se medirmos o valor de

um observável para uma part́ıcula, conseguimos determinar com 100% de certeza o

estado da outra part́ıcula, indiferente da distância entre as part́ıculas [1].

O primeiro exemplo clássico para um estado emaranhado (em posição e mo-

mento) de duas part́ıculas foi sugerido por Einstein, Podolsky e Rosen (EPR) em

1935 [20]. Contudo os estados emaranhados de duas part́ıculas (neste caso fótons)

mais populares são os estados de Bell. Os estados de Bell são estados emaranhados

de dois ńıveis que formam uma base completa ortonormal no espaço de Hilbert e,

na base de polarização, são dados por,

|Ψ±〉 =
1√
2
{|ε̂a〉1|ε̂b〉2 ± |ε̂b〉1|ε̂a〉2}

|Φ±〉 =
1√
2
{|ε̂a〉1|ε̂a〉2 ± |ε̂b〉1|ε̂b〉2}. (4.12)

Aqui ε̂a e ε̂b representam duas polarizações ortogonais e os kets 1 e 2 representam

modos de onda plana. Os estados podem ser classificados em respeito à troca entre

os fótons 1 e 2. Os estados simétricos em relação a troca, que são três, são chamados

de tripletos, dados por |Ψ+〉 e |Φ±〉. Já o estado antisimétrico é o singleto que é

dado por |Ψ−〉. Como estamos tratando com fótons, que são bósons, sabemos que

a função de onda total deve ser simétrica, por isso a função espacial para fótons no

estado de polarização singleto deve ser antisimétrica, logo fótons neste estado não

podem ocupar o mesmo modo de onda plana.
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Olhando para o estado da equação (4.9) podemos ter uma idéia de que a CPD

é uma fonte para preparar os estados de Bell. Uma forma de preparar os estados

de Bell é a partir da CPD não-colinear do tipo II. Como já vimos na seção anterior,

neste processo o par de fótons sinal e complementar são emitidos em dois cones,

um ordinariamente e outro extraordinariamente polarizado. Ao longo da interseção,

onde os cones se sobrepõem, os fótons gêmeos são indistingúıveis, já que não dá para

saber a que cone cada fóton pertence. Posicionamos então na interceção dos cones

dois orif́ıcios numerados com 1 e 2 definindo a direção dos vetores de onda k do par

de fótons. O estado de polarização do par de fótons sinal e complementar será dado

por,

|Ψ〉 =
1√
2
(|ε̂o1ε̂e2〉+ |ε̂e1ε̂o2〉). (4.13)

Parece direto então, que para medir os estados de Bell devemos simplesmente posi-

cionar um analisador de polarização em série com o detector de contagem de fótons

atrás de cada orif́ıcio 1 e 2. Na verdade, além disso devemos também posicionar

um compensador, que pode ser um pedaço de material birrefringente, para cancelar

os efeitos de retardamento causados pela propagação dentro do cristal, fazendo com

que cada fóton tenha velocidade diferente um do outro. Os outros estados podem

ser obtidos através da manipulação de placas de onda.

O estado escrito na equação (4.13) é na verdade uma simplificação do estado

real. Quando posicionamos os orif́ıcios ao longo da interseção dos cones, não seleci-

onamos apenas um vetor de onda k para cada fóton, mas uma pequena região de k.

Logo devemos expandir o campo elétrico não em um modo de onda plana, mas em

vários modos. Um complicador que surge quando consideramos uma expansão em

multimodos é que para cada vetor de onda k, temos duas direções de polarização

(extraordinária e ordinária) e o estado total não pode mais ser fatorado em um

estado de polarização e outro de momento. Por que isso acontece?

Vamos considerar que o cristal não-linear que estamos usando é um cristal

birrefringente uniaxial negativo. Isso quer dizer que para uma certa direção de

polarização ele tem um ı́ndice de refração ordinário no e para uma direção ortogonal

a esta ele tem um ı́ndice de refração extraordinário ne, sendo no > ne, dáı o termo

negativo. Considerando que o meio é não magnético, eletricamente neutro e que não
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há cargas condutoras no meio, as equações de Maxwell se reduzem a,

∇× E = −µ0
∂H

∂t
, (4.14)

∇×H = ε0
∂E

∂t
+

∂P

∂t
, (4.15)

∇ · E = − 1

ε0

∇ ·P, (4.16)

∇ ·H = 0. (4.17)

Para encontrar a equação de onda para o campo elétrico E, devemos tirar o rota-

cional da equação (4.14) e a derivada no tempo da equação (4.15), eliminando H.

Levando em conta só o termo linear da polarização P = ε0χE, chegamos a seguinte

equação de onda,

∇× (∇× E) +
1

c2

∂2E

∂t2
= − 1

c2
χ

∂2E

∂t2
. (4.18)

Eixo pticoEixo ptico

a)
Eixo ptico

b)
Eixo ptico

c)

Figura 4.3: Interseções das superf́ıcies do vetor de onda vista num plano para
a) cristais biaxiais (com dois eixos ópticos) b) cristais uniaxiais (um eixo óptico)
positivo c) cristais uniaxiais negativos.

Usando a aproximação do campo elétrico por uma onda plana monocromática

da forma usual ei(k·r−ωt) e resolvendo esta equação, chegamos a duas equações para

as componentes cartesianas do vetor de onda k, uma para cada componente de

polarização. Uma é a equação de um ćırculo e a outra de uma elipse. Logo em três

dimensões a superf́ıcie de k consiste em uma esfera para a polarização ordinária e

um elipsóide de revolução para a polarização extraordinária. Podemos ver na figura

4.3, a interseção das duas superf́ıcies para um plano escolhido. O eixo que une os

pontos de interseção das duas curvas é chamado de eixo óptico. Como podemos
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e o

ke ko

k

Figura 4.4: Vetor de onda num cristal birrefringente uniaxial. Existe sempre dois
valores posśıveis para o módulo de k, um referente ao ı́ndice de refração extraor-
dinário e outro referente ao ı́ndice de refração ordinário.

então ver na figura 4.4 para cada direção de k, tem-se dois valores posśıveis para o

módulo de k e assim dois valores posśıveis para a velocidade de fase, definida por w
k
.

Cada velocidade de fase corresponde a direções de polarização ortogonais. Sabendo

que a velocidade de fase é igual a c
n
, onde n é o ı́ndice de refração e c é a velocidade

da luz, para cada direção do vetor de onda k, temos dois valores para os ı́ndices de

refração, um que corresponde à polarização extraordinária e outro que corresponde

à polarização ordinária. No eixo óptico, o módulo de k é o mesmo para as duas

curvas e logo os ı́ndices de refração têm o mesmo valor. Assim para cada direção de

k temos duas direções de polarização.

As direções de polarização são definidas da seguinte maneira: traçamos um

plano que contém o eixo óptico e o vetor de onda, chamado de plano principal. O

campo que está oscilando no plano principal, tem polarização extraordinária. Já o

campo que está oscilando ortogonal ao plano principal tem polarização ordinária.

Para o feixe fora do cristal, sabemos que esses eixos de polarização são ortogonais a

k. Em coordenadas esféricas então, estando o eixo óptico na direção do eixo ẑ e k

na direção do vetor unitário r̂, os vetores de polarização extraordinária e ordinária

estão na direção dos vetores unitários θ̂ e φ̂, respectivamente. Imaginando que

o eixo óptico não está mais em ẑ, mas no plano xz, podemos então representar

os vetores de polarização como os vetores unitários θ̂ e φ̂ para um dado r̂, como

representado na figura 4.5. Podemos ver na figura 4.5 que próximo ao eixo ẑ, os

vetores de polarização ordinária e extraordinária estão praticamente com a mesma

direção dos vetores x̂ e ŷ.
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z

y

x eixo
óptico

Figura 4.5: Representação para os vetores de polarização, sendo a polarização or-
dinária e extraordinária na mesma direção que os vetores unitários esféricos φ̂ e θ̂,
respectivamente.

Depois de todas essas considerações, vamos então escrever os posśıveis estados

dos bifótons gerados a partir da CPD. Os sub́ındices 1 e 2 serão usados para os

fótons provenientes dos orif́ıcios 1 e 2,

|Ψ±〉 = A

∫
dq1

∫
dq2v(q1 + q2)sinc

(
L|q1 − q2|2

4K

)
[|q1, ε̂o(q1)〉|q2, ε̂e(q2)〉 ±
|q1, ε̂e(q1)〉|q2, ε̂o(q2)〉],

(4.19)

|Φ±〉 = A

∫
dq1

∫
dq2v(q1 + q2)sinc

(
L|q1 − q2|2

4K

)
[|q1, ε̂o(q1)〉|q2, ε̂o(q2)〉 ±
|q1, ε̂e(q1)〉|q2, ε̂e(q2)〉].

Aqui A é uma constante de normalização e ε̂e e ε̂o são as polarizações extra-

ordinária e ordinária. A integração está sendo realizada sobre a área de detecção.

Lembrando que v(q) é o espectro angular normalizado do feixe incidente,

vamos calculá-lo agora. É conhecido que os feixes eletromagnéticos satisfazem a

equação de Helmholtz. Para a aproximação paraxial, um conjunto de soluções que
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satisfazem essa equação é o dos feixes Hermite-Gaussiano. No plano z = 0 a ampli-

tude do feixe Hermite-Gaussiano é dada pelo produto entre os polinômios de Hermite

e uma função Gaussiana. A função que representa este feixe é a seguinte,

HGm,n(x, y, z) = A1

[
wo

w(z)

] √
1

2m+nm!n!
Hm

(
x
√

2

w(z)

)
Hn

(
y
√

2

w(z)

)
×

exp

[−(x2 + y2)

w(z)2

]
exp

[
ik(x2 + y2)

2R(z)
− i(m + n + 1)ξ(z)

]
, (4.20)

onde os parâmetros são,

w(z)− Raio do feixe, sendo w(0) = w0 a cintura do feixe
R(z)− Raio de curvatura,
ξ(z)− Fase de Gouy.

A1 é uma constante de normalização e Hm(x) representa o polinômio de Hermite

de ordem m. Como exemplo, temos H0(x) = 1, H1(x) = 2x, H2(x) = 4x2 − 2. O

espectro angular será dado pela transformada de Fourier do perfil transversal do

campo em um plano z =const. [21]. Logo v(q), será dado pela transformada de

Fourier da função da equação (4.20), ou melhor,

v(q) = A′
∫

HGm,n(x, y, z)e−iq·ρdρ, (4.21)

onde

q = k(px̂ + qŷ), ρ = xx̂ + yŷ, (4.22)

A′ é uma constante de normalização1. O espectro angular do feixe, à medida que

este se propaga em z, conserva o seu valor, exceto por uma fase que ele adquire [21].

Logo, simplificando bastante os cálculos, é posśıvel calcular a integral da equação

(4.21) no plano z = 0 e generalizar o resultado para todos os outros pontos. Para

este ponto, a fase de Gouy será igual a zero, o raio de curvatura tende a infinito e

w(z) = w0. É fácil perceber então, que a integral reduz-se a transformada de Fourier

de um polinômio de Hermite e uma função gaussiana, e assim,

vnm(q1 + q2) = vnm(k(p1 + p2), k(q1 + q2)) = Am,nwo(i)
n,m

√
1

2πn!m!2n+m
Hm

(
Kw0(p1 + p2)

2
√

2

)
×

Hn

(
Kw0(q1 + q2)

2
√

2

)
e−

K2w2
0

16
((p1+p2)2+(q1+q2)2), (4.23)

1Para que a notação não se torne obscura, é importante ressaltar que q é o vetor transversal
de k e p, q (sem negrito) são as componentes cartesianas de q, q = noω

c (px̂ + qŷ).
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onde Am,n é uma constante de normalização.

Após todo esse desenvolvimento, somos então capazes de caracterizar com-

pletamente os estados de dois fótons gerados a partir da CPD. Finalmente, como

será mostrado no próximo caṕıtulo, somos capazes de calcular a matriz densidade

reduzida efetiva e fazer um estudo do grau de polarização destes estados.



Caṕıtulo 5

Estudo do grau de polarização
para os estados de bifotons
gerados na CPD

No caṕıtulo 2 introduzimos os parâmetros de Stokes, que medem as correlações em

polarização do campo eletromagnético e definimos então os graus de polarização

para estados de multimodo através de tais parâmetros. No caṕıtulo 3 definimos a

matriz densidade reduzida efetiva através destes parâmetros. No caṕıtulo 4 falamos

sobre os estados emaranhados de dois fótons gerados na CPD. Como podemos ver já

temos toda a base teórica apresentada, para finalmente apresentarmos os resultados

deste trabalho, que foram o cálculo da matriz densidade reduzida efetiva e o estudo

do grau de polarização de estados emaranhados de dois fótons gerados na CPD.

5.1 Cálculo da matriz densidade reduzida efetiva

A matriz densidade reduzida efetiva fornece-nos todas as informações sobre as pro-

priedades de polarização para estados multimodos de dois fótons. Vamos então

calculá-la para os estados |Ψ+〉 e |Ψ−〉 da equação (4.19) e assim ver como se com-

portam as propriedades de polarização para tais estados. Vamos usar as definições

47
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(3.38) e (3.37), relembrando,

ρ2ef

Z2ef

=




〈PV V ⊗ PV V 〉 〈PV V ⊗ PHV 〉 〈PHV ⊗ PV V 〉 〈PHV ⊗ PHV 〉
〈PV V ⊗ PV H〉 〈PV V ⊗ PHH〉 〈PHV ⊗ PV H〉 〈PHV ⊗ PHH〉
〈PV H ⊗ PV V 〉 〈PV H ⊗ PHV 〉 〈PHH ⊗ PV V 〉 〈PHH ⊗ PHV 〉
〈PV H ⊗ PV H〉 〈PV H ⊗ PHH〉 〈PHH ⊗ PV H〉 〈PHH ⊗ PHH〉


 ,

onde
Pα′α =

∑
kεKD

|k, ε̂α′(k)〉〈k, ε̂α(k)| (α, α′ = V,H),
Pβ′β =

∑
k′εK′

D
|k′, ε̂β′(k

′)〉〈k′, ε̂β(k′)| (β, β′ = V, H).

Para que esse cálculo fique mais claro, vamos mostrar como calculamos 〈PV V ⊗
PHH〉 para o estado |Ψ+〉, que foi o primeiro estado que fizemos nossas contas.

Primeiro, vamos substituir o somatório sobre as variáveis k e k′ por uma inte-

gral seguindo a regra geral
∑

~k −→
(

L
2π

)3 ∫
d3k, onde L3 é o volume de normalização

quando fazemos a expansão do campo elétrico em modos de onda plana [5]. Depois,

como estamos trabalhando no regime quase-monocromático, o módulo do vetor de

onda k é constante. Logo sabendo o valor de k, basta saber o valor de duas das

suas componentes (kx e ky), para determinarmos a terceira (kz). Assim para espe-

cificarmos o estado do fóton, não precisamos informar k, mas apenas o vetor q que

é a componente transversal de k. Logo,

〈PV V ⊗ PHH〉 = 〈Ψ+|PV V ⊗ PHH |Ψ+〉 (5.1)

= A′
∫

dq

∫
dq′

∫
dq1

∫
dq2

∫
dq′1

∫
dq′2ψ

+∗(q′1,q
′
2)ψ

+(q1,q2)

[〈q′1, ε̂o(q
′
1)|〈q′2, ε̂e(q

′
2)|+ 〈q′1, ε̂e(q

′
1)|〈q′2, ε̂o(q

′
2)| ]

[|q, ε̂V (q)〉|q′, ε̂H(q′)〉〈q, ε̂V (q)|〈q′, ε̂H(q′)| ]
[|q1, ε̂o(q1)〉|q2, ε̂e(q2)〉+ |q1, ε̂e(q1)〉|q2, ε̂o(q2)〉 ],

onde

ψ+(q1,q2) =
1

π

√
2L

K
v(q1 + q2)sinc

(
L|q1 − q2|2

4K

)
.

Vamos olhar agora só para os termos das multiplicações dos bra’s e ket’s.

Sabemos calcular esses produtos pelas equações (3.16-3.19). Como os nossos fótons

têm polarização ordinária e extraordinária, vamos substituir (ε̂1, ε̂2) por (ε̂e, ε̂o),
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x

z

y

s

ξ

Figura 5.1: Cristal birrefringente uniaxial com o eixo óptico no plano xz, formando
um ângulo ξ com o eixo z.

resultando,
〈k, ε̂V |k, ε̂e〉 = x̂·ε̂e√

1−(x̂·k̂)2

〈k, ε̂V |k, ε̂o〉 = x̂·ε̂o√
1−(x̂·k̂)2

,

〈k, ε̂H |k, ε̂e〉 = ŷ·ε̂e√
1−(ŷ·k̂)2

,

〈k, ε̂H |k, ε̂o〉 = ŷ·ε̂o√
1−(ŷ·k̂)2

.

Com a ajuda do trabalho desenvolvido em [22], que foi inspirado em [23], en-

contramos uma forma de escrever esses vetores de polarização. Vamos nos restringir

a apenas expor as equações, não mostrando suas origens, pois as suas deduções estão

além do objetivo desta dissertação.

εo = ŝ× ko, (5.2)

εe = (ke·̂s)ke −
(noω

c

)2

ŝ,

onde ko e ke são os vetores de onda referentes a polarização ordinária e extra-

ordinária, ŝ é um vetor unitário na direção do eixo óptico que está contido no plano

xz e faz um ângulo ξ com o eixo ẑ, como mostrado na figura 5.1. Devemos prestar

atenção que os vetores εo e εe ainda não estão normalizados. Vamos escrever os

vetores ko e ke em função das suas coordenadas cartesianas,

ko =
noω

c
(px̂ + qŷ + mẑ), (5.3)

sendo ko =
noω

c
e
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kx =
noω

c
p, ky =

noω

c
q e kz =

noω

c
m

→ p2 + q2 + m2 = 1 → m =
√

1− p2 − q2 (5.4)

ke =
ηω

c
(p′x̂ + q′ŷ + m′ẑ), (5.5)

m′ = −αp′ +
√

1− β2p′2 − γ2q′2 (5.6)

O resultado da equação (5.3) e (5.5) podem ser deduzidos através da solução

da equação de onda para o campo elétrico (4.18) [16]. As constantes que aparecem

na equação (5.5) são as seguintes:

η2 =
n2

on
2
e

n2
osen

2ξ + n2
ecos2ξ

(5.7)

α =
(n2

o − n2
e)senξcosξ

n2
osen

2ξ + n2
ecos2ξ

γ =
n2

o

n2
osen

2ξ + n2
ecos2ξ

β = b− α2, onde b =
n2

ocos2ξ + n2
esen

2ξ

n2
osen

2ξ + n2
ecos2ξ

Podemos agora calcular os vetores de polarização, o resultado estará explici-

tado no apêndice A.1. Para calcular esses vetores e fazer o cálculo de todo o resto

do trabalho usamos o programa Mathematica 5. A partir desses vetores, podemos

voltar então ao cálculo de 〈PV V ⊗ PHH〉.
Finalmente, somos capazes de calcular os produtos dos bra’s e ket’s. Tal

desenvolvimento foi deixado para o apêndice A.2, limitaremo-nos em escrever aqui

apenas o resultado:

〈PV V ⊗ PHH〉 =

(
L

2π

)6 ∫

q1D

dq1

∫

q2D

dq2
ψ+∗(q1,q2)ψ

+(q1,q2)

(
√

1− p2
1

√
1− q2

2)
2

[(x̂ · ε̂e(q1))(ŷ · ε̂o(q2)) +

(x̂ · ε̂o(q1))(ŷ · ε̂e(q2))]
2 (5.8)

O próximo passo então é calcular ψ+. Sabemos do caṕıtulo 4 que

ψ+(q1,q2) =
1

π

√
2L

K
v(q1 + q2)sinc

(
L|q1 − q2|2

4K

)
.
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Sabemos também que v(p1 + p2, q1 + q2) é o espectro angular normalizado do feixe

incidente, que pode ser descrito por

vnm(p1 + p2, q1 + q2) = Am,nwo(i)
n,m

√
1

2πn!m!2n+m Hm

(
Kw0(p1+p2)

2
√

2

)
×

Hn

(
Kw0(q1+q2)

2
√

2

)
e−

K2w2
0

16
((p1+p2)2+(q1+q2)2).

Do caṕıtulo 4, vimos que para os estados simétricos, suas funções ψ+, φ+ e

φ− devem ser simétricas. Logo podemos usar a solução n = m = 0 para o espectro

angular

v00(p1 + p2, q1 + q2) = A00e
−w2

oK2

16
((p1+p2)2+(q1+q2)2). (5.9)

Usando essa função, vamos então normalizar ψ+(p1 + p2, q1 + q2),

A2
+

∫ ∞

−∞
dp1

∫ ∞

−∞
dp2

∫ ∞

−∞
dq1

∫ ∞

−∞
dq2ψ

+∗(p1 + p2, q1 + q2)ψ
+(p1 + p2, q1 + q2) =

A2
+

∫ ∞

−∞
dp1

∫ ∞

−∞
dp2

∫ ∞

−∞
dq1

∫ ∞

−∞
dq2e

−w2
oK2

8
((p1+p2)2+(q1+q2)2)

[
sinc

(
LK((p1 − p2)

2 + (q1 − q2)
2)

16

)]2

.

Vamos fazer então algumas mudanças de variáveis:

p1 + p2 = α1,

q1 + q2 = α2,

p1 − p2 = 2β1,

q1 − q2 = 2β2,

A integral (5.10) fica então da seguinte forma:

A2
+

∫ ∞

−∞
dα1

∫ ∞

−∞
dα2

∫ ∞

−∞
dβ1

∫ ∞

−∞
dβ2e

−w2
oK2

8
(α2

1+α2
2)

[
sinc

(
LK(β2

1 + β2
2)

4

)]2

. (5.10)

Mais uma vez, vamos fazer uma mudança de variáveis:

α1 = r1cos(φ1),

α2 = r1sen(φ1),

β1 = r2cos(φ2),

β2 = r2sen(φ2),
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Figura 5.2: Gráfico da função sinc(x2) = sen(x2)
x2 .

resultando em

A2
+

∫ ∞

0

dr1

∫ ∞

0

dr2

∫ 2π

0

dφ1

∫ 2π

0

dφ2r1r2e
−w2

oK2

8
(r2

1)

[
sinc

(
LK(r2

2)

4

)]2

(5.11)

Vamos olhar somente para a função sinc
(

LK(r2
2)

4

)
. Olhando para o gráfico

de sinc(x2), traçado na figura 5.2, podemos ver que existe intervalo onde podemos

aproximar tal função por 1. Para evitar o termo oscilante da função então, com o

intuito de viabilizar nossos cálculos, aproximamos tal função por uma função degrau,

como mostrado na figura 5.3:

h(x) = { 1, 0 < x < 1
0, caso contrário.

(5.12)

No nosso caso x2 = LK
4

r2
2, logo r2 deve estar contido no intervalo 0 < r2 < 2√

KL

para fazemos a aproximação. A integral de normalização, será então,

A2
+

∫ ∞

0

dr1

∫ 2√
KL

0

dr2

∫ 2π

0

dφ1

∫ 2π

0

dφ2r1r2e
−w2

oK2

8
r2
1 (5.13)

Resolvendo essa integral achamos a constante de normalização igual a

A+ =
Kw0

√
KL

4π
√

2
. (5.14)

Encontrando a função ψ+ e a sua constante de normalização estamos aptos a

terminar o cálculo de 〈PV V ⊗ PHH〉, que agora tem a seguinte forma,
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Figura 5.3: Gráfico da função sinc(x2) = sen(x2)
x2 com interseção da função degrau

em 1.

〈PV V ⊗ PHH〉 =
K3Lw2

0

32π2

∫ ∞

0

dr1

∫ 2√
KL

0

dr2

∫ 2π

0

dφ1

∫ 2π

0

dφ2

r1r2e
−w2

oK2

8
r2
1

(
√

1− ( r1cosφ1

2
+ r2cosφ2)2

√
1− ( r1senφ1

2
− r2senφ2)2)2

×

[(x̂ · ε̂e(r1, r2, φ1, φ2))(ŷ · ε̂o(r1, r2, φ1, φ2)) +

(x̂ · ε̂o(r1, r2, φ1, φ2))(ŷ · ε̂e(r1, r2, φ1, φ2))]
2.

(5.15)

Resolvemos essa integral e as das outras componentes da matriz densidade

reduzida efetiva numericamente. Fizemos alguns testes e observamos que os nossos

resultados não seriam afetados se aproximássemos a razão entre o ı́ndice de refração

ordinário e extraordinário por 1. Tal aproximação então foi feita por economizar

drasticamente o tempo de cálculo das integrais. Outra aproximação feita para eco-

nomizar o tempo de cálculo foi nos limites de integração de r1. Como o termo entre

colchetes [...] está sendo multiplicado por uma função gaussiana que decai mais

rápido, observamos que, se integrássemos r1 de 0 até dez vezes a largura da gaussi-

ana, os nossos resultados não seriam alterados, assim não precisaŕıamos integrar até

infinito. Para o cálculo escolhemos alguns valores t́ıpicos para a largura do cristal

L (0,5mm, 1mm, 5mm e 10mm) e para a cintura do feixe w0 (15µm, 20µm, 100µm,

200µm). Observando a curva de casamento de fase de um cristal de β−BaB2O4
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(BBO), que é um cristal usado na CPD, escolhemos os ângulos de inclinação do

eixo óptico ξ como 260 e 490. A razão dessa escolha foi que 490 é bem próximo ao

ângulo que conseguimos a produção de fótons gêmeos na CPD do tipo II para um

comprimento de onda do feixe incidente de aproximadamente 700nm. Escolhemos

esse comprimento de onda, pois o aparelho de laser (Spectra-Physics 2020) do la-

boratório atua próximo a esse comprimento de onda. Já o ângulo de 260 é a menor

inclinação do eixo óptico para o qual conseguimos geração de fótons gêmeos na CPD

do tipo II para um cristal BBO. Os resultados estão listados nas tabelas abaixo.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
1 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
5 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
10 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.1: 〈PV V ⊗ PHH〉 para o estado |Ψ+〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
1 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
5 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
10 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.2: 〈PHH ⊗ PV V 〉 para o estado |Ψ+〉.
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ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
1 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
5 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
10 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.3: 〈PHV ⊗ PV H〉 para o estado |Ψ+〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 -3,33×10−4 -1,88×10−4 -8,51×10−6 -2,90×10−6 -1,49×10−5 -8,41×10−6 -3,51×10−7 -9,96×10−8

1 -3,32×10−4 -1,87×10−4 -7,72×10−6 -2,12×10−6 -1,49×10−5 -8,40×10−6 -3,39×10−7 -8,79×10−8

5 -3,32×10−4 -1,86×10−4 -7,48×10−6 -1,87×10−6 -1,49×10−5 -8,39×10−6 -3,36×10−7 -8,41×10−8

10 -3,32×10−4 -1,86×10−4 -7,47×10−6 -1,87×10−6 -1,49×10−5 -8,39×10−6 -3,35×10−7 -8,40×10−8

Tabela 5.4: 〈PHV ⊗ PHV 〉 para o estado |Ψ+〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 3,33×10−4 1,88×10−4 8,31×10−6 2,70×10−6 1,49×10−5 -8,40×10−6 3,42×10−7 9,07×10−8

1 3,32×10−4 1,87×10−4 7,68×10−6 2,07×10−6 1,49×10−5 8,39×10−6 3,37×10−7 8,56×10−8

5 3,32×10−4 1,87×10−4 7,48×10−6 1,87×10−6 1,49×10−5 8,39×10−6 3,36×10−7 8,40×10−8

10 3,32×10−4 1,87×10−4 7,47×10−6 1,87×10−6 1,49×10−5 8,39×10−6 3,35×10−7 8,39×10−8

Tabela 5.5: 〈PV V ⊗ PV V 〉 para o estado |Ψ+〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 3,33×10−4 1,88×10−4 8,76×10−6 3,15×10−6 1,49×10−5 -8,43×10−6 3,72×10−7 1,40×10−7

1 3,32×10−4 1,87×10−4 7,79×10−6 2,19×10−6 1,49×10−5 8,40×10−6 3,45×10−7 9,30×10−8

5 3,32×10−4 1,86×10−4 7,48×10−6 1,88×10−6 1,49×10−5 8,39×10−6 3,36×10−7 8,43×10−8

10 3,32×10−4 1,86×10−4 7,47×10−6 1,87×10−6 1,49×10−5 8,39×10−6 3,35×10−7 8,40×10−8

Tabela 5.6: 〈PHH ⊗ PHH〉 para o estado |Ψ+〉.
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ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 < 10−17 < 10−16 < 10−18 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−19

1 < 10−17 < 10−16 < 10−18 < 10−18 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−19

5 < 10−17 < 10−16 < 10−18 < 10−18 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−19

10 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−19 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−19

Tabela 5.7: 〈PV V ⊗ PHV 〉 para o estado |Ψ+〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−19

1 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19

5 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19

10 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−19 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19

Tabela 5.8: 〈PHV ⊗ PV V 〉 para o estado |Ψ+〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18

1 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19

5 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−19 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19

10 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−19 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19

Tabela 5.9: 〈PHV ⊗ PHH〉 para o estado |Ψ+〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18

1 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19

5 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−19 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19

10 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19 < 10−18 < 10−18 < 10−18 < 10−19

Tabela 5.10: 〈PHH ⊗ PHV 〉 para o estado |Ψ+〉.
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Algumas observações devem ser feitas. Primeiro, podemos observar que ao

invés de 16 valores esperados, calculamos aqui apenas 10 valores. A razão disso é que

ρ2ef é uma matriz hermitiana, como podemos ver mais facilmente na equação (3.35),

assim para calculá-la, basta apenas calcular os elementos da diagonal principal e os

elementos situados acima dela. Outra observação é que para alguns valores (tabelas

5.7, 5.8, 5.9, 5.10) não obtivemos convergência, mesmo utilizando diferentes métodos

numéricos. A única afirmação que podemos fazer é que os valores têm ordem de

grandeza inferior àquelas listadas na tabela.

Para os estado |Ψ−〉,

|Ψ−〉 = A

∫
dq1

∫
dq2v(q1+q2)sinc

(
L|q1 − q2|2

4K

)
[|q1, ε̂o(q1)〉|q2, ε̂e(q2)〉−|q1, ε̂e(q1)〉|q2, ε̂o(q2)〉],

não vamos repetir todas as contas, pois o processo é bastante parecido. Além do

sinal positivo (+) que é substitúıdo por um sinal negativo (-), a única mudança a ser

feita é, como já falamos no caṕıtulo 4, que a função ψ− deve ser anti-simétrica. Logo,

os fótons não podem ocupar o mesmo estado de onda plana. Assim, escolhemos para

a solução do espectro angular n = 1 e m = 0,

v10(p1 + p2, q1 + q2) = A10(p1 + p2)e
−w2

oK2

16
((p1+p2)2+(q1+q2)2). (5.16)

Utilizando essa função e as mesmas mudanças de variáveis realizadas anterior-

mente, normalizamos a função ψ− e chegamos à seguinte constante de normalização:

A− =
K2w2

0

√
KL

8π
√

2
. (5.17)

Então realizando as mesmas aproximações feitas para |Ψ+〉 e usando os mesmos

valores para as constantes L, K e w0, calculamos os elementos da matriz densidade

reduzida para o estado |Ψ−〉.
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ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 0,997 0,997 0,997 0,997 0,999 0,999 0,999 0,999
1 0,998 0,998 0,998 0,998 0,999 0,999 0,999 0,999
5 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
10 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.11: 〈PV V ⊗ PHH〉 para o estado |Ψ−〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 0,997 0,997 0,997 0,997 0,999 0,999 0,999 0,999
1 0,998 0,998 0,998 0,998 0,999 0,999 0,999 0,999
5 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999
10 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999 0,999

Tabela 5.12: 〈PHH ⊗ PV V 〉 para o estado |Ψ−〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 -0,997 -0,997 -0,997 -0,997 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999
1 -0,998 -0,998 -0,998 -0,998 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999
5 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999
10 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999 -0,999

Tabela 5.13: 〈PHV ⊗ PV H〉 para o estado |Ψ−〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 2,23×10−3 2,23×10−3 2,23×10−3 2,23×10−3 2,01×10−4 2,01×10−4 2,01×10−4 2,01×10−4

1 1,12×10−3 1,12×10−3 1,12×10−3 1,12×10−3 1,00×10−4 1,00×10−4 1,00×10−4 1,00×10−4

5 2,24×10−4 2,24×10−4 2,24×10−4 2,24×10−4 2,01×10−5 2,01×10−5 2,01×10−5 2,01×10−5

10 1,12×10−4 1,12×10−4 1,12×10−4 1,12×10−4 1,00×10−5 1,00×10−5 1,00×10−5 1,00×10−5

Tabela 5.14: 〈PV V ⊗ PV V 〉 para o estado |Ψ−〉.
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ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 1,11×10−3 1,11×10−3 1,11×10−3 1,11×10−3 1,00×10−4 1,00×10−4 1,00×10−4 1,00×10−4

1 5,60×10−4 5,60×10−4 5,60×10−4 5,60×10−4 5,03×10−5 5,03×10−5 5,03×10−5 5,03×10−5

5 1,12×10−4 1,12×10−4 1,12×10−4 1,12×10−4 1,00×10−5 1,00×10−5 1,00×10−5 1,00×10−5

10 5,60×10−5 5,60×10−5 5,60×10−5 5,60×10−5 5,03×10−6 5,03×10−6 5,03×10−6 5,03×10−6

Tabela 5.15: 〈PHH ⊗ PHV 〉 para o estado |Ψ−〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0.5 -2.23×10−3 -2.23×10−3 -2.23×10−3 -2.23×10−3 -2.01×10−4 -2.01×10−4 -2.01×10−4 -2.01×10−4

1 -1.12×10−3 -1.12×10−3 -1.12×10−3 -1.12×10−3 -1.00×10−4 -1.00×10−4 -1.00×10−4 -1.00×10−4

5 -2.24×10−4 -2.24×10−4 -2.24×10−4 -2.24×10−4 -2.01×10−5 -2.01×10−5 -2.01×10−5 -2.01×10−5

10 -1.12×10−4 -1.12×10−4 -1.12×10−4 -1.12×10−4 -1.00×10−5 -1.00×10−5 -1.00×10−5 -1.00×10−5

Tabela 5.16: 〈PHV ⊗ PHV 〉 para o estado |Ψ−〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 8,50×10−4 8,26×10−4 7,96×10−4 7,96×10−4 1,24×10−4 1,24×10−4 1,24×10−4 1,24×10−4

1 4,52×10−4 4,28×10−4 3,99×10−4 3,99×10−4 6,27×10−5 6,24×10−4 6,20×10−5 6,20×10−5

5 1,33×10−4 1,10×10−4 8,08×10−5 8,08×10−5 1,31×10−5 1,27×10−5 1,24×10−5 1,24×10−5

10 9,40×10−5 7,03×10−5 4,10×10−5 4,10×10−5 6,89×10−6 6,59×10−6 6,22×10−6 6,20×10−6

Tabela 5.17: 〈PHH ⊗ PHH〉 para o estado |Ψ−〉.

ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 < 10−16 < 10−16 < 10−16 < 10−16 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

1 < 10−17 < 10−17 < 10−16 < 10−16 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

5 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

10 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−19 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

Tabela 5.18: 〈PV V ⊗ PHV 〉 para o estado |Ψ−〉.
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ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 < 10−16 < 10−16 < 10−17 < 10−16 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

1 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−16 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

5 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

10 < 10−17 < 10−17 < 10−18 < 10−18 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−18

Tabela 5.19: 〈PHV ⊗ PV V 〉 para o estado |Ψ−〉.
ξ = 260 ξ = 490

w0 (µm) w0 (µm)
L (mm) 15 20 100 200 15 20 100 200

0,5 < 10−16 < 10−16 < 10−16 < 10−16 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

1 < 10−16 < 10−17 < 10−16 < 10−16 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

5 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

10 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17 < 10−17

Tabela 5.20: 〈PHV ⊗ PHH〉 para o estado |Ψ−〉.

Os resultados obtidos tanto para |Ψ+〉 quanto para |Ψ−〉 podem ser considera-

dos satisfatórios, pois de certa forma já eram esperados. Isso porquê como podemos

ver na figura 4.5 perto do eixo ẑ, o vetor de polarização ordinária tem direção bas-

tante próxima à direção do eixo ŷ e o vetor de polarização extraordinária próxima

à direção do eixo x̂. Assim para os termos que medem as correlações das projeções

dos vetores ε̂e e ε̂o com x̂ e ŷ (5.1, 5.2, 5.3, 5.11, 5.12 e 5.13), já era de se esperar que

obteŕıamos valores altos. O que não sab́ıamos quão altos e maiores que os outros

seriam essas correlações.

Desta forma os resultados obtidos são bastante esclarecedores. Encontramos

os maiores valores quando nos termos (5.1, 5.2, 5.3, 5.11, 5.12 e 5.13) são encontra-

dos o quadrado dos produtos das seguintes projeções: ((x̂ · ε̂e)(ŷ · ε̂o))
2. Os outros

termos, onde o quadrado desse produto não aparece, têm valor bem menor. Compa-

rando os resultados das tabelas, conclúımos então que mesmo para um tratamento

em multimodos, podemos aproximar os vetores de polarização dos estados de Bell

gerados a partir da CPD pelos vetores x̂ e ŷ do referencial do laboratório.

Uma outra forma de se enxergar isso é comparando a matriz densidade re-

duzida efetiva com a matriz densidade para os estados monomodais de polarização
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|Ψ+〉 e |Ψ−〉 dados pela equação (4.12) com polarizações ortogonais ε̂V e ε̂H , que

apontam nas direções de x̂ e ŷ, respectivamente. Para o estado |Ψ+〉 em um modo

de onda plana, a matriz densidade será dada por:

ρ2 =
1

2




0 0 0 0
0 1 1 0
0 1 1 0
0 0 0 0


 . (5.18)

Vamos calcular ρ2ef apenas para L=5 mm, w0 = 200µm e ξ = 490, pois podemos

generalizar este resultado depois para os outros valores. Considerando os termos

com ordem de grandeza menor que 1016 iguais a zero, a matriz densidade reduzida

efetiva para o estado de multimodos |Ψ+〉 será dada por

ρ2ef =
1

Z2ef




8, 40× 10−8 0 0 −9, 96× 10−8

0 0, 999 0, 999 0
0 0, 999 0, 999 0

−9, 96× 10−8 0 0 8, 43× 10−8


 , (5.19)

onde,

Z2ef = 1, 99. (5.20)

Uma forma de medir o quanto dois estados quânticos são próximos é através

da fidelidade [2]. A fidelidade de dois estados ρ e σ é dada por

F (ρ, σ) = Tr(
√

ρ1/2σρ1/2). (5.21)

Note que a fidelidade de dois operadores de estados iguais é máxima (igual a

1). Calculando então a fidelidade de ρ2 e ρ2ef para o estado |Ψ+〉 encontramos o

valor 0,99.

Repetindo o cálculo para o estado singleto,

ρ2 =
1

2




0 0 0 0
0 1 −1 0
0 −1 1 0
0 0 0 0


 (5.22)

e

ρ2ef =
1

Z2ef




2, 01× 10−5 0 0 −2, 01× 10−5

0 0, 999 −0, 999 0
0 −0, 999 0, 999 1, 00× 10−5

−2, 01× 10−5 0 1, 00× 10−5 1, 24× 10−5


 , (5.23)
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onde,

Z2ef = 1, 99, (5.24)

também encontramos a fidelidade igual a 0,99. Logo, para os dois estados, podemos

aproximar os vetores de polarização ε̂e e ε̂o pelos vetores de polarização ortogonais

ε̂V e ε̂H , que não dependem do vetor de onda k. Assim, podemos desprezar a

dependência dos vetores de polarização com o vetor de onda. Logo, mesmo no

regime multimodal, para os estados de Bell gerados a partir do processo da CPD, é

aceitável separar o estado quântico de momento e polarização em um produto entre

um estado de momento e outro estado de polarização.

5.2 Cálculo do grau de polarização

Vamos agora calcular o grau de polarização para os estados |Ψ+〉 e |Ψ−〉. Como já

vimos no caṕıtulo 2, o grau de polarização para campos de dois fótons é dado por

(2.80),

P 2
4 =

1

2
(

3∑
i,j=1

s2
ij − 1) = 1− 1

2
(

3∑
i=1

s2
i0 +

3∑
j=1

s2
0j).

Sabemos também que, a partir dos elementos da matriz densidade reduzida
efetiva, podemos calcular os parâmetros de Stokes, pois esta pode ser também defi-
nida como (3.35)

ρ2ef =
1
4




s33 + s30 + s03 + s00 s31 − is32 + s01 − is02 s13 − is23 + s10 − is20 s11 − is12 − is21 − s22

s31 + is32 + s01 + is02 −s33 + s30 − s03 + s00 s11 + is12 − is21 + s22 −s13 + is23 + s10 − is20

s13 + is23 + s10 + is20 s11 − is12 + is21 + s22 −s33 − s30 + s03 + s00 −s31 + is32 + s01 − is02

s11 + is12 + is21 − s22 −s13 − is23 + s10 + is20 −s31 − is32 + s01 + is02 s33 − s30 − s03 + s00


 .

Olhando para a definição do grau de polarização (2.80), vemos que podemos

calcular os parâmetros de Stokes a partir dos sij, sendo i, j = 1, ..., 3, ou dos s0j

e si0. Na primeira opção são nove parâmetros e na segunda seis, optamos então

por calcular o grau de polarização através dos s0j e si0. Em função dos elementos

calculados na seção 5.1, os parâmetros de Stokes de interesse são dados por

s10 =
(〈PHV ⊗ PV V 〉+ 〈PHV ⊗ PHH〉+ 〈PV H ⊗ PV V 〉+ 〈PV H ⊗ PHH〉)

Z2ef

s20 =
−i(〈PV H ⊗ PV V 〉+ 〈PV H ⊗ PHH〉 − 〈PHV ⊗ PV V 〉 − 〈PHV ⊗ PHH〉)

Z2ef
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s30 =
(〈PV V ⊗ PV V 〉+ 〈PV V ⊗ PHH〉 − 〈PHH ⊗ PV V 〉 − 〈PHH ⊗ PHH〉)

Z2ef

s01 =
(〈PV V ⊗ PV H〉+ 〈PV V ⊗ PHV 〉+ 〈PHH ⊗ PV H〉+ 〈PHH ⊗ PHV 〉)

Z2ef

s02 =
(〈PV V ⊗ PV H〉+ 〈PHH ⊗ PV H〉 − 〈PHH ⊗ PHV 〉 − 〈PV V ⊗ PHV 〉)

Z2ef

s03 =
(〈PV V ⊗ PV V 〉+ 〈PHH ⊗ PV V 〉 − 〈PHH ⊗ PHH〉 − 〈PV V ⊗ PHH〉)

Z2ef

(5.25)

Da seção 5.1 vimos que os elementos de ρ2ef para o estado |Ψ+〉 e |Ψ−〉 são

todos reais. Como tal matriz é hermitiana, é fácil perceber que s20 e s02 serão

zero não importa a escolha de L, ξ e w0. Novamente, vamos calcular o grau de

polarização apenas para L=5 mm, w0 = 200µm e ξ = 490, pois podemos generalizar

este resultado depois para os outros valores. A partir dos elementos da matriz

densidade reduzida efetiva dada na equação (5.19), calculamos os parâmetros de

Stokes, que são dados por

s10 = 0 s01 = 0

s20 = 0 s02 = 0

s30 =
−3, 00× 10−10

1, 99
s03 =

3, 00× 10−10

1, 99
. (5.26)

E assim,

P4 = 1− (
2, 25× 10−20

)
. (5.27)

Como podemos ver P4 é praticamente 1. Para outras escolhas de L, ξ e w0,

isso irá ocorrer também.

Repetimos os cálculos para o estado |Ψ−〉. Agora iremos usar a matriz densi-

dade reduzida efetiva dada pela equação (5.23). Encontramos então,

s10 = 0 s01 =
2, 00× 10−5

1.99
s20 = 0 s02 = 0

s30 =
0, 77× 10−5

1, 99
s03 =

0, 77× 10−5

1, 99
. (5.28)

E assim,

P4 = 1− (
2, 15× 10−10

)
. (5.29)



Caṕıtulo 5. Estudo do grau de polarização para os estados de bifotons gerados na CPD64

Como podemos ver, P4 é praticamente 1 novamente, mas se compararmos os

resultados obtidos para |Ψ+〉 e |Ψ−〉, P4 para o estado |Ψ+〉 está mais próximo de

1 que para o estado |Ψ−〉. Contudo, mesmo os dois resultados sendo diferentes,

ambos podem ser aproximados por 1. Assim tanto o estado |Ψ+〉 quanto o estado

|Ψ−〉 podem ser considerados totalmente emaranhados em polarização mesmo que a

largura do cristal (L), a cintura do feixe (w0) e o ângulo de inclinação do eixo óptico

(ξ) variem dentro de valores realistas.



Caṕıtulo 6

Conclusão

Nesta dissertação estudamos como caracterizar o estado de polarização clássico e

quântico através dos parâmetros de Stokes, que são quantidades mensuráveis. Mos-

tramos como as definições clássicas podem ser estendidas para o domı́nio quântico,

tendo em mente que efeitos de correlações de ordem maior que a segunda podem

aparecer. Desenvolvemos então a definição dos parâmetros de Stokes de quarta or-

dem para um campo em um e dois modos de onda plana, juntamente com o grau

de polarização em quarta ordem.

Em seqüência, exibimos uma teoria para caracterizar estados de polarização

com expansão em multimodos de onda plana. Apresentamos as dificuldades que o

regime em multimodos traz, como a não existência de uma definição clara para a

matriz densidade reduzida. Definimos uma matriz densidade reduzida efetiva no

subespaço de polarização através dos parâmetros de Stokes.

Mais especificamente, voltamos a nossa atenção para os estados de Bell ema-

ranhados em polarização, gerados a partir da conversão paramétrica descendente.

Desta forma, neste trabalho demos uma rápida introdução sobre o processo da CPD

e os estados de Bell. Explicitamos então os estados de Bell multimodais gerados a

partir da CPD.

Usando todo o aparato desenvolvido ao longo da dissertação, foi posśıvel cal-

cular a matriz densidade reduzida efetiva para um dos estados do tripleto e para

o estado singleto de polarização, assim como os graus de polarização de quarta or-

dem. Um resultado bastante interessante foi obtido a partir destes cálculos: para as

condições experimentais mais comuns, os vetores de polarização ordinária e extraor-

65
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dinária têm projeção praticamente 1 nos eixos ŷ e x̂, mesmo quando consideramos

a expansão multimodal e ε̂o e ε̂e dependentes do vetor de onda k̂. Assim, o trata-

mento escalar para os vetores de polarização, mesmo que no regime de multimodos,

pode ser considerado como uma boa aproximação para estes estados, sem maiores

problemas. Além disso, percebemos que a matriz densidade reduzida efetiva calcu-

lada para esses estados é bastante parecida (fidelidade igual a 0,99) com a matriz

densidade calculada para estados monomodais de polarização. Logo, podemos con-

cluir que é bastante aceitável fatorarmos o nosso estado em um produto entre um

estado de momento e outro estado de polarização para os estados de Bell gerados

a partir da CPD. Encontramos também que o grau de polarização de qurta ordem

para esses dois estados é praticamente 1, o que quer dizer que eles estão totalmente

emaranhados, independente de alguns valores t́ıpicos da largura do cristal (L), de

cintura do feixe (w0) e do ângulo de inclinação do eixo óptico.



Apêndice A

A.1 Vetores de polarização ordinária e extraor-

dinária

Usando as equações (5.2), (5.3) e (5.5), chegamos a expressões para os vetores de

polarização em coordenadas cartesianas,

ε̂o = − q cos ξ√
q2 + (p cos ξ −m sen ξ)2

x̂+
p cos ξ −m sen ξ√

q2 + (p cos ξ −m sen ξ)2
ŷ+

q sen ξ√
q2 + (pcos ξ −m sen ξ)2

ẑ

(A.1)

ε̂e =
− sen ξ + p′(m′ cos ξ+p′ sen ξ)

cos2 ξ+r sen 2ξ√
1 +

(−1+m′2+p′2+q′2−r+(−1+r) cos(2ξ))(m′ cos ξ+p′ sen ξ)2

(cos2 ξ+r sen 2ξ)2

x̂

q′ (m′ cos ξ + p′ sen ξ)

(cos2 ξ + r sen 2ξ)

√
1 +

(−1+m′2+p′2+q′2−r+(−1+r) cos(2ξ))(m′ cos ξ+p′ sen ξ)2

(cos2 ξ+r sen 2ξ)2

ŷ

− cos ξ + m′(m′ cos ξ+p′ sen ξ)
cos2 ξ+r sen 2ξ√

1 +
(−1+m′2+p′2+q′2−r+(−1+r) cos(2ξ))(m′ cos ξ+p′ sen ξ)2

(cos2 ξ+r sen 2ξ)2

ẑ (A.2)

onde r = no

ne
.

A.2 Cálculo do produto interno da equação (5.1)

A equação (5.1) é a seguinte:

〈PV V ⊗ PHH〉 = 〈Ψ+|PV V ⊗ PHH |Ψ+〉
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= A′
∫

dq

∫
dq′

∫
dq1

∫
dq2

∫
dq′1

∫
dq′2ψ

+∗(q′1,q
′
2)ψ

+(q1,q2)

[(〈q′1, ε̂o(q
′
1)|〈q′2, ε̂e(q

′
2)|+ 〈q′1, ε̂e(q

′
1)|〈q′2, ε̂o(q

′
2)| )

(|q, ε̂V (q)〉|q′, ε̂H(q′)〉〈q, ε̂V (q)|〈q′, ε̂H(q′)| )
(|q1, ε̂o(q1)〉|q2, ε̂e(q2)〉+ |q1, ε̂e(q1)〉|q2, ε̂o(q2)〉 )].

Queremos calcular o produto que está dentro dos colchetes da equação:

[...] =

[(〈q′1, ε̂o(q
′
1)|〈q′2, ε̂e(q

′
2)|+ 〈q′1, ε̂e(q

′
1)|〈q′2, ε̂o(q

′
2)| )

(|q, ε̂V (q)〉|q′, ε̂H(q′)〉〈q, ε̂V (q)|〈q′, ε̂H(q′)| )
(|q1, ε̂o(q1)〉|q2, ε̂e(q2)〉+ |q1, ε̂e(q1)〉|q2, ε̂o(q2)〉 )]
= 〈q′1, ε̂o(q

′
1)|q, ε̂V (q)〉〈q′2, ε̂e(q

′
2)|q′, ε̂H(q′)〉〈q, ε̂V (q)|q1, ε̂o(q1)〉〈q′, ε̂H(q′)|q2, ε̂e(q2)〉+

〈q′1, ε̂o(q
′
1)|q, ε̂V (q)〉〈q′2, ε̂e(q

′
2)|q′, ε̂H(q′)〉〈q, ε̂V (q)|q1, ε̂e(q1)〉〈q′, ε̂H(q′)|q2, ε̂o(q2)〉+

〈q′1, ε̂e(q
′
1)|q, ε̂V (q)〉〈q′2, ε̂o(q

′
2)|q′, ε̂H(q′)〉〈q, ε̂V (q)|q1, ε̂o(q1)〉〈q′, ε̂H(q′)|q2, ε̂e(q2)〉+

〈q′1, ε̂e(q
′
1)|q, ε̂V (q)〉〈q′2, ε̂o(q

′
2)|q′, ε̂H(q′)〉〈q, ε̂V (q)|q1, ε̂e(q1)〉〈q′, ε̂H(q′)|q2, ε̂o(q2)〉.

Usando as equações (3.16-3.19), substituindo (ε1, ε2) por (εe, εo) e considerando que

os fótons gêmeos indistingúıveis que saem do cristal têm vetores de onda com a

mesma norma, o produto acima adquire a seguinte forma:

[...] =

x̂ · ε̂o(q
′
1)√

1− p2
1

δ(q− q′1)
ŷ · ε̂e(q

′
2)√

1− q2
2

δ(q′ − q′2)
x̂ · ε̂o(q1)√

1− p2
1

δ(q− q1)
ŷ · ε̂e(q2)√

1− q2
2

δ(q′ − q2) +

x̂ · ε̂o(q
′
1)√

1− p2
1

δ(q− q′1)
ŷ · ε̂e(q

′
2)√

1− q2
2

δ(q′ − q′2)
x̂ · ε̂e(q1)√

1− p2
1

δ(q− q1)
ŷ · ε̂o(q2)√

1− q2
2

δ(q′ − q2) +

x̂ · ε̂e(q
′
1)√

1− p2
1

δ(q− q′1)
ŷ · ε̂o(q

′
2)√

1− q2
2

δ(q′ − q′2)
x̂ · ε̂o(q1)√

1− p2
1

δ(q− q1)
ŷ · ε̂e(q2)√

1− q2
2

δ(q′ − q2) +

x̂ · ε̂e(q
′
1)√

1− p2
1

δ(q− q′1)
ŷ · ε̂o(q

′
2)√

1− q2
2

δ(q′ − q′2)
x̂ · ε̂e(q1)√

1− p2
1

δ(q− q1)
ŷ · ε̂o(q2)√

1− q2
2

δ(q′ − q2)

Logo,

[...] =[
((x̂ · ε̂e(q1))(ŷ · ε̂o(q2)) + (x̂ · ε̂o(q1))(ŷ · ε̂e(q2)))

2

(
√

1− p2
1

√
1− q2

2)
2

]

(A.3)
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