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Resumo

Este trabalho tem por objetivo discutir a definicao e a importancia dos grupos simples
finitos na teoria de grupos, além de apresentar e tratar de resultados que comprovam a
simplicidadade de grupos importantes, desenvolvendo suas respectivas demonstragoes.

Palavras-Chaves : Grupos finitos, grupos simples finitos, grupos lineares, Teorema
de Jordan-Dickson.
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Introducao

O estudo dos grupos simples finitos iniciou-se em 1830 com os trabalhos de Evariste
Galois (1811-1832) e a impossibilidade de solucionar equagdes polinomiais de quinto grau
por radicais. Um grupo é chamado simples se é nao trivial e possui somente subgrupos
normais triviais.

A importancia do estudo dos grupos simples decorre do fato deles serem considerados
como os " blocos fundamentais " dos grupos finitos, ja que podemos dizer que todos os
grupos finitos sao " construidos " a partir dos grupos simples finitos.

Podemos dizer que os grupos simples representam um papel na teoria dos grupos
semelhante ao dos niimeros primos na teoria dos nimeros. De fato, da mesma forma que
todo nimero inteiro pode ser decomposto em fatores primos, temos, de modo anélogo,
que todo grupo pode ser " decomposto " em uma série de fatores simples.

Vamos explicar melhor. Seja G um grupo finito. Uma série de subgrupos

G=Gy>G; D--DG,

é dita subnormal se cada G;;1 é um subgrupo normal de Gy, (i =0,1,--- ,7 — 1), onde
os grupos quocientes G;/G;y1, (i = 0,1,--- ;7 — 1) sdo chamados fatores da série. Uma
série subnormal com comprimento méaximo é chamada série de composicao.

Sendo assim, vamos escolher um subgrupo normal maximal G; de G = G| de tal
modo que o fator Go/G; é simples. Analogamente, escolheremos um subgrupo normal
Go de Gy, de forma que G;/Gy também é simples e continuaremos dessa maneira até
chegarmos em G, = {1}. Os grupos simples Go/G1,G1/Gs,- -+ ,G,_1/G, sao os fatores
desta série. O importante Teorema de Jordan-Holder nos garante a unicidade destes
fatores (a menos de permutacao). Além disso, esta série possui comprimento maximo
(série de composi¢ao) ja que seus fatores sao simples e, portanto, ndo podem ser mais
reduzidos. Logo, é neste sentido que os grupos simples podem ser considerados como
" blocos fundamentais " .

Portanto, em certas situacoes, muitas das propriedades de um grupo determinam-se
pela natureza dos seus fatores de composicao. E dai segue que muitas perguntas sobre
grupos finitos podem reduzir-se a perguntas sobre grupos simples finitos.

Com isso, reconhecer a simplicidade de um grupo ou saber quais grupos sao simples,
se faz importante na teoria de grupos e é esta a motivacao deste trabalho. Aqui, visamos
definir, apresentar e comprovar a simplicidade de alguns grupos finitos.

Comecamos nosso trabalho relembrando conceitos basicos de grupos, bem como pro-
priedades importantes dos grupos simétricos e de corpos finitos, que serao utilizadas no
decorrer do texto.
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Posteriormente, no Capitulo 2, daremos a definicao de grupos simples e abordaremos
dois testes de simplicidade. Ainda neste capitulo, trataremos da simplicidade dos grupos
alternados de grau n, isto é, os grupos de permutacoes pares sobre n elementos.

E importante ressaltar, que embora Galois tivesse formulado a definicdo de grupos
simples e tivesse observado a simplicidade do grupo alternado sobre 5 elementos, os
primeiros e principais resultados na teoria foram devido a Jordan. Em 1870, Jordan
publicou o primeiro livro sobre teoria de grupos. Neste livro estabeleceu a existéncia de
cinco familias infinitas de grupos simples finitos. A primeira delas é justamente os grupos
alternados, que denotaremos por A,,.

Logo apds, caracterizamos os grupos simples de ordem menor que 60, um resultado
que permite concluir que o A; é o menor grupo simples de ordem composta. Também
mostramos que todo grupo simples de ordem 60 é isomorfo ao As.

No capitulo subsequente, apresentamos os grupos lineares. A segunda familia de
grupos simples finitos é a dos grupos lineares especiais projetivos sobre corpos finitos.
Sendo assim, neste terceiro capitulo estaremos interessados em demonstrar o Teorema
de Jordan-Dickson, que salvo alguns casos que veremos, garante a simplicidades desta
familia de grupos.

Nas consideracoes finais, narramos um pouco da historia envolvendo o famoso Teo-
rema de Classificacao dos grupos simples finitos. Um resultado fundamental em teoria
de grupos, que mobilizou esforco e dedicacao de varios matemaéticos ao longo dos anos,
devido a sua dificil demonstracao. O Teorema de Classificacao, assim como bem suge-
rido pelo seu nome, tem por objetivo classificar todos os grupos simples finitos conforme
uma das quatro categorias que citaremos mais tarde. Finalmente, culminanos com o
enunciado do Teorema de Classificagao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo listaremos de forma breve e objetiva alguns dos resultados que serao
utilizados ao longo deste trabalho. Destacamos que as demonstragoes da maioria desses
resultados serao omitidas, podendo ser encontradas nas referéncias deste trabalho.

1.1  Grupos

Nesta secao relembraremos informalmente os conceitos e resultados fundamentais a
respeito de grupos. Recordemos primeiramente a seguinte defini¢ao

Definicao 1.1. Um conjunto G com a operacao

GxG— G
(a,b) —> a-b

¢ um grupo se as sequintes condicoes sao satisfeitas:
(i) A operagao é associativa, isto é, a - (b-c) = (a-b) - ¢, para todos a, b, ¢ € G.

(ii) Existe um elemento neutro, isto €, existe e € G tal que e - a = a - e = a, para todo

a€d.

(11i) Todo elemento possui inverso. Ou seja, para todo a € G existe b € G tal que
a-b=0b-a=e.

Além disso, se a operagcao acima € comutativa, ou seja, a-b =10 - a, para quaisquer
elementos a,b em G, entao dizemos que G é um grupo abeliano.

Em geral usamos a notacao multiplicativa, mas, ao longo deste texto, nao indicare-
mos a operacao do grupo, escrevendo apenas G para denotar o grupo (G,-). Também
escreveremos ab no lugar de a-b, a~! para indicar o inverso do elemento a e 1 para indicar
o elemento neutro.

A ordem de um grupo G, denotada por |G|, é igual ao nimero de elementos em G. Ja
a ordem de um elemento g pertencente a um grupo, denotada por |g|, ¢ o0 menor natural
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m, caso exista, tal que ¢ = 1. Se tal m nao existe, dizemos que o elemento tem ordem
infinita. Uma propriedade 1til da ordem de um elemento é que se existe algum inteiro k
tal que g* = 1, entdo |g| divide k.

Dentre os resultados que envolvem a ordem de um grupo, podemos citar o Teorema
de Cauchy, o qual nos diz que se G é um grupo finito de ordem n e p é um niimero primo
que divide n, entao G contém um elemento de ordem p. Outro é enunciado a seguir

Teorema 1.2. Sejam G um grupo abeliano e m = maxz{|g|;g € G}. Entao |g| divide m
para todo g € G. O niumero m € chamado expoente do grupo.

Demonstragao. Ver [3]. O

Dizemos que H é um subgrupo de um grupo G e denotamos por H < G, quando o
conjunto H é um subconjunto nao vazio de G que é também um grupo com relagao a
operacao em G.

Um subgrupo H ¢ dito normal em G e representado por H <G, se as classes laterais a
direita e a esquerda de H em G sao iguais. A classe lateral a esquerda (respectivamente,
a direita) de H em G definida por a é o seguinte subconjunto de G

aH ={ah | h € H}

(respectivamente, Ha = {ha | h € H}).
Um exemplo de subgrupo normal é o centro do grupo G, Z(G), que consiste no
conjunto dos elementos que comutam com todos os outros elementos em G. Isto €,

Z(G)={z€G| zg=g9z, ¥V ge G}

Um exemplo importante de subgrupo é o subgrupo normalizador de um grupo. Sendo
H um subgrupo de G temos que o normalizador de H em G, representado por Ng(H),
é o conjunto dos elementos em G que normalizam H. Isto é,

Ng(H) ={g9 € G| gH = Hg}.

Podemos notar que H < Ng(H) e que H <G se, e somente se, Ng(H) = G.

O nimero de classe laterais de um subgrupo H em um grupo G ¢ representado por
|G : H] e denominado indice de H em G. Quando H <G o conjunto das classes laterais
forma um grupo chamado grupo quociente de G em H e representado por G/H. A
importancia da existéncia de subgrupos normais em um grupo se da exatamente pela
formacao de quocientes.

Temos ainda o Teorema de Lagrange que diz que se G ¢ um grupo finito e H é um
um subgrupo de G, entdo |G| = |H||G : H]. Com isso, obtemos que a ordem e o indice
de H dividem a ordem de G.

Denotamos o grupo ciclico G gerado pelo elemento g como G = (g). Observe que se
G é ciclico e H < G, entao H é ciclico. Além disso, se G é um grupo tal que |G| = p, p
primo, entdo G é ciclico. E facil ver que todo grupo ciclico é abeliano.

Quando um grupo possui ordem igual a poténcia de um primo, dizemos que este
grupo é um p—grupo. Uma propriedade ttil é que o centro de um p—grupo finito nunca
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¢ trivial. Em particular, se G ¢ um grupo de ordem p?, desde que seu centro ¢ nao trivial
e G/Z(G) nunca tem ordem prima, temos que necessariamente G é abeliano.

Um homomorfismo entre dois grupos G e H é definido como uma fungao ¢ : G — H
tal que ¢(ab) = p(a)p(b), para todos a,b € G. Um isomorfismo ¢ : G — H é um
homomorfismo bijetor e, neste caso, denotamos G = H.

Considerando o  homomorfismo ¢ : G — H, o conjunto
Ker(ep) = {g € G | p(g9) = 1} é chamado nicleo do homomorfismo e é um subgrupo
normal em G. Por outro lado, o conjunto Im(¢) = {¢(g) | g € G}, chamado imagem do
homomorfismo, ¢ um subgrupo de H. Sendo assim, temos:

Teorema 1.3 (Teorema do Isomorfismo). Se ¢ : G — H é um homomorfismo e K =
Ker(y), entao G/K = Im(p).

Outros dois resultados sobre homomorfismo de grupos sao dados a seguir

Teorema 1.4 (Teorema da Correspondéncia). Sejam Gy e Gy grupos e ¢ : G1 — G um
homomorfismo sobrejetivo, tal que N = Ker(yp). Entao:

(i) Para todo Hy < Gy tem-se Hy = p(Hy) = {@(h) : h € Hi} < Go. Mais ainda, se
H1 ﬁ Gl, entao H2 S] GQ.

(ii) Para todo Hy < Gy existe unico Hy = p ' (Hy) = {g € G : v(g9) € Hy} D N, H, <
G, tal que p(Hy) = Hy. Mais ainda, se Hy < Go, entao Hy < Gy.

Demonstracao. Ver |7|, pagina 148. ]

Corolario 1.5 (Correspondéncia). Seja G um grupo e N < G. Entdo, todo subgrupo
do grupo quociente G = G/N € do tipo H = H/N, onde H é o tinico subgrupo de G
contendo N tal que n(H) = H, onde 7 : G — G € a projecio candnica. H recebe o nome
de pré-imagem de H em G. Mais ainda

H<G se, e somente se, H<G.
Demonstracao. Ver |7|, pagina 148. O]
Definicao 1.6. Uma acao de um grupo G em um conjunto X é uma aplicacao

o Gx X —X
(9,7) — g * ,

tal que exx = x e (g1 *x g2) * & = g1 * (g2 x ), para todo x € X e para todos g1,92 € G.
A aplicacao

Py X — X
T g*xT
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¢ chamada de transformacao de X por g. Uma maneira equivalente de expressar que
0:Gx X — X é uma acdao de grupo € afirmando que
G — Sim(X)

gt Qg

¢ um homomorfismo, onde Sim(X) € o grupo das bijegées de X em X, com a operagdo
COMpPoSicao.

Teorema 1.7 (Teorema de Sylow). Considere G um grupo finito de ordem n, p um
primo tal que p | n e o > 1, m > 1, inteiros positivos tais que

|G| =p*m e mdc(p,m) = 1.
—

Entao:

(i) Para cada f € N, 1 < 5 < «, existe um subgrupo Hpg, tal que |Hg| = p?. Um
subgrupo de ordem p® € chamado p-subgrupo de Sylow de G.

(ii) Se Py e Py sao p—subgrupos de Sylow de G, entao existe g € G, tal que gP g™ = P,.
Ou seja, os p—subgrupos de Sylow de G sao todos conjugados.

Denotamos por Syl,(G) o conjunto de todos os p—subgrupos de Sylow de G, isto
é, P € Syl,(G) se, e somente se, |P| = p*. Além disso, denotamos n, = |Syl(G)|.
Dado P € Syl,(G), temos que Syl,(G) = {gpg™" | g € G} e, portanio,

ny = [G . Ng(P)]

(11i) Temos:
Dn, | m e
2)n, = 1(mod p) .
—_———
P|”p*1

(iv) Um subgrupo de ordem p?, 1<~ < a, estd contido em um p—subgrupo de Sylow.
Isto €, se H < G e |H| =", entdo existe P € Syl,(G), tal que H < P.

Corolario 1.8. Um p—subgrupo de Sylow de um grupo finito G' é um subgrupo normal
de G se, e somente se, ele é o unico p—subgrupo de Sylow.

1.2 Grupos Simétricos

Nesta secdo, abordaremos grupos de funcoes de um conjunto S em si mesmo, chama-
dos de grupos de permutacdes. Aqui serdo destacados os principais resultados envolvendo
estes grupos.
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Definicao 1.9. Seja S um conjunto nao vazio. O conjunto
Sim(S)={f:S — S| f bijetiva}.

munido de uma operacdo composicao de funcgoes € um grupo.

FEsse grupo € chamado de grupo das permutagoes do conjunto S. Se S = {1,2,--- n}
denotaremos esse grupo por Sy, o grupo de todas as permutagoes de S, que é o chamado
Grupo Simétrico de grau n. O numero de elementos de S, € exatamente n!.

Uma forma de representar as permutacoes ¢ utilizando a notacao em ciclos. Alguns
resultados que utilizaremos dependem desta notacao.

Definicao 1.10. Dizemos que uma permutacao o € S, é um r—ciclo de S,, r > 2, se

eristem iy, ig, -+ , i, elementos distintos de {1, 2, ---, n} tais que:
U(il) = iz, U(ig) = ig, ety 0'(7;7",1) = ir, U(iT) = le €
U(]) :jv v] S {17 7”}_{i17"' air}~
Neste caso, usaremos a notacao o = (iy ia -+ i) € Sp.

Lema 1.11. Os grupos S,, n > 3, sao grupos nao abelianos.

Demonstracio. T suficiente verificarmos que o = (12) e 7 = (123) ndo comutam em S,,.
De fato,

or = (23) # (13) = 70.
[

Teorema 1.12 (Produto de ciclos disjuntos). Toda permuta¢ao nao trivial pode ser
escrita (de maneira unica a menos de ordenag¢ao) como um produto de ciclos disjuntos,
isto €, nao contém elementos comuns. FEsta é a chamada estrutura ciclica de uma
permutacao.

Demonstracao. Ver [5], pagina 88. O

Teorema 1.13. Duas permutacoes o e  em S,, n > 3, sdo conjugadas em S, se, e
somente se, tém a mesma estrutura ciclica. Ou seja, duas permutacoes sao conjugadas
se, e somente se, podem ser escritas da mesma forma como produto de ciclos disjuntos.

Demonstracao. Ver [7], pagina 162. ]

Teorema 1.14. A ordem de uma permutacao escrita na forma de ciclos disjuntos € o
mmec dos comprimentos dos ciclos.

Demonstrac¢ao. Ver [5], pagina 89. ]

Teorema 1.15. Se o par de ciclos a« = (ay ag- -+ ay,) e f=(by by by) sao disjuntos,
entao aff = fa.

Demonstracao. Ver [5], pagina 88. ]
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Ciclos de comprimento 2 sao chamados de transposi¢coes e temos o seguinte resultado

Teorema 1.16. Toda permutacao S,, n > 1, pode ser escrita, de maneira nao necessa-
riamente unica, como um produto de transposi¢oes (nao necessariamente disjuntas).

Demonstracao. Ver [5], pagina 90. ]

Uma permutacao é impar se pode ser escrita como um produto de um ntimero fmpar
de transposicoes. Analogamente, uma permutacao é par se pode ser escrita como um
produto de um nimero par de transposicoes.

O conjunto das permutagoes pares em S, forma um subgrupo de S,,. O grupo das
permutacoes pares de n elementos é denotado por A, e é denominado Grupo Alternado
de grau n. Os grupos alternados tém ordem n!/2 e sdo exemplos de grupos importantes.

1.3 Corpos Finitos

Afim de descrever os grupos lineares, que sera feito posteriormente, precisaremos de
alguns resultados sobre a estrutura dos corpos finitos.

Definicao 1.17. Um corpo é composto de um conjunto F' e de duas operagoes, "adi¢ao" (+)
e "multiplicacao” (), que satisfazem propriedades bem conhecidas, que resumiremos da
sequinte forma:

- (F,+) é um grupo abeliano com identidade aditiva 0 e

- (F—{0},-) € um grupo abeliano com identidade multiplicativa 1.
A multiplicacao € distributiva com relacao a adicao.

Quando o conjunto F', citado acima, possui um nimero finito de elementos, dizemos
que o corpo é finito. Denotaremos um corpo finito por F.

Enunciaremos agora, alguns resultados sobre a estrutura dos corpos finitos. As provas
podem ser encontradas em [9].

Teorema 1.18. O nimero de elementos de um corpo finito F € sempre uma poténcia de
um primo. Reciprocamente, para cada primo p e cada inteiro positivo n, existe, a menos
de isomorfismo, um unico corpo finito de ordem p".

Definicao 1.19. A caracteristica de um corpo F' € o menor inteiro positivo m tal que,
ml=(14+1+---4+1) =0. Se tal m nao existir, a caracteristica do corpo € definida

(. S

—~
m Vezes

como sendo zero.
Denotaremos a caracteristica de um corpo finito F por car(IF).

Teorema 1.20. A caracteristica de um corpo finito F é um ndmero primo.
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Demonstragcao. Seja m # 0 a caracteristica de um corpo F. Seja 1 a unidade desse corpo
e suponhamos, por absurdo, que m seja composto, isto é, m = pg, p,q > 1. Note que
se trocarmos a unidade 1 por outro elemento nao nulo a do corpo, temos ma = 0 se, e
somente se, maa~' = 0 se, e somente se, m1 = 0. Por isso, sem perda de generalidade,
podemos considerar o produto

O=ml=(p)l=plgl=1+1+--+D (A +1+---+1).

(. S/
-~ ~

p vezes q vezes

Mas 0 = pl.ql se, e somente se, pl = 0 ou ql = 0, o que contraria a minimalidade de m,
desde que claramente ¢ < m e p < m, absurdo. O

Exemplo 1.21. Seja p um ndmero primo. Entao Z/pZ é um corpo de caracteristica p.

Proposicao 1.22. Seja K um corpo, entao um polinémio de grau n, com coeficientes no
corpo K, tem no mdzimo n raizes.

Ver demonstragao em [3].

Teorema 1.23. Seja K um corpo e K* o seu grupo multiplicativo. Se H é um subgrupo
finito de K*, entao H é ciclico.

Demonstra¢ao. Como K é um corpo, K* é um grupo abeliano. Assim, H é um subgrupo
finito de um grupo abeliano. Seja m = max{|h|;h € H}. Pelo Teorema 1.2, segue que
|h| divide m, e portanto h™ = 1, para todo h € H. Deste modo, cada elemento de H
¢ uma raiz do polinémio p(z) = 2™ — 1 que, pela Proposicao 1.22, tem no méaximo m
raizes. Dai segue que |H| < m. Por outro lado, o Teorema de Lagrange garante que m é
um divisor da ordem de H, por isso, m < |H|. Pelas desigualdades anteriores, chegamos
a m = |H|. Assim, temos que h é um elemento de H cuja ordem é a |H| e, portanto, H
é ciclico. O]

Corolario 1.24. O grupo multiplicativo de um corpo finito F € ciclico.



Capitulo 2

Grupos Simples Finitos

Neste capitulo, iniciamos o estudo dos grupos simples finitos, discutindo sua definicao
e importancia na teoria dos grupos finitos. Além disso, apresentaremos resultados que
comprovam a simplicidade de alguns grupos importantes.

Definicao 2.1. Um grupo G # {1} € dito simples, se seus unicos subgrupos normais sao
os triviais {1} e G.

Exemplo 2.2. Note que todo grupo G de ordem p, p primo, é simples. De fato, pois se
G possui um subgrupo normal H, pelo Teorema de Lagrange, |H| =1 ou |H| = p.

Exemplo 2.3. Seja G um grupo abeliano, tal que |G| = n, onden > 1 en nao é um
numero primo. Observe que todo subgrupo proprio H de G é normal, desde que gH = Hg,
para todo g € G. Logo, G nao é simples.

O estudo dos grupos simples finitos foi iniciado por Galois, ha cerca de 185 anos.
Como ja dissemos, os grupos simples finitos sao importantes devido ao fato de serem
considerados os "blocos fundamentais"de todos os grupos finitos, algo semelhante a4 ma-
neira como os numeros primos sao os blocos fundamentais dos nimeros inteiros. Essa
importancia fard mais sentido depois que apresentarmos o Teorema de Jordan-Hélder,
um resultado fundamental sobre a estrutura dos grupos finitos. Antes de enuncié-lo,
precisaremos de algumas definicoes:

Definicao 2.4. Seja G um grupo. Uma série de subgrupos

G:GoDGlD"'DGT

é dita subnormal se cada Gi11 € um subgrupo normal de G;, (1 = 0, 1, ---, r—1).
Os grupos quocientes G;/Giyq, (i =0,1,--+ r — 1) sao chamados fatores da série.

Um refinamento de uma série subnormal é uma nova série subnormal obtida inserindo-
se um nimero finito de subgrupos na série dada. Todo grupo finito possui uma série
subnormal de comprimento méaximo, isto é, que nao pode ser mais refinada e terminando
no grupo trivial:

G:GoDGlD"'DGm:{l}.

14
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Consideremos agora, duas séries subnormais terminando no grupo trivial:
G=Gy, DG D--DG.={1} e
G=G,>G D DG, ={1}.

Diremos que estas séries sao equivalentes se » = r’ e existe uma permutacao dos indices
1=1,---,r — 1, representada por ¢ — 7', tal que:

~ ! !
Gi/Gin1 = Gy /Gy
Isto é, os fatores de ambas sao os mesmos, a menos de uma permutacao dos indices.

Teorema 2.5 (Schreier). Seja G um grupo. Quaisquer duas séries subnormais de sub-
grupos de G terminando no grupo trivial possuem refinamentos equivalentes.

Demonstracao. Ver [9], pagina 22. ]

Teorema 2.6 (Jordan-Hoélder). Sejam G um grupo e
G=GyDG D---DG,={1}

uma série subnormal tal que cada fator G;/G;.1 € simples. Entao qualquer outra série
subnormal de G tendo a mesma propriedade € equivalente a esta. Em particular, ela tem
comprimento mdrimo.

Demonstracao. Ver |9], pagina 22. ]

Uma série subnormal com comprimento méaximo ¢ chamada série de composi¢ao de
G. Os fatores de uma série de composicao de um grupo G, por serem simples, nao podem
ser mais reduzidos e, como sido unicamente determinados por G, sdo invariantes de G. E
neste sentido que os grupos finitos simples sao considerados os "blocos fundamentais'"na
teoria dos grupos finitos.

Sendo assim, reconhecer a simplicidade de um grupo se faz necessario em algumas
situagoes. Observamos que verificar se um determinado grupo ¢ simples nao se trata de
uma tarefa facil, mas existem testes que garantem a simplicidade ou nao simplicidade de
um grupo. Dentre eles destacam-se os seguintes

Teorema 2.7 (Teste de Sylow para nao simplicidade). Seja G um grupo de ordem n, tal
que n € um inteiro positivo que ndao € primo e seja p um primo que divide n. Se 1 € o
iunico divisor de n que é congruente a 1 mddulo p, entao G nao € simples.

Demonstracao. Por hipotese, ja temos que |G| = n e n ndo é primo. Se G é um grupo
abeliano, entao, como ja vimos, G nao é simples. Por isso, consideremos GG nao abeliano.
Se n é uma poténcia de primo, entao o centro de G é nao trival e, por isso, G nao é
simples. Agora, se n nao é uma poténcia de primo, entao todo subgrupo de Sylow é
proprio e, pelo Teorema de Sylow, sabemos que o nimero n, de p—subgrupos de Sylow
de G & congruente a 1 modulo p e divide n. Pela nossa hipotese, s6 poderemos ter n, = 1,
ou seja, o p—subgrupo de Sylow é tnico e o Corolario do Teorema de Sylow nos garante
que esse p—subgrupo é normal em G. Com isso, concluimos que G nao é simples. O
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No exemplo a seguir veremos como utilizar o teste acima para verificar a nao simpli-
cidade de um grupo.

Exemplo 2.8. Se G ¢ um grupo tal que |G| = pq, com p,q primos, entdo G possui um
subgrupo normal nao-trivial, ou seja, G nao € simples.

Demonstragao. De fato, note primeiramente que se p = ¢, entao |G| = p? e, assim, G
é abeliano e, consequentemente, G nao é simples. Por isso, suponhamos que p # q.
Podemos supor ainda, sem perda de generalidade, que p > ¢. Pelo Teorema de Sylow
temos que:

{ n, =1 mod p
ny | q

Desde que p > ¢, s6 podemos ter n, = 1. Este nico p- subgrupo de Sylow de G ¢
proprio e é normal em G. Portanto, G nao é simples. O

Teorema 2.9. Seja G um grupo, tal que |G| = p*m, onde a > 0, m > 1, p € um primo
e o mde(p,m) = 1. Se G € simples, entdo |G| divide n,!.

Demonstragao. Seja P € Syl,(G). Pelo Teorema de Sylow temos que n, = [G : Ng(P)].
Observe que n, # 1, pois G ¢ simples.
Considere X = {zNg(P) | x € G} e a seguinte a¢ao de grupos:

v : G —Sim(X)
grpg: X — X
eNg(P) — gxNg(P).
Sabemos que Kerp <G e, como G é simples, s6 podemos ter Kerg = {1} ou Kerp =

G. Mas Keryp = G contraria a simplicidade de G e, por isso, Kerp = {1}. Logo, pelo
Teorema do Isomorfismo:

~ ] < Sim(X).
Kero me < Sim(X)

Isto é,
G~ Imp < Sim(X)
Mas entao |G| divide |Sim(X)| o que implica que |G| divide | X|! (%)
Mas da agao sobre as classes laterais temos:

| X| =[G : Ng(P)| =n,.

E, assim, de (x) concluimos que |G| divide n,!.
[l

Destacamos que a negativa do teorema acima, isto é, se |G| nao divide n,!, entao G
nao é simples, também ¢é usada como um teste de nao simplicidade. Utilizaremos esse
fato no proximo exemplo.
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Exemplo 2.10. Um grupo G, de ordem 36, nao ¢ simples.
Demonstragdo. Sabemos que |G| = 36 = 2232, Pelo 3° item do Teorema de Sylow:

ny |32 e ny=1mod2, daf
ny = 1,3 ou 32

Onde ny é a quantidade de 2-subgrupos de Sylow de G.

Por outro lado,

ny |22 e n3=1mod3, daf
{ ns = 1 ou 22.

Onde nj3 é a quantidade de 3-subgrupos de Sylow de G.

Se ny = 1 e¢/ou n3 = 1, pelo corolario do Teorema de Sylow, teremos pelo menos um
subgrupo proprio e normal em G.

Se ny # 1 e ng # 1, temos que, pela negativa do teorema anterior, G nao é simples.

De fato, neste caso, temos necessariamente que ng = 4. Mas n3!l = 4! =24 ¢ |G| = 36 ¢
24. O]

2.1 A simplicidade de A,, n > 5

Os grupos alternados A,, n > 5, foram os primeiros grupos simples nao abelianos a
serem descobertos. A simplicidade de A,, foi reconhecida por Galois e foi fundamental
para sua prova de que uma equacao polinomial de grau 5 nao pode ser resolvida por
radicais.

Nesta secao, apresentaremos a demonstracao do teorema que nos garante a simplici-
dade de A,,. Para isso, serd necessario algumas propriedades de grupos simétricos vistas
no Capitulo 1.

Teorema 2.11. Sejan =3 oun > 5, entdo A, é um grupo simples.

O grupo As tem ordem igual a 3 e é, portanto, simples. Para o caso A,, n > 5
precisaremos do seguinte teorema:

Teorema 2.12. Temos as sequintes informagoes sobre o subgrupo alternado:
(a) A, n>3 é gerado pelos 3-ciclos.
(b) Todos os 3-ciclos sao conjugados em A,, n > 5.

Demonstragao. Se (i j k) ¢ um 3-ciclo qualquer, temos que (i j k) = (i k)(i 7) e assim
(i j k) pertence a A,. E dai segue que ({3 — ciclos}) C A,. Queremos mostrar a
igualdade. Para isso, seja a € A,,, temos a = (i1 j1) (42 j2) - - - (ix Jx) onde k é um nimero
par. Se [{i1, 1,12, 72} = 4 entdo (i1 j1)(i2 j2) = (i1 42 j2)(i1 j1 jo). Por outro lado, se
{1, j1. 42, 2} = 3 entdo (i1 j1)(i2 j2) = (i1 j1)(i1 J2) = (i1 J2 J1) ou (ix ji)(i2 J2) =
(11 j1)(i2 1) = (i1 12 j1). Repetindo esse raciocinio a cada duas transposi¢oes, concluimos
a prova de (a).

(b) Considere dois 3-ciclos @ = (r s t) e f = (1" s’ t') em A,. Pelo Teorema 1.13,
sabemos que existe v € 5, tal que o = 5. Se v € A, nao ha o que demonstrar. Caso
contrario, tomamos i, j ¢ {r, s,t} e assim, ¥ = v(i j) € A, e temos também o = 3. [
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Agora estamos em condicoes de demonstrar o caso n > 5 do Teorema 2.11:
Teorema 2.13. Sen > 5, entdo A, € simples.

Demonstra¢ao. Primeiramente, suponhamos que H # {1} seja um subgrupo normal de
A,,. Queremos mostrar que H = A,, e, para isto, pelo item (b) do teorema anterior, basta
mostrarmos que H contém um 3-ciclo.

Seja p um primo que divide |H|. Pelo Teorema de Cauchy, existe o € H, tal

que |o| = p. Como o pode ser escrita como um produto de ciclos disjuntos, temos
o = (iy 4o -+ i) = TTa - Ty. Pelo Teorema 1.14 segue que o mmec dos ciclos
7;, j =1,---,m ép. Portanto, cada 7; s6 pode ser um p—ciclo. A partir destas conside-

racoes mostraremos que H contém um 3-ciclo. Para isso, analisaremos os seguintes casos:

Caso 1) Se p = 2, vamos ter que 7; sdo transposi¢oes para todo i e que m é par (ja
que 0 € H < A,,). Digamos que 71 = (a b) e 75 = (¢ d). Mostraremos que:
(i) (abec)a(abc) o =(ac)(bd) € H. De fato, pois

(abe)o(abe) o™t =(abc)ab)(cd)acb)cd)(ab)
=(a ¢)(b d).

Além disso, temos:

(ab c)a& b c)_lja:_l/ =(ac)(bd) € H.

€H, pois HJA, e

(i) Tomando k ¢ {a,b,c,d} temos (a ¢ k)(a ¢)(b d)(a c k) a c)(bd) = (ak c) € H.
De fato, pois por (i) temos que (a ¢)(b d) € H, logo: (a ck)(ac)(bd)(ack)™ € H,
ja que H < A, e portanto:

(ack)ac)bd)(ac k)_i(a c)bd)=(akc)eH,

(.

~~ ~~

€H €H

como queriamos.

Caso 2) Se p = 3. Podemos ter m = 1 e entao H contém o 3-ciclo 0 = 711. Agora, se
m > 2, escrevendo 7 = (a bc¢) e v = (d e f), temos que o 3-ciclo (b d ¢) é disjunto
de 7;, parai = 3,--- ,m, e assim, pelo Teorema 1.15, comuta com todos eles. Visto
isso, queremos mostrar que (b ¢ d)o(b ¢ d)"*o™! é um 5-ciclo que pertence a H.
Sendo assim: (b ¢ d)o(bcd)™'o~! € H, pois:

(bc d)aib cdy o l.

€H, pois HIA, eH

E também:

(bedobed ot =(bed)(abe)de f)m - mmbde)r, -7 (d f e)(acb).
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Como (b d ¢) comuta com 7,1 =3,...,m:
(bedobed ot =(bed)(abe)de f)bdc)rs Tt 75 (d f e)(a cb)
=bcd)(abc)(de f)bdc)d fe)lach)
=(adbce).

E, assim, obtemos um 5-ciclo pertencente a H e o resultado fica provado com o
proximo caso.

Caso 3) Se p > 3, escrevendo 71 = (a; ag ---a,), temos que o 3-ciclo (az a3 a4)
¢ disjunto de 7;, para ¢ = 2,--- ,m e assim comuta com todos eles. Pretendemos
mostrar que (as az as)o(ag az ag) o' = (ay a3 as) ¢ um 3-ciclo que pertence a H,
pois assim o resultado estara provado. De fato, note primeiramente que:

\((12 as a4)0£a2 as a4)_14 o L.
€H, pois HIA, eHd

Além disso,
(ag az ag)o(ay az as) o™t
= (ag a3 ay)(ay ag - a,)72 - Tm(ag ag az)7,, - 75 Nay ap ---az).
E usando o fato de que (as a3 a4) comuta com 7;, i =2,--- m:
(CLQ as CL4>O'(CL2 as CL4)710'71 :<a2 as CL4)(CL1 QAo - - '(lp)(CLQ Qy CL3)<7'2 ce 'Tanzl o ‘T{l)

(a1 ap ---az) = (a2 as as)(ay az ---ap)(az a4 as)

(a1 ap ---a2) = (ag as as),

que ¢ um 3-ciclo pertencente a H, como queriamos.

Com isso, nossa demonstracao se reduz ao teorema anterior, ji que se H possui
um 3-ciclo, ele possui todos por conjugacao. Assim, H = A,, para todo n > 5 e,
finalmente, concluimos que A,, é simples.

[]

2.2 Grupos Simples de Ordem < 60

Nesta secao faremos uma breve classificacao de todos os grupos simples de ordem menor
ou igual a 60. Antes, veremos mais alguns resultados envolvendo simplicidade e ordem
de um grupo.

Teorema 2.14. Seja G um grupo, tal que |G| = pqr, onde p, q e r sao primos distintos.
Entao G nao é simples.

Demonstracao. Por hipotese, ja temos |G| = pgr, com p, g e r primos distintos. Podemos
supor, sem perda de generalidade, que p > ¢ > r. Suponhamos ainda, por absurdo, que
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G é simples. Pelo Teorema de Sylow, temos as seguintes possibilidades para n,, n, e n,,
que correspondem a ordem de Syl,(G), Syl,(G) e Syl (G), respectivamente.

n, =gq, rouqr
Ng =p, T oupr

ny =P, qOupq.

Como estamos supondo G simples, temos n, # 1, n, # 1 e n, # 1, o que justifica
as possibilidades acima. Agora, observemos que n, # g e n, # r, pois p | (n, — 1) e
p > q > r. Logo, s6 poderemos ter n, = ¢qr. Por motivo analogo, temos n, # r, ja que
q| (ng—1)eq>r. Assim, obtemos que n, = p ou n, = pr. Por fim, notemos que como
G é simples, devemor ter que |G| divide n,!. Mas se n, = ¢, entdo claramente |G| nao
divide ¢!. Por isso, temos que n, = p ou n, = pg. Com isso, concluimos que existem
quatro casos possiveis:

Caso 1) n, =qr, ng=p e n, =p;
Caso 2) n, = qr, n, =p e n, = pgq;
Caso 3) n, = qr, ng = pr e n, = p;

Caso 4) n, = qr, ng = pr e n, = pq.

Analisaremos cada caso acima, fazendo uma contagem de elementos do grupo, e mos-
traremos que nenhum caso é possivel.

Caso 1) n, = gr, n, = p e n, = p. Desde que cada subgrupo de Sylow tem ordem
prima, temos que o tnico elemento em comum entre eles é a identidade. Dessa forma,
temos que o numero de elementos de ordem p no grupo G é gr(p — 1), o ntmero de
elementos com ordem ¢ é p(q¢ — 1) e o nimero de elementos com ordem r & p(r — 1).
Assim, temos

qr(p—1)+plg—1) +p(r—1)=pgr —qr+pg—p-+pr—p
=pqr + (pq — qr) + (pr — 2p).

Note que pg — qr é positivo desde que p > r. Além disso, pr — 2p é positivo se r > 2
e zero, caso contrario. Assim, obtemos pgr mais algum ndmero positivo de elementos,
uma clara contradi¢do desde que excede o niimero de elementos em G. Logo, esse caso
nao pode ocorrer.

Caso 2) n, = qr, n, = p e n, = pqg. Procedendo como acima, neste caso, temos que
o nimero de elementos de ordem p no grupo G é gr(p — 1), o nimero de elementos com
ordem ¢ é p(q — 1) e o numero de elementos com ordem 7 é pg(r — 1). Logo,
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qr(p—1) +p(g—1) + pg(r — 1) = pgr — qr + pq — p + pqr — pq
=pqr+pgr —qr —p
=pqr+qr(p—1) —p.

Temos que gr(p — 1) — p é positivo e, novamente, obtemos pgr mais algum niumero
positivo de elementos em G, uma contradi¢ao. Logo, esse caso também nao ocorre.

Caso 3) n, = qr, n, = pr e n, = p. Aqui, temos que o nimero de elementos de or-
dem p no grupo G é qr(p — 1), o nimero de elementos com ordem ¢ é pr(q — 1) e o
niamero de elementos com ordem 7 é p(r — 1) e, assim,

qr(p—1)+pr(g—1)+p(r—1) =pgr —qr +pgr —pr +pr —p
=pqr+qr(p —1) —p.

Obtemos um resultado idéntico ao caso anterior e, portanto, esse caso também nao
pode ocorrer.

Caso 4) n, = qr, n, = pr e n, = pg. Por fim, neste caso, temos que o namero de
elementos de ordem p no grupo G é gr(p — 1), o nimero de elementos com ordem ¢ é
pr(qg — 1) e o nimero de elementos com ordem r é pg(r — 1) e, assim,

qr(p—1) +pr(q — 1) + pq(r — 1) = pgr — qr + pqr — pr + pqr — pq
= pqr + (pgr — qr) + [pgr — p(q + )]

Claramente, pgr — gr é positivo. E note que [pgr — p(q+r)] é positivo se (¢+71) < gr,
que é verdade para ¢ e r distintos e maiores ou iguais a 2. Assim, chegamos novamente
em uma contradi¢ao, desde que encontramos pgr mais um niimero positivo de elementos.

Diante do exposto, concluimos que G nao é um grupo simples, como afirmado.
m

Teorema 2.15. Seja G um grupo, tal que |G| = p3q, onde p e q sdo primos distintos.
Entao G nao é simples.

Demonstracdo. Ja temos que |G| = p*q e vamos assumir que G é simples. Pelo Teorema
de Sylow temos as seguintes possibilidades para n, e ng, que correspodem a ordem dos
grupos Syl,(G) e Syl,(G), respectivamente.

n, | qgen,=1modp=n,=1oug,

ng | p*en,=1mod g=n,=1, p, p’ou p’.
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Como G é simples temos, necessariamente, que n, # 1 e n, # 1. Logo, temos n, = ¢
e ny = p, p*> ou p?. Dal segue que g > p, desde que p divide (¢ — 1). Vamos analisar as
possibilidades para n,.

Se ng, = p, entdo ¢ deve dividir (p — 1), um absurdo, desde que g > p.

Se n, = p?, entdo existem p® g-subgrupos de Sylow de ordem ¢, cuja a intersecio é
trivial. Dessa forma, existem p®(¢ — 1) elementos com ordem ¢. Vamos denotar por a o
nimero restante de elementos em G. Assim,

Gl=a+p*(¢g—1)=a=pq—p’¢+p*=a=p’

Isso implica que existem elementos suficientes que nao sao de ordem ¢ e que se encaixam
em um dnico p-subgrupo de Sylow. Sabemos, pelo Teste de Sylow, que este tinico p-
subgrupo de Sylow, que é proprio, deve ser normal em G, o que contraria a simplicidade
do grupo. Logo, n, # p®.

Resta-nos que n, = p>. Entdo

¢l -D=q|lp-Dp+1)=q|(@P+1)ouq]|(p—1).

Desde que ¢ > p, s6 podemos ter ¢ divide (p + 1) que implica em p < ¢ < (p + 1).
Com isso, concluimos que p e g sao primos consecutivos. Mas, sabemos que os tnicos
primos consecutivos sao 2 e 3. Logo, se G é simples, a tnica possibilidade é p = 2 ¢
g = 3. Vamos mostrar que um grupo de ordem 233 nao é simples e, assim, obtemos a
contradigao desejada. De fato, suponha |G| = 233 e que G ¢ simples, entao sendo ny 0
nimero de 2-subgrupos de Sylow de G, temos que

ny|3eny=1mod 2= ny=1o0u3.

A simplicidade de G implica em ny = 3. Mas note que |G| = 24 nao divide 3!, uma
contradicao. Logo, temos necessariamente que ny = 1 e, portanto, G nao é simples.
Finalmente, concluimos que nenhum dos casos descritos acima pode ocorrer e que,
portanto, G nao é um grupo simples.
O]

Chegamos em um dos principais teoremas desta secdo, que caracteriza os grupos
simples de ordem menor que 60. Como consequéncia imediata deste teorema, obtemos
que As é o menor grupo simples de ordem composta.

Teorema 2.16. Se |G| < 60, entao G € simples se, e somente se, a ordem de G € um
nUmero primo.

Demonstracao. (<) Segue diretamente do Teorema de Lagrange.

(=) Seja |G| = m e suponhamos que m nao é um ndimero primo. Desde que m ¢é
menor que 60, vamos analisar suas possives decomposicoes em niimeros primos.
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(i) |G| =p", n > 1. Paraocason = 1 ndo ha nada o que provar, logo suponhamos que
n # 1. Temos que G é um p— grupo e, assim, Z(G) # {1}. Entdo, a simplicidade
de G implica que Z(G) = G. Mas entao G ¢ abeliano e o Teorema de Cauchy
nos garante a existéncia de um subgrupo proprio normal em G, contrariando nossa
hipotese. Logo, neste caso, s6 podemos n = 1, isto é, |G| = p.

(ii) |G] =m = p?’¢*, com p e ¢ primos distintos. Neste caso, o tinico grupo com ordem
menor que 60 que possui a configuracio |G| = p*¢® é o grupo de ordem 36 que,
como vimos no Exemplo 2.10, nao é simples, o que contraria nossa hipotese.

(ili) |G| = m = p3q, com p e ¢ primos distintos. Se a ordem de G tem essa decomposi¢ao
en nimeros primos, entao como vimos no Teorema 2.15 anerior, G nao é simples.

(iv) |G| =m = pqr, com p, ger. Se aordem de G tem essa decomposi¢ao en nimeros
primos, entao como vimos no Teorema 2.14, G nao é simples.

(v) |G| =m = p?q, com p e q primos distintos. Mostraremos que, neste caso, também
obtemos que G nao é simples. De fato, pelo Teorema de Sylow,

n,|q e n,=1modp, dai
n, =1 ou p.

Por outro lado:

ng|p* e n,=1modq, dai
ng, =1, p ou p?.

Pelas possiblidade descritas acima, temos que analisar os seguintes casos

Caso 1) Se p > ¢, nao poderfamos ter n, = ¢, pois caso contrario p | ¢ — 1. Por-
tanto, n, = 1 e assim existe um tnico p—subgrupo de Sylow de G, contrariando a sua
simplicidade.

Caso 2) Se ¢ > p, vamos analisar as possibilidades para n,. Se n, = p, entdo ¢ divide
p — 1, 0 que nao é possivel, j4 que ¢ > p. Agora, se n, = p?, teremos que fazer uma
contagem. Note que teremos p*(¢ — 1) elementos de ordem ¢, ja que temos p? subgrupos
de Sylow de ordem g e a intersecao entre eles é trivial. Isto implica que sobram apenas p?
elementos para formar um tnico p—subgrupo de Sylow de G. E assim, necessariamente,
temos que n, = 1 ou n, = 1, onde concluimos que G nao é simples.

(vi) |G| = m = p'q,com p e ¢ primos distintos. Desde que m < 60, neste caso, s6
poderemos ter p = 2 e ¢ = 3. Ou seja, |G| = m = 2*3. Sendo assim, seja ny 0 nimero de
2-subgrupos de Sylow de G, temos

ny | 3eny =1mod 2= ny=1o0u3.

A simplicidade de G implica que ny = 3. Mas, nesta situagao, |G| = 48 nao divide
3!. Por isso, um grupo de ordem 2*3 nao é simples.

Diante do exposto, concluimos que dado um grupo de ordem menor que 60, ele s
serd simples se tiver ordem prima, como queriamos. Com isso, finalizamos nossa demons-
tracao.
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]

O proximo teorema nos permite identificar como é a estrutura de um grupo finito
simples de ordem igual a 60.

Teorema 2.17. Seja G um grupo simples de ordem 60. Entao, G é isomorfo ao As.
Para essa demosntracao precisaremos do lema seguinte.

Lema 2.18. Se G ¢ um grupo simples de ordem 60, entao existe um subgrupo H de G
que possui exatamente 5 conjugados.

Demonstracao. Seja ny o nimero de 2-subgrupos de Sylow de GG. Sabemos do Terceiro
Teorema de Sylow que

ne=1 mod2eny|15=mny=1, 3, 5ou 15.

Como G é simples, temos ny # 1, pois caso contrario terfamos um tunico 2-subgrupo
de Sylow, o que implicaria em G normal, contrariando nossa hipotese.

Se ny fosse igual a 3 teriamos um absurdo, como veremos. Denote por C3 o con-
junto dos 2-subgrupos de Sylow, os quais sao conjugados entre si e considere o seguinte
homomorfismo:

0 : G —=Sim(C3) ~ S
g =Py Cs — Cf
Hi— gH;g ",

onde Sim(Cs5) é o grupo das permutacgoes de C5. Pelo Teorema do Isomorfismo temos:
wa ~ o(G) C S3. Como [S3] = 6 ¢ |G| = 60 s6 poderemos ter Kerg # {1}, o que é
impossivel, pois Kerp <G, o qual é simples.

Caso ny = 5, podemos escolher qualquer um dos 2-subgrupos de Sylow para ser H.

Se ny = 15, comecamos observando que devem existir 2-subgrupos de Sylow distintos
K; e K, tais que K7 N Ky # {1}. Pois, caso contrario, G possuiria 15.3 = 45 elementos
de ordem poténcia de 2. Do fato de G ser simples, segue que ele deve possuir seis 5-
subgrupos de Sylow, logo terd 6.4 = 24 elementos de ordem 5. Desse modo, G possuiria
pelo menos 45 + 24 + 1 = 70 elementos, o que é um absurdo ja que |G| = 60. Sendo
assim, existem dois subgrupos K; e Ko, tais que |Ki| = 4 = |Ks| e |K; N Ky = 2.
Dai segue que K1 N Ky I Ky e K1 N Ky K Ky, pois subgrupos de indice 2 sao sempre
normais. Seja (K7, K3) o subgrupo gerado por K e K,. Temos que como K1 NK, <K e
KN Ky QK5 segue que (K7, Ky) C Ng(K1NKs), onde Ng é o normalizador de Ky N K,
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em G. Denotemos H = (K1, Ks) e consideremos o seguinte diagrama:

G

it

Neo(Kq N Ks)
|

(Ky1,Ks) =H
VRN

K, K,

Y \Y

KN Ks.

Como G é simples, Ng(K; N Ky) # G, pois caso contrario, K3 N Ky <G. Sendo assim, a
ordem de H s6 podera ser 20 ou 12. Mas, pelo Teorema 2.9, a ordem de H é diferente de
20, pois senao teriamos H C G e [G : H] = 3 e, como 60 nao divide 3!, terfamos que G
nao é simples, ou seja, um absurdo. Assim, a ordem de H é 12. Como H nao pode ser
normal em G, temos que Ng(H) = H. Com isto, H possui exatamente 5 conjugados, ja
que [G: Ng(H)] =[G : H] =5. O

Agora, estamos em condi¢oes de demonstrar o Teorema 2.17.

Demonstracao. Seja H o subgrupo do lema anterior e C' = {conjugados de H}. Temos
que a quantidade de elementos em C é 5. Consideremos o seguinte homomorfismo:

¢ : G —=Sim(C) ~ S
g—=9g: C —=C
H;, — gHz‘g_l.

Lembrando que Sim(C') é o grupo das permutacoes de C, o qual é isomorfo a Ss.

O subgrupo Kerg ¢ um subgrupo normal diferente de G, pois Kerg C Ng(H) & G.
Como G é um grupo simples, temos Kerg = {1}. Assim, ¢(G) é um subgrupo de S5 de
ordem 60. Logo, ¢(G) = As, pois As é o tnico subgrupo deSs de ordem 60 cujo indice é
2. Como @ é injetivo G ~ ¢(G) ~ As, logo, concluimos que G ~ Aj. O



Capitulo 3
A Simplicidade de PSL(n,TF)

Os grupos lineares especiais projetivos foram a segunda familia de grupos finitos
simples a serem estudados, depois dos grupos alternados, e foram construidos como
transformacoes lineares fracionérias. Neste capitulo, trataremos de alguns resultados
que nos garantem a simplicidades dos grupos lineares especiais projetivos. Para tanto,
serd necessario desenvolvermos alguns resultados de algebra linear ao longo da seguinte
secao.

3.1 Grupos Lineares

Nesta secao apresentaremos os grupos lineares e suas propriedades.

Defini¢ao 3.1. Seja F um corpo. O conjunto GL(n, F) é formado pelas matrizes A,
n x n, com entradas em F e tais que det(A) # 0.

O conjunto GL(n, F') forma um grupo com a operagao de multiplicagdo, pois como
det(A) # 0, a matriz A possui inversa. O elemento neutro é a matriz identidade, que
representaremos por I, e os outros requisitos para ser grupo seguem diretamente da
definicdo de multiplicacdo entre matrizes e do fato de que det(AB) = [det(A)].[(det(B)].

O conjunto GL(n, F') é denominado Grupo Linear Geral de grau n.

Definicao 3.2. O conjunto de todas as matrizes A, n X n, com entradas em um corpo
F e tais que det(A) = 1 formam um subgrupo de GL(n, F') denotado por SL(n, F).

O conjunto SL(n, F) ¢ denominado Grupo Linear Especial de grau n.

Teorema 3.3. O centralizador de SL(n, F') em GL(n, F') € o grupo das matrizes escalares
nao-nulas, isto €, o grupo das matrizes da forma A = al, onde a € F*.

Demonstracdo. E de imediata verificacio que uma matriz escalar comuta com qualquer
matriz em GL(n, F'). Sendo assim, resta-nos mostrar que se uma matriz A pertence ao
centralizador de SL(n, F') em GL(n, F), entdo A é multipla da identidade. De fato, seja
E;j , com i # j, a matriz elementar n x n contendo 1 na posicdo (i,7) e 0 nas posigoes
restantes. Como i # j, entdo I + Ej; pertence a SL(n, F), e assim a matriz A comuta

26
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com [ + E;;. Daf segue que A(I + E;;) = (I + E;;)A, o que implica AE;; = E;;A. Mas o
elemento da posicao (k,j) de AE;; é ay;:

ayp 0 Ay ot O1p 0 0
AE;; = a:ﬂ e ay e am 0 A 0
Qan1 a,:m 0 0

0 -+« ay - 0

=10 a:ii 0

0 g o 0

Enquanto que o elemento da posicdo (k,j) de E;;A é igual a 0 se k # i e igual a a;; se
k =1:

0 0 ajy - ay - an,
0 0 a1 Uy
0O --- 0 --- 0

=1 an a;j Qjn,
0 O 0

E, assim, como AE;; = E;; A, concluimos que a;; = 0 se k # i e a; = aj; se k = 1,
mostrando que A é uma matriz escalar. O]

Teorema 3.4. O centro de GL(n, F'), denotado por Z(GL(n, F)), € o grupo das matrizes
escalares al nao-nulas. O centro de SL(n, F) representado por Z(SL(n,F)) € o grupo
das matrizes escalares al, onde a™ = 1.

Demonstracao. Se A esta em Z(GL(n, F)) entdo A comuta com todas as matrizes de
GL(n, F) e, em particular, comuta com as matrizes em SL(n, F'). Mas entao pelo teorema
anterior, a matriz A s6 pode ser da forma A = al,a # 0. Por outro lado, para uma matriz
B pertencer ao centro de SL(n, F), aléem de comutar com todas as matrizes de SL(n, F')
ela precisa ter determinante igual a 1. Desse modo, concluimos que B deve ser da forma
B =al, onde a" = 1. O
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Definicao 3.5. O Grupo Linear Geral Projetivo, representado por PGL(n, F), de
grau n sobre o corpo F € definido para ser:

~ GL(n, F)
PGL(n. F) = 7eor oy

FE o Grupo Linear Especial Projetivo, representado por PSL(n,F), € definido
como:

_ SL(n,F)
PSL(n,F) = Zoor .

Observacao 3.6. Quando F for um corpo finito vamos considerar que ele possui q ele-
mentos e escreveremos |F| = q. Além disso, passaremos a utilizar a segquinte nota¢do:
GL(n,q), PGL(n,q), SL(n,q) e PSL(n,q). Ou seja, trocaremos F por q nas expressoes
anteriores.

Teorema 3.7. Suponha que F seja um corpo finito com q elementos, entao:

1. |GL(n,q)| = (¢" = 1).(¢" —q) -~ (¢" — ¢"7").

_|GL(n, g)| _
2. |SL(n,q)| = e |PGL(n,q)|.
3. |PSL(n,q)| = % , onde d = mdc(n,q —1).

Demonstracao. 1. Se A € GL(n,q), entdo det(A) # 0. Seja A; a i-ésima linha de A.
Temos que det(A) # 0 se, e somente se, A; ndo pode ser escrita como combinacao
linear de outras linhas. Dessa forma, para construirmos a matriz A, podemos escolher
a primeira linha de ¢" — 1 maneiras, ja que a linha com todas as entradas nulas nao é
permitida. A segunda linha, por sua vez, podera ser preenchida de ¢ — ¢ maneiras,
pois nenhum multiplo da primeira linha é permitido. Para a terceira linha teremos
q" — ¢* possiblidades, ji4 que nao é permitida combinacao linear das duas primeiras
linhas. Seguindo este raciocinio, teremos ¢" — ¢"~! maneiras de preencher a n-ésima
linha, pois ndo podemos considerar nenhuma combinacao linear das (n — 1) linhas
anteriores. Ao multiplicarmos esses ntmeros obtemos que:

|GL(n,q)| = (¢" = 1).(¢" = @)-(¢" =) -~ (¢" —¢"7").
2. Seja:
¢:GL(n,q) — F*
A — det(A), onde F*=F —{0}.

Notemos que F* est4 sendo considerado como um grupo com a operagao de multi-
plicagdo existente no corpo F. Como det(AB) = [det(A)].[(det(B)] temos que ¢ ¢ um
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homomorfismo de grupos. O Kerg = SL(n,q) e como ¢ é sobrejetor, pelo Teorema
do Isomorfismo temos:

GL(n,q) |GL(n,q)| _ |GL(n,q)|
T2~ pr 5 |SL(n,q)| = —

SLin.q) SE 1= R = )

. GL(n,q)
Além disso, como PGL(n,q) = —————"— pelo Teorema 3.4, teremos que
"9 = ZGLin, )
GL(n,
2GL0 ) = (g~ 1) = 1PGL(n )| = S

3. Sabemos que PSL(n,q) = ZESVSLZE—%

PSL(n,q) precisamos saber a ordem de Z(SL(n,q)). O Teorema 3.4, nos garante que
essa ordem equivale a quantidade de a’s em F* tais que a" = 1. Mostraremos que essa
quantidade é d = mdc(n,q — 1).

, sendo assim para determinarmos a ordem de

De fato, considere:
H={aecF|a" =1}

Note que |H| = |Z(SL(n,q)| e que H é um subgrupo de F*. Pelo Teorema 1.24, F* é
um grupo ciclico e suponha que g seja seu elemento gerador. Dai segue que H também
é ciclico. Seja h o gerador de H, tal que |H| = |h| = x. Pelo Teorema de Lagrange,
temos que z | (¢ — 1) e como h™ = 1, entdo x | n, e portanto, x | d = mde(n,q — 1).
Por outro lado, seja:

g—1 q—1

1 7£ a = gq%dl = q" = (gT) = g(T)n = (gq_l)% = 1.

Entdo a € H e |a|] = d. E assim d | . Entdo diante do exposto, s6 poderemos ter
d=x. Como x é a ordem de H, o resultado esta provado.
[

3.2 Teorema de Jordan-Dickson

Nesta secao, desenvolveremos os resultados necessarios para provar o Teorema de
Jordan-Dickson, o qual nos garante a simplicidade do grupo linear especial projetivo.
Ressaltamos que tais resultados e demonstragoes terao como base os apresentados em
[10]. Nosso principal objetivo serd demonstrar os seguintes teoremas:

Teorema 3.8. Seja F um corpo finito e N um subgrupo normal de SL(n,q), o qual nao
estd contido no centro. Sen >2 e |F| =¢q >3, entdo N = SL(n,q).

Teorema 3.9 (Jordan-Dickson). Sen > 2 e |F| = g > 3, entao PSL(n,q) é simples.

Veremos posteriormente que o Teorema de Jordan- Dickson seguird como corolario
do Teorema 3.8. Mas para tal, ainda precisaremos desenvolver alguns resultados.
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Definicao 3.10. Sea # 0 ea € I, uma matriz da forma I +akl;;, onde i # j, € chamada
de transveccao. FEla difere da matriz identidade unicamente pelo fato de que na posicio
(1,7) estd a nao nulo.

Observacao 3.11. Note que as transvecgoes pertencem a SL(n,q) e que a inversa de
uma transvecgao I +akl;; € I —akl;;, a qual também é uma transvec¢ao. Sua importancia
se deve ao fato de que a multiplica¢ao de uma matriz A a esquerda por I + aF;; tem o
efeito de adictonar a vezes a j-ésima linha sobre a i-ésima linha.

Teorema 3.12. Se n > 1, entdo as transvec¢oes geram SL(n,q).

Demonstra¢ao. Afirmamos que se n > 1, entdo toda matriz A € SL(n,q) pode ser
escalonada até obtermos a identidade usando apenas multiplicacao por transveccgoes.

Ao provarmos essa afirmacao, finalizamos nossa demonstracdo, pois considerando
transveccoes 1), 1 <1 < k, tais que T}, ---T3T1 A = I, temos:

Th- - ThhA=Te A=T" T, T "

Dai segue que A é um produto de transveccdes e, portanto, as transveccoes geram
SL(n,q).

Vamos demonstrar a afirmacao acima. Para isso, usaremos inducao sobre o tamanho
n das matrizes:

i) Se A € SL(2,q), podemos utilizar apenas transvecgoes para escalona-la:

d
1°2Caso) Sec#0ea#1,tome T} =1+ (126‘) Ey e faca

TIA:<1 b+dd(17a)>'

Cc

De fato, seja: ( CCL ) , onde ad — bc = 1. Vamos verificar os seguintes casos:

Substituindo ad — bec =1 :
1 d—1
nas ().
Agora, tome Ty = [ — cFo,

1 d—1

Finalmente, multiplicando o resultado acima por T3 = [ — (%) FE5 obteremos
a identidade: T3ToTyA = I. E desse modo, A = T, ' T, 'T5 !, isto é, A é um produto
de transveccoes.

Note que ¢ # 0 e a = 1 se reduz a esse mesmo caso.
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a b
d

Fazendo a multiplicacao de Ty = I + (% — 1) Es por A,

a b
TIA:(l—a 1ab+b>-

a

20 Caso) Se ¢ = 0 e a # 1, entdo: A = , onde ad = 1. (Logo a # 0).

Como o det(T1A) =1 e 1 —a # 0, podemos repetir os calculos do caso anterior e
escalonaremos A.
a b

SOCaso)Sec—Oea—l,entéioA—(O J

) , e dai teremos d = 1. Assim,

1 b
A= ( 01 ) e tomando T} = I — bE15 teremos que T1A = 1.
Portanto, se A € SL(2,q) conseguimos escalona-la utilizando apenas multiplica-
coes a esquerda por transvecgoes.
ii) Suponhamos que para B € SL(n — 1, ¢) nossa afirmacao seja verdadeira.
iii) Vamos mostrar que é possivel escalonar A € SL(n,q) usando apenas transvecgoes.
De fato, temos que algum a;, # 0, pois det(A) = 1. Logo, fazendo
T=1+ (1’“”"> E,; chegamos que:

Ajin

an o Gy e i
0
TA=1] : 1 aj cccoaj o G
0
0 <1_(_1""> 1 anl Qnn
a‘m
Q1n
A ' 1—a
= ajn | ,onde Gpi = ( nn) i+ any, K=1,...,n
X jn

anl an? 1

Agora se na matriz T'A obtida acima temos a;, # 0, tome T; = I — a;, E;,,, para
i=1,...,n—1efaca T,,_1---TY1'TA. Caso aj, = 0, o fator T nao aparece na
sequéncia de multiplicagoes. Sendo assim:

M=1T,,1---T)/NWTA= 0

Qp1 Gpz -+ 1
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Vamos calcular o determinante de 7,,_; - - - 13T, T A utilizando o método dos co-
fatores( Teorema de Laplace) e para isso escolheremos a n-ésima coluna. Sendo
assim:

det(Tn,1 tee TQTlTA) = (—1)n+nd€t<A/)
det(Ty,_1) - - - det(Ty)det(T)det(A) = det(A"). Assim, temos que
det(A") =1

Portanto A’ estd em SL(n — 1,¢) e usando a hipotese de indugao ii), existem trans-
vecgoes Ty, -+, Ty em SL(n —1,q), tais que Ty, --- , T4 A" = I. Logo,

0
I :

T, TiTIM = 0,
anl an? 1

T

onde cada T] = ( 0 1

) é uma transveccao em SL(n,q).

Agora, tomamos as transvecgoes 1'; = I —a,,; E,; para j = 1,..., n—1 e considera-
mos a seguinte sequéncia de multiplicacées que, finalmente, obteremos a identidade:

0
Thy---TiT, - TyTIM = 01,

0 --- 0 --- 1

ou seja, existe um produto de transveccoes P, tal que PA = 1.

Como demonstramos a afirmacao, temos que toda matriz A pertencente a SL(n, q)
pode ser escrita como um produto de transvecgoes e portanto, concluimos que as
transvecgoes geram SL(n,q) quando n > 1.

O

Observacao 3.13. Perceba que a importincia das transveccoes destacada na Observagao
3.11 se faz presente nos cilculos da demonstracao anterior.

Teorema 3.14. Se n > 2, quaisquer duas transvecgoes sao conjugadas em SL(n,q).

Demonstracao. Comegaremos mostrando que I + al;; e I + DE;; sao conjugadas:
Considere ¢ = a~'b e seja D uma matriz diagonal n x n, definida como:

D=1+ (c—1)Ej; + (c’' —1)Ey e temos :
l)i1 :[ + (Cil — 1)Ejj + (C — 1)Ekk
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Note que D € SL(n,q) e fazendo a conjugagao:

DI +aE;;)D =1 + D" 'aE;;D = I + (aE;;)D
:I + CLEZ‘]‘ + CL(C — 1).EZ
=] + bE;

YR

como queriamos.
Agora consideremos as transvecgoes I +al;; e I +all,;, com ¢ # r e seja P a matriz
n X n, definida por

P=I+ Eir — Eri — EZ — Erra e dai
Pil :I—FEM - E,L - E,L - Err~

A matriz P estd em SL(n,q) e fazendo a conjugando:

Pil(I + CLEz‘j)P =1+ PilaEijP =1+ CLEZ‘J' — CLET]' — CLEZ"
:[ + aErj.

De maneira analoga definimos Q = I + E;; — Fsj — E;; — Fss de modo que Q1(I +
aF,;)Q =1+ aF,,, onde j # s.

Resta-nos provar que I +akF;; e [ +bE,,, com i # r e j # s sao conjugadas. De fato,
ja sabemos que existe P em SL(n,q) tal que:

P Y I +bE,)P=1+bE;, r#i.
Por outro lado, existe ) em SL(n,q) satisfazendo:

Q Y I+bE)Q=1+bE;, s4#j.
Usando as relacoes acima, chegamos que:

I +bE; =Q P (I +bE,)PQ. (%)
Também ja vimos que existe D em SL(n, q), tal que:
DI+ aEy;)D = I +bE;;.

E substituindo (%) na igualdade acima:

DI+ aEy)D =Q 'P~'(I +bE,,)PQ
I +aEy; =DQ 'P (I + bE,,)PQD™,

onde concluimos que I + akF;; e I + bE,, sao conjugadas.
Dessa forma, todas as transvecgoes sao conjugadas em SL(n,q), n > 2. O

Lema 3.15. Seja F um corpo finito com q elementos, tal que para todo | pertencente a
F* temos I* = 1. Entdo, g =5,q =3 ou q = 2.
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Demonstrag¢ao. Sabendo que F* é um grupo ciclico finito, seja g € F* o gerador. Logo,
g" = leassim |g| = 4, |g| = 2 ou |g| = 1. Dessas trés possibilidades segue que ¢ = 5,¢ = 3
ou q = 2. ]

Teorema 3.16. Seja F um corpo, onde q # 2. Se um subgrupo normal N de SL(2,q)
contém uma transvecg¢ao, entao N = SL(2,q).

Demonstra¢ao. Como o subgrupo N contém uma transveccao, suponhamos que ela seja
do seguinte tipo:
1 a
( 01 ) , a#0.

* ) € N, Vx € F*, pois se isso ocorre, conjugando ( (1) :f )

Queremos provar que 1

0 —1 ‘ .
por [ | emos que:

(o)) )-8 20 )

:( L O)EN, Ve e,

—x 1

desse modo todas as transveccoes pertencem a N e o Teorema 3.12 assegura que N =
SL(2,q).

) 1 a z 0
Conjugando ( 01 ) por ( 0 -1 )
1 o\ /1 a z 0\ [z ax a0\ (1 ax?
0 =z 0 1 0 = /) L0 z! 0o =) L0 1 ’

E assim, N contém a matriz:
1 ax? 1 —ay?
0 1 0 1

1 ax? 1 ay? -
0 1 0 1
2 _ 2
2(1 ol y)),Vx,yEIF*.

0 1
Denotaremos por car(F) a caracteristica de F e estudaremos dois casos:

i) F tem caracteristica diferente de 2. Se isto ocorre, dado b € F reescreva b como:

) (b+_1)2_ (b—1)2: (b+1)° (-1

2 2 4 4

. 1
E assim, ( 0 C;b ) € N, VbeF. Comoa # 0, temos que ab percorre todos os
elementos em FF e portanto, todas as transveccoes da forma ( 0 i ) €N, Vcel.
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ii) F tem caracteristica igual a 2. N contém ( (1) Clb ) e ( (1) I ), onde r = ax®.

Conjugando estas matrizes por < ? (1) ) , temos:
01 1 a 01\ (01 01\ (10 c N
10 01 10/) \1a 1 0) \al '
01 1 r 01y (01 01\ (10 cN
10 0 1 10/) \1r 1o/ \r1 '

Além disso, N também contém:
1 m 10
a am+1 r 1

OG0
(a+1r(+cmn;:1) amm—|-1)’ (%)

onde a~'m é um quadrado.

Pelo lema anterior, sabemos que se [ =1V [ € F* entdo ¢ = 5, ¢ = 3 ou q = 2.
Pela nossa hipotese, s6 poderiamos ter ¢ = 5 ou ¢ = 3. Como estamos considerando
a caracteristica de [ igual a 2, isto nao é possivel. Logo, existe [ pertencente a [ tal
que [* # 1. Com isso, definimos m = a~1(1 +172) e r = al?, os quais satisfazem:

amr = aa”* (1 +172)al?

= alP+a=a+r
ea'm=[a" (141713 pois

A+ P =) A+ 2+

(@1
=a*[l+ ()] =a'm.

Com os valores de m e r definidos acima, (*) torna-se Lt mr " . E para
0 1+am

y arbitrario, N contém:
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Sabendo que mr = a (1 +1"2)al*> =1+ 1eque am = [(a)(1+17H)] =1+17?
temos:
my(r —a)(1 —mr)™ =(amy +myr)(1+ 1+ )7 = 172[y(1 +17%) + y(I* + 1)]
=21+ 1?4+ P+ D) =yl 4y

=y(I™* +1).
- Loy +1) 4 —4 -
E, assim, (#x*) torna-se ( 0 14am ) Como [* # 1 temos que y(I=* + 1) varia

sobre todo x em F, como querfamos.
O

Para os proximos resultados precisaremos usar a forma canoénica racional de uma
matriz. Para isto, apresentaremos a seguinte definicao:

Definigao 3.17. Seja p(x) = 2™ + a,_ 12" ' + -+ + ayx + ag um polinémio moénico de
grau n > 1. Sua matriz companheira é definida como:

0 1 0 0
0 0 1 0
Mp)=| 0o 0 0
1
—Go —a1 —Q T —0n-1

a matriz n X n com a dltima linha dada pelos simétricos dos coeficientes de p(x)(com
excecdo do coeficiente lider que é sempre igual a 1), e subdiagonal (4,7 + 1) igual a 1.

Teorema 3.18 (Teorema da Forma Canonica Racional). Toda matriz A é semelhante a
uma matriz R(A) formada por blocos diagonais que sdo matrizes companheiras de certos
polinénios monicos p1, pa, -+, Di, unicamente determinados pela condicao de que cada
um diwvide o subsequente.

A matriz R(A) referida acima é chamada de forma racional de A.

Observacao 3.19. O Teorema da Forma Candnica Racional assequra que qualquer ma-
triz A € SL(n,q) € conjugada em GL(n,q) a uma matriz em blocos B:

M, 0 - 0
0 M, 0
B = . . .
0 0 --- Mg

Onde cada M; é uma matriz companheira de algum polindmio ménico, assim como defi-
nimos acima.
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Pelo Teorema 3.18 sabemos que existe uma matriz P € GL(n,q), tal que A= P~'BP.
Mas, podemos considerar que essa matriz P que faz a conjugacao estd em SL(n,q). De

1P
fato, denote por b o determinante de P. A matriz P’ = % é tal que det(P') = 1

1P 1\"
e A = P7'BP', ji que detP' = det( ) = (—> detP =1 e A= P 'BP =
. Vb Vb

%P’*lB VbP' = P~'BP'. Logo, concluimos que toda matriz em SL(n,q) € conjugada

a wma matriz da forma B que também estd em SL(n,q).

Note que tivemos que utilizar a forma canonica racional ao invés da forma canénica de
Jordan. Isto porque a forma de Jordan s6 é valida em corpos algebricamente fechados, o
que nao é o nosso caso. Ja a forma racional é valida para espagos vetoriais sobre qualquer
corpo.

Agora estamos em condigoes de demonstrar o Teorema 3.8. Vamos dividi-lo em dois
teoremas para propiciar um melhor entendimento da demonstracao.

Teorema 3.20. Seja N um subgrupo normal do SL(2,q), o qual nao estd contido no
centro e seja q > 3. Entao, N = SL(2,q).

Demonstra¢ao. Como N nao estd contido no centro, existe A’ € N, tal que A" ¢
Z(SL(n,q)). Seja P € SL(n,q) tal que P71A'P = A, onde A estd na forma cano-
nica racional. Como o subgrupo N é normal temos que A € N. Observe que a nossa
demonstragao se resume em encontrar uma transvecgao que pertenca a N, pois o restante
seguird do Teorema 3.16. Sendo assim, suponhamos, por absurdo, que N nao contém
tranveccoes. Vamos analisar as formas possiveis para a matriz A € N:

i)SeA:(g a91>70ndea7éa1. SejaB:((l) 1),entéoNcontémoco—

mutador :

[A,B]ZA‘lB‘lAB:(a; 2)((1) _11><8 a(zl)(é 1)
(GGG

Observe que a matriz obtida é uma transveccao, ja que a # a~ ! implica a® # 1.

01

b a) , como det(A) = 1, entdo: A = ( 0 1)e

ii) Agora se tivermos A = ( .
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1 0

G () GG )G )

Al = ( e —1 ) Para x € F*, calculemos:

- 0 —1 1 —a?
S\ -1 —a2? +a 0 0 1

1 0 1 —=z 1 —? N
:(—12 1)(0 1 >:<—x2 1+x4>EN’V‘7"EF'

-1 -1
Conjugando esse resultado pela matriz < xO i ) temos:

r a7t 1 —z2 R A —z! [
0 z7! —x% 1424 0 x N A A 0 x
(0 1
T\ -1 242 )
E portanto, para todos z,y nao-nulos, N contém a matriz:

0 1 \'/ o0 1\ _[1 at—y
1 2424 1 2444 ) "o 1 ‘
4

Como por hipdtese, N ndo contém transveccoes, temos que z* — y* = 0, isto &, z* =
1, Vo € F*. Assim sendo, pelo Lema 3.15, ¢ = 5, ¢ = 3 ou ¢ = 2. No nosso caso
s6 poderemos ter ¢ = 5. Considerando agora ¢ = 5, continuaremos na tentativa de

- 0 1
encontrar uma transveccao em N. Ja sabemos que < 1 a ) € N. Calculando o

(5 )G) ) T)
(5 L)) 6 )
-(L7F)

. 1 =2 . . . .
que ¢é igual a ( _9 o )y POISq= 5 e assim a caracteristica de F é 5. A matriz

seguinte comutador:

(5)G))

—2 1 -2 0

(52D (G ) (B a) (5 )e

( 2 -l ) € SL(n,q) e utilizando-a para conjugar a matriz ( =2 ) :

N,
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Finalmente, do fato que ( _01 clz ) € N, segue que ( _01 Z1’> ) € N e portanto:

0 1\ '/ 0 1\ (3 -1 0 1\ _(12)_y
-1 3 -1 1) \1 0 -1 1) \01 '
1 2, . . .
Como ( 01 ) ¢ uma transveccao, concluimos a demonstracao. O
Teorema 3.21. Seja F um corpo finito e N um subgrupo normal do SL(n,q), o qual nao

estd contido no centro. Sen > 2, entdo N = SL(n,q).

Demonstra¢ao. Como N ¢ Z(SL(n,q)), entao existe A’ € N, tal que A’ & Z(SL(n,q)).
Sabemos que existe P € SL(n,q) de modo que A’ = PAP™!, onde:

M, 0 - 0
0 M 0
A= ] ) i e os M; sao as matrizes companheiras.
0 0 - Mg

Temos que A = P 'A’P e como N normal A € N. Queremos mostrar que o fato de
A pertencer A N implica que teremos uma transveccao em N. Com isso, chegaremos que
como N ¢é normal, N vai conter todas as transvecgdes em SL(n,q), pois o Teorema 3.14
nos garante que se n > 2, qualquer duas transvecgoes sao conjugadas. E, finalmente, o
Teorema 3.12 diz que se n > 1, as transvecgoes geram SL(n,q), onde concluiremos que
N = SL(n,q). Logo, nossa demonstragao se baseia em encontrar uma transvec¢ao em N.
Para isso, vamos supor primeiramente que cada bloco M; de A é 1x 1, isto é, A é diagonal:

ap 0 -+ 0
A - 0 a9 0
0 O an,

Como A ¢ Z(SL(n,q)) temos que pelo menos dois dos a,s sdo distintos. Vamos supor
que a; # as, Pois se isso nao ocorre podemos fazer uma mudanca de base e a nova matriz
sera conjugada a A, logo pertencera a N. Calculando [A, I + Ej5], obtemos:

[A, T+ Ep) = AX (T + Ep) TA(I + Epp) = (A — AT ER) (A + AE) =
= [ + AilCLlElg — CLI16L2E12 — aflElgalEm = [ + (1 — a;lag)Elg,

que é uma transveccao.
Agora suponhamos que alguma matriz companheira M; de A tenha tamanho r > 1.
Iremos supor que 7 = 1, pois caso nao seja, conjugamos por uma permutacao e obtemos
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tal configuracao. Entao:

0 1 0 0
T 0 0 0 1 0
A:(O ),ondeZ: 0 0 0 = M
1
—Go —a; —Q —Gr-1

TXTr

Como det(A) = 1 temos ag # 0. Sendo assim, analisaremos dois casos: 7 > 2 e r = 2.

i) Suponhamos primeiramente que r > 2. Sabemos que N contém:

[A, ] — B =AY - E,) Al — E,.)
(A" 4+ AT 'E. ) (A - AE,)
=] —FE .+ A'E A+ AT E AE,,
=] —E 1+ A'E s+ A'ELE
=1 — B, +ay ' Els.

Além disso, N contém:

[ +ag'Eie— B, I — Eq] =(I —ag ' Eig + B — ag ' Ep)(I + En)
(I+ag'Es— Eq)(I — En)

(I+ E —ay'Eis+ B —ag'En)
(I—En+ay Ep— En)

=1+ ay'E,s,

que é uma transveccao, como queriamos.

ii) Agora vamos supor 7 = 2. Neste caso, temos A = ( 2 2 ) e a # 0, pois

det(A) = 1. Ja vimos que em SL(2,q) as matrizes que estao no centro sao multi-
plas da identidade. Desse modo, existe C' € SL(2,q) tal que C' ndo comuta com A.
Calculando o comutador:

A0 C 0 B 0
K 0 *) ( 0 Tn—2)x(n-2) )} ( 0 In-2)x(n-2) )

Dai segue que B # I, pois AC # C'A. Podemos considerar que B esta na forma ra-
cional, pois caso contrario basta fazermos uma mudanca de base. Como det(B) = 1,
temos as seguintes possibilidades para B:

oS80 )
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0 -1
senao B = I o que nao ocorre. Efetuando:

a2 0 A+ Eoz| =1+ 2Es3,
0 Tin—2)x(n—2)

conseguimos uma transvecgao, ja que a caracteristica de F é diferente de 2. Se

— a 0
B = ( 0 a-l ), computando:

K? ?)’”El?}:(fl ?)(I—Elz)(f ?)(IJrEm)

:(I + ((171 - 1)E11 + (CL - 1)E22 - ailElg)
(I + (a — 1)E11 + (Cl_l — 1)E22 + aElg)
=1 + (]_ — CL_2)E12.

= -1 0 . . . =, 5
Se B = ( ) temos que F nao tem caracteristica 2, isso porque B+# -B,

Também obtemos uma transveccao pertencente a N.

_ 1 ~ ]
Agora, se B é da forma < . ), entao N contém o seguinte comutador:

—1

B 0
[[ — L3, ( )} = + (¢ = 1)Ey; — E19 + E13+ Eo + Ea)
0 Tm—2)x(n-2)
(I — Eyy — By + (¢ — 1) B9y — Ey3 + Ei9)

=] + (1 - C)E13 - E23.
E, por fim, calculando o comutador:

I+ (1 —c)E13 — Eo, I + Epp] =(I + (1 — ¢)E13 + Ea3)
(I — Ep)(I+ (1—c)E13— Ey)(I + E9)
=(I — E1g+ (¢ — 1)Ey3 + FE93)(I + E12(1 — ¢)Ey3 — Ea3)
=1 + ki3,

obtemos I + Fi3, que é uma transveccao em N. E portanto, concluimos a demons-
tracao.

[
Corolario 3.22 (Jordan-Dickson). Sen > 2 e |F| > 3, entao PSL(n,q) é simples.

~ SL(”?Q) : o N

Demonstracao. Sabemos que o PSL(n,q) = —————. Sendo assim, seja N I ——,

"D = 5L ) @
onde G = SL(n,q). Pelo Teorema da Correspondéncia temos que existe N < G, com

— N —

Z(G) < N etal que N = 726 Mas se N = Z(G), entdao N = 1. Por outro lado, se
N # Z(G), pelo teorema anterior segue que N = PSL(n,q). Logo, PSL(n,q) é simples
nestas condicoes e, por isso, o Teorema de Jordan- Dickson segue como corolario dos
Teoremas 1.20 e 1.21. O



CAPITULO 3. A SIMPLICIDADE DE PSL(N,F) 42

Agora vamos utilizar o Teorema de Jordan-Dickson para analisar alguns exemplos:

Exemplo 3.23. Primeiramente verificaremos o que ocorre com 0s casos nao abordados
pelo Teorema de Jordan-Dickson, isto é, PSL(2,2) e PSL(2,3). De acordo com o Te-
orema 3.7 temos que |PSL(2,2)] = 6 e portanto ele nao é um grupo simples, pois é
isomorfo a Ss, o grupo de permutagoes de 3 elementos. Jd o PSL(2,3) tem ordem 12 e
¢ isomorfo a Ay e, por isso, nao € simples.

Exemplo 3.24. Os grupos PSL(2,4) e PSL(2,5) sao isomorfos, pois |PSL(2,4)| =
|PSL(2,5)| = 60 e entdo pelo Teorema 2.17 eles sao isomorfos a As.

Exemplo 3.25. A simplicidade de PSL(2,7) é garantida pelo Teorema de Jordan-
Dickson e ele é um grupo simples diferente daqueles que vimos na se¢ao anterior, jd
que |As| < 168 < |Ag|. Um outro exemplo é o PSL(3,3) que possui ordem 5616.

O préximo exemplo € interessante, pois mostra que existem grupos simples com mesma
ordem, mas que nao sao isomorfos.

Exemplo 3.26. Os grupos PSL(3,4) e Ag possuem a mesma ordem, mas nio sao iso-
morfos.

De fato, o grupo Ag possui ordem igual a %8! e pelo Teorema 3.7,
|PSL(3,4)] = 18!. O grupo As possui o elemento (12345)(678), cuja ordem ¢ 15. Se Ag
fosse isomorfo a PSL(3,4), entdo existiria A pertencente a PSL(3,4) tal que |A| = 15.
Mostraremos que isso nao ocorre. Para tal, suponhamos por absurdo, que existe A em
PSL(3,4) cuja ordem é 15.

Seja A’ wma matriz na forma canénica racional, satisfazendo A’ = P7YAP, logo
|A| = |A’|. Dessa forma, podemos supor que A estd na forma racional. E assim, existem
as sequintes possibilidades para A:

ag 0 0 a 0
0 aa 0 Je 01 , onde a,ay,as,a3 € F* e b celF
0
0 0 as b ¢
ap 0 0 a 0 0
Se A = 0 ay 0 |, temos que A = 0 a3 0 = 1, pois como F possui
0 0 as 0 0 a
4 elementos, entao F* possut ordem 3.
a 0
Agora, se A = 0 0 1 teremos:
b ¢
a’ 0 1 0
0 0 1 0 01 ,
b ¢ b c
. 0 1
e assim para que A tenha ordem 15, deveremos ter B = b e € PSL(2,4) e tal

que |B| = 15. Mas, PSL(2,4) ~ As, porém As ndao possui elemento de ordem 15.
Concluimos que ndo existe elemento de ordem 15 em PSL(3,4) e, portanto, PSL(3,4)
e Ag nao sao isomorfos.



Consideracoes Finais:
A Classificacao dos Grupos Simples
Finitos

A teoria dos grupos finitos atingiu a maturidade com o Teorema de Classificagao dos
Grupos Simples Finitos, o qual afirma que todos os grupos simples finitos pertencem a
uma das quatro categorias que citaremos posteriormente. Ele é o resultado do empenho
de varias geracoes de matematicos ao longo de mais de 100 anos. Segundo estimativas,
sua demonstracao ocupa 10.000 paginas impressas e distribuidas ao longo de 500 artigos
individuais.

Pode-se considerar que este projeto teve inicio em 1892, quando Otto Holder sugeriu
em uma palestra que seria interessante se fosse possivel descrever uma colecao de grupos
simples finitos.

Um dos pioneiros desta area foi Richard Brauer, tendo comecado os estudos sobre a
simplicidade de grupos finitos no final da década de 40. Nos anos subsequentes, Brauer
foi praticamente o tinico a trabalhar com grupos simples finitos, exceto pelo importante
trabalho de Claude Chevally, em 1955, sobre os grupos de tipo Lie que teve consideravel
impacto na area.

Um resultado importante que proporcionou novas perspectivas na area dos grupos
simples finitos e que apontou a direcao para a sua classificacao é o célebre teorema de
Walter Feit e John Thompson de 1962, o qual garante que todo grupo finito de ordem
impar é solivel e cuja demonstracao ocupa um volume de 255 péaginas.

Em 1965, surgiu o primeiro grupo esporadico: o grupo J; de Zvonimir Janko, agu-
cando ainda mais o interesse dos matematicos na teoria dos grupos simples finitos. Os
grupos esporidicos sao denominados assim devido ao fato de que eles nao sao membros
de uma familia infinita de grupos simples finitos, isto ¢, aparecem de forma isolada.

Apesar do grupo J; conter somente 75.560 elementos, um ntmero pequeno diante do
padrao da teoria dos grupos simples finitos, permaneceu desconhecido por um século,
isto porque, em 1861, Emil Mathieu ja havia descoberto os primeiros 5 grupos esporadi-
cos. Sendo assim, ao longo dos 10 anos seguintes, mais de 20 grupos esporadicos foram
encontrados. Destaque para o grupo de Bernd Fisher e Robert Griess, que é o maior de
todos, tendo uma ordem de aproximadamente 10°* e, por isso, conhecido como o grupo
"Monstro".

Em 1981, Daniel Gorestein anunciou que a classificacao estava completa. No entanto,
por volta de 1986, Michael Aschbacher notou que o artigo de Geoff Mason, que tratava

43
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de um dos casos que aparecem no problema de classificacao, estava incompleto. Mas foi
em 1996 que Aschbacher e Stephen Smith assumiram a tarefa de melhorar o artigo de
Mason. A publicacao deste artigo seria o marco final da demonstragao do Teorema de
Classificacao.

Contudo, a comunidade matematica ainda expressa certo incomodo com a abordagem
empregada para classificar os grupos simples finitos, devido a sua extensa demonstra¢ao
de 10.000 paginas.

Vale ressaltar que houve um movimento de revisao e de reducao do tamanho da
demonstragao. Isto porque muitos dos artigos que compoe a demonstracao foram escritos
em uma época em que alguns métodos valiosos, usados hoje, ainda nao haviam sido
completamente elaborados.

Finalmente, temos que o Teorema de Classificacao tem aplicacoes em muitos ramos
da matematica, ja que problemas sobre a estrutura dos grupos finitos as vezes podem ser
reduzidos a problemas sobre grupos simples finitos. Ou seja, gracas ao teorema, alguns
problemas podem ser resolvidos verificando cada familia de grupos simples e cada grupo
esporadico.

Entretanto, muitas vezes os grupos simples finitos abrangidos pela demonstracao,
sao referidos como "grupos simples finitos conhecidos", enfatizando assim a desconfianga
com respeito ao Teorema de Classificagao. Com isso, resultados que dependeriam da
classificacao e que, a principio, valeriam para todos os grupos finitos, passam a valer pelo
menos para os grupos finitos cujos fatores na série de composicao sao grupos simples
finitos conhecidos.

Agora, citaremos de forma breve e superficial as categorias de grupos simples abran-
gidas pelo teorema e enunciaremos o Teorema de Classificacao [1].

3.3 Grupos Finitos de Tipo Lie

Os grupos lineares, unitdrios, simpléticos e ortogonais sao conjuntamente co-
nhecidos como grupos cldssicos. Esses grupos, quando definidos sobre um corpo finito
sao, além dos grupos alternados que apresentamos na secao 1 do Capitulo 2, os exemplos
mais elementares de grupos simples finitos.

Esta classe de grupos foi generalizada primeiramente por Claude Chevalley e depois
por Robert Steinberg, Michio Suzuki, Remhak Ree e Jacques Tits e hoje é composta de
16 familias infinitas de grupos simples finitos que foram chamados de grupos finitos de
tipo Lie. Tal generalizacao faz uso da teoria das algebras de Lie complexas simples e
descreve de forma unificada os grupos classicos sobre corpos finitos.

Por fim, temos que os grupos finitos de tipo Lie consistem dos grupos classicos e dos
grupos de Chevalley, os quais nao definiremos aqui.

3.4 Grupos Esporadicos

Nem sempre os grupos simples finitos aparecem em séries infinitas e tais excecoes sao
conhecidas como grupos esporddicos. Esse termo foi usado por Burnside para se referir
aos grupos de Mathieu, que formam uma mini-série de 5 grupos.
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Existem 26 grupos esporadicos que ainda nao estao definitivamente organizados sob
um unico ponto de vista. O maior de todos eles é o chamado Monstro, ja citado aqui.
Dentre os 26 grupos esporadicos, 20 estao envolvidos nele como subquocientes e formam,
segundo Robert Griess, a "Happy Family", que é dividida em 3 geracoes.

A primeira geragao é composta dos 5 grupos de Mathieu. A segunda consiste de trés
grupos de Conway, juntamente com o grupo de Higman-Sims, o grupo de McLaughlin, o
grupo de Hall-Janko e o grupo de Suzuki. A terceira geracao ¢ formada pelos 8 grupos
esporadicos que estao envolvidos no Monstro, sendo eles: os 4 grupos de Fisher, o grupo
de Held, o grupo de Harada-Norton e o grupo de Thompson.

Os 6 grupos restantes nao estao envolvidos no Monstro e, portanto, nao fazem parte
da "Happy Family" e sao chamados de "Parias". Sao eles a mini-série dos 3 grupos de
Janko, o grupo de Lyons, o grupo de Rudvalis e o grupo de O’Nan.

3.5 Teorema de Classificacao

Finalmente, segue abaixo o enunciado do importante Teorema de Classificacao dos
Grupos Simples Finitos, a principal motivacao deste trabalho.

Teorema 3.27 (Classificacio dos Grupos Simples Finitos). Seja G um grupo simples
finito. Entao G € um dos sequintes grupos:

(i) um grupo ciclico de ordem prima,
(i) um grupo alternado de grau n > 5,
(11i) um grupo finito de tipo Lie na forma adjunta ou

(iv) um dos 26 grupos esporddicos.

Note que os grupos alternados de grau n > 5, abordados na Secao 1 do Capitulo 2,
compoe o item (7i) do teorema acima.

J& os grupos de ordem menor que 60 que apresentamos na Secao 2 do Capitulo 2, se
encaixam no item (i) do Teorema de Classificagao, pois sabemos que o fato de possuirem
ordem prima implica que sao ciclicos.

Por fim, os grupos lineares especiais projetivos que destacamos no Capitulo 3, fazem
parte dos grupos finitos de tipo Lie na forma adjunta (isto é, cujo centro é igual a 1).



Referéncias Bibliograficas

[1] ANTONELIL, F. M. Grupos finitos e quebra de simetria no cddigo genético, tese de
doutorado, USP-2003.

[2] DUMMIT, D. S; FOOTE, R.M. Abstract Algebra, 2004.
[3] GAZZOLIL, G. L ; SILVA, B.R. Corpos Finitos e seus Grupos Multiplicativos, 2013.

[4] GARCIA, A.; LEQUAIN Y. Elementos de Algebra, 6.ed. Rio de Janeiro: IMPA
(Projeto Euclides), 2013.

[5] GALLIAN, J. A. Contemporary Abstract Algebra, 2nd ed. Canada, 1990.

[6] GALLIAN, J. A. The Search for Finite Simple Groups, Mathematics Magazine,
p.163-179, Vol. 49, 1976.

[7] GONCALVES, A. Introducdo & Algebra, 5.ed. Rio de Janeiro: IMPA (Projeto Eucli-
des), 20009.

[8] ISAACS, I. M. Algebra, A Graduate Course, Cole Publishing Company.
[9] LANG, S. Algebra, 3nd ed. Massachusetts, 1993.

[10] ROBINSON, D. J. S. A course in the theory of groups, 2nd ed. Springer, 1995.

46



