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RESUMO

Esse trabalho foi desenvolvido com o intuito de estudar o comportamento de um elemento finito
de 3 nos e 5 graus de liberdade no caso pratico de uma viga engastada em uma extremidade. A
flecha foi analisada na extremidade livre para diversos valores de esbeltez da viga para a teoria
de Timoshenko, que considera o efeito do esforco cortante e a distorcdo da secéo.
Primeiramente, foram desenvolvidas as matrizes de rigidezes de dois tipos de elementos: o
elemento tipo 1 com deslocamentos verticais nos 3 nds e apenas rotacdes nos nos externos; e 0
elemento tipo 2 com rotacdes nos 3 nds e deslocamentos verticais nos nds externos. A partir da
obtencdo de suas matrizes de rigidez, foram obtidos os valores dos deslocamentos nodais. O
parametro de comparacao para estudo dos dois tipos de elementos estudados foi a razéo entre
o deslocamento vertical do n6 livre que tem uma carga concentrada para a teoria de Euler-
Bernoulli e o deslocamento vertical do mesmo no6 relacionado a teoria de Timoshenko.
Ademais, o resultado esperado era que a medida que a esbeltez da viga aumentava, o efeito do
esforco cortante seria menos significativo devido ao fato de que a area da se¢do transversal,
nesse caso, ser bem menor que o comprimento da viga. O elemento tipo 1 apresentou resultados
satisfatorios na medida que a razdo mencionada anteriormente ndo tendeu para o valor nulo
com o aumento da esbeltez da viga. No entanto, no elemento tipo 2, essa razdo se aproximou
do valor nulo com o aumento da esbeltez. Esses resultados sao justificados pelo fato de que a
distor¢do para vigas, na teoria de Timoshenko, € a diferenca da rotacdo e da derivada primeira
da funcédo que aproxima a flecha. No caso do elemento tipo 1, foi obtido que a rotagdo é uma
funcdo constante e a funcdo da flecha é de primeiro grau. Portanto, a igualdade pode ser
satisfeita ou se aproximar do valor nulo. Ja para o caso do elemento tipo 2, tem-se que a rotacédo
é aproximada por uma funcéao de segundo grau, enquanto a flecha é aproximada por uma funcéo
de primeiro grau. Dessa forma, a igualdade ndo pode ser satisfeita e assim o efeito do esforco
cortante vai ser significativo, ocasionando uma superrigidez do elemento. Serdo analisados
também a representatividade dos esfor¢cos de momento fletor e esforgo cortante para cada tipo

de elemento.



1. INTRODUCAO

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é amplamente utilizado no ramo da engenharia de
estruturas e nas diversas areas do conhecimento como forma de melhorar a analise, via

computacional, do comportamento das estruturas.

A discretizacdo de elementos estruturais da engenharia civil em programas computacionais
sempre foi um desafio para os engenheiros calculistas. Muitas vezes a defini¢do dos elementos
finitos que simulardo o comportamento global de uma estrutura ja é pré-estabelecida pelos
softwares existentes no mercado de trabalho, e acaba, muitas vezes, por ndo representar de

forma satisfatéria o0 comportamento da estrutura.

Por causa desse fato, € muito importante que os engenheiros tenham conhecimento dos
elementos finitos e entendam sobre a formulacdo de cada um com intuito de fazer uma

discretizagdo compativel com o comportamento real da estrutura.

No caso desse trabalho, optou-se por fazer uma analise comparativa a partir de duas teorias de
vigas, Euler-Bernouli e Timoshenko, no que se refere a flecha no caso particular de uma viga
engastada em uma de suas extremidades. Para isso, sera utilizado um elemento finito de viga
com 3 nos e 5 cinco graus de liberdade. Além disso, sera feita analise do deslocamento vertical
do no livre da viga a partir da variacdo da esbeltez da viga. Outrossim, sera verificado se as
funcBes dos momentos fletores e dos esforcos cortantes sdo capazes de representar a variacdo

do esforco em toda a extenséo do elemento.

Toda a andlise sera feita a partir da deducéo e obtencdo da matriz de rigidez dos elementos a

serem aplicados nesse trabalho.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

SORIANO (2009) obtém a matriz de rigidez de um elemento finito de cinco graus de liberdade
com 0 objetivo de representar exatamente os esforgos solicitantes ao longo do elemento
estrutural. Para isso, a aproximacdo da funcdo e do campo de deslocamentos é polinomial de
quarta ordem (a partir da teoria de Euler-Bernoulli) pelo fato de haver cinco deslocamentos
nodais, sendo assim capaz de representar campo quadratico de momento fletor e campo linear
de esforco cortante. Contudo, o desenvolvimento desse elemento é realizado a partir da teoria
classica de vigas ou de Euler-Bernoulli, na qual é desprezado a influéncia do esfor¢o cortante
na rigidez da viga.

A matriz de rigidez obtida por SORIANO (2009) é dada por:

r316 94 196 34 5121
512 5L 512 5L 512
36 34 6 128
5 5L 5 5L
o= oI 316 94 512
L 512 5L 512
36 128
5 5L
SIM 1024
L= 512

AZEVEDO (2003) desenvolve e explica as teorias de vigas estudadas nesse trabalho, teoria de
Euler-Bernoulli e Timoshenko.

A teoria de Euler Bernoulli compartilha das seguintes hipoteses:

1) Os deslocamentos verticais de todos os pontos de uma mesma secdo transversal séo
pequenos e iguais ao do eixo da viga;

2) O deslocamento lateral do elemento € nulo;

3) As secgdes transversais normais ao eixo da viga antes da deformacdo, permanecem

planas e ortogonais ao eixo apos a deformagéo.



A Figura 2.1 aseguir demonstra a configuracao de uma se¢éo de viga ap6s a deformacéo devido

a um momento fletor segundo a teoria de Euler-Bernoulli.

Ei— B
“
By
Ny 1% 0

Figura 2.1 : Teoria de Vigas de Euler-Bernoulli
Em contrapartida, a teoria de Timoshenko compartilha das seguintes hipdteses:

1) Os deslocamentos verticais de todos os pontos de uma mesma secdo transversal sdo
pequenos e iguais ao do eixo da viga;

2) O deslocamento lateral do elemento € nulo;

3) As secdes transversais normais ao eixo da viga antes da deformagdo mantém-se planas,

porém nao necessariamente normais ao eixo depois da deformacéo.

A formulacdo de Timoshenko para a flex&o de vigas representa uma maior aproximacéo da
deformacéo real da secdo transversal em vigas. Na medida em que a esbeltez da viga ou a razéo
entre comprimento do elemento e a area da secdo transversal diminuem, os esforgos de

cisalhamento na diregéo da altura tornam-se importantes e ndo podem ser mais desprezadas.

_ du N dv
Yoy = 4y T dx



Figura 2.2 : Teoria de Vigas de Timoshenko

A Figura 2.2 ilustra a deformada de uma viga submetida flexdo devido a acdo de cargas verticais

segundo a teoria de Timoshenko. Dessa forma, é possivel inferir que:

o=y
T dx ¢

Além disso, considerando que tgb = x'/y , tem-se:

X' (xy) = —y.0(x)

Na formulacdo da viga de Timoshenko, tem-se, da relacdo Deformacdo x Deslocamento, a

situacéo:

de
e = -y
B du dv

YXy_d_y-l-&



A Figura 2.3, obtida de ONATE (1995), mostra o estudo e o comportamento de diferentes
elementos finitos, além da influéncia da integracdo reduzida na influéncia do bloqueio de uma
solugéo. O bloqueio representa uma superrigidez da viga advinda da consideracdo do esforgo
cortante e que resulta em flechas da teoria de viga de Timoshenko que destoam fortemente da
teoria de vigas de Euler-Bernoulli. O parametro escolhido para o estudo é resultado da razéo de

flechas nas extremidade da viga entre a teoria de Timoshenko e a teoria de Euler-Bernoulli.

P,w

B [P W, (Elemento de viga de Timoshenko) _
L] 1 =% Toucion exacta de Euler-Bernou)

T el b o A e 3
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Figura 2.3 : Viga de dois nos analisada como elemento de Timoshenko. Variacao da flecha de a extremidade livre de
uma viga engastada. Variagdo da ordem de integracdo para a rigidez do elemento. (Ofiate, 1995)

O elemento de ONATE cuja identificacdo € o elemento unitario com integragio da matriz de
rigidez relacionada ao corte com dois pontos é constituido de dois nos e 4 graus de liberdade.
A matriz de rigidez de um elemento de dois nds com quatro graus de liberdade, considerando

o efeito do esforco cortante, € obtida a partir da relacéo:
k= j BTDB dx

Sendo:



2= {grfer={y ol

Dessa forma, consegue-se identificar as contribuicdes de flexdo e cortante na matriz de rigidez.

As parcelas da matriz de rigidez global que correspondem a flexdo, ks, e ao esforco cortante, ke,

estdo representadas a seguir e foram extraidas de ONATE (1995):

0O 0 0 o0
oElo 10 -1
7L 10 0 0 0
0 -1 0 1
L L -
1 _ _ -
2 1 2
L2
2
. _GA L
C_T 3 12 L
2
LZ
SIM. —
i 3

Partindo do exemplo a ser estudado que é uma viga engastada em um né (1) e livre no outro

no (2) que esta submetido a uma carga concentrada de valor P, consegue-se formular a seguinte

igualdade:
G_A* GA* GA* G_A* 1 (dy1) Vi
L 2 L 2
(%HE) . (% _E> 0, M,
3 L 2 6 I D B O
GA* GA*
L 72 dyz P
SIM GA' + El
L ' ( 3 L)— \ O, J \ 0/

A partir da eliminagdo dos graus de liberdade nulos (dy, e @) correspondentes ao

engastamento obtem-se o sistema de equac6es simplificado:



GA* GA®

P M
_GAT (GA*L+E) %, B 0

2 3 L

Com a inversdo da matriz de rigidez, obtém-se a matriz de flexibilidade e o sistema pode ser

resolvido ao se encontrar a solucdo do sistema:

d [ L N L3 "] b
y2 Y3 EI 12EI
{ }:k_lf: Y |GA 3EI EI|{ }; onde y =

2
9, v £J|
EIl EIl

A flecha na extremidade livre da viga entdo vale:

d,=—" 2 )p
Y27y +1\GA* ' 3EI
Para uma sec¢do retangular com valores de base e altura, b e h, respectivamente:

[ = —3 A = —5 bh e adotandov = 0,25 - y=3 (—)2
= . = = =
12 ’ 6 e ’ L

onde A = h/L é coeficiente de esbeltez da viga.

De acordo com TIMOSHENKO (1970), a expressédo exata da matriz de flexibilidade (F = k1)
de uma viga com e sem a inclusao do efeito do esforco cortante de acordo com a teoria classica

de vigas é:

a) Sem esforco cortante (Euler-Bernoulli):

[ L)
p— 3Bl 2EI
2 L
2El  EI

b) Com esforco cortante (Timoshenko):
[ L L3 LZ]
_|__ —_—
Fe GA*  3EI/) 2EI

L2 L ‘
2EI El

11



A flecha exata na extremidade livre da viga é:
a) Sem esforgo cortante:

L3

v =35

p

b) Com esforgos cortante:

d'py = : +L3 P
2y 7\ GA* ' 3EI

Para uma viga esbelta, cujo valores de esbeltez sdo grandes, espera-se que o efeito do esforgo
cortante seja desprezivel, e a solu¢cdo numérica obtida deve coincidir com a expressao de flecha

exata demonstrada na letra (a).

A avaliacdo dessa tendéncia de convergéncia pode ser estudada por intermédio da razéo entre

a flecha obtida pelo elemento finito estudado e a flecha exata:

(L+L_3)p

_dyy vy \GA*T3E)T  3(42*+3)

PTd,, Y+l ),  4e(Z+3)
3EI

Esperaria que essa fungdo se aproximasse do valor unitario. No entanto, & medida que a esbeltez

aumenta essa razdo tende ao valor nulo, conforme pode ser visto na Figura 2.3.

Onate utiliza um procedimento para “driblar” esse problema da superestimativa da rigidez que
consiste em diminuir a influéncia do esforgo cortante ao integrar os termos da matriz de rigidez
relacionada ao esfor¢o cortante. Para isso, ele utiliza um numero de pontos de integragdo
inferior a0 que € necessario para o calculo exato. Assim, espera-se que a flexibilidade da
estrutura deve aumentar, diminuindo a enorme rigidez encontrada com um elemento de dois

nos estudado primeiramente.

12



Com a integracdo reduzida com 1 ponto vé que o parametro ¢ tende para o valor de 0,75 e o
efeito de bloqueio é eliminado. A ndo exatiddo da solucédo se deve & simplicidade do elemento

considerado em relagdo a realidade.

Oriate também faz o calculo para 2 elementos e nota que ¢ tende para 0,938. Apesar de nao
demonstrado no gréafico anterior, Ofate confirma que a medida que aumenta o nimero de
elementos, o valor de ¢ tende para o valor unitario. Essas afirmagdes podem ser demonstradas
pela Tabela 2.1 adaptada de ONATE (1995):

Valores para L’h—wo

Numero de

Elementos 1 z - 8 -
dz}_
Q= 4 0.750 0,938 0,984 0,996 0,999

=y

Tabela 2.1: Variagdo da relagdo de flechas entre as teorias de Timoshenko e Euler-Bernoulli para a variacgéo de
esbeltez da viga

3. OBJETIVO

O objetivo é verificar a influéncia da adicdo de um né interno ao elemento finito no bloqueio
da solucdo. Serdo utilizados dois tipos de elementos de viga: o tipo 1 com 3 nds e 5 graus de
liberdade (né interno com deslocamento vertical liberado) e o tipo 2 com também 3 nds e 5

graus de liberdade (né interno com rotacéo liberada)

4. ELEMENTOS FINITOS ESCOLHIDOS PARA O ESTUDO

Nesse capitulo serdo demonstradas as formulagdes dos dois elementos finitos escolhidos para
0 estudo do efeito de bloqueio para uma viga com uma de suas extremidades engastada e a outra

livre e submetida a uma carga concentrada.

13



4.1. Caracterizacdo E Obtencdo Da Matriz De Rigidez Do Elemento
Finito Tipo 1 — 3 Nos E 5 Graus De Liberdade (3 Deslocamentos
Verticais E 2 Rotagdes)

O elemento finito que sera estudado neste item, e do qual sera obtido a matriz de rigidez, esta

demonstrado na Figura 4.1:

Y

Hd]y ﬂdéy ﬂdZy v
@m 5 ZQM
L/2 ’ L/2

Figura 4.1 : Elemento finito de viga do tipo 1 ( 3 nds e deslocamento vertical no no interno)

A interpolacdo do deslocamento vertical “y” e da rotacdo 6 é realizado separadamente para
cada uma destas variaveis, pois a rotacdo ndo deriva exatamente do deslocamento vertical

devido a deformacao relacionada ao corte.

O deslocamento vertical, por apresentar trés deslocamentos nodais, tera uma interpolacéo

quadratica.

v(x) = a; + agx + agx?

e Paraondl:

v(0) = dly
e Paraoné2:
v(L) = d2y

e Paraond3:

14



V(L/Z) = d3y

dq + 33(0) + 35(0)2 = dly
dq + a3(L) + a5(L)2 = dzy

a; + a3(1’/2) + aS(L/z)Z = d2y

1 0 0 1(a: diy
1 L/2 12/4]\as day

1 0 0 aq dly
onder[l L L2 ],az{%}ed: day

1 L/2 12/4 a ds,

Sabe-se que:

ondep =[1 x x*]ea

Il
—
LY
u W
N——

Logo, a partir dessas equacdes:
v(x) =@.G"L.d=N.d
onde N ¢é a matriz das funcdes de forma do elemento considerado.
A inversa da matriz G é dada por:
1 0 0
Gl= [—B/L -1/L  4/L ]
2/12  2/12 —4/12
Assim, a matriz das func6es de forma do elemento é dada por:
1 0 0 ]

N=@.Gl=[1 x XZ][—3/L ~1/L 4/L
2/12  2/12 —4/12

15



3x 2X2 X 2X2 4x 4X2

N:[ 2t x Xt Ax AXF
L+L2 L+ 12 L 1.2
3 4x 1 4x 4 8x
sz[__ o 1 & 4 &

Lt LTE LTI

Por outro lado, a rotacdo, por apresentar dois deslocamentos nodais, terd uma interpolagdo

linear.

G(X) = ag + duX

e Paraondl:

0(0) = b,
e Paraono?2:
o(L) = by

{az +a,(0) = ¢,
a; +au(L) = ¢,

HE RS

onde G = [1 E ,az{:i} ed={$i}

Sabe-se que:

ondep =[1 x]lea= {az}
Logo, a partir dessas equacdes:
v(x) = ¢.GL.d=N.d

onde N é a matriz das func@es de forma do elemento considerado.

A inversa da matriz G é dada por:

G = [—11/L 19L]

16



Assim, a matriz das func@es de forma do elemento é dada por:

—1_
N=¢.G [1 X[ 1/L 1/L]
N=[1-x/L x/L]
dN =[-1/L 1/L]
Considerando que:
du dv
Yo =5 Y i
Logo:
d—y.0(x) dv dv
Yo =g T O R T

Derivando a funcéo de aproximagéo:

dv_ dN, dN, dN.

— = .aq + .2, +——.a
dx dx "1 dx "3 dx ~°°

Substitui-se a equacdo acima na penultima, além da variavel 6:

dN dN dN
—La, +—.a;+—.a

Yxy = —N,.a, — Ny.a, + Ix Ix Ix

A organizacdo matricial da equacgdo acima é dada por:

fa\
A T
LasJ
onde:
dN; dN dN
B.=|— _ -3 _ _5
s dx N dx Na dx

e B, é a matriz de deformacdo associada ao cisalhamento.



Considerando por outro lado que:

dé

e(x) = Vix

Considerando a coordenada do n6 do elemento:

de
E(X) = —&

Derivando a funcéo de aproximagéo:

do_dN,  dN,
dx  dx -4z dx

LAy

A organizacdo matricial da equacdo acima é dada por:

(a1)

feo=[o -T2 o T 0]! L

\35)

dN, dN4 o]

e B, é a matriz de deformacdo associada a flexao.

Ap0s todas essas demonstracdes, pode-se determinar a matriz de rigidez do elemento em
estudo considerando duas partes na integracdo: aquela relacionada ao momento (El) e &

relacionada ao corte (GA):

0 0
k= Elj Bj.Bpdx + GAf BL. B dx
L L

A integracgdo analitica foi realizada na variavel x através do auxilio do programa wxMaxima e

ambas as partes sdo simétricas:

18



0 0 0 0

N

L[ 1
SIM.

0 [7/3
e
oJ L
0 | sim.

5L/6 1/3 L/6 —-8/3
12/3 —-L/6 12/6 —2L/3]
7/3 —=5L/6 —8/3|

12/3 2L/3

16/3

4.2. Obtencdo Da Matriz De Rigidez Do Elemento Finito Tipo 2 — 3

NOs E 5 Graus De Liberdade (2 Deslocamentos Verticais E 3

Rotacdes)

O elemento finito que sera estudado, e do qual serd obtido a matriz de rigidez assim como no

elemento tipo 1, esta demonstrado na Figura 4.2:

dly d2y

I ) | X
\oJ ) @ —
| @1 I 3 2 @2

L L/2 ‘/ L/2

Figura 4.2 : Elemento finito de viga do tipo 2 ( 3 nés e rotagéo no nd interno)

A interpolacdo do deslocamento vertical y e da rotacdo 6 é realizado separadamente para cada

uma destas variaveis, pois a rotacdo nao deriva exatamente do deslocamento vertical devido a

deformacéo relacionada ao corte.

O deslocamento vertical, por apresentar dois deslocamentos nodais, tera uma interpolacdo

linear.

19



v(x) = a; + asx

e Paraondl:

v(0) = d1y
e Paraono2:

{31 +a3(0) = diy
dq + ag(L) == dzy

d
i g {:;} - {dz}
onde G = [1 E],a = {2;} ed= {SZ’}

Sabe-se que:

ondep =[1 x]lea= {al}

Logo, a partir dessas equacdes:

v(x) =@.G"L.d=N.d

onde N ¢é a matriz das funcdes de forma do elemento considerado.

A inversa da matriz G é dada por:
1 0
-1 _
G _LULlﬂ]

Assim, a matriz das func6es de forma do elemento é dada por:

N=¢.G'=[1 ﬂLbLl%]

N=[1-x/L x/L]

20



dN = [-1/L 1/L]

Considerando que:

_du+dv
Yoy = 4y T dx
Logo:
d—y.0(x) dv dv
ny—d—y+&——e+&——(|)

Derivando a funcéo de aproximagéo:

dv _ dN; N dN;
dx  dx 141 dx

.a3

Substitui-se a equacdo acima na pendltima, além da variavel 6:

dNy - dNs
dx +41 dx

YXy = —N2.a2 - N4.a4 — Ns.as + .dj3

A organizacdo matricial da equacéo acima € dada por:

a3
a

dN; dN, ] 2
== _ —N, —N:|{a

Yxy [ dx Nz Ix 4 5 ai

onde:
dN; dN,

B, = [t
s dx N2 dx

N, _Ns]

e B é a matriz de deformagdo associada ao corte (cisalhamento).

Por outro lado, a rotacdo, por apresentar trés deslocamentos nodais, tera uma interpolacéo

quadratica.

0(x) = ay + a,x + agx?
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e Paraonol:

0(0) = ¢,

e Paraonod2:
0(L) = ¢,

e Paraonod3:
6(L/2) = 3

ay +a4(0) +as(0)* = ¢
ay +as(L) +as(L)? = ¢,

a + 34(1'/2) + as(L/z)Z = ¢s3

1 0 0 az ON
B
1 L/2 L?/4]\as OB

1 0 0 a, b4
ondeG=[1 L 12 ],a={34}ed={¢z}
1 L/2 1%/4 as b3

Sabe-se que:

az
ondep =[1 x x%lea= {34}

Logo, a partir dessas equagoes:
0(x) = ¢@.G"L.d=N.d
onde N é a matriz das funcdes de forma do elemento considerado.
A inversa da matriz G é dada por:
1 0 0
G1=|-3/L -1/L 4/L
2/12  2/12 —4/12

Assim, a matriz das fungdes de forma do elemento é dada por:
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1 0 0
N=¢.G'=[1 x x?% [—S/L -1/L  4/L ]
2/12  2/12 —4/12

2 2x2 4x  4x>
N=[1_§+Zi _E-i-— -
L 12 L L2 L 12

3 4x 1 4x 4 8x

dN =|_Z4 = S T ~_ =

Lt LT LT

Considerando por outro lado que:

de
e() = -y

Considerando a coordenada do n6 do elemento:

, do
E(X) = —&

Derivando a funcéo de aproximacéo:

de _ dN, dN, dN.

— = .a, + .a,+—.a
dx dx "2 dx 74" dx ©°°

A organizacdo matricial da equacéo acima € dada por:

fa
ap
v =fo o _an a2
dx dx dx 1 |a,
ag
onde:
=0 e o i _dNe
dx dx dx

e By, é a matriz de deformagdo associada a flexao.

Ap0s todas essas demonstracdes, pode-se determinar a matriz de rigidez do elemento em
estudo considerando duas partes na integracao: aquela relacionada ao momento (El) e a

relacionada ao corte (GA):



0 0
k= Elf B}, Bpdx + GAf B!. B dx
L L

A integracéo analitica foi realizada na variavel x através do auxilio do programa wxMaxima e

ambas as partes sdo simétricas:

0 0 0 0 0
EII[ 7/3 0 1/3 —8/3]
I
|

k=— 0 0 0 |
L 7/3 —8/3]
SIM. 16/3]
1 L/6 -1 L/6 2L/3]
GAI 212/15 -L/6  —12/30 1%/15 |
+—| 1 ~-L/6 —2L/3 |
l 212/15 L2/15J
SIM. 8L%/15

5. EXEMPLO A SER ESTUDADO

O caso a ser estudado sera o de uma viga com uma extremidade engastada e a outra livre

submetida a uma carga concentrada de valor P conforme ilustra, a seguir, a Figura 5.1.

Corte A-A

= P "
1 o3 2 h
sz—DA 1 N

7|/ /|V L/2 /|L A

Figura 5.1 : Caso a ser estudado (viga retangular engastada em uma extremidade e livre na outra)
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O elemento finito anteriormente demonstrado possibilita a simplificagdo da relacdo entre a
matriz de rigidez (k), a matriz de deslocamentos (d) e a matriz de esforcos (f). Essa relacdo €
simplificada pela eliminacdo de linhas e colunas da igualdade devido aos deslocamentos
restringidos devido ao engastamento da viga. Em ambos os elementos, como sera visto a seguir,
havera a simplificacdo da matriz original 5x5 para uma matriz 3x3 devido ao deslocamento

vertical e a rotacdo no né 1 serem nulos.

5.1. Estudo Do Elemento Tipo 1

No item 1.1 foi demonstrada a obtencéo da matriz de rigidez de um elemento finito de 3 nés e
5 graus de liberdade, no qual séo 2 rotagdes nos nos extremos e 3 deslocamentos verticais nos

3 nos.

A matriz desse elemento para a teoria de Timoshenko é a seguinte:

[ 0 0 0 0 ()-l [7/3 5L/6 1/3 L/6 —8/3"

el 1 0 -1 0| ga 12/3 —-L/6 1%/6 —2L/3|
k::ij 0 0 o+ 7/3 —5L/6 —8/3
1 0 l 12/3 2L/3

SIM. 0 SIM. 16/3

Uma vez eliminados os graus de liberdade nulos correspondentes aos deslocamentos
restringidos é obtido o sistema de equacBes simplificado que relaciona matriz de rigidez,

deslocamentos nodais e forgas:

kxd =
7 GA 5 . BGAT 4«
3L 6 3L
GAL _EI 2 1o, L2y
3 L 3 2
16 GA
SIM. ?T Kd3yJ k0J
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A solucéo do sistema anterior se passa pela inversao da matriz de rigidez k do elemento finito
mencionado anteriormente que representara a viga em estudo. Essa inversdo foi realizada,

analiticamente pelo programa wxMaxima e esta demonstrada a seguir:

AEIL + AGL3 12 8EIL + AGL3 ]
4EIGA 2El 16EIGA
-1 = L 12
EIl 8EI
SIM 28EIL + AGL3
' 64EIGA
Tem-se entdo:
d=k1xf
[4EIL + AGL3 12 8EIL 4+ AGL3 T
fd2y\ S S R (P\
4EIGA 2EI 16EIGA
L 12
P, p = — — é 0 L
El 8EI ||
28EIL + AGL3 k )
\dsy ) . —| 0
w2 [ SIM 64EIGA

Logo, para o deslocamento vertical na extremidade livre da viga (n6 2) tem-se o seguinte valor:

4 = 4EIL + AGL3 b_ AEIL +AGL3 b_ L +L3 >
2y — 4EIGA “ \4EIGA  4EIGA/  ~ \GA 4EI
LZ
=[—|P
¢ <2EI>

4 = 8EIL + AGL3 b_ 8EIL N AGL3 b_ L N L3 b
3y — 16EIGA “ \16EIGA 16EIGA] ~ \2GA ~ 16EI

Sabe-se que a rotagdo e a flecha em qualquer ponto da viga é aproximada através das funcoes

de forma e dos deslocamentos dos nds. Assim, nesse caso tem-se 0s seguinte valores para as

funcOes que vao representar a rotacéo e a flecha:

=N X 12 P_LXP
- 92'¢2_L 2EI/  ~ 2EI
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— Nypdgy + Nogaday = (24 2 (L By () (L, L)
V= v oy T Bvs-Qay =\ 7T 712 )\ Ga " 2RI L 17 )\2ca " 1eE1)
x  xl2 N 2x2 +X2L - 2)<_|_>(L2 2x%  x2L P
GA  4El ' GAL ' 2EI GA ' 4El GAL 4EI)

_p 2<Z_I_L> 1_|_L2 o p Z_I_L2 2<2+L>
V=R \GaL T 2E1) T *\Ga T 2EI *\GaTaE1) ~* \GaL " 2EI

Da teoria de vigas € sabido que a distorcéo e a curvatura sdo dadas por:

_dzv e dv
X_dx2 V= dx

Logo:

_d2p2(2+L) 1_|_L2 Lp 2_|_L2 2<2+L)
X= a2 " [* \GaL " 281/ ~ *\Ga T 2EI *\GaTaE1) ™ \GaL " 4EI

_<4P+PL) <4P+PL)_PL
X=\GaL T EI) T \GAL " 2EI) T 2EI

dv Lx
v=0-5="(m)
4 L 1 12 2 12 4 L
_{P[X<ﬁ+ﬁ>_<G_A+E>l+Pl<G_A+E>_X<ﬁ+ﬁ>l}
Lx 4x Lx 1 L? 2 L? 4x
=P(ﬁ)“’(m)‘P(ﬁ)“’(ﬁ)+P<m>‘P(G7>‘P<m>+P<m)

+P(LX)
2EI

Simplificando a expressao anterior:

~#(g2) ()=
Y= "\Ga GA)~ " Ga
A partir dessas informag6es pode-se calcular os esforgos solicitantes na viga a partir desse

modelo de elemento finito:
- Momento Fletor:

M = EI d?v M d?v PL
= —_— 0 — = — = = —_—
ax2 Bl dx¢ X7 2EI
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PLEI PL . )
M= S -7 = momento constante ndo esta bem representado

- Esforco Cortante:

Sabendo que o esfor¢o cortante é dadopor V= 1. A =G.y.A

V =GA (— G_A) = —P = cortante constante estd bem representada

A analise da influéncia desse elemento finito escolhido para o caso de bloqueio de solugéo sera

realizada a partir do seguinte parametro:

d,y (Elemento de viga de Timoshenko)

- d’;, (Elemento de viga de Euler — Bernoulli)
No caso de uma se¢éo retangular serdo adotados os seguintes valores conforme ONATE (1995):

L= S v 025
T2 TPV EY

E E 2E

G=—— =— =

“2(1+v) 25 5

A" = gbh = gh = (ja que a largura da viga é considerada unitaria)

bh3®  h3
[= 7-12 = (ja que a largura da viga é considerada unitaria)
= L
" h
L L3 L L3
L, L3 2Esht 1w |EtES
(atam)? \EF ) \En Fw) ey
L~ P 3 3 4
3EI L_h?' EL_
- —h3
3ET7 zh
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5.2. Estudo Do Elemento Tipo 2

No item 1.2 foi demonstrada a obtencdo da matriz de rigidez de um elemento finito de 3 nos e

5 graus de liberdade, no qual séo 3 rotacOes e 2 deslocamentos verticais nos nds extremos.

A matriz desse elemento para a teoria de Timoshenko é a seguinte:

[ 0 0 0 0 0
el 7/3 0 1/3  -8/3|
k=—] 0 0 0 |
L[ 7/3 —8/3J
SIM 16/3
[1 L/6 -1 L/6 2L/3]
GAI 212/15 —-L/6  —12/30 1%/15 |
+| 1 —-L/6 —2L/3 |
l 212/15 L2/15J
SIM 8L2/15

Uma vez eliminados os graus de liberdade nulos correspondentes aos deslocamentos
restringidos é obtido o sistema de equacBes simplificado que relaciona matriz de rigidez,

deslocamentos nodais e forgas:

kxd=f
- GA GA 2 4 o
L 6 3 2y
2 GAL+7EI GAL 8EI o, b= o
15 3L 15 3L 2
16El 8 o) )
. = 0
|SIM 31 + T GAL | b3

A solucéo do sistema anterior se passa pela inversdo da matriz de rigidez k do elemento finito

mencionado anteriormente que representara a viga em estudo. Essa inversdo foi realizada,

analiticamente pelo programa wxMaxima e esta demonstrada a seguir:
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k! =

[ 720E21%L + 312EIGAL® + 9G2?A%LS 612 540EIL? + 21GAL*
G3A3L* + 72G2AZEIL? + 720GAE212  GAL? + 12EI  2G2A2L* + 144GAEIL? + 1440E2]2
12L 6L
GAL? + 12EI GALZ + 12EI
1260EIL + 57GALS3
SIM. 4G2AZL* + 288GAEIL? + 2880E2]2

Tem-se entdo:

d=k1xf

Logo, para o deslocamento vertical na extremidade livre da viga (n6 2) tem-se o seguinte valor:

3 720E212L + 312EIGAL? + 9G2AZ21?
2y 7 \ G3A3L* + 72G2A2EIL2 + 720GAE2]2

_ 612 b
b2 = GALZ2 + 12El

_ 540EIL? + 21GAL*
b3 = 2G2?A%L* + 144GAEIL? + 1440E?12

Sabe-se que a rotacdo e a flecha em qualquer ponto da viga é aproximada através das funcées
de forma e dos deslocamentos dos nds. Assim, nesse caso tem-se 0s seguinte valores para as

fungdes que vao representar a rotacgéo e a flecha:

2x%  x 4x  4x?
12 L L 12

9=N92.(|)2+N93.(1)3 <0ndeN62 :___eNe3 =5

v = Ny,.dyy ( onde Ny, = E)

Da teoria de vigas € sabido que a distorcéo e a curvatura sdo dadas por:

d?v dv

X= 5 v=90"%

Logo, vale a analise dos resultados encontrados:
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1) x (curvatura):

A curvatura € a derivada segunda da funcéo representativa da flecha da vida que sera, nesse
caso, uma funcédo linear. Logo, ndo é uma boa consideracdo de elemento, pois a segunda
derivada indica uma curvatura igual a zero.

d2V

2) v (distorcao):

No caso da distorcao, tem-se 0 seguinte: para uma aproximacao do modelo de Timoshenko para
0 modelo de Euler Bernoulli seria necessario que a distor¢do tendesse a zero no modelo de

Timoshenko como a indicacéo a seguir:

- _g
Y= dx

Contudo, para o elemento estudo do tipo 2 a rotacdo € composta de uma funcdo de 2° grau,
enquanto a derivada da funcdo de flecha resultara em uma constante pelo fato de ela ser uma
funcdo de 1° grau. Essa ndo igualdade pode ser verificada na Figura 5.2 a seguir:

dv
-0 —— = .
satisfacdo
néo
garantida
Funcao Constante
de 2° grau

Figura 5.2 : Impossibilidade do valor da distorg¢do se tornar nulo

A partir dessas informag6es pode-se calcular os esforgcos solicitantes na viga a partir desse

modelo de elemento finito:
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- Momento Fletor:

M = EI d?v M d?v
= —_— D — = —
dx? EI dx?
=> derivada segunda de uma func¢do de 12 grau ira resultar em momento nulo
= momento constante ndo estd bem representado
- Esforco Cortante:
Sabendo que o esforco cortante é dadopor V= 1. A =G.y.A

V = GA(fungao de 22 grau) = cortante constante nio esta bem representada

A andlise da influéncia desse elemento finito escolhido para o caso de bloqueio de solugéo sera

realizada a partir do seguinte parametro:

d,y (Elemento de viga de Timoshenko)

¢= d’;, (Elemento de viga de Euler — Bernoulli)
No caso de uma secéo retangular serdo adotados os seguintes valores conforme ONATE (1995):

=P S v 025
T2 0 TeP VT

E E 2E

C=3atv 25" 35

5
A" = gbh = gh = (ja que a largura da viga é considerada unitaria)

bh®  h3
[= =12 => (ja que a largura da viga é considerada unitaria)
3 — L
" h

A partir das equacdes acima, o deslocamento vertical no né de extremidade livre pode ser

transformado conforme o desenvolvimento a seguir:

45213
shog2L + 2L 4 p2p2gs h2E2L | 5h* + 22 h2L? + L

dZy =P =P =
h3ESL* _ 2h°E°L2 . Sh7ES RES | IF ., . .
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[ snt 4+ 22hez 41 26,
P (3L) h* _3)\ 5+T)\ + A P
Eh I* | . ., . | E , A
?+2hL + 5h 542X +§
h4
26 26 26
37 5+TA2+7£" b 3 5+?A2+7i4 32 5+?Az+ﬁ4
E 5+2)\2+% E 5+2A2+% E 5+2)\2+%
¢®= 13 = - 43
(sm)° L (£
3BTy
_3A 5+2?67\2+A4 E 3 5+2?67\2+7\4
=% Z 3 12 %
E\stan+ 8 /" M\ 5102480

542222 24
ARVE A

242
5+ 2\ +3

6. COMPARATIVO ENTRE OS MODELOS E ELEMENTOS

Além dos elementos tipo 1 e 2 demonstrados anteriormente, serdo considerados também nesse
estudo de comparago os elementos de 2 nos considerados em ONATE (1995), quando foi

comparada a influéncia da ordem de integracédo, que sao:

e Ofiate — Integracdo com 2 pontos (1 elemento)
e Onfate — Integracdo reduzida com 1 ponto (1 elemento)

e Oniate — Integracdo reduzida com 1 ponto (2 elementos)

A Tabela 6.1 a sequir demonstra a razao entre as flechas de Timoshenko e Euler-Bernoulli com
0 aumento da esbeltez das vigas para todos os casos desse trabalho, elemento tipo 1 e tipo 2,
além dos casos estudados em ONATE (1995):
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SRS No interno com |No interno com | Oifiate - Integracio Oiiate - Integracio Og:;:;i{ln;iﬁ:?o

desloc. Vertical rotacio com 2 pontos reduzida com 1 ponto et
0.5 3,750 3,038 3,692 3,750 4,000
0,75 2,083 2,206 1,965 2,083 2,333
1 1,500 1,547 1,313 1,500 1,750
15 1,083 0,979 0,762 1,083 1,333
2 0,938 0,706 0,509 0,938 1,188
25 0,870 0,540 0,363 0,870 1,120
3 0,833 0,427 0,271 0,833 1,083
3s 0,811 0,346 0,209 0,811 1,061
4 0,797 0,286 0,165 0,797 1,047
45 0,787 0,240 0,134 0,787 1,037
5 0,780 0,204 0,110 0,780 1,030
5.5 0,775 0,175 0,092 0,775 1,025
6 0,771 0,152 0,079 0,771 1,021
6.5 0,768 0,133 0,067 0,768 1,018
7 0,765 0,117 0,059 0,765 1,015

Tabela 6.1 : Tabela com os valores das razdes entre as teorias de Timoshenko e Euler-Bernoulli para os elementos

estudados (tipo 1 e 2) e também para os elementos de dois nés exemplificados por ONATE

E possivel notar que os valores de ¢ para o elemento tipo 1 (com deslocamento vertical no n6

externo) sdo iguais aos valores do estudo de Ofate para uma integracdo reduzida de 1 ponto

com 1 elemento. Portanto, na Figura 6.1 a seguir, onde ha a plotagem dos valores da tabela

anterior, essas duas opcdes estdo superpostas.
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Figura 6.1 : Grafico comparativo entre os modelos estudados
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A partir da Figura 6.1 é possivel comprovar a afirmacdo de que tanto o elemento de viga de
Timoshenko de dois n6s como o elemento tipo 2 com rotagcdo no no interno sao incapazes de

reproduzir fielmente a solugéo da teoria classica de vigas.

Segundo Ofiate (1995), a medida que a esbeltez ou 0 comprimento da viga aumenta é produzido
um fendmeno de superrigidez numérica que, curiosamente, vai se tornando cada vez mais

intenso até o “bloqueio” da solu¢do, quando a viga se torna infinitamente rigida.

7. CONCLUSAO

Este trabalho apresentou um estudo comparativo, a partir das teorias de viga de Euler-Bernoulli
e Timoshenko, da flecha na extremidade livre de uma viga engastada a partir da utilizacdo de
dois tipos de elementos finitos com 3 nés e 5 graus de liberdade: o tipo 1 foi considerado aquele
que, além de deslocamento vertical e rotacdo nos nos extremos, tinha deslocamento vertical
também em um no interno; e o tipo 2 tem como diferenca em relacdo ao anteriormente
mencionado a presenca de rotagdo no no interno ao invés de deslocamento vertical. O estudo
comparativo da flecha foi realizado a partir do aumento da esbeltez da viga, ou seja, do aumento

do comprimento do elemento.

Ofiate (1995) apresentou o estudo para um elemento de viga de Timoshenko de 2 nés. O
resultado desse elemento ndo foi satisfatério, pois a partir do momento em que a esbeltez da
viga era aumentada houve um aumento da rigidez da viga, fazendo com que a razéo entre as
flechas do modelo de Timoshenko e o modelo de Euler-Bernoulli tivesse uma tendéncia para o

valor nulo.

Quando houve a integracdo reduzida de um elemento, o valor da razdo mencionado
anteriormente tendeu para 0,75 e com isso o efeito de bloqueio desapareceu. Ademais, quanto
mais elementos foram considerados para o estudo do modelo, a razdo se aproximou mais do

valor unitério.

No caso deste trabalho, quando foi adicionado um né interno com deslocamento vertical
(elemento tipo 1), nota-se que houve o desaparecimento do bloqueio e da superrigidez da viga
e também a mesma aproximacdo de 0,75 do estudo de Oriate, como pode ser observado a partir
da Tabela 6.1 e da Figura 6.1. Esses resultados de melhor aproximagao com a teoria classica de

viga de Euler-Bernoulli se deve ao fato de que a distorcéo é obtida, no modelo de Timoshenko,
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a partir da subtracdo da funcéo que aproxima os valores para a rotacdo pela derivada primeira
da funcdo que aproxima os valores para a flecha. Como a rotacéo, para esse elemento tipo 1, é
uma funcdo constante e a funcéo que aproxima a flecha é de primeiro grau, tem-se um valor de
distorcdo que independe de x ou do comprimento da barra, e portanto ndo aumenta com o
acréscimo de esbeltez na analise. Com relacdo aos esforcos solicitantes desse elemento tipo 1,
o momento fletor ndo é bem representado, pois 0 mesmo é dependente da segunda derivada da
funcdo que representa a flecha que é constante para esse tipo de elemento. Ja o esforco cortante
é bem representado, pois a fungdo que aproxima deslocamentos verticais € linear, assim como

0 esforgo cortante para esse caso de estudo.

No caso do elemento tipo 2, houve uma tendéncia da razdo entre as flechas da teoria de
Timoshenko e de Euler-Bernoulli para o valor nulo, porém menor que o estudo realizado com
o0 elemento de viga de dois nds, como pode ser observado na Tabela 6.1 e na Figura 6.1. Esse
fato pode ser explicado pelo fato de que a fungdo que aproxima a rotacao ser de segundo grau
e a que aproxima as flechas ser constante. Logo, a diferenca das duas resultard em uma funcéo
que depende de X, ou seja, do comprimento da barra a ordem de valor 2 conforme ilustra a
Figura 5.2. Com relag&o aos esforgos solicitantes, 0 momento fletor ndo sera bem representado
pelo fato de que a funcdo que aproxima as flechas é de primeiro grau. Ademais, o esfor¢o
cortante também ndo serd bem representado pelo fato de que a funcdo que aproxima a distor¢édo

ser de segundo grau.
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