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Resumo

Neste trabalho estudamos a existéncia e convergéncia suave das solucoes de fluxos do tipo Yamabe
sobre variedades Riemannianas e variedades de Finsler. Sob a hipotese da existéncia de uma
métrica g com curvatura negativa demonstramos que esta é controlada por uma métrica de
Yamabe a qual esta na mesma classe de equivaléncia de g. Em particular, demonstramos que a
entropia de volume da métrica original é controlada pela entropia de volume das métricas de

Yamabe.

Palavras-chaves: Fluxos conformes, Fluxos do tipo Yamabe, entropia de volume, variedades de

Finsler.



Abstract

In this work we study the existence and smooth convergence of Yamabe-type flows solutions on
Riemannian and Finsler manifolds. Under the assumption of the existence of a metric g with
negative curvature, we demonstrate that it is controlled by a Yamabe metric which is in the same
equivalence class of g. In particular, we demonstrate that the volume entropy of the original

metric is controlled by the volume entropy of the Yamabe metrics.

Key-words: Conformal flows, Yamabe-type flows, volume entropy, Finsler manifolds.
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Introducao

Fluxos do tipo Yamabe sobre variedades Riemannianas tém sido alvo de intensa
pesquisa ja que fornecem estruturas geométricas de evolugao importantes para muitos
problemas geométricos e fisicos. Recentemente, pesquisas tém se concentrado em generalizar
fluxos geométricos Riemannianos e conceitos associados aos mesmos para variedades

Riemannianas com bordo e para variedades de Finsler.
Em 1960, Yamabe [17] conjecturou o seguinte resultado a seguir :

“Seja M uma variedade Riemanniana fechada de dimensdo n > 3, e g uma métrica
Riemanniana sobre M. Entao existe uma métrica § conforme a g que tém curvatura escalar

constante”.

Tal problema é chamado de problema de Yamabe e pode ser reduzido a determinar

a solucao de uma equacao diferencial parcial eliptica nao linear. De fato, se g e § sao duas
4

métricas Riemannianas tal que § = u»—2g, onde u é uma funcao suave e positiva, entao a

curvatura escalar associada a ¢ e a curvatura escalar associada a g satisfazem

Rgu%rg = Ryu—4 - Agzu, (0-1)

onde R, denota a curvatura escalar de g e A, é o operador de Laplace-Beltrami associado
a g, isto pode ser visto em [2]. Portanto, se u > 0 é a solugao da equacao

(n—1)
(n—2)

entdao a métrica ¢ tem curvatura escalar constante 7.

rure — Ryu+4 Agu =0, (0-2)

O problema de Yamabe possui uma estrutura variacional, pois as solugoes de (0-2)

podem ser caracterizadas como pontos criticos do funcional

fio (45 dul? + Rya?)av,

(n
Eg (U) n—2

(o)

A existéncia de uma solu¢ao minimizante para o problema de Yamabe foi estabelecida nos

n

trabalhos de Yamabe, Trudinger, Aubin e Schoen.
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Em [10], Hamilton apresentou um ponto de vista diferente aos usuais métodos
variacionais que até o momento tinhan sido usados para aborar problemas tipo Yamabe. Ele
propos um fluxo conforme para resolver o problema de Yamabe, considerando a seguinte
equacao de evolucao:

dg —
aitt - (Rgt - Rgt)gta (0—3)

onde R, ¢ a curvatura escalar associada com a métrica g, e R,, € a constante de normali-

zacao definida como o valor médio da curvatura escalar em M:
R - Jur By dvoly,
o [y dvoly,

A escolha dessa constante de normalizacao garante que o volume de M seja invariante ao

longo do fluxo.

A equacao de evolugao (0-3) pode ser vista como uma generalizagdo do fluxo de

Ricci em dimensao 2 e muitas vezes é chamada como “o fluxo de Yamabe”. Da mesma

forma que o fluxo de Ricci em dimensao 2, o fluxo de Yamabe pode ser reduzido a uma
< e _4_ :

equagao parabdlica, isto é, se g; = un-2¢g e usando (0-1) podemos demonstrar que u satisfaz

a equacao

0 ne2 (n—|—2)<4(n—1)

nt = (TL — 2) Agu — Ryu + Rgtu?:g>7 (O'4)

ot 1
a qual pode ser vista como um analogo parabdlico da equagao (0-2). Logo da teoria de
regularidade segue que o fluxo de Yamabe possui uma solugao suave a qual é definida num
pequeno intervalo de tempo. Hamilton em [9] demonstrou que o fluxo de Yamabe possui

uma solugao global para cada métrica inicial. Além disso, demonstrou que a curvatura

escalar satisfaz |R,,| < C, onde C' é uma constante que depende s6 da métrica inicial.

Estas ideias, dadas por Hamilton, foram retomadas por R. Ye [18] para demonstrar

a existéncia de solugoes para o fluxo de Yamabe sobre variedades conformemente flat e

apresentou estimativas para as solugoes do fluxo de Yamabe via o principio de reflecao de
4

Alexandrov. Além disso, demonstrou que para t — oo as métricas g; = un-2 g convergem
4

suavemente para uma métrica g, = ud - g.

Num contexto similar ao do trabalho de Hamilton e R. Ye, em [5] S. Brendle

estudou o problema de Yamabe sobre variedades com bordo considerando dois casos. No
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primeiro considerou uma metrica inicial gy com curvatura média H,, = 0 sobre OM a qual
logo deformou usando o fluxo

0 _

S = By, = Ry)gi, sobre M (0-5)
com a condigao H, = 0 sobre M. No segundo caso ele sup6s uma métrica incial gy com
R,, = 0 sobre M a qual era deformada usando o fluxo

g0

5 (H,, — Hy,)gy, sobre OM (0-6)

com a condigao R, = 0 sobre M e

F fM Hgt dAgt

" fM dAgt

Usando tais fluxos, S. Brendle, demonstrou que sob hipoteses adequadas tais fluxos existem
para todo tempo ¢t > 0 e convergem para uma curvatura escalar e média constante,

respectivamente.

Do exposto, vemos que é natural o uso do fluxo de Yamabe para o estudo de
problemas de geométricos de evolugao. Em particular, o fluxo de Yamabe e os fluxos do
tipo Yamabe, este tltimo apresentado na secao 2.2 do Capitulo 2 do trabalho, podem ser

usados para o estudo da entropia topologica e da entropia de volume de uma variedade

dada.

Resultados relacionados com estes tipos de entropia foram obtidos por Manning em
[13]. Ele demonstrou, usando a férmula de Katok-Knieper-Weiss, que a entropia de volume
de uma superficie Riemanniana compacta com curvatura negativa decresce estritamente
ao longo do fluxo de Yamabe. Mas no caso de curvatura nao negativa o resultado nao é
valido, pois D. Jane em [11] construiu um toro bidimensional T associado & métrica de

Louville
1

a5 = (
° (140,125 cos x)

onde f é uma fungdo suave com periodo 27 tal que f(y) > —% e igual a y*(1 — y?) sobre

5+ 1)) (da® + dy),

[—1, 1] no qual a entropia de volume cresce ao longo do fluxo de Yamabe.

Além disso, ela demonstrou que existe uma métrica associada a esfera bidimensional com
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entropia topolédgica zero e que ao longo do fluxo de Yamabe, a entropia topologica desta

métrica cresce.

Para dimensoées n > 3. Sudrez-Serrato e Tapie em [16] demonstram que se uma
variedade Riemanniana compacta (M, g) possui curvatura escalar negativa entao é possivel
estabelecer um controle da entropia de volume associada a g usando as métricas de Yamabe

que estao na classe conforme de g.

Tendo em vista os resutados obtidos acima, faremos o estudo da existéncia e
convergeéncia de fluxos do tipo Yamabe a serem introduzidos na tese no contexto de
variedades de Finsler e variedades com bordo e de curvatura negativa, os quais estendem
os fluxos do tipo Yamabe introduzidos por Suarez-Serrato e Tapie em [16] para variedades
Riemannianas compactas. Nosos fluxos serao usados para determinar estimativas para o

controle da entropia de volume usando algumas ideias de Manning dadas em [12] e [13].

A tese esta organizada em duas partes:
A primeira parte do trabalho concentra-se no estudo do fluxo do tipo Yamabe sobre
variedades de Finsler. No Teorema 2.6, fazemos uma analise da existéncia e convergéncia
do fluxo de Yamabe sobre variedades de Finsler associadas a uma métrica de Berwald. No
Teorema 2.20, sob algumas hipoteses demonstramos a convergéncia dos fluxos tipo Yamabe
e como uma aplicacao desse resultado demonstramos que a entropia de volume A de uma
métrica de Berwald é controlada pela entropia de volume das métricas de Yamabe-Berwald

cujo traco do tensor de Ricci é H,, = —1, isto ¢,
‘Hmax‘h(gY) S h(g) S |Hmin‘h(gY>-

Na sequnda parte do trabalho, motivados pelos resultados do artigo de S. Brendle
[5], nos Teoremas 3.5 e 3.15, damos uma demostracao da convergéncia do fluxo do tipo
Yamabe sobre variedades Riemannianas com bordo. Como uma aplicagdo destes resultados

demonstramos o Lema de Schwarz conforme.
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1 Preliminares

1.1 Entropia de volume e entropia topoldgica

A entropia de volume é um invariante assintotico de uma variedade Riemanniana
compacta o qual mede a taxa de crescimento exponencial do volume de bolas na cobertura
universal. Este conceito esta intimamente relacionado com outras nogoes de entropia
encontradas em sistemas dindmicos e desempenha um papel importante na geometria
diferencial e na teoria dos grupos geométricos. Por exemplo, se a variedade tiver curvatura

negativa, a entropia de volume coincide com a entropia topologica do fluxo geodésico.

Existe um interesse consideravel na geometria diferencial em determinar métricas
Riemannianas (ou Finslerianas) numa variedade compacta suave tal que estas sejam

minimizantes ou estabelecam um controle da entropia de volume.
Definigio 1.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e (M, §) a cobertura
universal de M. Definimos a entropia de volume por
el -
h(g) = hRIrigf = log vol(B,(%, R))

onde 7 € qualquer ponto de M e By(z,R) € a bola em M de raio R centrada em & € M.

Exemplo 1.2 A entropia de volume da esfera € zero. Pois a esfera é simplesmente conexa,
entao sua cobertura universal é ela propia. Isto € porque o volume das bolas da esfera é

limitado.

Exemplo 1.3 A entropia de volume dos espacos quocientes do espaco Euclidiano também
sao zero. De fato, existe uma constante C, de modo que o volume das bolas de raio R de

R" ¢ C.R".

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa de dimensao n, n > 2, UT' (M)

o fibrado tangente unitario associado a M, e (¢{)icr o fluxo geodésico.
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Para todo T'> 0 e v,w € UT(M), defina

dp(v,w) = sup d(¢7 (v), ¥ (w)),
[0,7]

e Ny(e,T) como o ntimero minimo de bolas de raio € na métrica d7. que cobrem M.

Definicao 1.4 A entropia topoldgica do fluxo geodésico é definida por

log Ny(e, T
hiop(1?) == limsup lim Ogdi(g’).

e—0 T—oo T

1.2 Variedades de Finsler

Nesta secao, apresentaremos algumas definigoes e resultados que servirao para o

desenvolvimento do Capitulo 2.

Faremos uso da convenc¢ao de Einstein, ou seja, ndo escreveremos o simbolo do soma-
torio para representar a soma quando aparecem indices repetidos. Além disso, denotaremos

os espagos X \ {0} como Xj.

Defini¢ao 1.5 Uma métrica de Finsler sobre M é uma fungio F : TM — [0,00) tal que:

1. F ¢ C* sobre T M,
2. F(x, \y) = AF(z,y),VA € Rt
3. A forma bilinear simétrica

gy: T,MxT,M — R

2
() gy 0) = s Py b sut )|

¢ definida positiva para todo y € T, M.

Observagio 1.6 (a) Seja (z',y7) o sistema usual de coordenadas locais estandar sobre

TM, gij(z,y) = 5[F?lyiys (2, 9) e (97)=(gi;) ",
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(b) F é dita reversivel se F(z,—y) = F(z,y), V(z,y) € TM.

(¢) O par (M, F) é chamado de variedade de Finsler.

Enunciaremos o seguinte teorema que é de uso frequente nos argumentos de muitos

resultados.

Teorema 1.7 (Teorema de Euler) Suponha que a fun¢io H sobre R™ é diferencidvel fora
da origem. Entdo as sequintes afirmacoes sdo equivalentes:
(a) H é positiva homogénea de grau r, isto é,
H(\y) = A"H(y)
para todo A > 0 ey € R.

(b) A derivada direcional radial de H é r vezes H(r), isto €,
y'Hy(y) = rH(y)

para todo y € Ry.

Denotemos por S, M o conjunto que contém todos os raios [y] := {A\y : A > 0},
onde y € T, M. Definimos o fibrado esférico de M, denotado por SM, como a uniao de
Sy M:

SM =S, M.

Naturalmente SM possui uma estrutura de variedade com dimensao 2n-1. Os elementos
de SM serao denotados por (z,[y]), onde y € T,,My. Abusando da notacdo, se nao houver

confusao, escreveremos (z,y) no lugar de (z, [y]).

Seja 7 : [a,b] = M uma curva suave por partes. O comprimento de 7 é definido por

Le(r) = / bF(T(t), if(ﬂ)dt

Definimos a funcao distancia inducida por F', como

dp(p.q) = inf Lp(7), Vp,g € M
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Se a métrica de Finsler F' é reversivel, entao dp é simétrica.
Uma curva suave por partes 7 : [a,b] — M é dita minimizante se possui comprimento

minimo, isto é,

Dizemos que 7 é localmente minimizante, se para ty € [a, b], existe um niimero suficiente-

mente pequeno £ > 0 tal que 7 é minimizante quando é restrita a [ty — &,ty + €] N [a, b]

Definicao 1.8 Uma curva suave T é chamada geodésica, se esta é localmente minimizante

e F(t,9) ¢ constante.

As geodésicas sobre (M, F') estao localmente caracterizadas pelo seguinte lema

Lema 1.9 Uma curva suave T numa variedade de Finsler (M, F') € geodésica se, e somente

d*rt S/ dr
az T2 (T’ dt) =0,

se, a curva satisfaz

onde

. 1 . 0q.; 0q; )
G'(y) = 19" {250 @) — W) 'y

Definicao 1.10 Uma métrica de Finsler F' é chamada de métrica de Berwald, se para
qualquer sistema usual de coordenadas locais estandar, os coeficientes geodésicos Gi(y) sdo

quadrdticos em y € T, M para todox € M.

Observacao 1.11  (a) As métricas Berwald F' sao denotadas comumente usando o g

da observasacao 1.6.
(b) Se os coeficientes G* = G'(y) sao quadrdticos, entdo existem fungoes locais T (x)
sobre M tal que T (z) = T}, (x) para todo x € M e

G'ly) = 5 @)Yyt
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(¢) Para uma métrica de Berwald, g;;,

e
Jjk — ay]@yk

; 1 4(0q; Ogjr  Ogm  Ogij g Ogr1 }
UR— — - — G, G| — G"

k9 {8xk ox! - ol Oy * * oyr L oy Y
nao depende de y.

Exemplo 1.12 Seja F(z,y) = 1/gi;4'y’ wma métrica Riemanniana sobre uma variedade

M. Temos que os coeficientes geodésicos $ao

R % _ g } 7,k
Gi(w) = 30" @) {255 @) = T @) byt

onde (¢”(x)) := (gij(x))~". Claramente, G* é quadrdtico em y € T, M. Logo F é uma

métrica de Berwald.

Exemplo 1.13 Considere a métrica F' = a+ 3 sobre uma variedade diferencidvel M, onde
a(z,y) = \Jaij(x)y'y? é uma métrica Riemanniana e B(z,y) = b;(x)y' é uma I1-forma tal
que ||B]]. = \/aij(m)bi(a:)bj(x) <1 com (a"(z)) = (a;;(z))~'. Como no exzemplo anterior,

temos que os coeficientes geodésicos de o sdo

1

G (w.y) = T’y

onde ffk(x) = ffm(x) s@o fungoes de x € M. Defina b;; por

byjda’ = db; — b;T,.da"

. Sejam

1 1
rij = 5l +0j5) e sij = 5(biy = byp)-

Os coeficientes geodésicos G* de F sdao dados por

Gizéi—l—Pyi—l—Qi



Capitulo 1. Preliminares 18

onde
P = 21F{7’7;jyiyj —2ab.a™Psyy't e Q' i= aa sy (1-1)
Se 8 ¢ paralelo com respeito a «, isto €, by; = 0, entdo
ri; = 0= s4;.
Portanto, P =0 = Q', o que implica
G'=G.
Como os G' sdo quadrdticos em y € TyM para todo x € M, seque que F = a + 3 € uma

métrica de Berwald.

Definicao 1.14 Seja y € T, My. A conexdo de Berwald é uma aplicacao

VY T,M x C®(TM) — T,M
V) e V) = VIV = {u(V) (@) + V(@)D (@)t} |

xT

ondeu:uia‘zi eT.M eV:Viaii € C=(TM)

As seguintes defini¢oes podem ser encontradas em [1] e [3].

Definicao 1.15 Definimos a curvatura de Riemann para variedades de Finsler como

R, = Ridr' ® 2, onde

al’i )

oG! [l CL - 92°GY . 0GP OGY
Oxk  Oxidyk y 2 Oy OyF v - oyl Oyk (1-2)

RF =2

Logo temos que a fungao escalar de Ricci de F' é definido como

1 .
R= ﬁRi, (1-3)
o tensor de Ricci
1
Ric— <F2R) , (1-4)
2 iy

e o traco do tensor de Ricci é definida como

H, = ¢g" Ric (1-5)
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1.3 Volume em Variedades de Finsler

Contrariamente ao que acontece na geometria Riemanniana, nao ha um volume
canonico na geometria Finsleriana. Existe no entanto algumas formas naturais de definir
volume sobre variedades de Finsler, as quais surgiram na geometria convexa. Entre elas, as
mais estudadas sao as formas de volume de Busemann-Hausdorff e a forma de volume de
Holmes-Thompson, ambas reduzem-se a forma de volume de Riemann quando a métrica

de Finsler torna-se Riemanniana.

A forma de volume de Busemann-Hausdorff é obtida ao considerar a variedade
de Finsler como um espaco métrico e tomando as medidas de Hausdorff om respeito a
métrica, no entanto Alvarez-Paiva e Berck em [15] demonstraram que apesar da naturali-

dade, pode nao ser boa ao considerar generalizagoes, como por exemplo, da curvatura média.

Para definir a forma de volume de Holmes-Thompson, considere uma variedade de
Finsler n dimensional (M, F'). No ponto x € M, fixe uma base {b;}}_; para T,M e a base

dual associada {6}, para T*M. Para cada vetor y = y'b; € T,, My, escreva

gij = gy(bi’bj)'

Cada g¢,;(y) é uma funcdo C'* sobre Rf. Defina

5  Jpn det(gi(y))dy'...dy"
() = vol (B") ’

onde B" := {(y') € R": F(y'b;) < 1}. Assim, a forma
AV == Gp(z)0 A . AO"

¢ uma forma de volume bem definida sobre M (Forma de volume de Holmes-

Thompson).

Defina a forma de Hilbert

W= ijd:ci = g;;(y)y’ da’,
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Observe que

dg. . 4 4 .
dw = agjkykdx’ Adx’ — giidz' N dy'.
xl

Assim
n(n+1)

(dw)" =dw A ... Ndw = (=1)" 2 nldet(g;(y))dz"...dz"dy"...dy".
A forma de volume w define uma forma de volume sobre T'M, dada por

anen) 1
Vs = (—1) "5 = (dw)".

n!
Logo, pode-se definir o volume de uma variedade de Finsler (M, F') por

vol(M) := L dVsy = i1)01(5]\4)

Wy JSM Wn

onde 7w : SM — M denota o fibrado esférico de M. Observe que para uma func¢ao f sobre

M, tem-se

/S T Ve = w, /M FdVp. (1-6)

Assim, a forma de volume dVgy, da origem & forma de volume dVy sobre M.

Proposicao 1.16 (Ver[}]) Sejam M wma variedade de Finsler, g uma métrica de Berwald
e f: M — R uma fungio suave tal que gy = €*/g. Logo

dv,, = e™dv,.
Observagao 1.17 Através da forma de volume de Holmes-Thompson, podemos definir

a entropia de volume numa variedade Finsleriana compacta da mesma forma que numa

variedade Riemanniana compacta.
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2 A entropia de volume sobre variedades de

Finsler

2.1 Fluxo de Yamabe

Uma das equacoes de evolugao mais conhecidas na geometria Riemanniana é o
fluxo de Yamabe
% = —Ry g sobre M x (0,7),
g = g em M
Nesta secao estudaremos o fluxo de Yamabe sobre variedades Finsler associado a métricas
Berwald. Para isso vamos nos inspirar em algumas ideias de R. Ye apresentadas em [18] e
nas notas de Mikula [14].

Em principio, a mesma equacao pode ser usada no contexto de Finsler, pois tanto g;;

quanto R tem sido generalizados para um contexto mais amplo. Assim, temos

9gij
gtﬂ = —H,,.gi; sobre M x (0,7), (2-1)
90 = g em M
Logo pelo Teorema de Euler, temos %2 = —H,4.F?, isto é,
m%t(m = —3M, sobre M x (0,T),

F’t:() = F() em M.

Note que esta equacgao escalar aborda a evolug¢ao da métrica Finsleriana F' e tem sentido
geométrico tanto sobre T'My como sobre SM. Portanto a a equagao (2-1) é sugestiva para
estudar o fluxo de Yamabe em geometria Finsleriana.

Como SM é compacta, pode-se normalizar a equagao (2-1) exigindo que o volume de SM
seja constante ao longo do fluxo. Para o fluxo normalizado, vamos considerar a equacao

% — (—,, + K(t))g, temos



Capitulo 2. A entropia de volume sobre variedades de Finsler 22

{ i 852] B 8logF}dVSM
— /S (=M, + K (1) = 5(=Hy, + K(0) Vi
- g [ (g + K (1) dVias

Isto implica que K (t) = m Jon "y AV =: Avg(H,,). Portanto, o fluxo de Yamabe

normalizado em variedades de Finsler é definido como:

%= (Avg(My) — H)ge sobre M x (0,T), (22)

go = g em M.

Em relagao a este fluxo alguns resultados interessantes sao conhecidos

Teorema 2.1 (Ver[3]) Sejam M uma variedade de Finsler e g uma métrica de Berwald

tal que (99” = f(9)gij, entdo gi;(t) = e g;;(0) para alguma fungio suave o sobre M.

Teorema 2.2 (Ver[3]) Sejam M uma variedade de Finsler fechada de dimensdo n > 3
com conexdo de Berwald, e g, § métricas de Berwald sobre M tal que § = el g, onde f €

uma fungdo suave e positiva. Entao

eng == Hg + (1 — n)faﬂgaﬁ + (n — 251 — n> faf,@gaﬁ
(n—1)
2

119" 9 0i9ap + (n = 1) fig" 9" 0igas + (n — 1) f1g" 9" gy,
Onde fa— d:vo" faﬁ 8m68$a eH _g (1F2Ric> .
yoyh

Teorema 2.3 (Ver[3]) Sejam M uma variedade de Finsler fechada de dimensao n > 3
com conexdo de Berwald, e g, g métricas de Berwald sobre M tal que g = uﬁg, onde

u >0 € una funcao suave sobre M. Entdo

nt2 —1
uTJ—rQHg =uH, —I—4EZ - Q;Agu

onde A9y = —uaggo‘ﬂ — uzg”aigaﬁ + Ulgilglﬂaigaﬁ-
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Observacgao 2.4 Gracas ao Teorema 2.3, no que seque nesta secio vamos considerar o
operador

A = —tuapg®™ — w1g" 0igas + wg" 9" igap.

No que segue, chamaremos de métrica de Berwald-Yamabe a uma métrica de

Berwald cujo trago do tensor de Ricci é constante.

O estudo do comportamento do fluxo de Yamabe sobre variedades de Finsler

depende do seguinte resultado da teoria eliptica

Teorema 2.5 (Ver [8]) Seja M uma variedade de Finsler fechada com métrica de Berwald

g e de dimensdo n > 3. logo

% —L(u) = f(x) sobre M x (0,00),

w(z,0) = wo(x) em M (23)

onde L é um operador diferencidvel uniformemente eliptico de sequnda ordem sobre C'°° (M)
com coeficientes suaves. Se f € H*(M) e ug € H**2(M), entdo existe uma tinica solu¢ao
u para (2-3), tal que u(.,t) € H*2(M) para toda t > 0. Além disso, existe C' > 0 tal que
para qualquer t >0

uCes)lsse < C(Juolsgess + |l )

Assim podemos demonstrar a seguinte afirmacao,

Teorema 2.6 Sejam M uma variedade de Finsler compacta de dimensdio n > 3 com

conexao de Berwald e g uma métrica de Berwald sobre M tal que Hy < 0, a solucao da

equacao
% = (Avg(’Hgt) — /Hgt>gt sobre M x (0,T), (2.4)
Jgo = g, sobre M
existe para todo tempo e converge para uma métrica de Yamabe-Berwald na classe conforme
de g.
Demonstracao.

Para demonstrar este teorema necessitaremos dos seguintes lemas
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Lema 2.7 Sejau: M x[0,T) — M uma solugao de (2-4). Entao, para qualquert € [0,T),

4

ou2 =
an;:m Z min |Hg| + Avg(Hgt)urrrLl:nQ7
8Umax

_4
o < max [Hy| + Avg(H,, ) tiax,

onde Upiny = MiNjs U € Upax = MaxXs U.

Demonstragdao. Defina X = {z € M : up;, = u}. Entao

Guﬁ 8u$ 4
min . . 9, oy}
5 2 xg)f( 5 = ;gf({CUA u—Hy,+ Avg(H,, )u }

Como z € X, entao pelo principio do minimo A% > 0. Assim
4
n—2 4

%?;m > inf{—Hy+Avg(Hy, Ju mm} > inf{[H,|+Avg (M, Ju mm} > min |[H,|4+Avg(Hy)upm: -

De maneira similar, usando o principio do maximo, temos a outra desigualdade. O

Observe que

/ HgthSM > 1nf M/ %gthSMa

vol (SM) ™+ 9] vol (S
Entao,
e [ HydVeu 2 L | Hadv
vol (SM) Jsm ™ SM_UOZ(SM>% [g] vol(SM)"Tf2 g | aTTSM:
Se a = inf, ﬁ Jsar Hg:dVsar, temos
vol(SM)~n
Q
Avg(Hy,) > ———-
vg(He) 2 vol(SM)=
Dali,
=
Ol : o] wiy
——mn - —un 2-5
ot = min | vol(SM)Eu (2-5)
Por outro lado,
0 (n—2)
A = 7/ A — 2d <
at( Ug(H )) 2UOZ(SM) SMl Ug(Hgt) H9t| VSM—()?
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o qual implica que Avg(H,,) é decrescente, entdo Avg(Hy) > Avg(H,,). Logo,

n—2
aul(nax ) <n4 2y

ot S max |7‘[g| + A'Ug(% )Umax (2_6)

Lema 2.8 Temos, para qualquert € [0,T),

it n [ T,
ul? > min {rm;‘]&‘ glvol(SM)%, Hmin 2( ’ >} (2-7)
Demonstragao. De (2-5), temos que
=
= _a_
8umln 2 Cl . CQUI(nniI—12)

ot

onde Cy = min [H,| e Cy = W Logo

9 ( oo <n4—2>) cpt A (Cl e Ch e )
il . > 2t (DGt L g ey
ot (e Uain - | = Che dt 026 c, tnin (-0)

Dai

(n 2) —Cot (n 2)
Umin > e 2 Umin ('7 O) + =

Se 1‘23;2 > t, entdo e~ 2t > % Logo,

4
log 2 (n—2) (&5 .
Se "7 <1, temos uyy, > & Dai,

Lema 2.9 Temos, para qualquert € [0,T),

_4
U < AeP! (2-8)
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Demonstragdao. De (2-6), temos

4
aUI(I?a_XQ) %2
It <C)+ 02ur<nax ),

onde Cy = max [Hy| e Cy = Avg(H,). Logo,

_4 _4
a<602tur(1?a_)(2)> < Cleczt _ a( — ge—czt + g + ul(ﬁla—)f) <'7 0))

ot Ot Cy Coy
Entao,
(=] Cot, Ty Ch —Cat =) CiY cat
Umax Se QUmaX (,0)_7(1_6 Q)S (U/max (,0)+)6 2
Cy C2
O
Assim de (2-7) e (2-8) temos
Ci(T) < ulw, 1) < Cu(T) (2-9)
para todo (x,t) € M x [0,T"). Além disso, como
oumm 1
= 4
5 = ug N o+ Avg(Hy)uT,
entao
0 -1 -1)C
Ty (n : )Agu = % — (n—1)CAvg(H,)u (2-10)
ot Lo w=2

Aplicando o Teorema 2.5 e (2-9) na equagdo (2-10) concluimos que existe uma constante
C7 > 0 tal que

[u( )2y < Ch
para todo t € [0,7"). Portanto T' = oo.

Mostremos agora que Cy = Avg(H,) ndo depende de T'. Para isso, demonstremos o seguinte

lema:

Lema 2.10 Temos Avg(H,,) <0 para t > 0 suficientemente grande.
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Demonstragdo. Seja h € [g]. Entao

voln(SM) = / AVsrr, = wn / v,
SM

= wn/ e 2>dV

> e [ d7,

= u(" 7 ol ,(SM).

min

Dali,
2 voly(SM
2y o Voln(SM) (2-11)
Agora, suponha por absurdo que Avg(H,,) > 0 para todo ¢. Entao, do Lema 2-5, temos
4

(n—2) 4
8U’min a (n 2)

B < min[Hy| = (¢ min | + 45 (,0).

Entao,
4

<" 2 > ul P (,0) + tomin [H|,

mln —_ mlIl

para todo t > 0. Mas essa desigualdade contradiz (2-11). Logo, existe to > 0 tal que
Avg(Hg,,) < 0. Mas

0 (n—2)

o Ava(H,) = - Jopy VAvO(H) = Ho, PaVse <0,

200l(SM) Js
implica que

Avg(Hg,) <0

para todo t > 1. O

Lema 2.11 Temos
1
— < <’
5 <ula ) <

para todo (x,t) € M x [0,00), onde C' é uma constante positiva.
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Demonstragdao. De (2-6), temos
4

OUax o
ot <C;— CQUr(r;Lax2)7

onde € = max |Hy| > 0 e Cy = —Avg(H,, ) > 0. Logo,

9 ([ cut <n42>) et O (01 ot Or =) >
7 2 max < Y= —| = — — max (.- .
ot <e ) < e =550 T, T 0)

Assim

_4 _4
U < e” i (1,0) + —

Agora, vamos analizar H,,. Para isso vamos estudar a equacao de evolugao

OH,,

ot = —(n — 1)A%(Avg(Hy,) — Hg,) — He(Avg(Hy,) — Hy,)

Denote (Hg, )max = supy; Hg, € (Hg, )min = infpr Hy,. Como M é compacta pode-se definir

0s seguintes conjuntos

P={zeM:(Hg)max =Hg} ¢ Q={x€M: (Hg)min = Hy,}

Lema 2.12 Se existem constantes C,e > 0 tal que —C < H, < —¢ em M, entdo

0

o7 (Ha)min = (’Hgt)mm((Hgt)mm - Avg(Hgt)> > Avg(H,y,) ((Hgt)mm - Avg(Hgt)> >0

0

&(Hgt)max < (Hgt)max<(7'[gt)max — Avg(’l—[gt)> < _5<(7.[gt)max _ AUQ(?‘Q;J) <0

Em particular, tem-se —C' < H,, < —e para todo x € M et > 0.

Demonstracao. Temos,

0 0

il > inf —
8t(H9t)mm = I%fat(%gt)7

= inf { (0= DA% (= Aug(Hy) + (HyJuin) = Hoy (Avg(Hy,) = (o i)}
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Dali,
0
&(Hgt)min > _Hgt<AUg<Hgt> - (Hgt)min>'
Como (Hg, )min < Avg(Hy,), temos
0

E(Hgt)min > Avg(?—[gt) <(Hgt)min - Avg(Hgt))

De maneira analoga temos

gt(%gt)max < (Hgt)max <(H9t)max o AIUg(,Hgt)) .

Assim (Hg, )max € decrescente. Logo, temos que (Hy, Jmax < —€, POis (Hy)max < —¢. Entao,

0

o (o > —s((Hgt)max - Avg(Hgt))-

Da monotonicidade de (H,g, )max € (Hg, )min, tem-se
—£> (Hg)max € (Hg,)min > —C.
Portanto,
—C <M, < —¢ (2-12)

para todo x € M et > 0. O

Lema 2.13 Se —C < H, < —¢, entao
[Avg(Hy,) = Hy| < (C —e)e™

para todo x € M et > 0. Em particular,

ou

— 0
o

exponencialmente e uniformemente em x, quando t — oo.

Demonstracao. Temos

i((Hgt)max - (Hgt)min) = gt((%gt)mw) - ;((Hgt)min>v

_5<(7-[gt)max — Avg('Hgt)) — Avg(H,,) ((Hgt)min - AUQ(Hgt)>

IA
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Somando e substraindo €(Hg, )min, temos

gt(mgt)max - (”Hgt>min) < —a((%gt)max - (Hgt>min>

Dali,
|Avg(Hg,) — Hg,| < (C —e)e™".
Logo,
Oun=2) 4
ot = (AUQ(Hgt) - Hgt>u("2>
Assim
4 ou
— = |lA — < —e)e .
(n—2) 8t’ ‘( v9(Ha) Hg)“‘ S CC=e)e
O
Como

to
u(z,t) = u(z,0) —I—/ —u(x, s)ds,
0 0s
do Lema 2.13 temos que u(z,t) — us () exponencialmente e uniformemente em x, quando

t — oo. Além disso, do Teorema 2.5 temos

exponencialmente quando ¢ — co. Em particular, H,, — H,.. exponencialmente quando
4

t — oo, onde H,_ ¢ o trago do tensor de Ricci da métrica g, = uss™g.

Por outro lado, para f(t) = (Hg, )max — (g, )min temos que ag—it) < —&f(t). Se definimos
h(t) = e f(t) — f(0), entdo %(:) < 0 e h(0) = 0. Assim, h(t) < 0, implicando f(t) <
f(0)e . Logo,

My, = Avg(Hy)| < (o = oo < (Mo = (g J e < (€ = 2)e™

para todo t > 0.
Usando (2-10), temos

(6=n)
u(n—2)

L(u) = (n —1)CAvg(H,, )u.

Assim, pelo Teorema 2.5, H,, converge fortemente para uma constante quando ¢t — oo.

Portanto, H, _ é constante. O
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2.2 Fluxos do tipo Yamabe e a entropia de volume

Nesta secao, estudaremos a entropia de volume através de fluxos do tipo Yamabe
sobre variedades de Finsler associadas a métricas de Berwald. Para isso vamos nos inspirar
em algumas ideias de Ye, Suarez-Serrato e Tapie dadas em [18] e [16].

Seja (M, g) uma variedade de Finsler compacta tal que Hupin < Hy < Humax < 0, 0 fluzo
de Yamabe de curvatura-normalizada crescente é a familia de métricas Berwald (g¢)tejo,r)

que ¢ solucao da equacgao

% = (Hma:p(gt)_?'[gt)gt,
do = g

(2-13)

onde Humax(gr) = maxy H,, . Tal fluxo é denotado por FYCNT.
De maneira similar pode-se definir o fluxo de Yamabe de curvatura-normalizada decrescente

como a familia de métricas (g¢):ejo,r) que ¢é solugao da equagao

% = (Hmin(gt)_Hgt)gm
dgo = g

(2-14)

onde Humin(g:) = minys H,,. Tal fluxo é denotado por FYCN ™.

Teorema 2.14 Seja M uma variedade de Finsler compacta de dimensdon > 3 e g uma

métrica de Berwald tal que Huymin < Hg < Hmax < 0. Entdo,

0
% = (Hmaz(9t) — Hgt)gtu
go = g

possui uma unica solugio mazimal g; definida para t € [0,400) tal que

Hgt S [Hmim%max]
para todo t > 0. Além disso, existe uma métrica de Berwald-Yamabe guma.x € [g] com
Hyor < Humax < 0 tal que g, converge exponencialmente para gmax na C*-topologia para
todo k > 0.
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Demonstracdo. Seja g uma métrica de Berwald tal que Hyin < Hg < Hmax < 0. Seja

também g, uma solucao de

% = (Avg(Hg) — Hg)ir
g = g

(2-15)

Como Hpax < 0, segue do Teorema 2.6 que o fluxo (2-15) tem uma tnica solugdo definida,
para todo tempo t > 0. Além disso, a métrica converge para uma métrica de Berwald-

Yamabe gy na classe conforme de g tal que
vol(SM, gy) = vol(SM, g).

Defina

e seja
a: (0,+00) = (0,+00)
a Unica solucao da
o(t) = e vl®)
a(0) = 0
Assim, temos que « é crescente. Logo, da convergéncia demonstrada no Teorema 2.6,

existem C,e > 0 tal que para todo ¢ > 0, temos
|Hmax(§t) - Avg(Hgt)| S C'e_at

Portanto, a existe para todot >0 e @ converge para um nimero positivo a., quando

t — o0.

Lema 2.15 Seja
gt = €¢(a(t))§a(t), vt > 0.

Entdo g, satisfaz
9g¢

ot = (Hmax(9¢) — Hgt)gt
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Demonstracio. Como g; = e¥(a(®) Ja(t), €Ntao
99 _ 8(ew<a(t>) 3 m)
ot ot “
0

(03 ~ (e a ~
_ a(ew( ) Gy + (t))%q““)

@ ~ «a 0 ~
= W(a(t))a'(t)ew (t))ga(t) + ew( (t))aga(t)&/(t)

- « e ~ [e% a ~ - (0%
= (a(t))eH@@erlalg, )y e “”aga@)e lal)

= V()0 + ydu

= (Hmax(§a<t>) - Avg(Hth)))!?a(t) + (AUQ(HM)) - Hga@))ﬁa(t)
= (Hmax(Jaw) = Hguey)9a

= (Humax(9:) — Hg,) 9t

onde na tltima desigualdade foi usado que H,, = e~ %) o

Jou(t)
Portanto, (g;);>0 ¢ uma solugdo do FYCN*. Como a aplicagio o é uma bijecao crescente
sobre (0,+00), a unicidade da solugdo do FYCN™ segue da unicidade da solugao de
(2-15).

Agora, vamos demonstrar que as estimativas de H, sdo preservadas ao longo do fluxo

Lema 2.16 O traco do tensor de Ricci H,, satisfaz

OH,,
ot

= —(n = DAY (Hy, — Huax(90)) + Hg, (g, — Humax(91))

7-[min S Hgt S Hmax

para todo t € [0,T).

4 4 4 ~
Demonstragio. Se g = u™=2 gy € hy = v g;. Temos hy = (uv) ™2 gg, entao

(n+2)

_ 1
Hy, =u 2 {—aAgou + Hgout

_ (n+2)

Mo, = (o)~ (A9 () + Hoy w0)),
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onde C' = — (=2

A(n—1)
Logo,
1 _(nd2) 1
—aAgtv +Hpv=u "D {—aAgo(uv) — Hgo(uv)}. (2-16)
Por outro lado,
0 0 i) 1 (n+2),, u . (n+2)
me:aA““”%_CAQM+HW”}:_m—2ﬂ@wf+< cAgW+H%W)LM”

Tomando v = “ na equagao (2-16), temos

0 B (n +2) ug 1
8tH9t - ( )Hgt < A

Usando %% = (”22) {Hmax(gt) — Hg, Yu, temos

0, _ (-2 (n-2)
ol = Tyt g (ee(0) —Ha)
02 L0 (a9 — Ha )+ i (P 90) — M),

= —(TL - 1)Agt<Hgt - Hmax(gt)) + Hgt (Hgt - Hmax(gt))'

Isto demonstra a primeira afirmacao.

Para cada 0 > 0, considere a fun¢ao

Fs: M x[0,4+0) — R,
(x,t) +— Fs(z,t) =Hgy(x) — (L 4+1)0

Afirmamos que Fs(z,t) < Hmax para todo (z,t) € M x [0,+00). De fato, suponha por

absurdo que existe ty € [0, +00) tal que
max Fs(z,t0) = Humax- (2-17)

Defina
to =inf{t > 0: max Fs(z,t) = Humax }-
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Observamos que fy estd bem definido, pois ty € {t > 0 : maxy; Fs5(2,t) = Humax}-

Como M é compacta, entao existe zo € M tal que
Fg(ZL’(), 2?O) - Hmax- (2_18)

Como Humin < Hgy < Humax < 0 sobre M, segue que to > 0. Da definicdo de #y e (2-17),

temos
Fs(x,t) < Hmax, V(x,t) € M x [0,1)

F5(I7£0) Hmam Ve e M
F6($07t~0) = Hmax- (2_19)

IN

Como Fjs(zg,t0) = maxy, F5(z,1y), entdo no ponto (z, o),

A" (Hg, — Humax(g:)) = 0, (2-20)
pois
Hunax(9t) = max Hy, = max{Fy(x, 1) + (1 +1)5}
= IIlJ\E/}X{Fg(x, t)}+ (1 +1)o.
Dali,

A% (Hy, = Hon90)) = A% Fy(a,) = max Fi(z.1) ) = A" (Fy(a ).
Além disso, também em (g, %), temos
Hg(2) — Humax(g:) = 0, (2-21)
pois em t = t,

Hunax(97,) = max Fy(x, fo) + (1+f0)o
= Humax + (1 +1)8
= Fy(zo,fo) + (1 +40)0
- Hggo(flfo)7
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o qual demonstra a igualdade (2-21).
Logo usando 245 = — (1 — 1)A% (Hy, — Hyuwe(61)) + Ho (M — Honsnlg1)). (220) e (2:21),

temos no ponto (g, ty),

OF; 0
0< 50 =5 Mo =0 = —(n— DA™ (Hy, ~ Hunax(9)) + Hy (Mg, — Hunsx(01)) = 6
< %gt (Hgt - HmaX(gt)) =9
= -,

o qual é uma contradicao pois 0 > 0. Isto mostra que
Fg(:]j’ t) < %max
para todo (x,t) € M x [0,4+00). Logo tomando o limite quando 6 — 0, temos que

Hg, (I) < Hmax-

Para demonstrar que H,, > Huin, ¢ suficiente tomar 6 > 0 e definir

Gs: M x[0,+00) — R,
(x,t) = Fs(z,t) = Hg(z) + (1 +1)0.

Argumentando em uma maneira similar ao caso anterior, temos
para todo (x,t) € M x [0,400). Assim tomando o limite quando 6 — 0, temos

Hgt (I) > Hmiﬂ'

O
Fixando k > 2, do Teorema 2.6 segue que a solugao (g;)>o da equagao (2-15) converge
exponencialmente na C*-topologia a uma métrica gy € [g] tal que vol,, (SM) = vol,(SM).

Como a solucao (g:)i>0 ¢ dada por
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. t . .. ..
com « estritamente crescente, ? convergindo para um limite positivo quando ¢ — oo e

Y(t) convergindo exponencialmente a uma constante z quando ¢ — oo. Isto implica que g,

converge exponenciamente a uma métrica de Berwald-Yamabe

Gmax = ezg\/
Ja que Hmin < Hy, < Hmax para todo ¢t > 0, entao a curvatura escalar de gmax satisfaz

7-[min S H S 7-lma.X‘

Jmax

O

Agora, consideremos o fluxo de Yamabe de curvatura normalizada decrescente (FYCN™)
sobre M com métrica inicial g. Seguindo argumentos similares aos feitos na demonstracao

do Lema 2.16, temos os seguintes resultados:

Lema 2.17 O traco do tensor de Ricci satisfaz

OH,,

ot = —(n — DA (Hg, — Humin(9:)) + Hg,(Hg, — Hunin(9:))

Hmin S Hgt S Hmax

para todo t € [0,T).

Teorema 2.18 Seja M uma variedade de Finsler fechada de dimensdon > 3 e g uma

métrica de Berwald tal que Hmin < Hg < Hmax < 0. Entdo
gt
aigt = (Hmin(g:) — /Hgt>9t:
g = g

possui uma unica solugao mazximal g; definida para t € [0, +00) tal que
Hgt € [Hmin;HmaX]

para todo t > 0. Além disso, existe uma métrica de Berwald-Yamabe gmm € [g] com
Homin < My, < 0 tal que g; converge exponencialmente para gumin na C*-topologia para

todo k > 0.
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Observacao 2.19 Pelo Lema 2.15 temos que para g; = e g o fator conforme t — e
para o FYCNT ¢ crescente. Similarmente, podemos demonstrar que para o FYCN™, o

fator conforme t — e™* € decrescente.

O seguinte resultado ajudard na demonstracao do Lema de Schwarz conforme para

variedades de Finsler e na determinacao de estimativas para a entropia de volume

Teorema 2.20 Sejam g, e go métricas de Berwald sobre M tal que para todo ponto x € M,
temos que g1(x) < go(x) no sentido das formas bilineares. Entao a entropia de volume

satisfaz h(gr) = h(gs).

Demonstragio. Seja M a cobertura universal de M. Como gy e go sdo métricas de Berwald

sobre M, entao
91(2) < g2(%)
para todo & € M. Logo
By, (Z,7) C By, (Z,7)

Como M é compacta, existe C' > 1 tal que

!

1
<
o<

S

~91 S C

2

S
N

Assim, temos que para todo r > 0,

volg, (By, (T,7)) < Cvolg, (By, (7,1))

Logo
log volg, (B, (T, 7)) < log voly, (By, (,7)) < log voly, (By, (7, 7)) i log C
r - r - r ro
Tomando r — 0o, concluimos que h(g2) < h(g). a

Teorema 2.21 Seja M uma variedade de Finsler fechada de dimensaon > 3 e g uma
métrica de Berwald tal que Hy € [Humins Himaz) C (—00,0) € gy € uma métrica de Berwald-

Yamabe na classe conforme de g tal que Hg, = —1. Entdo,
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(a) e <9< @i (Lema de Schwarz Conforme)

() vol(SM,gy) < UOZ(SM g) vol(SM,gy)

/| H n / n
| mm‘ |Hmax|

() Sys(M,gy) ,gy < Sys(M g) < Sys(M,gy)

(d) ’%max’h(gY) < h(Q) < ’Hmin’h(gY>

Demonstracao.

(a) Seja M uma variedade de Finsler de dimensao n > 3 e g uma métrica de Berwald
tal que H, € [Hmin, Himaz)- Como no FYCN™ com métrica de Berwald inicial g o

fator conforme cresce e converge para uma métrica tal que H Hmax, & qual

9Imax S

temos limite superior para g. Da mesma forma, o F'YC'N~ com condigao

Hmlna

|H9mdx ‘ !

inicial g faz decrecer o fator conforme e converge para

tal que H

gy
|Hg 9min —

min ‘

o qual fornece o limite inferior que desejamos.

(b) Como vol(M,gy) = [y, AV, € [gu AV = wy [y, AV

de Holmes-Thompson e usando (1-6), temos

4y, entao integrando com a forma

vol(SM, gy) < ol(SM, g) < vol(SM, gy)
‘Hmin|n ’Hmax’n

(¢) Como o sistole, denotado por Sys(M, g), é a longitude minima de qualquer curva

nao homotdpica a zero e as métricas de Berwald g e h satisfazem g < h entao
Sys(M, g) < Sys(M, h).
Logo, temos 24M9v) < Gy (M, g) e Sys(M, g) < Svsilov)

VvV [Hmin| v/ [Hmax|

(d) Por (a), temos que sobre M. Logo usando o Teorema 2.20, segue

gy < < _9v
‘Hminl - g - |Hmax|

a afirmacao.
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3 A entropia de volume sobre variedades com-

pactas com bordo

3.1 Fluxos do tipo Yamabe

Em este capitulo estudaremos a entropia de volume através de fluxos do tipo
Yamabe sobre variedades com bordo, para isso vamos nos inspirar em algumas ideias de

Brendle apresentadas em [5].

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n > 3 com bordo OM e g uma
meétrica sobre M. Denotamos por R, a curvatura escalar de M, H, a curvatura média de

OM,
_ 1

R zi/Rd
gt fM dUgt [P Vg,

o valor médio da curvatura escalar de M, e por

_ 1
i =7/ H, dA
gt faM dAgt OM gt gt

o valor médio da curvatura média de OM

Para uma variedade Riemanniana compacta M, Suarez-Serrato e Tapie demonstra-
rao [16] que se gp ¢ uma métrica com curvatura escalar negativa, entdo esta é controlada
pelas métricas de Yamabe que estao na classe conforme de gy. Essa afirmacao implica que
a entropia de volume da métrica gy é controlada pelas entropias das métricas de Yamabe.

Para obter esse resultado usaram fluxos do tipo Yamabe. A definicdo desses fluxos sao:

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta tal que Ruyin < Ry < Ryax < 0,
entao o fluxo de Yamabe de curvatura-normalizada crescente é a familia de métricas

Riemannianas (g¢):cjo,r) que ¢é solugao da equagao

0
% = (Rmaz(9t) — Rgt)gt ;
go = g

(3-1)
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onde Ryax(gr) = maxy Ry,. Tal fluxo é denotado por FYCNT.
De maneira similar pode-se definir o fluzo de Yamabe de curvatura normalizada decrescente

como a familia de métricas (g¢):cjo,r) que é solucao da equagao

% = (Rmin(gt)_Rgt)gt,
dgo = g

(3-2)

onde Ruyin(g:) = miny Ry, , tal fluxo é denotado por FYCN™.

Inspirados nestas afirmagcoes e nos trabalhos de Brendle feitos para fluxos de Yamabe sobre
variedades Riemannianas com bordo, vamos utilizar condigoes similares as dadas no artigo
[5], restringindo tais condig¢oes para o caso de curvatura escalar menor ou igual a zero.

Assim para o estudo do comportamento assintotico, vamos distinguir o seguinte:

1. A classe conforme contém uma métrica de curvatura escalar negativa.

2. A classe conforme contém uma métrica de curvatura escalar zero.

Desta forma, temos

Caso 1 Determinar uma métrica conforme com curvatura escalar constante e negativa no

interior da variedade e de curvatura média zero no bordo.

Caso 2 Determinar uma métrica conforme com curvatura escalar zero no interior da variedade

e de curvatura média constante e negativa no bordo.

Para poder construir solugoes para esses problemas, temos que estudar os corres-
pondentes problemas parabdlicos. No Caso 1, vamos considerar uma métrica inicial gy tal

que Ry, < 0e Hy =0, entao a métrica serd deformada pelos seguintes fluxos conformes

88!? = (Rmax(gt) - Rgt)gt sobre M x (O,T),
H, = 0 sobre dM x (0,T), (3-3)
g = 9

e
%‘qf = (Rumin(9:) — Ry,)g: sobre M x (0,T),
H, = 0 sobredM x (0,T), (3-4)
g = g
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De maneira similar ao caso anterior, no Caso 2 vamos considerar uma métrica inicial gg

tal que Ry, = 0 e Hy, < 0, entao a métrica serd deformada pelos seguintes fluxos conformes

%t = (Hpax(g:) — Hy)g: sobre M x (0,T),
R, = 0 sobre M x (0,7), (3-5)
g =g

e
% = (Hmin(g:) — Hy,)g: sobre OM x (0,7),
R, = 0 sobre M x (0,7), (3-6)
9 =4

A fim de analizar o comportamento ao longo do tempo das solugdes das equagoes

(3-3), (3-4), (3-5) e (3-6) precisaremos dos seguintes resultados obtidos por Brendle [5].

Teorema 3.1 Se a classe conforme contém uma métrica com curvatura escalar negativa

e curvatura média zero, entdo a solucao para a equacao

% = (Rgt — Rgt>gt sobre M, x(0,T)
H, = 0, sobredM x (0,T)

converge para uma métrica de curvatura escalar constante no interior e curvatura média
zero no bordo. Além disso, se existem duas métricas com curvatura escalar constante, entdo

elas sao multiplos entre si.

Teorema 3.2 Se a classe conforme contém uma métrica com curvatura média negativa e

curvatura escalar zero, entdo a soluc¢ao para a equagcao

ot
R, = 0, sobre M x (0,T)

99 _ (Hgt _Hgt)gt sobre OM x (0,T),

converge para uma métrica de curvatura média constante no bordo e curvatura escalar zero
no interior. Além disso, se existem duas métricas com curvatura escalar constante, entdo

elas sao multiplos entre si.
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Observacao 3.3 Estes resultados de Brendle garantem que as curvaturas obtidas sdo
constantes. Mas usando as ideias de Chen e Tung Ho dadas em [6], vemos que para o
problema de Yamabe geral o sinal das curvatura dependem do sinal de f e das hipoteses

sobre o invariante de Yamabe Y (M,0M, go). Como

1
Y (M, OM, :'fn{/Rd 2/ HdA},
( 90) gler[lgo] (fMdUg)TZ " gQVg + ony 94

entao:

(a) Se R, <0 e H, =0 entao
Y (M, 9M, go) < 0.

(b) Se H, <0 e R, =0 entao
Y (M, 9M, go) < 0.

Portanto, para qualquer dos casos, temos Y (M,0M,gy) < 0. Além disso, se f é uma

cosntante negativa, a curvatura prescrita € de sinal negativo.

Assim, os Teoremas 3.1 e 3.2, em particular, podem ser unificados

Teorema 3.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensio n > 3 com

bordo suave OM. Entdo para a solugcdo do fluro de Yamabe temos:

e Se R, <0 e H,=0, entdo existe uma unica métrica gy € |g] tal que R,, = —1.

e Se R, =0 e H, <0, entio existe uma unica métrica gy € [g] tal que Hy, = —1

3.2 Entropia de Volume - Caso 1

Na primeira parte desta secdo vamos nos concetrar na demonstracao do seguinte

teorema
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Teorema 3.5 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3 com

bordo suave OM tal que Rpin < Ry < Riyax < 0. Entdo,

% = (Rmax<gt) - Rgt)gt, sobre M x (O’T)
H, = 0, sobredM x (0,T)
g =g

possui uma unica solugio mazimal g; definida para t € [0,400) tal que
Rgt € [Rminy Rmax]

para todo t > 0. Além disso, existe uma métrica de Yamabe gmax € [g] com curvatura
< Rpax < 0 tal que g, converge exponencialmente para gma, na C*-topologia

Jmax —

para todo k > 0.

escalar R

Demonstragdao. Seja g uma métrica de Berwald tal que Ruyin < Ry < Rnax < 0. Seja g

uma solucao de

% = (R(g) — Rg)§, sobre M x (0,T)

ot
H; = 0, sobre M x (0,7 (3-7)
g =9

Como Rpax < 0, se sigue do Teorema 3.1 que o fluxo (3-7) tem uma tnica solugao definida
para todo tempo t > 0. Além disso, a métrica converge para uma métrica de Yamabe, gy,

na classe conforme de g tal que
vol(M, gy) = vol(M, g).
Defina
Y :]0,400) — (0,+00)
¢ 90 = [ (Ruae(ir) = By, )dr

e seja

a: (0,+00) = (0,00)

a unica solucao da
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Assim temos que « é crescente. Logo, da convergéncia demonstrada por Brendle, [5], que

existem C' e > 0 tal que para todo t > 0, temos

|RmaX(§t) - Rgz| < Ce

Portanto, « existe para todo t > 0, e @ converge para um numero positivo a., quando

t — o0.

Lema 3.6 Seja
g = DG, Yt > 0.

Entao g, satisfaz

% = (Rmax(g9¢) — Rg,)gt, sobre M x (0,T)
H, = 0, sobredM x (0,T)

Demonstragio. Como g; = ew(a(ﬂga(t), entao

99: 9 [ yia)-
ot at<e ga(“)

onde na tultima desigualdade foi usado que Ry, = efw(a(t))Rga( B Além disso, como

_ w(a(t)
H, =c¢

gt Ja(t)?

entao H,, = 0. a
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Portanto, (g;);>0 é uma solugao do FYCN™. Como a aplicagdo a é uma bijegao
crescente sobre (0, 400), a unicidade da solugdo do FYCN* segue da unicidade da solugao

de (3-7).

Agora, vamos demonstrar que as estimativas da curvatura escalar sao preservadas

ao longo do fluxo.

Lema 3.7 A curvatura escalar de g; satisfaz

o — (1= 1)Ag(Ry, = Runax(90)) + B (R, — Buna(gt)) sobre M x (0,T)
S = 0, sobre dM x (0,T)

Rmin S Rgt S Rmax-

para todo t € [0,T).

Demonstragdio. Se g; = uﬁgo e hy = vﬁg. Temos h; = (uv)ﬁgo, entao

_(n42) 1
Ry =u &2 {_aAgou + Rgou}

e

_nt2 1

R = (1) "85 {= 5 Ay (w0) + Ry (o)}
onde C = 4(7;__21).
Logo
1 _nt2 1
_6A9tv - Rgt’U =u "72{_6A90 (uv) - Rgo (uv>} (3'8)

Por outro lado,
a a _(n+2) ]_ n + 2 u ]_ _n+2
aRgt = at{u (n-2) {—aAgOU + Rgou}} = _ngtEt + (_ EAgout + Rgout)u "t2
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Tomando v = “ na equagao (3-8),

0 n+2_ 1 Uy ut) ou n—2
R, = — R, 4+ (—-=A,—L+R,— == Ruax(gt) — Ry,
ot gt n—92 gtu ( C gtu+ gtu , 1as ot 4 { (gt) g}u
n+2 n—2
= _n o 2 gt 4 {RmaX<gt) - Rgt}
n—2 1
4 {_gAgt (RmaX(gt> - Rgz) + Rgt(RmaX<gt) - Rgt)}

= —Ry,(Rmax(9:) — Ry,) — (n — 1) Ay, (Rmax(9:) — Ry,)
= (n—1)A,(Ry, — Rmax(9:)) + Ry, (Ry, — Rmax(3:))-

4 .
Além disso, como g; = un—2 gy entao

4: - 1 n+2
—(:_Q)Agou + Ry, = Ry un sobre M,

2(n—1) Ou

n—2 0y,

+ Hyyu = Hgtuﬁ sobre OM,

Dai
% = (n— 1)u_$Agou — ”42<Rgou_n42 — Rmax(gt))u sobre M x (0,7,
ou _
e = 0 sobre 9M x (0,7,
u(0) = wup.
(3-9)
Assim temos que tomando % na equagao do fluxo (3-9) e usando a condigao de Neumann,
0
temos gﬁ%"t = 0 sobre OM, equivalentemente, %}jjt = 0 sobre OM. Isto demonstra a primeira
0 t
afirmagao.

Para cada 0 > 0, considere a fun¢ao
Fs: M x [0,4+00) — R,
(0,6) = Fyla.t) = By () = (1+1)5

Afirmamos que Fj(z,t) < Ruyax para todo (x,t) € M x [0,+00). De fato, suponha por
absurdo que existe ¢y € [0, +00) tal que

max Fs(x,to) = Ruax- (3-10)

Defina
to =inf{t >0: max Fs(z,t) = Ruax}-
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Observamos que g estd bem definido, pois tg € {t : F5(xo,t) > Rmax}-

Como M é compacta, entao existe zo € M tal que
F(;(l’(],fo) = Rmax‘ (3-11)

Como Ryin < Ry < Ryax < 0 sobre M, segue que to > 0. Da definicdo de t, e (3-10),

temos

Fs(x,t) < Rumax, V(2,t) € M x [0,))
Fs(a,7) < Rumax, Yz €M
Fg(l’o, {{O) = Rmax~ (3_12)

Como Fjs(zg,t0) = maxy, F5(z,1y), entdo no ponto (z, to),

Ay (Ry — Runax(ge)) <0, (3-13)
pois
Ruax(gt) = max Ry, = m]‘%X{Fg(I, t)+ (1+1¢)0}
= mj\z}x{Fg(x, t)}+ (1 +1)o.
Dali,

Ay, (Rg, — Ruax(g1)) = A, (Fa(:m t) — max Fj(z, t)) = N, (Fs(x,1)).
Além disso, também em (g, %), temos
Ry (2) — Rimax(g:) = 0, (3-14)
pois em t = t,

Riax(9z,) = max Fs(z,t0) + (1 +4o)6
= Ruax + (1+10)0
= Fys(wo,to) + (1 +10)d
= Ry, (%0),
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o qual demonstra a igualdade (3-14).

Logo usando agft = (n — 1)A,(Ry, — Rumax(9t)) + Ry, (Ry, — Rmax(gt)), (3-13) e (3-14),

temos no ponto (g, ty),

OF; 0
0< 50 =5 R =8 = (0= 1Ay (Ry, ~ Ruux(9e)) + Roy(Ryy — Ruax(91)) = 0
< Rg,(Ry — Ruax(g:)) — 0
= -9,

o qual é uma contradicao pois 0 > 0. Isto mostra que
Fs(x,t) < Rpax

para todo (x,t) € M x [0,4+00). Logo tomando o limite quando 6 — 0, temos que
Ry, (z) < Rupax-

Para demonstrar que R, > Ry, ¢ suficiente tomar 6 > 0 e definir

Gs: M x[0,400) — R,
(z,t) — Fs(z,t) = Ry, (x) + (1 +t)d.

Argumentando de maneira similar ao caso anterior, temos
Gs(z,t) > Ruin

para todo (x,t) € M x [0,400). Assim tomando limite quando § — 0, temos
Ry, () > Ruin-

O
Fixando um k > 2, da proposigao 3.8 de [6] segue que a solu¢ao (G;);>0 da equagao
(3-7) converge exponencialmente na C*-topologia para uma métrica gy € [g] tal que

voly, (M) = voly(M). Como a solucdo (g¢):>0 é dada por

gv
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com « estritamente crescente, @ convergindo para um limite positivo quando ¢ — oo e
Y(t) convergindo exponencialmente rapido uma constante z quando t — co. Isto implica

que g; converge exponenciamente rapido para uma métrica de Yamabe

Gmax = eng-
Ja que Rpin < Ry, < Riax para todo t > 0, entdo a curvatura escalar de gmax satisfaz

Rmin S R S Rmax-

Jmax

O
Agora vamos considerar o fluxo de Yamabe de curvatura normalizada decrescente (FYCN ™)
sobre M com métrica inicial g. Seguindo argumentos similares aos feitos na demonstracao

do Lema 3.7, temos os seguintes resultados

Lema 3.8 A curvatura escalar de g; satisfaz

agtgt = (n—1)Ay,(Ry, — Rumin(g:)) + Ry, (Ry, — Runin(g:)) sobre M x (0,T)
o — 0, sobre dM x (0,T)

Ovg,

Rmin S Rgt S Rmax-

para todo t € [0,T)

Teorema 3.9 Seja M) uma variedade Riemanniana compacta de dimensdo n > 3 com

bordo suave OM tal que Rpyin < Ry < Ryax < 0. Entao

% = (Rmin(9:) — Ry,) g, sobre M x (0,T)
H, = 0, sobre M x (0,7T)
g =9

possui uma unica solugio mazimal g; definida para t € [0,400) tal que
Rgt S [aniny Rmax]

para todo t > 0. Além disso, existe uma métrica de Yamabe gmin € [g] com curvatura escalar

0>R > Rmin tal que g; converge exponencialmente rdpido para gumin na C*-topologia

Jmin —

para todo k > 0.
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Observacao 3.10 Pelo Lema 5.6 temos que para g; = €*g o fator conforme t — et para
o FYCNT € crescente. Similarmente, podemos demonstrar que para o FYCN™, o fator

conforme t — e“* é decrescente.

Os seguintes resultados ajudaram na demonstracao do Lema de Schwarz conforme e na

determinacao de estimativas para a entropia de volume

Teorema 3.11 (Ver [12]) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Entao h,,(g) >

h(g). Além disso, se a curvatura secional de M € ndo positiva entio hi,, = h.

Teorema 3.12 (Ver [7]) Se g1 e g2 sao métricas Riemannianas sobre M tal que para todo
ponto x € M, temos que g1(x) < go(x). Entdo a entropia de volume satisfaz h(gr) > h(ga).

Além disso, se uma variedade Riemanniana ndo possui pontos conjugados entao hy,, = h.

Teorema 3.13 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo OM e
dimensao n > 3 tal que Ry € [Rpin, Rimas] C (—00,0), H, = 0 € gy € uma métrica de

Yamabe na classe conforme de g tal que Ry, = —1. Entao

(a) |R§Zn| <g< |R£;Yax\ (Lema de Schwarz Conforme)

() Sys(M,gy) < Sys (M g) < Sys(M,gy)

V IRmm
(¢) \/|Bmax|P(g9y) < h(g) < \/|Ruinlh(gy), se o bordo OM ¢ totalmente geodésico.

Demonstracao.

(a) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao n > 3 tal que R, € [Ryin, Rimaaz)-

Como no FYCN™ com métrica inicial g o fator conforme cresce e converge para uma

métrica com curvatura escalar R < Rpax. Pelo Teorema 3.1, temos gpax = =2

Ymax ‘Rgmax ‘ )

Logo temos um limite superior para g. Da mesma forma, o F'YC'N~ com condigao

inicial g faz decrecer o fator conforme e converge para uma métrica g, tal que

R > Ruin. Novamente pelo Teorema 3.1, temos g, =

Jmin

52— . LOgo gmin € 0 limite
| gmin‘

inferior que precisamos.
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(b) Como o sistole, denotado por Sys(M, g), é a longitude minima de qualquer curva

nao homotodpica a zero e as métricas g e h satisfazem g < h entao
Sys(M, g) < Sys(M, h).

Logo, SystMgy) < g M, q) e Sys(M, < Sys(Mygv)
g it < ys(M,g) e Sys(M, g) < -

(c) Por (a), temos que 1S9 < ﬁniyax‘ sobre M. Logo usando o Teorema 3.12 temos

a afirmacao.

Corolario 3.14 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo OM e dimensdo

n > 3 tal que Ry < Rper < 0, Hy = 0, € gmaz = |Rgiy| uma métrica de Yamabe na
classe conforme de g com curvatura escalar Ry, .. = Ryaz. Se (M, Gmaz) nao possui pontos

conjugados, entao
htop(g) 2 htop(gma:v)

onde hiop(g) € Mop(Gmaz) SG0 as entropias topoldgicas dos fluxos geodésicos sobre (M, g) e

(M7 gmax)

Demonstragao. Do Teorema 3.13 temos que a entropia de volume de (M, g) e (M, gmax)

satisfazem

h(g) > h(gmax)

Logo pelo Teorema 3.12 temos que hiop(gmax) = (gmax). Além disso do Teorema 3.11
hiop(g) > h(g). Assim temos que

htOp(g) > h(Q) > h(gmaX> = htOP(gmaX)



Capitulo 3. A entropia de volume sobre variedades compactas com bordo 53

3.3 Entropia de Volume - Caso 2

Teorema 3.15 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo OM e

dimensao n > 3 tal que

e
Entao
gt
ot
Rgt
90

possut uma unica solucdo g

R, =0

Hmin S Hg S Hmax < 0.

(Humax(9¢) — Hy,)gi, sobre OM x (0,T)
0, sobre M x (0,T)
g

definida para todo t € [0, 00) tal que

Rgt =0 ) Hgt € [HminyHmax]-

Além disso existe uma métrica de Yamabe gnax na classe conforme de g com curvatura

média Hy,, < Hpax <0 tal que g: converge para gmax-

Demonstracao. Seja g uma métrica tal que Hpin < Hy < Hpax < 0. Seja g¢ a solucao de

gt

= (ﬁg — H; )gt sobre OM x (0,7,
= 0 sobre M x (0,7T), (3-15)
=g

Como Hp.x < 0, segue do Teorema 3.2 que o fluxo conforme tem uma tnica solucao

definida para todo t > 0. Além disso a métrica converge exponencialmente para uma

métrica de Yamabe na classe conforme de g tal que

Defina

vol(OM, g) = vol(OM, gy).

Y [0,4+00) — (0,+00)

t s 6t = [ (Huwslg) ~ 5, )ar
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e seja
a: (0,400) — (0,00)
a Unica solugao de
o/(t) —_ 6_%w(a(t))
a(0) = 0

Assim temos que « é crescente. Logo, da convergéncia da métrica, demonstrada por Brendle

em[5], existem C,e > 0 tal que para todo ¢ > 0, temos

| Hinax (Gt) — f{gtl < Ce

Portanto, « existe para todo t > 0 e O‘(S)

t — o0.

Lema 3.16 Seja
gr = e g .Vt > 0.

Entao g, satisfaz

% = (Hmax(gt) - Hgt)gt7 sobre 6]\/[ X (07
R, = 0, sobre M x (0,T)

Demonstracio. Como g, = e ))ga( t), entao

99 O [ yiaw)- )
ot 8t< Jatt)
0

« ~ « 9 ~
- a(ew( O oo + € (t”aga@

~ aie) O
= @/)/(Oz(t))o/(t)ew(a(t))ga(t) + e¥(e®) atgo‘(t)a ( )

—Ly(a a ~ o 9 ~ -
= y(at))e MOy, ) 4 et “’)agame

= O (0ot + i)

_ egw(a(t)){([{max(g (t )) Hga(t )ga(t) + (H§a<t>
i B o
= 62¢(a(t))(HmaX(ga(t)) - Hga(t)>ga(t)

. _(a(t)
= (Hmax(gt) - Hgt)gta pois Hgt - Ga(t)

- H

converge para um limite positivo , ., quando

T)

Ly (a(t)

day) Ja(t) }
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Além disso, como R, = e V(@@ R,

Goq: €0ta0 Ry, = 0. O

Portanto, (g:):>0 ¢ uma solugdo do FYCN™. Como a aplicacido o é uma bijegao crescente

sobre (0,400), a unicidade da solugdo do FYCN™ segue da unicidade da solucao de
(3-15).

Agora, vamos demonstrar que as estimativas da curvatura escalar sao preservados

ao longo do fluxo.

Lema 3.17 A curvatura escalar de g; satisfaz

%Hyz = (n_l)i(HmaX(gt) - Hg ) - ngz(HmaX(gt> - Hgt)7 sobre M X (07 T)

2 Oug,

Ag,(Huax(g:) — Hy,) = 0, sobre M x (0,T)

2

para todo t € [0,T).

Demonstragao. Defina o operador

(n—1) 0 N
(n=2) 0w, "

C, =2

Assim Cy(u)) = un-2C,, (1) para todo 1 € C®(M).

Por outro lado, se g; = u g entao

2(n—1) ou n_
TN Ly = Hyuis M 1
n—2 o, + Hyu 5, w2 sobre 0 (3-16)
4(n —1 n
—(nQ)Agu + Ru = Rgtun%3 sobre M. (3-17)
n —
Além disso
%TZ — "T_Q(Hmax(gt) — Hy,)u, sobre OM x (0,T), (3.18)
Agu = 0, sobre M x (0,T) e u>0 sobre M x (0,T),
ou equivalentemente
G = _”T—lu*%% - ”T_Q(ngfﬁ — Hpax(g:))u sobre OM x (0,7,
Aju = 0 sobre M x (0,T), (3-19)

u > 0 sobre M x (0,7) e u(0) = ug.
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Das equagoes (3-16) e (3-18), temos

0 0 n
—H = — T n—2
ot o ot (u C (u)>
n _20-y0u _n_ ., Ou
= gt 7 g Celw) FuTC()
n n—2 __n_
= o (e (90) = Hy )+ 53 ((Huv() = o)y, )
n n — 2
= _ZHgt(Hmax(gt) - Hgt) + Tng ((HmaX(gt) - Hgt>H9t)
n—1 0 1
= 2 @(Hmax(go - Hgt) - §Hgt<HmaX(gt) - Hgt)
Como R, =0, R;, =0, L,, := —%Agt + R,, (defini¢do do Laplaciano conforme) e
usando a equagao (3-18), temos
0
0 = <9t<_ (n— 1)Agu)
(n—2)
= DL (Hwe() ~ Hyu)
(—2) w

= 4 un=2 L, (Huax(9:) — Hg,)
= —(n = Dt Ay (Hulgr) — Hy).
Assim temos Ay, (Hmax(g:) — Hy,) = 0 sobre M. Isto demonstra a primeira afirmacao.
Para cada 0 > 0, considere a fungao
Fs:0M x [0,400) — R,
(z,t) — Fs(z,t) = Hy(z,t) — (L +1)0

Afirmamos que Fs(x,t) < Hpyax para todo (z,t) € OM x [0,400). De fato, suponha por
absurdo que existe ¢ € [0, +00) tal que

max Fs(xo,t0) = Hpax- (3-20)

Defina
to = inf{t > 0: max Fs(xo,t0) = Hmax}-
Observamos que fy estd bem definido, pois tg € {t > 0 : maxgy Fs5(2,t0) = Humax }-

Como OM é compacta, entao existe xo € dM tal que

F(;(.CL’(),I?()) = Hmax (3‘21)
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Como Hyin < Hyy < Hpax < 0 sobre M, segue que o > 0. Da defini¢do de # e (3-20),

temos
Fs(x,t) < Hpyax, Y(z,t) € OM x [0,t0)
Fs(x,t0) < Hpax, Vo € OM
Fé(an g(]) = Hmax- (3_22)
Como

Fs(zo, fo) = ggaaﬁ Fs(z, g0)7

entao no ponto (9607 fo),

0
—(H —H,) < -2
3Vgt( max(gt) gt) = 07 (3 3)
pois
Huax(9:) = max Hy, = max{Fs(z,t) + (1 +1)d}
= IIBIJ%/[X{F(S((%J)} + (1 +1t)d.
Dali,
0 0 0
aTgt(Hmax(gt) - Hgt) = %(nalfé@x Fé(x7t) - F(;(Q?, t)) = _aTmF(S(mat)
Além disso, também em (g, %), temos
Hmax(.gt) - Hgt(x) = 07 (3_24)

pois em t = t,

Hunax(95,) = max Fy(x, o) + (1 +1o)6
= Hupax + (1 4+ )0
= Fs(wo,to) + (1 +19)d
= H,, (20),

9i,
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o qual demonstra a igualdade (3-24).
Logo usando 2 Hy, = “ N 0 ([, (g:) — Hy,) — S Hy,(Hunax(g:) — Hy,), (3-23) e (3-24),

2 Ovg,

temos no ponto (g, ty),

0Fs 0 (n—1) 0 1

S5 = pptle - 7Hmax _Ht _7Hthax —H -9
0= ~aln 0 2 oy, Hmax(9t) = Hot) = 5 Hot(Himax(91) = Ho)
1
< _§Hgt(Hgt - Hmax(gt)) -9
— —57

o qual é uma contradicao pois o > 0.

Isto mostra que
F5($,t) < Hmax

para todo (x,t) € M x [0,400). Logo tomando limite quando § — 0, temos que

Hg, (7) < Huax-

Para demonstrar que Hy, > H,,, € suficiente tomar d > 0 e definir a funcao

Gs: M x[0,400) — R,
(z,t) — Fs(z,t) = Hy(z,t) + (1 +1)d.

Argumentando de uma maneira similar ao caso anterior, temos
Gg([)’},t) > Hmin
para todo (x,t) € M X [0,400). Assim tomando limite quando § — 0, temos que

Hgt (JZ) > Hpin

Fixando um k& > 2, do Teorema 1.2 de [5] segue que a solugao (g;) da equagao
(3-15) converge para uma métrica gy € [g] tal que vol,,, (OM) = voly,(OM). Como a solugao
(9¢)t>0 € dada por
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com « estritamente crescente, @ convergindo para um limite positivo quando ¢ — oo e
Y(t) convergindo para uma constante z quando ¢ — oco. Isto implica que g; converge para
uma métrica de Yamabe

Gmax = € gy

Ja que Hyin < Hy, < Hpax para todo ¢t > 0, entao a curvatura média de gpax satisfaz

Hmin S H < Hmax-

Jmax —

O
Agora vamos considerar o fluxo de Yamabe de curvatura normalizada decrescente (F'YCN ™)
com condicao inicial g. Seguindo argumentos similares aos feitos na demonstracao do Lema

3.17, temos os seguintes resultados

Lema 3.18 A curvatura média de g; satisfaz

%Hgt = .o (Humin(g:) — Hgt) - ngt(Hmin@t) - ng)a sobre OM x (0,T)

2 Oug, 2

Ay, (Hin(g:) — Hy,) = 0, sobre M x (0,T)

para todo t € [0,T).

Teorema 3.19 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n > 3

com bordo suave OM tal que Hyin < Hy < Hyax < 0. Entao

% = (Hwmin(g9:) — Hg,)ge, sobre OM x (0,T')

R, = 0, sobre M x (0,T)
g =9

possui uma unica solugio maximal g; definida para t € [0,400) tal que
Hgt € [HmimHmax]

para todo t > 0. Além disso, existe uma métrica de Yamabe gumin € [g] com curvatura média

0> Hy .. > Huyi tal que g, converge para Gmin-
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Observacao 3.20 Do Lema 3.16 temos que para g; = € g o fator conforme t — e para
o FYCNT ¢é crescente. Similarmente podemos demonstrar que para o FYCN~ o fator

conforme t — e“* é decrescente.

Usando os resultados que ajudaram na demonstracao do Lema de Schwarz conforme

do primeiro caso, temos

Teorema 3.21 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo suave OM
e dimensao n > 3 tal que Ry = 0, Hy € [Huin, Hmax] C (—00,0) e gy uma métrica de

Yamabe na classe conforme de g tal que Hy, = —1. Entdo

(@) o] <9< o]

() Sys(OM,gy) < Sys(aM g) S Sys(OM,gy)

vV |Hm1n|

(¢) /[ Hmax|h(gy) < h(g [ Humin| < h(gy)
Demonstracao.

(a) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo suave de dimensao n > 3 cuja
curvatura média satisfaz H, € [Hpin, Hmaz). Como no FYCN™T com métrica inicial g

o fator conforme cresce e converge para uma métrica gma, tal que H < Hp.x- Pelo

max

Teorema 3.2, temos gmax = Logo temos um limite superior para g. Da mesma

‘Hgmaxl
forma, o FYCN~ com condicao inicial g faz decrecer o fator conforme e converge

para gmin tal que H, , > Hpin. Novamente pelo Teorema 3.2, temos gmin = | HAZYA E

Logo gmin fornece o limite inferior que desejamos.

(b) Como o sistole, denotado por Sys(M, g), é a longitude minima de qualquer curva

nao homotoépica a zero e as métricas g e h satisfazem g < h entao
Sys(OM, g) < Sys(OM, h).

Logo, temos Sys(OM.gv) < Sys(OM, g) e Sys(OM, g) < < Sys(OM.gy)

vV ‘ mm| vV ‘Hmax‘
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(c) Por (a) temos que i < 9 < i sobre 9M. Logo usando o Teorema 3.12 temos

a afirmacao.

Corolario 3.22 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo OM e
dimensao n > 3 tal que Ry =0, Hy < Hpax <0, € Gmax = % uma métrica de Yamabe

na classe conforme de g com curvatura média H = Hpax. S€ gmax ndo tem pontos

max

conjugados, entao
htop(g) > htOP(gmaX)

onde hiop(g) € hiop(gmax) s@0 as entropias topoldgicas dos fluros geodésicos sobre (M, g) e

Demonstrag¢io. Do Teorema 3.13 temos, em particular, que a entropia de volume de (0M, g)

e (OM, gmax) satisfazem
h(g) = (Gmax)

Logo pelo Teorema 3.12 temos que hiop(gmax) = (gmax). Além disso do Teorema 3.21
hiop(g) > h(g). Assim temos que

htOP(g) > h(g) > h(gmaX> = htOp(gmaX)
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