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Resumo
Neste trabalho estudamos a existência e convergência suave das soluções de fluxos do tipo Yamabe

sobre variedades Riemannianas e variedades de Finsler. Sob a hipótese da existência de uma

métrica g com curvatura negativa demonstramos que esta é controlada por uma métrica de

Yamabe a qual esta na mesma classe de equivalência de g. Em particular, demonstramos que a

entropia de volume da métrica original é controlada pela entropia de volume das métricas de

Yamabe.

Palavras-chaves: Fluxos conformes, Fluxos do tipo Yamabe, entropia de volume, variedades de

Finsler.



Abstract
In this work we study the existence and smooth convergence of Yamabe-type flows solutions on

Riemannian and Finsler manifolds. Under the assumption of the existence of a metric g with

negative curvature, we demonstrate that it is controlled by a Yamabe metric which is in the same

equivalence class of g. In particular, we demonstrate that the volume entropy of the original

metric is controlled by the volume entropy of the Yamabe metrics.

Key-words: Conformal flows, Yamabe-type flows, volume entropy, Finsler manifolds.
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Introdução

Fluxos do tipo Yamabe sobre variedades Riemannianas têm sido alvo de intensa
pesquisa já que fornecem estruturas geométricas de evolução importantes para muitos
problemas geométricos e físicos. Recentemente, pesquisas têm se concentrado em generalizar
fluxos geométricos Riemannianos e conceitos associados aos mesmos para variedades
Riemannianas com bordo e para variedades de Finsler.

Em 1960, Yamabe [17] conjecturou o seguinte resultado a seguir :

“Seja M uma variedade Riemanniana fechada de dimensão n ≥ 3, e g uma métrica
Riemanniana sobre M . Então existe uma métrica g̃ conforme a g que têm curvatura escalar
constante”.

Tal problema é chamado de problema de Yamabe e pode ser reduzido a determinar
a solução de uma equação diferencial parcial elíptica não linear. De fato, se g e g̃ são duas
métricas Riemannianas tal que g̃ = u

4
n−2 g, onde u é uma função suave e positiva, então a

curvatura escalar associada a g̃ e a curvatura escalar associada a g satisfazem

Rg̃u
n+2
n−2 = Rgu− 4(n− 1)

(n− 2)∆g̃u, (0-1)

onde Rg denota a curvatura escalar de g e ∆g é o operador de Laplace-Beltrami associado
a g, isto pode ser visto em [2]. Portanto, se u > 0 é a solução da equação

ru
n+2
n−2 −Rgu+ 4(n− 1)

(n− 2)∆gu = 0, (0-2)

então a métrica g̃ tem curvatura escalar constante r.

O problema de Yamabe possui uma estrutura variacional, pois as soluções de (0-2)
podem ser caracterizadas como pontos críticos do funcional

Eg(u) =

∫
M

(
4 (n−1)

(n−2) |du|
2
g +Rgu

2
)
dVg( ∫

M u
2n
n−2dVg

)n−2
n

.

A existência de uma solução minimizante para o problema de Yamabe foi estabelecida nos
trabalhos de Yamabe, Trudinger, Aubin e Schoen.
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Em [10], Hamilton apresentou um ponto de vista diferente aos usuais métodos
variacionais que até o momento tinhan sido usados para aborar problemas tipo Yamabe. Ele
propôs um fluxo conforme para resolver o problema de Yamabe, considerando a seguinte
equação de evolução:

∂gt
∂t

= (Rgt −Rgt)gt, (0-3)

onde Rgt é a curvatura escalar associada com a métrica gt e Rgt é a constante de normali-
zação definida como o valor médio da curvatura escalar em M :

Rgt =
∫
M Rgtdvolgt∫
M dvolgt

.

A escolha dessa constante de normalização garante que o volume de M seja invariante ao
longo do fluxo.

A equação de evolução (0-3) pode ser vista como uma generalização do fluxo de
Ricci em dimensão 2 e muitas vezes é chamada como “o fluxo de Yamabe”. Da mesma
forma que o fluxo de Ricci em dimensão 2, o fluxo de Yamabe pode ser reduzido a uma
equação parabólica, isto é, se gt = u

4
n−2 g e usando (0-1) podemos demonstrar que u satisfaz

a equação
∂

∂t
u
n+2
n−2 = (n+ 2)

4

(4(n− 1)
(n− 2) ∆gu−Rgu+Rgtu

n+2
n−2

)
, (0-4)

a qual pode ser vista como um análogo parabólico da equação (0-2). Logo da teoria de
regularidade segue que o fluxo de Yamabe possui uma solução suave a qual é definida num
pequeno intervalo de tempo. Hamilton em [9] demonstrou que o fluxo de Yamabe possui
uma solução global para cada métrica inicial. Além disso, demonstrou que a curvatura
escalar satisfaz |Rgt| ≤ C, onde C é uma constante que depende só da métrica inicial.

Estas ideias, dadas por Hamilton, foram retomadas por R. Ye [18] para demonstrar
a existência de soluções para o fluxo de Yamabe sobre variedades conformemente flat e
apresentou estimativas para as soluções do fluxo de Yamabe via o principio de refleção de
Alexandrov. Além disso, demonstrou que para t→∞ as métricas gt = u

4
n−2 g convergem

suavemente para uma métrica g∞ = u
4

n−2
∞ g.

Num contexto similar ao do trabalho de Hamilton e R. Ye, em [5] S. Brendle
estudou o problema de Yamabe sobre variedades com bordo considerando dois casos. No
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primeiro considerou uma metrica inicial g0 com curvatura média Hg0 = 0 sobre ∂M a qual
logo deformou usando o fluxo

∂gt
∂t

= (Rgt −Rgt)gt, sobreM (0-5)

com a condição Hg = 0 sobre ∂M . No segundo caso ele supôs uma métrica incial g0 com
Rg0 = 0 sobre M a qual era deformada usando o fluxo

∂gt
∂t

= (Hgt −Hgt)gt, sobre ∂M (0-6)

com a condição Rg = 0 sobre M e

Hgt =
∫
M HgtdAgt∫
M dAgt

.

Usando tais fluxos, S. Brendle, demonstrou que sob hipoteses adequadas tais fluxos existem
para todo tempo t ≥ 0 e convergem para uma curvatura escalar e média constante,
respectivamente.

Do exposto, vemos que é natural o uso do fluxo de Yamabe para o estudo de
problemas de geométricos de evolução. Em particular, o fluxo de Yamabe e os fluxos do
tipo Yamabe, este último apresentado na seção 2.2 do Capítulo 2 do trabalho, podem ser
usados para o estudo da entropia topológica e da entropia de volume de uma variedade
dada.

Resultados relacionados com estes tipos de entropia foram obtidos por Manning em
[13]. Ele demonstrou, usando a fórmula de Katok-Knieper-Weiss, que a entropia de volume
de uma superficie Riemanniana compacta com curvatura negativa decresce estritamente
ao longo do fluxo de Yamabe. Mas no caso de curvatura não negativa o resultado não é
válido, pois D. Jane em [11] construiu um toro bidimensional T associado à métrica de
Louville

ds2 =
( 1

(1 + 0, 125 cosx)2 + f(y)
)

(dx2 + dy2),

onde f é uma função suave com periodo 2π tal que f(y) > −1
2 e igual a y2(1− y2) sobre

[−1, 1] no qual a entropia de volume cresce ao longo do fluxo de Yamabe.
Além disso, ela demonstrou que existe uma métrica associada à esfera bidimensional com
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entropia topológica zero e que ao longo do fluxo de Yamabe, a entropia topológica desta
métrica cresce.

Para dimensões n ≥ 3. Suárez-Serrato e Tapie em [16] demonstram que se uma
variedade Riemanniana compacta (M, g) possui curvatura escalar negativa então é possível
estabelecer um controle da entropia de volume associada a g usando as métricas de Yamabe
que estão na classe conforme de g.

Tendo em vista os resutados obtidos acima, faremos o estudo da existência e
convergência de fluxos do tipo Yamabe a serem introduzidos na tese no contexto de
variedades de Finsler e variedades com bordo e de curvatura negativa, os quais estendem
os fluxos do tipo Yamabe introduzidos por Suarez-Serrato e Tapie em [16] para variedades
Riemannianas compactas. Nosos fluxos serão usados para determinar estimativas para o
controle da entropia de volume usando algumas ideias de Manning dadas em [12] e [13].

A tese está organizada em duas partes:
A primeira parte do trabalho concentra-se no estudo do fluxo do tipo Yamabe sobre
variedades de Finsler. No Teorema 2.6, fazemos uma análise da existência e convergência
do fluxo de Yamabe sobre variedades de Finsler associadas a uma métrica de Berwald. No
Teorema 2.20, sob algumas hipóteses demonstramos a convergência dos fluxos tipo Yamabe
e como uma aplicação desse resultado demonstramos que a entropia de volume h de uma
métrica de Berwald é controlada pela entropia de volume das métricas de Yamabe-Berwald
cujo traço do tensor de Ricci é HgY = −1, isto é,

√
|Hmax|h(gY ) ≤ h(g) ≤

√
|Hmin|h(gY ).

Na segunda parte do trabalho, motivados pelos resultados do artigo de S. Brendle
[5], nos Teoremas 3.5 e 3.15, damos uma demostração da convergência do fluxo do tipo
Yamabe sobre variedades Riemannianas com bordo. Como uma aplicação destes resultados
demonstramos o Lema de Schwarz conforme.
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1 Preliminares

1.1 Entropia de volume e entropia topológica

A entropia de volume é um invariante assintótico de uma variedade Riemanniana
compacta o qual mede a taxa de crescimento exponencial do volume de bolas na cobertura
universal. Este conceito está intimamente relacionado com outras noções de entropia
encontradas em sistemas dinâmicos e desempenha um papel importante na geometria
diferencial e na teoria dos grupos geométricos. Por exemplo, se a variedade tiver curvatura
negativa, a entropia de volume coincide com a entropia topológica do fluxo geodésico.

Existe um interesse considerável na geometria diferencial em determinar métricas
Riemannianas (ou Finslerianas) numa variedade compacta suave tal que estas sejam
minimizantes ou estabeleçam um controle da entropia de volume.

Definição 1.1 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta e (M̃, g̃) a cobertura
universal de M . Definimos a entropia de volume por

h(g) = lim inf
R→∞

1
R

log vol(Bg(x̃, R))

onde x̃ é qualquer ponto de M̃ e Bg(x̃, R) é a bola em M̃ de raio R centrada em x̃ ∈ M̃ .

Exemplo 1.2 A entropia de volume da esfera é zero. Pois a esfera é simplesmente conexa,
então sua cobertura universal é ela propia. Isto é porque o volume das bolas da esfera é
limitado.

Exemplo 1.3 A entropia de volume dos espaços quocientes do espaço Euclidiano também
são zero. De fato, existe uma constante C, de modo que o volume das bolas de raio R de
Rn é C.Rn.

Sejam (M, g) uma variedade Riemanniana completa de dimensão n, n ≥ 2, UT (M)
o fibrado tangente unitario associado a M , e (ψgt )t∈R o fluxo geodésico.
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Para todo T > 0 e v, w ∈ UT (M), defina

dgT (v, w) = sup
[0,T ]

d(ψgt (v), ψgt (w)),

e Nd(ε, T ) como o número mínimo de bolas de raio ε na métrica dgT que cobrem M .

Definição 1.4 A entropia topológica do fluxo geodésico é definida por

htop(ψg) := lim sup
ε→0

lim
T→∞

logNd(ε, T )
T

.

1.2 Variedades de Finsler

Nesta seção, apresentaremos algumas definições e resultados que servirão para o
desenvolvimento do Capítulo 2.

Faremos uso da convenção de Einstein, ou seja, não escreveremos o símbolo do soma-
tório para representar a soma quando aparecem índices repetidos. Além disso, denotaremos
os espaços X \ {0} como X0.

Definição 1.5 Uma métrica de Finsler sobre M é uma função F : TM → [0,∞) tal que:

1. F é C∞ sobre TM0

2. F (x, λy) = λF (x, y),∀λ ∈ R+

3. A forma bilinear simétrica

gy : TxM × TxM −→ R

(u, v) 7−→ gy(u, v) := 1
2
∂2

∂s∂t
[F 2(x, y + su+ tv)]

∣∣∣∣
s=t=0

é definida positiva para todo y ∈ TxM0.

Observação 1.6 (a) Seja (xi, yj) o sistema usual de coordenadas locais estandar sobre
TM , gij(x, y) = 1

2 [F 2]yiyj(x, y) e (gij)=(gij)−1,



Capítulo 1. Preliminares 15

(b) F é dita reversível se F (x,−y) = F (x, y), ∀ (x, y) ∈ TM .

(c) O par (M,F ) é chamado de variedade de Finsler.

Enunciaremos o seguinte teorema que é de uso frequente nos argumentos de muitos
resultados.

Teorema 1.7 (Teorema de Euler) Suponha que a função H sobre Rn é diferenciável fora
da origem. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(a) H é positiva homogênea de grau r, isto é,

H(λy) = λrH(y)

para todo λ > 0 e y ∈ Rn
0 .

(b) A derivada direcional radial de H é r vezes H(r), isto é,

yiHyi(y) = rH(y)

para todo y ∈ Rn
0 .

Denotemos por SxM o conjunto que contém todos os raios [y] := {λy : λ > 0},
onde y ∈ TxM0. Definimos o fibrado esférico de M , denotado por SM , como a união de
SxM :

SM =
⋃
x

SxM.

Naturalmente SM possui uma estrutura de variedade com dimensão 2n-1. Os elementos
de SM serão denotados por (x, [y]), onde y ∈ TxM0. Abusando da notação, se não houver
confusão, escreveremos (x, y) no lugar de (x, [y]).

Seja τ : [a, b]→M uma curva suave por partes. O comprimento de τ é definido por

LF (τ) :=
∫ b

a
F
(
τ(t), d

dt
τ(t)

)
dt

Definimos a função distância inducida por F , como

dF (p, q) := inf
τ
LF (τ), ∀ p, q ∈M
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Se a métrica de Finsler F é reversível, então dF é simétrica.
Uma curva suave por partes τ : [a, b] → M é dita minimizante se possui comprimento
mínimo, isto é,

LF (τ) = dF (τ(a), τ(b)).

Dizemos que τ é localmente minimizante, se para t0 ∈ [a, b], existe um número suficiente-
mente pequeno ε > 0 tal que τ é minimizante quando é restrita a [t0 − ε, t0 + ε] ∩ [a, b]

Definição 1.8 Uma curva suave τ é chamada geodésica, se esta é localmente minimizante
e F (τ, dτ

dt
) é constante.

As geodésicas sobre (M,F ) estão localmente caracterizadas pelo seguinte lema

Lema 1.9 Uma curva suave τ numa variedade de Finsler (M,F ) é geodésica se, e somente
se, a curva satisfaz

d2τ i

dt2
+ 2Gi

(
τ,
dτ

dt

)
= 0,

onde
Gi(y) = 1

4g
il(y)

{
2∂gjl
∂xk

(y)− ∂gjk
∂xl

(y)
}
yjyk.

Definição 1.10 Uma métrica de Finsler F é chamada de métrica de Berwald, se para
qualquer sistema usual de coordenadas locais estandar, os coeficientes geodésicos Gi(y) são
quadráticos em y ∈ TxM para todo x ∈M .

Observação 1.11 (a) As métricas Berwald F são denotadas comumente usando o g
da observasação 1.6.

(b) Se os coeficientes Gi = Gi(y) são quadráticos, então existem funções locais Γijk(x)
sobre M tal que Γijk(x) = Γikj(x) para todo x ∈M e

Gi(y) = 1
2Γijk(x)yiyk

.
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(c) Para uma métrica de Berwald, gij,

Γijk = ∂2Gi

∂yj∂yk

e
Γijk = 1

2g
il
{
∂glj
∂xk
− ∂gjk

∂xl
+ ∂gkl
∂xj
− ∂glj
∂yr

Gr
k + ∂gjk

∂yr
Gr
l −

∂gkl
∂yr

Gr
j

}
não depende de y.

Exemplo 1.12 Seja F (x, y) =
√
gijyiyj uma métrica Riemanniana sobre uma variedade

M . Temos que os coeficientes geodésicos são

Gi(x) = 1
4g

il(x)
{

2∂gjl
∂xk

(x)− ∂gjk
∂xl

(x)
}
yjyk.

onde (gij(x)) := (gij(x))−1. Claramente, Gi é quadrático em y ∈ TxM . Logo F é uma
métrica de Berwald.

Exemplo 1.13 Considere a métrica F = α+β sobre uma variedade diferenciávelM , onde
α(x, y) =

√
aij(x)yiyj é uma métrica Riemanniana e β(x, y) = bi(x)yi é uma 1-forma tal

que ||β||x =
√
aij(x)bi(x)bj(x) < 1 com (aij(x)) = (aij(x))−1. Como no exemplo anterior,

temos que os coeficientes geodésicos de α são

G
i(x, y) = 1

2Γjikyjyk

onde Γjik(x) = Γjki(x) são funções de x ∈M . Defina bi|j por

bi|jdx
j := dbi − bjΓ

j

ikdx
k

. Sejam

rij := 1
2(bi|j + bj|i) e sij := 1

2(bi|j − bj|i).

Os coeficientes geodésicos Gi de F são dados por

Gi = G
i + Pyi +Qi
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onde

P := 1
2F {rijy

iyj − 2αbrarpsplyl} e Qi := αairsrly
l. (1-1)

Se β é paralelo com respeito a α, isto é, bi|j = 0, então

rij = 0 = sij.

Portanto, P = 0 = Qi, o que implica

Gi = G
i
.

Como os Gi são quadráticos em y ∈ TxM para todo x ∈M , segue que F = α+ β é uma
métrica de Berwald.

Definição 1.14 Seja y ∈ TxM0. A conexão de Berwald é uma aplicação

∇y : TxM × C∞(TM) −→ TxM

(u, V ) 7−→ ∇y(u, V ) = ∇y
uV := {u(V i)(x) + V i(x)Γijk(x)uk} ∂

∂xi

∣∣∣∣
x
,

onde u = ui ∂
∂xi

∣∣∣∣
x
∈ TxM e V = V i ∂

∂xi
∈ C∞(TM)

As seguintes definições podem ser encontradas em [1] e [3].

Definição 1.15 Definimos a curvatura de Riemann para variedades de Finsler como
Ry = Ri

kdx
i ⊗ ∂

∂xi
, onde

Rk
i = 2∂G

i

∂xk
− ∂2Gi

∂xj∂yk
yj + 2Gj ∂2Gi

∂yj∂yk
yj − ∂Gi

∂yj
∂Gj

∂yk
(1-2)

Logo temos que a função escalar de Ricci de F é definido como

R = 1
F 2R

i
i, (1-3)

o tensor de Ricci
Ric =

(1
2F

2R
)
yiyj

, (1-4)

e o traço do tensor de Ricci é definida como

Hg = gijRic (1-5)
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1.3 Volume em Variedades de Finsler

Contrariamente ao que acontece na geometria Riemanniana, não há um volume
canônico na geometria Finsleriana. Existe no entanto algumas formas naturais de definir
volume sobre variedades de Finsler, as quais surgiram na geometria convexa. Entre elas, as
mais estudadas são as formas de volume de Busemann-Hausdorff e a forma de volume de
Holmes-Thompson, ambas reduzem-se à forma de volume de Riemann quando a métrica
de Finsler torna-se Riemanniana.

A forma de volume de Busemann-Hausdorff é obtida ao considerar à variedade
de Finsler como um espaço métrico e tomando as medidas de Hausdorff om respeito à
métrica, no entanto Alvarez-Paiva e Berck em [15] demonstraram que apesar da naturali-
dade, pode não ser boa ao considerar generalizações, como por exemplo, da curvatura média.

Para definir a forma de volume de Holmes-Thompson, considere uma variedade de
Finsler n dimensional (M,F ). No ponto x ∈M , fixe uma base {bi}ni=1 para TxM e a base
dual associada {θi}ni=1 para T ∗xM . Para cada vetor y = yibi ∈ TxM0, escreva

gij := gy(bi, bj).

Cada gij(y) é uma função C∞ sobre Rn
0 . Defina

σ̃F (x) :=
∫
Bnx

det(gij(y))dy1...dyn

vol(Bn) ,

onde Bn
x := {(yi) ∈ Rn : F (yibi) < 1}. Assim, a forma

dṼF := σ̃F (x)θ1 ∧ ... ∧ θn

é uma forma de volume bem definida sobre M (Forma de volume de Holmes-
Thompson).

Defina a forma de Hilbert

ω := Fyjdx
i = gij(y)yjdxi,
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Observe que
dω = ∂gjk

∂xi
ykdxi ∧ dxj − gijdxi ∧ dyi.

Assim
(dω)n = dω ∧ ... ∧ dω = (−1)

n(n+1)
2 n! det(gij(y))dx1...dxndy1...dyn.

A forma de volume ω define uma forma de volume sobre TM0 dada por

dVSM := (−1)
n(n+1)

2
1
n! (dω)n.

Logo, pode-se definir o volume de uma variedade de Finsler (M,F ) por

vol(M) := 1
ωn

∫
SM

dVSM = 1
ωn
vol(SM)

onde π : SM →M denota o fibrado esférico de M . Observe que para uma função f sobre
M , tem-se ∫

SM
π∗fdVSM = ωn

∫
M
fdṼF . (1-6)

Assim, a forma de volume dVSM da origem à forma de volume dṼF sobre M .

Proposição 1.16 (Ver[4]) SejamM uma variedade de Finsler, g uma métrica de Berwald
e f : M → R uma função suave tal que gf = e2fg. Logo

dṼgf = enfdṼg.

Observação 1.17 Através da forma de volume de Holmes-Thompson, podemos definir
a entropia de volume numa variedade Finsleriana compacta da mesma forma que numa
variedade Riemanniana compacta.
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2 A entropia de volume sobre variedades de
Finsler

2.1 Fluxo de Yamabe

Uma das equações de evolução mais conhecidas na geometría Riemanniana é o
fluxo de Yamabe 

∂gt
∂t

= −Rgtgt sobreM × (0, T ),
g0 = g emM

Nesta seção estudaremos o fluxo de Yamabe sobre variedades Finsler associado a métricas
Berwald. Para isso vamos nos inspirar em algumas ideias de R. Ye apresentadas em [18] e
nas notas de Mikula [14].
Em principio, a mesma equação pode ser usada no contexto de Finsler, pois tanto gij
quanto R tem sido generalizados para um contexto mais amplo. Assim, temos

∂gij
∂t

= −Hgt .gij sobreM × (0, T ),
g0 = g emM.

(2-1)

Logo pelo Teorema de Euler, temos ∂F 2

∂t
= −Hg.F

2, isto é,
∂ log(F )

∂t
= −1

2Hgt sobreM × (0, T ),
F |t=0 = F0 emM.

Note que esta equação escalar aborda a evolução da métrica Finsleriana F e tem sentido
geométrico tanto sobre TM0 como sobre SM . Portanto a a equação (2-1) é sugestiva para
estudar o fluxo de Yamabe em geometría Finsleriana.
Como SM é compacta, pode-se normalizar a equação (2-1) exigindo que o volume de SM
seja constante ao longo do fluxo. Para o fluxo normalizado, vamos considerar a equação
∂gt
∂t

= (−Hgt +K(t))gt, temos
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0 = ∂vol(SM)
∂t

=
∫
SM

∂

∂t
dVSM

=
∫
SM
{gij

∂gij
∂t
− n∂ logF

∂t
}dVSM

=
∫
SM
{n(−Hgt +K(t))− n

2 (−Hgt +K(t))}dVSM

= n

2

∫
SM

(−Hgt +K(t))dVSM

Isto implica que K(t) = 1
vol(SM)

∫
SM HgtdVSM =: Avg(Hgt). Portanto, o fluxo de Yamabe

normalizado em variedades de Finsler é definido como:
∂gt
∂t

= (Avg(Hgt)−Hgt)gt sobreM × (0, T ),
g0 = g emM.

(2-2)

Em relação a este fluxo alguns resultados interessantes são conhecidos

Teorema 2.1 (Ver[3]) Sejam M uma variedade de Finsler e g uma métrica de Berwald
tal que ∂gij

∂t
= f(g)gij, então gij(t) = eσ(t)gij(0) para alguma função suave σ sobre M .

Teorema 2.2 (Ver[3]) Sejam M uma variedade de Finsler fechada de dimensão n ≥ 3
com conexão de Berwald, e g, g̃ métricas de Berwald sobre M tal que g̃ = efg, onde f é
uma função suave e positiva. Então

efHg̃ = Hg + (1− n)fαβgαβ + (n− 2)(1− n)
4 fαfβg

αβ

− (n− 1)
2 flg

ilgαβ∂igαβ + (n− 1)flgilgαβ∂igαβ + (n− 1)flglsgir∂igrs,

onde fα = ∂f
∂xα

, fαβ = ∂2f
∂xβ∂xα

e Hg = gαβ
(

1
2F

2Ric
)
yαyβ

.

Teorema 2.3 (Ver[3]) Sejam M uma variedade de Finsler fechada de dimensão n ≥ 3
com conexão de Berwald, e g, g̃ métricas de Berwald sobre M tal que g̃ = u

4
n−2 g, onde

u > 0 é una função suave sobre M . Então

u
n+2
n−2Hg̃ = uHg + 4(n− 1)

(n− 2)∆gu

onde ∆gu = −uαβgαβ − ulgil∂igαβ + ulg
ilglβ∂igαβ.
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Observação 2.4 Graças ao Teorema 2.3, no que segue nesta seção vamos considerar o
operador

∆gu := −uαβgαβ − ulgil∂igαβ + ulg
ilglβ∂igαβ.

No que segue, chamaremos de métrica de Berwald-Yamabe a uma métrica de
Berwald cujo traço do tensor de Ricci é constante.

O estudo do comportamento do fluxo de Yamabe sobre variedades de Finsler
depende do seguinte resultado da teoria elíptica

Teorema 2.5 (Ver [8]) Seja M uma variedade de Finsler fechada com métrica de Berwald
g e de dimensão n ≥ 3. logo

∂gt
∂t
− L(u) = f(x) sobreM × (0,∞),
u(x, 0) = u0(x) emM

(2-3)

onde L é um operador diferenciável uniformemente eliptico de segunda ordem sobre C∞(M)
com coeficientes suaves. Se f ∈ Hk(M) e u0 ∈ Hk+2(M), então existe uma única solução
u para (2-3), tal que u(., t) ∈ Hk+2(M) para toda t > 0. Além disso, existe C > 0 tal que
para qualquer t ≥ 0

|u(., t)|Hk+2 ≤ C
(
|u0|Hk+2 + |f |Hk

)

Assim podemos demonstrar a seguinte afirmação,

Teorema 2.6 Sejam M uma variedade de Finsler compacta de dimensão n ≥ 3 com
conexão de Berwald e g uma métrica de Berwald sobre M tal que Hg < 0, a solução da
equação 

∂gt
∂t

=
(
Avg(Hgt)−Hgt

)
gt sobreM × (0, T ),

g0 = g , sobreM
(2-4)

existe para todo tempo e converge para uma métrica de Yamabe-Berwald na classe conforme
de g.

Demonstração.

Para demonstrar este teorema necessitaremos dos seguintes lemas
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Lema 2.7 Seja u : M× [0, T )→M uma solução de (2-4). Então, para qualquer t ∈ [0, T ),

∂u
4

n−2
min
∂t

≥ min |Hg|+ Avg(Hgt)u
4

n−2
min ,

∂u
4

n−2
max

∂t
≤ max |Hg|+ Avg(Hgt)u

4
n−2
max ,

onde umin = minM u e umax = maxM u.

Demonstração. Defina X = {x ∈M : umin = u}. Então

∂u
4

n−2
min
∂t

≥ inf
x∈X

∂u
4

n−2

∂t
= inf

x∈X

{ 1
Cu

∆gu−Hg + Avg(Hgt)u
4

n−2

}
.

Como x ∈ X, então pelo principio do mínimo ∆gu ≥ 0. Assim

∂u
4

n−2
min
∂t

≥ inf
X
{−Hg+Avg(Hgt)u

4
n−2
min } ≥ inf

X
{|Hg|+Avg(Hgt)u

4
n−2
min } ≥ min |Hg|+Avg(Hg)u

4
n−2
min .

De maneira similar, usando o principio do máximo, temos a outra desigualdade. 2

Observe que

1
vol(SM)n−2

n

∫
SM
HgtdVSM ≥ inf

[g]

1
vol(SM)n−2

n

∫
SM
HgtdVSM ,

Então,

1
vol(SM)

∫
SM
HgtdVSM ≥

1
vol(SM)n2

inf
[g]

1
vol(SM)n−2

n

∫
SM
HgtdVSM .

Se α = inf [g]
1

vol(SM)
(n−2)
n

∫
SM HgtdVSM , temos

Avg(Hgt) ≥
α

vol(SM)n2
.

Daí,

∂u
4

(n−2)
min
∂t

≥ min |Hg| −
|α|

vol(SM)n2
u

4
(n−2)
min . (2-5)

Por outro lado,

∂

∂t
(Avg(Hgt)) = − (n− 2)

2vol(SM)

∫
SM
|Avg(Hgt)−Hgt |2dVSM ≤ 0,
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o qual implica que Avg(Hgt) é decrescente, então Avg(Hg) ≥ Avg(Hgt). Logo,

∂u
4

(n−2)
max

∂t
≤ max |Hg|+ Avg(Hg)u

4
(n−2)
max (2-6)

Lema 2.8 Temos, para qualquer t ∈ [0, T ),

u
4

(n−2)
min ≥ min

{min |Hg|
2|α| vol(SM) 2

n ,
u

4
(n−2)
min (., 0)

2

}
(2-7)

Demonstração. De (2-5), temos que

∂u
4

(n−2)
min
∂t

≥ C1 − C2u
4

(n−2)
min .

onde C1 = min |Hg| e C2 = |α|
vol(SM)

n
2
. Logo

∂

∂t

(
eC2tu

4
(n−2)
min

)
≥ C1e

C2t = d

dt

(
C1

C2
eC2t − C1

C2
+ u

4
(n−2)
min (., 0)

)

Daí
u

4
(n−2)
min ≥ e−C2tu

4
(n−2)
min (., 0) + C1

C2
(1− e−C2t)

Se log 2
C2
≥ t, então e−C2t ≥ 1

2 . Logo,

u
4

(n−2)
min ≥ 1

2u
4

(n−2)
min (., 0)

Se log 2
C2

< t, temos u
4

(n−2)
min ≥ C1

C2
. Daí,

u
4

(n−2)
min ≥ min |Hg|

2|α| vol(SM) 2
n .

2

Lema 2.9 Temos, para qualquer t ∈ [0, T ),

u
4

(n−2)
max ≤ AeBt (2-8)
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Demonstração. De (2-6), temos

∂u
4

(n−2)
max

∂t
≤ C1 + C2u

4
(n−2)
max ,

onde C1 = max |Hg| e C2 = Avg(Hg). Logo,

∂

∂t

(
eC2tu

4
(n−2)
max

)
≤ C1e

C2t = ∂

∂t

(
− C1

C2
e−C2t + C1

C2
+ u

4
(n−2)
max (., 0)

)
.

Então,
u

4
(n−2)
max ≤ eC2tu

4
(n−2)
max (., 0)− C1

C2
(1− e−C2t) ≤

(
u

4
(n−2)
max (., 0) + C1

c2

)
eC2t

2

Assim de (2-7) e (2-8) temos

C1(T ) ≤ u(x, t) ≤ C2(T ) (2-9)

para todo (x, t) ∈M × [0, T ). Além disso, como

∂u
4

(n−2)

∂t
= 1
uC

∆gu−Hg + Avg(Hg)u
4

(n−2) ,

então

−∂u
∂t

+ (n− 1)
u

4
(n−2)

∆gu = (n− 1)CHg

u
6−n

(n−2)
− (n− 1)CAvg(Hg)u (2-10)

Aplicando o Teorema 2.5 e (2-9) na equação (2-10) concluimos que existe uma constante
C1 > 0 tal que

|u(., t)|C2(M) ≤ C1

para todo t ∈ [0, T ). Portanto T =∞.
Mostremos agora que C2 = Avg(Hg) não depende de T . Para isso, demonstremos o seguinte
lema:

Lema 2.10 Temos Avg(Hgt) < 0 para t > 0 suficientemente grande.
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Demonstração. Seja h ∈ [g]. Então

volh(SM) =
∫
SM

dVSMh
= ωn

∫
M
dṼh

= ωn

∫
M
u

2n
(n−2)dṼg

≥ u
2n

(n−2)
min ωn

∫
M
dṼg

= u
2n

(n−2)
min volg(SM).

Daí,

u
2n

(n−2)
min ≤ volh(SM)

volg(SM) (2-11)

Agora, suponha por absurdo que Avg(Hgt) ≥ 0 para todo t. Então, do Lema 2-5, temos

∂u
4

(n−2)
min
∂t

≤ min |Hg| =
∂

∂t
(t.min |Hg|+ u

4
(n−2)
min (., 0)).

Então,
u

4
(n−2)
min ≥ u

4
(n−2)
min (., 0) + t.min |Hg|,

para todo t ≥ 0. Mas essa desigualdade contradiz (2-11). Logo, existe t0 > 0 tal que
Avg(Hgt0

) < 0. Mas

∂

∂t
(Avg(Hgt)) = − (n− 2)

2vol(SM)

∫
SM
|Avg(Hgt)−Hgt |2dVSM < 0,

implica que
Avg(Hgt) < 0

para todo t > t0. 2

Lema 2.11 Temos
1
C
≤ u(x, t) ≤ C

para todo (x, t) ∈M × [0,∞), onde C é uma constante positiva.
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Demonstração. De (2-6), temos

∂u
4

(n−2)
max

∂t
≤ C1 − C2u

4
(n−2)
max ,

onde C1 = max |Hg| > 0 e C2 = −Avg(Hgt0
) > 0. Logo,

∂

∂t

(
eC2tu

4
(n−2)
max

)
≤ C1e

C2t = ∂

∂t

(
C1

C2
eC2t − C1

C2
+ u

4
(n−2)
max (., 0)

)
.

Assim

u
4

(n−2)
max ≤ e−C2tu

4
(n−2)
max (., 0) + C1

C2
(1− e−C2t) ≤ u

4
(n−2)
max (., 0) + C1

C2
.

2

Agora, vamos analizar Hgt . Para isso vamos estudar a equação de evolução

∂Hgt

∂t
= −(n− 1)∆gt(Avg(Hgt)−Hgt)−Hgt(Avg(Hgt)−Hgt)

Denote (Hgt)max = supM Hgt e (Hgt)min = infM Hgt . Como M é compacta pode-se definir
os seguintes conjuntos

P = {x ∈M : (Hgt)max = Hgt} e Q = {x ∈M : (Hgt)min = Hgt}

Lema 2.12 Se existem constantes C, ε > 0 tal que −C ≤ Hg < −ε em M , então

∂

∂t
(Hgt)min ≥ (Hgt)min

(
(Hgt)min − Avg(Hgt)

)
≥ Avg(Hgt)

(
(Hgt)min − Avg(Hgt)

)
≥ 0

e

∂

∂t
(Hgt)max ≤ (Hgt)max

(
(Hgt)max − Avg(Hgt)

)
≤ −ε

(
(Hgt)max − Avg(Hgt)

)
≤ 0

Em particular, tem-se −C ≤ Hgt < −ε para todo x ∈M e t > 0.

Demonstração. Temos,

∂

∂t
(Hgt)min ≥ inf

Q

∂

∂t
(Hgt),

= inf
Q

{
(n− 1)∆gt(−Avg(Hgt) + (Hgt)min)−Hgt(Avg(Hgt)− (Hgt)min)

}
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Daí,
∂

∂t
(Hgt)min ≥ −Hgt(Avg(Hgt)− (Hgt)min).

Como (Hgt)min ≤ Avg(Hgt), temos

∂

∂t
(Hgt)min ≥ Avg(Hgt)

(
(Hgt)min − Avg(Hgt)

)
De maneira análoga temos

∂

∂t
(Hgt)max ≤ (Hgt)max

(
(Hgt)max − Avg(Hgt)

)
.

Assim (Hgt)max é decrescente. Logo, temos que (Hgt)max < −ε, pois (Hg)max < −ε. Então,

∂

∂t
(Hgt)max ≥ −ε

(
(Hgt)max − Avg(Hgt)

)
.

Da monotonicidade de (Hgt)max e (Hgt)min, tem-se

−ε > (Hgt)max e (Hgt)min ≥ −C.

Portanto,

−C ≤ Hgt ≤ −ε (2-12)

para todo x ∈M e t > 0. 2

Lema 2.13 Se −C ≤ Hg < −ε, então

|Avg(Hgt)−Hgt | ≤ (C − ε)e−εt

para todo x ∈M e t > 0. Em particular,

∂u

∂t
→ 0

exponencialmente e uniformemente em x, quando t→∞.

Demonstração. Temos

∂

∂t

(
(Hgt)max − (Hgt)min

)
= ∂

∂t

(
(Hgt)max

)
− ∂

∂t

(
(Hgt)min

)
,

≤ −ε
(

(Hgt)max − Avg(Hgt)
)
− Avg(Hgt)

(
(Hgt)min − Avg(Hgt)

)
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Somando e substraindo ε(Hgt)min, temos

∂

∂t

(
(Hgt)max − (Hgt)min

)
≤ −ε

(
(Hgt)max − (Hgt)min

)
Daí,

|Avg(Hgt)−Hgt | ≤ (C − ε)e−εt.

Logo,
∂u

4
(n−2)

∂t
=
(
Avg(Hgt)−Hgt

)
u

4
(n−2) .

Assim
4

(n− 2)

∣∣∣∣∂u∂t
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(Avg(Hgt)−Hgt

)
u
∣∣∣∣ ≤ C(C − ε)e−εt.

2

Como
u(x, t) = u(x, 0) +

∫ t

0

∂u

∂s
(x, s)ds,

do Lema 2.13 temos que u(x, t)→ u∞(x) exponencialmente e uniformemente em x, quando
t→∞. Além disso, do Teorema 2.5 temos

|u(., t)− u∞(.)|Ck(M) → 0

exponencialmente quando t→∞. Em particular, Hgt → Hg∞ exponencialmente quando
t→∞, onde Hg∞ é o traço do tensor de Ricci da métrica g∞ = u

4
(n−2)
∞ g.

Por outro lado, para f(t) = (Hgt)max − (Hgt)min temos que ∂f(t)
∂t
≤ −εf(t). Se definimos

h(t) = eεtf(t) − f(0), então ∂h(t)
∂t
≤ 0 e h(0) = 0. Assim, h(t) ≤ 0, implicando f(t) ≤

f(0)e−εt. Logo,

|Hgt − Avg(Hgt)| ≤ (Hgt)max − (Hgt)min ≤
(

(Hg)max − (Hg)min

)
e−εt ≤ (C − ε)e−εt

para todo t > 0.
Usando (2-10), temos

L(u) = (n− 1)CHg

u
(6−n)
(n−2)

− (n− 1)CAvg(Hgt)u.

Assim, pelo Teorema 2.5, Hgt converge fortemente para uma constante quando t → ∞.
Portanto, Hg∞ é constante. 2
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2.2 Fluxos do tipo Yamabe e a entropia de volume

Nesta seção, estudaremos a entropia de volume através de fluxos do tipo Yamabe
sobre variedades de Finsler associadas a métricas de Berwald. Para isso vamos nos inspirar
em algumas ideias de Ye, Suarez-Serrato e Tapíe dadas em [18] e [16].
Seja (M, g) uma variedade de Finsler compacta tal que Hmin ≤ Hg ≤ Hmax < 0, o fluxo
de Yamabe de curvatura-normalizada crescente é a familia de métricas Berwald (gt)t∈[0,T )

que é solução da equação 
∂gt
∂t

= (Hmax(gt)−Hgt)gt ,
g0 = g

(2-13)

onde Hmax(gt) = maxM Hgt . Tal fluxo é denotado por FY CN+.
De maneira similar pode-se definir o fluxo de Yamabe de curvatura-normalizada decrescente
como a familia de métricas (gt)t∈[0,T ) que é solução da equação

∂gt
∂t

= (Hmin(gt)−Hgt)gt ,
g0 = g

(2-14)

onde Hmin(gt) = minM Hgt . Tal fluxo é denotado por FY CN−.

Teorema 2.14 Seja M uma variedade de Finsler compacta de dimensão n ≥ 3 e g uma
métrica de Berwald tal que Hmin ≤ Hg ≤ Hmax < 0. Então,

∂gt
∂t

= (Hmax(gt)−Hgt)gt,
g0 = g

possui uma única solução maximal gt definida para t ∈ [0,+∞) tal que

Hgt ∈ [Hmin,Hmax]

para todo t ≥ 0. Além disso, existe uma métrica de Berwald-Yamabe gmax ∈ [g] com
Hgmax ≤ Hmax < 0 tal que gt converge exponencialmente para gmax na Ck-topología para
todo k ≥ 0.
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Demonstração. Seja g uma métrica de Berwald tal que Hmin ≤ Hg ≤ Hmax < 0. Seja
também g̃t uma solução de 

∂g̃t
∂t

= (Avg(Hg̃t)−Hg̃t)g̃t,
g0 = g

(2-15)

Como Hmax < 0, segue do Teorema 2.6 que o fluxo (2-15) tem uma única solução definida
para todo tempo t ≥ 0. Além disso, a métrica converge para uma métrica de Berwald-
Yamabe gY na classe conforme de g tal que

vol(SM, gY ) = vol(SM, g).

Defina

ψ : [0,+∞) → (0,+∞)

t 7→ ψ(t) =
∫ t

0

(
Hmax(g̃τ )− H̄g̃τ

)
dτ

e seja
α : (0,+∞)→ (0,+∞)

a única solução da  α′(t) = e−ψ(α(t))

α(0) = 0

Assim, temos que α é crescente. Logo, da convergência demonstrada no Teorema 2.6,
existem C, ε > 0 tal que para todo t ≥ 0, temos

|Hmax(g̃t)− Avg(Hg̃t)| ≤ Ce−εt

Portanto, α existe para todo t ≥ 0 e α(s)
s

converge para um número positivo α∞ quando
t→∞.

Lema 2.15 Seja
gt = eψ(α(t))g̃α(t), ∀t ≥ 0.

Então gt satisfaz
∂gt
∂t

= (Hmax(gt)−Hgt)gt
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Demonstração. Como gt = eψ(α(t))g̃α(t), então

∂gt
∂t

= ∂

∂t

(
eψ(α(t))g̃α(t)

)
= ∂

∂t
(eψ(α(t)))g̃α(t) + eψ(α(t)) ∂

∂t
g̃α(t)

= ψ′(α(t))α′(t)eψ(α(t))g̃α(t) + eψ(α(t)) ∂

∂t
g̃α(t)α

′(t)

= ψ′(α(t))e−ψ(α(t))eψ(α(t))g̃α(t) + eψ(α(t)) ∂

∂t
g̃α(t)e

−ψ(α(t))

= ψ′(α(t))g̃α(t) + ∂

∂t
g̃α(t)

=
(
Hmax(g̃α(t))− Avg(Hg̃α(t))

)
g̃α(t) +

(
Avg(Hg̃α(t))−Hg̃α(t)

)
g̃α(t)

= (Hmax(g̃α(t))−Hg̃α(t))g̃α(t)

= (Hmax(gt)−Hgt)gt,

onde na última desigualdade foi usado que Hgt = e−ψ(α(t))Hg̃α(t) 2

Portanto, (gt)t≥0 é uma solução do FY CN+. Como a aplicação α é uma bijeção crescente
sobre (0,+∞), a unicidade da solução do FY CN+ segue da unicidade da solução de
(2-15).
Agora, vamos demonstrar que as estimativas de Hg são preservadas ao longo do fluxo

Lema 2.16 O traço do tensor de Ricci Hgt satisfaz

∂Hgt

∂t
= −(n− 1)∆gt(Hgt −Hmax(gt)) +Hgt(Hgt −Hmax(gt))

e
Hmin ≤ Hgt ≤ Hmax

para todo t ∈ [0, T ).

Demonstração. Se gt = u
4

(n−2) g0 e ht = v
4

(n−2) gt. Temos ht = (uv)
4

(n−2) g0, então

Hgt = u−
(n+2)
(n−2){− 1

C
∆g0u+Hg0u}

e

Hht = (uv)−
(n+2)
(n−2){− 1

C
∆g0(uv) +Hg0(uv)},
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onde C = − (n−2)
4(n−1) .

Logo,

− 1
C

∆gtv +Hgtv = u−
(n+2)
(n−2){− 1

C
∆g0(uv)−Hg0(uv)}. (2-16)

Por outro lado,

∂

∂t
Hgt = ∂

∂t

{
u−

(n+2)
(n−2){− 1

C
∆g0u+Hg0u}

}
= −(n+ 2)

(n− 2)Hgt

ut
u

+
(
− 1
C

∆g0ut +Hg0ut

)
u−

(n+2)
(n−2)

Tomando v = ut
u
na equação (2-16), temos

∂

∂t
Hgt = −(n+ 2)

(n− 2)Hgt

ut
u

+
(
− 1
C

∆gt
ut
u

+Hgt

ut
u

)
.

Usando ∂u
∂t

= (n−2)
4 {Hmax(gt)−Hgt}u, temos

∂

∂t
Hgt = −(n− 2)

(n+ 2)Hgt

(n− 2)
4 {Hmax(gt)−Hgt}

+(n− 2)
4 {− 1

C
∆gt

(
Hmax(gt)−Hgt

)
+Hgt(Hmax(gt)−Hgt)},

= −(n− 1)∆gt(Hgt −Hmax(gt)) +Hgt(Hgt −Hmax(gt)).

Isto demonstra a primeira afirmação.

Para cada δ > 0, considere a função

Fδ : M × [0,+∞) → R,

(x, t) 7→ Fδ(x, t) = Hgt(x)− (1 + t)δ

Afirmamos que Fδ(x, t) < Hmax para todo (x, t) ∈ M × [0,+∞). De fato, suponha por
absurdo que existe t0 ∈ [0,+∞) tal que

max
M

Fδ(x, t0) = Hmax. (2-17)

Defina
t̃0 = inf{t ≥ 0 : max

M
Fδ(x, t) = Hmax}.
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Observamos que t̃0 está bem definido, pois t0 ∈ {t ≥ 0 : maxM Fδ(x, t) = Hmax}.
Como M é compacta, então existe x0 ∈M tal que

Fδ(x0, t̃0) = Hmax. (2-18)

Como Hmin ≤ Hg0 ≤ Hmax < 0 sobre M , segue que t̃0 > 0. Da definição de t̃0 e (2-17),
temos

Fδ(x, t) < Hmax, ∀(x, t) ∈M × [0, t̃0)

Fδ(x, t̃0) ≤ Hmax, ∀x ∈M

Fδ(x0, t̃0) = Hmax. (2-19)

Como Fδ(x0, t̃0) = maxM Fδ(x, t̃0), então no ponto (x0, t̃0),

∆gt(Hgt −Hmax(gt)) ≥ 0, (2-20)

pois

Hmax(gt) = max
M
Hgt = max

M
{Fδ(x, t) + (1 + t)δ}

= max
M
{Fδ(x, t)}+ (1 + t)δ.

Daí,

∆gt(Hgt −Hmax(gt)) = ∆gt

(
Fδ(x, t)−max

M
Fδ(x, t)

)
= ∆gt(Fδ(x, t)).

Além disso, também em (x0, t̃0), temos

Hgt(x)−Hmax(gt) = 0, (2-21)

pois em t = t̃0,

Hmax(gt̃0) = max
M

Fδ(x, t̃0) + (1 + t̃0)δ

= Hmax + (1 + t̃0)δ

= Fδ(x0, t̃0) + (1 + t̃0)δ

= Hgt̃0
(x0),
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o qual demonstra a igualdade (2-21).
Logo usando ∂Hgt

∂t
= −(n− 1)∆gt(Hgt −Hmax(gt)) +Hgt(Hgt −Hmax(gt)), (2-20) e (2-21),

temos no ponto (x0, t̃0),

0 ≤ ∂Fδ
∂t

= ∂

∂t
Hgt − δ = −(n− 1)∆gt(Hgt −Hmax(gt)) +Hgt(Hgt −Hmax(gt))− δ

≤ Hgt(Hgt −Hmax(gt))− δ

= −δ,

o qual é uma contradição pois δ > 0. Isto mostra que

Fδ(x, t) < Hmax

para todo (x, t) ∈M × [0,+∞). Logo tomando o limite quando δ → 0, temos que

Hgt(x) ≤ Hmax.

Para demonstrar que Hgt ≥ Hmin, é suficiente tomar δ > 0 e definir

Gδ : M × [0,+∞) → R,

(x, t) 7→ Fδ(x, t) = Hgt(x) + (1 + t)δ.

Argumentando em uma maneira similar ao caso anterior, temos

Gδ(x, t) > Hmin

para todo (x, t) ∈M × [0,+∞). Assim tomando o limite quando δ → 0, temos

Hgt(x) ≥ Hmin.

2

Fixando k ≥ 2, do Teorema 2.6 segue que a solução (g̃t)t≥0 da equação (2-15) converge
exponencialmente na Ck-topología a uma métrica gV ∈ [g] tal que volgV (SM) = volg(SM).
Como a solução (gt)t≥0 é dada por

gt = eψ(α(t))g̃α(t)
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com α estritamente crescente, α(t)
t

convergindo para um limite positivo quando t→∞ e
ψ(t) convergindo exponencialmente a uma constante z quando t→∞. Isto implica que gt
converge exponenciamente a uma métrica de Berwald-Yamabe

gmax = ezgV

Já que Hmin ≤ Hgt ≤ Hmax para todo t ≥ 0, então a curvatura escalar de gmax satisfaz

Hmin ≤ Hgmax ≤ Hmax.

2

Agora, consideremos o fluxo de Yamabe de curvatura normalizada decrescente (FY CN−)
sobre M com métrica inicial g. Seguindo argumentos similares aos feitos na demonstração
do Lema 2.16, temos os seguintes resultados:

Lema 2.17 O traço do tensor de Ricci satisfaz

∂Hgt

∂t
= −(n− 1)∆gt(Hgt −Hmin(gt)) +Hgt(Hgt −Hmin(gt))

e
Hmin ≤ Hgt ≤ Hmax

para todo t ∈ [0, T ).

Teorema 2.18 Seja M uma variedade de Finsler fechada de dimensão n ≥ 3 e g uma
métrica de Berwald tal que Hmin ≤ Hg ≤ Hmax < 0. Então

∂gt
∂t

= (Hmin(gt)−Hgt)gt,
g0 = g

possui uma única solução maximal gt definida para t ∈ [0,+∞) tal que

Hgt ∈ [Hmin,Hmax]

para todo t ≥ 0. Além disso, existe uma métrica de Berwald-Yamabe gmin ∈ [g] com
Hmin ≤ Hgmin < 0 tal que gt converge exponencialmente para gmin na Ck-topología para
todo k ≥ 0.
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Observação 2.19 Pelo Lema 2.15 temos que para gt = evtg o fator conforme t 7→ evt

para o FY CN+ é crescente. Similarmente, podemos demonstrar que para o FY CN−, o
fator conforme t 7→ ewt é decrescente.

O seguinte resultado ajudará na demonstração do Lema de Schwarz conforme para
variedades de Finsler e na determinação de estimativas para a entropia de volume

Teorema 2.20 Sejam g1 e g2 métricas de Berwald sobreM tal que para todo ponto x ∈M ,
temos que g1(x) ≤ g2(x) no sentido das formas bilineares. Então a entropia de volume
satisfaz h(g1) ≥ h(g2).

Demonstração. Seja M̃ a cobertura universal de M . Como g1 e g2 são métricas de Berwald
sobre M , então

g1(x̃) ≤ g2(x̃)

para todo x̃ ∈ M̃ . Logo
Bg2(x̃, r) ⊂ Bg1(x̃, r)

Como M é compacta, existe C > 1 tal que

1
C
≤ dṼg1

dṼg2

≤ C.

Assim, temos que para todo r > 0,

volg2(Bg1(x̃, r)) ≤ Cvolg1(Bg1(x̃, r))

Logo

log volg2(Bg2(x̃, r))
r

≤ log volg2(Bg1(x̃, r))
r

≤ log volg1(Bg1(x̃, r))
r

+ logC
r

.

Tomando r →∞, concluimos que h(g2) ≤ h(g1). 2

Teorema 2.21 Seja M uma variedade de Finsler fechada de dimensão n ≥ 3 e g uma
métrica de Berwald tal que Hg ∈ [Hmin,Hmax] ⊂ (−∞, 0) e gY é uma métrica de Berwald-
Yamabe na classe conforme de g tal que HgY = −1. Então,
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(a) gY
|Hmin| ≤ g ≤ gY

|Hmax|(Lema de Schwarz Conforme)

(b) vol(SM,gY )√
|Hmin|n

≤ vol(SM, g) ≤ vol(SM,gY )√
|Hmax|n

(c) Sys(M,gY )√
|Hmin|

≤ Sys(M, g) ≤ Sys(M,gY )√
|Hmax|

(d)
√
|Hmax|h(gY ) ≤ h(g) ≤

√
|Hmin|h(gY )

Demonstração.

(a) Seja M uma variedade de Finsler de dimensão n ≥ 3 e g uma métrica de Berwald
tal que Hg ∈ [Hmin,Hmax]. Como no FY CN+ com métrica de Berwald inicial g o
fator conforme cresce e converge para uma métrica tal que Hgmax ≤ Hmax, a qual
é gY
|Hgmax |

, temos limite superior para g. Da mesma forma, o FY CN− com condição
inicial g faz decrecer o fator conforme e converge para gY

|Hgmin |
tal que Hgmin ≥ Hmin,

o qual fornece o limite inferior que desejamos.

(b) Como vol(M, gY ) =
∫
M dṼgY e

∫
SM dV = ωn

∫
M dṼgY , então integrando com a forma

de Holmes-Thompson e usando (1-6), temos

vol(SM, gY )√
|Hmin|n

≤ vol(SM, g) ≤ vol(SM, gY )√
|Hmax|n

(c) Como o sístole, denotado por Sys(M, g), é a longitude mínima de qualquer curva
não homotópica a zero e as métricas de Berwald g e h satisfazem g ≤ h então

Sys(M, g) ≤ Sys(M,h).

Logo, temos Sys(M,gY )√
|Hmin|

≤ Sys(M, g) e Sys(M, g) ≤ Sys(M,gY )√
|Hmax|

(d) Por (a), temos que gY
|Hmin| ≤ g ≤ gY

|Hmax| sobre M . Logo usando o Teorema 2.20, segue
a afirmação.

2
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3 A entropia de volume sobre variedades com-
pactas com bordo

3.1 Fluxos do tipo Yamabe

Em este capítulo estudaremos a entropia de volume através de fluxos do tipo
Yamabe sobre variedades com bordo, para isso vamos nos inspirar em algumas ideias de
Brendle apresentadas em [5].

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 3 com bordo ∂M e g uma
métrica sobre M . Denotamos por Rg a curvatura escalar de M , Hg a curvatura média de
∂M ,

R̄gt = 1∫
M dvgt

∫
M
Rgtdvgt

o valor médio da curvatura escalar de M , e por

H̄gt = 1∫
∂M dAgt

∫
∂M

HgtdAgt

o valor médio da curvatura média de ∂M

Para uma variedade Riemanniana compacta M , Suarez-Serrato e Tapíe demonstra-
rão [16] que se g0 é uma métrica com curvatura escalar negativa, então esta é controlada
pelas métricas de Yamabe que estão na classe conforme de g0. Essa afirmação implica que
a entropia de volume da métrica g0 é controlada pelas entropias das métricas de Yamabe.
Para obter esse resultado usaram fluxos do tipo Yamabe. A definição desses fluxos são:

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta tal que Rmin ≤ Rg ≤ Rmax < 0,
então o fluxo de Yamabe de curvatura-normalizada crescente é a familia de métricas
Riemannianas (gt)t∈[0,T ) que é solução da equação


∂gt
∂t

= (Rmax(gt)−Rgt)gt ,
g0 = g

(3-1)
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onde Rmax(gt) = maxM Rgt . Tal fluxo é denotado por FY CN+.
De maneira similar pode-se definir o fluxo de Yamabe de curvatura normalizada decrescente
como a familia de métricas (gt)t∈[0,T ) que é solução da equação

∂gt
∂t

= (Rmin(gt)−Rgt)gt ,
g0 = g

(3-2)

onde Rmin(gt) = minM Rgt , tal fluxo é denotado por FY CN−.
Inspirados nestas afirmações e nos trabalhos de Brendle feitos para fluxos de Yamabe sobre
variedades Riemannianas com bordo, vamos utilizar condições similares as dadas no artigo
[5], restringindo tais condições para o caso de curvatura escalar menor ou igual a zero.
Assim para o estudo do comportamento assintótico, vamos distinguir o seguinte:

1. A classe conforme contém uma métrica de curvatura escalar negativa.

2. A classe conforme contém uma métrica de curvatura escalar zero.

Desta forma, temos

Caso 1 Determinar uma métrica conforme com curvatura escalar constante e negativa no
interior da variedade e de curvatura média zero no bordo.

Caso 2 Determinar uma métrica conforme com curvatura escalar zero no interior da variedade
e de curvatura média constante e negativa no bordo.

Para poder construir soluções para esses problemas, temos que estudar os corres-
pondentes problemas parabólicos. No Caso 1, vamos considerar uma métrica inicial g0 tal
que Rg0 < 0 e Hg0 = 0, então a métrica será deformada pelos seguintes fluxos conformes

∂gt
∂t

= (Rmax(gt)−Rgt)gt sobreM × (0, T ),
Hgt = 0 sobre ∂M × (0, T ),
g0 = g

(3-3)

e 
∂gt
∂t

= (Rmin(gt)−Rgt)gt sobreM × (0, T ),
Hgt = 0 sobre ∂M × (0, T ),
g0 = g

(3-4)
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De maneira similar ao caso anterior, no Caso 2 vamos considerar uma métrica inicial g0

tal que Rg0 = 0 e Hg0 < 0, então a métrica será deformada pelos seguintes fluxos conformes


∂gt
∂t

= (Hmax(gt)−Hgt)gt sobre ∂M × (0, T ),
Rgt = 0 sobreM × (0, T ),
g0 = g

(3-5)

e 
∂gt
∂t

= (Hmin(gt)−Hgt)gt sobre ∂M × (0, T ),
Rgt = 0 sobreM × (0, T ),
g0 = g

(3-6)

A fim de analizar o comportamento ao longo do tempo das soluções das equações
(3-3), (3-4), (3-5) e (3-6) precisaremos dos seguintes resultados obtidos por Brendle [5].

Teorema 3.1 Se a classe conforme contém uma métrica com curvatura escalar negativa
e curvatura média zero, então a solução para a equação

∂gt
∂t

=
(
R̄gt −Rgt

)
gt sobreM,×(0, T )

Hgt = 0 , sobre ∂M × (0, T )

converge para uma métrica de curvatura escalar constante no interior e curvatura média
zero no bordo. Além disso, se existem duas métricas com curvatura escalar constante, então
elas são múltiplos entre si.

Teorema 3.2 Se a classe conforme contém uma métrica com curvatura média negativa e
curvatura escalar zero, então a solução para a equação

∂gt
∂t

=
(
H̄gt −Hgt

)
gt sobre ∂M × (0, T ),

Rgt = 0 , sobreM × (0, T )

converge para uma métrica de curvatura média constante no bordo e curvatura escalar zero
no interior. Além disso, se existem duas métricas com curvatura escalar constante, então
elas são múltiplos entre si.
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Observação 3.3 Estes resultados de Brendle garantem que as curvaturas obtidas são
constantes. Mas usando as ideias de Chen e Tung Ho dadas em [6], vemos que para o
problema de Yamabe geral o sinal das curvatura dependem do sinal de f e das hipóteses
sobre o invariante de Yamabe Y (M,∂M, g0). Como

Y (M,∂M, g0) = inf
g∈[g0]

1
(
∫
M dvg)

n−2
n

{ ∫
M
Rgdvg + 2

∫
∂M

HgdAg

}
,

então:

(a) Se Rg < 0 e Hg = 0 então
Y (M,∂M, g0) < 0.

(b) Se Hg < 0 e Rg = 0 então
Y (M,∂M, g0) < 0.

Portanto, para qualquer dos casos, temos Y (M,∂M, g0) < 0. Além disso, se f é uma
cosntante negativa, a curvatura prescrita é de sinal negativo.

Assim, os Teoremas 3.1 e 3.2, em particular, podem ser unificados

Teorema 3.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3 com
bordo suave ∂M . Então para a solução do fluxo de Yamabe temos:

• Se Rg < 0 e Hg = 0, então existe uma única métrica gY ∈ [g] tal que RgY = −1.

• Se Rg = 0 e Hg < 0, então existe uma única métrica gY ∈ [g] tal que HgY = −1

3.2 Entropia de Volume - Caso 1

Na primeira parte desta seção vamos nos concetrar na demonstração do seguinte
teorema
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Teorema 3.5 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3 com
bordo suave ∂M tal que Rmin ≤ Rg ≤ Rmax < 0. Então,

∂gt
∂t

= (Rmax(gt)−Rgt)gt, sobreM × (0, T )
Hgt = 0, sobre ∂M × (0, T )
g0 = g

possui uma única solução maximal gt definida para t ∈ [0,+∞) tal que

Rgt ∈ [Rmin, Rmax]

para todo t ≥ 0. Além disso, existe uma métrica de Yamabe gmax ∈ [g] com curvatura
escalar Rgmax ≤ Rmax < 0 tal que gt converge exponencialmente para gmax na Ck-topología
para todo k ≥ 0.

Demonstração. Seja g uma métrica de Berwald tal que Rmin ≤ Rg ≤ Rmax < 0. Seja g̃t
uma solução de 

∂g̃t
∂t

= (R̄(g̃t)−Rg̃t)g̃t, sobreM × (0, T )
Hg̃t = 0, sobre ∂M × (0, T )
g0 = g

(3-7)

Como Rmax < 0, se sigue do Teorema 3.1 que o fluxo (3-7) tem uma única solução definida
para todo tempo t ≥ 0. Além disso, a métrica converge para uma métrica de Yamabe, gY ,
na classe conforme de g tal que

vol(M, gY ) = vol(M, g).

Defina

ψ : [0,+∞) → (0,+∞)

t 7→ ψ(t) =
∫ t

0

(
Rmax(g̃τ )− R̄g̃τ

)
dτ

e seja
α : (0,+∞)→ (0,∞)

a única solução da  α′(t) = e−ψ(α(t))

α(0) = 0
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Assim temos que α é crescente. Logo, da convergência demonstrada por Brendle, [5], que
existem C, ε > 0 tal que para todo t ≥ 0, temos

|Rmax(g̃t)− R̄gt| ≤ Ce−εt

Portanto, α existe para todo t ≥ 0, e α(s)
s

converge para um número positivo α∞ quando
t→∞.

Lema 3.6 Seja
gt = eψ(α(t))g̃α(t), ∀t ≥ 0.

Então gt satisfaz 
∂gt
∂t

= (Rmax(gt)−Rgt)gt, sobreM × (0, T )
Hgt = 0, sobre ∂M × (0, T )

Demonstração. Como gt = eψ(α(t)g̃α(t), então

∂gt
∂t

= ∂

∂t

(
eψ(α(t))g̃α(t)

)
= ∂

∂t
(eψ(α(t)))g̃α(t) + eψ(α(t)) ∂

∂t
g̃α(t)

= ψ′(α(t))α′(t)eψ(α(t))g̃α(t) + eψ(α(t)) ∂

∂t
g̃α(t)α

′(t)

= ψ′(α(t))e−ψ(α(t))eψ(α(t))g̃α(t) + eψ(α(t)) ∂

∂t
g̃α(t)e

−ψ(α(t))

= ψ′(α(t))g̃α(t) + ∂

∂t
g̃α(t)

= (Rmax(g̃α(t))− R̄g̃α(t))g̃α(t) + (R̄g̃α(t) −Rg̃α(t))g̃α(t)

= (Rmax(g̃α(t))−Rg̃α(t))g̃α(t)

= (Rmax(gt)−Rgt)gt,

onde na última desigualdade foi usado que Rgt = e−ψ(α(t))Rg̃α(t) . Além disso, como

Hgt = e−
ψ(α(t))

2 Hg̃α(t) ,

então Hgt = 0. 2
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Portanto, (gt)t≥0 é uma solução do FY CN+. Como a aplicação α é uma bijeção
crescente sobre (0,+∞), a unicidade da solução do FY CN+ segue da unicidade da solução
de (3-7).

Agora, vamos demonstrar que as estimativas da curvatura escalar são preservadas
ao longo do fluxo.

Lema 3.7 A curvatura escalar de gt satisfaz
∂Rgt
∂t

= (n− 1)∆gt(Rgt −Rmax(gt)) +Rgt(Rgt −Rmax(gt)) sobreM × (0, T )
∂Rgt
∂νgt

= 0, sobre ∂M × (0, T )

e
Rmin ≤ Rgt ≤ Rmax.

para todo t ∈ [0, T ).

Demonstração. Se gt = u
4

n−2 g0 e ht = v
4

n−2 g. Temos ht = (uv)
4

n−2 g0, então

Rgt = u−
(n+2)
(n−2){− 1

C
∆g0u+Rg0u}

e

Rht = (uv)−
n+2
n−2{− 1

C
∆g0(uv) +Rg0(uv)}

onde C = n−2
4(n−1) .

Logo

− 1
C

∆gtv −Rgtv = u−
n+2
n−2{− 1

C
∆g0(uv)−Rg0(uv)}. (3-8)

Por outro lado,

∂

∂t
Rgt = ∂

∂t

{
u−

(n+2)
(n−2){− 1

C
∆g0u+Rg0u}

}
= −n+ 2

n− 2Rgt

ut
u

+
(
− 1
C

∆g0ut +Rg0ut

)
u−

n+2
n−2
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Tomando v = ut
u
na equação (3-8),

∂

∂t
Rgt = −n+ 2

n− 2Rgt

ut
u

+
(
− 1
C

∆gt

ut
u

+Rgt

ut
u

)
, mas ∂u

∂t
= n− 2

4 {Rmax(gt)−Rgt}u

= −n+ 2
n− 2Rgt

n− 2
4 {Rmax(gt)−Rgt}

+n− 2
4 {− 1

C
∆gt

(
Rmax(gt)−Rgt

)
+Rgt(Rmax(gt)−Rgt)}

= −Rgt(Rmax(gt)−Rgt)− (n− 1)∆gt(Rmax(gt)−Rgt)

= (n− 1)∆gt(Rgt −Rmax(gt)) +Rgt(Rgt −Rmax(gt)).

Além disso, como gt = u
4

n−2 g0 então

−4(n− 1)
n− 2 ∆g0u+Rg0 = Rgtu

n+2
n−2 sobre M,

2(n− 1)
n− 2

∂u

∂νg0

+Hg0u = Hgtu
n
n−2 sobre ∂M,

Daí
∂u
∂t

= (n− 1)u−
4

n−2 ∆g0u− n−2
4

(
Rg0u

− 4
n−2 −Rmax(gt)

)
u sobreM × (0, T ),

∂u
∂νg0

= 0 sobre ∂M × (0, T ),

u(0) = u0.

(3-9)
Assim temos que tomando ∂

∂νg0
na equação do fluxo (3-9) e usando a condição de Neumann,

temos ∂Rgt
∂νg0

= 0 sobre ∂M , equivalentemente, ∂Rgt
∂νgt

= 0 sobre ∂M . Isto demonstra a primeira
afirmação.

Para cada δ > 0, considere a função

Fδ : M × [0,+∞) → R,

(x, t) 7→ Fδ(x, t) = Rgt(x)− (1 + t)δ

Afirmamos que Fδ(x, t) < Rmax para todo (x, t) ∈ M × [0,+∞). De fato, suponha por
absurdo que existe t0 ∈ [0,+∞) tal que

max
M

Fδ(x, t0) = Rmax. (3-10)

Defina
t̃0 = inf{t ≥ 0 : max

M
Fδ(x, t) = Rmax}.
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Observamos que t̃0 está bem definido, pois t0 ∈ {t : Fδ(x0, t) ≥ Rmax}.
Como M é compacta, então existe x0 ∈M tal que

Fδ(x0, t̃0) = Rmax. (3-11)

Como Rmin ≤ Rg0 ≤ Rmax < 0 sobre M , segue que t̃0 > 0. Da definição de t̃0 e (3-10),
temos

Fδ(x, t) < Rmax, ∀(x, t) ∈M × [0, t̃0)

Fδ(x, t̃0) ≤ Rmax, ∀x ∈M

Fδ(x0, t̃0) = Rmax. (3-12)

Como Fδ(x0, t̃0) = maxM Fδ(x, t̃0), então no ponto (x0, t̃0),

∆gt(Rgt −Rmax(gt)) ≤ 0, (3-13)

pois

Rmax(gt) = max
M

Rgt = max
M
{Fδ(x, t) + (1 + t)δ}

= max
M
{Fδ(x, t)}+ (1 + t)δ.

Daí,

∆gt(Rgt −Rmax(gt)) = ∆gt

(
Fδ(x, t)−max

M
Fδ(x, t)

)
= ∆gt(Fδ(x, t)).

Além disso, também em (x0, t̃0), temos

Rgt(x)−Rmax(gt) = 0, (3-14)

pois em t = t̃0,

Rmax(gt̃0) = max
M

Fδ(x, t̃0) + (1 + t̃0)δ

= Rmax + (1 + t̃0)δ

= Fδ(x0, t̃0) + (1 + t̃0)δ

= Rgt̃0
(x0),
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o qual demonstra a igualdade (3-14).
Logo usando ∂Rgt

∂t
= (n − 1)∆gt(Rgt − Rmax(gt)) + Rgt(Rgt − Rmax(gt)), (3-13) e (3-14),

temos no ponto (x0, t̃0),

0 ≤ ∂Fδ
∂t

= ∂

∂t
Rgt − δ = (n− 1)∆gt(Rgt −Rmax(gt)) +Rgt(Rgt −Rmax(gt))− δ

≤ Rgt(Rgt −Rmax(gt))− δ

= −δ,

o qual é uma contradição pois δ > 0. Isto mostra que

Fδ(x, t) < Rmax

para todo (x, t) ∈M × [0,+∞). Logo tomando o limite quando δ → 0, temos que

Rgt(x) ≤ Rmax.

Para demonstrar que Rgt ≥ Rmin, é suficiente tomar δ > 0 e definir

Gδ : M × [0,+∞) → R,

(x, t) 7→ Fδ(x, t) = Rgt(x) + (1 + t)δ.

Argumentando de maneira similar ao caso anterior, temos

Gδ(x, t) > Rmin

para todo (x, t) ∈M × [0,+∞). Assim tomando limite quando δ → 0, temos

Rgt(x) ≥ Rmin.

2

Fixando um k ≥ 2, da proposição 3.8 de [6] segue que a solução (g̃t)t≥0 da equação
(3-7) converge exponencialmente na Ck-topología para uma métrica gV ∈ [g] tal que
volgV (M) = volg(M). Como a solução (gt)t≥0 é dada por

gt = eψ(α(t))g̃α(t)
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com α estritamente crescente, α(t)
t

convergindo para um limite positivo quando t→∞ e
ψ(t) convergindo exponencialmente rápido uma constante z quando t→∞. Isto implica
que gt converge exponenciamente rápido para uma métrica de Yamabe

gmax = ezgV .

Já que Rmin ≤ Rgt ≤ Rmax para todo t ≥ 0, então a curvatura escalar de gmax satisfaz

Rmin ≤ Rgmax ≤ Rmax.

2

Agora vamos considerar o fluxo de Yamabe de curvatura normalizada decrescente (FY CN−)
sobre M com métrica inicial g. Seguindo argumentos similares aos feitos na demonstração
do Lema 3.7, temos os seguintes resultados

Lema 3.8 A curvatura escalar de gt satisfaz
∂Rgt
∂t

= (n− 1)∆gt(Rgt −Rmin(gt)) +Rgt(Rgt −Rmin(gt)) sobreM × (0, T )
∂Rgt
∂νgt

= 0, sobre ∂M × (0, T )

e
Rmin ≤ Rgt ≤ Rmax.

para todo t ∈ [0, T )

Teorema 3.9 Seja M) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3 com
bordo suave ∂M tal que Rmin ≤ Rg ≤ Rmax < 0. Então

∂gt
∂t

= (Rmin(gt)−Rgt)gt, sobreM × (0, T )
Hgt = 0, sobre ∂M × (0, T )
g0 = g

possui uma única solução maximal gt definida para t ∈ [0,+∞) tal que

Rgt ∈ [Rmin, Rmax]

para todo t ≥ 0. Além disso, existe uma métrica de Yamabe gmin ∈ [g] com curvatura escalar
0 > Rgmin ≥ Rmin tal que gt converge exponencialmente rápido para gmin na Ck-topología
para todo k ≥ 0.
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Observação 3.10 Pelo Lema 3.6 temos que para gt = evtg o fator conforme t 7→ evt para
o FY CN+ é crescente. Similarmente, podemos demonstrar que para o FY CN−, o fator
conforme t 7→ ewt é decrescente.

Os seguintes resultados ajudaram na demonstração do Lema de Schwarz conforme e na
determinação de estimativas para a entropia de volume

Teorema 3.11 (Ver [12]) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Então htop(g) ≥
h(g). Além disso, se a curvatura secional de M é não positiva então htop = h.

Teorema 3.12 (Ver [7]) Se g1 e g2 são métricas Riemannianas sobreM tal que para todo
ponto x ∈M , temos que g1(x) ≤ g2(x). Então a entropia de volume satisfaz h(g1) ≥ h(g2).
Além disso, se uma variedade Riemanniana não possui pontos conjugados então htop = h.

Teorema 3.13 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo ∂M e
dimensão n ≥ 3 tal que Rg ∈ [Rmin, Rmax] ⊂ (−∞, 0), Hg = 0 e gY é uma métrica de
Yamabe na classe conforme de g tal que RgY = −1. Então

(a) gY
|Rmin| ≤ g ≤ gY

|Rmax|(Lema de Schwarz Conforme)

(b) Sys(M,gY )√
|Rmin|

≤ Sys(M, g) ≤ Sys(M,gY )√
|Rmax|

(c)
√
|Rmax|h(gY ) ≤ h(g) ≤

√
|Rmin|h(gY ), se o bordo ∂M é totalmente geodésico.

Demonstração.

(a) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão n ≥ 3 tal que Rg ∈ [Rmin, Rmax].
Como no FY CN+ com métrica inicial g o fator conforme cresce e converge para uma
métrica com curvatura escalar Rgmax ≤ Rmax. Pelo Teorema 3.1, temos gmax = gY

|Rgmax |
.

Logo temos um limite superior para g. Da mesma forma, o FY CN− com condição
inicial g faz decrecer o fator conforme e converge para uma métrica gmin tal que
Rgmin ≥ Rmin. Novamente pelo Teorema 3.1, temos gmin = gY

|Rgmin |
. Logo gmin é o limite

inferior que precisamos.
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(b) Como o sístole, denotado por Sys(M, g), é a longitude mínima de qualquer curva
não homotópica a zero e as métricas g e h satisfazem g ≤ h então

Sys(M, g) ≤ Sys(M,h).

Logo, Sys(M,gY )√
|Rmin|

≤ Sys(M, g) e Sys(M, g) ≤ Sys(M,gY )√
|Rmax|

(c) Por (a), temos que gY
|Rmin| ≤ g ≤ gY

|Rmax| sobre M . Logo usando o Teorema 3.12 temos
a afirmação.

2

Corolário 3.14 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo ∂M e dimensão
n ≥ 3 tal que Rg ≤ Rmax < 0, Hg = 0, e gmax = gY

|Rmax| uma métrica de Yamabe na
classe conforme de g com curvatura escalar Rgmax = Rmax. Se (M, gmax) não possui pontos
conjugados, então

htop(g) ≥ htop(gmax)

onde htop(g) e htop(gmax) são as entropias topológicas dos fluxos geodésicos sobre (M, g) e
(M, gmax).

Demonstração. Do Teorema 3.13 temos que a entropia de volume de (M, g) e (M, gmax)
satisfazem

h(g) ≥ h(gmax)

Logo pelo Teorema 3.12 temos que htop(gmax) = h(gmax). Além disso do Teorema 3.11
htop(g) ≥ h(g). Assim temos que

htop(g) ≥ h(g) ≥ h(gmax) = htop(gmax)

2
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3.3 Entropia de Volume - Caso 2

Teorema 3.15 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo ∂M e
dimensão n ≥ 3 tal que

Rg = 0

e
Hmin ≤ Hg ≤ Hmax < 0.

Então 
∂gt
∂t

= (Hmax(gt)−Hgt)gt, sobre ∂M × (0, T )
Rgt = 0, sobreM × (0, T )
g0 = g

possui uma única solução gt definida para todo t ∈ [0,∞) tal que

Rgt = 0 , Hgt ∈ [Hmin, Hmax].

Além disso existe uma métrica de Yamabe gmax na classe conforme de g com curvatura
média Hgmax ≤ Hmax < 0 tal que gt converge para gmax.

Demonstração. Seja g uma métrica tal que Hmin ≤ Hg ≤ Hmax < 0. Seja g̃t a solução de
∂g̃t
∂t

=
(
H̄g̃t −Hg̃t

)
g̃t sobre ∂M × (0, T ),

Rgt = 0 sobre M × (0, T ),
g0 = g

(3-15)

Como Hmax < 0, segue do Teorema 3.2 que o fluxo conforme tem uma única solução
definida para todo t ≥ 0. Além disso a métrica converge exponencialmente para uma
métrica de Yamabe na classe conforme de g tal que

vol(∂M, g) = vol(∂M, gY ).

Defina

ψ : [0,+∞) → (0,+∞)

t 7→ ψ(t) =
∫ t

0

(
Hmax(g̃τ )− H̄g̃τ

)
dτ
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e seja
α : (0,+∞)→ (0,∞)

a única solução de  α′(t) = e−
1
2ψ(α(t))

α(0) = 0

Assim temos que α é crescente. Logo, da convergência da métrica, demonstrada por Brendle
em[5], existem C, ε > 0 tal que para todo t ≥ 0, temos

|Hmax(g̃t)− H̄gt | ≤ Ce−εt

Portanto, α existe para todo t ≥ 0 e α(s)
s

converge para um limite positivo , α∞, quando
t→∞.

Lema 3.16 Seja
gt = eψ(α(t))g̃α(t), ∀t ≥ 0.

Então gt satisfaz 
∂gt
∂t

= (Hmax(gt)−Hgt)gt, sobre ∂M × (0, T )
Rgt = 0, sobreM × (0, T )

Demonstração. Como gt = eψ(α(t))g̃α(t), então

∂gt
∂t

= ∂

∂t

(
eψ(α(t))g̃α(t)

)
= ∂

∂t
(eψ(α(t)))g̃α(t) + eψ(α(t)) ∂

∂t
g̃α(t)

= ψ′(α(t))α′(t)eψ(α(t))g̃α(t) + eψ(α(t)) ∂

∂t
g̃α(t)α

′(t)

= ψ′(α(t))e− 1
2ψ(α(t))eψ(α(t))g̃α(t) + eψ(α(t)) ∂

∂t
g̃α(t)e

− 1
2ψ(α(t))

= e
1
2ψ(α(t)){ψ′(α(t))g̃α(t) + ∂

∂t
g̃α(t)}

= e
1
2ψ(α(t)){(Hmax(g̃α(t))− H̄g̃α(t))g̃α(t) + (H̄g̃α(t) −Hg̃α(t))g̃α(t)}

= e
1
2ψ(α(t))(Hmax(g̃α(t))−Hg̃α(t))g̃α(t)

= (Hmax(gt)−Hgt)gt, pois Hgt = e−
ψ(α(t))

2 Hg̃α(t)
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Além disso, como Rgt = e−ψ(α(t))Rg̃α(t) , então Rgt = 0. 2

Portanto, (gt)t≥0 é uma solução do FY CN+. Como a aplicação α é uma bijeção crescente
sobre (0,+∞), a unicidade da solução do FY CN+ segue da unicidade da solução de
(3-15).

Agora, vamos demonstrar que as estimativas da curvatura escalar são preservados
ao longo do fluxo.

Lema 3.17 A curvatura escalar de gt satisfaz
∂
∂t
Hgt = (n−1)

2
∂

∂νgt
(Hmax(gt)−Hgt)− 1

2Hgt(Hmax(gt)−Hgt), sobre ∂M × (0, T )

∆gt(Hmax(gt)−Hgt) = 0, sobreM × (0, T )
e

Hmin ≤ Hgt ≤ Hmax.

para todo t ∈ [0, T ).

Demonstração. Defina o operador

Cgt = 2(n− 1)
(n− 2)

∂

∂νgt
+Hgt .

Assim Cg(uψ) = u
n
n−2Cgt(ψ) para todo ψ ∈ C∞(M).

Por outro lado, se gt = u
4

n−2 g então
2(n− 1)
n− 2

∂u

∂νg
+Hgu = Hgtu

n
n−2 sobre ∂M (3-16)

−4(n− 1)
n− 2 ∆gu+Rgu = Rgtu

n+2
n−2 sobre M. (3-17)

Além disso 
∂u
∂t

= n−2
4 (Hmax(gt)−Hgt)u, sobre ∂M × (0, T ),

∆gu = 0, sobreM × (0, T ) e u > 0 sobre M × (0, T ),
(3-18)

ou equivalentemente
∂u
∂t

= −n−1
2 u−

2
n−2 ∂u

∂νg
− n−2

4 (Hgu
− 2
n−2 −Hmax(gt))u sobre ∂M × (0, T ),

∆gu = 0 sobreM × (0, T ),
u > 0 sobre M × (0, T ) e u(0) = u0.

(3-19)
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Das equações (3-16) e (3-18), temos
∂

∂t
Hgt = ∂

∂t

(
u−

n
n−2Cg(u)

)
= − n

n− 2u
− 2(n−1)

n−2
∂u

∂t
Cg(u) + u−

n
n−2Cg(

∂u

∂t
)

= −n4Hgt(Hmax(gt)−Hgt) + n− 2
4 u−

n
n−2Cg

(
(Hmax(gt)−Hgt)Hgt

)
= −n4Hgt(Hmax(gt)−Hgt) + n− 2

4 Cgt

(
(Hmax(gt)−Hgt)Hgt

)
= n− 1

2
∂

∂νgt
(Hmax(gt)−Hgt)−

1
2Hgt(Hmax(gt)−Hgt)

Como Rg = 0, Rgt = 0, Lgt := −4(n−1)
(n−2) ∆gt + Rgt (definição do Laplaciano conforme) e

usando a equação (3-18), temos

0 = ∂

∂t

(
− (n− 1)∆gu

)
= (n− 2)

4 Lg

(
(Hmax(gt)−Hgt)u

)
= (n− 2)

4 u
n+2
n−2Lgt(Hmax(gt)−Hgt)

= −(n− 1)u
n+2
n−2 ∆gt(Hmax(gt)−Hgt).

Assim temos ∆gt(Hmax(gt)−Hgt) = 0 sobre M . Isto demonstra a primeira afirmação.

Para cada δ > 0, considere a função

Fδ : ∂M × [0,+∞) → R,

(x, t) 7→ Fδ(x, t) = Hgt(x, t)− (1 + t)δ

Afirmamos que Fδ(x, t) < Hmax para todo (x, t) ∈ ∂M × [0,+∞). De fato, suponha por
absurdo que existe t0 ∈ [0,+∞) tal que

max
∂M

Fδ(x0, t0) = Hmax. (3-20)

Defina
t̃0 = inf{t ≥ 0 : max

∂M
Fδ(x0, t0) = Hmax}.

Observamos que t̃0 está bem definido, pois t0 ∈ {t ≥ 0 : max∂M Fδ(x, t0) = Hmax}.
Como ∂M é compacta, então existe x0 ∈ ∂M tal que

Fδ(x0, t̃0) = Hmax (3-21)
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Como Hmin ≤ Hg0 ≤ Hmax < 0 sobre M , segue que t̃0 > 0. Da definição de t̃0 e (3-20),
temos

Fδ(x, t) < Hmax, ∀(x, t) ∈ ∂M × [0, t0)

Fδ(x, t̃0) ≤ Hmax, ∀x ∈ ∂M

Fδ(x0, t̃0) = Hmax. (3-22)

Como

Fδ(x0, t̃0) = max
x∈∂M

Fδ(x, t̃0),

então no ponto (x0, t̃0),

∂

∂νgt
(Hmax(gt)−Hgt) ≤ 0, (3-23)

pois

Hmax(gt) = max
∂M

Hgt = max
∂M
{Fδ(x, t) + (1 + t)δ}

= max
∂M
{Fδ(x, t)}+ (1 + t)δ.

Daí,

∂

∂νgt
(Hmax(gt)−Hgt) = ∂

∂νgt

(
max
∂M

Fδ(x, t)− Fδ(x, t)
)

= − ∂

∂νgt
Fδ(x, t).

Além disso, também em (x0, t̃0), temos

Hmax(gt)−Hgt(x) = 0, (3-24)

pois em t = t0,

Hmax(gt̃0) = max
∂M

Fδ(x, t̃0) + (1 + t̃0)δ

= Hmax + (1 + t̃0)δ

= Fδ(x0, t̃0) + (1 + t̃0)δ

= Hgt̃0
(x0),
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o qual demonstra a igualdade (3-24).
Logo usando ∂

∂t
Hgt = (n−1)

2
∂

∂νgt
(Hmax(gt)−Hgt)− 1

2Hgt(Hmax(gt)−Hgt), (3-23) e (3-24),
temos no ponto (x0, t̃0),

0 ≤ ∂Fδ
∂t

= ∂

∂t
Hgt − δ = (n− 1)

2
∂

∂νgt
(Hmax(gt)−Hgt)−

1
2Hgt(Hmax(gt)−Hgt)− δ

≤ −1
2Hgt(Hgt −Hmax(gt))− δ

= −δ,

o qual é uma contradição pois δ > 0.
Isto mostra que

Fδ(x, t) < Hmax

para todo (x, t) ∈M × [0,+∞). Logo tomando limite quando δ → 0, temos que

Hgt(x) ≤ Hmax.

Para demonstrar que Hgt ≥ Hmin é suficiente tomar δ > 0 e definir a função

Gδ : M × [0,+∞) → R,

(x, t) 7→ Fδ(x, t) = Hgt(x, t) + (1 + t)δ.

Argumentando de uma maneira similar ao caso anterior, temos

Gδ(x, t) > Hmin

para todo (x, t) ∈M × [0,+∞). Assim tomando limite quando δ → 0, temos que

Hgt(x) ≥ Hmin

. 2

Fixando um k ≥ 2, do Teorema 1.2 de [5] segue que a solução (g̃t) da equação
(3-15) converge para uma métrica gV ∈ [g] tal que volgV (∂M) = volg(∂M). Como a solução
(gt)t≥0 é dada por

gt = eψ(α(t))g̃α(t)
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com α estritamente crescente, α(t)
t

convergindo para um limite positivo quando t→∞ e
ψ(t) convergindo para uma constante z quando t→∞. Isto implica que gt converge para
uma métrica de Yamabe

gmax = ezgV

Já que Hmin ≤ Hgt ≤ Hmax para todo t ≥ 0, então a curvatura média de gmax satisfaz

Hmin ≤ Hgmax ≤ Hmax.

2

Agora vamos considerar o fluxo de Yamabe de curvatura normalizada decrescente (FY CN−)
com condição inicial g. Seguindo argumentos similares aos feitos na demonstração do Lema
3.17, temos os seguintes resultados

Lema 3.18 A curvatura média de gt satisfaz
∂
∂t
Hgt = (n−1)

2
∂

∂νgt
(Hmin(gt)−Hgt)− 1

2Hgt(Hmin(gt)−Hgt), sobre ∂M × (0, T )

∆gt(Hmin(gt)−Hgt) = 0, sobreM × (0, T )

e
Hmin ≤ Hgt ≤ Hmax.

para todo t ∈ [0, T ).

Teorema 3.19 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de dimensão n ≥ 3
com bordo suave ∂M tal que Hmin ≤ Hg ≤ Hmax < 0. Então

∂gt
∂t

= (Hmin(gt)−Hgt)gt, sobre ∂M × (0, T )
Rgt = 0, sobreM × (0, T )
g0 = g

possui uma única solução maximal gt definida para t ∈ [0,+∞) tal que

Hgt ∈ [Hmin, Hmax]

para todo t ≥ 0. Além disso, existe uma métrica de Yamabe gmin ∈ [g] com curvatura média
0 > Hgmin ≥ Hmin tal que gt converge para gmin.
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Observação 3.20 Do Lema 3.16 temos que para gt = evtg o fator conforme t 7→ evt para
o FY CN+ é crescente. Similarmente podemos demonstrar que para o FY CN− o fator
conforme t 7→ ewt é decrescente.

Usando os resultados que ajudaram na demonstração do Lema de Schwarz conforme
do primeiro caso, temos

Teorema 3.21 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo suave ∂M
e dimensão n ≥ 3 tal que Rg = 0, Hg ∈ [Hmin, Hmax] ⊂ (−∞, 0) e gY uma métrica de
Yamabe na classe conforme de g tal que HgY = −1. Então

(a) gY
|Hmin| ≤ g ≤ gY

|Hmax|

(b) Sys(∂M,gY )√
|Hmin|

≤ Sys(∂M, g) ≤ Sys(∂M,gY )√
|Hmax|

(c)
√
|Hmax|h(gY ) ≤ h(g) ≤

√
|Hmin| ≤ h(gY )

Demonstração.

(a) Seja (M, g) uma variedade Riemanniana com bordo suave de dimensão n ≥ 3 cuja
curvatura média satisfaz Hg ∈ [Hmin, Hmax]. Como no FY CN+ com métrica inicial g
o fator conforme cresce e converge para uma métrica gmax tal que Hgmax ≤ Hmax. Pelo
Teorema 3.2, temos gmax = gY

|Hgmax |
. Logo temos um limite superior para g. Da mesma

forma, o FY CN− com condição inicial g faz decrecer o fator conforme e converge
para gmin tal que Hgmin ≥ Hmin. Novamente pelo Teorema 3.2, temos gmin = gY

|Hgmin |
.

Logo gmin fornece o limite inferior que desejamos.

(b) Como o sístole, denotado por Sys(M, g), é a longitude mínima de qualquer curva
não homotópica a zero e as métricas g e h satisfazem g ≤ h então

Sys(∂M, g) ≤ Sys(∂M, h).

Logo, temos Sys(∂M,gY )√
|Hmin|

≤ Sys(∂M, g) e Sys(∂M, g) ≤ Sys(∂M,gY )√
|Hmax|
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(c) Por (a) temos que gY
|Hmin| ≤ g ≤ gY

|Hmax| sobre ∂M . Logo usando o Teorema 3.12 temos
a afirmação.

2

Corolário 3.22 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta com bordo ∂M e
dimensão n ≥ 3 tal que Rg = 0, Hg ≤ Hmax < 0, e gmax = gY

|Rmax| uma métrica de Yamabe
na classe conforme de g com curvatura média Hgmax = Hmax. Se gmax não tem pontos
conjugados, então

htop(g) ≥ htop(gmax)

onde htop(g) e htop(gmax) são as entropias topológicas dos fluxos geodésicos sobre (M, g) e
(M, gmax).

Demonstração. Do Teorema 3.13 temos, em particular, que a entropia de volume de (∂M, g)
e (∂M, gmax) satisfazem

h(g) ≥ h(gmax)

Logo pelo Teorema 3.12 temos que htop(gmax) = h(gmax). Além disso do Teorema 3.21
htop(g) ≥ h(g). Assim temos que

htop(g) ≥ h(g) ≥ h(gmax) = htop(gmax)

2
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