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Resumo

A solugao de um problema de otimizag¢ao multiobjetivo é um conjunto caracterizado pelo
trade off ente M objetivos. No caso do problema de minimizacdo F : RV — RM estas
solugoes de compromisso correspondem a um conjunto minimal segundo uma relagao
de ordem parcial no espaco RM. A busca por solucoes de menor variacdo na presenca
de ruido nas variaveis x € RY caracteriza a Otimizacao Multiobjetivo Robusta. Este
trabalho apresenta um algoritmo coevolutivo para Otimizagdo Robusta. A proposta
utiliza a estratégia de decomposigao/agregagao do espago dos objetivos em um algoritmo
coevolutivo competitivo. Em conjunto com esta nova técnica foi desenvolvido um novo
método de geracao de vetores de peso quase igualmente espacados no espago dos objetivos.
Este novo método de geragao de vetores de peso nao apresenta limitagao quanto ao
nimero de vetores de peso criados nem quanto a norma de cada vetor, que podem estar
localizados no primeiro ortante do espaco dos objetivos ou formar um cone de vetores
com vértice na origem. O eixo deste cone corresponde a um vetor de preferéncias do
tomador de decisao e sua abertura define a extensao da regiao de interesse escolhida. A
qualidade dos vetores de peso produzidos por esta nova metodologia foi comparada com o
método usual de geragao de vetores de peso e os resultados se mostraram satisfatorios.
Adicionalmente uma nova classe de problemas de otimizacao multiobjetivo foi desenvolvida,
abrangendo otimizacao continua e robusta, com e sem a presenga de restricoes de igualdade
e desigualdade. Seguindo a estrutura utilizada na construcao das fungoes de teste, uma
nova métrica de avaliacdo de desempenho também é apresentada. A comparacgao dos
resultados obtidos entre o método proposto e outras técnicas mostrou a superioridade dos
métodos apresentados. Uma amostra dos resultados obtidos foi utilizada na ferramenta de

visualizagao de dados desenvolvida, ilustrando as conclusoes obtidas.

Palavras-chave: Otimizacao Multiobjetivo Robusta. Regiao de Interesse. Problemas de

Otimizacao Multiobjetivo Robusta. Visualizacao de Dados.






Abstract

The solution of a multi-objective optimization problem is a set characterized by the trade
off of M objectives. In the case of the minimization problem F : RY — RM these trade
off solutions correspond to a minimal set according to a partial order relation in space RM.
The search for solutions of smaller variation in the presence of noise in the variables x € R
characterizes Robust Multiobjective Optimization. This work presents a co-evolutionary
algorithm for Robust Optimization. The presented proposal uses the objective space
decomposition/aggregation strategy in a competitive co-evolution algorithm. Along with
this new technique, a new method of generating vectors of weight almost equally spaced
in the objective space was developed. This new method of generating weight vectors is not
limited in the number of weight vectors created neither to the norm of each vector, that can
be located in the first orthant of the objective space to form a cone of vectors with vertex
in the origin. The axis of this cone corresponds to a preference vector of the decision maker
and its aperture defines the extension of the chosen region of interest. The quality of the
weight vectors of weight produced by this new methodology was compared with the usual
method of generation of weight vectors and the results were satisfactory. In addition, a new
class of multi-objective optimization problems was developed, encompassing usual and
robust optimization, with and without the presence of equality and inequality constraints.
Following the structure used in the construction of the test functions, a new performance
evaluation metric is also presented. The comparison of the results obtained between the
proposed method and other techniques showed the superiority of the presented methods. A
sample of the results obtained was used in the data visualization tool developed, showing

the conclusions obtained.

Keywords: Robust Multiobjective Optimization. Region of Interest. Robust Multiobjec-

tive Optimization Problem. Data Visualization
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1 Introducdo

1.1 Caracterizacido do problema

O dicionario Priberam em sua versao digital ! define otimizar como “dar a uma
méquina, a uma empresa, a uma agao, etc., o rendimento 6timo, criando as condi¢gdes mais
favoraveis ou tirando o melhor partido possivel”. Uma das etapas dos processos de gestao
e melhoria da qualidade consiste na criagao de modelos matematicos que possibilitem a
implementacao de processos de otimizagao que auxiliem o tomador de decisao (Decision
Maker (DM)) a escolher a melhor estratégia. A figura 1 ilustra o procedimento geral em

um processo de tomada de decis@o, que consiste nas seguintes etapas [140]:

Formulacao do Elaboracao do
problema modelo

Figura 1 — Etapas do processo de tomada de decisao.

Observe que o fluxograma descrito na figura 1 nao é unidirecional: ajustes no
modelo elaborado podem ser feitos apos as etapas de otimizacao ou de implementacao
das solugoes escolhidas, que também pode ser utilizado para aprimorar o processo de
otimizacao. As etapas do processo de tomada de decisao podem ser descritas da seguinte

maneira:

A. Formulagdo do Problema:

Nesta etapa deve-se definir com clareza e precisao o problema e suas variaveis,
identificando fatores que possam provocar algum tipo de ruido ou variacao em todas
as etapas envolvidas. Nesta etapa também se deve definir que tipo de resposta se
deseja. Esta etapa inicial é de extrema importancia uma vez que dela dependem

todas as demais.

B. Elaboragdo do Modelo:

Consiste na criagao de um modelo matematico abstrato que represente o problema

em si, considerando as informagoes coletadas na etapa de formulacao do problema.

C. Otimizago:

! https://www.priberam.pt/DLP0/optimizar [consultado em 03-05-2016].
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Nesta etapa estamos interessados em obter 6timas solugoes para o problema de

Iinteresse.

D. Implementagdo:

Nesta etapa as solugoes obtidas devem ser testadas, comparadas e sua aplicabilidade

avaliada.

As etapas de Otimizagao e Implementacao das solugdes obtidas podem fornecer
informacoes extras que nao foram consideradas nas etapas de Elaboracao do Modelo.
Ajustes no processo de Elaboracao do Modelo e Otimizacao devem ser realizadas sempre que

estas novas informagoes contribuam para a melhoria da qualidade da resposta procurada.

As etapas de Elaboracao do Modelo e Otimizacao sao fundamentais. Assim como
retas e circulos, os valores que minimizam ou maximizam uma fungao sao abstragoes
matematicas: elas nao existem no “mundo real”. Em nossas atividades cotidianas sempre
utilizamos aproximagoes “boas o suficiente” de entes abstratos. O computador responsével
pelo auxilio da navegacao da nave Apolo 11 por exemplo, trabalhava com um tamanho
de palavra de 16 bits? e executava tarefas que exigiam um alto grau de precisao, cujo
fracasso traria perdas humanas, técnicas e financeiras. De maneira geral, uma solugao para
a formulagdo matematica presente na etapa de Otimizagdo ¢ um valor z* suficientemente
proximo do valor 6timo. Além disto, solugdo procurada z* deve necessariamente satisfazer

as condigoes que limitam o problema.

Um dos produtos da etapa de Elaboragdo do Modelo é a definigdo da func¢ao f(x),
chamada de funcao objetivo, que represente da melhor forma possivel o problema em
estudo. A complexidade e a representacao da funcao objetivo, em conjunto com a natureza
dos elementos de seu dominio determinam a técnica (ou algoritmo®) utilizada para a

obtengao de uma solugao na etapa de Otimizagao.

Os casos mais simples de fungao objetivo, de natureza linear, contam com métodos
eficientes de resolugao tais como o Simplex [111] ou o método dos pontos interiores [38].
Quando a fungao objetivo f é uma fungao diferenciavel e convexa, a caracterizagao das
condigoes de otimalidade |65, 7] bem como as técnicas de obtencao de solugdes de problemas
lineares ou nao lineares unimodais estao bem solidificadas na literatura [65, 93, 6, 115, 122].
Entretanto, mesmo se a fungao objetivo for diferenciavel, se esta for multimodal os métodos
tradicionais de direcao de busca ou hill climbing nao garantem como solu¢ao um 6timo

global, podendo apontar 6timos locais como solucao final como ilustrado na figura 2.

Ainda em relagao a fungao objetivo, existem outros complicadores. Ao modelarmos

uma situagao pratica, muitas vezes a formulagao matematica do problema é muito complexa,

http://history.nasa.gov/computers/Ch2-5.html
Por algoritmo se entende uma sequéncia finita de procedimentos que levam & solucao de classes
semelhantes de problemas.
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possui um minimo (e um maximo) global e cinco minimos (e quatro maximos) locais no
intervalo (0, 10). Dependendo do valor inicial, os algoritmos classicos nao convergirao para
os valores extremos globais.

a ponto de nao ser possivel ter uma expressao analitica para a mesma. Métodos de
modelagem que envolvem equagoes diferenciais parciais podem ser resolvidos por meio da
técnica dos Elementos Finitos, que envolvem a resolu¢gao numérica de muitas equagoes
integrais. Estes sdo exemplos de problemas do tipo “caixa preta” (black boz), onde nao se

tem disponivel nenhuma informacao sobre a topologia da superficie de resposta.

Os modelos mateméticos mais simples apresentam um tinico objetivo a ser otimizado.
Entretanto, ao elaborarmos um modelo mais sofisticado, mais de um parametro deve ser
considerado antes da escolha da resposta. Considere por exemplo um projeto de motor.
Fatores como poténcia, torque, consumo de combustivel, confiabilidade, estimativa de vida
util, custo de produgao e de manutencao sao caracteristicas que definem a qualidade do
motor e refletem o tipo de projeto necessario para sua construcao. Esta situacao, onde ha

mais de um objetivo a ser otimizado, caracteriza a otimizagao multiobjetivo.

A razao da existéncia de algoritmos de resolucao de problemas multiobjetivo é obter
solugoes 6timas para problemas do mundo real. Problemas artificiais utilizados para se
testar a performance de algoritmos apresentam uma formulagao matematica bem definida
e tém sua solucao 6tima conhecida a priori. No sentido oposto, um problema real tem sua
formulacao matematica fortemente relacionada ao modelo elaborado para aquela situacao.
Um mesmo problema pode apresentar diferentes formulagoes matematicas, refletindo o grau
de precisao e abstracao do modelo matematico associado aquele problema. A incorporagao
de incertezas e imprecisoes, inerentes a problemas presentes em nosso cotidiano, torna o

modelo mais realistico e preciso. A busca de solugoes 6timas em problemas com a presenca
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de incertezas ¢é classificada como otimizagao robusta [13, 48, 11, 42].

A dificuldade de se obter boas solugoes em problemas de Otimiza¢ao multiobjetivo
¢é determinada por varios fatores, dentre eles o niimero de variaveis do espacgo de decisao
e o nimero de objetivos. Quando o ntimero de objetivos é maior do que trés, além da
impossibilidade de visualizarmos as solugdes obtidas por meio dos métodos graficos usuais,
o aumento da dimensionalidade do espaco dos objetivos reduz a eficiéncia dos métodos de
otimizacao e das métricas de avaliacao da qualidade das solugoes obtidas, além de dificultar
a escolha de uma solugao em particular pelo tomador de decisao. Estas caracteristicas
fazem com que problemas de otimizacao com mais do que trés objetivos recebam uma
atencao especial dos pesquisadores e sejam classificados como problemas de otimizacao
com muitos objetivos [150, 81, 10, 131].

Uma solucao apresentada na literatura para superar os desafios impostos pelo
aumento no numero de objetivos é a exploragao de regices de interesse (Region Of
Interest (ROI)) no espago dos objetivos de problemas com muitos objetivos [82, 9]. Esta
estratégia busca solugoes em uma regiao especifica do espaco dos objetivos obedecendo
algum critério definido pelo tomador de decisdo. Apesar desta técnica nao promover a
redugao da dimensionalidade do problema, a restricao da busca de solugoes em uma regiao
especifica aumenta a eficiéncia dos algoritmos de otimizacao e facilita a escolha das solugoes
finais pelo tomador de decisao, uma vez que solugoes factiveis mas desinteressantes do

ponto de vista do otimizador sao ignoradas durante o processo de otimizacao.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é estudar o problema de se obter solugoes 6timas
para problemas continuos multiobjetivo e com muitos objetivos, que sejam menos sensiveis
a presenca de perturbagoes ou outros tipos de variabilidade nao programada em suas
variaveis. A solucao deste tipo de problema faz uso dos métodos de Otimizagao Robusta
Multiobjetivo.

Os objetivos especificos compreendem:

1. Fazer um levantamento do estado da arte dos métodos de otimizagao, em particular

das heuristicas de otimizacao com inspiragao evolutiva;

2. Estudar os tipos de ruidos e incertezas presentes nos processos de tomada de decisao

e sua incorporag¢ao nos métodos de otimizacao;

3. Apresentar um novo conjunto de fung¢oes de teste para algoritmos evolutivos que

incremente os desafios apresentados aos algoritmos de otimizagao e que seja apro-
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priado a exploracao de regioes de interesse do espago dos objetivos, bem como a

otimizacao com a presenca de ruido nas variaveis do problema.

4. Apresentar uma nova métrica de avaliacao de solugoes que seja adequada a exploracao

de regioes de interesse no espaco dos objetivos;

5. Apresentar um novo método de visualizacao de solugoes em espacos de alta dimen-
sionalidade que seja capaz de destacar regioes especificas deste espago, bem como
distinguir solu¢oes menos sensiveis a presenca de ruido das demais solugoes 6timas
obtidas.

6. Apresentar um método de otimizacao que apresente solugoes dtimas com a presenca
de ruido e incertezas nas variaveis de decisao da func¢ao objetivo e que seja capaz de

explorar uma regiao de interesse especifica do espaco dos objetivos.

1.3 Contribuicdes da tese

Este trabalho trata de otimizacao robusta em problemas multiobjetivo e com
muitos objetivos. A estratégia adotada para a obtencao de solugoes sub-6timas robustas e
a exploracao de regioes de interesse no espaco dos objetivos. As principais contribuigcoes

deste trabalho sdo:

1. Um novo algoritmo evolutivo para problemas de Otimizacao Robusta com qualquer
numero de objetivos. Apesar de sua conformidade imediata com problemas praticos
de engenharia, as referéncias & Otimizagao Robusta Multiobjetivo e com muitos
objetivos sao escassas na literatura especializada. Além disto os métodos disponiveis
tem elevado custo computacional. O método apresentado neste trabalho se mostrou
eficiente nos casos analisados, tanto em problemas de teste quanto em problemas
praticos e apresenta baixo custo computacional, além de preencher a lacuna presente

no referencial teorico.

2. Um novo conjunto de funcoes de teste para problemas de Otimizacao usual e Robusta.
Em conjunto com as técnicas de Otimizacao Robusta Multiobjetivo, uma outra
deficiéncia encontrada na literatura especializada foi a caréncia de problemas teste
para Otimizagao Robusta Multiobjetivo. Os problemas de teste apresentados sao de
facil implementacao e interpretacao, com Fronteira Pareto Robusta bem definida
e escalaveis a qualquer ntimero de variaveis e objetivos. Os problemas de teste
apresentados neste trabalho também se aplicam & Otimizacao Multiobjetivo usual e
trazem novos e significativos desafios aos Algoritmos de Otimizac¢ao contemporéaneos.
Uma outra contribuicao do novo conjunto de problemas de teste sao as restrigoes de
igualdade e de desigualdade que assim como a otimizacao robusta sao topicos pouco

explorados na literatura especializada.
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3. Um novo método de visualizagao de solugoes no espaco dos objetivos para problemas

de alta dimensionalidade. Por se tratar de um desafio muito grande e ter aplicacao
em diversas areas, a visualizagao de dados em espagos com dimensao maior do
que trés é um tema recorrente na literatura cientifica. Uma vez que o suporte de
exibigao dos dados é sempre bidimensional (uma tela ou uma folha de papel por
exemplo) a perda de informagao é um fenémeno inevitavel. Cada método presente
na literatura enfatiza a exibicao de um conjunto de caracteristicas da massa de
dados, omitindo outros. A ferramenta de visualizagao apresentada neste trabalho
agrega trés diferentes métodos, de modo que as informacoes presentes em cada um
se complementam de forma harmoénica e permitem a exibi¢do de um nimero maior
de caracteristicas que um tnico método em particular. Além disto, a ferramenta
proposta permite a analise da convergéncia e da robustez das solu¢oes encontradas,

além de permitir a exibicao de mais de um conjunto de dados em um mesmo gréfico.

Uma nova metodologia de exploracao de regides de interesse no espago dos objetivos.
A dificuldade de se obter solugoes de problemas de Otimizagao Multiobjetivo cresce
muito quando o namero de objetivos é maior do que trés. Os problemas posicionados
acima deste limiar sao classificados como Problemas de Otimizacao com Muitos
Objetivos e exigem novas abordagens para a obtencgao de solugbes. A estratégia
adotada neste trabalho foi a exploracao de Regioes de Interesse ROI no espago dos
objetivos, por preservar o nimero de objetivos original e permitir a incorporacao
de preferéncias do decisor no processo de otimizacao, além de permitir a busca de
solugoes robustas. Este trabalho apresenta um método inédito de determinacao da
ROI onde as preferéncias do decisor podem ser incorporadas de maneira facil e

intuitiva.

Uma nova métrica de avaliagdo da convergéncia para Problemas de Otimizacao.
As métricas de avaliacao de solugoes obtidas por algoritmos evolutivos apresentam
virtudes e defeitos. Em situagoes especificas, tais como problemas de otimizag¢ao com
muitos objetivos, a exploragao de ROI e/ou a Otimizagao Robusta, sao aplicadas as
métricas usuais. Apesar de sua eficiéncia, estes métodos nao foram especificamente
projetados para estas situacoes. Para preencher esta lacuna na literatura cientifica
e mensurar os resultados obtidos com mais acuracia, foi desenvolvido uma nova
métrica de avaliagao de resultados especifica para mensurar a convergéncia de
solucoes em Regioes de Interesse de problemas com muitos Objetivos. Esta métrica
foi desenvolvida tendo em mente sua aplicacao em problemas de Otimizacao Robusta
e usual. A comparacgao dos valores desta métrica com os resultados obtidos pelas
outras métricas em problemas de otimizacao usual mostra a coeréncia dos resultados

e sua superioridade nas situagoes para as quais ela foi projetada.

Cada um dos itens destacados acima ja representam por si s6 um significativo avango
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nesta area de pesquisa. Todos os temas abordados sao atuais e relevantes, e representam
em seu conjunto uma parcela do atual desafio encontrado por muitos pesquisadores desta
area. Um indicativo da importancia das solugoes apresentadas é, além de sua atualidade,

a sua escassez na literatura especializada.

1.4 Organizacdo do trabalho

Este trabalho esta distribuido da seguinte maneira. Este capitulo faz a caracterizacao
do problema de pesquisa, com uma breve apresentacao das metodologias de aprimoramento
da qualidade e do problema de otimizacao. Esta secao também apresenta o objeto de estudo
do trabalho, bem como os objetivos geral e especificos que se deseja alcancar. O capitulo 2
apresenta o problema de otimizagao multiobjetivo e trés algoritmos evolutivos consagrados
na literatura. A questao do ruido e das incertezas presentes nos processos de tomada de
decisao, bem como sua incorporac¢ao nos métodos de otimizacao é abordada no capitulo
3. O capitulo 4 faz uma revisao critica de alguns problemas de teste apresentadas na
literatura (ZDT, DTLZ e WFG) e apresenta um novo conjunto de problemas de otimizagao,
juntamente com uma nova métrica de desempenho. O capitulo 5 faz a revisao dos principais
métodos de visualizagao de solugoes de problemas multiobjetivo e apresenta uma nova
proposta, agregando trés métodos de visualizagao de dados. O capitulo 6 é dedicado &
geracao de vetores de peso, que é uma das primeiras etapas dos algoritmos evolutivos
que utilizam a técnica de decomposi¢ao/agregagao. Neste capitulo sd@o apresentados dois
novos métodos de geragao de vetores de peso: o primeiro método cria vetores de peso
quase igualmente espacados no primeiro ortante do espaco R™ e o segundo método gera
vetores em uma regiao especifica deste mesmo espago. O capitulo 7 apresenta uma nova
metodologia de exploracao de regides de interesse (ROI) do espago dos objetivos em
problemas com qualquer niimero de objetivos, que faz uso dos cones de vetores definidos
no capitulo anterior. No capitulo 8 é apresentada uma proposta de algoritmo coevolutivo
competitivo para a solu¢ao do problema de otimizag¢ao robusta multiobjetivo e com muitos
objetivos — 0 CR-MOEA /D e sua versao para busca de solugdes em regides de interesse —
o coneCR-MOEA /D. O capitulo 9 encerra este trabalho apresentando as conclusées e os

trabalhos futuros desta pesquisa.
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2 Otimizacdo

2.1 Introducido

Esta secao trata de algumas defini¢oes e consideragoes gerais sobre métodos de

otimizacao.

Defini¢ao 1 (Problema de Otimizagao mono-objetivo) O problema de otimizagao

mono-objetivo pode ser formulado de forma mais geral como

x* =argmin f(x)
9i(x) <0, 1<i<p
sujeito a: ¢ hj(x) =0, 1<j<gq (2.1)
xeS

sendo g;(x) as p restrigoes de desigualdade e h;(x) as q restrigoes de igualdade.

As variaveis de decisdo x = (z1,...xy) s@o restritas a um conjunto S chamado de espago
de decisao ou espago de busca. Os componentes x; das varidveis de decisao podem ser
nimeros reais, numeros inteiros, valores booleamos ou mesmo uma mistura destes. A

definicao 1 apresenta um problema de minimizacao!. Uma solucao ideal para este problema,

¢ chamada de minimo global:

Definigao 2 (Ponto de minimo global:) Seja f : S C R — R wuma func¢dao real de

varidvel real. Um minimo global de f € um ponto x, € S tal que

f(x,) < fx)VxeS (2.2)

Analogamente podemos definir um ponto de maximo global. De forma complementar ao

ponto de minimo global, temos os pontos de minimos locais:

Definigao 3 (Ponto de minimo local:) Seja f : S € R — R wma fungao real de

varidvel real. Um minimo local de f é um ponto x, € I tal que
fx) < fx)VxelICS (2.3)

para algum intervalo I = (x —€,x+¢€) com x € S.

L A maximizacdo de uma funcdo f é equivalente & minimizacdo de —f.
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Os pontos de maximos locais sao definidos de forma analoga. Uma fungao pode nao ter
minimo global (ou local), bem como ter varios minimos globais (ou locais). Por exemplo,
a fun¢do f(x) = x ndo tem minimo global/local se S = (0,1), e na funcdo f(x) =1 todo

ponto é minimo/maximo global/local.

Definigido 4 (Problema de Otimizacao multiobjetivo) E o problema de otimizagdo

dado por

x* =argmin F(x) = (f1(x),..., fu(x))
gi(x) <0, 1<i<p
sujeito a: ¢ hij(x)=0, 1<j<gq (2.4)
xeS

sendo g;(x) p restri¢oes de desigualdade e h;(x) q restrigoes de igualdade.

Mais uma vez se considera, sem perda de generalidade, que todas as M funcoes
fi(x) devem ser minimizadas. Além do espaco de decisao S (ou espago de busca), no

problema de otimizag¢ao multiobjetivo temos o espago dos objetivos, denotado por F' e
definido por F = {y € Ry = F(x) com x € S}

Uma caracteristica fundamental de problemas multiobjetivo ¢ a natureza conflitante
dos objetivos envolvidos: é impossivel se obter uma solugao x* que minimize todos os
objetivos simultaneamente. Isto acontece porque se uma varidvel x provoca a melhoria
de um objetivo f;(x), ela também provoca a deterioragdo de pelo menos um dos demais
objetivos. Desta forma, ao contrario da otimiza¢ao mono-objetivo onde existe uma relagao
de ordem < bem definida, nao existe uma tinica solugao para problemas multi-objetivo,
e sim um conjunto de solugdes que representa o melhor equilibrio (trade-off) entre os
objetivos. Para melhor caracterizar este conjunto de soluc¢oes algumas defini¢oes se fazem
necessarias. Como estamos interessados na identificacao de “melhores” solugoes, é necessario
definir o que é uma relagao de ordem. Uma relagdo de ordem em um conjunto A é uma

relagdo binaria ~ com as seguintes propriedades [87, 22|
Reflexiva: a ~ a para todo a € A;

Anti-simétrica: se a ~be b~ a entao a = b;
Transitiva: sea~be b~ centao a ~ c.
Uma relacao de ordem é total se quaisquer elementos em A podem ser comparados

pela relacao ~. Caso contrario, ou seja, se nem todos os elementos de A podem ser

comparados, esta é uma relacgao de ordem parcial. No conjunto dos ntimeros reais, < é

2 Assumimos que cada fungio f;(x) na definicio 4 retorna um niimero real para cada variavel x € S.
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uma relacao de ordem total e por isto é facil a caracterizacao de um minimo global para
funcoes f : R — R. Entretanto, ndo existe uma relaciao de ordem total em RY para N > 1.

Entretanto, é possivel estabelecer uma relagao de ordem parcial:

Considere dois vetores u = (uy,...,uy) e v = (v1...,vx5) € RY e a relagio <

definida como

u=<vsewu <v; paratodol <i< N (2.5)

Se u < v dizemos que u é parcialmente menor que v. E facil ver que a relacao < é uma
relacao de ordem em R”, mas nao é uma relacao de ordem total, uma vez que os vetores

u=(0,1) e v=(1,0) ndo podem ser comparados de forma alguma por meio da relacdo <.

A caracterizacdo das solugoes do problema multiobjetivo (4) utiliza a relagao de

ordem parcial < e é realizada por meio das seguintes defini¢oes [20]:

Definigao 5 (Dominéncia Pareto:) Sejam u = (uy,...,uy) e v=(vy...,vy) pontos
factiveis do problema de otimizagao multiobjetivo 4. Se F(u) < F(v) e F(u) # F(v) entdo

dizemos que u domina v e escrevemos u < V.

Caso nao haja ambiguidade, ¢ usual dizer que se F(u) < F(v) e F(u) # F(v) entao F(u)
domina F(v). Como < é uma relacao de ordem parcial, existem pontos de RY que nao
podem ser comparados por esta relacao de ordem. Se, para dois pontos distintos u, v € RY
tivermos que as afirmagoes u < v e v < u sao ambas falsas, ou seja, u nao domina v e v

nao domina u, entao u e v sao nao dominados e escrevemos u 4 v.

Defini¢do 6 (Conjunto Pareto Otimo:) Seja F' a funcdo objetivo de um problema

multiobjetivo. O conjunto

P={xecS,PyecS ta que Fly) < F(x)} (2.6)

¢ chamado de Conjunto Pareto Otimo.

Os elementos do conjunto P sao chamados de solugoes eficientes do problema de otimizacao
multiobjetivo e é este conjunto de pontos que buscamos como solugao do problema (4).
E uma consequéncia imediata da definicdo de P que quaisquer dois de seus elementos
sao nao dominados, ou seja, se u,v € P entao u £ v. Associado a este conjunto esta a
Fronteira Pareto, denotada por F'P (ou Pareto Front (PF)) e definida como a imagem
no espago dos objetivos das solugoes eficientes, ou seja F'P = F(P). Os elementos que

compoem a solucao de um problema de otimizac¢ao multiobjetivo sao ilustrados na Figura
3.
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RN fi

Figura 3 — Um problema de otimizac¢ao multiobjetivo com dois objetivos f; e fo a serem
minimizados, sem restrigoes. Estao destacados o conjunto de pontos factiveis &
no espacgo de decisao RY, a imagem do conjunto dos pontos factiveis F'(S) no
espaco dos objetivos R?, o conjunto Pareto Otimo P C S e a Fronteira Pareto

FP C F(S).

2.2 Algoritmos Evolutivos

O termo heuristica® é usado como o conjunto de técnicas utilizadas para se re-
solver um problema. No contexto dos problemas de otimizagdo, uma heuristica (ou
meta-heuristica’) ¢ um algoritmo que busca “boas solugdes”’ para problemas de larga
escala em um tempo de execucgao “razoavel”. Em uma heuristica nao existe a garantia de
que a solucao obtida seja 6tima nem que esteja proxima da solucao real, mas a solucao
apresentada é a melhor quando comparada a uma grande variedade de respostas possiveis
para o problema [22, 140, 20].

De maneira geral, o que uma heuristica faz é a exploracao do espaco de busca
procurando “boas solugoes” para um problema. A busca por uma solucao 6tima pode
ser feita por meio de uma tnica solugao candidata, como nas heuristicas de busca local
e recozimento simulado (simulated annealing), ou por meio de um conjunto de solugoes
candidatas (chamadas de populagdo) como nas heuristicas de nuvem de particulas (particle
swarm) ou nos algoritmos evolutivos. Ja a exploracao do espago de busca pode ser feita
por meio de decisoes deterministicas, onde uma nova solugao é gerada a partir de uma
solugdo existente por meio de regras bem definidas (busca local, busca tabu) ou de
forma estocastica, onde a escolha de novas solugoes é influenciada por fatores aleatorios.
Em uma heuristica deterministica, valores iniciais iguais levam a mesma solucao. Ja em

uma heuristica estocéastica, um valor inicial pode levar a diferentes solugoes. Uma outra

3 Do grego heuriskein (evperikn): descobrir novos caminhos.

Termo introduzido por Glover [45] ao se referir a heuristicas “superiores” (como por exemplo, a Busca
Tabu) quando comparadas com outras. Este texto nao fara distingao entre estes dois termos.
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classificacao para as heuristicas pode ser feita no que diz respeito a sua estrutura. Ha
heuristicas inspiradas em fatores bioldgicos (tais como os algoritmos evolutivos, sistemas
imunologicos), em fatores sociais (colonias de formigas e de abelhas, nuvem de particulas)

e em fenomenos fisicos (simulated annealing), dentre outros.

A exploracao de espagcos de busca de grande porte acoplados a fungoes sofisticadas
sempre foi um grande desafio, bem como a tentativa de se produzir programas de computa-
dor dotados de inteligéncia e poder de decisao auténoma. Uma solucao para este problema
é a inspiragao em processos fisicos, biologicos e sociais para estes desafios. Holland [59]
apresenta uma sélida fundamentacao teérica de como uma abstragao da evolugao biologica

proposta por Darwin pode ser aplicado na resolucao deste tipo de problema.

As heuristicas inspiradas nos processos de selecao natural sao denominados de
Algoritmos Evolutivos, sendo o algoritmo genético (47, 96, 5, 26] o exemplo mais proemi-
nente. O Algoritmo Genético é uma heuristica onde um conjunto de solugoes candidatas
(chamado de populagao) faz a busca no espago de decisao gerando novas solugoes por meio
de dois mecanismos de natureza estocastica (a recombinagao ou crossover e a mutagao)
em um nimero limitado de iteragoes, sendo que cada iteracao é denominada de geracao.
Em cada iteragao, os elementos da populagao (chamados de individuos) recebem um valor
de aptidao (fitness) que mede seu desempenho em relagao aos demais diante do problema,
proposto ao algoritmo. Em seguida, os elementos de melhor aptidao sao selecionados para
a geragao seguinte, mantendo-se fixo o tamanho da populagao. O Algoritmo 1 apresenta a

estrutura de um algoritmo genético basico.

Algoritmo 1: Algoritmo Genético bésico

1 begin

2 t+ 0;

3 x; < populagao inicial;

4 fi(x) < avaliacao da aptidao;

5 while critério de parada = falso do

6 x} < selegao (zy);

7 x¢ < recombinagao (z7);

8 x¢ «— mutagao (x5);

9 fi(x°) < avaliagao da aptidao (z¥);

10 x; < atualizagao da populagao (zy, x¢);
11 t+—t+1;

12 end while

13 end

As principais etapas de um Algoritmo Genético sao apresentadas a seguir, supondo
que este sera aplicado na minimizacdo de um tnico objetivo F': S C RY — R onde S é
um hipercubo em R¥, ou seja, se x € S entdo x = (x1,...,2Nn) com {; < x; < u; sendo ¢;

e u; respectivamente os limites inferior e superior de cada coordenada do vetor x.
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Inicializagao das variaveis: Seguindo a analogia com processos bioldgicos, o conjunto
solugoes candidatas é chamado de populagao e cada solucao candidata é chamada
de individuo. Nas propostas originais de Holland e Goldberg, o vetor de variaveis
¢é denotado por cromossomo, cada componente é chamada de gene e seu valor é o
alelo e as variaveis apresentavam a codificacao binaria de modo a ser mais fiel a
inspiracao biologica da heuristica. Entretanto a codificacao por meio de niimeros
na base dez (chamada de codificagao real) ¢ muito utilizada®. De maneira geral,
define-se o tamanho P da populagao e se inicializam as variaveis x = (x1,...,2y)
seguindo uma distribui¢do uniforme, ou seja, x; € U[l;, u;]. Maaranen et al. |94]
comparam diferentes formas de inicializacao das varidveis em Algoritmos Genéticos,

procurando uma maior dispersao dos pontos no espaco de busca.

Avaliagao da aptidao: Ou fitness deve assumir a forma mais adequada para o problema.
Pode-se utilizar o valor nominal da fungao f(x) ou procurar normaliza¢oes de modo
que 0 < f(x) <1V¥x € S. Una técnica muito comum em problemas com restrigoes

¢ a incorporacao das mesmas como uma penalidade da fungao objetivo.

Selecao: A criacao de novas solugoes candidatas tem inicio no processo de selecao onde,
de forma aleatoria, pontos com bons valores de funcao de aptidao sao escolhidos.
Este processo nao pode se resumir aos individuos com melhor valor de aptidao
a fim de se evitar a convergéncia prematura em um minimo local. Pelo mesmo
motivo, individuos com valores ruins de aptidao também nao devem ser ignorados.
A forma mais simples de sele¢ao é o torneiro binério: aleatoriamente selecionam-se
dois individuos e € escolhido aquele de melhor valor de funcao de aptidao Esta forma
de selegao pode ser estendida a um torneio com k individuos. Outra forma classica
de selecao é por meio do valor relativo de sua funcao de aptidao f; de modo que a
probabilidade de selecao do i-ésimo individuo é dada por

fi
P = =

Zj:l fj

Considerando a fungao de distribuicao acumulada P; = 22:1 pj, associa-se o i-ésimo
individuo x* da populagao ao intervalo (P;_;, P;], sendo Py = 0. Temos dois métodos

de selecao usuais:

Roleta (roulette-wheel): Para a escolha de k individuos, geram-se aleatoriamente
k ntmeros r; com r; € U[0,1], 7; # 0. O individuo x’ ¢ selecionado se r; €
(Pj-1, P

5 A codificacdo das varisveis também deve se adequar ao tipo do problema. Por exemplo, no problema

da mochila (knapsack problem), a codifica¢do binéria é mais adequada.
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Figura 4 — Recombinacao binaria de um ponto
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SUS (Stochastic Universal Sampling): Para a escolha de k individuos, gera-se
aleatoriamente um ntmero r € U[0, 1], r # 0, e em seguida consideram-se k

ntmeros igualmente espacgados dados por

1 2 k—1
= - — ... — 1.
R {r,r+k,r+k, , r+ 2 }mod

O individuo x’ é selecionado se (T + %) mod 1 € (P;_y,Pjlcom 0 < a<k-—1.

Recombinagao: Originalmente chamado de crossover, é o operador responsavel pela
geracao de novas solucoes candidatas. Estas novas solucoes sao também chamadas
de offspring. Sao selecionados dois vetores representativos da populagao e uma nova
solucao candidata é criada. Procura-se criar novas solugoes que tenham alguma
relagao de proximidade com as solugoes previamente selecionadas e desta maneira

fazer a exploracao do espaco de busca.

No caso da representacao binaria, é escolhido aleatoriamente um ponto de corte em
uma posicao dos vetores e um novo vetor é criado pela combinacao destas partes
(veja Figura 4). E possivel generalizar esta técnica de recombinacdo para k pontos
de corte.

Quando se utiliza a codificacao real, a recombinagao mais simples utiliza uma

b

combinacgio convexa da forma y = tx® + (1 — t)x°, sendo x*, x° os elementos da

populagao previamente selecionados, y o novo ponto criado e t € U|0, 1].

Um método de recombinagao muito utilizado é o SBX (Simulated Binary Crossover
—[28]), que simula a recombinagao com um ponto de corte para vetores com codifica¢ao
binaria. A recombinacao SBX cria dois novos individuos y* e y® a partir de dois
elementos previamente selecionados x* = (9, ..., 2%) ex® = (25, ..., 2%) da seguinte

forma:

1. Para cadai € {1,..., N} calcule

1
(2u;)"e +1 se u; < 0.5
Bi = 1
1 e+ 1 -
m caso contrario

sendo u; € U[0, 1] e . um parametro definido pelo tomador de decisao que

controla a “proximidade” com que as novas solugoes candidatas estarao dos
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individuos previamente selecionados. Quanto maior o valor de 7., maior a

probabilidade do novo elemento estar proximo do antigo.

2. Gere dois novos individuos y* = (¢,...,94%) e y* = (4}, ...,4°) por meio das

expressoes abaixo:

ys =0.5 [(1 + Bi)xd + (1 — B@)l‘ﬂ
yf =0.5 [(1 — Bi)xd + (1 + 51)372’}

Independente da escolha do método de recombinacgao, forma de criagao de novas

solugoes candidatas ocorre com uma probabilidade de ocorréncia p..

Mutagao: Apoés a criacao de uma nova solucao candidata, esta pode sofrer uma pequena

pertubacao procurando maximizar a exploracao do espaco de busca. Este operador
ocorre com uma probabilidade pequena p,, < 1 e sua forma mais simples pode
ser descrita como y = x + 7, sendo y o novo ponto a ser gerado, X o ponto alvo
da mutacao e 7 uma perturbacao seguindo alguma distribuicao de probabilidade

(uniforme, normal, etc).

Com a mesma inspira¢ao da recombinac¢ao SBX, Deb and Goyal [29] sugerem a
mutagao polinomial onde um novo vetor y = (y1,...,¥,) é gerado a partir de um

ponto x = (z1,...,x,) previamente selecionado. A i-ésima coordenada do novo ponto
¢ i

¢ dada por y; = x; + §;(¥ — z¥), onde z¥ e x; correspondem aos limites superior e

inferior da i-ésima coordenada do ponto x e

1

(2u;)Mm + 1 — 1 se u; < 0.5

1—[2(1 —u)]™ T 1 caso contrario

onde u; € U[0, 1] e 1, um parametro definido pelo Tomador de Decisao. Mais uma
vez, quanto maior o valor de 7,,, maior a probabilidade do novo elemento estar

proximo do antigo.

A atualizacao da populagao pode seguir as mesmas regras da etapa de selecao. Para

a otimizacao multiobjetivo, os mesmos passos podem ser seguidos, exceto a atualizacao da

populacao. Na otimizacao mono-objetivo a convergéncia da populagao em torno do 6timo

global nao prejudica a qualidade da solugao, apesar de nao ser desejavel. Entretanto, na

otimizacao multiobjetivo, um indicador de qualidade de uma solucao é sua dispersao na

Fronteira Pareto, de modo que qualquer técnica de otimizagao multiobjetivo tem sempre

dois desafios: a convergéncia da populagao na Fronteira Pareto e sua dispersao ao longo

da mesma.
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2.2.1 Técnicas avancadas em Computacio evolutiva
2.2.1.1 Nicho

A intensa utilizacao de algoritmos evolutivos em problemas de otimizacao faz com
que muitos pesquisadores aprimorem as técnicas basicas. Uma situagao muito comum que
deve ser evitada é a convergéncia prematura da populacao em torno de um 6timo local,
provocada por métodos de selecao demasiadamente elitistas, que faz com que o algoritmo
perca sua capacidade de exploragao do espago de busca. Técnicas de nicho (Niching methos
[95, 129]) incorporadas a Algoritmos Genéticos permitem a manutencao da diversidade da
populagao evitando a convergéncia prematura. Uma técnica de nicho muito utilizada é a
fitness sharing. Para um individuo com fitness f;, sua fungao de fitness sharing f! ¢ dada

por
_ 4

!/
=

sendo m; uma medida de proximidade do ¢-ésimo elemento com o restante da populacao

calculada como

k

m; = Z Sh(di,j)

j=1
sendo k o tamanho da populagdo, d; ; a distancia entre os elementos i e j e sh(d;, j) uma
func@o que mede o nivel de similaridade entre elementos sa populacao. A expressao mais

utilizada para esta funcao de similaridade é dada por

1— (ﬁy, dij < oy
Sh(dijj) = { s S i 7 (27)

0 caso contrario
onde o, ¢ uma distancia limite para a medicao de dissimilaridade e @ um parametro
que determina o formato desta funcao. Uma outra forma de preservar a diversidade da

populagao ¢ a distancia de multidao (crowding distance), proposta por Deb et al. [34].

2.2.1.2 Autoadaptacio

Um aspecto presente em sistemas biologicos é a autoadaptacao, que pode ser

transposta para algoritmos evolutivos por meio de um operador de mutacao dinamico

[1, 5]. Para um vetor x® = (xgt), . ,ng)) em uma geracao t, esta estratégia de mutacao

t+1

consiste na criacao de um novo ponto x"*" seguindo a seguinte regra:

o) = o® . exp(r- N(0,1)), 7=n"1?
2D 951@ + ot . N;(0,1)

)

onde o fator de dispersao ot é atualizado a cada geracao.
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2.2.1.3 Coevolucio

Outro elemento presente em sistemas biologicos é a coevolugao. Um exemplo de
coevolugdo (social) se déa pela interagao simbidtica entre homens e caes, presente desde as
primeiras comunidades de humanos cagadores-coletores. Os caes alertavam a presenca de
intrusos e auxiliavam nas cacadas. Em troca, recebiam comida e protecao. Esta parceria
nunca se rompeu e hoje a populacao de caes domésticos é maior do que a de lobos e caes

selvagens [54]. Coello et al. [20] destacam dois tipos principais de algoritmos coevolutivos:

Coevolugao competitiva: Neste cenario, a funcao de aptidao de um individuo é o
resultado de uma série de “encontros” com outros individuos da mesma populacao,

sendo comum sua aplicagao em jogos.

Coevolugao cooperativa: A funcao de aptidao de um individuo recebe a influéncia de

individuos de outras espécies (outras populagoes).

Sendo a estratégia mais utilizada para a resolucao de problemas de otimizacgao.
Rosin and Belew [123, 124] e Stanley and Miikkulainen [136] consideram a coevolugao
competitiva como uma evolucao simultanea entre duas ou mais populagoes, onde a
aptidao de um individuo em uma populacao “hospedeira” tem seu valor definido por
meio de uma competicao com outro individuo em uma populacao de “parasitas”. Nestes
trabalhos, os autores consideram a interacao de uma populacao de “parasitas” para a
formacao da fungao de aptidao (utilzando técnicas de fitness sharing) dos individuos na
populacdo de “hospedeiros”. Rosin and Belew [123, 124] utilizam esta estratégia em um
Algoritmo Genético aplicados a jogos (Tic—Tac—Toe, Nim e Go), enquanto que Stanley
and Miikkulainen [136] tratam de movimento de robds em uma competigao®, também

utilizando um Algoritmo Genético.

2.2.1.4 Decomposicdo/Agregacio

Uma técnica aplicada a algoritmos genéticos é a estratégia da decomposicao [97],
que consiste na divisao do problema principal em subproblemas de menor complexidade.
Esta técnica é muito aplicada na otimizagdo multiobjetivo [169, 31, 3] e também em
problemas de otimiza¢ao mono-objetivo [132]. Sua implementacao consiste na defini¢ao a
priori de um conjunto de direcoes de busca no espago dos objetivos dado pelos vetores
W = {w!, ..., wF} e sua associacao a pontos do espago de busca. Cada subproblema se
resume na aplicagao de alguma técnica de agregacao [151] (soma ponderada, norma de
Tchebycheff ou Boundary Intersection - BI) aplicada a um conjunto de pontos no espago

de objetivos, que por sua vez estao associados a direcoes de busca w € W.

6 Mais detalhes sobre o movimento dos robos estdo disponiveis em

www.cs.utexas.edu/users/nn/pages/research/neatdemo.html.
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222 MOEA/D

Um algoritmo que utiliza a técnica de decomposi¢ao é o MOEA /D proposto por
Zhang and Li [166]. Nesta heuristica, um conjunto de diregoes de busca W = {w, ..., wp} é
criado no espago dos objetivos com a mesma quantidade de vetores (P vetores) da populagao
X e é realizada uma associacao um—a—um entre as solucoes candidatas e os elementos de
W: cada elemento de W esta associado a um tnico elemento da populagao e vice-versa.
Os vetores em W orientam o processo de busca promovendo a decomposi¢ao do problema
original dado por F'(x) = (f1,..., fu) em P subproblemas utilizando alguma técnica de
agregacao. Cada subproblema considera a minimizacao simultanea dos M objetivos em
uma direcao do espaco dos objetivos dada por w? € W, utilizando uma subpopulacao X,
da populagao original. Os elementos da subpopulacao X, sao definidos por uma relagao
de proximidade (k-vizinhos proximos) de sua imagem no espago dos objetivos em relagao
a w'. No final de cada geracao, as melhores solucoes sao armazenadas em uma populacao
externa EP. Alguns métodos fazem uso a solugao utopica (também chamada de ponto
ideal) z = (z1,...,2y) sendo z; = min f;(x) no problema de minimizagao. Os seguintes

métodos de agregacao sao utilizados:

Soma Ponderada ( Weighted Sum): Considera a combinacao convexa dos M objetivos.

Para um vetor w = {w,...,wy}, com Zf\il w; = 1, este método considera o
subproblema
M
minimize ¢"*(x|w) = Zwifi(x) (2.8)
i=1

onde x é um ponto factivel do espaco de busca S. Esta estratégia tem sucesso no
caso da Fronteira Pareto ser convexa, nao apresentando uma boa dispersao caso

contrario.

Distancia de Tchebycheff ponderada: Utiliza na defini¢ao do problema escalar a dis-

tancia de Tchebycheff entre f(x) e o ponto ideal z, ponderada por w;:

minimize o (x|w,z) = max {wi|fi(x) - =} (2.9)

onde x é um ponto factivel do espago de busca S.

Penalty Boundary Intersection: Esta técnica é uma adaptacao da proposta de Das
and Dennis [24] (Normal Boundary Intersection - NBI). O subproblema a ser

minimizado consiste na soma penalizada (por €) entre a norma da proje¢ao ortogonal
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Figura 5 — Elementos do método de agregacao dos objetivos Penalty Boundary Intersection
(PBI)

de (f(x) —z) em w (d;) e a distancia entre f(x) e w (dy). Estes elementos estao

ilustrados na Figura 5 e é definida por

minimize ¢*(x, w,z) = d; + 0d, (2.10)

onde x é um ponto factivel do espago de busca S e

dlz

sl (g

sendo ()" a operagao de transposigao de vetores e || - || sua norma.

Os detalhes deste algoritmo sao apresentados a seguir, considerando o método de

agregagao da minimizacao da distancia de Tchebycheff ponderada g'"(x|w, z).
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Inicializagao: Apoés se definir o ntimero de subproblemas P, o tamanho da subpopulacgao
T e a criacao do conjunto de dire¢oes de busca W = {w', ..., w’}, calcule a distancia
d; ; entre dois elementos w' e w/ quaisquer de W. Para cada i = 1,... P crie o
conjunto de indices B(i) = {iy,...,ir} composto pelos T vetores wi, ..., wl mais
proximos de w'. Gere a populagao inicial X = {xy,...,xp} e seja FV' = F(x;).
Crie o ponto de referéncia (solucao ideal) z = {1, ..., 2z, }, onde z; = min f;(x;) com

x; € X e crie uma associagao entre os elementos de X e V.

Ciclo Evolucionario: Até que algum critério de parada seja alcancado, a cada geracao
repita os procedimentos abaixo para cada elemento x* da populacao. Cada sequéncia
de procedimentos listado a seguir corresponde a um ciclo completo de otimizacao de

um dos P subproblemas:

1. Selegao e Reprodugao: Aleatoriamente selecione dois indices k, [ de B(i) e
gere uma nova solucdo y a partir de x* e x! por meio dos operadores genéticos
de recombinacao e mutacao e verifique se o novo individuo é factivel, ou seja se

yeS.

2. Atualizagao do ponto de referéncia z: Calcule
F(y) = (fi(y), - fm(¥))- Se fily) < zi faga z; = fi(y).

3. Atualizagao da vizinhancga: Para j € B(i) se
g (ylw!,z) < g (x/|w!, z) faca x7 =y e FV7 = F(y).

4. Atualizagao da populagao externa: Remova os pontos dominados por F'(y).

Insira F'(y) se nao houver elementos em E'P que o dominem.

O algoritmo MOEA /D é responsével pela popularizagao do uso das técnicas de
decomposicao e agregacao em problemas de otimizacao multiobjetivo. Devido a sua
versatilidade, muitas variacoes deste algoritmo estao presentes na literatura especializada.
Trivedi et al. [146] ¢ Wang et al. [155] apresentam algumas modificagoes neste algoritmo
visando & melhoria de sua performance. Dentre as principais modificacoes, destacamos as

seguintes:

e Ponto de referencia penalizado: Na proposta original do algoritmo MOEA /D, o
ponto de referencia z = (z1, ..., z)7) utilizado nas fungoes de agregagdo em problemas
de minimizacao é definido como sendo o valor minimo de cada objetivo na iteragao
corrente, ou seja, z; = min f;(x), 0 < i < M . Entretanto, o uso de uma penalidade ¢
neste ponto provoca uma melhoria na performance do algoritmo. Com esta proposta,

o novo ponto de referencia é definido como z* =z — e.

e Selecao para reprodugao: Na proposta original do MOEA /D, apenas elementos

da subpopulagao B(7) associados ao elemento x* eram selecionados para a produgao



50 Capitulo 2. Otimizagio

Algoritmo 2: MOEA/D

input :namero de subproblemas P, tamanho da subpopulacao T’
output : Populacao externa K P

1 begin
2 t <+ 0;
3 w < Diregoes de busca (P);
4 B(i) « Estrutura de vizinhanca (7');
5 X « populagao inicial (P);
6 FV(X) < avaliacao da aptidao (X);
7 | z < ponto de referéncia (FV(X));
8 EP = () Populacao externa;
9 while critério de parada = falso do
10 for :=1, ... P do
11 k, | < selecao (B(i));
12 y < operadores genéticos (x*, x!);
13 z < atualizagdo dos ponto de referéncia (F'V (y));
14 for j € B(i) do
15 | X, FV < atualizagdo da vizinhanca (¢""*(y|w?,z), g""(x/|w’,z));
16 end for
17 EP < atualizagao da populacao externa F'V;
18 end for
19 t+—t+1;
20 end while
21 end

de novos individuos. A fim de maximizar a exploragao do espago de busca, individuos
da populagdo que nao estao associados ao conjunto B(i) sdo selecionados segundo

uma baixa probabilidade p;.

e Reinsergao de novos elementos: Na proposta original do MOEA /D um novo
individuo com melhor avaliacao pela funcao de agregacao sempre substitui o elemento
ao qual foi comparado na vizinhanga B(i), o que pode provocar a deterioragao da
diversidade da populacao. Uma forma de evitar este efeito é limitar esta substituig¢ao

a um nimero maximo de individuos.

2.2.3 NSGA-III

Um outro algoritmo que utiliza a estratégia de decomposicao é o NSGA-III. Proposto
por Deb and Jain [31] e Seada and Deb [132] como uma evolugao do NSGA-II [34] por
utilizar seu método de particionar a populagao em ranks de dominagao (Non Dominated
Sorting). O NSGA-III difere do NSGA-II por utilizar o conjunto de dire¢oes de busca
w = {w!, ..., wl'} normalizados, ou seja, le‘il wg = 1 para todo 7 = 1,... P. Outra
diferenca entre estes algoritmos esta no procedimento de atualizagao da populacao entre

uma geragao e outra, substituindo a distancia de multidao (Crowding Distance) como
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Figura 6 — Os niveis de dominancia F; e Fy

mecanismo de manutencao da diversidade da populacao por outro procedimento que

considera a distribuicao da populagao nos pontos de referéncia.

Considerando ¢ divisdes em cada eixo do espago M-dimensional dos objetivos
M+q—1)

. )
O tamanho da populacao P é o menor miltiplo de quatro maior do que H de modo

(M objetivos), o nimero de pontos de referéncia H criados ¢ dado por H = (

que cada elemento da populagao x esteja associado a uma direcao de busca. No ciclo
evolucionario, dois elementos da populacao sao aleatoriamente selecionados para a aplicagao
dos operadores genéticos de recombinacao (SBX) e mutagao, gerando uma nova populagao
Y de tamanho p. Em seguida estas duas populac¢oes sao combinadas, formando uma

populacao Z de tamanho 2P.

O primeiro passo da atualizacao da populacao é a classificagao da mesma em niveis
de dominancia, sendo o mesmo procedimento presente no NSGA-II. O primeiro nivel de
dominancia F} corresponde a imagem pela aplicacdo F'(x) dos elementos nao dominados
7, da populagao Z. Para a composi¢ao do segundo nivel de dominancia Fy, os elementos
de Z; sao retirados da populagao Z e o segundo nivel de dominancia F3 é formado pelos
elementos ndo dominados da nova populagao Z \ Z;. De maneira geral, o i-ésimo nivel de
dominancia F; é formado pelos elementos nao dominados da populagao formada apos a
exclusao dos elementos dos niveis de dominéncia anteriores (Z \ {Z; U...U Z;_1}). Este
procedimento se repete até que esgotem os elementos da populacao Z. Note que por este

procedimento k niveis de dominancia sao criados e estes determinam uma particao da
k

populacao Z, ou seja Z = U Zye ZinZ; =0, para 1l <i,j <k. A Figura 6 mostra dois
i=1
niveis de dominancia F; e F, no espaco dos objetivos e seus correspondentes Z; e Zs no

espaco de decisao

Em seguida uma nova populagao S; é criada pela uniao dos elementos que formam
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os niveis de dominéncia F}, ..., F; enquanto o nimero de elementos de S; nao exceda P. Se
S; =7Z1UZyU...UZ; e S; tiver p elementos, o procedimento de atualizacao da populacao
se encerra e o algoritmo passa para a etapa seguinte, fazendo X = S;. Caso contrério, se
|Sj| < P el|Sj41| > P, entdo P — |S;| elementos de Z; 1 devem ser selecionados a fim de
formar a populacao X utilizada na iteragao seguinte, composta pelos elementos de S; e os

elementos escolhidos de Sj; .

Caso seja necessario, a escolha dos P—|S;| elementos de Z;.; é realizada da seguinte
maneira: Inicialmente os elementos de S;;; sdo normalizados de modo que 0 < f;(x) <1le
associados aos vetores do conjunto de dire¢oes de busca w. Cada ponto de S;; é associado
a um vetor do conjunto de dire¢des de busca w considerando a menor distancia entre eles.
E criado um contador de nicho p;, que contabiliza o ntmero de associacoes realizadas em
cada vetor w* € w. Note que mais de um vetor em S;,; pode estar associado a um tnico
vetor de w. Vamos denotar esta associacao por v; = {5(1),-- -, 5@}, que indica que r

vetores {s(i,l), el s(i7r)} € Sj41 estao associados ao vetor w; € w, de modo que p; = r.

Seja I' o conjunto formado pelas associagoes ~; que possuem o indice p; > 0. Escolha

n — |S;| elementos de F}; da seguinte forma:

1. Ordene as associagoes v € I" por seu valor de p, e considere a(s) de menor valor de p.
Se para o menor valor de p houver mais de uma associagao «, escolha uma destas de

forma aleatoria.

2. Para a associagao v; = {s¢;1),-- ., 5@} selecionada anteriormente, escolha aleatori-
amente um dos vetores s 1), ..., S(,). Retire este vetor de ~;, acrescentando-o na

nova populacao e atualize seu contador de associagoes : p; = p; + 1.

3. Repita as instrucoes 1. e 2. até que P — |S;| vetores sejam escolhidos.

Note que a associagao ; escolhida na instrugao 2. pode ser novamente selecionada. A
contagem das associacoes entre vetores de S;11 e W é chamada de operador de preservacao
de nicho (Niche-preservation Operation) e este procedimento de selegao faz com que se
escolham elementos do ultimo nivel de dominancia em direcoes de busca pouco exploradas,

evitando o acumulo da populacao em alguma regiao do espago de busca.

A estrutura basica do NSGA-III é apresentada no Algoritmo 3.

2.3 Consideracdes finais

A Otimizacao Multiobjetivo é uma importante ferramenta que orienta o tomador
de decisao que se vé diante de situagoes com a presenca de objetivos conflitantes. Se
o problema apresenta uma formulacao nao trivial, caracterizada por fungoes objetivo

multimodais ou do tipo caixa preta, os Algoritmos Evolutivos, em particular o Algoritmo
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Algoritmo 3: NSGA-III

1 begin
2 t <+ 0;
3 X, < Populacao inicial;
4 w < Direcoes de busca;
5 fi(X}) < Avaliagao da aptidao;
6 while critério de parada = falso do
7 Y; < Operadores genéticos (X;);
8 fi(Y:) < Avaliagao da aptidao;
9 Zy =X, UY,;
10 (Fy, ..., Fy) < Non Dominated Sorting (Zy);
11 S, = 0;
12 1=1;
13 while |S;| <n do
14 Sy = S U Fj;
15 1 =141
16 end while
17 if |S;| = n then
18 X, =5
19 t=1t+1;
20 else
21 [y « Niche-preservation Operation(Sy, F});
22 X; < Atualizagao da populagao (S, F;, T);
23 t<—t+1;
24 end if
25 end while
26 end

Genético, sao uma forma eficiente de se obter um conjunto de solugoes suficientemente
proximas da Fronteira Pareto do problema multiobjetivo. Além da convergéncia, uma
outra caracteristica que estes algoritmos apresentam ¢é a diversidade da solugao obtida,

caracterizada pela dispersao das solugoes ao longo da Fronteira Pareto.

Os algoritmos apresentados nesta se¢ao representam as técnicas cuja eficiéncia é
consagrada pela literatura até o presente momento. Estes algoritmos utilizam duas técnicas
que se mostraram muito eficazes em problemas com mais de um objetivo: decomposicao e
a agregacao. Apesar de serem técnicas antagdnicas & primeira vista, estas metodologias se
complementam e tratam de questoes distintas. Enquanto a decomposicao divide o problema
principal em subproblemas, cada um deles se especializando em procurar solugoes 6timas
em uma regiao do espaco dos objetivos, a agregacao procura reduzir a dimensionalidade
dos fatores que levam a convergéncia das solu¢oes candidatas. Estas técnicas sao uma
alternativa aos métodos que utilizavam unicamente a classificacao da populacao em

conjuntos nao dominados como motor do processo de convergéncia.

O proximo capitulo trata de outra questao fundamental para o tomador de decisao:
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a solugao encontrada é robusta?
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3 Otimizacdo Robusta

Variagoes ou fatores de ruido sao frequentemente classificados como ruido interno
(gerado pelo sistema em estudo, seus componentes e parametros) e ruido externo (gerado
pelo ambiente). Um exemplo de ruido interno é a fadiga dos materiais devido ao uso
enquanto que o desgaste caracteristico provocado por diferentes usuérios ou ambientes é

um exemplo de ruido externo.

Incertezas tém sua origem em erros humanos, efeitos fisicos desconhecidos, eventos

extremos nao previstos, variagoes aleatorias no uso ou nas caracteristicas do produto [12].

O carater aleatorio e imprevisivel do ruido e incertezas tornam muito dificil sua
eliminacao e um ambiente desprovido destas caracteristicas é muito restritivo ou oneroso.
Desta maneira, a confiabilidade de um sistema aumenta quando este apresenta a resposta

esperada mesmo com a presenca de variacoes, ruidos e incertezas.

A imprevisibilidade e o ruido muitas vezes provocam resultados nao desejados em
um problema. Um exemplo do efeito catastrofico causado pela sensibilidade nos parametros
de um problema pode ser observado nas equagdes de Lorenz (3.1), que representam um

modelo simplificado para o fendmeno de convecgao atmosférica [91].

dzx

E—U(?J—g«")

Y —alp-2) -y (3.1)
d

d—j:xy—ﬁz

Neste sistema, z(t) é proporcional a intensidade do movimento convectivo, y(t) é
proporcional & variagdo da temperatura horizontal e z(t) é proporcional & variagao da

temperatura vertical, enquanto que o, p e 8 sao parametros do sistema.

A figura 7a apresenta as solugoes obtidas para a funcao z(t) enquanto que a figura
7c apresenta as trajetorias obtidas para as fungoes x(t), y(t) e z(¢) com as condigoes iniciais
a: x(0) =y(0)=2(0)=02eb: 2(0) =y(0) = 2(0) = 0.200001, com ¢ = 10, 5 =8/3
e p=20. A figura 7b apresenta a diferenca entre as solugdes obtidas para a funcao z(t)
com as condi¢oes iniciais a (denotado por z,(t)) e b (denotado por x,(t)). Observe que
para 0 < t < 1000 as solugoes sao muito proximas. Entretanto para ¢t > 1000 a diferenca
entre as solucoes é significativa, sendo muitas vezes maior do que o intervalo de variacao

individual de cada uma das fungoes z,(t) e x,(t).

O estudo da incerteza em um sistema é conhecido como robustez [117, 13] e esté
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Figura 7 — Solugoes do sistema de equagoes (3.1) com as condigoes iniciais a e b.

presente em varias areas de pesquisa. Na teoria do controle, o controle robusto visa a
garantia de estabilidade dos sistemas por meio do problema de otimizagao das normas H,

e Hoo [11, 117, 52|. Em Zang et al. [164], os pardmetros de um sistema sao classificados
da seguinte forma:

fatores de sinal: (signal factors) determinam as configuragoes a serem consideradas no
controle robusto;

fatores de ruido: (noise factors) sao fatores de dificil controle, causadores de variabili-

dade no sistema;

fatores de controle (control factors) sao fatores que devem ser otimizados de modo a

reduzir a sensibilidade da resposta dos fatores de ruido.

Esta composigao é ilustrada no diagrama de parametros apresentado na figura 8.
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Figura 8 — Diagrama de parametros (p-diagram) [41]

O design Robusto [138, 139] é um conceito apresentado pelo engenheiro Genichi
Taguchi que visa reduzir as variacoes de um produto sem eliminar as causas da variagao.

Sua metodologia é composta por trés elementos [13]:

System design: determina a performance basica dos parametros de um produto e sua

estrutura geral;
Parameter design: Parametros do problema que determinam os niveis de qualidade;

Tolerance design: Ajuste fino do parameter design.

Como o proposito do design robusto é a mitigacao do efeito do ruido, dois parametros
sao considerados no processo de otimizagao: os parametros de controle x, que sao alvo
do processo de otimizagao e os fatores de ruido £ (condi¢oes ambientais e caracteristicas
dos produtos e materiais) que sao fatores dificeis de serem controlados. Se y; = y(x,&;)
é um indicador de qualidade (mantendo x constante) para o ruido &; e ¥y é o padrao de
qualidade desejado, o desvio quadrado médio (MDS) é dado pela expressao M DS =
%Zle (y(x,&) —§)°. Por fim é definida a funcéo signal-to-noise ratio (SNR)

SNR = —10log,,(MSD) (3.2)

que deve ser maximizada em X.

Uma completa lista de abordagens e métodos para a otimizacao robusta pode
ser encontrada nos trabalhos de Ide and Schobel [61], Kuroiwa and Lee [78|, Beyer and
Sendhoff [13], Gorissen et al. [4§]
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3.1 Incertezas no processo de Otimizacdo

Esta secao apresenta a classificagao das incertezas presentes em um processo de
otimizacao. Supde-se presente uma fungao objetivo F(x)! que modele o processo em estudo,
dependente de um conjunto de variaveis representado por um vetor x contido em um
espaco S. As categorizagoes apresentadas independem da natureza topolégica da fungao
objetivo F(x) bem como de seu conjunto de N variaveis X. Entendendo-se por espago
S simplesmente o conjunto onde estas variaveis fazem sentido para o problema. Todo o

entendimento a presentado nesta segao diz respeito

Uma categorizagao de incertezas em problemas de otimizacao é apresentada por
Jin and Branke [68], classificando as incertezas presentes em problemas de otimizagao
de acordo com a maneira com que estas afetam o processo de otimizagao. As incertezas

destacadas por estes autores se dividem em:

Incerteza na funcgao objetivo: Neste caso para um mesmo vetor de parametros x a
fungao objetivo F(x) apresenta valores distintos. Esta situacao esta associada a
erros de sensores, variagbes nos parametros que determinam o objetivo F'(x) ou em

simulagoes aleatorizadas. Este ruido pode ser descrito matematicamente como

Rix.8) = [ [FGx)+ dlp(6)ds, 6~ N(0.0°) (3.3)
onde x é o vetor de parametros (no espago das variaveis do problema), F'(x) é a
funcao de aptidao do problema, § é o ruido aleatério com distribuigao normal de

média zero e variancia o2. Na pratica, a equacao (3.3) pode ser aproximada por

k

> [F(x) + 6] (3.4)

i=1

~

R(x,0) =

| =

onde k ¢ o tamanho da amostra, 6* = (d},...,d};,) € um vetor de ruido com 0} €
N(0,0%) e }A%(X, d) é uma estimativa de R(x, ).

Incerteza nas variaveis da funcao objetivo: Neste cenario, se considera o impacto
provocado no objetivo F(x) pela adi¢do de ruido na solugao obtida. Procuram-
se solugoes que sejam pouco influenciadas por perturbacgoes em suas variaveis. O
processo de busca considera uma distribuigao p(d) onde § é uma variavel aleatoria

independente com distribuicao normal. Considera-se a funcao de aptidao dada por

R(x,6) = / " P(x 4 0)p(0)do (3.5)

—00

L A literatura coloca funcdo de aptidao, de avaliacio e de fitness como sinénimos de funcéo objetivo.

Estes termos serao utilizados desta forma neste trabalho a fim de se manter fiel aos textos originais
consultados.
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Uma vez que a equagao (3.5) pode ser de dificil avaliagdo ou mesmo nao ter expressao

analitica conhecida, esta pode ser aproximada pela expressao

k
~ 1 ;
R(x,0) = - ; F(x 4 6%) (3.6)
Note que esta equagao se assemelha a equagao (3.4). Enquanto que em 3.4 a pertur-
bagao ¢° ¢ adicionada a varidvel x, em (3.6) o vetor de perturbagao ¢° ¢ adicionado

ao vetor X.

Funcao objetivo com variagao temporal: Também conhecido como problemas dina-
micos, com a presenca de uma variacao temporal dos valores da fungao objetivo. A

funcao de avaliacao é deterministica, mas depende do tempo, ou seja
R(x,t) = Fi(x) (3.7)

Aproximagao da funcao objetivo: Nos casos onde a fungao a ser otimizada tem um
alto custo de avaliagao ou nao é conhecida sua expressao analitica. Também se aplica
quando a func¢ao de aptidao é obtida em modelos aproximados ou obtida por meio
de experimentos ou simulacoes. Nestas situagoes, a funcao de aptidao considerada é

dada por

R(x) = (3.8)

F(x) se a fungao de aptidao original é utilizada.
F(x)+ E(x) se o meta modelo for utilizado.

Onde E(x) é o erro de aproximagao, de natureza deterministica. Ao contrario dos
dois casos anteriores, este nao diminui com o aumento no tamanho da amostra pois

este erro é caracteristico do modelo e nao uma variagao amostral.

De forma complementar a classificacao de fungoes de aptidao com variacao temporal, Talbi
[140] cita a Otimiza¢ao Multi-periédica como uma classe de otimizagado dindmica onde as

variaveis de entrada se alteram periodicamente e esta variacao é conhecida a priori.

Em Ong et al. [114], os autores classificam as incertezas em trés categorias, consi-

derando qual elemento do modelo é afetado: fungao objetivo, varidveis ou ambiente:

Categoria I: Nesta categoria a incerteza é resultado de ruido na funcao objetivo. A
natureza deste ruido se deve a falta de acuracia do modelo utilizado tais como a
discretizacao de situacoes de natureza continua, utilizacao de meta modelos, erros e
imprecisao de sensores. Assim, dado o vetor de variaveis x € S e a func¢ao objetivo

F(x), a formulagao robusta F’(x,d) de categoria I tem a forma

F'(x,6) = F(x) + 6 (3.9)

onde § é o parametro de ruido adicionado a fungdo objetivo F'(x).
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Categoria II: Nesta categoria, a incerteza esta associada as variaveis x € §. Este tipo
de incerteza esta associada por exemplo a flutuagoes na composicao das matérias
primas de um produto e incertezas em medidas ou parametros. Dado o vetor de
varidveis x € S e a fungdo objetivo F(x), a formulac¢do robusta F”(x,d) de categoria

II tem a forma

F'(x,6) = F(x +0) (3.10)

onde § = (d1,...,dx) € o vetor de ruido gaussiano adicionado a variavel x € S, sendo

N o nimero de variaveis do problema.

Categoria III: Nesta categoria estao agrupadas as flutuacoes nas condigoes operacionais
do problema que nao estao associadas a funcao objetivo ou as variaveis. Flutuagoes
da temperatura, umidade, desleixo de usuérios finais sao exemplos deste tipo de
incertezas. Desta forma, dado o vetor de variaveis x € S e a fungéo objetivo F(x), a

formulagao robusta F’(x,d) de categoria III tem a forma
F'(x,¢,0) = F(x, ¢+ ) (3.11)

onde ¢ = (¢y,...cy) € o vetor das variaveis do ambiente e § = (d1,...dy) representa

a variabilidade do mesmo.

Uma discussao mais detalhada sobre a natureza e a formulagao das categorias II e III

podem ser encontradas no trabalho de Jin and Sendhoff [69].

Além classificacao das incertezas presentes em modelos temos a classificacao das
solugoes obtidas por técnicas de Otimizagao Robusta. Deb and Gupta [30| apresentam
duas classificagoes para solucao de problemas de otimizacao robusta. Considere o problema

de otimizacao mono-objetivo dado por

Minimize f(x) (3.12)

sujeitoax € §

Onde S é o espaco de busca factivel. Para Deb, uma solugao robusta é aquela que é pouco
sensivel a perturbagoes provocadas em uma vizinhanca de um ponto 6timo no espaco de
busca. A figura 9 apresenta uma solugao global (ponto B) e uma solugao robusta (ponto
A) para o problema de minimiza¢do mono-objetivo da funcao F(x). Note que a funcao
apresenta uma variacao menor na solucao robusta quando comparada a solucao global,

caracterizando a menor sensibilidade da fungao a variacao do seu parametro.

Deb and Gupta [30] classificam a robustez da solugao de um problema de otimizagao

é classificada de acordo com sua formulacao. Para o problema de otimizagao mono-objetivo
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A B

Figura 9 — Solugao robusta (A) e solugao global (B) em um problema de minimizagao
mono-objetivo

onde se deseja a minimizac¢do de uma fun¢do F(x) com x € S, uma solugdo robusta sera

do tipo I ou do tipo II:

Tipo I: Uma solugao sera do Tipo I se for obtida pela minimizagao do valor médio de f(x)
em uma vizinhanca Bs(x) definida, ou seja, considera-se o problema de minimizagao

da fun¢ao média efetiva dado por

1
| Bs(x)| y€Bs(x)

f(y)dy (3.13)

minimize [ (x) =
sujeito a x € S

sendo |Bs(x)| o hiper-volume da vizinhanga Bj de x.

Tipo II: Solugoes robustas do Tipo II sao aquelas obtidas por problemas de minimizagao
onde o tratamento das perturbacoes ocorre como uma restricao do problema de

minimizagao, ou seja, consideramos o problema de minimizacao dado por

minimize f(x) (3.14)
[/7(x) = f()]
/()]

onde a funcao perturbada fP(x) pode ser a funcao média efetiva f¢//(x) ou o pior

sujeito a <n xes

caso observado em uma dada vizinhanga Bj(x), dentre outras.

Neste mesmo artigo, os autores estendem esta formulagao para problemas multiob-
jetivo e apresentam um conjunto de fungoes de benchmark para Otimizagao Multiobjetivo
Robusta.
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Em Goh et al. [46] os autores consideram o problema de otimizagdo mono-objetivo
(Single Objective Optimization - SO), classificando as metodologias de obtengao de solugoes

de problemas robustos (e consequentemente, classificando suas solugoes) de duas maneiras:

SO approach: O processo de otimizacao é realizado por meio das medidas de robustez
substituindo o objetivo original. Ainda temos um problema de otimiza¢ao mono-
objetivo, mas este utiliza alguma medida de robustez F'(x) (apresentadas na se¢ao
3.2) no lugar da fungao objetivo original f(z), sendo portanto uma extensdo da

abordagem proposta por Deb & Gupta em sua formulagao de solugao do Tipo I.

MO approach: O processo de otimizagao é realizado por meio da adicao das medidas
de robustez como objetivos adicionais, tornando o problema de otimizacao mono-
objetivo em um problema de otimiza¢ao multiobjetivo (Multi Objective Optimization
— MO). Neste caso nao se deve fazer qualquer analogia com a formulac¢ao do Tipo II
proposta por Deb & Gupta, que usa uma medida de robustez é considerada como
uma restricao e nao como um problema adicional. Esta abordagem ¢é utlilizada por

Guimaraes et al. [51]

3.2 Medidas de robustez

A equagao (3.6) (e por similaridade a equagao (3.4)) é apontada por Goh et al.
[46] como uma expectativa de medida de performance em problemas robustos. Estas sao
expressoes também conhecidas como de Integragao de Monte Carlo [156], que por se tratar
de um processo amostral eleva o numero de avaliagoes da fungao objetivo na vizinhanca do
ponto considerado. Por outro lado, a estimativa de erro reduz com o aumento do tamanho

da amostra 2.

Outras medidas de robustez sao apresentadas na literatura. Jin and Sendhoff [69]

afirmam que para um problema mono-objetivo f(x) estas se dividem em duas categorias:

1. Medidas de valor médio na avaliacao do objetivo em uma vizinhanca, dada por

Zf:l w; fi(x + 6;)
Z?:l w;

onde ¢; corresponde a um vetor de pequenas perturbagoes estocasticas e w; um vetor

R(x,w,d) = (3.15)

de pesos, podendo ser w; =1, 1 <1 < k.

2
F
2 O erro amostral é dado por J I(<: )

definida como o?(F) = [(F(x) — I)*dx onde I = [ F(x)dx.

sendo k o tamanho da amostra e 0?(F) a variancia da funcdo,
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2. Medidas de perturbacao, que é um caso particular da medida de variacao apresentada
acima, onde se desconsidera o vetor de pesos w; e se associa uma Unica perturbagao

por ponto:
R(x,0) = f(x+0(t)) (3.16)
onde t representa a iteragao ®. O vetor de perturbagao §(t) deve ser gerado a cada

avaliacao.

Outras medidas de valor médio sdo citadas por Gaspar-Cunha and Covas [42],
Ferreira et al. [36], utilizando o valor médio da derivada discreta em uma vizinhanga de

um ponto x;. Esta medida de robustez, que mede a varidncia da funcao, é dada por

s dz‘,j < dmax (317)

ry ry . f(xi)_fmin

onde f(x;) ¢ a funcdo de aptidao normalizada dada por f(x;)

ry f(xz> - fmln

problemas de maximizagao e f(x;) = 1 —

= para
fmax - fmln

em problemas de minimizagao,
f max — f min
Jmin € fmax correspondem aos limites de variacdo da funcéo objetivo f(x) e k o nimero

de pontos cuja distancia euclidiana é menor do que um valor de referéncia dmax, ou seja

di,j < dmax.

Uma outra medida de robustez é a minimizacdo do pior caso (worst case mini-
mization), ou problema minimax. A minimizagao do pior caso consiste no problema de

otimizacao minimax dado por

R(x,0) = max f(x,9) (3.18)

sendo f(x,d) a fungao objetivo, x o vetor de variaveis do problema, d o vetor de incertezas
168, 21, 114].

As medidas de robustez apresentadas sao ilustradas nas figuras 10, 11 e 12. Foi
considerada uma fungao de avaliagao hipotética (adaptada de Goh et al. [46]) que modela
um problema de minimizagao. Este problema apresenta trés minimos locais no intervalo
(0.1, 0.2], um minimo global em x = 0.5 e um minimo local em x = 0.78. Destes, a solugao

que é menos sensivel a variagoes do parametro x é o minimo local em x = 0.78.

A figura 10 foi obtida pela aplicagao da expressao (3.6) que mede o valor médio da
funcao em uma vizinhanca de um ponto x e apresenta valores proximos para a medida de

robustez em todos os 6timos locais e no 6timo global.

3 Este indice de iteragio (ou geragao) se aplica a algoritmos evolutivos.
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Figura 10 — Medida de robustez pelo valor médio da fungao.

A figura 11 utiliza a expressao (3.17) que mede a variacao da fung¢éo na vizinhanca
de um ponto x. Os valores obtidos para esta medida de robustez foram normalizados
no intervalo [0, 1] para melhor visualizagdo e os menores valores correspondem a maior
robustez. Note que os pontos contidos nos intervalos [0, 0.07] e [2.03, 0.47], onde a fungao
nao apresenta variagao, correspondem a maxima robustez, apesar de serem valores de
méaximo para esta fungao. No caso dos minimos locais, o ponto de maior robustez (x = 0.78)
é bem avaliado mas é indistinguivel, por esta medida de robustez, dos valores localizados
no intervalo [0.3,0.4] que correspondem ao valor maximo da fungao e nao sao a resposta
adequada para um problema de minimizac¢ao, o que indica que esta medida de robustez
deve ser utilizada de forma complementar a alguma técnica que conduza o processo de
minimizagao.

A figura 12 ilustra a medida de robustez dada pela minimizacao do pior caso
em uma vizinhanca de um ponto x, onde a solugao mais robusta apresenta um score

diferenciado dos demais pontos de minimo locais/global.

Para todas as figuras foi considerado um vetor de perturbacao com 30 valores §;
amostrados segundo uma distribui¢ao uniforme no intervalo [—0.025, 0.025] utilizando um
hipercubo latino (unidimensional) e em seguida foram utilizados os valores perturbados da
forma x; + 0; (ou seja, temos k = 30 nas formulas (3.6) e (3.17)). No caso da minimizagao
do pior caso, em cada ponto x; do espaco de decisao foi considerado o maior valor da

perturbacao local dada por F(x; + d;) com j =1,...30.
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Figura 12 — Medida de robustez pelo pior caso.

3.3 Incorporacido da robustez no processo de otimizacdo

Em Cunha et al. [22], os autores apresentam a otimizac¢ao de forma mais geral,
como “o campo de conhecimentos cujas técnicas visam determinar os extremos (maximos
ou minimos) de fungoes, em dominios determinados”. Rakshit et al. [120] apresentam as
seguintes classificacoes para os processos de otimizagao que consideram a incerteza e a

variabilidade:

Otimizagao ruidosa: Ou Noisy Optimization, que corresponde a otimizagao de funcoes
com a presenca de ruido no espaco dos objetivos, ou seja, para problemas de

otimizagao da forma F(x,0) = F'(x) + d, sendo x o vetor de parametros do problema
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e 0 o ruido. Sua medida de robustez é dada pela equagao (3.3) e de forma simplificada,

pela equagao (3.4)).

Otimizacao Robusta: Ou Robust Optimization, que corresponde & otimizacao de funcoes
com a presenca de ruido no espaco de decisao, ou seja, para problemas de otimizacao
da forma F(x,d) = F(x+0), sendo x o vetor de pardmetros do problema e ¢ o ruido.
Sua medida de robustez ¢ dada pela equagao (3.5) e de forma mais simplificada pela

equagao (3.6)).

Otimizagao Dinadmica: Ou Dynamic Optimization, que corresponde & otimizagao de
fungoes com variagao temporal, ou seja, para problemas de otimizagao da forma
F(x,t) = F;(x) onde a fungao objetivo varia com o tempo. No caso da otimizagao
multi-periodica, esta mudanca ocorre de forma periddica, que é conhecida a priori.

Sua formulagao matematica é dada pela equagao (3.7).

Fitness appoxrimation: Corresponde & aproximacao de fung¢oes por meio de um meta-
modelo, aplicado em situacoes onde a funcao original apresenta um elevado custo

computacional. [67]. Sua formulagdo matemaética é dada pela equacao (3.8).

A maneira usual de se incorporar incertezas e variacoes é a utilizacao das medidas
de robustez descritas na se¢ao 3.2 como a funcao de fitness, criando versoes robustas dos
algoritmos ja consagrados na literatura tais como o RNSGA-II ([30, 27]) e o RMOPSO
([106, 19]). Ha trés formas béasicas de incorporar o ruido nas fungoes de fitness: a Média

Implicita, a Média Explicita e a estimativa do pior caso:

Média Explicita: Dada uma fungdo objetivo f(x), para cada um dos n elementos
da populagao z;, considera-se um conjunto de k vetores de perturbacao ¢;; =
{6i1,0i2,...,dix}. O valor estimado da fun¢éo com a incorporagao do ruido o ponto

x; é dado por

R(Xi7 5z‘) =

=

Z f(xi+ i) (3.19)

A escolha dos vetores de perturbagao d; ; pode estar associada a uma vizinhanca
B(x;,€)* de centro em x; e raio € de modo que x; 4 &; ; € B(x;, €). Esta amostragem
deve ser aleatoria, sendo comum a utilizacao de um Hipercubo Latino, um Hipercubo
Latino Ortogonal [142] ou um Hipercubo Latino Aperfeicoado °. A figura 13 ilustra

a diferenca entre amostras aleatérias utilizando uma distribui¢ao uniforme, um

4 Uma vizinhanca (ou bola aberta) de centro em x e raio € em um espaco X é definida como

B(x,¢) ={yy € X : ||x — y||p < €}, sendo || - ||, a norma p. Para p = 1 temos a norma da soma, para
p = 2 temos a norma euclidiana usual e para p = co temos a norma do maximo.

Uma implementagao em MATLAB para amostragens utilizando o Hipercubo Latino (Inproved hipercube
Sampling - THS) esta disponivel em

http://people.sc.fsu.edu/~ jburkardt/m_src/ihs/ihs.html

ot
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hipercubo latino, um hipercubo latino ortogonal e um conjunto de pontos igualmente
distribuidos. O feito do ruido em amostras e seu impacto em um Algoritmo genético

pode ser encontrado em [105, 120].

Meédia implicita: Consiste em simplesmente aumentar o tamanho da populagao, com-

pensando o efeito do ruido em um ponto pela avaliacao de diversos pontos proximos.

Estimativa do Pior caso: Para a minimizacao do pior caso, pode-se utilizar como
medida de robustez R(xg,d,€) o maior valor da fungao f(x) em um intervalo de

centro em X e raio €:
R(x¢,0,€) = 5rr[1ax] f(xo+9) (3.20)
€|—e€,e€

Para esta estimativa, pode-se considerar uma amostra de tamanho £ com distribuicao

uniforme no intervalo [zg — €, 2o + €.

Gaspar-Cunha and Covas [42| propoem como alternativa a média amostral dada

pela equagao 3.19 a expressao

R(z;) = f(z) (3.21)

(1 ) - f<xz->|>
N
onde f(z;) é a funcao de aptiddo normalizada dada por f(z;) = J(@) = Jnin
fmax - fmln
f(xl) - fmln

f max — f min
e fmax correspondem aos limites de variagao da fungao objetivo f(x) e k o nimero

para

problemas de maximizacio e f (x;) =1 em problemas de minimizacao,

Jmin
de pontos cuja distancia euclidiana é menor do que um valor de referéncia dmax, ou seja

di,j < dmax.

Uma consequéncia da utilizagao de médias implicitas ou explicitas é o aumento do
niumero de avaliagoes das fungoes objetivo, o que pode ser desastroso no caso de funcoes
cuja avaliagdo tenham um custo computacional muito alto. Algumas alternativas sao
apresentadas como remédio para estas situagoes. Kapelan et al. [71] apresentam uma,
versao robusta do algoritmo NSGA-IT (RNSGA-II) aplicada ao design robusto do sistema
de distribuicao de adgua utilizando uma variacao da técnica da média implicita. Para
reduzir o nimero de avaliagoes, é realizada uma amostragem de Monte Carlo em cada
ponto do Conjunto Pareto Otimo do problema no término do algoritmo e os novos pontos
nao dominados sao incorporados & populagao. Outra técnica que visa a reducao do custo
computacional é a substituicao da funcao objetivo original por um meta modelo. Zhou and
Zhang [168] utilizam o Processo Gaussiano de Regressao (também conhecido como Kriging

[167, 86]) para criar um metamodelo (meta-model) y = f(x) visando reduzir o niimero
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Figura 13 — Uma amostra de 100 pontos no quadrado unitario [0, 1] x [0,1]: A figura A
apresenta uma amostragem utilizando uma distribui¢ao uniforme. A figura B é
uma amostragem utilizando o Quadrado Latino, a figura C é uma amostragem
utilizando o Quadrado Latino Aperfeigoado (Improved Hipercube sampling —
[8]) e a figura D apresenta pontos igualmente distribuidos.

de avaliagoes da funcao objetivo original em problemas robustos do tipo minimax. Para
o mesmo tipo de problema de otimizagao robusta e com o mesmo proposito Ong et al.
[114] utilizam fungbes de base radial (radial basis functions - RBF) e aplicam o algoritmo
proposto no design de aerof6lio de um aviao e Paenke et al. [116] utilizam regressao e

interpolagao polinomial quadrética para se obter uma aproximacao da fungao de fitness.

Um exemplo de incorporagao de um algoritmo minimax aplicado & otimizacao
robusta é descrito em Asafuddoula et al. [4]. Neste trabalho, os autores definem uma
quantificacdo da robustez de uma solugao por meio da razao sigma, = p,/0, para as
restricoes do problema, sendo p o valor médio em um ponto e o o desvio padrao, e
sigma; = oo /o para os objetivos, sendo oy um valor definido pelo usuério (que controla
a variacao da funca@o objetivo) e oy o desvio padréo da func¢éo objetivo. A média e os desvios
sao obtidos por meio de média explicita, e as razoes sigmay e sigma,, devem ser maximizados
para se obter a melhor robustez. Asafuddoula et al. apresentam quatro algoritmos, que

consistem na incorporacao do problema minimax dado por max {min(sigmaf, R f)} e/ou
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max {min(sigmag, Rc)} como objetivos extras, sendo Ry e 1. valores limite para a variagao

das fungoes ou dos objetivos.

Além das metodologias de incorporacao das medidas de robustez nas funcoes a serem
otimizadas, como restricoes ou objetivos adicionais, outras propostas sao apresentadas. Li
et al. [84] apresentam um algoritmo competitivo coevolutivo aplicado ao design robusto de
um motor de ima permanente, procurando a minimizagao do pior caso. Soares et al. [134]
apresentam um algoritmo evolucionario multiobjetivo para otimizagao robusta ([[[MOEA),

aplicado ao problema de minimizagao do pior caso, utilizando anélise intervalar ([110]).

3.4 Otimizacdo Robusta Multiobjetivo

Esta secao apresenta o Problema de Otimizacao Robusta com presenca de ruido

nas variaveis. Considere o Problema de Otimizagao Multiobjetivo dado por

x* =argmin F(x) = (f1(x),..., fu(x)) (3.22)
sujeito a: { gi(x) <0, 1<i<p (3.23)
xeS$

sendo g;(x) p restrigdes de desigualdade. Para esta formulagao, definimos o problema de

otimizacao multiobjetivo robusto

Minimize R(x,0) = (Ry(x,9),..., Ru(x,0)) (3.24)
sujeito a¢ x € S C RY (3.25)
be ACRN

sendo R;(x,9), 1 <4 < M uma medida de robustez para o objetivo f;(x) do problema F'(x)
com M objetivos, Ry, (x) uma medida de robustez para a restricao de desigualdade g;(x),
S o conjunto das N variaveis de decisao, A o conjunto das N variaveis de perturbagao,
9i(x,9), 1 <7 < p as p restrigoes de desigualdade. Nao sao consideradas restrigoes de

igualdade, apesar deste tipo de restrigao ser considerado por alguns autores [121, 162].

Uma solugao do Problema de Otimizagao Robusta é determinada pela relacao de
ordem parcial de Pareto da sua medida de robustez R(x,d) no Espago dos Objetivos. Uma,
vez que as medidas de robustez sao fortemente influenciadas pela amostra de pontos em
uma vizinhanga (e também pela propria vizinhanga) de um ponto x, ndo héa garantia de
otimalidade. Este conjunto de solugoes forma uma Fronteira de Pareto Robusta, que pode

ou nao coincidir com a Fronteira Pareto usual de um problema de otimizacao usual com
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Figura 14 — Fronteira Pareto robusa e usual

as mesmas caracteristicas, porém desconsiderando-se o ruido 0 € A nas variaveis x € S.

As Fronteiras Pareto usual e robusta podem se relacionar da seguinte forma [30, 43]:

a. As Fronteiras Pareto usual e robusta sao iguais;

b. A Fronteira Pareto usual contém a Fronteira Pareto robusta, mas nao sao iguais;
c. A Fronteira Pareto usual e a Fronteira Pareto robusta sao disjuntas;

d. Uma parte da Fronteira Pareto robusta ¢é igual a Fronteira Pareto usual e a outra

Parte é dominada pela Fronteira Pareto usual.

As posigoes relativas das Fronteiras Pareto usual e robusta sao ilustradas na figura
14. Ao contrario da Fronteira Pareto que é unicamente determinada pelo problema de

estudo, a Fronteira Pareto Robusta varia de acordo com a medida de robustez utilizada
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(como pode ser observado nas figuras 10, 11 e 12). Além disto, a Fronteira Pareto Robusta
é alterada quando os parametros de uma medida de robustez variam. Como exemplo,

considere o problema mini-max dado por

xeX SEA

F(x,8) = min {max Flx+ 5)} (3.26)

Sua medida de robustez R(x,€) mede o pior caso de uma funcdo f(x) em um
intervalo de centro em x e raio €. Nesta situagao, procuramos o maior valor de f(x) em

uma vizinhanca de centro em xq e raio €, ou seja,

R(xg,d,¢) = max f(xo+9) (3.27)
6€[—c,e]

E facil ver que o valor de R(xg,d,¢) varia de acordo com o diametro 2¢ desta
vizinhanga. A figura 15 ilustra esta situacao. Desta forma, o nivel de robustez desejado
é um fator delicado, que determina a qualidade da resposta procurada. Este nivel de
robustez deve ser analisado criteriosamente pelo tomador de decisao, estando intimamente

relacionado com a natureza do problema e os resultados esperados.

Uma vez que a solugao do problema de Otimizacao Robusta Multiobjetivo depende
da medida de robustez R(x,0) utilizada, bem como dos parametros desta medida de
robustez, considere o problema de Otimizacao Robusta Multiobjetivo dado em 3.24, com
sua robustez definida pelo problema minimax da minimizacao do pior caso como descrito

em 3.26 quando A é uma vizinhanca do ponto x de raio € em R¥, ou seja ¢

N

A=[—€c=]]l-¢ +el (3.28)

j=1

3.5 Consideracdes finais

A incerteza é um fator que sempre esteve presente em problemas de natureza
pratica e sempre é considerado por um engenheiro em todas as etapas de seus projetos.
Mesmo que o tomador de decisao nao incorpore os efeitos do ruido e das incertezas na
etapa de Elaboragdo do Modelo ou nao utilize uma técnica de otimizagao que incorpore
o ruido ou outros fatores incertos e de natureza aleatoéria, as solugoes escolhidas sao
submetidas a uma etapa de analise de sensibilidade, que procura verificar, dentre outras
coisas, o impacto da incerteza e do ruido nas variaveis e nos parametros do problema. Os
resultados desta etapa extra podem, na pior das hipoteses, inviabilizar todas as solugoes

obtidas na etapa de Otimizag¢do. Uma outra situagao indesejavel seria a exclusao de uma

6 Matematicamente a vizinhanca citada ¢ uma bola fechada B(xg,€) = {z € R",||x — X¢||sc < €} de

centro em Xg e raio €, sendo || - ||oo & norma de Tchebycheff (ou norma infinita, ou do supremo).
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Figura 15 — Variacao da medida de robustez de acordo com o diametro 2¢ do intervalo

indicado na equagao 3.27. Foram considerados diametros iguais a 0.01, 0.05,
0.1e0.2.

solucao robusta satisfatéria por estar dominada por uma outra solugao 6tima no sentido
da Dominancia de Pareto, mas sensivel a incertezas a ponto de ser desclassificada como

opcao a ser implementada.

O objetivo da Otimizacao Robusta é apresentar ao tomador de decisao solugoes
sub6timas no sentido da convergéncia na Fronteira Pareto, que apresentem uma boa
variabilidade e que sejam insensiveis as incertezas e ruidos presentes no processo. Apesar
de sua importancia prética, sua presenca na literatura é moderada e concentrada em um

Unico objetivo.
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4 Um novo conjunto de funcdes de teste

Diversos fatores caracterizam um bom conjunto de solugoes de um problema
multiobjetivo. De maneira geral, a principal caracteristica ¢ a factibilidade. Uma solugao
deve, antes de tudo, ser compativel com as caracteristicas e limitacoes do problema
proposto para que esta possa ser implementada. A factibilidade é facilmente verificada:
basta que as solugoes apresentadas satisfacam as restricoes do problema, tanto no espaco

de decisao quanto no espaco dos objetivos.

Outros dois fatores sao a convergéncia e a dispersao, que sao caracteristicas inerentes
ao espago dos objetivos. Por dispersao se entende a presenca de solucoes ao longo de toda
a Fronteira Pareto do problema e garante ao tomador de decisao a possibilidade de se
analisar os diversos cenarios apresentados. Por convergéncia se entende que as solugoes
obtidas devem estar o mais préoximo possivel da Fronteira Pareto do problema. Desta
forma, gracas a relacao de ordem parcial dada pela dominancia de Pareto, se garante que
aquela solugao em particular apresenta o melhor trade off para o cenario previamente

escolhido.

Um outro fator a ser destacado é a robustez da solugao encontrada. Em problemas
do mundo real a presenca de ruido, anomalias, variabilidade e outros fatores nao previstos
é a regra, e nao a excegao. Tais fatores devem ser incorporados no modelo que representa
o problema estudado e a solugao escolhida deve minimizar o impacto da presenca de tais
fatores. Desta forma uma solucao sub-6tima, mas que apresenta pouca variacao ante a
presenca de ruidos e incertezas, pode ser melhor do que uma solucao 6tima que apresente

uma alta variabilidade em sua vizinhanca.

Um algoritmo de otimizagao multiobjetivo deve necessariamente apresentar solugoes
factiveis e que apresentem uma boa convergéncia e dispersao das solucoes encontradas,
utilizando recursos computacionais e de tempo adequados. Um algoritmo de otimizacao
robusta multiobjetivo busca, além da factibilidade, convergéncia e dispersao, solu¢oes que

apresentem a menor sensibilidade a fatores de ruidos e incertezas.

Uma forma de medir a performance de algoritmos ¢ por meio das fungoes de teste
ou fungoes de benchmark, que sao problemas artificiais com uma formulacao matematica
bem definida e que procuram apresentar ao otimizador diversos desafios. A ideia principal
que um algoritmo de otimizac¢ao que apresente uma boa performance em problemas de
banchmark também apresentara uma boa performance em problemas reais. A literatura
especializada apresenta uma grande variedade de problemas [80, 64, 43, 17|. Este trabalho
ird focar sua atencao na anélise em trés conjuntos de problemas teste: ZDT [171], DTLZ

[35] e WEFG [60]. A escolha das fungoes testes se justifica por sua ampla utilizacdo na
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literatura especializada. Uma caracteristica comum a estes problemas é que um vetor no
espaco dos objetivos sempre pode ser escrito como x = (x,, X4), onde x, é um vetor com
M — 1 coordenadas, responsével pela posicionamento ' de F'(x) no espago dos objetivos
enquanto que x4 € um vetor com N — M + 1 coordenadas, responsavel pela convergéncia
de F(x).

4.1 /DT

Em Zitzler et al. [171], os autores destacam dois fatores que caracterizam os desafios
a serem apresentados a um algoritmo de otimizacao multiobjetivo: A cobertura da Fronteira
Pareto e a manutencao da diversidade da populacao. Neste artigo é apresentada uma familia
de fungoes de teste, chamada de ZDT, formada por seis fungoes de teste para problemas
com apenas dois objetivos, sendo que na funcao ZDT5 o espaco de decisao apresenta
a codificacao binaria, enquanto que os outros problemas teste as variaveis de decisao
pertencem ao intervalo [0, 1]. Desta forma, em todas as funcoes, x, é composto por apenas
uma coordenada, que corresponde ao valor do objetivo fi(x) = z1. O segundo objetivo
fa(x) & definido por meio de diferentes expressoes envolvendo x,, e x4, sendo responsavel
pela convergéncia e distribuicao da populacao na Fronteira Pareto dos problemas. O vetor
Xy tem um tamanho variavel (29 posigoes para ZDT1 a ZDT3, 9 posigdes para ZDT4 e
ZDT6 e 10 para ZDT5). Os problemas apresentam Fronteira Pareto convexa (ZDT1 e
ZDT4), concava (ZDT2 e ZDT6) e desconexa (ZDT3). Por se tratar de problemas com
apenas dois objetivos, o foco principal deste conjunto de problemas esté concentrado na

convergéncia das solucoes obtidas na Fronteira Pareto.

42 DTLZ

A familia de funcoes de teste DTLZ aparece em dois relatorios técnicos idénticos
em 2001 (Scalable Test Problems for Evolutionary Multi-Objective Optimization) publi-
cados no Technical Report No. 112 da Swiss Federal Institute of Technology (ETH) e
no KanGAL Report Number 2001001 do Indian Institute of Technology Kanpur, em um
artigo do congresso IEEE Congress on Evolutionary Computation - CEC de 2002 (Scalable
multi-objective optimization test problems) e como um artigo da revista Evolutionary
Multiobjective Optimization: Theoretical Advances and Applications no ano de 2005 sob
o titulo Scalable Test Problems for Fvolutionary Multiobjective Optimization. O artigo
apresentado no CEC é uma versao resumida dos relatorios técnicos, com a retirada do
problema DTLZ5, DTLZ8 e DTLZ9 e a reordenacio dos problemas restantes > A diferenca

1

Esta parte do vetor é responséavel principalmente pelo posicionamento de F'(x), mas também influencia
na norma de F'(x). Além disto, esta parte é a tnica responsavel pelo conflito entre os objetivos.

Os problemas DTLZ5 a DTLZ7 apresentados no congresso correspondem aos problemas DTLZ6 a
DTLZS8 dos relatérios técnicos. Nao houve alteragao nos problemas DTLZ1 a DTLZ4 em todos os
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entre os relatorios técnicos e o artigo de 2005 é a apresentacao, no artigo de 2005, do
problema cometa (Comet Problem) no apéndice. Este problema estava presente como
uma se¢ao no desenvolvimento das ideias apresentadas nos relatorios técnicos (se¢ao 4.6),
que foi inteiramente transportada para o apéndice. Este trabalho ird considerar apenas a
versao apresentada na revista Fuvolutionary Multiobjective Optimization em 2005, por se
tratar da versao mais recente e por apresentar todos os problemas discutidos nos outros
trabalhos. Neste trabalho, os autores destacam as seguintes caracteristicas desejéveis para

um problema de teste:

e Os problemas de teste devem apresentar obstaculos (controlaveis) que dificultem a
convergéncia e a distribuicao das solugoes na Fronteira Pareto do problema, e que

apresentem dificuldades similares a problemas reais;

e Os problemas devem ser escalaveis para qualquer niimero de variaveis de decisao e

de objetivos;

e Os problemas devem ser simples de construir, sua solu¢ao deve ser conhecida, bem

como a localizacao espacial das solugoes no espago dos objetivos.

Os problemas DTLZ1 a DTLZ6 sao problemas de otimizagao multiobjetivo escalé-
veis para qualquer nimero de objetivos, sendo desta maneira adequados também para teste
em algoritmos de otimizagao com muitos objetivos. Estes problemas tém uma solugao bem
definida, a saber, z; € [0,1] para z; € x, e x; = 0.5 para z; € x4. Em todos os problemas,
a Fronteira Pareto esté localizada no primeiro ortante® do espaco dos objetivos e é bem
simples: um plano, uma esfera, uma curva ou um simplex. A formulacao geral destes
problemas ¢ uma fungao F: [0,1]Y C RY — RM argmin F(x) = (fi(x), ..., fu(x)), que

pode ser escrita como
F(x):RY = RM F(x) = F,(x)Fy(x) (4.1)
No problema DTLZ1, a fungdo F,(x) ¢ definida como
( fp,l(x) =T1x2" " TM-1

Jp2(x) = 2122+ (1 — 2p121)

Fy(x) = s (4.2)

trabalhos apresentados.

O primeiro ortante é o conjunto de pontos x = (z1,...,za) do espaco M—dimensional com z; >
0, j=1,...M. Em R? o primeiro ortante é o primeiro quadrante, no espaco R? o primeiro ortante é
o primeiro octante e assim por diante.
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que associa cada ponto do hipercubo [0, 1] do espaco de decisao RY & porgao do hi-
perplano f,1 + fp2+ -+ f,r = 1 no primeiro ortante do espago de decisao RY. Esta
funcao determina a localizagao espacial dos pontos no espago dos objetivos e devido as
caracteristicas geométricas deste hiperplano os objetivos estao em conflito, o que é a
principal caracteristica de um problema de otimizagao multiobjetivo. Uma distribuicao
adequada dos componentes z; de x, faz com que estes pontos se distribuam neste hiper-
plano, garantindo assim uma boa dispersao das solugoes na Fronteira Pareto. Observe que

um problema com M objetivos faz uso de um vetor M — 1 componentes.

Para este problema, a convergéncia dos pontos para a Fronteira Pareto é definida

pela funcao Fy(x) = (1 + g(x)) sendo

g(x) = 100 <|xd] + ) (2 —0.5)” — cos (207 (z; — 0.5))) (4.3)

TiEXq

Para x; = 0.5 com x; € x4 temos que g(x) = 0 e portanto a Fronteira Pareto deste
problema é a porcao do hiperplano fi + fo+ -+ fy = % no primeiro ortante de RM.
Exclusivamente na equagao (4.3) |x4| representa o numero de coordenadas do vetor x4, e

nao a sua norma.

Nos problemas DTLZ2 a DTLZ3 a fungao F,(x) utiliza o sistema de coordenadas
esféricas no espago M —dimensional para determinar a posi¢ao dos pontos nos espaco dos

objetivos por meio da equagao

([ fo1(x) = cos(z17/2) cos(wom/2) . .. cos(wps_om/2) cos(wpy_17/2)
Jp2(x) = cos(x17m/2) cos(zam/2) ... cos(xpr—om/2) sin(zp—17/2)

fp3(x)

cos(x17m/2) cos(xom/2) ... sin(xpr_om/2)

fpm—1(x) = cos(z17/2) sin(zam/2)
([ (x) = sin(zy7/2)

Para z; € [0,1], i =1,..., M — 1 a fungdo corresponde a superficie de uma esfera
no primeiro ortante do espaco RM. Mais uma vez as caracteristicas geométricas desta
superficie fazem com que os objetivos sejam conflitantes e uma distribuicao adequada dos
vetores X, garante uma boa dispersao destes pontos na Fronteira Pareto. No problema
DTLZ4, as variaveis z; presente nas equagoes (4.4) sao substituidas por z$ de modo a
introduzir um viés e dificultar a distribuicao espacial dos pontos no espago dos objetivos.

Os autores sugerem o = 100. Nos problemas DTLZ5 e DTLZ6 as variaveis x; presente nas
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equagoes (4.4) sdo substituidas por m(l + 2¢g(x)x;) sendo

g(x) = Y _ (z; — 0.5) (4.5)

T;EXp

no problema DTLZ5 e

o) = 37t (46)

TiEXp

no problema DTLZ6. Esta mudanga faz com que a Fronteira Pareto destes problemas
seja uma curva contida em uma esfera no primeiro ortante do espago dos objetivos em

problemas com trés objetivos.

A convergéncia dos pontos para a Fronteira Pareto é definida pela fungdo Fy(x) =
1 + g(x) sendo g(x) definida pela equagao (4.3) no problemas DTLZ3, pela equagao (4.5)
nos problemas DTLZ2, DTLZ4 e DTLZ5 e pela equacao (4.6) nos problemas DTLZ6.

Os problemas DTLZ7 a DTLZ9 nao utilizam o sistema de coordenadas esféricas no
espaco M —dimensional. O problema DTLZ7 apresenta uma formulacao simples para os
objetivos 1 a M — 1: f;(x) = x; para 1 > ¢ > M — 1. O tltimo objetivo fj;(x) é o tnico
2M—1

que depende das demais varidveis do problema. Este problema apresenta regioes

desconexas na Fronteira Pareto.

Os problemas DTLZ8 e DTLZ9 sao os tnicos que apresentam restri¢oes de desi-
gualdade desta familia, sendo que o problema DTLZ8 apresenta M restri¢coes e o DTLZ9
apresenta M — 1 restrigdes. A Fronteira Pareto no espago com trés objetivos do problema
DTLZ8 é composta por um segmento de reta e uma superficie plana de formato triangular

e a Fronteira Pareto do problema DTLZ9 ¢é similar a Fronteira Pareto do problema DTLZ5.

Nos problemas DTLZ1 a DTLZ7 o espago de decisao tem N = M — 1+ k variaveis,
sendo as primeiras M — 1 variaveis responsaveis pela localizagao espacial dos pontos no
espago dos objetivos e as k = N — M + 1 ultimas variaveis responsaveis pela convergéncia
dos pontos na Fronteira Pareto. Desta forma, nestes problemas um vetor no espago de
decis@o pode ser escrito como x = (x,, X,4), sendo x,, a porgao do vetor responséavel pela
localizagao espacial dos pontos no espaco dos objetivos e x4 a por¢ao do vetor responsavel
pela convergéncia. Nos problemas DTLZ8 e DTLZ9 os autores sugerem N = 10M variaveis.
Os valores de k sugeridos sao k = 5 para o problema DTLZ1, k = 10 para os problemas
DTLZ2 a DTLZ6 e k = 20 para o problema DTLZ7. O conjunto Pareto Otimo para
os problemas DTLZ1 a DTLZ7 é x; € [0, 1] para z; € x, e x; = 0.5 para r; € X4 10S
problemas DTLZ1 a DTLZ5 e x; = 0 para z; € x4 no problema DTLZ7. Nos problemas
DTLZ8 e DTLZ9 a solucao no espaco de decisao nao é apresentada.
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4.3 WFG

Huband et al. [60] dividem as caracteristicas desejaveis aos problemas de benchmark
para otimizagao multiobjetivo em duas categorias: as caracteristicas gerais da aplicagao
que define o problema de otimizacao multiobjetivo, chamadas de Fitness landscape e no

formato da Fronteira Pareto, chamadas de pareto optimal front geometry.

Neste artigo os autores destacam diversas caracteristicas presentes em problemas de
otimizacao multi-objetivo. Um dos itens analisados é a importancia da dimensao do espaco
de decisao e dos objetivos. Além de ser bem definido para qualquer nimero de objetivos,
o problema de otimizagao também deve apresentar a possibilidade de escalabilidade do
nimero de variaveis do espaco de decisao. Um problema com mais variaveis de decisao do

que objetivos de maneira geral apresenta mais dificuldades ao otimizador.

Para um vetor x = (x1,...,2zy) no espaco de decisdo, uma variavel qualquer z; é
classificada de duas formas: z; ¢ um parametro de distancia se sua variagao produzir uma
nova solugao y que altera a relacao de dominancia entre F(y) e F'(x). Caso contrario, x; é
um parametro de posi¢ao. Se uma variavel z; apresenta um mesmo valor 6timo z} para
todos os objetivos, entao esta variavel é separavel. Caso contrario, x; é nao-separavel. Se
toda variavel de um objetivo f;(x) for separavel, entao este objetivo é separavel. Se todos

os objetivos forem separéaveis, entao o problema F'(x) é separavel.

As solugbes x* = (z7,...,z%) do problema no espago de decisao sao classificadas
de acordo com a localiza¢do de z} no intervalo [L;, U;] onde esta variavel estd definida:
Se a7 esta proxima dos extremos L; ou U;, entdo x} é um parametro externo (ezternal
parameter). Caso contrario, se z} se localiza proximo ao centro do intervalo [L;, U;], entao

xf é um parametro central (medial parameter).

Em relagao a convergéncia, um problema pode ser classificado pela presenca de
varios 6timos locais, o que caracteriza um problema multimodal, ou um tnico 6timo global
no espaco de busca, o que caracteriza problemas mono-modais. Um tipo especifico de
problema multimodal é o problema deceptivo. Em um problema deceptivo as solugoes
sub-6timas conduzem a populacao para uma regiao distante daquela onde se localiza o

6timo global.

Um ultimo aspecto a ser analisado é o formato da Fronteira Pareto do problema.
Em um problema com M objetivos a Fronteira Pareto é, de maneira geral, uma superficie
de dimensao M — 1. Se a dimensao da Fronteira Pareto for menor do que M — 1 entao o
problema é degenerado. Esta superficie pode ser concava, convexa, plana ou uma mistura

destes formatos. Esta superficie pode também ser conexa® ou desconexa.

Neste artigo, os autores apresentam diversas recomendagoes para a construcao de

4 Uma superficie S é conexa se, dados dois pontos quaisquer A e B em S, sempre existe um caminho ¢

contido em S conectando estes pontos.
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problemas teste, das quais destacamos:

e nao se deve utilizar parametros externos ou centrais;
e a dimensao do espago de decisao e dos objetivos deve ser ajustavel;

e 0 espaco de busca e de objetivos devem ser dissimilares, ou seja, as variaveis no espaco
de busca devem estar contidas em intervalos de diferentes tamanhos (dissimilar
parameter domains), bem como as solugdes no espago dos objetivos (dissimilar

tradeoff ranges);
e 0s problemas devem ter a solugao 6tima conhecida;

e 0s problemas devem apresentar uma riqueza de formato de Fronteira Pareto (concava,

convexa, plana, conexa, desconexa etc)

Balizado por estas recomendagoes, os autores apresentam um conjunto de nove
fungoes teste (WFG1 a WFG9). Partindo de um vetor de parametros z, uma sequéncia de
transformacoes é aplicada de modo a se obter um outro vetor x que agrega as caracteristicas
desejadas. O problema é entdo definido pela minimizagao dos objetivos f;(x), 1 <i < M.
O vetor z tem k + [ = N > M posigoes, sendo as primeiras k posigoes responsaveis pelo
posicionamento de F'(x) no espaco dos objetivos e as tltimas | posi¢oes responsaveis pela
distancia de F(x) até a Fronteira Pareto do problema. O vetor transformado x tem M
posicoes, sendo as primeiras M — 1 coordenadas responséaveis pelo posicionamento de
F(x) no espago dos objetivos e a ultima posigao responséavel pela distancia de F'(x) até a
Fronteira Pareto do problema. Desta forma, esta classe de problemas pode ser representa
pela sequencia de aplicagoes Z —t@—> X ﬂ Y, sendo Z o espaco de decisao, X o espaco

dos parametros do problema e Y o espago dos objetivos, com 0 < z; < 2j ax € 0 < ; < 1.

Todos os problemas tém solu¢do (néo externa e nao central) conhecidas. Os pa-
rametros de posi¢ao nao estao restritos ao niimero de objetivos e apresentam uma rica

variedade de desafios para o otimizador.

44  Limitacdes das funcdes

A principal limitagao da familia ZDT é estar restrita a dois objetivos. Entretanto,
por apresentar um grande niimero de variaveis responsaveis pela convergéncia da populagao
e por ser de facil implementacao, este conjunto de funcoes teste ainda é valido para avaliar

algoritmos com dois objetivos.

Na familia DTLZ os problemas mais utilizados em otimizac¢ao multiobjetivo sao
os DTLZ1 a DTLZ4. Estes problemas sao escaléaveis a qualquer ntiimero de objetivos,

mas apresentam pouca variedade de formatos de sua Fronteira Pareto, a saber, um plano
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para o problema DTLZ1 e uma esfera para os demais. Além disso, o niimero de variéveis
relacionadas ao posicionamento das solugoes F'(x) no espago dos objetivos é restrito a
M — 1. Os autores sugerem uma forma de aumentar a dificuldade deste aspecto dos
problemas por meio da substitui¢do do valor nominal da variavel z; (1 <1i < M — 1) pela

meta-variavel y; dada pelo valor médio de ¢ variaveis utilizando a expressao

(I
Y = — Z T, (4.7)

k=(i—1)q+1

()

o que faz com que a localizagao espacial dos pontos no espaco de decisao dependa de
um numero maior de variaveis. Entretanto, esta estratégia ja nao oferece um desafio
significativo para os algoritmos de otimizagao multiobjetivo atuais. A convergéncia destes
problemas é controlada pela fun¢ao g(x) definida pelas equagoes (4.3) (para os problemas
DTLZ1 e DTLZ3) e (4.5) (para os problemas DTLZ2, e DTLZ4).
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(a) DTLZ1 e DTLZ3

(b) DTLZ2 e DTLZ4

Figura 16 — Fun¢ao g(x) utilizada nos problemas DTLZ1 a DTLZ4 restrita a uma variavel
0<z<1

As figuras 16a e 16b apresentam o grafico das fungoes g(x), restritas a uma tnica
variavel x. A equagdo (4.3) utilizada nos problemas DTLZ1 e DTLZ3 apresenta um
problema multimodal, enquanto que a equagao (4.5), utilizada nos problemas DTLZ2
e DTLZ4 é monomodal e ambas ja nao apresentam um desafio significativo para os
algoritmos de otimizacao multiobjetivo mais recentes. Os problemas DTLZ5 e DTLZ6,
que tém Fronteira Pareto degenerada apresentam inconsisténcias em problemas com mais
de 3 objetivos (como apontado em Huband et al. [60]) O problema DTLZ7 tem uma
formulagao muito simples, a saber, f;(x) = x;, 1 > i > M — 1, sendo fy/(x) o tnico
objetivo a apresentar uma expressao algébrica mais elaborada. Além disso, apresenta como
solucdo 6tima um valor externo (z; = 0, M < i < N). Os problemas DTLZ8 e DTLZ9
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sao parcialmente degenerados e seus resultados sao de dificil interpretacao em dimensoes

elevadas, além de nao apresentarem uma solugao conhecida.

A familia de problemas WFG foi cuidadosamente elaborada, balizada pela lista de
virtudes e falhas levantadas ap6s uma extensa e rigorosa analise dos trabalhos apresentados
até entao. Entretanto, esta classe de problemas também apresenta alguns pontos fracos. Por
exemplo, uma caracteristica presente no problema WFG1 ¢é a ideia de regides planas (flat
regions) no espago dos objetivos. Uma flat region é uma regiao onde pequenas perturbagoes
das variaveis nao provoca alteragoes no valor dos objetivos, que corresponde justamente
a ideia de otimizacao robusta. A presenca do 6timo global em uma regiao plana pode
fazer que algoritmos com performance distinta apresentem resultados proximos. A falta
de significado geométrico das transformagoes também dificulta a anélise dos resultados
obtidos, que ficam restritos as métricas de avaliacao existentes, que apresentam muitas
limitacoes técnicas. Outra limitacao presente nesta classe de problemas, e também presente
nas familias ZDT e DTLZ é a auséncia de problemas dedicados para a otimizacao robusta,
bem como o tratamento de restrigoes de desigualdade e igualdade, exceto os problemas
DTLZ8 e DTLZ9 que apresentam restrigoes de desigualdade, mas sem possibilidade de
personalizacao. Uma outra questao pertinente, que é consequéncia da complexidade destas
funcoes, é sua implementacgao e interpretacao, que nao é tao simples quanto as outras

fungoes analisadas.

45 Uma nova familia de funcdes de teste

Esta secao apresenta um novo conjunto de fungoes de teste. Esta proposta procura

seguir as seguintes diretivas:

1. Apresentar liberdade de escolha do ntiimero de varidveis no espaco de decisao e de
objetivos e que tenham sua solugao bem definida tanto no espaco de decisao quanto

no espaco dos objetivos;

2. apresentar um conjunto de restri¢oes de desigualdade e de igualdade que sejam féaceis

de interpretar e de identificar de sua validade e sua violagao;

3. apresentar um conjunto de pardmetros em cada funcao que ajuste, de forma indepen-
dente, os desafios apresentados ao otimizador quanto & convergéncia e a cobertura

da Fronteira Pareto;

4. apresentar um conjunto de funcoes de teste que sejam vélidas para o teste de

algoritmos de otimizacao robusta, com solucao bem definida e de fécil interpretacao;

5. apresentar uma rica variedade de formatos para a Fronteira Pareto.
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Juntamente com este novo conjunto de func¢oes de teste, uma nova métrica de
convergéncia é proposta. As métricas de convergéncia disponiveis sao dependentes de
uma amostra particular da Fronteira Pareto do problema (tais como o Generational
Distance (GD) [148] ou a Inverted Generational Distance (IGD) [23]) ou tém um custo
computacional muito elevado (como o Hypervolume indicator (HV)[170]). A nova métrica
de convergéncia proposta tem como objetivo apresentar uma medida de convergéncia
aplicada em problemas teste que nao dependa de uma amostra particular da Fronteira

Pareto.

Os problemas de teste propostos procuram a minimizacao da funcao

F:RY 5 RM
F(x) = Fy(x)Fu(x) (4.8)

Nestes problemas, um vetor x no espaco de decisao RY pode ser escrito da forma
x = (xp,%4) € RY = REXRY sendo x, = (71,...,25) E RFfcom -1 <z, <1, 1<i<R
um vetor com R posigoes, responsavel pelo posicionamento dos pontos F(x) no espago
dos objetivos e x4 = (z1,...,25) € RS com 0 < z; < 1, 1 < j < S um vetor com S
posicoes, responsavel pela convergéncia de F'(x). Os detalhes das func¢oes Fj,(x) e Fy(x)

serao discutidos nas segoes seguintes.

451 A fungdo F,(x)

A fungao F,(x) ¢é responsavel pelo posigao relativa dos pontos no espago dos
objetivos e pelo conflito entre os objetivos. A definicao basica desta funcao é dada pela
equacao (4.4), que descreve em coordenadas esféricas a superficie de uma hiperesfera de
raio 1 no primeiro ortante do espaco RM e depende de M — 1 variaveis ;. A escolha desta
equagao se justifica pelo fato de que esta equagao descreve a localizacao espacial de pontos
no espago dos objetivos com simplicidade e precisao. Entretanto sao apresentadas duas
modifica¢oes nesta expressao que tem como objetivo aumentar o numero de variaveis e a

diversidade de formato desta superficie.

Uma forma de se aumentar a dificuldade apresentada para o otimizador em encontrar
a melhor distribuicao dos pontos no espago dos objetivos ¢ substituir a varidvel z; da

equacgao F,(x) pela meta-variavel y; definida pela expressao

1 iq+t
Yi = m Z x; (4.9)
j=(i-1)g+1
que corresponde & média de g+t valores contidos no conjunto de variaveis {2 (—1)g41, - - - Tig+t }

do espago de decisao original. Observe que, a diferenca entre as meta-variaveis apresentadas
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nas equagoes (4.7) e (4.9) é a soma do parametro ¢ no limite superior do somatorio.

Y1 Y3
A A

7 Y 7
X :(:1/:1, vy Lgg 1y oo oy gty Lgt+1y - - -y L2y L2g+15 - - - s L2g4-t3L2g+t+1 + -+ 5+ -+ s L3g4ty s -+
. >y
Vv

Y2

YM -1
7\

sy T(M—2)g+t+1s - - - aI(M—l)q—i-t)
q+t

1
e — €T
n q+t ;1: VA

2q+t

1
Yo =" Z Lj| s
g+t J=q+1

(M—1)g+t

1
Ym—1 :m Z Z;

J=(M—2)g+1
(4.10)

Ao contrario da meta-variavel (4.7) proposta por Deb para a familia DTLZ, na
meta-variavel apresentada na equagao (4.9) cada sub-intervalo onde ¢ calculada a média
compartilha ¢ elementos com o subintervalo anterior e ¢ elementos com o subintervalo
seguinte, aumentando a dependéncia entre as variaveis do espaco de decisao. Entretanto é
necessario que 2t + 1 < ¢ para que cada sub-intervalo apresente pelo menos uma variavel
x; independente dos intervalos vizinhos de modo que exista pelo menos uma solugao que
alcance qualquer regiao da Fronteira Pareto. Assim o subespaco R responséavel pelo
posicionamento dos pontos no espago de decisao terd (M — 1)q +t variaveis. A distribuigao

das meta-variaveis y; no vetor de parametros x é apresentada nas equagoes (4.10).
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. P
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(a) Meta-variavel y com ¢ =10 e t = 0. (b) Meta-variavel y com ¢ =10 e t = 4.

Figura 17 — Diferentes valores do parametro ¢t da meta-variavel y aplicada no problema
DTLZ2
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A figura 17 ilustra o efeito do uso das meta-variaveis y; em um problema de
otimizacao multiobjetivo. Foi selecionado o problema DTLZ2 com 3 objetivos e utilizada
a meta variavel y apresentada na equagao (4.9) utilizando o parametro ¢ = 10. Na figura
17a foi utilizado o parametro t = 0, que corresponde ao uso da meta variavel y definida
pela equagao (4.7), enquanto que na figura 17b foi utilizado o parametro ¢ = 4. Em ambas
situagoes foi utilizado o algoritmo NSGA-III com parametros idénticos. Na comparagao
entre figuras 17a e 17b é perceptivel o efeito da degradacao da distribuicao espacial das
solucoes com o uso da meta-varidvel proposta. O algoritmo utilizado nestes problemas bem
como em outros experimentos realizados neste trabalho compoe a plataforma platEMO
[144] cuja copia pode ser obtida no enderego http://bimk.ahu.edu.cn/index.php?s=
/Index/Software/index.html

O formato desta superficie pode ser controlado pela alteragao da norma dos pontos.
Se x = (z1,...,7y) ¢ um ponto do espaco R, a p-norma ||x||, (também chamada de

norma /¢,) de x é dada pela equacao

M 1/p
|Ix[l, = (Z |ﬂ?i!”> (4.11)

=1

com p > 1 e |z;| o valor absoluto de x;°. Se p = 2 a p-norma ¢é chamada de norma
Euclidiana e se p = 1 ela é chamada de norma Manhattan (ou tazicab norm). A norma
infinita (ou norma de Tchebycheff) do vetor x € R, denotada por ||x||s, ¢ definida como

|[%]]oo = max |2;],1 < ¢ < M. Naturalmente se tem que lim,_, ||x||, = ||X]]oo-

Se 0 < p < 1, a expressao (4.11) nao define uma norma, mas uma quasi-norma
uma vez que a desigualdade triangular nao é satisfeita ([126]). Apesar disso, valores de p
maiores do que zero serao utilizados na equagao (4.11) de modo a produzir superficies de
norma (ou quasi-norma) constante. A figura 18 apresenta curvas de norma constante com

diferentes valores de p no espaco R2.

Desta forma a fungao F,(x) é dada pela equagao

(4.12)

sendo T'(x) o funcional responsavel pela distribui¢ao dos pontos no espago dos objetivos

1 i
e definido pela equagao (4.13), dependente da meta-variavel y; = P qu:tz_nq LT e

> Note que a o valor absoluto de x; é a norma /5 de x;, i.e., |z;| = ||zi]|2-
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Figura 18 — Pontos com diferentes valores de p—norma no espaco R2.

h(x) = |IT(x]lp-

t1(x) = cos(y17m/2) cos(yam/2) ... cos(yar—am/2) cos(yar—17/2)
to(x

) = cos(y17/2) cos(yem/2) . .. cos(yar—2m/2) sin(yp—17/2)
t3(x) = cos(y17m/2) cos(yem/2) . .. sin(yp—om/2)

(4.13)
tar—1(x) = cos(ym/2) sin(yam/2)
ta(x) = sin(y,7/2)

\

Uma outra caracteristica desejavel para problemas de otimizacao multiobjetivo é a
dissimilaridade dos objetivos. De maneira geral, cada objetivo dos problemas de benchmark
para otimizagao multiobjetivo tem seus valores 6timos limitados no intervalo [0, 1], ou seja
0 < fi(x) <1, o que dificilmente reflete problemas do mundo real. Alguns autores, como

Huband et al. [60] e Cheng et al. [17], apresentam fungoes com objetivo dissimilares sendo
0 < fi(x) < &, com & uma potencia ou um multiplo de 2. Entretanto estes problemas

apresentam apenas objetivos com valores nao negativos. Um problema de otimizacao com
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objetivos dissimilares com valores positivos e negativos é apresentado na equagao (4.14)

D(x) = { ds(x) = 6(2f3(x) — 1) (4.14)

(da (%) = (2M)(2fa(x) — 1)

sendo f;(x) o i-ésimo objetivo obtido apés a avaliagao de F(x) = F,(x)Fy(x)

Note que como 0 < f;(x) <1 entdo —2i < d;(x) < 2i. De fato, se f;(x) = 0 entao
di(x) =2i(0—1) = —2i e se f;(x) =1 entdo d;(x) = 2i((2 — 1) = 2i. Observe que a fungao
D(x) translada a origem do espago dos objetivos do ponto A = (0,...,0) para o ponto

B =(-2,-4,...,—2M), mas nao altera a concavidade das superficies.

452 A fungdo Fy(x)

Esta funcao é responsavel pela convergéncia dos pontos na Fronteira Pareto e, em

alguns casos, pelo formato da mesma. Esta fungao faz uso das fungoes auxiliares g(x) e

$(x).

4521 A fungdo ¢(x)

A fungao ¢(x) tem como objetivo incorporar alguma informagao sobre a posi¢ao de
F(x) em relagao a hiper-diagonal d = (1, 1,...,1) no espago dos objetivos. Para o ponto
x € RY no espago de decisao, o ponto F,(x) se encontra em uma superficie de p norma
(quasi-norma) constante no espago dos objetivos, com ||F,(x)||, = 1. O angulo ¢ entre a

hiper-diagonal d e Fj,(x) é calculado por meio da equacao

X ) = arccos %
elx) = <|d||Fp<x>|> (4.15)

Este valor deve ser normalizado no intervalo [0, 1]. Como o angulo ¢ é maximo
se o vetor definido por F,(x) estiver alinhado com algum vetor da base canonica de
e, = (0,...,1,...,0), ou seja, se F,(x) = Ae; para algum A > 0. Neste caso, o angulo

MAXIMO é Y. = arccos \/LM e o valor da funcao ¢(x4) é dado por

o) = 2 (4.16)
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45.2.2 A fungdo g(x)

A fungao g(x) é responsével pela convergéncia dos pontos no espago dos objetivos

e apresenta duas versoes: uma funcao deceptiva® e uma funcao robusta.

Uma funcao deceptiva se caracteriza pela presenca de um minimo global e pelo
menos um minimo local. Neste tipo de problema, a topologia do problema favorece as
solugoes sub-6timas, fazendo que o 6timo global seja dificil de ser alcancado. A fungao
g(x) deceptiva proposta é definida pela equagao (4.17) e apresenta, para cada uma das
variaveis z; € x4, dois minimos locais (em x; = 0 e z; = 1) e um minimo global em
x; = 0.5, localizado em um vale profundo de amplitude 2r. Para 0 < z; < 0.5 — r (e
0.5+ r <x; <1), afungdo ¢g(x) é uma linha conectando os pontos (0,0.5) e (0.5 —r,1)
((0.547,1) e (1,0.5) respectivamente). Para 0.5 —r < z; < 0.5+ r, g(x) é um ciclo
completo da funcao trigonométrica cosseno. Este formato especial tem como motivacao
esconder a localizacao do valor 6timo x; pela pequena abertura do vale determinado pelo
parametro r, conduzindo a populagao para os 6timos locais localizados no extremo dos

intervalos. A fungao g(x) deceptiva proposta é definida pela equagao (4.17)

g(x) = Z z(z;) (4.17)

TiEXY
sendo
0.5+ 2 se 0<mz;<05—r
— 2r
;i — 0.5
2(z) =4 3 (cos (W@ i T)) + 1> se 05—r<z;<05+r (4.18)
T
;i — 0.0 —
1—u se 05+r<x <1
1—2r

A figura 19 apresenta o grafico de g(x) para uma tunica variavel z; € [0, 1] com o

parametro r igual a 0.1, 0.05 e 0.01.

A figura 20 apresenta as solugdes obtidas pelo algoritmo MOEA /D utilizando 600
individuos em 300 iteragoes para o problema DTLZ2 utilizando a fun¢ao g(x) deceptiva

proposta, com parametro r igual a 0.1, 0.05 e 0.01.

A outra versao para a func¢ao g(x) se aplica a otimizag@o robusta. A fungao g(x)
robusta ¢ a combinagao de fungoes logisticas e trigonométricas. Esta fun¢ao nao apresenta
variaveis externas e as solugoes robustas estao localizadas no intervalo (0.1,0.3). A solucao
6tima é x; = 0.6 " mas sua vizinhanga ¢ sensivel ao ruido apresentado por g(x). A fungao
g(x) robusta é definida pela equagao (4.19) e a figura 21 apresenta o grafico desta fungao

para uma Unica variavel z; € [0, 1].

6 Do latim deceptus, participio de decipio: apanhar, surpreender, enganar, iludir.

7 Mais precisamente z; = 0.600066066066066 . . .
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Figura 19 — Fungao deceptiva g(x) em uma variavel com r = 0.1, 0.05 e 0.01
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Figura 20 — DTLZ2 com 2 objetivos utilizando a funcao deceptiva g(x) e r = 0.1, 0.05 e

0.01
D)= 1 6ous
o) = 3 |-l (o) = 2(a) + L2 4 oo 031 (4.19)
TiEXY
onde

1
y($z) - 1+ e—20(z;—0.6) (42())

1
2(xi) = 1+ e—20(zi—0.7) (4.21)
w(z;) = cos(40mx;) (4.22)

A figura 22 ilustra a resposta provocada pela presenca de incertezas nas variaveis x4

desta fungao. Esta figura apresenta as solugoes obtidas com o valor 6timo (x; = 0.6, € x4
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Figura 21 — A funcao g(x) robusta restrita a uma variavel 0 <
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Figura 22 — Efeito da presenca de ruido em uma vizinhanga dos valores 6timos globais e

robustos para a fungao g(x) robusta.

- pontos azuis) e robusto (z; = 0.2 € (0.1,0.3) - pontos vermelhos) no problema DTLZ2

com dois objetivos, utilizando esta funcao. Para verificar a robustez destas solugoes, foi

acrescentado um ruido e com distribui¢ao uniforme (e ~ U(—0.1,0.1)) nas solugdes 6tima

e robusta. Em seguida, estas solucoes foram avaliadas novamente. A figura mostra que nao

houve alteracao na distribuigdo e na convergéncia das solu¢oes robustas (pontos pretos),

enquanto que as solugoes 6timas com ruido apresentam solugoes insatisfatorias (pontos

amarelos).
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453 Restricdes de igualdade e desigualdade

As caracteristicas do problema de otimizac¢do F'(x) proposto permite facilmente
a criacao de restrigoes de igualdade e desigualdade a partir da manipulagao da funcao
©(x) definida na equagao (4.15), uma vez que esta fungao permite a localizagao espacial
de pontos no espaco dos objetivos. Por exemplo, pode-se restringir as solugoes no espaco
dos objetivos que estejam limitados a uma distancia angular 6;, com 0 < 6; < @, como

apresentado nas equagoes (4.23) a (4.26)

p(x) >0 (4.23)

p(x) <0 (4.24)

0, < p(x) < 0, (1.25)
o(x) =10 (4.26)
(4.27)

Uma possivel variacao para estas restrigoes é a alteragao do vetor de referéncia d
associado a fung¢ao ¢(x). Por exemplo considere um problema onde o espago dos objetivos
esta contido no primeiro ortante do espaco RM. Neste caso, considere o angulo 6; entre o
ponto y = F(x) e os vetores da base canoénica e; = (0,...1...,0), com 1 <i < M. Seja
6; = min{6y,...,0y} e j 0 objetivo associado a este eixo. A funcao {(x) = j associa o
vetor x ao objetivo j que estd a uma menor distancia angular de F'(x). E facil ver que
£(x) = j ndo é uma fungao injetora, pois para F'(x) = (1,...,1) se tem que 0; = 0y =
...0ur, por exemplo. Em situagoes como esta, onde min{6,...,0n} = {6;1,...,0;}, faca

£(x) = min{j1,...,jk} e defina a restri¢ao

Ex) = (4.28)

454 Funcgdes propostas

As funcoes auxiliares definidas na se¢ao anterior permitem a criacao de diversos
problemas de otimizacao, identificados por pd-MOP-XX, sendo XX um ntumero inteiro
positivo. O que difere cada um deles é essencialmente o formato da Fronteira Pareto. Os
problemas sao escaléveis a qualquer nimero de objetivos e utilizam por padrao a fungao
g(x) deceptiva definida pela equagao (4.17). Cada um deles tera uma versao robusta,
utilizando a fungdo g(x) robusta definida pela equagao (4.19) e uma versdo com objetivos
dissimilares. Cada um dos problemas também tera a opc¢ao de apresentar qualquer uma

das restrigoes descritas na se¢ao 4.5.3. Todos os problemas propostos sao da forma
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F:RN 5 RM
F(x) = F,(x)Fy(x) (4.29)

O espaco de decisdao RY = RE x RS ¢ separavel, sendo os vetores do espaco
R% responséveis pela posigao relativa de F(x) no espago dos objetivos e os vetores de
R? responsaveis pela convergéncia dos pontos na Fronteira Pareto. O espaco R¥ tem
r = (M —1)q+t coordenadas, sendo M o ntimero de objetivos e ¢, t os parametros da meta,
variavel y definida pela equagao (4.9). Sugerimos ¢ = 10 e ¢t = 4 para todos os problemas.
Para o espaco R, sugerimos s = 10 coordenadas. Desta forma, em todos os problemas
propostos o espago de decisao RY tem (M — 1)q + 14 coordenadas utilizando os valores de

q e t sugeridos.

4541 pd-MOP-01

Este problema apresenta uma Fronteira Pareto com regioes concavas e convexas,
que sao simétricas a hiper-diagonal d = (1,1,...,1) do primeiro ortante do espago dos

objetivos. Sua avaliagao ¢é feita da seguinte forma:

1. Seja x um vetor do espago de decisao. Inicialmente avalie a fungao auxiliar 7'(x)
definida pela equagao (4.13), cuja imagem esta no primeiro ortante do espago dos

objetivos Ry, e calcule o valor de ¢(x) por meio das equagoes (4.15) e (4.16).

2. Calcule o valor de Fy(x) por meio da expressao

+9(x)+05 (4.30)

sendo o um parametro com valor sugerido de @ = 5 e ¢g(x) a fungao deceptiva
definida pela equagao (4.17). Para a versao robusta deste problema use a fungao

g(x) robusta definida pela equagao (4.19).

3. Caso se opte por objetivos nao dissimilares, defina a funcéo F,(x) como Fj,(x) = T'(x)
sendo 7T'(x) descrita pela equagao (4.13). Caso se opte por objetivos dissimilares,
defina a fungao F(x) = D(x) sendo D(x) definida pela equacao (4.14).

4. Opcionalmente acrescente alguma das restricoes definidas na secao 4.5.3.

O conjunto Pareto 6timo desta fungdo ¢ 0 < z; < 1 para x; € R? e z; = 0.5 para
z; € RS. A Fronteira Pareto deste problema ¢ apresentada nas figuras 23a e 23b utilizando
d = (1,1) para o problema com dois objetivos e d = (1,1, 1) para o problema com trés

objetivos.
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(a) pd-MOP-01 com 2 objetivos (b) pd-MOP-01 com 3 objetivos

Figura 23 — Fronteira Pareto do problema pd-MOP-01 nao dissimilar com 2 e 3 objetivos.

4542 pd-MOP-02

Este problema permite a modificacao da concavidade da Fronteira Pareto por meio
da definigdo do parametro p que define a norma (ou quasi-nomra) utilizada na fungao
h(x) = ||T(x)||, presente na equagao (4.12). Se 0 < p < 1 a Fronteira Pareto é convexa. Se
p = 1 a Fronteira Pareto ¢ um hiperplano e se p > 1 o problema é concavo. Para problemas

com dois ou trés objetivos os valores de p iguais a 0.5,1,2 e 3 sao sugeridos.

Em problemas com mais de trés objetivos os objetivos se tornam desbalanceados. Por
exemplo, no espago com M dimensoes um vetor da base canonica e; = (0,...,0,1,0,...,0)
tem p norma igual a 1 para qualquer valor de p > 0. Para vetores localizados no bordo
do primeiro ortante do espaco R™ um vetor com p-norma constante igual a 1 o valor

de suas coordenadas decresce. No caso extremo, um vetor v paralelo a hiper-diagonal

d=(1,...,1) com p-norma igual a 1 tem as seguintes coordenadas:
d
ve (4.31)
Id]l,

_ <\/1M \/1M> (4.32)

Para um valor de p fixo, ﬁ decresce muito rapidamente. A figura 24 apresenta a
evolucao dos valores de ﬁ em func¢ao da dimensao M do espaco. O decaimento deste valor

¢ mais intenso para valores de p > 3, que ficam préximos de zero em problemas de alta

dimensionalidade. Para que E/LM nao assuma valores extremos, basta determinarmos uma

In(M)
In(2) *

valor ideal para p nestas situacoes. Por exemplo, para que VLM > %, basta que p >
Desta forma para problemas com mais de 3 objetivos sugerimos p = [%W

A avaliacao do problema pd-MOP-02 é feita da seguinte maneira:

1. Seja x um vetor do espaco de decisao. Caso se opte por objetivos nao dissimilares,
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Figura 24 — Valor de {'VLM em espagos M-dimensionais
~ _T(x) . ~
defina a funcao F,(x) como F,(x) = 7o como descrita pela equagao (4.13). Caso se

opte por objetivos dissimilares, use a fun¢ao D(x) definida pela equacao (4.14).
2. Calcule o valor de Fy(x) por meio da expressao
Fy(x) = g(x) +1 (4.33)

sendo g(x) a funcao deceptiva definida pela equagao (4.17). Para a versao robusta

deste problema use a fungao g(x) robusta definida pela equagao (4.19).

3. Opcionalmente acrescente alguma das restrigoes definidas na secao 4.5.3.

O conjunto Pareto 6timo desta fungdo é 0 < z; < 1 para z; € R e z; = 0.5 para
T; € R®. A Fronteira Pareto deste problema com p = 3 é apresentada nas figuras 25a e
25b.

0 . . . . x‘\:\\x * *
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 06 > < 08
f 08 ~__— 08

1 f 11 fy

(a) pd-MOP-02 com 2 objetivos (b) pd-MOP-02 com 3 objetivos

Figura 25 — Fronteira Pareto do problema pd-MOP-02 nao dissimilar com 2 e 3 objetivos
comp=3.
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45.43 pd-MOP-03

Este problema apresenta uma Fronteira Pareto desconexa, simétrica em relagao a
hiper-diagonal d = (1, ..., 1) do primeiro ortante do espago dos objetivos. Sua avalia¢ao é

feita da seguinte forma:

1. Seja x um vetor do espaco de decisao. Inicialmente avalie a fungdo auxiliar 7'(x)
definida pela equagao (4.13), cuja imagem esté no primeiro ortante do espago dos

objetivos Ry, e calcule o valor de ¢(x) por meio das equagdes (4.15) e (4.16).

2. Calcule o valor de Fy(x) por meio da expressao

cos(3me)?

Fax) = —;

+9(x)+1 (4.34)

sendo g(x) a funcao deceptiva definida pela equagao (4.17). Para a versao robusta

deste problema use a fungao g(x) robusta definida pela equagao (4.19).

3. Caso se opte por objetivos nao dissimilares, defina a func¢ao F,(x) como F,(x) = T'(x)
sendo T'(x) descrita pela equagao (4.13). Caso se opte por objetivos dissimilares,
defina a fungao F'(x) = D(x) sendo D(x) definido pela equagao (4.14).

4. Opcionalmente acrescente alguma das restrigoes definidas na secao 4.5.3.

O conjunto Pareto 6timo desta funcao ¢ 0 < 2; < 1 para z; € RF e xj; = 0.5 para

z; € RS. A Fronteira Pareto deste problema ¢ apresentada nas figuras 26a e 26b.
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(a) pd-MOP-03 com 2 objetivos (b) pd-MOP-03 com 3 objetivos

Figura 26 — Fronteira Pareto do problema pd-MOP-03 nao dissimilar com 2 e 3 objetivos.

4.6 Meétrica de Distancia Radial

A qualidade de uma solugao obtida por meio de um algoritmo evolutivo pode ser

estimada pela sua distribuicao e convergéncia em relacao a Fronteira Pareto do problema.
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Uma métrica de convergéncia faz uma estimativa da distancia entre as solugoes obtidas e
a Fronteira Pareto. A rigor, a distancia D(x,S) entre um ponto x e uma superficie S (ou

algum conjunto de pontos S) é definida pela equagao

D(x,S) =inf{D(x,y), y € S} (4.35)

sendo D(x,y) a distancia entre os pontos x e y. Como existem infinitos pontos na
Fronteira Pareto, ¢ impossivel calcular a distancia entre uma solugao particular x e este
conjunto. Para contornar este problema, as métricas de convergéncia (como por exemplo a
Generational Distance(GD) [148]| ou a Inverted Generational Distance (IGD) 23] utilizam
uma amostra de pontos igualmente distribuidos contidos na Fronteira Pareto. Entretanto,
este procedimento faz com que o valor obtido por estas métricas seja extremamente
dependente da qualidade e da quantidade de pontos desta amostra, principalmente em
problemas com muitos objetivos [55]. Uma forma de se evitar a dependéncia causada pela
diferenca entre as amostras é criar uma métrica de convergéncia que dependa apenas da

solugao obtida e da localizacao da Fronteira Pareto.

Seja x = (x,,X4) uma soluc¢do de um problema separavel em parametros de posi¢ao
e distancia, cuja solugao 6tima x* = (x5, x}) é conhecida e considere o ponto y = (x,, x}).
Entao os vetores definidos por F'(x) e F'(y) no espaco de decisao sao paralelos uma vez que
X e y possuem a mesma variavel de posi¢do x,. Além disso, o ponto F(y) esta contido na
Fronteira Pareto pois x} ¢ uma valor 6timo. Desta forma |F(x) — F/(y)| ¢ uma medida de
distancia entre a solugao F'(x) e a Fronteira Pareto. Note que |F'(x)—F(y)| # D(F(x), PF),

mas este valor nao depende de uma amostra de pontos neste conjunto.

Para cada solugdo x' = (x,,,X4,) de um conjunto de solugdes {x', ..., x"}, considere
os pontos F(x') e F(y') do espago de decisdao. A Métrica de distancia Radial (Radial
Distance Metric - RDM) é definida como

RDM = 13" [[F6) = F(y,)l| (4.30)

Pelas consideracgoes apresentadas anteriormente a métrica RDM nao depende de
uma amostra de pontos na Fronteira Pareto e se aplica a problemas de teste cujas variaveis

sejam separdveis em parametros de posicao e distancia, cuja solu¢ao 6étima seja conhecida.

4.7 Consideracdes finais

Funcoes de benchmark juntamente com as métricas de avaliagao de desempenho
sao um importante instrumento de validacao de algoritmos de otimizacao. As fungoes

avaliadas neste capitulo apresentam muitas virtudes, mas também tém limitacoes. O novo
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conjunto de funcoes de teste proposto procura manter as qualidades dos problemas de
teste apresentados e superar algumas de suas virtudes. Todos os problemas propostos
sao de facil implementacao e interpretacao, tém solugoes conhecidas e nao apresentam
limitacao quanto ao nimero de objetivos. Também possuem uma boa variedade de opc¢oes
de formato e topologias da Fronteira Pareto além de apresentarem um significativo desafio

aos algoritmos de otimizacao de encontrar um conjunto de solugoes de boa qualidade.

O principal destaque deste novo conjunto de fungoes de teste é a possibilidade
de se criar problemas de otimizagao robusta com diversas caracteristicas, que constitui
uma grande lacuna na literatura especializada. Outra caracteristica pouco explorada nas
propostas de problemas de otimizacao sao as restri¢oes de desigualdade e de igualdade,

que nas fungoes apresentadas tém uma formulacao clara e de facil interpretacao.

A métrica de desempenho proposta apresenta importantes caracteristicas, sendo o
seu destaque a independéncia de uma amostra de pontos da Fronteira Pareto e tera um
papel importante na avaliagao de solugoes localizadas em regides especificas do Espaco

dos Objetivos, tema que sera tratado no capitulo 7.
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5 Visualizacdo de dados em espacos de dimen-

s30 elevada

A visualizagao de dados em espacos de alta dimensionalidade é um grande desafio
pois de maneira geral dispomos apenas de dispositivos bidimensionais para sua representa-
¢ao, tais como uma folha de papel ou uma tela de dispositivo eletronico. Um exemplo da
complexidade da representacao de dados variados é a figura 27 criada pelo engenheiro civil
Charles Joseph Minard, que foi superintendente da Ecole Nationale des Ponts et Chaussées.
Este grafico !, chamado de Carte figurative des pertes successives en hommes de I’Armée
Francgaise dans la campagne de Russie 1812-1813, representa a desastrosa campanha do

exército de Napoleao na Rissia.

Figumtive Mﬂp of the successive losses in men of the French Army in the Russian campaign 1812 ~1813
Drawn by M. Minard, Inspector General of Bridges and Roads (retired).

Paris, November 20, 1869.
The numbers of men present are represented by the widths of the colored zones at a rate of one millimeter for every ten thousand men; they are further written
across the zones. The red designates the men who enter Russia, the black those who leave it. —— The information which has served to draw up the map has been
extracted from the works of M.M. Thiers, de Ségur, de Fezensac, de Chambray and the unpublished diary of Jacob, the pharmacist of the Army since
October 28th. In order to better judge with the eye the diminution of the army, I have assumed that the troops of Prince Jérome and of Marshal Davout, who had
been detached at Minsk and Mogilev and have rejoined near Orsha and Vitebsk, had always marched with the army.

, Moscow

Tarutino

pyaroslavets

i Maladzyechna &

Studzionka %
Mogilev
Minsk

GRAPHIC TABLE of the temperature in degrees below zero of the Réaumur thermometer. R oCOF

75 November g

20" November 28

26" December 7

30" December 6

Figura 27 — Carte figurative des pertes successives en hommes de I’Armée Francaise dans
la campagne de Russie 1812-1813

Nesta figura estao presentes seis variaveis:

1. Tamanho do exército, representado pela espessura das linhas vermelhas e pretas;
2. Distancia percorrida;

3. Temperatura em cada segao (abaixo do gréfico);

4. Localizacao espacial do exército, com a latitude e longitude;

5. Localizacao temporal do posicionamento das tropas;

O original esta disponivel no enderego https://patrimoine.enpc.fr/document/ENPCO1_Fol_109757
image=54#bibnum


https://patrimoine.enpc.fr/document/ENPC01_Fol_10975?image=54#bibnum
https://patrimoine.enpc.fr/document/ENPC01_Fol_10975?image=54#bibnum

98 Capitulo 5. Visualizagdo de dados em espagos de dimensio elevada

R Tl °
0.6 — 0.6 4 ..". .‘
Y AR
T °
. ce T el 4
05 0.5 SOUPITIRIRNARY 255 A
: S ERPRRIL I 6300 S A
1 ) T e on
L] . A s 0 h
ll ° et I*II"‘ﬁIK:&iL%“fXO )
PRI Aty ) -+ 3+
04+ 1 0.4+ NPT TR a5 2
| 5 .- .- A e
l A i
TR
PRy
AT, .
© 0.3 | ]l 0.3 freve. 5 NI
ot K .
0.2 - ” ° 024 " e it e e
”, : ..'.'.‘.~".'."._.."'
0.1 ”“ 0.1‘.._',.'.‘,.
0 ” 07
4 P
I

Figura 28 — Duas representagoes para o mesmo conjunto de pontos

6. Dire¢ao da marcha (vermelho na ida e preto no retorno).

De maneira geral, para representar solucoes de problemas de otimizagao multi-
objetivo nos espagos R? e R? ¢ utilizado um grafico de dispersao de pontos (scatter plot).
Entretanto, em algumas situagoes, mesmo esta representacao béasica pode apresentar
problemas. A figura 28 apresenta duas representacoes graficas de quatro conjuntos de
pontos no espaco no primeiro octante do R3, utilizando diferentes angulos de visao. Na
figura da esquerda percebe-se com clareza a formagao de dois agrupamentos de pontos,
mas sem muita informagao sobre sua dispersao. Na figura da direita a dispersao dos pontos

é nitida, mas se perde a informagao da formagao dos agrupamentos.

Em otimizag¢ao multiobjetivo o que se espera de uma boa representagao grafica de
uma solucao em particular é poder verificar a convergéncia e a dispersao da mesma, bem
como a harmonia e o conflito entre diferentes objetivos. Neste sentido muitos pesquisadores
dedicam seu trabalho a este tema, principalmente em problemas com mais do que trés
objetivos. O mais popular método de representacao de solugoes em espacos de alta
dimensionalidade ¢ o método das coordenadas paralelas [102]. Li et al. [85] faz uma

interessante discussao sobre como interpretar os resultados apresentados por este método.

O método das arvores de agregagao (Aggregation Trees) 39, 40] é baseado na
agregacao sequencial dos objetivos que sao representados em uma arvore, considerando o

conflito entre pares (ou grupos) de objetivos.

Um outro método aplicavel a problemas com elevada dimensionalidade é o RadViz

(Radial Coordinate Visualization) [152, 153|. Neste método, inspirado no modelo mecénico
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Figura 29 — Representacao de um mesmo ponto no sistema de Coordenadas Estelares e no
método RadViz. Figura retirada de Rubio-Sanchez et al. [125].

de molas, os M objetivos sao dispostos como vértices de um poligono regular de M lados
e sao denominados de ancoras. Os objetivos sdo normalizados no intervalo [0, 1] e seus
valores sao associados ao coeficiente de elasticidade de uma mola dado pela lei de Hooke.
As molas estao conectadas nas ancoras e em um ponto que representa o ponto que se quer
representar, posicionando este no interior do poligono. Opcionalmente este poligono pode

ser nao regular, de acordo com a matriz de covariancia entre as solugoes.

No método das coordenadas estelares (star coordinates) [70, 163] os M objeti-
vos sao representados em um sistema de coordenadas composto de M vetores unitarios
{C1,...,Cy}, igualmente espagados e dispostos em um circulo. Uma solugéo y é nor-
malizada de modo que sua norma /; seja constante e igual a um, ou seja, o vetor y é
transformado no vetor x = ﬁ de modo que |x|; = 1. As coordenadas do vetor norma-
lizado x = (x1,..., 2 ) sdo utilizadas como pesos na combinagao convexa de vetores
C = Zf\il x;C;. O vetor C resultante desta soma representa a posi¢ao final do ponto
y neste método de visualizagdo. Rubio-Sanchez et al. [125] mostra que este método é
equivalente ao RadViz e apresenta representacoes similares. Entretanto o método das
coordenadas estelares é superior em alguns aspectos: tem uma representacao matemética
mais simples e apresenta menos distor¢oes. A figura 29 ilustra um mesmo ponto do espaco

RS representado nos dois sistemas.

Os Mapas de Calor (Heatmap)|118, 57| utilizam gradientes de cores para diferenciar
caracteristicas de pontos, que sao usualmente combinadas com outras técnicas de repre-
sentacao grafica de informagao. Outras técnicas de representagao graficas sao os Mapas
Auto-Organizados (Self-Organized Map) |73, 37|, Graficos Radar (Radar Graph) [39, 58|,
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ISOmap [149] e Sammon mapping |56, 147].

He and Yen [55] apresentam um método de visualizag@o onde pontos de um
espago de alta dimensionalidade sao projetados no plano polar bidimensional, preservando
importantes caracteristicas tais como Dominéncia Pareto (em alguns casos), forma e

localizagao da Fronteira Pareto e a distribuicao dos individuos.

Koochaksaraei et al. [76] apresentam dois métodos de visualizagdo de dados em
espacos de alta dimensionalidade: O diagrama de Cordas (Chord Diagram) e o Mapeamento
Angular (Angular Mapping), ambos seguindo um design circular. Estas técnicas fazem
o mapeamento de pontos localizados em um espaco de dimensao M em um espaco de

dimensao dois.

No Diagrama de Cordas os objetivos sdo normalizados no intervalo [0, 1] e sao
representados por meio de arcos em um circulo. Cada ponto é representado por uma curva
de Bézier, conectando cada coordenada em cada arco. Uma importante caracteristica
presente em problemas de otimiza¢ao multiobjetivo é a harmonia/conflito entre diferentes
objetivos A figura 30 apresenta um diagrama de cordas para pontos no espaco R, No
primeiro objetivo, rotulado como Obj0, foi destacado um conjunto de pontos com valores
nominais localizados na primeira metade do intervalo (linhas verdes). Nesta figura é possivel
observar que estes valores estao associados a valores na primeira metade dos objetivos 2,3,4
e b, caracterizando a harmonia entre estes objetivos. Este padrao é facilmente detectavel
pela existéncia de linhas que se cruzam no interior do diagrama. Ja a conexao com os
objetivos 6,7,8 e 9 acontece na segunda metade destes objetivos, caracterizando o conflito.

Este padrao ¢é caracterizado pela presenca de linhas paralelas conectando estes pontos.

O mapeamento angular faz a representacao de um ponto no espago M-dimensional
considerando sua proximidade (angular) com os vetores eq, es, ..., ey da base canonica.
Para isto s@o utilizadas trés caracteristicas de um ponto y = (y,...,¥yym): sua norma
euclidiana p, o menor angulo @ entre o vetor y e os vetores da base canoénica e o indice j
que indica em qual objetivo o menor angulo foi observado. Estes valores sao calculados de
acordo com as formulas apresentadas nas equagoes (5.1), sendo «; o angulo entre o vetor

y e o vetor da base canoénica e;.

§ = o; = min o, (5.1)
(2
J = argminq;
7
O valor méaximo do angulo 6 é \/LM’ que corresponde ao angulo entre qualquer vetor

e; da base canonica e a hiper-diagonal d = (1,...,1) do primeiro ortante do espago R™.

O indice j faz uma classificacao dos pontos do espaco RM de acordo com sua proximidade
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0 Obj5

Figura 30 — Diagrama de cordas de um conjunto de pontos no espaco R!°. Os objetivos
estao indexados de 0 a 9

com os eixos da base candnica e;, mas esta classificacdo apresenta algumas limitagoes. Por
exemplo, na hiper-diagonal do primeiro ortante d = (1,...,1) o angulo entre os eixos é
o mesmo. Em situacoes como esta, o indice 5 é escolhido aleatoriamente entre as opgoes
disponiveis. Além disso, todo vetor contido na extremidade da base de um cone de altura
h fixa e cujo eixo é um dos vetores e; tem o mesmo valor de [p, 8, j] o que faz com que

mais de um ponto no espaco R tenha a mesma representacao.

A figura 31 apresenta uma comparagao entre a representagao de pontos utilizando
o diagrama de dispersao de pontos e o mapeamento angular nos espacos R? e R3. Cada
grafico contém trés conjuntos de pontos igualmente espagados em superficies de p-norma
constante, com p iguais a 0.5, 1 e 2, formando um conjunto de pontos convexo, plano e

concavo respectivamente.

Observe que a representagao de pontos utilizando o mapeamento angular é capaz
de preservar a posicao relativa de cada um destes conjuntos de pontos com caracteristicas
proprias. Por exemplo, os pontos contidos na superficie de norma euclidiana constante
(p igual a dois) s@o mapeados na borda do grafico de mapeamento angular. Os pontos
proximos & hiper-diagonal d = (1,...,1) em cada conjunto de pontos estdo mais afastados
tanto na representacao do grafico de dispersao quanto no mapeamento angular. Ja os pontos
proximos aos vetores da base candnica e; estao proximos entre si nas duas representagoes.

Maiores detalhes sobre o o diagrama de cordas e o mapeamento angular podem ser
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(c) Pontos em R3 representados por meio do (d) Pontos da figura 31c representados por meio

diagrama de dispersao de pontos do Mapeamento Angular.

Figura 31 — Trés conjuntos de pontos representados utilizando o grafico de dispersao de

pontos e o mapeamento angular em espagos com duas e trés dimensoes
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encontradas em |75, 74].

Em todos os métodos de representacao de pontos de espagos com dimensao maior
do que trés apresentados nesta secao estd presente alguma perda de informagao. Nos
métodos de coordenadas paralelas, arvores de agregacao e diagrama de cordas ocorre a
perda de informagao visual uma vez que se percebe apenas a relagao entre as coordenadas
dos pontos e/ou sua proximidade. Além disso, nestes métodos, um ponto é representado
por meio de segmentos de retas ou de curvas o que nao esta de acordo com nossa percepg¢ao
do que seja um ponto. Nos métodos RADviz, coordenadas estelares e mapeamento angular
um ponto é representado de forma usual, ou seja, um ponto mesmo. Nos métodos RAD-viz
e coordenadas estelares o primeiro passo é a normalizacdo do ponto y do espaco R,
fazendo x = ﬁ sendo p = 2 no RAD-viz e p = 1 nas coordenadas estelares. Desta forma,
todo ponto w da forma w = Ay com A > 0 é representado pelo mesmo ponto x apos a
normalizacao. Desta forma, estes métodos nao sao capazes de preservar a posicao relativa
dos pontos em relacao a origem, mas esta limitacao esta presente no mapeamento angular

como ilustrado nas figuras 31a e 31b.

51 CAP-vis

Uma vez que a perda de informacao ¢é inevitavel, esta deve ser compensada. Este
trabalho apresenta um novo método de visualizagao de pontos em espacos de elevada
dimensionalidade em uma figura bidimensional, chamada de CAP-vis [101]. Este método
reune o diagrama de Cordas, o mapeamento Angular e o método das coordenadas Paralelas
em uma unica figura, utilizando o design circular. O design circular é uma forma eficiente e
popular de representagao de dados em espagos de alta dimensionalidade [77] 2. Por utilizar
trés métodos distintos de visualizacao de dados, a perda de informacao que ocorre em um

método pode ser compensada pela informagcao contida em outro método.

O layout do grafico CAP-Vis é composto por setores e trilhas. Os setores corres-
pondem & classificacao dos pontos por sua distancia angular aos eixos do espaco RM e
cada trilha corresponde a um método de visualizacao. Estes elementos sao apresentados
na figura 32, onde os pontos associados a cada setor estao destacados com cores diferentes.
Na trilha A é representado o Diagrama de Cordas, na trilha B esté presente o grafico de
Coordenadas Paralelas e na trilha C se localiza o Mapeamento angular. A classificacao
dos pontos em diferentes setores é feita por meio das equagdes (5.1). Nas trilhas B e C
estao presentes apenas os pontos associados ao seu respectivo setor enquanto que na trilha

A estao representados todos os pontos.

O Mapeamento Angular preserva a posicao relativa dos pontos e esta caracteristica

também estd presente no CAP-Vis. A figura 33 apresenta trés conjuntos de pontos

2 Um rico exemplo desta técnica pode ser encontrada no site http://circos.ca/


http://circos.ca/
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Figura 32 — O mesmo conjunto de pontos representados no diagrama de dispersao de
pontos no CAP-Vis e sua classificagdo pela aproximagao angular com os
vetores da base canonica e seus elementos graficos: A: Diagrama de cordas;

B: Coordenadas Paralelas; C: Mapeamento angular; D: Indice da regido
representada.
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Figura 33 — Pontos em superficies de norma (quasi norma) constante no espago R3
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localizados em superficies de norma (quasi-nomra) constante, representados pelo diagrama
de dispersao de pontos (figura 33a) e pela ferramenta CAP-Vis (figura 33b). Como os
pontos localizados na superficie de quasi-norma constante (p = 0.5) estao localizados
muito proximos da origem do sistema de coordenadas do diagrama de dispersao de pontos,
suas coordenadas sao menores do que as coordenadas dos pontos localizados nas demais
superficies. Este fendmeno pode ser observado no grafico de Diagrama de Cordas (trilha
A) e no gréfico de coordenadas Paralelas (trilha B) pela maior concentragao das linhas
azuis em coordenadas de menor valor. Entretanto, este fenomeno é muito mais facil de ser

visualizado no Mapeamento Angular (trilha C).

O CAP-Vis foi implementado na linguagem R, utilizando a biblioteca circlize [50].
Uma copia esta disponibilizada no site do MINDS (http://minds.eng.ufmg.br/) e no
github (https://github.com/ivanreirnaldo/CAP-Vis).

5.2 Aplicagdes

5.2.1 Visualizacdo de soluctes

A figura 34 faz uma comparacao entre a visualizacao de solu¢oes de um problema
de otimizacao com muitos objetivos. Foi utilizado o problema pd-MOP-02 com cinco
objetivos dissimilares e o algoritmo NSGAIII implementado na plataforma platEMO. Na
representacao das solugoes em coordenadas paralelas, exibida na figura 34b, as solugoes
obtidas sao representadas por linhas azuis enquanto que o limite das varidveis na Fonteira
Pareto é representado por linhas vermelhas. Nesta figura pode ser observada a distribuicao
inadequada das solugoes obtidas nos objetivos 3 e 4 mas nao é possivel perceber o impacto
desta distribuicao desbalanceada no posicionamento das solugoes no espaco dos objetivos.
A figura 34a ilustra o mesmo conjunto de solugoes representada na ferramenta CAP-vis.
Nesta representacao é possivel perceber o impacto da distribui¢ao inadequada das solugoes:
exitem poucas solugoes proximas dos objetivos 2, 3 e 4. Observe que seria previsivel alguma
degradacgao na distribuicao das solucoes na regiao préoxima aos objetivos 3 e 4, mas esta
distribuicao inadequada também afetou o posicionamento espacial das solugoes proximas
ao objetivo 2 que também ¢ uma regiao com poucas solugoes apesar de apresentar uma

distribuicao de solugoes similar aos objetivos 1 e 5 como pode ser observado na figura 34b.

Uma outra questao que se observa na figura 34a é a distribuig¢ao das solugoes
proximas ao objetivo 5. Esta regiao, apesar de ter um bom niimero de solu¢oes quando
comparada com as regioes proximas aos objetivos 2, 3 e 4, concentra suas solugoes na
regiao central do espago dos objetivos como pode ser percebido no mapeamento angular
apresentado na trilha C do CAP-vis. Ao contrario das solugoes representadas na trilha
C do setor 1, que estao bem distribuidas no intervalo de variagdo do dngulo 6 (a saber,

0 <60 < 1.1~ arccos (\%)), as solugoes representadas nesta parte do grafico tem o valor de
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Coordinate Value

3 Coordinate

(a) CAP-vis aplicado ao problema pd-MOP-02  (b) Coordenadas Paralelas aplicada ao problema pd-
MOP-02

Figura 34 — Solugoes obtidas no problema dissimilar pd-MOP-02 com 5 objetivos

0 concentrado no intervalo (0.4,1) com poucas solugdes com 6 < 0.4. Este comportamento
pode ser explicado pela distribui¢ao das coordenadas das solu¢oes obtidas no objetivo 1

no grafico de coordenadas paralelas (ver figura 35a).

A figura 35 apresenta o histograma da distribui¢ao dos valores de cada objetivo

deste problema, respeitando os limites de variacao das coordenadas de cada solucao.

5.2.2 Comparacdo de solucdes

Uma outra caracteristica do CAP-vis é sua capacidade de exibir mais de um
conjunto de dados. Para ilustrar esta capacidade, considere o problema robusto pd-MOP-
02. Este problema tem como solugao 6tima nao robusta x; = 0.6 para z; € x4 e solucao
robusta z; € [0.1,0.3] para z; € x4. Uma forma de se verificar a robustez ou nao de uma
solucao é observar o comportamento de cada conjunto de solugao com a presenga de ruido.
Para isto, um ruido com distribui¢ao uniforme no intervalo [—0.1, 0.1] foi adicionado a cada
vetor solucao x4 6tima e robusta do problema pd-MOP02, gerando desta forma quatro

solucoes:

e um conjunto de solugoes 6timas nao robustas sem ruido da forma S; = {x € RY; x =

(xp,%4)} com z; € [0,1] se z; € x, e ; = 0.6 se z; € x,

e um conjunto de solugoes 6timas nao robustas com ruido da forma So = {x € RY; x =

(xp,Xq)} com z; € [0,1] se x; € x, e z; = 0.6+ 0 se z; € x,, com 0; € U(—0.1,0.1).
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Figura 35 — Histograma das soluc¢oes obtidas no problema dissimilar pd-MOP-02 com 5
objetivos
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e um conjunto de solugdes 6timas robustas sem ruido da forma S; = {x € RY; x =

(xp,Xq)} com z; € [0,1] se z; € x, e z; = 0.2 se z; € X,

e um conjunto de solugdes 6timas robustas com ruido da forma Sy = {x € RY; x =

(xp,Xq)} com z; € [0,1] se x; € x, e z; = 0.2+ 0 se x; € X, com 0; € U(—0.1,0.1).

Em cada solugao dos conjuntos S; a Sy definidos acima, vetor x,, que determina a
posicao de cada solugao no espago dos objetivos nao foi alterado. Desta forma a presenca
de ruido nas variaveis do problema ira alterar apenas a norma de cada vetor no espago

dos objetivos.

A figura 36 apresenta os resultados obtidos nesta simulagao. Na figura 36a os
elementos azuis representam as solugoes 6timas nao robustas definidas no conjunto S;. Na
trilha C de todos os setores o mapeamento angular representa também, utilizando circulos
vermelhos, as solugoes 6timas nao robustas com ruido definidas no conjunto S5. Como em
cada solug¢ao o componente definido pelo vetor x, ¢ o mesmo as solugoes estao alinhadas,
formando um padrao radial. Observe que a presenca do ruido deteriorou a convergéncia

das solugoes.

Ja a figura 36b apresenta as solugoes 6timas robustas definidas pelos conjuntos
S5 e Sy, sendo os elementos azuis pertencentes ao conjunto das solugoes robustas sem
ruido (conjunto S3). As solugoes 6timas robustas com ruido presentes no conjunto Sy sao
representadas na trilha C de todos os setores, utilizando o mapeamento angular. Como
h& uma variagao minima entre estas solugoes, uma ampliagao da trilha C do setor 1 é

apresentada na figura 36c.

Observe que as solugoes 6timas robustas tem norma maior do que as solugoes
6timas, o que pode ser verificado pela escala “vertical” do mapeamento angular (trilha
C). Isto se deve ao fato de as solugoes 6timas robustas serem solugdes sub-6timas globais.
Entretanto, as solugoes 6timas com ruido, definidas pelo conjunto .S;, tém uma norma
maior do que as solugoes 6timas robustas com ruido (definidas pelo conjunto S;) uma vez
que a presenca do ruido nas variaveis aumentou desproporcionalmente o valor nominal de

cada objetivo.

5.2.3 Consideracdes finais

A visualizacao de dados em espagos de elevada dimensionalidade é um grande
desafio para pesquisadores de todas as areas. Os principais métodos utilizados para
visualizagao de solugoes de problemas multiobjetivo e com muitos objetivos apresentam
virtudes e deficiéncias relacionadas & perda de informacao causada pela utilizagao de
suportes bidimensionais para a representacao de informacao com mais de duas dimensoes.

O método proposto nao esta imune a esta perda de informagao mas procura compensar
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(a) Solugoes 6timas nao robustas do problema (b) Solugdes 6timas robustas do problema robusto
robusto pd-MOP-02 pd-MOP-02

(c¢) Ampliacao da trilha C do setor 1 do gragico 36b

Figura 36 — CAP-vis aplicado ao problema robusto pd-MOP-02 com 7 objetivos

esta deficiéncia com a utilizagdo combinada de diferentes métodos que juntos procuram
contornar a limitagao apresentada por cada um individualmente. Por exemplo, uma
qualidade presente no mapeamento angular é a preservacao da posicao relativa de pontos
alinhados com um vetor, e sua distancia angular em relagao aos eixos da base candnica
do espaco RM. Esta caracteristica ndo esté presente em nenhum outro método analisado.
Entretanto nesta técnica mais de um ponto do espago de origem fornece o mesmo conjunto
de coordenadas locais [p, 0, j] e portanto estes pontos serao representados por um tnico
ponto corresponde a um mesmo ponto no grafico de coordenadas angulares. Esta deficiéncia
¢é contornada nos graficos de coordenadas paralelas e no diagrama de cordas. Entretanto,
apesar destes representarem de forma clara a distribui¢ao dos valores das coordenadas dos

pontos em cada eixo, eles falham em fornecer a posicao relativa do ponto no espacgo.

Nas situagoes analisadas o método proposto foi capaz de fornecer informagoes sobre

a distribuicao espacial dos pontos, revelando detalhes que até entao eram omitidos pelos
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outros método ou acessiveis apenas por meio de alguma métrica especializada, o que faz

desta ferramenta um importante aliado do tomador de decisao.
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6 Geracdo de vetores de peso em algoritmos

evolutivos

6.1 Introducdo

Um dos motivos pelo qual os algoritmos de otimizagao multiobjetivo que utilizam o
método da decomposigao/agregagao sao populares é sua capacidade de estabelecer a priori
um posicionamento “ideal” das solucdes no primeiro ortante do espaco dos objetivos R
[63]. Este posicionamento é estabelecido pelos vetores de peso (weight vectors), também
chamados de vetores de dire¢ao, que sao um conjunto W = {wy,..., w;} de t vetores
definido no inicio do algoritmo. Este conjunto de vetores faz a decomposicao do primeiro
ortante do espaco dos objetivos' em um conjunto de direcoes de modo que o algoritmo
encontre pelo menos uma solucao no espaco dos objetivos na regiao definida pelos vetores
de peso. Neste sentido o nome “vetores de dire¢ao” é mais apropriado. Como muitas vezes
esta é uma questao puramente seméantica e as duas denominacgoes sao adequadas, este
trabalho iréd se referir ao conjunto W como conjunto de vetores de peso. Uma excec¢ao a
ambiguidade entre vetores de peso e vetores de dire¢do é apresentada por Jiao et al. [66],
que apresenta um algoritmo (DVCMOEA) que é derivado do MOEA /D que utiliza vetores
de diregao A\; com |\;|2 = 1 e faz a disting@o entre este tipo de vetor e um vetor de peso

w;, com |w;|; = 1.

O algoritmo evolutivo faz o posicionamento das solugoes nas dire¢oes definidas
pelo conjunto de vetores W utilizando as fungoes de agregagao f(x,w;). Estas fungdes
fazem a decomposicao do problema de otimizacao multiobjetivo original em k problemas
de otimizagdo mono-objetivo. Cada uma das fungoes f(x, w;) procura um ponto F(x) no
espaco dos objetivos que esteja na regiao definida pelo vetor w. Cada funcao de agregacao
procura uma solu¢do de compromisso entre a norma do ponto F'(x) e seu alinhamento
com o vetor w;. Neste sentido o nome “vetores de peso” é mais apropriado uma vez que

w; ¢ um parametro (ou peso) da funcado de agregacao.

O conjunto de vetores W é caracteristico da dimensao M do espago dos objetivos.
Diferentes problemas com M objetivos podem utilizar o mesmo conjunto de vetores de
peso W, que de maneira geral se mantém inalterados no decorrer do processo de otimizacao.
Entretanto alguns autores [83, 25, 119, 159| propdem a atualizagdo dinAmica destes vetores

durante o processo de otimizagao.

De maneira geral os vetores do conjunto W constituem uma amostra de pontos

distribuidos na porcao contida no primeiro ortante do espaco RM do hiper-plano z; + ...+

1 No caso dos problemas dissimilares os objetivos sao normalizados no intervalo [0, 1].
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xpyr = 1 e que apresentem uma baixa medida de discrepancia dos pontos [165, 2, 112]. O
método mais popular de geracao destes pontos foi proposto por Scheffé [130] que define
um {M, q}—simplex utilizado em experimentos com misturas. Neste método (M+qq_1)
pontos x € RM sio gerados com ¢ + 1 pontos igualmente espacados no bordo do simplex
e satisfazendo |x|; = x1 + ...+ x) = 1 que gera um conjunto de vetores igualmente
distribuidos. Posteriormente Das and Dennis [24]| apresentam um método construtivo para
a obtengao do conjunto W utilizando o método de Scheffé. Liu and Li [88] apresentam um
método construtivo para a obtencao de vetores de peso igualmente espacados utilizando
coordenadas esféricas. Entretanto alguns autores [44, 145, 92, 31| utilizam um conjunto de

vetores de peso com distribui¢ao nao homogénea.

O método de Scheffé cria rapidamente o conjunto de vetores W mas apresenta uma

série de limitagoes:

1. O conjunto de vetores W apresenta muitos elementos, especialmente em problemas
com mais do que trés objetivos. Com isto, o tamanho da populacao dos algoritmos
também fica muito grande, pois o niimero de elementos de W define o tamanho da

populacao utilizado no algoritmo.

2. Este método gera muitos vetores de peso w; no bordo do simplex, que é uma regiao
de pouco interesse principalmente em problemas com mais do que trés objetivos. De
fato, se uma solugao esta no bordo do simplex pelo menos um dos objetivos tem um
valor € proximo de zero. Caso esta situagao seja de interesse do tomador de decisao
¢é mais eficiente colocar este objetivo como uma restricao do problema, pois desta
forma se reduz a dimensao do espaco dos objetivos tornando o processo de busca

mais eficiente [79].

3. Os vetores de W nao tém a mesma norma euclidiana. Desta forma, os métodos de
agregacao que utilizam alguma norma ponderada (como o método da soma ponderada
ou da norma de Tchebycheff) apresentam resultados diferentes para pontos do espago

dos objetivos com caracteristicas semelhantes.

6.2 Método proposto

Para contornar as limitagoes apresentadas, acima este trabalho apresenta um novo
método de geragao de vetores de peso [98], utilizando uma estratégia evolutiva ES(u+1, p).
O método proposto permite a criacao de um conjunto W no primeiro ortante do espaco
RM  localizados em uma hiper-superficie de dimensao M — 1 de p—norma constante. O
nimero de vetores do conjunto W e o valor de p da p—norma dos vetores podem ser
definidos arbitrariamente pelo tomador de decisao, que também define a distancia entre o

conjunto de vetores e o bordo do primeiro ortante do espaco RM. Caso seja de interesse



6.2. Meétodo proposto 113

do tomador de decisao, esta distancia pode ser definida como sendo igual a zero e desta
forma sao gerados vetores contidos no bordo do ortante. Os vetores nao estao igualmente
espacados, mas quase igualmente espagados e desta forma W é um conjunto de vetores
de baixa discrepancia. Além da criacdo de um conjunto de vetores de peso, o método
proposto permite a criacao de um cone de vetores de peso, que consiste em um conjunto
de vetores que define uma regiao especifica do espago dos objetivos. A definicao do cone de
vetores de peso € simples e intuitiva e sua implementagao exige uma pequena modificagao

no algoritmo de geragao de vetores de peso usuais.

O método proposto inicia com a gera¢ao de uma populacao inicial W = {w,...w;}
de t vetores no hiper-cubo [0, 1]* do espago RM utilizando uma amostra distribuida em um
hiper-cubo latino [141, 160] e que sao normalizados de modo que sua p—norma seja igual
a um, fazendo w = ﬁ Apos esta normalizacao é feito um ajuste em suas coordenadas
de modo a evitar a presenca de vetores no bordo do primeiro ortante do espaco R™. Em
seguida € calculada a matriz de distancias d; ; com a distancia euclidiana entre os vetores
distintos w; e w;, com 1 <14,j <t et # j. Aleatoriamente é escolhido um w; € W e ¢é
gerado um novo vetor w; pela adigdo de um vetor de perturbagao gaussiana ¢; de média zero

2 ou seja, Wi = w; +6; com §; = (8;1,...,0;n) € ;; € N(0,0?%) e é calculada

e variancia o
a distancia euclidiana d; entre o novo vetor w; e os demais vetores w; € W, 1 < j <t.
A atualizacao da populagao é feita da seguinte maneira: é removido o vetor do conjunto
W que maximiza a menor distancia entre o novo vetor w; e os demais vetores w; € W,
seguindo uma estratégia ES(u + 1, ). A fungdo de aptidao ¢ que guia este processo

evolutivo ¢ a soma das distancias entre os k vizinhos mais proximos.

O pseudo-codigo 4 apresenta o fluxo do algoritmo de geracao de vetores de peso e

em seguida sao apresentado os detalhes deste método de geracao de vetores de peso.

Inicializagao: Nesta etapa os parametros iniciais sao definidos.

1. Defina o nimero t de vetores de peso a serem criados
2. Defina o valor de p da p—norma que seré utilizada.

3. Defina o valor do gap ¢g. A fim de evitar a presenca de vetores de peso proximos do

bordo do primeiro ortante, as coordenadas w; de qualquer vetor w = (wy, ..., w;) na
populagdo inicial W = {w,..., w,} e dos demais vetores criados devem satisfazer
g<w; <1l—gyg (6.1)

Se w; < g faga w; = g e se w; > 1 — g faca w; = 1 — g. Fazendo g = 0 o método
produziré vetores de peso no bordo do primeiro ortante do espaco R da mesma

maneira que o método de Scheffé.

4. Defina o ntimero méaximo de iteracoes itermax e o numero de vizinhos K utilizado

na fungao de aptidao. Apods a realizagao de alguns testes o valor de k = 2 é sugerido.
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Algoritmo 4: Geracao de vetores de peso

input :O numero de vetores de peso t, o valor de p da p—norma, o valor do gap

g, o numero de vizinhos K e o niimero méximo de iteracoes.

output : O conjunto W de t vetores de peso.

/* Inicializag8o x/
1 iter < 0O;
2 W={wy,...w;}; /* Inicialize a populagdo de tamanho ¢ */
3 W; < |vf,"il'|p ; /* Normalize a populag&o W de modo que |w|, =1 */
4 w; <—gap(wz-) ; /* Ajuste as coordenadas w; dos vetores de peso de
acordo com o valor do gap g */
5 d;j < D(w;,w;) ; /* Calcule a disténcia entre w; e w; */
6 O(wW;) ; /* Avalie a fungio de aptidio para w; € W */
/* Ciclo evolutivo x/
7 while iter < itermaxr do
Escolha i em {1,...,n} aleatoriamente;
9 W, ¢~ W; + 0 ;
10 d; < D(w;, w;) ; /* Avalie a distincia entre w, e w; € W */
11 o(wh) ; /* Avalie a fungio de aptiddo de w, */
12 Sustitua o vetor pior avaliado w; de W por w;;
13 iter < iter + 1;
14 end while

Apos estabelecer os parametros iniciais, gere a populagao inicial W por meio de uma

amostra em um cubo latino. Normalize os vetores de W e verifique se suas coordenadas

satisfazem a inequagao (6.1), fazendo algum ajuste caso seja necessério. Depois calcule a

matriz de distancia d; ; entre os pares de vetores w; e w; e a fungao de aptidao de cada

vetor w;. A funcao de aptidao do vetor w; € W é dada pela soma das distancias de w;

aos seus K vizinhos mais proximos em W.

Ciclo Evolucionario: Enquanto o critério de parada nao for atingido repita os

passos a seguir:

1. Escolha aleatoriamente um vetor w; € W.

2. Gere o novo vetor

O vetor de perturbagao 9; é definido da seguinte maneira:

a) Determine a menor distancia d; i, entre w; e os outros vetores w; € W, i # j.

b) Calcule a penalidade o = (1 — t)a + tb com ¢t = —2— Em nossos testes foi
utilizado a = 1.5 e b=0.1.
c) Calcule 6; = (d;1,...,0im), onde J;; é uma variavel aleatoria com distribuigao

normal de média zero e variancia 07 = & X d; min, OU seja, 0;; ~ N(0,07). Esta
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Figura 37 — Dois conjuntos de vetores de peso no espaco R3 gerados pelo método proposto.
A linha vermelha representa a intersecao das superficies de p—norma constante
com o bordo do primeiro ortante.

escolha permite a adaptagao da mutacao de acordo com a vizinhanca do ponto.
Além disso ela favorece a exploragao do espacgo de busca no inicio do algoritmo

e a busca local no final do processo.
d) Normalize o novo vetor w; = (w;, ..., w;,) e verifique as condigdes g < wj; <
1 —g. Se w; < g faga wj; = g e se wj; > 1 — g faca wy; =1 —g.
3. Calcule a distancia euclidiana entre w} e os demais vetores w; € W,

4. Calcule a funcao de aptidao ¢(w;), w; € W.

5. Seja
Winin = argmin ¢(w;), w; € W (6.3)
j

Se ¢(W}) > ¢(Wynin) substitua w,,;, por w, em W e atualize a matriz de distancias

d; ;. Caso contrario descarte wy.

6. Atualize o contador de iteragoes.

A figura 37 apresenta dois conjuntos com ¢t = 200 vetores de peso cada um,
utilizando gap g = 0.1 e valores de p—norma iguais a um (figura 37a) e dois (figura 37b). A
linha vermelha presenta a intersecao das superficies de p—norma constante com o bordo do
primeiro ortante. Os vetores apresentados nestas figuras apresentam uma boa distribuigao,
sem a presenca de agrupamentos de vetores ou espacos vazios. A distancia do conjunto de

vetores ao bordo do primeiro ortante é regular e bem definida.
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6.2.1 Cone de vetores

Um cone de vetores de peso é um conjunto de vetores contidos na regiao interna
de um cone. O cone é definido por meio de um vetor de preferencias v que corresponde ao
eixo do cone e um angulo ¢ entre o eixo v e sua geratriz. Estes elementos sao ilustrados

na figura 38c.

A geracao de um cone de vetores no espaco RM requer poucas modificagdes no
algoritmo de geracao de vetores de peso: na fase de inicializagao, especifique o eixo v e o
angulo 6 que definem o cone de vetores. Apos a etapa de normalizacao dos elementos da
populacao calcule o angulo «a; entre um vetor w; e o eixo v do cone. Se «a; > 6 entao o
vetor w; esta na regiao exterior do cone e desta maneira sua funcao de avaliacao deve ser

penalizada da seguinte maneira:

Gp(Wi) = p(w;) — M x max{a; — 0,0} (6.4)

sendo M a dimensao do espaco, ¢,(w;) a funcao de aptidao penalizada e ¢(w;) a funcao

de aptidao original.

A figura 38c ilustra os elementos de um cone, destacando seu eixo, definido pelo
vetor v, e o angulo de abertura 6. A figura 38a mostra um cone de 20 vetores no espago
R? definido pelo eixo v = (0.3,0.5) e angulo § = 7/10 radianos, com norma euclidiana.
Na figura 38b esta presente um cone composto por 100 vetores no espaco R? utilizando a

norma euclidiana, definido pelo eixo v = (0.3,0.3,0.5) e angulo § = /20 radianos,

6.3 Analise do método proposto

A fim de verificar a aplicabilidade do uso do conjunto de vetores de peso gerados
pela nova metodologia dois experimentos foram realizados. O primeiro experimento procura
quantificar a qualidade do conjunto de vetores de peso gerados pelo método proposto
enquanto que o segundo experimento compara solugoes obtidas pelos algoritmos MOEA /D
e NSGAIII utilizando vetores de peso gerados pelo método de Scheffé e pelo método

proposto.

6.3.1 Experimento 1

Para verificar a regularidade da dispersao dos vetores de peso de um conjunto
W foi calculada a distancia entre cada vetor w; e seu vizinho mais proximo em trés
conjuntos de vetores de peso com mesma caracteristica, gerados de forma independente.
Em seguida foi calculada a média u, o desvio padrao o e o coeficiente de variagao de
Pearson C'V = o/u deste conjunto de distancias. Também conhecido como desvio padrao

relativo, o coeficiente de variagao de Pearson mostra a extensao da variabilidade em relagao
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Figura 38 — Os elementos de um cone e dois conjuntos de cones de vetores nos espacos R>

e R?

Dimensao (M):
Ntamero de vetores (t):
gap:

p-norma:

nimero de iteragoes:

5, 10, 20

250, 500, 750, 1000
0.05

2

6000

Tabela 1 — Parametros dos vetores de peso gerados nos experimentos realizados

a média da populagao. Em um conjunto de vetores igualmente distribuidos se tem que

o = 0 e portanto C'V = 0. Em uma distribuicao aleatoria de pontos o coeficiente de

variagao é maior do que 0.5.

As caracteristicas dos conjuntos de vetores de peso utilizados neste experimento

sao apresentadas na tabela 1 e os valores i, 0 e C'V obtidos sao apresentados na tabela 2.

Estes resultados indicam uma distribuicao homogénea dos vetores de peso gerados pelo
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Dimensao Pontos Média p@ Desvio padrao o CV

0.2493 0.0118 0.0472

250 0.2501 0.0140 0.0559

0.2514 0.0114 0.0452

0.1945 0.0124 0.0635

500 0.1961 0.0099 0.0503

R 0.1962 0.0107 0.0547
0.1698 0.0106 0.0623

750 0.1700 0.0102 0.0602

0.1696 0.0105 0.0620

0.1532 0.0102 0.0663

1000 0.1537 0.0103 0.0672

0.1540 0.0101 0.0655

0.5210 0.0145 0.0278

250 0.5233 0.0145 0.0277

0.5259 0.0150 0.0286

0.4515 0.0138 0.0305

500 0.4531 0.0142 0.0312

R10 0.4524 0.0144 0.0318
0.4141 0.0145 0.0351

750 0.4148 0.0138 0.0334

0.4149 0.0155 0.0373

0.3911 0.0146 0.0375

1000 0.3900 0.0141 0.0363

0.3909 0.0144 0.0367

0.7374 0.0117 0.0159

250 0.7422 0.0135 0.0182

0.7389 0.0146 0.0197

0.6792 0.0135 0.0198

500 0.6780 0.0137 0.0202

R20 0.6777 0.0134 0.0197
0.6437 0.0142 0.0221

750 0.6433 0.0143 0.0222

0.6433 0.0148 0.0230

0.6202 0.0145 0.0234

1000 0.6212 0.0145 0.0234

0.6201 0.0151 0.0243

Tabela 2 — Média, desvio padrao e coeficiente de variacao da distancia entre um vetor de
peso w; e seu vizinho mais préoximo em espacos de dimensao 5,10 e 20.
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Figura 39 — Boxplot da evolucao do valor médio da distancia entre um vetor de peso w; e
seu vizinho mais préoximo em espagcos de dimensao 5,10 e 20.

método proposto. Em todos os casos o valor médio da distancia entre um vetor e seu
vizinho mais préximo diminui com o aumento do nimero de vetores gerados e o desvio
padrao o é pequeno, com 0.01 < o < 0.015 exceto no segundo conjunto de vetores no
espaco R® com 500 vetores onde o = 0.0099 e o terceiro conjunto de vetores no espaco
R?] com 1000 vetores onde o = 0.0151.

A evolugao do valor médio da distancia entre um vetor ao seu vizinho mais préximo
nos espagos de dimensao 5,10 e 15 é ilustrada na figura 39. Os valores representados nesta
figura seguem um padrao bem definido: Nas primeiras iteracoes a distancia média é menor
e seu valor se estabiliza por volta da iteracao 2.000. Além disto o intervalo interquartil
também se reduz com o aumento do nimero de iteracoes. Em todos os blocos estao
presentes alguns outliers, principalmente acima do limite superior, mas sua quantidade

decresce, bem como sua distancia até a mediana.

Uma outra forma de verificar a qualidade da distribuicao dos vetores de peso
obtidos pelo método proposto é por meio da sua comparacao direta com um conjunto
de vetores gerados pelo método de Scheffé. Como neste método os vetores apresentam
uma distribuicao regular nao existe a formacao de agrupamentos de vetores ou regioes
do espago menos povoadas do que outras. Para fazer esta comparacao trés conjuntos de
vetores de peso foram gerados pelo método de Scheffé em espagos de dimensao 5, 10 e 20.
O niamero de vetores e os parametros utilizados em cada conjunto de vetores é apresentado

na tabela 3.

Para cada conjunto de vetores apresentado na tabela 3 foi gerado um conjunto
com a mesma quantidade de vetores de peso pelo método proposto e estes conjuntos
foram comparados pelo método agrupamento hierarquico (hierarchical clustering method

- |53]). Neste método dois agrupamentos de pontos proximos em uma dada itera¢ao sao



120 Capitulo 6. Geragdo de vetores de peso em algoritmos evolutivos

Y01 sn o [

2421 6121529 122 218172319 4131614 9 827112620 3 7 510253028

gL LT L

12201519 21418 53026 92224272516 813 62911 3 110 721 4172328

-

1.32

‘ l—‘—\
1.3F
1.28 -
1.26 -
1.24
20
122 R

2026 6243015 1 412 92813 32510 527172118 229 716 81914231122

Figura 40 — Dendrograma do processo de formagao de agrupamentos de vetores nos espagos
R5, R!9 e R,

reunidos em um agrupamento maior até que todos os elementos estejam agrupados em
um tnico grupo. Foi utilizado o método complete linkage como medida de distancia entre
agrupamentos. Em cada etapa do processo de aglomeracao dos pontos a distancia de fusao
utilizada para se definir a uniao de dois agrupamentos foi anotada. A distancia de fusao
informa a distancia minima entre dois agrupamentos em cada iteracao. Com estes valores
foi construido os dendrogramas apresentados na figura 40, que representam o processo de

formagao de agrupamentos.

A figura 41 apresenta os valores da distancia de fusao encontrada ao se fazer os
agrupamentos de vetores de peso gerados pelo método proposto nos espacos R?, R0 e
R2°. Uma vez que os vetores gerados pelo método de Scheffé apresentam uma distribuicao
regular, sua distancia de fusao segue um padrao de escada, com valores bem definidos.
Nos conjuntos de vetores gerados pele método proposto esta distancia de fusao segue uma
linha suave, porém proxima da curva em formato de escada tipica dos vetores gerados pelo

método de Scheffé, o que indica uma similaridade entre as distribuigoes.

A tabela 4 faz a comparacgao da distancia entre um vetor de peso w; e seu vizinho

dimensao pontos no bordo nimero de vetores

5 10 1001
10 5 2002
20 3 1540

Tabela 3 — Parametros utilizados na geracao de vetores pelo método de Scheffé
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Método de Scheffé

Método de Scheffé
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Figura 41 — Distancia de fusao entre agrupamentos de vetores nos espacos R?, R!% e R,
A escala horizontal indica o ordinal do conjunto de vetores de peso.

mais proximo, apresentando o valor médio, o desvio padrao e o coeficiente de variagao de
Pearson desta medida utilizando um conjunto de vetores gerados pelo método de Schefté e
o conjunto de vetores analisado pelo método de agrupamento hierarquico. Observe que no
método proposto a distdncia média entre vetores é menor, com desvio padrao e coeficiente

de variacao baixos.

A figura 42 faz uma comparagao entre um conjunto de 2002 vetores de peso no
espago R'? gerados pelo método de Scheffé (figura 42a) e o método proposto (figura 42b)
utilizando o CAP-vis. Os vetores gerados pelo método de Scheffé formam um padrao
regular, o que pode ser observado pela simetria do grafico de diagrama de cordas na trilha
A pela regularidade do grafico de coordenadas paralelas na trilha B e pela sobreposicao dos
pontos representados pelo mapeamento angular na trilha C do grafico 42a. Como os vetores
gerados pelo método proposto nao apresentam este padrao geométrico, a representagao

destes pontos nao apresenta qualquer tipo simetria ou regularidade. Entretanto, como pode
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(a) Vetores gerados utilizando o método de (b) Vetores gerados pelo método proposto.
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Figura 42 — Dois conjuntos de vetores de peso no espaco R!® gerados por diferentes
métodos.

ser observado no mapeamento angular presente na trilha C, este método é capaz de gerar
uma variedade mais rica de vetores, ocupando posi¢oes do espaco que eram negligenciadas
pelo método de Shceffé, que privilegia a regularidade da distribuicao dos vetores. Nos dois

conjuntos todos os vetores de peso w tém norma constante |w|; = 1.

Para ilustrar a geracao de cones em espacos de elevada dimensionalidade, dois cones
de vetores de peso foram gerados no espaco R, contento 1000 vetores de peso cada um,
considerando dois conjuntos de preferéncias definidos por um tomador de decisao. Estes

dois conjuntos de cones de vetores sao apresentados na figura 43 utilizando a ferramenta
CAP-vis.

O primeiro cone tem como eixo o vetor a hiper-diagonal v; = (1,...,1) e angulo de
abertura 0 = %ENTO). Este conjunto de vetores reflete a preferéncia por um equilibrio

dimensao  Método média p  desvio padrao o CV

5 Schefté 0.1414 0 0
Proposto  0.1355 0.0089 0.0657

10 Schefté 0.2828 0 0
Proposto  0.1676 0.0132 0.0789

20 Scheffé 0.4714 0 0
Proposto  0.2322 0.0138 0.0594

Tabela 4 — Média, desvio padrao e coeficiente de variagao de Pearson da distancia entre
um vetor de peso w; e seu vizinho mais proximo.
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(a) Cone de vetores com eixo viy. (b) Cone de vetores com eixo v

Figura 43 — Dois cones de vetores de peso no espaco R? com diferentes eixos.

entre os valores dos objetivos sem a presenca de solugoes extremas, onde alguns objetivos

tém um valor muito alto e outros um valor muito baixo.

O segundo cone reflete um problema onde o objetivo 5 tem mais importancia que os
demais. Esta informacao é incorporada na forma de pesos nas coordenadas do eixo vy do
cone. Desta forma a quinta coordenada o vetor vy € igual a 3 e as demais sao iguais a um,
ou seja, o eixo do segundo cone de vetores é definido pelo vetor vo = (1,1,1,1,3,1,1,1,1,1).
Como esta segunda situagao pretende explorar uma regiao mais especifica do espaco dos

arccos(1/+/10)

objetivos, o angulo de abertura deste cone ¢ definido como 6 = —— .

A figura 43a mostra o cone de vetores com eixo alinhado com a hiper-diagonal
do espago. O mapeamento angular presente na trilha C desta figura mostra que houve
uma boa distribui¢ao dos vetores de peso na regiao central do espago dos objetivos com a
presenca de vetores em todos os setores do gréafico e nao é observado vetores nas regioes

periféricas, proximos ao bordo do primeiro ortante.

A figura 43b mostra o cone de vetores onde o tomador de decisao estabelece uma
preferéncia pelo quinto objetivo. Nesta figura podemos observar que a maior parte dos
vetores de peso esta concentrada no setor 5 deste grafico o que mostra que de fato o cone
de vetores gerado reflete as caracteristicas definidas pelo tomador de decisao. Observe que
também estao presentes vetores nos demais setores, porém em menor quantidade. Estes
pontos correspondem a porgao do cone de vetores localizada na regiao central do espago

dos objetivos.

O uso dos cones de vetores em algoritmos de otimizagao que utilizam as técnicas
de decomposigao/agregagao faz com o que as preferéncias do tomador de decisao sejam

incorporadas no processo de otimizacao. Esta incorporacao aliada ao método de visualizagao
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CAP-vis facilita a anélise do problema e a escolha da soluc¢ao final, o que pode ser uma tarefa
desafiadora se esta escolha se realizar em um conjunto irrestrito de solugoes distribuidas

em todo o espago dos objetivos. e sem uma ferramenta de visualizacao adequada.

0.3.2 Experimento 2

Neste experimento foram utilizados os algoritmos MOEA /D e NSGAIII utilizando
vetores de peso gerados pelo método de Scheffé e pelo método proposto em 30 instancias
independentes. Foi utilizado o problema de benchmark pdMOPO02 nao dissimilar e sem
o uso da meta-variavel y descrita na equagao (4.9) com 3, 5 e 10 objetivos. Para cada
numero de objetivos foi definido um valor especifico da p-norma aplicada em cada funcao,
a saber [In(M)/In(2)] sendo M o numero de objetivos do problema. Desta forma as
Fronteiras Pareto deste problema estao localizadas em superficies de p-norma constante
com p igual a 2, 3 e 4 para os problemas com 3, 5 e 10 objetivos respectivamente. A
convergéncia da populagao é controlada pela fun¢ao g(x) descrita na equagao (4.5). Em
todos os experimentos foi utilizada uma populagao de 300 individuos. Cada problema tem
M + 9 varidveis e o nimero méaximo de geracoes é de 300 x M, sendo M o ntmero de

objetivos.

A qualidade das solugoes obtidas foi avaliada pelas métricas de Hiper-Volume (HV),
Inverted Generational Distance (IGD) e a Métrica de Distancia Radial (Radial Distance
Metric - RDM) proposta no capitulo 4 e estes valores estao reunidos na tabela 5. Os
resultados de cada algoritmo/técnica foram comparados utilizando o teste de hipoteses néo
paramétrico de Wilcoxon [158, 109], considerando como hipotese nula Hy a inexisténcia

de diferenca entre a distribuicao dos resultados.

A tabela 5 apresenta o valor médio e a variancia das métricas Hiper-Volume HV,
Inverted Generational Distance IGD e a Métrica de Distancia Radial RDM obtidas em 30
instancias dos algoritmos MOEA /D e NSGAIII utilizando vetores de peso gerados pelo
método de Scheffé (indicado por MOEA /D e NSGAIII) e pelo método proposto (indicado
por wv-MOEA /D e wv-NSGAIII). Para a métrica de HV o ponto de referéncia utilizado
foi o ponto Nadir da Fronteira Pareto do problema, a saber N = (1,...,1). Para a métrica
IGD foi gerada uma amostra da Fronteira Pareto com 100.000 pontos gerados pelo método
de Scheffé.

Para o ntimero de objetivos analisados os valores das métricas HV e IGD sao muito
proximos. Uma vez que estas métricas avaliam a convergéncia e a dispersao da populagao
estes resultados indicam que as solugoes obtidas sao similares, mas estatisticamente
diferentes com qualquer nivel de significancia «. A tabela 6 apresenta os p-valores do
teste nao paramétrico de Wilcoxon comparando as métricas HV, IGD e RDM obtidas nas
30 instancias de testes realizadas. Este teste procura verificar se existe alguma diferenga

estatisticamente significativa nos resultados obtidos em um mesmo algoritmo utilizando



6.3. Andlise do método proposto 125

diferentes metodologias de geracao de vetores de peso. Os p-valores encontrados indicam que
com qualquer nivel de significancia considerado nao se pode afirmar em uma equivaléncia
entre os métodos e os valores médios apresentados na tabela 5 indicam a superioridade do

método Scheffé de geracao de vetores de peso nas métricas utilizadas.

A tabela 7 apresenta os p-valores do teste nao paramétrico de Wilcoxon comparando
as métricas HV, IGD e RDM obtidas nas 30 instancias de testes realizadas. Este teste
procura verificar se existe alguma diferenca estatisticamente significativa nos resultados
obtidos em um mesmo método de geracao de vetores de peso utilizando diferentes algoritmos.
Os p-valores encontrados indicam que com qualquer nivel de significancia considerado nao
se pode afirmar em uma equivaléncia entre os algoritmos e os valores médios apresentados
na tabela 5 indicam a superioridade do algoritmo NSGAIII segundo as métricas utilizadas.
Os p-valores idénticos obtidos para o método de Scheffé em problemas de 3 e 5 objetivos
se deve & homogeneidade dos resultados obtidos pelo algoritmo NSGAIII nestas instancias

como pode ser verificado pela ordem de grandeza das variancias apresentada na tabela 5.

As figuras 44 a 48 ilustram os resultados obtidos em instancias aleatoérias dos
algoritmos MOEA /D e NSGAIII utilizando vetores de peso gerados pelo método de Scheffé
e pelo método proposto no problema pdMOP02 com 3, 5 e 10 objetivos. Uma vez que os
algoritmos que utilizam a estratégia de decomposi¢ao/agregacao distribuem as solugoes
obtidas alinhadas aos vetores de peso, as solucoes obtidas pelos algoritmos que utilizam
o método de Scheffé apresentam uma distribuigao regular bem caracteristica, dispostas
em um padrao do tipo “grade”. Esta distribuicao é ilustrada nas figuras 44a, 44c, 45a,
45c, 47a, 46a, 46¢ e 48a. Entretanto este padrao na distribuicao dos pontos tem um efeito

danoso, que é a presenga de regioes do espago vazias de solugoes como pode ser observado

Objetivos Algoritmo HV IGD RDM

wvMOEAD  7.641e-01 (2.489e-05)  2.900e-02 (1.098e-07)  2.860e-05 (2.989¢-10)

3 MOEAD  7.706e-01 (3.615e-06)  2.901e-02 (2.184e-08)  1.192e-05 (1.084e-10)
wvNSGAIIT  7.633e-01 (1.886e-06)  2.842e-02 (3.144e-08)  5.493e-07 (1.800e-12)
NSGAIIT  7.739e-01 (2.432¢e-11)  2.866e-02 (5.884e-12)  1.127e-10 (3.555e-21)
wvMOEAD  1.060e+00 (1.932e-05)  1.753e-01 (3.890e-07)  7.630e-05 (9.094e-10)

5 MOEAD  1.078e+00 (8.007e-06)  1.713e-01 (5.347e-09)  1.348e-05 (2.286e-10)
wvNSGAIIT  1.057e+00 (4.923e-06)  1.717e-01 (3.877e-07)  8.354e-06 (3.446e-10)
NSGAIIT  1.056e+00 (4.256e-07)  1.968e-01 (8.267e-12)  5.539e-09 (5.131e-16)
wvMOEAD  2.054e+00 (1.634e-04)  5.037e-01 (1.640e-06)  2.762e-04 (7.820e-09)

10 MOEAD  2.083e+00 (8.077e-04)  4.963e-01 (9.851e-07)  1.738e-04 (4.261e-08)
wvNSGAIIT  1.983e+00 (1.178e-02)  5.182e-01 (2.326e-03)  3.513e-04 (6.182e-08)
NSGAIIT  2.059e+00 (7.237e-03)  5.345e-01 (4.361e-03)  6.376e-05 (1.029¢-08)

Tabela 5 — Valores médios e variancia das métricas Hiper-Volume (HV), Inverted Gene-
rational Distance (IGD) e a Métrica de Distancia Radial (RDM) obtidas em
30 instancias dos algoritmos MOEA /D e NSGAIII utilizando vetores de peso
gerados pelo método de Scheffe (MOEA /D e NSGAIII) e pelo método proposto
(wv-MOEA /D e wv-NSGAIII)
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Objetivos  Algoritmo HV IGD RDM
MOEAD 2.668¢-09 2.009e-01 2.878e-06

3 NSGAIIT 3.020e-11 8.485e-09  3.020e-11
5 MOEAD 3.020e-11 3.018e-11 2.370e-10

NSGAIIT 2.439e-03 3.020e-11  3.020e-11
10 MOEAD 7.043e-07 3.018e-11 1.336e-05

NSGAIIT 1.407e-04 1.188e-01 5.967e-09

Tabela 6 — p-valores para o teste de Wilcoxon pareado para as métricas utilizadas nos
algoritmos MOEA /D e NSGAIII com as diferentes metodologias de geragao de
vetores de peso

nos graficos de mapeamento angular do CAP-vis. Este fendmeno ¢ mais evidente quando
observado nos graficos de coordenadas paralelas. Em particular, na figura 48a observa-se
uma auséncia de solugoes no intervalo 0.2 < x; < 0.7 em todos os objetivos. Tal fendmeno
nao ocorre quando o conjunto de vetores de peso é constituido de pontos quase igualmente
espagados como pode ser observado nas figuras 47b e 48b e no mapeamento angular do
grafico CAP-vis dos problemas que utilizaram o método apresentado neste trabalho para

a geracao de vetores de peso.

A falta de diversidade de solugoes pode ser contornada com o aumento da populacao,
mas em problemas com muitos objetivos o crescimento da populacao nao é regular uma
vez que esta apresenta um crescimento combinatério e desta forma seu tamanho pode
se tornar tao grande que inviabilize o processo de otimizacao em um tempo razoavel.
Este problema nao esta presente no método de geracao de vetores de peso proposto neste

trabalho, uma vez que o tamanho da populacao pode ser definido sem restri¢oes.

Apesar da inferioridade estatistica observada na comparacao das métricas de
avaliacao das solucoes utilizadas, as solugoes obtidas utilizando o método de geracao de

vetores de peso proposto apresentam boas medidas de convergéncia e dispersao das solugoes,

Objetivos  Algoritmo HV IGD RDM
3 Scheffé 3.018e-11 3.018e-11 3.018e-11
WV 1.273e-02  4.616e-10 3.020e-11
5 Scheffé 3.020e-11  3.018e-11 3.018e-11
WV 4.637e-03  3.020e-11  3.474e-10
10 Scheffé 2.052e-03 4.111e-07 3.563e-04
WV 5.573e-10  1.442e-03 5.592e-01

Tabela 7 — p-valores para o teste de Wilcoxon pareado para as métricas utilizadas nos
algoritmos MOEA /D e NSGAIII com as diferentes metodologias de geracao de
vetores de peso
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(a) Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.
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(¢) Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.

(b) Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

?('* *
*
. R Ts
* K * * * *
* *
KOk KT K
- * L x F
* ¥ % * X P
1 * e Forox % ok
*
% % * * x x ¥ *
Xk ¥ e *ox XX
0.8 - * * K e * * * ¥
* ok * « N * o *
*
* *
0.6 *x % * ¥ * ¥
X * * * * * « ¥
* * * . * %
wr P v x
* *
0.4 * * * X * *
g ¥ ¥ * * . * ok . *
* * * * * * *
* ox K * x % ¥ * . * *
* o * * * * * *
0.2 P * * * . Xk x * ox K K
* 7 ok ¥ ook * % " * “ P
Kok Lk L " * . ox * ' * *****it
* ¥
Ok % 4 & * * X * * R IRAEN
0 *\x*\: o + * % * * s ox oy K ‘*/x)" 0
> * *
S« * * % % ¥k * //
0.2 * * - 0.2
- S * ok ok K ¥ x ¥ < -
04 T~ — 4
> <
06 T~ " 06
0.8 \\// 0.8
11

(d) Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

Figura 44 — Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D e NSGAIII para o problema pd-
MOPO02 com valor de p-norma igual a 2 e 3 objetivos.

além de apresentarem uma diversidade de solu¢oes muito maior nos casos analisados e de

nao apresentar limitagoes de tamanho de populagao, o que faz deste método uma alternativa

viavel e vantajosa ao método de Scheffé de geracao de vetores de peso, principalmente em

problemas com muitos objetivos.

6.4 Consideracdes finais

Os algoritmos de otimizag¢ao multiobjetivo que utilizam a técnica de decomposi-

¢ao/agregacao sao indiscutivelmente superiores aos métodos que utilizam o critério de

dominancia de Pareto como instrumento de atualizacao da populacao entre iteragoes

seguidas em problemas com mais do que dois objetivos. Entretanto a geragao dos vetores

de peso ¢é limitante da aplicacao desta classe de algoritmos uma vez que o ntmero de
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(a) Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D (b) Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé- utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé. todo proposto.

(¢) Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGAIIIL (d) Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé- utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé. todo proposto.

Figura 45 — Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D e NSGAIII para o problema pd-
MOPO02 com 5 objetivos
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(a) Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D (b) Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé- utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé. todo proposto.

(¢) Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGAIII (d) Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGAIIIL
utilizando vetores de peso gerados pelo mé- utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé. todo proposto.

Figura 46 — Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D para o problema pdMOP02 com
10 objetivos



130 Capitulo 6. Geragdo de vetores de peso em algoritmos evolutivos

A
AN I\ /
AN Y,
o8 \‘\\.\\‘v'//;;l).////%ﬂ\\x\\\‘ l/i({?///
7 AR .

Coordinate Value
o
o
Coordinate Value

A\ s
SR\ X L
X ""t:\ \‘\"’,”," SN BIN /ip

1 2 3 4 5
Coordinate Coordinate
(a) Solugdes obtidas pelo algoritmo NSGAIII (b) Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé- utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé. todo proposto.

Figura 47 — Coordenadas paralelas das solucoes obtidas pelo algoritmo NSGAIII para o
problema pdMOP02 com 5 objetivos
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(a) Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D (b) Solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé- utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé. todo proposto.

Figura 48 — Coordenadas paralelas das solugoes obtidas pelo algoritmo MOEA /D para o
problema pdMOPO02 com 5 objetivos

vetores de peso cresce de forma binomial com o niimero de objetivos o que provoca um
crescimento indesejado e desnecessario do tamanho da populacao ou a nao representacao
de algumas regioes do espago dos objetivos com a limitagao do niimero de vetores de peso.
Muito esfor¢o por parte da comunidade cientifica é empregado na superagao deste dilema
e a proposta de geragao de vetores de peso e de cones de vetores de peso apresentada neste

capitulo faz parte deste movimento.

Os experimentos realizados mostraram que o método proposto apresenta bons
resultados e é uma alternativa viavel para a geracao de vetores de peso no primeiro ortante
do espago dos objetivos. Além disto, a geragao de cone de vetores de peso é um método

sem precedentes na literatura e serd determinante na exploracao de regioes de interesse do
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espaco dos objetivos. Este tema seréd tratado no capitulo 7.

Os métodos de geracao de vetores de peso apresentados neste capitulo foram
implementados em MATLAB e copias destes algoritmos ( Weight Vector Generator —
WVG.m e cone-Weight Vector Generator — coneWVG.m) estao disponiveis para download
no site do MINDS (http://minds.eng.ufmg.br/) e no github (https://github.com/

ivanreirnaldo/WVG)


http://minds.eng.ufmg.br/
https://github.com/ivanreirnaldo/WVG
https://github.com/ivanreirnaldo/WVG
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[ Incorporacdo de regido de interesse em pro-

blemas de otimizacdo multiobjetivo

7.1 Introducdo

Um algoritmo de otimizagao multiobjetivo (MOEA) genérico apresenta como
solucao de um problema de otimizacao um conjunto de pontos no espago de decisao
cuja imagem no espago dos objetivos consiste em uma aproximacao de toda a Fronteira
Pareto do problema. Uma das caracteristicas esperadas deste conjunto solucao é a sua
distribuicao na Fronteira Pareto do problema que deve ser uniforme e conter pontos em
toda a superficie. Um conjunto de solugoes que apresente um agrupamento de pontos em
uma regiao e poucas solugoes em outra parte da Fronteira Pareto é claramente inferior a
um conjunto de solugoes com uma distribuicao de pontos equilibrada em toda a extensao

da Fronteira Pareto.

Encontrar um conjunto de solu¢oes bem distribuido e suficientemente proximo da
Fronteira Pareto de um problema de otimizacao multiobjetivo é uma tarefa dificil e em
alguns casos ineficaz, como por exemplo as solugoes extremas localizadas no bordo da
Fronteira Pareto citadas no capitulo anterior. Um outro desafio presente em problemas
multiobjetivo é a escolha de uma solucao em particular entre as vérias alternativas oferecidas

pelo otimizador.

Por este motivo muitos algoritmos de otimizacao multi-objetivo baseados em
preferencias sao apresentados na literatura especializada [108, 127, 90, 161, 154, 137].
Estes algoritmos sao projetados para obter solucoes localizadas em uma regiao especifica
do espago dos objetivos, usualmente chamada de Regido de Interesse (ROI). Este tipo
de MOEA apresenta uma estratégia intermediaria em otimizagao multiobjetivo: alguma
informacao a priori é necessaria para definir a ROI e apds a determinacao das solugoes pelo
otimizador o tomador de decisao seleciona a solugao satisfatoria a posteriori ou reinicia
o procedimento de otimizacao ajustado a ROI em um processo iterativo. Uma revisao
atual do estado da arte da incorporacao de preferéncias do decisor em otimizagao evolutiva

multiobjetivo é apresentada por Bechikh et al. [9].

A determinagao de uma ROI a priori faz uso do conhecimento prévio do problema
por parte do tomador de decisao que pode desta forma definir um conjunto de preferéncias
para as solucoes a serem obtidas pelo otimizador, reduzindo o custo computacional do

processo de otimizacao e o tempo empregado na escolha do conjunto de solucoes finais.

A maneira de como o tomador de decisao expressa suas preferéncias em um problema
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de otimizagao pode ser feito de trés maneiras [103, 49]:

Abordagem a priori: As preferéncias do decisor sao definidas antes do processo de
otimizagao [108, 90, 49].

Abordagem a posteriori: O decisor é consultado apds o processo de otimizacao, onde

lhe ¢ apresentado todo o conjunto de solugoes [15].

Abordagem interativa: Ocorre uma ou mais consultas ao decisor durante o processo
de otimizagao |14, 104].

Uma estratégia de incorporagao das preferéncias do decisor no processo de otimiza-
¢ao muito utilizada ¢ o método Achievement Scalarizing Functions (ASF) [157, 103, 113].
Em uma ASF o tomador de decisao especifica um ponto de referéncia P e o otimizador
privilegia a busca por solucoes préximas a este ponto. Existem diversas formas de se
definir uma ASF, inclusive pela definicao de novas relagoes de dominéancia, tais como a
g—dominéncia [108] ou a r—dominéancia [128]. Os algoritmos R-NSGAII [33], Light beam
search [32], dentre outros [143, 49] utilizam esta técnica. Uma deficiéncia deste método
¢é a falta de precisao na determinacao da ROI, que é definida pela proximidade entre a
populacao e um ponto de referéncia P. Desta forma a extensao da ROI depende da posicao

relativa entre o ponto P e a Fronteira Pareto do problema.

Uma outra forma de incorporacao a priori das preferéncias do decisor é por meio
dos vetores de peso. Mohammadi et al. [107] utilizam uma ASF para atualizar os vetores
de peso seguindo as preferencias do decisor. Liu et al. [89] apresentam uma variagao do
algoritmo MOEA /D e definem as preferéncias do decisor por meio de um ou mais vetores de
peso, gerados de forma usual e que sao atualizados durante o processo evolutivo. Durante
este processo, consultas sao realizadas ao tomador de decisao que verifica a qualidade das

solugoes correntes e as orienta segundo um conjunto de preferéncias.

Cheng et al. [16, 18] apresentam o Reference Vector Guided Evolutionary Algorithm
(RVEA). Este algoritmo utiliza a estratégia de decomposigao/agregagao. A fungao de
agregacao utiliza a distancia angular penalizada (APD) e os N vetores de peso sao
atualizados a cada iteracao t por meio da transformagao

Vo, © (zF — zy37)

[V, o (2134 — zi37||

(7.1)

Vitl: =

sendo 1 <4 < N, zi{'T" e z/}%" os vetores com os valores minimos e maximos de cada

objetivo na iteragao t+ 1, vo; os vetores de peso na primeira itera¢ao (gerados pelo método

de Scheffé) e o operador o sendo o produto de Hadamard !

1" Se A =[a;;] e B = [b;;] sdo duas matrizes de mesma ordem entdo Ao B = C = [¢; ;] com ¢; ; = a; ;-b; ;.
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A articulacao das preferéncias do decisor é feita pela definicao de um vetor v, e

um fator de escala r com 1 < r < 1, utilizando a transformagao

oo Vit (1—r)v, (7.2)
C v+ (=)

sendo v, o vetor do novo conjunto de vetores de peso, v; um vetor do conjunto de vetores
de peso original gerados pelo método de Scheffé e v. o vetor de preferéncias definido pelo
tomador de decisao. Os vetores gerados pelas transformacoes (7.1) e (7.2) tém p—norma
constante igual a um, com p = 2, ou seja, estao contidos em uma esfera de raio 1 no espaco

dos objetivos.

A combinagio convexa definida pela equagao (7.2) é uma contracgao. Portanto o
vetor v, é um ponto fixo e o novo conjunto de vetores de peso nao é simétrico em relacao
a este vetor, que mantém sua posicao relativa no novo conjunto de vetores. Desta forma,
se v, estd proximo do bordo do espago dos objetivos entao v, estara proximo do bordo do
conjunto de vetores transformados v/. Este desequilibrio reduz a diversidade das solugoes
obtidas pois se espera uma simetria entre o vetor de preferéncias e o conjunto de solugoes

apresentadas pelo otimizador.

7.2 Meétodo Proposto

Esta se¢ao apresenta uma metodologia de incorporacgao de preferéncias do decisor em
algoritmos de otimizac¢ao multiobjetivo que utilizam a técnica da decomposigao/agregagao.
A metodologia proposta define a ROI como sendo a intersegao entre a Fronteira Pareto do
problema e um cone de vetores. O conjunto de preferéncias do decisor é representado pelo
vetor v que define o eixo do cone e o angulo # entre o vetor v e a geratriz do cone define a

extensao da regiao de interesse.

Uma vez que as fungoes de agregacao utilizam a informagao da posicao relativa
de um ponto no espaco dos objetivos para sua avaliacao, além do cone de vetores C que
define a ROI é necessaria a criagao de cones de vetores auxiliares C;. Em cada vetor da
base canoénica e; é criado um cone auxiliar C; tendo este vetor como eixo do cone. Os
vetores destes cones auxiliares sdo restritos ao primeiro ortante do espaco RM. Cada cone
C; tem uma quantidade reduzida de vetores e um pequeno angulo de abertura 6. Por
exemplo, se esta metodologia for aplicada no algoritmo MOEA /D, sugerimos que cada

cone auxiliar C; tenha o mesmo tamanho da vizinhanga B(7) definida neste algoritmo.

A metodologia de exploracao de uma ROI por meio de um algoritmo evolutivo que

utilize a técnica de decomposigao/agregagao pode ser resumida da seguinte forma:

e Defina a ROI utilizando um cone de vetores C. Nesta etapa o tomador de decisao
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define um vetor de preferéncias v que por sua vez define o eixo do cone de vetores

de preferéncia. Este vetor pode ser definido de varias maneiras:

1. As componentes deste vetor podem refletir o valor nominal desejado pelo

tomador de decisao para cada um dos objetivos;

2. O tomador de decisao pode estabelecer um vetor de pesos para cada objetivo.
Por exemplo, em um problema com cinco objetivos O primeiro o e terceiro
objetivos podem ter o dobro de importancia que os demais. Neste caso o vetor

que define as preferencias do decisor ¢ v = (2,1,2,1,1).

3. O decisor pode utilizar alguma técnica de atribuicao de pesos para os objetivos,
tais como a SWARA [72]

O angulo 6 de abertura deste cone define a diversidade das solugoes a serem obtidas:
se por um lado um valor pequeno de € torna a escolha da solu¢ao muito restrita, um
valor grande de 6 definira uma diversidade de solugdes muito grande, que contradiz

o conceito de Regiao de Interesse.

e Escolha o algoritmo evolutivo. Uma vez que esta técnica consiste na substituicao
do conjunto de vetores de peso original pelo cone de vetores C e os cones auxiliares
C;. 1 <i < M, qualquer algoritmo evolutivo que utilize a técnica de decomposi-
¢ao/agregagao pode ser utilizado. O nimero de vetores nos cones auxiliares pode

variar entre diferentes algoritmos.

e Substitua o conjunto de vetores de peso utilizado pelo algoritmo escolhido pelo
cone de vetores C e pelos cones auxiliares C;. 1 <17 < M. Nenhum outro ajuste no

algoritmo é requerido.

Para ilustrar o uso desta técnica foi realizado um experimento considerando trés
vetores vy, vs e v representando preferencias com diferentes caracteristicas e trés angulos
de abertura 61, 03 e 03 que irao representar diferentes extensoes da ROI para cada vetor de
preferéncia, obtendo desta forma nove tipos deferentes de cones de vetores. As especificacoes

destes vetores e angulos sao apresentadas na tabela 8

Vetor Angulo de abertura do cone
vi=(1,...,1) 01 =0.05 x ©
vo=(3,1,...,1) f;=0.15 x ©
vy =(1,3,...,3) 03 =025 x ©

Tabela 8 — Caracteristicas dos eixos v; e angulos de abertura ; dos cones de preferéncias
utilizados nos experimentos

O vetor v; corresponde a hiper-diagonal do primeiro ortante do espaco dos objetivos.

Para um problema onde [0, 1] é o menor intervalo de variagao dos valores das solugoes de
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cada objetivo, este vetor representa o desejo do decisor de obter solucoes equilibradas, onde
nenhum objetivo tem um valor extremo, préoximo de zero ou de um. Se o problema tem
objetivos dissimilares, sua normalizagao neste intervalo faz com que este vetor represente
solucoes com as mesmas caracteristicas, porém considerando o intervalo de variacao de
cada objetivo. O vetor vy corresponde a um conjunto de preferéncias onde o primeiro
objetivo tem mais importancia que os demais objetivos. Desta forma lhe foi atribuido
o peso 3 enquanto que os demais tém peso 1. Esta situagao corresponde ao desejo do
tomador de decisao em encontrar solugoes onde o primeiro objetivo tem um valor maior do
que os demais. Geometricamente o cone de vetores ficara mais proximo do primeiro vetor
e, da base canodnica do espaco dos objetivos RM. No vetor vs esta situacao se inverte: o
primeiro objetivo tem menor importancia que os demais. Geometricamente este cone de
vetores ficaréd mais afastado do primeiro vetor e; da base canénica do espago dos objetivos
RM,

A escolha dos angulos de abertura 6; tem como referéncia o angulo © entre a
hiper-diagonal d = (1, ..., 1) do espago dos objetivos e os vetores e; da base canoénica do
espaco dos objetivos RM | que vale © = arccos (ﬁ) Cada angulo de abertura 6; é definido
pelo produto deste angulo © por um fator de redugao. Desta forma, o angulo de abertura
0, iré definir um cone que “avista” uma regiao na Fronteira Pareto do problema cujo
diametro é de aproximadamente 10% do angulo entre a hiper-diagonal d e algum dos eixos
e; da base canonica do espaco dos objetivos RM. A mesma descricao vale para os outros
angulos 0, e 05, porém com angulo de visada iguais a 30% e 50% respectivamente. Esta
escolha de angulos ira gerar ROI's com diferentes caracteristicas (restrita, intermediaria e
ampla respectivamente).

Os experimentos foram realizados em problemas com 3, 5 e 10 objetivos. Foi
log(M)

log(2)
objetivos, por ser o problema proposto adequado a Otimizacao Multiobjetivo e com Muitos

Objetivos.

selecionado o problema pd-MOP02 com norma igual a | 1, sendo M o ntmero de

Os resultados foram analisados sob dois aspectos: a pertinéncia das solugoes na
ROI, a convergéncia da populacao na Fronteira Pareto de cada ROI e diversidade. A
pertinéncia das solucoes na ROI foi medida pela contagem das solugoes que atingiram a
regiao de interesse definida e sua vizinhanca. Foram consideradas duas vizinhancas para

cada ROI. Cada vizinhanga é definida da seguinte forma:

e Seja C o cone definido pelo eixo v; e angulo 6;;

e Sejam C; e C, os cones definidos pelo eixo v; e angulos 6, e 0, respectivamente,

sendo

0j<9a§1-1><9j<6b§1-2><9j
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e A primeira vizinhanca, denotada por R1, é o lugar geométrico dos pontos que estao
no cone C; mas nao estao no cone C. A segunda vizinhanga, denotada por R2, é
o lugar geométrico dos pontos que estao no cone Cy mas nao estao no cone Cj (e

consequentemente nao estao no cone C).

Como a segao transversal do cone de vetores ¢ um circulo, a sua interse¢ao com a
Fronteira Pareto serd uma superficie cujo bordo é curva suave e fechada em um problema
com trés objetivos com Fronteira Pareto conexa. Nesta situagao, as vizinhangas R1 e R2
correspondem a anéis concéntricos envolvendo esta superficie. A espessura de cada um
destes anéis corresponde a um angulo de visada de 10% do angulo que define o cone de

vetores.

A convergéncia dos pontos na ROI sera medida pelas métricas IGD e RDM. A
métrica IGD requer uma amostra da Fronteira Pareto e ¢é sensivel & qualidade desta
amostra. Para produzir resultados de melhor qualidade, a amostra da Fronteira Pareto
seré feita por meio de um cone de vetores de peso com as mesmas configuragoes de cada
ROI. Cada uma desta amostra foi composta por 800 vetores com a mesma norma dos

pontos da Fronteira Pareto.

Nos experimentos foram utilizados os algoritmos NSGA-IIT e MOEA /D, sendo
que neste ultimo foram implementadas as melhorias descritas no capitulo 2. Em todas as
simulagoes foi utilizada uma populacao de 300 individuos e consideradas 1eb avaliagoes de
funcao objetivo como critério de parada. Foram utilizados os operadores genéticos usuais
(recombinagao SBX e mutagao polinomial) e a fungao PBI como técnica de agregagao.
Foram executadas 30 instancias de teste para cada algoritmo. Foram considerados dois
cenarios: O primeiro deles considera o uso dos cones de vetores de peso no processo de
decomposicao/agregacao. Os resultados obtidos estdo agrupados nas linhas indicadas pelos
algoritmos coneMOEA /D e coneNSGA-III. O segundo cenario considera uma selegao
a posterior: das solugoes em cada ROI e vizinhancas, obtidas por meio dos algoritmos
MOEA /D e NSGA-III utilizando o conjunto de vetores de peso gerados pelo método usual
(Scheffe).

As tabelas 9 a 11 apresentam os resultados obtidos. A coluna IGD e RDM apresen-
tam o valor médio das métricas IGD e RDM das solugoes obtidas na ROI nas 30 instancias
realizadas em cada cenario. A coluna #ROI mostra o valor médio do niimero de solugoes
que foram obtidas na ROI. As colunas RDM R1 e RDM R2 apresentam o valor médio da
métrica RDM nas vizinhangas R1 e R2 e as colunas # R1 e # R2 indicam o valor médio
do ntimero de solugoes que foram encontradas em cada uma destas vizinhangas. Se nao
foi encontrada solugao em uma regiao especifica, sua métrica seré indicada por x e sua

contagem de pontos serd igual a zero.

Os resultados obtidos mostram claramente a superioridade da abordagem a priori
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MOEA IGD RDM # ROI RDM R1 # R1 RDM R2 #R2
vl
3 objetivos
coneMOEA /D 4.105e-03  3.222¢-03 269 3.241e-03 31 * 0
coneNSGAIIT  1.995e-03 4.275e-05 294 8.987e-05 5.2 1.835e-03 04
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0
5 objetivos
coneMOEA /D 2.410e-02  9.725e-03 268 9.733e-03  32.0 * 0
coneNSGAIII  2.041e-02 1.272e-04 292.9 1.871e-04 7.1 * 0
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0
10 objetivos
coneMOEA /D 7.158e-02 8.395e-03  211.2  8.415e-03 749 9.210e-03 12.3
coneNSGAIIT  6.363e-02 2.996e-04  281.1  3.715e-04 8.9 * 0
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0
v2
3 objetivos
coneMOEA /D 6.133e-03  5.384e-03  254.6  5.397¢-03 27.6  5.403e-03 17.9
coneNSGAIIT  1.969e-03 1.041e-05  296.6  4.114e-05 2.7 6.799e-06 0.2
MOEA/D * * 0 2.103e-03 3 * 0
NSGAIII * * 0 9.273e-06 2 * 0
5 objetivos
coneMOEA /D 3.310e-02  9.450e-03  229.6  9.367e-03 54.2  9.287e-03  16.1
coneNSGAIIT  2.825e-02 4.383e-05 295.6  8.701e-05 4.2  5.676e-03  0.07
MOEA/D 8.009e-02  1.994e-03 1 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0
10 objetivos
coneMOEA /D 6.064e-02  7.030e-03  155.7  6.993e-03 84.3  6.936e-03 37.6
coneNSGAIIT  5.115e-02 1.476e-04  235.7  3.051le-04 13.73 9.062e-04 0.6
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0
v3
3 objetivos
coneMOEA /D 5.562e-03 4.818e-03  261.5  4.823e-03  26.8  4.825e-03 11.7
coneNSGAIIT  1.973e-03 2.311e-05  295.7  6.040e-05 4.2 1.051e-03  0.07
MOEA/D 4.104e-02  2.002e-03 1 * 0 * 0
NSGAIII 3.739e-02  8.589e-07 1 * 0 * 0
5 objetivos
coneMOEA /D 2.295e-02 9.008e-03  251.1  8.991e-03  48.7 6.956e-03 0.2
coneNSGAIIT  1.957e-02 1.355e-04 2924  1.757e-04 7.5 1.471e-03  0.07
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0
10 objetivos
coneMOEA /D 6.734e-02 8.501e-03  217.7  8.547e-03 65.2 8.676e-03 7.2
coneNSGAIIT  6.255e-02 2.861e-04  251.8  3.828e-04 8.2 * 0
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0

Tabela 9 — Valores médios das métricas IGD e RDM obtidas nos experimentos para os
cones definidos pelo angulo de abertura 61
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MOEA IGD RDM # ROI RDM R1 # R1 RDM R2 +# R2
vl
3 objetivos
coneMOEA /D 8.270e-03  4.307e-03  267.5  4.363e-03  32.5 * 0
coneNSGAIIT  5.885e-03 5.353e-05  297.1  7.893e-05 2.6  4.414e-03 0.2
MOEA/D 4.446e-02 2.311e-03 6 * 0 2.353e-03 6
NSGAIII 4.420e-02  4.022e-07 6 * 0 1.884e-07 6

5 objetivos

coneMOEA /D 4.949e-02  6.340e-03 262 6.350e-03  38.0 * 0
coneNSGAIIT  4.694e-02 1.753e-04 2959  3.398e-04 4.1 * 0
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0

10 objetivos
coneMOEA /D 1.979e-01 1.193e-02  197.2  1.194e-02 100  1.210e-02 2.8

coneNSGAIIT  1.855e-01 3.951e-04 276 4.041e-04  3.967 * 0
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0

v2

3 objetivos

coneMOEA /D 7.599¢-03 3.585e-03  272.1  3.645e-03  27.9 * 0

coneNSGAIIT  5.887e-03 2.165e-05  297.5  4.549e-05 2.5 * 0
MOEA/D 3.114e-02  2.062e-03 12 1.787e-03 2 * 0
NSGAIII 3.298e-02  2.747e-06 11 1.702e-07 3 * 0

5 objetivos

coneMOEA /D 4.512e-02  5.620e-03  249.3  5.477e-03  50.7 * 0

coneNSGAIIT  4.299e-02  8.405e-05  294.8  3.392e-04 5.133 3.501e-05  0.07
MOEA/D 1.589e-01  1.994e-03 1 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 4.793e-06 1

10 objetivos
coneMOEA /D 1.649e-01  8.580e-03  208.5  8.265e-03 86.53  8.226e-03 5
coneNSGAIIT  1.721e-01  1.208e-03  205.3  1.603e-03  24.2  2.639e-03 1.8

MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0
v3

3 objetivos

coneMOEA /D 7.650e-03  3.802¢-03  273.2  3.833¢-03  26.8 * 0

coneNSGAIIT  5.912e-03 5.716e-05 296.1  1.052¢-04 3.9 * 0
MOEA/D 3.719¢-02  2.078e-03 8 * 0 2.237e-03 2
NSGAIII 3.674e-02  1.388e-06 8 * 0 1.784e-06 5

5 objetivos

coneMOEA /D 4.829¢-02 5.680e-03  259.8  5.658¢-03  40.2 * 0

coneNSGAIIT  4.603e-02 1.752e-04  295.8  4.079¢-04 4.2 * 0
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0

10 objetivos
coneMOEA /D 1.948e-01 1.077e-02 191.6  1.073e-02 105.7 1.050e-02 2.7

coneNSGAIIT  1.831e-01 6.276e-04  251.5 7.276e-04  8.533 * 0
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0

Tabela 10 — Valores médios das métricas IGD e RDM obtidas nos experimentos para os
cones definidos pelo angulo de abertura 62
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MOEA IGD RDM #ROI RDMR1 # R1 RDMR2 # R2
vl
3 objetivos
coneMOEA /D 1.131e-02  3.232¢-03  267.1  3.330e-03  32.9 * 0
coneNSGAIIT  9.718e-03 4.147e-05 297.6  5.495e-05 24 * 0
MOEA/D 4.120e-02  2.338e-03 18 2.353e-03 3 2.271e-03 6
NSGAIII 4.106e-02  1.160e-06 18 5.163e-06 9 * 0
5 objetivos
coneMOEA /D  8.055e-02  5.733¢-03  260.3  5.693e-03  39.7 * 0
coneNSGAIIT  7.709e-02 3.920e-04  295.7 4.768¢-04 4.3 * 0
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 4.371e-06 5

10 objetivos
coneMOEA /D 3.236e-01 1.409e-02  165.7  1.409e-02 129.3  1.382e-02 5
coneNSGAIIl  2.944e-01 6.320e-04 2725  3.166e-03 7.6  3.395e-02 0.1

MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0
v2
3 objetivos
coneMOEA /D  1.146e-02 3.943e-03  272.8  3.997e-03  27.2 * 0
coneNSGAIIT  9.912e-03 2.392¢-05  298.2  6.253e-05 1.8 * 0

MOEA/D 3.103e-02  1.994e-03 30 1.687e-03 6 1.782e-03 6.1
NSGAIII 3.129e-02  2.464e-06 29.4 7.157e-07 6.6  6.075e-06 8

5 objetivos

coneMOEA /D 7.578e-02 4.718e-03 252 4.542e-03 48 * 0
coneNSGAIIT  7.325e-02 1.708e-04  291.4  4.470e-04 85  4.895e-04 0.1
MOEA/D 2.698e-01  1.994e-03 1 * 0 1.097e-03 4
NSGAIII 3.341e-01  4.793e-06 1 1.184e-06 4 * 0

10 objetivos
coneMOEA /D 2.849e-01 8.641e-03  191.1  8.283e-03 105.9 7.816e-03 2.9
coneNSGAIIT  3.072e-01 1.932¢-03  214.3  2.237e-03 43.73 2.688¢-03 134

MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0
v3

3 objetivos

coneMOEA /D 1.128e-02 3.757e-03  277.4  3.768¢-03  22.6 * 0

coneNSGAIIT  9.784e-03 3.273e-05  298.2  1.160e-04 1.8 * 0
MOEA/D 3.695e-02  2.003e-03 23 2.056e-03 8 1.809e-03 4
NSGAIII 3.688¢-02  2.116e-06 23 1.133e-06 8 1.688e-06 6

5 objetivos

coneMOEA /D 7.786e-02  4.093e-03 266 3.937e-03 34 * 0

coneNSGAIIT  7.493e-02 1.353e-04  296.8 2.878e-04 3.2 * 0
MOEA/D * * 0 1.442¢-03 4 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0

10 objetivos

coneMOEA /D 3.209e-01  1.315e-02 157.6 1.297e-02 137.4 1.262e-02 )

coneNSGAIIT  3.456e-01 5.483e-03  216.3  4.666e-03 7.2  4.645e-02 1.5
MOEA/D * * 0 * 0 * 0
NSGAIII * * 0 * 0 * 0

Tabela 11 — Valores médios das métricas IGD e RDM obtidas nos experimentos para os
cones definidos pelo angulo de abertura 63
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Figura 49 — Distribui¢ao valor médio do ntimero de solugoes encontradas na ROI em todos
0s cenarios

sobre a abordagem a posteriori. Dos 54 cenarios analisados com o uso dos cones de vetores,
39 deles apresentam um valor médio de incidéncia de vetores na ROI definida superior a
250 pontos em uma populagao de 300 individuos enquanto que em apenas 6 cenarios esta
contagem ¢é inferior a 200 observagoes, todas observados em problemas com 10 objetivos.
Com a utilizagao do método de Scheffé para a geracao de cones de vetores em apenas 18
cenarios foi observada uma contagem de pontos na ROI acima de zero, sendo que nos
12 casos onde foi observado mais de um ponto, todos eles tratam de problemas com 3
objetivos. Além disto, considerando o cenario com o uso de cones de vetores, em 32 dos
54 cenarios observados toda a populacao de 300 individuos ficou concentrada na regiao
definida pela ROI e suas vizinhancas R1 e R2, sendo que em apenas 7 casos esta contagem
foi inferior a 280 individuos, todos eles concentrados em problemas com 10 objetivos. O
menor valor observado foi com 224 soluc¢oes nesta regiao definida pelo vetor vz com o
angulo A3. Em apenas 23 cenarios o método a posteriori encontrou alguma solu¢ao na ROI
ou em suas vizinhangas R1 e R2, sendo que em apenas 11 casos este ntimero foi superior
a 10 observacoes, com um maximo de 44 observagoes na regiao definida pelo pelo vetor
vy com o angulo #3 no problema com 3 objetivos. A figura 49 mostra o histograma da
distribui¢ao da frequéncia dos valores médios encontrados na ROI em todos os cenérios
com o uso do cone de vetores. Além disto nao foi observada diferenca significativa entre
o tamanho da populacao encontrada nas diferentes regioes com a variagao do angulo de

abertura dos cones que definem as ROI’s.

Quando & convergéncia, em todos os cenarios avaliados os valores da métrica RDM
indicam uma boa aproximacao das solugoes obtidas em relagao a Fronteira Pareto, sendo
que estes valores sao proporcionais ao niimero de objetivos: quanto menor o niimero de
objetivos, menor o valor da métrica. Este padrao é previsivel uma vez que a complexidade

do problema cresce com a dimensao do espago dos objetivos. Uma comparacao entre os
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algoritmos indica que o algoritmo MOEA /D, mesmo com os aperfeigoamentos apresentados
recentemente pela literatura especializada, apresenta um rendimento ligeiramente inferior
quando comparada com o algoritmo NSGA-III padrao. Mais uma vez este comportamento
é esperado uma vez que o algoritmo NSGA-III é mais recente (2014) do que o algoritmo
MOEA/D (2007). A comparacao entre as técnicas de geragao de vetores de peso indica
uma performance ligeiramente superior dos algoritmos que utilizam o cone de vetores
em relagao aos algoritmos que utilizam o método de Scheffé. Uma vez que no problema
utilizado as variaveis do espaco de decisao responsaveis pela convergéncia e dispersao
sao independentes, este fend6meno pode ser explicado pelas caracteristicas do método de

agregacao utilizado: O método de agregacao PBI é definido pela expressao
d= dl + Oédg (73)

sendo d; a distancia do ponto P ao ponto utoépico Z e d, a distancia do ponto P ao vetor
de peso w utilizado, sendo a um fator de penalidade. Nos experimentos realizados foi
utilizado o = 5. O algoritmo procura a todo instante fazer o ajuste dos pontos procurando
um equilibrio entre convergéncia e dispersao guiado pela equagao (7.2). Nos cenarios onde
nao esta definida a ROI a densidade dos vetores de peso é menor e desta forma o valor
de dy na expressao (7.2) é em média maior. Desta forma sao selecionados pontos com um
melhor valor da variavel d, em detrimento do valor de dy, o que sacrifica a convergéncia da
populacao. Com o uso do cone de vetores de peso, a densidade dos vetores de peso é maior,
o que reduz o valor de dy na etapa final do processo evolutivo. Desta forma sao escolhidos

pontos cujo valor de d; sao melhores, o que favorece a convergéncia da populacao.

Os valores obtidos pela métrica IGD na ROI estao em harmonia com os valores da
métrica RDM nos casos analisados. Como a métrica IGD é dependente e sensivel de uma
amostra da Fronteira Pareto, esta métrica so6 foi utilizada para medir a performance da
populagao na ROI e nao nas vizinhangas R1 e R2. Isto se deve ao formato caracteristico
destas vizinhancgas: cada uma delas corresponde a uma regiao estreita no entorno da ROI,
sem pontos na regiao central onde se localiza a mesma. Apesar de ser possivel se produzir
amostras da Fronteira Pareto com estas caracteristicas, sua a producao tem um elevado

custo computacional o que desencoraja o seu uso.

A figura 50 exibe as solugdes obtidas pelos algoritmos coneMOEA /D e coneNSGAIII
em duas instancias com trés objetivos. A figura 50a ilustra uma solucao obtida pelo
algoritmo coneMOEA /D no problema pdMOPO02 tendo a ROI definida pelo cone obtido
pelo vetor vy e angulo . Nesta figura podemos observar os trés cones auxiliares definidos
pelos eixos eq, es e e3 da base candnica. Devido ao alinhamento da ROI com o angulo de
visada utilizado no grafico e sua pequena dimensao, uma ampliacao das solugoes obtidas
na ROI é apresentada no canto superior direito desta figura. Nesta ampliacao podemos
observar com mais detalhes a posicao relativa das solugoes obtidas (pontos azuis) e a

amostra da ROI (pontos pretos) que foi utilizada no célculo da métrica IGD.
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(a) Solugao obtida pelo algoritmo coneMOEA /D (b) Solugao obtida pelo algoritmo coneNSGA-III
com cone definido pelo vetor vy e angulo 6, com cone definido pelo vetor v, e angulo 65

Figura 50 — Solu¢oes obtidas pelos algoritmos coneMOEA /D e coneNSGA-III no problema,
pd-MOPO2 com 3 objtivos.

A figura 50b ilustra uma solucao obtida pelo algoritmo coneNSGAIII tendo a ROI
definida pelo cone obtido pelo vetor v, e angulo 5. Nesta figura podemos observar os pontos
localizados na extremidade dos vetores da base candnica utilizados para guiar o processo
evolutivo em direcao ao cone de preferencias. As solugoes obtidas sao representadas por

meio de pontos azuis e a amostra da ROI é representada por pontos pretos.

A figura 51 exibe as solugdes obtidas pelos algoritmos coneMOEA /D e coneNSGAIII
em duas instancias com cinco objetivos utilizando o CAP-vis. A figura 51a ilustra uma
solucao obtida pelo algoritmo coneNSGAIII no cenario onde a ROI é definida pelo cone
obtido pelo vetor vy e dngulo #;. Em todos os setores e trilhas dete grafico é possivel ver o
ponto auxiliar utilizado pelo algoritmo. Também é possivel se observar que as solugoes
obtidas preservam as caracteristicas impostas pelo vetor de preferéncias utilizado: todas
as solucoes estao proximas do vetor e; da base candnica. Esta simetria em relacao a
importancia dada aos demais objetivos reflete na localizacao das solucoes nesta regiao do
espago: os pontos estao representados na regiao central do mapeamento angular. Como o
angulo #; define uma ROI muito restrita, todas as solugoes sao representadas no setor 1
deste gréafico apresentam uma pequena extensao, o que indica que de fato todas as solugoes
est@ao concentradas nesta porcao do espaco H-dimensional. A trilha 2 do setor 1, que contém
o grafico em coordenadas paralelas, bem como o diagrama de cordas na regiao central do
grafico também confirmam o efeito do valor pequeno dado ao angulo 67, que faz com que

os valores de cada coordenada apresentem uma pequena variagao.

O vetor vs representa um conjunto de preferéncias onde o primeiro objetivo recebe
um peso menor do que os demais, caracterizando uma situagao oposta daquela representada
pelo vetor vy. Esta situacao pode ser observada na figura 51b, que ilustra uma solugao

obtida pelo algoritmo coneNSGAIII no cenério onde a ROI é definida pelo cone obtido
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(a) Solugao obtida pelo algoritmo coneNSGA-III (b) Solugao obtida pelo algoritmo coneMOEA /D
com cone definido pelo vetor v, e angulo 6, com cone definido pelo vetor vz e angulo 63

Figura 51 — Solugoes obtidas pelos algoritmos coneMOEA /D e coneNSGA-III no problema
pd-MOPO2 com 5 objtivos.

pelo vetor v3 e angulo #3. O antagonismo entre as preferéncias destes dois vetores pode
ser visto quando comparamos as figuras 51a e 51b. Além dito, a abertura maior do cone
definida pelo angulo #3 também pode ser observada pela extensao do agrupamento dos
pontos representados no mapeamento angular (trilha C) dos setores 2 a 5. No gréfico de
coordenadas paralelas presente na trilha B é possivel distinguir dois agrupamentos de
dados: as coordenadas dos cones auxiliares em cada eixo, que sao caracterizadas pelo valor
mais alto da coordenada que coincide com o indice da trilha, e um agrupamento principal,

que corresponde as coordenadas dos pontos na ROI.

A figura 52 exibe as solugdes obtidas pelos algoritmos coneMOEA /D e coneNSGAIII
em duas instancias com dez objetivos utilizando o CAP-vis. As analise feita na figura 51b
se repete na figura 52a pois a tnica mudanga ocorre com o niimero de objetivos e com
a escolha do aAngulo, que passa a ser #, e desta forma corresponde a uma ROI de menor

extensao.

A figura 52b lustra uma solugao obtida pelo algoritmo coneNSGAIII no cenério
onde a ROI ¢é definida pelo cone obtido pelo vetor vy e angulo 63. O equilibrio entre os
objetivos e a extensao da ROI caracteristicos desta escolha de ROI podem ser visualizadas

nesta figura.
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(a) Solugao obtida pelo algoritmo coneMOEA /D (b) Solugao obtida pelo algoritmo coneNSGAIII
com cone definido pelo vetor v3 e angulo 65 com cone definido pelo vetor vi e dngulo 63

Figura 52 — Solugoes obtidas pelos algoritmos coneMOEA /D e coneNSGA-III no problema
pd-MOPO2 com 10 objtivos.

7.3 Consideracdes finais

Um dos desafios apresentados pela otimizagao com muitos objetivos é a selecao
de um conjunto satisfatorio de solugoes obtidas no espago dos objetivos. O excesso de
informagao presente na anélise das solu¢oes com elevado niimero de objetivos é tao
prejudicial quanto a falta de informagoes. Um algoritmo evolutivo com uma populagao
muito grande nao apresenta um conjunto de solucoes em um tempo razoavel e a utilizagao
de uma populagao de tamanho adequado produz um conjunto de solu¢oes com uma baixa
densidade de pontos no espago dos objetivos quando este tem dimensao muito grande. De
forma complementar, o tomador de decisao de maneira geral tem um bom conhecimento
do problema e é capaz de estabelecer a priori caracteristicas desejaveis e de pouco interesse
que o conjunto de solugbes apresentado pelo otimizador iréa apresentar. A uniao destes
dois fatores faz com que a escolha de uma regiao de interesse no espago dos objetivos seja

mais racional em problemas de otimizacao com muitos objetivos.

Os métodos que utilizam uma ASF apresentam bons resultados em problemas com
dois e trés objetivos mas exigem o conhecimento da localizagao da Fronteira Pareto do
problema para a determinagao ideal do ponto de referéncia utilizado. De maneira geral
extensao e a localizacao da ROI nesta técnica é fortemente dependente de uma boa escolha
deste ponto. No sentido oposto, a utilizacao do cone de vetores permite a definicao da
ROI de acordo com um conjunto de preferéncias do tomador de decisao, que pode atribuir
um conjunto de pesos ao eixo do cone e definir a extensao da ROI por meio do angulo de

abertura #. Além disto o método proposto se mostrou eficiente nos problemas com muitos
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objetivos analisados, tanto na pertinéncia das solugoes na ROI quanto na convergéncia
com a Fronteira Pareto definida pela ROI. Neste cenério, analisando o niimero de solugoes
obtidas na ROI, a comparacao entre as abordagens a priori e a posteriori nao deixa
duvida quanto a superioridade do método onde as preferéncias do tomador de decisao sao

incorporadas no processo de otimizagao.
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8 Um Algoritmo coevolutivo para Otimizacdo

Robusta Multiobjetivo

Este capitulo apresenta um Algoritmo coevolutivo para Otimizacao Robusta Mul-
tiobjetivo por meio da minimizagao do pior caso que utiliza a estratégia da decomposi-
¢ao/agregagao, chamado de Coevolutionary Robust MOEA/D (CR-MOEA/D) [99]. O
algoritmo proposto utiliza como base o algoritmo MOEA /D. Sua escolha se justifica por
ser um algoritmo eficiente, bem aceito pela comunidade cientifica e por apresentar de forma
definida as etapas de decomposicao e agregacao, necessarias para o processo evolutivo pro-
posto. Sua eficiéncia fez com que novos algoritmos baseados em decomposigao/agregacao
fossem desenvolvidos e a metodologia coevolutiva competitiva apresentada neste trabalho

pode ser aplicada em outros algoritmos desta classe.

O algoritmo proposto utiliza uma estratégia competitiva entre duas populagoes de
solucoes candidatas de mesmo tamanho: um conjunto X contendo a populacao de vetores
x do espago de decisao e um conjunto A contento uma populacao de vetores de ruido ¢
de pequena intensidade, com § € [—¢, ¢]. Cada vetor x' € X estéd associado a um tnico
vetor * € A determinando o elemento x* + §. A cada iteracao do ciclo evolutivo duas
etapas de otimizacao F, e E5 sao realizadas. Considerando o problema multiobjetivo de
minimizacao da funcao F : RY — RM a primeira etapa busca solucoes no espaco X que
minimizam a fungao F(x + ¢§), ou seja, a primeira etapa de cada processo evolutivo trata

do problema de minimizacao

Ey: x=argminF(x+ ) (8.1)
Nesta etapa o algoritmo faz a busca de valores 6timos da variavel x € X procurando
a minimizagao dos objetivos.

A segunda etapa busca solug¢oes no espago A que maximizam a fungao F(x + 9),

ou seja, a segunda etapa de cada ciclo evolutivo trata do problema de maximizacao

E,: §=argmax F(x+0) (8.2)

Nesta etapa o algoritmo faz a busca de valores 6timos da variavel 6 € A procurando

a maximizacao dos objetivos.

Uma vez que o ruido d é de pequena intensidade, o problema de maximizagao da
segunda etapa procura um ponto na vizinhanca de x que maximiza a funcao F' nesta

regiao. Na iteracao seguinte este ciclo se repete. Estas etapas estao continuamente em
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conflito e sua competicao conduz a um conjunto de solu¢oes 6timas considerando o pior
cenario, que corresponde ao valor de § que maximiza o valor da funcao F' na vizinhanca

de x.

Uma vez que o algoritmo proposto é uma variagdo do MOEA /D suas estruturas
sao similares e exigem poucas adaptagoes. O algoritmo pode ser divido em duas etapas:

Inicializacao e Ciclo Evolucionério, que sao descritos abaixo:

Inicializagao: Nesta etapa duas populagoes de vetores sao geradas de forma aleatéria:

Uma populagio X = {x!,...,x"} com P vetores contida do espaco de decisao e
uma populacao de vetores de ruido A = {§',...,6} com P vetores de ruido. Os
vetores de ruido 6" = (47,...,dy) tém suas coordenadas &} contidas no intervalo

[—€j, €;]. O pardmetro € pode ser o mesmo para cada coordenada e indica a extensao
da perturbagao admitida em cada componente dos vetores x € X e é um parametro
do problema. Também deve ser gerado um conjunto de vetores de peso W =
{wl, ... ,wh }. Apos a geragao dos conjuntos X e A ¢é feita uma associa¢do um-a-um
entre seus elementos: cada vetor de x* € X esté associado a um tnico vetor de ruido
6" € A. Em seguida é gerada a estrutura de vizinhanga B(i) = {i;...i7}: cada
vetor de peso w € W fica associado a seus T vizinhos mais proximos w't, ..., w'T.
Esta associacao pode ser feita utilizando a distancia euclidiana entre os pontos que
definem os vetores w' e w/ ou o angulo entre eles. O conjunto B(i) armazena o
conjunto de indices dos vetores w% associados ao vetor w'. Em seguida avalie os

elementos da populacao fazendo FV' = F(x' + ¢').

Ciclo Evolucionario: Em cada iteracao do algoritmo duas instancias de otimizacao El

e E2 sao realizadas.

Instancia E1: Para cada vetor x' € X dois vetores x% e x% sao selecionados na
vizinhanga de x* definida pelo conjunto B(i). Entao um novo vetor x“¢ ¢ criado
aplicando os operadores genéticos de recombinagao e mutagao. Em seguida ¢é

considerado o sub-problema de otimizagao escalar dado por

min g(x|0", w', z) (8.3)

Sendo g(*) alguma fungao de agregacao (Soma ponderada, norma de Tcheby-

cheff ponderada, PBI etc). Em seguida, até que o limite de substitui¢oes seja
alcancado, para cada elemento selecionado da populagao, se

g(x“107, wi, z) < g(x!|67, W, z) (8.4)

faca x/ = x"¢ e FVJ = F(x"° + §7).
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Instancia E2: Para cada vetor 0 € A dois vetores 6%« e §% sao selecionados na
vizinhanga de ¢° definida pelo conjunto B(i). Entao um novo vetor §“¢ ¢ criado
aplicando os operadores genéticos de recombinagao e mutagao. Em seguida ¢é

considerado o sub-problema de otimizagao escalar dado por

max g(0]x", w', z) (8.5)

Sendo g(*) alguma fungao de agregacao (Soma ponderada, norma de Tcheby-
cheff ponderada, PBI etc). Em seguida, até que o limite de substituigoes seja

alcancado, para cada elemento selecionado da populagao, se

(0", W z2) > (0", W, z) (8.6)

faga 6/ = ¢ e FVJ = F(xI + §°).

As instancias de otimizacao E1 e E2 sdo muito parecidas. A diferenca essencial
entre elas é que na instancia E1 a otimizacao é feita pelo ajuste do vetor x € X no espaco
de decisao enquanto que na instancia E2 a otimizacao é feita pelo ajuste do vetor de
ruido 0 € A. Além disso a relacao de ordem nas equagoes 8.3 e 8.5 sao invertidas pois
em E1 esta presente um sub-problema escalar de minimizacao enquanto que em E2 esté
presente um sub-problema escalar de maximizacao. A estratégia de decomposigao presente
no MOEA /D faz com o que o processo co-evolutivo seja simples de se implementar e
entender uma vez que as instancias de otimizacao E1 e E2 sao independentes e percorrem

todos os elementos dos conjuntos de variaveis X e A.

A figura 53 ilustra a acdo das duas instancias de otimizacao E1 e E2 em um vetor
A = F(x° + §°) no espago dos objetivos de um Problema de Otimizacao Multiobjetivo
(POM) com dois objetivos. Apos a primeira instancia de otimiza¢ao E1 uma nova solugao
B = F(x! + ) foi obtida com a obten¢ido do novo vetor x! que minimiza os objetivos 1 e
2. Em seguida esta nova solucao B ¢é submetida a segunda instancia de otimizagao E2 e
uma terceira solugao C' = F(x! + §') ¢ obtida com a defini¢ao do vetor §' que maximiza
os objetivos em uma vizinhanca de x!, considerando o pior caso para o problema F nesta,
regiao. A linha tracejada corresponde & Fronteira Pareto do problema e a linha continua

corresponde a Fronteira Pareto Robusta.

Um resumo das etapas do algoritmo CrMOFEA/D é apresentado abaixo:

A) Inicializagao:

1) Gere a populagdo inicial de P vetores X = {x!,...x"} de forma aleatéria no

espaco de decisao RY;
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Figura 53 — Acao das duas instancias de otimizacao E1 e E2 em um vetor A no espago

7)
8)

dos objetivos.

Gere a populagio inicial de P vetores de ruido A = {§',...6"} de forma

aleatoria no espaco de decisiao RY;

Associe cada vetor x* € X a um tnico vetor §° € A;

Gere P vetores de peso W = {w!... , w’} no espaco dos objetivos R
Associe cada vetor x* € X a um tnico vetor w' € W.

Para cada vetor w' € TV gere a estrutura de vizinhanga B(i) = {i1...ir}
considerando os T vetores w/ € W mais proximos de w* utilizando a distancia
euclidiana entre os pontos que definem os vetores w* e w/ ou o angulo entre

eles.
Avalie os elementos da populacao fazendo FV' = F(x' + "), com 1 < i < P.

Determine a estimativa da solug¢ao utopica z.

B) Ciclo Evolucionario: Enquanto o critério de parada nao for atingido, execute

sequencialmente as instancias de otimizacao E1 e E2:

E1: Para cada vetor x’ € X faca:

1) Selecione dois individuos x% e x® com {i4,7,} C B(i) e gere um novo

individuo x*¢ utilizando os operadores genéticos de recombinacao e mutacao;



8.1. Resultados 153

2) Até que o limite de substituigoes seja alcangado, se g(x"°|6/, w’ z) <
g(x?|67, W, z) faga x? = x"¢ e FVI = F(x"¢ + §7).

E1: Para cada vetor §* € A faca:

1) Selecione dois individuos § e 6% com {i,, iy} C B(i) e gere um novo

individuo §%¢ utilizando os operadores genéticos de recombinacao e mutacao;

2) Até que o limite de substitui¢oes seja alcancado, se g(6“¢|x?, w/ z) >

g(67|x7, W, z) faga & = 6 e FVI = F(xI 4 §°).

8.1 Resultados

Esta secao apresenta o resultado de uma série de experimentos realizados que
procuram verificar a eficiéncia do algoritmo coevolutivo proposto em encontrar solugoes
robustas para problemas de otimizacao multiobjetivo e com muitos objetivos, de forma usual
ou em uma regiao especifica do espaco dos objetivos (ROI). Para isto foram contrapostos os
resultados obtidos pelo algoritmo proposto e pelo algoritmo NSGA-III usual, aplicados na
versao robusta do problema poMOP02. Mais uma vez a escolha deste problema se justifica
por sua adequagao a problemas com qualquer nimero de objetivos. Foram realizadas 30

instancias de cada cenario.

Nos problemas onde se buscam solug¢oes em todo o espaco dos objetivos os vetores
de peso foram gerados pelo método de Scheffé. Nos problemas que procuram explorar
uma ROI os vetores de peso foram gerados pelo método proposto no capitulo 6. Uma vez
que a eficacia da aplicagao de cone de vetores de preferéncia na busca de solugoes em
uma ROI ja foi verificada no capitulo 7, as regioes de interesse analisadas nesta segao se
restringem as regioes apresentadas na tabela 8.1, sendo © o angulo entre a hiper-diagonal
d = (1,...,1) e os eixos da base canonica e; do espaco dos objetivos RM. Tanto nos
problemas de otimizagao de carater geral quanto nos problemas que visam a exploragao

de uma ROI serao considerados os casos com 3, 5 e 10 objetivos.

Em todos os cenérios foi utilizada uma populagao de 300 individuos e o niimero de
avaliagoes das fungoes objetivo foi limitado a 1e5. Cada ponto no espaco de decisao tem

a forma x = (x?,x%), sendo xP um vetor com M — 1 posicoes responsavel pela posigao

d

relativa dos pontos no espaco dos objetivos e x* um vetor com 10 posi¢oes responséavel

ROI Vetor Angulo de abertura do cone
ROI1  vy=(1,...,1) 6, =0.05 x ©
ROI2 v, =(3,1,...,1) 0, =0.15 x O
ROI3 v3=(1,3,...,3) 03 =025 x O

Tabela 12 — Regioes de Interesse utilizadas nos testes realizados
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Parametro Valor
Populacao 300
Iteragoes led
Penalidade 6 da fungao de agregagao (PBI) 5
Fator de dispersao da recombinacao (fi.) 25
Fator de dispersao da mutagao (i) 20
Raio € do intervalo de perturbacao 0.05
Nuamero de objetivos (M) 3,5,10
Numero de variaveis de decisao M+9

Tabela 13 — Valores dos parametros utilizados nos experimentos

pela convergéncia da populacao na Fronteira Pareto. Foi utilizada a fungao de agregacao
PBI com penalidade 6 = 5. No algoritmo CR-MOEA /D o vetor de perturbagao 0 tem a
forma 6 = (07, %), sendo 67 = (0,...,0) e 6¢ = (6¢,...,6%) com 0¢ uma varidvel aleatoria
com distribuigao uniforme no intervalo (—0.05,0.05). Estas informagoes sao apresentadas
na tabela 13.

Na avaliacao dos resultados foram utilizadas as métricas IGD e RDM. Nas instancias
que fazem a exploragao de uma ROI uma amostra desta regiao foi gerada utilizando um cone
de vetores como descrito no capitulo 7 para uso na métrica IGD. O problema pdMOP02
robusto apresenta duas Fronteiras Pareto: uma usual (PF), que trata do otimizagao
geral sem a preocupacao da robustez das solugoes, e uma Fronteira Pareto Robusta
(Robust Pareto Front (RPF)), onde as solugoes apresentam pouca varia¢ao na presenga
de ruido nas variaveis do espacgo de decisao. Estes conjuntos serao denotados por PF e
RPF respectivamente. A PF deste problema ¢ obtida fazendo x? = (0.6001, .. .,0.6001)
nas variaveis de decisao x = (x?,x%) enquanto que na RPF as coordenadas do vetor
x4 = (z¢,...,2¢;) podem variar no intervalo (0.05,0.35). Na RPF utilizada nos testes
foi utilizado ¢ = 0.02 com 1 < i < 10. O algoritmo CR-MOEA /D foi avaliado segundo
sua convergéncia na RPF enquanto que o algoritmo NSGA-III foi avaliado segundo sua

convergéncia na PF.

A robustez das solugoes foi avaliada da seguinte maneira:

1. Foram coletadas as solugoes x = (x,x%) no espaco de decisdo de cada instancia. No
algoritmo CR-MOEA /D foram coletadas apenas os valores da populag@o principal,

sendo desprezados os valores da populagao secundéria.;

2. Para cada elemento da populagao P foi gerado um vetor de ruido § = (d1,...,d10)
com ¢; uma variavel aleatéria com distribuigao uniforme no intervalo (—0.05,0.05).

Em seguida é gerada uma nova populagao P’ formada pelos vetores x' = (x,, X4 + )

3. A nova populacao P’ é avaliada e os resultados obtidos sao submetidos as métricas
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CR-MOEA/D
IGD RDM
Objetivos Solugao Solugao Solugao Solugao
Obtida  com ruido Obtida  com ruido
3 5.110e-01  5.108e-01 2.427e-02  1.823e-02
5 6.404e-01  6.401e-01 2.567e-02  1.908e-02
10 8.710e-01  8.702e-01 2.953e-02  2.080e-02
NSGA-III
IGD RDM
Objetivos Solucao Solucao Solucao Solucao
Obtida  com ruido Obtida  com ruido
3 4.980e-01 1.091 2.048e-02 1.287
5} 5.542e-01 1.257 2.064e-02 1.438
10 6.601e-01 1.381 2.814e-02 1.560

Tabela 14 — Métricas IGD e RDM para o problema robusto poMOP02 com e sem a
presenca de ruido na variavel x¢

IGD e RDM. As solugdes obtidas pelo algoritmo CR-MOEA /D utilizam a RPF como
referéncia enquanto que as solugoes obtidas pelo algoritmo NSGA-III utilizam a PF

como referéncia na métrica IGD.

A tabela 14 apresenta os valores das métricas obtidas pelos algoritmos CR-MOEA /D
e NSGA-III nas instancias analisadas para os problemas sem ROI. Em todas as situagoes
as métricas IGD e RDM apresentam uma degradacao natural com o aumento do niimero
de objetivos mas ambos algoritmos apresentam uma boa convergéncia e diversidade nas
respectivas Fronteiras Pareto. As solugoes obtidas sem a presenca do ruido o algoritmo
NSGA-III apresentam uma melhor performance em geral. Entretanto, a presenca de ruido
provoca uma nitida degradacao na qualidade das solugoes obtidas pelo algoritmo NSGA-III,
caracterizando desta maneira suas solucoes como solugoes nao robustas. Ja a presenca
do ruido nas solugoes obtidas pelo algoritmo CR-MOEA /D provocou um efeito inverso:
houve uma melhora da convergéncia das solugoes obtidas em todos os cenérios. Este
fendmeno era esperado uma vez que no algoritmo coevolucionario a segunda instancia de
otimizagao procura maximizar o valor das fungoes por meio do valor 6timo da variavel de
perturbagao. Como o ruido adicionado é aleatoério esta otimalidade foi perdida e houve
uma reducao do valor nominal dos objetivos. De qualquer forma o valor obtido sem a
adicao de ruido e com o valor 6timo da perturbagao obtido corresponde ao pior caso

(worst case) para este problema no intervalo considerado, que é a abordagem proposta
pelo algoritmo CR-MOEA /D.

O resultado dos experimentos que buscam solu¢oes em uma ROI sao apresentados

nas tabelas 15 e 16. A tabela 15 apresenta o tamanho da populacao encontrada na ROI e
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Objetivos  # ROI # R1 +# R2

ROI'1
3 2824 176 0.0
3 280.2 174 0.3
10 209.3  28.2 9.1
ROI 2
3 2815 18.5 0.0
o 2787 19.0 0.3
10 180.1  43.7 17.6
ROI 3
3 279.6  18.0 0.3
3 279.2 208 0.0
10 1561.9 716 179

Tabela 15 — Tamanho da populag¢ao encontrada na ROI e nas vizinhangas R1 e R2 obtida
pelos algoritmos CR-MOEA /D no problema robusto pd MOP02

nas mesmas vizinhangas R1 e R2 descritas no capitulo 7 pelo algoritmo CR-MOEA /D.
Em todas as situagoes as solugoes se concentram na ROI, com um forte decréscimo nas
regioes R1 e R2. Estes sao analogos aos experimentos realizados no capitulo 7 e indicam
que a adi¢ao de uma instancia de otimizac¢ao no algoritmo coevolucionario nao afetou a
convergéncia da populacao na regiao de interesse ou em suas vizinhangas em nenhum dos

casos analisados.

A tabela 16 apresenta o valor as métricas IGD e RDM para as solu¢oes obtidas
pelo algoritmo CR-MOEA /D no problema robusto poMOPO02 com 3, 5 e 10 objetivos.
Em cada métrica foi considerada a Fronteira Pareto Robusta (FPR) e foram comparados
os resultados com e sem a adi¢ao de ruido nas solugoes obtidas. Em todos os cenarios ¢é
observada a progressao dos valores das métricas com o aumento do niimero de objetivos,
o que mais uma vez é um resultado esperado uma vez que a complexidade do problema
¢é proporcional ao niimero de objetivos. Também se observa a conformidade dos valores
das métricas IGD e RDM nas solugoes sem a adicao de ruido, o que indica que a métrica
RDM nao apresenta valores contraditérios com a métrica IGD nos problemas analisados.
Entretanto, a métrica proposta apresenta a vantagem de nao depender de uma particular
amostra da Fronteira Pareto do problema. Os resultados apresentados nesta tabela indicam
que as solugoes obtidas pelo algoritmo CR-MOEA /D preservam a convergéncia com a
presenca do ruido nas varidveis de decisao. Mais uma vez foi observado o fenémeno da
pequena reducao dos valores das métricas nesta situacao e discutida anteriormente, que
caracteriza as solugoes obtidas por este algoritmo como de fato prevendo o pior caso em

cada cenério.

As figuras 54 a 61 ilustram os resultados obtidos em algumas instancias utilizando
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IGD RDM
Objetivos  Solugao Solugao Solugao Solugao
Obtida  com ruido Obtida  com ruido
ROI 1
3 2.669¢e-01  2.660e-01 1.344e-02  1.048e-02
5} 2.229e-01  2.218e-01 1.467e-02  1.173e-02
10 3.943e-01  3.926e-01 2.168e-02  1.602e-02
ROI 2
3 1.809¢-01  1.800e-01 1.297¢-02  1.026e-02
5) 2.753e-01  2.744e-01 1.638e-02 1.266e-02
10 5.916e-01  5.901e-01 2.408e-02  1.790e-02
ROI 3
3 1.325e-01  1.317e-01 1.245e-02  1.009e-02
5 3.228¢-01  3.221e-01 1.828¢-02 1.418e-02

10 8.083e-01  8.064e-01 3.234e-02  2.307e-02

Tabela 16 — Métricas IGD e RDM para as solugoes obtidas pelo algoritmo CR-MOEA /D
no problema robusto pdMOP02 com e sem a presenca de ruido na variavel x?

o CAP-vis. Em cada figura a solugao obtida é representada utilizando elementos azuis
(pontos e curvas) enquanto que as respectivas Fronteiras Pareto (usual e robusta) sao
representadas em todos os setores apenas na trilha C por meio do mapeamento angular
utilizando pontos pretos. A restricao na representacao das Fronteiras Pareto apenas na
trilha C se justifica pela melhor visualizacao das solucoes nas outras trilhas. O objetivo da
representacao conjunta das solugoes obtidas e das Fronteiras Pareto na trilha C é observar
a posicao relativa destes elementos, comparando a convergéncia das solugoes na ROI e sua

convergencia.

A figura 54 apresenta as solugoes obtidas pelo algoritmo NSGA-III no problema
robusto pdMOPO02 com e sem a presenca do ruido na variavel x4. A figura 54a ilustra as
solugoes obtidas sem a presenca do ruido, que estao bem distribuidas ao longo de toda a
Fronteira Pareto e apresentam uma boa convergéncia. De fato, a proximidade das solugoes
com a Fronteira Pareto é tal que suas representacoes se confundem. Esta auséncia de
clareza desaparece na figura 54b que representam as solugoes obtidas com a adigao de
ruido nas variaveis x4. Esta diferenca fica mais clara ao se analisar a escala vertical do
mapeamento angular, que representa a norma dos vetores no espaco de solu¢oes. Enquanto
que na figura 54a esta escala varia de 1 a 1.0001, na figura 54b esta escala vaira de 1 a 7,
o que indica a completa deterioragao da convergéncia das solugoes obtidas pelo algoritmo

NSGA-III na presenca de incertezas no valor de suas solugoes 6timas.

A figura 55 apresenta as solugoes obtidas pelo algoritmo CR-MOEA /D no problema
robusto pdMOPO02 com e sem a presenca do ruido na variavel x4. Assim como no caso

anterior, as solugoes obtidas apresentam uma boa distribui¢ao na Fronteira Pareto Robusta.
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(a) Sem a presenga de ruido na variavel x4 (b) Com a presenga de ruido na variavel x4

Figura 54 — Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGA-III no problema robusto pdMOP02.

(a) Sem a presenga de ruido na variavel x4 (b) Com a presenga de ruido na variavel x4

Figura 55 — Solugoes obtidas pelo algoritmo CR-MOEA /D no problema robusto pdMOP02.

A figura 55a apresenta as solu¢oes obtidas com o valor 6timo do ruido enquanto que a
figura b5a apresenta as mesmas solugoes com um ruido aleatério. Apesar da clara distingao
entre os pontos da Fronteira Pareto Robusta e as solucoes obtidas, a escala vertical do
mapeamento angular mostra que estes conjuntos estao proximos e que de fato a adicao de

ruido aleatorio nao provocou o deterioramento da convergéncia das solugoes.

As figuras 56 e 57 apresentam as solugoes obtidas pelos algoritmos coneNSGA-
IIT e coneCR-MOEA /D no problema robusto pdMOP02 com trés objetivos na ROI R1
definida pelo cone de vetores com eixo v = (1,1,1) e dngulo de abertura § = 0.050 onde

_ 1
O = arccos <7g>
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=

(a) Sem a presenca de ruido na variavel x4 (b) Com a presenca de ruido na variavel x4

Figura 56 — Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGA-III na ROI R1 do problema robusto
pdMOPO2.

(a) Sem a presenga de ruido na variavel x4 (b) Com a presenca de ruido na variavel x4

Figura 57 — Solugoes obtidas pelo algoritmo CR-MOEA /D na ROI R1 do problema robusto
pdMOPO02.

A figura 56a apresenta as solucoes obtidas pelo algoritmo coneNSGA-III nesta ROI.
Nesta figura podemos observar o alinhamento das solugoes obtidas com a ROI da Fronteira
Pareto. O diagrama de cordas revela a reduzida faixa de variagao das coordenadas de
cada objetivo, ilustrado o quao restritiva é esta ROI. No mapeamento angular os pontos
da Fronteira Pareto se misturam com os pontos as solu¢oes obtidas, indicando a elevada
taxa de convergéncia obtida. Apesar da representacao grafica do mapeamento angular

apresentar uma espessura notavel do bloco de pontos localizados na ROI, sua variacao
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¢ muito pequena: os extremos da escala do eixo vertical registram os valores 1.00189 e
1.001906, o que representa uma variagao de 1.6e-5. Todos os vetores da Fronteira Pareto
tem norma igual a 1. Esta flutuacao no valor da norma dos vetores pode ser explicada
pela propagacao de erros de arredondamento na normalizacao dos vetores da Fronteira
Pareto e pela instabilidade numérica na expressao que calcula a norma destes vetores nos

softwares utilizados .

A figura 56b apresenta as solugoes obtidas nesta instancia do algoritmo coneNSGA-
ITI com a presenca de ruido nas variaveis x4. nesta figura a variacao nos valores das
normas da Fronteira Pareto nao é perceptivel e observa-se com clareza a deterioracao
da convergéncia da populagao, que pode ser medida pela escala vertical do mapeamento

angular cujos valores variam de 1 a 7.

A figura 57 apresenta as solucoes obtidas pelo algoritmo coneNSGA-III nesta ROI.
Assim como nas solugoes obtidas pelo algoritmo coneNSGA-III, as solugoes obtidas se
encontram alinhadas com a ROI. A presenca do ruido nao afetou a convergéncia das
solucoes como se pode observar comparando as figuras 57a e 57b. Também estao presentes
nestas figuras os cones de vetores auxiliares. No setor 1 da figura 57a podemos observar
que o os pontos associados ao cone de vetores auxiliar deste eixo nao obtiveram um
convergéncia satisfatoria. Em consequéncia disto, estes mesmo pontos, quando adicionado
o ruido, apresentaram uma grande degradacao de sua convergéncia como pode ser observado
na figura 57b. Entretanto, este fato nao interferiu na robustez das solugoes localizadas na
ROI, que apresentaram uma taxa de convergéncia similar as solugdes sem a presenca de

ruido.

As figuras 58 e 59 apresentam as solugoes obtidas pelos algoritmos coneNSGA-IIT
e coneCR-MOEA /D no problema robusto pdMOP02 com 5 objetivos na ROI R2 definida
pelo cone de vetores com eixo v = (3,1,1,1,1) e angulo de abertura # = 0.150 onde

_ 1
© = arccos <75>

As figuras H8a e 58b apresentam as solugoes do algoritmo coneNSGA-III com e
sem a presenca de ruido na variavel x; nesta ROI. Assim como nas situagoes anteriores a
populagao convergiu corretamente na ROI e apresentou uma boa convergéncia no caso em
que o ruido nao esté presente. Mais uma vez a presenca de ruido provocou a degradacao
da convergéncia das solugoes. Um efeito desta degradagao pode ser observada comparando
o diagrama de cordas presente nestas figuras. Na figura 58a as varidveis associadas ao setor
1 apresentam uma pequena variagao, que é caracteristico da ROI definida. Esta mesma
porcao do grafico na figura 58b apresenta uma variagdo muito maior, o que mostra que o
impacto da nao robustez das soluc¢oes foi mais intenso no primeiro objetivo. Os demais
objetivos apresentaram uma variacao menos significativa na extensao da variagao dos seus

valores.

L A otimizagao foi feita no MATLAB e o CAP-vis é implementado no R.
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(a) Sem a presenca de ruido na variavel xg4. (b) Com a presenga de ruido na variavel xq4.

Figura 58 — Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGA-IIT na ROI R2 do problema robusto
pdMOPO02.

(a) Sem a presenga de ruido na variavel xg. (b) Com a presenga de ruido na variavel x,.

Figura 59 — Solugoes obtidas pelo algoritmo CR-MOEA /D na ROI R2 do problema robusto
pdMOPO02.

As figuras 59a e 59b apresentam as solugoes do algoritmo coneCR-MOEA /D com e
sem a presenga de ruido na variavel x; nesta ROI. Da mesma forma que os casos anteriores
é perceptivel a convergéncia da populagao na ROI e o pouco impacto causado pela presenca
do ruido nas variaveis x,;. Mais uma vez os elementos da populacao associados aos cones
de vetores presentes nos eixos e; € e3 nao convergiram para a solucao robusta, mas este
fendomeno nao afetou a convergéncia da populacao associada ao cone principal de vetores,

tanto no quesito de pertinéncia das solugoes na ROI quanto na convergéncia na mesma.
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(a) Sem a presenca de ruido na variavel xg4. (b) Com a presenga de ruido na variavel x4.

Figura 60 — Solugoes obtidas pelo algoritmo NSGA-III na ROI R3 do problema robusto
pdMOPO2.

(a) Sem a presenca de ruido na variavel xg4. (b) Com a presenca de ruido na variavel x,.

Figura 61 — Solugoes obtidas pelo algoritmo CR-MOEA /D na ROI R3 do problema robusto
pdMOPO02.

As figuras 60 e 61 apresentam as solugoes obtidas pelos algoritmos coneNSGA-III e
coneCR-MOEA /D no problema robusto pdMOP02 com 10 objetivos na ROI R3 definida

pelo cone de vetores com eixo v = (1,3,...,3) e angulo de abertura §# = 0.250 onde
_ 1
© = arccos (\/—F))

Os resultados obtidos reptem as situagoes ilustradas anteriormente: em ambos os
algoritmos a populacao apresenta uma boa pertinéncia na ROI e sem a presenca do ruido
os mesmos apresentam uma boa convergéncia e a adi¢ao do ruido na variavel x; afeta a

convergéncia da solugao obtida pelo algoritmo coneNSGA-IIT como pode ser observado
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Parametro Descrigao Intervalo de variacao
P Profundidade da ranhura do enrolamento (do esta- 05 <P <18
tor) (mm)
b Comprimento da ranhura do enrolamento (mm) 4 < Py, <215
Py Angulo inferior da ranhura do enrolamento (deg) 1<P;3<14
P, Angulo superior da ranhura do enrolamento (deg) 1< P <14
P Profundidade (da barra) de ima permanente (mm) 6 <P <26
Py Espessura (da barra) de ima permanente (mm) 0.5 < P <20
P, Largura (da barra) de ima permanente (mm) 0.5 < P, <39
Py Largura inferior da ranhura do rotor (mm) 0.5 < Py <39
Py Largura superior da ranhura do rotor (mm) 0.5 < Py <39

Tabela 17 — Parametros de simulacao do motor de ima permanente

nas figuras 60a e 60b, mas nao afeta as solugoes obtidas pelo algoritmo coneCR-MOEA /D

como pode ser observado nas figuras 61a e 61b.

8.2 Otimizacdo Robusta do motor IPM

Esta segao apresenta a aplicagdo do algoritmo CD-MOEA /D no problema de
otimizagao robusta de um motor de ima permanente (Interior Permanent Magnet (IPM))
[100], utilizando uma simula¢ao do projeto de um motor, fornecida pelo software de
simulacao MagNet [62]. O motor contém um estator e um rotor confeccionados em ago,
com densidade de corrente fixa a 0.1528 A/mm? a 200 Hz. Uma secao transversal deste
motor ¢ ilustrada na figura 62, que apresenta seus principais elementos, que sao descritos

na tabela 17. A relagao entre os elementos utilizados no motor ¢ discutida em [133]

Uma vez definido um conjunto de parametros Py, ..., Py, a obtencao das caracteristi-
cas funcionais deste motor por meio do software de simulagao tem um custo computacional
elevando. A fim de reduzir o tempo gasto em cada simulagao e fazer da etapa de otimizacao
em um tempo razoavel, utilizou-se uma rede neural de regressao generalizada (GRNN
[135]) que faz um ajuste da superficie de resposta dada pelo simulador. Esta rede foi
treinada com 21.523 amostras distintas do espaco de decisao. A escolha deste método de

regressao foi motivada pela reduzida taxa de erro.

De posse do modelo matemaético dado pela rede neural, foi realizada a etapa de
otimizacao deste modelo. Utilizou-se o algoritmo proposto, com as mesmas configuracoes
apresentadas na tabela 1, exceto o nimero de variaveis de decisao e o raio € que define
a perturbacao A nas variaveis de decisao do problema. Nas simulagoes realizadas, foi
considerado um intervalo de 4% do comprimento do intervalo de cada variavel como sendo

o comprimento da varidvel de perturbacao associada a cada variavel.

As nove variaveis do problema de otimizacao robusta do projeto deste motor sao
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»— 0.5mm

51 mm

Figura 62 — Elementos do motor de ima permanente

Variavel Descrigao Intervalo de variagao
X Dimensao méaxima do enrolamento dada por P+ P» 4<X; <215
Xo razao entre P, e X3 001 <X,<04
X3 mesmo valor de P; 1<X;3<14
X4 mesmo valor de P, 1<X, <14
X5 mesmo valor de Pj 10 < X5 <24
X Razao entre a espessura (da barra) do ima perma- 001 < Xg<1
nente e a maior altura possivel do rotor.!

X7 Razao entre a largura (da barra) de ima permanente 001 <X, <1
e a menor largura da ranhura do rotor

Xg Razao entre a largura inferior da ranhura do rotor 001 <Xg<1
e a maior altura possivel do rotor!

Xy Razao entre a largura superior da ranhura do rotor 001 <Xy<1

e a maior altura possivel do rotor!

1Os valores da maior altura possivel do rotor dependem dos parametros P5 e P.

Tabela 18 — Descrigao das variaveis do problema de Otimizacao do motor de ima perma-
nente.

apresentadas na tabela 18. A modelagem do problema considerou sete objetivos, que sao
apresentados na tabela 19. Para tornar mais facil a visualizacao dos resultados, foram
considerados apenas dois objetivos: a maximizagao do torque médio (objetivo fi) e a
minimizagao do torque ripple (objetivo fy). Para tornar este problema um problema de
minimizac¢ao, multiplicou-se o primeiro objetivo por menos um, de modo que temos o
problema de minimizagdo dado pela aplicagdo F'(z) = (—f1, f2). O resultado obtido é

ilustrado na figura 63.
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Objetivo Descricao

h
f2
fs
fa
fs
Jo
f7

Torque médio (Mn)

Torque ripple (%)

Volume do ima (mm?)

Perdas no motor (W)

Perdas no estator (W)

Torque de partida (Nm)

Perdas harménicas (ohmic losses) (W)

Tabela 19 — Objetivos do problema de otimizagao do motor de ima permanente.

Torque ripple

% Robust solution
O Pareto front

-15 -14 -13 -12
- Torque average

Figura 63 — Fronteira Pareto e solugao robusta do problema do motor de ima permanente

Nesta figura, é apresentado o conjunto de solugbes obtidas por meio do algoritmo

MOEA/D, representadas por o, e o conjunto de solugoes robustas obtidas pelo CR-

MOEA /D, representadas por . Em uma analise superficial da figura 63, dois fatos se

destacam fortemente:

1. As solugoes obtidas sem considerar a robustez apresentam uma descontinuidade

no intervalo [—14.8, —11] (valores aproximados) do eixo horizontal (objetivo — fi),

enquanto que a Fronteira Pareto Robusta aparenta ser continua;

2. Uma parte da Fronteira Pareto, localizada na caixa [—11,—9] x [3,5] é robusta,

enquanto que a outra parte, localizada na caixa [—16, —14.8] x [5,12], ndo é robusta.

Observe que, na regiao delimitada entre as retas verticais — f; = —14.8 e —f; = —11,

que nao contém pontos da Fronteira Pareto, esta ricamente povoada por pontos da Fronteira

Pareto Robusta, aumentando as op¢oes do tomador de decisao. Outra caracteristica positiva

¢é a boa dispersao das solucoes robustas obtidas.
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8.3 Consideracdes Finais

A proposta de algoritmo coevolutivo apresentada nesta se¢dao apresentou bons
resultados nos casos analisados, tanto no cenario de otimizacgao geral quanto nas situagoes
onde uma ROI é definida a priori. Nos cenarios onde foi explorada uma regiao de interesse
nao foi detectada a perda de eficiéncia na busca por solugoes robustas em nenhum caso, seja
na variagao da dire¢do quanto na extensao da ROI. Houve uma degradacao na convergéncia
dos algoritmos analisados com o aumento do niimero de objetivos. Entretanto este ¢ um
resultado esperado, sendo observado neste capitulo nos cenérios onde foi aplicado um

algoritmo de otimizagao usual (NSGA-III) e na literatura especializada em geral.

Nos estudos preliminares apresentados no artigo [99] ainda nao estava disponivel a
familia de fungoes pdMOP. Em seu lugar foram utilizadas fungoes destinadas a otimizagao
multiobjetivo usual. Entretanto os resultados obtidos naquele momento sao semelhantes
aos resultados obtidos neste capitulo: as solu¢oes obtidas sao robustas. A grande vantagem
dos problemas de otimizacao propostos neste trabalho sao precisao na determinagao da
regiao onde as solugoes sao robustas e a possibilidade de determinar a Fronteira Pareto
Robusta do problema, o que permite a anélise qualitativa das solugoes por meio de métricas

de desempenho.

A escolha da abordagem coevolutiva com a presenca de duas instancias de otimizagao
E1l e E2 para minimizacao do pior caso também nos pareceu adequada. Nas propostas
onde a robustez de uma solucao candidata é medida por meio de uma amostragem em
sua vizinhanca o numero de avaliagoes da funcao objetivo cresce na mesma proporgao
do tamanho desta amostra. Este cenério leva a uma situagao conflitante: a qualidade da
estimativa da robustez é proporcional ao tamanho da amostra, mas este tamanho torna
o algoritmo computacionalmente muito caro. Se hé algum fator que limite o nimero de
avaliagoes da funcao objetivo o trade off entre o tamanho da amostra e a qualidade da
solucao obtida pode ser um problema de dificil solu¢ao. Por outro lado, na abordagem
proposta o numero de avaliacoes da fungao objetivo é multiplicado por dois devido a
presenca da instancia de otimizacao adicional E2. Este caso corresponde a um cenario
onde ¢é feita uma tinica amostra na vizinhanca da solucao candidata nas abordagem que
fazem a estimativa da robustez pelo caso médio. Uma tnica amostra dificilmente seria
capaz de produzir uma estimativa razoavel da variacao da func¢ao na solucao candidata
analisada. Além disso a informacao contida nas amostras realizadas é perdida a cada
iteragao do algoritmo. De forma oposta, na abordagem coevolutiva a populagao A de
vetores de perturbacao evolui juntamente com a populagao principal P, reduzindo o efeito
da escassez de informagao dada por uma tnica estimativa de pior caso dada pelo vetor 9,

que converge para o valor 6timo onde seu o impacto é méaximo.

Finalmente os resultados obtidos na otimizacao robusta do motor IPM apresentados

no artigo [100] mostrou que esta abordagem ¢ valida em problemas do mundo real.
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9 Conclusio

Este trabalho retne alguns resultados sobre otimizac¢ao multiobjetivo robusta. Por
se tratar de um tema especifico no contexto da otimizacao multiobjetivo, este tema nao
apresenta uma grande variedade de publicacoes, apesar de sua relevancia pratica. Esta
escassez de técnicas e métodos fez com que muitas ferramentas fossem desenvolvidas neste
trabalho visando ao aprimoramento da busca e da tomada de decisao em problemas com
a presenca de incertezas. Apesar das técnicas desenvolvidas neste trabalho visarem a
otimizacao robusta, todas elas podem ser aplicadas em otimizacao multiobjetivo usual.
A primeira publicacao fruto deste trabalho, o algoritmo CR-MOEA /D, foi apresentado
no congresso WCCI em 2016 em Vancouver/CA. Naquele momento nao havia problemas
de benchmark de otimizacao multiobjetivo que consideravam a robustez em todos os
objetivos. Em seu lugar foram utilizados problemas usuais (ZDT1 e ZDT2) e problemas
onde a robustez era detectada em apenas um dos objetivos (TP2, TP3 e TP4). Todos os
problemas abordados contavam com apenas com dois objetivos. Nao havia a descricao da
Fronteira Pareto Robusta destes problemas, que teve de ser estimada via simulacao de
Monte Carlo.

Para preencher esta lacuna um novo conjunto de fungoes de teste foi desenvolvido
visando primariamente ter a disposi¢cao um conjunto de fung¢oes onde os resultados obtidos
pelo algoritmo proposto pudessem ser melhor avaliados, principalmente em problemas com
mais de dois objetivos. A familia de problemas pdMOP desenvolvida mostrou ter uma base
s6lida e com isto teve sua versatilidade aumentada: foram apresentados juntamente com o
problema robusto outros problemas especificos para otimizagao geral, com liberdade de
dimensionamento dos espacos de Decisao e dos Objetivos e diversas outras caracteristicas
desejéveis e até entao pouco exploradas por outros problemas de benchmark, tais como as
restrigoes de igualdade e desigualdade e a flexibilidade do formato da Fronteira Pareto. A
familia de problemas robustos que foi proposta também tem sua Fronteira Pareto Robusta
conhecida, bem como seu conjunto Pareto 6timo robusto e apresenta total liberdade no
escalonamento do niimero de variaveis e de objetivos. Sua formulagao também permite
testes em regioes especificas do espaco dos objetivos. Seguindo a ideia basica dos problemas
de otimizacao propostos, também foi apresentada uma nova métrica de avaliagao de

desempenho dos algoritmos, que independe de uma amostra da Fronteira Pareto.

Uma vez rompido o limite de apenas dois objetivos, a extensao do trabalho para
problemas com muitos objetivos foi natural. Entretanto este tipo de problema ¢é, assim
como a otimizagao robusta, um topico especial de otimizacao multiobjetivo e uma classe
de problemas de dificil solucao. A abordagem escolhida foi a de exploracao de Regioes de

Interesse pois preserva o nimero de objetivos original. Dadas as caracteristicas do algoritmo



168 Capitulo 9. Conclusio

coevolutivo proposto, um novo método de geracao de vetores de peso foi proposto, incluindo
a geragao de cone de vetores, o que possibilitou a exploracao de regioes de interesse. Os
experimentos realizados mostraram que o método de geracao de vetores de peso proposto
é eficiente e que consegue delimitar de forma precisa, facil e intuitiva uma regiao especifica

do espaco dos objetivos. Mais uma vez esta técnica nao é restrita a otimizacao robusta.

Complementando o trabalho desenvolvido também foi apresentado um novo método
de visualizacao de dados em espacos de alta dimensionalidade. Além de todas as virtudes
deste método que ja foram discutidas em sua secao, este novo método permite a visualizagao
das solugoes obtidas e da Fronteira Pareto Robusta em um mesmo grafico, facilitando a

analise dos resultados obtidos.

O ultimo capitulo apresenta uma reuniao de todo o trabalho desenvolvido: Um
algoritmo foi proposto e aplicado nos problemas de benchmark e avaliados na métrica
concebida para este trabalho, tanto no cenario de busca de solugoes em todo o espago dos
objetivos quanto em regioes de interesse, e as solugoes obtidas puderam ser visualizadas
com a ferramenta de visualizacao de dados apresentada. Também foi abordada a otimizacao
robusta de um motor, mostrando que esta técnica nao se restringe a problemas puramente

tebricos.

9.1 Trabalhos futuros

Neste trabalho o foco das atencgoes foi a busca de solugoes de problemas de otimi-
zagao multiobjetivo com a presenga de incertezas em suas variaveis. O ruido considerado
tem distribui¢ao uniforme em um intervalo fixo, mas outros tipos de distribuicao podem
ser considerados de acordo com a especificidade do problema, tais como uma distribuicao
normal ou binomial. O impacto da presenca de incerteza atingiu apenas a convergéncia
das solugoes, mas o cenario onde a localizagao das solu¢oes no espaco dos objetivos
sofre a influencia da presenga de ruido nas varidveis também é um problema relevante,

principalmente no problema de busca por solugoes em regioes de interesse.

Expandindo ainda mais o horizonte, outros tipos de problemas com a presenca de
incerteza podem ser tratados, tais como a otimizacao ruidosa e a otimizacao dinamica. Estes
temas apresentam muitos desafios e algumas das técnicas desenvolvidas neste trabalho

podem ser adaptadas visando a sua aplicacao nestas areas.

A classe de problemas pdMOP também foi pouco explorada. Uma vez que sua
fundamentacao esta bem definida, é possivel fazer sua ampliagao para outros tipos de
problemas, tais como problemas com a presenca de knee points ou problemas de otimizagao

com variagao temporal por exemplo.

A ideia por tras do CAP-vis é a integragao de diferentes métodos de visualizacao de
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dados em uma tnica figura, de modo que a informacao perdida em um método possa ser
compensada com o uso simultaneo de outra técnica. Neste sentido outros método podem

ser fundidos com o mesmo principio, nao necessariamente seguindo o design circular.

Também ha questoes de natureza técnica: O método de geracao de vetores de peso
é computacionalmente caro principalmente em espagos de dimensao elevada e sua eficiéncia

pode ser melhorada.
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