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Resumo

A solução de um problema de otimização multiobjetivo é um conjunto caracterizado pelo
trade off ente M objetivos. No caso do problema de minimização F : RN → RM , estas
soluções de compromisso correspondem a um conjunto minimal segundo uma relação
de ordem parcial no espaço RM . A busca por soluções de menor variação na presença
de ruído nas variáveis x ∈ RN caracteriza a Otimização Multiobjetivo Robusta. Este
trabalho apresenta um algoritmo coevolutivo para Otimização Robusta. A proposta
utiliza a estratégia de decomposição/agregação do espaço dos objetivos em um algoritmo
coevolutivo competitivo. Em conjunto com esta nova técnica foi desenvolvido um novo
método de geração de vetores de peso quase igualmente espaçados no espaço dos objetivos.
Este novo método de geração de vetores de peso não apresenta limitação quanto ao
número de vetores de peso criados nem quanto à norma de cada vetor, que podem estar
localizados no primeiro ortante do espaço dos objetivos ou formar um cone de vetores
com vértice na origem. O eixo deste cone corresponde a um vetor de preferências do
tomador de decisão e sua abertura define a extensão da região de interesse escolhida. A
qualidade dos vetores de peso produzidos por esta nova metodologia foi comparada com o
método usual de geração de vetores de peso e os resultados se mostraram satisfatórios.
Adicionalmente uma nova classe de problemas de otimização multiobjetivo foi desenvolvida,
abrangendo otimização contínua e robusta, com e sem a presença de restrições de igualdade
e desigualdade. Seguindo a estrutura utilizada na construção das funções de teste, uma
nova métrica de avaliação de desempenho também é apresentada. A comparação dos
resultados obtidos entre o método proposto e outras técnicas mostrou a superioridade dos
métodos apresentados. Uma amostra dos resultados obtidos foi utilizada na ferramenta de
visualização de dados desenvolvida, ilustrando as conclusões obtidas.

Palavras-chave: Otimização Multiobjetivo Robusta. Região de Interesse. Problemas de
Otimização Multiobjetivo Robusta. Visualização de Dados.





Abstract

The solution of a multi-objective optimization problem is a set characterized by the trade
off of M objectives. In the case of the minimization problem F : RN → RM , these trade
off solutions correspond to a minimal set according to a partial order relation in space RM .
The search for solutions of smaller variation in the presence of noise in the variables x ∈ RN

characterizes Robust Multiobjective Optimization. This work presents a co-evolutionary
algorithm for Robust Optimization. The presented proposal uses the objective space
decomposition/aggregation strategy in a competitive co-evolution algorithm. Along with
this new technique, a new method of generating vectors of weight almost equally spaced
in the objective space was developed. This new method of generating weight vectors is not
limited in the number of weight vectors created neither to the norm of each vector, that can
be located in the first orthant of the objective space to form a cone of vectors with vertex
in the origin. The axis of this cone corresponds to a preference vector of the decision maker
and its aperture defines the extension of the chosen region of interest. The quality of the
weight vectors of weight produced by this new methodology was compared with the usual
method of generation of weight vectors and the results were satisfactory. In addition, a new
class of multi-objective optimization problems was developed, encompassing usual and
robust optimization, with and without the presence of equality and inequality constraints.
Following the structure used in the construction of the test functions, a new performance
evaluation metric is also presented. The comparison of the results obtained between the
proposed method and other techniques showed the superiority of the presented methods. A
sample of the results obtained was used in the data visualization tool developed, showing
the conclusions obtained.

Keywords: Robust Multiobjective Optimization. Region of Interest. Robust Multiobjec-
tive Optimization Problem. Data Visualization
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1 Introdução

1.1 Caracterização do problema

O dicionário Priberam em sua versão digital 1 define otimizar como “dar a uma
máquina, a uma empresa, a uma ação, etc., o rendimento ótimo, criando as condições mais
favoráveis ou tirando o melhor partido possível”. Uma das etapas dos processos de gestão
e melhoria da qualidade consiste na criação de modelos matemáticos que possibilitem a
implementação de processos de otimização que auxiliem o tomador de decisão (Decision
Maker (DM)) a escolher a melhor estratégia. A figura 1 ilustra o procedimento geral em
um processo de tomada de decisão, que consiste nas seguintes etapas [140]:

ImplementaçãoOtimização
Elaboração do

modelo

Formulação do

problema

Figura 1 – Etapas do processo de tomada de decisão.

Observe que o fluxograma descrito na figura 1 não é unidirecional: ajustes no
modelo elaborado podem ser feitos após as etapas de otimização ou de implementação
das soluções escolhidas, que também pode ser utilizado para aprimorar o processo de
otimização. As etapas do processo de tomada de decisão podem ser descritas da seguinte
maneira:

A. Formulação do Problema:

Nesta etapa deve-se definir com clareza e precisão o problema e suas variáveis,
identificando fatores que possam provocar algum tipo de ruído ou variação em todas
as etapas envolvidas. Nesta etapa também se deve definir que tipo de resposta se
deseja. Esta etapa inicial é de extrema importância uma vez que dela dependem
todas as demais.

B. Elaboração do Modelo:

Consiste na criação de um modelo matemático abstrato que represente o problema
em si, considerando as informações coletadas na etapa de formulação do problema.

C. Otimização:
1 https://www.priberam.pt/DLPO/optimizar [consultado em 03-05-2016].

https://www.priberam.pt/DLPO/optimizar
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Nesta etapa estamos interessados em obter ótimas soluções para o problema de
interesse.

D. Implementação:

Nesta etapa as soluções obtidas devem ser testadas, comparadas e sua aplicabilidade
avaliada.

As etapas de Otimização e Implementação das soluções obtidas podem fornecer
informações extras que não foram consideradas nas etapas de Elaboração do Modelo.
Ajustes no processo de Elaboração do Modelo e Otimização devem ser realizadas sempre que
estas novas informações contribuam para a melhoria da qualidade da resposta procurada.

As etapas de Elaboração do Modelo e Otimização são fundamentais. Assim como
retas e círculos, os valores que minimizam ou maximizam uma função são abstrações
matemáticas: elas não existem no “mundo real”. Em nossas atividades cotidianas sempre
utilizamos aproximações “boas o suficiente” de entes abstratos. O computador responsável
pelo auxílio da navegação da nave Apolo 11 por exemplo, trabalhava com um tamanho
de palavra de 16 bits2 e executava tarefas que exigiam um alto grau de precisão, cujo
fracasso traria perdas humanas, técnicas e financeiras. De maneira geral, uma solução para
a formulação matemática presente na etapa de Otimização é um valor x? suficientemente
próximo do valor ótimo. Além disto, solução procurada x? deve necessariamente satisfazer
às condições que limitam o problema.

Um dos produtos da etapa de Elaboração do Modelo é a definição da função f(x),
chamada de função objetivo, que represente da melhor forma possível o problema em
estudo. A complexidade e a representação da função objetivo, em conjunto com a natureza
dos elementos de seu domínio determinam a técnica (ou algoritmo3) utilizada para a
obtenção de uma solução na etapa de Otimização.

Os casos mais simples de função objetivo, de natureza linear, contam com métodos
eficientes de resolução tais como o Simplex [111] ou o método dos pontos interiores [38].
Quando a função objetivo f é uma função diferenciável e convexa, a caracterização das
condições de otimalidade [65, 7] bem como as técnicas de obtenção de soluções de problemas
lineares ou não lineares unimodais estão bem solidificadas na literatura [65, 93, 6, 115, 122].
Entretanto, mesmo se a função objetivo for diferenciável, se esta for multimodal os métodos
tradicionais de direção de busca ou hill climbing não garantem como solução um ótimo
global, podendo apontar ótimos locais como solução final como ilustrado na figura 2.

Ainda em relação à função objetivo, existem outros complicadores. Ao modelarmos
uma situação prática, muitas vezes a formulação matemática do problema é muito complexa,
2 http://history.nasa.gov/computers/Ch2-5.html
3 Por algoritmo se entende uma sequência finita de procedimentos que levam à solução de classes

semelhantes de problemas.

http://history.nasa.gov/computers/Ch2-5.html
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Figura 2 – A função y = 2 sin(10xe(−0.08x))e(−0.25x)

possui um mínimo (e um máximo) global e cinco mínimos (e quatro máximos) locais no
intervalo (0, 10). Dependendo do valor inicial, os algoritmos clássicos não convergirão para

os valores extremos globais.

a ponto de não ser possível ter uma expressão analítica para a mesma. Métodos de
modelagem que envolvem equações diferenciais parciais podem ser resolvidos por meio da
técnica dos Elementos Finitos, que envolvem a resolução numérica de muitas equações
integrais. Estes são exemplos de problemas do tipo “caixa preta” (black box ), onde não se
tem disponível nenhuma informação sobre a topologia da superfície de resposta.

Os modelos matemáticos mais simples apresentam um único objetivo a ser otimizado.
Entretanto, ao elaborarmos um modelo mais sofisticado, mais de um parâmetro deve ser
considerado antes da escolha da resposta. Considere por exemplo um projeto de motor.
Fatores como potência, torque, consumo de combustível, confiabilidade, estimativa de vida
útil, custo de produção e de manutenção são características que definem a qualidade do
motor e refletem o tipo de projeto necessário para sua construção. Esta situação, onde há
mais de um objetivo a ser otimizado, caracteriza a otimização multiobjetivo.

A razão da existência de algoritmos de resolução de problemas multiobjetivo é obter
soluções ótimas para problemas do mundo real. Problemas artificiais utilizados para se
testar a performance de algoritmos apresentam uma formulação matemática bem definida
e têm sua solução ótima conhecida a priori. No sentido oposto, um problema real tem sua
formulação matemática fortemente relacionada ao modelo elaborado para aquela situação.
Um mesmo problema pode apresentar diferentes formulações matemáticas, refletindo o grau
de precisão e abstração do modelo matemático associado àquele problema. A incorporação
de incertezas e imprecisões, inerentes a problemas presentes em nosso cotidiano, torna o
modelo mais realístico e preciso. A busca de soluções ótimas em problemas com a presença
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de incertezas é classificada como otimização robusta [13, 48, 11, 42].

A dificuldade de se obter boas soluções em problemas de Otimização multiobjetivo
é determinada por vários fatores, dentre eles o número de variáveis do espaço de decisão
e o número de objetivos. Quando o número de objetivos é maior do que três, além da
impossibilidade de visualizarmos as soluções obtidas por meio dos métodos gráficos usuais,
o aumento da dimensionalidade do espaço dos objetivos reduz a eficiência dos métodos de
otimização e das métricas de avaliação da qualidade das soluções obtidas, além de dificultar
a escolha de uma solução em particular pelo tomador de decisão. Estas características
fazem com que problemas de otimização com mais do que três objetivos recebam uma
atenção especial dos pesquisadores e sejam classificados como problemas de otimização
com muitos objetivos [150, 81, 10, 131].

Uma solução apresentada na literatura para superar os desafios impostos pelo
aumento no número de objetivos é a exploração de regiões de interesse (Region Of
Interest (ROI)) no espaço dos objetivos de problemas com muitos objetivos [82, 9]. Esta
estratégia busca soluções em uma região específica do espaço dos objetivos obedecendo
algum critério definido pelo tomador de decisão. Apesar desta técnica não promover a
redução da dimensionalidade do problema, a restrição da busca de soluções em uma região
específica aumenta a eficiência dos algoritmos de otimização e facilita a escolha das soluções
finais pelo tomador de decisão, uma vez que soluções factíveis mas desinteressantes do
ponto de vista do otimizador são ignoradas durante o processo de otimização.

1.2 Objetivos

O objetivo geral deste trabalho é estudar o problema de se obter soluções ótimas
para problemas contínuos multiobjetivo e com muitos objetivos, que sejam menos sensíveis
à presença de perturbações ou outros tipos de variabilidade não programada em suas
variáveis. A solução deste tipo de problema faz uso dos métodos de Otimização Robusta
Multiobjetivo.

Os objetivos específicos compreendem:

1. Fazer um levantamento do estado da arte dos métodos de otimização, em particular
das heurísticas de otimização com inspiração evolutiva;

2. Estudar os tipos de ruídos e incertezas presentes nos processos de tomada de decisão
e sua incorporação nos métodos de otimização;

3. Apresentar um novo conjunto de funções de teste para algoritmos evolutivos que
incremente os desafios apresentados aos algoritmos de otimização e que seja apro-
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priado à exploração de regiões de interesse do espaço dos objetivos, bem como à
otimização com a presença de ruído nas variáveis do problema.

4. Apresentar uma nova métrica de avaliação de soluções que seja adequada à exploração
de regiões de interesse no espaço dos objetivos;

5. Apresentar um novo método de visualização de soluções em espaços de alta dimen-
sionalidade que seja capaz de destacar regiões específicas deste espaço, bem como
distinguir soluções menos sensíveis à presença de ruído das demais soluções ótimas
obtidas.

6. Apresentar um método de otimização que apresente soluções ótimas com a presença
de ruído e incertezas nas variáveis de decisão da função objetivo e que seja capaz de
explorar uma região de interesse específica do espaço dos objetivos.

1.3 Contribuições da tese

Este trabalho trata de otimização robusta em problemas multiobjetivo e com
muitos objetivos. A estratégia adotada para a obtenção de soluções sub-ótimas robustas e
a exploração de regiões de interesse no espaço dos objetivos. As principais contribuições
deste trabalho são:

1. Um novo algoritmo evolutivo para problemas de Otimização Robusta com qualquer
número de objetivos. Apesar de sua conformidade imediata com problemas práticos
de engenharia, as referências à Otimização Robusta Multiobjetivo e com muitos
objetivos são escassas na literatura especializada. Além disto os métodos disponíveis
tem elevado custo computacional. O método apresentado neste trabalho se mostrou
eficiente nos casos analisados, tanto em problemas de teste quanto em problemas
práticos e apresenta baixo custo computacional, além de preencher a lacuna presente
no referencial teórico.

2. Um novo conjunto de funções de teste para problemas de Otimização usual e Robusta.
Em conjunto com as técnicas de Otimização Robusta Multiobjetivo, uma outra
deficiência encontrada na literatura especializada foi a carência de problemas teste
para Otimização Robusta Multiobjetivo. Os problemas de teste apresentados são de
fácil implementação e interpretação, com Fronteira Pareto Robusta bem definida
e escaláveis a qualquer número de variáveis e objetivos. Os problemas de teste
apresentados neste trabalho também se aplicam à Otimização Multiobjetivo usual e
trazem novos e significativos desafios aos Algoritmos de Otimização contemporâneos.
Uma outra contribuição do novo conjunto de problemas de teste são as restrições de
igualdade e de desigualdade que assim como a otimização robusta são tópicos pouco
explorados na literatura especializada.
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3. Um novo método de visualização de soluções no espaço dos objetivos para problemas
de alta dimensionalidade. Por se tratar de um desafio muito grande e ter aplicação
em diversas áreas, a visualização de dados em espaços com dimensão maior do
que três é um tema recorrente na literatura científica. Uma vez que o suporte de
exibição dos dados é sempre bidimensional (uma tela ou uma folha de papel por
exemplo) a perda de informação é um fenômeno inevitável. Cada método presente
na literatura enfatiza a exibição de um conjunto de características da massa de
dados, omitindo outros. A ferramenta de visualização apresentada neste trabalho
agrega três diferentes métodos, de modo que as informações presentes em cada um
se complementam de forma harmônica e permitem a exibição de um número maior
de características que um único método em particular. Além disto, a ferramenta
proposta permite a análise da convergência e da robustez das soluções encontradas,
além de permitir a exibição de mais de um conjunto de dados em um mesmo gráfico.

4. Uma nova metodologia de exploração de regiões de interesse no espaço dos objetivos.
A dificuldade de se obter soluções de problemas de Otimização Multiobjetivo cresce
muito quando o número de objetivos é maior do que três. Os problemas posicionados
acima deste limiar são classificados como Problemas de Otimização com Muitos
Objetivos e exigem novas abordagens para a obtenção de soluções. A estratégia
adotada neste trabalho foi a exploração de Regiões de Interesse ROI no espaço dos
objetivos, por preservar o número de objetivos original e permitir a incorporação
de preferências do decisor no processo de otimização, além de permitir a busca de
soluções robustas. Este trabalho apresenta um método inédito de determinação da
ROI onde as preferências do decisor podem ser incorporadas de maneira fácil e
intuitiva.

5. Uma nova métrica de avaliação da convergência para Problemas de Otimização.
As métricas de avaliação de soluções obtidas por algoritmos evolutivos apresentam
virtudes e defeitos. Em situações específicas, tais como problemas de otimização com
muitos objetivos, a exploração de ROI e/ou a Otimização Robusta, são aplicadas as
métricas usuais. Apesar de sua eficiência, estes métodos não foram especificamente
projetados para estas situações. Para preencher esta lacuna na literatura científica
e mensurar os resultados obtidos com mais acurácia, foi desenvolvido uma nova
métrica de avaliação de resultados específica para mensurar a convergência de
soluções em Regiões de Interesse de problemas com muitos Objetivos. Esta métrica
foi desenvolvida tendo em mente sua aplicação em problemas de Otimização Robusta
e usual. A comparação dos valores desta métrica com os resultados obtidos pelas
outras métricas em problemas de otimização usual mostra a coerência dos resultados
e sua superioridade nas situações para as quais ela foi projetada.

Cada um dos itens destacados acima já representam por si só um significativo avanço
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nesta área de pesquisa. Todos os temas abordados são atuais e relevantes, e representam
em seu conjunto uma parcela do atual desafio encontrado por muitos pesquisadores desta
área. Um indicativo da importância das soluções apresentadas é, além de sua atualidade,
a sua escassez na literatura especializada.

1.4 Organização do trabalho

Este trabalho está distribuído da seguinte maneira. Este capítulo faz a caracterização
do problema de pesquisa, com uma breve apresentação das metodologias de aprimoramento
da qualidade e do problema de otimização. Esta seção também apresenta o objeto de estudo
do trabalho, bem como os objetivos geral e específicos que se deseja alcançar. O capítulo 2
apresenta o problema de otimização multiobjetivo e três algoritmos evolutivos consagrados
na literatura. A questão do ruído e das incertezas presentes nos processos de tomada de
decisão, bem como sua incorporação nos métodos de otimização é abordada no capítulo
3. O capítulo 4 faz uma revisão crítica de alguns problemas de teste apresentadas na
literatura (ZDT, DTLZ e WFG) e apresenta um novo conjunto de problemas de otimização,
juntamente com uma nova métrica de desempenho. O capítulo 5 faz a revisão dos principais
métodos de visualização de soluções de problemas multiobjetivo e apresenta uma nova
proposta, agregando três métodos de visualização de dados. O capítulo 6 é dedicado à
geração de vetores de peso, que é uma das primeiras etapas dos algoritmos evolutivos
que utilizam a técnica de decomposição/agregação. Neste capítulo são apresentados dois
novos métodos de geração de vetores de peso: o primeiro método cria vetores de peso
quase igualmente espaçados no primeiro ortante do espaço RM e o segundo método gera
vetores em uma região específica deste mesmo espaço. O capítulo 7 apresenta uma nova
metodologia de exploração de regiões de interesse (ROI) do espaço dos objetivos em
problemas com qualquer número de objetivos, que faz uso dos cones de vetores definidos
no capítulo anterior. No capítulo 8 é apresentada uma proposta de algoritmo coevolutivo
competitivo para a solução do problema de otimização robusta multiobjetivo e com muitos
objetivos – o CR-MOEA/D e sua versão para busca de soluções em regiões de interesse –
o coneCR-MOEA/D. O capítulo 9 encerra este trabalho apresentando as conclusões e os
trabalhos futuros desta pesquisa.
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2 Otimização

2.1 Introdução

Esta seção trata de algumas definições e considerações gerais sobre métodos de
otimização.

Definição 1 (Problema de Otimização mono-objetivo) O problema de otimização
mono-objetivo pode ser formulado de forma mais geral como

x? = arg min f(x)

sujeito a:


gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q

x ∈ S
(2.1)

sendo gi(x) as p restrições de desigualdade e hj(x) as q restrições de igualdade.

As variáveis de decisão x = (x1, . . . xN) são restritas a um conjunto S chamado de espaço
de decisão ou espaço de busca. Os componentes xi das variáveis de decisão podem ser
números reais, números inteiros, valores booleamos ou mesmo uma mistura destes. A
definição 1 apresenta um problema de minimização1. Uma solução ideal para este problema
é chamada de mínimo global:

Definição 2 (Ponto de mínimo global:) Seja f : S ⊂ R → R uma função real de
variável real. Um mínimo global de f é um ponto xg ∈ S tal que

f(xg) ≤ f(x) ∀ x ∈ S (2.2)

Analogamente podemos definir um ponto de máximo global. De forma complementar ao
ponto de mínimo global, temos os pontos de mínimos locais:

Definição 3 (Ponto de mínimo local:) Seja f : S ⊂ R → R uma função real de
variável real. Um mínimo local de f é um ponto x` ∈ I tal que

f(x`) ≤ f(x) ∀ x ∈ I ⊂ S (2.3)

para algum intervalo I = (x− ε,x + ε) com x ∈ S.
1 A maximização de uma função f é equivalente à minimização de −f .
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Os pontos de máximos locais são definidos de forma análoga. Uma função pode não ter
mínimo global (ou local), bem como ter vários mínimos globais (ou locais). Por exemplo,
a função f(x) = x não tem mínimo global/local se S = (0, 1), e na função f(x) = 1 todo
ponto é mínimo/máximo global/local.

Definição 4 (Problema de Otimização multiobjetivo) É o problema de otimização
dado por

x? = arg minF (x) = (f1(x), . . . , fM(x))

sujeito a:


gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

hj(x) = 0, 1 ≤ j ≤ q

x ∈ S
(2.4)

sendo gi(x) p restrições de desigualdade e hj(x) q restrições de igualdade.

Mais uma vez se considera, sem perda de generalidade, que todas as M funções
fi(x) devem ser minimizadas. Além do espaço de decisão S (ou espaço de busca), no
problema de otimização multiobjetivo temos o espaço dos objetivos, denotado por F e
definido por F = {y ∈ RM ,y = F (x) com x ∈ S}2.

Uma característica fundamental de problemas multiobjetivo é a natureza conflitante
dos objetivos envolvidos: é impossível se obter uma solução x? que minimize todos os
objetivos simultaneamente. Isto acontece porque se uma variável x provoca a melhoria
de um objetivo fi(x), ela também provoca a deterioração de pelo menos um dos demais
objetivos. Desta forma, ao contrário da otimização mono-objetivo onde existe uma relação
de ordem ≤ bem definida, não existe uma única solução para problemas multi-objetivo,
e sim um conjunto de soluções que representa o melhor equilíbrio (trade-off ) entre os
objetivos. Para melhor caracterizar este conjunto de soluções algumas definições se fazem
necessárias. Como estamos interessados na identificação de “melhores” soluções, é necessário
definir o que é uma relação de ordem. Uma relação de ordem em um conjunto A é uma
relação binária ∼ com as seguintes propriedades [87, 22]:

Reflexiva: a ∼ a para todo a ∈ A;

Anti-simétrica: se a ∼ b e b ∼ a então a = b;

Transitiva: se a ∼ b e b ∼ c então a ∼ c.

Uma relação de ordem é total se quaisquer elementos em A podem ser comparados
pela relação ∼. Caso contrário, ou seja, se nem todos os elementos de A podem ser
comparados, esta é uma relação de ordem parcial. No conjunto dos números reais, ≤ é
2 Assumimos que cada função fi(x) na definição 4 retorna um número real para cada variável x ∈ S.
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uma relação de ordem total e por isto é fácil a caracterização de um mínimo global para
funções f : R→ R. Entretanto, não existe uma relação de ordem total em RN para N > 1.
Entretanto, é possível estabelecer uma relação de ordem parcial:

Considere dois vetores u = (u1, . . . , uN) e v = (v1 . . . , vN) ∈ RN e a relação �
definida como

u � v se ui ≤ vi para todo 1 ≤ i ≤ N (2.5)

Se u � v dizemos que u é parcialmente menor que v. É fácil ver que a relação � é uma
relação de ordem em RN , mas não é uma relação de ordem total, uma vez que os vetores
u = (0, 1) e v = (1, 0) não podem ser comparados de forma alguma por meio da relação �.

A caracterização das soluções do problema multiobjetivo (4) utiliza a relação de
ordem parcial � e é realizada por meio das seguintes definições [20]:

Definição 5 (Dominância Pareto:) Sejam u = (u1, . . . , uN) e v = (v1 . . . , vN) pontos
factíveis do problema de otimização multiobjetivo 4. Se F (u) � F (v) e F (u) 6= F (v) então
dizemos que u domina v e escrevemos u ≺ v.

Caso não haja ambiguidade, é usual dizer que se F (u) � F (v) e F (u) 6= F (v) então F (u)

domina F (v). Como � é uma relação de ordem parcial, existem pontos de RN que não
podem ser comparados por esta relação de ordem. Se, para dois pontos distintos u,v ∈ RN

tivermos que as afirmações u ≺ v e v ≺ u são ambas falsas, ou seja, u não domina v e v

não domina u, então u e v são não dominados e escrevemos u ⊀ v.

Definição 6 (Conjunto Pareto Ótimo:) Seja F a função objetivo de um problema
multiobjetivo. O conjunto

P = {x ∈ S,@ y ∈ S tal que F (y) ≺ F (x)} (2.6)

é chamado de Conjunto Pareto Ótimo.

Os elementos do conjunto P são chamados de soluções eficientes do problema de otimização
multiobjetivo e é este conjunto de pontos que buscamos como solução do problema (4).
É uma consequência imediata da definição de P que quaisquer dois de seus elementos
são não dominados, ou seja, se u,v ∈ P então u ⊀ v. Associado a este conjunto está a
Fronteira Pareto, denotada por FP (ou Pareto Front (PF)) e definida como a imagem
no espaço dos objetivos das soluções eficientes, ou seja FP = F (P ). Os elementos que
compõem a solução de um problema de otimização multiobjetivo são ilustrados na Figura
3.
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Figura 3 – Um problema de otimização multiobjetivo com dois objetivos f1 e f2 a serem
minimizados, sem restrições. Estão destacados o conjunto de pontos factíveis S
no espaço de decisão RN , a imagem do conjunto dos pontos factíveis F (S) no
espaço dos objetivos R2, o conjunto Pareto Ótimo P ⊂ S e a Fronteira Pareto
FP ⊂ F (S).

2.2 Algoritmos Evolutivos

O termo heurística3 é usado como o conjunto de técnicas utilizadas para se re-
solver um problema. No contexto dos problemas de otimização, uma heurística (ou
meta-heurística4) é um algoritmo que busca “boas soluções” para problemas de larga
escala em um tempo de execução “razoável”. Em uma heurística não existe a garantia de
que a solução obtida seja ótima nem que esteja próxima da solução real, mas a solução
apresentada é a melhor quando comparada a uma grande variedade de respostas possíveis
para o problema [22, 140, 20].

De maneira geral, o que uma heurística faz é a exploração do espaço de busca
procurando “boas soluções” para um problema. A busca por uma solução ótima pode
ser feita por meio de uma única solução candidata, como nas heurísticas de busca local
e recozimento simulado (simulated annealing), ou por meio de um conjunto de soluções
candidatas (chamadas de população) como nas heurísticas de nuvem de partículas (particle
swarm) ou nos algoritmos evolutivos. Já a exploração do espaço de busca pode ser feita
por meio de decisões determinísticas, onde uma nova solução é gerada a partir de uma
solução existente por meio de regras bem definidas (busca local, busca tabu) ou de
forma estocástica, onde a escolha de novas soluções é influenciada por fatores aleatórios.
Em uma heurística determinística, valores iniciais iguais levam à mesma solução. Já em
uma heurística estocástica, um valor inicial pode levar a diferentes soluções. Uma outra

3 Do grego heuriskein (ευρετική): descobrir novos caminhos.
4 Termo introduzido por Glover [45] ao se referir a heurísticas “superiores” (como por exemplo, a Busca

Tabu) quando comparadas com outras. Este texto não fará distinção entre estes dois termos.
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classificação para as heurísticas pode ser feita no que diz respeito a sua estrutura. Há
heurísticas inspiradas em fatores biológicos (tais como os algoritmos evolutivos, sistemas
imunológicos), em fatores sociais (colônias de formigas e de abelhas, nuvem de partículas)
e em fenômenos físicos (simulated annealing), dentre outros.

A exploração de espaços de busca de grande porte acoplados a funções sofisticadas
sempre foi um grande desafio, bem como a tentativa de se produzir programas de computa-
dor dotados de inteligência e poder de decisão autônoma. Uma solução para este problema
é a inspiração em processos físicos, biológicos e sociais para estes desafios. Holland [59]
apresenta uma sólida fundamentação teórica de como uma abstração da evolução biológica
proposta por Darwin pode ser aplicado na resolução deste tipo de problema.

As heurísticas inspiradas nos processos de seleção natural são denominados de
Algoritmos Evolutivos, sendo o algoritmo genético [47, 96, 5, 26] o exemplo mais proemi-
nente. O Algoritmo Genético é uma heurística onde um conjunto de soluções candidatas
(chamado de população) faz a busca no espaço de decisão gerando novas soluções por meio
de dois mecanismos de natureza estocástica (a recombinação ou crossover e a mutação)
em um número limitado de iterações, sendo que cada iteração é denominada de geração.
Em cada iteração, os elementos da população (chamados de indivíduos) recebem um valor
de aptidão (fitness) que mede seu desempenho em relação aos demais diante do problema
proposto ao algoritmo. Em seguida, os elementos de melhor aptidão são selecionados para
a geração seguinte, mantendo-se fixo o tamanho da população. O Algoritmo 1 apresenta a
estrutura de um algoritmo genético básico.

Algoritmo 1: Algoritmo Genético básico
1 begin
2 t← 0;
3 xt ← população inicial;
4 ft(x)← avaliação da aptidão;
5 while critério de parada = falso do
6 xst ← seleção (xt);
7 xct ← recombinação (xst);
8 xct ← mutação (xct);
9 ft(x

c)← avaliação da aptidão (xct);
10 xt ← atualização da população (xt, x

c
t);

11 t← t+ 1;
12 end while
13 end

As principais etapas de um Algoritmo Genético são apresentadas a seguir, supondo
que este será aplicado na minimização de um único objetivo F : S ⊂ RN → R onde S é
um hipercubo em RN , ou seja, se x ∈ S então x = (x1, . . . , xN ) com `i ≤ xi ≤ ui sendo `i
e ui respectivamente os limites inferior e superior de cada coordenada do vetor x.
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Inicialização das variáveis: Seguindo a analogia com processos biológicos, o conjunto
soluções candidatas é chamado de população e cada solução candidata é chamada
de indivíduo. Nas propostas originais de Holland e Goldberg, o vetor de variáveis
é denotado por cromossomo, cada componente é chamada de gene e seu valor é o
alelo e as variáveis apresentavam a codificação binária de modo a ser mais fiel à
inspiração biológica da heurística. Entretanto a codificação por meio de números
na base dez (chamada de codificação real) é muito utilizada5. De maneira geral,
define-se o tamanho P da população e se inicializam as variáveis x = (x1, . . . , xN)

seguindo uma distribuição uniforme, ou seja, xi ∈ U [`i, ui]. Maaranen et al. [94]
comparam diferentes formas de inicialização das variáveis em Algoritmos Genéticos,
procurando uma maior dispersão dos pontos no espaço de busca.

Avaliação da aptidão: Ou fitness deve assumir a forma mais adequada para o problema.
Pode-se utilizar o valor nominal da função f(x) ou procurar normalizações de modo
que 0 ≤ f(x) ≤ 1 ∀x ∈ S. Uma técnica muito comum em problemas com restrições
é a incorporação das mesmas como uma penalidade da função objetivo.

Seleção: A criação de novas soluções candidatas tem início no processo de seleção onde,
de forma aleatória, pontos com bons valores de função de aptidão são escolhidos.
Este processo não pode se resumir aos indivíduos com melhor valor de aptidão
a fim de se evitar a convergência prematura em um mínimo local. Pelo mesmo
motivo, indivíduos com valores ruins de aptidão também não devem ser ignorados.
A forma mais simples de seleção é o torneiro binário: aleatoriamente selecionam-se
dois indivíduos e é escolhido aquele de melhor valor de função de aptidão Esta forma
de seleção pode ser estendida a um torneio com k indivíduos. Outra forma clássica
de seleção é por meio do valor relativo de sua função de aptidão fi de modo que a
probabilidade de seleção do i -ésimo indivíduo é dada por

pi =
fi∑k
j=1 fj

.

Considerando a função de distribuição acumulada Pi =
∑i

j=1 pj , associa-se o i -ésimo
indivíduo xi da população ao intervalo (Pi−1, Pi], sendo P0 = 0. Temos dois métodos
de seleção usuais:

Roleta (roulette-wheel): Para a escolha de k indivíduos, geram-se aleatoriamente
k números ri com ri ∈ U [0, 1], ri 6= 0. O indivíduo xj é selecionado se ri ∈
(Pj−1, Pj].

5 A codificação das variáveis também deve se adequar ao tipo do problema. Por exemplo, no problema
da mochila (knapsack problem), a codificação binária é mais adequada.
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Figura 4 – Recombinação binária de um ponto

SUS (Stochastic Universal Sampling): Para a escolha de k indivíduos, gera-se
aleatoriamente um número r ∈ U [0, 1], r 6= 0, e em seguida consideram-se k
números igualmente espaçados dados por

R =

{
r, r +

1

k
, r +

2

k
, . . . , r +

k − 1

k

}
mod 1.

O indivíduo xj é selecionado se
(
r + α

k

)
mod 1 ∈ (Pj−1, Pj ] com 0 ≤ α ≤ k− 1.

Recombinação: Originalmente chamado de crossover, é o operador responsável pela
geração de novas soluções candidatas. Estas novas soluções são também chamadas
de offspring. São selecionados dois vetores representativos da população e uma nova
solução candidata é criada. Procura-se criar novas soluções que tenham alguma
relação de proximidade com as soluções previamente selecionadas e desta maneira
fazer a exploração do espaço de busca.

No caso da representação binária, é escolhido aleatoriamente um ponto de corte em
uma posição dos vetores e um novo vetor é criado pela combinação destas partes
(veja Figura 4). É possível generalizar esta técnica de recombinação para k pontos
de corte.

Quando se utiliza a codificação real, a recombinação mais simples utiliza uma
combinação convexa da forma y = txa + (1 − t)xb, sendo xa, xb os elementos da
população previamente selecionados, y o novo ponto criado e t ∈ U [0, 1].

Um método de recombinação muito utilizado é o SBX (Simulated Binary Crossover
–[28]), que simula a recombinação com um ponto de corte para vetores com codificação
binária. A recombinação SBX cria dois novos indivíduos ya e yb a partir de dois
elementos previamente selecionados xa = (xa1, . . . , x

a
N ) e xb = (xb1, . . . , x

b
N ) da seguinte

forma:

1. Para cada i ∈ {1, . . . , N} calcule

βi =


(2ui)

1

ηc + 1 se ui ≤ 0.5(
1

2(1− ui)

) 1

ηc + 1 caso contrário

sendo ui ∈ U [0, 1] e ηc um parâmetro definido pelo tomador de decisão que
controla a “proximidade” com que as novas soluções candidatas estarão dos
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indivíduos previamente selecionados. Quanto maior o valor de ηc, maior a
probabilidade do novo elemento estar próximo do antigo.

2. Gere dois novos indivíduos ya = (ya1 , . . . , y
a
n) e yb = (yb1, . . . , y

b
n) por meio das

expressões abaixo:

yai = 0.5
[
(1 + βi)x

a
i + (1− βi)xbi

]
ybi = 0.5

[
(1− βi)xai + (1 + βi)x

b
i

]
Independente da escolha do método de recombinação, forma de criação de novas
soluções candidatas ocorre com uma probabilidade de ocorrência ρc.

Mutação: Após a criação de uma nova solução candidata, esta pode sofrer uma pequena
pertubação procurando maximizar a exploração do espaço de busca. Este operador
ocorre com uma probabilidade pequena ρm � 1 e sua forma mais simples pode
ser descrita como y = x + τ , sendo y o novo ponto a ser gerado, x o ponto alvo
da mutação e τ uma perturbação seguindo alguma distribuição de probabilidade
(uniforme, normal, etc).

Com a mesma inspiração da recombinação SBX, Deb and Goyal [29] sugerem a
mutação polinomial onde um novo vetor y = (y1, . . . , yn) é gerado a partir de um
ponto x = (x1, . . . , xn) previamente selecionado. A i-ésima coordenada do novo ponto
é dada por yi = xi + δi(x

u
i − x`i), onde xui e x`i correspondem aos limites superior e

inferior da i-ésima coordenada do ponto x e

δi =


(2ui)

1

ηm + 1 − 1 se ui < 0.5

1− [2(1− ui)]
1

ηm + 1 caso contrário

onde ui ∈ U [0, 1] e ηm um parâmetro definido pelo Tomador de Decisão. Mais uma
vez, quanto maior o valor de ηm, maior a probabilidade do novo elemento estar
próximo do antigo.

A atualização da população pode seguir as mesmas regras da etapa de seleção. Para
a otimização multiobjetivo, os mesmos passos podem ser seguidos, exceto a atualização da
população. Na otimização mono-objetivo a convergência da população em torno do ótimo
global não prejudica a qualidade da solução, apesar de não ser desejável. Entretanto, na
otimização multiobjetivo, um indicador de qualidade de uma solução é sua dispersão na
Fronteira Pareto, de modo que qualquer técnica de otimização multiobjetivo tem sempre
dois desafios: a convergência da população na Fronteira Pareto e sua dispersão ao longo
da mesma.
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2.2.1 Técnicas avançadas em Computação evolutiva

2.2.1.1 Nicho

A intensa utilização de algoritmos evolutivos em problemas de otimização faz com
que muitos pesquisadores aprimorem as técnicas básicas. Uma situação muito comum que
deve ser evitada é a convergência prematura da população em torno de um ótimo local,
provocada por métodos de seleção demasiadamente elitistas, que faz com que o algoritmo
perca sua capacidade de exploração do espaço de busca. Técnicas de nicho (Niching methos
[95, 129]) incorporadas a Algoritmos Genéticos permitem a manutenção da diversidade da
população evitando a convergência prematura. Uma técnica de nicho muito utilizada é a
fitness sharing. Para um indivíduo com fitness fi, sua função de fitness sharing f ′i é dada
por

f ′i =
fi
mi

sendo mi uma medida de proximidade do i-ésimo elemento com o restante da população
calculada como

mi =
k∑
j=1

sh(di,j)

sendo k o tamanho da população, di,j a distância entre os elementos i e j e sh(di, j) uma
função que mede o nível de similaridade entre elementos sa população. A expressão mais
utilizada para esta função de similaridade é dada por

sh(di,j) =

{
1−

(
di,j
σs

)α
, se di,j < σs

0 caso contrário
(2.7)

onde σs é uma distância limite para a medição de dissimilaridade e α um parâmetro
que determina o formato desta função. Uma outra forma de preservar a diversidade da
população é a distância de multidão (crowding distance), proposta por Deb et al. [34].

2.2.1.2 Autoadaptação

Um aspecto presente em sistemas biológicos é a autoadaptação, que pode ser
transposta para algoritmos evolutivos por meio de um operador de mutação dinâmico
[1, 5]. Para um vetor x(t) = (x

(t)
1 , . . . , x

(t)
n ) em uma geração t, esta estratégia de mutação

consiste na criação de um novo ponto xt+1 seguindo a seguinte regra:

σ(t+1) = σ(t) · exp(τ ·N(0, 1)), τ = n−1/2

x
(t+1)
i = x

(t)
i + σ(t+1) ·Ni(0, 1)

onde o fator de dispersão σt é atualizado a cada geração.
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2.2.1.3 Coevolução

Outro elemento presente em sistemas biológicos é a coevolução. Um exemplo de
coevolução (social) se dá pela interação simbiótica entre homens e cães, presente desde as
primeiras comunidades de humanos caçadores-coletores. Os cães alertavam a presença de
intrusos e auxiliavam nas caçadas. Em troca, recebiam comida e proteção. Esta parceria
nunca se rompeu e hoje a população de cães domésticos é maior do que a de lobos e cães
selvagens [54]. Coello et al. [20] destacam dois tipos principais de algoritmos coevolutivos:

Coevolução competitiva: Neste cenário, a função de aptidão de um indivíduo é o
resultado de uma série de “encontros” com outros indivíduos da mesma população,
sendo comum sua aplicação em jogos.

Coevolução cooperativa: A função de aptidão de um indivíduo recebe a influência de
indivíduos de outras espécies (outras populações).

Sendo a estratégia mais utilizada para a resolução de problemas de otimização.
Rosin and Belew [123, 124] e Stanley and Miikkulainen [136] consideram a coevolução
competitiva como uma evolução simultânea entre duas ou mais populações, onde a
aptidão de um indivíduo em uma população “hospedeira” tem seu valor definido por
meio de uma competição com outro indivíduo em uma população de “parasitas”. Nestes
trabalhos, os autores consideram a interação de uma população de “parasitas” para a
formação da função de aptidão (utilzando técnicas de fitness sharing) dos indivíduos na
população de “hospedeiros”. Rosin and Belew [123, 124] utilizam esta estratégia em um
Algoritmo Genético aplicados a jogos (Tic–Tac–Toe, Nim e Go), enquanto que Stanley
and Miikkulainen [136] tratam de movimento de robôs em uma competição6, também
utilizando um Algoritmo Genético.

2.2.1.4 Decomposição/Agregação

Uma técnica aplicada a algoritmos genéticos é a estratégia da decomposição [97],
que consiste na divisão do problema principal em subproblemas de menor complexidade.
Esta técnica é muito aplicada na otimização multiobjetivo [169, 31, 3] e também em
problemas de otimização mono-objetivo [132]. Sua implementação consiste na definição a
priori de um conjunto de direções de busca no espaço dos objetivos dado pelos vetores
W = {w1, . . . ,wk} e sua associação a pontos do espaço de busca. Cada subproblema se
resume na aplicação de alguma técnica de agregação [151] (soma ponderada, norma de
Tchebycheff ou Boundary Intersection - BI) aplicada a um conjunto de pontos no espaço
de objetivos, que por sua vez estão associados a direções de busca wi ∈ W .
6 Mais detalhes sobre o movimento dos robôs estão disponíveis em

www.cs.utexas.edu/users/nn/pages/research/neatdemo.html.

www.cs.utexas.edu/users/nn/pages/research/neatdemo.html.
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2.2.2 MOEA/D

Um algoritmo que utiliza a técnica de decomposição é o MOEA/D proposto por
Zhang and Li [166]. Nesta heurística, um conjunto de direções de buscaW = {w, . . . ,wP} é
criado no espaço dos objetivos com a mesma quantidade de vetores (P vetores) da população
X e é realizada uma associação um–a–um entre as soluções candidatas e os elementos de
W : cada elemento de W está associado a um único elemento da população e vice-versa.
Os vetores em W orientam o processo de busca promovendo a decomposição do problema
original dado por F (x) = (f1, . . . , fM) em P subproblemas utilizando alguma técnica de
agregação. Cada subproblema considera a minimização simultânea dos M objetivos em
uma direção do espaço dos objetivos dada por wi ∈ W , utilizando uma subpopulação Xwi

da população original. Os elementos da subpopulação Xwi são definidos por uma relação
de proximidade (k-vizinhos próximos) de sua imagem no espaço dos objetivos em relação
a wi. No final de cada geração, as melhores soluções são armazenadas em uma população
externa EP . Alguns métodos fazem uso a solução utópica (também chamada de ponto
ideal) z = (z1, . . . , zM) sendo zi = min fi(x) no problema de minimização. Os seguintes
métodos de agregação são utilizados:

Soma Ponderada (Weighted Sum): Considera a combinação convexa dosM objetivos.
Para um vetor w = {w1, . . . , wM}, com

∑M
i=1 wi = 1, este método considera o

subproblema

minimize gws(x|w) =
M∑
i=1

wifi(x) (2.8)

onde x é um ponto factível do espaço de busca S. Esta estratégia tem sucesso no
caso da Fronteira Pareto ser convexa, não apresentando uma boa dispersão caso
contrário.

Distância de Tchebycheff ponderada: Utiliza na definição do problema escalar a dis-
tância de Tchebycheff entre f(x) e o ponto ideal z, ponderada por wi:

minimize gtche(x|w, z) = max
1≤i≤m

{wi|fi(x)− zi|} (2.9)

onde x é um ponto factível do espaço de busca S.

Penalty Boundary Intersection: Esta técnica é uma adaptação da proposta de Das
and Dennis [24] (Normal Boundary Intersection - NBI ). O subproblema a ser
minimizado consiste na soma penalizada (por θ) entre a norma da projeção ortogonal
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Figura 5 – Elementos do método de agregação dos objetivos Penalty Boundary Intersection
(PBI)

de (f(x) − z) em w (d1) e a distância entre f(x) e w (d2). Estes elementos estão
ilustrados na Figura 5 e é definida por

minimize gpbi(x,w, z) = d1 + θd2 (2.10)

onde x é um ponto factível do espaço de busca S e

d1 =
||(F (x)− z)tw||

||w||

d2 =

∥∥∥∥F (x)−
(
z + d1

w

||w||

)∥∥∥∥
sendo (·)t a operação de transposição de vetores e || · || sua norma.

Os detalhes deste algoritmo são apresentados a seguir, considerando o método de
agregação da minimização da distância de Tchebycheff ponderada gtche(x|w, z).
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Inicialização: Após se definir o número de subproblemas P , o tamanho da subpopulação
T e a criação do conjunto de direções de buscaW = {w1, . . . ,wP}, calcule a distância
di,j entre dois elementos wi e wj quaisquer de W . Para cada i = 1, . . . P crie o
conjunto de índices B(i) = {i1, . . . , iT} composto pelos T vetores wi

1, . . . ,w
i
T mais

próximos de wi. Gere a população inicial X = {x1, . . . ,xP} e seja FV i = F (xi).
Crie o ponto de referência (solução ideal) z = {z1, . . . , zm}, onde zi = min fi(xj) com
xj ∈ X e crie uma associação entre os elementos de X e W .

Ciclo Evolucionário: Até que algum critério de parada seja alcançado, a cada geração
repita os procedimentos abaixo para cada elemento xi da população. Cada sequência
de procedimentos listado a seguir corresponde a um ciclo completo de otimização de
um dos P subproblemas:

1. Seleção e Reprodução: Aleatoriamente selecione dois índices k, l de B(i) e
gere uma nova solução y a partir de xk e xl por meio dos operadores genéticos
de recombinação e mutação e verifique se o novo indivíduo é factível, ou seja se
y ∈ S.

2. Atualização do ponto de referência z: Calcule
F (y) = (f1(y), . . . , fm(y)). Se fi(y) < zi faça zi = fi(y).

3. Atualização da vizinhança: Para j ∈ B(i) se
gtche(y|wj, z) < gtche(xj|wj, z) faça xj = y e FV j = F (y).

4. Atualização da população externa: Remova os pontos dominados por F (y).
Insira F (y) se não houver elementos em EP que o dominem.

O algoritmo MOEA/D é responsável pela popularização do uso das técnicas de
decomposição e agregação em problemas de otimização multiobjetivo. Devido a sua
versatilidade, muitas variações deste algoritmo estão presentes na literatura especializada.
Trivedi et al. [146] e Wang et al. [155] apresentam algumas modificações neste algoritmo
visando à melhoria de sua performance. Dentre as principais modificações, destacamos as
seguintes:

• Ponto de referencia penalizado: Na proposta original do algoritmo MOEA/D, o
ponto de referencia z = (z1, . . . , zM ) utilizado nas funções de agregação em problemas
de minimização é definido como sendo o valor mínimo de cada objetivo na iteração
corrente, ou seja, zi = min fi(x), 0 ≤ i ≤M . Entretanto, o uso de uma penalidade ε
neste ponto provoca uma melhoria na performance do algoritmo. Com esta proposta,
o novo ponto de referencia é definido como z? = z− ε.

• Seleção para reprodução: Na proposta original do MOEA/D, apenas elementos
da subpopulação B(i) associados ao elemento xi eram selecionados para a produção
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Algoritmo 2: MOEA/D
input : número de subproblemas P , tamanho da subpopulação T
output :População externa EP

1 begin
2 t← 0;
3 w← Direções de busca (P );
4 B(i)← Estrutura de vizinhança (T );
5 X ← população inicial (P );
6 FV (X)← avaliação da aptidão (X);
7 z← ponto de referência (FV (X));
8 EP = ∅ População externa;
9 while critério de parada = falso do

10 for i=1, . . . P do
11 k, l ← seleção (B(i));
12 y← operadores genéticos (xk, xl);
13 z← atualização dos ponto de referência (FV (y));
14 for j ∈ B(i) do
15 X,FV ← atualização da vizinhança (gtche(y|wj, z), gtche(xj|wj, z));
16 end for
17 EP ← atualização da população externa FV ;
18 end for
19 t← t+ 1;
20 end while
21 end

de novos indivíduos. A fim de maximizar a exploração do espaço de busca, indivíduos
da população que não estão associados ao conjunto B(i) são selecionados segundo
uma baixa probabilidade µi.

• Reinserção de novos elementos: Na proposta original do MOEA/D um novo
indivíduo com melhor avaliação pela função de agregação sempre substitui o elemento
ao qual foi comparado na vizinhança B(i), o que pode provocar a deterioração da
diversidade da população. Uma forma de evitar este efeito é limitar esta substituição
a um número máximo de indivíduos.

2.2.3 NSGA-III

Um outro algoritmo que utiliza a estratégia de decomposição é o NSGA-III. Proposto
por Deb and Jain [31] e Seada and Deb [132] como uma evolução do NSGA-II [34] por
utilizar seu método de particionar a população em ranks de dominação (Non Dominated
Sorting). O NSGA-III difere do NSGA-II por utilizar o conjunto de direções de busca
w = {w1, . . . ,wP} normalizados, ou seja,

∑M
i=1w

j
i = 1 para todo j = 1, . . . P . Outra

diferença entre estes algoritmos está no procedimento de atualização da população entre
uma geração e outra, substituindo a distância de multidão (Crowding Distance) como
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Figura 6 – Os níveis de dominância F1 e F2

mecanismo de manutenção da diversidade da população por outro procedimento que
considera a distribuição da população nos pontos de referência.

Considerando q divisões em cada eixo do espaço M -dimensional dos objetivos
(M objetivos), o número de pontos de referência H criados é dado por H =

(
M+q−1

q

)
.

O tamanho da população P é o menor múltiplo de quatro maior do que H de modo
que cada elemento da população x esteja associado a uma direção de busca. No ciclo
evolucionário, dois elementos da população são aleatoriamente selecionados para a aplicação
dos operadores genéticos de recombinação (SBX) e mutação, gerando uma nova população
Y de tamanho p. Em seguida estas duas populações são combinadas, formando uma
população Z de tamanho 2P .

O primeiro passo da atualização da população é a classificação da mesma em níveis
de dominância, sendo o mesmo procedimento presente no NSGA-II. O primeiro nível de
dominância F1 corresponde à imagem pela aplicação F (x) dos elementos não dominados
Z1 da população Z. Para a composição do segundo nível de dominância F2, os elementos
de Z1 são retirados da população Z e o segundo nível de dominância F2 é formado pelos
elementos não dominados da nova população Z \ Z1. De maneira geral, o i-ésimo nível de
dominância Fi é formado pelos elementos não dominados da população formada após a
exclusão dos elementos dos níveis de dominância anteriores (Z \ {Z1 ∪ . . . ∪ Zi−1}). Este
procedimento se repete até que esgotem os elementos da população Z. Note que por este
procedimento k níveis de dominância são criados e estes determinam uma partição da

população Z, ou seja Z =
k⋃
i=1

Z1 e Zi ∩ Zj = ∅, para 1 ≤ i, j ≤ k. A Figura 6 mostra dois

níveis de dominância F1 e F2 no espaço dos objetivos e seus correspondentes Z1 e Z2 no
espaço de decisão

Em seguida uma nova população Si é criada pela união dos elementos que formam
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os níveis de dominância F1, . . . , Fi enquanto o número de elementos de Si não exceda P . Se
Sj = Z1∪Z2∪ . . .∪Zj e Sj tiver p elementos, o procedimento de atualização da população
se encerra e o algoritmo passa para a etapa seguinte, fazendo X = Sj. Caso contrário, se
|Sj| < P e |Sj+1| > P , então P − |Sj| elementos de Zj+1 devem ser selecionados a fim de
formar a população X utilizada na iteração seguinte, composta pelos elementos de Sj e os
elementos escolhidos de Sj+1.

Caso seja necessário, a escolha dos P−|Sj| elementos de Zj+1 é realizada da seguinte
maneira: Inicialmente os elementos de Sj+1 são normalizados de modo que 0 ≤ fi(x) ≤ 1 e
associados aos vetores do conjunto de direções de busca w. Cada ponto de Sj+1 é associado
a um vetor do conjunto de direções de busca w considerando a menor distância entre eles.
É criado um contador de nicho ρi, que contabiliza o número de associações realizadas em
cada vetor wi ∈ w. Note que mais de um vetor em Sj+1 pode estar associado a um único
vetor de w. Vamos denotar esta associação por γi = {s(i,1), . . . , s(i,r)}, que indica que r
vetores {s(i,1), . . . , s(i,r)} ∈ Sj+1 estão associados ao vetor wi ∈ w, de modo que ρi = r.

Seja Γ o conjunto formado pelas associações γi que possuem o índice ρi > 0. Escolha
n− |Sj| elementos de Fj+1 da seguinte forma:

1. Ordene as associações γ ∈ Γ por seu valor de ρ, e considere a(s) de menor valor de ρ.
Se para o menor valor de ρ houver mais de uma associação γ, escolha uma destas de
forma aleatória.

2. Para a associação γi = {s(i,1), . . . , s(i,r)} selecionada anteriormente, escolha aleatori-
amente um dos vetores s(i,1), . . . , s(i,r). Retire este vetor de γi, acrescentando-o na
nova população e atualize seu contador de associações : ρi = ρi + 1.

3. Repita as instruções 1. e 2. até que P − |Sj| vetores sejam escolhidos.

Note que a associação γi escolhida na instrução 2. pode ser novamente selecionada. A
contagem das associações entre vetores de Sj+1 e W é chamada de operador de preservação
de nicho (Niche-preservation Operation) e este procedimento de seleção faz com que se
escolham elementos do último nível de dominância em direções de busca pouco exploradas,
evitando o acumulo da população em alguma região do espaço de busca.

A estrutura básica do NSGA-III é apresentada no Algoritmo 3.

2.3 Considerações finais

A Otimização Multiobjetivo é uma importante ferramenta que orienta o tomador
de decisão que se vê diante de situações com a presença de objetivos conflitantes. Se
o problema apresenta uma formulação não trivial, caracterizada por funções objetivo
multimodais ou do tipo caixa preta, os Algoritmos Evolutivos, em particular o Algoritmo
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Algoritmo 3: NSGA-III
1 begin
2 t← 0;
3 Xt ← População inicial;
4 w← Direções de busca;
5 ft(Xt)← Avaliação da aptidão;
6 while critério de parada = falso do
7 Yt ← Operadores genéticos (Xt);
8 ft(Yt)← Avaliação da aptidão;
9 Zt = Xt ∪ Yt;

10 (F1, . . . , Fk)← Non Dominated Sorting (Zt);
11 St = ∅;
12 i = 1;
13 while |St| ≤ n do
14 St = St ∪ Fi;
15 i = i+ 1;
16 end while
17 if |St| = n then
18 Xt = St;
19 t = t+ 1;
20 else
21 Γt ← Niche-preservation Operation(St, Fi);
22 Xt ← Atualização da população (St, Fi,Γ);
23 t← t+ 1;
24 end if
25 end while
26 end

Genético, são uma forma eficiente de se obter um conjunto de soluções suficientemente
próximas da Fronteira Pareto do problema multiobjetivo. Além da convergência, uma
outra característica que estes algoritmos apresentam é a diversidade da solução obtida,
caracterizada pela dispersão das soluções ao longo da Fronteira Pareto.

Os algoritmos apresentados nesta seção representam as técnicas cuja eficiência é
consagrada pela literatura até o presente momento. Estes algoritmos utilizam duas técnicas
que se mostraram muito eficazes em problemas com mais de um objetivo: decomposição e
a agregação. Apesar de serem técnicas antagônicas à primeira vista, estas metodologias se
complementam e tratam de questões distintas. Enquanto a decomposição divide o problema
principal em subproblemas, cada um deles se especializando em procurar soluções ótimas
em uma região do espaço dos objetivos, a agregação procura reduzir a dimensionalidade
dos fatores que levam à convergência das soluções candidatas. Estas técnicas são uma
alternativa aos métodos que utilizavam unicamente a classificação da população em
conjuntos não dominados como motor do processo de convergência.

O próximo capítulo trata de outra questão fundamental para o tomador de decisão:
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a solução encontrada é robusta?
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3 Otimização Robusta

Variações ou fatores de ruído são frequentemente classificados como ruído interno
(gerado pelo sistema em estudo, seus componentes e parâmetros) e ruído externo (gerado
pelo ambiente). Um exemplo de ruído interno é a fadiga dos materiais devido ao uso
enquanto que o desgaste característico provocado por diferentes usuários ou ambientes é
um exemplo de ruído externo.

Incertezas têm sua origem em erros humanos, efeitos físicos desconhecidos, eventos
extremos não previstos, variações aleatórias no uso ou nas características do produto [12].

O caráter aleatório e imprevisível do ruído e incertezas tornam muito difícil sua
eliminação e um ambiente desprovido destas características é muito restritivo ou oneroso.
Desta maneira, a confiabilidade de um sistema aumenta quando este apresenta a resposta
esperada mesmo com a presença de variações, ruídos e incertezas.

A imprevisibilidade e o ruído muitas vezes provocam resultados não desejados em
um problema. Um exemplo do efeito catastrófico causado pela sensibilidade nos parâmetros
de um problema pode ser observado nas equações de Lorenz (3.1), que representam um
modelo simplificado para o fenômeno de convecção atmosférica [91].

dx
dt

= σ(y − x)

dy
dt

= x(ρ− z)− y (3.1)

dz
dt

= xy − βz

Neste sistema, x(t) é proporcional à intensidade do movimento convectivo, y(t) é
proporcional à variação da temperatura horizontal e z(t) é proporcional à variação da
temperatura vertical, enquanto que σ, ρ e β são parâmetros do sistema.

A figura 7a apresenta as soluções obtidas para a função x(t) enquanto que a figura
7c apresenta as trajetórias obtidas para as funções x(t), y(t) e z(t) com as condições iniciais
a : x(0) = y(0) = z(0) = 0.2 e b : x(0) = y(0) = z(0) = 0.200001, com σ = 10, β = 8/3

e ρ = 20. A figura 7b apresenta a diferença entre as soluções obtidas para a função x(t)

com as condições iniciais a (denotado por xa(t)) e b (denotado por xb(t)). Observe que
para 0 < t < 1000 as soluções são muito próximas. Entretanto para t > 1000 a diferença
entre as soluções é significativa, sendo muitas vezes maior do que o intervalo de variação
individual de cada uma das funções xa(t) e xb(t).

O estudo da incerteza em um sistema é conhecido como robustez [117, 13] e está
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(a) Soluções obtidas da função x(t) com as condi-
ções iniciais a e b.

(b) Diferença entre as soluções obtidas com as
condições iniciais a e b para a função x(t)

(c) Trajetórias do atrator de Lorenz com as condi-
ções iniciais a e b.

Figura 7 – Soluções do sistema de equações (3.1) com as condições iniciais a e b.

presente em várias áreas de pesquisa. Na teoria do controle, o controle robusto visa à
garantia de estabilidade dos sistemas por meio do problema de otimização das normas H2

e H∞ [11, 117, 52]. Em Zang et al. [164], os parâmetros de um sistema são classificados
da seguinte forma:

fatores de sinal: (signal factors) determinam as configurações a serem consideradas no
controle robusto;

fatores de ruído: (noise factors) são fatores de difícil controle, causadores de variabili-
dade no sistema;

fatores de controle (control factors) são fatores que devem ser otimizados de modo a
reduzir a sensibilidade da resposta dos fatores de ruído.

Esta composição é ilustrada no diagrama de parâmetros apresentado na figura 8.
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Fatores de
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Figura 8 – Diagrama de parâmetros (p-diagram) [41]

O design Robusto [138, 139] é um conceito apresentado pelo engenheiro Genichi
Taguchi que visa reduzir as variações de um produto sem eliminar as causas da variação.
Sua metodologia é composta por três elementos [13]:

System design: determina a performance básica dos parâmetros de um produto e sua
estrutura geral;

Parameter design: Parâmetros do problema que determinam os níveis de qualidade;

Tolerance design: Ajuste fino do parameter design.

Como o propósito do design robusto é a mitigação do efeito do ruído, dois parâmetros
são considerados no processo de otimização: os parâmetros de controle x, que são alvo
do processo de otimização e os fatores de ruído ξ (condições ambientais e características
dos produtos e materiais) que são fatores difíceis de serem controlados. Se yi = y(x, ξi)

é um indicador de qualidade (mantendo x constante) para o ruído ξi e ŷ é o padrão de
qualidade desejado, o desvio quadrado médio (MDS) é dado pela expressão MDS =
1
k

∑k
i=1 (y(x, ξi)− ŷ)2. Por fim é definida a função signal-to-noise ratio (SNR)

SNR = −10 log10(MSD) (3.2)

que deve ser maximizada em x.

Uma completa lista de abordagens e métodos para a otimização robusta pode
ser encontrada nos trabalhos de Ide and Schöbel [61], Kuroiwa and Lee [78], Beyer and
Sendhoff [13], Gorissen et al. [48]
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3.1 Incertezas no processo de Otimização

Esta seção apresenta a classificação das incertezas presentes em um processo de
otimização. Supõe-se presente uma função objetivo F (x)1 que modele o processo em estudo,
dependente de um conjunto de variáveis representado por um vetor x contido em um
espaço S. As categorizações apresentadas independem da natureza topológica da função
objetivo F (x) bem como de seu conjunto de N variáveis X. Entendendo-se por espaço
S simplesmente o conjunto onde estas variáveis fazem sentido para o problema. Todo o
entendimento a presentado nesta seção diz respeito

Uma categorização de incertezas em problemas de otimização é apresentada por
Jin and Branke [68], classificando as incertezas presentes em problemas de otimização
de acordo com a maneira com que estas afetam o processo de otimização. As incertezas
destacadas por estes autores se dividem em:

Incerteza na função objetivo: Neste caso para um mesmo vetor de parâmetros x a
função objetivo F (x) apresenta valores distintos. Esta situação está associada a
erros de sensores, variações nos parâmetros que determinam o objetivo F (x) ou em
simulações aleatorizadas. Este ruído pode ser descrito matematicamente como

R(x, δ) =

∫ ∞
−∞

[F (x) + δ]p(δ)dδ, δ ∼ N(0, σ2) (3.3)

onde x é o vetor de parâmetros (no espaço das variáveis do problema), F (x) é a
função de aptidão do problema, δ é o ruído aleatório com distribuição normal de
média zero e variância σ2. Na prática, a equação (3.3) pode ser aproximada por

R̂(x, δ) =
1

k

k∑
i=1

[F (x) + δi] (3.4)

onde k é o tamanho da amostra, δi = (δi1, . . . , δ
i
M) é um vetor de ruído com δij ∈

N(0, σ2) e R̂(x, δ) é uma estimativa de R(x, δ).

Incerteza nas variáveis da função objetivo: Neste cenário, se considera o impacto
provocado no objetivo F (x) pela adição de ruído na solução obtida. Procuram-
se soluções que sejam pouco influenciadas por perturbações em suas variáveis. O
processo de busca considera uma distribuição p(δ) onde δ é uma variável aleatória
independente com distribuição normal. Considera-se a função de aptidão dada por

R(x, δ) =

∫ ∞
−∞

F (x + δ)p(δ)dδ (3.5)

1 A literatura coloca função de aptidão, de avaliação e de fitness como sinônimos de função objetivo.
Estes termos serão utilizados desta forma neste trabalho a fim de se manter fiel aos textos originais
consultados.



3.1. Incertezas no processo de Otimização 59

Uma vez que a equação (3.5) pode ser de difícil avaliação ou mesmo não ter expressão
analítica conhecida, esta pode ser aproximada pela expressão

R̂(x, δ) =
1

k

k∑
i=1

F (x + δi) (3.6)

Note que esta equação se assemelha à equação (3.4). Enquanto que em 3.4 a pertur-
bação δi é adicionada à variável x, em (3.6) o vetor de perturbação δi é adicionado
ao vetor x.

Função objetivo com variação temporal: Também conhecido como problemas dinâ-
micos, com a presença de uma variação temporal dos valores da função objetivo. A
função de avaliação é determinística, mas depende do tempo, ou seja

R(x, t) = Ft(x) (3.7)

Aproximação da função objetivo: Nos casos onde a função a ser otimizada tem um
alto custo de avaliação ou não é conhecida sua expressão analítica. Também se aplica
quando a função de aptidão é obtida em modelos aproximados ou obtida por meio
de experimentos ou simulações. Nestas situações, a função de aptidão considerada é
dada por

R(x) =

{
F (x) se a função de aptidão original é utilizada.
F (x) + E(x) se o meta modelo for utilizado.

(3.8)

Onde E(x) é o erro de aproximação, de natureza determinística. Ao contrário dos
dois casos anteriores, este não diminui com o aumento no tamanho da amostra pois
este erro é característico do modelo e não uma variação amostral.

De forma complementar à classificação de funções de aptidão com variação temporal, Talbi
[140] cita a Otimização Multi-periódica como uma classe de otimização dinâmica onde as
variáveis de entrada se alteram periodicamente e esta variação é conhecida a priori.

Em Ong et al. [114], os autores classificam as incertezas em três categorias, consi-
derando qual elemento do modelo é afetado: função objetivo, variáveis ou ambiente:

Categoria I: Nesta categoria a incerteza é resultado de ruído na função objetivo. A
natureza deste ruído se deve à falta de acurácia do modelo utilizado tais como a
discretização de situações de natureza contínua, utilização de meta modelos, erros e
imprecisão de sensores. Assim, dado o vetor de variáveis x ∈ S e a função objetivo
F (x), a formulação robusta F ′(x, δ) de categoria I tem a forma

F ′(x, δ) = F (x) + δ (3.9)

onde δ é o parâmetro de ruído adicionado a função objetivo F (x).
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Categoria II: Nesta categoria, a incerteza está associada às variáveis x ∈ S. Este tipo
de incerteza está associada por exemplo a flutuações na composição das matérias
primas de um produto e incertezas em medidas ou parâmetros. Dado o vetor de
variáveis x ∈ S e a função objetivo F (x), a formulação robusta F ′(x, δ) de categoria
II tem a forma

F ′(x, δ) = F (x + δ) (3.10)

onde δ = (δ1, . . . , δN ) é o vetor de ruído gaussiano adicionado à variável x ∈ S, sendo
N o número de variáveis do problema.

Categoria III: Nesta categoria estão agrupadas as flutuações nas condições operacionais
do problema que não estão associadas à função objetivo ou às variáveis. Flutuações
da temperatura, umidade, desleixo de usuários finais são exemplos deste tipo de
incertezas. Desta forma, dado o vetor de variáveis x ∈ S e a função objetivo F (x), a
formulação robusta F ′(x, δ) de categoria III tem a forma

F ′(x, c, δ) = F (x, c + δ) (3.11)

onde c = (c1, . . . cN ) é o vetor das variáveis do ambiente e δ = (δ1, . . . δN ) representa
a variabilidade do mesmo.

Uma discussão mais detalhada sobre a natureza e a formulação das categorias II e III
podem ser encontradas no trabalho de Jin and Sendhoff [69].

Além classificação das incertezas presentes em modelos temos a classificação das
soluções obtidas por técnicas de Otimização Robusta. Deb and Gupta [30] apresentam
duas classificações para solução de problemas de otimização robusta. Considere o problema
de otimização mono-objetivo dado por

Minimize f(x) (3.12)

sujeito a x ∈ S

Onde S é o espaço de busca factível. Para Deb, uma solução robusta é aquela que é pouco
sensível a perturbações provocadas em uma vizinhança de um ponto ótimo no espaço de
busca. A figura 9 apresenta uma solução global (ponto B) e uma solução robusta (ponto
A) para o problema de minimização mono-objetivo da função F (x). Note que a função
apresenta uma variação menor na solução robusta quando comparada à solução global,
caracterizando a menor sensibilidade da função à variação do seu parâmetro.

Deb and Gupta [30] classificam a robustez da solução de um problema de otimização
é classificada de acordo com sua formulação. Para o problema de otimização mono-objetivo
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A B

Figura 9 – Solução robusta (A) e solução global (B) em um problema de minimização
mono-objetivo

onde se deseja a minimização de uma função F (x) com x ∈ S, uma solução robusta será
do tipo I ou do tipo II:

Tipo I: Uma solução será do Tipo I se for obtida pela minimização do valor médio de f(x)

em uma vizinhança Bδ(x) definida, ou seja, considera-se o problema de minimização
da função média efetiva dado por

minimize f eff (x) =
1

|Bδ(x)|

∫
y∈Bδ(x)

f(y)dy (3.13)

sujeito a x ∈ S

sendo |Bδ(x)| o hiper-volume da vizinhança Bδ de x.

Tipo II: Soluções robustas do Tipo II são aquelas obtidas por problemas de minimização
onde o tratamento das perturbações ocorre como uma restrição do problema de
minimização, ou seja, consideramos o problema de minimização dado por

minimize f(x) (3.14)

sujeito a
|fp(x)− f(x)|
|f(x)|

≤ η, x ∈ S

onde a função perturbada fp(x) pode ser a função média efetiva f eff(x) ou o pior
caso observado em uma dada vizinhança Bδ(x), dentre outras.

Neste mesmo artigo, os autores estendem esta formulação para problemas multiob-
jetivo e apresentam um conjunto de funções de benchmark para Otimização Multiobjetivo
Robusta.
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Em Goh et al. [46] os autores consideram o problema de otimização mono-objetivo
(Single Objective Optimization - SO), classificando as metodologias de obtenção de soluções
de problemas robustos (e consequentemente, classificando suas soluções) de duas maneiras:

SO approach: O processo de otimização é realizado por meio das medidas de robustez
substituindo o objetivo original. Ainda temos um problema de otimização mono-
objetivo, mas este utiliza alguma medida de robustez F (x) (apresentadas na seção
3.2) no lugar da função objetivo original f(x), sendo portanto uma extensão da
abordagem proposta por Deb & Gupta em sua formulação de solução do Tipo I.

MO approach: O processo de otimização é realizado por meio da adição das medidas
de robustez como objetivos adicionais, tornando o problema de otimização mono-
objetivo em um problema de otimização multiobjetivo (Multi Objective Optimization
– MO). Neste caso não se deve fazer qualquer analogia com a formulação do Tipo II
proposta por Deb & Gupta, que usa uma medida de robustez é considerada como
uma restrição e não como um problema adicional. Esta abordagem é utlilizada por
Guimarães et al. [51]

3.2 Medidas de robustez

A equação (3.6) (e por similaridade a equação (3.4)) é apontada por Goh et al.
[46] como uma expectativa de medida de performance em problemas robustos. Estas são
expressões também conhecidas como de Integração de Monte Carlo [156], que por se tratar
de um processo amostral eleva o número de avaliações da função objetivo na vizinhança do
ponto considerado. Por outro lado, a estimativa de erro reduz com o aumento do tamanho
da amostra 2.

Outras medidas de robustez são apresentadas na literatura. Jin and Sendhoff [69]
afirmam que para um problema mono-objetivo f(x) estas se dividem em duas categorias:

1. Medidas de valor médio na avaliação do objetivo em uma vizinhança, dada por

R(x,w, δ) =

∑k
i=1 wifi(x + δi)∑k

i=1 wi
(3.15)

onde δi corresponde a um vetor de pequenas perturbações estocásticas e wi um vetor
de pesos, podendo ser wi = 1, 1 ≤ i ≤ k.

2 O erro amostral é dado por
σ2(F )

k
sendo k o tamanho da amostra e σ2(F ) a variância da função,

definida como σ2(F ) =
∫

(F (x)− I)2dx onde I =
∫
F (x)dx.
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2. Medidas de perturbação, que é um caso particular da medida de variação apresentada
acima, onde se desconsidera o vetor de pesos wi e se associa uma única perturbação
por ponto:

R(x, δ) = f(x + δ(t)) (3.16)

onde t representa a iteração 3. O vetor de perturbação δ(t) deve ser gerado a cada
avaliação.

Outras medidas de valor médio são citadas por Gaspar-Cunha and Covas [42],
Ferreira et al. [36], utilizando o valor médio da derivada discreta em uma vizinhança de
um ponto xi. Esta medida de robustez, que mede a variância da função, é dada por

R(xi) =
1

k

k∑
j=0

∣∣∣∣∣ f̃(xj)− f̃(xi)

xj − xi

∣∣∣∣∣ , di,j < dmax (3.17)

onde f̃(xi) é a função de aptidão normalizada dada por f̃(xi) =
f(xi)− fmin
fmax − fmin

para

problemas de maximização e f̃(xi) = 1 −
f(xi)− fmin
fmax − fmin

em problemas de minimização,

fmin e fmax correspondem aos limites de variação da função objetivo f(x) e k o número
de pontos cuja distância euclidiana é menor do que um valor de referência dmax, ou seja
di,j < dmax.

Uma outra medida de robustez é a minimização do pior caso (worst case mini-
mization), ou problema minimax. A minimização do pior caso consiste no problema de
otimização minimax dado por

R(x, δ) = max
δ∈∆

f(x, δ) (3.18)

sendo f(x, δ) a função objetivo, x o vetor de variáveis do problema, δ o vetor de incertezas
[168, 21, 114].

As medidas de robustez apresentadas são ilustradas nas figuras 10, 11 e 12. Foi
considerada uma função de avaliação hipotética (adaptada de Goh et al. [46]) que modela
um problema de minimização. Este problema apresenta três mínimos locais no intervalo
[0.1, 0.2], um mínimo global em x = 0.5 e um mínimo local em x = 0.78. Destes, a solução
que é menos sensível a variações do parâmetro x é o mínimo local em x = 0.78.

A figura 10 foi obtida pela aplicação da expressão (3.6) que mede o valor médio da
função em uma vizinhança de um ponto x e apresenta valores próximos para a medida de
robustez em todos os ótimos locais e no ótimo global.

3 Este índice de iteração (ou geração) se aplica a algoritmos evolutivos.
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Figura 10 – Medida de robustez pelo valor médio da função.

A figura 11 utiliza a expressão (3.17) que mede a variação da função na vizinhança
de um ponto x. Os valores obtidos para esta medida de robustez foram normalizados
no intervalo [0, 1] para melhor visualização e os menores valores correspondem à maior
robustez. Note que os pontos contidos nos intervalos [0, 0.07] e [2.03, 0.47], onde a função
não apresenta variação, correspondem à máxima robustez, apesar de serem valores de
máximo para esta função. No caso dos mínimos locais, o ponto de maior robustez (x = 0.78)
é bem avaliado mas é indistinguível, por esta medida de robustez, dos valores localizados
no intervalo [0.3, 0.4] que correspondem ao valor máximo da função e não são a resposta
adequada para um problema de minimização, o que indica que esta medida de robustez
deve ser utilizada de forma complementar a alguma técnica que conduza o processo de
minimização.

A figura 12 ilustra a medida de robustez dada pela minimização do pior caso
em uma vizinhança de um ponto x, onde a solução mais robusta apresenta um score
diferenciado dos demais pontos de mínimo locais/global.

Para todas as figuras foi considerado um vetor de perturbação com 30 valores δj
amostrados segundo uma distribuição uniforme no intervalo [−0.025, 0.025] utilizando um
hipercubo latino (unidimensional) e em seguida foram utilizados os valores perturbados da
forma xi + δj (ou seja, temos k = 30 nas fórmulas (3.6) e (3.17)). No caso da minimização
do pior caso, em cada ponto xi do espaço de decisão foi considerado o maior valor da
perturbação local dada por F (xi + δj) com j = 1, . . . 30.
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Figura 11 – Media de robustez pela variância (valores normalizados).
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Figura 12 – Medida de robustez pelo pior caso.

3.3 Incorporação da robustez no processo de otimização

Em Cunha et al. [22], os autores apresentam a otimização de forma mais geral,
como “o campo de conhecimentos cujas técnicas visam determinar os extremos (máximos
ou mínimos) de funções, em domínios determinados”. Rakshit et al. [120] apresentam as
seguintes classificações para os processos de otimização que consideram a incerteza e a
variabilidade:

Otimização ruídosa: Ou Noisy Optimization, que corresponde à otimização de funções
com a presença de ruído no espaço dos objetivos, ou seja, para problemas de
otimização da forma F(x, δ) = F (x) + δ, sendo x o vetor de parâmetros do problema
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e δ o ruído. Sua medida de robustez é dada pela equação (3.3) e de forma simplificada,
pela equação (3.4)).

Otimização Robusta: Ou Robust Optimization, que corresponde à otimização de funções
com a presença de ruído no espaço de decisão, ou seja, para problemas de otimização
da forma F(x, δ) = F (x+ δ), sendo x o vetor de parâmetros do problema e δ o ruído.
Sua medida de robustez é dada pela equação (3.5) e de forma mais simplificada pela
equação (3.6)).

Otimização Dinâmica: Ou Dynamic Optimization, que corresponde à otimização de
funções com variação temporal, ou seja, para problemas de otimização da forma
F(x, t) = Ft(x) onde a função objetivo varia com o tempo. No caso da otimização
multi-periódica, esta mudança ocorre de forma periódica, que é conhecida a priori.
Sua formulação matemática é dada pela equação (3.7).

Fitness appoximation: Corresponde à aproximação de funções por meio de um meta-
modelo, aplicado em situações onde a função original apresenta um elevado custo
computacional. [67]. Sua formulação matemática é dada pela equação (3.8).

A maneira usual de se incorporar incertezas e variações é a utilização das medidas
de robustez descritas na seção 3.2 como a função de fitness, criando versões robustas dos
algoritmos já consagrados na literatura tais como o RNSGA-II ([30, 27]) e o RMOPSO
([106, 19]). Há três formas básicas de incorporar o ruído nas funções de fitness : a Média
Implícita, a Média Explícita e a estimativa do pior caso:

Média Explícita: Dada uma função objetivo f(x), para cada um dos n elementos
da população xi, considera-se um conjunto de k vetores de perturbação δi,j =

{δi,1, δi,2, . . . , δi,k}. O valor estimado da função com a incorporação do ruído o ponto
xi é dado por

R(xi, δi) =
1

k

k∑
j=1

f(xi + δi,j) (3.19)

A escolha dos vetores de perturbação δi,j pode estar associada a uma vizinhança
B(xi, ε)

4 de centro em xi e raio ε de modo que xi + δi,j ∈ B(xi, ε). Esta amostragem
deve ser aleatória, sendo comum a utilização de um Hipercubo Latino, um Hipercubo
Latino Ortogonal [142] ou um Hipercubo Latino Aperfeiçoado 5. A figura 13 ilustra
a diferença entre amostras aleatórias utilizando uma distribuição uniforme, um

4 Uma vizinhança (ou bola aberta) de centro em x e raio ε em um espaço X é definida como
B(x, ε) = {yy ∈ X : ‖x− y‖p < ε}, sendo ‖ · ‖p a norma p. Para p = 1 temos a norma da soma, para
p = 2 temos a norma euclidiana usual e para p =∞ temos a norma do máximo.

5 Uma implementação em MATLAB para amostragens utilizando o Hipercubo Latino (Inproved hipercube
Sampling - IHS) está disponível em
http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/ihs/ihs.html

http://people.sc.fsu.edu/~jburkardt/m_src/ihs/ihs.html
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hipercubo latino, um hipercubo latino ortogonal e um conjunto de pontos igualmente
distribuídos. O feito do ruído em amostras e seu impacto em um Algoritmo genético
pode ser encontrado em [105, 120].

Média implícita: Consiste em simplesmente aumentar o tamanho da população, com-
pensando o efeito do ruído em um ponto pela avaliação de diversos pontos próximos.

Estimativa do Pior caso: Para a minimização do pior caso, pode-se utilizar como
medida de robustez R(x0, δ, ε) o maior valor da função f(x) em um intervalo de
centro em x0 e raio ε:

R(x0, δ, ε) = max
δ∈[−ε,ε]

f(x0 + δ) (3.20)

Para esta estimativa, pode-se considerar uma amostra de tamanho k com distribuição
uniforme no intervalo [x0 − ε, x0 + ε].

Gaspar-Cunha and Covas [42] propõem como alternativa à média amostral dada
pela equação 3.19 a expressão

R(xi) =

(
1−

∑k
j=0 |f̃(xj)− f̃(xi)|

N

)
f(xi) (3.21)

onde f̃(xi) é a função de aptidão normalizada dada por f̃(xi) =
f(xi)− fmin
fmax − fmin

para

problemas de maximização e f̃(xi) = 1 −
f(xi)− fmin
fmax − fmin

em problemas de minimização,

fmin e fmax correspondem aos limites de variação da função objetivo f(x) e k o número
de pontos cuja distância euclidiana é menor do que um valor de referência dmax, ou seja
di,j < dmax.

Uma consequência da utilização de médias implícitas ou explícitas é o aumento do
número de avaliações das funções objetivo, o que pode ser desastroso no caso de funções
cuja avaliação tenham um custo computacional muito alto. Algumas alternativas são
apresentadas como remédio para estas situações. Kapelan et al. [71] apresentam uma
versão robusta do algoritmo NSGA-II (RNSGA-II) aplicada ao design robusto do sistema
de distribuição de água utilizando uma variação da técnica da média implícita. Para
reduzir o número de avaliações, é realizada uma amostragem de Monte Carlo em cada
ponto do Conjunto Pareto Ótimo do problema no término do algoritmo e os novos pontos
não dominados são incorporados à população. Outra técnica que visa à redução do custo
computacional é a substituição da função objetivo original por um meta modelo. Zhou and
Zhang [168] utilizam o Processo Gaussiano de Regressão (também conhecido como Kriging
[167, 86]) para criar um metamodelo (meta-model) y = f̄(x) visando reduzir o número
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Figura 13 – Uma amostra de 100 pontos no quadrado unitário [0, 1]× [0, 1]: A figura A
apresenta uma amostragem utilizando uma distribuição uniforme. A figura B é
uma amostragem utilizando o Quadrado Latino, a figura C é uma amostragem
utilizando o Quadrado Latino Aperfeiçoado (Improved Hipercube sampling –
[8]) e a figura D apresenta pontos igualmente distribuídos.

de avaliações da função objetivo original em problemas robustos do tipo minimax. Para
o mesmo tipo de problema de otimização robusta e com o mesmo propósito Ong et al.
[114] utilizam funções de base radial (radial basis functions - RBF) e aplicam o algoritmo
proposto no design de aerofólio de um avião e Paenke et al. [116] utilizam regressão e
interpolação polinomial quadrática para se obter uma aproximação da função de fitness.

Um exemplo de incorporação de um algoritmo minimax aplicado à otimização
robusta é descrito em Asafuddoula et al. [4]. Neste trabalho, os autores definem uma
quantificação da robustez de uma solução por meio da razão sigmag = µg/σg para as
restrições do problema, sendo µ o valor médio em um ponto e σ o desvio padrão, e
sigmaf = σf0/σf para os objetivos, sendo σf0 um valor definido pelo usuário (que controla
a variação da função objetivo) e σf o desvio padrão da função objetivo. A média e os desvios
são obtidos por meio de média explícita, e as razões sigmaf e sigmag devem ser maximizados
para se obter a melhor robustez. Asafuddoula et al. apresentam quatro algoritmos, que
consistem na incorporação do problema minimax dado por max

{
min(sigmaf , Rf )

}
e/ou
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max
{

min(sigmag, RC)
}
como objetivos extras, sendo Rf e Rc valores limite para a variação

das funções ou dos objetivos.

Além das metodologias de incorporação das medidas de robustez nas funções a serem
otimizadas, como restrições ou objetivos adicionais, outras propostas são apresentadas. Li
et al. [84] apresentam um algoritmo competitivo coevolutivo aplicado ao design robusto de
um motor de ímã permanente, procurando a minimização do pior caso. Soares et al. [134]
apresentam um algoritmo evolucionário multiobjetivo para otimização robusta ([I]MOEA),
aplicado ao problema de minimização do pior caso, utilizando análise intervalar ([110]).

3.4 Otimização Robusta Multiobjetivo

Esta seção apresenta o Problema de Otimização Robusta com presença de ruído
nas variáveis. Considere o Problema de Otimização Multiobjetivo dado por

x? = arg minF (x) = (f1(x), . . . , fM(x)) (3.22)

sujeito a:

{
gi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

x ∈ S
(3.23)

sendo gi(x) p restrições de desigualdade. Para esta formulação, definimos o problema de
otimização multiobjetivo robusto

Minimize R(x, δ) = (R1(x, δ), . . . , RM(x, δ)) (3.24)

sujeito a


Rgi(x) ≤ 0, 1 ≤ i ≤ p

x ∈ S ⊂ RN

δ ∈ ∆ ⊂ RN
(3.25)

sendo Ri(x, δ), 1 ≤ i ≤M uma medida de robustez para o objetivo fi(x) do problema F (x)

com M objetivos, Rgi(x) uma medida de robustez para a restrição de desigualdade gi(x),
S o conjunto das N variáveis de decisão, ∆ o conjunto das N variáveis de perturbação,
gi(x, δ), 1 ≤ i ≤ p as p restrições de desigualdade. Não são consideradas restrições de
igualdade, apesar deste tipo de restrição ser considerado por alguns autores [121, 162].

Uma solução do Problema de Otimização Robusta é determinada pela relação de
ordem parcial de Pareto da sua medida de robustez R(x, δ) no Espaço dos Objetivos. Uma
vez que as medidas de robustez são fortemente influenciadas pela amostra de pontos em
uma vizinhança (e também pela própria vizinhança) de um ponto x, não há garantia de
otimalidade. Este conjunto de soluções forma uma Fronteira de Pareto Robusta, que pode
ou não coincidir com a Fronteira Pareto usual de um problema de otimização usual com
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a b

c d

Figura 14 – Fronteira Pareto robusa e usual

as mesmas características, porém desconsiderando-se o ruído δ ∈ ∆ nas variáveis x ∈ S.
As Fronteiras Pareto usual e robusta podem se relacionar da seguinte forma [30, 43]:

a. As Fronteiras Pareto usual e robusta são iguais;

b. A Fronteira Pareto usual contém a Fronteira Pareto robusta, mas não são iguais;

c. A Fronteira Pareto usual e a Fronteira Pareto robusta são disjuntas;

d. Uma parte da Fronteira Pareto robusta é igual à Fronteira Pareto usual e a outra
Parte é dominada pela Fronteira Pareto usual.

As posições relativas das Fronteiras Pareto usual e robusta são ilustradas na figura
14. Ao contrário da Fronteira Pareto que é unicamente determinada pelo problema de
estudo, a Fronteira Pareto Robusta varia de acordo com a medida de robustez utilizada
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(como pode ser observado nas figuras 10, 11 e 12). Além disto, a Fronteira Pareto Robusta
é alterada quando os parâmetros de uma medida de robustez variam. Como exemplo,
considere o problema mini–max dado por

F(x, δ) = min
x∈X

{
max
δ∈∆

f(x + δ)

}
(3.26)

Sua medida de robustez R(x, ε) mede o pior caso de uma função f(x) em um
intervalo de centro em x0 e raio ε. Nesta situação, procuramos o maior valor de f(x) em
uma vizinhança de centro em x0 e raio ε, ou seja,

R(x0, δ, ε) = max
δ∈[−ε,ε]

f(x0 + δ) (3.27)

É fácil ver que o valor de R(x0, δ, ε) varia de acordo com o diâmetro 2ε desta
vizinhança. A figura 15 ilustra esta situação. Desta forma, o nível de robustez desejado
é um fator delicado, que determina a qualidade da resposta procurada. Este nível de
robustez deve ser analisado criteriosamente pelo tomador de decisão, estando intimamente
relacionado com a natureza do problema e os resultados esperados.

Uma vez que a solução do problema de Otimização Robusta Multiobjetivo depende
da medida de robustez R(x, δ) utilizada, bem como dos parâmetros desta medida de
robustez, considere o problema de Otimização Robusta Multiobjetivo dado em 3.24, com
sua robustez definida pelo problema minimax da minimização do pior caso como descrito
em 3.26 quando ∆ é uma vizinhança do ponto x de raio ε em RN , ou seja 6

∆ = [−ε, ε] =
N∏
j=1

[−εj,+εj] (3.28)

3.5 Considerações finais

A incerteza é um fator que sempre esteve presente em problemas de natureza
prática e sempre é considerado por um engenheiro em todas as etapas de seus projetos.
Mesmo que o tomador de decisão não incorpore os efeitos do ruído e das incertezas na
etapa de Elaboração do Modelo ou não utilize uma técnica de otimização que incorpore
o ruído ou outros fatores incertos e de natureza aleatória, as soluções escolhidas são
submetidas a uma etapa de análise de sensibilidade, que procura verificar, dentre outras
coisas, o impacto da incerteza e do ruído nas variáveis e nos parâmetros do problema. Os
resultados desta etapa extra podem, na pior das hipóteses, inviabilizar todas as soluções
obtidas na etapa de Otimização. Uma outra situação indesejável seria a exclusão de uma
6 Matematicamente a vizinhança citada é uma bola fechada B(x0, ε) = {x ∈ Rn, ||x − x0||∞ ≤ ε} de

centro em x0 e raio ε, sendo || · ||∞ a norma de Tchebycheff (ou norma infinita, ou do supremo).
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Figura 15 – Variação da medida de robustez de acordo com o diâmetro 2ε do intervalo
indicado na equação 3.27. Foram considerados diâmetros iguais a 0.01, 0.05,
0.1 e 0.2.

solução robusta satisfatória por estar dominada por uma outra solução ótima no sentido
da Dominância de Pareto, mas sensível a incertezas a ponto de ser desclassificada como
opção a ser implementada.

O objetivo da Otimização Robusta é apresentar ao tomador de decisão soluções
subótimas no sentido da convergência na Fronteira Pareto, que apresentem uma boa
variabilidade e que sejam insensíveis às incertezas e ruídos presentes no processo. Apesar
de sua importância prática, sua presença na literatura é moderada e concentrada em um
único objetivo.
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4 Um novo conjunto de funções de teste

Diversos fatores caracterizam um bom conjunto de soluções de um problema
multiobjetivo. De maneira geral, a principal característica é a factibilidade. Uma solução
deve, antes de tudo, ser compatível com as características e limitações do problema
proposto para que esta possa ser implementada. A factibilidade é facilmente verificada:
basta que as soluções apresentadas satisfaçam as restrições do problema, tanto no espaço
de decisão quanto no espaço dos objetivos.

Outros dois fatores são a convergência e a dispersão, que são características inerentes
ao espaço dos objetivos. Por dispersão se entende a presença de soluções ao longo de toda
a Fronteira Pareto do problema e garante ao tomador de decisão a possibilidade de se
analisar os diversos cenários apresentados. Por convergência se entende que as soluções
obtidas devem estar o mais próximo possível da Fronteira Pareto do problema. Desta
forma, graças à relação de ordem parcial dada pela dominância de Pareto, se garante que
aquela solução em particular apresenta o melhor trade off para o cenário previamente
escolhido.

Um outro fator a ser destacado é a robustez da solução encontrada. Em problemas
do mundo real a presença de ruído, anomalias, variabilidade e outros fatores não previstos
é a regra, e não a exceção. Tais fatores devem ser incorporados no modelo que representa
o problema estudado e a solução escolhida deve minimizar o impacto da presença de tais
fatores. Desta forma uma solução sub-ótima, mas que apresenta pouca variação ante a
presença de ruídos e incertezas, pode ser melhor do que uma solução ótima que apresente
uma alta variabilidade em sua vizinhança.

Um algoritmo de otimização multiobjetivo deve necessariamente apresentar soluções
factíveis e que apresentem uma boa convergência e dispersão das soluções encontradas,
utilizando recursos computacionais e de tempo adequados. Um algoritmo de otimização
robusta multiobjetivo busca, além da factibilidade, convergência e dispersão, soluções que
apresentem a menor sensibilidade a fatores de ruídos e incertezas.

Uma forma de medir a performance de algoritmos é por meio das funções de teste
ou funções de benchmark, que são problemas artificiais com uma formulação matemática
bem definida e que procuram apresentar ao otimizador diversos desafios. A ideia principal
que um algoritmo de otimização que apresente uma boa performance em problemas de
banchmark também apresentará uma boa performance em problemas reais. A literatura
especializada apresenta uma grande variedade de problemas [80, 64, 43, 17]. Este trabalho
irá focar sua atenção na análise em três conjuntos de problemas teste: ZDT [171], DTLZ
[35] e WFG [60]. A escolha das funções testes se justifica por sua ampla utilização na
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literatura especializada. Uma característica comum a estes problemas é que um vetor no
espaço dos objetivos sempre pode ser escrito como x = (xp,xd), onde xp é um vetor com
M − 1 coordenadas, responsável pela posicionamento 1 de F (x) no espaço dos objetivos
enquanto que xd é um vetor com N −M + 1 coordenadas, responsável pela convergência
de F (x).

4.1 ZDT

Em Zitzler et al. [171], os autores destacam dois fatores que caracterizam os desafios
a serem apresentados a um algoritmo de otimização multiobjetivo: A cobertura da Fronteira
Pareto e a manutenção da diversidade da população. Neste artigo é apresentada uma família
de funções de teste, chamada de ZDT, formada por seis funções de teste para problemas
com apenas dois objetivos, sendo que na função ZDT5 o espaço de decisão apresenta
a codificação binária, enquanto que os outros problemas teste as variáveis de decisão
pertencem ao intervalo [0, 1]. Desta forma, em todas as funções, xp é composto por apenas
uma coordenada, que corresponde ao valor do objetivo f1(x) = x1. O segundo objetivo
f2(x) é definido por meio de diferentes expressões envolvendo xp e xd, sendo responsável
pela convergência e distribuição da população na Fronteira Pareto dos problemas. O vetor
xd tem um tamanho variável (29 posições para ZDT1 a ZDT3, 9 posições para ZDT4 e
ZDT6 e 10 para ZDT5). Os problemas apresentam Fronteira Pareto convexa (ZDT1 e
ZDT4), concava (ZDT2 e ZDT6) e desconexa (ZDT3). Por se tratar de problemas com
apenas dois objetivos, o foco principal deste conjunto de problemas está concentrado na
convergência das soluções obtidas na Fronteira Pareto.

4.2 DTLZ

A família de funções de teste DTLZ aparece em dois relatórios técnicos idênticos
em 2001 (Scalable Test Problems for Evolutionary Multi-Objective Optimization) publi-
cados no Technical Report No. 112 da Swiss Federal Institute of Technology (ETH) e
no KanGAL Report Number 2001001 do Indian Institute of Technology Kanpur, em um
artigo do congresso IEEE Congress on Evolutionary Computation - CEC de 2002 (Scalable
multi-objective optimization test problems) e como um artigo da revista Evolutionary
Multiobjective Optimization: Theoretical Advances and Applications no ano de 2005 sob
o titulo Scalable Test Problems for Evolutionary Multiobjective Optimization. O artigo
apresentado no CEC é uma versão resumida dos relatórios técnicos, com a retirada do
problema DTLZ5, DTLZ8 e DTLZ9 e a reordenação dos problemas restantes 2 A diferença
1 Esta parte do vetor é responsável principalmente pelo posicionamento de F (x), mas também influencia

na norma de F (x). Além disto, esta parte é a única responsável pelo conflito entre os objetivos.
2 Os problemas DTLZ5 a DTLZ7 apresentados no congresso correspondem aos problemas DTLZ6 a

DTLZ8 dos relatórios técnicos. Não houve alteração nos problemas DTLZ1 a DTLZ4 em todos os
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entre os relatórios técnicos e o artigo de 2005 é a apresentação, no artigo de 2005, do
problema cometa (Comet Problem) no apêndice. Este problema estava presente como
uma seção no desenvolvimento das ideias apresentadas nos relatórios técnicos (seção 4.6),
que foi inteiramente transportada para o apêndice. Este trabalho irá considerar apenas a
versão apresentada na revista Evolutionary Multiobjective Optimization em 2005, por se
tratar da versão mais recente e por apresentar todos os problemas discutidos nos outros
trabalhos. Neste trabalho, os autores destacam as seguintes características desejáveis para
um problema de teste:

• Os problemas de teste devem apresentar obstáculos (controláveis) que dificultem a
convergência e a distribuição das soluções na Fronteira Pareto do problema, e que
apresentem dificuldades similares a problemas reais;

• Os problemas devem ser escaláveis para qualquer número de variáveis de decisão e
de objetivos;

• Os problemas devem ser simples de construir, sua solução deve ser conhecida, bem
como a localização espacial das soluções no espaço dos objetivos.

Os problemas DTLZ1 a DTLZ6 são problemas de otimização multiobjetivo escalá-
veis para qualquer número de objetivos, sendo desta maneira adequados também para teste
em algoritmos de otimização com muitos objetivos. Estes problemas têm uma solução bem
definida, a saber, xi ∈ [0, 1] para xi ∈ xp e xj = 0.5 para xj ∈ xd. Em todos os problemas,
a Fronteira Pareto está localizada no primeiro ortante3 do espaço dos objetivos e é bem
simples: um plano, uma esfera, uma curva ou um simplex. A formulação geral destes
problemas é uma função F : [0, 1]N ⊂ RN → RM , arg minF (x) = (f1(x), . . . , fM (x)), que
pode ser escrita como

F (x) : RN → RM , F (x) = Fp(x)Fd(x) (4.1)

No problema DTLZ1, a função Fp(x) é definida como

Fp(x) =



fp,1(x) = x1x2 · · ·xM−1

fp,2(x) = x1x2 · · · (1− xM−1)

...

fp,M−1(x) = x1(1− x2)

fp,M(x) = 1− x1

(4.2)

trabalhos apresentados.
3 O primeiro ortante é o conjunto de pontos x = (x1, . . . , xM ) do espaço M−dimensional com xj ≥

0, j = 1, . . .M . Em R2 o primeiro ortante é o primeiro quadrante, no espaço R3 o primeiro ortante é
o primeiro octante e assim por diante.
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que associa cada ponto do hipercubo [0, 1]N do espaço de decisão RN à porção do hi-
perplano fp,1 + fp,2 + · · ·+ fp,M = 1 no primeiro ortante do espaço de decisão RM . Esta
função determina a localização espacial dos pontos no espaço dos objetivos e devido às
características geométricas deste hiperplano os objetivos estão em conflito, o que é a
principal característica de um problema de otimização multiobjetivo. Uma distribuição
adequada dos componentes xi de xp faz com que estes pontos se distribuam neste hiper-
plano, garantindo assim uma boa dispersão das soluções na Fronteira Pareto. Observe que
um problema com M objetivos faz uso de um vetor M − 1 componentes.

Para este problema, a convergência dos pontos para a Fronteira Pareto é definida
pela função Fd(x) = 1

2
(1 + g(x)) sendo

g(x) = 100

(
|xd|+

∑
xi∈xd

(xi − 0.5)2 − cos (20π(xi − 0.5))

)
(4.3)

Para xi = 0.5 com xi ∈ xd temos que g(x) = 0 e portanto a Fronteira Pareto deste
problema é a porção do hiperplano f1 + f2 + · · · + fM = 1

2
no primeiro ortante de RM .

Exclusivamente na equação (4.3) |xd| representa o número de coordenadas do vetor xd, e
não a sua norma.

Nos problemas DTLZ2 a DTLZ3 a função Fp(x) utiliza o sistema de coordenadas
esféricas no espaço M−dimensional para determinar a posição dos pontos nos espaço dos
objetivos por meio da equação

Fp(x) =



fp,1(x) = cos(x1π/2) cos(x2π/2) . . . cos(xM−2π/2) cos(xM−1π/2)

fp,2(x) = cos(x1π/2) cos(x2π/2) . . . cos(xM−2π/2) sin(xM−1π/2)

fp,3(x) = cos(x1π/2) cos(x2π/2) . . . sin(xM−2π/2)

...

fp,M−1(x) = cos(x1π/2) sin(x2π/2)

fp,M(x) = sin(x1π/2)

(4.4)

Para xi ∈ [0, 1], i = 1, . . . ,M − 1 a função corresponde à superfície de uma esfera
no primeiro ortante do espaço RM . Mais uma vez as características geométricas desta
superfície fazem com que os objetivos sejam conflitantes e uma distribuição adequada dos
vetores xp garante uma boa dispersão destes pontos na Fronteira Pareto. No problema
DTLZ4, as variáveis xi presente nas equações (4.4) são substituídas por xαi de modo a
introduzir um viés e dificultar a distribuição espacial dos pontos no espaço dos objetivos.
Os autores sugerem α = 100. Nos problemas DTLZ5 e DTLZ6 as variáveis xi presente nas
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equações (4.4) são substituídas por π
4(1+g(x))

(1 + 2g(x)xi) sendo

g(x) =
∑
xi∈xp

(xi − 0.5)2 (4.5)

no problema DTLZ5 e

g(x) =
∑
xi∈xp

x0.1
i (4.6)

no problema DTLZ6. Esta mudança faz com que a Fronteira Pareto destes problemas
seja uma curva contida em uma esfera no primeiro ortante do espaço dos objetivos em
problemas com três objetivos.

A convergência dos pontos para a Fronteira Pareto é definida pela função Fd(x) =

1 + g(x) sendo g(x) definida pela equação (4.3) no problemas DTLZ3, pela equação (4.5)
nos problemas DTLZ2, DTLZ4 e DTLZ5 e pela equação (4.6) nos problemas DTLZ6.

Os problemas DTLZ7 a DTLZ9 não utilizam o sistema de coordenadas esféricas no
espaço M−dimensional. O problema DTLZ7 apresenta uma formulação simples para os
objetivos 1 a M − 1: fi(x) = xi para 1 ≥ i ≥M − 1. O último objetivo fM(x) é o único
que depende das demais variáveis do problema. Este problema apresenta 2M−1 regiões
desconexas na Fronteira Pareto.

Os problemas DTLZ8 e DTLZ9 são os únicos que apresentam restrições de desi-
gualdade desta família, sendo que o problema DTLZ8 apresenta M restrições e o DTLZ9
apresenta M − 1 restrições. A Fronteira Pareto no espaço com três objetivos do problema
DTLZ8 é composta por um segmento de reta e uma superfície plana de formato triangular
e a Fronteira Pareto do problema DTLZ9 é similar à Fronteira Pareto do problema DTLZ5.

Nos problemas DTLZ1 a DTLZ7 o espaço de decisão tem N = M − 1 + k variáveis,
sendo as primeiras M − 1 variáveis responsáveis pela localização espacial dos pontos no
espaço dos objetivos e as k = N −M + 1 últimas variáveis responsáveis pela convergência
dos pontos na Fronteira Pareto. Desta forma, nestes problemas um vetor no espaço de
decisão pode ser escrito como x = (xp,xd), sendo xp a porção do vetor responsável pela
localização espacial dos pontos no espaço dos objetivos e xd a porção do vetor responsável
pela convergência. Nos problemas DTLZ8 e DTLZ9 os autores sugerem N = 10M variáveis.
Os valores de k sugeridos são k = 5 para o problema DTLZ1, k = 10 para os problemas
DTLZ2 a DTLZ6 e k = 20 para o problema DTLZ7. O conjunto Pareto Ótimo para
os problemas DTLZ1 a DTLZ7 é xi ∈ [0, 1] para xi ∈ xp e xj = 0.5 para xj ∈ xd nos
problemas DTLZ1 a DTLZ5 e xj = 0 para xj ∈ xd no problema DTLZ7. Nos problemas
DTLZ8 e DTLZ9 a solução no espaço de decisão não é apresentada.
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4.3 WFG

Huband et al. [60] dividem as características desejáveis aos problemas de benchmark
para otimização multiobjetivo em duas categorias: as características gerais da aplicação
que define o problema de otimização multiobjetivo, chamadas de Fitness landscape e no
formato da Fronteira Pareto, chamadas de pareto optimal front geometry.

Neste artigo os autores destacam diversas características presentes em problemas de
otimização multi-objetivo. Um dos itens analisados é a importância da dimensão do espaço
de decisão e dos objetivos. Além de ser bem definido para qualquer número de objetivos,
o problema de otimização também deve apresentar a possibilidade de escalabilidade do
número de variáveis do espaço de decisão. Um problema com mais variáveis de decisão do
que objetivos de maneira geral apresenta mais dificuldades ao otimizador.

Para um vetor x = (x1, . . . , xN) no espaço de decisão, uma variável qualquer xi é
classificada de duas formas: xi é um parâmetro de distância se sua variação produzir uma
nova solução y que altera a relação de dominância entre F (y) e F (x). Caso contrário, xi é
um parâmetro de posição. Se uma variável xi apresenta um mesmo valor ótimo x?i para
todos os objetivos, então esta variável é separável. Caso contrário, xi é não-separável. Se
toda variável de um objetivo fi(x) for separável, então este objetivo é separável. Se todos
os objetivos forem separáveis, então o problema F (x) é separável.

As soluções x? = (x?1, . . . , x
?
N) do problema no espaço de decisão são classificadas

de acordo com a localização de x?i no intervalo [Li, Ui] onde esta variável está definida:
Se x?i está próxima dos extremos Li ou Ui, então x?i é um parâmetro externo (external
parameter). Caso contrário, se x?i se localiza próximo ao centro do intervalo [Li, Ui], então
x?i é um parâmetro central (medial parameter).

Em relação à convergência, um problema pode ser classificado pela presença de
vários ótimos locais, o que caracteriza um problema multimodal, ou um único ótimo global
no espaço de busca, o que caracteriza problemas mono-modais. Um tipo específico de
problema multimodal é o problema deceptivo. Em um problema deceptivo as soluções
sub-ótimas conduzem a população para uma região distante daquela onde se localiza o
ótimo global.

Um último aspecto a ser analisado é o formato da Fronteira Pareto do problema.
Em um problema com M objetivos a Fronteira Pareto é, de maneira geral, uma superfície
de dimensão M − 1. Se a dimensão da Fronteira Pareto for menor do que M − 1 então o
problema é degenerado. Esta superfície pode ser côncava, convexa, plana ou uma mistura
destes formatos. Esta superfície pode também ser conexa4 ou desconexa.

Neste artigo, os autores apresentam diversas recomendações para a construção de

4 Uma superfície S é conexa se, dados dois pontos quaisquer A e B em S, sempre existe um caminho c
contido em S conectando estes pontos.
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problemas teste, das quais destacamos:

• não se deve utilizar parâmetros externos ou centrais;

• a dimensão do espaço de decisão e dos objetivos deve ser ajustável;

• o espaço de busca e de objetivos devem ser dissimilares, ou seja, as variáveis no espaço
de busca devem estar contidas em intervalos de diferentes tamanhos (dissimilar
parameter domains), bem como as soluções no espaço dos objetivos (dissimilar
tradeoff ranges);

• os problemas devem ter a solução ótima conhecida;

• os problemas devem apresentar uma riqueza de formato de Fronteira Pareto (concava,
convexa, plana, conexa, desconexa etc)

Balizado por estas recomendações, os autores apresentam um conjunto de nove
funções teste (WFG1 a WFG9). Partindo de um vetor de parâmetros z, uma sequência de
transformações é aplicada de modo a se obter um outro vetor x que agrega as características
desejadas. O problema é então definido pela minimização dos objetivos fi(x), 1 ≤ i ≤M .
O vetor z tem k + l = N ≥M posições, sendo as primeiras k posições responsáveis pelo
posicionamento de F (x) no espaço dos objetivos e as últimas l posições responsáveis pela
distância de F (x) até a Fronteira Pareto do problema. O vetor transformado x tem M

posições, sendo as primeiras M − 1 coordenadas responsáveis pelo posicionamento de
F (x) no espaço dos objetivos e a última posição responsável pela distância de F (x) até a
Fronteira Pareto do problema. Desta forma, esta classe de problemas pode ser representa
pela sequencia de aplicações Z

t(z)−−→ X
F (x)−−→ Y, sendo Z o espaço de decisão, X o espaço

dos parâmetros do problema e Y o espaço dos objetivos, com 0 ≤ zi ≤ zi,max e 0 ≤ xi ≤ 1.

Todos os problemas têm solução (não externa e não central) conhecidas. Os pa-
râmetros de posição não estão restritos ao número de objetivos e apresentam uma rica
variedade de desafios para o otimizador.

4.4 Limitações das funções

A principal limitação da família ZDT é estar restrita a dois objetivos. Entretanto,
por apresentar um grande número de variáveis responsáveis pela convergência da população
e por ser de fácil implementação, este conjunto de funções teste ainda é válido para avaliar
algoritmos com dois objetivos.

Na família DTLZ os problemas mais utilizados em otimização multiobjetivo são
os DTLZ1 a DTLZ4. Estes problemas são escaláveis a qualquer número de objetivos,
mas apresentam pouca variedade de formatos de sua Fronteira Pareto, a saber, um plano
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para o problema DTLZ1 e uma esfera para os demais. Além disso, o número de variáveis
relacionadas ao posicionamento das soluções F (x) no espaço dos objetivos é restrito a
M − 1. Os autores sugerem uma forma de aumentar a dificuldade deste aspecto dos
problemas por meio da substituição do valor nominal da variável xi (1 ≤ i ≤M − 1) pela
meta-variável yi dada pelo valor médio de q variáveis utilizando a expressão

yi =
1

q

iq∑
k=(i−1)q+1

xk (4.7)

o que faz com que a localização espacial dos pontos no espaço de decisão dependa de
um número maior de variáveis. Entretanto, esta estratégia já não oferece um desafio
significativo para os algoritmos de otimização multiobjetivo atuais. A convergência destes
problemas é controlada pela função g(x) definida pelas equações (4.3) (para os problemas
DTLZ1 e DTLZ3) e (4.5) (para os problemas DTLZ2, e DTLZ4).
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Figura 16 – Função g(x) utilizada nos problemas DTLZ1 a DTLZ4 restrita a uma variável
0 ≤ x ≤ 1

As figuras 16a e 16b apresentam o gráfico das funções g(x), restritas a uma única
variável x. A equação (4.3) utilizada nos problemas DTLZ1 e DTLZ3 apresenta um
problema multimodal, enquanto que a equação (4.5), utilizada nos problemas DTLZ2
e DTLZ4 é monomodal e ambas já não apresentam um desafio significativo para os
algoritmos de otimização multiobjetivo mais recentes. Os problemas DTLZ5 e DTLZ6,
que têm Fronteira Pareto degenerada apresentam inconsistências em problemas com mais
de 3 objetivos (como apontado em Huband et al. [60]) O problema DTLZ7 tem uma
formulação muito simples, a saber, fi(x) = xi, 1 ≥ i ≥ M − 1, sendo fM(x) o único
objetivo a apresentar uma expressão algébrica mais elaborada. Além disso, apresenta como
solução ótima um valor externo (xi = 0,M ≤ i ≤ N). Os problemas DTLZ8 e DTLZ9
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são parcialmente degenerados e seus resultados são de difícil interpretação em dimensões
elevadas, além de não apresentarem uma solução conhecida.

A família de problemas WFG foi cuidadosamente elaborada, balizada pela lista de
virtudes e falhas levantadas após uma extensa e rigorosa análise dos trabalhos apresentados
até então. Entretanto, esta classe de problemas também apresenta alguns pontos fracos. Por
exemplo, uma característica presente no problema WFG1 é a ideia de regiões planas (flat
regions) no espaço dos objetivos. Uma flat region é uma região onde pequenas perturbações
das variáveis não provoca alterações no valor dos objetivos, que corresponde justamente
à ideia de otimização robusta. A presença do ótimo global em uma região plana pode
fazer que algoritmos com performance distinta apresentem resultados próximos. A falta
de significado geométrico das transformações também dificulta a análise dos resultados
obtidos, que ficam restritos às métricas de avaliação existentes, que apresentam muitas
limitações técnicas. Outra limitação presente nesta classe de problemas, e também presente
nas famílias ZDT e DTLZ é a ausência de problemas dedicados para a otimização robusta,
bem como o tratamento de restrições de desigualdade e igualdade, exceto os problemas
DTLZ8 e DTLZ9 que apresentam restrições de desigualdade, mas sem possibilidade de
personalização. Uma outra questão pertinente, que é consequência da complexidade destas
funções, é sua implementação e interpretação, que não é tão simples quanto as outras
funções analisadas.

4.5 Uma nova família de funções de teste

Esta seção apresenta um novo conjunto de funções de teste. Esta proposta procura
seguir as seguintes diretivas:

1. Apresentar liberdade de escolha do número de variáveis no espaço de decisão e de
objetivos e que tenham sua solução bem definida tanto no espaço de decisão quanto
no espaço dos objetivos;

2. apresentar um conjunto de restrições de desigualdade e de igualdade que sejam fáceis
de interpretar e de identificar de sua validade e sua violação;

3. apresentar um conjunto de parâmetros em cada função que ajuste, de forma indepen-
dente, os desafios apresentados ao otimizador quanto à convergência e a cobertura
da Fronteira Pareto;

4. apresentar um conjunto de funções de teste que sejam válidas para o teste de
algoritmos de otimização robusta, com solução bem definida e de fácil interpretação;

5. apresentar uma rica variedade de formatos para a Fronteira Pareto.
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Juntamente com este novo conjunto de funções de teste, uma nova métrica de
convergência é proposta. As métricas de convergência disponíveis são dependentes de
uma amostra particular da Fronteira Pareto do problema (tais como o Generational
Distance (GD) [148] ou a Inverted Generational Distance (IGD) [23]) ou têm um custo
computacional muito elevado (como o Hypervolume indicator (HV)[170]). A nova métrica
de convergência proposta tem como objetivo apresentar uma medida de convergência
aplicada em problemas teste que não dependa de uma amostra particular da Fronteira
Pareto.

Os problemas de teste propostos procuram a minimização da função

F : RN → RM

F (x) = Fp(x)Fd(x) (4.8)

Nestes problemas, um vetor x no espaço de decisão RN pode ser escrito da forma
x = (xp,xd) ∈ RN = RR×RS, sendo xp = (x1, . . . , xR) ∈ RR com −1 ≤ xi ≤ 1, 1 ≤ i ≤ R

um vetor com R posições, responsável pelo posicionamento dos pontos F (x) no espaço
dos objetivos e xd = (x1, . . . , xS) ∈ RS com 0 ≤ xj ≤ 1, 1 ≤ j ≤ S um vetor com S

posições, responsável pela convergência de F (x). Os detalhes das funções Fp(x) e Fd(x)

serão discutidos nas seções seguintes.

4.5.1 A função Fp(x)

A função Fp(x) é responsável pelo posição relativa dos pontos no espaço dos
objetivos e pelo conflito entre os objetivos. A definição básica desta função é dada pela
equação (4.4), que descreve em coordenadas esféricas a superfície de uma hiperesfera de
raio 1 no primeiro ortante do espaço RM e depende de M − 1 variáveis xi. A escolha desta
equação se justifica pelo fato de que esta equação descreve a localização espacial de pontos
no espaço dos objetivos com simplicidade e precisão. Entretanto são apresentadas duas
modificações nesta expressão que tem como objetivo aumentar o número de variáveis e a
diversidade de formato desta superfície.

Uma forma de se aumentar a dificuldade apresentada para o otimizador em encontrar
a melhor distribuição dos pontos no espaço dos objetivos é substituir a variável xi da
equação Fp(x) pela meta-variável yi definida pela expressão

yi =
1

q + t

∣∣∣∣∣∣
iq+t∑

j=(i−1)q+1

xj

∣∣∣∣∣∣ (4.9)

que corresponde à média de q+t valores contidos no conjunto de variáveis {x(i−1)q+1, . . . , xiq+t}
do espaço de decisão original. Observe que, a diferença entre as meta-variáveis apresentadas
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nas equações (4.7) e (4.9) é a soma do parâmetro t no limite superior do somatório.

x =(

y1︷ ︸︸ ︷
x1, . . . , ︸ ︷︷ ︸

y2

xq+1, . . . , xq+t,xq+t+1, . . . , x2q,

y3︷ ︸︸ ︷
x2q+1, . . . , x2q+t,x2q+t+1 . . . , . . . , x3q+t, , . . .

. . . ,

yM−1︷ ︸︸ ︷
x(M−2)q+t+1, . . . , x(M−1)q+t)

y1 =
1

q + t

∣∣∣∣∣
q+t∑
j=1

xj

∣∣∣∣∣ ,
y2 =

1

q + t

∣∣∣∣∣
2q+t∑
j=q+1

xj

∣∣∣∣∣ ,
...

yM−1 =
1

q + t

∣∣∣∣∣∣
(M−1)q+t∑

j=(M−2)q+1

xj

∣∣∣∣∣∣
(4.10)

Ao contrário da meta-variável (4.7) proposta por Deb para a família DTLZ, na
meta-variável apresentada na equação (4.9) cada sub-intervalo onde é calculada a média
compartilha t elementos com o subintervalo anterior e t elementos com o subintervalo
seguinte, aumentando a dependência entre as variáveis do espaço de decisão. Entretanto é
necessário que 2t+ 1 < q para que cada sub-intervalo apresente pelo menos uma variável
xi independente dos intervalos vizinhos de modo que exista pelo menos uma solução que
alcance qualquer região da Fronteira Pareto. Assim o subespaço RR responsável pelo
posicionamento dos pontos no espaço de decisão terá (M − 1)q+ t variáveis. A distribuição
das meta-variáveis yi no vetor de parâmetros x é apresentada nas equações (4.10).

(a) Meta-variável y com q = 10 e t = 0. (b) Meta-variável y com q = 10 e t = 4.

Figura 17 – Diferentes valores do parâmetro t da meta-variável y aplicada no problema
DTLZ2
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A figura 17 ilustra o efeito do uso das meta-variáveis yi em um problema de
otimização multiobjetivo. Foi selecionado o problema DTLZ2 com 3 objetivos e utilizada
a meta variável y apresentada na equação (4.9) utilizando o parâmetro q = 10. Na figura
17a foi utilizado o parâmetro t = 0, que corresponde ao uso da meta variável y definida
pela equação (4.7), enquanto que na figura 17b foi utilizado o parâmetro t = 4. Em ambas
situações foi utilizado o algoritmo NSGA-III com parâmetros idênticos. Na comparação
entre figuras 17a e 17b é perceptível o efeito da degradação da distribuição espacial das
soluções com o uso da meta-variável proposta. O algoritmo utilizado nestes problemas bem
como em outros experimentos realizados neste trabalho compõe a plataforma platEMO
[144] cuja cópia pode ser obtida no endereço http://bimk.ahu.edu.cn/index.php?s=

/Index/Software/index.html

O formato desta superfície pode ser controlado pela alteração da norma dos pontos.
Se x = (x1, . . . , xM) é um ponto do espaço RM , a p-norma ||x||p (também chamada de
norma `p) de x é dada pela equação

||x||p =

(
M∑
i=1

|xi|p
)1/p

(4.11)

com p ≥ 1 e |xi| o valor absoluto de xi5. Se p = 2 a p-norma é chamada de norma
Euclidiana e se p = 1 ela é chamada de norma Manhattan (ou taxicab norm). A norma
infinita (ou norma de Tchebycheff) do vetor x ∈ RM , denotada por ||x||∞, é definida como
||x||∞ = max |xi|, 1 ≤ i ≤M . Naturalmente se tem que limp→∞ ||x||p = ||x||∞.

Se 0 < p < 1, a expressão (4.11) não define uma norma, mas uma quasi-norma
uma vez que a desigualdade triangular não é satisfeita ([126]). Apesar disso, valores de p
maiores do que zero serão utilizados na equação (4.11) de modo a produzir superfícies de
norma (ou quasi-norma) constante. A figura 18 apresenta curvas de norma constante com
diferentes valores de p no espaço R2.

Desta forma a função Fp(x) é dada pela equação

Fp(x) =
T (x)

h(x)
(4.12)

sendo T (x) o funcional responsável pela distribuição dos pontos no espaço dos objetivos

e definido pela equação (4.13), dependente da meta-variável yi =
1

q + t

∣∣∣∑iq+t
j=(i−1)q+1 xj

∣∣∣ e
5 Note que a o valor absoluto de xi é a norma `2 de xi, i.e., |xi| = ||xi||2.

http://bimk.ahu.edu.cn/index.php?s=/Index/Software/index.html
http://bimk.ahu.edu.cn/index.php?s=/Index/Software/index.html
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Figura 18 – Pontos com diferentes valores de p−norma no espaço R2.

h(x) = ||T (x||p.

T (x) =



t1(x) = cos(y1π/2) cos(y2π/2) . . . cos(yM−2π/2) cos(yM−1π/2)

t2(x) = cos(y1π/2) cos(y2π/2) . . . cos(yM−2π/2) sin(yM−1π/2)

t3(x) = cos(y1π/2) cos(y2π/2) . . . sin(yM−2π/2)

...

tM−1(x) = cos(y1π/2) sin(y2π/2)

tM(x) = sin(y1π/2)

(4.13)

Uma outra característica desejável para problemas de otimização multiobjetivo é a
dissimilaridade dos objetivos. De maneira geral, cada objetivo dos problemas de benchmark
para otimização multiobjetivo tem seus valores ótimos limitados no intervalo [0, 1], ou seja
0 ≤ fi(x) ≤ 1, o que dificilmente reflete problemas do mundo real. Alguns autores, como
Huband et al. [60] e Cheng et al. [17], apresentam funções com objetivo dissimilares sendo
0 ≤ fi(x) ≤ ξ, com ξ uma potencia ou um múltiplo de 2. Entretanto estes problemas
apresentam apenas objetivos com valores não negativos. Um problema de otimização com
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objetivos dissimilares com valores positivos e negativos é apresentado na equação (4.14)

D(x) =



d1(x) = 2(2f1(x)− 1)

d2(x) = 4(2f2(x)− 1)

d3(x) = 6(2f3(x)− 1)

...

dM(x) = (2M)(2fM(x)− 1)

(4.14)

sendo fi(x) o i-ésimo objetivo obtido após a avaliação de F (x) = Fp(x)Fd(x)

Note que como 0 ≤ fi(x) ≤ 1 então −2i ≤ di(x) ≤ 2i. De fato, se fi(x) = 0 então
di(x) = 2i(0− 1) = −2i e se fi(x) = 1 então di(x) = 2i((2− 1) = 2i. Observe que a função
D(x) translada a origem do espaço dos objetivos do ponto A = (0, . . . , 0) para o ponto
B = (−2,−4, . . . ,−2M), mas não altera a concavidade das superfícies.

4.5.2 A função Fd(x)

Esta função é responsável pela convergência dos pontos na Fronteira Pareto e, em
alguns casos, pelo formato da mesma. Esta função faz uso das funções auxiliares g(x) e
φ(x).

4.5.2.1 A função φ(x)

A função φ(x) tem como objetivo incorporar alguma informação sobre a posição de
F (x) em relação à hiper-diagonal d = (1, 1, . . . , 1) no espaço dos objetivos. Para o ponto
x ∈ RN no espaço de decisão, o ponto Fp(x) se encontra em uma superfície de p norma
(quasi-norma) constante no espaço dos objetivos, com ||Fp(x)||p = 1. O angulo ϕ entre a
hiper-diagonal d e Fp(x) é calculado por meio da equação

ϕ(x) = arccos

(
d · Fp(x)T

|d||Fp(x)|

)
(4.15)

Este valor deve ser normalizado no intervalo [0, 1]. Como o angulo ϕ é máximo
se o vetor definido por Fp(x) estiver alinhado com algum vetor da base canônica de
ei = (0, . . . , 1, . . . , 0), ou seja, se Fp(x) = λei para algum λ > 0. Neste caso, o ângulo
máximo é ϕmax = arccos

(
1√
M

)
e o valor da função φ(xd) é dado por

φ(x) =
ϕ(x)

ϕmax

(4.16)
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4.5.2.2 A função g(x)

A função g(x) é responsável pela convergência dos pontos no espaço dos objetivos
e apresenta duas versões: uma função deceptiva6 e uma função robusta.

Uma função deceptiva se caracteriza pela presença de um mínimo global e pelo
menos um mínimo local. Neste tipo de problema, a topologia do problema favorece as
soluções sub-ótimas, fazendo que o ótimo global seja difícil de ser alcançado. A função
g(x) deceptiva proposta é definida pela equação (4.17) e apresenta, para cada uma das
variáveis xi ∈ xd, dois mínimos locais (em xi = 0 e xi = 1) e um mínimo global em
xi = 0.5, localizado em um vale profundo de amplitude 2r. Para 0 ≤ xi ≤ 0.5 − r (e
0.5 + r ≤ xi ≤ 1), a função g(x) é uma linha conectando os pontos (0, 0.5) e (0.5− r, 1)

((0.5 + r, 1) e (1, 0.5) respectivamente). Para 0.5 − r ≤ xi ≤ 0.5 + r, g(x) é um ciclo
completo da função trigonométrica cosseno. Este formato especial tem como motivação
esconder a localização do valor ótimo xi pela pequena abertura do vale determinado pelo
parâmetro r, conduzindo a população para os ótimos locais localizados no extremo dos
intervalos. A função g(x) deceptiva proposta é definida pela equação (4.17)

g(x) =
∑
xi∈xd

z(xi) (4.17)

sendo

z(xi) =


0.5 +

xi
1− 2r

se 0 ≤ xi < 0.5− r

1
2

(
cos

(
π(xi − 0.5 + r)

r

)
+ 1

)
se 0.5− r ≤ xi ≤ 0.5 + r

1− xi − 0.5− r
1− 2r

se 0.5 + r < xi ≤ 1

(4.18)

A figura 19 apresenta o gráfico de g(x) para uma única variável xi ∈ [0, 1] com o
parâmetro r igual a 0.1, 0.05 e 0.01.

A figura 20 apresenta as soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D utilizando 600
indivíduos em 300 iterações para o problema DTLZ2 utilizando a função g(x) deceptiva
proposta, com parâmetro r igual a 0.1, 0.05 e 0.01.

A outra versão para a função g(x) se aplica à otimização robusta. A função g(x)

robusta é a combinação de funções logísticas e trigonométricas. Esta função não apresenta
variáveis externas e as soluções robustas estão localizadas no intervalo (0.1, 0.3). A solução
ótima é xi = 0.6 7 mas sua vizinhança é sensível ao ruído apresentado por g(x). A função
g(x) robusta é definida pela equação (4.19) e a figura 21 apresenta o gráfico desta função
para uma única variável x1 ∈ [0, 1].

6 Do latim deceptus, particípio de decipio: apanhar, surpreender, enganar, iludir.
7 Mais precisamente xi = 0.600066066066066 . . .
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Figura 19 – Função deceptiva g(x) em uma variável com r = 0.1, 0.05 e 0.01
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Figura 20 – DTLZ2 com 2 objetivos utilizando a função deceptiva g(x) e r = 0.1, 0.05 e
0.01

g(x) =
∑
xi∈xd

[
−w(xi) (y(xi)− z(xi)) +

y(xi)− 1

2
+ e−60xi + 0.631

]
(4.19)

onde

y(xi) =
1

1 + e−20(xi−0.6)
(4.20)

z(xi) =
1

1 + e−20(xi−0.7)
(4.21)

w(xi) = cos(40πxi) (4.22)

A figura 22 ilustra a resposta provocada pela presença de incertezas nas variáveis xd
desta função. Esta figura apresenta as soluções obtidas com o valor ótimo (xi = 0.6, ∈ xd
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Figura 21 – A função g(x) robusta restrita a uma variável 0 ≤ x ≤ 1
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Figura 22 – Efeito da presença de ruído em uma vizinhança dos valores ótimos globais e
robustos para a função g(x) robusta.

- pontos azuis) e robusto (xi = 0.2 ∈ (0.1, 0.3) - pontos vermelhos) no problema DTLZ2
com dois objetivos, utilizando esta função. Para verificar a robustez destas soluções, foi
acrescentado um ruído ε com distribuição uniforme (ε ∼ U(−0.1, 0.1)) nas soluções ótima
e robusta. Em seguida, estas soluções foram avaliadas novamente. A figura mostra que não
houve alteração na distribuição e na convergência das soluções robustas (pontos pretos),
enquanto que as soluções ótimas com ruído apresentam soluções insatisfatórias (pontos
amarelos).



90 Capítulo 4. Um novo conjunto de funções de teste

4.5.3 Restrições de igualdade e desigualdade

As características do problema de otimização F (x) proposto permite facilmente
a criação de restrições de igualdade e desigualdade a partir da manipulação da função
ϕ(x) definida na equação (4.15), uma vez que esta função permite a localização espacial
de pontos no espaço dos objetivos. Por exemplo, pode-se restringir as soluções no espaço
dos objetivos que estejam limitados a uma distancia angular θi, com 0 ≤ θi ≤ ϕmax como
apresentado nas equações (4.23) a (4.26)

ϕ(x) ≥ θ (4.23)

ϕ(x) ≤ θ (4.24)

θ1 ≤ ϕ(x) ≤ θ2 (4.25)

ϕ(x) = θ (4.26)

(4.27)

Uma possível variação para estas restrições é a alteração do vetor de referência d

associado à função ϕ(x). Por exemplo considere um problema onde o espaço dos objetivos
está contido no primeiro ortante do espaço RM . Neste caso, considere o ângulo θi entre o
ponto y = F (x) e os vetores da base canônica ei = (0, . . . 1 . . . , 0), com 1 ≤ i ≤M . Seja
θj = min{θ1, . . . , θM} e j o objetivo associado a este eixo. A função ξ(x) = j associa o
vetor x ao objetivo j que está a uma menor distância angular de F (x). É fácil ver que
ξ(x) = j não é uma função injetora, pois para F (x) = (1, . . . , 1) se tem que θ1 = θ2 =

. . . θM , por exemplo. Em situações como esta, onde min{θ1, . . . , θM} = {θj1, . . . , θjk}, faça
ξ(x) = min{j1, . . . , jk} e defina a restrição

ξ(x) = j (4.28)

4.5.4 Funções propostas

As funções auxiliares definidas na seção anterior permitem a criação de diversos
problemas de otimização, identificados por pd-MOP-XX, sendo XX um número inteiro
positivo. O que difere cada um deles é essencialmente o formato da Fronteira Pareto. Os
problemas são escaláveis a qualquer número de objetivos e utilizam por padrão a função
g(x) deceptiva definida pela equação (4.17). Cada um deles terá uma versão robusta,
utilizando a função g(x) robusta definida pela equação (4.19) e uma versão com objetivos
dissimilares. Cada um dos problemas também terá a opção de apresentar qualquer uma
das restrições descritas na seção 4.5.3. Todos os problemas propostos são da forma
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F : RN → RM

F (x) = Fp(x)Fd(x) (4.29)

O espaço de decisão RN = RR × RS é separável, sendo os vetores do espaço
RR responsáveis pela posição relativa de F (x) no espaço dos objetivos e os vetores de
RS responsáveis pela convergência dos pontos na Fronteira Pareto. O espaço RR tem
r = (M−1)q+ t coordenadas, sendoM o número de objetivos e q, t os parâmetros da meta
variável y definida pela equação (4.9). Sugerimos q = 10 e t = 4 para todos os problemas.
Para o espaço RS, sugerimos s = 10 coordenadas. Desta forma, em todos os problemas
propostos o espaço de decisão RN tem (M − 1)q + 14 coordenadas utilizando os valores de
q e t sugeridos.

4.5.4.1 pd-MOP-01

Este problema apresenta uma Fronteira Pareto com regiões concavas e convexas,
que são simétricas à hiper-diagonal d = (1, 1, . . . , 1) do primeiro ortante do espaço dos
objetivos. Sua avaliação é feita da seguinte forma:

1. Seja x um vetor do espaço de decisão. Inicialmente avalie a função auxiliar T (x)

definida pela equação (4.13), cuja imagem está no primeiro ortante do espaço dos
objetivos RM e calcule o valor de φ(x) por meio das equações (4.15) e (4.16).

2. Calcule o valor de Fd(x) por meio da expressão

Fd(x) =
φ(x)α

2
+ g(x) + 0.5 (4.30)

sendo α um parâmetro com valor sugerido de α = 5 e g(x) a função deceptiva
definida pela equação (4.17). Para a versão robusta deste problema use a função
g(x) robusta definida pela equação (4.19).

3. Caso se opte por objetivos não dissimilares, defina a função Fp(x) como Fp(x) = T (x)

sendo T (x) descrita pela equação (4.13). Caso se opte por objetivos dissimilares,
defina a função F (x) = D(x) sendo D(x) definida pela equação (4.14).

4. Opcionalmente acrescente alguma das restrições definidas na seção 4.5.3.

O conjunto Pareto ótimo desta função é 0 ≤ xi ≤ 1 para xi ∈ RR e xj = 0.5 para
xj ∈ RS. A Fronteira Pareto deste problema é apresentada nas figuras 23a e 23b utilizando
d = (1, 1) para o problema com dois objetivos e d = (1, 1, 1) para o problema com três
objetivos.
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(a) pd-MOP-01 com 2 objetivos (b) pd-MOP-01 com 3 objetivos

Figura 23 – Fronteira Pareto do problema pd-MOP-01 não dissimilar com 2 e 3 objetivos.

4.5.4.2 pd-MOP-02

Este problema permite a modificação da concavidade da Fronteira Pareto por meio
da definição do parâmetro p que define a norma (ou quasi-nomra) utilizada na função
h(x) = ||T (x)||p presente na equação (4.12). Se 0 < p < 1 a Fronteira Pareto é convexa. Se
p = 1 a Fronteira Pareto é um hiperplano e se p > 1 o problema é concavo. Para problemas
com dois ou três objetivos os valores de p iguais a 0.5,1,2 e 3 são sugeridos.

Em problemas com mais de três objetivos os objetivos se tornam desbalanceados. Por
exemplo, no espaço com M dimensões um vetor da base canônica ei = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)

tem p norma igual a 1 para qualquer valor de p > 0. Para vetores localizados no bordo
do primeiro ortante do espaço RM um vetor com p-norma constante igual a 1 o valor
de suas coordenadas decresce. No caso extremo, um vetor v paralelo à hiper-diagonal
d = (1, . . . , 1) com p-norma igual a 1 tem as seguintes coordenadas:

v =
d

||d||p
(4.31)

=

(
1

p
√
M
, . . . ,

1
p
√
M

)
(4.32)

Para um valor de p fixo, 1
p√M decresce muito rapidamente. A figura 24 apresenta a

evolução dos valores de 1
p√M em função da dimensãoM do espaço. O decaimento deste valor

é mais intenso para valores de p > 3, que ficam próximos de zero em problemas de alta
dimensionalidade. Para que 1

p√M não assuma valores extremos, basta determinarmos uma
valor ideal para p nestas situações. Por exemplo, para que 1

p√M > 1
2
, basta que p > ln(M)

ln(2)
.

Desta forma para problemas com mais de 3 objetivos sugerimos p =
⌈

ln(M)
ln(2)

⌉
.

A avaliação do problema pd-MOP-02 é feita da seguinte maneira:

1. Seja x um vetor do espaço de decisão. Caso se opte por objetivos não dissimilares,
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Figura 24 – Valor de 1
p√M em espaços M -dimensionais

defina a função Fp(x) como Fp(x) = T (x)
h(x)

como descrita pela equação (4.13). Caso se
opte por objetivos dissimilares, use a função D(x) definida pela equação (4.14).

2. Calcule o valor de Fd(x) por meio da expressão

Fd(x) = g(x) + 1 (4.33)

sendo g(x) a função deceptiva definida pela equação (4.17). Para a versão robusta
deste problema use a função g(x) robusta definida pela equação (4.19).

3. Opcionalmente acrescente alguma das restrições definidas na seção 4.5.3.

O conjunto Pareto ótimo desta função é 0 ≤ xi ≤ 1 para xi ∈ RR e xj = 0.5 para
xj ∈ RS. A Fronteira Pareto deste problema com p = 3 é apresentada nas figuras 25a e
25b.

(a) pd-MOP-02 com 2 objetivos (b) pd-MOP-02 com 3 objetivos

Figura 25 – Fronteira Pareto do problema pd-MOP-02 não dissimilar com 2 e 3 objetivos
com p = 3 .
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4.5.4.3 pd-MOP-03

Este problema apresenta uma Fronteira Pareto desconexa, simétrica em relação à
hiper-diagonal d = (1, . . . , 1) do primeiro ortante do espaço dos objetivos. Sua avaliação é
feita da seguinte forma:

1. Seja x um vetor do espaço de decisão. Inicialmente avalie a função auxiliar T (x)

definida pela equação (4.13), cuja imagem está no primeiro ortante do espaço dos
objetivos RM e calcule o valor de φ(x) por meio das equações (4.15) e (4.16).

2. Calcule o valor de Fd(x) por meio da expressão

Fd(x) =
cos(3πφ)2

10
+ g(x) + 1 (4.34)

sendo g(x) a função deceptiva definida pela equação (4.17). Para a versão robusta
deste problema use a função g(x) robusta definida pela equação (4.19).

3. Caso se opte por objetivos não dissimilares, defina a função Fp(x) como Fp(x) = T (x)

sendo T (x) descrita pela equação (4.13). Caso se opte por objetivos dissimilares,
defina a função F (x) = D(x) sendo D(x) definido pela equação (4.14).

4. Opcionalmente acrescente alguma das restrições definidas na seção 4.5.3.

O conjunto Pareto ótimo desta função é 0 ≤ xi ≤ 1 para xi ∈ RR e xj = 0.5 para
xj ∈ RS. A Fronteira Pareto deste problema é apresentada nas figuras 26a e 26b.

(a) pd-MOP-03 com 2 objetivos (b) pd-MOP-03 com 3 objetivos

Figura 26 – Fronteira Pareto do problema pd-MOP-03 não dissimilar com 2 e 3 objetivos.

4.6 Métrica de Distância Radial

A qualidade de uma solução obtida por meio de um algoritmo evolutivo pode ser
estimada pela sua distribuição e convergência em relação a Fronteira Pareto do problema.
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Uma métrica de convergência faz uma estimativa da distância entre as soluções obtidas e
a Fronteira Pareto. A rigor, a distância D(x,S) entre um ponto x e uma superfície S (ou
algum conjunto de pontos S) é definida pela equação

D(x,S) = inf {D(x,y), y ∈ S} (4.35)

sendo D(x,y) a distância entre os pontos x e y. Como existem infinitos pontos na
Fronteira Pareto, é impossível calcular a distância entre uma solução particular x e este
conjunto. Para contornar este problema, as métricas de convergência (como por exemplo a
Generational Distance(GD) [148] ou a Inverted Generational Distance (IGD) [23] utilizam
uma amostra de pontos igualmente distribuídos contidos na Fronteira Pareto. Entretanto,
este procedimento faz com que o valor obtido por estas métricas seja extremamente
dependente da qualidade e da quantidade de pontos desta amostra, principalmente em
problemas com muitos objetivos [55]. Uma forma de se evitar a dependência causada pela
diferença entre as amostras é criar uma métrica de convergência que dependa apenas da
solução obtida e da localização da Fronteira Pareto.

Seja x = (xp,xd) uma solução de um problema separável em parâmetros de posição
e distância, cuja solução ótima x? = (x?p,x

?
d) é conhecida e considere o ponto y = (xp,x

?
d).

Então os vetores definidos por F (x) e F (y) no espaço de decisão são paralelos uma vez que
x e y possuem a mesma variável de posição xp. Além disso, o ponto F (y) está contido na
Fronteira Pareto pois x?d é uma valor ótimo. Desta forma |F (x)− F (y)| é uma medida de
distância entre a solução F (x) e a Fronteira Pareto. Note que |F (x)−F (y)| 6= D(F (x), PF ),
mas este valor não depende de uma amostra de pontos neste conjunto.

Para cada solução xi = (xpi ,xdi) de um conjunto de soluções {x1, . . . ,xk}, considere
os pontos F (xi) e F (yi) do espaço de decisão. A Métrica de distância Radial (Radial
Distance Metric - RDM) é definida como

RDM =
1

k

k∑
j=1

||F (xj)− F (yj)|| (4.36)

Pelas considerações apresentadas anteriormente a métrica RDM não depende de
uma amostra de pontos na Fronteira Pareto e se aplica a problemas de teste cujas variáveis
sejam separáveis em parâmetros de posição e distância, cuja solução ótima seja conhecida.

4.7 Considerações finais

Funções de benchmark juntamente com as métricas de avaliação de desempenho
são um importante instrumento de validação de algoritmos de otimização. As funções
avaliadas neste capítulo apresentam muitas virtudes, mas também têm limitações. O novo
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conjunto de funções de teste proposto procura manter as qualidades dos problemas de
teste apresentados e superar algumas de suas virtudes. Todos os problemas propostos
são de fácil implementação e interpretação, têm soluções conhecidas e não apresentam
limitação quanto ao número de objetivos. Também possuem uma boa variedade de opções
de formato e topologias da Fronteira Pareto além de apresentarem um significativo desafio
aos algoritmos de otimização de encontrar um conjunto de soluções de boa qualidade.

O principal destaque deste novo conjunto de funções de teste é a possibilidade
de se criar problemas de otimização robusta com diversas características, que constitui
uma grande lacuna na literatura especializada. Outra característica pouco explorada nas
propostas de problemas de otimização são as restrições de desigualdade e de igualdade,
que nas funções apresentadas têm uma formulação clara e de fácil interpretação.

A métrica de desempenho proposta apresenta importantes características, sendo o
seu destaque a independência de uma amostra de pontos da Fronteira Pareto e terá um
papel importante na avaliação de soluções localizadas em regiões específicas do Espaço
dos Objetivos, tema que será tratado no capítulo 7.
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5 Visualização de dados em espaços de dimen-

são elevada

A visualização de dados em espaços de alta dimensionalidade é um grande desafio
pois de maneira geral dispomos apenas de dispositivos bidimensionais para sua representa-
ção, tais como uma folha de papel ou uma tela de dispositivo eletrônico. Um exemplo da
complexidade da representação de dados variados é a figura 27 criada pelo engenheiro civil
Charles Joseph Minard, que foi superintendente da École Nationale des Ponts et Chaussées.
Este gráfico 1, chamado de Carte figurative des pertes successives en hommes de l’Armée
Française dans la campagne de Russie 1812-1813, representa a desastrosa campanha do
exército de Napoleão na Rússia.

Figura 27 – Carte figurative des pertes successives en hommes de l’Armée Française dans
la campagne de Russie 1812-1813

Nesta figura estão presentes seis variáveis:

1. Tamanho do exército, representado pela espessura das linhas vermelhas e pretas;

2. Distância percorrida;

3. Temperatura em cada seção (abaixo do gráfico);

4. Localização espacial do exército, com a latitude e longitude;

5. Localização temporal do posicionamento das tropas;
1 O original está disponível no endereço https://patrimoine.enpc.fr/document/ENPC01_Fol_10975?

image=54#bibnum

https://patrimoine.enpc.fr/document/ENPC01_Fol_10975?image=54#bibnum
https://patrimoine.enpc.fr/document/ENPC01_Fol_10975?image=54#bibnum
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Figura 28 – Duas representações para o mesmo conjunto de pontos

6. Direção da marcha (vermelho na ida e preto no retorno).

De maneira geral, para representar soluções de problemas de otimização multi-
objetivo nos espaços R2 e R3 é utilizado um gráfico de dispersão de pontos (scatter plot).
Entretanto, em algumas situações, mesmo esta representação básica pode apresentar
problemas. A figura 28 apresenta duas representações gráficas de quatro conjuntos de
pontos no espaço no primeiro octante do R3, utilizando diferentes ângulos de visão. Na
figura da esquerda percebe-se com clareza a formação de dois agrupamentos de pontos,
mas sem muita informação sobre sua dispersão. Na figura da direita a dispersão dos pontos
é nítida, mas se perde a informação da formação dos agrupamentos.

Em otimização multiobjetivo o que se espera de uma boa representação gráfica de
uma solução em particular é poder verificar a convergência e a dispersão da mesma, bem
como a harmonia e o conflito entre diferentes objetivos. Neste sentido muitos pesquisadores
dedicam seu trabalho a este tema, principalmente em problemas com mais do que três
objetivos. O mais popular método de representação de soluções em espaços de alta
dimensionalidade é o método das coordenadas paralelas [102]. Li et al. [85] faz uma
interessante discussão sobre como interpretar os resultados apresentados por este método.

O método das árvores de agregação (Aggregation Trees) [39, 40] é baseado na
agregação sequencial dos objetivos que são representados em uma árvore, considerando o
conflito entre pares (ou grupos) de objetivos.

Um outro método aplicável a problemas com elevada dimensionalidade é o RadViz
(Radial Coordinate Visualization) [152, 153]. Neste método, inspirado no modelo mecânico
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Figura 29 – Representação de um mesmo ponto no sistema de Coordenadas Estelares e no
método RadViz. Figura retirada de Rubio-Sanchez et al. [125].

de molas, os M objetivos são dispostos como vértices de um polígono regular de M lados
e são denominados de âncoras. Os objetivos são normalizados no intervalo [0, 1] e seus
valores são associados ao coeficiente de elasticidade de uma mola dado pela lei de Hooke.
As molas estão conectadas nas âncoras e em um ponto que representa o ponto que se quer
representar, posicionando este no interior do polígono. Opcionalmente este polígono pode
ser não regular, de acordo com a matriz de covariância entre as soluções.

No método das coordenadas estelares (star coordinates) [70, 163] os M objeti-
vos são representados em um sistema de coordenadas composto de M vetores unitários
{C1, . . . , CM}, igualmente espaçados e dispostos em um círculo. Uma solução y é nor-
malizada de modo que sua norma `1 seja constante e igual a um, ou seja, o vetor y é
transformado no vetor x = y

|y|1 de modo que |x|1 = 1. As coordenadas do vetor norma-
lizado x = (x1, . . . , xM) são utilizadas como pesos na combinação convexa de vetores
C =

∑M
i=1 xiCi. O vetor C resultante desta soma representa a posição final do ponto

y neste método de visualização. Rubio-Sanchez et al. [125] mostra que este método é
equivalente ao RadViz e apresenta representações similares. Entretanto o método das
coordenadas estelares é superior em alguns aspectos: tem uma representação matemática
mais simples e apresenta menos distorções. A figura 29 ilustra um mesmo ponto do espaço
R6 representado nos dois sistemas.

Os Mapas de Calor (Heatmap)[118, 57] utilizam gradientes de cores para diferenciar
características de pontos, que são usualmente combinadas com outras técnicas de repre-
sentação gráfica de informação. Outras técnicas de representação gráficas são os Mapas
Auto-Organizados (Self-Organized Map) [73, 37], Gráficos Radar (Radar Graph) [39, 58],
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ISOmap [149] e Sammon mapping [56, 147].

He and Yen [55] apresentam um método de visualização onde pontos de um
espaço de alta dimensionalidade são projetados no plano polar bidimensional, preservando
importantes características tais como Dominância Pareto (em alguns casos), forma e
localização da Fronteira Pareto e a distribuição dos indivíduos.

Koochaksaraei et al. [76] apresentam dois métodos de visualização de dados em
espaços de alta dimensionalidade: O diagrama de Cordas (Chord Diagram) e o Mapeamento
Angular (Angular Mapping), ambos seguindo um design circular. Estas técnicas fazem
o mapeamento de pontos localizados em um espaço de dimensão M em um espaço de
dimensão dois.

No Diagrama de Cordas os objetivos são normalizados no intervalo [0, 1] e são
representados por meio de arcos em um círculo. Cada ponto é representado por uma curva
de Bézier, conectando cada coordenada em cada arco. Uma importante característica
presente em problemas de otimização multiobjetivo é a harmonia/conflito entre diferentes
objetivos A figura 30 apresenta um diagrama de cordas para pontos no espaço R10. No
primeiro objetivo, rotulado como Obj0, foi destacado um conjunto de pontos com valores
nominais localizados na primeira metade do intervalo (linhas verdes). Nesta figura é possível
observar que estes valores estão associados a valores na primeira metade dos objetivos 2,3,4
e 5, caracterizando a harmonia entre estes objetivos. Este padrão é facilmente detectável
pela existência de linhas que se cruzam no interior do diagrama. Já a conexão com os
objetivos 6,7,8 e 9 acontece na segunda metade destes objetivos, caracterizando o conflito.
Este padrão é caracterizado pela presença de linhas paralelas conectando estes pontos.

O mapeamento angular faz a representação de um ponto no espaço M -dimensional
considerando sua proximidade (angular) com os vetores e1, e2, . . . , eM da base canônica.
Para isto são utilizadas três características de um ponto y = (y1, . . . , yM): sua norma
euclidiana ρ, o menor ângulo θ entre o vetor y e os vetores da base canônica e o índice j
que indica em qual objetivo o menor ângulo foi observado. Estes valores são calculados de
acordo com as fórmulas apresentadas nas equações (5.1), sendo αi o ângulo entre o vetor
y e o vetor da base canônica ei.

αi = arccos

(
yi
ρ

)
, i = 1, . . . ,M

θ = αj = min
i
αi (5.1)

j = arg min
i
αi

O valor máximo do ângulo θ é 1√
M
, que corresponde ao ângulo entre qualquer vetor

ei da base canônica e a hiper-diagonal d = (1, . . . , 1) do primeiro ortante do espaço RM .
O índice j faz uma classificação dos pontos do espaço RM de acordo com sua proximidade



101

Figura 30 – Diagrama de cordas de um conjunto de pontos no espaço R10. Os objetivos
estão indexados de 0 a 9

com os eixos da base canônica ei, mas esta classificação apresenta algumas limitações. Por
exemplo, na hiper-diagonal do primeiro ortante d = (1, . . . , 1) o ângulo entre os eixos é
o mesmo. Em situações como esta, o índice j é escolhido aleatoriamente entre as opções
disponíveis. Além disso, todo vetor contido na extremidade da base de um cone de altura
h fixa e cujo eixo é um dos vetores ei tem o mesmo valor de [ρ, θ, j] o que faz com que
mais de um ponto no espaço RM tenha a mesma representação.

A figura 31 apresenta uma comparação entre a representação de pontos utilizando
o diagrama de dispersão de pontos e o mapeamento angular nos espaços R2 e R3. Cada
gráfico contém três conjuntos de pontos igualmente espaçados em superfícies de p-norma
constante, com p iguais a 0.5, 1 e 2, formando um conjunto de pontos convexo, plano e
concavo respectivamente.

Observe que a representação de pontos utilizando o mapeamento angular é capaz
de preservar a posição relativa de cada um destes conjuntos de pontos com características
próprias. Por exemplo, os pontos contidos na superfície de norma euclidiana constante
(p igual a dois) são mapeados na borda do gráfico de mapeamento angular. Os pontos
próximos à hiper-diagonal d = (1, . . . , 1) em cada conjunto de pontos estão mais afastados
tanto na representação do gráfico de dispersão quanto no mapeamento angular. Já os pontos
próximos aos vetores da base canônica ei estão próximos entre si nas duas representações.
Maiores detalhes sobre o o diagrama de cordas e o mapeamento angular podem ser
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(a) Pontos em R2 representados por meio do
diagrama de dispersão de pontos.

(b) Pontos da figura 31a representados por meio
do Mapeamento Angular.

(c) Pontos em R3 representados por meio do
diagrama de dispersão de pontos

(d) Pontos da figura 31c representados por meio
do Mapeamento Angular.

Figura 31 – Três conjuntos de pontos representados utilizando o gráfico de dispersão de
pontos e o mapeamento angular em espaços com duas e três dimensões
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encontradas em [75, 74].

Em todos os métodos de representação de pontos de espaços com dimensão maior
do que três apresentados nesta seção está presente alguma perda de informação. Nos
métodos de coordenadas paralelas, árvores de agregação e diagrama de cordas ocorre a
perda de informação visual uma vez que se percebe apenas a relação entre as coordenadas
dos pontos e/ou sua proximidade. Além disso, nestes métodos, um ponto é representado
por meio de segmentos de retas ou de curvas o que não está de acordo com nossa percepção
do que seja um ponto. Nos métodos RADviz, coordenadas estelares e mapeamento angular
um ponto é representado de forma usual, ou seja, um ponto mesmo. Nos métodos RAD-viz
e coordenadas estelares o primeiro passo é a normalização do ponto y do espaço RM ,
fazendo x = y

|y|p sendo p = 2 no RAD-viz e p = 1 nas coordenadas estelares. Desta forma,
todo ponto w da forma w = λy com λ > 0 é representado pelo mesmo ponto x após a
normalização. Desta forma, estes métodos não são capazes de preservar a posição relativa
dos pontos em relação à origem, mas esta limitação está presente no mapeamento angular
como ilustrado nas figuras 31a e 31b.

5.1 CAP-vis

Uma vez que a perda de informação é inevitável, esta deve ser compensada. Este
trabalho apresenta um novo método de visualização de pontos em espaços de elevada
dimensionalidade em uma figura bidimensional, chamada de CAP-vis [101]. Este método
reúne o diagrama de Cordas, o mapeamento Angular e o método das coordenadas Paralelas
em uma única figura, utilizando o design circular. O design circular é uma forma eficiente e
popular de representação de dados em espaços de alta dimensionalidade [77] 2. Por utilizar
três métodos distintos de visualização de dados, a perda de informação que ocorre em um
método pode ser compensada pela informação contida em outro método.

O layout do gráfico CAP-Vis é composto por setores e trilhas. Os setores corres-
pondem à classificação dos pontos por sua distância angular aos eixos do espaço RM e
cada trilha corresponde a um método de visualização. Estes elementos são apresentados
na figura 32, onde os pontos associados a cada setor estão destacados com cores diferentes.
Na trilha A é representado o Diagrama de Cordas, na trilha B está presente o gráfico de
Coordenadas Paralelas e na trilha C se localiza o Mapeamento angular. A classificação
dos pontos em diferentes setores é feita por meio das equações (5.1). Nas trilhas B e C
estão presentes apenas os pontos associados ao seu respectivo setor enquanto que na trilha
A estão representados todos os pontos.

O Mapeamento Angular preserva a posição relativa dos pontos e esta característica
também está presente no CAP-Vis. A figura 33 apresenta três conjuntos de pontos

2 Um rico exemplo desta técnica pode ser encontrada no site http://circos.ca/

http://circos.ca/
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(a) Pontos em um plano utilizando o diagrama de
dispersão de pontos.

(b) Pontos em um plano utilizando o CAP-Vis.

Figura 32 – O mesmo conjunto de pontos representados no diagrama de dispersão de
pontos no CAP-Vis e sua classificação pela aproximação angular com os
vetores da base canônica e seus elementos gráficos: A: Diagrama de cordas;
B: Coordenadas Paralelas; C: Mapeamento angular; D: Índice da região
representada.

(a) Representação utilizando o diagrama de dispersão
de pontos.

(b) Representação utilizando o CAP-Vis.

Figura 33 – Pontos em superfícies de norma (quasi norma) constante no espaço R3
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localizados em superfícies de norma (quasi-nomra) constante, representados pelo diagrama
de dispersão de pontos (figura 33a) e pela ferramenta CAP-Vis (figura 33b). Como os
pontos localizados na superfície de quasi-norma constante (p = 0.5) estão localizados
muito próximos da origem do sistema de coordenadas do diagrama de dispersão de pontos,
suas coordenadas são menores do que as coordenadas dos pontos localizados nas demais
superfícies. Este fenômeno pode ser observado no gráfico de Diagrama de Cordas (trilha
A) e no gráfico de coordenadas Paralelas (trilha B) pela maior concentração das linhas
azuis em coordenadas de menor valor. Entretanto, este fenômeno é muito mais fácil de ser
visualizado no Mapeamento Angular (trilha C).

O CAP-Vis foi implementado na linguagem R, utilizando a biblioteca circlize [50].
Uma cópia está disponibilizada no site do MINDS (http://minds.eng.ufmg.br/) e no
github (https://github.com/ivanreirnaldo/CAP-Vis).

5.2 Aplicações

5.2.1 Visualização de soluções

A figura 34 faz uma comparação entre a visualização de soluções de um problema
de otimização com muitos objetivos. Foi utilizado o problema pd-MOP-02 com cinco
objetivos dissimilares e o algoritmo NSGAIII implementado na plataforma platEMO. Na
representação das soluções em coordenadas paralelas, exibida na figura 34b, as soluções
obtidas são representadas por linhas azuis enquanto que o limite das variáveis na Fonteira
Pareto é representado por linhas vermelhas. Nesta figura pode ser observada a distribuição
inadequada das soluções obtidas nos objetivos 3 e 4 mas não é possível perceber o impacto
desta distribuição desbalanceada no posicionamento das soluções no espaço dos objetivos.
A figura 34a ilustra o mesmo conjunto de soluções representada na ferramenta CAP-vis.
Nesta representação é possível perceber o impacto da distribuição inadequada das soluções:
exitem poucas soluções próximas dos objetivos 2, 3 e 4. Observe que seria previsível alguma
degradação na distribuição das soluções na região próxima aos objetivos 3 e 4, mas esta
distribuição inadequada também afetou o posicionamento espacial das soluções próximas
ao objetivo 2 que também é uma região com poucas soluções apesar de apresentar uma
distribuição de soluções similar aos objetivos 1 e 5 como pode ser observado na figura 34b.

Uma outra questão que se observa na figura 34a é a distribuição das soluções
próximas ao objetivo 5. Esta região, apesar de ter um bom número de soluções quando
comparada com as regiões próximas aos objetivos 2, 3 e 4, concentra suas soluções na
região central do espaço dos objetivos como pode ser percebido no mapeamento angular
apresentado na trilha C do CAP-vis. Ao contrário das soluções representadas na trilha
C do setor 1, que estão bem distribuídas no intervalo de variação do ângulo θ (a saber,
0 ≤ θ ≤ 1.1 ≈ arccos

(
1√
5

)
), as soluções representadas nesta parte do gráfico tem o valor de

http://minds.eng.ufmg.br/
https://github.com/ivanreirnaldo/CAP-Vis
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(a) CAP-vis aplicado ao problema pd-MOP-02 (b) Coordenadas Paralelas aplicada ao problema pd-
MOP-02

Figura 34 – Soluções obtidas no problema dissimilar pd-MOP-02 com 5 objetivos

θ concentrado no intervalo (0.4, 1) com poucas soluções com θ < 0.4. Este comportamento
pode ser explicado pela distribuição das coordenadas das soluções obtidas no objetivo 1
no gráfico de coordenadas paralelas (ver figura 35a).

A figura 35 apresenta o histograma da distribuição dos valores de cada objetivo
deste problema, respeitando os limites de variação das coordenadas de cada solução.

5.2.2 Comparação de soluções

Uma outra característica do CAP-vis é sua capacidade de exibir mais de um
conjunto de dados. Para ilustrar esta capacidade, considere o problema robusto pd-MOP-
02. Este problema tem como solução ótima não robusta xi = 0.6 para xi ∈ xd e solução
robusta xi ∈ [0.1, 0.3] para xi ∈ xd. Uma forma de se verificar a robustez ou não de uma
solução é observar o comportamento de cada conjunto de solução com a presença de ruído.
Para isto, um ruído com distribuição uniforme no intervalo [−0.1, 0.1] foi adicionado a cada
vetor solução xd ótima e robusta do problema pd-MOP02, gerando desta forma quatro
soluções:

• um conjunto de soluções ótimas não robustas sem ruído da forma S1 = {x ∈ RN ; x =

(xp,xd)} com xi ∈ [0, 1] se xi ∈ xp e xj = 0.6 se xi ∈ xp

• um conjunto de soluções ótimas não robustas com ruído da forma S2 = {x ∈ RN ; x =

(xp,xd)} com xi ∈ [0, 1] se xi ∈ xp e xj = 0.6 + σ se xi ∈ xp, com σj ∈ U(−0.1, 0.1).
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(a) pd-MOP-02 objetivo 1 (b) pd-MOP-02 objetivo 2

(c) pd-MOP-02 objetivo 3 (d) pd-MOP-02 objetivo 4

(e) pd-MOP-02 objetivo 5

Figura 35 – Histograma das soluções obtidas no problema dissimilar pd-MOP-02 com 5
objetivos
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• um conjunto de soluções ótimas robustas sem ruído da forma S3 = {x ∈ RN ; x =

(xp,xd)} com xi ∈ [0, 1] se xi ∈ xp e xj = 0.2 se xi ∈ xp

• um conjunto de soluções ótimas robustas com ruído da forma S4 = {x ∈ RN ; x =

(xp,xd)} com xi ∈ [0, 1] se xi ∈ xp e xj = 0.2 + σ se xi ∈ xp, com σj ∈ U(−0.1, 0.1).

Em cada solução dos conjuntos S1 a S4 definidos acima, vetor xp que determina a
posição de cada solução no espaço dos objetivos não foi alterado. Desta forma a presença
de ruído nas variáveis do problema irá alterar apenas a norma de cada vetor no espaço
dos objetivos.

A figura 36 apresenta os resultados obtidos nesta simulação. Na figura 36a os
elementos azuis representam as soluções ótimas não robustas definidas no conjunto S1. Na
trilha C de todos os setores o mapeamento angular representa também, utilizando círculos
vermelhos, as soluções ótimas não robustas com ruído definidas no conjunto S2. Como em
cada solução o componente definido pelo vetor xp é o mesmo as soluções estão alinhadas,
formando um padrão radial. Observe que a presença do ruído deteriorou a convergência
das soluções.

Já a figura 36b apresenta as soluções ótimas robustas definidas pelos conjuntos
S3 e S4, sendo os elementos azuis pertencentes ao conjunto das soluções robustas sem
ruído (conjunto S3). As soluções ótimas robustas com ruído presentes no conjunto S4 são
representadas na trilha C de todos os setores, utilizando o mapeamento angular. Como
há uma variação mínima entre estas soluções, uma ampliação da trilha C do setor 1 é
apresentada na figura 36c.

Observe que as soluções ótimas robustas tem norma maior do que as soluções
ótimas, o que pode ser verificado pela escala “vertical” do mapeamento angular (trilha
C). Isto se deve ao fato de as soluções ótimas robustas serem soluções sub-ótimas globais.
Entretanto, as soluções ótimas com ruído, definidas pelo conjunto S2, têm uma norma
maior do que as soluções ótimas robustas com ruído (definidas pelo conjunto S4) uma vez
que a presença do ruído nas variáveis aumentou desproporcionalmente o valor nominal de
cada objetivo.

5.2.3 Considerações finais

A visualização de dados em espaços de elevada dimensionalidade é um grande
desafio para pesquisadores de todas as áreas. Os principais métodos utilizados para
visualização de soluções de problemas multiobjetivo e com muitos objetivos apresentam
virtudes e deficiências relacionadas à perda de informação causada pela utilização de
suportes bidimensionais para a representação de informação com mais de duas dimensões.
O método proposto não está imune a esta perda de informação mas procura compensar
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(a) Soluções ótimas não robustas do problema
robusto pd-MOP-02

(b) Soluções ótimas robustas do problema robusto
pd-MOP-02

(c) Ampliação da trilha C do setor 1 do grágico 36b

Figura 36 – CAP-vis aplicado ao problema robusto pd-MOP-02 com 7 objetivos

esta deficiência com a utilização combinada de diferentes métodos que juntos procuram
contornar a limitação apresentada por cada um individualmente. Por exemplo, uma
qualidade presente no mapeamento angular é a preservação da posição relativa de pontos
alinhados com um vetor, e sua distância angular em relação aos eixos da base canônica
do espaço RM . Esta característica não está presente em nenhum outro método analisado.
Entretanto nesta técnica mais de um ponto do espaço de origem fornece o mesmo conjunto
de coordenadas locais [ρ, θ, j] e portanto estes pontos serão representados por um único
ponto corresponde a um mesmo ponto no gráfico de coordenadas angulares. Esta deficiência
é contornada nos gráficos de coordenadas paralelas e no diagrama de cordas. Entretanto,
apesar destes representarem de forma clara a distribuição dos valores das coordenadas dos
pontos em cada eixo, eles falham em fornecer a posição relativa do ponto no espaço.

Nas situações analisadas o método proposto foi capaz de fornecer informações sobre
a distribuição espacial dos pontos, revelando detalhes que até então eram omitidos pelos
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outros método ou acessíveis apenas por meio de alguma métrica especializada, o que faz
desta ferramenta um importante aliado do tomador de decisão.
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6 Geração de vetores de peso em algoritmos

evolutivos

6.1 Introdução

Um dos motivos pelo qual os algoritmos de otimização multiobjetivo que utilizam o
método da decomposição/agregação são populares é sua capacidade de estabelecer a priori
um posicionamento “ideal” das soluções no primeiro ortante do espaço dos objetivos RM

[63]. Este posicionamento é estabelecido pelos vetores de peso (weight vectors), também
chamados de vetores de direção, que são um conjunto W = {w1, . . . ,wt} de t vetores
definido no início do algoritmo. Este conjunto de vetores faz a decomposição do primeiro
ortante do espaço dos objetivos1 em um conjunto de direções de modo que o algoritmo
encontre pelo menos uma solução no espaço dos objetivos na região definida pelos vetores
de peso. Neste sentido o nome “vetores de direção” é mais apropriado. Como muitas vezes
esta é uma questão puramente semântica e as duas denominações são adequadas, este
trabalho irá se referir ao conjunto W como conjunto de vetores de peso. Uma exceção à
ambiguidade entre vetores de peso e vetores de direção é apresentada por Jiao et al. [66],
que apresenta um algoritmo (DVCMOEA) que é derivado do MOEA/D que utiliza vetores
de direção λi com |λi|2 = 1 e faz a distinção entre este tipo de vetor e um vetor de peso
wi, com |wi|1 = 1.

O algoritmo evolutivo faz o posicionamento das soluções nas direções definidas
pelo conjunto de vetores W utilizando as funções de agregação f(x,wi). Estas funções
fazem a decomposição do problema de otimização multiobjetivo original em k problemas
de otimização mono-objetivo. Cada uma das funções f(x,wi) procura um ponto F (x) no
espaço dos objetivos que esteja na região definida pelo vetor w. Cada função de agregação
procura uma solução de compromisso entre a norma do ponto F (x) e seu alinhamento
com o vetor wi. Neste sentido o nome “vetores de peso” é mais apropriado uma vez que
wi é um parâmetro (ou peso) da função de agregação.

O conjunto de vetores W é característico da dimensão M do espaço dos objetivos.
Diferentes problemas com M objetivos podem utilizar o mesmo conjunto de vetores de
pesoW , que de maneira geral se mantêm inalterados no decorrer do processo de otimização.
Entretanto alguns autores [83, 25, 119, 159] propõem a atualização dinâmica destes vetores
durante o processo de otimização.

De maneira geral os vetores do conjunto W constituem uma amostra de pontos
distribuídos na porção contida no primeiro ortante do espaço RM do hiper-plano x1 + . . .+

1 No caso dos problemas dissimilares os objetivos são normalizados no intervalo [0, 1].
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xM = 1 e que apresentem uma baixa medida de discrepância dos pontos [165, 2, 112]. O
método mais popular de geração destes pontos foi proposto por Scheffé [130] que define
um {M, q}−simplex utilizado em experimentos com misturas. Neste método

(
M+q−1

q

)
pontos x ∈ RM são gerados com q + 1 pontos igualmente espaçados no bordo do simplex
e satisfazendo |x|1 = x1 + . . . + xM = 1 que gera um conjunto de vetores igualmente
distribuídos. Posteriormente Das and Dennis [24] apresentam um método construtivo para
a obtenção do conjunto W utilizando o método de Scheffé. Liu and Li [88] apresentam um
método construtivo para a obtenção de vetores de peso igualmente espaçados utilizando
coordenadas esféricas. Entretanto alguns autores [44, 145, 92, 31] utilizam um conjunto de
vetores de peso com distribuição não homogênea.

O método de Scheffé cria rapidamente o conjunto de vetores W mas apresenta uma
série de limitações:

1. O conjunto de vetores W apresenta muitos elementos, especialmente em problemas
com mais do que três objetivos. Com isto, o tamanho da população dos algoritmos
também fica muito grande, pois o número de elementos de W define o tamanho da
população utilizado no algoritmo.

2. Este método gera muitos vetores de peso wi no bordo do simplex, que é uma região
de pouco interesse principalmente em problemas com mais do que três objetivos. De
fato, se uma solução está no bordo do simplex pelo menos um dos objetivos tem um
valor ε próximo de zero. Caso esta situação seja de interesse do tomador de decisão
é mais eficiente colocar este objetivo como uma restrição do problema, pois desta
forma se reduz a dimensão do espaço dos objetivos tornando o processo de busca
mais eficiente [79].

3. Os vetores de W não têm a mesma norma euclidiana. Desta forma, os métodos de
agregação que utilizam alguma norma ponderada (como o método da soma ponderada
ou da norma de Tchebycheff) apresentam resultados diferentes para pontos do espaço
dos objetivos com características semelhantes.

6.2 Método proposto

Para contornar as limitações apresentadas, acima este trabalho apresenta um novo
método de geração de vetores de peso [98], utilizando uma estratégia evolutiva ES(µ+1, µ).
O método proposto permite a criação de um conjunto W no primeiro ortante do espaço
RM , localizados em uma hiper-superfície de dimensão M − 1 de p−norma constante. O
número de vetores do conjunto W e o valor de p da p−norma dos vetores podem ser
definidos arbitrariamente pelo tomador de decisão, que também define a distância entre o
conjunto de vetores e o bordo do primeiro ortante do espaço RM . Caso seja de interesse
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do tomador de decisão, esta distância pode ser definida como sendo igual a zero e desta
forma são gerados vetores contidos no bordo do ortante. Os vetores não estão igualmente
espaçados, mas quase igualmente espaçados e desta forma W é um conjunto de vetores
de baixa discrepância. Além da criação de um conjunto de vetores de peso, o método
proposto permite a criação de um cone de vetores de peso, que consiste em um conjunto
de vetores que define uma região específica do espaço dos objetivos. A definição do cone de
vetores de peso é simples e intuitiva e sua implementação exige uma pequena modificação
no algoritmo de geração de vetores de peso usuais.

O método proposto inicia com a geração de uma população inicialW = {w1, . . .wt}
de t vetores no hiper-cubo [0, 1]M do espaço RM utilizando uma amostra distribuída em um
hiper-cubo latino [141, 160] e que são normalizados de modo que sua p−norma seja igual
a um, fazendo w = w

|w|p . Após esta normalização é feito um ajuste em suas coordenadas
de modo a evitar a presença de vetores no bordo do primeiro ortante do espaço RM . Em
seguida é calculada a matriz de distâncias di,j com a distância euclidiana entre os vetores
distintos wi e wj, com 1 ≤ i, j ≤ t e i 6= j. Aleatoriamente é escolhido um wi ∈ W e é
gerado um novo vetor w′i pela adição de um vetor de perturbação gaussiana δi de média zero
e variância σ2, ou seja, w′i = wi + δi com δi = (δi,1, . . . , δi,N ) e δi,j ∈ N (0, σ2) e é calculada
a distância euclidiana dj entre o novo vetor w′i e os demais vetores wj ∈ W, 1 ≤ j ≤ t.
A atualização da população é feita da seguinte maneira: é removido o vetor do conjunto
W que maximiza a menor distância entre o novo vetor w′i e os demais vetores wj ∈ W ,
seguindo uma estratégia ES(µ + 1, µ). A função de aptidão φ que guia este processo
evolutivo é a soma das distâncias entre os k vizinhos mais próximos.

O pseudo-código 4 apresenta o fluxo do algoritmo de geração de vetores de peso e
em seguida são apresentado os detalhes deste método de geração de vetores de peso.

Inicialização: Nesta etapa os parâmetros iniciais são definidos.

1. Defina o número t de vetores de peso a serem criados

2. Defina o valor de p da p−norma que será utilizada.

3. Defina o valor do gap g. A fim de evitar a presença de vetores de peso próximos do
bordo do primeiro ortante, as coordenadas wi de qualquer vetor w = (w1, . . . , wt) na
população inicial W = {w1, . . . ,wn} e dos demais vetores criados devem satisfazer

g ≤ wi ≤ 1− g (6.1)

Se wi < g faça wi = g e se wi > 1 − g faça wi = 1 − g. Fazendo g = 0 o método
produzirá vetores de peso no bordo do primeiro ortante do espaço RM da mesma
maneira que o método de Scheffé.

4. Defina o número máximo de iterações itermax e o número de vizinhos K utilizado
na função de aptidão. Após a realização de alguns testes o valor de k = 2 é sugerido.
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Algoritmo 4: Geração de vetores de peso
input :O número de vetores de peso t, o valor de p da p−norma, o valor do gap

g, o número de vizinhos K e o número máximo de iterações.
output :O conjunto W de t vetores de peso.

/* Inicialização */
1 iter ← 0;
2 W = {w1, . . .wt} ; /* Inicialize a população de tamanho t */
3 wi ← wi

|wi|p ; /* Normalize a população W de modo que |w|p = 1 */
4 wi ← gap(wi) ; /* Ajuste as coordenadas wi dos vetores de peso de

acordo com o valor do gap g */
5 di,j ← D(wi,wj) ; /* Calcule a distância entre wi e wj */
6 φ(wi) ; /* Avalie a função de aptidão para wi ∈ W */
/* Ciclo evolutivo */

7 while iter < itermax do
8 Escolha i em {1, . . . , n} aleatoriamente;
9 w′i ← wi + δ ;

10 d′j ← D(w′i,wj) ; /* Avalie a distância entre w′i e wj ∈ W */
11 φ(w′i) ; /* Avalie a função de aptidão de w′i */
12 Sustitua o vetor pior avaliado wj de W por w′i;
13 iter ← iter + 1;
14 end while

Após estabelecer os parâmetros iniciais, gere a população inicialW por meio de uma
amostra em um cubo latino. Normalize os vetores de W e verifique se suas coordenadas
satisfazem a inequação (6.1), fazendo algum ajuste caso seja necessário. Depois calcule a
matriz de distância di,j entre os pares de vetores wi e wj e a função de aptidão de cada
vetor wi. A função de aptidão do vetor wi ∈ W é dada pela soma das distâncias de wi

aos seus K vizinhos mais próximos em W .

Ciclo Evolucionário: Enquanto o critério de parada não for atingido repita os
passos a seguir:

1. Escolha aleatoriamente um vetor wi ∈ W .

2. Gere o novo vetor
w′i = wi + δi (6.2)

O vetor de perturbação δi é definido da seguinte maneira:

a) Determine a menor distância di,min entre wi e os outros vetores wj ∈ W, i 6= j.

b) Calcule a penalidade α = (1 − t)a + tb com t = iter
itermax

. Em nossos testes foi
utilizado a = 1.5 e b = 0.1.

c) Calcule δi = (δi1, . . . , δim), onde δij é uma variável aleatória com distribuição
normal de média zero e variância σ2

i = α× di,min, ou seja„ δij ∼ N(0, σ2
i ). Esta
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(a) |w|1 = 1 (b) |w|2 = 1

Figura 37 – Dois conjuntos de vetores de peso no espaço R3 gerados pelo método proposto.
A linha vermelha representa a interseção das superfícies de p−norma constante
com o bordo do primeiro ortante.

escolha permite a adaptação da mutação de acordo com a vizinhança do ponto.
Além disso ela favorece a exploração do espaço de busca no início do algoritmo
e a busca local no final do processo.

d) Normalize o novo vetor wi = (w′i,1, . . . , w
′
i,t) e verifique as condições g ≤ w′ij ≤

1− g. Se w′ij < g faça w′ij = g e se w′ij > 1− g faça w′ij = 1− g.

3. Calcule a distância euclidiana entre w′i e os demais vetores wj ∈ W .

4. Calcule a função de aptidão φ(wj), wj ∈ W .

5. Seja

wmin = arg min
j
φ(wj), wj ∈ W (6.3)

Se φ(w′i) > φ(wmin) substitua wmin por w′i em W e atualize a matriz de distâncias
di,j. Caso contrário descarte w′i.

6. Atualize o contador de iterações.

A figura 37 apresenta dois conjuntos com t = 200 vetores de peso cada um,
utilizando gap g = 0.1 e valores de p−norma iguais a um (figura 37a) e dois (figura 37b). A
linha vermelha presenta a interseção das superfícies de p−norma constante com o bordo do
primeiro ortante. Os vetores apresentados nestas figuras apresentam uma boa distribuição,
sem a presença de agrupamentos de vetores ou espaços vazios. A distância do conjunto de
vetores ao bordo do primeiro ortante é regular e bem definida.
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6.2.1 Cone de vetores

Um cone de vetores de peso é um conjunto de vetores contidos na região interna
de um cone. O cone é definido por meio de um vetor de preferencias v que corresponde ao
eixo do cone e um ângulo θ entre o eixo v e sua geratriz. Estes elementos são ilustrados
na figura 38c.

A geração de um cone de vetores no espaço RM requer poucas modificações no
algoritmo de geração de vetores de peso: na fase de inicialização, especifique o eixo v e o
ângulo θ que definem o cone de vetores. Após a etapa de normalização dos elementos da
população calcule o ângulo αi entre um vetor wi e o eixo v do cone. Se αi > θ então o
vetor wi está na região exterior do cone e desta maneira sua função de avaliação deve ser
penalizada da seguinte maneira:

φp(wi) = φ(wi)−M ×max{αi − θ, 0} (6.4)

sendo M a dimensão do espaço, φp(wi) a função de aptidão penalizada e φ(wi) a função
de aptidão original.

A figura 38c ilustra os elementos de um cone, destacando seu eixo, definido pelo
vetor v, e o ângulo de abertura θ. A figura 38a mostra um cone de 20 vetores no espaço
R2 definido pelo eixo v = (0.3, 0.5) e angulo θ = π/10 radianos, com norma euclidiana.
Na figura 38b está presente um cone composto por 100 vetores no espaço R3 utilizando a
norma euclidiana, definido pelo eixo v = (0.3, 0.3, 0.5) e angulo θ = π/20 radianos,

6.3 Análise do método proposto

A fim de verificar a aplicabilidade do uso do conjunto de vetores de peso gerados
pela nova metodologia dois experimentos foram realizados. O primeiro experimento procura
quantificar a qualidade do conjunto de vetores de peso gerados pelo método proposto
enquanto que o segundo experimento compara soluções obtidas pelos algoritmos MOEA/D
e NSGAIII utilizando vetores de peso gerados pelo método de Scheffé e pelo método
proposto.

6.3.1 Experimento 1

Para verificar a regularidade da dispersão dos vetores de peso de um conjunto
W foi calculada a distância entre cada vetor wi e seu vizinho mais próximo em três
conjuntos de vetores de peso com mesma característica, gerados de forma independente.
Em seguida foi calculada a média µ, o desvio padrão σ e o coeficiente de variação de
Pearson CV = σ/µ deste conjunto de distâncias. Também conhecido como desvio padrão
relativo, o coeficiente de variação de Pearson mostra a extensão da variabilidade em relação
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(a) Cone de vetores no espaço R2 (b) Cone de vetores no espaço R3

(c) O eixo v e o ângulo θ entre o eixo e a geratriz
do cone.

Figura 38 – Os elementos de um cone e dois conjuntos de cones de vetores nos espaços R2

e R3

Dimensão (M): 5, 10, 20
Número de vetores (t): 250, 500, 750, 1000

gap: 0.05
p-norma: 2

número de iterações: 6000

Tabela 1 – Parâmetros dos vetores de peso gerados nos experimentos realizados

à média da população. Em um conjunto de vetores igualmente distribuídos se tem que
σ = 0 e portanto CV = 0. Em uma distribuição aleatória de pontos o coeficiente de
variação é maior do que 0.5.

As características dos conjuntos de vetores de peso utilizados neste experimento
são apresentadas na tabela 1 e os valores µ, σ e CV obtidos são apresentados na tabela 2.
Estes resultados indicam uma distribuição homogênea dos vetores de peso gerados pelo
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Dimensão Pontos Média µ Desvio padrão σ CV

R5

250
0.2493 0.0118 0.0472
0.2501 0.0140 0.0559
0.2514 0.0114 0.0452

500
0.1945 0.0124 0.0635
0.1961 0.0099 0.0503
0.1962 0.0107 0.0547

750
0.1698 0.0106 0.0623
0.1700 0.0102 0.0602
0.1696 0.0105 0.0620

1000
0.1532 0.0102 0.0663
0.1537 0.0103 0.0672
0.1540 0.0101 0.0655

R10

250
0.5210 0.0145 0.0278
0.5233 0.0145 0.0277
0.5259 0.0150 0.0286

500
0.4515 0.0138 0.0305
0.4531 0.0142 0.0312
0.4524 0.0144 0.0318

750
0.4141 0.0145 0.0351
0.4148 0.0138 0.0334
0.4149 0.0155 0.0373

1000
0.3911 0.0146 0.0375
0.3900 0.0141 0.0363
0.3909 0.0144 0.0367

R20

250
0.7374 0.0117 0.0159
0.7422 0.0135 0.0182
0.7389 0.0146 0.0197

500
0.6792 0.0135 0.0198
0.6780 0.0137 0.0202
0.6777 0.0134 0.0197

750
0.6437 0.0142 0.0221
0.6433 0.0143 0.0222
0.6433 0.0148 0.0230

1000
0.6202 0.0145 0.0234
0.6212 0.0145 0.0234
0.6201 0.0151 0.0243

Tabela 2 – Média, desvio padrão e coeficiente de variação da distância entre um vetor de
peso wi e seu vizinho mais próximo em espaços de dimensão 5,10 e 20.
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Figura 39 – Boxplot da evolução do valor médio da distância entre um vetor de peso wi e
seu vizinho mais próximo em espaços de dimensão 5,10 e 20.

método proposto. Em todos os casos o valor médio da distância entre um vetor e seu
vizinho mais próximo diminui com o aumento do número de vetores gerados e o desvio
padrão σ é pequeno, com 0.01 < σ < 0.015 exceto no segundo conjunto de vetores no
espaço R5 com 500 vetores onde σ = 0.0099 e o terceiro conjunto de vetores no espaço
R20] com 1000 vetores onde σ = 0.0151.

A evolução do valor médio da distância entre um vetor ao seu vizinho mais próximo
nos espaços de dimensão 5,10 e 15 é ilustrada na figura 39. Os valores representados nesta
figura seguem um padrão bem definido: Nas primeiras iterações a distância média é menor
e seu valor se estabiliza por volta da iteração 2.000. Além disto o intervalo interquartil
também se reduz com o aumento do número de iterações. Em todos os blocos estão
presentes alguns outliers, principalmente acima do limite superior, mas sua quantidade
decresce, bem como sua distância até a mediana.

Uma outra forma de verificar a qualidade da distribuição dos vetores de peso
obtidos pelo método proposto é por meio da sua comparação direta com um conjunto
de vetores gerados pelo método de Scheffé. Como neste método os vetores apresentam
uma distribuição regular não existe a formação de agrupamentos de vetores ou regiões
do espaço menos povoadas do que outras. Para fazer esta comparação três conjuntos de
vetores de peso foram gerados pelo método de Scheffé em espaços de dimensão 5, 10 e 20.
O número de vetores e os parâmetros utilizados em cada conjunto de vetores é apresentado
na tabela 3.

Para cada conjunto de vetores apresentado na tabela 3 foi gerado um conjunto
com a mesma quantidade de vetores de peso pelo método proposto e estes conjuntos
foram comparados pelo método agrupamento hierárquico (hierarchical clustering method
- [53]). Neste método dois agrupamentos de pontos próximos em uma dada iteração são
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Figura 40 – Dendrograma do processo de formação de agrupamentos de vetores nos espaços
R5, R10 e R20.

reunidos em um agrupamento maior até que todos os elementos estejam agrupados em
um único grupo. Foi utilizado o método complete linkage como medida de distância entre
agrupamentos. Em cada etapa do processo de aglomeração dos pontos a distância de fusão
utilizada para se definir a união de dois agrupamentos foi anotada. A distância de fusão
informa a distância mínima entre dois agrupamentos em cada iteração. Com estes valores
foi construído os dendrogramas apresentados na figura 40, que representam o processo de
formação de agrupamentos.

A figura 41 apresenta os valores da distância de fusão encontrada ao se fazer os
agrupamentos de vetores de peso gerados pelo método proposto nos espaços R5, R10 e
R20. Uma vez que os vetores gerados pelo método de Scheffé apresentam uma distribuição
regular, sua distância de fusão segue um padrão de escada, com valores bem definidos.
Nos conjuntos de vetores gerados pele método proposto esta distância de fusão segue uma
linha suave, porém próxima da curva em formato de escada típica dos vetores gerados pelo
método de Scheffé, o que indica uma similaridade entre as distribuições.

A tabela 4 faz a comparação da distância entre um vetor de peso wi e seu vizinho

dimensão pontos no bordo número de vetores

5 10 1001
10 5 2002
20 3 1540

Tabela 3 – Parâmetros utilizados na geração de vetores pelo método de Scheffé
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(a) Distância de fusão entre agrupamentos de
vetores no espaço R5

(b) Distância de fusão entre agrupamentos de
vetores no espaço R10

(c) Distância de fusão entre agrupamentos de
vetores no espaço R20

Figura 41 – Distância de fusão entre agrupamentos de vetores nos espaços R5, R10 e R20.
A escala horizontal indica o ordinal do conjunto de vetores de peso.

mais próximo, apresentando o valor médio, o desvio padrão e o coeficiente de variação de
Pearson desta medida utilizando um conjunto de vetores gerados pelo método de Scheffé e
o conjunto de vetores analisado pelo método de agrupamento hierárquico. Observe que no
método proposto a distância média entre vetores é menor, com desvio padrão e coeficiente
de variação baixos.

A figura 42 faz uma comparação entre um conjunto de 2002 vetores de peso no
espaço R10 gerados pelo método de Scheffé (figura 42a) e o método proposto (figura 42b)
utilizando o CAP-vis. Os vetores gerados pelo método de Scheffé formam um padrão
regular, o que pode ser observado pela simetria do gráfico de diagrama de cordas na trilha
A, pela regularidade do gráfico de coordenadas paralelas na trilha B e pela sobreposição dos
pontos representados pelo mapeamento angular na trilha C do gráfico 42a. Como os vetores
gerados pelo método proposto não apresentam este padrão geométrico, a representação
destes pontos não apresenta qualquer tipo simetria ou regularidade. Entretanto, como pode
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(a) Vetores gerados utilizando o método de
Scheffé.

(b) Vetores gerados pelo método proposto.

Figura 42 – Dois conjuntos de vetores de peso no espaço R10 gerados por diferentes
métodos.

ser observado no mapeamento angular presente na trilha C, este método é capaz de gerar
uma variedade mais rica de vetores, ocupando posições do espaço que eram negligenciadas
pelo método de Shceffé, que privilegia a regularidade da distribuição dos vetores. Nos dois
conjuntos todos os vetores de peso w têm norma constante |w|1 = 1.

Para ilustrar a geração de cones em espaços de elevada dimensionalidade, dois cones
de vetores de peso foram gerados no espaço R10, contento 1000 vetores de peso cada um,
considerando dois conjuntos de preferências definidos por um tomador de decisão. Estes
dois conjuntos de cones de vetores são apresentados na figura 43 utilizando a ferramenta
CAP-vis.

O primeiro cone tem como eixo o vetor a hiper-diagonal v1 = (1, . . . , 1) e ângulo de
abertura θ = arccos(1/

√
10)

10
. Este conjunto de vetores reflete a preferência por um equilíbrio

dimensão Método média µ desvio padrão σ CV

5 Scheffé 0.1414 0 0
Proposto 0.1355 0.0089 0.0657

10 Scheffé 0.2828 0 0
Proposto 0.1676 0.0132 0.0789

20 Scheffé 0.4714 0 0
Proposto 0.2322 0.0138 0.0594

Tabela 4 – Média, desvio padrão e coeficiente de variação de Pearson da distância entre
um vetor de peso wi e seu vizinho mais próximo.
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(a) Cone de vetores com eixo v1. (b) Cone de vetores com eixo v2

Figura 43 – Dois cones de vetores de peso no espaço R10 com diferentes eixos.

entre os valores dos objetivos sem a presença de soluções extremas, onde alguns objetivos
têm um valor muito alto e outros um valor muito baixo.

O segundo cone reflete um problema onde o objetivo 5 tem mais importância que os
demais. Esta informação é incorporada na forma de pesos nas coordenadas do eixo v2 do
cone. Desta forma a quinta coordenada o vetor v2 é igual a 3 e as demais são iguais a um,
ou seja, o eixo do segundo cone de vetores é definido pelo vetor v2 = (1, 1, 1, 1, 3, 1, 1, 1, 1, 1).
Como esta segunda situação pretende explorar uma região mais específica do espaço dos
objetivos, o ângulo de abertura deste cone é definido como θ = arccos(1/

√
10)

20
.

A figura 43a mostra o cone de vetores com eixo alinhado com a hiper-diagonal
do espaço. O mapeamento angular presente na trilha C desta figura mostra que houve
uma boa distribuição dos vetores de peso na região central do espaço dos objetivos com a
presença de vetores em todos os setores do gráfico e não é observado vetores nas regiões
periféricas, próximos ao bordo do primeiro ortante.

A figura 43b mostra o cone de vetores onde o tomador de decisão estabelece uma
preferência pelo quinto objetivo. Nesta figura podemos observar que a maior parte dos
vetores de peso está concentrada no setor 5 deste gráfico o que mostra que de fato o cone
de vetores gerado reflete as características definidas pelo tomador de decisão. Observe que
também estão presentes vetores nos demais setores, porém em menor quantidade. Estes
pontos correspondem à porção do cone de vetores localizada na região central do espaço
dos objetivos.

O uso dos cones de vetores em algoritmos de otimização que utilizam as técnicas
de decomposição/agregação faz com o que as preferências do tomador de decisão sejam
incorporadas no processo de otimização. Esta incorporação aliada ao método de visualização
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CAP-vis facilita a análise do problema e a escolha da solução final, o que pode ser uma tarefa
desafiadora se esta escolha se realizar em um conjunto irrestrito de soluções distribuídas
em todo o espaço dos objetivos. e sem uma ferramenta de visualização adequada.

6.3.2 Experimento 2

Neste experimento foram utilizados os algoritmos MOEA/D e NSGAIII utilizando
vetores de peso gerados pelo método de Scheffé e pelo método proposto em 30 instâncias
independentes. Foi utilizado o problema de benchmark pdMOP02 não dissimilar e sem
o uso da meta-variável y descrita na equação (4.9) com 3, 5 e 10 objetivos. Para cada
número de objetivos foi definido um valor específico da p-norma aplicada em cada função,
a saber bln(M)/ ln(2)c sendo M o número de objetivos do problema. Desta forma as
Fronteiras Pareto deste problema estão localizadas em superfícies de p-norma constante
com p igual a 2, 3 e 4 para os problemas com 3, 5 e 10 objetivos respectivamente. A
convergência da população é controlada pela função g(x) descrita na equação (4.5). Em
todos os experimentos foi utilizada uma população de 300 indivíduos. Cada problema tem
M + 9 variáveis e o número máximo de gerações é de 300 ×M , sendo M o número de
objetivos.

A qualidade das soluções obtidas foi avaliada pelas métricas de Hiper-Volume (HV),
Inverted Generational Distance (IGD) e a Métrica de Distância Radial (Radial Distance
Metric - RDM) proposta no capítulo 4 e estes valores estão reunidos na tabela 5. Os
resultados de cada algoritmo/técnica foram comparados utilizando o teste de hipóteses não
paramétrico de Wilcoxon [158, 109], considerando como hipótese nula H0 a inexistência
de diferença entre a distribuição dos resultados.

A tabela 5 apresenta o valor médio e a variância das métricas Hiper-Volume HV,
Inverted Generational Distance IGD e a Métrica de Distância Radial RDM obtidas em 30
instâncias dos algoritmos MOEA/D e NSGAIII utilizando vetores de peso gerados pelo
método de Scheffé (indicado por MOEA/D e NSGAIII) e pelo método proposto (indicado
por wv-MOEA/D e wv-NSGAIII). Para a métrica de HV o ponto de referência utilizado
foi o ponto Nadir da Fronteira Pareto do problema, a saber N = (1, . . . , 1). Para a métrica
IGD foi gerada uma amostra da Fronteira Pareto com 100.000 pontos gerados pelo método
de Scheffé.

Para o número de objetivos analisados os valores das métricas HV e IGD são muito
próximos. Uma vez que estas métricas avaliam a convergência e a dispersão da população
estes resultados indicam que as soluções obtidas são similares, mas estatisticamente
diferentes com qualquer nível de significância α. A tabela 6 apresenta os p-valores do
teste não paramétrico de Wilcoxon comparando as métricas HV, IGD e RDM obtidas nas
30 instâncias de testes realizadas. Este teste procura verificar se existe alguma diferença
estatisticamente significativa nos resultados obtidos em um mesmo algoritmo utilizando
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diferentes metodologias de geração de vetores de peso. Os p-valores encontrados indicam que
com qualquer nível de significância considerado não se pode afirmar em uma equivalência
entre os métodos e os valores médios apresentados na tabela 5 indicam a superioridade do
método Scheffé de geração de vetores de peso nas métricas utilizadas.

A tabela 7 apresenta os p-valores do teste não paramétrico de Wilcoxon comparando
as métricas HV, IGD e RDM obtidas nas 30 instâncias de testes realizadas. Este teste
procura verificar se existe alguma diferença estatisticamente significativa nos resultados
obtidos em um mesmo método de geração de vetores de peso utilizando diferentes algoritmos.
Os p-valores encontrados indicam que com qualquer nível de significância considerado não
se pode afirmar em uma equivalência entre os algoritmos e os valores médios apresentados
na tabela 5 indicam a superioridade do algoritmo NSGAIII segundo as métricas utilizadas.
Os p-valores idênticos obtidos para o método de Scheffé em problemas de 3 e 5 objetivos
se deve à homogeneidade dos resultados obtidos pelo algoritmo NSGAIII nestas instâncias
como pode ser verificado pela ordem de grandeza das variâncias apresentada na tabela 5.

As figuras 44 a 48 ilustram os resultados obtidos em instâncias aleatórias dos
algoritmos MOEA/D e NSGAIII utilizando vetores de peso gerados pelo método de Scheffé
e pelo método proposto no problema pdMOP02 com 3, 5 e 10 objetivos. Uma vez que os
algoritmos que utilizam a estratégia de decomposição/agregação distribuem as soluções
obtidas alinhadas aos vetores de peso, as soluções obtidas pelos algoritmos que utilizam
o método de Scheffé apresentam uma distribuição regular bem característica, dispostas
em um padrão do tipo “grade”. Esta distribuição é ilustrada nas figuras 44a, 44c, 45a,
45c, 47a, 46a, 46c e 48a. Entretanto este padrão na distribuição dos pontos tem um efeito
danoso, que é a presença de regiões do espaço vazias de soluções como pode ser observado

Objetivos Algoritmo HV IGD RDM

3

wvMOEAD 7.641e-01 (2.489e-05) 2.900e-02 (1.098e-07) 2.860e-05 (2.989e-10)
MOEAD 7.706e-01 (3.615e-06) 2.901e-02 (2.184e-08) 1.192e-05 (1.084e-10)

wvNSGAIII 7.633e-01 (1.886e-06) 2.842e-02 (3.144e-08) 5.493e-07 (1.800e-12)
NSGAIII 7.739e-01 (2.432e-11) 2.866e-02 (5.884e-12) 1.127e-10 (3.555e-21)

5

wvMOEAD 1.060e+00 (1.932e-05) 1.753e-01 (3.890e-07) 7.630e-05 (9.094e-10)
MOEAD 1.078e+00 (8.007e-06) 1.713e-01 (5.347e-09) 1.348e-05 (2.286e-10)

wvNSGAIII 1.057e+00 (4.923e-06) 1.717e-01 (3.877e-07) 8.354e-06 (3.446e-10)
NSGAIII 1.056e+00 (4.256e-07) 1.968e-01 (8.267e-12) 5.539e-09 (5.131e-16)

10

wvMOEAD 2.054e+00 (1.634e-04) 5.037e-01 (1.640e-06) 2.762e-04 (7.820e-09)
MOEAD 2.083e+00 (8.077e-04) 4.963e-01 (9.851e-07) 1.738e-04 (4.261e-08)

wvNSGAIII 1.983e+00 (1.178e-02) 5.182e-01 (2.326e-03) 3.513e-04 (6.182e-08)
NSGAIII 2.059e+00 (7.237e-03) 5.345e-01 (4.361e-03) 6.376e-05 (1.029e-08)

Tabela 5 – Valores médios e variância das métricas Hiper-Volume (HV), Inverted Gene-
rational Distance (IGD) e a Métrica de Distância Radial (RDM) obtidas em
30 instâncias dos algoritmos MOEA/D e NSGAIII utilizando vetores de peso
gerados pelo método de Scheffé (MOEA/D e NSGAIII) e pelo método proposto
(wv-MOEA/D e wv-NSGAIII)
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Objetivos Algoritmo HV IGD RDM

3 MOEAD 2.668e-09 2.009e-01 2.878e-06
NSGAIII 3.020e-11 8.485e-09 3.020e-11

5 MOEAD 3.020e-11 3.018e-11 2.370e-10
NSGAIII 2.439e-03 3.020e-11 3.020e-11

10 MOEAD 7.043e-07 3.018e-11 1.336e-05
NSGAIII 1.407e-04 1.188e-01 5.967e-09

Tabela 6 – p-valores para o teste de Wilcoxon pareado para as métricas utilizadas nos
algoritmos MOEA/D e NSGAIII com as diferentes metodologias de geração de
vetores de peso

nos gráficos de mapeamento angular do CAP-vis. Este fenômeno é mais evidente quando
observado nos gráficos de coordenadas paralelas. Em particular, na figura 48a observa-se
uma ausência de soluções no intervalo 0.2 ≤ xi ≤ 0.7 em todos os objetivos. Tal fenômeno
não ocorre quando o conjunto de vetores de peso é constituído de pontos quase igualmente
espaçados como pode ser observado nas figuras 47b e 48b e no mapeamento angular do
gráfico CAP-vis dos problemas que utilizaram o método apresentado neste trabalho para
a geração de vetores de peso.

A falta de diversidade de soluções pode ser contornada com o aumento da população,
mas em problemas com muitos objetivos o crescimento da população não é regular uma
vez que esta apresenta um crescimento combinatório e desta forma seu tamanho pode
se tornar tão grande que inviabilize o processo de otimização em um tempo razoável.
Este problema não está presente no método de geração de vetores de peso proposto neste
trabalho, uma vez que o tamanho da população pode ser definido sem restrições.

Apesar da inferioridade estatística observada na comparação das métricas de
avaliação das soluções utilizadas, as soluções obtidas utilizando o método de geração de
vetores de peso proposto apresentam boas medidas de convergência e dispersão das soluções,

Objetivos Algoritmo HV IGD RDM

3 Scheffé 3.018e-11 3.018e-11 3.018e-11
WV 1.273e-02 4.616e-10 3.020e-11

5 Scheffé 3.020e-11 3.018e-11 3.018e-11
WV 4.637e-03 3.020e-11 3.474e-10

10 Scheffé 2.052e-03 4.111e-07 3.563e-04
WV 5.573e-10 1.442e-03 5.592e-01

Tabela 7 – p-valores para o teste de Wilcoxon pareado para as métricas utilizadas nos
algoritmos MOEA/D e NSGAIII com as diferentes metodologias de geração de
vetores de peso
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(a) Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.

(b) Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

(c) Soluções obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.

(d) Soluções obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

Figura 44 – Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D e NSGAIII para o problema pd-
MOP02 com valor de p-norma igual a 2 e 3 objetivos.

além de apresentarem uma diversidade de soluções muito maior nos casos analisados e de
não apresentar limitações de tamanho de população, o que faz deste método uma alternativa
viável e vantajosa ao método de Scheffé de geração de vetores de peso, principalmente em
problemas com muitos objetivos.

6.4 Considerações finais

Os algoritmos de otimização multiobjetivo que utilizam a técnica de decomposi-
ção/agregação são indiscutivelmente superiores aos métodos que utilizam o critério de
dominância de Pareto como instrumento de atualização da população entre iterações
seguidas em problemas com mais do que dois objetivos. Entretanto a geração dos vetores
de peso é limitante da aplicação desta classe de algoritmos uma vez que o número de
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(a) Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.

(b) Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

(c) Soluções obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.

(d) Soluções obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

Figura 45 – Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D e NSGAIII para o problema pd-
MOP02 com 5 objetivos
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(a) Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.

(b) Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

(c) Soluções obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.

(d) Soluções obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

Figura 46 – Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D para o problema pdMOP02 com
10 objetivos
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(a) Soluções obtidas pelo algoritmo NSGAIII
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.

(b) Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

Figura 47 – Coordenadas paralelas das soluções obtidas pelo algoritmo NSGAIII para o
problema pdMOP02 com 5 objetivos

(a) Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo de Scheffé.

(b) Soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D
utilizando vetores de peso gerados pelo mé-
todo proposto.

Figura 48 – Coordenadas paralelas das soluções obtidas pelo algoritmo MOEA/D para o
problema pdMOP02 com 5 objetivos

vetores de peso cresce de forma binomial com o número de objetivos o que provoca um
crescimento indesejado e desnecessário do tamanho da população ou a não representação
de algumas regiões do espaço dos objetivos com a limitação do número de vetores de peso.
Muito esforço por parte da comunidade científica é empregado na superação deste dilema
e a proposta de geração de vetores de peso e de cones de vetores de peso apresentada neste
capítulo faz parte deste movimento.

Os experimentos realizados mostraram que o método proposto apresenta bons
resultados e é uma alternativa viável para a geração de vetores de peso no primeiro ortante
do espaço dos objetivos. Além disto, a geração de cone de vetores de peso é um método
sem precedentes na literatura e será determinante na exploração de regiões de interesse do
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espaço dos objetivos. Este tema será tratado no capítulo 7.

Os métodos de geração de vetores de peso apresentados neste capítulo foram
implementados em MATLAB e cópias destes algoritmos (Weight Vector Generator –
WVG.m e cone-Weight Vector Generator – coneWVG.m) estão disponíveis para download
no site do MINDS (http://minds.eng.ufmg.br/) e no github (https://github.com/
ivanreirnaldo/WVG)

http://minds.eng.ufmg.br/
https://github.com/ivanreirnaldo/WVG
https://github.com/ivanreirnaldo/WVG
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7 Incorporação de região de interesse em pro-

blemas de otimização multiobjetivo

7.1 Introdução

Um algoritmo de otimização multiobjetivo (MOEA) genérico apresenta como
solução de um problema de otimização um conjunto de pontos no espaço de decisão
cuja imagem no espaço dos objetivos consiste em uma aproximação de toda a Fronteira
Pareto do problema. Uma das características esperadas deste conjunto solução é a sua
distribuição na Fronteira Pareto do problema que deve ser uniforme e conter pontos em
toda a superfície. Um conjunto de soluções que apresente um agrupamento de pontos em
uma região e poucas soluções em outra parte da Fronteira Pareto é claramente inferior a
um conjunto de soluções com uma distribuição de pontos equilibrada em toda a extensão
da Fronteira Pareto.

Encontrar um conjunto de soluções bem distribuído e suficientemente próximo da
Fronteira Pareto de um problema de otimização multiobjetivo é uma tarefa difícil e em
alguns casos ineficaz, como por exemplo as soluções extremas localizadas no bordo da
Fronteira Pareto citadas no capítulo anterior. Um outro desafio presente em problemas
multiobjetivo é a escolha de uma solução em particular entre as várias alternativas oferecidas
pelo otimizador.

Por este motivo muitos algoritmos de otimização multi-objetivo baseados em
preferencias são apresentados na literatura especializada [108, 127, 90, 161, 154, 137].
Estes algoritmos são projetados para obter soluções localizadas em uma região específica
do espaço dos objetivos, usualmente chamada de Região de Interesse (ROI). Este tipo
de MOEA apresenta uma estratégia intermediária em otimização multiobjetivo: alguma
informação a priori é necessária para definir a ROI e após a determinação das soluções pelo
otimizador o tomador de decisão seleciona a solução satisfatória a posteriori ou reinicia
o procedimento de otimização ajustado a ROI em um processo iterativo. Uma revisão
atual do estado da arte da incorporação de preferências do decisor em otimização evolutiva
multiobjetivo é apresentada por Bechikh et al. [9].

A determinação de uma ROI a priori faz uso do conhecimento prévio do problema
por parte do tomador de decisão que pode desta forma definir um conjunto de preferências
para as soluções a serem obtidas pelo otimizador, reduzindo o custo computacional do
processo de otimização e o tempo empregado na escolha do conjunto de soluções finais.

A maneira de como o tomador de decisão expressa suas preferências em um problema



134 Capítulo 7. Incorporação de região de interesse em problemas de otimização multiobjetivo

de otimização pode ser feito de três maneiras [103, 49]:

Abordagem a priori : As preferências do decisor são definidas antes do processo de
otimização [108, 90, 49].

Abordagem a posteriori : O decisor é consultado após o processo de otimização, onde
lhe é apresentado todo o conjunto de soluções [15].

Abordagem interativa: Ocorre uma ou mais consultas ao decisor durante o processo
de otimização [14, 104].

Uma estratégia de incorporação das preferências do decisor no processo de otimiza-
ção muito utilizada é o método Achievement Scalarizing Functions (ASF) [157, 103, 113].
Em uma ASF o tomador de decisão especifica um ponto de referência P e o otimizador
privilegia a busca por soluções próximas a este ponto. Existem diversas formas de se
definir uma ASF, inclusive pela definição de novas relações de dominância, tais como a
g−dominância [108] ou a r−dominância [128]. Os algoritmos R-NSGAII [33], Light beam
search [32], dentre outros [143, 49] utilizam esta técnica. Uma deficiência deste método
é a falta de precisão na determinação da ROI, que é definida pela proximidade entre a
população e um ponto de referência P. Desta forma a extensão da ROI depende da posição
relativa entre o ponto P e a Fronteira Pareto do problema.

Uma outra forma de incorporação a priori das preferências do decisor é por meio
dos vetores de peso. Mohammadi et al. [107] utilizam uma ASF para atualizar os vetores
de peso seguindo as preferencias do decisor. Liu et al. [89] apresentam uma variação do
algoritmo MOEA/D e definem as preferências do decisor por meio de um ou mais vetores de
peso, gerados de forma usual e que são atualizados durante o processo evolutivo. Durante
este processo, consultas são realizadas ao tomador de decisão que verifica a qualidade das
soluções correntes e as orienta segundo um conjunto de preferências.

Cheng et al. [16, 18] apresentam o Reference Vector Guided Evolutionary Algorithm
(RVEA). Este algoritmo utiliza a estratégia de decomposição/agregação. A função de
agregação utiliza a distância angular penalizada (APD) e os N vetores de peso são
atualizados a cada iteração t por meio da transformação

vt+1,i =
v0,i ◦ (zmaxt+1 − zmint+1 )

||v0,i ◦ (zmaxt+1 − zmint+1 ||
(7.1)

sendo 1 ≤ i ≤ N , zmint+1 e zmaxt+1 os vetores com os valores mínimos e máximos de cada
objetivo na iteração t+1, v0,i os vetores de peso na primeira iteração (gerados pelo método
de Scheffé) e o operador ◦ sendo o produto de Hadamard 1

1 Se A = [ai,i] e B = [bi,i] são duas matrizes de mesma ordem então A◦B = C = [ci,i] com ci,i = ai,i ·bi,i.
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A articulação das preferências do decisor é feita pela definição de um vetor vc e
um fator de escala r com 1 < r < 1, utilizando a transformação

v′i =
rvi + (1− r)vc
||rvi + (1− r)vc||

(7.2)

sendo v′i o vetor do novo conjunto de vetores de peso, vi um vetor do conjunto de vetores
de peso original gerados pelo método de Scheffé e vc o vetor de preferências definido pelo
tomador de decisão. Os vetores gerados pelas transformações (7.1) e (7.2) têm p−norma
constante igual a um, com p = 2, ou seja, estão contidos em uma esfera de raio 1 no espaço
dos objetivos.

A combinação convexa definida pela equação (7.2) é uma contração. Portanto o
vetor vc é um ponto fixo e o novo conjunto de vetores de peso não é simétrico em relação
a este vetor, que mantém sua posição relativa no novo conjunto de vetores. Desta forma,
se vc está próximo do bordo do espaço dos objetivos então vc estará próximo do bordo do
conjunto de vetores transformados v′i. Este desequilíbrio reduz a diversidade das soluções
obtidas pois se espera uma simetria entre o vetor de preferências e o conjunto de soluções
apresentadas pelo otimizador.

7.2 Método Proposto

Esta seção apresenta uma metodologia de incorporação de preferências do decisor em
algoritmos de otimização multiobjetivo que utilizam a técnica da decomposição/agregação.
A metodologia proposta define a ROI como sendo a interseção entre a Fronteira Pareto do
problema e um cone de vetores. O conjunto de preferências do decisor é representado pelo
vetor v que define o eixo do cone e o ângulo θ entre o vetor v e a geratriz do cone define a
extensão da região de interesse.

Uma vez que as funções de agregação utilizam a informação da posição relativa
de um ponto no espaço dos objetivos para sua avaliação, além do cone de vetores C que
define a ROI é necessária a criação de cones de vetores auxiliares Ci. Em cada vetor da
base canônica ei é criado um cone auxiliar Ci tendo este vetor como eixo do cone. Os
vetores destes cones auxiliares são restritos ao primeiro ortante do espaço RM . Cada cone
Ci tem uma quantidade reduzida de vetores e um pequeno ângulo de abertura θ. Por
exemplo, se esta metodologia for aplicada no algoritmo MOEA/D, sugerimos que cada
cone auxiliar Ci tenha o mesmo tamanho da vizinhança B(i) definida neste algoritmo.

A metodologia de exploração de uma ROI por meio de um algoritmo evolutivo que
utilize a técnica de decomposição/agregação pode ser resumida da seguinte forma:

• Defina a ROI utilizando um cone de vetores C. Nesta etapa o tomador de decisão
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define um vetor de preferências v que por sua vez define o eixo do cone de vetores
de preferência. Este vetor pode ser definido de várias maneiras:

1. As componentes deste vetor podem refletir o valor nominal desejado pelo
tomador de decisão para cada um dos objetivos;

2. O tomador de decisão pode estabelecer um vetor de pesos para cada objetivo.
Por exemplo, em um problema com cinco objetivos O primeiro o e terceiro
objetivos podem ter o dobro de importância que os demais. Neste caso o vetor
que define as preferencias do decisor é v = (2, 1, 2, 1, 1).

3. O decisor pode utilizar alguma técnica de atribuição de pesos para os objetivos,
tais como a SWARA [72]

O ângulo θ de abertura deste cone define a diversidade das soluções a serem obtidas:
se por um lado um valor pequeno de θ torna a escolha da solução muito restrita, um
valor grande de θ definirá uma diversidade de soluções muito grande, que contradiz
o conceito de Região de Interesse.

• Escolha o algoritmo evolutivo. Uma vez que esta técnica consiste na substituição
do conjunto de vetores de peso original pelo cone de vetores C e os cones auxiliares
Ci. 1 ≤ i ≤ M , qualquer algoritmo evolutivo que utilize a técnica de decomposi-
ção/agregação pode ser utilizado. O número de vetores nos cones auxiliares pode
variar entre diferentes algoritmos.

• Substitua o conjunto de vetores de peso utilizado pelo algoritmo escolhido pelo
cone de vetores C e pelos cones auxiliares Ci. 1 ≤ i ≤M . Nenhum outro ajuste no
algoritmo é requerido.

Para ilustrar o uso desta técnica foi realizado um experimento considerando três
vetores v1,v3 e v3 representando preferencias com diferentes características e três ângulos
de abertura θ1, θ3 e θ3 que irão representar diferentes extensões da ROI para cada vetor de
preferência, obtendo desta forma nove tipos deferentes de cones de vetores. As especificações
destes vetores e ângulos são apresentadas na tabela 8

Vetor Ângulo de abertura do cone

v1 = (1, . . . , 1) θ1 = 0.05 × Θ
v2 = (3, 1, . . . , 1) θ2 = 0.15 × Θ
v3 = (1, 3, . . . , 3) θ3 = 0.25 × Θ

Tabela 8 – Características dos eixos vi e ângulos de abertura θj dos cones de preferências
utilizados nos experimentos

O vetor v1 corresponde à hiper-diagonal do primeiro ortante do espaço dos objetivos.
Para um problema onde [0, 1] é o menor intervalo de variação dos valores das soluções de
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cada objetivo, este vetor representa o desejo do decisor de obter soluções equilibradas, onde
nenhum objetivo tem um valor extremo, próximo de zero ou de um. Se o problema tem
objetivos dissimilares, sua normalização neste intervalo faz com que este vetor represente
soluções com as mesmas características, porém considerando o intervalo de variação de
cada objetivo. O vetor v2 corresponde a um conjunto de preferências onde o primeiro
objetivo tem mais importância que os demais objetivos. Desta forma lhe foi atribuído
o peso 3 enquanto que os demais têm peso 1. Esta situação corresponde ao desejo do
tomador de decisão em encontrar soluções onde o primeiro objetivo tem um valor maior do
que os demais. Geometricamente o cone de vetores ficará mais próximo do primeiro vetor
e1 da base canônica do espaço dos objetivos RM . No vetor v3 esta situação se inverte: o
primeiro objetivo tem menor importância que os demais. Geometricamente este cone de
vetores ficará mais afastado do primeiro vetor e1 da base canônica do espaço dos objetivos
RM .

A escolha dos ângulos de abertura θi tem como referência o ângulo Θ entre a
hiper-diagonal d = (1, . . . , 1) do espaço dos objetivos e os vetores ei da base canônica do
espaço dos objetivos RM , que vale Θ = arccos

(
1√
M

)
. Cada ângulo de abertura θi é definido

pelo produto deste ângulo Θ por um fator de redução. Desta forma, o ângulo de abertura
θ1 irá definir um cone que “avista” uma região na Fronteira Pareto do problema cujo
diâmetro é de aproximadamente 10% do ângulo entre a hiper-diagonal d e algum dos eixos
ei da base canônica do espaço dos objetivos RM . A mesma descrição vale para os outros
ângulos θ2 e θ3, porém com ângulo de visada iguais a 30% e 50% respectivamente. Esta
escolha de ângulos irá gerar ROI’s com diferentes características (restrita, intermediária e
ampla respectivamente).

Os experimentos foram realizados em problemas com 3, 5 e 10 objetivos. Foi
selecionado o problema pd-MOP02 com norma igual a d log(M)

log(2)
e, sendo M o número de

objetivos, por ser o problema proposto adequado a Otimização Multiobjetivo e com Muitos
Objetivos.

Os resultados foram analisados sob dois aspectos: a pertinência das soluções na
ROI, a convergência da população na Fronteira Pareto de cada ROI e diversidade. A
pertinência das soluções na ROI foi medida pela contagem das soluções que atingiram a
região de interesse definida e sua vizinhança. Foram consideradas duas vizinhanças para
cada ROI. Cada vizinhança é definida da seguinte forma:

• Seja C o cone definido pelo eixo vi e ângulo θj;

• Sejam C1 e C2 os cones definidos pelo eixo vi e ângulos θa e θb respectivamente,
sendo

θj < θa ≤ 1.1× θj < θb ≤ 1.2× θj
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• A primeira vizinhança, denotada por R1, é o lugar geométrico dos pontos que estão
no cone C1 mas não estão no cone C. A segunda vizinhança, denotada por R2, é
o lugar geométrico dos pontos que estão no cone C2 mas não estão no cone C1 (e
consequentemente não estão no cone C).

Como a seção transversal do cone de vetores é um círculo, a sua interseção com a
Fronteira Pareto será uma superfície cujo bordo é curva suave e fechada em um problema
com três objetivos com Fronteira Pareto conexa. Nesta situação, as vizinhanças R1 e R2
correspondem a anéis concêntricos envolvendo esta superfície. A espessura de cada um
destes anéis corresponde a um ângulo de visada de 10% do ângulo que define o cone de
vetores.

A convergência dos pontos na ROI será medida pelas métricas IGD e RDM. A
métrica IGD requer uma amostra da Fronteira Pareto e é sensível à qualidade desta
amostra. Para produzir resultados de melhor qualidade, a amostra da Fronteira Pareto
será feita por meio de um cone de vetores de peso com as mesmas configurações de cada
ROI. Cada uma desta amostra foi composta por 800 vetores com a mesma norma dos
pontos da Fronteira Pareto.

Nos experimentos foram utilizados os algoritmos NSGA-III e MOEA/D, sendo
que neste último foram implementadas as melhorias descritas no capítulo 2. Em todas as
simulações foi utilizada uma população de 300 indivíduos e consideradas 1e5 avaliações de
função objetivo como critério de parada. Foram utilizados os operadores genéticos usuais
(recombinação SBX e mutação polinomial) e a função PBI como técnica de agregação.
Foram executadas 30 instâncias de teste para cada algoritmo. Foram considerados dois
cenários: O primeiro deles considera o uso dos cones de vetores de peso no processo de
decomposição/agregação. Os resultados obtidos estão agrupados nas linhas indicadas pelos
algoritmos coneMOEA/D e coneNSGA-III. O segundo cenário considera uma seleção
a posteriori das soluções em cada ROI e vizinhanças, obtidas por meio dos algoritmos
MOEA/D e NSGA-III utilizando o conjunto de vetores de peso gerados pelo método usual
(Scheffé).

As tabelas 9 a 11 apresentam os resultados obtidos. A coluna IGD e RDM apresen-
tam o valor médio das métricas IGD e RDM das soluções obtidas na ROI nas 30 instâncias
realizadas em cada cenário. A coluna #ROI mostra o valor médio do número de soluções
que foram obtidas na ROI. As colunas RDM R1 e RDM R2 apresentam o valor médio da
métrica RDM nas vizinhanças R1 e R2 e as colunas # R1 e # R2 indicam o valor médio
do número de soluções que foram encontradas em cada uma destas vizinhanças. Se não
foi encontrada solução em uma região específica, sua métrica será indicada por ? e sua
contagem de pontos será igual a zero.

Os resultados obtidos mostram claramente a superioridade da abordagem a priori
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MOEA IGD RDM # ROI RDM R1 # R1 RDM R2 #R2

v1

3 objetivos
coneMOEA/D 4.105e-03 3.222e-03 269 3.241e-03 31 ? 0
coneNSGAIII 1.995e-03 4.275e-05 294 8.987e-05 5.2 1.835e-03 0.4
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

5 objetivos
coneMOEA/D 2.410e-02 9.725e-03 268 9.733e-03 32.0 ? 0
coneNSGAIII 2.041e-02 1.272e-04 292.9 1.871e-04 7.1 ? 0
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

10 objetivos
coneMOEA/D 7.158e-02 8.395e-03 211.2 8.415e-03 74.9 9.210e-03 12.3
coneNSGAIII 6.363e-02 2.996e-04 281.1 3.715e-04 8.9 ? 0
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

v2

3 objetivos
coneMOEA/D 6.133e-03 5.384e-03 254.6 5.397e-03 27.6 5.403e-03 17.9
coneNSGAIII 1.969e-03 1.041e-05 296.6 4.114e-05 2.7 6.799e-06 0.2
MOEA/D ? ? 0 2.103e-03 3 ? 0
NSGAIII ? ? 0 9.273e-06 2 ? 0

5 objetivos
coneMOEA/D 3.310e-02 9.450e-03 229.6 9.367e-03 54.2 9.287e-03 16.1
coneNSGAIII 2.825e-02 4.383e-05 295.6 8.701e-05 4.2 5.676e-03 0.07
MOEA/D 8.009e-02 1.994e-03 1 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

10 objetivos
coneMOEA/D 6.064e-02 7.030e-03 155.7 6.993e-03 84.3 6.936e-03 37.6
coneNSGAIII 5.115e-02 1.476e-04 235.7 3.051e-04 13.73 9.062e-04 0.6
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

v3

3 objetivos
coneMOEA/D 5.562e-03 4.818e-03 261.5 4.823e-03 26.8 4.825e-03 11.7
coneNSGAIII 1.973e-03 2.311e-05 295.7 6.040e-05 4.2 1.051e-03 0.07
MOEA/D 4.104e-02 2.002e-03 1 ? 0 ? 0
NSGAIII 3.739e-02 8.589e-07 1 ? 0 ? 0

5 objetivos
coneMOEA/D 2.295e-02 9.008e-03 251.1 8.991e-03 48.7 6.956e-03 0.2
coneNSGAIII 1.957e-02 1.355e-04 292.4 1.757e-04 7.5 1.471e-03 0.07
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

10 objetivos
coneMOEA/D 6.734e-02 8.501e-03 217.7 8.547e-03 65.2 8.676e-03 7.2
coneNSGAIII 6.255e-02 2.861e-04 251.8 3.828e-04 8.2 ? 0
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

Tabela 9 – Valores médios das métricas IGD e RDM obtidas nos experimentos para os
cones definidos pelo ângulo de abertura θ1
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MOEA IGD RDM # ROI RDM R1 # R1 RDM R2 # R2

v1

3 objetivos
coneMOEA/D 8.270e-03 4.307e-03 267.5 4.363e-03 32.5 ? 0
coneNSGAIII 5.885e-03 5.353e-05 297.1 7.893e-05 2.6 4.414e-03 0.2
MOEA/D 4.446e-02 2.311e-03 6 ? 0 2.353e-03 6
NSGAIII 4.420e-02 4.022e-07 6 ? 0 1.884e-07 6

5 objetivos
coneMOEA/D 4.949e-02 6.340e-03 262 6.350e-03 38.0 ? 0
coneNSGAIII 4.694e-02 1.753e-04 295.9 3.398e-04 4.1 ? 0
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

10 objetivos
coneMOEA/D 1.979e-01 1.193e-02 197.2 1.194e-02 100 1.210e-02 2.8
coneNSGAIII 1.855e-01 3.951e-04 276 4.041e-04 3.967 ? 0
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

v2

3 objetivos
coneMOEA/D 7.599e-03 3.585e-03 272.1 3.645e-03 27.9 ? 0
coneNSGAIII 5.887e-03 2.165e-05 297.5 4.549e-05 2.5 ? 0
MOEA/D 3.114e-02 2.062e-03 12 1.787e-03 2 ? 0
NSGAIII 3.298e-02 2.747e-06 11 1.702e-07 3 ? 0

5 objetivos
coneMOEA/D 4.512e-02 5.620e-03 249.3 5.477e-03 50.7 ? 0
coneNSGAIII 4.299e-02 8.405e-05 294.8 3.392e-04 5.133 3.501e-05 0.07
MOEA/D 1.589e-01 1.994e-03 1 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 4.793e-06 1

10 objetivos
coneMOEA/D 1.649e-01 8.580e-03 208.5 8.265e-03 86.53 8.226e-03 5
coneNSGAIII 1.721e-01 1.208e-03 205.3 1.603e-03 24.2 2.639e-03 1.8
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

v3

3 objetivos
coneMOEA/D 7.650e-03 3.802e-03 273.2 3.833e-03 26.8 ? 0
coneNSGAIII 5.912e-03 5.716e-05 296.1 1.052e-04 3.9 ? 0
MOEA/D 3.719e-02 2.078e-03 8 ? 0 2.237e-03 2
NSGAIII 3.674e-02 1.388e-06 8 ? 0 1.784e-06 5

5 objetivos
coneMOEA/D 4.829e-02 5.680e-03 259.8 5.658e-03 40.2 ? 0
coneNSGAIII 4.603e-02 1.752e-04 295.8 4.079e-04 4.2 ? 0
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

10 objetivos
coneMOEA/D 1.948e-01 1.077e-02 191.6 1.073e-02 105.7 1.050e-02 2.7
coneNSGAIII 1.831e-01 6.276e-04 251.5 7.276e-04 8.533 ? 0
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

Tabela 10 – Valores médios das métricas IGD e RDM obtidas nos experimentos para os
cones definidos pelo ângulo de abertura θ2
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MOEA IGD RDM # ROI RDM R1 # R1 RDM R2 # R2

v1

3 objetivos
coneMOEA/D 1.131e-02 3.232e-03 267.1 3.330e-03 32.9 ? 0
coneNSGAIII 9.718e-03 4.147e-05 297.6 5.495e-05 2.4 ? 0
MOEA/D 4.120e-02 2.338e-03 18 2.353e-03 3 2.271e-03 6
NSGAIII 4.106e-02 1.160e-06 18 5.163e-06 9 ? 0

5 objetivos
coneMOEA/D 8.055e-02 5.733e-03 260.3 5.693e-03 39.7 ? 0
coneNSGAIII 7.709e-02 3.920e-04 295.7 4.768e-04 4.3 ? 0
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 4.371e-06 5

10 objetivos
coneMOEA/D 3.236e-01 1.409e-02 165.7 1.409e-02 129.3 1.382e-02 5
coneNSGAIII 2.944e-01 6.320e-04 272.5 3.166e-03 7.6 3.395e-02 0.1
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

v2

3 objetivos
coneMOEA/D 1.146e-02 3.943e-03 272.8 3.997e-03 27.2 ? 0
coneNSGAIII 9.912e-03 2.392e-05 298.2 6.253e-05 1.8 ? 0
MOEA/D 3.103e-02 1.994e-03 30 1.687e-03 6 1.782e-03 6.1
NSGAIII 3.129e-02 2.464e-06 29.4 7.157e-07 6.6 6.075e-06 8

5 objetivos
coneMOEA/D 7.578e-02 4.718e-03 252 4.542e-03 48 ? 0
coneNSGAIII 7.325e-02 1.708e-04 291.4 4.470e-04 8.5 4.895e-04 0.1
MOEA/D 2.698e-01 1.994e-03 1 ? 0 1.097e-03 4
NSGAIII 3.341e-01 4.793e-06 1 1.184e-06 4 ? 0

10 objetivos
coneMOEA/D 2.849e-01 8.641e-03 191.1 8.283e-03 105.9 7.816e-03 2.9
coneNSGAIII 3.072e-01 1.932e-03 214.3 2.237e-03 43.73 2.688e-03 13.4
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

v3

3 objetivos
coneMOEA/D 1.128e-02 3.757e-03 277.4 3.768e-03 22.6 ? 0
coneNSGAIII 9.784e-03 3.273e-05 298.2 1.160e-04 1.8 ? 0
MOEA/D 3.695e-02 2.003e-03 23 2.056e-03 8 1.809e-03 4
NSGAIII 3.688e-02 2.116e-06 23 1.133e-06 8 1.688e-06 6

5 objetivos
coneMOEA/D 7.786e-02 4.093e-03 266 3.937e-03 34 ? 0
coneNSGAIII 7.493e-02 1.353e-04 296.8 2.878e-04 3.2 ? 0
MOEA/D ? ? 0 1.442e-03 4 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

10 objetivos
coneMOEA/D 3.209e-01 1.315e-02 157.6 1.297e-02 137.4 1.262e-02 5
coneNSGAIII 3.456e-01 5.483e-03 216.3 4.666e-03 7.2 4.645e-02 1.5
MOEA/D ? ? 0 ? 0 ? 0
NSGAIII ? ? 0 ? 0 ? 0

Tabela 11 – Valores médios das métricas IGD e RDM obtidas nos experimentos para os
cones definidos pelo ângulo de abertura θ3
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(a) Com o uso do cone de vetores. (b) Sem o uso do cone de vetores.

Figura 49 – Distribuição valor médio do número de soluções encontradas na ROI em todos
os cenários

sobre a abordagem a posteriori. Dos 54 cenários analisados com o uso dos cones de vetores,
39 deles apresentam um valor médio de incidência de vetores na ROI definida superior a
250 pontos em uma população de 300 indivíduos enquanto que em apenas 6 cenários esta
contagem é inferior a 200 observações, todas observados em problemas com 10 objetivos.
Com a utilização do método de Scheffé para a geração de cones de vetores em apenas 18
cenários foi observada uma contagem de pontos na ROI acima de zero, sendo que nos
12 casos onde foi observado mais de um ponto, todos eles tratam de problemas com 3
objetivos. Além disto, considerando o cenário com o uso de cones de vetores, em 32 dos
54 cenários observados toda a população de 300 indivíduos ficou concentrada na região
definida pela ROI e suas vizinhanças R1 e R2, sendo que em apenas 7 casos esta contagem
foi inferior a 280 indivíduos, todos eles concentrados em problemas com 10 objetivos. O
menor valor observado foi com 224 soluções nesta região definida pelo vetor v3 com o
ângulo θ3. Em apenas 23 cenários o método a posteriori encontrou alguma solução na ROI
ou em suas vizinhanças R1 e R2, sendo que em apenas 11 casos este número foi superior
a 10 observações, com um máximo de 44 observações na região definida pelo pelo vetor
v2 com o ângulo θ3 no problema com 3 objetivos. A figura 49 mostra o histograma da
distribuição da frequência dos valores médios encontrados na ROI em todos os cenários
com o uso do cone de vetores. Além disto não foi observada diferença significativa entre
o tamanho da população encontrada nas diferentes regiões com a variação do ângulo de
abertura dos cones que definem as ROI’s.

Quando à convergência, em todos os cenários avaliados os valores da métrica RDM
indicam uma boa aproximação das soluções obtidas em relação à Fronteira Pareto, sendo
que estes valores são proporcionais ao número de objetivos: quanto menor o número de
objetivos, menor o valor da métrica. Este padrão é previsível uma vez que a complexidade
do problema cresce com a dimensão do espaço dos objetivos. Uma comparação entre os
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algoritmos indica que o algoritmo MOEA/D, mesmo com os aperfeiçoamentos apresentados
recentemente pela literatura especializada, apresenta um rendimento ligeiramente inferior
quando comparada com o algoritmo NSGA-III padrão. Mais uma vez este comportamento
é esperado uma vez que o algoritmo NSGA-III é mais recente (2014) do que o algoritmo
MOEA/D (2007). A comparação entre as técnicas de geração de vetores de peso indica
uma performance ligeiramente superior dos algoritmos que utilizam o cone de vetores
em relação aos algoritmos que utilizam o método de Scheffé. Uma vez que no problema
utilizado as variáveis do espaço de decisão responsáveis pela convergência e dispersão
são independentes, este fenômeno pode ser explicado pelas características do método de
agregação utilizado: O método de agregação PBI é definido pela expressão

d = d1 + αd2 (7.3)

sendo d1 a distância do ponto P ao ponto utópico Z e d2 a distância do ponto P ao vetor
de peso w utilizado, sendo α um fator de penalidade. Nos experimentos realizados foi
utilizado α = 5. O algoritmo procura a todo instante fazer o ajuste dos pontos procurando
um equilíbrio entre convergência e dispersão guiado pela equação (7.2). Nos cenários onde
não está definida a ROI a densidade dos vetores de peso é menor e desta forma o valor
de d2 na expressão (7.2) é em média maior. Desta forma são selecionados pontos com um
melhor valor da variável d2 em detrimento do valor de d1, o que sacrifica a convergência da
população. Com o uso do cone de vetores de peso, a densidade dos vetores de peso é maior,
o que reduz o valor de d2 na etapa final do processo evolutivo. Desta forma são escolhidos
pontos cujo valor de d1 são melhores, o que favorece a convergência da população.

Os valores obtidos pela métrica IGD na ROI estão em harmonia com os valores da
métrica RDM nos casos analisados. Como a métrica IGD é dependente e sensível de uma
amostra da Fronteira Pareto, esta métrica só foi utilizada para medir a performance da
população na ROI e não nas vizinhanças R1 e R2. Isto se deve ao formato característico
destas vizinhanças: cada uma delas corresponde a uma região estreita no entorno da ROI,
sem pontos na região central onde se localiza a mesma. Apesar de ser possível se produzir
amostras da Fronteira Pareto com estas características, sua a produção tem um elevado
custo computacional o que desencoraja o seu uso.

A figura 50 exibe as soluções obtidas pelos algoritmos coneMOEA/D e coneNSGAIII
em duas instâncias com três objetivos. A figura 50a ilustra uma solução obtida pelo
algoritmo coneMOEA/D no problema pdMOP02 tendo a ROI definida pelo cone obtido
pelo vetor v1 e ângulo θ1. Nesta figura podemos observar os três cones auxiliares definidos
pelos eixos e1, e2 e e3 da base canônica. Devido ao alinhamento da ROI com o ângulo de
visada utilizado no gráfico e sua pequena dimensão, uma ampliação das soluções obtidas
na ROI é apresentada no canto superior direito desta figura. Nesta ampliação podemos
observar com mais detalhes a posição relativa das soluções obtidas (pontos azuis) e a
amostra da ROI (pontos pretos) que foi utilizada no cálculo da métrica IGD.



144 Capítulo 7. Incorporação de região de interesse em problemas de otimização multiobjetivo

(a) Solução obtida pelo algoritmo coneMOEA/D
com cone definido pelo vetor v1 e ângulo θ1

(b) Solução obtida pelo algoritmo coneNSGA-III
com cone definido pelo vetor v2 e ângulo θ2

Figura 50 – Soluções obtidas pelos algoritmos coneMOEA/D e coneNSGA-III no problema
pd-MOP02 com 3 objtivos.

A figura 50b ilustra uma solução obtida pelo algoritmo coneNSGAIII tendo a ROI
definida pelo cone obtido pelo vetor v2 e ângulo θ2. Nesta figura podemos observar os pontos
localizados na extremidade dos vetores da base canônica utilizados para guiar o processo
evolutivo em direção ao cone de preferencias. As soluções obtidas são representadas por
meio de pontos azuis e a amostra da ROI é representada por pontos pretos.

A figura 51 exibe as soluções obtidas pelos algoritmos coneMOEA/D e coneNSGAIII
em duas instâncias com cinco objetivos utilizando o CAP-vis. A figura 51a ilustra uma
solução obtida pelo algoritmo coneNSGAIII no cenário onde a ROI é definida pelo cone
obtido pelo vetor v2 e ângulo θ1. Em todos os setores e trilhas dete gráfico é possível ver o
ponto auxiliar utilizado pelo algoritmo. Também é possível se observar que as soluções
obtidas preservam as características impostas pelo vetor de preferências utilizado: todas
as soluções estão próximas do vetor e1 da base canônica. Esta simetria em relação à
importância dada aos demais objetivos reflete na localização das soluções nesta região do
espaço: os pontos estão representados na região central do mapeamento angular. Como o
ângulo θ1 define uma ROI muito restrita, todas as soluções são representadas no setor 1
deste gráfico apresentam uma pequena extensão, o que indica que de fato todas as soluções
estão concentradas nesta porção do espaço 5-dimensional. A trilha 2 do setor 1, que contém
o gráfico em coordenadas paralelas, bem como o diagrama de cordas na região central do
gráfico também confirmam o efeito do valor pequeno dado ao ângulo θ1, que faz com que
os valores de cada coordenada apresentem uma pequena variação.

O vetor v3 representa um conjunto de preferências onde o primeiro objetivo recebe
um peso menor do que os demais, caracterizando uma situação oposta daquela representada
pelo vetor v2. Esta situação pode ser observada na figura 51b, que ilustra uma solução
obtida pelo algoritmo coneNSGAIII no cenário onde a ROI é definida pelo cone obtido
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(a) Solução obtida pelo algoritmo coneNSGA-III
com cone definido pelo vetor v2 e ângulo θ1

(b) Solução obtida pelo algoritmo coneMOEA/D
com cone definido pelo vetor v3 e ângulo θ3

Figura 51 – Soluções obtidas pelos algoritmos coneMOEA/D e coneNSGA-III no problema
pd-MOP02 com 5 objtivos.

pelo vetor v3 e ângulo θ3. O antagonismo entre as preferências destes dois vetores pode
ser visto quando comparamos as figuras 51a e 51b. Além dito, a abertura maior do cone
definida pelo angulo θ3 também pode ser observada pela extensão do agrupamento dos
pontos representados no mapeamento angular (trilha C) dos setores 2 a 5. No gráfico de
coordenadas paralelas presente na trilha B é possível distinguir dois agrupamentos de
dados: as coordenadas dos cones auxiliares em cada eixo, que são caracterizadas pelo valor
mais alto da coordenada que coincide com o índice da trilha, e um agrupamento principal,
que corresponde às coordenadas dos pontos na ROI.

A figura 52 exibe as soluções obtidas pelos algoritmos coneMOEA/D e coneNSGAIII
em duas instâncias com dez objetivos utilizando o CAP-vis. As análise feita na figura 51b
se repete na figura 52a pois a única mudança ocorre com o número de objetivos e com
a escolha do ângulo, que passa a ser θ2 e desta forma corresponde a uma ROI de menor
extensão.

A figura 52b lustra uma solução obtida pelo algoritmo coneNSGAIII no cenário
onde a ROI é definida pelo cone obtido pelo vetor v1 e ângulo θ3. O equilíbrio entre os
objetivos e a extensão da ROI característicos desta escolha de ROI podem ser visualizadas
nesta figura.
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(a) Solução obtida pelo algoritmo coneMOEA/D
com cone definido pelo vetor v3 e ângulo θ2

(b) Solução obtida pelo algoritmo coneNSGAIII
com cone definido pelo vetor v1 e ângulo θ3

Figura 52 – Soluções obtidas pelos algoritmos coneMOEA/D e coneNSGA-III no problema
pd-MOP02 com 10 objtivos.

7.3 Considerações finais

Um dos desafios apresentados pela otimização com muitos objetivos é a seleção
de um conjunto satisfatório de soluções obtidas no espaço dos objetivos. O excesso de
informação presente na análise das soluções com elevado número de objetivos é tão
prejudicial quanto a falta de informações. Um algoritmo evolutivo com uma população
muito grande não apresenta um conjunto de soluções em um tempo razoável e a utilização
de uma população de tamanho adequado produz um conjunto de soluções com uma baixa
densidade de pontos no espaço dos objetivos quando este tem dimensão muito grande. De
forma complementar, o tomador de decisão de maneira geral tem um bom conhecimento
do problema e é capaz de estabelecer a priori características desejáveis e de pouco interesse
que o conjunto de soluções apresentado pelo otimizador irá apresentar. A união destes
dois fatores faz com que a escolha de uma região de interesse no espaço dos objetivos seja
mais racional em problemas de otimização com muitos objetivos.

Os métodos que utilizam uma ASF apresentam bons resultados em problemas com
dois e três objetivos mas exigem o conhecimento da localização da Fronteira Pareto do
problema para a determinação ideal do ponto de referência utilizado. De maneira geral
extensão e a localização da ROI nesta técnica é fortemente dependente de uma boa escolha
deste ponto. No sentido oposto, a utilização do cone de vetores permite a definição da
ROI de acordo com um conjunto de preferências do tomador de decisão, que pode atribuir
um conjunto de pesos ao eixo do cone e definir a extensão da ROI por meio do ângulo de
abertura θ. Além disto o método proposto se mostrou eficiente nos problemas com muitos
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objetivos analisados, tanto na pertinência das soluções na ROI quanto na convergência
com a Fronteira Pareto definida pela ROI. Neste cenário, analisando o número de soluções
obtidas na ROI, a comparação entre as abordagens a priori e a posteriori não deixa
dúvida quanto a superioridade do método onde as preferências do tomador de decisão são
incorporadas no processo de otimização.
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8 Um Algoritmo coevolutivo para Otimização

Robusta Multiobjetivo

Este capítulo apresenta um Algoritmo coevolutivo para Otimização Robusta Mul-
tiobjetivo por meio da minimização do pior caso que utiliza a estratégia da decomposi-
ção/agregação, chamado de Coevolutionary Robust MOEA/D (CR-MOEA/D) [99]. O
algoritmo proposto utiliza como base o algoritmo MOEA/D. Sua escolha se justifica por
ser um algoritmo eficiente, bem aceito pela comunidade científica e por apresentar de forma
definida as etapas de decomposição e agregação, necessárias para o processo evolutivo pro-
posto. Sua eficiência fez com que novos algoritmos baseados em decomposição/agregação
fossem desenvolvidos e a metodologia coevolutiva competitiva apresentada neste trabalho
pode ser aplicada em outros algoritmos desta classe.

O algoritmo proposto utiliza uma estratégia competitiva entre duas populações de
soluções candidatas de mesmo tamanho: um conjunto X contendo a população de vetores
x do espaço de decisão e um conjunto ∆ contento uma população de vetores de ruído δ
de pequena intensidade, com δ ∈ [−ε, ε]. Cada vetor xi ∈ X está associado a um único
vetor δi ∈ ∆ determinando o elemento xi + δi. A cada iteração do ciclo evolutivo duas
etapas de otimização E1 e E2 são realizadas. Considerando o problema multiobjetivo de
minimização da função F : RN → RM , a primeira etapa busca soluções no espaço X que
minimizam a função F (x + δ), ou seja, a primeira etapa de cada processo evolutivo trata
do problema de minimização

E1 : x = arg minF (x + δ) (8.1)

Nesta etapa o algoritmo faz a busca de valores ótimos da variável x ∈ X procurando
a minimização dos objetivos.

A segunda etapa busca soluções no espaço ∆ que maximizam a função F (x + δ),
ou seja, a segunda etapa de cada ciclo evolutivo trata do problema de maximização

E2 : δ = arg maxF (x + δ) (8.2)

Nesta etapa o algoritmo faz a busca de valores ótimos da variável δ ∈ ∆ procurando
a maximização dos objetivos.

Uma vez que o ruído δ é de pequena intensidade, o problema de maximização da
segunda etapa procura um ponto na vizinhança de x que maximiza a função F nesta
região. Na iteração seguinte este ciclo se repete. Estas etapas estão continuamente em
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conflito e sua competição conduz a um conjunto de soluções ótimas considerando o pior
cenário, que corresponde ao valor de δ que maximiza o valor da função F na vizinhança
de x.

Uma vez que o algoritmo proposto é uma variação do MOEA/D suas estruturas
são similares e exigem poucas adaptações. O algoritmo pode ser divido em duas etapas:
Inicialização e Ciclo Evolucionário, que são descritos abaixo:

Inicialização: Nesta etapa duas populações de vetores são geradas de forma aleatória:
Uma população X = {x1, . . . ,xP} com P vetores contida do espaço de decisão e
uma população de vetores de ruído ∆ = {δ1, . . . , δP} com P vetores de ruído. Os
vetores de ruído δi = (δi1, . . . , δ

i
N) têm suas coordenadas δij contidas no intervalo

[−εj, εj ]. O parâmetro ε pode ser o mesmo para cada coordenada e indica a extensão
da perturbação admitida em cada componente dos vetores x ∈ X e é um parâmetro
do problema. Também deve ser gerado um conjunto de vetores de peso W =

{w1, . . . ,wP}. Após a geração dos conjuntos X e ∆ é feita uma associação um-a-um
entre seus elementos: cada vetor de xi ∈ X está associado a um único vetor de ruído
δi ∈ ∆. Em seguida é gerada a estrutura de vizinhança B(i) = {i1 . . . iT}: cada
vetor de peso wi ∈ W fica associado a seus T vizinhos mais próximos wi1 , . . . ,wiT .
Esta associação pode ser feita utilizando a distância euclidiana entre os pontos que
definem os vetores wi e wj ou o ângulo entre eles. O conjunto B(i) armazena o
conjunto de índices dos vetores wij associados ao vetor wi. Em seguida avalie os
elementos da população fazendo FV i = F (xi + δi).

Ciclo Evolucionário: Em cada iteração do algoritmo duas instâncias de otimização E1
e E2 são realizadas.

Instância E1: Para cada vetor xi ∈ X dois vetores xia e xib são selecionados na
vizinhança de xi definida pelo conjunto B(i). Então um novo vetor xi,c é criado
aplicando os operadores genéticos de recombinação e mutação. Em seguida é
considerado o sub-problema de otimização escalar dado por

min
x

g(x|δi,wi, z) (8.3)

Sendo g(?) alguma função de agregação (Soma ponderada, norma de Tcheby-
cheff ponderada, PBI etc). Em seguida, até que o limite de substituições seja
alcançado, para cada elemento selecionado da população, se

g(xi,c|δj,wj, z) ≤ g(xj|δj,wj, z) (8.4)

faça xj = xi,c e FV j = F (xi,c + δj).
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Instância E2: Para cada vetor δi ∈ ∆ dois vetores δia e δib são selecionados na
vizinhança de δi definida pelo conjunto B(i). Então um novo vetor δi,c é criado
aplicando os operadores genéticos de recombinação e mutação. Em seguida é
considerado o sub-problema de otimização escalar dado por

max
δ

g(δ|xi,wi, z) (8.5)

Sendo g(?) alguma função de agregação (Soma ponderada, norma de Tcheby-
cheff ponderada, PBI etc). Em seguida, até que o limite de substituições seja
alcançado, para cada elemento selecionado da população, se

g(δi,c|xj,wj, z) ≥ g(δj|xj,wj, z) (8.6)

faça δj = δi,c e FV j = F (xj + δi,c).

As instâncias de otimização E1 e E2 são muito parecidas. A diferença essencial
entre elas é que na instância E1 a otimização é feita pelo ajuste do vetor x ∈ X no espaço
de decisão enquanto que na instância E2 a otimização é feita pelo ajuste do vetor de
ruído δ ∈ ∆. Além disso a relação de ordem nas equações 8.3 e 8.5 são invertidas pois
em E1 está presente um sub-problema escalar de minimização enquanto que em E2 está
presente um sub-problema escalar de maximização. A estratégia de decomposição presente
no MOEA/D faz com o que o processo co-evolutivo seja simples de se implementar e
entender uma vez que as instâncias de otimização E1 e E2 são independentes e percorrem
todos os elementos dos conjuntos de variáveis X e ∆.

A figura 53 ilustra a ação das duas instâncias de otimização E1 e E2 em um vetor
A = F (x0 + δ0) no espaço dos objetivos de um Problema de Otimização Multiobjetivo
(POM) com dois objetivos. Após a primeira instância de otimização E1 uma nova solução
B = F (x1 + δ0) foi obtida com a obtenção do novo vetor x1 que minimiza os objetivos 1 e
2. Em seguida esta nova solução B é submetida à segunda instância de otimização E2 e
uma terceira solução C = F (x1 + δ1) é obtida com a definição do vetor δ1 que maximiza
os objetivos em uma vizinhança de x1, considerando o pior caso para o problema F nesta
região. A linha tracejada corresponde à Fronteira Pareto do problema e a linha contínua
corresponde à Fronteira Pareto Robusta.

Um resumo das etapas do algoritmo CRMOEA/D é apresentado abaixo:

A) Inicialização:

1) Gere a população inicial de P vetores X = {x1, . . .xP} de forma aleatória no
espaço de decisão RN ;
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Figura 53 – Ação das duas instâncias de otimização E1 e E2 em um vetor A no espaço
dos objetivos.

2) Gere a população inicial de P vetores de ruído ∆ = {δ1, . . . δP} de forma
aleatória no espaço de decisão RN ;

3) Associe cada vetor xi ∈ X a um único vetor δi ∈ ∆;

4) Gere P vetores de peso W = {w1 . . . ,wP} no espaço dos objetivos RM

5) Associe cada vetor xi ∈ X a um único vetor wi ∈ W .

6) Para cada vetor wi ∈ W gere a estrutura de vizinhança B(i) = {i1 . . . iT}
considerando os T vetores wj ∈ W mais próximos de wi utilizando a distância
euclidiana entre os pontos que definem os vetores wi e wj ou o ângulo entre
eles.

7) Avalie os elementos da população fazendo FV i = F (xi + δi), com 1 ≤ i ≤ P .

8) Determine a estimativa da solução utópica z.

B) Ciclo Evolucionário: Enquanto o critério de parada não for atingido, execute
sequencialmente as instâncias de otimização E1 e E2:

E1: Para cada vetor xi ∈ X faça:

1) Selecione dois indivíduos xia e xib com {ia, ib} ⊂ B(i) e gere um novo
indivíduo xi,c utilizando os operadores genéticos de recombinação e mutação;
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2) Até que o limite de substituições seja alcançado, se g(xi,c|δj,wj, z) ≤
g(xj|δj,wj, z) faça xj = xi,c e FV j = F (xi,c + δj).

E1: Para cada vetor δi ∈ ∆ faça:

1) Selecione dois indivíduos δia e δib com {ia, ib} ⊂ B(i) e gere um novo
indivíduo δi,c utilizando os operadores genéticos de recombinação e mutação;

2) Até que o limite de substituições seja alcançado, se g(δi,c|xj,wj, z) ≥
g(δj|xj,wj, z) faça δj = δi,c e FV j = F (xj + δi,c).

8.1 Resultados

Esta seção apresenta o resultado de uma série de experimentos realizados que
procuram verificar a eficiência do algoritmo coevolutivo proposto em encontrar soluções
robustas para problemas de otimização multiobjetivo e com muitos objetivos, de forma usual
ou em uma região específica do espaço dos objetivos (ROI). Para isto foram contrapostos os
resultados obtidos pelo algoritmo proposto e pelo algoritmo NSGA-III usual, aplicados na
versão robusta do problema poMOP02. Mais uma vez a escolha deste problema se justifica
por sua adequação a problemas com qualquer número de objetivos. Foram realizadas 30
instâncias de cada cenário.

Nos problemas onde se buscam soluções em todo o espaço dos objetivos os vetores
de peso foram gerados pelo método de Scheffé. Nos problemas que procuram explorar
uma ROI os vetores de peso foram gerados pelo método proposto no capítulo 6. Uma vez
que a eficácia da aplicação de cone de vetores de preferência na busca de soluções em
uma ROI já foi verificada no capítulo 7, as regiões de interesse analisadas nesta seção se
restringem às regiões apresentadas na tabela 8.1, sendo Θ o ângulo entre a hiper-diagonal
d = (1, . . . , 1) e os eixos da base canônica ei do espaço dos objetivos RM . Tanto nos
problemas de otimização de caráter geral quanto nos problemas que visam à exploração
de uma ROI serão considerados os casos com 3, 5 e 10 objetivos.

Em todos os cenários foi utilizada uma população de 300 indivíduos e o número de
avaliações das funções objetivo foi limitado a 1e5. Cada ponto no espaço de decisão tem
a forma x = (xp,xd), sendo xp um vetor com M − 1 posições responsável pela posição
relativa dos pontos no espaço dos objetivos e xd um vetor com 10 posições responsável

ROI Vetor Ângulo de abertura do cone

ROI 1 v1 = (1, . . . , 1) θ1 = 0.05 × Θ
ROI 2 v2 = (3, 1, . . . , 1) θ2 = 0.15 × Θ
ROI 3 v3 = (1, 3, . . . , 3) θ3 = 0.25 × Θ

Tabela 12 – Regiões de Interesse utilizadas nos testes realizados
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Parâmetro Valor

População 300
Iterações 1e5
Penalidade θ da função de agregação (PBI) 5
Fator de dispersão da recombinação (µc) 25
Fator de dispersão da mutação (µm) 20
Raio ε do intervalo de perturbação 0.05
Número de objetivos (M) 3,5,10
Número de variáveis de decisão M + 9

Tabela 13 – Valores dos parâmetros utilizados nos experimentos

pela convergência da população na Fronteira Pareto. Foi utilizada a função de agregação
PBI com penalidade θ = 5. No algoritmo CR-MOEA/D o vetor de perturbação δ tem a
forma δ = (δp, δd), sendo δp = (0, . . . , 0) e δd = (δd1 , . . . , δ

d
10) com δdi uma variável aleatória

com distribuição uniforme no intervalo (−0.05, 0.05). Estas informações são apresentadas
na tabela 13.

Na avaliação dos resultados foram utilizadas as métricas IGD e RDM. Nas instâncias
que fazem a exploração de uma ROI uma amostra desta região foi gerada utilizando um cone
de vetores como descrito no capítulo 7 para uso na métrica IGD. O problema pdMOP02
robusto apresenta duas Fronteiras Pareto: uma usual (PF), que trata do otimização
geral sem a preocupação da robustez das soluções, e uma Fronteira Pareto Robusta
(Robust Pareto Front (RPF)), onde as soluções apresentam pouca variação na presença
de ruído nas variáveis do espaço de decisão. Estes conjuntos serão denotados por PF e
RPF respectivamente. A PF deste problema é obtida fazendo xd = (0.6001, . . . , 0.6001)

nas variáveis de decisão x = (xp,xd) enquanto que na RPF as coordenadas do vetor
xd = (xd1, . . . , x

d
10) podem variar no intervalo (0.05, 0.35). Na RPF utilizada nos testes

foi utilizado xdi = 0.02 com 1 ≤ i ≤ 10. O algoritmo CR-MOEA/D foi avaliado segundo
sua convergência na RPF enquanto que o algoritmo NSGA-III foi avaliado segundo sua
convergência na PF.

A robustez das soluções foi avaliada da seguinte maneira:

1. Foram coletadas as soluções x = (xp,xd) no espaço de decisão de cada instância. No
algoritmo CR-MOEA/D foram coletadas apenas os valores da população principal,
sendo desprezados os valores da população secundária.;

2. Para cada elemento da população P foi gerado um vetor de ruído δ = (δ1, . . . , δ10)

com δi uma variável aleatória com distribuição uniforme no intervalo (−0.05, 0.05).
Em seguida é gerada uma nova população P ′ formada pelos vetores x′ = (xp,xd + δ)

3. A nova população P ′ é avaliada e os resultados obtidos são submetidos às métricas
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CR-MOEA/D

Objetivos
IGD RDM

Solução Solução Solução Solução
Obtida com ruído Obtida com ruído

3 5.110e-01 5.108e-01 2.427e-02 1.823e-02
5 6.404e-01 6.401e-01 2.567e-02 1.908e-02
10 8.710e-01 8.702e-01 2.953e-02 2.080e-02

NSGA-III

Objetivos
IGD RDM

Solução Solução Solução Solução
Obtida com ruído Obtida com ruído

3 4.980e-01 1.091 2.048e-02 1.287
5 5.542e-01 1.257 2.064e-02 1.438
10 6.601e-01 1.381 2.814e-02 1.560

Tabela 14 – Métricas IGD e RDM para o problema robusto poMOP02 com e sem a
presença de ruído na variável xd

IGD e RDM. As soluções obtidas pelo algoritmo CR-MOEA/D utilizam a RPF como
referência enquanto que as soluções obtidas pelo algoritmo NSGA-III utilizam a PF
como referência na métrica IGD.

A tabela 14 apresenta os valores das métricas obtidas pelos algoritmos CR-MOEA/D
e NSGA-III nas instâncias analisadas para os problemas sem ROI. Em todas as situações
as métricas IGD e RDM apresentam uma degradação natural com o aumento do número
de objetivos mas ambos algoritmos apresentam uma boa convergência e diversidade nas
respectivas Fronteiras Pareto. As soluções obtidas sem a presença do ruído o algoritmo
NSGA-III apresentam uma melhor performance em geral. Entretanto, a presença de ruído
provoca uma nítida degradação na qualidade das soluções obtidas pelo algoritmo NSGA-III,
caracterizando desta maneira suas soluções como soluções não robustas. Já a presença
do ruído nas soluções obtidas pelo algoritmo CR-MOEA/D provocou um efeito inverso:
houve uma melhora da convergência das soluções obtidas em todos os cenários. Este
fenômeno era esperado uma vez que no algoritmo coevolucionário a segunda instância de
otimização procura maximizar o valor das funções por meio do valor ótimo da variável de
perturbação. Como o ruído adicionado é aleatório esta otimalidade foi perdida e houve
uma redução do valor nominal dos objetivos. De qualquer forma o valor obtido sem a
adição de ruído e com o valor ótimo da perturbação obtido corresponde ao pior caso
(worst case) para este problema no intervalo considerado, que é a abordagem proposta
pelo algoritmo CR-MOEA/D.

O resultado dos experimentos que buscam soluções em uma ROI são apresentados
nas tabelas 15 e 16. A tabela 15 apresenta o tamanho da população encontrada na ROI e
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Objetivos # ROI # R1 # R2

ROI 1
3 282.4 17.6 0.0
5 280.2 17.4 0.3
10 209.3 28.2 9.1

ROI 2
3 281.5 18.5 0.0
5 278.7 19.0 0.3
10 180.1 43.7 17.6

ROI 3
3 279.6 18.0 0.3
5 279.2 20.8 0.0
10 151.9 71.6 17.9

Tabela 15 – Tamanho da população encontrada na ROI e nas vizinhanças R1 e R2 obtida
pelos algoritmos CR-MOEA/D no problema robusto pdMOP02

nas mesmas vizinhanças R1 e R2 descritas no capítulo 7 pelo algoritmo CR-MOEA/D.
Em todas as situações as soluções se concentram na ROI, com um forte decréscimo nas
regiões R1 e R2. Estes são análogos aos experimentos realizados no capítulo 7 e indicam
que a adição de uma instância de otimização no algoritmo coevolucionário não afetou a
convergência da população na região de interesse ou em suas vizinhanças em nenhum dos
casos analisados.

A tabela 16 apresenta o valor as métricas IGD e RDM para as soluções obtidas
pelo algoritmo CR-MOEA/D no problema robusto poMOP02 com 3, 5 e 10 objetivos.
Em cada métrica foi considerada a Fronteira Pareto Robusta (FPR) e foram comparados
os resultados com e sem a adição de ruído nas soluções obtidas. Em todos os cenários é
observada a progressão dos valores das métricas com o aumento do número de objetivos,
o que mais uma vez é um resultado esperado uma vez que a complexidade do problema
é proporcional ao número de objetivos. Também se observa a conformidade dos valores
das métricas IGD e RDM nas soluções sem a adição de ruído, o que indica que a métrica
RDM não apresenta valores contraditórios com a métrica IGD nos problemas analisados.
Entretanto, a métrica proposta apresenta a vantagem de não depender de uma particular
amostra da Fronteira Pareto do problema. Os resultados apresentados nesta tabela indicam
que as soluções obtidas pelo algoritmo CR-MOEA/D preservam a convergência com a
presença do ruído nas variáveis de decisão. Mais uma vez foi observado o fenômeno da
pequena redução dos valores das métricas nesta situação e discutida anteriormente, que
caracteriza as soluções obtidas por este algoritmo como de fato prevendo o pior caso em
cada cenário.

As figuras 54 a 61 ilustram os resultados obtidos em algumas instâncias utilizando
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Objetivos
IGD RDM

Solução Solução Solução Solução
Obtida com ruído Obtida com ruído

ROI 1
3 2.669e-01 2.660e-01 1.344e-02 1.048e-02
5 2.229e-01 2.218e-01 1.467e-02 1.173e-02
10 3.943e-01 3.926e-01 2.168e-02 1.602e-02

ROI 2
3 1.809e-01 1.800e-01 1.297e-02 1.026e-02
5 2.753e-01 2.744e-01 1.638e-02 1.266e-02
10 5.916e-01 5.901e-01 2.408e-02 1.790e-02

ROI 3
3 1.325e-01 1.317e-01 1.245e-02 1.009e-02
5 3.228e-01 3.221e-01 1.828e-02 1.418e-02
10 8.083e-01 8.064e-01 3.234e-02 2.307e-02

Tabela 16 – Métricas IGD e RDM para as soluções obtidas pelo algoritmo CR-MOEA/D
no problema robusto pdMOP02 com e sem a presença de ruído na variável xd

o CAP-vis. Em cada figura a solução obtida é representada utilizando elementos azuis
(pontos e curvas) enquanto que as respectivas Fronteiras Pareto (usual e robusta) são
representadas em todos os setores apenas na trilha C por meio do mapeamento angular
utilizando pontos pretos. A restrição na representação das Fronteiras Pareto apenas na
trilha C se justifica pela melhor visualização das soluções nas outras trilhas. O objetivo da
representação conjunta das soluções obtidas e das Fronteiras Pareto na trilha C é observar
a posição relativa destes elementos, comparando a convergência das soluções na ROI e sua
convergência.

A figura 54 apresenta as soluções obtidas pelo algoritmo NSGA-III no problema
robusto pdMOP02 com e sem a presença do ruído na variável xd. A figura 54a ilustra as
soluções obtidas sem a presença do ruído, que estão bem distribuídas ao longo de toda a
Fronteira Pareto e apresentam uma boa convergência. De fato, a proximidade das soluções
com a Fronteira Pareto é tal que suas representações se confundem. Esta ausência de
clareza desaparece na figura 54b que representam as soluções obtidas com a adição de
ruído nas variáveis xd. Esta diferença fica mais clara ao se analisar a escala vertical do
mapeamento angular, que representa a norma dos vetores no espaço de soluções. Enquanto
que na figura 54a esta escala varia de 1 a 1.0001, na figura 54b esta escala vaira de 1 a 7,
o que indica a completa deterioração da convergência das soluções obtidas pelo algoritmo
NSGA-III na presença de incertezas no valor de suas soluções ótimas.

A figura 55 apresenta as soluções obtidas pelo algoritmo CR-MOEA/D no problema
robusto pdMOP02 com e sem a presença do ruído na variável xd. Assim como no caso
anterior, as soluções obtidas apresentam uma boa distribuição na Fronteira Pareto Robusta.
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(a) Sem a presença de ruído na variável xd (b) Com a presença de ruído na variável xd

Figura 54 – Soluções obtidas pelo algoritmo NSGA-III no problema robusto pdMOP02.

(a) Sem a presença de ruído na variável xd (b) Com a presença de ruído na variável xd

Figura 55 – Soluções obtidas pelo algoritmo CR-MOEA/D no problema robusto pdMOP02.

A figura 55a apresenta as soluções obtidas com o valor ótimo do ruído enquanto que a
figura 55a apresenta as mesmas soluções com um ruído aleatório. Apesar da clara distinção
entre os pontos da Fronteira Pareto Robusta e as soluções obtidas, a escala vertical do
mapeamento angular mostra que estes conjuntos estão próximos e que de fato a adição de
ruído aleatório não provocou o deterioramento da convergência das soluções.

As figuras 56 e 57 apresentam as soluções obtidas pelos algoritmos coneNSGA-
III e coneCR-MOEA/D no problema robusto pdMOP02 com três objetivos na ROI R1
definida pelo cone de vetores com eixo v = (1, 1, 1) e ângulo de abertura θ = 0.05Θ onde
Θ = arccos

(
1√
3

)
.



8.1. Resultados 159

(a) Sem a presença de ruído na variável xd (b) Com a presença de ruído na variável xd

Figura 56 – Soluções obtidas pelo algoritmo NSGA-III na ROI R1 do problema robusto
pdMOP02.

(a) Sem a presença de ruído na variável xd (b) Com a presença de ruído na variável xd

Figura 57 – Soluções obtidas pelo algoritmo CR-MOEA/D na ROI R1 do problema robusto
pdMOP02.

A figura 56a apresenta as soluções obtidas pelo algoritmo coneNSGA-III nesta ROI.
Nesta figura podemos observar o alinhamento das soluções obtidas com a ROI da Fronteira
Pareto. O diagrama de cordas revela a reduzida faixa de variação das coordenadas de
cada objetivo, ilustrado o quão restritiva é esta ROI. No mapeamento angular os pontos
da Fronteira Pareto se misturam com os pontos as soluções obtidas, indicando a elevada
taxa de convergência obtida. Apesar da representação gráfica do mapeamento angular
apresentar uma espessura notável do bloco de pontos localizados na ROI, sua variação
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é muito pequena: os extremos da escala do eixo vertical registram os valores 1.00189 e
1.001906, o que representa uma variação de 1.6e-5. Todos os vetores da Fronteira Pareto
tem norma igual a 1. Esta flutuação no valor da norma dos vetores pode ser explicada
pela propagação de erros de arredondamento na normalização dos vetores da Fronteira
Pareto e pela instabilidade numérica na expressão que calcula a norma destes vetores nos
softwares utilizados 1.

A figura 56b apresenta as soluções obtidas nesta instância do algoritmo coneNSGA-
III com a presença de ruído nas variáveis xd. nesta figura a variação nos valores das
normas da Fronteira Pareto não é perceptível e observa-se com clareza a deterioração
da convergência da população, que pode ser medida pela escala vertical do mapeamento
angular cujos valores variam de 1 a 7.

A figura 57 apresenta as soluções obtidas pelo algoritmo coneNSGA-III nesta ROI.
Assim como nas soluções obtidas pelo algoritmo coneNSGA-III, as soluções obtidas se
encontram alinhadas com a ROI. A presença do ruído não afetou a convergência das
soluções como se pode observar comparando as figuras 57a e 57b. Também estão presentes
nestas figuras os cones de vetores auxiliares. No setor 1 da figura 57a podemos observar
que o os pontos associados ao cone de vetores auxiliar deste eixo não obtiveram um
convergência satisfatória. Em consequência disto, estes mesmo pontos, quando adicionado
o ruído, apresentaram uma grande degradação de sua convergência como pode ser observado
na figura 57b. Entretanto, este fato não interferiu na robustez das soluções localizadas na
ROI, que apresentaram uma taxa de convergência similar às soluções sem a presença de
ruído.

As figuras 58 e 59 apresentam as soluções obtidas pelos algoritmos coneNSGA-III
e coneCR-MOEA/D no problema robusto pdMOP02 com 5 objetivos na ROI R2 definida
pelo cone de vetores com eixo v = (3, 1, 1, 1, 1) e ângulo de abertura θ = 0.15Θ onde
Θ = arccos

(
1√
5

)
.

As figuras 58a e 58b apresentam as soluções do algoritmo coneNSGA-III com e
sem a presença de ruído na variável xd nesta ROI. Assim como nas situações anteriores a
população convergiu corretamente na ROI e apresentou uma boa convergência no caso em
que o ruído não está presente. Mais uma vez a presença de ruído provocou a degradação
da convergência das soluções. Um efeito desta degradação pode ser observada comparando
o diagrama de cordas presente nestas figuras. Na figura 58a as variáveis associadas ao setor
1 apresentam uma pequena variação, que é característico da ROI definida. Esta mesma
porção do gráfico na figura 58b apresenta uma variação muito maior, o que mostra que o
impacto da não robustez das soluções foi mais intenso no primeiro objetivo. Os demais
objetivos apresentaram uma variação menos significativa na extensão da variação dos seus
valores.

1 A otimização foi feita no MATLAB e o CAP-vis é implementado no R.
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(a) Sem a presença de ruído na variável xd. (b) Com a presença de ruído na variável xd.

Figura 58 – Soluções obtidas pelo algoritmo NSGA-III na ROI R2 do problema robusto
pdMOP02.

(a) Sem a presença de ruído na variável xd. (b) Com a presença de ruído na variável xd.

Figura 59 – Soluções obtidas pelo algoritmo CR-MOEA/D na ROI R2 do problema robusto
pdMOP02.

As figuras 59a e 59b apresentam as soluções do algoritmo coneCR-MOEA/D com e
sem a presença de ruído na variável xd nesta ROI. Da mesma forma que os casos anteriores
é perceptível a convergência da população na ROI e o pouco impacto causado pela presença
do ruído nas variáveis xd. Mais uma vez os elementos da população associados aos cones
de vetores presentes nos eixos e2 e e3 não convergiram para a solução robusta, mas este
fenômeno não afetou a convergência da população associada ao cone principal de vetores,
tanto no quesito de pertinência das soluções na ROI quanto na convergência na mesma.
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(a) Sem a presença de ruído na variável xd. (b) Com a presença de ruído na variável xd.

Figura 60 – Soluções obtidas pelo algoritmo NSGA-III na ROI R3 do problema robusto
pdMOP02.

(a) Sem a presença de ruído na variável xd. (b) Com a presença de ruído na variável xd.

Figura 61 – Soluções obtidas pelo algoritmo CR-MOEA/D na ROI R3 do problema robusto
pdMOP02.

As figuras 60 e 61 apresentam as soluções obtidas pelos algoritmos coneNSGA-III e
coneCR-MOEA/D no problema robusto pdMOP02 com 10 objetivos na ROI R3 definida
pelo cone de vetores com eixo v = (1, 3, . . . , 3) e ângulo de abertura θ = 0.25Θ onde
Θ = arccos

(
1√
10

)
.

Os resultados obtidos reptem as situações ilustradas anteriormente: em ambos os
algoritmos a população apresenta uma boa pertinência na ROI e sem a presença do ruído
os mesmos apresentam uma boa convergência e a adição do ruído na variável xd afeta a
convergência da solução obtida pelo algoritmo coneNSGA-III como pode ser observado
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Parâmetro Descrição Intervalo de variação

P1 Profundidade da ranhura do enrolamento (do esta-
tor) (mm)

0.5 ≤ P1 ≤ 18

P2 Comprimento da ranhura do enrolamento (mm) 4 ≤ P2 ≤ 21.5

P3 Ângulo inferior da ranhura do enrolamento (deg) 1 ≤ P3 ≤ 14

P4 Ângulo superior da ranhura do enrolamento (deg) 1 ≤ P4 ≤ 14
P5 Profundidade (da barra) de ímã permanente (mm) 6 ≤ P5 ≤ 26
P6 Espessura (da barra) de ímã permanente (mm) 0.5 ≤ P6 ≤ 20
P7 Largura (da barra) de ímã permanente (mm) 0.5 ≤ P7 ≤ 39
P8 Largura inferior da ranhura do rotor (mm) 0.5 ≤ P8 ≤ 39
P9 Largura superior da ranhura do rotor (mm) 0.5 ≤ P8 ≤ 39

Tabela 17 – Parâmetros de simulação do motor de ímã permanente

nas figuras 60a e 60b, mas não afeta as soluções obtidas pelo algoritmo coneCR-MOEA/D
como pode ser observado nas figuras 61a e 61b.

8.2 Otimização Robusta do motor IPM

Esta seção apresenta a aplicação do algoritmo CD-MOEA/D no problema de
otimização robusta de um motor de ímã permanente (Interior Permanent Magnet (IPM))
[100], utilizando uma simulação do projeto de um motor, fornecida pelo software de
simulação MagNet [62]. O motor contém um estator e um rotor confeccionados em aço,
com densidade de corrente fixa a 0.1528A/mm2 a 200 Hz. Uma seção transversal deste
motor é ilustrada na figura 62, que apresenta seus principais elementos, que são descritos
na tabela 17. A relação entre os elementos utilizados no motor é discutida em [133]

Uma vez definido um conjunto de parâmetros P1, . . . , P9, a obtenção das característi-
cas funcionais deste motor por meio do software de simulação tem um custo computacional
elevando. A fim de reduzir o tempo gasto em cada simulação e fazer da etapa de otimização
em um tempo razoável, utilizou-se uma rede neural de regressão generalizada (GRNN
[135]) que faz um ajuste da superfície de resposta dada pelo simulador. Esta rede foi
treinada com 21.523 amostras distintas do espaço de decisão. A escolha deste método de
regressão foi motivada pela reduzida taxa de erro.

De posse do modelo matemático dado pela rede neural, foi realizada a etapa de
otimização deste modelo. Utilizou-se o algoritmo proposto, com as mesmas configurações
apresentadas na tabela 1, exceto o número de variáveis de decisão e o raio ε que define
a perturbação ∆ nas variáveis de decisão do problema. Nas simulações realizadas, foi
considerado um intervalo de 4% do comprimento do intervalo de cada variável como sendo
o comprimento da variável de perturbação associada a cada variável.

As nove variáveis do problema de otimização robusta do projeto deste motor são
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Figura 62 – Elementos do motor de ímã permanente

Variável Descrição Intervalo de variação

X1 Dimensão máxima do enrolamento dada por P1+P2 4 ≤ X1 ≤ 21.5
X2 razão entre P1 e X1 0.01 ≤ X2 ≤ 0.4
X3 mesmo valor de P3 1 ≤ X3 ≤ 14
X4 mesmo valor de P4 1 ≤ X4 ≤ 14
X5 mesmo valor de P5 10 ≤ X5 ≤ 24
X6 Razão entre a espessura (da barra) do ímã perma-

nente e a maior altura possível do rotor.1
0.01 ≤ X6 ≤ 1

X7 Razão entre a largura (da barra) de ímã permanente
e a menor largura da ranhura do rotor

0.01 ≤ X7 ≤ 1

X8 Razão entre a largura inferior da ranhura do rotor
e a maior altura possível do rotor1

0.01 ≤ X8 ≤ 1

X9 Razão entre a largura superior da ranhura do rotor
e a maior altura possível do rotor1

0.01 ≤ X9 ≤ 1

1Os valores da maior altura possível do rotor dependem dos parâmetros P5 e P6.

Tabela 18 – Descrição das variáveis do problema de Otimização do motor de ímã perma-
nente.

apresentadas na tabela 18. A modelagem do problema considerou sete objetivos, que são
apresentados na tabela 19. Para tornar mais fácil a visualização dos resultados, foram
considerados apenas dois objetivos: a maximização do torque médio (objetivo f1) e a
minimização do torque ripple (objetivo f2). Para tornar este problema um problema de
minimização, multiplicou-se o primeiro objetivo por menos um, de modo que temos o
problema de minimização dado pela aplicação F (x) = (−f1, f2). O resultado obtido é
ilustrado na figura 63.
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Objetivo Descrição

f1 Torque médio (Mn)
f2 Torque ripple (%)
f3 Volume do ímã (mm3)
f4 Perdas no motor (W)
f5 Perdas no estator (W)
f6 Torque de partida (Nm)
f7 Perdas harmônicas (ohmic losses) (W)

Tabela 19 – Objetivos do problema de otimização do motor de ímã permanente.

- Torque average
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Figura 63 – Fronteira Pareto e solução robusta do problema do motor de ímã permanente

Nesta figura, é apresentado o conjunto de soluções obtidas por meio do algoritmo
MOEA/D, representadas por ◦, e o conjunto de soluções robustas obtidas pelo CR-
MOEA/D, representadas por ∗. Em uma análise superficial da figura 63, dois fatos se
destacam fortemente:

1. As soluções obtidas sem considerar a robustez apresentam uma descontinuidade
no intervalo [−14.8,−11] (valores aproximados) do eixo horizontal (objetivo −f1),
enquanto que a Fronteira Pareto Robusta aparenta ser contínua;

2. Uma parte da Fronteira Pareto, localizada na caixa [−11,−9] × [3, 5] é robusta,
enquanto que a outra parte, localizada na caixa [−16,−14.8]× [5, 12], não é robusta.

Observe que, na região delimitada entre as retas verticais −f1 = −14.8 e −f1 = −11,
que não contém pontos da Fronteira Pareto, está ricamente povoada por pontos da Fronteira
Pareto Robusta, aumentando as opções do tomador de decisão. Outra característica positiva
é a boa dispersão das soluções robustas obtidas.
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8.3 Considerações Finais

A proposta de algoritmo coevolutivo apresentada nesta seção apresentou bons
resultados nos casos analisados, tanto no cenário de otimização geral quanto nas situações
onde uma ROI é definida a priori. Nos cenários onde foi explorada uma região de interesse
não foi detectada a perda de eficiência na busca por soluções robustas em nenhum caso, seja
na variação da direção quanto na extensão da ROI. Houve uma degradação na convergência
dos algoritmos analisados com o aumento do número de objetivos. Entretanto este é um
resultado esperado, sendo observado neste capítulo nos cenários onde foi aplicado um
algoritmo de otimização usual (NSGA-III) e na literatura especializada em geral.

Nos estudos preliminares apresentados no artigo [99] ainda não estava disponível a
família de funções pdMOP. Em seu lugar foram utilizadas funções destinadas a otimização
multiobjetivo usual. Entretanto os resultados obtidos naquele momento são semelhantes
aos resultados obtidos neste capítulo: as soluções obtidas são robustas. A grande vantagem
dos problemas de otimização propostos neste trabalho são precisão na determinação da
região onde as soluções são robustas e a possibilidade de determinar a Fronteira Pareto
Robusta do problema, o que permite a análise qualitativa das soluções por meio de métricas
de desempenho.

A escolha da abordagem coevolutiva com a presença de duas instâncias de otimização
E1 e E2 para minimização do pior caso também nos pareceu adequada. Nas propostas
onde a robustez de uma solução candidata é medida por meio de uma amostragem em
sua vizinhança o número de avaliações da função objetivo cresce na mesma proporção
do tamanho desta amostra. Este cenário leva a uma situação conflitante: a qualidade da
estimativa da robustez é proporcional ao tamanho da amostra, mas este tamanho torna
o algoritmo computacionalmente muito caro. Se há algum fator que limite o número de
avaliações da função objetivo o trade off entre o tamanho da amostra e a qualidade da
solução obtida pode ser um problema de difícil solução. Por outro lado, na abordagem
proposta o número de avaliações da função objetivo é multiplicado por dois devido à
presença da instância de otimização adicional E2. Este caso corresponde a um cenário
onde é feita uma única amostra na vizinhança da solução candidata nas abordagem que
fazem a estimativa da robustez pelo caso médio. Uma única amostra dificilmente seria
capaz de produzir uma estimativa razoável da variação da função na solução candidata
analisada. Além disso a informação contida nas amostras realizadas é perdida a cada
iteração do algoritmo. De forma oposta, na abordagem coevolutiva a população ∆ de
vetores de perturbação evolui juntamente com a população principal P , reduzindo o efeito
da escassez de informação dada por uma única estimativa de pior caso dada pelo vetor δ,
que converge para o valor ótimo onde seu o impacto é máximo.

Finalmente os resultados obtidos na otimização robusta do motor IPM apresentados
no artigo [100] mostrou que esta abordagem é válida em problemas do mundo real.
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9 Conclusão

Este trabalho reúne alguns resultados sobre otimização multiobjetivo robusta. Por
se tratar de um tema específico no contexto da otimização multiobjetivo, este tema não
apresenta uma grande variedade de publicações, apesar de sua relevância prática. Esta
escassez de técnicas e métodos fez com que muitas ferramentas fossem desenvolvidas neste
trabalho visando ao aprimoramento da busca e da tomada de decisão em problemas com
a presença de incertezas. Apesar das técnicas desenvolvidas neste trabalho visarem à
otimização robusta, todas elas podem ser aplicadas em otimização multiobjetivo usual.
A primeira publicação fruto deste trabalho, o algoritmo CR-MOEA/D, foi apresentado
no congresso WCCI em 2016 em Vancouver/CA. Naquele momento não havia problemas
de benchmark de otimização multiobjetivo que consideravam a robustez em todos os
objetivos. Em seu lugar foram utilizados problemas usuais (ZDT1 e ZDT2) e problemas
onde a robustez era detectada em apenas um dos objetivos (TP2, TP3 e TP4). Todos os
problemas abordados contavam com apenas com dois objetivos. Não havia a descrição da
Fronteira Pareto Robusta destes problemas, que teve de ser estimada via simulação de
Monte Carlo.

Para preencher esta lacuna um novo conjunto de funções de teste foi desenvolvido
visando primariamente ter à disposição um conjunto de funções onde os resultados obtidos
pelo algoritmo proposto pudessem ser melhor avaliados, principalmente em problemas com
mais de dois objetivos. A família de problemas pdMOP desenvolvida mostrou ter uma base
sólida e com isto teve sua versatilidade aumentada: foram apresentados juntamente com o
problema robusto outros problemas específicos para otimização geral, com liberdade de
dimensionamento dos espaços de Decisão e dos Objetivos e diversas outras características
desejáveis e até então pouco exploradas por outros problemas de benchmark, tais como as
restrições de igualdade e desigualdade e a flexibilidade do formato da Fronteira Pareto. A
família de problemas robustos que foi proposta também tem sua Fronteira Pareto Robusta
conhecida, bem como seu conjunto Pareto ótimo robusto e apresenta total liberdade no
escalonamento do número de variáveis e de objetivos. Sua formulação também permite
testes em regiões específicas do espaço dos objetivos. Seguindo a ideia básica dos problemas
de otimização propostos, também foi apresentada uma nova métrica de avaliação de
desempenho dos algoritmos, que independe de uma amostra da Fronteira Pareto.

Uma vez rompido o limite de apenas dois objetivos, a extensão do trabalho para
problemas com muitos objetivos foi natural. Entretanto este tipo de problema é, assim
como a otimização robusta, um tópico especial de otimização multiobjetivo e uma classe
de problemas de difícil solução. A abordagem escolhida foi a de exploração de Regiões de
Interesse pois preserva o número de objetivos original. Dadas as características do algoritmo
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coevolutivo proposto, um novo método de geração de vetores de peso foi proposto, incluindo
a geração de cone de vetores, o que possibilitou a exploração de regiões de interesse. Os
experimentos realizados mostraram que o método de geração de vetores de peso proposto
é eficiente e que consegue delimitar de forma precisa, fácil e intuitiva uma região específica
do espaço dos objetivos. Mais uma vez esta técnica não é restrita a otimização robusta.

Complementando o trabalho desenvolvido também foi apresentado um novo método
de visualização de dados em espaços de alta dimensionalidade. Além de todas as virtudes
deste método que já foram discutidas em sua seção, este novo método permite a visualização
das soluções obtidas e da Fronteira Pareto Robusta em um mesmo gráfico, facilitando a
análise dos resultados obtidos.

O último capítulo apresenta uma reunião de todo o trabalho desenvolvido: Um
algoritmo foi proposto e aplicado nos problemas de benchmark e avaliados na métrica
concebida para este trabalho, tanto no cenário de busca de soluções em todo o espaço dos
objetivos quanto em regiões de interesse, e as soluções obtidas puderam ser visualizadas
com a ferramenta de visualização de dados apresentada. Também foi abordada a otimização
robusta de um motor, mostrando que esta técnica não se restringe a problemas puramente
teóricos.

9.1 Trabalhos futuros

Neste trabalho o foco das atenções foi a busca de soluções de problemas de otimi-
zação multiobjetivo com a presença de incertezas em suas variáveis. O ruído considerado
tem distribuição uniforme em um intervalo fixo, mas outros tipos de distribuição podem
ser considerados de acordo com a especificidade do problema, tais como uma distribuição
normal ou binomial. O impacto da presença de incerteza atingiu apenas a convergência
das soluções, mas o cenário onde a localização das soluções no espaço dos objetivos
sofre a influencia da presença de ruído nas variáveis também é um problema relevante,
principalmente no problema de busca por soluções em regiões de interesse.

Expandindo ainda mais o horizonte, outros tipos de problemas com a presença de
incerteza podem ser tratados, tais como a otimização ruidosa e a otimização dinâmica. Estes
temas apresentam muitos desafios e algumas das técnicas desenvolvidas neste trabalho
podem ser adaptadas visando à sua aplicação nestas áreas.

A classe de problemas pdMOP também foi pouco explorada. Uma vez que sua
fundamentação está bem definida, é possível fazer sua ampliação para outros tipos de
problemas, tais como problemas com a presença de knee points ou problemas de otimização
com variação temporal por exemplo.

A ideia por trás do CAP-vis é a integração de diferentes métodos de visualização de
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dados em uma única figura, de modo que a informação perdida em um método possa ser
compensada com o uso simultâneo de outra técnica. Neste sentido outros método podem
ser fundidos com o mesmo princípio, não necessariamente seguindo o design circular.

Também há questões de natureza técnica: O método de geração de vetores de peso
é computacionalmente caro principalmente em espaços de dimensão elevada e sua eficiência
pode ser melhorada.
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