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Abstract

By a (-variety )V we mean a supervariety or a %-variety generated by an associ-
ative algebra over a field F' of characteristic zero. In this case, we can consider its
sequence of p-codimensions ¢#()). We say that V is minimal of polynomial growth
nk if ¢£(V) grows like n* k > 0, but ¢?(U) grows like n! with t < k, for any proper
p-subvariety U of V. In this thesis, we deal with minimal ¢-varieties generated by
unitary algebras and prove that for £ < 2 there are only a finite number of them. We
also explicit a list of finite dimensional algebras generating such minimal y-varieties.
For k > 3, we show that the number of minimal y-varieties can be infinity and we
classify all minimal ¢-varieties of polynomial growth n* by providing a method for
the construction of their p-ideals.

Keywords: polynomial identity, codimension growth, algebra with involution, su-

peralgebra, minimal variety.



Resumo

Por uma ¢p-variedade ¥V compreendemos uma supervariedade ou uma *-variedade
gerada por uma algebra associativa sobre um corpo F' de caracteristica zero. Neste
caso, consideramos a sua sequéncia de p-codimensoes ¢# (V). Dizemos que V é mini-
mal de crescimento polinomial n* se ¢#(V) cresce assintoticamente como n*, k > 0,
mas ¢ (U) cresce assintoticamente como n' com ¢ < k, para qualquer g-subvariedade
propria U de V. Nesta tese, trabalhamos com p-variedades minimais geradas por
algebras unitarias e provamos que para k < 2 existe apenas um numero finito de-
las. Também explicitamos uma lista de algebras de dimensao finita gerando tais
p-variedades minimais. Para k > 3, mostramos que o nimero de p-variedades mi-
nimais pode ser infinito e classificamos todas p-variedades minimais de crescimento
polinomial n* fornecendo um método para a construcio de seus ¢-ideais.
Palavras chave: identidade polinomial, crescimento das codimensoes, algebra com

involucao, superalgebra, variedade minimal.
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Introducao

O objetivo geral deste trabalho é a extensao de resultados de classificacao de
variedades minimais de crescimento polinomial, ja obtidos para variedades de PI-
algebras, para variedades especificas geradas por algebras associativas munidas de

uma estrutura adicional, as quais chamaremos ¢-algebras.

Durante todo o trabalho, consideraremos F' um corpo de caracteristica zero e
A uma F-dlgebra associativa. Denotamos por F(X) a dlgebra livre associativa
gerada por X = {x1,s,...}, um conjunto enumeravel de indeterminadas nao co-
mutativas. Recordemos que uma identidade polinomial para A é um polinémio
f(z1, 29, ...,2,) € F(X) que se anula quando avaliado em todos os elementos de
A, ou seja, f(ay,as,...,a,) = 0, para todos ay,as, ...,a, € A. Quando existe uma

identidade nao trivial para A, dizemos que A é uma PI-algebra.

E conhecido que o conjunto Id(A) = {f € F(X) : f = 0 em A} é um T-ideal
da dlgebra F'(X), isto é, é um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F'(X).
A fim de descrever todas as identidades polinomiais satisfeitas por A, é suficiente

obtermos os geradores de Id(A) como um T-ideal.

Em 1950, Specht conjecturou que o T-ideal de uma algebra associativa sobre
um corpo de caracteristica zero ¢é finitamente gerado como T-ideal. Embora pro-
vada para casos particulares nos anos seguintes, esta conjectura s teve uma prova
completa em 1987, dada por Kemer [19]. Mesmo assim, a descrigao do T-ideal de
uma algebra é em geral um problema dificil, pois o trabalho de Kemer nao estabe-
lece como se determina tal base finita. Como exemplo, para a algebra de matrizes

M (F), o T-ideal foi descrito somente para k = 2 até o presente momento.
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Para minimizar as dificuldades em determinar o T-ideal de PI-adlgebras em geral,
em [31], Regev introduziu um modo eficiente para medir o crescimento das identi-
dades de uma dada algebra associativa A sobre um corpo F' de caracteristica zero:
o comportamento assintético da sua sequéncia de codimensoes ¢, (A),n > 1. E bem
compreendido (ver [17], [18]) que se A é uma Pl-édlgebra, entao a sequéncia ¢, (A) ou
cresce exponencialmente ou é limitada polinomialmente, isto é, existem constantes

a,t tais que ¢, (A) < an', para todo n > 1.

De modo geral, um dos objetivos do estudo da Pl-teoria é obter o comportamento
assintotico das sequéncias das codimensoes de especificas Pl-dlgebras. Também
procura-se estabelecer novos resultados sobre classificacao de PI-algebras cuja sequén-
cia de codimensoes tenha um comportamento assintético pré-estabelecido. Dessa
forma, é conveniente fazer estes estudos usando a nocao de variedades de algebras.
A variedade de Algebras gerada pela algebra A, denotada por var(A), é a
classe de todas as algebras que satisfazem as identidades da algebra A. Quando
duas dlgebras A e B satisfazem as mesmas identidades, temos var(A) = var(B) e
dizemos que A e B sao T-equivalentes. Usaremos a notagao A ~p B para denotar

que A e B sao T-equivalentes.

Para V uma variedade de dlgebras tal que V = var(A), definimos ¢, (V) = ¢,(A).
Em (3] foi provado que se V é uma variedade de algebras e ¢, (V) é limitada polino-
mialmente, entdo assintoticamente c, (V) ~ qn*, para algum inteiro ¥ > 0 e ¢ € Q.

Neste caso, dizemos que V tem crescimento polinomial.

O problema de caracterizar variedades de crescimento polinomial foi primeira-
mente considerado por Kemer em [18], onde ele mostrou que var(A) tem crescimento
polinomial se, e somente se, G,UTy ¢ var(A), onde G é a élgebra de Grassmann
de dimensao infinita e UTs é a algebra das matrizes triangulares superiores 2 x 2.
Como consequéncia var(G) e var(UT») sao as unicas variedades de crescimento quase
polinomial, isto é, as sequéncias de codimensoes de G e de UTy crescem exponen-
cialmente, mas qualquer subvariedade prépria U de var(G) ou de var(UT:) tem

crescimento polinomial.

Em [22] e [23], La Mattina classificou todas subvariedades das variedades var(G)



e var(UTy) e entre elas destacou as minimais. Lembramos que V é uma variedade
minimal de crescimento polinomial n*, se assintoticamente ¢, (V) ~ an®, para algum
a # 0,k >0, ec,(U) =~ bn', com t < k, para qualquer subvariedade prépria U
de V. Inspirados por estes resultados, Giambruno, La Mattina e Zaicev (ver [8])

classificaram as variedades minimais geradas por algebras unitarias em geral.

Os conceitos de codimensoes, crescimento polinomial e variedades minimais tém
sido estendidos para classes de algebras munidas com estruturas adicionais, tais
como superalgebras e algebras com involucao. Em geral, dada uma &algebra A, é
bem compreendido que um automorfismo ¢ de ordem no maximo 2 definido sobre
A induz uma Zs-graduacao em A e neste caso dizemos que A é uma superalgebra.

Dizemos que A tem graduagao trivial quando ¢ é o automorfismo identidade.

Por outro lado, uma involucao * sobre A é um antiautomorfismo de ordem no
maximo 2 definido sobre A. Neste caso, dizemos que A é uma x-algebra. Quando
este antiautomorfismo tem ordem 1, a involucao é trivial e esta situacao é possivel

apenas para algebras comutativas.

Para estabelecer uma nomenclatura comum para superalgebras e x-algebras, usa-
mos o termo p-algebras. Qualquer algebra A munida de um automorfismo ou um
antiautomorfismo ¢ de ordem no maximo 2, ou seja, qualquer superalgebra ou qual-
quer algebra com involucao, serd chamada de p-algebra. Neste caso dizemos que

A gera uma p-variedade V e escrevemos V = var¥(A).

Quando A é uma p-algebra sobre um corpo de caracteristica zero F' consideramos
c(A),n =1,2,..., a sua sequéncia de ¢-codimensoes. Por [12], se A satisfaz uma
identidade nao trivial entao ¢?(A) é limitada exponencialmente. O crescimento da

variedade V = var?(A) é o crescimento da sequéncia de p-codimensoes de A.

Neste trabalho, estamos interessados em @-variedades de crescimento polino-
mial, isto é, variedades de ¢-dlgebras tais que ¢£(V) = ¢?(A) é limitada polinomi-
almente. Mais particularmente, temos interesse em ¢-variedades minimais de
crescimento polinomial. Dizemos que V é uma p-variedade minimal de cresci-

mento polinomial n* se assintoticamente ¢?(V) =~ an®, para algum a # 0,k > 0, e
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c?(U) = bn', com t < k, para qualquer subvariedade prépria U de V. Recentemente

p-variedades minimais tém sido estudadas.

No caso com involugdo, La Mattina e Martino (ver [26]) classificaram com-
pletamente, a menos de T*-equivaléncia, todas as subvariedades minimais das -
variedades var*(M) e var*(D,), onde M é a subalgebra da dlgebra UT, das matrizes
triangulares superiores 4 x 4 com base {e11 + €44, €22 + €33, €12, €34} sobre F' munida
da involucao reflexao, ou seja, a involugao obtida refletindo a matriz ao longo da sua
diagonal secundaria, e D, é a algebra comutativa D = F' & F' munida da involugao
troca (a,b)* = (b,a). Lembremos que Giambruno e Mishchenko provaram em [9] que
uma *-variedade V tem crescimento polinomial se, e somente se, M, D, € V. Isto

implica que M e D, geram as tnicas *x-variedades com crescimento quase polinomial.

No caso graduado, Giambruno, Mishchenko e Zaicev (ver [11]) consideraram G e
UT,; a algebra de Grassmann de dimensao infinita com graduagao trivial e a dlgebra
das matrizes triangulares superiores 2 x 2 com graduacao trivial, respectivamente.
Os autores também consideraram G9" e UTy" a édlgebra de Grassmann e a &dlgebra
Uy, respectivamente, ambas com graduagao canonica e D9 a algebra D = F @ F
munida com a graduagao (F'(1,1), F(1, —1)). Eles provaram que uma supervariedade
V tem crescimento polinomial se, e somente se, V nao contém G, G9" UTy, UTY" e
D9, Tsto implica que vard”(G), var? (G9"), vard" (UTy), var?" (UT3") e vard"(DI") sao
as Unicas supervariedades com crescimento quase polinomial. Em [24], La Mattina

classificou todas subvariedades minimais destas supervariedades.

Este trabalho foi desenvolvido para classificar as p-variedades minimais de cres-
cimento polinomial gerada por algebras unitarias, assim generalizando os resultados
em [8]. Para k < 2, provamos que existe apenas um nimero finito de ¢-variedades
minimais geradas por algebras unitarias e também explicitamos uma lista de 4dlgebras
de dimensao finita gerando cada uma dessas ¢-variedades minimais. Para k = 3,
mostramos que o nimero de ¢-variedades minimais geradas por algebras unitarias
pode ser infinito e classificamos todas p-variedades minimais de crescimento ctibico
e seus T'%-ideais. Estendemos os resultados para k > 4 dando uma receita para a

construcao dos T%-ideais das (-variedades minimais de crescimento polinomial n*.
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Esta tese é composta de trés capitulos apresentados do seguinte modo.

No Capitulo 1, apresentamos a definicao de variedades minimais com crescimento
polinomial, a classificagdo das variedades minimais dentro de var(UT3) e de var(G) e
introduzimos o conceito de g-variedades minimais de crescimento polinomial. Além
disso, apresentamos a classificagdo das *-variedades minimais dentro de var*(M) e
de var*(D,) e a classificagdo das supervariedades minimais dentro de var9" (UTy"),
de var?" (G9") e de var?" (D7").

No Capitulo 2, considerando P? o espaco dos ¢p-polinomios multilineares de
Py

n

= BN Ide(A)
o grupo linear geral GL,,, F' (X,¢) o espaco dos g-polinomios homogéneos de

grau n, H, o grupo hiperoctaedral de grau n, o espago P¢(A)

grau n > m nas variaveis yi,...,%Ym, 21, - -, Zm, apresentamos uma relacao en-

tre a estrutura de H,-moédulo de P¥(A) e a estrutura de GL,, X GL,,-médulo
F (X 0)

de FJ'(A L

A L)

polinémios Y-proprios multilineares de grau n, e a caracterizagao das p-variedades

- Também apresentamos I'¥, o espaco dos ¢-

minimais com crescimento polinomial, principal resultado desse capitulo, o qual sera
de fundamental importancia para obter os resultados do capitulo seguinte. Além
disso, fornecemos a decomposi¢ao do H,-caracter ['Y, para n = 2,3 e apresentamos
novos exemplos de x-variedades minimais de crescimento polinomial que nao estao

contidas nas variedades de crescimento quase polinomial.

No Capitulo 3, classificamos as p-variedades minimais de crescimento linear e
quadratico. Provamos que existem apenas um numero finito dessas ¢-variedades mi-
nimais geradas por algebras unitarias e também explicitamos uma lista de algebras
de dimensao finita gerando cada uma dessas tais p-variedades minimais. Classifica-
mos também as p-variedades minimais de crescimento cibico analisando dois casos,
de acordo com as multiplicidades dos caracteres irredutiveis aparecendo na decom-
posi¢ao do H,-caracter de I'j. Ainda, mostramos que o nimero dessas p-variedades
minimais geradas por algebras unitarias pode ser infinito. Por fim, estendemos os
resultados para k > 4 fornecendo um método para construir os T%-ideais das -

variedades minimais de crescimento polinomial n”.

Ressaltamos que os resultados dessa tese foram submetidos no artigo [14].



Capitulo 1

Variedades e p-variedades

minimais

Neste capitulo, apresentaremos as defini¢oes e resultados estudados no caso or-
dindrio que instigaram os autores a classificar as variedades minimais geradas por
dlgebras unitarias de crescimento polinomial em [8]. Também serao apresentadas
generalizagoes desses resultados para x-algebras e superalgebras, com as quais tra-

balharemos no decorrer da tese.

1.1 Variedades minimais de crescimento polino-
mial
Sejam F' um corpo de caracteristica zero e A uma [F-dlgebra associativa. Sabe-se

que Id(A), o ideal das identidades polinomiais de A, é completamente determinado

por seus polinémios multilineares [13, Corolario 1.3.9].

Para cada n > 1, definimos P, := spang{%s1)To(2) " Tom) : 0 € Sy} 0 espago

dos polindmios multilineares de grau n.

Como na maioria da vezes nao é uma tarefa facil determinar o T-ideal de uma

dada &algebra A, alguns invariantes numéricos sao introduzidos, a fim de se conhecer
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informagoes quantitativas sobre o T-ideal. A seguir, definimos um desses invariantes,

a n-ésima codimensao de A, que mede a taxa de crescimento de Id(A).

- P,NId(A)
cn(A) == dimp P,(A), para n > 1. Regev [31] provou que se A é uma Pl-algebra,

Considere P,(A) : - A n-ésima codimensao de A ¢ definida por
entao a sequéncia de codimensoes de A é limitada exponencialmente, isto é, existem

constantes a, a > 0 tais que ¢,(A) < aa™ para todo n.

A classe de todas as dlgebras que satisfazem as identidades de A é chamada va-
riedade de dlgebras gerada por A e serd denotada por V = var(A). E conhecido
que todo T-ideal é um ideal das identidades polinomiais satisfeitas por uma dada
variedade de dlgebras [13, Teorema 1.2.5]. Com isso, um problema sobre T-ideais
pode ser traduzido para a linguagem de variedade de algebras. Definimos a n-ésima

codimensao de V por ¢, (V) = c,(A).

Dizemos que uma algebra A tem crescimento polinomial das codimensoes

se existem constantes a e t > 0 tais que ¢, (A) < an', para todo n > 1.

Sejam G a algebra de Grassmann de dimensao infinita e U, a algebra das

matrizes triangulares superiores 2 x 2 sobre F.

O resultado a seguir caracteriza as variedades de crescimento polinomial via a

exclusao de algebras da variedade.

Teorema 1.1. (Kemer, [18]) Uma variedade V tem crescimento polinomial das

codimensoes se, e somente se, Uly e G & ).

Consequentemente UT, e G geram as Unicas variedades de crescimento quase
polinomial, isto é, as sequéncias de codimensoes de var(UT3) e de var(G) crescem
exponencialmente, mas qualquer subvariedade propria de cada uma dessas varieda-

des tem crescimento polinomial das codimensoes.

Kemer também mostrou que, dada uma PI-dlgebra A, nao existe crescimento
intermedidrio para a sequéncia de codimensdes ¢,(A),n > 1, isto é, a sequéncia de

codimensoes de A ou cresce exponencialmente ou é limitada polinomialmente.
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Dizemos que duas fungdes f(x) e g(z) tém o mesmo comportamento assintético

se lim @ =1 e escrevemos f ~ g.
z—00 g(x)

Definicao 1.2. Dizemos que V é uma variedade minimal de crescimento
polinomial n* se c,(V) =~ qn*, para algum q € Q*, k > 0 e c,(U) = bnt, com t < k,

para qualquer subvariedade propria U de V e algum b € Q.

Se a, b sao elementos de uma &algebra A, entao o comutador de Lie de peso 2

é definido por [a,b] = ab — ba e o comutador de peso n normado & esquerda é

definido indutivamente por [a4, ..., ay_1, ay] = [[a1, ..., an_1],a,], para todo n > 3 e
todo a; € A.
Um polinémio f(z1,...,x,) € F(X) é dito préprio se é combinacao linear de

produtos de comutadores normados a esquerda. E conhecido que se A é uma algebra
unitaria, Id(A) é completamente determinado por seus polinébmios préprios mul-
tilineares [4, Proposigdo 4.3.3]. Seja I, o espago dos polinémios préprios
multilineares de grau n. Consideramos I'g = span;{1}. Por defini¢do I'y = {0}.

n

1
Para cadan =0,1,2,..., temos dimp I',, = n! (Z (—1)kg) ([3, Corolario 1.2]).
k=0 -

A sequéncia de codimensoes proprias de A é definida por

L'y
I, NId(A)’

P(A) := dimp
para n > 0. Existe uma relacao entre essa sequéncia e a sequéncia de codimensoes
ordinaria de A, a qual é dada por

" /n " /n
a0 =3 (N =143 (1)) (i),
i=0 i=2
Agora, daremos algumas informacoes importantes sobre as subvariedades mini-

mais das variedades de crescimento quase polinomial de G e de UTs.

La Mattina em [22,23] classificou completamente, a menos de T-equivaléncia,
todas as subvariedades minimais de var(G) e de var(UT3). Ela verificou que existe
apenas um numero finito delas e, para cada tal variedade, exibiu uma algebra de

dimensao finita geradora de tais subvariedades.
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A relevancia de tais classificacoes é devido ao fato que estas variedades minimais
sao blocos construtores, o que permitiu a autora dar uma classificacao completa das
subvariedades de var(G) e de var(UT5).

Para k > 2 fixo, considere as seguintes subalgebras de UT}, :

k—2.
Nk = SpanF{]7Ea"'7E 761276137"'a61k}7

Ak = spanF{eH, E, . Ek_Q; €12, €13, ---, €1k}, (11)
By = spang{ew, E, ... E*¥ % e1p, eap, .o, €514},
E—1
onde I denota a matriz identidade k x k e E = Z eii+1 € UTy. Note que By, é a
=2

algebra Ay refletida em torno da diagonal secundaria.

Como exemplo, tomando k = 5, temos

( A
a b c d e
0 a f g h
Ny = 00 a f g sa,bye,dye f,gh e F ) e
00 0 a
00 0 0 «a
\ )
4 3\
a b c d e
00 f g h
Ay = 000 f g ca,b,c,dye, f,g,h € F
00 0O
000 00
\ Vs

O resultado a seguir classifica as subvariedades minimais de var(UT5).

Teorema 1.3. [22, Coroldrio 5.4] Seja A uma dlgebra tal que var(A) C var(UTy).
Entao A gera uma variedade minimal se, e somente se, ou A ~p N, ou A ~p A

ou A ~r1 By, para algum k > 2,u > 2.

Estaremos particularmente interessados em var(Ny), pois é a unica subvariedade

minimal de UT, gerada por uma &lgebra unitéria.
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Lema 1.4. [7, Teorema 3.4] Seja k > 3, entdo:

i) Id(Ng) = ([z1, ..., 2k, [21, To) (23, T4]) 1 ;

k-1

g ny, . k=2

i) cn(Np) =1+ E (j)(]—l)%mnk ' n — oo
=2 '

Para m > 1, considere G, a algebra de Grassmann unitaria sobre um espago

vetorial m-dimensional sobre F), ou seja,

Gm = (Le1,....en @ eiej =—eje;, 1 <i,5 <m).

O préximo resultado classifica as subvariedades minimais de var(G).

Teorema 1.5. [22, Coroldrio 5.3/ Seja A uma dlgebra tal que var(A) C var(G).
Entao A gera uma variedade minimal se, e somente se, A ~p Gor, para algum
k>1.

O resultado a seguir também serd importante.

Lema 1.6. [7, Teorema 3.5] Seja k > 1, entdo:

i) 1d(Gax) = ([71, T2, 23], [71, 2] - - - [$2k+1,I2k+2]>T;
. - ny\ _ 1 5
i) cn(Gax) = j;o (2j) ~ —(2k>!n , N — 00.

Instigados por esses resultados, em [8], Giambruno, La Mattina e Zaicev classi-
ficaram as variedades minimais geradas por algebras unitarias de crescimento po-
linomial. Foram classificadas explicitamente todas as variedades minimais de cres-
cimento polinomial n* para k < 5 e foi dada uma receita para classificar todas

variedades minimais de crescimento polinomial n*, k > 5.

Verificou-se que para k < 4, existe apenas um ntmero finito de variedades mini-
mais de crescimento polinomial n*, mas para k > 5 o ntimero de variedades minimais

¢ infinito.
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1.2 p-variedades minimais

Motivados pelo artigo [8], focamos nossas atengoes em algebras unitarias com
involucao e superalgebras unitarias sobre um corpo F' de caracteristica zero, na
tentativa de estender os resultados para variedades geradas por élgebras munidas

destas estruturas adicionais.

Faremos uma breve descri¢ao dessas estruturas e enunciaremos resultados conhe-
cidos sobre elas. A partir de agora F' denotarda um corpo de caracteristica zero e A

uma algebra associativa sobre F.

Definicao 1.7. Seja A uma dlgebra. Uma aplicag¢ao linear x : A — A é dita uma
involucao se (a*)* = a e (ab)* = b*a*, para todo a,b € A. Note que, neste caso, *

¢ um antiautomorfismo de A de ordem no mdximo 2.

Se A é uma algebra munida de uma involu¢ao *, dizemos que A é uma *-algebra.
Neste caso, A = AT @ A7, onde AT = {a € A: a* = a} é o espago dos elementos
simétricos de Ae A~ = {a € A:a* = —a} é o espago dos elementos antissimétricos

de A.

Se A é uma algebra comutativa, a aplicagao identidade é uma involugao em A,
chamada involugao trivial. Reciprocamente, se a identidade ¢ uma involucao em

A, entao A é comutativa.
Definicao 1.8. Uma dlgebra A € dita uma superdlgebra se existem dois subespacos
vetoriais A e AN tais que:

i) A= AQ @ AW,

i) ADA® 1 ADAD C A© ¢ AOAD 1 ADAO) € AW,

Neste caso, A é uma algebra Z,-graduada com graduacio (A®, AM),

Observe que toda algebra A é uma superdlgebra com graduacao (A, {0}). Neste

caso, dizemos que a graduacao em A é trivial.
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Note que se A é uma superalgebra, entao a aplicacao ¢ dada por o(a) = o(ag +

a;) = ap — aj, com ag € A ¢ g € AW, é um automorfismo de A de ordem no

maximo 2. Quando a graduacao é trivial, ¢ é a identidade. Reciprocamente, se

existe 0 € Aut(A) de ordem no méaximo 2, A é uma superédlgebra com graduagao

(A(O),

A1) onde A ={a€cA:o(a)=ale AV ={ac A : o(a) = —a}.

Exemplo 1.9. 1) Temos que G ¢ uma superdlgebra com graduacio (G©,GM),

2)

3)

4)

5)

6)

onde
Gl = spang{e;, ..., : 0 <1y < .. <oy, k>0} e

g = spanp{e;,...€i,,, : 0 <1 < ... <igq1,k > 0}. Essa superdlgebra serd

denotada por GI".

A dlgebra UTy é uma superdlgebra com graduacao (Feyy + Fegs, Feys), onde
ei; denotam as matrizes elementares usuais. Tal superdlgebra serd denotada

por UTY".

Consideraremos como D9 a dlgebra comutativa D = F & F munida da gra-

duagdo (F(1,1), F(1,-1)).

Consideraremos D, a dlgebra D = F & F munida da involugdo troca (a,b)* =

(b,a).

Seja UT,, a F-dlgebra das matrizes triangulares superiores n x n. Nesta dlgebra
definimos p como sendo a involugdo dada pela reflexdo de uma matriz (a;;) €

UT, ao longo da diagonal secunddria, ou seja, (a;;)? = (@nt1—jnt1—i):

Considere a sequinte subdlgebra de UT}

( \

IS
o
]

0
b 0 0
ca,b,c,d e F

d

(a] [e) @]
(@] (@)
(@] [yl

S
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Nos resultados dessa tese, vamos considerar M munida da involucao reflexao p :

p

a c¢c 0 0 a d 0 0
ObOO_ObOO
00bd|l oo e
0 0 0 a 0 0 0 a

A fim de estabelecer uma nomenclatura comum para superdlgebras e x-dlgebras,
usamos o termo @-algebras. Qualquer algebra A munida de um automorfismo ou
um antiautomorfismo ¢ de ordem no maximo 2, ou seja, qualquer superédlgebra ou
qualquer algebra com involucao, serd chamada uma ¢-algebra. Denotamos por

var?(A) a variedade de ¢-algebras gerada por A, chamada de p-variedade.

Se A é uma p-dlgebra, escrevemos A = AT @ A7, onde AT ={a € A:a¥ =a}

e A, ={a€ A:a¥ = —a}.

No caso em que ¢ é um antiautomorfismo de ordem no maximo 2, A; = AT e

A7 = A7. Observe que, se ¢ ¢ a identidade, entdo A~ = {0} e A é comutativa.

No caso em que ¢ é um automorfismo de ordem no maximo 2, A; = A0 ¢
A, = AWM denotam os subespacos de elementos homogéneos de grau 0 e homogéneos

de grau 1 de A, respectivamente.

Seja F (X, ) = F (xq1, 2y, 29,28, ...) a p-dlgebra livre associativa sobre X e con-
sidere y; = x;+af e z; = x;—xf. Assim F (X, p) = F(Y UZ) = F (y1, 21, Y2, 22, - - -)

e os elementos de F' (Y U Z) s@o chamados de p-polinémios.

Definigao 1.10. Seja A uma p-dlgebra. Uma p-identidade polinomial para A
¢ um @-polinomio f(yi,...,Yn,21,--.,2m) € F(Y UZ) tal que

fla, ... an, by, by) =0, para todo ay, ... a, € AL eby,... by € A7,
O conjunto Id?(A) de todas as p-identidades de A é um ideal de F' (Y U Z),

invariante sob todos os endomorfismos de F' (Y U Z) que comutam com ¢, chamado

de T¥-ideal de A.
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Se ¢ é um automorfismo, escreveremos Id¥(A) = 1d9"(A), o Tr-ideal de A. Se

¢ é um antiautomorfismo, escreveremos Id?(A) = Id*(A), o T*-ideal de A.

Usaremos simplesmente G e UT;, para denotar, respectivamente, a superalgebra
de Grassmann e a superalgebra das matrizes triangulares superiores 2 X 2 com gra-

duagao trivial.

No proximo resultado, vamos explicitar os T'¥-ideais de importantes p-algebras.

Lembramos que para uma algebra A, definimos a; o as = ajas + asaq, ai,as € A.

Lema 1.11. 1) 1d"(UT2) = ([y1, v2][y3, ya], 2) 1, (ver [21])
2) 17(G) = {[y1, y2, ys], z), (ver [20])
3) 17 (D7) = ([y1, o, [y, 2], [21, 22]) g, (ver [10])
4) 18" (UT5") = ([y1,92), z122) g, (ver [32])
5) 147 (G%) = ([y1,v2), [y, 2], 21 © 22)gy, (ver [11])
6) 1d°(D.) = ([yv, val, [y, 2], [21, 2] )7 (ver [10])

7) 1d* (M) = (z122) v (ver [29])

Como a caracteristica do corpo F' é zero, Id?(A) é completamente determinado
por seus p-polindmios multilineares e por isso ¢ importante considerar para cada

n>1,
P? = spanp{w,q) - Won) : 0 € Sy, w; =y;0u w; = 2,0 =1,...,n}

o espago dos ¢-polindmios multilineares em yy, 21,...,y,, 2,. Observe que,
se f € P?, entao as varidveis y; e z; nao podem aparecer simultaneamente em um
mesmo monomio de f.

©
n

P7 N1d?(A)

Defini¢ao 1.12. Paran > 1, o nimero ¢£(A) := dimp ¢ chamado de

n-ésima p-codimensao de A.

Se ¢ é um automorfismo, escreveremos ¢ (A) = ¢"(A), a n-ésima codimensao
graduada de A. Se ¢ ¢ um antiautomorfismo, escreveremos c¢#(A) = ci(A), a

n-ésima *-codimensao de A.
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E conhecido (ver [12]) que a relacio entre a codimensio ordinaria de A e a ¢-
codimensao de A é dada por ¢,(A) < ¢?(A), para n > 1. Além disso, se A é uma
PI-dlgebra temos ¢, (A) < ¢?(A) < 2"¢,(A). Logo, nesse caso, ¢?(A) é limitada

exponencialmente.

Dizemos que uma p-algebra A tem crescimento polinomial das ¢-codimen-

sOes se existem constantes a e t > 0 tais que ¢?(A) < an’, para todo n > 1.

Também sabemos que nao existem p-algebras associativas com crescimento in-
termediario das ¢-codimensoes, ou seja, ou c¢£(A) cresce exponencialmente ou é

limitada polinomialmente (ver [9, 11]).

Vamos considerar var?(A), a classe de todas as p-dlgebras que satisfazem as -
identidades satisfeitas por A. Neste caso, dizemos que V = var?(A) é a p-variedade

gerada por A e definimos ¢7(V) = ¢£(A).

Definicao 1.13. Dizemos que V € uma p-variedade minimal de crescimento
polinomial n* se ¢#(V) ~ qn*, para algum q € Q*,k >0 e c?(U) ~ bn', com t < k

para qualquer subvariedade propria U de V' e algum b € Q.

Sejam A e B @-algebras. Dizemos que A e B sao T¥-equivalentes se [d?(A) =
Id?(B). Logo A é T*¥-equivalente a B se, e somente se, var?(A) = var?(B). Neste

caso, usamos a notagao A ~rpe B.

No caso graduado, escreveremos var¥(A) = var?" (A), para a supervariedade
gerada por A. No caso com involugao, escreveremos var¥(A) = var*(A), para a

x-variedade gerada por A.

A seguir, vamos exibir as variedades de superalgebras e x-algebras de crescimento

quase polinomial e citar alguns resultados importantes sobre suas subvariedades.

1.2.1 Algumas *-variedades minimais

Em [9], Giambruno e Mishchenko caracterizaram todas as *-variedades de cres-

cimento polinomial. Tal caracterizacao segue abaixo.
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Teorema 1.14. Seja V uma x-variedade, c (V) é limitada polinomialmente se, e

somente se, D, M & V.

Com isso, var*(M) e var*(D,) sdo as unicas x-variedades de crescimento quase

polinomial.

Em [26], La Mattina e Martino classificaram completamente todas as subvarie-
dades das x-variedades de crescimento quase polinomial, dando uma lista completa
de *-dlgebras de dimensao finita gerando tais subvariedades. Também, foram deter-
minadas todas as subvariedades minimais dentro de cada uma destas x-variedades

de crescimento polinomial.

Agora vamos considerar x-algebras que geram variedades minimais de cresci-
mento polinomial dentro de var*(M). Para k > 2 considere as seguintes subélgebras
de UT,, munidas da involugao reflexao p:

_ k—2.
Pk,p = Spanp{f%, E, . . E" % e — €2k—1,2k; €13, -+ €1k, Ck4+1,2k) Ck4+2,2k» -+ +» e2k72,2k};
Qr, = spanp{lo, E, ..., E*¥ 2% ep + ¢ e 1k, € e e }
k,p pangiiok, L, ..., y €12 2k—1,2k, €13y .-+ €1k, Ck+1,2ky Ck+2,2k -5 C2k—22k
_ k—2.
Ry, = spangp{ein + eopon, E, ..., E* 771 €12, €13, ..., €1k €ht1,2k, €ht2,2k5 ---r €26—1,2Kk | »
k—1

onde Iy, denota a matriz identidade 2k x 2k e E = Z €iit1 + €2h—i it
=2

Note que as *-algebras P , e Q) , sao unitarias, enquanto Ry, nao é.

Como exemplo, considerando k = 4, temos

a b cd 0000
0 ae f 00O00O0
0 0ae 0000
Py, = 000 a 0000 ca,be,dye f,gh e F
0000 ace f g
00000 a e h
000000 a-b
(\0 000000 a )
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((a b cdoooo \
0O ae f 0000
0 0ae 0000
000 a O00O0O0
Q4aP: :a7b7c7d7€7f7g7h€F €
0000 ace f g
0000 0 a e h
0000 O0O0 a b
\ 0000 O0O0O0 a )
( )\
a b c 0 00O
0 0e fOO0O0O
000 e 000 O0
00 0O0O0OO0OUO0TO O ,
Ry, = < ca,b,e,dye, f,g, h,i € F
000O0O0¢e fyg
000 O0O0O0 e€eh
000 O0O0OO0OO0 2
000 O0O0O0O0 a

A seguir apresentamos o teorema que classifica as x-subvariedades minimais de

crescimento polinomial de var*(M).

Teorema 1.15. [26, Coroldrio 1] Seja A uma *-dlgebra tal que var*(A) C var*(M).
Entao A gera uma *-variedade minimal se, e somente se, ou A ~p« Q. , ou A ~rp-

Py, ou A ~p- Ry, para algum k > 2,7 > 2.

Dada a importancia das *-algebras unitdrias Py , e Q,,, apresentamos os resul-

tados a seguir.

Lema 1.16. [26, Lema 2] Se k > 2, entdo

Z) Id <P2 P) <[y17y2] [y7 ] ZIZ2>T* € Id (Pkp) <[y17- '7yk71]72122>T* se k Z 37

k
i) ¢, (Prp) = Z( ) 25 —1) <k 1>(k—1) ~ qn* Y, para algum q > 0.
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Lema 1.17. [26, Lema 3] Se k > 3, entdo

i) 1d%(Qr,p) = ([2, Y15 s Yr2s 2122) e 5

k—2
i) ¢ (Qrp) =1+ Z (?) (25 —1)+ (k ﬁ 1) (k—2) ~ qn*~', para algum q > 0.
j=1

Para k > 2, considere a seguinte subalgebra comutativa da algebra UTj, :

Ck:: {()é]k+ Z OéZEi e N7 GF},
1<i<k
k—1
onde [, denota a matriz identidade k x k e By = Z eii+1. Vamos considerar Cj .,
i=1
a algebra Cj munida da involugao

(aly+ Y wBE) =ali+ Y (—1)oEj-

1<i<k 1<i<k
( a b c d e \
0 a b cd
Exemplo 1.18. C;5, = 00 a b ¢ ca,b,c,dee F |
000 a b
\ 0000 a )
a b c d e ) a —b ¢ —d e
0 a b cd 0 a —-b ¢ —d
0 0 ab c =10 0 a —-b c
000 a b 0 0 0 a —b
0000 a 0 0 0 0 a

Agora, apresentamos o teorema que classifica as *-subvariedades minimais de

crescimento polinomial de var*(D,).

Teorema 1.19. [26, Coroldrio 3] Seja A uma x-dlgebra tal que var*(A) C var*(D;).
Entao A gera uma x-variedade minimal de crescimento polinomial se, e somente se,

A ~pe Cy i, para algum k > 2.
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Também temos as seguintes informacoes sobre Cj, -

Lema 1.20. /26, Lema 9] Seja k > 2, entdo

Z') Id*(Ck,*) - <[y17 y2]7 [yv Z]? [217 Z2]7 L2 Zk>T* ;

N

—1
1
ZZ) C:Z(Ck7*> =1+ (?) ~ mnk_l,n — OQ.

Il
=)

j
1.2.2 Algumas supervariedades minimais

Em [11], Giambruno, Mishchenko e Zaicev caracterizaram variedades de su-
peralgebras V' com crescimento polinomial. A seguir apresentamos tal caracte-

rizagao.

Teorema 1.21. Seja V uma supervariedade, c3" (V) € limitada polinomialmente se,

e somente se, G, UTy, GI" UTy" , DI" & V.

Dessa forma, G, UT,, G9", UTy", D" sdo as tnicas superalgebras que geram su-

pervariedades de crescimento quase polinomial.

Em 2011, La Mattina em [24] classificou completamente todas as subvariedades
das variedades geradas pelas superdlgebras G, UTy, G9", UTy", D9, dando uma lista
completa de superdlgebras de dimensao finita geradoras de tais variedades. Em
particular, foram determinadas todas as subvariedades minimais dentro de cada

uma destas supervariedades de crescimento quase polinomial.

Como toda &lgebra é uma superalgebra com graduacgao trivial, a classificacao
das supervariedades minimais de crescimento polinomial dentro de var? (G) e de

var?" (UT,) sao as mesmas dadas nos Teoremas 1.3 e 1.5.

Para construir superdlgebras na variedade gerada por UTy", La Mattina consi-
derou, para k > 2, as subalgebras Ny, Ay e By de UT}, apresentadas na Secao 1.1,

munidas de uma graduacao induzida de uma Z,-graduacao elementar sobre UT}.

Lembre que se g = (g1,...,gr) € Z5 é uma k-upla de elementos de Zs,, entdo

g define uma Z,-graduacao sobre UT} chamada graduagao elementar induzida
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por g, considerando
UT9 — o — UTh — - —
. spanp{e;; : g + g; } e . spanp{e;; : g + g; }.
Para k > 2, definimos as superalgebras N{", A" ¢ B}, como sendo, respecti-

vamente, as dlgebras Ny, Ay e By definidas em (1.1) com Zs-graduagao elementar

induzida por g = (0,1,...,1) € Z5§.

Como exemplo, considerando k = 5, temos

( 3\

a b c d e

0 a f g h
N{" = 00 a f g | :abcdefghelF,,

0 0 0 a

\OOOOa )
a b c d e a 00 0 O 0 b c d e
0 a f g h 0 a f g h 00000
0 0 a g | = 00 a f gl ] 0O0O0O0O0
000 a f 000 a f 00 00O
0000 a 0000 a 00 00O

A classificagao das subvariedades minimais de var?” (UTy") é dada a seguir.

Teorema 1.22. [2/, Coroldrio 6.1] Seja A uma superdlgebra tal que var? (A) C
vard" (UTY"). Entio A gera uma variedade minimal se, e somente se, ou A ~gp, NZ"

ou A ~q, A" ou A ~, B{", para algum k > 2.

Dado que N;" é superdlgebra unitaria que gera uma variedade minimal, apre-

sentamos o seguinte resultado.

Lema 1.23. /24, Teorema 4.1] Seja k > 2, entdo

i) 1d9"(NY") = ([y1, 2], [2, w1 '-'7yk71]72122>T2 ;

k-1

y . . n\ . 1 _

i) I (NJ") =1+ El (j)j% (k—2)!nk ''n— oo
‘]:
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Considere G a algebra de Grassmann de dimensao finita Gj, munida da gra-

duacao induzida de G9".
O resultado a seguir classifica as supervariedades minimais dentro de var? (G9").

Teorema 1.24. [2/, Coroldrio 7.2] Seja A uma superdlgebra tal que var? (A) C
vard" (G9"). Entao A gera uma variedade minimal se, e somente se, A ~r, GJ', para

algum k > 1.

Também ¢é importante destacar o proximo lema.

Lema 1.25. [2/, Teorema 7.1] Para k > 1,

i) 1d9(GY") = [y, w2l [y, 2], 21 0 20, 21 - - - Zk+1>T2 ;

i) e (GY) =

k
Jj=

) (?) 2 %nk,n — 00.

Para k > 2, denote por C{", a subélgebra comutativa Cy, da dlgebra UT}, definida

anteriormente, com Z,-graduagao elementar induzida por g = (0,1,0,1,...) € Z5-

Por exemplo, para k£ = 5, temos

a b c d e

0 a b c d
Cc¥ = 00 a b c ca,be,dee F

00 0 a b

(\0 000 a )
a b c d e a 0 ¢c 0 e 0 b 0dO
0 a b cd 0 a 0 cO 0 00b0d
0 0 abc|= 0 0a O c | ] 000D O
000 a b 000 a0 0000 D
0000 a 0000 a 00 00O

Agora, apresentamos a classificagao das supervariedades minimais de var?”(D9").
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Teorema 1.26. [24, Coroldrio 8.2] Seja A uma superdlgebra tal que var? (A) C
vard"(D9"). Entao A gera uma variedade minimal se, e somente se, A ~q, C{", para

algum k > 2.

Temos também as seguintes informagoes sobre C}".

Lema 1.27. [2/, Teorema 8.1] Seja k > 2, entdo

Z') Idgr<CIgT) = <[y1; y2]7 [yv Z]? [Zlv z2]> g1 Zk>T2 )

k—1
1
i) I (CY) = Z (2‘) ~ = 1>!nk_1,n — 0.

=0



Capitulo 2

Caracterizacao das -variedades

minimais

Neste capitulo, provaremos um dos principais resultados desta tese, o teorema
de caracterizacao das ¢-variedades minimais geradas por algebras unitarias de cres-
cimento polinomial, o qual serd de grande importancia para obtermos os resultados

do Capitulo 3.

2.1 H,-moédulos e GL,, x GL,-moédulos

Nesta secao, apresentaremos resultados da teoria de representacoes de grupos
importantes na Pl-teoria que serao relevantes para relacionar as multiplicidades
de dois caracteres associados a dois espagos. Para mais informagoes sobre estas

representagoes indicamos [1],[4] e [6].

Seja H,, = Zy1S,, o grupo hiperoctaedral de grau n, isto é, H,, = {(a1,...,a,;0):

a; € Zo,0 € S, } com multiplicacdo dada por

(a1, an;0)(brs. .. bp; T) = (a1bo-1(1)s - - - 5 Anbo—1(ny; 0T).

O espaco P? tem uma estrutura natural de H,-moédulo a esquerda sob a agao
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dada por g ¥ = Yo(iy © G- 2 = Ze(s) OU g 2 = —Zg(s), de acordo com aq(;y = 1 ou

—1, respectivamente, onde g = (ay, ..., a,;0) € Hy,.

Note que P¥NId¥(A) é invariante sob essa H,-agdo. Portanto o espaco P?(A) :=
by

Py NId*(A)

espago P?(A) um H,-caracter, chamado n-ésimo p-cocaracter de A, denotado

tem estrutura de H,-modulo a esquerda. Assim, podemos associar ao

por x?(A). E conhecido [12] que cada H,-caracter irredutivel esta associado a um
par de partigoes (A, i), com A F 7, u b (n—r). Para simplificar a notagdo, usaremos
(A, 1) F n para indicar o par de particoes A7, u (n—r), r=0,1,...,n. Assim,

0 n-ésimo (-cocaracter de A tem a seguinte decomposicao

X5 (A) = Z LW OWE (2.1)

(Ap)n
onde my, > 0 é a correspondente multiplicidade do H,-caracter irredutivel x,,

associado ao par de partigoes (A, p).

Seja Frnp = F(X,¢) = F(Y1,...,Ym, 21,--.,2m) a -dlgebra livre associativa
gerada pelas variaveis y1,...,Ym, 21, ..., zm- Lal dlgebra pode ser naturalmente de-

composta como:
Fp=FY YV, Z)0 FD (Y, Z)® -, (2.2)

onde, para cada n > 0, E%") (Y, Z) é o subespago gerado por todos os mondmios
de grau total n. Como F.} (Y, Z) - F (Y, Z) C Fi) (Y, Z), para todo i,j > 0,
temos que F, , tem uma estrutura de algebra graduada. Os espacos il (Y, Z) sao
chamados de componentes homogéneas de F,, ,. A decomposicao (2.2) ainda

pode ser refinada como segue: para cada n > 1, escreva

Bz = @ Epeee (),

i1+ im g1+ im=n

onde F{it-imdi-=in) ¢ o subespaco gerado por todos os mondmios de grau i; em

Y1y ooy by € Yy, J1 €M 21, ..., Jp €M 2. Além disso,
Fgly...,lm,]l ..... Jm.) <Y, Z) . F,gfl ..... Em,l1,..lm) <Y, Z> C F’rg:l'f‘kfl7---77z'm+k7n1]1+l17---7]m+lm) <Y, Z>

e dizemos que F,, , ¢ multigraduada.
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Definigao 2.1. Um @-polinomio f € j ol (Y, Z), n > 1, sera chamado homogéneo

Fliteimidtesim) - £ sorg dito homogéneo

de grau n. Se f pertence a algum
de multigrau (iy,...,0m, j1, -, jm). Dizemos que f é homogéneo na varidvel

u; € Y UZ, seu; aparece com o mesmo grau em todos os monomios de f.

Se F' é um corpo infinito, entao todo T¥-ideal é homogéneo em relacao a multi-

graduacao acima. Se f € F, ,, podemos sempre escrever

f= Z Fl0Lsim diegm),

015emey tmsJ1s-5Jm >0

onde f(trimiiim) & 5 soma de todos os monomios em f, onde y; aparece com
grau 11, ..., Y, aparece com grau i,,, z; aparece com grau ji,..., 2, aparece com
grau jp,. Os @-polindmios f(1imii-im) ngo-nulos sdo chamados componentes

multihomogeéneas de f.

Teorema 2.2. [5, Lema 2.1][2, Teorema 1.40] Seja F' um corpo infinito. Se f =0
¢ uma p-identidade polinomial para a dlgebra A, entao toda componente multiho-

mogénea de f é também uma p-identidade polinomial para A.

A demonstracao do resultado anterior segue de modo anédlogo ao caso ordinario

[4, Proposicao 4.2.3], usando o argumento cldssico de Vandermonde.

Agora, vamos apresentar as ferramentas necessarias para o calculo das multipli-

cidades m, ,, que aparecem na decomposicao (2.1).

Considere U = spang{y1,...,ym} € V =spangp{z1,..., 2z, }. Observe que existe
uma agao natural a esquerda do grupo GL(U) x GL(V) = GL,, x GL,, sobre o
espaco U @ V' e podemos estender essa acao diagonalmente para conseguirmos uma
acao sobre F,, ,. Note que, para qualquer ¢-algebra A, o espago F,,, NId¥(A) é

invariante sob essa acao.

Assim, considerando F}. & = F/(X,¢) o espago dos ¢-polindmios homogeéneos

de grau n > m nas variaveis yi, ..., Ym, 21, --+, Zm, L€MOS que

F’I’l A P F;;/'v‘zo
me(A) = Fr , N1d?(A)



2.1 H,-moédulos e GL,, x GL,,-mdbédulos 21

éum GL,, xGL,,-médulo a esquerda e, entao, podemos considerar o seu G L,, X GL,,-

caracter, que denotamos por 7 (A).

Sabe-se [6] que existe uma correspondéncia biunivoca entre os GL,, X GL,,-
submddulos irredutiveis de F, (A) e pares de partigdes (A, p) com A F r e p b=
(n—r), r =0,1,..,n, onde X\ e p tém no maximo m partes. Se 1, denota
o GL,, X GL,-caracter irredutivel associado ao par de partigoes (\, u), podemos

escrever

Ui (A) = Z OWACWE (2.3)
(A,m)kn
h(A) k() <m

onde M, , é a correspondente multiplicidade de v, , e h(\) (respectivamente h(u))

denota a altura do diagrama de Young correspondente a A (respectivamente f).

A seguir, definiremos o vetor de peso méximo associado ao par (A, u) que serd

uma importante ferramenta para se obter as multiplicidades m .

Teorema 2.3. (ver [5]) Qualquer G Ly, X GLy,-submédulo irredutivel de F, (A)
correspondente ao par (A, p) = n, denotado por Wy, » ., € ciclico e gerado por um
polinomio nao nulo fy,, dito vetor de peso mdximo associado a (A, 1), e dado

por

)\1 1258
f)\,u = H Sthl()\) (yla ERE) yhz()\)) H Sthi(#)(zla ) Zhi(u)) Z a0, (24)
=1

i=1 ogESh

onde ay, € I' € a agao a direita de S, sobre F. , € definida pela permutagao de

lugares, para todo o € S,. Aqui h;(\) (resp. h;(p)) € a altura da i-ésima co-

luna do diagrama de Young correspondente a A (resp. 1) e Sty (21, ..., T, () =
Z (8gn0)Ta(1)To(2) - - - Ta(hi(n)) € 0 polinémio standard de graw h;(X).

TESh, (n)

Sejam Ty e T}, tabelas de Young associadas as partigoes A e u, respectiva-
mente. Denote por fr, 7, o vetor de peso maximo obtido de (2.4) considerando
a Unica permutacao o € S, tal que os inteiros o(1),...,0(hy()\)), nesta ordem, pre-
enchem a primeira coluna de 7, de cima para baixo, o(hi(A) + 1), ...,0(hi(N) +
ha(A)) preenchem a segunda coluna de Ty de cima para baixo, ..., o(hy(A) + -+ +

hy—1(A) + 1),...,0(r) preenchem a tultima coluna de T\ de cima para baixo, e

o(r+1),...,0(r + hi(p)), nesta ordem, preenchem a primeira coluna de 7}, de cima
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para baixo, o(r + hy(p) + 1), ...,0(r + hi(p) + ha(p)) preenchem a segunda coluna
de T, de cima para baixo,..., o(r + hy(p) + -+ + hy—1(p) + 1), ...,0(n) preenchem

a ultima coluna de T}, de cima para baixo.

Observagao 2.4. (ver [5]) Cada polinomio f\, pode ser expresso de forma tnica

como uma combinagao linear dos polinomios fr, 1,

Teorema 2.5. (ver [6]) Para todo par de particoes (A, ) F n, a multiplicidade iy,
dada na decomposi¢ao (2.3) de Y% (A) € igual a multiplicidade my,, correspondente

ao caracter X, na decomposicio (2.1) de x%(A), para todo A1 e pt= (n—r), com

h(A), h(p) < m.

Assim, pelo teorema acima, obtemos uma relacao entre a estrutura de H,,-mdédulo
de Pf(A) e a estrutura de GL,, X GLy-médulo de Fy; (A). Além disso, temos o

seguinte resultado.

Observagao 2.6. (ver [5]) Na decomposicio (2.3) temos my, # 0, se, e somente
se, existe um par de tabelas de Young (Ty,T),) tal que o vetor de peso mdzrimo
correspondente fr, 1, nao € uma p-identidade de A. Ainda, My, € o niimero mdzimo

s . . n
de vetores de peso mdzimo fr, 1, linearmente independentes em F}, (A).

2.2 O espago ['¥Y e o teorema de caracterizagao

De agora em diante, denotaremos por A uma &algebra unitaria sobre um corpo
F' de caracteristica zero e as ¢-variedades consideradas serao geradas por algebras
unitarias. Também nos referimos a ¢-variedades minimais de crescimento polino-
mial apenas por ¢-variedades minimais e dizemos que A é uma -algebra minimal
se var?(A) é uma p-variedade minimal. Nosso propdsito é provar um dos princi-
pais resultados desta tese que caracteriza as y-variedades minimais. Iniciamos es-
tabelecendo algumas terminologias sobre @-polinomios Y -proprios, (p-codimensoes

proprias e @-cocaracteres proprios, objetos essenciais na caracterizagao a ser dada.

Seja B(Y) a subélgebra de F' (Y U Z) gerada por Z e por comutadores nas
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varidveis u;; € Y U Z. Os elementos de B(Y) sao chamados y-polindmios Y-

proprios. Esses elementos sao combinagoes lineares de polinomios do tipo
Ziy o i Wy e Wi [y, -,
u;; €Y U Z, pois

[uil,...,uip,zj} = [uil,...,uip]zj —zj[uil,...,uip].

Considere I'? := B(Y) N P? o espago dos ¢-polinémios Y-préprios multi-
lineares nas variaveis yi, 21, . .., Yn, 2,. Consideramos I'j = span,{1}, e por [27,
Lema 2.1]

[ | n—i
dlmFFn—n.;O2 i , n>0.

Assim, podemos notar que a dimensao de I'Y cresce mais rapidamente que a

dimensao de I',,, apresentada na Secao 1.1.

Os espacos I'? se relacionam da seguinte maneira.

Lema 2.7. [27, Lemma 2.2] Seja i > 1. Se k € impar e ¢ é um automorfismo,

entao 'y, C (U'Y, [y1, 9] - - - ks Yngr]) 7. Caso contrdrio, Ty, C (I'})re.

Em caracteristica zero, se A é uma dlgebra unitaria, Id*(A) é completamente

determinado por seus ¢-polinémios Y-préprios multilineares (ver [5]).

Para cada n > 0, consideramos o espago I'¢(A) : e definimos

T )
Y2(A) := dimpl'¥¢(A), chamada n-ésima p-codimensao prépria de A. A relagao
entre essa sequéncia e a sequéncia de ¢-codimensoes é dada por

n

cf(A) = Z (?) W (A),n >0 [5 Teorema 1.3].

=0
Como mencionamos anteriormente, o espago P?(A) tem uma estrutura de H,-
modulo & esquerda e notamos que I'?(A) é invariante sob a H,-agdo induzida.
Assim, o espago I'?(A) é um H,-mddulo a esquerda e seu H,-caracter, denotado
por 7¢(A), é chamado n-ésimo ¢-cocaracter préprio de A. Este caracter pode
ser decomposto em H,-caracteres irredutiveis e escrevemos

7'[';5(14): Z m)\,uXA,ua

(A p)n
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onde my, > 0 é a correspondente multiplicidade do H,-caracter irredutivel x) ,

associado ao par de partigoes (A, p).

Observacao 2.8. Seja V uma p-variedade de dlgebras de crescimento polinomial n*.
Entao v{ (V) #0 e~ (V) =0, para todo i > k+1. Isso implica que 'Y (V) C 1d?(V),
para todo i > k + 1. Além disso, no k-ésimo p-cocaracter proprio de V

WIf(V) = Z ﬁA,uXA,w

(An)Fk

eziste (A, ) =k tal que my, # 0.

A demonstragao da observagao anterior segue da relagao ¢?(V) = Z <n) v (V),

i=0
da defini¢ao de 77 (V) e do fato de 7y (V)(1) = 77 (V). Tal observacao serd de grande
importancia, para obter o teorema de caracterizacao das y-variedades minimais de

crescimento polinomial n*, gerada por uma &lgebra unitaria, a partir da decom-

posicao do seu n-ésimo ¢-cocaracter proprio.

No que segue usaremos a notagao f ~» g, para dizer que o ¢-polindmio g é uma

consequéncia do ¢-polindémio f, ou seja, g € (f), -

Além disso, se @ é um T¥-ideal e f, g & @), dizemos que g é uma consequéncia

de f(mod Q), se g € (Q, f)r. - Neste caso, denotaremos por f ~» g (mod Q).
Considerando M e N H,-mddulos e

M) = D" maon e XEN) = D Wi
(A p)Fn A\ p)kFn

seus respectivos n-ésimos (-cocaracteres, escreveremos i (M) < x£(N) se my, <

My, para todo par de particoes (A, ) F n.

De modo andlogo, usamos a notagao 7¢ (M) < 7¥(N). Observe ainda que, sendo
A uma p-algebra unitéria, temos 7 (A) < x(I'?), para todo n.
Agora, estamos prontos para provar o principal resultado dessa secao.

Teorema 2.9. Sejam V uma @-variedade de dlgebras de crescimento polinomial n*

gerada por uma dlgebra unitaria e

(V) = Z M0 X0

(y,0)Fn
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0 seu n-ésimo @-cocaracter proprio. Entao V é minimal se, e somente se, valem as

sequintes condigcoes:

i) existe um par de particoes (A, ) = k tal que my, = 1 e para todo (v,0) & k,
(v,0) # (A, p) temos my, g = 0;

i) se (A, ) = k € um par de particoes e fr, € um vetor de peso mdximo Y -
proprio tal que fy, & 1d*(V), entdo para cada h <k e para cada (v,0) = h se
fvo € um vetor de peso mdzximo Y -proprio tal que f,o & 1d¥(V), devemos ter

fvo~ fru (modId?(V)).

Demonstracao. Primeiramente assumimos que ) é uma ¢-variedade minimal gerada
por uma algebra unitaria tal que c¢?(V) ~ gn*. Pela Observacao 2.8, no k-ésimo (-
cocaracter proprio mp (V) = > ma X de V, existe um par de partigoes (A, u)
k tal que m, , # 0. et

Suponha que m, , > 1, entao existem pelo menos dois vetores de peso maximo,
fau € fi, linearmente independentes médulo 1d*(V), tais que fy,, fy , € 1d*(V).
Seja Q@ = (fau, [d?(V))p, 2 1d7(V). Temos que f , € Q. De fato, se f} , € Q,
entao fy , = J}v)\,“ + g, com [y, ~ fv}w e g € 1d?(V). Os polinémios fy ,, f} , sdo
multihomogéneos de grau k£ e de mesmo multigrau, pois sao vetores de peso maximo
associados ao mesmo par de partigoes (A, ) F k. Devemos ter f/’\’#,f,w multiho-
mogéneos de grau k, coletando as componentes homogéneas de mesmo multigrau e
usando o Teorema 2.2 obtemos que f} , —afy, = 0 médulo 1d*(V), a € F*, ou seja,

Faps f;\u sao linearmente dependentes médulo Id?(V), uma contradicao.

Portanto, a variedade U determinada por () é uma subvariedade propria de V e
tem crescimento polinomial n*, uma vez que a multiplicidade de m, , ¢ ndo nula em

7y (U). Esta contradigdo mostra que m, , = 1.

Agora, suponha que, para algum (v,0) - k e (v,0) # (A, u), temos m,p # 0.
Entao existe um vetor de peso maximo f, g tal que f,p ¢ Id?(V). Considere I =

(fr0,1d°(V)) . - Note que se fr, € I, entdo fr, = f;j,e + h, com f,g ~ }279 e
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h € 1d*(V). Os polinomios f ,, f,¢ sdao multihomogéneos de grau k e tém multi-

graus diferentes, pois sao vetores de peso maximo associados a pares de partigoes

diferentes. Ainda, podemos supor f;g ¢ multihomogéneo de grau k. Logo 0 = h =

o — ]A”;,g (mod Id*(V)). Se fi,, j?;ﬁ pertencem a componentes homogéneas distin-

tas, segue que fy ., ]A”,;,g € Id?(V), uma contradigao. Portanto, f\, & I e a variedade

determinada por I é uma subvariedade propria de V e tem crescimento polinomial
k

n®, uma contradi¢ao. Logo, m, g = 0, para toda (v,0) - k, com (v,0) # (A, u). Isto

prova 7).

Para provar i), considere h < k, (v,0) = h e seja f, g um vetor de peso maximo
tal que f,o & 1d?(V), isto é, m,y # 0. Suponha que f,g % fi, (modId?(V)).
Assim, fa, € T = (f0,1d*(V)),, . Novamente, a variedade correspondente a 7' é
uma subvariedade prépria de V e tem crescimento polinomial n*. Isto contradiz a

minimalidade de V, portanto f, g~ fr, (modId?(V)).

Reciprocamente, seja ¥V uma ¢-variedade de algebras de crescimento polinomial
n*, gerada por uma dlgebra unitdria, satisfazendo 4) e i7) e seja VW uma subvariedade
propria de V. Entao

(W) = Z My,0Xy,0 < Z My o X0 =Ty (V).
(v,0)Fn (v,0)kn
Por i) existe (a, f) F k tal que my s < Mapg =1 e my,y = m,y = 0, para todo

(v,0) F k, com (v,0) # (a, 5). Deste modo, ma g =0 ou myp = 1.

Se Mg 5 = 0, como m, g = 0, para todo (v, 0) # («, ) segue que c£(W) ~n' t <
k, isto é, V é minimal. Agora, se m,p = 1, como W é uma subvariedade prépria de
V), existe um par de parti¢oes (v,6) = h < k, tal que m, g # 0 ¢ m, g < My 9. Assim,

existe um vetor de peso maximo f, ¢ tal que f, o € Id?(V) e f, o € Id?(W).

Como m, s = 1, existe f, g vetor de peso maximo tal que f, 5 ¢ Id¥(V). Além
disso, como m, 3 = 1, temos que f, 53 & Id?(W). Entao por ii), segue que f, g ~ fap
(mod Id*(V)), isto é,

fap € (fr0:1d7(W)) gy S (fr0, 1d7 (W) 1, = 1d7(WV).

Logo fap € Id*(W), uma contradicdo. Com isso, m,g = 0 e portanto W tem
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n

crescimento n!, com t < k. ]

2.3 O H,-caracter de ['¥, n=2,3

n?

Primeiramente, lembramos que I'Y é um H,-mddulo e escreveremos x(I'?) para
denotar o seu H,-caracter. Note que para qualquer (-algebra unitaria A, temos
€ (A) < x(T¥). Assim, para estudar a decomposicao do ¢-cocaracter préprio de
uma algebra unitaria A, é importante conhecer as multiplicidades dos caracteres
irredutiveis na decomposigao de x(I'¢). A seguir, estabeleceremos tal decomposigao

paran =2en = 3.

Considere B, , = B(Y)NF,, , 0 espaco dos p-polinémios Y-préprios nas varidveis
Y1, Yms 215 - - - Z2m € 0 sUbespago By, = B(Y)NF].  dos p-polinomios Y-préprios
homogéneos de grau n. Temos que I'y ¢ um H,-submoédulo de P? e By, , ¢ um
G Ly X GLy-submédulo de F ) com a mesma estrutura de médulo (ver [5]), isto é,

e Y mdhe e B Y Wl 29

(Ap)kn (A p)Fn
onde M) , e W, \, denotam, respectivamente, o H,-mdédulo irredutivel e o GL,, x
GL,,-médulo irredutivel correspondentes ao par de particoes (A, p) = n, e iy, é a
multiplicidade correspondente (se A = (A1,...,An) e p = (p1,. .., ) S30 tais que

h > m et > m, entdo podemos assumir W,,  , = 0).

Usando a teoria de representagoes do grupo hiperoctaedral H,, e do grupo GL,, x
GL,,, nosso principal objetivo é, utilizando um método combinatorio, estudar o
comportamento das multiplicidades 7, que aparecem nas decomposicoes (2.5).
A teoria de representacoes de grupos finitos é um assunto conhecido e pode ser
encontrado em muitos livros de dlgebra (ver por exemplo [1] e [4]). Para obter as
multiplicidades 7y, em x(I'¥), para um par de particoes (A, ) = n, é suficiente
determinar a decomposi¢ao do G'Lp, X GLy,-caracter de By, , e procedermos do
seguinte modo. Considere um monomio ;, -~ Zi,, Ti; € {Y1,--, Ym, 21, Zm}
na componente homogenea F7 , de grau n de F, , e construa um ¢-polinomio

Y-préprio nas mesmas variaveis z;,,...,x; €Y U Z.
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n

Para uma forma fixa do ¢-polinomio Y-préprio construida acima, definimos o

homomorfismo de espagos vetoriais
. mn n
0:F,,— By,

tal que, para cada monémio x;, ---x; , a imagem 6(x;, ---z; ) é um @-polinémio

Y -préprio nas mesmas variaveis tendo a forma fixa, ou seja,

Q(inl o 'Iin) = iy " Ry, [ujn ) ujz] e [uln e ul'm]’ (26)
com z;,u;;, €YUZ k+t+---+m=n.

Daremos alguns exemplos. Para o monomio y;2129 temos quatro possiveis ho-

momorfismos:
01 1 Y12i, 2, — Ziy [3/17 Zig]a Oy : Y12i, 2y — Ziy [yl, Zil],
Os : y12i, 2y — [yl, Ziy s Z’ig]? 04 0 Y120y 20y — [Zi172i27y1]-

Por outro lado, em algumas situagoes pode ser impossivel construir um -
polinémio Y-préprio a partir de um monomio z;, - - - z; . Por exemplo, é impossivel
construir um ¢-polinomio Y-proéprio a partir do polinomio h = y7, usando somente
a variavel y;. Neste caso, temos o homomorfismo nulo. Agora, como outro exemplo,
consideramos f = y;[21, 22] = y12122 —Y12921 um vetor de peso maximo associado ao
par de partigoes ((1), (1%)) 3 e construimos os possiveis p-polindmios Y-préprios
obtidos de f usando os homomorfismos 61,605,605 e 6, definidos acima. Esses -

polindmios sao os seguintes:

01(f) = z1[y1, 22] — 22[y1, 1),

O2(f) = za[y1, 21] — 21[y1, 22] = —01(f),
O3(f) = [y1, 21, 22) — [Y1, 22, 21) = [y1, 21, 22) + [22, 21, Y1) + [21, Y1, 22) = —[21, 22, y1),
94(f) = [21>Z2>y1] - [227314/1] = 2[21722,?/1] = —293(f)'

Note que os polindémios 01(f) e 65(f) s@o linearmente independentes.

A seguir aplicaremos o seguinte procedimento geral para determinar as multi-

plicidades m,, em (2.5). Para um par de particoes fixo (A, ) e um vetor de peso
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méximo fixo fy, = f(wi,...,z;,) € F}, ,, consideramos um homomorfismo ¢ cons-
truido tal como nos exemplos dados acima. Entao 6(f ), se diferente de zero, é um

(o n
vetor de peso maximo em By, .

Como cada vetor de peso maximo em Fy, , é uma combinagao linear de especificos
vetores fr, 1, entdao qualquer vetor de peso méximo em 0(F}. )) C B}, , é da forma

0(fru), para algum fy, € F}, e é combinagao linear de 0(fr, 1, ).

Desse modo, podemos escolher um sistema maximal linearmente independente
em Ug{0(fr,1,)}, onde a unido é sobre todos possiveis homomorfismos nao nulos

0:F, ,— By, definidos em (2.6).

O nimero maximo de p-polindmios Y-préprios linearmente independentes obti-
dos ¢ a multiplicidade 7, do correspondente G L,, x GL,,-médulo irredutivel em
By, .- Finalmente, enfatizamos que consideramos a linearizagao de cada ¢-polinomio

Y -préprio obtido desse processo.

Usando esse método, observamos no exemplo dado que, 6;(f) e 63(f) sao linear-
mente independentes, e assim a multiplicidade de x(1),12) em x(I'y) é M) 12) = 2.

Lembremos que o grau dy , do H,-caracter irredutivel x, , ¢ dado por

n
dy, = <T> dxd,,,

com At rept (n—r), onde dy e d, sdo os graus dos caracteres irredutiveis x, e

Xy, respectivamente. Tais graus sao dados pela férmula do gancho [16].

Agora estamos prontos para calcular a decomposicao de x(I'?), para n = 2 e

n = 3. Dispomos os resultados nas tabelas a seguir.

vetores polinémios Y-préprios
imagens pelos o
(A ) dy, de peso multilineares via ML
homomorfismos
maximo 0 homomorfismo
(2),9 1 yi 0
(1), (1) 2 Y121 01(y121) = [y1, 21] g1 = [y, 7] 1
(12),2 1 [y1,y2] 02(Yi1 Yiz) = [Wi1» Yis) 92 = [y1, 2] 1
03(24, 2iy) = 2iy %
@, (12) 1 (21, 22] 820 %ia) = 20y 2y g3 = [21, 2] 1
‘94(27«'1 Ziz) = [zil s ZiQ}
7, (2) 1 22 05(22) = 22 ga = 21022 1
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Tabela 1: x(I'Y) = X)) + X(12).2 + X2.02) + Xo.2
W) a vetores de peso imagens pelos polinémios Y-préprios o
s M m
A maximo homomorfismos multilineares via o homomorfismo Ao
(3),2 1 i 0
(2,1), @ 2 [y1, y2ly1 01 (y1y291) = [y1, Y2, 91] f1 = [y1,y2,y3] + [y3, y2, v1] 1
(13),2 1 St3(y1,y2,Y3) 0
(2), (1) 3 yle 92(y%zl): ly1, 21, 91] f2 = [y1, 2, y2] + [y2, 2, y1] 1
) s — [us . —
a2, (1) 3 [v1, y2)21 3(Yiq Yig21) = [Wiqy» Yig» 21] f3/ [y1,v2, 2] 5
04 (Yiq Vig21) = z1[¥iq, Yiy) f3 = zly1, y2]
1), (12) 3 vil21, 2] 05(Y12iq Zig) = 2iq (U1, Zig] fa = z1ly, z2] 5
06 (y12iq ziy) = [2iy 5 2ig, Y1l fi=1[z1,22,9]
[ 2y = =
1), 2) 3 122 7(y1212) [y1, 21, z1] f5/ ly, 21, 22] + [y, 22, 21] 5
0s(y121) = 21[y1, 1] f5 = z1ly, z2] + 22[y, z1]
=St
2,(1%) 1 Stg(z1, 22, 23) 09(2iy 2iy 2ig) = Ziq Zig Zig fo 321,22, %) 1
2,(2,1) 2 (21, 22]21 010(z12221) = [21, 22, 21] fr = [z1, 22, 23] + [23, 22, 21] 5
011(z12221) = 21[21, 22] f7 = z1(z3, 22] + 23[21, 22]
2,(3) 1 23 012(23) = 2§ fs = EZS 25(1)%0(2) %0 (3) 1
ocE€S3
Tabela 2:

X(T5) = X@1).6 T X@).0) T 2X02),0) + 2X().02) + 2X(1),@) T Xe.03) + 2Xz,21) + Xo,3)-

Para obter os resultados das Tabelas 1 e 2, levamos em consideracao a de-
composigao do caracter x(I'¢), n = 2,3 em caracteres irredutiveis, o fato que
x(I'#)(1) = dimp 'Y e que as multiplicidades T, , s@o iguais ao nimero méaximo de
p-polinomios Y-préprios linearmente independentes associados ao par de partigoes

(A, 1) Fn.

A seguir, vamos usar o Teorema 2.9 para dar exemplos de *-variedades minimais

que nao estao em var*(M) e nem em var*(D,).

Observagao 2.10. Lembre que B(Y) € a subdlgebra de F (Y U Z) dos polinomios

Y -proprios. Note que, se I é um T¥-ideal gerado por polinomios Y -proprios, entao

I ¢ ideal de F (Y U Z),1d* (M) _reaLFYUZ)

7 7 € uma p-dlgebra

unitaria.
De acordo com a observacao acima, para cada k > 2, existe uma *-variedade

gerada por uma algebra unitaria determinada pelo T™-ideal

<[y17 y2]7 [ya Z]? 210 22,2172 .- - Zk+1>T* :

A partir de agora, vamos denotar por 7y, tal variedade.
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Teorema 2.11. Para k > 2, temos ¢ (Tr.) =1+ n+ (Z) + (g) +o 4 (Z)

Demonstracdo. Como os geradores de I'; ; s@o consequéncias dos polinémios [y, 1o
k+1 ) )

[y,2],21020 € 2122 ... 2k11, temoOs que

F]:+1 g Id*(ﬁ,*) = <[y17 ?/2]7 [y7 Z]a 210 22,2122 ... Zk:—i—l)T*

Mw

Logo, pelo Lema 2.7, segue que ¢ (T.) ( )VJ (Tr.«) e, portanto, resta

7=0
mostrar que vj(Tr.) = 1, para j = 0,1,..., k.
Claramente, 7;(Ty«) = 1, para j = 0,1, pois I'j = spanp{1} e I'{ = spanp{z}.
Para 2 < j < k, observemos que 2 z;,...2; = *2123...2; (mod Id* (7)) pois
21029 € Id"(Ty.+). Assim, como os elementos de ['; sdo consequéncias dos polinomios
I*

(Y1, Y2l [y, 2] € Id™(Ty,«) e de 2122 . . . 2;, segue que F;‘HT]*(T;”) = spanp{z122...2;},

e consequentemente v (7.) = 1, para 2 < j < k. O

Teorema 2.12. A x-variedade Ty, € minimal de crescimento nk.

Demonstragio. J& provamos no teorema anterior que Ty . tem crescimento n*. Agora,
vamos provar a minimalidade de 7y . através do Teorema 2.9. Comecamos conside-

rando a decomposicao de seu k-ésimo *-cocaracter préprio

776* - Z m)\MXA,;L

(Ap)kk

Pelo teorema anterior, temos 7} (7x«)(1) = 7;(Tr+) = 1. Assim, existe um par
de partigoes (A, 1) F k tal que my , = x»,(1) = 1, enquanto que mg, = 0 para todo
par de parti¢oes (0,7) F k, (6,7) # (A, ).

Note que, os vetores de peso maximo Y -proprios associados a pares de particoes
(A, ) F K, com \ # &, sdo consequéncias dos polindmios [y1, ya], [y, 2] € Id*(Te.)-
Logo, os possiveis vetores de peso maximo Y-préprios que nao sao *-identidades da

variedade Ty . s@o aqueles associados a pares de parti¢oes (&, p1), com pu b k.
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Primeiramente, observemos que o vetor de peso maximo Y-proprio multilinear

associado a (@, (k)) é fo ) = Z Zo(1) " Zo(k) € 1d"(Ti ), POiS 21029 ~> fo 1y Por
€Sk
outro lado, desde que z; 0 23 € Id*(7j.), temos

Sti(z1,. .., 2k) = klzg -+ 2z (mod Id*(T..)).

Logo, o unico vetor de peso maximo Y-préprio que nao ¢ *-identidade de 7. ¢

fo,ar) = Sti(z1, . .., 2z1) e portanto, m(Trx) = Xo,(1k)-

Agora vamos verificar que, para cada h < k e para cada (v,6) = h com f, o &
Id*(Tk), temos f,o ~ fo ) (mod 1d*(7k.)). Para h = 1 temos que z ¢ 1d*(7y.)
e 2z~ fg k). Além disso, para 2 < h < k, temos v;(7x..) = 1 e, usando o mesmo
raciocinio anterior, podemos concluir que os possiveis vetores de peso maximo Y-
préprios que nao sao *-identidades da variedade 7 . sao aqueles associados a pares
de particoes (&, p) = h. Desde que Sty (z1,...,2n) = hlzy -+ - 2z, (mod 1d* (7)), con-
cluimos que os vetores de peso maximo fy (1n) & Id*(Tp«) € temos fy (1n) ~ fi (18)-

Com isso, temos que a *-variedade 7 . ¢ minimal. n

Consideremos Gy, . a algebra de Grassmann de dimensao finita G munida da

involugao * tal que ef = —e;, 1 < ¢ < k. La Mattina e Misso em [28, Lema 16| pro-
n(n —1)

varam que Id*(Ga.) = ([y1, Y2, [y, 2], 21 © 22, 212023) e € €1 (G2 h) = 141+ 5

Observemos que T3, = var*(Ga.), ou seja, Go, é uma x-dlgebra minimal de
crescimento quadratico. Por outro lado, para k = 3, temos T3. # var*(Gs.) e

também nao é verdade que G5, seja minimal. De fato, temos que
+ .  —
(G37*> - SpanF{17616263} € (G37*) - SpanF{€17€27e3761627616376263}7

com isso, obtemos o seguinte

i) Id*(GB,*) = <[Z/17 y2]7 [Zla 2]7 [21, 2223], 212223 + 232221, 21222’324>T* ;

i) T5. € var*(Gs..);

=

iii) G3. tem crescimento n® e nao é minimal.
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O item i) pode ser facilmente demonstrado. Para ver o item ii), primeiramente
observamos que [z1, ze23] = (21 0 29)23 — 22(21 0 23) e além disso, 212023 + 232021 =
(21 0 29)23 + (22 0 23)21 — 22(21 © 23). Segue que 27 0 zg ~ [21, 2923, 212023 + 232221
e portanto T3, C var*(Gs.). Para ver que a inclusdo é prépria, basta observar
que 2z 0 zp ¢ Id*(Gs.). Finalmente, é facil ver que I'; C Id*(Gs.) e desde que
212023 ¢ 1d*(Gs4), pelo Lema 2.7, temos que Gs. tem crescimento cibico e nao é

minimal, pois var*(G3.) contém propriamente Ty ..

2.4 Classificacao das ¢-variedades minimais de

crescimento no maximo quadratico

Na Se¢ao 1.2 vimos alguns exemplos de ¢-variedades minimais geradas por
algebras unitarias. Agora, vamos classificar tais yp-variedades com crescimento no

maximo quadratico. Primeiramente, trabalharemos com o caso com involucao.

2.4.1 x-variedades minimais de crescimento no maximo qua-

dratico

Iniciamos com o resultado a seguir, o qual classifica as x-variedades com cresci-

mento linear.

Teorema 2.13. Seja A uma *-dlgebra unitdria tal que ci(A) ~ an, para alguma

constante o # 0. Entdo A gera uma x-variedade minimal se, e somente se, A ~ps

..

Demonstragao. Pelo Teorema 1.19, Cs, gera uma x-variedade minimal de cresci-
mento linear. Reciprocamente, suponha que A gera uma x-variedade minimal tal
que c:(A) = an, entdo pela Observacao 2.8, T'; C Id*(A). Portanto, [x1,z5] €
Id*(A), 1,29 € Y U Z, assim var*(A) C var*(D,). Logo, pelo Teorema 1.19 e Lema
1.20, A ~px Cy . O
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Note que, pelos Lemas 1.16 e 1.20, Cy , ~p+ Ps ).

Temos o seguinte resultado que classifica as x-variedades minimais geradas por

algebras unitarias de crescimento quadratico.

Teorema 2.14. Seja A uma *-dlgebra unitdria tal que ¢ (A) =~ an?, para alguma
constante o # 0. Entdo A gera uma x-variedade minimal se, e somente se, A ~p«

P37p ou A T Qg,p ou A T G27* ou A N Cg,*.

Demonstracao. Pelos Teoremas 1.15,1.19 e 2.12, as algebras Ps ,, ()3 ,,Gax € Cs
geram x-variedades minimais de crescimento quadratico. Reciprocamente, se A gera
uma, x-variedade minimal de crescimento quadratico, entao, pela Observacao 2.8,

I's C Id*(A). Pelo Teorema 2.9, temos 75 (A) = xu, com (A, 1) € {((1), (1)), ((1%),2),
(@, (1%)), (2,(2))}-

Por outro lado, pela Tabela 1, temos os vetores de peso maximo Y -préprios
multilineares g1 = [y, 2], g2 = [v1,¥2], 93 = [21, 22], 94 = 21 © 29 associados aos pares
de partigoes ((1), (1)), ((1%),9), (2, (1%)), (2, (2)), respectivamente. Assim temos

quatro casos a considerar:

1) Sem3(A) = xq),1), entdo g1 & 1d"(A4) e (g2, g3, ga) - € 1d"(A). Logo (g2, z122)
C Id*(A) e usando o Lema 1.16, temos Id*(P;,) C Id*(A). Como P;, é mini-

mal de crescimento quadrético, segue que A ~p- Pj .

2) Se m3(A) = X(2),0, temos que go & Id*(A4) e (91,93, 94)p. € Id*(A). Logo
(g1, 2122)p+ C 1d*(A). Portanto, pelo Lema 1.17, Id*(Q3,) C Id*(A). Como

()3, ¢ minimal de crescimento quadratico, A ~7- Q3 ,.

3) Semy(A) = Xu,a2), entao g3 € Id*(A), (g1, 92, ga) - € Id*(A). Assim, Id* (G2 x) =
(ly1,val, [y, 2], 21 © 29, z12223) . C Id"(A). Como G3, é minimal de crescimento

quadratico, temos A ~p« Go -

4) Se m3(A) = Xo,(2), temos que g4 & 1d"(A) e (g1, 92, g3)p. C 1d"(A). Assim,

Id*(D,) C 1d*(A), pelo Teorema 1.19 e Lema 1.20, segue que A ~p« Cs .
[
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2.4.2 Supervariedades minimais de crescimento no maximo

quadratico

Agora, classificaremos as supervariedades de crescimento no maximo quadratico.

Teorema 2.15. Seja A uma superdlgebra unitdria tal que ¢9" (A) ~ an, para alguma

constante o« # 0. Entao A gera uma supervariedade minimal se, e somente se,

ar
A NT2 02 .

Demonstragao. Pelo Teorema 1.26, C§" gera uma supervariedade minimal de cres-
cimento linear. Reciprocamente, se A é uma superalgebra unitaria tal que %" (A) ~
an, entao pela Observacao 2.8, I'y" C Id?"(A). Assim, [z1,25] € Id7"(A), com
x1,x2 € Y U Z. Logo 1d7"(D9") C 1d9"(A). Portanto, pelo Teorema 1.26 e Lema
1.23, A~qg C§ = NJ". O

O préximo resultado mostra que nao existe superalgebra unitaria minimal de
crescimento quadratico com graduagao nao trivial, cuja componente par seja nao

comutativa.

Proposicao 2.16. Seja A = A @& AWY wuma superdlgebra unitdria minimal de

crescimento quadrdtico. Se z ¢ 1d7"(A), entao [y1,y2] € 1d7"(A).

Demonstracdo. Por hipétese, a graduacao de A é nao trivial e temos que A é uma

subalgebra graduada de A. Assim var?y (A©) C var?"(A).

Como A é minimal de crescimento quadratico, temos ¢J"(A®) < an, para algum
a > 0. Como 1 € A® segue que I'Y" C Id*" (A®)), para todo i > 2. Logo, [y1,y2] €
[d9"(A). O

Teorema 2.17. Seja A uma superdlgebra unitdria tal que ¢9"(A) ~ an?, para alguma

constante o # 0. Entao A gera wma supervariedade minimal se, e somente se,

A ~p, NY" ou A ~p, Gy ou A ~py GY ou A ~q, CF'.

Demonstragao. Pelos Teoremas 1.5,1.22,1.24 e 1.26, as superdlgebras NY", Go, G,

CY" geram variedades minimais de crescimento quadratico. Reciprocamente, se A
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gera uma supervariedade minimal de crescimento quadratico, entao, pela Observacao
2.8, I'Y" C Id"(A). Além disso, pelo Teorema 2.9, 75" (A) = X, com (A, u) €
{((1), (1)), ((1%),2), (2, (1%)), (2, (2)}-

Pela Tabela 1, consideramos os vetores de peso maximo Y -proprios multilineares
91 = [y, 2,92 = [W1,92), 93 = [21,22], 94 = 21 © 22 associados aos pares de particoes
(1), (1)), ((1%),2),(2,(1?)), (2, (2)), respectivamente. Assim temos os seguintes

casos para analisar:

1) Se 73" (A) = xq),q), temos que g1 & Id7(A), (g2,93,94)5, € 1d”(A), logo
(92, 2122) g, C 1d7"(A). Assim, var?"(A) C var?"(UT3"). Pelo Teorema 1.22,

segue que A ~gq, Ni .

2) Sem) (A) = x(12),2, entao g» & 1d?"(A). Logo, pela Proposicao 2.16, A deve ter
graduacao trivial. Portanto, como I']" C 1d9"(A), var?"(A) C var? (G). Pelo

Teorema 1.5, temos A ~p, G-

3) Sems (A) = Xg,12), temos que g3 € 1d?"(A) e (g1, g2, g1) 7, € 1d?"(A). Portanto,

var? (A) C var?"(G9"). Pelo Teorema 1.24, segue que A ~p, G-

4) Se 7 (A) = Xg,(2), entdo gy € 1d7"(A) e (g1, g2, 93)7, € 1d7"(A). Logo, var?"(A)

C var?"(D9"). Pelo Teorema 1.26, A ~p, CY".
U

Assim, finalizamos a classificacao de todas p-variedades minimais geradas por

algebras unitdrias com crescimento no maximo quadratico.



Capitulo 3

p-variedades minimais de

crescimento nk, k>3

Nas préximas duas secoes, classificaremos as ¢-variedades minimais geradas por
algebras unitarias de crescimento cuibico e, na 1ltima secao, vamos generalizar as
ideias, classificando todas as ¢-variedades minimais geradas por algebras unitarias

de crescimento n*, k > 4.
Como vimos na Segao 2.3, a decomposi¢ao do H,-caracter de I'{ é dada por:

X(T5) = X@1).6 T X@),0) T 2X02),0) + 2X().02) + 2X(1),@) T Xe.03) + 2Xz,21) + Xo,3)-
(3.1)

Note que na decomposi¢ao acima, temos quatro pares de parti¢oes (A, ) de 3
com multiplicidade m,, = 1 e também quatro pares de partigdes (n,6) de 3 com
multiplicidade m,, y = 2. Considerando ¥V uma ¢-variedade minimal de crescimento
cibico, primeiramente, trabalhamos com o caso em que 7§ (V) = x» ,, onde my , = 1
e depois com o caso em que 75 (V) = x,0, onde m, g = 2 na decomposigao (3.1).
Classificamos as ¢-variedades minimais geradas por algebras unitarias de cresci-
mento cubico estudando esses dois casos possiveis. Primeiro provaremos que existe
um nimero finito de ¢-variedades minimais V tais que 7§ (V) = xa ,, onde my , = 1,
o qual chamaremos de Caso 1. Depois consideraremos 7§ (V) = x, 9, onde m,, o = 2

que chamaremos de Caso 2. Neste caso, provamos que o nimero de ¢-variedades mi-
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nimais geradas por algebras unitarias pode ser infinito e determinamos os T'¥-ideais

das correspondentes (p-variedades.

3.1 -variedades minimais de crescimento ciibico:

Caso 1

A seguir lembramos os vetores de peso maximo Y-préoprios multilineares de grau

3 apresentados na Tabela 2.
fi = fen.e = W, v, ys] + [Ys, Y2, v
fo=fe)m =y, 2,92 + [v2, 2,31
fs= f(12),(1) = [ylaym 2]7 fé = f(’p),(l) = Z[yl,yQ]
fo=foaz = aly, 2l fi= )02 = [71,22,9]
fs =T = 2,2+ [y, 22, 2], f5= [y, = 21y, 22] + 22[y, 21]
fo = fo,a3) = St3(21, 22, 23)
i = fo1) = (21,22, 23) + (23, 20, 2], fr = fé7(271) = z1[z3, 22 + 23(21, 22)]

fs = fo,3) = D Z0(1)%0(2)%0(3)"

oES3

De acordo com o Teorema 2.9, os polinomios listados acima terao papel funda-

mental na classificagado das ¢-variedades minimais de crescimento ctibico.

Primeiramente consideramos o caso com involugao.

3.1.1 x*-variedades minimais de crescimento ctbico

Recordemos que as *-algebras Q4 , e P, , sao unitdrias e geram *-variedades mi-

nimais de crescimento ctibico. Antes de iniciar nossa classificacao, nos proximos dois
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lemas, apresentamos as decomposicoes de x3(Q4,) € X5(Py,) que serdo importantes

para determinarmos 75(Q4,,) € m3(Py,), respectivamente.

Lema 3.1. x3(Q4,) = X3).2 + 2X(2.1),2 + X13).2 + 2X(2),1) T X(12),(1)°

k—2

Demonstragao. Temos que ¢ (Qr,) = 1+ (T;) (25 — 1) + (") (k — 2) (Lema
j=1

1.17). Logo C§(Q47p) = 15. Como d(3)7@ + 2d(271)7@ + d(ls)@ + 2d(2)7(1) + d(12)7(1) =

(g) + 2((3))2 + (g) + 2(?) + (:1))) = 15, devemos mostrar que as multiplicidades nao

nulas dos caracteres irredutiveis na decomposicao de x3(Q4,,) 580 Mm(3),5 = M(13),5 =

mazy,a) = 1 e me1),e = me),q) = 2.

Observemos que
(Qap)" = spanp{I,e1s + ers, €13 + €ps, €14 + €58, €23 + €67 + €34 + €56, €24 + €57}, onde
4,0 panpyd, e1z 4 €73, €13 + €68, €14 + €58, €23 + €67 1 €34 + €56, €24 + €577,

I denota a matriz identidade 8 x 8 e (Q4,,)” = spanp{eis — egs, €14 — €58}

Considere os seguintes vetores de peso maximo f(g)@ =y3, %3),@ = St3(y1,Y2,Y3)
e ]?(12),(1) = Y1 21Y2—Y221Y1 associados aos pares de partigoes ((3), @), ((13), @), ((1?), (1)).
Como J?(?)),@(I) =1#0, fv(13),@(17 e12+e78, €21+ €57) = eu—ess # O e J?(12),(1)(I, €23+
€67 + €34 + €356, €13 — €68) = €14 + €58 7 0, segue que ﬁsm, J?(13),@, f(l?),(n Z 1d"(Q4,)
e M)z, M13),2, M12),1) = 1. Com isso, ¢ suficiente determinar dois vetores de
peso maximo associados a cada par de partigoes ((2,1),2) e ((2), (1)) que sejam
linearmente independentes e nao sejam *-identidades de ()4, para concluirmos que

X3(Q4,) tem a decomposicao dada acima.

Considere f(ll),g = [y1,y2ly1 e ]7('2 e =Y [y1, y2] vetores de peso méaximo asso-

ciados ao par de partigdes ((2,1), ) e correspondentes aos pares de tabelas

(B =) (&)

Avaliando ]7(2,1)7@ e ]?(’271)7{5 em a = (ea3 + €7 + €34 + €56, €12 + €73), obtemos

respectivamente.

ﬁg,l),@(a) = —ey #0e }?271)7@(0“) = es3 # 0, logo ]7(2,1),@ e ]7(’2’1)’Q nao Sao *-
identidades de Q4 ,. Ainda f(g,lm e ﬁQ 1,2 sao linearmente independentes, portanto

me1),e = 2.



3.1 p-variedades minimais de crescimento ciibico: Caso 1 40

Agora, considere os vetores de peso maximo f(g),(l) = Y2z e ]?2’2)’(1) = 2y}

associados ao par de parti¢oes ((2),(1)) e correspondentes aos pares de tabelas
( ) ), ( , ), respectivamente.

Para b = (I+ €23 -+ €7 + €34 -+ €56, €13 — 668) temos ﬁg)’(l)(b) — €13 — €8 — 2658 # 0
e ]7(’2)7(1)(89) = e13 — egs + 2€14 # 0. Assim ‘]?22)7(1) e f(’Q)’(l) nao sao *-identidades de

(Q4,p- Ainda ﬁg)}(l) e ]7"2’2)7(1) sao linearmente independentes, logo m2),1) > 2.

Portanto, concluimos que

X3(Qa,p) = X@3)2 + 2X@ 1.2 T X120 T 2X@2),0) T X12),0)-

Lema 3.2. x5(Py,) = X@3).0 T X(21),2 T X13),e + 3X@2).,1) T X(12),01)"

Demonstragdo. Temos que ¢ (Py,) = 1+ kij (;‘) 2 — 1)+ (") (k — 1) (Lema
1.16). Logo c3(Py,) = 16. Como d) s + c]l(u),@ + dsy e + 3d2),) + dazya) =
(3) + (3)2 + (g) + 3(?) + (i’) = 16, devemos mostrar que as multiplicidades nao nulas
dos caracteres irredutiveis na decomposicao de x5(Py,) sao m) e = Mei)e =

masye = maz),m) = 1 e me)a) = 3.

Observemos que
(Pyp)T = spanp{I,e13+ ess, €14 + €355, €23 + €67 + €34 + €56, €24 + €57}, onde I denota

a matriz identidade 8 x 8 e (Py,)” = spanp{ei1a — ers, €13 — €8, €14 — €58}

Considere os seguintes vetores de peso maximo ]?(3)@ = yil)’, ]?(271)7@ = [y1, Y2]v1,
J?(13),@ = 5153(1/1792, y3)7 J7(12),(1) = UY1z1Y2 — Y2211 € J?u),(z) = z19121. Como J?(g),g(f) =
I#0, f(2,1),@(1+613+668, €23+ €67+ €34+ €56) = €14 — €58 # 0, ﬁ13),g(1, €13+ €ps, €23+
egr+esatess) = eru—ess #Oe J?(12),(1)([, ea3+egr+esa+es6, €13—€63) = €1a+es8 7# 0,
segue que ms).z, M(2,1),2, M(1%),2, Ma2),1) = 1. Com isso, é suficiente determinar
trés vetores de peso maximo associados ao par de parti¢oes ((2), (1)) que sejam
linearmente independentes e nao sejam *-identidades de P, , para concluirmos que

X3(Py,p) tem a decomposicao dada acima.

Considere os vetores de peso maximo }22)’(1) = y%21,f?2)7(1) = 21yl e j?(’g)ﬂ) =
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y12191 associados ao par de partigdes ((2), (1)) e correspondentes aos pares de tabelas
(GT2). G (15 [1): (5] [2]): respecivamente

Para a = ([ + €93 + eg7 + €34 + €56 + €24 + €57,€12 — €78 + €13 — 368) temos

fv(z),(l)(a) = e1p—erg+e13—3egs—oess # 0, J?(lg),(l)(a) = ejp—erg+3e13—egg+e14 # 0,

fiy (@) = ez — ez + 2e13 — 2eg8 — 2es3 + 2e14 # 0, portanto ﬁ2)7(1)7ﬁ2)7(1) ©

f(/é),u) nao sao *-identidades de P;,. Ainda ﬁz),u), fgz),u) e J%),u) sio linearmente

independentes, logo m2),1) = 3.

Assim, x3(Ps1,) = X@3),2 + X@21).0 T X182 T 3X@,0) + X12),0)- =

Agora, temos o resultado sobre o terceiro *-cocaracter préprio de Q4, e Py,
Lema 3.3. m3(Fip) = X, ¢ m3(Qup) = X2 )00
Demonstragao. Temos 75(Fy,), m5(Qa,p) < x(I'}), também 75(Py,) < x5(Py,) €
73(Qa,) < X5(Qup)-

Das decomposigoes de xj3(Ps,) e x(I's), os tnicos pares de partigdes possiveis
na decomposigao de 75(Py,) sdo ((2,1),9),((2), (1)) e ((1?),(1)). Pelo Lema 1.16,
fo & Id*(P4,p> € <f1, f3, f§>T* - Id*(P4,p)7 logo 7T§(P4,p) = X(©2),1)"

Das decomposigoes de x5(Q4,) € x(I'5), os tnicos pares de partigdes possiveis
na decomposicao de 735(Q4,) sao ((2,1),2),((2),(1)) e ((1?),(1)). Pelo Lema 1.17,
H & Id*(Qsz) e (f2, f37fé>T* - Id*(Q4,p)a assim W:y;(Q4,p) = X(21),2- L

Para os préximos resultados, recordemos que g1 = [y, 2], g2 = [y1, ¥2], 93 = [21, 22]

€ g4 = 21 0 29 sao os vetores de peso maximo Y-proprios dados na Tabela 1.

Lema 3.4. Seja V uma *-variedade minimal de crescimento cubico.

i) Sem5(V) = X1, oum5(V) = X@2),1), entio V C var*(M);

i) Se m5(V) = Xo,3), entdo V C var*(D,).
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Demonstragdo. Primeiro suponha que 73(V) = x(2,1),2- Logo, fi & Id*(V). Além
disso, como V é minimal de crescimento ctibico, pelo Teorema 2.9, g3, g4 € 1d*(V),

pois g3, g1 % f1 (modId*(V)). Logo 2122 € Id*(V), consequentemente V C var* ().

De modo analogo, se m3(V) = x(2),1), entdo como V é minimal de crescimento
cibico, pelo Teorema 2.9, g3,94 € 1d*(V). Portanto z12, € Id*(V). Assim, V C
var*(M).

Finalmente, se m5(V) = xgo,3), temos que fs ¢ Id*(V) e como V é minimal
de crescimento ciibico, pelo Teorema 2.9, g1, 2,93 € 1d*(V), pois g1,92,93 % [s
(mod Id*(V)). Logo V C var*(D,). O

Nos dois resultados a seguir, consideramos L, uma *-algebra unitéria geradora
da s-variedade 73, definida na Segao 2.3.

Teorema 3.5. Se V é uma variedade minimal de crescimento ciubico gerada por

uma *x-dlgebra unitdria A, temos que

i) se m5(V) = X(2,1),0, entdo A ~pe Qup;
i) se m5(V) = X(2),(1), entio A ~p« Py p;
i) se m5(V) = Xa,(3), entao A ~pe Cy;
w) se (V) = Xa,13), entao A ~p- L,.
Demonstracao. Sabemos pelos Teoremas 1.15 e 1.19 que as x-dlgebras Q4 p, Py p, Cy «
sao minimais de crescimento cuibico.

Se m3(V) = X(2,1),, pelo Lema 3.4, V C var*(M). Logo pelo Teorema 1.15 e pelo

Lema 3.3, temos A ~p« Q4

De modo andlogo ao item anterior, provamos que A ~p- P;,, quando m3(V) =

X(2),(1)

Pelo Lema 3.4, quando m5(V) = xg,(3), temos V C var*(D,). Logo, pelo Teorema
1.19, A ~pe Oy
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Agora, se m3(V) = Xg,(13), temos fs € Id*(V) e ainda como V' é minimal de cresci-
mento cubico, g1, g2, g4 € 1d*(V), pelo Teorema 2.9, pois g1, g2, g4 7% fs (mod 1d*(V)).
Além disso, I'; C Id*(V). Como I1d*(Tx.) = ([y1,v2], [y, 2], 21 0 22, 2122 - . . 21 ) s
segue que Id*(73.) C Id*(V). Pelo Teorema 2.12, T, é *-variedade minimal de

crescimento ctbico, logo A ~p« L. O

Temos a seguinte consequéncia imediata.

Corolario 3.6. Seja V uma *-variedade gerada por uma dlgebra unitaria A tal
que T5(V) = xapu com my, = 1 na decomposicio (3.1). Entdo V € minimal de
crescimento cubico se, e somente se, ou A ~p« Py, ou A ~pe Qq, 0u A ~pe Cy

ou A ~p« L.

3.1.2 Supervariedades minimais de crescimento cubico

Agora trabalharemos o caso graduado, iniciando com um lema fundamental para
a classificacao requerida, onde usaremos os vetores de peso méaximo Y -proprios

91, 92, g3, ga j& conhecidos.
Lema 3.7. Seja V uma supervariedade minimal de crescimento cibico gerada por
uma dlgebra unitdria.
i) Se ] (V) = X(21),2, entdo V C var? (UTy);

i) Se 1§ (V) = X(2),0), entio V C var?" (UT3");

i) Se w5 (V) = Xo,3), entdo V C vard" (DI"),

w) Se g (V) = Xo,13), entao V C var? (GI");
Demonstragao. Primeiramente suponha 7§ (V) = X(2,1),2, como V tem crescimento
cibico, temos I C Id"(V). Portanto [y1, y2][ys,ys] € 1d°"(V). Por outro lado,

f1 €147 (V) e z % f1 (mod1d?"(V)). Logo, pelo Teorema 2.9, z € 1d?" (V). Assim,
YV C vard"(UTy).
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Se 1§ (V) = X(2),01), f2 € Id? (V). Por outro lado, como V é minimal de cresci-
mento cibico, pelo Teorema 2.9, g, g3, g4 € 1d7"(V), pois g2, g3, g4 ¥ f2 (mod Id7" (V).
Assim, go, 2129 € 1d9"(V), logo V C var?" (UT§").

Agora, se ' (V) = xo,3), temos que fg & Id7 (V). Além disso, g1, 02,93 €
1d9"(V), pelo Teorema 2.9, pois g1, g2, g3 % fs (mod I1d?"(V)). Portanto, V C vard"(D9").

Por fim, se 7§ (V) = xu,13), temos que fi & 1d?" (V). Pelo Teorema 2.9, g1, g2, g4 €
1d7"(V), pois g1, g2, 91 % fo (mod1d” (V)). Logo, V C var?(G*"). o
Usando o lema anterior e os Teoremas 1.3, 1.22, 1.24 e 1.26, temos o seguinte.

Corolario 3.8. Seja V uma variedade minimal de crescimento cibico gerada por

uma superdlgebra unitdria A, temos que
i) sem (V) = Xx@1),0, entao A ~p, Nu;
i) se s (V) = x@), ), entao A ~q, N{";
i) se s (V) = Xo,3), entio A ~q, C7';

w) se ] (V) = Xga8), entio A ~p, G -

Assim, finalizamos essa secao com o seguinte resultado.

Corolario 3.9. Seja V uma supervariedade gerada por uma dlgebra unitdria A tal
que 75 (V) = Xau com my, = 1 na decomposi¢io (3.1). Entio V é minimal de
crescimento cubico se, e somente se, ou A ~p, Ny ou A ~p, Ni" ou A ~p, C{" ou

ar
A NT2 G3 .

3.2 (p-variedades minimais de crescimento ciibico:

Caso 2

Vamos finalizar a nossa classificagao das p-variedades minimais de crescimento

ctibico geradas por édlgebras unitérias considerando o Caso 2, ou seja, quando 7% (V) =
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X, com (A, ) € {((12), (1)), ((1), (1%)), ((1), (2)), (&, (2,1))}. Nos resultados a se-

guir, dado um par de partigoes (a, 5) = 3 tal que o caracter irredutivel x, s aparece
com multiplicidade ndo nula na decomposigao de x(I'{), denotamos por f, 3 um
vetor de peso maximo Y-préprio associado a («, 3). Primeiramente, a partir da
préxima observagao, veremos que no caso com involucao ocorre uma anomalia que

nao aconteceu no caso ordinario.

Lema 3.10. Seja (A, i) 3 tal que o caracter irredutivel x,,, aparece com multipli-
cidade 2 na decomposicao de x(I'Y) e considere f ,, f//\u vetores de peso mdximo Y -
proprios linearmente independentes associados a (A, p). Se existe (n,€) =3, (n,€) #
(A, 1) tal que fre~> fau € foe~ Jas €ntao nao existe p-variedade V' de cresci-

mento cibico tal que 75 (V) = xau°

Demonstracdo. Suponha que exista uma p-variedade V de crescimento cubico tal
que 75 (V) = xapu- Logo, fne € Id?(V). Como f, .~ fi,, segue que fy, € Id¥(V).
Além disso, como f,. ~ f3 ,, também temos que f} , € Id*(V), o que é uma
contradicao. Portanto, nao existe uma ¢-variedade V de crescimento cubico tal que

W?(V> = X)u- O

Para exemplificar um caso na situagao acima, considere o par de particoes
((1),(2) e f5 = [y, 21, 22] + [y, 22, 21], f5 = 21[y, 22] + 22y, 21] os vetores de peso
méximo Y-préprios multilineares associados a ((1),(2)) dados na Tabela 2. Temos
ft ~ f5, pois fs = —ft — (f)* Por outro lado, para o par de partigoes ((1), (1%))
temos que fy = 21y, 22 € tal que fi = f4 + 2[y, z1] e fi~ z[y, z1]. Logo, fi~ f-

Portanto, obtemos o seguinte resultado.

Observacao 3.11. Nao existe x-variedade de crescimento cubico V gerada por uma

dlgebra unitdria tal que 75(V) = x1),2)"

No que segue, vamos considerar V uma ¢-variedade de crescimento cubico ge-
rada por uma algebra unitéria tal que 75 (V) = x,, onde x», ¢ um dos quatro
caracteres irredutiveis aparecendo com multiplicidade 2 na decomposigao de x(I'%).
Descreveremos a construcao do 7%-ideal de V no caso em que esta é uma p-variedade

minimal.
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Sejam h e h vetores de peso maximo Y-préprios linearmente independentes as-
sociados ao par de particoes (A, p) F 3. Como 7§ (V) = X, segue que h e h sdo
linearmente dependentes médulo 1d?(V). Logo existem «, § € F, ndo ambos nulos,
tais que ah + Bh € 1d?(V). Observamos que h e h nao podem ser simultaneamente
p-identidades de V. Assim, sem perda de generalidade vamos supor que h ¢ Id?(V).
Nestas condicoes, temos a # 0, logo h + vh € 1d*(V), para algum v € F. Note que,
para qualquer outro par de partigoes (o,7) F 3, (0,7) # (A, ) temos f,. % h e
também f, ; R, se v # 0.

Para o par de partigoes (A, p) F 3 fixado como acima, considere o conjunto

QM = {for : (0,7) F3,(0,7) # (A, p)}
e defina os seguintes T¥-ideais
Iy = (T3, QR+ yh)
Iy = (I3, fse = (0,€) F 2 tal que fs¢ 70 h (modl3)),, -
Com a notagao estabelecida acima, temos os seguintes resultados.

Proposicao 3.12. A p-variedade U determinada por I € minimal de crescimento

cibico.

Demonstragao. De fato, como I'y C I, = I1d?(U) e h & I, pelo Lema 2.7, U tem
crescimento cibico. Logo a multiplicidade M, correspondente ao caracter irre-
dutivel x, em 75 (U) é nao nula. Além disso, se (¢, k) F 3, (¢, k) # (A, ), temos
fox € L. Portanto, usando que & + vh € 1d?(U), conclufmos que 7 (U) = xa -

Agora, seja (6,&) - 2 e suponha que f5¢ é um vetor de peso maximo associado a
(6,€) tal que fse & Ir. Assim, fs¢ & I3 e f5¢ ~> h(mod I3), ou seja, h € (fse, I3)p, C
(f5.e,12) 7o, 0 que implica que fs¢ ~» h(modI,). Portanto, pelo Teorema 2.9, a

p-variedade U é minimal. O
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Proposicao 3.13. Se a p-variedade V é minimal de crescimento cibico, entao V €

a p-variedade determinada por Is-

Demonstracao. Como a p-variedade U determinada por I, é minimal de crescimento
cibico, é suficiente provar que V C Y. Como V tem crescimento cibico e 75 (V) =
Xy, temos I3 € 1d?(V). Seja (6,€) = 2 tal que fs¢ € I e suponha que f5¢ & Id*(V).
Como V é minimal, pelo Teorema 2.9, temos f5¢ ~» h(mod1d?(V)), assim h = ﬁ,g +
g, com g € Id*(V) e fse~ f;,g. Como h é multihomogéneo de grau 3, os polinomios
]’0:575 e g sao multihomogéneos de grau 3. Como Id¥ (V) é completamente determinado
por seus p-polinomios Y -proprios multilineares, segue que g é combinacgao linear de
consequéncias de vetores de peso méximo associados aos pares de partigoes (a, 3) F
3. Assim, g € I3, e entao fs5¢ ~» h(mod I3), o que é uma contradicao. Isto prova que,

I, C1d?(V) e assim, V C U, como queriamos. ]

As proposigoes provadas acima mostram que se V é uma ¢-variedade minimal de
crescimento cibico tal que 7§ (V) = x4, com (A, 1) € {((1%), (1)), ((1), (1%)), ((1), (2)),
(@,(2,1))}, entdo V é unicamente determinada, a menos de um escalar v € F, por
uma combinacao linear h+ ~vh de dois vetores de peso maximo linearmente inde-
pendentes tais que i & Id?(V) e h + vh € 1d?(V). Vamos denotar o T%-ideal Iy por

I~

Tty © concluimos o seguinte.

Teorema 3.14. Seja (\, ) € P, onde P = {((1?),(1)),((1), (1)), (0, (2,1))} no
caso com imvolugao e P = {((1?), (1)), ((1),(1%)), ((1),(2)), (8, (2,1))} no caso gra-
duado. Seja V uma p-variedade de crescimento cubico gerada por uma dlgebra
unitdria tal que w5 (V) = xau- Entdo V € minimal se, e somente se, 1d*(V) =I5, _,,

para algum v € F.

Nos resultados das proximas segoes, para f,g,h,t p-polindomios, usaremos a
notagao f, g~ h,t, para dizer que tanto h como ¢ sao consequéncias de f e também
de g. A notacao f, g~ h,t serd usada, caso contrario. Tais notagoes também serao
usadas para um ntimero menor ou maior de -polindmios a direita ou a esquerda

das setas ~ e % .
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hann Para o T¥-ideal I3- Recordemos ainda que g, =

Usaremos a notacao
[v,2],92 = [y1,%2], 93 = [21,22] € g4 = 21 © 22 s@0 os vetores de peso méaximo Y-

préprios multilineares apresentados na Tabela 1.

3.2.1 x*-variedades minimais de crescimento ctubico

A seguir apresentaremos os resultados para x-variedades minimais V de cresci-
mento ctbico tais que 75(V) = xa,, onde x, , aparece com multiplicidade m, , = 2
na decomposicao de x(I'}). Iniciamos observando que nao existe *-variedade minimal
V de crescimento ctibico gerada por uma algebra unitaria A com involugao trivial tal
quie 75(V) = X com (A, 1) € {((12), (1)), (1), (12)), (1), (2)), (@, (2,1))}. De fato,
como a involugao é trivial, A é comutativa, logo todos os vetores de peso méaximo
fa, [, fa, [1s f5, f2, fr, f7 s@o x-identidades de A. Além disso, nao existe x-variedade

de crescimento ciibico V gerada por uma algebra unitédria tal que 75(V) = xq),2)-

Nos proximos teoremas, a variedade V considerada é gerada por uma *-algebra

unitdria.

Teorema 3.15. Seja m5(V) = x(1),(12). Temos que V € uma *-variedade minimal de
crescimento n® se, e somente se, 1d*(V) coincide com um dos sequintes T*-ideais

Iings = (T3 92090, QU fi+9f1) , onde 5y é um escalar em F.

Demonstragdo. Temos fy = z[y,2] e fi = [z21,22,y]. Logo, fi = [y,22,21] —
[y, 21, 2] = [y, 2221 — 21|y, 22] — [y, 21]22+22[y, 21]. Desta forma, f; = — fu— fi+p+p*,
onde p = z(y, z1] e fy ~ p, ou seja, fy ~ f;- Portanto, fy ¢ Id*(V). Além disso,
temos g ~ fu, fi, também ga, g1 %5 fa, fi e g3~ fi:

Como 4f4 = 2[21 © y722] - 2y © [21722] - fz,/L o f57 0S8 polinémios 2[21 © y7Z2]7

2y o [21, 29| sdo consequéncias de g3 e f; € Id*(V), segue que g3 ~ f4 (mod Tfi)

Assim, o resultado segue do Teorema 3.14. O]
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Teorema 3.16. Seja m5(V) = Xg,21). Temos que V € uma x-variedade minimal de
crescimento n® se, e somente se, Id*(V) coincide com um dos sequintes T*-ideais:
Z) If7+2f§ - <FZ7 g1, 92, 94, Q®7(271)7 f7 + 2f'§>T* = <F2a g1, 92, 94, Qg7(271)>T* ;

i0) Ipings = (T 92,Q2 N, fr 52, onde y € um escalar em F, v # 2.

Demonstracao. Como fr = [z, 22, 23]+ 23, 22, 21] € [fh = 21[23, 20] + 23[21, 22], temos
fr = 21, )2 — z3(21, 20] + [23, 2021 — 21[23, 22] = (f7)" — f7, assim f7 ~ f7 Logo,

f’; g Id*(V) Ainda, 91,92,947& f77f’§ € gz~ f?af’;’

Por outro lado, f; + 2f; = [z 0 z3, 29), ent@o g1, 94 ~ fr + 2f5- Para v # 2,
fr+2f ~ fi(mod :ff7+7f§)7 consequentemente gy, g4 ~ f7 (mod _fff?ﬂf;)- Usando o

Teorema 3.14 finalizamos a demonstracao. [

Teorema 3.17. Seja 75(V) = x(12),(1)- Temos que V € uma *-variedade minimal de

crescimento n® se, e somente se, Id*(V) coincide com um dos sequintes T*-ideais:

i) 15, = (T390, QU0 f5)

T*

i1) Iz, = (T390, QU0 fy+2f5) = (T 90, QUID)
ii1) Iy = <FZ,Q(12)’(1), fs+ ’}’fg',> , onde vy € um escalar em F tal que v # 0 e
T*

v # 2.

Demonstragao. Temos f3 = [y1,vy2, 2] = —[y2, 2, 01] — [2,y1, 2] e fi = z[y1, ya].
Como f3 = [y1,42]2z — 2[y1,42] = (f3)* — f3, segue que f3 ~ f3, logo f3 & 1d*(V).
Além disso, g1, g3 ~ f3, também g, ~ f3, f3 € g3 & f3-

Por outro lado, f3+2f3 = [y1, z0ya] —y20[y1, 2] € 0s polindmios [y1, zoya], y2oly1, 2]

e f3 sdo consequéncias de g;- Assim, g1 ~ f}-

Ainda, f3 + 2f; = [y1,42] 0 2, logo, gs ~ fs + 2f3- Para v # 2, f3 + 2f3 ~
f4 (mod ji%ﬂfé), consequentemente g4 ~ f4 (mod ngﬂfé)- Portanto, do Teorema

3.14, segue o resultado. O]
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3.2.2 Supervariedades minimais de crescimento cubico

Agora apresentaremos os resultados para supervariedades minimais V' de cresci-
mento cubico tais que 74 (V) = X, onde X, ,, aparece com multiplicidade m, , = 2
na decomposigao de x(I'§"). Inicialmente, observamos que nao existe supervariedade
minimal V de crescimento ciibico gerada por uma algebra unitaria A com graduacgao
trivial tal que 7§ (V) = xau, com (A, 1) € {((1%), (1)), ((1), (1%)), ((1), (2)), (2, (2,1))},
pois os vetores de peso maximo fs, fi, f1, f1, f5, fr, f7, f+ sdo identidades graduadas

de A, uma vez que z ¢é identidade graduada de A.

Usamos a igualdade [z, yz] = [z, y]z+y[z, 2], com x,y, z varidveis quaisquer para

obter algumas consequéncias nessa segao.

Nos resultados a seguir, a variedade V considerada é gerada por uma superalgebra

unitéria.

Teorema 3.18. Seja ] (V) = x),2)- Temos que V € uma supervariedade minimal

de crescimento n® se, e somente se, Id% (V) coincide com o sequinte Ty-ideal: I =
2

<PZT7 Q(1)7(2)7 fE/>>T2 :

Demonstracao. Lembre que f5 = [y, 21, 20 + [y, 22, 21] € fi = 21y, 22] + 23]y, 21]-
Como f5 = fi+ [y, z1] e fi ~ 2y, 2], temos fy ~ f5- Logo f; € 1d7(V),
consequentemente f5 & 1d?" (V). Além disso, g1, g3 ~ f5:

Temos ainda que f5 +2ff = [y, 21 0 23] Assim ¢, g4 ~ f5 + 2%+ Disso, segue que

g2, g1 ~ f5 (mod f]cé) Portanto, pelo Teorema 3.14, segue o resultado. [

Teorema 3.19. Seja 7§ (V) = x(12),(1). Temos que V € uma supervariedade minimal

de crescimento n® se, e somente se, 1d9 (V) coincide com um dos sequintes Ty-ideais:

i) 1y = (T4 90,90, QUO0 f7)

T
) Iyngy = (T 05,0, QU0 fy 45 8) . onde 5 & um escalar em. .

2

Demonstragao. Temos f3 = [y1,y2,2] e f5 = z[y1,y2]. Como fi = [zy1,y2] +

[y2,2]y1, segue que g; ~~ fé' Ainda, temos g1 ~ f3, g ~ f37f?’, e g3, gs P> f3,f?/)'

Pelo Teorema 3.14, obtemos o resultado. O
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Teorema 3.20. Seja 73 (V) = x(1),a2)- Temos que V € uma supervariedade minimal
de crescimento n® se, e somente se, 1A (V) coincide com um dos sequintes Ty-ideais:
1y = (T 0, @O0, 1)

)
W)y p; = <FZT, 91, QW) fy 4 fi>T2 ;
i10) gy = <FZT, QW) f, 4 7fi>T , onde v € um escalar em F, v # 1.

2

Demonstragdo. Temos fi = z1[y, 22] e fi = [21, 22,y]. Note que g1 ~ fu, f1, g2, g3 ~

fi e g2 ¥ fa- Além disso, g3 ~ f4, pois fi = [21%32] - [21, Zz]y-

Por outro lado, fi+ fi = z10(y o 22) — (210 22)y — 290 (y2z1), assim g4 ~ f1+ f},

consequentemente g4 ~> f; (mod ff4) e g1 ~ f1(mod jfﬁ) Também temos, para

Y # 1, fut fi~ fi(mod I, yyp,), portanto gy~ f1(mod Iy, ). =

Assim, do Teorema 3.14, segue o resultado.

Teorema 3.21. Seja 1§ (V) = Xo,2,1). Temos que V € uma supervariedade minimal
de crescimento n® se, e somente se, 1d" (V) coincide com um dos sequintes Ty-ideais:
i) Iy = (U], 92, Q7Y fr)o s

ZZ) If7+2f§ = <FZT7 92, 94, Q@,(Zl)’ f7 + 2f§>T2 = <FZ7" 92, 94, Q@7(271)>T2 )

101) Ly gy gy = (T, g2, Q%Y fr + 7f§>T2 , onde v é um escalar em F, v # 2.

Demonstragao. Temos f; = [21, 20, 23] + [23,22,21] € fi = z1]z3, 22] + 23[21, 22].

Como f1 = |29, 23, 21] — [29, 2321], segue que g; ~ fh-

Além diSSO, g1~ f77 também gs ™~ f77f’§ € g2, 94 ,7[/) f7afé' Temos f7 + 2fé =

[21023, 29], logo g1, g1 ~ fr+2f;. Consequentemente gy, g4 ~ f7 (mod 7f§) € 91,94~

fé (mOd ’Ivf7)

Para v # 2, fr+2f, ~ fi (mod ’Ivf7+7f§), entdo g1, g4 ~ f7(mod 1:}7+7f§)- Usando

o Teorema 3.14, finalizamos a demonstragao. O]

Logo, finalizamos a classificacao de todas p-variedades minimais geradas por

algebras unitdrias com crescimento cubico.
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3.3 (-variedades minimais de crescimento n*,

k>4

Nesta secao vamos generalizar o procedimento da secao anterior para classificar

as @-variedades minimais geradas por dlgebras unitarias de crescimento n*, k > 4.

Considere a decomposicao do Hy-caracter de I'}
X(Ff) = Z m)\,,uX)\,u:
(A u)Fk

onde my , ¢ a multiplicidade do caracter irredutivel x5 ,.

Para cada par de partigdes (A, 1) F k, existem m, , = m vetores de peso maximo
Y -proprios f iu’ f i,p -+, J{, linearmente independentes. Dado um par de partigoes

(A, 1) F k, denotamos por VM = spanp{fy ,, f3 ., -, fi0}-
Com a notacao estabelecida acima, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.22. Seja V uma p-variedade gerada por uma dlgebra unitaria e con-

sidere

(V) = Z T XA g

(Ap)kk

a decomposi¢ao do seu k-ésimo p-cocaracter proprio. Entao my, = 1, para algum

par de particoes (A, ) - k se, e somente se, dimp (VM NId?(V)) =m — 1.

Demonstracao. Suponha que V é uma p-variedade tal que exista um par de particoes

- . VAn e
(A, i) F k commy,, = 1. Provaremos que dimp m = 1.Sejam f) ,, [, €
VAm - e
m, com [, [\, # 0. Temos que f, ,, f), sao linearmente dependen-

tes. De fato, se aﬂ#ﬂ—ﬁﬂw =0, com a, 3 € F, entao af§7u+ﬁf§7u € Id*(V). Como
Fow fiu ¢ 1d*(V) e my, = 1, o nimero maximo de vetores de peso maximo Y-
préprios associados ao par de partigdes (A, ) F k ndo identidades de V linearmente
independentes é 1. Entdo devemos ter a3 # 0. Portanto, dimp (VM N1d?(V)) =

m — 1.
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Reciprocamente, suponha dimp (VA*N1d¥(V)) = m — 1. Como dimp VM = m,

‘/)\,p,
temos que dlm ———— = 1. Logo, nao existem 2 vetores de peso méximo
q F ‘7A7Mm11¢(V) go,
| d d b d —)\, A =
Y -proprios linearmente independentes na base de . SSim, 771 1.
p p p "Aaﬂﬂl]w(]}) )\,/.L

]

Seja f, . um vetor de peso méaximo Y-préprio associado ao par de partigoes
(0,7) | k tal que o caracter irredutivel x, . aparece na decomposigao de x(I'y) com

multiplicidade m, , nao nula. Para um par de parti¢oes fixo (A, ) - k, definimos

Q)\’“ ={for 1 (o,7) K, (0,7) # (A, 1)}

Como na classificacao das p-variedades minimais de crescimento ctbico, temos

a seguinte observacao.

Observagao 3.23. Seja (\, ) F k. Se para cada fi,w existe um par de particoes
(o,7) F k, (0,7) # (A, ) e um vetor de peso mdzximo Y -préprio f,, tal que f, .~

f/{’“, para i =1,...,m, entdo nao existe uma p-variedade V tal que w7 (V) = xa -

Agora podemos classificar as ¢-variedades minimais de crescimento n*, k > 4,
exibindo os seus T¥-ideais. Com a notacao estabelecida acima, considere W** um
subespaco de VM com dimp WM = m — 1, BM* uma base de WM e h € VM tal

que h & WAH,

Defina os seguintes T?-ideais:

; (Lo, QM BM [y, o) - - [Yks1s Ykso)) gy s S€ Kk € par e ¢ é um automorfismo
k= .
<Ff+1, QA7H7 B’\’“>T¢ ) caso contrario

iy = (Te—js fse + (0,8 F (k—7) tal que fs¢ 4 h (mod Iy—ji1))pe » Para 1 <
j<k—2

Temos

[, C Ly C - Cly

Note que o T¥-ideal I, depende da escolha do subespaco W™ e do vetor de peso

maximo Y -préprio h.
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Proposicao 3.24. A p-variedade U determinada por I € minimal de crescimento

nk k> 4.

Demonstracao. Pelo Lema 2.7 e pelo fato de h ¢ I, a p-variedade U tem crescimento
n* k > 4. Como h & I,, a multiplicidade my,, correspondente ao caracter irredutivel
o em 7F (U) é nao nula. Como 7f(U) < x(I'7) e QM C I, segue que 7 (U) =
My X, Além disso, como BM C I e h & I, temos que, pela Proposigao 3.22,

dimp (I, N VM) =m — 1, e consequentemente 7 (U) = xx -
Agora vamos verificar que a condicao i7) do Teorema 2.9 é satisfeita.

Seja fs¢ um vetor de peso maximo, com (6,&) Fr < k — 1, tal que fs¢ & Io.
Como I, C I, segue que fs¢ & I.. Logo, pela definicao de I, fs¢ ~ h(modI,4),
ou seja, h € (fse, Lrs1)po © (fsg,12) 7y, isto é, fs¢ ~ h(mod I5). Portanto pelo

Teorema 2.9, a variedade U é minimal de crescimento n*. [

Proposicao 3.25. Seja V uma p-variedade minimal de crescimento n*, k > 4 ge-
rada por uma dlgebra unitdria. Se (V) = xapu, entdo 1d?(V) = I, para algum
espaco vetorial WM de dimensdo m — 1 e para algum vetor de peso mdzimo Y -

préprio h associado ao par de particoes (A, ) F k.

Demonstracdo. Seja V uma o-variedade minimal de crescimento n*, k > 4 gerada
por uma algebra unitdria tal que 7f (V) = x» .- Pela Proposigao 3.22, dimp (VN
1d?(V)) = m—1. Considere BM = {fi,..., fm_1} uma base do espaco VA*NId? (V).
Como 7{ (V) = X, existe h € VM tal que h & 1d?(V). Seja I o T%-ideal construido

sobre essas condigoes.

Pela proposigao anterior, é suficiente provar que Iy C Id*(V). Temos I, C Id?(V).
Provaremos que para qualquer j € {1,...,k—2}, I_; C Id?(V). Com isso, provamos
a proposicao. Seja f;¢ um vetor de peso maximo associado ao par de parti¢oes
(0,€) F k—j, paraalgum j € {1,...,k—2}. Suponha que f5¢ € I;_; e f5¢ & 1d*(V).
Entdo pelo Teorema 2.9, f5¢ ~» h (mod 1d?(V)). Assim h = fy¢+p, com fse ~ fye e
p € 1d¥(V). Como h é multihomogéneo de grau k, podemos supor que os polindémios

]?5,5 e p sao multihomogéneos de grau k. Como a caracteristica de F' é zero e V
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é gerada por uma &lgebra unitaria, Id¥(V) é completamente determinado por seus
¢-polinémios Y-préprios multilineares e temos que p € (I'Y) . Logo p é combinagao
linear de consequencias de vetores de peso maximo associados aos pares de particoes
(A, p) k. Assim, p € I, C Iy_j4q, € entdo fs¢ ~ h(mod I;_;41), uma contradicao.

Portanto, f5¢ € Id*(V), o que completa a demonstracao. O

. - A .
Introduzindo a notagao Iy = I;"* provamos o seguinte teorema.

Teorema 3.26. Seja V uma p-variedade de crescimento n*, k > 4, gerada por uma
dlgebra unitdria, entio V € minimal se, e somente se, 1d?(V) = I})L"“, para algum

par de particoes (A, 1) F k e para algum vetor de peso mdximo h.



Consideracoes Finais

Nesta tese, estendemos a classificagao das variedades minimais geradas por algebras
unitarias de crescimento polinomial, feita por Giambruno, La Mattina e Zaicev em
[8], para as classes de superdlgebras e dlgebras com involucao, chamadas de ¢-

algebras. Aqui trabalhamos com ¢-dlgebras unitéarias.

Seja GG um grupo finito e A uma F-dlgebra associativa. Dizemos que A é uma

algebra G-graduada se A = @ AY ou seja, A é uma soma direta de subespacos e
geG

AW AM C AW para todo g, h € G.

La Mattina [25] em 2015, classificou as variedades minimais de algebras G-
graduadas dentro das variedades de crescimento quase polinomial determinadas por
Valenti [33] em 2011. Agora, pode-se pensar em determinar a decomposicao do co-
caracter dessas algebras G-graduadas que geram variedades minimais e, depois, na

classificagao das variedades minimais geradas por algebras G-graduadas unitérias.

Seja A = A® ¢ AM uma superdlgebra munida de uma involucao *. Dizemos
que * é uma involucdo graduada se (A@)* = A® ¢ (AM)* = AN, Neste caso,

chamamos A de x-superalgebra.

Seja A = A® @ AM uma superalgebra munida de uma involucdo graduada ou
de uma superinvolugao, isto é, uma aplicacao linear graduada * : A — A tal
que (a*)* = a, para todo a € A e (ab)* = (—1)des adeg P)pxg*  para quaisquer
elementos homogéneos a,b € A. Aqui, deg ¢ denota o grau do elemento homogéneo

ce Ay AW,

Observe que, se A é uma superalgebra tal que (A™M)2 =0 (2,2, = 0 em A), entdo
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a superinvolucao sobre A coincide com a involucao graduada sobre A e, particular-

mente se A = 0, coincide com a involucdo sobre A.

La Mattina e Ioppolo em [15] classificaram todas as subvariedades das variedades
de crescimento quase polinomial geradas por dlgebras com involucao graduada ou
com superinvolugao. Além disso, classificaram todas subvariedades minimais des-
sas variedades, dando uma lista completa de algebras de dimensao finita gerando
cada uma dessas variedades minimais. Em [30], Nascimento e Vieira apresentaram
a decomposicao dos (n)-cocaracteres das x-superdlgebras que geram as variedades

minimais determinadas em [15].

Com isso, é possivel pensar, em trabalhos futuros, na generalizagao dos resulta-
dos provados nesta tese, para a classe de x-superalgebras unitarias e para algebras
unitarias com superinvolucao, depois de determinar a decomposicao dos cocaracteres

dessas algebras com superinvolucao que geram variedades minimais.



Referéncias Bibliograficas

1]

C. W. Curtis and I. Reiner. Representation theory of finite groups and asso-

ciative algebras. New York: Interscience Publishers, 1962.

V. R. T. da Silva. Codimensoes, Cocaracteres, Identidades e Polinomios Cen-
trais Zo-Graduados da Algebm de Grassmann. Tese de Doutorado, Departa-

mento de Matemaética, Universidade Federal de Minas Gerais, 2008.

V. Drensky and A. Regev. Fxact asymptotic behaviour of the codimensions of
some P.I.algebras. Israel J. Math. 96 (1996) 231-242.

V. Drensky. Free Algebras and Pl-algebras. Springer-Verlag, Singapore, 2000.

V. Drensky and A. Giambruno. Cocharacters, codimensions and Hilbert series
of the polynomial identities for 2 x 2 matrices with involution. Canad. J. Math.

46 (1994) 718-733.

A. Giambruno.GL,, X GL,,-representations and x-polynomial identities. Com-

mun. Algebra 14 (1986) 787-796.

A. Giambruno, D. La Mattina and V. M. Petrogradsky. Matriz algebras of
polynomial codimension growth. Israel J. Math, 158 (2007) 367-378.

A. Giambruno, D. La Mattina and M. Zaicev. Classifying the Minimal Varieties
of Polynomial Growth. Canad. J. Math. Vol 6 (2014) 625-640.

A. Giambruno and S. Mishchenko. On Star-Varieties with Almost Polynomial
Growth. Algebra Colloquium (2001), 33-42.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 59

[10]

[11]

[14]

[15]

[16]

[17]

[21]

A. Giambruno and S. Mishchenko. Polynomial Growth of the *x-codimensions

and Young Diagrams, Comm. Algebra (2001), 29(1), 277-284.

A. Giambruno, S. Mishchenko and M. Zaicev. Polynomial identities on su-
peralgebras and almost polynomial growth. Special issue dedicated to Alexei

Ivanovich Kostrikin, Comm. Algebra 29 (2001), no. 9, 3787-3800.

A. Giambruno and A. Regev. Wreath products and P.I. algebras. J. Pure
Appl. Algebra 35 (1985) 133-149.

A. Giambruno; M. Zaicev. Polynomial Identities and Asymptotic Methods.
Mathematical Surveys e Monographs, American Mathematical Society, 122,

Providence R.I., 2005.

T. Gouveia, R. B. dos Santos and A. Vieira. Minimal x-varieties and minimal

supervarieties of polynomial growth. Preprint.

A. Toppolo and D. La Mattina. Polynomial codimension growth of algebras with
involutions and superinvolutions. Journal of Algebra 472(2017) 519-545.

G. James and A. Kerber. The Representation Theory of the Symmetric Group.
Addison-Wesley Publishing Company, London, 1981.

A. R. Kemer. The spechtian nature of T'-ideals whose codimensions have power

growth. Sibirsk. 19 (1978) no. 1, 54-69 (in Russian).

A. R. Kemer. Varieties of finite rank. Proc. 15th All the Union Algebraic Conf.,
Krasnoyarsh 2 (1979) (in Russian).

A. R. Kemer. Finite basis property of identities of associative algebras. Trans.

Algebra i Logika, (1987) Vol. 26, no. 5, 597-641.

D. Krakowski and A. Regev. The polynomial identities of the Grassmann al-
gebra. Trans. Amer. Math. Soc. 181 (1973) 429-438.

Yu. N. Malcev. A basis for the identities of the algebra of upper triangular
matrices (Russian). Algebra i Logika 10 (1971) 393-400; English translation:
Algebra and Logic 10 (1971).



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 60

[22]

[23]

[25]

2]

[27]

[28]

[29]

[30]

[31]

[32]

[33]

D. La Mattina. Varieties of almost polynomial growth: classifying their subva-

rieties. Manuscripta Math., 123 (2007) 185-203.

D. La Mattina. Varieties of algebras of polynomial growth. Boll. Unione Mat.
Ital. (9)1, no.3, (2008) 525-538.

D. La Mattina. Varieties of superalgebras of almost polynomial growth. J. Al-
gebra, 336 (2011) 209-226.

D. La Mattina. Almost polynomial growth: classifying varieties of graded alge-
bras. Israel J. Math., 207 (2015) 53-75.

D. La Mattina and F. Martino. Polynomial growth and star-varieties. J. Pure

Appl. Algebra, 220 (2016) 246-262.

D. La Mattina, S. Mauceri and P. Misso. Polynomial growth and identities
of superalgebras and star-algebras. J. Pure Appl. Algebra, 213 (11) (2009)
2087-2094.

D. La Mattina and P. Misso. Algebras with involution with linear codimensions

growth. J. Algebra, 305 (2006) 270-291.

S. Mishchenko and A. Valenti. A star-variety with almost polynomial growth.
J. Algebra, 223 (2000) 66-84.

T.S do Nascimento and A.C. Vieira. Superalgebras with graded involution and
star-graded colength bounded by 3. Linear and Multilinear Algebra, (2018).
http://doi.org/10.1080/03081087.2018.1478947

A. Regev. Existence of identities in A ® B. Israel J. Math. 11 (1972) 131-152.

A. Valenti. The graded identities of upper triangular matrices of size two. J.

Pure Appl. Algebra, 172 (2002) 325-335.

A. Valenti. Group graded algebras and almost polynomial growth. J. Algebra,
334 (2011) 247-254.



