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”But at night, when all the world’s asleep
The questions run so deep for such a simple man”

The Logical Song, Roger Hodgson and Richard Davies.
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Resumo

Nessa dissertacao estamos interessados no estudo das cotas para o grau minimo de
uma identidade polinomial em varidveis simétricas para a F-algebra My, (F) com a in-
volugao simplética s (F um corpo de caracteristica 0). Apresentaremos a demonstracao
do resultado dado em [11], que estabelece para m > 1 um inteiro positivo e IF um corpo
qualquer, que (Ms,,(F), s)* satisfaz uma identidade multilinear de grau 4m — 3. Apresen-
taremos também a construgao e a implementagao em GAP de uma base para a F-algebra
Mym (C) que é particularmente interessante por ser composta por elementos invertiveis,
que sao simétricos ou antissimétricos com relacao a involucao simplética. Acreditamos
que, explorando a fundo as propriedades dessa base podemos a ultilizar para encontrar
outras *-identidades polinomiais para Mam (C).

Palavras chaves: Algebra de matrizes, Involugao, Identidades, Base, *-identidades.
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Abstract

In this work we are interested in the studying lower and upper bounds for the degree
of the polynomial identity in symmetric variables for the F-algebra My, (F) endowed with
the symplectic involution s (F a field of characteristic 0). We will exhibit the proof of result
given in [11], wich establishes that (My,,(F), s)" satisfies a multilinear identity of degree
4m — 3 for m > 1 a positive integer and F a field. We will also present the construction
and the GAP implementation of a basis for the F-algebra Myn(C), wich is particularly
interesting since their elements are invertible and each one of them is symmetric or skew
with respect to the symplectic involution. We believe that exploring deeply the properties,
of this basis we can use it to find new identities for Msm(C) with involution s.

Keywords: Matrix algebra, Involution, Identity, basis, *-identity.
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Lista de Simbolos

e U(A): Grupo das unidades (elementos invertiveis) da F-algebra A.

e C,: Grupo ciclico de ordem n.

e 29: Conjugado de x por g, isto é, g 'zg.

e [z,y]: Comutador de x e ¥y, ou seja, x~ 1y lay.

e (': Subgrupo derivado de G, ou seja, [G,G] = ([z,y] | z,y € G).

e Cls(g): Classe de conjugacao de um elemento g do grupo G, ou seja, {¢g*| x € G}.
e Cg(H): Centralizador do subgrupo H em G, ou seja, {g € G| gh =hg ¥V h € H}.
e x: Produto direto.

e x: Produto semi-direto.

e ®: Produto tensorial.

e @: Soma direta de algebras.

e +: Soma direta de médulos.

e [ aR: Iéum ideal de R.

e S,: Grupo simétrico de grau n, ou seja, grupo de permutagao do conjunto {1,...,n}.
e Char(F): Caracteristica do corpo F.

e sgn(o): Sinal da permutacao o.
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Introducao

As F-algebras sao objetos de grande importancia na Teoria de Anéis. Dentre elas,
estd a importante classe das F-algebras com identidades polinomiais, ou seja, as F-algebras
que satisfazem polindomios nao nulos em variaveis nao comutativas, também denominadas
PI-algebras. Essa classe de dlgebras foi considerada inicialmente por M. Dehn no artigo
[5], em 1922, motivado por problemas de Geometria Projetiva.

Em meados de 1937, no artigo [25], W. Wagner demonstrou que o polinémio
f(xh L2, $3) = (I1$2 - $2$1)2$3 - $3($1$2 - $2$1)2

¢ uma identidade polinomial para a dlgebra de matrizes Ms(F) (F denotando um corpo).
Em 1950, Amitsur e Levitzki, no artigo [3]|, demonstraram que o polinomio standard de
grau 2n é uma identidade polinomial de grau minimo para a algebra de matrizes M, (F).
A partir daf um dos principais objetivos da PI-teoria se tornou a descricao das identidades
polinomiais satisfeitas por determinadas F-dlgebras.

Nos tultimos 50 anos, varias generalizacoes do conceito de identidades polinomiais
vém sendo estudadas. Em 1969, Amitsur demonstrou em [2] que uma F-dlgebra satis-
fazendo uma identidade com involucao é uma Pl-dlgebra, impulsionando assim o estudo
dessas identidades, também chamadas de *-identidades polinomiais. Nesse contexto, ire-
mos abordar nesta dissertacao um importante problema na descricao de *-identidades
polinomiais de (Ms,,(F), s): o problema de se determinar o grau minimo da identidade
polinomial em variaveis simétricas da algebra de matrizes com a involucao simplética s.
Esse problema ja foi resolvido, para os casos em que m = 1,2 através dos resultados de
D’Amour e Racine, feitos em [6]. Para m = 3 o mesmo foi resolvido por Racine e Rash-
kova nos artigos [17, 18|, respectivamente. Entretanto, quando m > 3, esse problema
permanece em aberto sendo apenas conhecidas a cota inferior e a cota superior para o
grau deste tipo de identidade. A cota inferior dada por 2m + 2 foi estabelecida em [8], por
Drensky e Giambruno. Ja a cota superior, que serd estudada de forma detalhada nessa
dissertagao, é dada por 4m — 3 e foi obtida por J.D Hill, em [11].

Quando F é um corpo de caracteristica zero o estudo das identidades polinomiais (x-



identidades) satisfeitas por uma F-dlgebra pode ser reduzido ao estudo dos polindémios
multilineares (ou #-polinomios multilineares), o que é bastante vantajoso principalmente
pelo fato de que para verificar se um polindmio multilinear é ou nao uma identidade
de uma F-algebra de dimensao finita, basta aplicd-lo nos elementos de uma base dessa
algebra. Desse modo, a fim de se encontrar x-identidades polinomiais para [F-algebras
de dimensao finita, se torna interessante procurar bases para essas F-algebras com boas
caracteristicas. Nessa dissertagdo vamos expor a construgao de uma base, feita em [14],
para (Man (C), s) que tem a surpreendente propriedade de que todos os seus elementos sao
invertiveis e sao simétricos ou antissimétricos com relagao a involugao simplética. Mais
ainda, os elementos dessa base que sdo simétricos formam uma base para (Maym(C), s)™ e
os elementos que sdo antissimétricos formam uma base para (Mom(C),s)~.

No primeiro capitulo, definiremos alguns conceitos basicos e estabeleceremos resultados
importantes dentro da teoria de R-mddulos e F-algebras. Veremos que a &algebra de
grupo de um grupo finito sobre um corpo de caracteristica zero é semissimples e que
suas componentes podem ser vistas como anéis de matrizes sobre anéis de divisao. Nesse
sentido, iremos estudar a classificagao dos chamados grupos extra-especiais com o intuito
de decompor a dlgebra de grupo de um 2-grupo extra-especial sobre os nimeros complexos.
Isso sera importante para a construcao da base supracitada.

No segundo capitulo, iremos definir PI-algebras e expor o processo de multilinearizagao
com o intuito de demonstrar que o ideal de identidades polinomiais de uma PI-algebra A
sobre um corpo de caracteristica zero é gerado por identidades multilineares de A. Ainda
nesse capitulo, serao estudadas as identidades de traco, estaveis e alternadas que serao im-
portantes para a compreensao do resultado de Hill. Ao final do capitulo, demonstraremos

que para uma F-dlgebra A, com dimgp A = n < 0o, o polindbmio

Strpi1(x1, ..o Tpy1) = Z SGN(0) To(1)Zo(2) - - - To(nt1)

0ESH+1

¢ uma identidade polinomial para A, com o intuito de concluir que os polinémios St,, (1, . . .

com m > n? + 1, sao identidades polinomiais para M, (FF).

No terceiro capitulo, vamos definir e dar exemplos de dlgebras com involugao, entre eles
iremos apresentar a algebra de matrizes com involugao simplética, cujo o estudo das suas
«-identidades (que serao definidas neste mesmo capitulo) de grau minimo é o principal
objeto de estudo dessa dissertacao. Além disso, ao longo do capitulo serao caracterizadas
as involucoes da dlgebra de matrizes nxn sobre um corpo IF de caracteristica zero. Por fim,

demonstraremos para o caso em que F é um corpo algebricamente fechado que o T*-ideal
de (M,(F),*) é tal que Id(M,(F),*) = Id(M,(F),t) ou Id(M,(F),*) = Id(M,(F),s),



onde t é a involugao transposta e s a involugao simplética.

No quarto capitulo, baseando-se no artigo [11], iremos detalhar a demonstragao do
resultado que constréi para um inteiro m > 1 e F um corpo qualquer, uma identidade
multilinear de grau 4m — 3 para (Ms,,(F),s)", esse resultado estabelece uma cota su-
perior para o grau minimo de uma identidade polinomial em varidveis simétricas para
(Mo, (F), s). Iremos ainda expor a construcao e a implementacao da base, feita em [14],
no software livre GAP [23], que tem propriedades interessantes de serem estudadas no

contexto da involugao simplética de Mom (C).



Capitulo 1

Conceitos basicos

Nesse capitulo estamos interessados em definir alguns conceitos basicos. Além disso, ao
longo do mesmo, teremos como objetivo principal a compreensao da decomposicao da
algebra de grupo de um 2-grupo extra especial. Atentamos ainda para o fato de que nas
duas primeiras secoes desse capitulo nao iremos fazer nenhuma restricao sobre o corpo
F com o qual estaremos trabalhando, porém em um certo ponto da terceira secao sera

exigido que F = C, isto é, iremos trabalhar sobre o corpo dos nimeros complexos.

1.1 R-Moddulos e F-algebras

Nessa segao iremos elucidar alguns conceitos relativos a estrutura de R-moddulos e F-
algebras com a finalidade de garantir que a dlgebra de grupo de um grupo finito sobre
um corpo de caracteristica zero é uma algebra semissimples, cujas componentes simples

podem ser vistas como algebras de matrizes sobre anéis de divisao.

Definigao 1.1. Seja R um anel. Um grupo abeliano M (aditivo) é chamado um R-mddulo
a esquerda sobre R se, para cada elemento r € R e m € M, temos definido um produto
rm € M tal que:

(1) (r+s)m =rm+ sm,

(1) (rs)m = r(sm),

(i17) r(my + mo) = rmy + rmo,

(tv) 1.m =m, se R possui unidade.

para todo r,s € R e m,my,my € M.

Podemos definir analogamente um R-moédulo a direita. Neste trabalho utilizaremos o

termo R-moédulo como uma abreviagao para R-modulo a esquerda. Claramente, um anel



Conceitos basicos

R é um modulo sobre si mesmo, além disso, se I é um ideal a esquerda de um anel R
entao I é também um R-médulo. Notemos ainda que, se R = F é um corpo, o conceito
de F-moédulo coincide com a nocao de espaco vetorial sobre F. Assim, o espaco F”, dos
vetores coluna com suas n coordenadas em F e o espago M, (FF), das matrizes n X n com

entradas em [, com as operacoes usuais, sao exemplos de F-moédulos.

Exemplo 1.2. Dado qualquer automorfismo o de M, (F), o grupo abeliano F" pode ser

visto como um M, (F)-mddulo, com o produto definido por

M,(F) x F* — F"

(X,v) — o(X).v

onde - denota a multiplicagao usual de matrizes. Nesse caso, dizemos que F™ é um M, (F)-

modulo com o produto induzido por o.

Definicao 1.3. Sejam R um anel e M um R-mddulo. Um subconjunto nao vazio N C M
¢ chamado um R-submddulo de M se as sequintes propriedades sao satisfeitas:

(i) n1 +nq €N,

(i7) rn € N,
para todos ni,ng,m € N er € R.

Se V' é um espago vetorial sobre um corpo I, entao os F-submdédulos de V' sao precisamente
seus subespacos vetoriais. Em geral, todo médulo nao nulo M contém pelos menos dois

submddulos, M e {0}, os quais sdo chamados triviais.

Definicao 1.4. Seja R um anel unitdrio. Um R-moddulo M é chamado simples se M #

{0} e seus unicos R-submddulos sao os triviais.

Observe que F™ nao é um F-mdédulo simples, ja que todo subespaco de F™ é um [F-
submodulo. No entanto, veremos no proximo exemplo que F”, com o produto induzido

por qualquer automorfismo o de M, (F), é um M, (F)-médulo simples.

Exemplo 1.5. Sejam F um corpo e o um automorfismo de M,(F). O médulo F™ com o
produto induzido por o é um M, (F)-mddulo simples.
De fato, sendo N # {0} um M, (F)-submddulo de F™. Entio N contém um elemento
v nao nulo. Assim, tomando a € F e considerando v; uma coordenada nao-nula de v, por
o ser um automorfismo de M, (F) temos que, para cada j € {1,...,n}, existe uma matriz
A; tal que
Q@

o(Aj) = —eji,

)
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Conceitos basicos

onde ej; denota a matriz elementar com 1 na (j,i)-entrada e 0 nas demais entradas.

Desse modo,

Av = o(4))v
(6%
= —ejiv
i
(0%
= —Uiej
)

= ozej.

Agora, pelo fato de « ter sido escolhido arbitrariamente e N ser um M, (F)-submddulo,

seque que ae; € N, para todo o € F eje{l,...,n}. Logo N =F".

Exemplo 1.6. Sejam F um corpo e j € {1,--- ,n}. O ideal (a esquerda) de matrizes
colunas
0 -~ 0 ay 0 -~ 0
Lj: ,CLUGF,VZG{L,H}
0 -+ 0 ap 0 - 0

¢ um M, (F)-mddulo simples com a operac¢ao usual.

De fato, suponha que J C L; é um M, (F)-submddulo ndo-nulo, entdo existe
a = bljelj + b2j€2j —+ ... bnjenj € J,

com algum b;; # 0.
Observe que, ey;a = bjje1j, exa = bjjea;, ..., enia = bije,;, portanto bijey; € J, V k €

{1,...,n}.

Desse modo,
1
(b—ekk) (bm’@]ﬁ) =€k € J VEke {1, ... ,n}
]
logo,
(akjekk) (ekj) = Qi€ € J Vke {1, e ,n}.

Portanto, L; C J e, consequentemente, L; € simples.
Definicao 1.7. Sejam M e N dois mddulos sobre um anel R. Uma aplicacdo

f: M — N é um homomorfismo de R-mddulos, se f é um homomorfismo de grupos

aditivos e
f(rm) =rf(m),

para todor € R em € M. No caso em que f for também uma bijecao dizemos que f €

um isomorfismo e que M e N sao R-maddulos isomorfos.

6



Conceitos basicos

Exemplo 1.8. Sejam L; e L; dois ideais de matrizes colunas com i,j € {1,--- ,n} eF

um corpo. A aplicagao f: L, — L; definida por:

0 -+ 0 ay 0 -+ 0 0 -+ 0 ay 0 --- 0
. o .
0 - 0 ay 0 -+ 0 0 -+ 0 ay 0 --- 0
— i-€sima coluna — j-ésima coluna

¢ claramente um isomorfismo de M, (F)-mddulos.

Podemos ver entdao que L; e L; sao M, (F)-mddulos simples e isomorfos para todo

i,j €{1,---,n}. Em geral temos o seguinte resultado.
Proposicao 1.9. Se F é um corpo, entdo todos os M, (F)-mddulos simples sao isomorfos.

Demonstragao. Seja N um R-médulo simples, onde R = M,,(FF). Do que foi comentado

acima, basta provar que existe i € {1,--- ,n} tal que N é isomorfo ao ideal de matrizes

colunas L;. Desde que N = 1N C RN C N, temos pela simplicidade de N, RN = N.
Como R = ZL,; e N # {0}, existe i € {1,--- ,n} tal que L;N # 0. Portanto, existe

i=1
n € N tal que [;n # 0 para algum [; € L;. Consideremos, entao, a aplicacao

Claramente, f é um homomorfismo de grupos aditivos com conjunto imagem f(L;) # {0}
e satisfaz f(rl;) = rf(l;), para todo r € Re l; € L;. Como f(L;) é um R-submédulo
de N e N é um R-mddulo simples, entdao f(L;) = N. Por outro lado, como o nicleo
Ker(f) é um R-submdédulo de L; tal que Ker(f) # L; e L; ¢ um R-mddulo simples, entao
Ker(f) = {0}. Portanto, f é um isomorfismo de R-mddulos.

Definicao 1.10. Seja A um espago vetorial sobre um corpo F. Dizemos que A € uma

F-dlgebra associativa, se A for um anel associativo tal que
a(ab) = (ca)b = a(ab) Va,be AeacF.

Dizemos que A é uma F-algebra comutativa, quando A for um anel comutativo. No
caso em que A for um anel com unidade, dizemos que A é uma F-algebra com unidade,

e nesse caso pode-se observar o subanel F.1,4 (que é isomorfo a IF) estd contido no centro
de A.



Conceitos basicos

Definiremos a dimensao de uma F-algebra A como sendo a dimensao de A como espaco
vetorial sobre F. Desse modo, dizemos que A é uma F-dlgebra de dimensao finita se A
for um espaco vetorial sobre F de dimensao finita.

Por fim, uma [F-algebra A é gerada como &lgebra por um subconjunto S, se todo
elemento de A pode ser escrito como combinagao linear de produtos da forma s;,s;, ... s;,
onde s;; € S. Nesse caso, escrevemos A = (S5).

A seguir vamos dar alguns exemplos de algebras associativas. Entre elas, iremos

definir as algebras de grupos e as algebras livres associativas unitarias, que sao algebras

de extrema importancia para o desenvolvimento dessa dissertacao.

Exemplo 1.11. A dlgebra das matrizes n xn com entradas em F, denotada por M, (F), é
unitdria e nao comutativa para todon > 2. Além disso, M,,(F) é uma dlgebra de dimensao

finita com dimensdo igual a n?.

Exemplo 1.12. Seja F um corpo, G um grupo finito e g1, go, ..., gn Seus elementos. O

congunto de todas as somas formais

2”: Aigi com \; €T,

i=1

munido com as operacoes de adi¢do e multiplicacao por escalar, definidas por

n

uto=Y (N+a)g e = Zn:Mz-gi,
i=1

i=1

onde u = Z?zl Aigi € v = Z?zl @i Gi-

E um espaco vetorial sobre F de dimensdao n, denotado por FG. Os elementos g1, gs, - - -, Gn
formam uma base para FG, chamada de base natural.

Agora, munindo o espaco FG com a multiplicacao, definida por

(Z )\gg> . (Z,m) = (Z /\g,uh(gh)> . com A €C

geCG heG g9,heCG

pode-se observar que obtemos uma F-dlgebra, denominada a dlgebra de grupo de G sobre
F.

Exemplo 1.13. Seja X = {x1,xs,...} um conjunto enumeravel de elementos nao comu-
tativos. Uma palavra em X € definida como sendo uma sequéncia de variqveis x;, T;, . . . T;, ,
onde z;; € X en € N. No caso em que n = 0 temos uma palavra, denominada vazia e

denotada por 1.



Conceitos basicos

Seja F(X) o espaco vetorial tendo como base todas as palavras de X, incluindo a
palavra 1. O produto de um escalar de F com uma palavra serd denominado um monomio

e os elementos de IF<X> serao chamados polinomios, além disso, se [ € F<X> escrevemos

f = flxy,29,...,2,) para indicar que x1, T, ..., T, SG0 as Unicas varidveis que aparecem
em f.
Por fim, definimos o produto de dois monomios ox; x;, ... T, € Brj Ty, ..., T , €m

IF<X > por justaposicao, isto €,
(axiy @iy ... 4,) (BT 2y .. ), ) = QBT Tiy - T4 Tjy Ty - .. T,

Com esse produto definido em IF<X> obtemos a dlgebra unitdria associativa livre gerada

por X.

Definicao 1.14. Dizemos que um subespaco vetorial B de A é uma subdlgebra de A se
B for um subanel de A.

Por exemplo, a F-algebra das matrizes triangulares superiores UT,, () é uma subélgebra

da dlgebra de matrizes M, (F).

Definigao 1.15. Uma aplicagio linear ¢ : Ay — Ao entre duas F-dlgebras Ay e Ay €

um homomorfismo de F-dlgebras, se para quaisquer a,b € Ay vale a sequinte propriedade:

¢(ab) = ¢(a)p(b).

Dizemos que ¢ é um isomorfismo se ¢ for um homomorfismo bijetor. Nesse caso,
dizemos que A; e As s@o isomorfas e escrevemos A; = As.

Destacamos abaixo alguns fatos importantes sobre homomorfismos de dlgebras:
e ¢ ¢ injetor se, e somente se, Ker(¢) = {0}.

e Scja ¢ : A — B um homomorfismo de F-dlgebras. E facil ver que Ker(¢) é um
ideal de A e I'm(¢) é uma F-subélgebra de B.

e Pode-se provar que A/Ker(¢) = Im(¢). Este resultado é conhecido como o Teorema

do isomorfismo para algebras.
Definicao 1.16. Sejam Iy, I, ... I} ideais a esquerda de uma F-dlgebra A. Escrevemos
A=LoOL® - &Iy
e dizemos que A € a soma direta de I, 15, ... I, como A-mddulos, se:

9
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[ ] A:[1+[2++[k;

k
. IiﬂZIj = {0}, para todo i € {1,...,k}.
=1
2
Definigao 1.17. Sejam Ay, As, ... Ay subdlgebras de uma F-dlgebra A. Escrevemos
A=4048  @ A

e dizemos que A € a soma direta de Ay, As, ... A, como dlgebra, se:

[ ] A:A1+A2++Ak,

k
. AiﬂZAj = {0}, para todo i € {1,...,k},
=1
JF

o A;A; =0, para todo i,j € {1,...,k}, comi# j.
Definicao 1.18. Seja A uma F-dlgebra, dizemos que

1. A é simples, se A> # {0} e esta nao possui ideais bilaterais.

2. A ¢ semissimples, se pode ser escrita como a soma direta (nao necessariamente

finita) de A-mddulos simples, isto €, ideias a esquerda minimais.

3. A € nilpotente, se existe n € N — {0} tal que A™ = {0}. O menor natural positivo

n com essa propriedade é chamado de indice de nilpoténcia de A.

Exemplo 1.19. Pode-se verificar que a dlgebra de matrizes nxn estritamente triangulares

superiores, € uma dlgebra nilpotente com indice de nilpoténcia n.

O Teorema de Maschke, enunciado a sequir, estabelece que a dlgebra FG discutida no

Exemplo 1.12 é uma dlgebra semissimples, quando F é um corpo de caracteristica zero.

Teorema 1.20. (Maschke) Seja G um grupo finito e F um corpo. Entdo a dlgebra de
grupo FG € semissimples se, e somente se, a caracteristica de F ndao divide a ordem do

grupo G.

Demonstragao.
Ver([16], pg.140).
]
Seja A uma F-dlgebra semissimples de dimensao finita. O teorema que enunciaremos

a seguir é devido a Joseph Wedderburn e Emil Artin, e nos diz que sob essas condigoes a

10
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F-algebra A é isomorfa a uma soma direta, de um nimero finito, de algebras de matrizes
com coeficientes sobre anéis de divisao, classificando dessa forma todas as F-algebras
semissimples de dimensao finita. Para uma melhor compreensao deste teorema iremos,

antes de enunciéa-lo, provar o seguinte resultado:

Proposigao 1.21. Sejam n um inteiro positivo e D um anel de divisao. Entdo a dlgebra

de matrizes M, (D) é uma dlgebra simples.

Demonstracao. Seja I um ideal de M, (D). Vamos mostrar que se I # {0}, entao
I =M,(D).

De fato, se I # 0 entdo existe A = (a;;) € I com pelo menos uma entrada ay, de A
nao-nula. Defina B; = e;, Aey;, um calculo direto mostra que as entradas de B; sao todas
iguais a 0, exceto a entrada (7,7) que é igual a apng, isto é, B; = apxey;.

Sendo I < M, (D), temos pela definicao de B; que B= By + By +...B,, € I e, pelo o
que foi observado acima, B é uma matriz diagonal com todas as suas entradas na diagonal
iguais & apx, # 0. Portanto, B € I é invertivel e, consequentemente, I = M, (D).

Teorema 1.22. (Teorema de Wedderburn-Artin). Seja A uma F-dlgebra semissimples
de dimensao finita. Entao, A € isomorfa a uma soma direta, de um niumero finito, de

algebras de matrizes com coeficientes sobre anéis de divisao, ou seja:
Y
k
A= @ M, (D;)

onde cada D; € um anel de divisao.
Em particular, se B € um corpo algebricamente fechado, pode-se mostrar que D; = T,

para todo i € {1,...k}, além disso,

1.2 Grupos extra-especiais

Nessa secao iremos definir e expor a classificacao dos grupos extra-especiais.
Definicao 1.23. Um p-grupo finito nao abeliano G € dito extra-especial se satisfaz:
1. Z(G) =G

2. 12(G)| = p.

11
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Exemplo 1.24. O grupo diedral de ordem 8

D, = <a,b |a* =b*=1; bab™' = a_1>

D,
{1, ab, a?, a®b} (a) {1,b,a?, a’b}

{1}

¢ extra-especial, pois é um 2-grupo ndo abeliano com Z(D,) = D) = (a*) e |Z(D,)| = 2.
Exemplo 1.25. O grupo dos quatérnios

Qs = <a,b | a* =1; a* =% bab™' = a_1>

{1}
¢ também extra-especial, pois € um 2-grupo ndao abeliano, com Z(Qg) = Qp = (a*) e

1Z(Qs)| = 2.

Observe que tanto D, quanto Qg tém ordem 23. Além disso, pelo o que vimos acima,
ambos sdo extra-especiais. Em geral, todo grupo nao abeliano de ordem p® é extra-

especial, como veremos na proposicao a seguir.
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Proposicao 1.26. Todo grupo nao abeliano de ordem p® € extra-especial.

Demonstracao. Seja G um grupo nao abeliano de ordem p®. Sabemos que todo p-grupo
tem centro nao-trivial, portanto as tnicas possibilidades para a ordem do centro de G
sao |Z(G@)| = p* ou |Z(G)| = p. Suponhamos por absurdo que |Z(G)| = p?, entdao pelo
teorema de Lagrange, |G/Z(G)| = p e, consequentemente, G/Z(G) é um grupo ciclico,
o que é uma contradicao, pois nesse caso teriamos como consequéncia que G é abeliano.
Assim, concluimos que |Z(G)| = p.
Agora, como |Z(G)| = p obtemos que |G/Z(G)| = p?, logo G/Z(G) é abeliano e
G' < Z(@). Entao, por G ser nao abeliano G' = Z(G).
|
Os grupos de ordem p? serao essenciais para a classificacao dos grupos extra-especiais,
por esse motivo é essencial conhecermos primeiro esses grupos. Observe que acima ja
foram estudados todos os grupos extra-especiais de ordem 23, entdao nos resta caracterizar

todos os grupos nao-abelianos de ordem p*, para p um primo fmpar.

Definigao 1.27. Sejam G e H dois grupos e 0 : H — Aut(G) um homomorfismo de
grupos. O produto semi-direto de G por H, denotado por G xgH (ou simplesmente G x H,

quando o automorfismo 0 estiver subentendido) é o conjunto
GxH=/{(g,h)]ge G e heH},

munido com a operagao:

(91, 71)-(g2, h2) = (g1-0(h1)(g2), h1.h2).

Observe que com a operacao definida acima o produto semi-direto de G por H é
um grupo e, com excec¢ao ao caso em que 6 for o homomorfismo trivial, esse grupo sera
nao-abeliano.

A partir dessa observacao podemos construir, para p um primo impar, dois p-grupos
nao-abelianos de ordem p*. Comegamos considerando os grupos ciclicos G = Cp2 = (),

H = C, = (y) e o automorfismo
0: H— Aut(G)
y—0y):G— G

x — Pt

O grupo N = C2 xy C,, tem ordem p* e o homomorfismo 6 é nao trivial. Portanto N é

um p-grupo extra-especial, ao qual podemos dar a seguinte apresentacao:
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N = <x,y} = Ly = 1;2Y = xp+1>.

Considere agora os grupos G = C), x C,, = (z) X (2) , H = C, = (y) e o automorfismo

v H— Aut(Q)
yn—)@(y):G—>G
Tr— 2T

Z— Z.

O grupo M = (C, x C,) %, C, tem ordem p* e 0 homomorfismo ¢ é nao trivial. Assim,

M também é um p-grupo extra-especial, com apresentacao:

M= (z,y,2| 2P =y’ = 2" = Li[a,y] = 2 (2, 2] = [y, 2] = 1).

Veremos a seguir que na verdade os grupos Dy, Qg, N e M sao, a menos de isomorfismo,

0s Unicos p-grupos nao-abelianos de ordem p?.

Definicao 1.28. Um p-grupo abeliano G ¢é dito abeliano elementar, se todos os seus

elementos diferentes da identidade tem ordem igual a p.

Proposicao 1.29. Seja G um p-grupo extra-especial. Entao G/Z(G) é um grupo abeliano
elementar.
Demonstragao. Queremos mostrar que G/Z(G) é um grupo abeliano elementar, para
tanto devemos mostrar que z? € Z(G), para todo z € G.

Com efeito, usando a identidade de comutadores [ab,c] = [a, c]’[b, |, obtemos que

2 y| = [z,y]*. Seguindo

(22, y] = 272y 2%y = [z, y]*[z, y]. Agora, por Z(G) = G’, que [z
0s mesmos passos, por inducao, temos que [z",y] = [z, y|", para todo n € N.

Entao, por |G'| = |Z(G)| = p, [2P,y] = [z,y]’ = 1, para todo z,y € G, isto é,
e Z(G)VzedG.

Lema 1.30. Seja G um p-grupo extra-especial com Z(G) = (z) e z = [z, y] para z,y € G.

Entao, para todo inteiro k, temos que
(i) x*y = 2Fya®.

(ii) (yl,)k _ Z%(k—l)kykxk.

14



Conceitos basicos

Demonstracgao.

(i) Sendo [z,y] = z, temos que y'zy = xz = zx. Desse modo, para todo inteiro

k, obtemos (y‘lxy)k = 2F2F . Consequentemente, y‘lxky = 2% ou seja, a:ky =

Fyak.
(ii) A demonstracao do resultado serd feita por inducao.

Observe que, para k = 1 a igualdade se verifica. Suponhamos que a igualdade se

verifica para k — 1 e vamos mostrar que se verifica para k. Como

(yo)* = (yz)* ' (yx)

z%(k_z)k_lyk_lxk_lyx (por hipétese de indugao),

k=2)(k—1) k=1 k=1, k=1, _

pelo o que foi provado acima, temos que (yz)* = z3( yrhlr =

Y
k—1)k, k .k

23 ( y*x®. Dessa maneira, a igualdade é valida para k e o resultado segue do

principio de inducao matemaética.

Teorema 1.31. Seja G um grupo nao-abeliano com |G| = p3. Entdo

1. Se p=2 temos
G§D4 oy GgQg

2. Se p € impar, temos

G2ZN ou G=2M.

Demonstragcao. A demonstracao sera dividida em dois casos. Classificaremos primeiro
os grupos que contém pelo menos um subgrupo ciclico de ordem p? e depois aqueles em
que todo subgrupo ciclico nao trivial tem ordem p.

Caso 1. Suponhamos que existe z € G tal que H = (x) tem ordem p®. Entdao H <G e
G/H é ciclico de ordem p.

Consideremos inicialmente que p é um primo impar e tomemos u € G\H. Pela
Proposi¢ao 1.26 G é um grupo extra-especial, entdo z = [z,u] é tal que z € Z(G). Pela
Proposicao 1.29, temos que 2¥ € Z(G) e Z(G) = (aP). Dessa forma, 27 = 2' = [z,u]’ =
[z,u], para algum ¢ € N. Observe ainda que o elemento u' ¢ H, caso contrdrio ele
comutaria com z e entdo z? = [z,u]' = [z,u'] = 1, 0 que é uma contradi¢do. Fazendo
v = u', temos [z,v] = 2P e, consequentemente, ¥ = zP™!. Como H é um subgrupo

maximal de G, x é um gerador de H e v ¢ H é imediato que G = (x,v). Observe que
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vP € H, uma vez que a Proposi¢ao 1.29 nos diz que, o? € Z(G) = (a?) C (z) = H.
Entretanto v nao gera H, caso contrario GG seria ciclico, o que é um absurdo. Logo,

vP = 2P* para algum k € N.

Consideremos y = wvz™*. Como p é fmpar e pelo Lema 1.30, temos que y? =
Lip— _ , . —k .
22 Vpype—hp — 1. Além disso, z¥ = z¥* = z¥ = 2Pt!. Dessa forma, concluimos
que G = N.

Se p = 2, entao |G| = 8 e sendo G um 2-grupo extra-especial, temos Z(G) = (z?).

2 e, por conseguinte, z¥ = 7. Sendo G/Z(G)

Consideremos y € G\ H. Entao [z,y] =z
um 2-grupo elementar, temos y?> € Z(G) e portanto y?> = %, para algum j € N. Se j
for par, temos y? = 1 e desse modo G = D,. Se j for impar, temos y? = x? e portanto
G = Qs.
Caso 2. Agora vamos Supor que todo subgrupo ciclico de G tem ordem p. Entéao,
2 =1V z € G e p é um primo impar (caso contrario G seria abeliano). Seja H um
subgrupo maximal de G. Entao |H| = p?, H < G e H é um p-grupo abeliano elementar.
Assim, H N Z(G) # 1 e portanto Z(G) C H. Tomando y € G\H, v € H\Z(G) (z ey
distintos) e z = [z,y] € G’ = Z(G). Obtemos, G = (x,y,z); aP = y? = 2P; z = [z,y] e
[z, z] = [y, z] = 1, consequentemente, G = M.

Concluimos dessa forma que Dy, Qg, N ¢ M sdo, a menos de isomorfismo, os Unicos
p-grupos nao-abelianos de ordem p?.

Definicao 1.32. Sejam G um grupo finito e G1,Go, ..., G, subgrupos de G. Dizemos que
G € o produto central dos subgrupos G;, com 1 < i <n, e escrevemos G = G1xGox- - -xG,,,

se
(i) G=(G;| 1 <i<n), com[G;,Gj] =1 parai# j.
(ii)) Z(G)=Z(G;) V 1<i<n.
Proposicao 1.33. Sejam L e H p-grupos extra-especiais. Entao, o produto central
G=LxH
€ um grupo extra-especial.

Demonstracao. De fato, Z(G) tem ordem p, pois Z(G) = Z(L) = Z(H) e como
L e H sao extra-especiais, segue que |Z(G)| = |Z(L)| = |Z(H)| = p. Além disso, como
[L,H] =1, entdao G = LxH tem subgrupo derivado igual ao seu centro. Assim, concluimos

que G = L * H é um grupo extra-especial. [
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O teorema anterior nos deu a classificacao para p-grupos de ordem p3. Iremos a seguir
enunciar o teorema que classifica os p-grupos extra-especiais de qualquer ordem. Na
verdade, veremos que um p-grupo extra-especial nada mais é do que o produto central de

grupos obtidos a partir dos grupos Dy, Qs, N e M.

Teorema 1.34. Um p-grupo extra-especial G € o produto central de r > 1 subgrupos nao
abelianos de ordem p®. Além disso, se p € impar entdo G € isomorfo a N* M™% enquanto
sep =2, G é isomorfo a Dng_k, para algum k, onde os produtos aqui considerados sao

centrais. Em ambos os casos |G| = p* 1.

Demonstragao.
Ver([22], pg 19)
[ ]
Terminamos essa secao ressaltando que para se obter a classificacao completa dos
grupos extra-especiais, pode-se mostrar que Q2 = D2, D 7'Qg 2 D;, NM™™1 2 M"
e N? =2 N M. Portanto, quando G é um 2-grupo extra-especial de ordem 2?"*!, temos
que G = D} ou G = D} 'Qg, e quando G é um p-grupo extra-especial de ordem p?*!,
onde p é um primo {mpar, temos que G = M" ou G = NM"! (Para detalhes dessa

demonstragao ver [22], pg.19).

1.3 A Aalgebra de um 2-grupo extra-especial.

Nessa se¢ao iremos definir o conceito de idempotentes de uma F-algebra A e relacionar
esse conceito com o conceito de semissimplicidade de F-algebras. Iremos ainda estudar
os idempotentes da dlgebra de grupo CG de um grupo finito GG, com a finalidade de usar
as ferramentas obtidas a partir desse estudo para decompor a algebra de grupo de um

2-grupo extra-especial sobre os complexos.

Definigao 1.35. Seja A uma F-dlgebra. Um elemento e € A € dito um idempotente se

e =e€.

Observe que no caso em que A é um F-algebra unitaria, o elemento neutro aditivo 0
e a unidade 1 de A, sdao idempotentes e sao chamados, idempotentes triviais. Além disso,

dado qualquer idempotente e € A, é facil verificar que (1 — e) também é um idempotente
de A.

Defini¢ao 1.36. Um idempotente e € A € dito central se e € Z(A).
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Foi visto na Definicao 1.18 que algebras semissimples podem ser decompostas em
uma soma de ideias minimais a esquerda. O préximo resultado relaciona o conceito de

semissimplicidade de uma F-algebra com os seus idempotentes.

Teorema 1.37. Uma F-dlgebra A € semissimples se, e somente se, todo ideal a esquerda
I de A for da forma I = Ae, para algum idempotente central e € A. Além disso, no

caso em que A € semissimples e e € um idempotente central ndao trivial de A, temos que
A=Aed A(l —e).

Demonstragao. Ver ([16], pg 96) . n

Definicao 1.38. Seja e € A um idempotente. Dizemos que e € um idempotente primitivo

de A se e nao pode ser escrito como
e=e1+ e
onde ey, e5 sao idempotentes nao nulos, tais que ejes = ese; = 0.

Recordemos que, pelo Teorema de Maschke 1.20, no caso em que G é um grupo finito
e IF é um corpo de caracteristica zero, temos que a algebra FG é semissimples. Assim, pelo
Teorema 1.37, FG tem idempotentes centrais nao triviais. Por tal motivo iremos por ora
direcionar o nosso interesse nos idempotentes da F-algebra FG, para G um grupo finito.

Seja X um subconjunto do grupo finito G. Denotaremos por X o elemento de FG

|X| 2w

zeX

definido por

Lema 1.39. Seja H < G. Entado H é um idempotente de FG e se H < G, entdo H ¢

central.

Demonstragao. Primeiro iremos mostrar que H é um idempotente. De fato,

= (5 ( 5)- ()

heH heH heH

Agora, suponhamos que H < G, tomando g € G obtemos

Z g—|H|Zh H.

hEH

Dessa forma, H comuta com cada elemento da base de FG e, consequentemente, comuta

com qualquer elemento de FG, isto é, H é um idempotente central de FG.
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Consideremos o conjunto GH = {gH | ¢ € G} C FG, usando o resultado acima

podemos mostrar que no caso em que H< (G, o conjunto GH com o produto definido por
glﬁ-gyﬁ[ = 9192[:[
é um grupo.

Teorema 1.40. Sejam G um grupo ¢ H < G. Entio, FG = FGH ® FG(1 — f]) e
FGH = F(G/H).

Demonstracgao. Observe que, pelo Lema 1.39 e Teorema 1.37, temos que
FG = FGH ® FG(1 — H).

Afim de mostrarmos que FGH = IF(G/H), vamos mostrar que GH = G/H. Para

tanto definimos
¢:G— GH
g — g[:[.

usando o fato de H ser um idempotente central ¢ facil mostrar que ¢ ¢ um homomorfismo

de grupos. Por sua vez, se h € H, entao ¢(h) = hH =H o que implica em H C kerp, a

inclusao inversa segue do fato de G ser uma base para FG, portanto Kerp = H. Agora,
¢ é claramente sobrejetivo e, pelo teorema do isomorfismo, temos que G/H = GH.

]

O resultado a seguir nos diz que escolhendo H = G’ no resultado anterior obtemos

uma decomposicao da nossa algebra em duas componentes interessantes.
Teorema 1.41. A dlgebra de grupo FG pode ser decomposta como
FG = FGG' & FG(1 — G),

onde FGG' € a soma de todas as componentes simples comutativas de FG, e FG(1 — é’)

€ a soma de todas as outras.

Demonstracao. Ver ( [16], pg.154). u
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No que se segue nosso objetivo serd determinar a componente comutativa IF GG e a
componente nao comutativa FG(1 — é’) de FG, para o caso em que F = C e G é um
2-grupo extra-especial.

Seja G um 2-grupo extra-especial de ordem 22"*1, pela Proposicao 1.29,

G/G =G/Z(G) = Cyx Cy x -+ x Cy

-
22n vezes

e pelo Teorema anterior CGG" = CG(Cy x Cy x -+ x ().

2n

2
A seguir iremos mostrar que CG(Cy x Cy X --- x Cg) = @ C.
Lema 1.42. CC, = E[p% C.

Demonstracao. Seja C, = (g). Observe que

¢ : Clz] — CC,
f(x) — f(9)

¢ um homomorfismo sobrejetor e que 2? — 1 € Kerg. Agora, por (g) ser uma base para
CC,, 2P — 1 é o polinomio de menor grau dentro do kery. Como C[z| é um dominio de
ideais principais, entdao Keryp = (2P — 1).
Sendo
B o1 (o= 1)@ &)z —€)...(x— &),

onde ¢ denota a p-ésima raiz da unidade, obtemos, pelo Teorema do Isomorfismo para

algebras e pelo Teorema Chinés do Resto [4], que
CC, = Cla]/ (a” — 1) 2 Clz]/(x — 1) @ C[z]/(x =& @ - ®Cla]/ (z - &),

portanto CC, =CoC&® --- & C.
p VOzes

Usando o lema anterior, temos que

I
SRS
a

C(Cy x Gy) = CC, e CC, = (&C) &c (&)

® C.

12

e, por inducdo, CG(C, x Cp, x -+ x Cp)

J/

TV
n vezes
Desse modo, a decomposicao da componente comutativa de CG, para G um 2-grupo

extra-especial, é dada por:

2271

CCG 2 CG(Cy x Cox -+ x () = @ C.
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Vamos agora analisar a componente nao comutativa CG(1 — G'). Na realidade, o que
faremos a seguir é mostrar que a mesma é simples. Mas antes precisaremos de alguns
resultados auxiliares:

Lema 1.43. Sejam G um 2-grupo extra-especial e g € G. Se g 'Clg(g) N Z(G) # {1}.

o —

Entao Z(G) contém um elemento z de ordem 2, tal que @)2 = Cla(g).

Demonstragao. Como ¢ 'Clg(g) N Z(G) # {1}, existe z € g7 'Clg(g9) N Z(G) tal que
z =g Yhlgh) # 1, para algum h € G. Agora, z tem ordem 2, pois G é um 2-grupo
extra-especial. Vamos mostrar que Clg(g) () = Cla(g):

Inicialmente observe que a partir de z € Z(G) e gz = h™'gh, podé-se mostrar por
inducao que gz" = h~"gh™ para todo n € N. Logo, ¢“2" = (gz™)* = (h "gh™)" para todo
r € G en €N, portanto g"2" € Cls(g), ou seja, Clg(g) (2) C Cla(g) e, imediatamente,
Cla(g) (z) = Clg(g). Dessa forma, podemos concluir que @)(2) = TGE)

[

Seja o € CG. O suporte de «, denotado por Supp(a), é o subconjunto de G formado

pelos elementos g € G que possuem coeficientes nao nulos em «, ou seja,
Supp(a) = {g € G | a, £ 0}.
Lema 1.44. Sejam G um 2-grupo extra-especial e o € Z(CG(1 — G")). Entdio
supp(a) C Z(G).

Demonstragao. Sendo GG um 2-grupo extra-especial, temos que G' = Z(G) = (c¢), onde
¢ é um elemento de ordem 2. Além disso, pelo o fato do centro de GG ser normal em G,

decorre-se do Teorema 1.40 que
CG = CG{c) ® CG(1 — (0)).

Como a € Z(CG(1 — ¢)), temos que o € Z(CG) (pois a outra componente de CG
é comutativa). Em particular, ag = ga V g € G, isto é, g lag = a V g € G, logo os
elementos de uma mesma classe de conjugacao de G tem a mesma componente em .

Podemos entao escrever o na forma

a= Z agg + Z a;@).
)

9€Z(G) 9¢Z(G

~

Observe entretanto que o« = A(1 — <é>) com A € CG, logo a(l — («A:)) =M1 —{c))? =
A1 — (&>) = «. Desse modo,
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—_— ~

a= Y agl—{()+ > ayCla(g)(l - ().

9€2(G) 9¢2(G)

Por outro lado, para cada g ¢ Z(G), existe h € G tal que

1#[g,h] € g'Cla(g9) N Z(G).

—_—

Entéo, pelo lema anterior, existe z € Z(G) de ordem 2 tal que Clg(g)2 = Clg(g). Como
(=) = (¢), temos que Cls(g)(c) = Cla(9).

Desse modo,

a= Y al—(@g+ Y aCla@— (@)=Y al—()g,
(@)

gez 92 2(G) 9eZ(G)

isto é, Supp(a) C Z(Q).

Como consequéncia imediata do lema acima, temos o seguinte resultado:
Corolario 1.45. Seja G um 2-grupo extra-especial. Entao
Z(CG(1 - G") =CZ(G)(1 - G").
Agora temos todas as ferramentas necessdrias para demonstrar que CG(1 — GY) é
simples.
Proposicao 1.46. Seja G um 2-grupo extra-especial. Entao CG(1 — é’) ¢ simples.

Demonstracio. Seja a um idempotente central em CG(1 — G') segue, do corolério
anterior, que a € CZ(G)(1 — &).

Sendo G um 2-grupo extra-especial, temos que
CZ(G)=CGE =CC,2CaoC. (1.1)
Por outro lado,
CZ(G) = CZ(G)Z(G) & CZ(G)(1 - Z(G)) = CZ(G)G' & CZ(G)(1 — &) (1.2)

Entéo, de 1.1 e 1.2, decorre-se imediatamente que CZ(G)(1 — G') = C. Como C é uma
C-algebra simples, temos que « é nulo e, consequentemente, CG(1 — G ) é simples.
[
A partir das andlises das componentes de CG, G um 2-grupo extra-especial de ordem
22+ "6 do Teorema de Wedderburn-Artin 1.22, temos que a decomposicao da C-algebra
CG em componentes simples é dada por

22n

CG = @ C® My (C).
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Exemplo 1.47. Consideremos E,, (m > 1) o grupo extra-especial de ordem 2! dado
pelo produto de m grupos D', D? ..., D™, onde para cada j € {1,...,m}, temos D = Dj.

Sabemos, por tudo o que foi discutido na secdo anterior e nessa se¢ao, que

o |Z(E,| =2

2 2m

e £,/E, ~a C.

Além disso, sabemos que a dlgebra de grupo CE,, tem uma decomposi¢do em uma com-
ponente comutativa e outra nao comutativa, denotadas respectivamente, por (C(Em / E;n)
e A(En, E.).

Sendo

C(En/E,,) = CEm(lgs) ~'6 C  onde E., = (s)

, 1-— /
e A(En, E,) =CE, (TS), temos que |E,,| = 2™ + dimc(A(En, E,,)), donde seque

que dime(A(E,,, E.)) = 22™ e portanto

2m

CEn~® C& Myn(C).

Usaremos esse exemplo no Capitulo 4 para a construcao, através de representacoes do
grupo F,,, de uma base para a algebra das matrizes 2™ x 2™ sobre C, cujas matrizes sao

simétricas ou antissimétricas com relagao a involucao simplética (definida no Capitulo 3).
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Capitulo 2
Pl-algebras

Nesse capitulo estaremos interessados em estudar as chamadas Pl-algebras, isto é, as [F-
algebras que satisfazem uma identidade polinomial nao nula. Observando que o estudo
das identidades polinomiais multilineares esta diretamente ligado ao objetivo principal
dessa dissertacao, iremos expor o processo de multilinearizacao a fim de demonstrar que o
T-ideal de identidades polinomiais de uma PI-algebra A sobre um corpo de caracteristica
zero ¢ em algum sentido gerado por identidades multilineares. Vamos ainda estudar as
identidades de traco, as identidades estaveis e as identidades alternadas. A definicao
dessas identidades bem como os exemplos de algumas delas que serao dados ao longo do

capitulo serao essenciais para o desenvolvimento dos proximos capitulos.

2.1 Identidades polinomiais

Nessa secao iremos definir e apresentar alguns exemplos de Pl-algebras.

Consideremos X = {x1, s, ..., } um conjunto enumerédvel de varidveis ndo comutati-

vas e IF<X > a algebra livre associativa unitaria gerada por X, definida em 1.13.

Definicao 2.1. Sejam A uma F-dlgebra e f = f(z1,2,...,2,) € F(X). Dizemos que f

¢ uma identidade polinomial para a dlgebra A, se
flay,aq,...,a,) =0,
para quaisquer ay, as, ..., a, € A. Nesse caso, escrevemos f = 0.

Observe que o polinomio f = 0 é uma identidade polinomial para qualquer F-&lgebra

A. Essa identidade polinomial é denominada a identidade trivial.
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Definicao 2.2. Uma F-dlgebra A é chamada uma dlgebra com identidade polinomial, ou

Pl-dlgebra, se A satisfaz uma identidade polinomial nao-trivial.

Daremos a seguir alguns exemplos de Pl-algebras. Para tanto definimos os chamados
comutadores de Lie de peso n. Comegamos definindo o comutador de Lie de peso 2 dado
por

la,b] = ab—ba

e indutivamente definimos o comutador de Lie de peso n > 3 por

a1, ... an_1,a,) = [[a1, ..., an_1],a].

Exemplo 2.3. Seja A uma F-dlgebra comutativa e considere f = f(xy,22) = [21,x2].
Como ab = ba, para quaisquer a,b € A, temos que f € uma identidade polinomial para

A. Dessa forma, toda F-dlgebra comutativa A € uma Pl-dlgebra.

Exemplo 2.4. Seja A um F-dlgebra nilpotente com indice de nilpoténcia n. Entdo A é
uma Pl-dlgebra. De fato, considerando o polinomio f = f(x1,22,...,Tp) = 122 ... Ty.
Como o indice de nilpoténcia de A € n, temos pela Definicao 1.18, que f € uma identidade

polinomial para A e portanto A € uma Pl-dlgebra.

Exemplo 2.5. A dlgebra UT, (F) € uma Pl-dlgebra, para qual uma identidade polinomial
éf = flxy,ma,...,29,) = [x1,%a][3, 24] . .. [T2n_1, T2n]. De fato, sejam A, B € UT,(TF).
Sabemos que os elementos da diagonal principal de AB sdo iguais aos da diagonal principal
de BA. Assim, a matriz C = [A, B] é uwma matriz triangular estritamente superior,
portanto pelo o que foi enunciado no Exemplo 1.19, temos que f(Ay, As, ..., Asy) = 0,
para quaisquer Ay, As, ..., Ag, € UT,(F).

Exemplo 2.6. Sejam A, B e C € My(F). Afirmamos que [[A, B]*,C] = 0.

Com efeito, considere D € My(F). A expressao matricial do polinémio caracteristico

associado a D é:

p(z) = 2* — tr(D)z + det(D)I,.
Sendo D = [A, B], temos que tr(D) =0 e pelo Teorema de Cayley- Hamilton, seque que
D? = —det(D).I,

logo,

[A, B]2,C] = [D?,C] = [~det(D).I, C] = 0.

Desse modo, My(F) é uma Pl-dlgebra para qual f(x1, s, x3) = [[x1,72]%, 3] € uma iden-

tidade polinomial.
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Definicao 2.7. Dada uma F-dlgebra A, definimos
Id(A) ={f € F(X)| f =0 em A}
como sendo o conjunto das identidades polinomiais de A.

E facil ver que Id(A) é um ideal de F<X> Além disso, se f = f(x1,29,...,2,) €
um polinomio qualquer em Id(A) e g1, ... g, sao polindomios arbitrarios em IF<X >, entao
f(g1,92,---,9n) € Id(A).

Uma vez que, qualquer endomorfismo de F<X > ¢ unicamente determinado mapeando-
se cada variavel = € IF<X > em um polinomio g € IF(X >, segue do que foi observado
acima, que [d(A) é invariante sobre todos os endomorfismos de F<X > Ideais com essa

propriedade sao denominados T-ideais.

Definicao 2.8. Um ideal I de F(X) é dito um T-ideal, se ¢(I) C I para todo endomor-
fismo ¢ de IF<X>

A proposicao a seguir caracteriza todos os T-ideais de IF(X > como sendo ideais de

identidades polinomiais.
Proposicao 2.9. Seja I um T-ideal de IF<X> Entao Id(IF<X>/I) =1.

Demonstracao. Dado f(z1,...,x,) € I. Para quaisquer ¢; +1,...,9, + I € F<X>/I,

temos, por [ ser um T-ideal,

Portanto, I C Id(F(X)/I).
Reciprocamente, consideremos h(z1, ..., z,) + I € Id(F(X)/I). Como

ey +1,...;0,+1)=0+1,

segue que f(xq1,...,x,)+1=0+1,1isto é, f(x1,...,2,) € . O que nos mostra por fim
que [ = Id(F(X)/I). |

Um T-ideal é gerado, como T-ideal, por um conjunto S C IF<X > se todo elemento de

I pode ser escrito como uma F-combinagao linear de elementos da forma:

hif(g1,---,9n)he

onde os polinémios hy, ho, g1, ... g, € ]F<X> e f € S. Nesse caso, escrevemos [ = <S>T.
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Dois conjuntos S e Sy sao ditos equivalentes se <Sl>T = <SQ>T. Além disso, dizemos
que um polinémio f é uma consequéncia de polindbmios em um conjunto S C IF(X >, se
fe(S),.

Em 1950, Specht conjecturou que todo T-ideal I sobre um corpo de caracteristica 0 é
finitamente gerado, ou seja, existe um conjunto S C IF<X> finito, tal que I = <S>T. Essa

conjectura foi provada mais tarde, em [12], por Kemer.

2.2 Processo de multilinearizacao

Nessa secao iremos expor o processo de multilinearizacao, com o objetivo de concluirmos
que todo T-ideal de IF<X >, em que ' é um corpo de caracteristica zero, ¢ gerado como

T-ideal por um ntmero finito de polinomios multilineares.

Definigao 2.10. Sejam v = ax;, ... x;

ambos em F<X>

. um monomio e f(x1,Za,...,T,) um polindmio,

i) O grau de x; em u, denotado por gr,(u), € definido como sendo o nimero de

ocorréncias das varidveis r; em u.

ii) O grau de x; em f, denotado por gr.,(f), € definido como o maior gr,,(u) dentre

todos os monomios de f.

iii) O grau de um monomio u, denotado por gr(u), é definido como sendo
k
gr(w) = 3 gra,, ()
j=1

i) O grau de f, denotado por gr(f) € definido como sendo o maior valor de gr(u) dentre

todos 0os monomios de f.
Exemplo 2.11. Considere,
2 2
[ = f(x1, 22, x374) = B3T501T4 — T3T4TZT1 + T1T3L4T2Ty

entdo gr(f) =5; gry, (f) = 1; gra,(f) = 2; g1y (f) =3 e gra, (f) = 2.
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Definicao 2.12. Seja f um polinomio. Com base na definicdio anterior:

i) Dizemos que f é um polinomio homogéneo na varidvel x; quando gr,,(u) € igual para

todo monomio u de f.

ii) Dizemos que f é um polindmio multihomogéneo quando é homogéneo em cada uma

das suas varidveis.

iii) Dizemos que f é um polinomio linear na varidvel x; quando gr,,(u) = 1 para todo

monomio u de f.

iv) Dizemos que f € um polinomio multilinear quando é linear em cada uma das suas

varidveis.
Exemplo 2.13. O polinomio
g(x1, T, T3) = P2w913 + 420710371 — 3T1T3T9T,
¢ multthomogéneo, mas nao € multilinear. Jd o polinomio
h(.ﬁCl, XTo,X3, LC4) = X1T4X37T9 + 25(73]}2561%4 — 71’4]}21’1%3 + ToX4T1X3

€ multilinear.

Seja f(x1,za,...,2T,) € IE‘<X>, podemos escrever f = f(xq,2s,...,%,) na forma
f= E f(h,...,in)
)
1120,...,in >0
onde f-in) & a soma de todos os monoémios em f em que zy, ..., T, tem grau i, .. ., i,

respectivamente. Os polinomios f() que sdo ndo-nulos, sdo chamados as componentes

multihomogéneas de f.

Teorema 2.14. Seja F um corpo infinito. Se f = f(x1,29,...,2,) € uma identidade
polinomial para uma F-dlgebra A, entdo toda componente multihomogénea de f também

¢ uma identidade polinomial para A.

Demonstracao. Observe que para cada variavel z; de f(x1,29,...,2,) (1 <t < n),

podemos escrever f na forma
m
f = E f’b
i=0

onde f; é a soma de todos os monoémios de f nos quais x; tem grau i e m = gr,,(f) é o

grau de x; em f.
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Por um argumento de inducao é suficiente demonstrar que, para toda variavel z; de
f(x1,2z9,...,2,), fi € uma identidade polinomial de f.

Sejam ag, aq, . . ., a,, elementos distintos de F. Sendo f uma identidade polinomial de
A, temos que para qualquer o € A, f(z1,...,qxy, ..., x,) também é uma identidade para
A. Como

m
flre, .. amyy .. ) = Za’fi(xl,...,xt, D),
i=0
entdo para cada j € {0,...m},
m
flar, .. ajmy, .. xy) = Zozj’fi(xl,...,xt, C ).
i=0
Assim, para quaisquer ay, ..., a, € A, escrevemos fi(ay,...,a,) = fi e, por f ser uma
identidade polinomial de A, obtemos o sistema

( _ _ _
Jotaofi+ - +ag fm=0

Jotarfit+alfr=0

(fotamfit o+ anfn=0

Como a matriz associada ao sistema,

1 ap g’
1 o o’ .

A = matriz de Vandermonde
1 oy ... o

é tal que det(A) = H (o — ;) # 0. Concluimos que (fo, .., fm) = (0,...,0) e, por
B 0<i<j<m
conseguinte, fo, ..., f,, sao identidades polinomiais de A. [

Segue imediatamente do resultado acima que qualquer 7T-ideal sobre um corpo infinito
¢ gerado por polinomios multihomogéneos.

Entre os polinomios multihomogéneos, um papel importante ¢ desempenhado pelos
polinémios multilineares. Em um polinémio multilinear f(zy,xs,...,x,) cada varidvel
aparece em cada monomio com grau igual a exatamente 1, portanto esta claro que esse

polindmio é sempre da forma

flzy, 2, ... 2p) = Z QoTo(1) - - - To(n) onde o, € F.
UES’n
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Note que, se f(x1,22,...,2,) é um polinémio linear em uma variavel, digamos x,

entao

f(ZOéiyiasz?---,J?n) = OéiZf(yiax%"-axn)a VajeFey € F<X>
Essa propriedade tem diversas aplicacoes, entre elas, a proposicao a seguir:

Proposicao 2.15. Seja A uma F-dlgebra gerada linearmente sobre F pelo conjunto B.
Se um polinomio multilinear f se anula sobre todas as avaliacoes tomadas no conjunto

B, entao f € uma identidade polinomial de A.

Demonstracgao. Sejam aq,...,a, elementos de A. Como A é gerada linearmente por B
sobre F, temos que a; = > a1, Uiy, Qn = Y Qi U;,, onde os u;,'s sdo elementos de
B. Entao, como f(x1,xs,...,x,) é um polinomio multilinear, temos que

flar, ... a,) = f(z@liluil,---,zamnuin)
= Z @1i1a2i2 e am-nf(uil, uiQ, Ce ,uin)
0

e portanto f(x1,xs,...,x,) é uma identidade polinomial para A.
]
Seja A uma [F-algebra, onde F é um corpo infinito de caracteristica diferente de 2. O
proximo teorema mostra que a partir de uma identidade polinomial de grau k para A, é

possivel obter uma identidade multilinear para A de grau menor ou igual a k.

Teorema 2.16. (Processo de Multilineariza¢ao) Sejam F um corpo infinito de carac-
teristica diferente de 2 e f(x1,2a,...,x,) uma identidade polinomial de uma F-dlgebra
A de grau k. Entao, existe uma identidade polinomial multilinear h de A cujo o grau é

menor ou igual a k.

Demonstragao. Suponhamos inicialmente que gr,,(f) < 1 para todo i € {1,...,n}.

Decompomos f na soma de seus monomios
m
f= g a;ju;, ondea; € F\{0}.
Jj=1

No caso em que gr,,u; =1, paratodoi € {1,...n} ej e {1,...,m}, temos que f ja é um
polindmio multilinear, entao obviamente o resultado se verifica. Suponhamos que f nao

é um polinomio multilinear, ou seja, existem i € {1,...,n} e j,l € {1,...,m} tais que
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grg,u; = 0 e gry,u; = 1. Seja x;, uma varidvel de f com essa propriedade, e consideremos
o endomorfismo de IF<X > definido por

Oiy F<X> — ]F<X>
;0 caso j =11

Tj—> T, caso contrério,

temos que ¢;, (f) é uma identidade de A, onde a varidvel z;, nao aparece. Caso o polinomio
resultante ¢;, (f) for multilinear, concluimos a demonstragao para esse primeiro caso. Caso
contrario, existe uma variavel x;, em ¢;, (f) com a mesma propriedade que z;, tinha em
f. Assim, construimos novamente um endomorfismo ¢, (¢, (f)) de F(X) que associa
z;, a 0 e mantém as outras varidveis de ¢; (f) fixas. Caso ¢;,(¢;, (f)) seja multilinear,
terminamos a demonstracao. Caso contrario, repetimos o procedimento anterior. Como
o numero de variaveis de f é finito, esse processo sera interrompido em alguma etapa e

assim iremos obter, a partir de f, uma identidade multilinear.

Consideraremos agora o caso em que gry, (f(z1,...,2;,...,2,)) = d > 1, para algum
i €{l,...,n}. Veremos que é possivel obter uma identidade h de A, em que
gry. (M1, o Yy Yisas - @) = gryer (R(@1, - Y, i, - @) =d — 1
RA/—/ RA/—/

Observe que nessa notacao, a i-ésima variavel de h é omitida e surgem as variaveis y; € y;11.
A fim de simplificar a demonstracao, iremos supor que gry, (f(z1,..., T, ..., x,)) =d > 1.

Desse modo, considere o polinomio:

h(y17y27x2) A 7‘/1771) = f(yl +y27x27 A 7‘,'Un) - f<y17'r27 A 7xn) - f(y27‘/‘v27 st ’xn>‘ (2'1)

Note que h é uma identidade polinomial de A. Além disso observe que,

gry1(f<yl + Y2,T2, ... w'En)) = gryz(f(yl + Y2,To,. .. ,Z‘n)) =d

gryl(f(yl,l’Q, s 7xn)) = gryQ(f(y%mQa s 7$n)) =d

gy, (h(y1, Y2, T2, . ., xn)) = gry, (R(y1, y2, T2, ..., 2,)) = d — 1.

Substituindo, y; e yo por x; em 2.1 obtemos

h(xy, 21,29, ..., T) = f(221, 29, ..., 2y) — 2f(T1,Ta, ..., Xp).
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Vamos verificar que h é um polinomio nao nulo. Seja f; a componente de f de grau ¢

na variavel x;. Assim,

d
f(QZL’l, To, ... ,ZL‘n) = Z QZfz
=0

Suponhamos por absurdo que
d d
S2n=2( X h).
i=0 i=0
entao —fo+ (22 —2)fo + (22 = 2)fz3+ -+ + (2 — 2) f4 = 0. Logo,
fo=(22=2)fa+ (2 =2)fs+---+ (2" = 2) fa
Sabemos que gr,, (fo) = 0, mas por outro lado

gre (2 =2)fo+-+ (21 =2)fs) =d > 1,

o que é um absurdo. Desse modo, h é uma identidade multilinear nao nula de A com a
propriedade desejada.

Sendo F um corpo infinito, podemos considerar, pelo Teorema 2.14, f(xy, 2o, ..., ;)
multihomogéneo. Caso f obedega as hipdteses do primeiro caso, basta aplicar o algoritmo
desenvolvido neste. Caso isso ndo acontega, entao gr,,(f) > 1 para algum i € {1,...n}.
Realizando uma inducao no grau de x;, construimos a partir do caso anterior, uma iden-
tidade g de A com gr,,(9) = 1. Repetindo esse procedimento, se necessirio, para as
outras variaveis de h, obtemos uma identidade h(z1,...,2y,) com gr,.(h) = 1 para todo
ie€{l,...n}. u

Como consequéncia do processo de multilinearizacao, obtemos o seguinte resultado.

Teorema 2.17. Sejam F um corpo de caracteristica zero e f € F<X> um polinomio qual-
quer. Entao f(xq,x2,...,x,) € uma consequéncia de uma quantidade finita de polinémios

multilineares.

Demonstracao. Seja I = (f), o T-ideal gerado por f. Sabemos que, pela proposigao 2.9,
existe uma F-algebra A tal que Id(A) = I. Vimos no Teorema 2.14 que f é consequéncia
de polinomios multihomogéneos. Entao vamos considerar f multihomogéneo e aplicar no
mesmo o processo de multilinearizacao:

Se gr,, f = d > 1, entao escrevemos

d

h=fy + 2,22, 20) = gily1, Yo, T2, .., T)
1=0
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onde gry,gi = i, 97,9 = d — i e gry,g; = gry, f para todo t € {2,...,n}. Como f é

uma identidade polinomial de A, temos que h também é uma identidade polinomial de

A. Sendo g, . . ., gq componentes multihomogéneas de h, segue do Teorema 2.14 que cada
uma dessas componentes pertencem a /d(A). Dessa forma, (go,...,94) C Id(A) = (f).
Por outro lado, note que para todo i € {0, ...,d} temos

d
Gi(Y1, Y1, T2,y .., Tn) = <Z,>f(y1,x2, ey T

Como Char(F) = 0, temos que (f) # 0 e portanto, (go, ..., 94) = (f)p-
O restante da demonstragao segue por inducao.
]
A partir desse resultado e pelo o que foi conjecturado em 1950 por Specht, e mais

tarde demonstrado em [12] por Kemer, obtemos o seguinte resultado:

Corolério 2.18. Se Char(F) = 0, entdo todo T-ideal de F(X) € gerado como T-ideal

por um numero finito de polinomios multilineares.

2.3 Identidades de traco

Nessa secao iremos definir e estudar algumas propriedades do conceito de trago no contexto

da algebra IF<X >, com o intuito de definir as identidades de trago para uma F-algebra.
Definicao 2.19. Seja A uma F-dlgebra. Uma funcdo traco € uma aplicacao F-linear
tr:A—F
satisfazendo:
1) tr(ab) = tr(ba)
2) tr(aTr(b)) = tr(a).tr(b)
para quaisquer a,b € A.
Observe ainda que, pela definicao acima,
tr(ay...apqa,) =tr((ay...an_1)a,) = tr(aza; ...a,_1)
para todo n € N.

Definigao 2.20. No caso em que A = IF<X>, wremos definir o traco como sendo um

simbolo formal, linear sobre F, e que satisfaz:
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(i) tr(z @i, ... x;) = tr(x, xy .. @)
(ii) tr(f)z; = xitr(f)

(i) tr(ftr(g)) = tr(f)ir(g),

para toda varidvel z; € X e f,g € F(X).

A seguir vamos estabelecer algumas nomenclaturas, que serdo importantes para o

entendimento do Capitulo 4 dessa dissertagao.

Definicao 2.21. Um monomio de trago simples € definido como sendo uma expressao da
forma
tr(z; Tiy .. T4,)-
Um traco puramente monomial é um produto de monomios de tragos simples, ou seja, é
da forma
tr (g @iy -, (T, T4 - Ty ) o AT (T Ty - Ty, )
Um monomio de trago é o produto de um monomio de IF<X> com um numero arbitrdrio

de tracos puramente monomiais, ou seja, um monomio de traco € da forma:
Ty Tiy o Tt (T gy gy o Ty N (Tpy Ty -+ Ty, ) U (T 20, - ,)).

Definicao 2.22. O grau de uma variqvel x; € X, denotado por gr,,h, de um monomio
de traco h ¢ computado contando-se as ocorréncias de x; em h, independentemente se ela

aparece no interior ou fora do simbolo tr.

Definicao 2.23. A dlgebra livre com traco IF<T’> € a dlgebra gerada pelos monomios de
tragco com a multiplicagcdo dada por justaposicao e satisfazendo (1), (i) e (iii) da Defini¢ao
2.20. Seus elementos sao chamados de polinomios de traco.

A dlgebra de polinomios puramente de trago IF<X>, € a subdlgebra de IF<T’> gerada

por monomios de traco simples.

« o~ . . / ~ .
Observe que a definicao acima nos diz que os elementos de F<T > serao escritos como

F-combinagoes lineares de elementos da forma
wytr(ws) ... tr(wg) ou tr(wy) ... tr(wg),

onde wy, wo, ..., w, sao palavras em x; € X permitindo a palavra vazia 1.

E facil ver que a algebra IF<T/> é uma algebra associativa na qual tr age linearmente e
tr(wtr(ws) ... tr(wg)) = tr(w)tr(ws) ... tr(wg).

34



PI-algebras

Iremos ainda definir um polinémio de trago homogéneo e multilinear, de acordo com
os graus dos seus monomios obtidos desconsiderando-se o trago e seguindo as definigoes

estabelecidas em 2.12 do caso ordinario.

Exemplo 2.24. O polinomio
f = f(x1, 29, 23) = tr(wimy)tr(v23) — tr(zizers)
¢ um polinomio puramente de trago homogéneo e o polinomio

g = g(x1, 29, x3) = tr(xix9)tr(xs) — tr(x12973)
€ um polinomio multilinear puramente de traco.

Definigao 2.25. Seja A uma F-dlgebra sobre a qual se tem definida uma funcdo de traco.
Uma identidade de traco de A, € um polinomio de traco que se anula sobre A, sempre que
substituimos as varidveis x;’s que aparecem nesse polinomio por elementos de A e o tracgo

tr definido em ]F<T/> pela funcgao de traco tr definida em A.

Sobre essa definicao é imprescindivel observar que, quando F é um corpo infinito de
caracteristica diferente de 2, podemos multilinearizar identidades de trago, aplicando-se

o mesmo processo de multilinearizacao dado no Teorema 2.16.

2.4 Identidades polinomiais alternadas e estaveis

Nessa secao iremos definir as identidades polinomiais alternadas e estaveis que serao im-
portantes para a compreensao de alguns resultados do nosso trabalho. Além disso, ao falar
de identidades polinomiais alternadas vamos definir o polindmio standard e apresentar o
famoso Teorema de Amitsur e Levitzki [3] que estabelece, que o polindémio standard de

grau 2n é uma identidade polinomial de grau minimo para M, (F).

Definigao 2.26. Seja f uma identidade polinomial para a F-dlgebra A. Dizemos que f
¢ uma identidade estavel para A, se f for uma identidade polinomial para a F-dlgebra

A ®r C, para toda F-dlgebra comutativa C'.

O resultado a seguir estabelece que no caso em que F é um corpo infinito podemos afir-
mar que toda identidade de uma F-dlgebra A é estavel, ou seja, toda identidade polinomial

de A é uma identidade polinomial de A ®p C.
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Proposicao 2.27. Seja F um corpo infinito e A uma F-dlgebra, entdo toda identidade

polinomial de A € estdvel.

Demonstracao. Sejam f = f(xy,za,...,x,) uma identidade polinomial para A, C' uma
algebra comutativa sobre F e A = A @ C. Pelo Teorema 2.14 podemos assumir que f é

um polindomio multihomogéneo com gr,,(f) =m;, 1 <i < n.

Dados ay, as, ..., a, € A, precisamos mostrar que f(day,ds,...,a,) = 0.
Suponhamos primeiramente que a3 = a1 ® ¢1,02 = a3 @ Ca, ..., 0y = Gy @ ¢y, €NLAO
_ — — . m1 M2 Mn __
flay, dg, ... d,) = flay,a9,...,6,) @ ey® ... = 0.
Agora, suponhamos que a; = by @ d; + by R ds, a3 = as R ca, ..., dp = Ay X ¢y, €NLAO

f(dl7627"'7a7n) :f<b1®d1aa'2®027"'7a/n®cn)+f(b2®d27a’2®02;"'7an®cn)

mi1—1
+ Z filbi ® di, by @ da, a9 ® ¢, .. 0y @ ),
i=1
ja que
mi—1
flrr+ vy, 2o, wn) — flor, 20, .oy xn) — fYa, 22, .., Ty) = Z filxr,y1, @ay .., )
i=1

e gry, (fi) = i. Uma vez que todos os polinémios f; acima sdo multihomogéneos, temos
pelo primeiro caso que f(dy,as,...,a,) = 0.

Por fim, generalizamos o argumento acima para o caso em que

CL_1: E CLM@Cu,...,CL_n: E CLni@CmEA.

Escrevemos f(ay, da, ..., d,) como a soma de expressoes da forma
g= g(ailjl & Ciyjry oy Wigjp, @ Cikjk)’
onde g = g(xy, ..., x)) é multihomogéneo e é consequéncia de f. Novamente, pela primeira

parte da demonstragao, temos que todas as expressoes g sao nulas, por conseguinte,
flay,ds,...,a,) =0
|
Observe que a partir desse resultado, temos que para F um corpo infinito o T-ideal de
uma F-algebra A é igual ao T-ideal da K-algebra A ®r K, onde K denota o fecho algébrico
de F.

Definigao 2.28. Seja f = f(x1,...,%n, Y1, .,Y) um polinémio linear nas varidveis
X1, ..., Ty. Dizemos que f € um polinomio alternado nas varidveis x1,...,x, se, para

quaisquer 1 <4 < j < n, o polinomio f se anula ao substituirmos x; por x;.
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Exemplo 2.29. O polinomio f(x1,x2) = [x1, 23] € alternado nas variaveis x, e xs.

Veja que podemos definir uma acao de S, nos polinémios alternados nas variaveis

x1,...,T, definindo

of(x, .. @, y1, - U) = f(@o), - Tom)s Y1, -+, Ye) ¥V 0 € Sy
Proposicao 2.30. Sejam f um polinomio alternado nas varidveis xy,...,x, € s € S,
uma transposicao, entao f = —<f, ou seja,
fle, ooy @y ) = —f(T1, oo Ty e Ty e, Y,
onde ¢ = (ij).

Demonstracgao. Suponhamos que ¢ = (ij). Entao,

fHsf=flrr, .oz xj oo y) + f@n, o Ty Ty )

e pela linearidade de f nas variaveis xq,...,x, podemos reescrever a equacao acima na

forma
fHsf=flrr,. ..,z +xj,...,x5+xi...,u) — flo, o T 2y W)

—f(z1,. @y, T, ).

Mas f é um polinomio alternado, entao por definicao todas as parcelas acima sao nulas
e, por conseguinte, f +¢f =0, isto é, f = —¢f.

[ ]

Quando a caracteristica de F é diferente de 2, a Definicao 2.28 é equivalente a pro-

posicao acima, ou seja, se f(x1,..., ;. .., Tj, ... y) = —f(T1,.. ., Tj, ..., T4y ..., Yp), PATA

todo 1 <7< j <ne félinear nas variaveis x1,...,x,, entao f é alternado nas variaveis

T1,...,%,. Além disso, como qualquer permutacao o € S, pode ser escrita como um

produto de transposicoes, temos pelo resultado acima que

F(@o)s s To(i)s - s To(G)s - s Tom)s Yts - - Ye) = Sgn(o) f(21, .. Tn, Y1, -, Ye).

Observagao 2.31. No caso em que f for alternado em todas as suas varidveis, diremos

simplesmente que f € alternado.

Proposicao 2.32. Sejam f(x1,...,%n, Y1, .,Y) um polinémio alternado nas varidveis
T1,...,%, ¢ A uma F-dlgebra. Se aq,...,a, € A sao linearmente dependentes sobre T,
entao

f(al,...,an,bl,...,bt):O, \V/bl,...,bteA.
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Demonstracgao. Sendo os a;s linearmente dependentes, sem perda de generalidade pode-
n

mos supor que a; = E Bia;, com [B; € F. Assim, pelo o fato de f ser linear nas variaveis
i=2
Ti,...,Tyn, LEINOS

f(al,...7(ln,b1,...,bt) = Zﬁif(ai,@,...,an,bl,...,bt).
i=2

Como em cada termo dois argumentos a; repetem nas variaveis xq, ..., x, do polinomio

f, o resultado segue do fato de f ser alternado nas variaveis xy, ..., . ]

Definicao 2.33. O polinomio

Stp(x1,. .., 2,) = Z 5GN(0) To(1)To(2) - - - Ta(n)
O’GSn

¢ chamado o polinomio standard de grau n.

A seguir iremos expor algumas propriedades béasicas do polinomio standard, com o
objetivo de demonstrar que para uma F-algebra A de dimensao m, qualquer polinémio
standard de grau > m é uma identidade polinomial para A.

Adotaremos a convencao de colocar o simbolo = para denotar a omissao de uma

variavel, ou seja, f(x1,...,Z;,...x,) é um polindomio no qual a varidvel x; nao aparece.

Proposicao 2.34.

(1) Se f(xy1,x2,...,2,) € um polinomio multilinear alternado de grau n, entao f =
aSt,(z1,...,x,), para algum o € F.
n+1

(2) Stpi1(z1,. .. Tpgr) = Z(—l)”lxiStn(:cl, ey Tiyeeoy Tpy1). Entdo se, St, é uma
i=1
identidade polinomial para uma F-dlgebra A, temos que St,,1 também é uma identi-

dade polinomial para A.

Demonstracgao.

(1) Sejam fSx;,x;, ... x;, um mondémio nao-nulo de f e ¢ € S, uma transposi¢ao. Sendo
f um polinomio alternado, temos pela Proposicao 2.30 que f = —cf e, consequen-
temente, ¢(Bx;, T4, ... x;,) aparece no polindémio f com coeficiente —f. Entao, como
toda permutacao o € S, pode ser escrita como um produto de transposicoes e sa-
bemos que of = sgn(o)f, temos que o(fz;, z;, ... x;,) aparece em f com coeficiente
sgn(o)p Y o € S,. Portanto, o polinomio St,(z1,...,z,) é um somando de f.

Agora, como 0 mesmo acontece para todo monoémio de f, temos que

flzy, 29, ... 2) = aSty(xy, ..., xy), onde a € F.
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(2) Observe que podemos escrever St,, 1 na forma

Stoy1(x1, .. Tpg1) = 21fr + -+ Toga fatrs
onde f; = fi(z1,...,%i ..., Tpe1) é um polindmio multilinear alternado de grau
n. Entao, pela parte 1, temos f; = [B;St,(x1,...,%, ..., Tpe1) € comparando os

monomios que aparecem em St,.; com os de cada f/ pode-se observar que f; =
(_1)i+1

Teorema 2.35. Seja A uma F-dlgebra com dimpA = n < oo, entao St, 1 € uma identi-

dade polinomial para A.

Demonstragao. Uma vez que o polindmio St,; é multilinear, entao, pela Proposi¢ao
2.15, basta garantirmos que St,y; se anula sobre todas as avaliagoes feitas a partir de
uma base de A. Como dimpA = n e St,,1 é alternado em n + 1 varidveis, o resultado
segue imediatamente da Proposigao 2.32. [

Observe que a partir do resultado acima o polinomio standard St,2,; é uma identidade
polinomial para M, (F). Além disso, segue da Proposigao 2.34 que os polinomios St,, com
grau m > n?+ 1 sdo todos identidades polinomiais de M, (FF). Desse modo, uma pergunta
relevante a ser feita é: qual o menor valor de m para o qual St,, é uma identidade
polinomial para M, (F)?.

Nesse sentido, podemos observar que M, (F) nao satisfaz nenhuma identidade polino-
mial de grau < 2n. De fato, suponhamos que f é uma identidade polinomial para M, ()
de grau < 2n. Pelo o processo de multilinearizacao 2.16, podemos assumir que f é mul-
tilinear. Além disso, multiplicando f a direita por novas varidveis e entao renomeando
as variaveis de f obtemos um novo polinomio que também é uma identidade polinomial
para M, (F). Assim, podemos assumir que gr(f) = 2n — 1 e escrever

flz,. . xon1) = Z QoT(1)To(2) - - - To(2n—1)
0E€San—1
com «; # 0. Entao, computamos f(eq1, €12, €92, .- -, €n_1n, €nn) = @1€1, # 0 € concluimos
que f nao é uma identidade polinomial para M,(F), o que é uma contradi¢ao. Dessa
forma, concluimos que realmente M, (F) nao satisfaz nenhuma identidade polinomial de
grau < 2n.

Entretanto, para identidades polinomiais de grau 2n, o famoso resultado de Amitsur
e Levitzki, que serd enunciado a seguir, estabelece que o polinémio standard de grau 2n é
uma identidade polinomial para M, (IF) e pelo o que foi observado acima ela é a identidade

de menor grau para M, (F).
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Teorema 2.36. (Amitsur e Levitzki, [3]) O polinomio standard de grau 2n
Ston (1, ..., Top) = Z SgN(0)To(1) - - - To(2n)
0E€S2n

¢ uma identidade polinomial para a dlgebra de matrizes M, (F), e M,(F) nao satisfaz
nenhum polindmio de grau menor que 2n. Além disso, se Char(F) > 2 oun > 2, entao,
a menos de um multiplo escalar, Sts, € a unica identidade multilinear de grau 2n satisfeita

por M, (F).

Terminamos este capitulo ressaltando que o T-ideal da algebra de matrizes M, (F) nao

é totalmente conhecido. Drensky, em [7], provou que

Id(M>(F)) = <H$17 372]27 3], Sta(z1, T2, 73, 564)>

T

Porém, ainda nao sdo conhecidos os geradores de Id(M,(F)), para todo n > 3.
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Capitulo 3

x-Identidades polinomiais

Nesse capitulo iremos definir as algebras com involucao e apresentar alguns exemplos,
entre eles, apresentaremos a dlgebra de matrizes com involugao simplética, cujo estudo
das suas #-identidades (que definiremos ao longo do capitulo) é o objetivo principal dessa
dissertagao. A fim de explicitar a importancia desse estudo iremos também caracterizar
as involugoes da algebra de matrizes n x n. Em todo o capitulo, F denotarda um corpo

com caracteristica 0.

3.1 Algebras com involugao

Nessa secao faremos um breve estudo das algebras com involugao e daremos alguns exem-

plos importantes para o desenvolvimento dos principais resultados do capitulo.

Definigao 3.1. Seja A uma F-dlgebra. Uma aplicagdo x : A — A é dita uma involugao
de A, se para quaisquer a,b € A e A € F, temos:
i- (a+0b)*=a*+b*
ii_ (Aa)* = Aa*
iti_ (ab)* = b*a*
iv_ (a*)* = a.
Denotaremos uma F-dlgebra A com involucao * por (A, ) e omitiremos a involugao
quando nao houver dividas sobre a involugao considerada.

Observe, ainda que se a F-dlgebra A com involu¢ao tem unidade, entao 1*a = (a*1)* =

aea=(a")" = (la*)" =al* ouseja, 1* = 1.

Exemplo 3.2. Seja A uma F-dlgebra comutativa. A aplicacdao identidade definida em A

satisfaz as condi¢oes da Definicio 3.1 e portanto é uma involucao de A. Observe ainda
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que a aplicacao identidade é uma involucao apenas para as dalgebras comutativas e € usu-

almente denominada a involu¢ao trivial.

Exemplo 3.3. Seja D = F & F. Definindo

x: A — A
(,y) — (y, )

podemos observar que x satisfaz as condi¢oes da Defini¢cao 3.1. Portanto, F & F é uma

algebra comutativa com involugao diferente da involugao trivial.

Exemplo 3.4. Seja M, (F) a dlgebra de Matrizes n X n sobre F. Definindo a transposta

por
£ M (F) —> M,(F)
(zij) — (i)

podemos observar que t satisfaz as condigoes da Defini¢ao 3.1. Portanto, M, (F) é uma

algebra com involugao transposta.

Definicao 3.5. Sejam (A, %) e (Ag,j) duas dlgebras com involugao. Um homomorfismo

com involug¢do € um homomorfismo de F-dlgebras ¢ : (Ay, %) — (As,j) que satisfaz
pla*) = p(a).

Veremos a seguir que a partir de uma involugao * de uma algebra A podemos construir
uma nova involugao para A. Usando essa construgao iremos obter para a algebra My, (F),

m < 1, a partir da involucao transposta, uma nova involucao chamada de involugao

simplética canodnica, que ¢é a involugao com a qual estamos interessados em trabalhar.

Proposicao 3.6. Seja (A, ) com unidade e u € U(A), tal que u € AT U A~. Entdio a
aplicacao j definida por
j:A— A
ar— uatu"!

€ uma tnvolucao.

Demonstracao. E facil ver que a aplicacao j satisfaz as condicoes da Definicao 3.1 e

portanto j é de fato uma involugao.
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Observe que dada uma matriz M € M,,,(F) podemos escrevé-la na forma

R S
M = ) onde R,S,P,Q € M, (F).
P Q
0 I,
Mantendo essa particao em mente, consideramos U = (em que I, denota
—I, O

a matriz identidade m x m) e definimos, usando a involugao transposta t, a aplicacao

s : Mo (F) — Mo, (IF)

M — UM'U!

que pela proposicao anterior é uma involucao. Essa involucao é usualmente denominada
por involugao simplética candnica, entretanto iremos nos referir a ela apenas por
involugao simplética e trabalharemos com essa involugao usando a sua forma explicita

dada pela féormula:

R S Q-5
- , onde R,S,P,Q € M,(F).
PO PR

E importante observar que a involugao simplética esta definida somente para matrizes

de ordem par.

Definigao 3.7. Seja (A,*) uma F-dlgebra com involu¢do. Dizemos que a € A é um

elemento simétrico se a* = a e que € antissimétrico se a* = —a.

Denotaremos o conjunto dos elementos simétricos de A por (A, *)" = {a € A| a* = a}
e o conjuntos dos elementos antissimétricos por (A, x)” = {a € A| a* = —a} (omitiremos
a involugao na notagdo quando nao houver possibilidade de confuséo ).

Observe que os conjuntos definidos acima sao na verdade subespagos vetoriais de A e
que, AT N A~ = {0}. Além disso, temos que para todo a € A

a+a*+a—a
a:
2 2

e portanto A = AT + A~.

Exemplo 3.8. Para as F-dlgebras com involugio (M, (F),t) e (M, (F), s), temos que:
Para (M, (F),t):

o M,(F)" € um subespago de dimensdo sn(n+ 1) com base

{eij +eji|1 <i1<y< n}U {eii“ <1< n}
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e M,(F)~ é um subespago de dimensio sn(n — 1) com base

{61']' — eji|1 S 7 <j S n}
Por outro lado, para a F-dlgebra (Ma,(F), s), temos que:

o M, (F)™ é um subespago de dimensao m(2m — 1) com base

{eij + eirmizm|l < 4,5 <m}U{eijim — €irm|l <1< j<m}U

{eitmy — €amall i <j<mj
o My, (F)~ é um subespago de dimensio m(2m + 1) com base

{eij—€jzmism|l < 4,5 <mpu{e jumtejim|l <i < j <miu{eiipm|l <@ <mju
{€i+m,j -+ ejer,i’l <71 <j < m} U {€j+m,j|1 < j < m}

Observe que apesar da involugao simplética de My, (F) ser obtida através da involugao
transposta de M, (IF), os espacos de elementos simétricos e antissimétricos com relagao
a involucao simplética sao diferentes dos mesmos espacos obtidos com rela¢ao a involucao

transposta.

3.2 Caracterizacao das involugoes de M, (F)

Nessa secao iremos restringir o nosso estudo das involugoes para as involucoes da algebra

de matrizes M, (F) com o intuito de caracterizar todas as involugoes dessa algebra.

Dada uma F-dlgebra A com unidade e u € U(A), definimos o automorfismo interno

de A induzido por u como sendo

Int(u): A— A

a— u tau.

Na Proposigao 3.6, vimos que dada uma involugao #*, para todo u € U(A) tal que
ue ATUA™, j=Int(u')ox* é uma involugao. A seguir vamos mostrar que a reciproca

dessa proposicao é valida quando a dlgebra considerada é a algebra de matrizes M, ().

Definigao 3.9. Sejam A uma F-dlgebra e o um automorfismo de A. Dizemos que o €

um automorfismo interno de A se o = Int(u), para algum u € U(A).
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Teorema 3.10. Todo F-automorfismo o de M, (F) € interno.
Demonstragao. Considere F" o M, (IF)-mddulo sob agdo natural
M, (F)xF" —s F"
(X,v) — X
e F" o M, (F)-médulo com o produto induzido pelo automorfismo o : M, (F) — M, (F)
M, (F)xF" — F"
(X,v) — o(X).v.

Como vimos no Exemplo 1.5, os M, (F)-médulos F", com as agoes assim definidas,
sao simples e, pela Proposicao 1.9, sdo também isomorfos, ou seja, existe um M, (FF)-
isomorfismo ¢ : F* — F". Considerando a matriz Y € GL,(F) que representa esse

isomorfismo, obtemos
YXv=9pXv)=0X)pw) =c(X)Yv VveF"

e, consequentemente, 0(X) =Y 1XY V X € M, (F).

Lema 3.11. Sejam x e j duas involugoes de M, (F). Se x = Int(U)oj, com U € GL,(F),
entao U* = U7 = +U.

Demonstracgao. Observe que

x=1Int(U)oj< xoj=1Int(U) < j=xolnt(U).
Por outro lado,
xo Int(U) (X) = (U'XU =U*X*(U™) = Int(U M) ox (X) VX € M,(F).
Logo, * o Int(U) = Int((U*)™!) o * e retornando na primeira equagao, obtemos
j=xoInt(U) = Int(U*) Nox = Int(U*) ) oInt(U)oj = Int((U*) ) o Int(U) = id.

Portanto, Int(U(U~1)*) = id e, por conseguinte, U(U~1)* € Z(M,(F)), isto é, U* =
2U, para algum z € Z(M,(F)). Desse modo,

U= (U =U) =U*%" =:Uz =Uzz*,

como Z(M,(F)) = {\,, | A € F}, temos que U = Uz?* e portanto z = I ou z = —I, ou
seja, U* = +U. Agora, de j = Int(U) o *, segue que U’ = U* = +U.
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Teorema 3.12. Sejam * e j duas involugoes quaisquer de M,(F). Entdo, existe U €

GL,(F) tal que x = Int(U)oj e U* = 2U .

Demonstragao. Sendo x e j involugoes de M, (IF), temos que * o j é um F-automorfismo

de M, (F). Entao, pelo Teorema 1.9, temos que xo0j = Int(U), para algum U € U(M,(F)).

Entao, * = Int(U) o j, para algum U € U(M,(FF)) e, pelo lema anterior, U* = £U, donde
segue o resultado.

[

Denotaremos por Inv(M,(F)) o conjunto de todas as involugoes de M, (F). Em

Inv(M,(F)) definiremos uma relagao ([21], pg — 168) da seguinte maneira:

Sejam *, j € Inv(M,(F)). Dizemos que * e j sdo equivalentes, e denotamos por * ~ j,

se * = Int(r) o j para algum r € (M, (F),*)" N GL,(F).

Proposicao 3.13. A relacao definida acima € uma relagdo de equivaléncia em Inv(M,(F)).
Demonstracao. De fato, A relagdo é reflexiva, uma vez que x = int(1) o *; a relagao
é simétrica, j& que x = int(u) o j = j = int(u"') o x e temos u,u"! € (M,(F),*)"; a

relagao é transitiva, pois se * = int(ui) o j e j = int(ugz) o k, com u; € (M,(F),x)" e

int(u1)oj

ug € (M, (TF), )T, entdo x = int(uguy)ok e (uguy)* = ujuy = ujuy =u (ul)_luéul =

usuy. Desse modo, concluimos que a relacao é realmente uma relacao de equivaléncia.

Teorema 3.14.

1. A relagio de equivaléncia definida acima em Inv(M,(F)) determina no mdzimo

duas classes de equiveléncia.

2. Se x,j € Inv(M,(F)) e x = Int(Y) o j, para algum Y € (M,(F),*)~ N GL,(F),

entao * e J nao sao equivalentes.

Demonstragao. A fim de provar o primeiro item consideremos ji, jo, js € Inv(M,(F)).
Afirmamos que duas delas sao equivalentes.

De fato, pelo Teorema 3.11, existem U;, Uy € GL,(F) tais que
g1 = Int(Uy) o jo; jo = Int(Us) o js e UZ] = 4U, parai=1,2.
. Assim temos os seguintes casos:
e Caso U = U, entdo, pela definicio da relacio de equivaléncia, j; ~ ja.
e Caso UJ> = U, entdo, pela definicio da relacdo de equivaléncia, jo ~ js.

46



x-Identidades polinomiais

e Caso Ufl =-U, e U§2 = —Uj. Segue de j; = Int(Uy) o jo e jo = Int(Us) o js que
J1 = Int(Uy) o Int(Us) o j3 = Int(UsUy) o js.
Por outro lado, UJ* = —U, e j; = Int(U;) o j, implica em
U = UT'UPU, = —UT UL U,

entao (UyUy)t = UL U = (—Uy) (=U; ' ULUL) = UsU.

Portanto, j; ~ js.

Concluimos que dadas j1, j2, j3 € Inv(M,(F)) duas delas sdo sempre equivalentes, logo
temos no maximo duas classes de equivaléncia em Inv(M, (F)).

Agora, para provar o segundo item consideremos x,j € Inv(M,(F)) tais que x =
Int(Y) o j, para algum Y € (M, (F),*)” N GL,(F). Suponhamos por absurdo que * ~ j,
entdo existe U € (M, (F),*)" NGL,(F) tal que x = Int(U) o j. Desse modo, Int(Y)oj =
Int(U) o j e portanto Int(YU™') = id. Obtemos assim, YU! € Z(M,(F)) ¥ F e em

particular
YUY =YYUHY=YUY-YUH=0=UY-YU'=0=UY=YU",
entao

(YUfl)* — Ufl*Y* — Ufly* — _U—ly — _YUflj

o que contradiz o fato de YU € Z(M,(F)) = F. Assim, concluimos que * e j nao sao
equivalentes.

Corolario 3.15. As involugoes transposta e simplética, definidas na secao anterior, de

Moy, (F) nao sdo equivalentes.

0 I

70
e U € (Mo (F), 8)~ N G Lo (F). n

Demonstragao. Segue do teorema anterior, pois s = Int(U) ot, onde U =

Coroléario 3.16. Inv(M,(IF)) tem duas classes de equivaléncia quando n for par e apenas

uma quando n for impar.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, M,(F) tem, no méximo, duas classes de equi-

valéncia.
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Quando n for par, pelo coroldrio anterior M, (F) tem exatamente duas classes de
equivaléncia determinadas por t e s.
Quando n for impar, como (M, (F),t)” N GL,((F) = 0. Entao, pelos Teoremas 3.11 e
3.12, temos que M, (F) tem apenas uma classe de equivaléncia.
|
Desse modo, toda involu¢ao de M, (F) ou é equivalente a involugao transposta, ou

é equivalente a involucao simplética e assim obtemos a caracterizagao das involucoes de

M, (F).

3.3 x-Identidades de uma F-algebra

Nessa secao iremos apresentar a [F-dlgebra livre associativa unitaria com involugao e ca-
racterizar o conjunto das *-identidades de (M, (F), %), a fim de evidenciar a importancia
do estudo das x-identidades polinomiais de (M, (F),s), que é o objetivo principal dessa

dissertacao.

Se'a X =121, T, ...y um con'unto inﬁnito € enumerével de variéveis néo Comutativas.
) ’
Denotalnos or IF X *) a 8/1 ebra associativa |11|ita'ria CcOo1m iIlV()lllCé() livremente 61‘8(18
) 5
or Z == T l’* ) .T* [N onde a iHVOIUCéO * em ]F X * é deﬁnida COmo SeHdO a
[l ) 2 ) s )

extensao linear da aplicacao:

x 1 F(X, ) — F(X, *)

o Qi

2w = () ()L (), em que ai; € {1,*}.

12 k78 ik 2 i1

tal que para k > 2 (lex
Os elementos de IF<X , >l<> usualmente sao denominados *-polindomios e podem ser es-

critos da forma

* * *\ a1 .02 «
floy,ay, xo, 25, .y, x0) = E Bja w55y G,
J,x

onde B, € F e a; € {1,%}.
Se f € IF<X, >x<> vamos escrever f = f(xy, 2}, xe, 23, ..., oy, 2} ) indicando que x1, o, . . . T,

sao as Unicas variaveis que aparecem em f com involucao ou nao.
Defini¢ao 3.17. Seja f = f(x1, 23, 29,25, ..., xp, 28) € IF<X,*>.
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i) Seja h um x-mondémio de f. Definimos o grau de x; em h, denotado por deg.,(h),

como sendo o nimero de ocorréncias das varidveis x3* em h onde a; € {1, %}.

ii) O grau de x; em f, denotado por deg,,(f), € definido como o maior deg,,(h) dentre

todos os x-monomios de f.

ii1) O grau de um x-monémio h, denotado por deg(h), € definido como sendo

deg(h) = Z degy,(h)

i) O grau de f, denotado por deg(f), € definido como sendo o maior valor de deg(h)

dentre todos os *x-monomios de f.

Exemplo 3.18. Consideremos os *-polinomios:

_ * * *) __ 2 x4 *3 %
[ = flxy, 25, o, x5, w3, 2%) = 202307 wox1 + 3125 00329

_ * * *®\ __ * *
g= g(‘rla Ty,T2,Tg, T3, 903) = T1X5T3 + T1Tox3 + L1273

_ * * *\ _ .x3,.%x2 * 2 %
I =z, x5, 20, x5, 23, 2%) = a7 05 0103 + 10005070 29

temos que deg,, (f) = 7; deg.,(g) = 4; deg.,(1) = 1; deg(f) = 9; deg(g) = 3; deg(l) = 7.
Definicao 3.19. Seja f um *x-polinomio. Com base na definicdo anterior:

i) Dizemos que f € um polinémio homogéneo na varidvel z; quando deg,,(h) € igual

para todo x-monomio h de f.

ii) Dizemos que f € um polindmio multihomogéneo quando € homogéneo em cada uma

das suas varidveis.

iii) Dizemos que f é um polinomio linear na varidvel x; quando deg,,(h) = 1 para todo

x-monomio h de f.

iv) Dizemos que f € um polinomio multilinear quando € linear em cada uma das suas

varidveis.

Analisando os polinomios do exemplo anterior podemos observar que o polinomio f é

linear na variavel x3, o polinémio ¢ é multilinear e o polinémio [ é multihomogéneo.
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Observacao 3.20. Dado f(xy,z7, ..., x,, x}) um x-polindmio qualquer, podemos sempre
supor que f € um polinomio em varidveis simétricas ou antissimétricas. Para tanto, basta
observarmos que caso apareca em f uma varidvel x;* (o € {1,%}) que ndo € simétrica

ou antissimétrica, entdo podemos reescrevé-la na forma

a  Yi Tz
€. —= s
! 2

em que y; = ;% + (;%)* € a parte simétrica de x;* e z; = x;* — (;%)* € a parte
antissimétrica de x;*. Fazendo isso para todas as varidveis de f, obtemos f como um
polindomio nas variGueis Yy, . .., Yn, 21, - - - Zn, Sto €, obtemos f como um polinomio em
varidveis simétricas ou antissimétricas. Desse modo, podemos ver IF<X, >x<> como sendo
gerada por varidveis simétricas e antissimétricas, isto €, IF<X, >x<> =F(YUZ). Nesse caso,
as nogoes de polinomios multihomogéneos e multilineares sao dadas da mesma forma que

no caso ordindrio, considerando, para cada it > 1, y; e z; como sendo varidveis distintas.

Definicao 3.21. Dados (A,*) e f(y1,-.Yns 21, -, 2m) € F<X,*>. Dizemos que f €

uma *-identidade de A, se

f(a17a27'“Janab17b27"'7bm):07

para quaisquer ai, s, ...,a, € AT e by, by, ... b, € A”.

Exemplo 3.22. Os polinomios f(yi, z2, 23) = [2223, Y1] € g(21, 22) = [21, 22| s@o *-identidades
para (Msy(F),t). Enquanto que o polinomio h(yi, z2) = [y1, 22] € uma *-identidade para
(M2 (]F)v S)'

Definigao 3.23. Dada uma F-dlgebra com involugdo (A, *) definimos

id(A, ) = {f € F{(X,%)|fé umax -identidade de A}

como sendo o conjunto das x-identidades de A.

Definimos no segundo capitulo o conceito de T-ideais e vimos que o ideal das identi-
dades polinomiais de uma F-algebra sao T-ideais. Podemos estender esse conceito para as
[F-algebras com involucao através dos T*-ideias, que sao os ideais da algebra livre IF<X , *>
invariantes sob todos os x-endomorfismos de IF(X , *> A partir dessa definicao podemos
ver que o conjunto id(A, *) de uma F-algebra A é um T*-ideal de IF<X, *> e, reciproca-
mente, todo T*-ideal de IF<X , *> ¢ um conjunto de *-identidades para alguma algebra com

involucao.
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A seguir iremos caracterizar os T*- ideais das F-algebras de matrizes com involucao.
Apesar de, pela Proposigao 2.27, nao precisarmos exigir que o corpo FF seja algebricamente
fechado para que os resultados a seguir sejam validos, vamos fazer essa restricao a fim de

simplificar os mesmos.

Lema 3.24. Seja F um corpo algebricamente fechado. Se U € GL,(F), entdo existe
p(x) € Flz] tal que U = p(U)%.

Demonstracgao.
Ver ([21], pg — 169).

Teorema 3.25. Seja x € Inv(M,(F)) uma involugcdo equivalente a involugdo transposta
(resp. simplética). Entao (M, (F),*) = (M, (F),t) (resp.(M,(F), *) = (M,(F), s)).
Demonstragao. Suponhamos que * é equivalente a involugao transposta, entao

« = Int(U) ot, para algum U € (M,(F),s)"™ N GL,(F). Observe que, U* = U" = U e,

pelo lema anterior, existe p(x) € F[z] tal que U = p(U)%. Denotando Uy = p(U) segue,

das primeiras observagoes, que Uj = U} = Up. Definindo o F-isomorfismo de dlgebras

(M (F), 1) — (M (F), %)

X — Uyt XUy,
temos que

p(XY) = Ug' XUy
= U, 'UXU'U,
= Uy 'U2X* (U ") Uy
= UpX*Uy*
= (U XU’

= »(X)",

isto é, ¢ é um *-isomorfismo, o que encerra a demonstragao.
Caso * seja equivalente a involucao simplética a demonstracgao segue de forma analoga.
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Corolario 3.26. Seja F um corpo algebricamente fechado e Id(M,(F),*) o T*-ideal de
(M, (F), x). Entao Id(M,(F),*) = Id(M,(F),t) ou Id(M,(F),*) = Id(M,(F), s).

Demonstracao. Sabemos pelo o que foi discutido na se¢ao anterior que * ou é equivalente
a involucao transposta, ou é equivalente a involugao simplética. Dessa forma, pelo teo-
rema anterior, (M, (F),*) = (M, (F),t) ou (M, (F),*) = (M,(F), s), logo Id(M,(F),*) =
Id(M,(F),t) ou Id(M,(F),*) = Id(M,(F), s). ]

Concluimos com as tltimas duas secoes, que para estudarmos as identidades polinomi-
ais de (M, (F), %), com % uma involugao qualquer, é suficiente estudarmos as identidades
polinomiais de (M, (FF), s) e (M, (F),t). Deixando evidente a importancia do estudo desses

dois casos.
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Capitulo 4

As x-identidades de grau minimo

para (Mo, (F), 3>+

No capitulo anterior vimos a importéancia de se conhecer as *-identidades de (M, (F), s).
Nas duas primeiras segdes desse capitulo iremos estudar, baseando-se no artigo [11], as
«-identidades de (M, (F),s) em varidveis simétricas, concentrando-se no problema de se
encontrar x-identidades em varidveis simétricas de grau minimo, problema esse que ja se
encontra completamente resolvido para m = 1,2 e 3, porém permanece em aberto para
m > 3. Nas ultimas segoes iremos expor a construgao de uma base, feita em [14], que
tem propriedades interessantes de serem estudadas no contexto da involucao simplética

de MQm (C) .

4.1 Resultados conhecidos

Nessa secao iremos estabelecer as cotas conhecidas para o grau de uma *-identidade em
variaveis simétricas de (Ma,,(F), s) .

No Teorema 2.35 vimos que pelo fato de M, (F) ser uma F-4lgebra de dimensao n?,

M,,(IF) satisfaz uma identidade polinomial de grau n*+1. Entao, em particular (M, (FF), s)
também satisfaz uma *-identidade em varidveis simétricas de grau n? + 1.

Ainda no Capitulo 2, vimos o teorema de Amitsur-Levitzki que estabelece o grau
minimo de uma identidade polinomial para M, (F). Por esse teorema, temos que Sty, é
uma identidade para My, (IF). Entretanto, observe que apesar de esse ser o grau minimo
para uma identidade polinomial de My, (F), o mesmo nao pode ser dito para o grau

minimo de uma *-identidade em varidveis simétricas satisfeita por (Ma,,(F), s). De fato,
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veremos a seguir que esse grau pode ser melhorado com o resultado estabelecido por

Rowen, em [19].

Teorema 4.1. Seja m um inteiro positivo. Entao, Stam—o2(y1, -, Yam—2) € uma *- iden-

tidade polinomial para (Ma,(F),s).

Para provar esse teorema, Rowen usou uma x-identidade polinomial de (Ma,,(F), s)

([21], pg.139), denominada o polinémio minimo genérico e definido por:
Ym 4 Z(_l)kﬂkym_k7
onde py € obtido indutivamente por

o =1

Z :uk T (YZ)

e T denota 3tr (em que tr ¢ o traco definido em 2.20).

wl»—‘

Observe que através do resultado acima temos, até o momento, uma cota superior para
o grau de *-identidades polinomiais em varidveis simétricas satisfeitas por (My,,(F),s).
O resultado a seguir estabelecido em [8], nos fornece uma cota inferior para esse grau

quando m > 2.

Teorema 4.2. Se f é uma x-identidade polinomial em varidveis simétricas para (Ma,, (), s)

em > 2, entdo gr(f) > 2m + 2.

Desse modo, temos até o momento que o grau de uma x-identidade f em varidveis
simétricas para (Mo, (F),s), com m > 2, é tal que 2m + 2 < gr(f) < 4m — 2.

A seguir vamos enunciar o teorema, devido a D’Amour e Racine em [6], que resolve o
problema de se encontrar *-identidades em varidveis simétricas para (Ma,,(F), s) de grau
minimo, para os casos m = 1,2. Ressaltamos que as identidades dadas abaixo valem em
geral, mas a unicidade das mesmas exigem a restricao que sera feita na caracteristica do

corpo F. Usaremos a notagao y; © yo = y1y2 + Y21 = ¥1Vy, = Y2V,

Teorema 4.3. Seja Char(F) = 0, entao Sta(y1,y2) = [y1,y2] € uma *-identidade poli-
nomial para Ms(F, s). Além disso, Ms(F,s) nao satisfaz nenhuma x-identidade polino-
mial em varidveis simétricas de grau menor que 2 e qualquer x-identidade em varidveis
simétricas de grau 2 € consequéncia de Sta(y1,y2) = [y1, y2].

Também temos que

Pa(Y1, Y2, Y3, Y, Us) = [[Y1, y2) © [y3, ya] + [y1, 4] © [y3, 2], yse
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Ts(yl,y2,y3,y4,y5) = (y4 o y5)St3(‘/yl? ‘/yw %3) - (3/45153(‘/;;17 ‘/yw ‘@3)) °Ys
- (y5St3<Vy17 Vy27 Vys)) O Yy

sao *x-identidades polinomiais em varidveis simétricas para My(F,s) e My(F,s) nao sa-
tisfaz uma x-identidade em varidveis simétricas com grau menor que 5. Mais ainda,
qualquerx-identidade em varidveis simétricas para My(F,s) de grau 5 € consequéncia do

conjunto {py,rs}.

Os teoremas abaixo resolvem o problema para o caso m = 3. O primeiro se deve
a Racine, feito em [17] , e estabelece uma #*-identidade em varidveis simétricas para
Mg(TF, s), enquanto o segundo, devido a Rashkova e feito em [18], prova a minimalidade

dessa identidade.

Teorema 4.4. O polinomio

Sta([yt,vel, W7, val, [y, 92])
¢ uma x-identidade polinomial em varidveis simétricas para Mg(F, s) de grau 9.

Teorema 4.5. My(F,s) nao satisfaz uma *-identidade em varidveis simétricas de grau

menor que 9.

Observe que a partir dos casos m = 2,3 pode-se conjecturar que para m > 1,
(Mo, (F), s) satisfaz uma #-identidade polinomial em varidveis simétricas de grau 4m — 3.
O artigo [11], no qual se baseia a préxima se¢ao, tem como objetivo principal demonstrar

essa conjectura.

4.2 Identidade multilinear de grau 4m — 3

Nessa secao iremos expor o resultado devido a J.D.Hill, feito em [11], que nos diz que
para um inteiro m > 1 e F um corpo qualquer, (Ms,,(FF), s) satisfaz uma *-identidade
multilinear de grau 4m — 3 em varidveis simétricas. Desse modo, iremos obter uma nova
cota superior para o grau minimo de uma *-identidade polinomial em varidveis simétricas

para (My,,(F), s).

Definicao 4.6. Seja n um numero inteiro positivo. Definimos,

¢:F<ylay27"'7yn7y> —>F<y17y27"'7yn7y>

f<y17 <5 Yn, y) — Z Sgn(a)f(ya(l)v <y Yo(n), y)

O’GSn

e estendemos essa defini¢cao para polinomios de traco da forma natural.
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Definicao 4.7. Definimos parai=1,2,...,n—1

Al = ¢(yj1 Y5 YY - yjnfl) - Z Sgn(o-)yU(Ji) Yo (i) YYo (i) - - - Yo(in—1),

oESH—1

com1 <71 <Jo...0n1 < n. Parai=n definimos

AL =0y Yjur¥) = D 5g(0)Yoir) - - Yo(hu—1)Y

O'GSn—l

com1<j1<Jo...0n1<n.

Observe que na definicao acima n representa o nimero de varidveis e ¢ a posicao da

variavel y no monomio dentro de ¢.

Exemplo 4.8. A fim de exemplificar o uso da notacao estabelecida, consideremos

Sta(Y,y1,Y2,Y3) = YhYaYs — YW1YsYe + YY2Usys — YY2Y1Ys + YYstiYa — YYsyayi
—  Y1YY2Y3 + Y1YY3Y2 — Yo YY1 + Yo YU1Ys — Y3YY1Y2 + YsYYau1

+ = N1Y2YsY + Y1YsY2Y — Yoysy1Y + Ye1YsY — YstiYeY + YsYh Y
= Z SgN(T) Yo (1) Yo (2)Yor (3) — Z SgN(0) Yo (1) Yo (2) Yo (3)

o€S3 o€S3
+ o= Z $gN(0) Yo (1)Yo(2)Yo(3) Y

og€ES3
= Ao A AL Al
4

= o-y*al

=1

Vamos agora estabelecer alguns lemas técnicos necessarios para a demonstragao do

teorema principal dessa secao.

Lema 4.9. Seja ¢ o endomorfismo definido na Definicdo 4.6 e T = %tr. Entao,

(T (yyays + y3y29)) = 0 = &(T((Yy2ys + Y3¥2Y)Vir Yis - - - Yir))

onde k € um inleiro positivo € Y;, Yi, - - - Yi, = Yo(1)Yo(4)Yo(5) - - - Yo(k), €M que o denota uma

permutacdo de {1,4,5,... k}.

Demonstragao. Observe inicialmente que, pelas propriedades 2.20 da funcao traco,

temos

T(Yy2ysYiy - - Yir, + Y3Y2Y¥ - - Yir) = T(YY2Y3Yir Vi - - - Yir T Y3Y2YYirYi - - - Yir)
= T(yyoysyiYir - - - Yir) + T(YYirYis - - YirY3y2)-
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Como as permutacoes,
(2,3,i1...,ik) — (2,3,2'1 7Zk)
(2,3,i1...,ik) — (Zl,Zk,3,2)

tém sinais opostos (veja que para obter a segunda permutacdo a partir da primeira é

preciso realizar 2k + 1 transposicoes), entdo ao aplicar ¢ em T' obtemos

O(T(Yyoys¥iy - - Yir + Y3¥2Y¥%i, - Yir)) = T(d(yyeysyi, - ¥i)) + T(O(YYi, - - Yir Y3y2))
- T

>
oy

sgn(o yya( VYo (3) - - - ya(%))
€S
SgN(0)Y Yo (2)Yo(3) - - - ya(z@)) = 0.

o€ES}

Lema 4.10. [13] Seja n um inteiro positivo. Entdo

T(St2n<y1, . ,ygn)) =0.

Demonstragao. Seja R o subgrupo de Sy, gerado pelo ciclor; = (123...2n) el C Sy,
o subgrupo cujos elementos sao as permutacoes de Sy, que deixam 2n fixo. Observe que

UNR=1e Y, =UR (igualdade como conjuntos) e portanto

tr(Stan(y1,- - y2n)) = tr( > Sgn(a)ya(l)---ya@n))

a€Say

= ( Z Sgn T(S de -Yrs 2n))
oTEUR

= tr < Z sgn(o) Z SGN(T)Yro(1) - - - ym(zn))
oeU TER

como, pela a Definicao 2.20, a funcao traco é invariante sob a acao de permutacoes ciclicas

tr(Stan(yr, - .- y2n)) = tr ( > sgn(o) Y sgn(T)yoqy - - - ya@n)) :

oeU TER
Agora, por sgn(r) = —1, temos que sgn(r?) = 1 e sgn(r? ') = =1, onde 1 < j < n.

Desse modo,

tr(Sth(yl,..-,yzn = tr(ngn 7 ngn yg(l) Yo(2 )> 0.

oeU
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Lema 4.11. Seja A2 = A2 (yy, ..., yu_1,y). Entdo,

1
o oA v yo ) = (CDMAR + AT
1
b. —cb(Ail(yl, ey Y211, y) © le) = Ailﬂ Ailjll
(20 — 1)!
Demonstracao. Pelas defini¢oes, temos

1
(21 _ 1)! ¢(Ail(y1, - Y2u-1,¥Y0 yzz))

1
= m¢< Z Sgn(U)yo(l) . -yo(k—l)(y o y2l)yo(k) .- -%(21-1))

o€Sy_1

1 (b
= m¢< > sgn(0)Yat) - Yote—1) (Y © Yot Yoks1) - - - Yoat—nyyaa(—1)* 1)>-

o€Sy 1

Observe que a ultima igualdade se deve a definicao de ¢ e ao fato de que para mover o

até o final de cada mondmio precisamos realizar 2l — 1 — (k — 1) transposigdes e por esse

motivo (—1)#~1=(¢+=1 aparece na equacio. Como (—1)#~1=(+:=1 = (—1)* obtemos

(=DF
mﬁb Z SGUT)Yo(1) - - - Yok=1) (Y © Yo (i) ) Yo(kt1) - - - Yo@1-1)Y21 | -

0€Sy 1

Aplicando ¢ na equagao acima e lembrando que A7 := ¢(y1 ... Yi1Y¥i-- - Yn_1), resulta

que
(—1)F (2 — 1)I(AZHY 4 AZHL) = (L1)R(A2HL 4 A2
(21 . 1)' : k k+1/ — k k+1
0 que prova a primeira parte do lema. Para a segunda parte, temos

2l ) ,¢(A Yis -5 Ya-1,Y) © Yai)
21 _1 ,<Z5( Z sgn(0) (Yo(1) - - - Yok-1)YYo (k) - - - Yo(2-1)) Oyzz>

sgn(o yo(l) Yo k=1)YYo (k) - - - Y21 T Y2Yo(1) - - - Yo (k—1)Y Yo (k) - - -ya(zz_1))

realizando 2] — 1 transposicoes, a fim de mover 1y, para ultima posicao, na equacao acima

obtemos,

1
mﬁb( Z Sg(0)Yo(1)s -+ Yok—1)Y - - - Y21 + (— )%~ 1?/0(1),---,ya(k)}’---ym)-

0€Sy 1
Desse modo, temos

1

(2l — 1)!(2l‘_'1)!(/4ib+1 [42b+1) /iib+1 142l+1

k+1 k+1 -
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Lema 4.12. Seja A2 = A2 (yy, ... ya, ). Entdo,
1 —

a. (2l)!¢(Ail+1(y17 e Y2, YO Yoryy)) = (_1>l~c 1<Ai5+2 +Ailif)
1

b. —(2l)!¢(Ail+1(yly YY) O Yyr) = AR A2

Demonstragao.

A demonstracao desse lema é anédloga a dada no lema 4.11, exceto pelo fato de que na
primeira parte moveremos T 11, para tanto precisaremos realizar 2] — (k—1) transposigoes
e por esse motivo (—1)21_("3_1) aparecera na equacgao, enquanto que na segunda parte
moveremos também o1, mas para tanto precisaremos realizar 2/ transposicoes e por

esse motivo (—1)% = 1 aparecera na equacao.

Teorema 4.13. Sejam F um corpo e m > 1 um inteiro positivo. Entao,

m

m—1
G (Y1 Yam-i3Y) = (m = 1) YA —m Y A

=1 i=1
¢ uma *-identidade polinomial multilinear em varidveis simétricas para (Mo, (F),s) de

grau 4m — 3.

Note que como um primo p nao pode dividir simultaneamente m e m — 1, assim ¢, ¢

um polinomio nao-nulo em F, tendo [F caracteristica zero ou nao.

Demonstracao. Comecamos observando que apesar do resultado acima nao depender da
caracteristica do corpo F serd suficiente demonstrarmos o resultado para o caso Char(F) =
0. Uma vez que, tendo demonstrado esse caso especial teremos que o polinomio ¢, se
anula em todas as substituigoes tomadas & partir de alguma base de (Ms,,(F), s)t, em
particular ¢, se anula em todas as substitui¢coes tomadas na base dada no Exemplo 3.8.
Por sua vez note que as entradas das matrizes dessa base sao dadas apenas pelos elementos
0 e £1, portanto essa base é ainda uma base para (Ms,,(F),s)™ com F um corpo com
caracteristica prima. Desse modo, pelo Teorema 2.35, ¢, ¢ uma *-identidade polinomial
independentemente da caracteristica considerada para o corpo [F.

Estabelecendo entao que CharF = 0, consideremos a seguinte *-identidade polinomial
de trago para (My,,(F),s) (Ver [21], pg.139), denominada o polinémio genérico minimo,

que é definido por
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ym + Z(_l)k,ukym—k’

onde py € obtido indutivamente por

wlf—‘

po =1

Z ,Uk i (YZ)

Multilinearizando-se em Y a identidade polinomial de trago acima, obtemos pelo Teo-
rema 2.16 uma *-identidade polinomial de tra¢o multilinear para (M, (F), s). Escrevendo-

se essa identidade multilinear na forma,

Z Yo Yo@) - Youm) + (parte de trago)

UGSm

e entdo substituindo-se Y] por {y, v2, ys} = yyaus + ysy2y, Yo por y; e Y; (i > 2) por Q; =

%(y4(i72)y4(i72)+1y4(i72)+2?/4(i72)+3 + y4(i72)+3y4(i72)+2y4(i72)+1y4(i72)) obtém-se a seguinte

identidade polinomial de trago para (M, (F),s)":

{y, 02, us}11Q3Qu .. Qu + - . Qo - .. QuQ3y1{y, y2, Y3} + parte de trago. (4.1)

Nosso objetivo sera usar a parte livre de traco, da identidade acima, para ”gerar”o
polinémio ¢, (Y1, - - ., Yam—a;y) € provar que (apds as transformacgoes realizadas para se
obter ¢,,) a parte de trago sera nula.

Dessa forma, consideremos a parte livre de trago da Equacao (4.1)

v, v, y3}11Q3Qs .. Qo + -+ + Qu - .- QuQ3y1{y, Y2, y3} (4.2)

e apliquemos a ela o endomorfismo ¢ definido na Definicao 4.6. Obtemos pela notacao

estabelicida em 4.7,

(m —2)!(m — 1) (A" = A" + (m — 2)1(1) (43" = A7)
+ (m—2)l(m — 2) (43" — A" ) + (m — 2)1(2) (45" — A7)

o (m =211 (A =7 — AR 2) + (m = 2)1(m — 1) (Agn—g — Aim=3),

ou seja,

4(r—1)+3 (r—1)+4

(m =2V [(m =) (At = Al )+ (Al s - Al )] @)
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Para ver isso considere por exemplo o coeficiente do termo (Aém_4 — Ag‘m_4) e perceba
que para tanto consideramos em (4.1) apenas aquelas permutacoes de {y, y2,y3},y1 € Q;’s
que tem {y,ys2,y3} na terceira posigao e y; a esquerda de {y, o, y3}. Aplicando-se ¢ a
esses termos, temos que (m — 2)! aparecera no coeficiente devido a permutagao dos m — 2
Q}s e o niimero 2 devido ao ntimero de posigoes possiveis, a esquerda de {y, y2,y3}, para
y1. Finalmente, note que as permutacoes de @1, . .., @, € y; correspondem a permutacoes
pares de {1,4,5,6,...,4m — 5}, portanto o tnico sinal negativo em (Aém’4 — Agm"l) se
deve ao sinal da permutagao de {2, 3}, advindo do fator {y, y», y3}, e portanto aparece na
frente de Ag™*.

Agora iremos transformar a Equacao (4.3) de duas maneiras:

Primeiro substituimos y por y o 44,4 (em 4.3) e aplicamos ﬁqﬁ Entao, usando
a primeira parte do Lema 4.11, obtemos
~1

(m_2)' (m )( A4m 3 A4m 3 +A4m 3 +A4m 3 )

4(r—1)+1 (r—1)+2 4(r—1)+3 4(r—1)+4
1

3

r

4m—3 4m 4m—3 4m—3
+T(A 1)+2+A A(r— 1)+3 A4(r—l _A4(r 1)+5) (1)

Retornamos novamente na Equacao (4.3) e fazemos (4.3) 0 yuy,_4, aplicamos entao

ﬁgb, para a partir da segunda parte do Lema 4.11 obtermos

m—1
4m—3 dm— 3 Am—3 Am—3
(m - 2)' Z( )(A 4(r—1)+1 A4(7“ A4(r 1)+3 A4(r 1 +4>
r=1
4m—3 dm— 3 4m—3 4m—3
+T<A (r—1)+2 A4(7" A4(r 1+4+A4(r 1+5) (2)

Por fim de (2) — (1) temos,

m—1
2(m=2)8 } (m =) (A2 — AL es) + 7 (AG0T s — AUGT1)4s)
r=1
m—1
—2m =20 Y [m =) Al m Al e A
r=1

— 2(m —2)!((m — 1) A3 — A3 4 AP8 p (m — 2) A8 — p ABm8 9 Al
+(m = 3) A" —mAY T 4+ ARRTE - mAGR T+ (m - 1) AT

=2(m —2)I((m — DA ? —mA" > + (m — 1) A3" % — mAF"
Hm = DA™ —mA S 4 mAL o (m 1) A)
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m—1

=2(m = 2)![ Y (m— AT —m Y A
i=1 i=1
que é um multiplo escalar do polindémio g, (v, - - -, Yam—4;y)-

Agora realizando na parte de trago, da x-identidade (4.1), o mesmo processo realizado
na parte livre de trago, obtém-se (1) e (2)’. Observe que fazendo-se isso o polinomio
(2) — (1) +(2)' — (1) serd consequéncia da *-identidade (4.1) e portanto também serda uma
x-identidade para (My,,(F), s). Entdo, como vimos que (2) — (1) é um multiplo escalar de
Gm (Y1, - -+ Yam—4;y) 1O qUe Se segue 0 nosso objetivo serd mostrar que (2)' — (1)’ é nulo.

Desse modo, consideremos a parte de traco de (4.1). Expandindo e ignorando os

coeficientes, temos que um termo arbitrario de (4.1) é da forma

T(fi - Yn)T(fo(yrs s ym)) T (Y1, Ym)) (Y1, - Ym)),s

onde j é um inteiro positivo e os f}s, e g sao *-polinémios multilineares.

Agora, substituimos Y; por {y, y2, ys} = y¥a2ys + ysy2y, Yo por y; e Y; (i > 2) por Q; e
aplicamos ¢. Pelo Lema 4.9, todos os termos nos quais {y, y2, y3} aparece dentro do traco
se anulam, além disso, pelo Lema 4.10 os tracos onde aparecem apenas Q;s também se
anulam. Entao os inicos termos que nao se anulam sao aqueles em que aparece exatamente
um trago; y; aparece dentro desse trago e {y,y2,ys} aparece fora dele.

Isso mostra que os termos restantes sao da forma

T(Starsn) AT = TSty AL

onde ¢ é um inteiro positivo e r ¢ {mpar, pois y; esta dentro do traco e cada (); tem um
numero par de varidveis.

Agora, aplicamos a esses termos as duas transformacoes que aplicamos a 4.3, com as
quais obtivemos (1) e (2). Pelo Lema 4.12 isso nos resultard em duas equacgoes, (1) e
(2)', iguais. Portanto, (2)' — (1)’ = 0, o que mostra que (2) — (1) ¢ uma *-identidade em
variaveis simétricas para (Ma,,(F), s). Dessa forma, concluimos que ¢, (y1,- - -, Yam—4a;y)
é uma *-identidade polinomial em varidveis simétricas para (M, (F), s).

[ |

Afim de ilustrar essa demonstragao, vamos mostrar no exemplo a seguir que o po-

linémio q3(y1,ye, - .-, ys,y) é uma *-identidade em varidveis simétricas para (Mg(F), s).

Exemplo 4.14. Nesse exemplo mostraremos que
3 2
@Y1, Y2, -, Ys, Y) =2 ZA?M—B - 32A2i—1 = QA? - 314?, + 2A§ - 314? + 2As9)
i=1 i=1
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¢ uma *-identidade polinomial em varidveis simétricas para (Mg(F), s).

Comegamos considerando o *-polinomio genérico minimo para (Mg(F), s),
3
V4 Z(—l)kﬂky3_k,
onde . € obtido indutivamente por

po =1

Z ,Uk i (YZ)

wIH

No nosso exemplo temos,

o = (TN = T(O) s = S (T = TVAT(Y)) = TVIT(Y?) + T(r))

Portanto o x-polinomio genérico minimo para (Mg(IF), s) é dado explicitamente por:

YTV + (T(V)) = T(V2)Y — STV 4 STO)T(Y) ~ T(V?)

Multilinearizando em 'Y a *-identidade polinomial de traco acima, obtemos pelo Teorema
2.16 uma *-identidade polinomial de trago multilinear para (Mg(F),s). Escrevendo essa

identidade multilinear na forma,

Z Yoy Yo2)Yors) + (parte de trago)

o€Ss
e entao substituindo Yy por {Y,y2,ys} = Yy2us + ysyey, Yo por y1 e Ys por Q3, onde
Q3 = %(y4y5y6y7 + yrysysys) obtém-se a sequinte x-identidade polinomial de trago para
(Ms(FF), s):
{y. 92, y3}11Qs + ... Q3y1{y. yo, ys} + parte de trago (4.4)

Nosso objetivo serd usar a parte livre de traco, da identidade acima, para ”gerar”o
polinémio qs(y1, ..., ys; Y) e provar que (apds as transformagoes realizadas para obter qs)
a parte de traco serd nula.

Dessa forma, consideremos a parte livre de trago da Equacgao 4.4

{v, 92, us}01Qs + {y, y2, Y3 } Q311 + y1i{y, v2, Y3} Qs 45

+1Q3{Y, v2, Y3} + Qs{y, y2, ys}y1 + Qsy1{y, Y2, y3}

e apliquemos a ela o endomorfismo ¢ definido na Definicao 4.6. Obtemos, pela notagao

estabelecida na Defini¢ao 4.7,
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2(A7 = A3) + (A3 — A7) + (45— A7) +2(A5 - 45) (4.6)

Para ver isso considere por exemplo o coeficiente do termo (Ag — Ag) e perceba que
consideramos em 4.6 apenas aquelas permutacoes de {y, y2,ys}, y1 € Q3 que tem {y, ya, Y3}
na terceira posicao e yy a esquerda de {y,y2,ys}, ou seja, o quarto termo e o sexto termo
de 4.5. Aplicando-se ¢ a esses termos, temos que 1! aparecerd no coeficiente devido a
permutacao de Q3 e o numero 2 devido ao numero de posicoes possiveis, a esquerda de
{Y,y2,y3}, para y1. Finalmente, note que as permutacoes de Q3 e y; correspondem as
permutagoes pares de {1,4,5,6,7}, portanto o inico sinal negativo em (A% — Ag) se deve
ao sinal da permutagdao de {2,3}, advindo do fator {y,ys,ys}, € portanto aparece na frente
de A§.

Agora, 1remos transformar a Equacao 4.6 de duas maneiras:

Primeiro substituimos y por yoys (em 4.3) e aplicamos %(b. Entao, usando a primeira

parte do Lema 4.11 obtemos
2(— A} — A + A+ AY) + (A3 + A — A — AD)
—I—(—AE—A2+A$+A§)+2(A2+A$—A2—A8) (1)

Retornamos novamente na Equagao 4.6 e fazemos (4.6) o ys, aplicamos %qﬁ para, a

partir da sequnda parte do Lema 4.11, obtermos

2(A7 — A) — A5+ AQ) + (A5 — A3 — AT+ A7)
+(AD — A3 — A9+ AY) +2( A — AF — A+ A3). (2)

Por fim de (2)-(1) temos,

2(2A7 — 243) ( — 245 4 243) + (243 — 247) + ( — 247 + 247)

que se torna,

2(2A) — 343 + 2A2 — 347 + 2A3)

que € um maltiplo escalar do *-polinomio qs3(yi, ..., Ys; Y)-
Agora, realizando na parte de traco, da *-identidade 4.4, o mesmo processo realizado
na parte livre de trago, obtém-se (1) e (2)'. Observe que fazendo-se isso o polinémio

(2) — (1) + (2) — (1) serd consequéncia da x-identidade 4.4 e portanto também serd uma
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identidade para (Mg(F),s). Entdo, como vimos que (2) — (1) € um maltiplo escalar de
a3(y1,---,Ys; Y), no que se seque o nosso objetivo serd mostrar que (2) — (1)" é nulo.
Desse modo, consideremos a parte de traco de 4.4. Fxpandindo e ignorando os coefi-

cientes, temos que um termo arbitrario de 4.4 € da forma
T(fi(Y1, Y2, Y3))T(f2(Y1, Y2, Y3))T'(f;(Y1, Yo, ¥3))g(Y1, Ya, Y3)),

onde j = 1,2 ou 3 e os f;’s, e g sao polinomios multilineares.

Agora, substituimos Y1 por {y,y2,ys} = Yyays + ysy2y, Y2 por y; e Y3 por Q3 e entdo
aplicamos ¢. Pelo Lema 4.9, todos os termos nos quais {y, Y, ys} aparece dentro do trago
se anulam, além disso, pelo Lema 4.10 os tracos onde aparecem apenas Q3 também se
anulam. Desse modo, os unicos termos que nao se anulam sao aqueles em que aparece
exatamente um trago, além disso, x1 aparece dentro desse trago e {y,zs, x3} aparece fora

dele. Isso mostra que os termos restantes sao da forma

T(Sts) (A} — A3) e T(St:)(A] — A]+ AL — AT).

Por fim, aplicamos a esses termos as duas transformagoes que aplicamos em 4.6 (com
as quais obtivemos (1) e (2)). Pelo Lema 4.12, isso nos resultard em duas equagoes, (1)
e (2)', iguais. Portanto (2)" — (1)) = 0, o que mostra que (2) — (1) é uma *-identidade

polinomial para (Mg(F), s).

Dessa forma, concluimos que g3(y1, - . ., ys; y) é uma *-identidade polinomial em variaveis
simétricas para
(Mg(FF), s).

A partir do resultado de J.D. Hill obtemos uma nova cota superior para o grau de
uma *-identidade polinomial em varidveis simétricas f de (Ma,(F),s), isto é, o grau de
uma identidade polinomial em varidveis simétricas f de (M, (F), s) é tal que 4m — 3 >

gr(f) > 2m+ 2, quando m > 2.

4.3 Construgao de uma base para (Myn(F), s)

No Capitulo 2 vimos que se a caracteristica de [F é zero o estudo das identidades de uma
[F-algebra pode ser reduzido ao estudo de identidades multilineares. No mesmo capitulo
foi visto que para determinar se um polinomio multilinear é uma identidade polinomial
para uma F-dlgebra de dimensao finita, basta avaliarmos esse polindmio nos elementos de
uma base da algebra. Além disso, no Capitulo 3 foi observado que todos esses resultados

sao validos no contexto de x-identidades polinomiais.
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Desse modo, a fim de se encontrar x-identidades polinomiais para (M,(F), s), se torna
interessante procurar bases para (M, (), s) com boas caracteristicas. Nesse sentido, ire-
mos expor nessa segao a construcao de uma base, feita em [14], para (Mam(C),s) que
tem a surpreendente propriedade de que todos os seus elementos sao invertiveis e sao
simétricos ou antissimétricos com relagao a involugao simplética. Mais ainda, os elemen-
tos da base que sdo simétricos formam uma base para (Maom(C), s)™ e os elementos que

sdo antissimétricos formam uma base para (Mom (C), s)™.

No Exemplo 1.47 vimos que a decomposicao da algebra do 2-grupo extra-especial E,,
é dada por
2’771
CE,, =& C @ My (C).

Por outro lado na Proposicao 5.8 vimos que existe uma bijecao entre as representacoes de
um dado grupo G e os seus CG-mddulos. Desse modo, pela decomposi¢ao acima, temos
que existem representacoes de grau 2™ (diferentes da trivial) para o grupo E,,.

A seguir, iremos apresentar para cada m > 1, uma representacao de grau 2™ do grupo
extra-especial F,,. Ao longo de todo essa secao iremos denotar por I, a matriz identidade
2m x 2™,

Comecamos dando uma representacao de grau 2 para £, = D! = D,. Sabemos que
o grupo F; tem dois geradores, esses geradores serao denotados por agl) e bgl). Usando
a representacao definida em 5.3 para D,, temos a seguinte representagao para o grupo

extra-especial Fjy:

1
1 0 0 1

) -

Agora, para m = 2, o grupo extra-especial Fy = D! D? tem quatro geradores que serao
denotados por af), bf), aéQ) e béz). Utilizando a representacao anterior e a representagao
trivial de grau 2 de F; obtemos através dos produtos tensoriais dessas representacoes,

uma representagao de grau 4 de E, dada por

0 —I ~I 0
agz) _ 1 bgz) _ 1
L 0 0 L
1 1
o a0 W R
’ R ’ 0 b
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De maneira andloga, para m = 3, o grupo F3 = D'D?D? tem seis geradores, os quais
iremos denotar por ag?’), bf’), agg), bg‘”, a:(;’)e bgg). Entao, utilizamos a representagao anterior
de grau 4 de Es e a representacao trivial de grau 2 de E; para obter através dos produtos

tensoriais dessas representagoes, uma representacao de grau 8 de E3 dada por

0 —I I, 0
ol = oo
I, 0 0 I
(2) (2)
aé?’) _ ™ 0 bgg) _ by 0
2 2
0 a? 0 o
(2) (2)
° 0 4@ ’ (2)
as; 0 by

Em geral, para cada m € N, temos que o grupo extra-especial E,, = D'D?... D™

tem 2m geradores, os quais serao denotados por ag-m) e b,

usaremos a representacao de grau 2™ de F,,, obtida de forma recursiva usando o processo,

com 1 < 7 < m. Por fim,

e a representacao trivial de grau 2 do grupo Fy, para obter através dos produtos tensoriais

dessas representacgoes (ver Apéndice), uma representacao de grau 2™+ para o grupo E,, ;1

dada por
(m+1) _ 0 —In bngrl) _ Iy 0
I, O 0 I,
(m) (m)
A a0 pm+D) bisy 0
0 o ’ 0 o

Exemplo 4.15. Vamos usar esse processo para construir uma representacao de grau 8

para FEs.
Comegcamos com a representacao de FEy de grau 2 :
0 —1
agl) _ bgl) _
1 0 0 1
Agora, através dos produtos tensoriais dessa representacao com a representacdo trivial de

grau 2 de Ey, obtemos uma representacao de grau 4 para Eo dada por
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00 -1 0 -1 0 00

00 0 -1 0 -1 00
a§2) _ b§2) _

10 0 O 0O 0 10

01 0 O 0 0 01

0 -1 0 0 -1 0 0 O

1 0 0 O 0 1 0 0
aéz) _ b§2) _

0 0 0 -1 0 0 -1 0

0 0 1 0 0 0 0 1

E por ultimo, tomamos os produtos tensoriais da representagao anterior de grau 4 para

E5 com a representacdo trivial de Ey, para obter a representacao de grau 2° para Fs:

0o000-1 0 0 O -1 0 0 0 0O0O0O0
0000 0 -1 0 O 0O -1 0 0 O0O0O0O
0000 0O O -1 0 0 0 -1 0 0000
&53) _ 0oo0oo0 0 0 0 -1 bf” _ 0o 0 0 -1 0000
1000 0 0 0 O 0o 0 0 0 1 00O
060100 0 O 0 O 0O 0 0O 0 0100
0010 0 0 0 O 0O 0 0 0 0010
06001 0 0 0 O 0O 0 0 0 0O0O01
00 -1 0 00 0 O -1 0 00 0 0 00
00 0 -1 00 0 O 0O -1 00 0 0 0O
10 0 0 00 0 O 0O 0 10 0O O 0O
&ég) _ 01 0 0 00 O O bg,) _ 0O 0 01 0 0 00
00 0 o0 00 -1 0 0o 0 00 -1 0 0O
0o o0 0 00 0 -1 0o 0 00 0 -1 00
00 0 0 10 0 O 0O 0 00 0O 0 10
0600 o0 o0 01 0 O 0O 0 00 O 0 01

68



As x-identidades de grau minimo para (M, (F),s)"

0 -10 0 0 0O 0 O -10 0 0 0 O 0 O
10 0 0 0 0 0 O 0 1 0 0 0 0 0 O
0 0 0 -1 0 0 0 O 0O 0 -1 0 0 0 0 O
aé?’) _ 0 061 00 0 0 O bgg) _ 0 0 061 0 0 0 O
0o 00 0 0 -120 0 0 0 0 0-10 0 0
0 0 0 01 0 0 O 0 0 0 00 1 0 O
0 0 0 0 0 0 0 —1 0 0 0 0 0 0 ~-120
0 0 0 00 0 1 O 0 0 0 00 0 0 1

A fim de simplificar a notagao, quando nao houver possibilidade de confusao em relacao
ao grupo F,, com o qual estivermos trabalhando, iremos omitir o m na notagao estabele-
cida para os geradores de I,,, ou seja, os mesmos serao denotados apenas por a; e b;, com
1 < j <m. Além disso, denotaremos por s o comutador de a; e b; (observe que, por E,,
ser um grupo 2-extra-especial os comutadores de a; e b; sao iguais, para todo 1 < j < m).
Entéo, com essas notagoes estabelecidas, temos que aj = b5 =1 e s* = 1.

Seja W o produto dos transversais W; = {1, a;, b;, a;b;} de Di"em D, com 1 < Jj <m.
A seguir iremos mostrar que através dos elementos de W (via a representacao dada acima)

obtemos uma base para Mam (C).

Lema 4.16. O conjunto W é um conjunto transversal de E, = (s).

Demonstragdo. Seja E,, = D'D?>...D™ E = {1,s} = Z(E,) e {1,a; b;,a;b;} um
conjunto transversal para D’J em D', com 1 < i < m. Consideremos x um elemento
qualquer de E,,, temos que z = a]'b'al?b? .. alrbim, com 0 < jr <3 e 0 <1 < 1.

Agora, pela definigao de produto central de grupos, temos [Dy,, D;] = 1, para quaisquer
1<k<l<meZ(E,) =Z(D;) = <a]2>, para todo 1 < j < m. Entao,
alF b al' bl = al'bjlalblF,  para quaisquer 1 < k <1 <m
e aj2~ = s, para todo 1 < j < m. Através dessas observagoes podemos concluir que
x = al b alhs? .

Lairber ou wo=sal'byaytby . alrbor com o, B, € {1,0}.

'm Ym )

Desse modo, o produto dos transversais W; = {1, a;, b;,a;b;}, com 1 < 57 < m, é de fato

. /
um conjunto transversal de £, em [£,,. |
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Como consequéncia imediata do Lema anterior temos a seguinte proposicao:

Proposicao 4.17. O transversal W de E;n em FE,, € uma base para o ideal CEm(%)

1—s

5 ) é uma componente simples de CFE,, e por

No Exemplo 1.47 vimos que (CEm(
ter dimensao 22", temos que CEm(%) = Mym (C), entao pela proposi¢ao anterior e via
a representacdo apresentada, podemos concluir que temos uma base para Mym(C), ou
seja, que via a representacao construida acima para F,, as matrizes que representam os
elementos de W constituem uma base para a algebra de matrizes 2™ x 2.

Consideremos agora a dlgebra Mym (C) com involugao simplética * definida no capitulo
3 (estamos denotando aqui a involugao simplética por * para evitar confusdes com a
notacao s dada para o gerador de E;n) Pela representacao de FE,, dada acima e induzindo
a involugao simplética no grupo F,, podemos observar que

*

* *
aj] = sa; b] = sby e a;

5a; bj =0b; paratodo2<j<m.

Assim, observando que em CEW(%) podemos identificar o elemento s com -1 e
denotando por S o conjunto dos elementos de W que sao simétricos e A os que sao
antissimétricos com rela¢do a involugao simplética, podemos ver que (por s € Z(E,,))
W = SUA. No que se segue iremos provar que S é uma base para (Maym(C),*)" e que
A é uma base para (Maym (C), x)™.

Consideremos a tabela abaixo

Transversais wy Wy Wi ... W,
n’ elementos simétricos 1 3 3 3
n’ elementos antissimétricos 3 1 1 |

A fim de produzir um elemento simétrico em W nds primeiro consideramos o niimero
de elementos simétricos ST em WoWs...W,,. Lembrando que elementos em grupos D’’s
diferentes comutam, esse numero é dado quando escolhemos no produto um nimero par

de elementos antissimétricos. Logo,

ot _ <m0— 1)3m1 . (mz— 1)3m12 T (”g; 1>3m12k.

k>0
Agora, consideramos o nimero de elementos antissimétricos S~ em WoWs...W,,.
Esse nimero é dado quando escolhemos no produto um ntmero impar de elementos an-

tissimétricos. Logo,
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- m—1 m—1—1 m—1 m—1-3 . m—1 m—1—(2k+1)
S_<1)3 +(3)3 + —;O%Jrl?) .

Entao, observamos que,

m—1
—1 ) —1 o
S+ 4 S— _ : : (m] >3m1] _ 2 : <mj )gmljlj — (3 + 1)m71 — 4m71 — 22m72
Jj=0

Jj=0
que ¢ igual ao nimero de elementos em WoWs ... W,,.

Por outro lado,

gt _ g — (m()_ 1) gm—1-070 _ (ml_ 1> gm—1-1q1 | <m2— 1) gm-1-292 _

e

320

= B-1"t=2m"1
Desse modo,

S+ _}_S*) + (S+ _ S*) B 22m72 _}_mel

L (
ST = 2 2

— 22m—3 + 2m—2 e

(S* +S57) — (S* — 57)
2

Agora, observe que os elementos simétricos de W sao produzidos considerando-se o pro-

— 22m—3 . 2m—2.

S_:

duto de elementos simétricos em W (pela tabela temos apenas 1 elemento) com elementos
simétricos em WoWs...W,, ou considerando-se o produto de elementos antissimétricos
em W, (pela tabela temos 3 elementos)com elementos antissimétricos em WoWs ... W,,.

Assim, o total de elementos simétricos em W é dado por,

S+ + 357 — 22m73 T 2m72 + 3(22m73 - 2m72) — 2m71(2m o 1)

Como, pelo Exemplo 3.8, temos que a dimensao do subespaco (Mam(C),*)" é igual a
2m=1(2™ — 1). Concluimos que elementos simétricos S em W formam uma base para
(Mom (C), %)

Por sua vez, temos que os elementos antissimétricos de W sao produzidos considerando-
se o produto de elementos simétricos em W (pela tabela temos apenas 1 elemento) com
elementos antissimétricos em W)yWs...W,, ou considerando-se o produto de elementos
antissimétricos em W; (pela tabela temos 3 elementos) com elementos simétricos em

WoWs ... W,,. Assim, o total de elementos antissimétricos em W é dado por,
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38T 4+ 87 = 3(2¥m 3 4 2m72) — 2¥m=3 L om=2 — om=l(gm 4 1),

Novamente, pelo Exemplo 3.8, temos que a dimensao do subespaco (Maom(C),x)~ é
igual a 2™~1(2™+1). Entao, concluimos que os elementos antissimétricos A em W formam
uma base para (Mam (C),*)~.

Dessa forma, W é uma base para (Mam(C),*) cujos elementos sdo invertiveis e sao
simétricos ou antissimétricos com relacao a involugao simplética. Além disso, seus ele-
mentos simétricos formam uma base para (Mym (C), %) e seus elementos antissimétricos

formam uma base para (Maom(C), ).

4.4 Implementacao da base em GAP

Nessa secao iremos apresentar os algoritmos implementados no GAP, que é um software
livre préprio para a linguagem algébrica [23]. O objetivo desses algoritmos é se obter com-
putacionalmente as bases de (Maym(C), s)™ e (Man(C), s)” construidas na se¢ao anterior.

Veremos que cada funcao foi desenvolvida seguindo os passos da construcao feita acima.

As funcoes abaixo sao destinadas a computacao das matrizes obtidas via a repre-
sentacao (definida na secao anterior) dos geradores do grupo E,,. Seus parametros de
entrada estao associadas a notacao estabelecida na representacao, por exemplo a fim de
se obter a representacao de a”* iremos usar como parametro os valores n (denota um dos
geradores de D™) e m (advém da ordem de |E,,| = 22m*1).

A:= function(n,m)

local b, c;

b:= [[0, 1], [1,0]];

if n =1 and m =1 then

return b;

elif n =1 and m > 1 then

c:= KroneckerProduct( A(1,m — 1), IdentityMat(2));
b:= ¢;

elif n > 1 and m > 1 then

c:= KroneckerProduct(IdentityMat(2),A(n — 1,m — 1));
b:= ¢;

else

return ”Esse elemento nao existe”;
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fi;
return b;

end; ;

B:= function(n, m)

local a, c;

a:= [[=1,0], [0, 1]];

if n=1 and m = 1 then

return a;

elif n =1 and m > 1 then

c:= KroneckerProduct( B(1,m — 1), IdentityMat(2));
ar= c;

elif n > 1 and m > 1 then

c:= KroneckerProduct(IdentityMat(2),B(n — 1, m — 1));
ar= c;

else

return ”Esse elemento nao existe”;

fi;

return a;

end; ;

A funcao abaixo obtém a representacao dos elementos dos conjuntos transversais W,, =
{1, a,, by, ayb,}, seus parametros de entrada também seguirdo a notacao estabelecida e
portanto serao: n (denota o transversal de D”/, W,,) e m, assim como foi denotado acima,
advém da ordem de E,,. Essa funcao sera necessaria para a funcionalidade da “funcao
base” que obtém a partir do célculo de todos os Ws as representagoes dos elementos do

transversal W de E,, em E,, que mostramos ser uma base para Mam (C).

Trans:= function(n, m)

local c, i, j, k;

c:= [IdentityMat(2™), A(n,m), B(n,m), A(n, m)*B(n, m)];
return c;

end; ;

A funcao abaixo retorna o conjunto de matrizes que constituem uma base para Mom (C),

seu parametro de entrada é o valor m que estd associada a dimensao 2*™ da algebra de
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matrizes Mom (C).

base := function(m)
local d, j, k, p, 1
l:=1;

J=1

k:=1;

d:= List(Trans(1,m));
p:=2;

while p <=m do
while j <= 4! do
while £ < 5 do
Add(d, d[j) * Trans(p, m)[k]);
k:=k+1;

od;

k:=1;

J=J+L

od;

J=1

=1+1;

p:=p+1;

d:= Set(d);

od;

return d;

end; ;

A fungao Sympl tem como parametro de entrada uma matriz e retorna a matriz obtida

via a aplicacao da involucao simplética na matriz de entrada.

Sympl:= function(n)

local m, j, I;

L=[[0,1], [-1, 0]];

j:= KroneckerProduct(l,IdentityMat(DimensionsMat(n)[1]/2));
m:= jxTransposedMat(n)*TransposedMat(7);

return m;

end; ;
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A fungdo basesim retorna uma base para o subespaco (Mym(C),s)t das matrizes
simétricas com relacdo a involucao simplética. Seu parametro de entrada é m que no-

vamente estd associada de maneira ébvia a dimensao de Mom (C).

basesim:= function(m)

local d,i,c;

=1,

c:=[J;

d:= base(m);

while i <= Length(base(m)) do
if base(m)[i]=Sympl(base(m)[i]) then
Add(c, base(m)[i]);

fi;

1i=i+1;

od;

return c;

end; ;

Por sua vez a fungdo baseanti retorna a base para o subespago (Man(C),s)” das
matrizes antissimétricas com relagao a involugao simplética. Seu parametro de entrada é

m que estd associada novamente de maneira ébvia a dimensao de Mom (C).

baseanti:= function(m)

local d,i,c;

=1,

c:=lJ;

d:= base(m);

while i <= Length(base(m)) do
if —1xbase(m)[i] = Sympl(base(m)[i]) then
Add(c, base(m)[i]);

fi;

1:i=1+1;

od;

return c;

end; ;
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Capitulo 5

Comnsideracoes finais

Na Sec¢ao 4.2, vimos que o grau de uma identidade polinomial f em varidveis simétricas
para (Ma,(IF),s) é tal que 4m — 3 > gr(f) > 2m + 2 e apresentamos uma identidade
polinomial multilinear de grau 4m — 3 para (Ms,,(FF), s)*. Entretanto nesse contexto uma
pergunta interessante a ser feita é: qual o menor valor de k para que St; (em varidveis
simétricas ou antissimétricas) seja uma identidade de (My,,(FF), s)?.

Vimos que Rowen demonstrou em [19] que St4, 2 é uma identidade polinomial para
(Ms,(F), s)*. Conscientes do resultado de J.D. Hill é natural nos perguntarmos se Sty,, 3
¢ uma identidade polinomial para (My,,(F), s)", porém ja foi demonstrado por Rowen
que St; nao é uma identidade polinomial para (My(C),s)*. Além disso J.Adamsson
demonstrou em [1], que que Stg e St13 nao sao identidades polinomiais para (Mg(C), )™
e (Mg(C), s)*, respectivamente. Desse modo, 4m — 2 parece ser o grau minimo para uma
identidade polinomial de (M, (IF), s)™, porém isto ainda nao foi provado em geral. Assim,
0 nosso topico de estudo para trabalhos futuros sera utilizar a base que foi apresentada

na Secao 4.3 para tentar resolver esta questao para (Mam(C),s)™.
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Apeéendice

Nesse apéndice iremos fazer uma breve exposicao da teoria de representacoes de grupos,
que consiste em relacionar grupos com espacos vetoriais. Nosso objetivo principal sera

definir e estudar o produto tensorial entre duas representacoes.

5.1 Representacoes de grupos

Definicao 5.1. Sejam G um grupo finito e V' um espago vetorial de dimensao finita sobre

F. Uma representagao de G sobre V' é um homomorfismo
p:G— GL(V)
g pyg.
O grau de uma representacdo de G sobre V' serd definido como sendo a dimensao de V.
Exemplo 5.2. Seja G = S, e V =C. Entao
p:G— GL(C)=C*

1, se o par,
o—

-1, se o impar.
€ uma representacao de S, com grau igual a 1.

Exemplo 5.3. Seja G o grupo diedral de ordem 8,
Dy=<ab:a*=0*=1b"tab=a""' >

e consideremos as matrizes

A: (& B:
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Como A* = B?> =1, B"'AB = A~!, temos que a aplicacdo

p: Dy — GL(2,C)
a— A
b— B

¢ uma representacao de Dy de grau 2 sobre C.

Definicao 5.4. Duas representacoes py : G —» GL(V) e po : G — GL(W) de um grupo
G sao ditas equivalentes se existe uma transformacao linear invertivel T': V. — W tal
que,

Topig)=pg)eT Vgeai.

Definicao 5.5. Sejam V um espago vetorial sobre F e G um grupo finito.

Uma G-agao invariante em V € uma fungao,
GxV —V
(g,v) — g.v
que satisfaz,
1) 1w =w
2) (gh).v = g.(h.v)
3) g(u +v) = gu + g
4) 9-(Av) = A(g.v).

Observe que a um espaco vetorial V' sobre C com uma G-agao invariante definida em

V' pode ser dada uma estrutura de CG-modulo.

Definicao 5.6. O espaco vetorial CG com a G-ag¢ao definida como sendo a multiplicagao

natural g.v, com g € G e v e CG. E denominado o CG-mddulo reqular.

Definicao 5.7. Seja G um subgrupo do grupo simétrico S,,.
O CG - médulo V', com base B = {v1,va,...,v,}, definido pela G-agdo,

gui =1y V1<i<negeG

¢ chamado o CG-maddulo de permutacado.
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Proposicao 5.8. Eziste uma correspondéncia biunivoca entre as representacoes de G

sobre F e 0os FG-mddulos de dimensao finita.

Uma vez entendidos esses conceitos de representacoes. Vamos a seguir aprender a
obter uma representacao S de G x H de grau r.s a partir de representacoes, T' do grupo
G com grau r e U do grupo H com grau s.

Inicialmente iremos considerar M e N espagos vetoriais sobre C com base {m;}!_; e
{ni};_,, respectivamente.

Dadas T': M — M e U : N — N transformacoes lineares. Obtemos uma nova

transformacao linear T'® U, definindo a aplicacao
TOQU - M®N — M®N
m; @ ny — T(m;) @ U(ny)
na base de M ® N e entao a estendendo linearmente.
Fixando a base 6 = {m; ®n; | 1 <i<rel <j<s} podemos computar a matriz da

aplicacao T'® U com respeito a . Observando que para quaisquer 1 <i<rel <j <s,

temos

T(m;) = Za“ my e U(n;) = Zﬁkj Nk,
k=1
entao

T@U(m;®@n;) = T(m;)®@U(ny)

T S

= E QMg & E Brjn
=1 k=1
T S

= E E i By & ny.

=1 k=1

Se organizarmos a base 9, em s blocos com r vetores, da forma:

m1®nj,m2®nj,...,mr®nj ]-SJSS

a matriz de T'® U com relacdo a base § tera s blocos de submatrizes r x r, onde o bloco
r X r que aparece na k-ésima linha de blocos e na j-ésima coluna é a matriz dada por
Bri(ayg) (em que (o) denota a matriz da aplicagdo T' com relacdo a base {m;}_,), ou
seja, podemos pensar que obtemos a matriz de T®U com relagao a base 9, considerando-se
a matriz (fy;) de U e substituindo cada entrada [j; pela matriz Sy;(ay,).

Para exemplificar esse processo daremos um exemplo usando a mesma notagao utili-

zada acima para o caso em que r =3 e s = 2.
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Exemplo 5.9. Comecamos organizando a base da forma:

§ = {m1 ®ny,my ® Ny, Mz ® Ny, M1 @ Ng, Ma @ Nz, M3 @ Na}
32
Sendo T @U(m; ®n;) = Z Z i Brimy @ ny, temos que a matriz de T'@ U com relagao

I=1 k=1
a base § € dada por:

0611511 Oélzﬁn 0413511 0411512 0412512 0613ﬁ12
0421511 0422511 0423511 0421512 0422512 0423512

as1 1 asefin assfii asifie asafia assfPio BuT BT

CY11521 0412521 0413521 0411522 0412522 CY13ﬁ22 521T 522T

0621521 0422521 0423521 0421522 0422522 0623ﬁ22

_0431/321 CY32521 0433521 Oé31522 0432522 0433522_

Agora, consideremos as representagoes
T:G— GL(M) e U:H — GL(N)
g— 1T, h— U
de um grupo finito G.

O produto tensorial dessas representacoes é definido por
TeU: GxH— GL(M®N)

(gah) '—>Tg®Uh

e é uma representacao de G x H. Além disso, supondo que T é uma representacao de
grau r e U é uma representacao de grau s, temos que 7'® U é uma representacao de grau

rs.

Exemplo 5.10. Consideremos a representacao, do grupo diedral de ordem 8 dada no

Exemplo 5.3,

T D4 — GL(Z, (C)

a— A
b— B,
0 -1 1 0
onde A = e B= e consideremos a representacao trivial de
1 0 0 -1
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grau 2 de Dy dada por

U: Dy —s GL(2,C)
a— Iy

b—>12,

onde Iy = . Entao T @ U € uma representacio de grau 4 de Dy (basta olhar
0 1

para a imersao diagonal de Dy em Dy x Dy) dada por,

0 -1 0 O -1 0 0 O

1 0 0 0 0 1 0 0
T®U(a) = TeU(b) =

0 0 0 -1 0 0 -1 0

0 0 1 0 0 0 0 1

e U®T € a representacao de grau 4 de Dy dada por

00 —1 0 10 0 0

00 0 -1 01 0 O
UeT(a)= U T(b) =

10 0 O 00 -1 0

01 0 O 00 0 -1
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