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(vi) Agradeço ao CNPq e à CAPES pelo apoio financeiro;

(vii) Agradeço aos meus primeiros professores de matemática, Theda e Zé Carlos (Katatau),
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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é descrever o espaço de módulos de triplas ordenadas

de geodésicas complexas do espaço hiperbólico complexo de dimensão 4, em relação à ação do

grupo de isometrias holomorfas PU(4, 1). Além disso, nós descrevemos o espaço de módulos

de triplas ordenadas de geodésicas (não orientadas) no espaço hiperbólico real de dimensão

3 e 4. As principais inovações deste trabalho são o uso de conjuntos polares de geodésicas

(reais e complexas) e a noção de ângulos de transição para a tripla de geodésicas em questão.

Palavras-chave: Isometrias, Espaço Hiperbólico, Espaço de Módulos, Conjuntos Pola-

res, Ângulos de Transição.



Abstract

The principal purpose of this work is to describe the moduli space of ordered triples of

complex geodesics in complex hyperbolic space of dimension 4 relative to the action of the

group of holomorphic isometries PU(4, 1). Also, we describe the moduli space of ordered

triples of geodesics (non-oriented) in real hyperbolic space of dimension 3 and 4. The main

innovations of this work are the use of the polar sets of geodesics (real and complex) and

the notion of the transition angles of the triples of geodesics in question.

Keywords: Isometries, Hyperbolic Space, Moduli Space, Polar Sets, Transition Angles.



Sumário

Introdução 11

1 Preliminares 15

1.1 Formas Hermitianas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15
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4.1 Dimensão do Espaço de Módulos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 133
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5.2.4 Construção do espaço de módulos para triplas reais . . . . . . . . . . 193
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Introdução

Neste trabalho temos como problema principal encontrar invariantes que descrevem de

maneira única as classes de congruência, módulo ação diagonal do grupo PU(4, 1), de triplas

ordenadas de geodésicas complexas distintas em H4
C. A congruência a qual nos referimos

é dada no seguinte sentido: duas triplas ordenadas (c1, c2, c3) e (c
′
1, c

′
2, c

′
3) de geodésicas

complexas distintas em H4
C são congruentes quando existe uma isometria holomorfa f ∈

PU(4, 1) tal que f(ci) = c
′
i para i = 1, 2, 3.

Na literatura temos alguns trabalhos feitos nessa direção. Para o espaço hiperbólico real

de dimensão 3, em [5] são consideradas triplas de geodésicas riemannianas orientadas as quais

vamos denotar por σ1, σ3 e σ5, onde duas das geodésicas podem coincidir nos pontos finais,

e são consideradas as perpendiculares comuns (ou o ponto ideal em que elas coincidem, para

o caso assintótico) denotadas por σ2, σ4 e σ6, tais que não coincidem entre si, formando

assim um hexágono reto o qual vamos denotar por (σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6). Nesse trabalho o

problema é resolvido identificando a fronteira do espaço hiperbólico real com a esfera de

Riemann e considerando algumas razões cruzadas sobre quádruplas ordenadas formadas por

pontos finais de algumas das geodésicas que constituem o hexágono reto, localizados na

fronteira. Além disso, ainda em H3
R, no artigo [14] são considerados hexágonos retos de

geodésicas riemannianas orientadas, formados por três geodésicas riemannianas com suas

respectivas perpendiculares comuns. Nesse caso as geodésicas riemannianas orientadas σ1,

σ3 e σ5 não possuem (duas a duas) pontos finais em comum. Tais hexágonos são utilizados

no estudo de certos subgrupos de PSL(2,C), subgrupos que são usados na demonstração

de que é posśıvel definir coordenadas locais para o espaço de estruturas quase-funchsianas

sobre uma superf́ıcie fechada, através de funções chamadas distâncias complexas.

Para o espaço hiperbólico real de dimensão 4, o problema de congruência de triplas de
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geodésicas riemannianas foi estudado em [16]. Nesse artigo são considerados hexágonos retos

orientados de H4
R, que vamos denotar por (σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6), e são considerados para cada

lado σn, invariantes denominados comprimento complexo. Entretanto, os seis comprimentos

complexos definidos não determinam classes de congruência de hexágonos retos orientados,

via isometrias de H4
R. Então, no intuito de corrigir esse problema, são considerados hexágonos

retos orientados aumentados constrúıdos como segue. É considerado a priori o hexágono reto

orientado (σ1, σ2, σ3, σ4, σ5, σ6) em H4
R, são escolhidos três lados alternados, como por exem-

plo σ2, σ4 e σ6, e são considerados pares Fn = (σn,Πn), para n = 2, 4, 6, onde Fn consiste da

geodésica riemanniana σn junto com um plano hiperbólico orientado Πn em H4
R, tal que σn

está contido em Πn e os lados σn−1 e σn+1 são ambos perpendiculares a Πn. Dessa forma,

é obtido um hexágono reto orientado aumentado dado por (σ1, F2, σ3, F4, σ5, F6). Com esse

novo hexágono, são definidos novos invariantes chamados comprimento quaterniônico. As-

sim, são associados a cada hexágono (σ1, F2, σ3, F4, σ5, F6) três comprimentos quaterniônicos

e três comprimentos complexos (definidos em pontos da fronteira), e como resultado prin-

cipal do artigo, foi apresentada uma generalização das fórmulas de Delambre-Gauss para

hexágonos retos orientados aumentados em H4
R. Entretanto, o problema de congruência não

foi resolvido.

Para o espaço hiperbólico real de dimensão 5, o problema de congruência de triplas de

geodésicas riemannianas foi estudado em [6]. Esse trabalho tem como principal resultado a

descrição de classes de congruência, via isometrias que preservam orientação, de hexágonos

retos orientados não degenerados de H5
R, usando três invariantes definidos na fronteira do

espaço hiperbólico, denominados distâncias quaterniônicas entre geodésicas.

Para o espaço hiperbólico complexo, esse problema foi tratado em [3] para k–uplas orde-

nadas de geodésicas complexas no plano hiperbólico complexo de dimensão 2. Nesse artigo

é apresentada uma solução completa para tal problema. Além disso, em [12], o problema foi

resolvido para triplas ordenadas de geodésicas complexas no espaço hiperbólico complexo de

dimensão 3, utilizando matrizes de Gram, conjuntos polares e Teorema de Witt.

Agora vamos fazer uma breve descrição do que fizemos neste trabalho. Para começar, no

Caṕıtulo 1 apresentamos alguns conceitos básicos preliminares, visando um entendimento

prévio necessário para a leitura deste trabalho. Descrevemos esses conceitos no intuito de

12



apresentar um trabalho mais autocontido.

No que segue, fazemos um estudo do problema de congruência para duplas de geodésicas

riemannianas e complexas no espaço hiperbólico com dimensão n. A ideia para solucionar

esse problema se baseia em associar a cada geodésica pertencente à dupla em questão, n− 1

hiperplanos do espaço hiperbólico, tais que se intersectam ao longo da geodésica, obtidos de

maneira única (a menos de isometrias). Para o caso em que n = 2, temos que hiperplanos

do espaço hiperbólico são geodésicas. Assim, para cada dupla de geodésicas associamos dois

hiperplanos do espaço hiperbólico. Para o caso em que n = 3, temos que os hiperplanos são

planos hiperbólicos. Assim, associamos a cada dupla, um total de quatro planos hiperbólicos.

Para n ≥ 4, temos que alguns dos n − 1 hiperplanos associados à dupla de geodésicas em

questão coincidem. A construção de hiperplanos com tais propriedades é a primeira dificul-

dade no processo de generalização do problema de congruência, via isometrias, de duplas e

triplas de geodésicas no espaço hiperbólico. Assim, no Caṕıtulo 2 fazemos a construção desses

hiperplanos e obtemos um teorema que generaliza o problema de congruência para duplas.

Ainda nesse caṕıtulo, para K = R e K = C, mostramos que uma dupla de geodésicas em Hn
K

está contida em algum H3
K mergulhado, sempre que n ≥ 3, e que uma tripla de geodésicas

em Hn
K está sempre contida em algum H5

K mergulhado, sempre que n ≥ 5. Isso nos diz que

para generalizar o problema de congruência para triplas de geodésicas, é suficiente encontrar

parâmetros que descrevem congruência até a dimensão 5 do espaço hiperbólico.

A solução para o problema de congruência para duplas é um primeiro passo para a solução

do problema de congruência para triplas de geodésicas, pois a ideia utilizada para solucionar

o problema para triplas se resume em associar a cada tripla de geodésicas (c1, c2, c3) as

subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3). Uma vez que, cada uma dessas subduplas está associada

a um conjunto de hiperplanos do espaço hiperbólico, temos associado a cada tripla um

conjunto de hiperplanos obtidos de tais subduplas.

No Caṕıtulo 3, apresentamos uma solução para o problema de congruência de triplas

ordenadas de geodésicas riemannianas em H3
R, descrevendo o espaço de módulos em questão

usando parâmetros intŕınsecos à geometria hiperbólica, sem passar para a fronteira ideal.

Além disso, não exigimos orientação de tais triplas como foi exigido em [6], [5] e [16].

No Caṕıtulo 4, apresentamos uma solução para o problema de congruência de triplas
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ordenadas de geodésicas riemannianas em H4
R. Novamente descrevemos o espaço de módulos

usando parâmetros intŕınsecos à geometria hiperbólica sem passar para a fronteira ideal.

Para o caso genérico, caso em que as geodésicas não se intersectam em RP 4, usamos três

distâncias entre geodésicas, três ângulos entre geodésicas e nove ângulos que chamamos de

ângulos de transição, sujeitos a algumas relações.

Por fim, no Caṕıtulo 5, apresentamos o espaço de módulos para triplas ordenadas de

geodésicas complexas em H4
C. Fazemos também um breve estudo sobre triplas de geodésicas

riemannianas contidas em algum H3
R ou H4

R, mergulhado em H4
C, denominadas triplas reais.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo tratamos de alguns conceitos preliminares para o entendimento deste tra-

balho. Na primeira seção trazemos uma breve revisão de álgebra linear, sobre formas biline-

ares simétricas e formas hermitianas. Na segunda seção apresentamos o espaço hiperbólico

real e complexo. Abordamos os principais modelos para o espaço hiperbólico, expressamos

o grupo de isometrias e definimos alguns elementos da geometria hiperbólica. Por fim, na

terceira seção enunciamos alguns resultados importantes para nossos fins, como o Teorema

de Witt, o Teorema de Höfer e algumas caracterizações para matrizes de Gram associadas a

m-uplas de pontos positivos.

1.1 Formas Hermitianas

Considere V n
K um espaço vetorial de dimensão n sobre o corpo K, com K = R ou K = C.

Denote por 〈·, ·〉 uma forma bilinear e simétrica para o caso em que K = R, e uma forma

hermitiana para o caso em que K = C. Seja B = {P1, ..., Pn} uma base de V n
K . Dizemos que

B é uma base ortonormal de V n
K se 〈Pj, Pj〉 = −1, 0 ou 1 para j = 1, ..., n, e 〈Pj, Pk〉 = 0 para

todo j, k = 1, ..., n, com j 6= k. Assim, a expressão 〈Pj, Pj〉 pode resultar em três valores: −1,

0 ou 1. Dessa forma, denote por n1 = #{Pj ∈ B; 〈Pj, Pj〉 = 1}, n2 = #{Pj ∈ B; 〈Pj, Pj〉 =

−1} e n3 = #{Pj ∈ B; 〈Pj, Pj〉 = 0}. Isto é, n1, n2 e n3 indicam a cardinalidade do conjunto

de vetores da base B tais que, quando avaliados na forma 〈·, ·〉, resultam respectivamente

nos valores 1, −1 e 0. Com isso obtemos uma tripla denotada por (n1, n2, n3). O próximo
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teorema nos mostra que essa tripla independe da base ortonormal que considerarmos para o

espaço vetorial.

Teorema 1.1 (Sylvester.) Seja V n
C munido de uma forma hermitiana 〈·, ·〉. Considere

B = {P1, ..., Pn} uma base ortonormal para V n
C . Então a tripla (n1, n2, n3) é a mesma para

qualquer base ortonormal que considerarmos no espaço. O resultado também é verdadeiro se

considerarmos V n
R munido de uma forma bilinear e simétrica.

Prova. A demonstração deste fato pode ser encontrada em [13], páginas 104 e 105.

O Teorema de Sylvester nos diz que a tripla V n
K é intŕınseca à forma, no sentido de

não depender da base ortonormal que tomamos. Assim, chamamos a tripla (n1, n2, n3) de

assinatura da forma. Em geral vamos trabalhar com n1 = n, com n ≥ 1 um número natural,

n2 = 0 ou 1, e n3 = 0 na assinatura da forma. Já que teremos sempre n3 = 0, então

para simplificar a notação denotamos a tripla (n1, n2, n3) apenas pelo par (n1, n2). Além

disso, daqui para frente vamos denotar por V n,1
K o par (V n+1

K , 〈·, ·〉) tal que a forma 〈·, ·〉 tem

assinatura (n, 1).

Veja que para todo P ∈ V n,1
K temos 〈P, P 〉 ∈ R. Isso segue do fato que 〈P, P 〉 = 〈P, P 〉.

Assim, dizemos que uma forma hermitiana é def inida positiva se 〈P, P 〉 > 0 para todo P ∈

V n,1
K não nulo, e indef inida se a forma admite valores positivos, negativos e eventualmente

nulos. Além disso, se o único vetor, P ∈ V n,1
K , que satisfaz 〈P,Q〉 = 0 para todo Q ∈ V n,1

K é

o vetor P = ~0, dizemos que a forma é não degenerada, caso contrário dizemos que a forma

é degenerada.

Definição 1.2 Dizemos que um subespaço vetorial W de V n,1
K é eĺıptico, parabólico ou hi-

perbólico, se a forma restrita a W é definida positiva, degenerada, ou não degenerada e

indefinida, respectivamente.

Seja W um subespaço vetorial de V n,1
K com dimensão k+ 1. Veja que a forma hermitiana

〈·, ·〉 restrita a W tem assinatura (k + 1, 0) com 1 ≤ k ≤ n− 1, (k, 0) com 1 ≤ k ≤ n− 1 ou

(k, 1) com 1 ≤ k ≤ n. Assim, temos as seguintes situações posśıveis:

(i) W é eĺıptico de assinatura (k+1,0), com 1 ≤ k ≤ n− 1;
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(ii) W é parabólico de assinatura (k,0), com 1 ≤ k ≤ n− 1;

(iii) W é hiperbólico de assinatura (k,1), com 1 ≤ k ≤ n.

Considere W⊥ o complemento ortogonal de W em V n,1
K . O próximo resultado nos dá

uma relação entre o comportamento da forma restrita a W e o comportamento da forma

restrita ao complemento ortogonal de W .

Proposição 1.3 Dado um subespaço próprio W de V n,1
K , temos que:

(i) W é hiperbólico (indef inido) ⇔ W⊥ é eĺıptico (positivo);

(ii) W é eĺıptico (positivo) ⇔ W⊥ é hiperbólico (indef inido);

(iii) W é parabólico (degenerado) ⇔ W⊥ é parabólico (degenerado).

Prova. Ver [2] página 52, Proposição 2.1.4.

1.2 O Espaço Hiperbólico

Nesta seção trazemos alguns modelos para o estudo do espaço hiperbólico real e complexo,

começando pelo modelo mais usado neste trabalho que é o modelo projetivo. Na Subseção

1.2.2 fazemos um breve estudo sobre o espaço hiperbólico real e seu grupo de isometrias, e

na Subseção 1.2.3 estudamos o espaço hiperbólico complexo e seu grupo de isometrias.

1.2.1 O modelo projetivo do espaço hiperbólico

Para começar esta subseção, definimos os seguintes subconjuntos de V n,1
K :

V− = {P ∈ V n,1
K ; 〈P, P 〉 < 0}

V+ = {P ∈ V n,1
K ; 〈P, P 〉 > 0}

V0 = {P ∈ V n,1
K ; 〈P, P 〉 = 0}

onde os vetores em V−, V+ e V0 são chamados de vetores negativos, positivos e nulos ou

isotrópicos, respectivamente.
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Considere em V n,1
K −{0} a seguinte relação de equivalência: dados P,Q ∈ V n,1

K , temos que

P ∼ Q se, e somente se, P = tQ para algum t ∈ K não nulo. Seja (V n,1
K −{0})/ ∼ o conjunto

das classes de equivalência dadas pela relação “∼”. Seja também a projeção natural π dada

por:

π : V n,1
K − {0} → (V n,1

K − {0})/ ∼

P 7→ π(P ) = [P ] = p

ou seja, associa cada vetor em V n,1
K − {0} à sua respectiva classe de equivalência. Assim,

denotamos o espaço projetivo de dimensão n por KP n = π(V n,1
K −{0}). Se K = R chamamos

tal espaço de espaço projetivo real e denotamos por RP n. Por outro lado, se K = C,

chamamos o espaço projetivo de espaço projetivo complexo, e denotamos por CP n.

Definição 1.4 Seja π a projeção natural definida acima. Dizemos que p = π(P ) ∈ KP n é

um ponto negativo, positivo ou isotrópico, se P for um vetor negativo, positivo ou isotrópico,

respectivamente.

Veja que a definição acima independe do elemento que tomamos em V n,1
K −{0}, tal que a

projeção é o ponto p. De fato, tomando um outro ponto P
′ ∈ V n,1

K − {0} tal que π(P
′
) = p,

temos que P
′

= tP para algum t ∈ K não nulo, e segue que 〈P ′ , P ′〉 = t2〈P, P 〉 se K = R, e

〈P ′ , P ′〉 = |t|2 〈P, P 〉 se K = C.

Definimos o espaço hiperbólico por Hn
K = π(V−), isto é, a projetivização do conjunto dos

vetores negativos de V n,1
K . Esse é o chamado modelo projetivo para o espaço hiperbólico.

Além disso, temos que a projetivização do conjunto de vetores isotrópicos em V n,1
K nos dá

a fronteira do espaço hiperbólico, denotada por ∂Hn
K = π(V0), e a parte externa ao espaço

hiperbólico e à sua fronteira, é dada pela projetivização do conjunto dos vetores positivos, o

qual denotamos por `Hn
K = π(V+).

Notação 1.5 Hn

K = Hn
K ∪ ∂Hn

K.

No modelo projetivo do espaço hiperbólico, a distância entre dois pontos p, q ∈ Hn
K é

dada por uma função distância ρ, definida pela fórmula:

cosh2

(
ρ(p, q)

2

)
=
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

,
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onde P e Q são vetores negativos em V n,1
K tais que π(P ) = p e π(Q) = q. A função distância

ρ é chamada de métrica de Bergman.

Considerando K = R, temos que Hn
R denota o espaço hiperbólico real, e tomando K = C,

temos que Hn
C denota o espaço hiperbólico complexo. Nas próximas duas subseções tratamos

desses espaços com mais detalhes.

1.2.2 O espaço hiperbólico real

Vamos começar esta subseção descrevendo o modelo do semiespaço superior para o espaço

hiperbólico real. Em seguida trazemos conceitos básicos da geometria hiperbólica real, como

por exemplo o conceito de geodésicas riemannianas, hiperplanos reais, conjunto polar, entre

outros. Por fim falamos do grupo de isometrias do espaço hiperbólico real. Para mais

detalhes, ver [11], [15] e [18].

1.2.2.1 O modelo do semiespaço superior

Considere o espaço vetorial real V n
R , e considere também o conjunto denotado por Un =

{p = (X1, ..., Xn) ∈ V n
R ; Xn > 0}. Dados dois pontos p, q ∈ Un, com p = (X1, ..., Xn) e

q = (Y1, ..., Yn), a função ρ̃ definida pela fórmula:

cosh (ρ̃(p, q)) = 1 +
‖p− q‖2

2XnYn
,

é uma métrica em Un. Essa métrica é chamada de métrica de Poincaré. O conjunto Un

munido dessa métrica é chamado de modelo do semiespaço superior para o espaço hiperbólico

real. Nesse modelo, a fronteira do espaço hiperbólico é dada por

∂Un = {p = (X1, ..., Xn) ∈ V n
R ; Xn = 0} ∪ {∞} ,

onde∞ é um ponto ideal. Em particular, veja que se n = 3, podemos representar U3 como o

produto cartesiano C×R+. Assim, temos que a fronteira ∂U3 fica identificada com o plano

complexo estendido C ∪ {∞} = C.

Notação 1.6 Un = Un ∪ ∂Un.
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Podemos identificar o modelo do semiespaço superior com o modelo projetivo do espaço

hiperbólico real. Para isso, considere a base canônica de V n,1
R munido da forma bilinear

simétrica de assinatura (n, 1) cuja expressão é dada nessa base por

〈Q,R〉 = Y1Z1 + ...+ YnZn − Yn+1Zn+1 ,

com Q = (Y1, ..., Yn+1) e R = (Z1, ..., Zn+1).

Agora considere a aplicação entre o modelo do semiespaço superior e o modelo projetivo

definida por:

Φ : Un → Hn
R

p 7→ Φ(p) = [(2X1, ..., 2Xn−1, ‖p‖
2 − 1, ‖p‖2 + 1)]

com p = (X1, ..., Xn). A aplicação inversa é dada por:

Φ−1 : Hn
R → Un

p 7→ Φ−1(p) =

(
X1

Xn+1−Xn
, ...,

Xn−1

Xn+1−Xn
,

√
−(X2

1+...+X
2
n−X2

n+1)

(Xn+1−Xn)
2

)
com p = [(X1, ..., Xn+1)]. Veja que a aplicação Φ é uma isometria, ou seja, é uma aplicação

linear e bijetiva tal que ρ̃(p, q) = ρ(Φ(p),Φ(q)), para todo p, q ∈ Un.

Observação 1.7 Observe que Φ pode ser estendida até a fronteira dos respectivos modelos,

bastando associar cada ponto p = (X1, ..., Xn−1, 0) ∈ ∂Un à classe

[(2X1, ..., 2Xn−1, ‖p‖
2 − 1, ‖p‖2 + 1)] ∈ ∂Hn

R

e associar o ponto ideal ∞ à classe [(0, ..., 0, 1, 1)] ∈ ∂Hn
R. Para a inversa, basta associar

cada classe [(X1, ..., Xn+1)] ∈ ∂Hn
R ao ponto(

X1

Xn+1−Xn
, ...,

Xn−1

Xn+1−Xn
,

√
−(X2

1+...+X
2
n−X2

n+1)

(Xn+1−Xn)
2

)
∈ ∂Un

sempre que Xn+1 6= Xn, e associar a classe [(0, ..., 0, 1, 1)] ∈ ∂Hn
R ao ponto ideal ∞.

1.2.2.2 Elementos de geometria hiperbólica real

No espaço hiperbólico real de dimensão n, denotado por Hn
R, temos que para todo m ≤ n,

a subvariedade Hm
R é uma subvariedade totalmente geodésica de Hn

R. Isso nos dá uma lista
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completa das subvariedades totalmente geodésicas de Hn
R. Tal lista é dada pela Proposição

2.4.2 em [2]. Nesta subseção falaremos sobre essas subvariedades usando o modelo projetivo.

Considere W um subespaço de V n,1
R de dimensão m + 1, com m ≤ n. Se W ∩ V− 6= ∅,

então a projetivização de W − {0} intersectada com Hn
R nos dá uma cópia de um espaço

hiperbólico real mergulhado, nesse caso um Hm
R , em Hn

R. Dessa forma, obtemos as subvarie-

dades totalmente geodésicas de Hn
R. Em particular, temos a definição que segue.

Definição 1.8 Seja W um subespaço de dimensão 2 de V n,1
R , tal que W ∩ V− 6= ∅. Chama-

mos à subvariedade H1
R ' π(W −{0})∩Hn

R de geodésica riemanniana do espaço hiperbólico

real.

Veja que, dados dois pontos distintos p, q ∈ Hn
R = Hn

R ∪ ∂Hn
R, temos que existe uma

única geodésica riemanniana que contém p e q (ver Proposição 2.4.3 em [2]). Para isso,

basta tomar pontos P,Q ∈ V n,1
R tais que π(P ) = p e π(Q) = q, e considerar o subespaço

W = spanR{P,Q}. Assim, temos que W ∩ V− 6= ∅, e H1
R ' π(W − {0}) ∩Hn

R é a geodésica

riemanniana procurada. Note que a construção de W é independente do levantamento que

consideramos para p e q.

Para notação, denotamos as geodésicas riemannianas em Hn
R por σ = π(Σ − {0}) ∩ Hn

R,

onde Σ é um subespaço com dimensão 2, tal que Σ ∩ V− 6= ∅ (Σ é hiperbólico). Além disso,

chamamos à projetivização π(Σ−{0}) ' RP 1 de linha projetiva real, e denotamos por σ̂. Se

Σ é um subespaço eĺıptico, chamamos σ̂ de linha projetiva real positiva. Da mesma forma, se

Σ é um subespaço parabólico (hiperbólico), chamamos σ̂ de linha projetiva real degenerada

(indef inida).

Seja W um subespaço de V n,1
R de dimensão 3, chamamos à projetivização π(W −{0}) '

RP 2 de plano projetivo real, o qual será dito positivo, degenerado ou indef inido, conforme

W seja eĺıptico, parabólico ou hiperbólico, respectivamente. Chamamos à intersecção de um

plano projetivo real indefinido com Hn
R de plano hiperbólico real, ou seja, π(W −{0})∩Hn

R '

H2
R.

Considere duas linhas projetivas reais σ̂1 e σ̂2. Dizemos que σ̂1 e σ̂2 são coplanares se

existir um plano projetivo real que contenha ambas. O resultado abaixo nos dá uma condição

necessária e suficiente para que duas linhas projetivas reais sejam coplanares.
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Proposição 1.9 Duas linhas projetivas reais distintas são coplanares se, e somente se, elas

se intersectam em algum ponto de RP n.

Prova. Ver a Proposição 1.18.

Veja que, dada uma geodésica riemanniana σ, temos associado a ela uma linha projetiva

real indefinida σ̂, pois σ = π(Σ− {0}) ∩Hn
R = σ̂ ∩Hn

R ' H1
R. Assim temos a definição que

segue.

Definição 1.10 Duas geodésicas riemannianas σ1 e σ2 são ditas coplanares se as respectivas

linhas projetivas reais indef inidas, σ̂1 e σ̂2, são coplanares. Dizemos que σ1 e σ2 são reversas

se elas não são coplanares.

Observe que, como duas linhas projetivas reais são coplanares se existe um plano pro-

jetivo real que contém ambas, obtemos que para duas geodésicas riemannianas coplanares,

existe um plano hiperbólico real que contém ambas. Além disso, dadas duas geodésicas rie-

mannianas coplanares σ1 e σ2, note que pela Proposição 1.9, as respectivas linhas projetivas

reais indefinidas σ̂1 e σ̂2, se intersectam em algum ponto de RP n. Dessa forma, dizemos

que σ1 e σ2 são ultraparalelas, assintóticas ou concorrentes, se suas respectivas linhas proje-

tivas reais indefinidas σ̂1 e σ̂2 se intersectam em um ponto positivo, isotrópico ou negativo,

respectivamente.

Além das subvariedades totalmente geodésicas que apresentamos até agora, como as

geodésicas riemannianas e os planos hiperbólicos reais, um outro tipo de subvariedade to-

talmente geodésica de Hn
R importante para este trabalho são os hiperplanos reais. Segue a

definição.

Definição 1.11 Dado H um subespaço de dimensão n de V n,1
R , tal que H ∩V− 6= ∅, chama-

mos à subvariedade h = π(H − {0}) ∩ Hn
R ' Hn−1

R de hiperplano real do espaço hiperbólico

real.

Seja W um subespaço de V n,1
R de dimensão m+ 1, com m+ 1 ≤ n, tal que W ∩ V− 6= ∅.

Vimos que w = π(W − {0}) ∩ Hn
R ' Hm

R é uma subvariedade totalmente geodésica de Hn
R.

Assim, vamos chamar à projetivização w⊥ = π(W⊥−{0}) ' RP n−m−1 de conjunto polar de

22



w, onde W⊥ denota o complemento ortogonal de W . Além disso, pela Proposição 1.3, temos

que nesse caso W⊥ sempre é eĺıptico. Veja que em particular, quando w tem dimensão n−1,

temos que w⊥ é um ponto de RP n − Hn

R. Chamamos esse ponto de ponto polar. Podemos

observar que geodésicas riemannianas e planos hiperbólicos reais estão associados a conjuntos

polares, e hiperplanos reais estão associado a pontos polares pertencentes a RP n − Hn

R. O

próximo resultado comprova essas afirmações.

Proposição 1.12 Considere Hn
R com n ≥ 4. Temos que:

(i) O conjunto das geodésicas riemannianas em Hn
R corresponde bijetivamente ao conjunto

de conjuntos polares de dimensão n− 2;

(ii) O conjunto de planos hiperbólicos reais em Hn
R corresponde bijetivamente ao conjunto

de conjuntos polares de dimensão n− 3;

(iii) O conjunto de hiperplanos reais em Hn
R corresponde bijetivamente ao conjunto de pontos

polares pertencentes a RP n −Hn

R.

Para o caso em que n = 3, temos que os hiperplanos reais de H3
R são planos hiperbólicos

reais, e consequentemente temos que o conjunto de planos hiperbólicos reais em H3
R cor-

responde bijetivamente ao conjunto de pontos polares pertencentes a RP 3 − H3

R, ou seja,

corresponde ao conjunto de pontos positivos de π(V+). Além disso, o conjunto polar de uma

geodésica riemanniana de H3
R é uma linha projetiva real positiva, e temos que o conjunto das

geodésicas riemannianas em H3
R corresponde bijetivamente ao conjunto das linhas projetivas

reais positivas (ver Proposição 1.3).

1.2.2.3 Grupo de isometrias do espaço hiperbólico Real

Para começar, vamos definir aplicação linear ortogonal. Esse será nosso ponto de partida

para o estudo do grupo de isometrias do espaço hiperbólico real. Segue a definição.

Definição 1.13 Considere V n+1
R munido de uma forma bilinear e simétrica 〈·, ·〉. Uma

aplicação linear F : V n+1
R → V n+1

R é dita ortogonal se F preserva a forma bilinear simétrica

de V n+1
R , isto é, se para todo P,Q ∈ V n+1

R temos que 〈F (P ), F (Q)〉 = 〈P,Q〉.
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O conjunto de tais aplicações lineares ortogonais munido da operação composição de

funções, tem uma estrutura de grupo. Denotamos esse grupo por O(V n+1
R ). Se a forma

bilinear e simétrica tem assinatura (n, 1), o grupo de aplicações ortogonais F : V n,1
R → V n,1

R

é denotado por O(V n,1
R ).

Por outro lado, seja GL(n + 1,R) o conjunto das matrizes (n + 1)× (n + 1) invert́ıveis,

com entradas em R. Esse conjunto tem uma estrutura de grupo quando munido da operação

de multiplicação de matrizes. Assim, temos que A ∈ GL(n + 1,R) é dita ser uma matriz

ortogonal com respeito à forma bilinear e simétrica 〈·, ·〉, se a aplicação linear F : V n+1
R →

V n+1
R definida por F (P ) = AP for ortogonal, onde P é a matriz coluna que contém as

coordenadas de P em uma base de V n+1
R . Consequentemente, temos que a matrizA preserva a

forma bilinear e simétrica, já que 〈AP,AQ〉 = 〈F (P ), F (Q)〉 = 〈P,Q〉 para todo P,Q ∈ V n+1
R .

Tendo isso, dado V n+1
R munido de uma forma bilinear e simétrica 〈·, ·〉, denotamos o

conjunto das matrizes ortogonais de ordem (n+ 1)× (n+ 1) por:

O(n+ 1) = {A ∈ GL(n+ 1,R); 〈AP,AQ〉 = 〈P,Q〉,∀P,Q ∈ V n+1
R } .

Munindo esse conjunto com a operação de produto de matrizes, temos que O(n+1) tem uma

estrutura de grupo, e é chamado de grupo ortogonal. Um subgrupo importante de O(n+ 1)

é o grupo ortogonal especial, dado por:

SO(n+ 1) = {A ∈ O(n+ 1); det(A) = 1} ,

onde det : O(n+ 1)→ O(1) é a aplicação determinante.

Considerando V n+1
R munido de uma forma 〈·, ·〉 bilinear e simétrica de assinatura (n, 1),

o grupo ortogonal e o grupo ortogonal especial são dados respectivamente por:

O(n, 1) = {A ∈ GL(n+ 1,R); 〈AP,AQ〉 = 〈P,Q〉,∀P,Q ∈ V n,1
R }

e

SO(n, 1) = {A ∈ O(n, 1); det(A) = 1} .

Veja que uma aplicação ortogonal F deixa invariante os conjuntos V−, V0 e V+. Como

O(n, 1) é naturalmente isomorfo aO(V n,1
R ), temos que a matriz ortogonal deO(n, 1) associada

a tal aplicação F deixa invariante os elementos dos conjuntos V−, V0 e V+, dados em forma

24



de uma matriz coluna que contém as coordenadas de tais elementos em uma base de V n,1
R .

Além disso, se A ∈ O(n, 1), temos que det(A) = ±1.

Seja a projeção natural Π : O(V n,1
R ) → Aut(RP n), onde Aut(RP n) é o grupo de auto-

morfismos de RP n. Denote a imagem de Π por Π(O(V n,1
R )) = PO(V n,1

R ). Como o núcleo de

Π é dado pelo centro Z(O(V n,1
R )) de O(V n,1

R ), temos pelo Primeiro Teorema de Isomorfismo

para grupos que

O(V n,1
R )

Z(O(V n,1
R ))

' PO(V n,1
R ) .

Logo temos o seguinte isomorfismo de grupos:

O(n, 1)

Z(O(n, 1))
' PO(n, 1) .

Assim definido, temos que PO(n, 1) é a projetivização do O(n, 1) e é chamado grupo

ortogonal projetivo. Analogamente, denotando Π(SO(n, 1)) = PSO(n, 1), temos que

SO(n, 1)

Z(SO(n, 1))
' PSO(n, 1) .

Além disso, PSO(n, 1) é um subgrupo de PO(n, 1) e é chamado grupo ortogonal especial

projetivo. Em particular, SO(n, 1) ' PSO(n, 1) = PO(n, 1) se n+ 1 é um número ı́mpar, e

PSO(n, 1) é um subgrupo de ı́ndice 2 de PO(n, 1) se n+ 1 é um número par.

Agora, considere o modelo do semiespaço superior para o espaço hiperbólico real dado

por Un = {p = (X1, ..., Xn) ∈ V n
R ; Xn > 0}. Podemos representar esse modelo como o

produto cartesiano V n−1
R × R+. Dados p0 ∈ V n−1

R , t0 > 0 e t0 6= 1, A ∈ O(V n−1
R ), sejam as

seguintes aplicações:

(i) Translação:

F1 : V n−1
R × R+ → V n−1

R × R+ ;

(p, t) 7→ (p+ p0, t)

(ii) Dilatação:

F2 : V n−1
R × R+ → V n−1

R × R+ ;

(p, t) 7→ t0(p, t)
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(iii) Rotação:

F3 : V n−1
R × R+ → V n−1

R × R+ ;

(p, t) 7→ (Ap, t)

(iv) Inversão:

F4 : V n−1
R × R+ → V n−1

R × R+ .

(p, t) 7→ (p, t)

‖(p, t)‖2

Denote o grupo de isometrias do espaço hiperbólico real de dimensão n por Isom(Hn
R).

Segundo o Teorema B.7 da página 61 de [15], temos que as aplicações listadas acima geram

todo o grupo Isom(Hn
R). Veja que para cada uma dessas aplicações podemos construir uma

aplicação induzida dada por fj = Φ ◦ Fj ◦ Φ−1, onde j ∈ {1, 2, 3, 4} e Φ é a aplicação que

relaciona o modelo do semiespaço superior com o modelo projetivo (ver Subseção 1.2.2.1).

Isso nos garante que PO(n, 1) ⊃ Isom(Hn
R). Como é fato que PO(n, 1) ⊂ Isom(Hn

R), segue

que PO(n, 1) = Isom(Hn
R).

A definição abaixo nos diz quais os tipos de isometrias que existem em PO(n, 1). Para

ver a prova de que tal definição cobre todas as possibilidades posśıveis para os pontos fixos

de uma isometria de Hn
R, ver Lema 3.1.1 na página 62 de [2].

Definição 1.14 Uma isometria de Hn
R em PO(n, 1), diferente da identidade, é dita ser:

(i) Eĺıptica se fixa pelo menos um ponto de Hn
R;

(ii) Parabólica se fixa um único ponto, e esse ponto está em ∂Hn
R;

(iii) Hiperbólica (ou Loxodrômica) se fixa exatamente dois pontos, e esses pontos estão em

∂Hn
R.

1.2.3 O espaço hiperbólico complexo

Vamos começar esta subseção descrevendo o modelo do parabolóide para o espaço hi-

perbólico complexo. Em seguida trazemos conceitos básicos da geometria hiperbólica com-
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plexa, como por exemplo o conceito de geodésicas complexas, hiperplanos complexos, con-

juntos polares, entre outros. Por fim falamos do grupo de isometrias do espaço hiperbólico

complexo. Para mais detalhes ver [7].

1.2.3.1 O modelo do parabolóide

O modelo do parabolóide, ou domı́nio de Siegel, é uma outra forma de exibir o espaço

hiperbólico complexo. Para começar, considere em V n,1
C uma base B = {P1, ..., Pn+1} tal que

〈P1, P1〉 = 〈Pn+1, Pn+1〉 = 0, 〈Pj, Pj〉 = 1 se j = 2, ..., n, 〈P1, Pn+1〉 = 1, 〈Pj, Pl〉 = 0 se j 6= l

com j, l ∈ {2, ..., n} e 〈P1, Pj〉 = 〈Pj, Pn+1〉 = 0, para j ∈ {2, ..., n}.

Veja que uma base com tais propriedades existe. Para provar esse fato, considere dois

vetores isotrópicos linearmente independentes Q1, Q2 ∈ V0. Como Q1, Q2 ∈ V0, temos que

〈Q1, Q2〉 6= 0. Escreva P1 =
Q1

〈Q1,Q2〉
e Pn+1 = Q2. Considere o espaço gerado por P1 e Pn+1

com escalares complexos, denotado por W = spanC{P1, Pn+1}. Temos que W é hiperbólico e

consequentemente W⊥ é eĺıptico (ver Proposição 1.3). Use o processo de ortogonalização de

Gram-Schmidt para obter uma base ortonormal do subespaço eĺıptico W⊥. Denote a base

obtida pelo processo de ortogonalização de Gram-Schmidt por {P2, ..., Pn}. Assim obtemos

a base desejada. Com isso, temos que a forma hermitiana nessa nova base é dada pela

expressão

〈P,Q〉 = X1Yn+1 +X2Y2 + ...+XnYn +Xn+1Y1

onde P,Q ∈ V n,1
C , e têm coordenadas na base B dadas por P = (X1, ..., Xn+1) e Q =

(Y1, ..., Yn+1).

Note que V n,1
C pode ser coberto por n + 1 conjuntos V1, ..., Vn+1 definidos como Vj =

{(X1, ..., Xn+1) ∈ V n,1
C ;Xj = 0}. Dessa forma, temos que V− ⊂ Vn+1. Então, considere a

aplicação

πn+1 : Vn+1 → V n
C

P = (X1, ..., Xn+1) 7→ p = (x1, ..., xn) =

(
X1

Xn+1

, ...,
Xn

Xn+1

)
que está bem definida já que em Vn+1 temos Xn+1 6= 0.

Veja que para cada ponto p ∈ V n
C = πn+1(Vn+1) temos levantamentos em Vn+1 ⊂ V n,1

C tais

que a projeção através de πn+1 é o ponto p. Entre esses levantamentos existe um levantamento
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especial dado pela forma P = (X1, ..., Xn, 1) o qual chamamos de levantamento padrão. Em

particular, o ponto o = (0, ..., 0) ∈ πn+1(Vn+1) tem levantamento padrão denotado por

O = (0, ..., 0, 1) ∈ Vn+1.

Agora, se P = (X1, ..., Xn+1) ∈ V− ⊂ Vn+1, temos que

〈P, P 〉 < 0 ⇔ X1Xn+1 +X2X2 + ...+XnXn +Xn+1X1 < 0

⇔
X1Xn+1

Xn+1Xn+1

+
X2X2

Xn+1Xn+1

+ ...+
XnXn

Xn+1Xn+1

+
Xn+1X1

Xn+1Xn+1

< 0

⇔ 2Re(x1) +
n∑
j=2

∣∣xj∣∣2 < 0

onde xj =
Xj

Xn+1
, com j = 1, ..., n, e Re(x1) denota a parte real de x1. Então, se P é um

levantamento padrão de p = (x1, ..., xn) ∈ V n
C , podemos escrever

hn = {(x1, ..., xn) ∈ V n
C ; 〈P, P 〉 < 0} = {(x1, ..., xn) ∈ V n

C ; 2Re(x1) +
n∑
j=2

∣∣xj∣∣2 < 0} .

Chamamos o conjunto hn de modelo do parabolóide para o espaço hiperbólico complexo.

A métrica utilizada nesse modelo é a métrica de Bergman. Por outro lado, temos que a

fronteira do espaço hiperbólico nesse modelo é dada por:

∂hn = πn+1(V0) = {(x1, ..., xn) ∈ V n
C ; 2Re(x1) +

n∑
j=2

∣∣xj∣∣2 = 0} ∪ {∞} ,

onde ∞ é um ponto ideal. Definimos como levantamento padrão de ∞ em V n,1
C o ponto

(1, 0, ..., 0). Dizemos que o ponto o = (0, ..., 0) ∈ ∂hn é a origem do domı́nio de Siegel. Além

disso, note que V0 − {(1, 0, ..., 0)} ⊂ Vn+1 e V0 − {O} ⊂ V1.

Agora considere o conjunto V n−1
C × R. Dados dois elementos (P, t1), (Q, t2) ∈ V n

C × R,

considere a operação

(P, t1) ∗ (Q, t2) = (P +Q, t1 + t2 + 2Im(〈〈P,Q〉〉)) ,

onde 〈〈·, ·〉〉 denota a forma hermitiana canônica de V n−1
C e Im(〈〈P,Q〉〉) denota a parte

imaginária de 〈〈P,Q〉〉. O conjunto V n−1
C × R munido da operação “∗” tem estrutura de

grupo, e chamamos de grupo de Heisenberg. Denotamos tal grupo por H = (V n−1
C × R, ∗).
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Tendo isso, podemos identificar a fronteira ∂hn com a compatificação a um ponto do grupo

de Heisenberg. De fato, tome um ponto p ∈ ∂hn − {∞} e considere seu respectivo levanta-

mento padrão P = (X1, ..., Xn, 1). Temos que 2Re(X1)+
n∑
j=2

∣∣Xj

∣∣2 = 0. Considere Yj =
Xj+1√

2
,

com j = 1, ..., n − 1, e seja Q = (Y1, ..., Yn−1) ∈ V n−1
C . Logo 2Re(X1) = −2

n∑
j=2

∣∣Yj∣∣2 =

−2 ‖Q‖2, onde ‖·‖ é a norma euclidiana em V n−1
C . Segue que Re(X1) = −‖Q‖2, e como

X1 tem a forma X1 = s + ti, com s, t ∈ R e i a unidade imaginária, então podemos es-

crever X1 = −‖Q‖2 + ti. Dessa forma obtemos P = (−‖Q‖2 + ti,
√

2Y1, ...,
√

2Yn−1, 1) =

(−‖Q‖2 + ti,
√

2Q, 1). Assim, podemos definir a aplicação

ψ1 : V n−1
C × R → Vn+1 .

(Q, t) 7→ (−‖Q‖2 + ti,
√

2Q, 1)

Considere a composição Ψ1 = πn+1 ◦ ψ1. A aplicação Ψ nos dá a identificação desejada,

ou seja, obtemos uma identificação de (V n−1
C × R) ∪ {∞} com ∂hn. Além disso, podemos

identificar também H × R+ com o domı́nio de Siegel hn. De fato, tome um ponto p ∈

hn − {∞} e considere seu respectivo levantamento padrão P = (X1, ..., Xn, 1). Temos que

2Re(X1) +
n∑
j=2

∣∣Xj

∣∣2 < 0. Podemos considerar 2Re(X1) +
n∑
j=2

∣∣Xj

∣∣2 = −2t0 para t0 ∈

R+. Tome Yj =
Xj+1√

2
, com j = 1, ..., n − 1, e seja Q = (Y1, ..., Yn−1) ∈ V n−1

C . Então

Re(X1) = −‖Q‖2 − t0 e consequentemente X1 = −‖Q‖2 − t0 + ti, com t ∈ R. Segue que

P = (−‖Q‖2 − t0 + ti,
√

2Y1, ...,
√

2Yn−1, 1) = (−‖Q‖2 − t0 + ti,
√

2Q, 1). Assim, podemos

definir a aplicação

ψ2 : H× R+ = V n−1
C × R × R+ → Vn+1 .

(Q, t, t0) 7→ (−‖Q‖2 − t0 + ti,
√

2Q, 1)

A composição Ψ2 = πn+1 ◦ ψ2 nos dá a identificação procurada, ou seja, nos dá uma

identificação entre H× R+ e hn. Além disso, chamamos ao conjunto

Ht0
= {(x1, ..., xn) ∈ hn; 2Re(x1) +

n∑
j=2

∣∣xj∣∣2 = −2t0} ,

de horoesfera de altura t0.
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1.2.3.2 Elementos de geometria hiperbólica complexa

No espaço hiperbólico complexo temos dois tipos de subvariedades totalmente geodésicas,

ou seja, as subvariedades totalmente geodésicas totalmente reais e as subvariedades total-

mente geodésicas holomorfas. Nesta subseção vamos descrever essas subvariedades, traba-

lhando com o modelo projetivo (para mais detalhes ver [2]).

Seja V n,1
C , e considere apenas multiplicações por escalares em R ⊂ C. Isso nos dá um

espaço vetorial real V n,1
R ⊂ V n,1

C , cujos elementos são combinações lineares de elementos

de V n,1
C , com escalares reais. Seja W um subespaço vetorial real de V n,1

R de dimensão real

m + 1, com m ≤ n. Dizemos que W é um subespaço totalmente real se, e somente se,

〈P,Q〉 ∈ R, para todo P,Q ∈ W . Assim, considerando W um subespaço totalmente real

tal que W ∩ V− 6= ∅, temos que a projetivização de W − {0} intersectada com Hn
C nos

dá uma cópia do espaço hiperbólico real mergulhado, nesse caso um Hm
R , em Hn

C, o qual

é uma subvariedade totalmente geodésica. Chamamos essa subvariedade de subvariedade

totalmente geodésica totalmente real. Em particular, temos a definição que segue.

Definição 1.15 Dado W um subespaço totalmente real com dimensão real 2, tal que W ∩

V− 6= ∅, chamamos à subvariedade H1
R ' π(W − {0}) ∩ Hn

C de geodésica riemanniana do

espaço hiperbólico complexo.

Agora considere W um subespaço complexo de V n,1
C de dimensão complexa m + 1, com

m ≤ n. Se W ∩V− 6= ∅, então a projetivização de W −{0} intersectada com Hn
C nos dá uma

cópia de um espaço hiperbólico complexo mergulhado, nesse caso um Hm
C , em Hn

C. Chamamos

essa subvariedade de subvariedade totalmente geodésica holomorfa. Em particular, temos a

definição que segue.

Definição 1.16 Dado W um subespaço complexo de dimensão complexa 2, tal que W∩V− 6=

∅, chamamos à subvariedade H1
C ' π(W − {0}) ∩ Hn

C de geodésica complexa do espaço

hiperbólico complexo.

Veja que, dados dois pontos distintos p, q ∈ Hn
C = Hn

C∪∂Hn
C, temos que existe uma única

geodésica complexa que contém p e q (ver Teorema 3.1.11 em [7] para mais detalhes). O

mesmo vale para geodésicas riemannianas em Hn
C.
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Para notação, denotamos as geodésicas riemannianas em Hn
C por σ = π(Σ − {0}) ∩ Hn

C,

onde Σ é um subespaço totalmente real com dimensão real 2, tal que Σ ∩ V− 6= ∅ (Σ é

hiperbólico). Denotamos as geodésicas complexas por c = π(C − {0}) ∩ Hn
C, onde C é

um subespaço complexo de dimensão complexa 2, tal que C ∩ V− 6= ∅ (C é hiperbólico).

Além disso, chamamos à projetivização π(C − {0}) ' CP 1 de linha projetiva complexa, e

denotamos por ĉ. Se C é um subespaço complexo eĺıptico, chamamos ĉ de linha projetiva

complexa positiva. Da mesma forma, se C é um subespaço complexo parabólico (hiperbólico),

chamamos ĉ de linha projetiva complexa degenerada (indef inida).

Seja W um subespaço complexo de V n,1
C de dimensão complexa 3, chamamos à projeti-

vização π(W−{0}) ' CP 2 de plano projetivo complexo, o qual será dito positivo, degenerado

ou indef inido, conforme W seja eĺıptico, parabólico ou hiperbólico, respectivamente. Cha-

mamos à intersecção de um plano projetivo complexo indefinido com Hn
C de plano hiperbólico

complexo, ou seja, π(W − {0}) ∩Hn
C ' H2

C.

Definição 1.17 Considere duas linhas projetivas complexas ĉ1 e ĉ2. Dizemos que ĉ1 e ĉ2

são coplanares se existir um plano projetivo complexo que contenha ambas.

O resultado abaixo nos dá uma condição necessária e suficiente para que duas linhas

projetivas complexas sejam coplanares. Segue o resultado.

Proposição 1.18 Duas linhas projetivas complexas distintas são coplanares se, e somente

se, elas se intersectam em algum ponto de CP n.

Prova. Considere ĉ1 e ĉ2 duas linhas projetivas complexas distintas coplanares. Por

definição temos que existe um plano projetivo complexo w tal que ĉ1 ⊂ w e ĉ2 ⊂ w. Segue

que ĉ1∩ ĉ2 6= ∅ e a dimensão complexa de ĉ1∩ ĉ2 6= ∅ é maior ou igual a 1 + 1− 2 = 0. Como

ĉ1 e ĉ2 são distintas, temos que a dimensão é 0 e consequentemente ĉ1 ∩ ĉ2 é um ponto de

CP n. Reciprocamente, considere C1 e C2 subespaços complexos tais que π(C1 − {0}) = ĉ1

e π(C2 − {0}) = ĉ2. Como ĉ1 ∩ ĉ2 é um ponto de CP n, temos que C1 ∩ C2 tem dimensão

complexa 1 e contém a origem, isto é, C1 ∩ C2 é uma reta em V n,1
C passando pela origem.

Assim, considere o subespaço complexo W = spanC{P1, P2, P3}, tal que P1 ∈ T 0(C1 ∩ C2),

P2 ∈ [T 0(C1∩C2)]
⊥∩T 0C1 e P3 ∈ [T 0(C1∩C2)]

⊥∩T 0C2, onde T 0(C1∩C2) denota o espaço
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tangente de C1 ∩ C2 na origem e T 0Cj denota o espaço tangente de Cj na origem, para

j = 1, 2. Segue que dimCW = 3 e w = π(W − {0}) é o plano projetivo complexo desejado.

Veja que, dada uma geodésica complexa c, temos associado a ela uma linha projetiva

complexa indefinida ĉ, pois c = π(C − {0}) ∩Hn
C = ĉ ∩Hn

C ' H1
C. Assim temos a definição

que segue.

Definição 1.19 Duas geodésicas complexas c1 e c2 são ditas coplanares se as respectivas

linhas projetivas complexas indef inidas, ĉ1 e ĉ2, são coplanares. Dizemos que c1 e c2 são

reversas se elas não são coplanares.

Observe que, como duas linhas projetivas complexas são coplanares se existe um plano

projetivo complexo que contém ambas, obtemos que para duas geodésicas complexas copla-

nares, existe um plano hiperbólico complexo que contém ambas. Além disso, dadas duas

geodésicas complexas coplanares c1 e c2, note que pela Proposição 1.18, as respectivas linhas

projetivas complexas ĉ1 e ĉ2 se intersectam em algum ponto de CP n. Dessa forma, dize-

mos que c1 e c2 são ultraparalelas, assintóticas ou concorrentes, se suas respectivas linhas

projetivas complexas ĉ1 e ĉ2 se intersectam em um ponto positivo, isotrópico ou negativo,

respectivamente.

Além das geodésicas complexas e dos planos hiperbólicos complexos, um outro tipo de

subvariedade totalmente geodésica holomorfa importante para este trabalho são os hiperpla-

nos complexos. Segue a definição.

Definição 1.20 Dado H um subespaço complexo de dimensão complexa n, tal que H∩V− 6=

∅, chamamos à subvariedade h = π(H−{0})∩Hn
C ' Hn−1

C de hiperplano complexo do espaço

hiperbólico complexo.

Seja W um subespaço complexo de V n,1
C de dimensão complexa m + 1, com m + 1 ≤ n,

tal que W ∩V− 6= ∅. Vimos que w = π(W −{0})∩Hn
C ' Hm

C é uma subvariedade totalmente

geodésica holomorfa de Hn
C. Assim, vamos chamar à projetivização w⊥ = π(W⊥ − {0}) '

CP n−m−1 de conjunto polar de w, onde W⊥ denota o complemento ortogonal de W . Além

disso, pela Proposição 1.3, temos que nesse caso W⊥ sempre é eĺıptico.
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Veja que em particular, quando w tem dimensão complexa n−1, temos que w⊥ é um ponto

de CP n−Hn

C. Chamamos esse ponto de ponto polar. Podemos observar que geodésicas com-

plexas e planos hiperbólicos complexos estão associados a conjuntos polares, e hiperplanos

complexos estão associado a pontos polares pertencentes a CP n−Hn

C. O próximo resultado

comprova essas afirmações.

Proposição 1.21 Considere Hn
C com n ≥ 4. Temos que:

(i) O conjunto das geodésicas complexas em Hn
C corresponde bijetivamente ao conjunto de

conjuntos polares de dimensão n− 2;

(ii) O conjunto de planos hiperbólicos complexos em Hn
C corresponde bijetivamente ao con-

junto de conjuntos polares de dimensão n− 3;

(iii) O conjunto de hiperplanos complexos de Hn
C corresponde bijetivamente ao conjunto de

pontos polares pertencentes a CP n −Hn

C.

1.2.3.3 Grupo de isometrias do espaço hiperbólico complexo

Para começar, vamos definir aplicação linear unitária. Esse será nosso ponto de partida

para o estudo do grupo de isometrias do espaço hiperbólico complexo. Segue a definição.

Definição 1.22 Considere V n+1
C munido de uma forma hermitiana 〈·, ·〉. Uma aplicação

linear F : V n+1
C → V n+1

C é dita unitária se F preserva a forma hermitiana de V n+1
C , isto é,

se para todo P,Q ∈ V n+1
C temos que 〈F (P ), F (Q)〉 = 〈P,Q〉.

O conjunto de tais aplicações lineares unitárias munido da operação composição de

funções, tem uma estrutura de grupo. Denotamos esse grupo por U(V n+1
C ). Se a forma

hermitiana tem assinatura (n, 1), o grupo de aplicações unitárias F : V n,1
C → V n,1

C é deno-

tado por U(V n,1
C ).

Por outro lado, seja GL(n + 1,C) o conjunto das matrizes (n + 1)× (n + 1) invert́ıveis,

com entradas em C. Esse conjunto tem uma estrutura de grupo quando munido da operação

de multiplicação de matrizes. Assim, temos que A ∈ GL(n + 1,C) é dita ser uma matriz
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unitária com respeito à forma hermitiana 〈·, ·〉, se a aplicação linear F : V n+1
C → V n+1

C

definida por F (P ) = AP for unitária, onde P é a matriz coluna que contém as coordenadas

de P em uma base de V n+1
C . Consequentemente, temos que a matriz A preserva a forma

hermitiana, já que 〈AP,AQ〉 = 〈F (P ), F (Q)〉 = 〈P,Q〉, para todo P,Q ∈ V n+1
C .

Tendo isso, dado V n+1
C munido de uma forma hermitiana 〈·, ·〉, denotamos o conjunto das

matrizes unitárias de ordem (n+ 1)× (n+ 1) por:

U(n+ 1) = {A ∈ GL(n+ 1,C); 〈AP,AQ〉 = 〈P,Q〉,∀P,Q ∈ V n+1
C } .

Munindo esse conjunto com a operação de produto de matrizes, temos que U(n+1) tem uma

estrutura de grupo, e é chamado de grupo unitário. Um subgrupo importante de U(n + 1)

é o grupo unitário especial, dado por:

SU(n+ 1) = {A ∈ U(n+ 1); det(A) = 1} ,

onde det : U(n+ 1)→ U(1) é a aplicação determinante.

Considerando V n+1
C munido de uma forma 〈·, ·〉 hermitiana de assinatura (n, 1), o grupo

unitário e o grupo unitário especial são dados respectivamente por:

U(n, 1) = {A ∈ GL(n+ 1,C); 〈AP,AQ〉 = 〈P,Q〉, ∀P,Q ∈ V n,1
C }

e

SU(n, 1) = {A ∈ U(n, 1); det(A) = 1} .

Assim como no caso de aplicações ortogonais, descrito na subseção 1.2.2.3, uma aplicação

unitária F também deixa invariante os conjuntos V−, V0 e V+. Como U(n, 1) é naturalmente

isomorfo a U(V n,1
R ), temos que a matriz unitária de U(n, 1) associada a tal aplicação F deixa

invariante os elementos dos conjuntos V−, V0 e V+, dados em forma de uma matriz coluna que

contém as coordenadas de tais elementos em uma base de V n,1
C . Além disso, se A ∈ U(n, 1),

temos que |det(A)| = 1.

Agora considere a projeção natural Π : U(V n,1
C )→ Aut(CP n), onde Aut(CP n) é o grupo

de automorfismos de CP n. Denote a imagem de Π por Π(U(V n,1
C )) = PU(V n,1

C ). Como o

núcleo de Π é dado pelo centro Z(U(V n,1
R )) de U(V n,1

R ), temos pelo Primeiro Teorema de

Isomorfismo para grupos que

U(V n,1
C )

Z(U(V n,1
C ))

' PU(V n,1
C ) .
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Logo temos o seguinte isomorfismo de grupos:

U(n, 1)

Z(U(n, 1))
' PU(n, 1) .

Assim definido, temos que PU(n, 1) é a projetivização do U(n, 1), e é chamado grupo

unitário projetivo. Analogamente, denotando Π(SU(n, 1)) = PSU(n, 1), obtemos o grupo

unitário especial projetivo, dado por

SU(n, 1)

Z(SU(n, 1))
' PSU(n, 1) .

Em contraste com o caso ortogonal visto na Subseção 1.2.2.3, temos que PSU(n, 1) =

PU(n, 1), independente se n + 1 é um número par ou ı́mpar. Essa igualdade segue imedia-

tamente do Segundo Teorema de Isomorfismo.

Definição 1.23 Uma isometria de um espaço vetorial hermitiano é uma aplicação linear

injetora que preserva a forma hermitiana.

Denote o grupo de isometrias de Hn
C por Isom(Hn

C). O próximo teorema nos diz que cada

elemento de Isom(Hn
C), ou é uma isometria holomorfa, ou seja, é dada por um elemento de

PU(n, 1), ou é uma isometria anti-holomorfa, dada pela composição da aplicação conjugação

complexa com um elemento de PU(n, 1). Veja que a aplicação conjugação complexa dada

por:

f : Hn
C → Hn

C

p 7→ f(p) = p

é uma isometria. De fato, usando a métrica de Bergman, temos que:

cosh2

(
ρ(p, q)

2

)
=
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

=
〈Q,P 〉〈P,Q〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

= cosh2

(
ρ(p, q)

2

)
,

onde P e Q são levantamentos dos pontos p e q de Hn
C, respectivamente. Assim, temos que a

conjugação complexa está em Isom(Hn
C), mas não está em PU(n, 1) porque não é holomorfa.

Teorema 1.24 Cada isometria de Hn
C ou é holomorfa ou é anti-holomorfa, ou seja, ou está

em PU(n, 1) ou é a composição da aplicação conjugação complexa com um elemento de

PU(n, 1).
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A demonstração do Teorema 1.24 pode ser encontrada em [17] página 14, para o caso

n = 2. Para o nosso caso, a demonstração é similar. Esse teorema nos permite dizer que o

PU(n, 1) é o grupo de isometrias holomorfas do espaço hiperbólico complexo. Além disso, a

próxima definição nos diz quais os tipos de isometrias holomorfas que existem em PU(n, 1).

Para ver a prova de que tal definição cobre todas as possibilidades posśıveis para os pontos

fixos de uma isometria holomorfa, ver Lema 3.1.1 na página 62 de [2].

Definição 1.25 Uma isometria de Hn
C em PU(n, 1), diferente da identidade, é dita ser:

(i) Eĺıptica se fixa pelo menos um ponto de Hn
C;

(ii) Parabólica se fixa um único ponto, e esse ponto está em ∂Hn
C;

(iii) Hiperbólica (ou Loxodrômica) se fixa exatamente dois pontos, e esses pontos estão em

∂Hn
C.

1.3 Matriz de Gram e Teorema de Witt

Nesta seção vamos fazer um breve estudo sobre matriz de Gram e enunciar alguns re-

sultados importantes para os fins deste trabalho. Dividimos esta seção em duas subseções,

as quais descrevemos como segue. Na primeira subseção trabalhamos com m-uplas ordena-

das de pontos positivos, definimos o que vem a ser uma matriz de Gram associada a uma

m-upla ordenada de pontos positivos, enunciamos condições de assinatura e condições de de-

terminante (caracterização para matrizes de Gram associadas a m-uplas ordenadas de pontos

positivos distintos), fatos essenciais para os próximos caṕıtulos da tese. Na segunda subseção

trazemos o Teorema de Witt, que nos permite estender isometrias, e algumas consequências

de tal teorema.

1.3.1 Matrizes de Gram associadas a m-uplas de pontos positivos

Considere p = (p1, ..., pm) uma m-upla ordenada de pontos positivos distintos em CP n,

para n ≥ 2. Seja P = (P1, ..., Pm), onde Pj ∈ V
n,1
C é um levantamento de pj, ou seja, π(Pj) =

pj, para j = 1, ...,m. Nesse caso dizemos que P é um levantamento de p. Considere uma
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matriz hermitiana m×m dada por G = G(p, P ) = (gjk) = (〈Pj, Pk〉), com j, k ∈ {1, ...,m}.

Chamamos essa matriz de matriz de Gram associada à m-upla p e definida por P . Veja que

a matriz de Gram depende do levantamento que tomamos para pj. De fato, tomando um

outro levantamento P
′
j = λjPj para pj, com λj ∈ C e λj 6= 0, obtemos uma matriz de Gram

G
′
= DGD, onde D é uma matriz diagonal e D é a matriz conjugada de D. Por outro lado,

o sinal do determinante da matriz de Gram não depende do levantamento que tomamos. De

fato, det(G
′
) = de(DGD) = |det(D)|2 det(G).

Definição 1.26 Duas matrizes hermitianas G e G
′

de ordem m×m, são ditas equivalentes,

se existe uma matriz diagonal D não singular (det(D) 6= 0), tal que G
′
= DGD.

Dada a definição acima, podemos observar que cada m-upla ordenada de pontos positivos

distintos em CP n está associada a uma classe de equivalência de matrizes hermitianas de

ordem m×m. O próximo resultado nos diz que cada uma dessas classes possui uma matriz

hermitiana tal que as entradas têm a forma gjj = 1 e g1k = r1k ∈ R+, para j = 1, ...,m e

k = 2, ...,m.

Proposição 1.27 Seja p = (p1, ..., pm) uma m-upla ordenada de pontos positivos distintos

em CP n. Então a classe de equivalência de matrizes de Gram associadas a p contém uma

matriz G = (gjk) tal que gjj = 1 e g1k = r1k ∈ R+, com j = 1, ...,m e k = 2, ...,m.

Prova. Seja Pj ∈ V n,1
C um levantamento de pj e 〈Pj, Pk〉 = rjke

θjki, com j, k = 1, ...,m e

rjk, θjk ∈ R. Se P
′
j = λjPj é um outro levantamento de pj, para j = 1, ...,m, considerando

λ1 = 〈P1, P1〉−
1
2 e λj = ±〈Pj, Pj〉−

1
2 eθ1ji para j = 2, ...,m, onde o sinal de λj vai depender

do sinal de r1j, obtemos o resultado desejado.

Seja G uma matriz hermitiana, denotamos a assinatura de G por s(G) = (n+, n−, n0),

onde n+ é o número de autovalores positivos de G, n− é o número de autovalores negativos

de G e n0 é o número de autovalores nulos de G. Agora considere G = G(p, P ), com p =

(p1, ..., pm) uma m-upla ordenada de pontos positivos distintos em CP n e P = (P1, ..., Pm)

um levantamento de p. Considere também o subespaço gerado W = spanC{P1, ..., Pm} de

V n,1
C , com dimCW = k + 1. Nessas condições, temos que G(p, P ) é uma matriz hermitiana

m×m tal que:
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(i) No caso em que W é hiperbólico, s(G(p, P )) = (n+, n−, n0), com n+ = k, k ≤ n,

n− = 1 e n+ + n0 + 1 = m;

(ii) No caso em que W é parabólico, s(G(p, P )) = (n+, n−, n0), com n+ = k ≤ n − 1,

n− = 0 e n+ + n0 = m;

(iii) No caso em que W é eĺıptico, s(G(p, P )) = (n+, n−, n0), com n+ = k + 1, k ≤ n − 1,

n− = 0 e n+ + n0 = m.

Dessa forma, temos que para uma dada matriz de Gram G(p, P ) associada a p e definida

por P , o posto é menor ou igual a n + 1 e a assinatura s(G(p, P )) satisfaz uma das três

condições dadas acima. Chamamos essas condições de condições de assinatura.

Proposição 1.28 Seja G = (gjk) uma matriz hermitiana m×m tal que gjj = 1, para j =

1, ...,m. Então G é uma matriz de Gram associada a uma m-upla ordenada p = (p1, ..., pm)

de pontos positivos distintos em CP n se, e somente se, o posto de G é menor ou igual a

n+1 e G é indef inida, ou def inida positiva, ou semi-def inida positiva, tal que s(G) satisfaz

às condições de assinatura. Nos dois últimos casos o posto de G é menor ou igual a n.

Prova. Ver Proposição 3.2 em [3].

Como consequência da proposição anterior, temos o resultado abaixo. Além disso, vamos

chamar as condições dadas na próxima proposição de condições de determinante.

Proposição 1.29 Seja G = (gjk) uma matriz hermitiana m×m tal que gjj = 1, para j =

1, ...,m. Então G é uma matriz de Gram associada a uma m-upla ordenada p = (p1, ..., pm)

de pontos positivos distintos em CP n se, e somente se, todos os menores principais de G,

de ordem maior ou igual a n + 2, se anulam, e todos os menores principais de G de ordem

n+ 1 são não positivos.

Prova. Como quaisquer r elementos de V n,1
C sempre são linearmente dependentes quando

r ≥ n+ 2, temos que os menores principais de G de ordem maior ou igual a n+ 2 se anulam.

O resto da demonstração segue da Proposição 1.28 e do critério de Sylvester.
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Sejam p = (p1, ..., pm) uma m-upla ordenada de pontos positivos distintos em CP n e

P = (P1, ..., Pm) um levantamento de p. Considere também o subespaço gerado W =

spanC{P1, ..., Pm} de V n,1
C . Dizemos que p é hiperbólico, parabólico ou eĺıptico, se o subespaço

gerado W é hiperbólico, parabólico ou eĺıptico, respectivamente. Assim, temos também que

se p é hiperbólico ou eĺıptico, então W é não degenerado, e se p é parabólico, então W é

degenerado.

1.3.2 Teorema de Witt

Para começar enunciamos o Teorema de Witt que nos permite estender isometrias de um

subespaço W , a todo o espaço V n,1
C . Segue o teorema.

Teorema 1.30 (Teorema de Witt.) Sejam V n,1
C , W um subespaço de V n,1

C e F̃ : W →

V n,1
C uma isometria. Então existe uma isometria F : V n,1

C → V n,1
C tal que F |W = F̃ .

Prova. Ver Teorema 9.1 na página 265 em [19].

Agora enunciamos algumas consequências do Teorema de Witt, dentre elas o Teorema de

Höfer, que vamos usar em diversas situações nos próximos caṕıtulos, como por exemplo, nas

demonstrações dos teoremas que determinam classes de congruência para duplas ordenadas

de geodésicas, dados no Caṕıtulo 2. Seguem as aplicações.

Teorema 1.31 (Teorema de Höfer.) Sejam P = (P1, ..., Pm) e P
′
= (P

′
1, ..., P

′
m) duas m-

uplas ordenadas de vetores distintos em V n,1
C . Então existe uma isometria F : V n,1

C → V n,1
C

tal que F (Pj) = P
′
j , para j = 1, ...,m, se, e somente se, as matrizes de Gram associadas a

P e P
′

são iguais (〈Pj, Pk〉 = 〈P ′j , P
′

k〉 para todo j, k = 1, ...,m) e a equivalência

m∑
j=1

λjPj = ~0⇔
m∑
j=1

λjP
′

j = ~0

para todo λ = (λ1, ..., λm) ∈ Cm é satisfeita.

Prova. Ver Teorema 1 em [9].
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Proposição 1.32 Sejam P = (P1, ..., Pm) e P
′

= (P
′
1, ..., P

′
m) duas m-uplas ordenadas de

vetores distintos em V n,1
C , tais que W = spanC{P1, ..., Pm} e W

′
= spanC{P

′
1, ..., P

′
m} são

subespaços não degenerados de V n,1
C e as matrizes de Gram associadas a P e P

′
são iguais,

ou seja, 〈Pj, Pk〉 = 〈P ′j , P
′

k〉 para todo j, k = 1, ...,m. Então existe uma isometria F : V n,1
C →

V n,1
C tal que F (Pj) = P

′
j , para j = 1, ...,m.

Proposição 1.33 Sejam p = (p1, ..., pm) e q = (q1, ..., qm) duas m-uplas ordenadas de pontos

positivos distintos em CP n. Assumimos que tanto os pontos em p quanto os pontos em q

geram subespaços hiperbólicos ou eĺıpticos. Então p e q são congruentes em PU(n, 1) se, e

somente se, suas respectivas matrizes de Gram associadas são equivalentes.
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Caṕıtulo 2

O Problema de Congruência para

Duplas de Geodésicas em HnK

Nas próximas seções vamos falar do problema de congruência para duplas de geodésicas

em Hn
K, com K = R ou K = C. Trabalhamos com o caso K = R e n = 3 na Seção 2.1, com o

caso K = R e n = 4 na Seção 2.2, e por fim, tratamos na Seção 2.3 do caso em que K = C e

n ≥ 4. Em ambas as seções descrevemos o que significa ângulo e distância entre hiperplanos

e geodésicas, fazemos a construção de um conjunto de pontos positivos que associamos a uma

dupla de geodésicas, chamado conjunto bi-ortogonal, e descrevemos o espaço de módulos da

dupla fazendo uso desse conjunto.

2.1 Duplas de Geodésicas Riemannianas em H3
R

Considere o espaço hiperbólico real de dimensão 3 denotado por H3
R. Vimos no final da

Seção 1.2.2.2 que os hiperplanos reais de H3
R são planos hiperbólicos reais, e consequente-

mente temos que o conjunto de planos hiperbólicos reais em H3
R corresponde bijetivamente

ao conjunto de pontos polares pertencentes a RP 3 − H3

R, ou seja, corresponde ao conjunto

de pontos positivos de π(V+). Vimos também que o conjunto polar de uma geodésica rie-

manniana de H3
R é uma linha projetiva real positiva, e temos que o conjunto das geodésicas

riemannianas em H3
R corresponde bijetivamente ao conjunto das linhas projetivas reais po-

sitivas. Para provar tais afirmações, basta usar a Proposição 1.3.
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Para fixar a notação, se p é um ponto polar, denotamos o hiperplano real, que nessa

dimensão é um plano hiperbólico real, associado a p por p⊥. Se σ é uma geodésica riemanni-

ana, denotamos por σ⊥ seu respectivo conjunto polar. Já fazendo uso dessa notação, temos

a proposição que segue.

Proposição 2.1 Seja σ uma geodésica riemanniana em H3
R e σ⊥ seu conjunto polar. Então

p pertence a σ⊥ se, e somente se, o hiperplano real associado a p contém σ.

2.1.1 Ângulo e distância entre hiperplanos reais

Agora vamos nos concentrar em descrever ângulo e distância entre planos hiperbólicos

reais. Para tanto, precisamos de um invariante projetivo o qual descrevemos na próxima

definição.

Definição 2.2 Chamamos de d–invariante à aplicação dada por:

d : π(V+)× π(V+) → R

(p, q) 7→ d(p, q) =
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

onde P e Q são tais que π(P ) = p e π(Q) = q, onde π é a projeção natural def inida na

Subseção 1.2.1.

Veja que a expressão dada para d(p, q) acima, independe da escolha do levantamento.

Isso mostra que a aplicação d está bem definida. Além disso, veja que para todo p, q ∈ π(V+),

temos que d(p, q) ≥ 0. O próximo resultado nos dá condições necessárias, mas não suficientes,

em termos do d–invariante, caso planos hiperbólicos reais se intersectem ou não em H3
R.

Proposição 2.3 Dados dois planos hiperbólicos reais p⊥ e q⊥ associados a pontos polares p

e q, respectivamente, temos que:

(i) Se p⊥ e q⊥ se intersectam em H3
R, então 0 ≤ d(p, q) ≤ 1;

(ii) Se p⊥ e q⊥ não se intersectam em H3
R, então d(p, q) ≥ 1.
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Prova. (i): Suponha que p⊥ e q⊥ se intersectem em H3
R. Então temos que p⊥ e q⊥ se inter-

sectam ao longo de uma geodésica riemanniana σ ou p⊥ e q⊥ coincidem. Suponha primeiro

que p⊥ e q⊥ se intersectam ao longo de uma geodésica riemanniana σ. Pela Proposição 2.1

temos que os pontos polares p, q ∈ σ⊥ = π(Σ⊥−{0}), onde Σ⊥ é um subespaço de dimensão

2 de V 3,1
R . Além disso, Σ⊥ é o complemento ortogonal do subespaço hiperbólico Σ tal que

π(Σ − {0}) ∩ H3
R = σ. Pela Proposição 1.3 temos que Σ⊥ é eĺıptico. Sejam P,Q ∈ Σ⊥

levantamentos de p e q, respectivamente. Veja que Σ⊥ = spanR{P,Q}, onde spanR{P,Q}

denota o subespaço gerado por P e Q. Como Σ⊥ é um subespaço eĺıptico, temos que o sinal

do determinante da matriz de Gram associada a p e q, e definida por P e Q, é positivo.

Lembre-se que o sinal do determinante da matriz de Gram independe do levantamento que

tomamos (ver subseção 1.3.1). Denote tal matriz de Gram por G = (〈P,Q〉). Então

det(G) > 0⇔ 〈P, P 〉〈Q,Q〉 − 〈P,Q〉〈Q,P 〉 > 0⇔ d(p, q) =
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

< 1 .

Segue que 0 ≤ d(p, q) < 1. Por outro lado, se p⊥ e q⊥ coincidem, temos que p = q e

det(G) = 0. Então

det(G) = 0⇔ 〈P, P 〉〈Q,Q〉 − 〈P,Q〉〈Q,P 〉 = 0⇔ d(p, q) =
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

= 1 .

Isso prova (i).

(ii): Agora suponha que p⊥ e q⊥ não se intersectam em H3
R. Considere a pojeção w =

π(W − {0}), onde W = spanR{P,Q} é o subespaço gerado por P e Q. Temos que nesse

caso W ou é parabólico (p⊥ e q⊥ não se intersectam em H3
R mas nesse caso a intersecção

dos fechos p⊥ ∩ q⊥ é um ponto ideal de ∂H3
R) ou é hiperbólico (p⊥ e p⊥ não se intersectam

em H3
R). Considere novamente a matriz de Gram G = (〈P,Q〉). Assim, se W é parabólico,

temos que det(G) = 0 e consequentemente obtemos d(p, q) = 1. Por outro lado, se W é

hiperbólico, temos det(G) < 0 e consequentemente

det(G) < 0⇔ 〈P, P 〉〈Q,Q〉 − 〈P,Q〉〈Q,P 〉 < 0⇔ d(p, q) =
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

> 1 .

Segue que d(p, q) ≥ 1 e isso prova (ii).

Agora podemos definir ângulo e distância. Para tanto, considere primeiro dois planos

hiperbólicos reais, p⊥ e q⊥, tais que se intersectam em H3
R. Sejam p e q seus respectivos
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pontos polares. Então podemos definir o ângulo θ entre esses planos por:

cos2 (θ) = d(p, q), θ ∈
[
0,
π

2

]
.

Por outro lado, considere planos hiperbólicos reais, p⊥ e q⊥, tais que não se intersectam

em H3
R. Assim, podemos definir a distância ρ entre esses planos por:

cosh2
(ρ

2

)
= d(p, q), ρ ∈ [0,+∞) .

A Proposição 2.3 garante que tais conceitos estejam bem definidos, e note que esses

conceitos de ângulo e distância são coerentes com as definições de ângulo e distância na

geometria riemanniana. Veja que p⊥ e q⊥ se intersectam ortogonalmente em H3
R se θ = π

2
, e

isso é equivalente a dizer que d(p, q) = 0. Além disso, se p⊥ e q⊥ têm intersecção não vazia

em H3
R ou são assintóticos, temos que a distância entre os planos é 0. Caso p⊥ = q⊥, temos

que a distância e o ângulo entre esses planos coincidentes é 0.

O próximo resultado é um fato conhecido de geometria riemanniana, e a demonstração

será omitida. Para mais detalhes, ver Teorema 4.1 em [1].

Proposição 2.4 Dadas duas geodésicas riemannianas σ1 e σ2 em H3
R, não assintóticas,

então existe uma única geodésica riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ2.

Definição 2.5 Dados dois pontos p, q ∈ RP 3, dizemos que p e q são ortogonais se para

respectivos levantamentos P e Q pertencentes a V 3,1
R , temos 〈P,Q〉 = 0. Dizemos que dois

hiperplanos reais são ortogonais, se seus respectivos pontos polares são ortogonais.

Veja que a definição acima independe dos levantamentos que consideramos. Além disso,

a ortogonalidade de hiperplanos reais é equivalente à definição de ortogonalidade dada em

função do d–invariante, ou seja, se p⊥ e q⊥ são hiperplanos reais com pontos polares respec-

tivos p e q, e p⊥ é ortogonal a q⊥, isso é equivalente à condição de que d(p, q) = 0. Vamos

denotar a ortogonalidade entre objetos do espaço hiperbólico através do śımbolo “⊥”. Por

exemplo, se p é ortogonal a q, então vamos escrever p ⊥ q.

Proposição 2.6 Seja σ uma geodésica riemanniana de H3
R. Considere p⊥ um plano hi-

perbólico real tal que contém σ. Então existe um único plano hiperbólico real q⊥ tal que

contém σ e intersecta p⊥ ortogonalmente.
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Prova. Considere a geodésica riemanniana σ = π(Σ − {0}) ∩ H3
R, com Σ um subespaço

hiperbólico de dimensão 2 de V 3,1
R . Seja σ⊥ = π(Σ⊥ − {0}), com Σ⊥ um subespaço eĺıptico

de dimensão 2 de V 3,1
R , o conjunto polar de σ. Por hipótese σ ⊂ p⊥. Então pela Proposição

2.1 temos que p ∈ σ⊥. Considere P um levantamento de p. Temos que P ∈ Σ⊥ e existe um

único Q ∈ Σ⊥ tal que spanR{P,Q} = Σ⊥ e P ⊥ Q (a menos de um múltiplo escalar de Q).

Tome q = π(Q), e veja que o plano hiperbólico real dado por q⊥ é o plano procurado.

2.1.2 Construção do conjunto bi-ortogonal

O que fazemos nesta subseção é transformar o problema de congruência de duplas de

geodésicas riemannianas em um problema de congruência de uplas ordenadas de pontos

distintos positivos. Para tanto, fazemos a construção de um conjunto chamado de “conjunto

bi-ortogonal”, o qual descrevemos no seguimento desta subseção.

Veja que para duas geodésicas distintas σ1 e σ2 de H3
R, temos duas possibilidades para

os conjuntos polares σ⊥1 e σ⊥2 , isto é, ou eles se intersectam em um ponto, ou eles não se

intersectam. Essa afirmação pode ser verificada analisando a dimensão de σ⊥1 e σ⊥2 em RP 3.

A intersecção ou não de tais conjuntos polares, vai depender se as geodésicas, σ1 e σ2, se

intersectam ou não em RP 3. Isso é o que mostra a próxima proposição.

Proposição 2.7 Sejam duas geodésicas riemannianas σ1 e σ2 distintas em H3
R. Temos que:

(i) σ1 e σ2 são coplanares ⇔ σ⊥1 e σ⊥2 se intersectam em um ponto de RP 3;

(ii) σ1 e σ2 são reversas ⇔ σ⊥1 e σ⊥2 não se intersectam em RP 3.

Prova. (i): Suponha que σ1 e σ2 são coplanares. Seja w = π(W − {0}) ∩ H3
R o plano

hiperbólico que contém σ1 e σ2, para algum subespaço indefinido W de V 3,1
R de dimensão

3, com σi = π(Σi − {0}) ∩ H3
R, para algum subespaço indefinido Σi de V 3,1

R de dimensão 2,

com i = 1, 2. Assim, temos que W contém Σ1 e Σ2 se, e somente se W ⊃ Σi, com i = 1, 2.

Mas esse fato ocorre se, e somente se, W⊥ ⊂ Σ⊥i , com i = 1, 2, ou seja, W⊥ ⊂ Σ⊥1 ∩ Σ⊥2 e

w⊥ ⊂ σ⊥1 ∩ σ⊥2 . Como dimR(W⊥) = 1, segue que dimR(Σ⊥1 ∩ Σ⊥2 ) = 1 e consequentemente

σ⊥1 ∩ σ⊥2 é um ponto de RP 3. Reciprocamente, suponha que σ⊥1 ∩ σ⊥2 seja um ponto de

RP 3. Considere o subespaço W = Σ⊥1 ∩ Σ⊥2 . Assim, temos que W ⊂ Σ⊥i com i = 1, 2.
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Pela observação feita abaixo da Proposição 1.12 temos que (Σ⊥i )⊥ = Σi com i = 1, 2. Então

W⊥ ⊃ (Σ⊥i )⊥ = Σi com i = 1, 2. Como dimR(W⊥) = 3, temos que w⊥ = π(W⊥−{0})∩H3
R

é o plano hiperbólico desejado. Logo σ1 e σ2 são coplanares.

(ii): Suponha que σ1 e σ2 são reversas. Sabemos que 0 ≤ dimR(Σ⊥1 ∩Σ⊥2 ) ≤ 2 (ver em [8]

Proposição 7.1 e Teorema 7.2). Entretanto, σ1 e σ2 são reversas e consequentemente não são

coplanares. Assim, pelo item (i) temos que dimR(Σ⊥1 ∩ Σ⊥2 ) 6= 1. Como as geodésicas que

estamos considerando são distintas, temos que dimR(Σ⊥1 ∩Σ⊥2 ) 6= 2. Logo dimR(Σ⊥1 ∩Σ⊥2 ) = 0.

Dessa forma temos que σ⊥1 e σ⊥2 não se intersectam em RP 3. Reciprocamente, suponha que

Σ⊥1 ∩ Σ⊥2 não se intersectam em RP 3. Pelo item (i) temos que σ1 e σ2 não são coplanares.

Logo σ1 e σ2 são reversas.

2.1.2.1 Conjunto bi-ortogonal para geodésicas reversas

Nosso trabalho agora consiste em associar a cada dupla de geodésicas, uma upla ordenada

de pontos distintos positivos. Essa correspondência é feita associando a cada geodésica, dois

hiperplanos (nessa dimensão os hiperplanos são planos hiperbólicos) cuja interseção é a

própria geodésica. Esses hiperplanos, por sua vez, possuem uma relação biuńıvoca com seus

respectivos pontos polares (ver a observação feita abaixo da Proposição 1.12). Vamos ver

que esses pontos polares vão constituir o conjunto bi-ortogonal.

Construção: Para começar, considere σ1 e σ2 geodésicas reversas em H3
R. Pela Proposição

2.4, temos que existe uma geodésica perpendicular comum a σ1 e σ2 a qual vamos denotar por

σ12. Por construção temos que σ1 e σ12 se intersectam, e pela Proposição 2.7, são geodésicas

coplanares. Analogamente temos também que σ2 e σ12 são coplanares. Dessa forma, denote

por q⊥1 o plano que contém σ1 e σ12, que está associado ao ponto polar denotado por q1.

Analogamente, denote por q⊥2 o plano que contém σ2 e σ12, que está associado ao ponto polar

denotado por q2. Agora considere o plano p⊥1 que contém σ1 e intersecta ortogonalmente

σ12. Denote por p1 o ponto polar associado a tal plano. Por outro lado, considere o plano

p⊥2 que contém σ2 e intersecta ortogonalmente σ12. Denote por p2 o ponto polar associado a

tal plano. Com isso temos associado à dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas

(σ1, σ2), o conjunto de planos {p⊥1 , p⊥2 , q⊥1 , q⊥2 }, que está associado ao conjunto de pontos
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polares {p1, p2, q1, q2}.

Definição 2.8 Chamamos ao conjunto {p1, p2, q1, q2} de conjunto bi-ortogonal da dupla or-

denada de geodésicas riemannianas reversas (σ1, σ2) de H3
R.

A próxima proposição justifica o nome bi-ortogonal, e a demonstração segue imediata-

mente da construção. Segue o resultado.

Proposição 2.9 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas em

H3
R. Considere seu respectivo conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2} ⊂ π(V+) ⊂ RP 3. Então

temos que p1 ⊥ q1, p2 ⊥ q2, p1 ⊥ q2 e p2 ⊥ q1.

2.1.2.2 Conjunto bi-ortogonal para geodésicas coplanares

Similar ao que fizemos acima para geodésicas reversas, vamos estudar aqui o caso em que

as geodésicas são coplanares. Sabemos que geodésicas coplanares podem ser ultraparalelas,

assintóticas ou concorrentes, conforme suas respectivas linhas projetivas se intersectam fora,

na fronteira ou dentro do espaço hiperbólico, respectivamente. Vamos fazer a construção do

conjunto bi-ortogonal para cada um dos casos.

Construção (caso concorrente): Sejam σ1 e σ2 geodésicas coplanares concorrentes em H3
R.

Denote por p⊥ o plano que contem as geodésicas σ1 e σ2, com ponto polar denotado por p.

Pela Proposição 2.6 existe um único plano q⊥1 tal que contém σ1 e intersecta ortogonalmente

o plano p⊥. Denote por q1 o ponto polar associado a tal plano. Por outro lado, também pela

Proposição 2.6, existe um único plano q⊥2 tal que contém σ2 e intersecta ortogonalmente o

plano p⊥. Denote por q2 o ponto polar associado a tal plano. Com isso temos associado à

dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares concorrentes (σ1, σ2), o conjunto de

planos {p⊥, q⊥1 , q⊥2 }, que está associado ao conjunto de pontos polares {p, q1, q2}.

Definição 2.10 Chamamos ao conjunto {p, q1, q2} de conjunto bi-ortogonal da dupla orde-

nada de geodésicas riemannianas coplanares concorrentes (σ1, σ2) de H3
R.
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Proposição 2.11 Seja a dupla ordenada (σ1, σ2) de geodésicas riemannianas coplanares

concorrentes em H3
R. Considere seu respectivo conjunto bi-ortogonal {p, q1, q2} ⊂ π(V+) ⊂

RP 3. Então temos que p ⊥ q1 e p ⊥ q2.

Construção (caso assintótico): Sejam σ1 e σ2 geodésicas coplanares assintóticas em H3
R.

Denote por p⊥ o plano que contem as geodésicas σ1 e σ2, com ponto polar denotado por p.

Pela Proposição 2.6 existe um único plano q⊥1 tal que contém σ1 e intersecta ortogonalmente

o plano p⊥. Denote por q1 o ponto polar associado a tal plano. Por outro lado, também pela

Proposição 2.6, existe um único plano q⊥2 tal que contém σ2 e intersecta ortogonalmente o

plano p⊥. Denote por q2 o ponto polar associado a tal plano. Com isso temos associado à

dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares assintóticas (σ1, σ2), o conjunto de

planos {p⊥, q⊥1 , q⊥2 }, que está associado ao conjunto de pontos polares {p, q1, q2}.

Definição 2.12 Chamamos ao conjunto {p, q1, q2} de conjunto bi-ortogonal da dupla orde-

nada de geodésicas riemannianas coplanares assintóticas (σ1, σ2) de H3
R.

Proposição 2.13 Seja a dupla ordenada (σ1, σ2) de geodésicas riemannianas coplanares

assintóticas em H3
R. Considere seu respectivo conjunto bi-ortogonal {p, q1, q2} ⊂ π(V+) ⊂

RP 3. Então temos que p ⊥ q1 e p ⊥ q2.

Construção (caso ultraparalelo): Sejam σ1 e σ2 geodésicas coplanares ultraparalelas em

H3
R. Denote por q⊥ o plano que contem as geodésicas σ1 e σ2, com ponto polar denotado por q.

Pela Proposição 2.6 existe um único plano p⊥1 tal que contém σ1 e intersecta ortogonalmente

o plano q⊥. Denote por p1 o ponto polar associado a tal plano. Por outro lado, também pela

Proposição 2.6, existe um único plano p⊥2 tal que contém σ2 e intersecta ortogonalmente o

plano q⊥. Denote por p2 o ponto polar associado a tal plano. Com isso temos associado à

dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares ultraparalelas (σ1, σ2), o conjunto de

planos {p⊥1 , p⊥2 , q⊥}, que está associado ao conjunto de pontos polares {p1, p2, q}.

Definição 2.14 Chamamos ao conjunto {p1, p2, q} de conjunto bi-ortogonal da dupla orde-

nada de geodésicas riemannianas coplanares ultraparalelas (σ1, σ2) de H3
R.
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Proposição 2.15 Seja a dupla ordenada (σ1, σ2) de geodésicas riemannianas coplanares

ultraparalelas em H3
R. Considere seu respectivo conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q} ⊂ π(V+) ⊂

RP 3. Então temos que q ⊥ p1 e q ⊥ p2.

2.1.3 Ângulo e distância entre geodésicas riemannianas

Vimos que cada dupla ordenada de geodésicas riemannianas (σ1, σ2) de H3
R pode ser

associada ao seu conjunto bi-ortogonal de pontos polares {p1, p2, q1, q2}, onde p1 = p2 = p se

σ1 e σ2 são coplanares assintóticas ou concorrentes, e q1 = q2 = q se σ1 e σ2 são coplanares

ultraparalelas. Por construção, para cada dupla (σ1, σ2), tal conjunto de pontos é único.

Definição 2.16 Chamamos o conjunto {P1, P2, Q1, Q2} dos levantamentos dos elementos

do conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}, de base bi-ortogonal da dupla ordenada (σ1, σ2) de

geodésicas riemannianas de H3
R.

A base bi-ortogonal satisfaz as propriedades de ortogonalidade dadas na Proposição 2.9.

Além disso, se Σ⊥j é o levantamento do conjunto polar σ⊥j da geodésica σj, então o conjunto

{Pj, Qj} forma uma base ortogonal para Σ⊥j , com j = 1, 2. Tal base pode ser tomada de

forma a ser ortonormal.

Agora vamos definir distância e ângulo entre geodésicas riemannianas. Para tanto vamos

utilizar o conceito de d–invariante (ver Definição 2.2).

Definição 2.17 Dada uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas (σ1, σ2) de H3
R, com

conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}, def inimos a pré-distância entre σ1 e σ2 por d(p1, p2), e

o pré-ângulo entre σ1 e σ2 por d(q1, q2).

Vamos definir distância e ângulo entre geodésicas a partir dos conceitos de pré-distância

e pré-ângulo dados acima. Para tanto, considere uma dupla ordenada (σ1, σ2) com conjunto

bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}. Definimos o ângulo θ entre geodésicas riemannianas por:

cos2 (θ) = d(q1, q2), θ ∈
[
0,
π

2

]
.

Por outro lado, definimos a distância ρ entre geodésicas riemannianas por:

cosh2
(ρ

2

)
= d(p1, p2), ρ ∈ [0,+∞) .
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Observação 2.18 Veja que, para a distância ρ ∈ [0,+∞) e para o ângulo θ ∈
[
0, π

2

]
, temos

que as funções cos e cosh são injetivas, e portanto não há diferença entre trabalhar com

distância ou trabalhar com pré-distância (o mesmo para ângulo e pré-ângulo).

Dada uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas (σ1, σ2) de H3
R, temos associado

a tal dupla o conjunto bi-ortogonal de pontos polares {p1, p2, q1, q2}. Através de tais pontos

polares, temos os conceitos de pré-distância e pré-ângulo. A próxima proposição nos diz

que podemos obter informações sobre a dupla de geodésicas através dos valores que a pré-

distância e o pré-ângulo assumem.

Proposição 2.19 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas de H3
R com

conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}, então:

(i) A dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemannianas reversas se, e somente se,

d(p1, p2) > 1 e d(q1, q2) < 1;

(ii) A dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemannianas concorrentes se, e somente se,

d(p1, p2) = 1 e d(q1, q2) < 1;

(iii) A dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemannianas ultraparalelas se, e somente

se, d(p1, p2) > 1 e d(q1, q2) = 1;

(iv) A dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemannianas assintóticas se, e somente se,

d(p1, p2) = 1 e d(q1, q2) = 1.

Proposição 2.20 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas de H3
R

com conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}, e considere W = spanR{P1, P2, Q1, Q2}, onde

{P1, P2, Q1, Q2} é uma base bi-ortogonal da dupla (σ1, σ2). Então:

(i) W é hiperbólico e dimR(W ) = 4 se, e somente se, a dupla (σ1, σ2) é formada por

geodésicas reversas;

(ii) W é hiperbólico e dimR(W ) = 3 se, e somente se, a dupla (σ1, σ2) é formada por

geodésicas ultraparalelas;
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(iii) W é eĺıptico e dimR(W ) = 3 se, e somente se, a dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas

concorrentes;

(iv) W é parabólico e dimR(W ) = 3 se, e somente se, a dupla (σ1, σ2) é formada por

geodésicas assintóticas.

2.1.4 Espaço de módulos de duplas de geodésicas riemannianas

em H3
R

Nesta subseção vamos encontrar invariantes que descrevem unicamente as classes de

congruência, por PO(3, 1) = Isom(H3
R), de duplas ordenadas de geodésicas riemannianas

distintas em H3
R. Para mais detalhes sobre o grupo de isometrias do espaço hiperbólico real,

ver Subseção 1.2.2.3. Segue o conceito de congruência.

Definição 2.21 Dizemos que duas duplas ordenadas (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) de geodésicas rie-

mannianas distintas em H3
R são congruentes, quando existe uma isometria f ∈ PO(3, 1) tal

que f(σi) = σ
′
i para i = 1, 2.

Note que a congruência definida acima é uma relação de equivalência. O espaço das clas-

ses de equivalência, munido da topologia quociente, é denominado espaço de configurações

de duplas ordenadas de geodésicas riemannianas distintas em H3
R, e denotamos porM(2, 3).

2.1.4.1 Caso em que as geodésicas riemannianas são reversas

Considere (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de H3
R. Tal

dupla está associada ao conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}. Denote a pré-distância por

d = d(p1, p2) e o pré-ângulo por a = d(q1, q2).

Proposição 2.22 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de

H3
R. Então existem levantamentos {P1, P2, Q1, Q2}, dos elementos do conjunto bi-ortogonal

de (σ1, σ2), tais que a matriz de Gram associada a tais levantamentos é dada por:
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G =


1
√
d 0 0

√
d 1 0 0

0 0 1
√
a

0 0
√
a 1


onde d e a são números reais tais que d > 1 e 0 ≤ a < 1, e det(G) < 0.

Prova. Considere {p1, p2, q1, q2} o conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2). Por um argumento

semelhante ao que foi feito na demonstração da Proposição 1.27 e pelas propriedades de

ortogonalidade dadas na Proposição 2.9, temos que existem levantamentos para os elementos

do conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2), denotados por {P1, P2, Q1, Q2}, tais que a matriz de

Gram tem a forma

G =


1 g12 0 0

g21 1 0 0

0 0 1 g34

0 0 g43 1


onde g12, g34 ∈ R+. Logo, usando as definições de d e a, temos que d = d(p1, p2) =

〈P1, P2〉〈P2, P1〉 = g212, e consequentemente g12 =
√
d. Analogamente obtemos que g34 =

√
a.

Isso nos dá uma matriz de Gram com entradas recuperadas em termos de invariantes

projetivos. Além disso, calculando o determinante da matriz acima, obtemos det(G) =

(1 − g212)(1 − g234) = (1 − d)(1 − a), e como a pré-distância d > 1 e o pré-ângulo 0 ≤ a < 1

(ver Proposição 2.19), segue que det(G) < 0.

Definição 2.23 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de

H3
R. Chamamos a matriz G dada na Proposição 2.22 de matriz de Gram canônica para uma

dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de H3
R.

Proposição 2.24 Sejam (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) duas duplas ordenadas de geodésicas riemanni-

anas reversas de H3
R. Se as duplas (σ1, σ2) e (σ

′
1, σ

′
2) possuem as mesmas distâncias e os

mesmos ângulos, então existe uma isometria f ∈ PO(n, 1) tal que f(σj) = σ
′
j para j = 1, 2.

Prova. Sejam {p1, p2, q1, q2} e {p′1, p
′
2, q

′
1, q

′
2} conjuntos bi-ortogonais de (σ1, σ2) e (σ

′
1, σ

′
2),

respectivamente. Considere G = (gij) e G
′
= (g

′
ij) matrizes de Gram canônicas de (σ1, σ2) e
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(σ
′
1, σ

′
2), respectivamente, denotadas por

G =


1
√
d 0 0

√
d 1 0 0

0 0 1
√
a

0 0
√
a 1

 e G
′
=


1

√
d′ 0 0√

d′ 1 0 0

0 0 1
√
a′

0 0
√
a′ 1

 .

Como (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) têm os mesmos ângulos e distâncias, pela Observação 2.18 temos

que (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) têm os mesmos pré-ângulos e pré-distâncias. Logo G = G

′
. Como os

espaços gerados pelos levantamentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}

e pelos levantamentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal {p′1, p
′
2, q

′
1, q

′
2} são espaços não

degenerados, o resultado segue da Proposição 1.32 (considerando a proposição sobre o corpo

dos reais).

Teorema 2.25 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de

H3
R, com conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q1, q2}. Então os d–invariantes d = d(p1, p2) e a =

d(q1, q2) def inem unicamente a classe de congruência por PO(3, 1) das duplas ordenadas de

geodésicas riemannianas reversas de H3
R.

Prova. A prova segue da aplicação da Proposição 2.22 junto com a aplicação da Proposição

2.24.

Agora estamos em condições de construir o espaço de módulos para duplas ordenadas

de geodésicas riemannianas reversas em H3
R. Para começar, considere (σ1, σ2) uma dupla

ordenada de geodésicas riemannianas reversas de H3
R e G a matriz de Gram canônica associ-

ada a tal dupla. Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes

d(p1, p2) e d(q1, q2) (ver Proposição 2.22).

Denote por Mg(2, 3) o espaço de configurações de duplas ordenadas de geodésicas rie-

mannianas reversas de H3
R. Os elementos de Mg(2, 3) são classes denotadas por [(σ1, σ2)].

Defina a aplicação

τ :Mg(2, 3) → R2

que associa cada classe [(σ1, σ2)] aos invariantes d(p1, p2) e d(q1, q2). Por fim, defina o

conjunto Mg(2, 3) = {(d, a) ∈ R2; d > 1 e 0 ≤ a < 1}. Veja que Mg(2, 3) munido da

topologia induzida de R2 é um espaço topológico.
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Teorema 2.26 O espaço de configurações Mg(2, 3) é homeomorfo ao espaço Mg(2, 3).

Prova. Pelas condições de determinante dadas na Proposição 1.29 (considerando a pro-

posição sobre o corpo dos reais e com n = 3) e pela Proposição 2.22, temos que a aplicação

τ : Mg(2, 3) → R2 dada acima define uma aplicação τ : Mg(2, 3) → Mg(2, 3). Pelo Te-

orema 2.25 temos que τ : Mg(2, 3) → Mg(2, 3) é injetiva. Para a sobrejetividade, dado

(d, a) ∈ Mg(2, 3), considere G tal que g12 = g21 =
√
d, g34 = g43 =

√
a, gjj = 1, para

j = 1, 2, 3, 4, e as demais entradas são nulas. Segue da Proposição 1.29 (sobre o corpo dos

reais e com n = 3) que G assim constrúıda é a matriz de Gram canônica de alguma dupla

ordenada de geodésicas riemannianas reversas de H3
R. Logo τ :Mg(2, 3)→Mg(2, 3) é sobre-

jetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Mg(2, 3) da topologia induzida

de R2, temos que τ :Mg(2, 3)→Mg(2, 3) é um homeomorfismo.

Definição 2.27 Chamamos Mg(2, 3) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Mg(2, 3).

2.1.4.2 Caso em que as geodésicas riemannianas são coplanares

Vamos trabalhar nesta subseção com duplas ordenadas de geodésicas riemannianas co-

planares (assintóticas, concorrentes ou ultraparalelas) de H3
R. Seja (σ1, σ2) uma tal dupla.

Vimos que essa dupla está associada ao conjunto bi-ortogonal {p, q1, q2}, com p = p1 = p2, se

(σ1, σ2) é formada por geodésicas concorrentes ou assintóticas, e está associada ao conjunto

bi-ortogonal {p1, p2, q}, com q = q1 = q2, se (σ1, σ2) é formada por geodésicas ultraparalelas.

Denote a pré-distância por d = d(p1, p2) e o pré-ângulo por a = d(q1, q2).

Proposição 2.28 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplana-

res, concorrentes ou assintóticas, de H3
R. Então existem levantamentos {P,Q1, Q2}, dos

elementos do conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2), tais que a matriz de Gram associada a tais

levantamentos é dada por:

G =


1 0 0

0 1
√
a

0
√
a 1
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onde a é um número real tal que 0 ≤ a ≤ 1. Além disso, det(G) > 0 se σ1 e σ2 são

concorrentes, det(G) = 0 se σ1 e σ2 são assintóticas.

Prova. Considere {p, q1, q2} o conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2). Por um argumento seme-

lhante ao que foi feito na demonstração da Proposição 1.27, junto com a Proposição 2.11,

caso as geodésicas sejam concorrentes, e com a Proposição 2.13, caso as geodésicas sejam

assintóticas, temos que existem levantamentos para os elementos do conjunto bi-ortogonal

de (σ1, σ2), denotados por {P,Q1, Q2}, tais que a matriz de Gram tem a forma

G =


1 0 0

0 1 g23

0 g32 1


onde g23 ∈ R+. Logo, usando a definição do pré-ângulo a, temos que a = d(q1, q2) =

〈Q1, Q2〉〈Q2, Q1〉 = g223, e consequentemente g23 =
√
a. Além disso, calculando o determi-

nante da matriz acima, obtemos det(G) = (1 − g223) = (1 − a). Como as geodésicas são

concorrentes ou assintóticas, segue da Proposição 2.19 que 0 ≤ a < 1 ou a = 1, respec-

tivamente. Dessa forma, se 0 ≤ a < 1 então det(G) > 0, e se a = 1 então det(G) = 0.

Definição 2.29 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

concorrentes (assintóticas) de H3
R. Chamamos a matriz G obtida na Proposição 2.28 de

matriz de Gram canônica para uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

concorrentes (assintóticas) de H3
R.

Proposição 2.30 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

ultraparalelas de H3
R. Então existem levantamentos {P1, P2, Q}, dos elementos do conjunto

bi-ortogonal de (σ1, σ2), tais que a matriz de Gram associada a tais levantamentos é dada

por:

G =


1
√
d 0

√
d 1 0

0 0 1


onde d ∈ R e d > 1. Além disso, det(G) < 0.
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Prova. Considere {p1, p2, q} o conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2). Por um argumento seme-

lhante ao que foi feito na demonstração da Proposição 1.27, junto com a Proposição 2.15,

temos que existem levantamentos para os elementos do conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2),

denotados por {P1, P2, Q}, tais que a matriz de Gram tem a forma

G =


1 g12 0

g21 1 0

0 0 1


onde g12 = g21 ∈ R+. Logo, usando a definição da pré-distância d, temos que d = d(p1, p2) =

〈P1, P2〉〈P2, P1〉 = g212, e consequentemente g12 =
√
d. Além disso, calculando o determinante

da matriz acima, obtemos det(G) = (1−g212) = (1−d). Como as geodésicas são ultraparalelas,

segue da Proposição 2.19 que d > 1. Dessa forma, se d > 1 então det(G) < 0.

Definição 2.31 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

de H3
R. Chamamos a matriz G obtida na Proposição 2.30 de matriz de Gram canônica para

uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares ultraparalelas de H3
R.

Teorema 2.32 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares,

concorrentes ou assintóticas, de H3
R, com conjunto bi-ortogonal {p, q1, q2}. Então o d–

invariante a = d(q1, q2) def ine unicamente a classe de congruência por PO(n, 1) das duplas

ordenadas de geodésicas riemannianas coplanares, concorrentes ou assintóticas, de H3
R.

Prova. Considere (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) duplas ordenadas de geodésicas riemannianas copla-

nares, concorrentes ou assintóticas, associadas respectivamente aos conjuntos bi-ortogonais

{p, q1, q2} e {p′ , q′1, q
′
2}, tais que possuem mesmo d–invariante a = d(q1, q2) = d(q

′
1, q

′
2) = a

′
.

Então pela Proposição 2.28 temos que as duplas possuem a mesma matriz de Gram canônica.

Por outro lado, veja que o conjunto de levantamentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal

{p, q1, q2} é linearmente independente, pois caso contrário teŕıamos σ1 = σ2. O mesmo

vale para o conjunto de levantamentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal {p′ , q′1, q
′
2}.

Com isso temos que o conjunto dos levantamentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal

{p, q1, q2} possui o mesmo tipo de dependência linear que o conjunto dos levantamentos

dos elementos do conjunto bi-ortogonal {p′ , q′1, q
′
2}. O resultado segue do Teorema de Höfer

(considerando o corpo dos reais ao invés do corpo dos complexos).
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Teorema 2.33 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares ul-

traparalelas de H3
R, com conjunto bi-ortogonal {p1, p2, q}. Então o d–invariante d = d(p1, p2)

def ine unicamente a classe de congruência por PO(n, 1) das duplas ordenadas de geodésicas

riemannianas coplanares ultraparalelas de H3
R.

Prova. A prova segue por um argumento análogo ao que foi feito no Teorema 2.32. Basta

aplicar a Proposição 2.30 para garantir que as duplas possuem a mesma matriz de Gram

canônica, observar que os conjuntos de levantamentos dos conjuntos bi-ortogonais possuem

o mesmo tipo de dependência linear, e usar o Teorema de Höfer (considerando o corpo dos

reais ao invés do corpo dos complexos).

Agora estamos em condições de construir o espaço de módulos para duplas ordenadas

de geodésicas riemannianas coplanares em H3
R. Para começar, considere (σ1, σ2) uma dupla

ordenada de geodésicas riemannianas coplanares de H3
R e G a matriz de Gram canônica asso-

ciada a tal dupla. Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos do invariante

a = d(q1, q2) no caso em que (σ1, σ2) é formada por geodésicas concorrentes ou assintóticas,

e podemos recuperar as entradas de G em termos do invariante d = d(p1, p2) no caso em que

(σ1, σ2) é formada por geodésicas ultraparalelas.

Denote por Ms(2, 3) o espaço de configurações de duplas ordenadas de geodésicas rie-

mannianas coplanares de H3
R. Os elementos deMs(2, 3) são classes denotadas por [(σ1, σ2)].

Defina a aplicação

τ̃ :Ms(2, 3) → R

que associa cada classe [(σ1, σ2)] ao respectivo d–invariante que define tal classe. Por fim,

defina o conjunto Ms(2, 3) = {t ∈ R; t ≥ 0}. Veja que Ms(2, 3) munido da topologia induzida

de R é um espaço topológico.

Teorema 2.34 O espaço de configurações Ms(2, 3) é homeomorfo ao espaço Ms(2, 3).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais com n = 3),

pela Proposição 2.28 e pela Proposição 2.30, temos que a aplicação τ̃ :Ms(2, 3) → R dada

acima define uma aplicação τ̃ :Ms(2, 3)→Ms(2, 3). Pelo Teorema 2.32 e pelo Teorema 2.33

temos que τ̃ : Ms(2, 3) → Ms(2, 3) é injetiva. Para a sobrejetividade, tome t ∈ Ms(2, 3).
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Se 0 ≤ t ≤ 1 temos t = a, onde a é o pré-ângulo. Dessa forma, considere G tal que

g23 = g32 =
√
a, gjj = 1, para j = 1, 2, 3, e as demais entradas são nulas. Por outro lado,

se t > 1 temos t = d, onde d é a pré-distância. Então considere G tal que g12 = g21 =
√
d,

gjj = 1, para j = 1, 2, 3, e as demais entradas são nulas. Segue novamente das condições de

determinante, que G constrúıda nos dois casos acima, é a matriz de Gram canônica de alguma

dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares de H3
R. Logo τ̃ :Ms(2, 3)→Ms(2, 3)

é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Ms(2, 3) da topologia

induzida de R, temos que τ̃ :Ms(2, 3)→Ms(2, 3) é um homeomorfismo.

Definição 2.35 Chamamos Ms(2, 3) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Ms(2, 3).

Note que, usando a Proposição 2.19 junto com o Teorema 2.34, podemos identificar o

conjunto das classes [(σ1, σ2)], tais que a dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas concorrentes,

com o conjunto {(1, a) ∈ R2; 0 ≤ a < 1}. Da mesma forma podemos identificar o conjunto

das classes [(σ1, σ2)], tais que a dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas ultraparalelas, com o

conjunto {(d, 1) ∈ R2; d > 1}, e podemos identificar o conjunto das classes [(σ1, σ2)], tais que

a dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas assintóticas, com o conjunto {(d, a) ∈ R2; d = a =

1}. Consequentemente, podemos identificar o espaço Ms(2, 3) com a união de tais conjuntos.

Por outro lado, vimos que Mg(2, 3) = {(d, a) ∈ R2; d > 1 e 0 ≤ a < 1} = (1,∞)× [0, 1) (ver

Teorema 2.26). Então, se M(2, 3) denota o espaço de módulos para o espaço de configurações

M(2, 3), desde que M(2, 3) = Mg(2, 3)∪Ms(2, 3), temos que M(2, 3) = [1,+∞)× [0, 1]. Isso

prova o próximo resultado.

Corolário 2.36 Se M(2, 3) é o espaço de módulos para o espaço de configurações M(2, 3),

então M(2, 3) = [1,+∞)× [0, 1].

2.2 Duplas de Geodésicas Riemannianas em H4
R

Considere o espaço hiperbólico real de dimensão 4 denotado por H4
R. Vimos na Proposição

1.12 que os hiperplanos reais de H4
R correspondem bijetivamente ao conjunto de pontos

polares pertencentes a RP 4−H4

R, ou seja, correspondem ao conjunto de pontos positivos de
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π(V+). Além disso, nessa dimensão, hiperplano é uma cópia de H3
R em H4

R. Vimos também

que conjuntos polares de geodésicas riemannianas são RP 2 e conjuntos polares de planos

hiperbólicos são RP 1. Para provar tais afirmações basta usar a Proposição 1.3.

Para fixar a notação, se p é um ponto polar, denotamos o hiperplano real associado a

p, por p⊥. Se σ é uma geodésica riemanniana, denotamos por σ⊥ seu respectivo conjunto

polar. Já fazendo uso dessa notação, temos a proposição que segue.

Proposição 2.37 Seja σ uma geodésica riemanniana em H4
R e σ⊥ seu conjunto polar. Então

p pertence a σ⊥ se, e somente se, o hiperplano real associado a p contém σ.

2.2.1 Ângulo e distância entre hiperplanos reais

Agora vamos descrever ângulo e distância entre hiperplanos reais de H4
R. Para tanto,

assim como fizemos na subseção anterior, precisamos de um invariante projetivo o qual

descrevemos na próxima definição.

Definição 2.38 Chamamos de d–invariante à aplicação dada por:

d : π(V+)× π(V+) → R

(p, q) 7→ d(p, q) =
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

onde P e Q são tais que π(P ) = p e π(Q) = q, onde π é a projeção natural def inida na

Subseção 1.2.1.

Veja que a aplicação d está bem definida. Além disso, veja que para todo p, q ∈ π(V+),

temos que d(p, q) ≥ 0. O próximo resultado nos dá condições necessárias, mas não suficientes,

em termos do d–invariante, caso hiperplanos reais se intersectem ou não em H4
R.

Proposição 2.39 Dados dois hiperplanos reais p⊥ e q⊥ associados a pontos polares p e q,

respectivamente, temos que:

(i) Se p⊥ e q⊥ se intersectam em H4
R, então 0 ≤ d(p, q) ≤ 1;

(ii) Se p⊥ e q⊥ não se intersectam em H4
R, então d(p, q) ≥ 1.
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Prova. Basta considerar o espaço hiperbólico real com dimensão n = 4 na demonstração

da Proposição 2.84.

Agora podemos definir ângulo e distância. Para tanto, considere primeiro dois hiper-

planos reais, p⊥ e q⊥, tais que se intersectam em H4
R. Sejam p e q seus respectivos pontos

polares. Então podemos definir o ângulo θ entre esses hiperplanos por:

cos2 (θ) = d(p, q), θ ∈
[
0,
π

2

]
.

Por outro lado, considere hiperplanos reais, p⊥ e q⊥, tais que não se intersectam em H4
R.

Assim, podemos definir a distância ρ entre esses hiperplanos por:

cosh2
(ρ

2

)
= d(p, q), ρ ∈ [0,+∞) .

A Proposição 2.39 garante que tais conceitos estejam bem definidos, e note que esses

conceitos de ângulo e distância são coerentes com as definições de ângulo e distância da

geometria riemanniana. Veja que p⊥ e q⊥ se intersectam ortogonalmente em H4
R se θ = π

2
, e

isso é equivalente a dizer que d(p, q) = 0. Além disso, se p⊥ e q⊥ têm intersecção não vazia

em H4
R ou são assintóticos, temos que a distância entre os hiperplanos é 0. Caso p⊥ = q⊥,

temos que a distância e o ângulo entre esses hiperplanos coincidentes é 0.

O próximo resultado é um fato conhecido de geometria riemanniana, e a demonstração

será omitida. Para mais detalhes, ver Teorema 4.1 em [1].

Proposição 2.40 Dadas duas geodésicas riemannianas σ1 e σ2 em H4
R, não assintóticas,

então existe uma única geodésica riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ2.

Definição 2.41 Dados dois pontos p, q ∈ RP 4, dizemos que p e q são ortogonais se para

respectivos levantamentos P e Q pertencentes a V 4,1
R , temos 〈P,Q〉 = 0. Dizemos que dois

hiperplanos reais são ortogonais, se seus respectivos pontos polares são ortogonais.

Assim como em H3
R, a ortogonalidade de hiperplanos reais é equivalente à definição de

ortogonalidade dada em função do d–invariante, ou seja, se p⊥ e q⊥ são hiperplanos reais

com pontos polares respectivos p e q, e p⊥ é ortogonal a q⊥, isso é equivalente à condição de

que d(p, q) = 0.
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2.2.2 Construção do conjunto bi-ortogonal

Nesta subseção nos concentramos em transformar o problema de congruência de duplas

de geodésicas riemannianas em um problema de congruência de uplas ordenadas de pontos

distintos positivos. Para tanto, fazemos a construção de um conjunto chamado de “conjunto

bi-ortogonal”, o qual descrevemos no seguimento desta subseção.

Veja que para duas geodésicas distintas σ1 e σ2 de H4
R, temos duas possibilidades para os

conjuntos polares σ⊥1 e σ⊥2 , isto é, ou eles se intersectam em um ponto, ou eles se intersectam

em um RP 1. Essa afirmação pode ser verificada analisando a dimensão de σ⊥1 e σ⊥2 em RP 4.

A intersecção ou não de tais conjuntos polares vai depender se as geodésicas, σ1 e σ2, se

intersectam ou não em RP 4 (ver Lema 2.43).

Proposição 2.42 Um plano hiperbólico real w em H4
R, é o plano hiperbólico real que contém

duas geodésicas riemannianas coplanares σ1 e σ2 se, e somente se, w⊥ ⊂ σ⊥1 ∩ σ⊥2 .

Lema 2.43 Sejam duas geodésicas riemannianas σ1 e σ2 distintas em H4
R. Temos que:

(i) σ1 e σ2 são coplanares ⇔ σ⊥1 ∩ σ⊥2 ' RP 1;

(ii) σ1 e σ2 são reversas ⇔ σ⊥1 ∩ σ⊥2 é um ponto do espaço projetivo.

Prova. Basta considerar o espaço hiperbólico real com dimensão n = 4 na demonstração

do Lema 2.88.

Dada uma subvariedade totalmente geodésica W , denotando seu espaço tangente no

ponto x ∈ W por T xW , temos a definição abaixo para ortogonalidade. Para mais detalhes,

ver [7] página 80.

Definição 2.44 Dizemos que duas subvariedades totalmente geodésicas V e W se intersec-

tam ortogonalmente em x ∈ V ∩W se, e somente se, cada vetor em [T x(V ∩W )]⊥ ∩ T xV é

ortogonal a cada vetor em [T x(V ∩W )]⊥ ∩ T xW .

Agora vamos enunciar dois resultados puramente técnicos, que implicam diretamente na

construção do conjunto bi-ortogonal. Para demonstrar basta considerar o espaço hiperbólico

real com dimensão n = 4 na demonstração do Lema 2.91 e do Lema 2.92 na Seção 2.3.2.
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Lema 2.45 Sejam duas geodésicas riemannianas σ1 e σ2 em H4
R, tais que se intersectam

ortogonalmente. Então existe um único hiperplano real em H4
R tal que contém σ1 e intersecta

σ2 ortogonalmente.

Lema 2.46 Sejam duas geodésicas riemannianas σ1 e σ2 em H4
R, tais que se intersectam

ortogonalmente. Considere h o hiperplano real em H4
R tal que contém σ1 e intersecta σ2 or-

togonalmente, obtido no lema anterior. Então qualquer hiperplano real em H4
R que contenha

σ2, intersecta h ortogonalmente.

2.2.2.1 Conjunto bi-ortogonal para geodésicas reversas

Sejam σ1 e σ2 duas geodésicas riemannianas reversas em H4
R, e considere σ12 a geodésica

riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ2 garantida pela Proposição 2.40. Temos que σ1,

σ2 e σ12 têm conjuntos polares σ⊥1 , σ⊥2 e σ⊥12, respectivamente. Além disso, temos σ⊥j ' RP 2,

para j = 1, 2, e σ⊥12 ' RP 2. Pelo Lema 2.43 temos que σ⊥j ∩ σ⊥12 ' RP 1, para j = 1, 2, e

σ⊥1 ∩σ⊥2 é um ponto do espaço projetivo. Assim, temos que (σ⊥1 ∩σ⊥12)∩ (σ⊥2 ∩σ⊥12) = σ⊥1 ∩σ⊥2
é um ponto do espaço projetivo.

Vimos que em H3
R, ao considerar duas geodésicas riemannianas reversas σ1 e σ2, com

geodésica perpendicular comum σ12, obtemos dois hiperplanos únicos, sendo que um deles

contém σ1 e σ12, e o outro contém σ2 e σ12. Entretanto, em H4
R existem infinitos hiper-

planos com tais propriedades. Assim, uma forma de resolver esse problema de unicidade,

é considerar no lugar da perpendicular comum, uma subvariedade totalmente geodésica de

codimensão 2. No que segue, descrevemos a construção dessa subvariedade.

Pelo Lema 2.45 existe um único hiperplano real em H4
R que contém σ12 e intersecta

σ1 ortogonalmente. Também pelo Lema 2.45 existe um único hiperplano real em H4
R que

contém σ12 e intersecta σ2 ortogonalmente. Intersectando tais hiperplanos obtemos uma

cópia de um H2
R mergulhado em H4

R, que contém a perpendicular comum σ12 e intersecta

perpendicularmente σ1 e σ2 (único com tal propriedade). Com isso temos a definição que

segue.

Definição 2.47 Sejam σ1 e σ2 duas geodésicas riemannianas reversas em H4
R, e σ12 a

geodésica riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ2. Chamamos de plano perpendicu-
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lar comum real, relativo a σ1 e σ2, à subvariedade totalmente geodésica H2
R que contém a

perpendicular comum σ12 e intersecta perpendicularmente σ1 e σ2.

Observação 2.48 A respeito do plano perpendicular comum real podemos dizer que:

(i) Podemos construir o plano perpendicular comum de uma outra forma. Para tanto,

tome pontos p
′
1 = (σ⊥1 ∩ σ⊥12)⊥ ∩ σ⊥12 e p

′
2 = (σ⊥2 ∩ σ⊥12)⊥ ∩ σ⊥12. Considere o espaço

gerado W = spanR{P
′
1, P

′
2} positivo, onde P

′
1 e P

′
2 são levantamentos de p

′
1 e p

′
2 res-

pectivamente. Tome a projeção w = π(W − {0}). Temos que w⊥ ' H2
R é o plano

perpendicular comum real que procuramos;

(ii) Veja que w constrúıdo no item (i) intersecta σ⊥1 ∩ σ⊥12 em um ponto, o qual podemos

denotar por q1, e também intersecta σ⊥2 ∩ σ⊥12 em um ponto, o qual podemos denotar

por q2. Como qj ∈ w, temos que q⊥j ⊃ w⊥, para j = 1, 2. Segue que q⊥j é o único

hiperplano real de H4
R que contém w⊥ e cj, para j = 1, 2.

Proposição 2.49 Sejam σ1 e σ2 duas geodésicas riemannianas reversas em H4
R, e σ12 a

geodésica riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ2. Então qj ∈ [(σ⊥1 ∩σ⊥12)∩(σ⊥2 ∩σ⊥12)]⊥,

onde qj = w∩(σ⊥j ∩σ⊥12), para j = 1, 2, e w é o complemento ortogonal do plano perpendicular

comum real relativo a σ1 e σ2.

Prova. Ver Proposição 2.95.

A proposição acima nos mostra que o ponto da intersecção σ⊥1 ∩ σ⊥2 é ortogonal aos

pontos q1 e q2 obtidos acima. Isso nos dá ortogonalidades importantes para a construção do

conjunto bi-ortogonal.

Corolário 2.50 Seja w o complemento ortogonal do plano perpendicular comum real dado

na Observação 2.48. Os hiperplanos reais q⊥1 e q⊥2 associados aos pontos polares q1 e q2,

respectivamente, se intersectam ortogonalmente se, e somente se, p
′
1 = q2 e p

′
2 = q1.

Prova. Ver Corolário 2.96.

Agora vamos fazer duas construções do conjunto bi-ortogonal para duplas de geodésicas

riemannianas reversas. A primeira construção utiliza o conceito de plano perpendicular
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comum real dado na Definição 2.47, e a segunda utiliza apenas os complementos ortogonais

das geodésicas riemannianas para obter os hiperplanos.

Construção 1 : Sejam (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas

em H4
R e σ12 a geodésica riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ2. Considere pj ∈ σ⊥j

o ponto polar associado ao hiperplano p⊥j que contém σj e intersecta ortogonalmente σ12,

garantido pelo Lema 2.45, onde j = 1, 2. Considere também o plano perpendicular comum

real relativo a σ1 e σ2. Tome qj ∈ σ⊥j o ponto polar associado ao hiperplano que contém

o plano perpendicular comum real e a geodésica riemanniana σj, para j = 1, 2. Por fim,

considere r = σ⊥1 ∩ σ⊥2 = (σ⊥1 ∩ σ⊥12) ∩ (σ⊥2 ∩ σ⊥12). Então obtemos um conjunto de cinco

pontos positivos denotado por {r, p1, p2, q1, q2}. As propriedades de ortogonalidade entre os

hiperplanos são garantidas pela Proposição 2.49 e pelo Lema 2.46.

Construção 2 : Sejam (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas

em H4
R e σ12 a geodésica riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ2. Considere pj ∈ σ⊥j

o ponto polar associado ao hiperplano p⊥j que contém σj e intersecta ortogonalmente σ12,

garantido pelo Lema 2.45, onde j = 1, 2. Veja que pj /∈ σ⊥12. Além disso, pelo Lema

2.46, e pelo fato do complemento ortogonal de pj, dentro de σ⊥j , ter dimensão 1, segue

que o complemento ortogonal de pj, dentro de σ⊥j , é exatamente σ⊥j ∩ σ⊥12, com j = 1, 2.

Agora, considere qj = {[(σ⊥1 ∩ σ⊥12) ∩ (σ⊥2 ∩ σ⊥12)]⊥ ∩ (σ⊥j ∩ σ⊥12)}, e seja q⊥j o hiperplano

associado ao ponto polar qj, com j = 1, 2. Veja que q⊥j ⊃ σ12 e q⊥j ⊃ σj. Por fim, considere

r = σ⊥1 ∩σ⊥2 = (σ⊥1 ∩σ⊥12)∩ (σ⊥2 ∩σ⊥12). Então obtemos um conjunto de cinco pontos positivos

denotado por {r, p1, p2, q1, q2}. As propriedades de ortogonalidade entre os hiperplanos são

garantidas pela construção de qj, para j = 1, 2, e pelo Lema 2.46.

Definição 2.51 Chamamos ao conjunto {r, p1, p2, q1, q2} de conjunto bi-ortogonal da dupla

ordenada de geodésicas riemannianas reversas (σ1, σ2) de H4
R.

Proposição 2.52 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de

H4
R. Considere seu respectivo conjunto bi-ortogonal {r, p1, p2, q1, q2} ⊂ π(V+) ⊂ RP 4. Então

temos que r ⊥ pk e r ⊥ qk para k = 1, 2, e pj ⊥ qk para j, k = 1, 2.
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A próxima proposição nos mostra que as duas construções acima nos dão os mesmos

hiperplanos. Segue o resultado.

Proposição 2.53 Sejam σ1 e σ2 duas geodésicas riemannianas reversas em H4
R e σ12 a

geodésica riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ2. Considere w o complemento ortogo-

nal do plano perpendicular comum real relativo a σ1 e σ2. Então, para j = 1, 2, temos

[(σ⊥1 ∩ σ⊥12) ∩ (σ⊥2 ∩ σ⊥12)]⊥ ∩ (σ⊥j ∩ σ⊥12) = (σ⊥1 ∩ σ⊥2 )⊥ ∩ (σ⊥j ∩ σ⊥12) = w ∩ (σ⊥j ∩ σ⊥12) .

Prova. Ver Proposição 2.99.

2.2.2.2 Conjunto bi-ortogonal para geodésicas coplanares

Similar ao que fizemos acima para geodésicas riemannianas reversas, vamos trabalhar

aqui no caso em que as geodésicas riemannianas são coplanares. Sabemos que geodésicas

riemannianas coplanares podem ser ultraparalelas, assintóticas ou concorrentes, conforme

suas respectivas linhas projetivas se intersectam fora, na fronteira ou dentro do espaço hi-

perbólico, respectivamente. Assim como fizemos em H3
R, vamos fazer a construção do con-

junto bi-ortogonal para cada um desses casos.

Proposição 2.54 Sejam σ1 e σ2 duas geodésicas riemannianas coplanares distintas, e w

o plano hiperbólico real que contém σ1 e σ2. Então existe um único hiperplano real q⊥j ,

associado ao ponto polar qj, que contém σj e intersecta w ortogonalmente, para j = 1, 2.

Prova. Considere qj = [σ⊥1 ∩σ⊥2 ]⊥∩σ⊥j , com j = 1, 2. Temos que q⊥j é o hiperplano desejado.

Construção (caso concorrente): Considere uma dupla ordenada de geodésicas riemanni-

anas (σ1, σ2) coplanares concorrentes em H4
R, e seja w o plano hiperbólico real que contém

σ1 e σ2, com levantamento W . Primeiramente tome o hiperplano real q⊥j que contém σj e

intersecta w ortogonalmente, para j = 1, 2, dado pela Proposição 2.54. Por fim, note que

RP 1 ' (σ⊥1 ∩σ⊥2 ) = π(W⊥−{0}), onde W⊥ é o complemento ortogonal do levantamento W ,

e tem dimensão 2. Assim, tome uma base ortonormal de W⊥ denotada por B = {R1, R2}.
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Considere os pontos projetivos rj = π(Rj), com j = 1, 2. Então obtemos um conjunto de

quatro pontos positivos denotado por {r1, r2, q1, q2}.

Definição 2.55 Chamamos ao conjunto {r1, r2, q1, q2}, de conjunto bi-ortogonal da dupla

ordenada de geodésicas riemannianas coplanares concorrentes (σ1, σ2) de H4
R.

Proposição 2.56 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

concorrentes de H4
R. Considere seu conjunto bi-ortogonal {r1, r2, q1, q2} ⊂ π(V+) ⊂ RP 4.

Então temos que r1 ⊥ r2, rj ⊥ qk para j = 1, 2 e k = 1, 2.

Construção (caso assintótico): Considere uma dupla ordenada de geodésicas riemanni-

anas (σ1, σ2) coplanares assintóticas de H4
R, e seja w o plano hiperbólico real que contém

σ1 e σ2, com levantamento W . Primeiramente tome o hiperplano real q⊥j que contém σj e

intersecta w ortogonalmente, para j = 1, 2, dado pela Proposição 2.54. Por fim, note que

RP 1 ' (σ⊥1 ∩σ⊥2 ) = π(W⊥−{0}), onde W⊥ é o complemento ortogonal do levantamento W ,

e tem dimensão 2. Assim, tome uma base ortonormal de W⊥ denotada por B = {R1, R2}.

Considere os pontos projetivos rj = π(Rj), com j = 1, 2. Então obtemos um conjunto de

quatro pontos positivos denotado por {r1, r2, q1, q2}.

Definição 2.57 Chamamos ao conjunto {r1, r2, q1, q2}, de conjunto bi-ortogonal da dupla

ordenada de geodésicas riemannianas coplanares assintóticas (σ1, σ2) de H4
R.

Proposição 2.58 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

assintóticas de H4
R. Considere seu conjunto bi-ortogonal {r1, r2, q1, q2} ⊂ π(V+) ⊂ RP 4.

Então temos que r1 ⊥ r2, rj ⊥ qk para j = 1, 2 e k = 1, 2.

Construção (caso ultraparalelo): Considere uma dupla ordenada de geodésicas riemanni-

anas (σ1, σ2) coplanares ultraparalelas de H4
R, e seja w o plano hiperbólico real que contém

σ1 e σ2, com levantamento W . Primeiramente tome o hiperplano real p⊥j que contém σj e

intersecta w ortogonalmente, para j = 1, 2, dado pela Proposição 2.54. Por fim, note que

RP 1 ' (σ⊥1 ∩σ⊥2 ) = π(W⊥−{0}), onde W⊥ é o complemento ortogonal do levantamento W ,
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e tem dimensão 2. Assim, tome uma base ortonormal de W⊥ denotada por B = {R1, R2}.

Considere os pontos projetivos rj = π(Rj), com j = 1, 2. Então obtemos um conjunto de

quatro pontos positivos denotado por {r1, p1, p2, r2}.

Definição 2.59 Chamamos ao conjunto {r1, p1, p2, r2}, de conjunto bi-ortogonal da dupla

ordenada de geodésicas riemannianas coplanares ultraparalelas (σ1, σ2) de H4
R.

Proposição 2.60 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

ultraparalelas de H4
R. Considere seu conjunto bi-ortogonal {r1, p1, p2, r2} ⊂ π(V+) ⊂ RP 4.

Então temos que r1 ⊥ r2, rj ⊥ pk para j = 1, 2 e k = 1, 2.

2.2.3 Ângulo e distância entre geodésicas riemannianas

Vimos que cada dupla ordenada de geodésicas riemannianas (σ1, σ2) de H4
R, pode ser asso-

ciada ao seu conjunto bi-ortogonal constitúıdo de cinco pontos projetivos positivos denotados

por {r, p1, p2, q1, q2}, onde p1 = p2 = r2 se as geodésicas são coplanares assintóticas ou con-

correntes, e q1 = q2 = r2 se as geodésicas são coplanares ultraparalelas. Por construção, para

cada dupla (σ1, σ2), tal conjunto de pontos é único a menos de isometria.

Definição 2.61 Chamamos o conjunto {R,P1, P2, Q1, Q2} dos levantamentos dos elementos

do conjunto bi-ortogonal {r, p1, p2, q1, q2}, de base bi-ortogonal da dupla ordenada (σ1, σ2) de

geodésicas riemannianas de H4
R.

A base bi-ortogonal satisfaz as propriedades de ortogonalidade dadas na Proposição 2.52.

Além disso, se Σ⊥j é o levantamento do conjunto polar σ⊥j da geodésica σj, então o conjunto

{R,Pj, Qj} forma uma base ortogonal para Σ⊥j , com j = 1, 2. Tal base pode ser tomada de

forma a ser ortonormal.

Agora vamos definir distância e ângulo entre geodésicas riemannianas. Para tanto, vamos

utilizar o conceito de d–invariante (ver Definição 2.38).

Definição 2.62 Dada uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas (σ1, σ2) de H4
R, com

conjunto bi-ortogonal {r, p1, p2, q1, q2}, def inimos a pré-distância entre σ1 e σ2 por d(p1, p2),

e o pré-ângulo entre σ1 e σ2 por d(q1, q2).
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Vamos definir distância e ângulo entre geodésicas riemannianas a partir dos conceitos

de pré-distância e pré-ângulo dados acima. Para tanto, considere uma dupla ordenada

(σ1, σ2) com conjunto bi-ortogonal {r, p1, p2, q1, q2}. Definimos o ângulo θ entre geodésicas

riemannianas por:

cos2 (θ) = d(q1, q2), θ ∈
[
0,
π

2

]
.

Por outro lado, definimos a distância ρ entre geodésicas riemannianas por:

cosh2
(ρ

2

)
= d(p1, p2), ρ ∈ [0,+∞) .

Observação 2.63 Veja que, para a distância ρ ∈ [0,+∞) e para o ângulo θ ∈
[
0, π

2

]
, temos

que as funções cos e cosh são injetivas, e portanto não tem diferença se trabalhamos com

distância ou com pré-distância (o mesmo para ângulo e pré-ângulo).

Proposição 2.64 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas de H4
R com

conjunto bi-ortogonal {r, p1, p2, q1, q2}, então:

(i) A dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemannianas reversas se, e somente se,

d(p1, p2) > 1 e d(q1, q2) < 1;

(ii) A dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemannianas concorrentes se, e somente se,

d(p1, p2) = 1 e d(q1, q2) < 1;

(iii) A dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemannianas ultraparalelas se, e somente

se, d(p1, p2) > 1 e d(q1, q2) = 1;

(iv) A dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemannianas assintóticas se, e somente se,

d(p1, p2) = 1 e d(q1, q2) = 1.

Proposição 2.65 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas de H4
R com

conjunto bi-ortogonal {r, p1, p2, q1, q2}, e considere W = spanR{R,P1, P2, Q1, Q2}, onde

{R,P1, P2, Q1, Q2} é uma base bi-ortogonal da dupla (σ1, σ2). Então:

(i) W é hiperbólico e dimR(W ) = 5 se, e somente se, as geodésicas (σ1, σ2) são reversas;
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(ii) W é hiperbólico e dimR(W ) = 4 se, e somente se, as geodésicas (σ1, σ2) são ultrapara-

lelas;

(iii) W é eĺıptico e dimR(W ) = 4 se, e somente se, as geodésicas (σ1, σ2) são concorrentes;

(iv) W é parabólico e dimR(W ) = 4 se, e somente se, as geodésicas (σ1, σ2) são assintóticas.

2.2.4 Espaço de módulos de duplas de geodésicas riemannianas

em H4
R

Nesta subseção encontramos invariantes tais que descrevem unicamente as classes de

congruência, por Isom(H4
R) = PO(4, 1) = PSO(4, 1), de duplas ordenadas de geodésicas

riemannianas distintas em H4
R. Para mais detalhes sobre o grupo de isometrias do espaço

hiperbólico real, ver Subseção 1.2.2.3. Segue o conceito de congruência.

Definição 2.66 Dizemos que duas duplas ordenadas (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) de geodésicas rie-

mannianas distintas em H4
R são congruentes quando existe uma isometria f ∈ PO(4, 1) tal

que f(σj) = σ
′
j para j = 1, 2.

Note que a congruência definida acima é uma relação de equivalência. O espaço das

classes de equivalência munido da topologia quociente é denominado espaço de configurações

de duplas ordenadas de geodésicas riemannianas distintas em H4
R, e denotamos porM(2, 4).

2.2.4.1 Caso em que as geodésicas riemannianas são reversas

Considere (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de H4
R. Tal

dupla está associada ao conjunto bi-ortogonal {r, p1, p2, q1, q2}. Denote a pré-distância por

d = d(p1, p2) e o pré-ângulo por a = d(q1, q2).

Proposição 2.67 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas

de H4
R. Então existem levantamentos {R,P1, P2, Q1, Q2}, dos elementos do conjunto bi-

ortogonal de (σ1, σ2), tais que a matriz de Gram associada a tais levantamentos é dada por:
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G =



1 0 0 0 0

0 1
√
d 0 0

0
√
d 1 0 0

0 0 0 1
√
a

0 0 0
√
a 1


onde det(G) < 0, d e a são números reais tais que d > 1 e 0 ≤ a < 1.

Prova. Considere {r, p1, p2, q1, q2} o conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2). Segue por um ar-

gumento análogo ao feito na demonstração da Proposição 1.27 e pela Proposição 2.52 que

existem levantamentos para os elementos do conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2), denotados por

{R,P1, P2, Q1, Q2}, tais que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 g23 0 0

0 g32 1 0 0

0 0 0 1 g45

0 0 0 g54 1


onde g23, g45 ∈ R+. Logo, usando as definições de d e a, temos que d = d(p1, p2) =

〈P1, P2〉〈P2, P1〉 = g223, e consequentemente g23 =
√
d. Analogamente obtemos que g45 =

√
a.

Além disso, calculando o determinante da matriz acima, obtemos det(G) = (1−g223)(1−g245) =

(1− d)(1− a), e como a pré-distância d > 1 e o pré-ângulo 0 ≤ a < 1, segue que det(G) < 0.

Definição 2.68 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de

H4
R. Chamamos a matriz G dada na Proposição 2.67 de matriz de Gram canônica para uma

dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de H4
R.

Proposição 2.69 Sejam (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) duas duplas ordenadas de geodésicas riemanni-

anas reversas de H4
R. Se as duplas (σ1, σ2) e (σ

′
1, σ

′
2) possuem as mesmas distâncias e os

mesmos ângulos, então existe uma isometria f ∈ PO(4, 1) tal que f(σj) = σ
′
j para j = 1, 2.
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Prova. Sejam {r, p1, p2, q1, q2} e {r′ , p′1, p
′
2, q

′
1, q

′
2} conjuntos bi-ortogonais de (σ1, σ2) e

(σ
′
1, σ

′
2), respectivamente. Considere G = (gij) e G

′
= (g

′
ij) matrizes de Gram canônicas

de {r, p1, p2, q1, q2} e {r′ , p′1, p
′
2, q

′
1, q

′
2}, respectivamente, denotadas por

G =



1 0 0 0 0

0 1
√
d 0 0

0
√
d 1 0 0

0 0 0 1
√
a

0 0 0
√
a 1


e G

′
=



1 0 0 0 0

0 1
√
d′ 0 0

0
√
d′ 1 0 0

0 0 0 1
√
a′

0 0 0
√
a′ 1


.

Como (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) têm os mesmos ângulos e distâncias, pela Observação 2.63 te-

mos que (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) têm os mesmos pré-ângulos e pré-distâncias. Consequentemente

G = G
′
. Como os espaços gerados pelos levantamentos dos elementos do conjunto bi-

ortogonal {r, p1, p2, q1, q2} e pelos levantamentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal

{r′ , p′1, p
′
2, q

′
1, q

′
2} são espaços não degenerados, o resultado segue da Proposição 1.32 (consi-

derando o corpo dos reais e n = 4 na proposição).

Teorema 2.70 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas reversas de

H4
R, com conjunto bi-ortogonal {r, p1, p2, q1, q2}. Então os d–invariantes d = d(p1, p2) e

a = d(q1, q2) def inem unicamente a classe de congruência por PO(4, 1) das duplas ordenadas

de geodésicas riemannianas reversas de H4
R.

Prova. A prova segue da aplicação da Proposição 2.67 junto com a aplicação da Proposição

2.69.

Agora estamos em condições de construir o espaço de módulos para duplas ordenadas

de geodésicas riemannianas reversas em H4
R. Para começar, considere (σ1, σ2) uma dupla

ordenada de geodésicas riemannianas reversas de H4
R e G a matriz de Gram canônica associ-

ada a tal dupla. Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes

d(p1, p2) e d(q1, q2).

Denote por Mg(2, 4) o espaço de configurações de duplas ordenadas de geodésicas rie-

mannianas reversas de H4
R. Os elementos de Mg(2, 4) são classes denotadas por [(σ1, σ2)].

Defina a aplicação

τ :Mg(2, 4) → R2
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que associa a cada classe [(σ1, σ2)] os invariantes d(p1, p2) e d(q1, q2). Por fim, defina o

conjunto Mg(2, 4) = {(d, a) ∈ R2; d > 1 e 0 ≤ a < 1}. Veja que Mg(2, 4) munido da

topologia induzida de R2 é um espaço topológico.

Teorema 2.71 O espaço de configurações Mg(2, 4) é homeomorfo ao espaço Mg(2, 4).

Prova. Pelas condições de determinante dadas na Proposição 1.29 (considerando a pro-

posição sobre o corpo dos reais e com n = 4) e pela Proposição 2.67, temos que a aplicação

τ : Mg(2, 4) → R2 dada acima define uma aplicação τ : Mg(2, 4) → Mg(2, 4). Usando

o Teorema 2.70 obtemos que τ : Mg(2, 4) → Mg(2, 4) é injetiva. Para a sobrejetividade,

dado (d, a) ∈ Mg(2, 4), considere G tal que g23 = g32 =
√
d, g45 = g54 =

√
a, gjj = 1, para

j = 1, ..., 5, e as demais entradas são nulas. Segue da Proposição 1.29 (sobre o corpo dos

reais e com n = 4) que G assim constrúıda é a matriz de Gram canônica de alguma dupla

ordenada de geodésicas riemannianas reversas de H4
R. Logo τ :Mg(2, 4)→Mg(2, 4) é sobre-

jetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Mg(2, 4) da topologia induzida

de R2, temos que τ :Mg(2, 4)→Mg(2, 4) é um homeomorfismo.

Definição 2.72 Chamamos Mg(2, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Mg(2, 4).

2.2.4.2 Caso em que as geodésicas riemannianas são coplanares

Vamos trabalhar nesta subseção com duplas ordenadas de geodésicas riemannianas copla-

nares (assintóticas, concorrentes ou ultraparalelas) de H4
R. Seja (σ1, σ2) uma tal dupla. Vi-

mos que essa dupla está associada ao conjunto bi-ortogonal {r1, r2, q1, q2}, com r2 = p1 = p2,

se (σ1, σ2) é formada por geodésicas concorrentes ou assintóticas, e está associada ao con-

junto bi-ortogonal {r1, p1, p2, r2}, com r2 = q1 = q2, se (σ1, σ2) é formada por geodésicas

ultraparalelas. Denote a pré-distância por d = d(p1, p2) e o pré-ângulo por a = d(q1, q2).

Proposição 2.73 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares,

assintóticas ou concorrentes, de H4
R. Então existem levantamentos {R1, R2, Q1, Q2}, dos

elementos do conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2), tais que a matriz de Gram associada a tais

levantamentos é dada por:
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G =


I2 0 0

0 1
√
a

0
√
a 1


onde I2 é a matriz identidade de ordem 2 e a é um número real tal que 0 ≤ a ≤ 1. Além

disso, det(G) > 0 se σ1 e σ2 são concorrentes, e det(G) = 0 se σ1 e σ2 são assintóticas.

Prova. Considere {r1, r2, q1, q2} o conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2). Por um argumento

semelhante ao que foi feito na demonstração da Proposição 1.27, junto com a Proposição

2.56, caso as geodésicas sejam concorrentes, e com a Proposição 2.58, caso as geodésicas

sejam assintóticas, que existem levantamentos para os elementos do conjunto bi-ortogonal

de (σ1, σ2), denotados por {R1, R2, Q1, Q2}, tais que a matriz de Gram tem a forma

G =


I2 0 0

0 1 g34

0 g43 1


onde g34 = g43 ∈ R+. Logo, usando a definição do pré-ângulo a, temos que a = d(q1, q2) =

〈Q1, Q2〉〈Q2, Q1〉 = g234, e consequentemente g34 =
√
a. Além disso, calculando o determi-

nante da matriz acima, obtemos det(G) = (1 − g234) = (1 − a). Como as geodésicas são

concorrentes ou assintóticas, segue da Proposição 2.64 que 0 ≤ a < 1 ou a = 1, respec-

tivamente. Dessa forma, se 0 ≤ a < 1 então det(G) > 0, e se a = 1 então det(G) = 0.

Definição 2.74 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

concorrentes (assintóticas) de H4
R. Chamamos a matriz G dada na Proposição 2.73 de matriz

de Gram canônica para uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares concor-

rentes (assintóticas) de H4
R.

Proposição 2.75 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

ultraparalelas de H4
R. Então existem levantamentos {R1, P1, P2, R2}, dos elementos do con-

junto bi-ortogonal de (σ1, σ2), tais que a matriz de Gram associada a tais levantamentos é

dada por:
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G =


1 0 0 0

0 1
√
d 0

0
√
d 1 0

0 0 0 1


onde d é um número real tal que d > 1. Além disso, det(G) < 0.

Prova. Considere {r1, p1, p2, r2} o conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2). Por um argumento

análogo ao feito na demonstração da Proposição 1.27 e pela Proposição 2.60, temos que

existem levantamentos para os elementos do conjunto bi-ortogonal de (σ1, σ2), denotados

por {R1, P1, P2, R2}, tais que a matriz de Gram tem a forma

G =


1 0 0 0

0 1 g23 0

0 g32 1 0

0 0 0 1


onde g23 = g32 ∈ R+. Logo, usando a definição de pré-distância d, temos que d = d(p1, p2) =

〈P1, P2〉〈P2, P1〉 = g223, e consequentemente g23 =
√
d. Além disso, calculando o determinante

da matriz acima, obtemos det(G) = (1−g223) = (1−d). Como as geodésicas são ultraparalelas,

segue da Proposição 2.64 que d > 1. Dessa forma, se d > 1 então det(G) < 0.

Definição 2.76 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

ultraparalelas de H4
R. Chamamos a matriz G dada na Proposição 2.75 de matriz de Gram

canônica para uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares ultraparalelas de

H4
R.

Teorema 2.77 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

concorrentes (assintóticas) de H4
R, com conjunto bi-ortogonal {r1, r2, q1, q2}. Então o d–

invariante a = d(q1, q2) def ine unicamente a classe de congruência por PO(4, 1) das duplas

ordenadas de geodésicas riemannianas coplanares concorrentes (assintóticas) de H4
R.

Prova. Considere (σ1, σ2) e (σ
′
1, σ

′
2) duplas ordenadas de geodésicas riemannianas copla-

nares, concorrentes ou assintóticas, associadas respectivamente aos conjuntos bi-ortogonais
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{r1, r2, q1, q2} e {r′1, r
′
2, q

′
1, q

′
2}, tais que possuem mesmo d–invariante a = d(q1, q2) = d(q

′
1, q

′
2)

= a
′
. Então pela Proposição 2.73 temos que as duplas possuem a mesma matriz de Gram

canônica. Por outro lado, veja que o conjunto de levantamentos dos elementos do conjunto

bi-ortogonal {r1, r2, q1, q2} é linearmente independente, pois caso contrário teŕıamos σ1 = σ2.

O mesmo vale para o conjunto de levantamentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal

{r′1, r
′
2, q

′
1, q

′
2}. Com isso temos que o conjunto dos levantamentos dos elementos do conjunto

bi-ortogonal {r1, r2, q1, q2} possui o mesmo tipo de dependência linear que o conjunto dos

levantamentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal {r′1, r
′
2, q

′
1, q

′
2}. O resultado segue do

Teorema de Höfer (considerando o corpo dos reais ao invés do corpo dos complexos).

Teorema 2.78 Seja (σ1, σ2) uma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares

ultraparalelas de H4
R, com conjunto bi-ortogonal {r1, p1, p2, r2}. Então o d–invariante d =

d(p1, p2) def ine unicamente a classe de congruência por PO(4, 1) das duplas ordenadas de

geodésicas riemannianas coplanares ultraparalelas de H4
R.

Prova. A prova segue por um argumento análogo ao feito no Teorema 2.77. Basta aplicar

a Proposição 2.75 para garantir que as duplas possuem a mesma matriz de Gram canônica,

observar que os conjuntos de levantamentos dos conjuntos bi-ortogonais possuem o mesmo

tipo de dependência linear, e usar o Teorema de Höfer (considerando o corpo dos reais ao

invés do corpo dos complexos).

Agora estamos em condições de construir o espaço de módulos para duplas ordenadas

de geodésicas riemannianas coplanares em H4
R. Para começar, considere (σ1, σ2) uma dupla

ordenada de geodésicas riemannianas coplanares de H4
R e G a matriz de Gram canônica asso-

ciada a tal dupla. Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos do invariante

a = d(q1, q2) no caso em que (σ1, σ2) é formada por geodésicas concorrentes ou assintóticas,

e podemos recuperar as entradas de G em termos do invariante d = d(p1, p2) no caso em que

(σ1, σ2) é formada por geodésicas ultraparalelas.

Denote por Ms(2, 4) o espaço de configurações de duplas ordenadas de geodésicas rie-

mannianas coplanares de H4
R. Os elementos deMs(2, 4) são classes denotadas por [(σ1, σ2)].

Defina a aplicação

τ̃ :Ms(2, 4) → R
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que associa cada classe [(σ1, σ2)] ao respectivo d–invariante que define tal classe. Por fim,

defina o conjunto Ms(2, 4) = {t ∈ R; t ≥ 0}. Veja que Ms(2, 4) munido da topologia induzida

de R é um espaço topológico.

Teorema 2.79 O espaço de configurações Ms(2, 4) é homeomorfo ao espaço Ms(2, 4).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais com

n = 4), pela Proposição 2.73 e pela Proposição 2.75 temos que a aplicação τ̃ :Ms(2, 4)→ R

dada acima define uma aplicação τ̃ : Ms(2, 4) → Ms(2, 4). Pelo Teorema 2.77 e pelo

Teorema 2.78 temos que τ̃ : Ms(2, 4) → Ms(2, 4) é injetiva. Para a sobrejetividade, tome

t ∈ Ms(2, 4). Se 0 ≤ t ≤ 1 temos t = a, onde a é o pré-ângulo. Dessa forma, considere

G tal que g34 = g43 =
√
a, gjj = 1, para j = 1, 2, 3, 4, e as demais entradas são nulas.

Por outro lado, se t > 1 temos t = d, onde d é a pré-distância. Então considere G tal

que g23 = g32 =
√
d, gjj = 1, para j = 1, 2, 3, 4, e as demais entradas são nulas. Segue

novamente das condições de determinante, que G constrúıda nos dois casos acima, é a matriz

de Gram canônica de alguma dupla ordenada de geodésicas riemannianas coplanares de H4
R.

Logo τ̃ : Ms(2, 4) → Ms(2, 4) é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que

munimos Ms(2, 4) da topologia induzida de R, temos que τ̃ : Ms(2, 4) → Ms(2, 4) é um

homeomorfismo.

Definição 2.80 Chamamos Ms(2, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Ms(2, 4).

Note que, usando a Proposição 2.64 junto com o Teorema 2.79, podemos identificar o con-

junto das classes [(σ1, σ2)], tais que a dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemannianas

concorrentes, com o conjunto {(1, a) ∈ R2; 0 ≤ a < 1}. Da mesma forma podemos iden-

tificar o conjunto das classes [(σ1, σ2)], tais que a dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas

riemannianas ultraparalelas, com o conjunto {(d, 1) ∈ R2; d > 1}, e podemos identificar o

conjunto das classes [(σ1, σ2)], tais que a dupla (σ1, σ2) é formada por geodésicas riemanni-

anas assintóticas, com o conjunto {(d, a) ∈ R2; d = a = 1}. Consequentemente, podemos

identificar o espaço Ms(2, 4) com a união de tais conjuntos. Por outro lado, vimos que

Mg(2, 4) = {(d, a) ∈ R2; d > 1 e 0 ≤ a < 1} = (1,∞) × [0, 1) (ver Teorema 2.71). Então,

76



se M(2, 4) denota o espaço de módulos para o espaço de configurações M(2, 4), desde que

M(2, 4) = Mg(2, 4) ∪Ms(2, 4), temos que M(2, 4) = [1,+∞) × [0, 1]. Isso prova o próximo

resultado.

Corolário 2.81 Se M(2, 4) é o espaço de módulos para o espaço de configurações M(2, 4),

então M(2, 4) = [1,+∞)× [0, 1].

2.3 Duplas de Geodésicas Complexas em Hn
C

Nesta seção fazemos para duplas de geodésicas complexas em Hn
C algo similar ao que foi

feito anteriormente para duplas ordenadas de geodésicas riemannianas no espaço hiperbólico

real. Aqui vamos trabalhar com duplas ordenadas de geodésicas complexas distintas em Hn
C

com n ≥ 4, uma vez que, o caso n = 2 foi feito em [3], e o caso n = 3 foi feito em [12].

Para começar, considere o espaço hiperbólico complexo de dimensão n denotado por Hn
C,

para n ≥ 4. Lembre da Proposição 1.21, que temos uma relação bijetiva entre geodésicas

complexas e conjuntos polares de dimensão n − 2, entre planos hiperbólicos e conjuntos

polares de dimensão n − 3, e por fim, temos também uma relação bijetiva entre hiperpla-

nos complexos e pontos polares. Em particular, se n = 4 temos que conjuntos polares de

geodésicas complexas são CP 2, conjuntos polares de planos hiperbólicos são CP 1, e hiper-

planos complexos são cópias de H3
C em H4

C.

Para fixar a notação, se p é um ponto polar, denotamos o hiperplano complexo associado

ao ponto polar p por p⊥. Se c é uma geodésica complexa, denotamos por c⊥ seu respectivo

conjunto polar. Já fazendo uso dessa notação, temos a proposição que segue.

Proposição 2.82 Seja c uma geodésica complexa em Hn
C e c⊥ seu conjunto polar. Então p

pertence a c⊥ se, e somente se, o hiperplano complexo associado a p contém c.

2.3.1 Ângulo e distância entre hiperplanos complexos

Assim como definimos ângulo e distância para hiperplanos reais, fazemos algo análogo

para hiperplanos complexos. Da mesma forma que para o caso real, necessitamos do invari-

ante projetivo descrito na definição que segue.
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Definição 2.83 Chamamos de d–invariante à aplicação dada por:

d : π(V+)× π(V+) → R

(p, q) 7→ d(p, q) =
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

onde P e Q são tais que π(P ) = p e π(Q) = q, onde π é a projeção natural def inida na

Subseção 1.2.1.

Temos que d está bem definida e d(p, q) ≥ 0 para todo p, q ∈ π(V+). O próximo re-

sultado nos dá condições necessárias, mas não suficientes, em termos do d–invariante, caso

hiperplanos complexos se intersectem ou não em Hn
C.

Proposição 2.84 Dados dois hiperplanos complexos p⊥ e q⊥ associados a pontos polares p

e q, respectivamente, temos que:

(i) Se p⊥ e q⊥ se intersectam em Hn
C, então 0 ≤ d(p, q) ≤ 1;

(ii) Se p⊥ e q⊥ não se intersectam em Hn
C, então d(p, q) ≥ 1.

Prova. Dados os hiperplanos complexos p⊥ e q⊥ associados a pontos polares p e q, con-

sidere o subespaço gerado W = spanR{P,Q}, onde P,Q ∈ V n,1
C são levantamentos de p e

q respectivamente. Suponha que p⊥ e q⊥ se intersectem em Hn
C e não sejam coincidentes.

Então existe um ponto projetivo negativo em p⊥ ∩ q⊥. Mas isso ocorre se, e somente se, o

complemento ortogonal de W , denotado por W⊥, é hiperbólico. Pela Proposição 1.3 temos

que isso é equivalente a dizer que W é eĺıptico. Isso nos dá que p⊥ e q⊥ se intersectam em

Hn
C se, e somente se, W é eĺıptico. De maneira similar obtemos que p⊥ e q⊥ não se intersec-

tam em Hn
C se, e somente se, W é parabólico (p⊥ e q⊥ são disjuntos em Hn

C mas p⊥ ∩ q⊥ é

não vazio) ou W é hiperbólico (p⊥, q⊥ são disjuntos em Hn

C = Hn
C ∪ ∂Hn

C). Considere G a

matriz de Gram associada a (p, q) e definida por (P,Q). Pela Proposição 1.28 temos que G

é indefinida, ou definida positiva, ou semi-definida positiva, e isso nos dá que det(G) < 0,

det(G) > 0 ou det(G) = 0, respectivamente. Lembre-se que o sinal do determinante da

matriz de Gram independe do levantamento que tomamos. Por fim, veja que W eĺıptico

implica que det(G) > 0, W hiperbólico implica que det(G) < 0, e W parabólico implica que

78



det(G) = 0. Além disso, se p⊥ e q⊥ coincidem, temos nesse caso que p = q e det(G) = 0.

Então, se det(G) > 0 temos que

det(G) > 0⇔ 〈P, P 〉〈Q,Q〉 − 〈P,Q〉〈Q,P 〉 > 0⇔ d(p, q) =
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

< 1 .

Segue que 0 ≤ d(p, q) < 1. Por outro lado, se det(G) = 0 temos que

det(G) = 0⇔ 〈P, P 〉〈Q,Q〉 − 〈P,Q〉〈Q,P 〉 = 0⇔ d(p, q) =
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

= 1 .

Se det(G) < 0 obtemos que

det(G) < 0⇔ 〈P, P 〉〈Q,Q〉 − 〈P,Q〉〈Q,P 〉 < 0⇔ d(p, q) =
〈P,Q〉〈Q,P 〉
〈P, P 〉〈Q,Q〉

> 1 .

Portanto d(p, q) ≥ 1. Com isso obtemos o que queŕıamos.

Enfim podemos definir ângulo e distância entre hiperplanos complexos. Para tanto,

considere primeiro dois hiperplanos complexos, p⊥ e q⊥, tais que se intersectam em Hn
C.

Sejam p e q seus respectivos pontos polares. Então podemos definir o ângulo θ entre esses

hiperplanos por:

cos2 (θ) = d(p, q), θ ∈
[
0,
π

2

]
.

Por outro lado, considere hiperplanos complexos, p⊥ e q⊥, tais que não se intersectam

em Hn
C. Assim, podemos definir a distância ρ entre esses hiperplanos por:

cosh2
(ρ

2

)
= d(p, q), ρ ∈ [0,+∞) .

A Proposição 2.84 garante que tais conceitos estejam bem definidos, e note que esses

conceitos de ângulo e distância são coerentes com as definições de ângulo e distância da

geometria riemanniana. Veja que p⊥ e q⊥ se intersectam ortogonalmente em Hn
C se θ = π

2
, e

isso é equivalente a dizer que d(p, q) = 0. Além disso, se p⊥ e q⊥ têm intersecção não vazia

em Hn
C ou são assintóticos, temos que a distância entre os hiperplanos é 0. Caso p⊥ = q⊥,

temos que a distância e o ângulo entre esses hiperplanos coincidentes é 0.

Proposição 2.85 Sejam c1 e c2 duas geodésicas complexas não assintóticas em Hn
C. Então

existe uma única geodésica complexa c12, tal que c12 ⊥ c1 e c12 ⊥ c2.
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Prova. Ver página 29, Proposição 3.5 de [12].

Definição 2.86 Dados dois pontos p, q ∈ CP n, dizemos que p e q são ortogonais se para

respectivos levantamentos P e Q pertencentes a V n,1
C , temos 〈P,Q〉 = 0. Dizemos que dois

hiperplanos complexos são ortogonais, se seus respectivos pontos polares são ortogonais.

Assim como a ortogonalidade entre hiperplanos reais, a ortogonalidade de hiperplanos

complexos é equivalente à definição de ortogonalidade dada em função do d–invariante, ou

seja, se p⊥ e q⊥ são hiperplanos complexos com pontos polares respectivos p e q, e p⊥ é

ortogonal a q⊥, isso é equivalente à condição de que d(p, q) = 0.

2.3.2 Construção do conjunto bi-ortogonal

Da mesma forma que foi feito no caso real, aqui vamos transformar o problema de con-

gruência de duplas de geodésicas complexas em um problema de congruência de uplas or-

denadas de pontos distintos positivos. Para tanto, fazemos a construção de um conjunto

chamado de “conjunto bi-ortogonal”, o qual descrevemos no seguimento desta subseção.

Veja que para duas geodésicas distintas c1 e c2 de Hn
C, temos duas possibilidades para os

conjuntos polares c⊥1 e c⊥2 , isto é, ou eles se intersectam em um CP n−3, ou eles se intersectam

em um CP n−4. Essa afirmação pode ser verificada analisando a dimensão de c⊥1 e c⊥2 em

CP n. Em particular se n = 4, temos que c⊥i é um CP 2, para i = 1, 2, e a intersecção de c⊥1

e c⊥2 ou é um ponto projetivo, ou é um CP 1.

Proposição 2.87 Um plano hiperbólico complexo w em Hn
C, é o plano hiperbólico complexo

que contém duas geodésicas complexas coplanares c1 e c2 se, e somente se, w⊥ ⊂ c⊥1 ∩ c⊥2 .

Prova. Sabemos que w = π(W −{0})∩Hn
C, para algum subespaço indefinido W de V n,1

C de

dimensão complexa 3, e ci = π(Ci − {0})∩Hn
C, para algum subespaço indefinido Ci de V n,1

C

de dimensão complexa 2, com i = 1, 2. Assim, temos que w contém c1 e c2 se, e somente se

W ⊃ Ci, com i = 1, 2. Mas esse fato ocorre se, e somente se, W⊥ ⊂ C⊥i , com i = 1, 2, ou

seja, W⊥ ⊂ C⊥1 ∩ C⊥2 e w⊥ ⊂ c⊥1 ∩ c⊥2 .

O próximo resultado nos mostra como se comportam os conjuntos polares de duplas de

geodésicas complexas de Hn
C, para n ≥ 4. Segue abaixo o resultado.
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Lema 2.88 Sejam duas geodésicas complexas c1 e c2 distintas em Hn
C. Temos que:

(i) c1 e c2 são coplanares ⇔ c⊥1 ∩ c⊥2 ' CP n−3, quando n ≥ 4;

(ii) c1 e c2 são reversas ⇔ c⊥1 ∩ c⊥2 ' CP n−4 quando n > 4, e c⊥1 ∩ c⊥2 é um ponto do espaço

projetivo quando n = 4.

Prova. (i): Suponha que c1 e c2 são coplanares. Seja w = π(W − {0}) ∩ Hn
C o plano

hiperbólico que contém c1 e c2, para algum subespaço indefinido W de V n,1
C de dimensão

complexa 3, com ci = π(Ci − {0}) ∩ Hn
C, para algum subespaço indefinido Ci de V n,1

C de

dimensão complexa 2, com i = 1, 2. Pela Proposição 2.87, temos que W⊥ ⊂ C⊥1 ∩C⊥2 . Assim,

segue que dimC(C⊥1 ∩C⊥2 ) = n−2 e c⊥1 ∩c⊥2 ' CP n−3, para n ≥ 4. Reciprocamente, suponha

que c⊥1 ∩ c⊥2 ' CP n−3 para n ≥ 4. Considere o subespaço W = C⊥1 ∩C⊥2 . Assim, temos que

W ⊂ C⊥i com i = 1, 2. Pela Proposição 1.21 temos que (C⊥i )⊥ = Ci com i = 1, 2. Então

W⊥ ⊃ (C⊥i )⊥ = Ci com i = 1, 2. Como dimC(W⊥) = 3, temos que w⊥ = π(W⊥−{0})∩Hn
C

é o plano hiperbólico desejado. Logo c1 e c2 são coplanares.

(ii): Suponha que c1 e c2 são reversas. Sabemos que n−1 ≥ dimC(C⊥1 ∩C⊥2 ) ≥ n−3 (ver

em [8] a Proposição 7.1 e o Teorema 7.2). Entretanto, c1 e c2 são reversas e consequentemente

não são coplanares. Assim, pelo item (i) temos que dimC(C⊥1 ∩ C⊥2 ) 6= n − 2. Como as

geodésicas complexas que estamos considerando são distintas, temos que dimC(C⊥1 ∩C⊥2 ) 6=

n − 1. Logo dimC(C⊥1 ∩ C⊥2 ) = n − 3. Dessa forma, se n > 4 temos c⊥1 ∩ c⊥2 ' CP n−4.

Caso n = 4, temos dimC(C⊥1 ∩ C⊥2 ) = 1 e consequentemente c⊥1 ∩ c⊥2 é um ponto do espaço

projetivo. Reciprocamente, suponha que dimC(C⊥1 ∩ C⊥2 ) = n− 3. Pelo item (i) temos que

c1 e c2 não são coplanares. Logo c1 e c2 são reversas.

O resultado anterior nos traz consequências como, por exemplo, o fato de que se consi-

derarmos duplas de geodésicas complexas em Hn
C, para n ≥ 4, então tal dupla estará contida

em uma cópia de H3
C em Hn

C. Se considerarmos triplas de geodésicas complexas em Hn
C,

para n ≥ 6, então existirá uma cópia de H4
C em Hn

C a qual conterá a tripla em questão. De

maneira mais geral, o resultado acima nos dá o seguinte corolário.

Corolário 2.89 Dada uma k-upla ordenada de geodésicas complexas distintas contidas em

Hn
C, com n ≥ 2k e k ≥ 2, então existe uma cópia de um H2k−1

C mergulhado em Hn
C, que

contém tal k-upla.
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Dada uma subvariedade totalmente geodésica W , denotando seu espaço tangente no

ponto x ∈ W por T xW , temos a seguinte definição para ortogonalidade. Para mais detalhes,

ver [7] página 80.

Definição 2.90 Dizemos que duas subvariedades totalmente geodésicas V e W se intersec-

tam ortogonalmente em x ∈ V ∩W se, e somente se, cada vetor em [T x(V ∩W )]⊥ ∩ T xV é

ortogonal a cada vetor em [T x(V ∩W )]⊥ ∩ T xW .

Agora vamos fazer dois resultados puramente técnicos, que implicam diretamente na

construção do conjunto bi-ortogonal. Para a demonstração, vamos usar o conceito de orto-

gonalidade dado em termos de espaços tangentes na Definição 2.90.

Lema 2.91 Sejam duas geodésicas complexas c1 e c2 em Hn
C, que se intersectam ortogonal-

mente. Então existe um único hiperplano complexo em Hn
C que contém c1 e intersecta c2

ortogonalmente.

Prova. Considere C1 e C2 subespaços indefinidos de V n,1
C , de dimensão complexa 2, tais

que π(C1 − {0}) ∩ Hn
C = c1 e π(C2 − {0}) ∩ Hn

C = c2. Temos da hipótese, que C1 e C2 se

intersectam ortogonalmente.

Existência: Tome P ∈ [T x(C1∩C2)]
⊥∩T xC2 para algum x ∈ C1∩C2, e considere H = P⊥.

Veja que H contém C1. De fato, P ∈ [T x(C1 ∩C2)]
⊥ ∩ T xC2, e como C1 e C2 se intersectam

ortogonalmente, temos que P é ortogonal a qualquer elemento de [T x(C1∩C2)]
⊥∩T xC1. Tome

P1 ∈ T x(C1∩C2) e P2 ∈ [T x(C1∩C2)]
⊥∩T xC1. Assim, temos que C1 = TxC1 = spanC{P1, P2}

em V n,1
C . Como P é ortogonal a qualquer elemento de T x(C1∩C2) e P é ortogonal a qualquer

elemento de [T x(C1 ∩ C2)]
⊥ ∩ T xC1, segue que C1 ⊂ P⊥ = H. Por outro lado, veja que H

intersecta C2 ortogonalmente. De fato, como vimos que C1 ⊂ H, segue que C2∩H = C2∩C1

e Tx(C2 ∩ H) = Tx(C2 ∩ C1). Então [Tx(C2 ∩ H)]⊥ = [Tx(C2 ∩ C1)]
⊥, e consequentemente

[Tx(C2∩H)]⊥∩TxC2 = [Tx(C2∩C1)]
⊥∩TxC2. Como P ∈ [T x(C1∩C2)]

⊥∩T xC2 e H = P⊥,

temos que H intersecta C2 ortogonalmente. Considerando h = π(H − {0}) ∩ Hn
C, obtemos

um hiperplano complexo que contém c1 e intersecta c2 ortogonalmente.

Unicidade: Suponha que exista H̃ tal que h̃ = π(H̃−{0})∩Hn
C é também um hiperplano

complexo contendo c1 e intersectando c2 ortogonalmente. Então cada vetor pertencente a
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[Tx(H̃∩C2)]
⊥∩TxH̃ é ortogonal a cada vetor de [Tx(H̃∩C2)]

⊥∩TxC2, com x ∈ H̃∩C2. Como

C1 ⊂ H e C1 ⊂ H̃, temos que H̃∩C2 = H∩C2 = C1∩C2. Assim, Tx(H̃∩C2) = Tx(H∩C2) =

Tx(C1 ∩ C2) e [Tx(H̃ ∩ C2)]
⊥ = [Tx(H ∩ C2)]

⊥ = [Tx(C1 ∩ C2)]
⊥. Dessa forma, temos que

P ∈ [T x(C1∩C2)]
⊥∩T xC2 = [Tx(H̃∩C2)]

⊥∩TxC2 = [Tx(H∩C2)]
⊥∩TxC2, e como H̃ intersecta

C2 ortogonalmente, segue que todos os vetores de [Tx(H̃ ∩ C2)]
⊥ ∩ TxH̃ são ortogonais a P .

Com isso, e com o fato de H = P⊥, temos que [Tx(H̃ ∩ C2)]
⊥ ∩ TxH̃ ⊂ H = TxH. Assim,

[Tx(H̃ ∩C2)]
⊥∩TxH̃ ⊆ [Tx(H ∩C2)]

⊥∩TxH, e como têm mesma dimensão complexa, temos

a igualdade [Tx(H̃ ∩ C2)]
⊥ ∩ TxH̃ = [Tx(H ∩ C2)]

⊥ ∩ TxH. Segue que H̃ = H e h̃ = h.

Lema 2.92 Sejam duas geodésicas complexas c1 e c2 em Hn
C, que se intersectam ortogonal-

mente. Considere h o hiperplano complexo em Hn
C que contém c1 e intersecta c2 ortogonal-

mente, obtido no lema anterior. Então qualquer hiperplano complexo em Hn
C, que contenha

c2, intersecta h ortogonalmente.

Prova. Considere C1 e C2 subespaços indefinidos de V n,1
C , de dimensão complexa 2, tais que

π(C1−{0})∩Hn
C = c1 e π(C2−{0})∩Hn

C = c2. Seja H tal que h = π(H−{0})∩Hn
C, h contém

c1 e h intersecta c2 ortogonalmente. Segue da hipótese, que cada vetor de [Tx(H∩C2)]
⊥∩TxC2

é ortogonal a cada vetor de [Tx(H ∩C2)]
⊥ ∩ TxH, com x ∈ H ∩C2 = C1 ∩C2. Suponha que

h̃ = π(H̃ −{0})∩Hn
C é um hiperplano complexo tal que contém c2. Precisamos mostrar que

H̃ intersecta H ortogonalmente, isto é, cada vetor de [Ty(H ∩ H̃)]⊥∩TyH é ortogonal a cada

vetor de [Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩TyH̃, para y ∈ H ∩ H̃. Veja que basta provar a ortogonalidade para

algum y ∈ H∩C2 = C1∩C2, pois nesse caso, para qualquer x ∈ H∩H̃, temos que Tx(H∩H̃) =

Ty(H∩H̃), e consequentemente [Tx(H∩H̃)]⊥ = [Ty(H∩H̃)]⊥. Dessa forma, considere então

y ∈ H ∩ C2. Como Ty(H ∩ C2) ⊂ Ty(H ∩ H̃), temos [Ty(H ∩ C2)]
⊥ ⊃ [Ty(H ∩ H̃)]⊥.

Segue que {[Ty(H ∩ C2)]
⊥ ∩ TyH} ⊃ {[Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩ TyH}. Por outro lado, observe que

[Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩ TyC2 6= ∅, pois como vimos na construção de h no Lema 2.91, temos que

H = P⊥ com P ∈ [Ty(C1 ∩C2)]
⊥ ∩TyC2, assim TyH ⊃ Ty(H ∩ H̃) implicando que [TyH]⊥ ⊂

[Ty(H ∩ H̃)]⊥. Logo P ∈ [Ty(H ∩ H̃)]⊥, e consequentemente P ∈ [Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩ TyC2.

Assim, temos dimC([Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩ TyC2) = 1. Além disso, dimC([Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩ TyH̃) =

1, e como TyH̃ ⊃ TyC2, temos {[Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩ TyH̃} ⊃ {[Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩ TyC2}. Logo

{[Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩ TyH̃} = {[Ty(H ∩ H̃)]⊥ ∩ TyC2} ⊂ {[Tx(H ∩ C2)]
⊥ ∩ TxC2}. O resultado
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segue do fato de que cada vetor em [Ty(H ∩ C2)]
⊥ ∩ TyC2 é ortogonal a cada vetor em

[Ty(H ∩ C2)]
⊥ ∩ TyH, com y ∈ H ∩ C2.

2.3.2.1 Conjunto bi-ortogonal para geodésicas reversas

Sejam c1 e c2 duas geodésicas complexas reversas em Hn
C, com n ≥ 4, e considere c12 a

geodésica complexa perpendicular comum a c1 e c2 garantida pela Proposição 2.85. Temos

que c1, c2 e c12 têm conjuntos polares c⊥1 , c⊥2 e c⊥12, respectivamente. Além disso, temos

c⊥i ' CP n−2, para i = 1, 2, e c⊥12 ' CP n−2. Pelo Lema 2.88 temos que c⊥i ∩ c⊥12 ' CP n−3,

para i = 1, 2, e c⊥1 ∩c⊥2 ' CP n−4. Assim, temos que (c⊥1 ∩c⊥12)∩(c⊥2 ∩c⊥12) = c⊥1 ∩c⊥2 ' CP n−4.

Em H3
C, ao considerar duas geodésicas complexas reversas c1 e c2, com geodésica perpen-

dicular comum c12, obtemos dois hiperplanos únicos, sendo que um deles contém c1 e c12, e o

outro contém c2 e c12 (Ver [12]). Entretanto, em Hn
C para n ≥ 4, existem infinitos hiperplanos

com tais propriedades. Assim, uma forma de resolver esse problema de unicidade, é consi-

derar no lugar da perpendicular comum, uma subvariedade totalmente geodésica holomorfa

de codimensão 2. No que segue, descrevemos a construção dessa subvariedade.

Veja que pelo Lema 2.91 existe um único hiperplano complexo em Hn
C que contém c12

e intersecta c1 ortogonalmente. Também pelo Lema 2.91 existe um único hiperplano com-

plexo em Hn
C que contém c12 e intersecta c2 ortogonalmente. Intersectando tais hiperplanos

obtemos uma cópia de um Hn−2
C mergulhado em Hn

C, que contém a perpendicular comum c12

e intersecta perpendicularmente c1 e c2 (único com tal propriedade). Em particular, para

n = 4, temos que tal intersecção nos dá um plano hiperbólico complexo. Com isso temos a

definição que segue.

Definição 2.93 Sejam c1 e c2 duas geodésicas complexas reversas em Hn
C, com n ≥ 4, e c12

a geodésica complexa perpendicular comum a c1 e c2. Chamamos de (n− 2) - plano perpen-

dicular comum complexo, relativo a c1 e c2, à subvariedade totalmente geodésica holomorfa

Hn−2
C que contém a perpendicular comum c12 e intersecta perpendicularmente c1 e c2. Caso

n = 4, chamamos apenas de plano perpendicular comum complexo.

Observação 2.94 A respeito do (n − 2) - plano perpendicular comum complexo podemos

dizer que:
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(i) Podemos construir o (n − 2) - plano perpendicular comum complexo de uma outra

forma. Para tanto, tome pontos p
′
1 = (c⊥1 ∩c⊥12)⊥∩c⊥12 e p

′
2 = (c⊥2 ∩c⊥12)⊥∩c⊥12. Considere

o espaço gerado W = spanC{P
′
1, P

′
2} positivo, onde P

′
1 e P

′
2 são levantamentos de p

′
1

e p
′
2 respectivamente. Tome a projeção w = π(W − {0}). Temos que w⊥ ' Hn−2

C é o

(n− 2) - plano perpendicular comum complexo que procuramos;

(ii) Veja que w constrúıdo no item (i) intersecta c⊥1 ∩ c⊥12 em um ponto, o qual podemos

denotar por q1, e também intersecta c⊥2 ∩ c⊥12 em um ponto, o qual podemos denotar

por q2. Como qj ∈ w, temos que q⊥j ⊃ w⊥, para j = 1, 2. Segue que q⊥j é o único

hiperplano complexo de Hn
C que contém w⊥ e cj, para j = 1, 2.

Proposição 2.95 Sejam c1 e c2 duas geodésicas complexas reversas em Hn
C, com n ≥ 4, e

c12 a geodésica complexa perpendicular comum a c1 e c2. Então qj ∈ [(c⊥1 ∩c⊥12)∩ (c⊥2 ∩c⊥12)]⊥,

onde qj = w ∩ (c⊥j ∩ c⊥12), para j = 1, 2, e w é o complemento ortogonal do (n − 2) - plano

perpendicular comum complexo relativo a c1 e c2.

Prova. Dado p
′
j = (c⊥j ∩ c⊥12)⊥ ∩ c⊥12, para j = 1, 2, vimos que w = π(W − {0}), onde

W = spanC{P
′
1, P

′
2} para P

′
1 e P

′
2 levantamentos de p

′
1 e p

′
2 respectivamente, onde p

′
j =

(c⊥j ∩c⊥12)⊥∩c⊥12, para j = 1, 2. Então, como qj ∈ w, temos que o levantamento de qj denotado

por Qj tem a forma Qj = t1jP
′
1 + t2jP

′
2, para escalares complexos t1j e t2j. Assim, se p0 ∈

[(c⊥1 ∩c⊥12)∩(c⊥2 ∩c⊥12)], temos que 〈P0, Qj〉 = 〈P0, t1jP
′
1+t2jP

′
2〉 = t1j〈P0, P

′
1〉+t2j〈P0, P

′
2〉 = 0,

onde P0 é um levantamento de p0 e j = 1, 2. Logo qj ∈ [(c⊥1 ∩c⊥12)∩(c⊥2 ∩c⊥12)]⊥, para j = 1, 2.

A proposição acima nos mostra que todo ponto da intersecção c⊥1 ∩ c⊥2 é ortogonal aos

pontos q1 e q2 obtidos acima. Isso nos dá ortogonalidades importantes para a construção do

conjunto bi-ortogonal.

Corolário 2.96 Seja w o complemento ortogonal do (n − 2) - plano perpendicular comum

complexo, dado na Observação 2.94. Os hiperplanos complexos q⊥1 e q⊥2 associados aos pontos

polares q1 e q2, respectivamente, se intersectam ortogonalmente se, e somente se, p
′
1 = q2 e

p
′
2 = q1.

85



Prova. De fato, se q⊥1 ⊥ q⊥2 temos que q1 ⊥ q2. Pela Proposição 2.95 temos que qj ∈

[(c⊥1 ∩ c⊥12) ∩ (c⊥2 ∩ c⊥12)]⊥, para j = 1, 2. Como q1 ⊥ q2 e qj ∈ [(c⊥1 ∩ c⊥12) ∩ (c⊥2 ∩ c⊥12)]⊥, segue

que qj ∈ (c⊥i ∩ c⊥12)⊥ e consequentemente qj = (c⊥i ∩ c⊥12)⊥ ∩ c⊥12 = p
′
i, para i, j ∈ {1, 2} com

i 6= j. Reciprocamente, se p
′
1 = q2 e p

′
2 = q1, temos que q1 ∈ c⊥1 ∩ c⊥12 e q2 ∈ (c⊥1 ∩ c⊥12)⊥.

Segue que q1 ⊥ q2 e consequentemente q⊥1 ⊥ q⊥2 .

Agora vamos fazer duas construções do conjunto bi-ortogonal para duplas de geodésicas

complexas reversas. A primeira construção utiliza o conceito de (n−2) - plano perpendicular

comum complexo e a segunda utiliza apenas os complementos ortogonais das geodésicas

complexas, para obter os hiperplanos.

Construção 1 : Sejam (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas reversas em

Hn
C e c12 a geodésica complexa perpendicular comum a c1 e c2. Considere pj ∈ c⊥j o ponto

polar associado ao hiperplano p⊥j que contém cj e intersecta ortogonalmente c12, garantido

pelo Lema 2.91, onde j = 1, 2. Considere também o (n − 2) - plano perpendicular comum

complexo relativo a c1 e c2. Tome qj ∈ c⊥j o ponto polar associado ao hiperplano que contém o

(n−2) - plano perpendicular comum complexo e a geodésica complexa cj, para j = 1, 2. Por

fim, observe que CP n−4 ' (c⊥1 ∩c⊥12)∩(c⊥2 ∩c⊥12) = π(W−{0}), para algum subespaço eĺıptico

W com dimensão complexa n − 3. Assim, tome uma base ortonormal de W denotada por

B = {R1, ..., Rn−3} e considere os pontos projetivos rj = π(Rj), com j = 1, ..., n− 3. Então

obtemos um conjunto de n+ 1 pontos positivos denotado por {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}. As

propriedades de ortogonalidade entre os hiperplanos são garantidas pelo fato de B ser uma

base ortonormal, pela Proposição 2.95 e pelo Lema 2.92.

Construção 2 : Sejam (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas reversas em

Hn
C e c12 a geodésica complexa perpendicular comum a c1 e c2. Considere pj ∈ c⊥j o ponto

polar associado ao hiperplano p⊥j que contém cj e intersecta ortogonalmente c12, garantido

pelo Lema 2.91, onde j = 1, 2. Veja que pj /∈ c⊥12. Além disso, pelo Lema 2.92, e pelo fato

do complemento ortogonal de pj, dentro de c⊥j , ter dimensão complexa n − 3, segue que o

complemento ortogonal de pj, dentro de c⊥j , é exatamente c⊥j ∩ c⊥12, com j = 1, 2. Agora,

considere qj = {[(c⊥1 ∩ c⊥12) ∩ (c⊥2 ∩ c⊥12)]⊥ ∩ (c⊥j ∩ c⊥12)}, e seja q⊥j o hiperplano associado
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ao ponto polar qj, com j = 1, 2. Veja que q⊥j ⊃ c12 e q⊥j ⊃ cj. Por fim, observe que

CP n−4 ' (c⊥1 ∩c⊥12)∩(c⊥2 ∩c⊥12) = π(W−{0}), para algum subespaço eĺıptico W com dimensão

complexa n− 3. Assim, tome uma base ortonormal de W denotada por B = {R1, ..., Rn−3}

e considere os pontos projetivos rj = π(Rj), com j = 1, ..., n − 3. Então obtemos um

conjunto de n+ 1 pontos positivos denotado por {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}. As propriedades

de ortogonalidade entre os hiperplanos são garantidas pelo fato de B ser uma base ortonormal,

pela construção de qj, para j = 1, 2, e pelo Lema 2.92.

Definição 2.97 Chamamos ao conjunto {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2} de conjunto bi-ortogonal

da dupla ordenada de geodésicas complexas reversas (c1, c2) de Hn
C.

Proposição 2.98 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas reversas de Hn
C.

Considere seu respectivo conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2} ⊂ π(V+) ⊂ CP n.

Então temos que rj ⊥ rk para j 6= k e j, k ∈ {1, ..., n− 3}, rj ⊥ pk para j ∈ {1, ..., n− 3} e

k = 1, 2, rj ⊥ qk para j ∈ {1, ..., n− 3} e k = 1, 2, pj ⊥ qk para j, k = 1, 2.

A próxima proposição nos mostra que as duas construções acima nos dão os mesmos

hiperplanos. Segue o resultado.

Proposição 2.99 Sejam c1 e c2 duas geodésicas complexas reversas em Hn
C, com n ≥ 4,

e c12 a geodésica complexa perpendicular comum a c1 e c2. Considere w o complemento

ortogonal do (n− 2) - plano perpendicular comum complexo relativo a c1 e c2. Então, para

j = 1, 2, temos que

[(c⊥1 ∩ c⊥12) ∩ (c⊥2 ∩ c⊥12)]⊥ ∩ (c⊥j ∩ c⊥12) = (c⊥1 ∩ c⊥2 )⊥ ∩ (c⊥j ∩ c⊥12) = w ∩ (c⊥j ∩ c⊥12) .

Prova. No ińıcio desta subseção vimos que (c⊥1 ∩ c⊥12) ∩ (c⊥2 ∩ c⊥12) = c⊥1 ∩ c⊥2 . Dáı temos a

primeira igualdade. A segunda igualdade segue do fato que w ⊂ (c⊥1 ∩ c⊥2 )⊥ (ver Proposição

2.95), e do fato que w∩ (c⊥j ∩ c⊥12) e (c⊥1 ∩ c⊥2 )⊥ ∩ (c⊥j ∩ c⊥12) possuem mesma dimensão (ponto

do espaço projetivo), para j = 1, 2.

87



2.3.2.2 Conjunto bi-ortogonal para geodésicas coplanares

Similar ao que fizemos acima para geodésicas complexas reversas, vamos trabalhar aqui

no caso em que as geodésicas complexas são coplanares. Sabemos que geodésicas complexas

coplanares podem ser ultraparalelas, assintóticas ou concorrentes, conforme suas respectivas

linhas projetivas se intersectam fora, na fronteira ou dentro do espaço hiperbólico, respec-

tivamente. Então vamos fazer a construção do conjunto bi-ortogonal para cada um desses

casos.

Proposição 2.100 Sejam c1 e c2 duas geodésicas complexas coplanares distintas, e w o

plano hiperbólico complexo que contém c1 e c2. Então existe um único hiperplano complexo

q⊥j , associado ao ponto polar qj, tal que contém cj e intersecta w ortogonalmente, para

j = 1, 2.

Prova. Considere qj = [c⊥1 ∩ c⊥2 ]⊥∩ c⊥j , com j = 1, 2. Temos que q⊥j é o hiperplano desejado.

Construção (caso concorrente): Considere uma dupla ordenada de geodésicas complexas

(c1, c2) coplanares concorrentes em Hn
C, e seja w o plano hiperbólico complexo que contém c1

e c2, com levantamento W . Primeiramente tome o hiperplano complexo q⊥j que contém cj e

intersecta w ortogonalmente, para j = 1, 2, dado pela Proposição 2.100. Por fim, note que

CP n−3 ' (c⊥1 ∩ c⊥2 ) = π(W⊥ − {0}), onde W⊥ é o complemento ortogonal do levantamento

W , e tem dimensão complexa n − 2. Assim, tome uma base ortonormal de W⊥ denotada

por B = {R1, ..., Rn−2}. Considere os pontos projetivos rj = π(Rj), com j = 1, ..., n − 2.

Então obtemos um conjunto de n pontos positivos denotado por {r1, ..., rn−2, q1, q2}.

Definição 2.101 Chamamos ao conjunto {r1, ..., rn−2, q1, q2}, de conjunto bi-ortogonal da

dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares concorrentes (c1, c2) de Hn
C.

Proposição 2.102 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares

concorrentes de Hn
C. Considere seu conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−2, q1, q2} ⊂ π(V+) ⊂

CP n. Então temos que rj ⊥ rk para j 6= k e j, k ∈ {1, ..., n−2}, rj ⊥ qk para j ∈ {1, ..., n−2}

e k = 1, 2.
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Construção (caso assintótico): Considere uma dupla ordenada de geodésicas complexas

(c1, c2) coplanares assintóticas em Hn
C, e seja w o plano hiperbólico complexo que contém c1

e c2, com levantamento W . Primeiramente tome o hiperplano complexo q⊥j que contém cj e

intersecta w ortogonalmente, para j = 1, 2, dado pela Proposição 2.100. Por fim, note que

CP n−3 ' (c⊥1 ∩ c⊥2 ) = π(W⊥ − {0}), onde W⊥ é o complemento ortogonal do levantamento

W , e tem dimensão complexa n − 2. Assim, tome uma base ortonormal de W⊥ denotada

por B = {R1, ..., Rn−2}. Considere os pontos projetivos rj = π(Rj), com j = 1, ..., n − 2.

Então obtemos um conjunto de n pontos positivos denotado por {r1, ..., rn−2, q1, q2}.

Definição 2.103 Chamamos ao conjunto {r1, ..., rn−2, q1, q2}, de conjunto bi-ortogonal da

dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares assintóticas (c1, c2) de Hn
C.

Proposição 2.104 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares

assintóticas de Hn
C. Considere seu conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−2, q1, q2} ⊂ π(V+) ⊂ CP n.

Então temos que rj ⊥ rk para j 6= k e j, k ∈ {1, ..., n− 2}, rj ⊥ qk para j ∈ {1, ..., n− 2} e

k = 1, 2.

Construção (caso ultraparalelo): Considere uma dupla ordenada de geodésicas complexas

(c1, c2) coplanares ultraparalelas em Hn
C, e seja w o plano hiperbólico complexo que contém

c1 e c2, com levantamento W . Primeiramente tome o hiperplano complexo p⊥j que contém cj

e intersecta w ortogonalmente, para j = 1, 2, dado pela Proposição 2.100. Por fim, note que

CP n−3 ' (c⊥1 ∩ c⊥2 ) = π(W⊥ − {0}), onde W⊥ é o complemento ortogonal do levantamento

W , e tem dimensão complexa n − 2. Assim, tome uma base ortonormal de W⊥ denotada

por B = {R1, ..., Rn−2}. Considere os pontos projetivos rj = π(Rj), com j = 1, ..., n − 2.

Então obtemos um conjunto de n pontos positivos denotado por {r1, ..., rn−3, p1, p2, rn−2}.

Definição 2.105 Chamamos o conjunto {r1, ..., rn−3, p1, p2, rn−2} de conjunto bi-ortogonal

da dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares ultraparalelas (c1, c2) de Hn
C.

Proposição 2.106 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares ul-

traparalelas de Hn
C. Considere seu conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, rn−2} ⊂ π(V+) ⊂
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CP n. Então temos que rj ⊥ rk para j 6= k e j, k ∈ {1, ..., n−2}, rj ⊥ pk para j ∈ {1, ..., n−2}

e k = 1, 2.

2.3.3 Ângulo e distância entre geodésicas complexas

Vimos que cada dupla ordenada de geodésicas complexas (c1, c2) de Hn
C, pode ser associ-

ada ao seu conjunto bi-ortogonal constitúıdo de n+ 1 pontos projetivos positivos denotados

por {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}, onde p1 = p2 = rn−2 se as geodésicas são coplanares as-

sintóticas ou concorrentes, e q1 = q2 = rn−2 se as geodésicas são coplanares ultraparalelas.

Por construção, para cada dupla (c1, c2), tal conjunto de pontos é único a menos de isometria.

Definição 2.107 Chamamos o conjunto {R1, ..., Rn−3, P1, P2, Q1, Q2} dos levantamentos

dos elementos do conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}, de base bi-ortogonal da

dupla ordenada (c1, c2) de geodésicas complexas de Hn
C.

A base bi-ortogonal satisfaz as propriedades de ortogonalidade dadas na Proposição 2.98.

Além disso, se C⊥j é o levantamento do conjunto polar c⊥j da geodésica cj, então o conjunto

{R1, ..., Rn−3, Pj, Qj} forma uma base ortogonal para C⊥j , com j = 1, 2. Tal base pode ser

tomada de forma a ser ortonormal.

Agora vamos definir distância e ângulo entre geodésicas complexas. Para tanto, vamos

utilizar o conceito de d–invariante (ver Definição 2.83).

Definição 2.108 Dada uma dupla ordenada de geodésicas complexas (c1, c2) de Hn
C, com

conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}, def inimos a pré-distância entre c1 e c2 por

d(p1, p2), e o pré-ângulo entre c1 e c2 por d(q1, q2).

Vamos definir distância e ângulo entre geodésicas complexas a partir dos conceitos de

pré-distância e pré-ângulo dados acima. Para tanto, considere uma dupla ordenada (c1, c2)

com conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}. Definimos o ângulo θ entre geodésicas

complexas por:

cos2 (θ) = d(q1, q2), θ ∈
[
0,
π

2

]
.

Por outro lado, definimos a distância ρ entre geodésicas complexas por:

cosh2
(ρ

2

)
= d(p1, p2), ρ ∈ [0,+∞) .
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Observação 2.109 Veja que, para distância ρ ∈ [0,+∞) e para o ângulo θ ∈
[
0, π

2

]
, temos

que as funções cos e cosh são injetivas, e portanto não há diferença entre trabalhar com

distância ou trabalhar com pré-distância (o mesmo para ângulo e pré-ângulo).

Proposição 2.110 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas de Hn
C com

conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}, então:

(i) A dupla (c1, c2) é de geodésicas complexas reversas se, e somente se, d(p1, p2) > 1 e

d(q1, q2) < 1;

(ii) A dupla (c1, c2) é de geodésicas complexas concorrentes se, e somente se, d(p1, p2) = 1

e d(q1, q2) < 1;

(iii) A dupla (c1, c2) é de geodésicas complexas ultraparalelas se, e somente se, d(p1, p2) > 1

e d(q1, q2) = 1;

(iv) A dupla (c1, c2) é de geodésicas complexas assintóticas se, e somente se, d(p1, p2) = 1

e d(q1, q2) = 1.

Proposição 2.111 Sejam (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas de Hn
C com

conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}, e W = spanC{R1, ..., Rn−3, P1, P2, Q1, Q2},

onde {R1, ..., Rn−3, P1, P2, Q1, Q2} é uma base bi-ortogonal da dupla (c1, c2). Então:

(i) W é hiperbólico e dimC(W ) = n+1 se, e somente se, as geodésicas (c1, c2) são reversas;

(ii) W é hiperbólico e dimC(W ) = n se, e somente se, as geodésicas (c1, c2) são ultrapara-

lelas;

(iii) W é eĺıptico e dimC(W ) = n se, e somente se, as geodésicas (c1, c2) são concorrentes;

(iv) W é parabólico e dimC(W ) = n se, e somente se, as geodésicas (c1, c2) são assintóticas.

2.3.4 Espaço de módulos de duplas de geodésicas complexas em

Hn
C

Nesta subseção encontramos invariantes tais que descrevem unicamente as classes de

congruência, por PU(n, 1), de duplas ordenadas de geodésicas complexas distintas em Hn
C.
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Para mais detalhes sobre grupo de isometrias do espaço hiperbólico complexo, ver Subseção

1.2.3.3. Segue o conceito de congruência.

Definição 2.112 Dizemos que duas duplas ordenadas (c1, c2) e (c
′
1, c

′
2) de geodésicas comple-

xas distintas em Hn
C são congruentes, quando existe uma isometria holomorfa f ∈ PU(n, 1)

tal que f(ci) = c
′
i para i = 1, 2.

Note que a congruência definida acima é uma relação de equivalência. O espaço das clas-

ses de equivalência, munido da topologia quociente, é denominado espaço de configurações

de duplas ordenadas de geodésicas complexas distintas em Hn
C, e denotamos por M(2, n).

2.3.4.1 Caso em que as geodésicas complexas são reversas

Considere (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas reversas de Hn
C. Tal dupla

está associada ao conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}. Denote a pré-distância por

d = d(p1, p2) e o pré-ângulo por a = d(q1, q2).

Proposição 2.113 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas reversas de

Hn
C. Então existem levantamentos {R1, ..., Rn−3, P1, P2, Q1, Q2}, dos elementos do conjunto

bi-ortogonal de (c1, c2), tais que a matriz de Gram associada a tais levantamentos é dada

por:

G =



In−3 0 0 0 0

0 1
√
d 0 0

0
√
d 1 0 0

0 0 0 1
√
a

0 0 0
√
a 1


onde det(G) < 0, d e a são números reais tais que d > 1 e 0 ≤ a < 1, e In−3 é a matriz

identidade de ordem (n− 3).

Prova. Considere {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2} o conjunto bi-ortogonal de (c1, c2). Segue da

Proposição 1.27 e da Proposição 2.98 que existem levantamentos para os elementos do con-

junto bi-ortogonal de (c1, c2), denotados por {R1, ..., Rn−3, P1, P2, Q1, Q2}, tais que a matriz

de Gram tem a forma
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G =



In−3 0 0 0 0

0 1 g(n−2)(n−1) 0 0

0 g(n−2)(n−1) 1 0 0

0 0 0 1 gn(n+1)

0 0 0 gn(n+1) 1


onde g(n−2)(n−1), gn(n+1) ∈ R+. Logo, usando as definições de d e a, temos que d = d(p1, p2) =

〈P1, P2〉〈P2, P1〉 = g2(n−2)(n−1), e consequentemente g(n−2)(n−1) =
√
d. Analogamente obte-

mos que gn(n+1) =
√
a. Além disso, calculando o determinante da matriz acima, obtemos

det(G) = (1 − g2(n−2)(n−1))(1 − g2n(n+1)) = (1 − d)(1 − a), e como a pré-distância d > 1 e o

pré-ângulo 0 ≤ a < 1, segue que det(G) < 0.

Definição 2.114 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas reversas de Hn
C.

Chamamos a matriz G dada na Proposição 2.113 de matriz de Gram canônica para uma

dupla ordenada de geodésicas complexas reversas de Hn
C.

Proposição 2.115 Sejam (c1, c2) e (c
′
1, c

′
2) duas duplas ordenadas de geodésicas complexas

reversas de Hn
C. Se as duplas (c1, c2) e (c

′
1, c

′
2) possuem as mesmas distâncias e os mesmos

ângulos, então existe uma isometria holomorfa f ∈ PU(n, 1) tal que f(cj) = c
′
j para j = 1, 2.

Prova. Sejam {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2} e {r′1, ..., r
′
n−3, p

′
1, p

′
2, q

′
1, q

′
2} conjuntos bi-ortogonais

de (c1, c2) e (c
′
1, c

′
2), respectivamente. Considere G = (gij) e G

′
= (g

′
ij) matrizes de Gram

canônicas de {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2} e {r′1, ..., r
′
n−3, p

′
1, p

′
2, q

′
1, q

′
2}, respectivamente, denota-

das por

G =



In−3 0 0 0 0

0 1
√
d 0 0

0
√
d 1 0 0

0 0 0 1
√
a

0 0 0
√
a 1


e G

′
=



In−3 0 0 0 0

0 1
√
d′ 0 0

0
√
d′ 1 0 0

0 0 0 1
√
a′

0 0 0
√
a′ 1


.

Como (c1, c2) e (c
′
1, c

′
2) têm os mesmos ângulos e distâncias, pela Observação 2.109

temos que (c1, c2) e (c
′
1, c

′
2) têm os mesmos pré-ângulos e pré-distâncias. Consequente-
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mente G = G
′
. Como os espaços gerados pelos levantamentos dos elementos do con-

junto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2} e pelos levantamentos dos elementos do con-

junto bi-ortogonal {r′1, ..., r
′
n−3, p

′
1, p

′
2, q

′
1, q

′
2} são espaços não degenerados, o resultado segue

da aplicação da Proposição 1.32.

Teorema 2.116 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas reversas de Hn
C,

com conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, q1, q2}. Então os d–invariantes d = d(p1, p2)

e a = d(q1, q2) def inem a unicamente a classe de congruência por PU(n, 1) das duplas

ordenadas de geodésicas complexas reversas de Hn
C.

Prova. A prova segue da aplicação da Proposição 2.113 junto com a aplicação da Proposição

2.115.

Agora estamos em condições de construir o espaço de módulos para duplas ordenadas de

geodésicas complexas reversas em Hn
C. Para começar, considere (c1, c2) uma dupla ordenada

de geodésicas complexas reversas de Hn
C e G a matriz de Gram canônica associada a tal

dupla. Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes d(p1, p2)

e d(q1, q2).

Denote por Mg(2, n) o espaço de configurações de duplas ordenadas de geodésicas com-

plexas reversas de Hn
C. Os elementos deMg(2, n) são classes denotadas por [(c1, c2)]. Defina

a aplicação

τ :Mg(2, n) → R2

que associa a cada classe [(c1, c2)] os invariantes d(p1, p2) e d(q1, q2). Por fim, defina o

conjunto Mg(2, n) = {(d, a) ∈ R2; d > 1 e 0 ≤ a < 1}. Veja que Mg(2, n) munido da

topologia induzida de R2 é um espaço topológico.

Teorema 2.117 O espaço de configurações Mg(2, n) é homeomorfo ao espaço Mg(2, n).

Prova. Pelas condições de determinante dadas na Proposição 1.29 e pela Proposição 2.113,

temos que a aplicação τ :Mg(2, n)→ R2 dada acima define uma aplicação τ :Mg(2, n)→

Mg(2, n). Pelo Teorema 2.116 temos que τ : Mg(2, n) → Mg(2, n) é injetiva. Para a

sobrejetividade, dado (d, a) ∈ Mg(2, n), considere G tal que g(n−2)(n−1) = g(n−1)(n−2) =
√
d,
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gn(n+1) = g(n+1)n =
√
a, gjj = 1, para j = 1, ..., n + 1, e as demais entradas são nulas.

Segue da Proposição 1.29, que G assim constrúıda, é a matriz de Gram canônica de alguma

dupla ordenada de geodésicas complexas reversas de Hn
C. Logo τ : Mg(2, n) → Mg(2, n)

é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Mg(2, n) da topologia

induzida de R2, temos que τ :Mg(2, n)→Mg(2, n) é um homeomorfismo.

Definição 2.118 Chamamos Mg(2, n) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Mg(2, n).

2.3.4.2 Caso em que as geodésicas complexas são coplanares

Vamos trabalhar nesta subseção com duplas ordenadas de geodésicas complexas copla-

nares (assintóticas, concorrentes ou ultraparalelas) de Hn
C. Seja (c1, c2) uma tal dupla. Vi-

mos que essa dupla está associada ao conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, rn−2, q1, q2}, com

rn−2 = p1 = p2, se (c1, c2) é formada por geodésicas concorrentes ou assintóticas, e está

associada ao conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, rn−2}, com rn−2 = q1 = q2, se (c1, c2)

é formada por geodésicas ultraparalelas. Denote a pré-distância por d = d(p1, p2) e o pré-

ângulo por a = d(q1, q2).

Proposição 2.119 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares,

assintóticas ou concorrentes, de Hn
C. Então existem levantamentos {R1, ..., Rn−2, Q1, Q2},

dos elementos do conjunto bi-ortogonal de (c1, c2), tais que a matriz de Gram associada a

tais levantamentos é dada por:

G =


In−2 0 0

0 1
√
a

0
√
a 1


onde In−2 é a matriz identidade de ordem (n− 2) e a é um número real tal que 0 ≤ a ≤ 1.

Além disso, det(G) > 0 se c1 e c2 são concorrentes, e det(G) = 0 se c1 e c2 são assintóticas.

Prova. Considere {r1, ..., rn−2, q1, q2} o conjunto bi-ortogonal de (c1, c2). Segue da aplicação

da Proposição 1.27, junto com a Proposição 2.102, caso as geodésicas sejam concorrentes, e

com a Proposição 2.104, caso as geodésicas sejam assintóticas, que existem levantamentos
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para os elementos do conjunto bi-ortogonal de (c1, c2), denotados por {R1, ..., Rn−2, Q1, Q2},

tais que a matriz de Gram tem a forma

G =


In−2 0 0

0 1 g(n−1)n

0 g(n−1)n 1


onde g(n−1)n ∈ R+. Logo, usando a definição do pré-ângulo a, temos que a = d(q1, q2) =

〈Q1, Q2〉〈Q2, Q1〉 = g2(n−1)n, e consequentemente g(n−1)n =
√
a. Além disso, calculando

o determinante da matriz acima, obtemos det(G) = (1 − g2(n−1)n) = (1 − a). Como as

geodésicas são concorrentes ou assintóticas, segue da Proposição 2.110 que 0 ≤ a < 1 ou

a = 1, respectivamente. Dessa forma, se 0 ≤ a < 1 então det(G) > 0, e se a = 1 então

det(G) = 0.

Definição 2.120 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares con-

correntes (assintóticas) de Hn
C. Chamamos a matriz G dada na Proposição 2.119 de matriz

de Gram canônica para uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares concorrentes

(assintóticas) de Hn
C.

Proposição 2.121 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares ul-

traparalelas de Hn
C. Então existem levantamentos {R1, ..., Rn−3, P1, P2, Rn−2}, dos elementos

do conjunto bi-ortogonal de (c1, c2), tais que a matriz de Gram associada a tais levantamentos

é dada por:

G =


In−3 0 0 0

0 1
√
d 0

0
√
d 1 0

0 0 0 1


onde In−3 é a matriz identidade de ordem (n− 3) e d é um número real tal que d > 1. Além

disso, det(G) < 0.

Prova. Considere {r1, ..., rn−3, p1, p2, rn−2} o conjunto bi-ortogonal de (c1, c2). Segue da

Proposição 1.27 e da Proposição 2.106 que existem levantamentos para os elementos do
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conjunto bi-ortogonal de (c1, c2), denotados por {R1, ..., Rn−3, P1, P2, Rn−2}, tais que a matriz

de Gram tem a forma

G =


In−3 0 0 0

0 1 g(n−2)(n−1) 0

0 g(n−2)(n−1) 1 0

0 0 0 1


onde g(n−2)(n−1) ∈ R+. Logo, usando a definição de pré-distância d, temos que d = d(p1, p2) =

〈P1, P2〉〈P2, P1〉 = g2(n−2)(n−1), e consequentemente g(n−2)(n−1) =
√
d. Além disso, calculando

o determinante da matriz acima, obtemos det(G) = (1 − g2(n−2)(n−1)) = (1 − d). Como as

geodésicas são ultraparalelas, segue da Proposição 2.110 que d > 1. Dessa forma, se d > 1

então det(G) < 0.

Definição 2.122 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares ul-

traparalelas de Hn
C. Chamamos a matriz G dada na Proposição 2.121 de matriz de Gram

canônica para uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares ultraparalelas de Hn
C.

Teorema 2.123 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares con-

correntes (assintóticas) de Hn
C, com conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−2, q1, q2}. Então o d–

invariante a = d(q1, q2) def ine unicamente a classe de congruência por PU(n, 1) das duplas

ordenadas de geodésicas complexas coplanares concorrentes (assintóticas) de Hn
C.

Prova. Considere (c1, c2) e (c
′
1, c

′
2) duplas ordenadas de geodésicas complexas coplana-

res, concorrentes ou assintóticas, associadas respectivamente aos conjuntos bi-ortogonais

{r1, ..., rn−2, q1, q2} e {r′1, ..., r
′
n−2, q

′
1, q

′
2}, tais que possuem mesmo d–invariante a = d(q1, q2)

= d(q
′
1, q

′
2) = a

′
. Então pela Proposição 2.119 temos que as duplas possuem a mesma

matriz de Gram canônica. Por outro lado, veja que o conjunto de levantamentos dos ele-

mentos do conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−2, q1, q2} é linearmente independente, pois caso

contrário teŕıamos c1 = c2. O mesmo vale para o conjunto de levantamentos dos elementos

do conjunto bi-ortogonal {r′1, ..., r
′
n−2, q

′
1, q

′
2}. Com isso temos que o conjunto dos levanta-

mentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−2, q1, q2} possui o mesmo tipo de

dependência linear que o conjunto dos levantamentos dos elementos do conjunto bi-ortogonal

{r′1, ..., r
′
n−2, q

′
1, q

′
2}. O resultado segue do Teorema de Höfer.
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Teorema 2.124 Seja (c1, c2) uma dupla ordenada de geodésicas complexas coplanares ultra-

paralelas de Hn
C, com conjunto bi-ortogonal {r1, ..., rn−3, p1, p2, rn−2}. Então o d–invariante

d = d(p1, p2) def ine unicamente a classe de congruência por PU(n, 1) das duplas ordenadas

de geodésicas complexas coplanares ultraparalelas de Hn
C.

Prova. A prova segue por um argumento análogo ao feito no Teorema 2.123. Basta aplicar

a Proposição 2.121 para garantir que as duplas possuem a mesma matriz de Gram canônica,

observar que os conjuntos de levantamentos dos conjuntos bi-ortogonais possuem o mesmo

tipo de dependência linear, e usar o Teorema de Höfer.

Agora estamos em condições de construir o espaço de módulos para duplas ordenadas

de geodésicas complexas coplanares em Hn
C. Para começar, considere (c1, c2) uma dupla

ordenada de geodésicas complexas coplanares de Hn
C eG a matriz de Gram canônica associada

a tal dupla. Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos do invariante

a = d(q1, q2), no caso em que (c1, c2) é formada por geodésicas concorrentes ou assintóticas,

e podemos recuperar as entradas de G em termos do invariante d = d(p1, p2), no caso em

que (c1, c2) é formada por geodésicas ultraparalelas.

Denote por Ms(2, n) o espaço de configurações de duplas ordenadas de geodésicas com-

plexas coplanares de Hn
C. Os elementos de Ms(2, n) são classes denotadas por [(c1, c2)].

Defina a aplicação

τ̃ :Ms(2, n) → R

que associa cada classe [(c1, c2)] ao respectivo d–invariante que define tal classe. Por fim,

defina o conjunto Ms(2, n) = {t ∈ R; t ≥ 0}. Veja que Ms(2, n) munido da topologia

induzida de R é um espaço topológico.

Teorema 2.125 O espaço de configurações Ms(2, n) é homeomorfo ao espaço Ms(2, n).

Prova. Usando a Proposição 2.119, a Proposição 2.121 e as condições de determinante

(ver Proposição 1.29), temos que a aplicação τ̃ : Ms(2, n) → R dada acima define uma

aplicação τ̃ : Ms(2, n) → Ms(2, n). Pelo Teorema 2.123 e pelo Teorema 2.124 temos que

τ̃ :Ms(2, n)→Ms(2, n) é injetiva. Para a sobrejetividade, tome t ∈Ms(2, n). Se 0 ≤ t ≤ 1

temos t = a, onde a é o pré-ângulo. Dessa forma, considere G tal que g(n−1)n = gn(n−1) =
√
a,
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gjj = 1, para j = 1, ..., n, e as demais entradas são nulas. Por outro lado, se t > 1 temos

t = d, onde d é a pré-distância. Então considere G tal que g(n−2)(n−1) = g(n−1)(n−2) =
√
d,

gjj = 1, para j = 1, ..., n, e as demais entradas são nulas. Segue da Proposição 1.29, que G

constrúıda nos dois casos acima, é a matriz de Gram canônica de alguma dupla ordenada

de geodésicas complexas coplanares de Hn
C. Logo τ̃ : Ms(2, n) → Ms(2, n) é sobrejetiva,

e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Ms(2, n) da topologia induzida de R,

temos que τ̃ :Ms(2, n)→Ms(2, n) é um homeomorfismo.

Definição 2.126 Chamamos Ms(2, n) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Ms(2, n).

Note que, usando a Proposição 2.110 junto com o Teorema 2.125, podemos identificar o

conjunto das classes [(c1, c2)], tais que a dupla (c1, c2) é formada por geodésicas complexas

concorrentes, com o conjunto {(1, a) ∈ R2; 0 ≤ a < 1}. Da mesma forma podemos identificar

o conjunto das classes [(c1, c2)], tais que a dupla (c1, c2) é formada por geodésicas complexas

ultraparalelas, com o conjunto {(d, 1) ∈ R2; d > 1}, e podemos identificar o conjunto das

classes [(c1, c2)], tais que a dupla (c1, c2) é formada por geodésicas complexas assintóticas,

com o conjunto {(d, a) ∈ R2; d = a = 1}. Consequentemente, podemos identificar o espaço

Ms(2, n) com a união de tais conjuntos. Por outro lado, vimos que Mg(2, n) = {(d, a) ∈

R2; d > 1 e 0 ≤ a < 1} = (1,∞) × [0, 1) (ver Teorema 2.117). Então, se M(2, n) denota o

espaço de módulos para o espaço de configuraçõesM(2, n), desde que M(2, n) = Mg(2, n)∪

Ms(2, n), temos que M(2, n) = [1,+∞)× [0, 1]. Isso prova o próximo resultado.

Corolário 2.127 Se M(2, n) é o espaço de módulos para o espaço de configuraçõesM(2, n),

então M(2, n) = [1,+∞)× [0, 1].
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Caṕıtulo 3

O Problema de Congruência para

Triplas de Geodésicas em H3
R

Neste caṕıtulo vamos encontrar invariantes que descrevem unicamente as classes de con-

gruência, por PO(3, 1), de triplas ordenadas de geodésicas riemannianas distintas em H3
R.

Para mais detalhes sobre grupo de isometrias do espaço hiperbólico real, ver Subseção 1.2.2.3.

Segue o conceito de congruência.

Definição 3.1 Dizemos que duas triplas ordenadas (σ1, σ2, σ3) e (σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3) de geodésicas

riemannianas distintas em H3
R são congruentes, quando existe uma isometria f ∈ PO(3, 1)

tal que f(σj) = σ
′
j para j = 1, 2, 3.

Note que a congruência definida acima é uma relação de equivalência. O espaço das

classes de equivalência munido da topologia quociente é denominado espaço de configurações

de triplas ordenadas de geodésicas riemannianas distintas em H3
R, e denotamos porM(3, 3).

Nas seções que seguem vamos começar verificando, na Seção 3.1, a dimensão do espaço

de módulos para triplas de geodésicas em H3
R. Em seguida, na Seção 3.2, nos dedicamos à

construção do espaço de módulos para o caso de triplas genéricas (ver Definição 3.2). Por

fim, na Seção 3.3 tratamos do caso em que a tripla é especial.
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3.1 Dimensão do Espaço de Módulos

No Caṕıtulo 2 fizemos um estudo sobre o problema de congruência para duplas orde-

nadas de geodésicas no espaço hiperbólico. Vimos que foram necessários dois invariantes

(ângulo e distância) para descrever unicamente as classes de congruência, por PO(3, 1), de

duplas ordenadas de geodésicas riemannianas de H3
R. Para o problema de congruência de

triplas ordenadas de geodésicas riemannianas em H3
R, vamos necessitar de mais invarian-

tes. Nossa estratégia para resolver tal problema será associar cada tripla (σ1, σ2, σ3) de

geodésicas riemannianas, às subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3), onde cada subdupla, por

sua vez, está associada ao seu respectivo conjunto bi-ortogonal. Assim, temos associado a

cada tripla (σ1, σ2, σ3) um conjunto de doze pontos positivos (quatro pontos de cada conjunto

bi-ortogonal). Se σ⊥j denota o conjunto polar da geodésica riemannianas σj, temos que σ⊥j

contém quatro pontos dos doze, para cada j ∈ {1, 2, 3}.

Definição 3.2 Uma tripla ordenada (σ1, σ2, σ3) de geodésicas riemannianas distintas em

H3
R é dita ser uma tripla genérica se as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são reversas.

Caso contrário, (σ1, σ2, σ3) é dita ser uma tripla especial.

Agora vamos verificar a quantidade de parâmetros necessários para descrever unicamente

as classes de congruência, por PO(3, 1), de triplas genéricas de geodésicas riemannianas de

H3
R. Para começar, considere uma tripla genérica (σ1, σ2, σ3) em H3

R. Usando o modelo do

semiespaço superior (ver Subseção 1.2.2.1), identificamos H3
R com o produto C × R+ e a

fronteira ∂H3
R com C ∪ {∞}.

Sabemos que cada geodésica riemanniana é determinada de maneira única por seus pontos

extremos. Denotemos por p1 e p2 os pontos extremos de σ1, p3 e p4 os pontos extremos de

σ2 e por p5 e p6 os pontos extremos de σ3. Note que pj ∈ C ∪ {∞}, para j = 1, ..., 6.

Como o grupo de isometrias age transitivamente em triplas de pontos na fronteira do espaço

hiperbólico real, então podemos supor sem perda de generalidade que p1 = o, p2 = ∞ e

p3 = 1. Assim, temos que os pontos p4, p5, p6 ∈ C podem ser quaisquer números complexos.

Dessa forma temos um total de seis parâmetros reais, e como o estabilizador dos pontos

p1, p2, p3 é trivial, então não podemos normalizar os pontos remanescentes. Isso mostra que
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o espaço de módulos para triplas genéricas de geodésicas riemannianas em H3
R tem dimensão

real 6.

3.2 Espaço de Módulos de Triplas Genéricas

Considere uma tripla genérica (σ1, σ2, σ3) de geodésicas riemannianas em H3
R. Temos

que as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são reversas. Vamos denotar por {p12, p21, q12,

q21}, {p23, p32, q23, q32} e {p13, p31, q13, q31} os conjuntos bi-ortogonais associados às subduplas

(σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3), respectivamente. Com isso, associamos cada tripla genérica

(σ1, σ2, σ3) ao conjunto {p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31} de pontos positivos.

Veja que pij, qij ∈ σ⊥i e pji, qji ∈ σ⊥j , para i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j. Além disso, vamos denotar

por P12, P21, Q12, Q21, P23, P32, Q23, Q32, P13, P31, Q13 e Q31 os levantamentos para p12,

p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13 e q31, respectivamente. O desenho abaixo ilustra o

posicionamento dos conjuntos polares das geodésicas de uma tripla genérica em H3
R.

σ⊥3

σ⊥2σ⊥1

Veja que se (σi, σj) é uma subdupla da tripla (σ1, σ2, σ3), temos que a pré-distância e o

pré-ângulo são dados por d(pij, pji) e d(qij, qji), respectivamente, para i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j.

Vamos denotar tais invariantes por dij = d(pij, pji) e aij = d(qij, qji) para i, j ∈ {1, 2, 3} e

i 6= j. Com isso, temos a definição que segue.

Definição 3.3 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H3
R.

Considere as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3). Chamamos aos d–invariantes d12, d13,

d23, a12, a13 e a23 de parâmetros básicos da tripla (σ1, σ2, σ3).
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3.2.1 Matriz de Gram canônica para triplas genéricas

Agora vamos nos concentrar em associar cada tripla genérica de geodésicas riemannianas

a uma matriz de Gram em uma forma conveniente para nossos fins. Isto é, vamos nos

concentrar em recuperar as entradas da matriz de Gram associada a tal tripla, em termos

de invariantes, assim como fizemos para o caso de duplas de geodésicas no Caṕıtulo 2.

Considere uma tripla genérica (σ1, σ2, σ3) de geodésicas riemannianas em H3
R. Seja Σ⊥j o

levantamento do conjunto polar σ⊥j de σj, para j = 1, 2, 3. Sabemos que Σ⊥j é um subespaço

real positivo com dimensão 2, para j = 1, 2, 3. Além disso, veja que o conjunto formado

pelos levantamentos P12 e Q12 dos pontos polares p12 e q12, respectivamente, é uma base

ortonormal para Σ⊥1 . Por outro lado, o conjunto formado pelos levantamentos P13 e Q13 dos

pontos polares p13 e q13, respectivamente, também formam uma base ortonormal para Σ⊥1 .

Analogamente temos que os conjuntos {P21, Q21} e {P23, Q23} são bases ortonormais de Σ⊥2 ,

e os conjuntos {P31, Q31} e {P32, Q32} são bases ortonormais para Σ⊥3 . Como SO(2,Σ⊥j ) age

transitivamente em pares de bases ortonormais (com mesma orientação) de Σ⊥j , podemos

tomar elementos Tj ∈ SO(2,Σ⊥j ) tais que

T1 : {P12, Q12} → {P13, Q13}

T2 : {P21, Q21} → {P23, Q23}

T3 : {P32, Q32} → {P31, Q31}

onde cada Tj pode ser escrita na forma

Tj =

 cos(θj) −sen(θj)

sen(θj) cos(θj)


com j = 1, 2, 3.

Definição 3.4 Chamamos os parâmetros θ1, θ2 e θ3 de ângulos de transição.

Observação 3.5 O Teorema de Witt nos permite estender a aplicação Tj ∈ SO(2,Σ⊥j ) para

uma aplicação de SO(3, 1), para j = 1, 2, 3.
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σ⊥3

σ⊥2σ⊥1

p12
q12

p21
q21

p13 q13

p31
q31

p32

p23q23

q32
T3

T1 T2

A ideia agora é recuperar as entradas da matriz de Gram dos pontos p12, p21, q12, q21, p23,

p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31, em termos desses nove parâmetros que temos, ou seja, em termos

dos seis parâmetros básicos dados na Definição 3.3 e dos três ângulos de transição dados na

Definição 3.4. Para tanto, note que uma parte da matriz de Gram foi recuperada em termos

dos parâmetros básicos no Caṕıtulo 2, ou seja, recuperamos as entradas dos blocos forma-

dos pelos levantamentos dos elementos dos conjuntos {p12, p21, q12, q21}, {p23, p32, q23, q32} e

{p13, p31, q13, q31}, onde tais blocos são dados respectivamente por:
1

√
d12 0 0√

d12 1 0 0

0 0 1
√
a12

0 0
√
a12 1

 ,


1

√
d23 0 0√

d23 1 0 0

0 0 1
√
a23

0 0
√
a23 1

 e


1

√
d13 0 0√

d13 1 0 0

0 0 1
√
a13

0 0
√
a13 1


onde d12, d13, d23 > 1 e 0 ≤ a12, a13, a23 < 1.

Por outro lado, podemos recuperar as entradas remanescentes usando as aplicações Tj,

com j = 1, 2, 3. Por exemplo, para recuperar a entrada 〈Q23, P13〉, temos dos produtos

[P13 Q13] = [P12 Q12] T1 e [P23 Q23] = [P21 Q21] T2

que Q23 e P13 possuem expressões

Q23 = −P21sen(θ2) +Q21cos(θ2) e P13 = P12cos(θ1) +Q12sen(θ1) ,
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e consequentemente

〈Q23, P13〉 = −
√
d12 sen(θ2)cos(θ1) +

√
a12 cos(θ2)sen(θ1) ,

obtendo dessa forma, uma expressão para 〈Q23, P13〉 que depende apenas de parâmetros

básicos e de ângulos de transição. As demais entradas da matriz de Gram podem ser recu-

peradas da mesma forma (ver Apêndice A). Com isso temos o próximo resultado.

Teorema 3.6 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H3
R, e

considere {p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31} o conjunto de pontos positivos, as-

sociado à tripla (σ1, σ2, σ3). Então existem levantamentos para os elementos de tal conjunto,

de forma que a matriz de Gram G associada a esses levantamentos é dada por:

G =



1
√
d12 0 0√

d12 1 0 0

0 0 1
√
a12

0 0
√
a12 1

E1 E2

E1

1
√
d23 0 0√

d23 1 0 0

0 0 1
√
a23

0 0
√
a23 1

E3

E2 E3

1
√
d13 0 0√

d13 1 0 0

0 0 1
√
a13

0 0
√
a13 1


onde 1 < d12, d13, d23 e 0 ≤ a12, a13, a23 < 1, e os blocos E1, E2 e E3 possuem entradas

recuperadas em termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição.

Definição 3.7 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H3
R,

associada ao conjunto {p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31} de pontos positivos.

Chamamos a matriz G obtida no Teorema 3.6 de matriz de Gram canônica para uma tripla

genérica de geodésicas riemannianas em H3
R.
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Teorema 3.8 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H3
R.

Então os seis parâmetros básicos junto com os três ângulos de transição def inem unicamente

a classe de congruência por PO(3, 1) das triplas genéricas de geodésicas riemannianas em

H3
R.

Prova. Sejam (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H3
R e G a

matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Pela construção de G temos que as entradas

são recuperadas de maneira única em termos de respectivos parâmetros básicos e ângulos de

transição. Sejam {p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31} o conjunto de pontos po-

sitivos associado à tripla (σ1, σ2, σ3) e W o espaço gerado por levantamentos dos elementos de

tal conjunto. Veja que W é não degenerado. De fato, se P12, P21, Q12 e Q21 são levantamen-

tos para os pontos p12, p21, q12, q21, respectivamente, temos que o subconjunto {P12, P21, Q12,

Q21} ⊂ W é uma base para W e consequentemente W = spanR{P12, P21, Q12, Q21} = V 3,1
R

(ver Proposição 2.20). Segue que W é não degenerado. Além disso, se (σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3) é uma

tripla genérica de geodésicas riemannianas em H3
R com G

′
sendo a matriz de Gram canônica

associada a tal tripla, e se G
′

é recuperada com os mesmos parâmetros básicos e mesmos

ângulos de transição dados nas entradas de G, temos que G = G
′
. Analogamente, para dado

{p′12, p
′
21, q

′
12, q

′
21, p

′
23, p

′
32, q

′
23, q

′
32, p

′
13, p

′
31, q

′
13, q

′
31}, o conjunto de pontos positivos associado à

tripla (σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3), com W

′
sendo o espaço gerado por levantamentos dos elementos de tal

conjunto, temos que W
′

é não degenerado. O resultado segue da Proposição 1.32.

Vimos que a dimensão do espaço de módulos para triplas genéricas de geodésicas rie-

mannianas em H3
R é 6. Entretanto, segundo o Teorema 3.8, nove parâmetros definem unica-

mente a classe de congruência por PO(3, 1) das triplas genéricas de geodésicas riemannianas

em H3
R. Dessa forma, apresentamos três equações independentes que relacionam os nove

parâmetros dados no Teorema 3.8. Para tanto, calculamos o determinante de três meno-

res principais de ordem 5 da matriz G dada no Teorema 3.6. Então, o determinante dos

menores principais de ordem 5 associados aos conjuntos de pontos {p12, p21, q12, q21, p31},

{p23, p32, q23, q32, p13} e {p21, p13, p31, q13, q31} são respectivamente:
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D1 = 1−cos(θ3)2cos(θ2)2d12d23+cos(θ3)
2cos(θ2)

2a12a23−cos(θ3)2cos(θ2)2a23d12−cos(θ3)2

d23+cos(θ3)
2a23−cos(θ1)2d12d13−cos(θ3)2a12a23+d12cos(θ3)

2d23−cos(θ2)2a12a23+d12cos(θ2)
2

a23+d12d13+d13cos(θ1)
2a12+d12a12−a12+a23a12+cos(θ3)

2cos(θ2)
2d23a12−a23−2

√
d13sen(θ1)

d12
√
a12sen(θ2)cos(θ3)

√
d23− 2

√
d13sen(θ1)d12

√
a12
√
a23cos(θ2)sen(θ3) + 2d12sen(θ2)cos(θ3)

√
a23cos(θ2)sen(θ3)

√
d23 + 2

√
d13cos(θ1)

√
d12sen(θ2)

√
a23sen(θ3)a12 − 2

√
d13cos(θ1)

√
d12

cos(θ3)cos(θ2)
√
d23a12 − 2sen(θ2)cos(θ3)

√
a23cos(θ2)sen(θ3)

√
d23a12 − 2

√
d13cos(θ1)

√
d12

sen(θ2)
√
a23sen(θ3) + 2

√
d13cos(θ1)

√
d12cos(θ3)cos(θ2)

√
d23 + 2

√
d13sen(θ1)

√
a12sen(θ2)

cos(θ3)
√
d23 + 2

√
d13sen(θ1)

√
a12
√
a23cos(θ2)sen(θ3)− d13 − d12 = 0 ;

D2 = 1− cos(θ2)2a12a23 + d23d13 + cos(θ3)d13a23− a12 + d12cos(θ1)
2cos(θ2)

2a23 + a23a12 +

cos(θ1)
2a12−d12cos(θ1)2+cos(θ1)

2cos(θ2)
2a12a23−cos(θ1)2cos(θ2)2a12d23−cos(θ1)2cos(θ2)2d12

d23 + d23a23− a23− 2sen(θ1)d23
√
a23cos(θ2)sen(θ3)

√
a12
√
d13 + 2

√
d12cos(θ1)d23sen(θ2)

√
a23

sen(θ3)
√
d13 + 2sen(θ1)

√
d12cos(θ1)sen(θ2)cos(θ2)

√
a12a23 − 2sen(θ1)

√
d23sen(θ2)cos(θ3)

√
a12
√
d13a23 − 2

√
d12cos(θ1)

√
d23cos(θ3)cos(θ2)

√
d13a23 − d23 − 2

√
d13cos(θ1)

√
d12sen(θ2)

√
a23sen(θ3) + 2

√
d13cos(θ1)

√
d12cos(θ3)cos(θ2)

√
d23 + 2

√
d13sen(θ1)

√
a12sen(θ2)cos(θ3)√

d23 + 2
√
d13sen(θ1)

√
a12
√
a23cos(θ2)sen(θ3) − d13 + cos(θ1)

2d23d12 − cos(θ3)2d13d23 + d23

cos(θ2)
2a12 − cos(θ1)2a12a23 = 0 ;

D3 = 1 + a23a13 + d13a13 + cos(θ2)
2cos(θ3)

2d23a13 − cos(θ2)
2a13a23 + cos(θ2)

2d23d13 −

cos(θ3)
2a13a23 − cos(θ1)

2d12d13 + d12d13 + cos(θ2)
2cos(θ3)

2a13a23 − cos(θ2)
2cos(θ3)

2a23d13−

cos(θ2)
2cos(θ3)

2d13d23 − a13 + 2sen(θ1)
√
a13cos(θ2)sen(θ3)

√
d12
√
d23 + 2sen(θ1)

√
a13sen(θ2)

cos(θ3)
√
d12
√
a23 + cos(θ3)

2d13a23 − 2cos(θ1)cos(θ2)cos(θ3)
√
d12
√
d23
√
d13a13 + 2cos(θ1)

sen(θ2)sen(θ3)
√
d12
√
a23
√
d13a13−2sen(θ1)

√
a13cos(θ2)sen(θ3)

√
d12
√
d23d13−2sen(θ1)

√
a13

sen(θ2)cos(θ3)
√
d12
√
a23d13 − 2cos(θ2)cos(θ3)sen(θ2)sen(θ3)

√
d23
√
a23a13 + 2cos(θ2)cos(θ3)

sen(θ2)sen(θ3)
√
d23
√
a23d13 − a23 − 2

√
d13cos(θ1)

√
d12sen(θ2)

√
a23sen(θ3) + 2

√
d13cos(θ1)√

d12cos(θ2)cos(θ3)
√
d23 − d13 + cos(θ2)

2a23 − cos(θ2)2d23 − d12 + d12a13cos(θ1)
2 = 0 .

3.2.2 Construção do espaço de módulos para triplas genéricas

Nesta subseção constrúımos o espaço de módulos para triplas genéricas de geodésicas

riemannianas em H3
R. Para começar, sejam (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas

riemannianas em H3
R e G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla (obtida anterior-
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mente no Teorema 3.6). Denote porMg(3, 3) o espaço de configurações de triplas genéricas

de geodésicas riemannianas em H3
R. Os elementos de Mg(3, 3) são classes denotadas por

[(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ :Mg(3, 3) → R9

que associa cada classe [(σ1, σ2, σ3)] aos respectivos parâmetros básicos e ângulos de transição,

ou seja, ao ponto (d12, d13, d23, a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3) ∈ R9.

Notação 3.9 Vamos denotar as uplas de invariantes por:

(d, a, θ) = (d12, d13, d23, a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3) .

Por fim, defina o conjunto

Mg(3, 3) = {(d, a, θ) ∈ R9; 1 < d, 0 ≤ a < 1, 0 < θ < π, Dk = 0, k = 1, 2, 3}

onde cada Dk foi expressado no final da Subseção 3.2.1, com k = 1, 2, 3. Veja que Mg(3, 3)

munido da topologia induzida de R9 é um espaço topológico. Com isso temos o próximo

resultado.

Teorema 3.10 O espaço de configurações Mg(3, 3) é homeomorfo ao espaço Mg(3, 3).

Prova. Pelas condições de determinante dadas na Proposição 1.29 (considerando a pro-

posição sobre o corpo dos reais e com n = 3) e pelo Teorema 3.6, temos que a aplicação

τ : Mg(3, 3) → R9 dada acima define uma aplicação τ : Mg(3, 3) → Mg(3, 3). Usando o

Teorema 3.8, temos que τ : Mg(3, 3) → Mg(3, 3) é injetiva. Para a sobrejetividade, dado

(d, a, θ) ∈ Mg(3, 3), usando as fórmulas que obtemos para as entradas da matriz de Gram

dada no Teorema 3.6, podemos considerar G em termos dos seis parâmetros básicos e dos

três ângulos de transição, com gjj = 1, para j = 1, ..., 9. Segue da Proposição 1.29 (sobre

o corpo dos reais e com n = 3) que G assim constrúıda, é a matriz de Gram canônica de

alguma tripla genérica de geodésicas riemannianas de H3
R. Logo τ : Mg(3, 3) → Mg(3, 3)

é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Mg(3, 3) da topologia

induzida de R9, temos que τ :Mg(3, 3)→Mg(3, 3) é um homeomorfismo.

Definição 3.11 Chamamos Mg(3, 3) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Mg(3, 3).
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3.3 Espaço de Módulos de Triplas Especiais

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H3
R. Vimos que para

uma tripla ser chamada de especial, é preciso que pelo menos uma das subduplas, (σ1, σ2),

(σ2, σ3) ou (σ1, σ3), associada a tal tripla seja formada por geodésicas riemannianas copla-

nares (ver Definição 3.2). Dessa forma, vamos dedicar esta seção ao estudo dos seguintes

casos:

(i) Caso em que uma subdupla é coplanar, as outras duas são reversas, chamado de caso

quase genérico;

(ii) Caso em que duas subduplas são coplanares e uma das subduplas é reversa, chamado

de caso quase coplanar ;

(iii) Caso em que as três subduplas são coplanares, mas não existe H2
R que contenha a

tripla, chamado de caso duas a duas coplanar ;

(iv) Caso em que as três subduplas são coplanares, e existe H2
R que contém a tripla, chamado

de caso coplanar.

3.3.1 Triplas quase genéricas

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H3
R. Suponha que a

tripla seja quase genérica. Vamos supor também nesta subseção, sem perda de generalidade,

que (σ1, σ2) é a subdupla coplanar, e que (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são as subduplas reversas. Segue

abaixo um desenho que ilustra o posicionamento dos conjuntos polares no caso em questão.

σ⊥3

σ⊥2σ⊥1
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Como estamos supondo que a subdupla (σ1, σ2) é coplanar, temos associado a ela um

conjunto bi-ortogonal denotado por {p12, p21, r} se for ultraparalela, e por {r, q12, q21} se for

concorrente ou assintótica. Por outro lado, como as subduplas (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são reversas,

associamos a elas os conjuntos bi-ortogonais {p23, p32, q23, q32} e {p13, p31, q13, q31}, respectiva-

mente. Com isso, associamos cada tripla (σ1, σ2, σ3) ao conjunto {p12, p21, r, p23, p32, q23, q32,

p13, p31, q13, q31} se a dupla (σ1, σ2) for ultraparalela, e ao conjunto {r, q12, q21, p23, p32, q23,

q32, p13, p31, q13, q31} se a dupla (σ1, σ2) for concorrente ou assintótica (representado na figura

abaixo).

σ⊥3

r
σ⊥2σ⊥1

q12 q21

p13q13

p31
q31

p32

p23 q23

q32

Veja que a construção do espaço de módulos para este caso é feita de maneira similar ao

caso genérico apresentado acima. A diferença é que neste caso vamos ter pelo menos um dos

parâmetros básicos com valor 1 (ver Proposição 2.19). Em outras palavras, o ângulo ou a

distância (ou ambos) entre as geodésicas riemannianas de uma subdupla é 0.

3.3.2 Triplas quase coplanares

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H3
R. Além disso,

suponha que a tripla seja quase coplanar, ou seja, caso em que duas subduplas são coplanares

e uma subdupla é reversa. Considerando que as subduplas (σ1, σ2) e (σ2, σ3) são coplanares

e que a subdupla (σ1, σ3) é reversa, temos abaixo um desenho que ilustra o posicionamento

dos conjuntos polares no caso em questão.
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σ⊥1 σ⊥3

σ⊥2

Da mesma forma que fizemos para o caso quase genérico, aqui também associamos a cada

tripla, um conjunto de pontos positivos. Vimos que para uma subdupla coplanar (σj, σk),

podemos associar a ela o conjunto bi-ortogonal denotado por {rjk, qjk, qkj}, se a subdupla

em questão for concorrente ou assintótica, e associar a ela o conjunto bi-ortogonal deno-

tado por {pjk, pkj, rjk}, se a subdupla em questão for ultraparalela. Por outro lado, se a

subdupla (σj, σk) é reversa, podemos associar a ela um conjunto bi-ortogonal denotado por

{pjk, pkj, qjk, qkj}. Assim, supondo por exemplo que as subduplas (σ1, σ2) e (σ2, σ3) são con-

correntes ou assintóticas, e (σ1, σ3) é reversa, podemos associar à tripla especial (σ1, σ2, σ3) o

conjunto de pontos positivos {r12, q12, q21, r23, q23, q32, p13, p31, q13, q31} (representado na figura

abaixo). O mesmo pode ser feito para os demais tipos de triplas especiais quase coplanares.

σ⊥1 σ⊥3

σ⊥2

r23r12
q12

q21

p13

q13

p31

q31

q23

q32

Assim como no caso quase genérico, a construção do espaço de módulos para este caso

também é feita de maneira similar ao caso genérico. A diferença é que neste caso vamos

ter pelo menos dois dos parâmetros básicos com valor 1 (ver Proposição 2.19). Em outras

palavras, o ângulo ou a distância (ou ambos) entre as geodésicas riemannianas de duas das

subduplas associadas a tal tripla é 0.

Observação 3.12 Para o caso particular em que (σ1, σ2) e (σ2, σ3) são concorrentes, (σ1, σ3)

é reversa, e σ2 é a geodésica riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ3, temos que o
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problema de congruência da tripla (σ1, σ2, σ3) se resume ao problema de congruência da dupla

reversa (σ1, σ3). De fato, dada a tripĺa (σ1, σ2, σ3), associamos o conjunto de pontos positivos

{r12, q12, q21, r23, q23, q32, p13, p31, q13, q31}. Como σ2 é a geodésica riemanniana perpendicular

comum, temos que r12 = q13, r23 = q31, p13 = q12 e p31 = q32. Além disso, sabemos que

dois pontos no espaço projetivo def inem unicamente uma linha projetiva real, então dos

quatro pontos contidos em σ⊥2 , precisamos apenas de dois deles. Dessa forma, consideramos

os pontos r12 e r23. Assim, para cada tripla (σ1, σ2, σ3) associamos o conjunto de pontos

positivos {p13, p31, q13, q31}.

3.3.3 Triplas duas a duas coplanares

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H3
R. Além disso, supo-

nha que a tripla seja duas a duas coplanar, ou seja, cada subdupla (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

está contida em um H2
R diferente. Segue abaixo um desenho que ilustra o posicionamento

dos conjuntos polares no caso em questão.

σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3

Observação 3.13 Se a tripla (σ1, σ2, σ3) é duas a duas coplanar, temos que as linhas proje-

tivas reais indef inidas associadas a tais geodésicas se intersectam em um mesmo ponto, caso

contrário a tripla seria coplanar, uma vez que três pontos em RP 3 determinam um plano

projetivo (indef inido nesse caso). O ponto de intersecção das linhas projetivas reais pode

ser positivo, negativo ou isotrópico, fazendo com que as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

sejam ultraparalelas, concorrentes ou assintóticas, respectivamente. Além disso, se as sub-

duplas são ultraparalelas com ponto de intersecção p positivo, temos que ambas intersectam

ortogonalmente o plano hiperbólico real dado por p⊥.

112



Da mesma forma que fizemos para os demais casos, aqui também associamos a cada

tripla, um conjunto de pontos positivos. Vimos que para uma subdupla coplanar (σj, σk),

podemos associar a ela o conjunto bi-ortogonal denotado por {rjk, qjk, qkj}, se a subdupla

em questão for concorrente ou assintótica, e associar a ela o conjunto bi-ortogonal denotado

por {pjk, pkj, rjk}, se a subdupla em questão for ultraparalela. Vamos supor, por exem-

plo, que cada subdupla seja ultraparalela. Assim, temos associado às subduplas (σ1, σ2),

(σ2, σ3) e (σ1, σ3), os conjuntos bi-ortogonais denotados por {p12, p21, r12}, {p23, p32, r23} e

{p13, p31, r13}, respectivamente. Então, associamos a cada tripla (σ1, σ2, σ3) o conjunto de

pontos positivos denotado por {p12, p21, r12, p23, p32, r23, p13, p31, r13}. O mesmo pode ser feito

para o caso em que cada subdupla é concorrente e para o caso em que cada subdupla é as-

sintótica, obtendo assim o conjunto {r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13, q13, q31}.

Vamos supor nesta subseção que cada subdupla associada à tripla em questão seja ul-

traparalela, pois para os casos em que tais subduplas são concorrentes ou assintóticas, o

procedimento é análogo. Vimos que no caso ultraparalelo, podemos associar à tripla em

questão, um conjunto de pontos positivos dado por {p12, p21, r12, p23, p32, r23, p13, p31, r13}.

Denote a matriz de Gram de tal conjunto por G. Sabemos do Caṕıtulo 2, que existem le-

vantamentos P12, P21, R12, P23, P32, R23, P13, P31, R13 para os elementos desse conjunto de

pontos positivos, tais que podemos recuperar em termos de parâmetros básicos as entradas

dos blocos formados pelos conjuntos {p12, p21, r12}, {p23, p32, r23} e {p13, p31, r13}, onde tais

blocos são dados respectivamente por:
1

√
d12 0√

d12 1 0

0 0 1

 ,


1

√
d23 0√

d23 1 0

0 0 1

 e


1

√
d13 0√

d13 1 0

0 0 1


com 1 < d12, d23, d13.

A ideia agora é recuperar as demais entradas da matriz de Gram G, em termos dos

três parâmetros básicos que temos e dos ângulos de transição. Para tanto, vamos fazer um

procedimento análogo ao feito na Seção 3.2 para o caso genérico. Então, considere elementos

Tj ∈ SO(2,Σ⊥j ) tais que
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T1 : {R12, P12} → {R13, P13}

T2 : {R12, P21} → {R23, P23}

T3 : {R13, P31} → {R23, P32}

onde cada Tj pode ser escrita na forma

Tj =

 cos(θj) −sen(θj)

sen(θj) cos(θj)

 e T−1j =

 cos(θj) sen(θj)

−sen(θj) cos(θj)


com j = 1, 2, 3.

σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3r23

r13r12p21

p23

p31

p32

p13p12 T1

T2 T3

Observação 3.14 O Teorema de Witt nos permite estender a aplicação Tj ∈ SO(2,Σ⊥j )

para uma aplicação de SO(3, 1), para j = 1, 2, 3.

Agora, para recuperar, por exemplo, a entrada 〈P12, P23〉, temos do produto

[R23 P23] = [R12 P21] T
−1
2

que P23 possui uma expressão

P23 = R12sen(θ2) + P21cos(θ2) ,

e consequentemente

〈P12, P23〉 =
√
d12cos(θ2) ,

obtendo assim, uma expressão para 〈P12, P23〉 que depende apenas dos parâmetros básicos e

dos ângulos de transição. As demais entradas da matriz de Gram podem ser recuperadas da

mesma forma, e estão explicitadas no Apêncie A. Assim, obtemos o próximo teorema.
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Teorema 3.15 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas

ultraparalelas em H3
R, e considere {p12, p21, r12, p23, p32, r23, p13, p31, r13} o conjunto de pontos

positivos, associado à tripla em questão. Então existem levantamentos para os elementos de

tal conjunto, de forma que a matriz de Gram G associada a esses levantamentos é dada por:

G =



1
√
d12 0√

d12 1 0

0 0 1

E1 E2

E1

1
√
d23 0√

d23 1 0

0 0 1

E3

E2 E3

1
√
d13 0√

d12 1 0

0 0 1


onde 1 < d12, d13, d23, e os blocos E1, E2 e E3 possuem entradas recuperadas em termos dos

parâmetros básicos d12, d23, d13, e dos ângulos de transição θ1, θ2 e θ3.

Definição 3.16 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannia-

nas em H3
R. Chamamos a matriz de Gram G associada a tal tripla, obtida como no Teorema

3.15, de matriz de Gram canônica para uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas rie-

mannianas em H3
R.

Veja que para o caso em que a tripla duas a duas coplanar possui subduplas de geodésicas

riemannianas concorrentes, a matriz de Gram canônica para a tripla em questão, tem entra-

das recuperadas em termos dos parâmetros básicos a12, a23, a13, e dos ângulos de transição

θ1, θ2 e θ3, com 0 ≤ a12, a13, a23 < 1. O mesmo vale para o caso assintótico, entretanto,

temos que a12 = a13 = a23 = 1.

Teorema 3.17 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas

ultraparalelas em H3
R. Considere o conjunto de pontos positivos {p12, p21, r12, p23, p32, r23, p13,

p31, r13} associado a tal tripla. Então os parâmetros básicos d12, d23, d13, e os ângulos de

transição θ1, θ2, θ3, determinam unicamente a classe de congruência por PO(3, 1) das triplas

duas a duas coplanares de geodésicas riemannianas ultraparalelas em H3
R.
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Prova. Sejam (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas ul-

traparalelas em H3
R e G a matriz Gram canônica associada a tal tripla. Pela construção

de G, temos que as entradas são recuperadas de maneira única em termos de respectivos

parâmetros básicos e ângulos de transição. Sejam {p12, p21, r12, p23, p32, r23, p13, p31, r13} o

conjunto de pontos positivos associado à tripla (σ1, σ2, σ3) e W o espaço gerado por levan-

tamentos dos elementos de tal conjunto. Veja que W é não degenerado. Além disso, se

(σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3) é uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas ultraparalelas em

H3
R, com G

′
sendo a matriz de Gram canônica associada a tal tripla, e se G

′
é recuperada

com os mesmos parâmetros básicos e mesmos ângulos de transição dados nas entradas de G,

temos que G = G
′
. Por outro lado, para dado {p′12, p

′
21, r

′
12, p

′
23, p

′
32, r

′
23, p

′
13, p

′
31, r

′
13}, o con-

junto de pontos positivos associado à tripla (σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3), com W

′
sendo o espaço gerado por

levantamentos dos elementos de tal conjunto, temos que W
′

é não degenerado. O resultado

segue da Proposição 1.32.

Agora considere (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas

ultraparalelas em H3
R. Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Vimos

que podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes d12, d13, d23, θ1, θ2 e

θ3. Denote por M2−2
0 (3, 3) o espaço de configurações de triplas duas a duas coplanares de

geodésicas ultraparalelas em H3
R. Os elementos de M2−2

0 (3, 3) são classes denotadas por

[(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ̃ :M2−2
0 (3, 3) → R6

que associa a cada classe [(σ1, σ2, σ3)] os invariantes d12, d13, d23, θ1, θ2 e θ3. Por fim, defina

o conjunto

M2−2
0 (3, 3) = {(d12, d13, d23, θ1, θ2, θ3) ∈ R6; 1 < d12, d13, d23, 0 < θj < π, Dk×l = 0} ,

onde j = 1, 2, 3 e Dk×l são relações independentes constrúıdas no Apêndice A, com k, l ∈

{3, 6, 9} e k < l, dadas por:

D3×6 = cos(θ1)cos(θ3)−
√
d13sen(θ1)sen(θ3)− cos(θ2) = 0

D3×9 = cos(θ2)cos(θ3)−
√
d23sen(θ2)sen(θ3)− cos(θ1) = 0

D6×9 = cos(θ1)cos(θ2)−
√
d12sen(θ1)sen(θ2)− cos(θ3) = 0 .
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Usando a métrica de Bergman, temos que:

cosh2

(
ρ(pjk, pkj)

2

)
= 〈Pjk, Pkj〉〈Pkj, Pjk〉 = djk ,

e consequentemente √
djk = cosh

(
ρ(pjk, pkj)

2

)
.

Dessa forma, podemos reescrever as expressões de D3×6, D3×9 e D6×9, respectivamente, como

Lei de Cossenos:

D3×6 = cos(θ1)cos(θ3)− cosh
(
ρ(p13,p31)

2

)
sen(θ1)sen(θ3)− cos(θ2) = 0

D3×9 = cos(θ2)cos(θ3)− cosh
(
ρ(p23,p32)

2

)
sen(θ2)sen(θ3)− cos(θ1) = 0

D6×9 = cos(θ1)cos(θ2)− cosh
(
ρ(p12,p21)

2

)
sen(θ1)sen(θ2)− cos(θ3) = 0 .

Veja que M2−2
0 (3, 3) munido da topologia induzida de R6 é um espaço topológico. Assim,

temos o próximo resultado.

Teorema 3.18 O espaço de configurações M2−2
0 (3, 3) é homeomorfo ao espaço M2−2

0 (3, 3).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais com n = 3)

e pelo Teorema 3.17, temos que a aplicação τ̃ : M2−2
0 (3, 3) → R3 dada acima define uma

aplicação τ̃ : M2−2
0 (3, 3) → M2−2

0 (3, 3). Pelo Teorema 3.17 temos que τ̃ : M2−2
0 (3, 3) →

M2−2
0 (3, 3) é injetiva. Para a sobrejetividade, dado (d12, d13, d23, θ1, θ2, θ3) ∈ M2−2

0 (3, 3),

usando as fórmulas que obtemos para as entradas da matriz de Gram dada no Teorema 3.15,

podemos considerar G em termos dos três parâmetros básicos e dos três ângulos de transição,

com gjj = 1, para j = 1, ..., 9. Segue da Proposição 1.29 (sobre o corpo dos reais e com n = 3)

que G assim constrúıda é a matriz de Gram canônica de alguma tripla duas a duas coplanar

de geodésicas riemannianas ultraparalelas de H3
R. Logo τ : M2−2

0 (3, 3) → M2−2
0 (3, 3) é

sobrejetiva, e consequentemente bijetiva.

Definição 3.19 Chamamos M2−2
0 (3, 3) de espaço de módulos para o espaço de configurações

M2−2
0 (3, 3).

Se o conjuntoM2−2
1 (3, 3) denota o espaço de configurações de triplas duas a duas copla-

nares de geodésicas concorrentes em H3
R, procedendo como fizemos acima, obtemos que o
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conjunto

M2−2
1 (3, 3) = {(a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3) ∈ R6; 0 ≤ a12, a23, a13 < 1, 0 < θj < π, Dk×l = 0} ,

onde j = 1, 2, 3 e Dk×l são relações independentes constrúıdas assim como no caso ultrapa-

ralelo, com k, l ∈ {1, 4, 7} e k < l, é o espaço de módulos para o espaço de configurações

M2−2
1 (3, 3). De maneira similar, se o conjuntoM2−2

2 (3, 3) denota o espaço de configurações

de triplas duas a duas coplanares de geodésicas assintóticas em H3
R, procedendo como fizemos

acima, obtemos que o conjunto

M2−2
2 (3, 3) = {(a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3) ∈ R6; a12 = a13 = a23 = 1, 0 < θj < π, Dk×l = 0} ,

onde j = 1, 2, 3 e Dk×l são relações independentes constrúıdas assim como no caso ultrapa-

ralelo, com k, l ∈ {1, 4, 7} e k < l, é o espaço de módulos para o espaço de configurações

M2−2
2 (3, 3).

3.3.4 Triplas coplanares

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H3
R. Além disso,

suponha que a tripla seja coplanar, ou seja, as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são

coplanares, todas contidas em um mesmo H2
R. Segue abaixo um desenho que ilustra o

posicionamento dos conjuntos polares no caso em questão.

σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3

Da mesma forma que fizemos para os demais casos, aqui também associamos a cada

tripla, um conjunto de pontos positivos. Vamos supor, por exemplo, que cada subdupla seja

concorrente ou assintótica. Assim, temos associado às subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3),

os conjuntos bi-ortogonais denotados por {r12, q12, q21}, {r23, q23, q32} e {r13, q13, q31}, respec-

tivamente. Note que para o caso em questão temos que r12 = r23 = r13 e consequentemente
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q12 = q13, q21 = q23 e q31 = q32. Vamos denotar tais pontos por r0, q1, q2 e q3, respectiva-

mente. Com isso associamos cada tripla (σ1, σ2, σ3) ao conjunto {r0, q1, q2, q3}. Os demais

casos podem ser feitos de maneira similar (ver Observação 3.20 feita abaixo).

Observação 3.20 Se a tripla coplanar (σ1, σ2, σ3) possui a subdupla (σ1, σ2) ultraparalela e

as demais são concorrentes ou assintóticas, temos associado às subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e

(σ1, σ3), conjuntos bi-ortogonais denotados por {p12, p21, r12}, {r23, q23, q32} e {r13, q13, q31},

respectivamente. Análogo ao que foi feito antes, temos que r12 = r23 = r13, p12 = q13,

p21 = q23, q31 = q32, e podemos denotar tais pontos por r0, q1, q2 e q3, respectivamente.

Com isso associamos cada tripla (σ1, σ2, σ3) ao conjunto {r0, q1, q2, q3}. O mesmo podemos

fazer para o caso em que duas das subduplas são ultraparalelas e para o caso em que as três

subduplas são ultraparalelas.

σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3r0

q2 q3

q1

Definição 3.21 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar associada ao conjunto de pontos posi-

tivos {r0, q1, q2, q3}. Dizemos que essa tripla é não ortogonal se as geodésicas riemannianas

pertencentes à tripla não são ortogonais, ou seja, 〈Qj, Qk〉 6= 0, onde Qj é um levantamento

para qj, com j 6= k e j, k = 1, 2, 3.

3.3.4.1 Triplas coplanares não ortogonais

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas riemannianas em H3
R.

Vimos que para cada tripla coplanar podemos associar um conjunto de pontos positivos dado

por {r0, q1, q2, q3}. Usando um argumento análogo ao feito na demonstração da Proposição

1.27, temos que existem levantamentos para os elementos do conjunto {r0, q1, q2, q3} tais que

a matriz de Gram tem a forma
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G =


1 0 0 0

0 1 g23 g24

0 g23 1 g34

0 g24 g34 1


com g23, g24 > 0. Usando o conceito de d–invariante, e a notação djk = d(qj, qk), para j, k =

1, 2, 3, com j < k, temos que d12 = d(q1, q2) = 〈Q1, Q2〉〈Q2, Q1〉 = g223, e consequentemente

g23 =
√
d12. Analogamente obtemos que g24 =

√
d13 e g34 = ±

√
d23. Assim, existem

levantamentos para os elementos do conjunto {r0, q1, q2, q3} tais que a matriz de Gram tem

a forma

G =


1 0 0 0

0 1
√
d12

√
d13

0
√
d12 1 ±

√
d23

0
√
d13 ±

√
d23 1


a qual chamamos de matriz de Gram canônica de uma tripla coplanar não ortogonal de H3

R.

Observação 3.22 Veja que, calculando o determinante da matriz de Gram canônica acima,

obtemos a expressão det(G) = 1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13(±

√
d23). Além disso, note

que 1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13(±

√
d23) ≤ 0.

Teorema 3.23 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas riemanni-

anas em H3
R. Considere o conjunto de pontos positivos {r0, q1, q2, q3} associado a tal tripla.

Então os d–invariantes d(q1, q2), d(q1, q3) e d(q2, q3) determinam unicamente a classe de con-

gruência por PO(3, 1) das triplas coplanares não ortogonais tais que o espaço gerado pelos

levantamentos, denotado por W = spanR{R0, Q1, Q2, Q3}, é não degenerado.

Prova. Basta notar que se duas triplas possuem mesmos d–invariantes, então possuem a

mesma matriz de Gram canônica. Como as triplas estão associadas a conjuntos de pontos

positivos tais que os conjuntos gerados pelos levantamentos são não degenerados, temos que

o resultado segue da Proposição 1.32 (considerando o corpo dos reais e n = 3).

Agora considere (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas riemannia-

nas em H3
R, associada ao conjunto de pontos positivos {r0, q1, q2, q3} cujos levantamentos são
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denotados por {R0, Q1, Q2, Q3}. Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla.

Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes d(q1, q2), d(q1, q3)

e d(q2, q3). Denote por Msc
0 (3, 3) o espaço de configurações de triplas coplanares não orto-

gonais de H3
R tais que o espaço gerado W = spanR{R0, Q1, Q2, Q3} seja não degenerado. Os

elementos de Msc
0 (3, 3) são classes denotadas por [(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ̃ :Msc
0 (3, 3) → R3

que associa a cada classe [(σ1, σ2, σ3)] os invariantes d(q1, q2), d(q1, q3) e d(q2, q3). Por fim,

defina o conjunto

Msc
0 (3, 3) = {(d12, d13, d23) ∈ R3; d12, d13, d23 > 0,

1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13(±

√
d23) ≤ 0} .

Veja que Msc
0 (3, 3) munido da topologia induzida de R3 é um espaço topológico.

Teorema 3.24 O espaço de configurações Msc
0 (3, 3) é homeomorfo ao espaço Msc

0 (3, 3).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais com n = 3)

e pelo Teorema 3.23, temos que a aplicação τ̃ : Msc
0 (3, 3) → R3 dada acima define uma

aplicação τ̃ :Msc
0 (3, 3)→Msc

0 (3, 3). Pelo Teorema 3.23 temos que τ̃ :Msc
0 (3, 3)→Msc

0 (3, 3)

é injetiva. Para a sobrejetividade, dado (d12, d13, d23) ∈Msc
0 (3, 3), considere G tal que g23 =

g32 =
√
d12, g24 = g42 =

√
d13, g34 = g43 = ±

√
d23, gjj = 1, para j = 1, ..., 4, e as demais

entradas são nulas. Segue das condições de determinante que G assim constrúıda é a matriz

de Gram canônica de alguma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas riemannianas de

H3
R. Logo τ̃ : Msc

0 (3, 3) → Msc
0 (3, 3) é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez

que munimos Msc
0 (3, 3) da topologia induzida de R3, temos que τ̃ :Msc

0 (3, 3)→ Msc
0 (3, 3) é

um homeomorfismo.

Definição 3.25 Chamamos Msc
0 (3, 3) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Msc
0 (3, 3).

Observação 3.26 Observe que a igualdade na expressão

1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13(±

√
d23) ≤ 0
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acontece se, e somente se, as geodésicas riemannianas da tripla coplanar não ortogonal

(σ1, σ2, σ3), se intersectam em um ponto negativo, ou se σ1, σ2 e σ3 possuem uma geodésica

riemanniana perpendicular comum (ver Corolário 4.4 em [3] e Observação 4.3 em [12]).

3.3.4.2 Triplas coplanares ortogonais

Se (σ1, σ2, σ3) é uma tripla coplanar ortogonal de geodésicas riemannianas em H3
R, te-

mos duas possibilidades, ou seja, uma das subduplas é ortogonal ou uma das geodésicas é

ortogonal às demais. Se uma das subduplas for ortogonal, vamos chamar de tripla coplanar

ortogonal tipo 1, e se uma das geodésicas for ortogonal às demais, vamos chamar de tripla

coplanar ortogonal tipo 2.

Triplas coplanares ortogonais tipo 1

Vamos estudar aqui, o caso em que a tripla é coplanar ortogonal tipo 1. Vimos que

para cada tripla coplanar podemos associar um conjunto de pontos positivos dado por

{r0, q1, q2, q3}. Vamos supor que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal (os demais casos são

análogos). Usando um argumento análogo ao feito na demonstração da Proposição 1.27,

temos que existem levantamentos para os elementos do conjunto {r0, q1, q2, q3}, tais que a

matriz de Gram tem a forma

G =


1 0 0 0

0 1 0 g24

0 0 1 g34

0 g24 g34 1


com g24, g34 > 0 e g23 = 0. Usando o conceito de d–invariante, e a notação djk = d(qj, qk),

para j, k = 1, 2, 3, com j < k, temos que d13 = d(q1, q3) = 〈Q1, Q3〉〈Q3, Q1〉 = g224, e

consequentemente g24 =
√
d13. Analogamente obtemos que g34 =

√
d23. Note que nesse caso

temos d12 = 0 devido à ortogonalidade da subdupla (σ1, σ2). Assim, existem levantamentos

para os elementos do conjunto {r0, q1, q2, q3} tais que a matriz de Gram tem a forma
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G =


1 0 0 0

0 1 0
√
d13

0 0 1
√
d23

0
√
d13

√
d23 1


a qual chamamos de matriz de Gram canônica para uma tripla coplanar ortogonal tipo 1 tal

que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal, e temos da Observação 3.22 que 1− d13 − d23 ≤ 0. Por

outro lado, supondo que (σ1, σ3) seja a subdupla ortogonal ou que (σ2, σ3) seja a subdupla

ortogonal, obtemos respectivamente as matrizes de Gram
1 0 0 0

0 1
√
d12 0

0
√
d12 1

√
d23

0 0
√
d23 1

 e


1 0 0 0

0 1
√
d12

√
d13

0
√
d12 1 0

0
√
d13 0 1

 ,

determinadas de maneira análoga a anterior.

Observação 3.27 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 1, tal que a subdupla

(σ1, σ2) é ortogonal, associada ao conjunto de pontos positivos {r0, q1, q2, q3}. Considere

o conjunto formado por levantamentos dos elementos de tal conjunto de pontos positivos,

denotado por {R0, Q1, Q2, Q3}. Veja que o conjunto gerado W = spanR{R0, Q1, Q2, Q3} é

não degenerado. De fato, se W for degenerado, então o levantamento Σ⊥j , do conjunto polar

σ⊥j , está contido em um subespaço parabólico de dimensão 3, para j = 1, 2, 3. Isso nos diz

que as geodésicas riemannianas σ1, σ2 e σ3 se intersectam em um ponto isotrópico. Mas isso

contradiz o fato de que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal.

Teorema 3.28 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 1 de geodésicas riemanni-

anas em H3
R. Considere o conjunto de pontos positivos {r0, q1, q2, q3} associado a tal tripla.

Então os d–invariantes d(q1, q3) e d(q2, q3) determinam unicamente a classe de congruência

por PO(3, 1) das triplas coplanares não ortogonais tipo 1, tais que a subdupla (σ1, σ2) é

ortogonal.

Prova. Basta notar que se duas triplas possuem mesmos d–invariantes, então possuem a

mesma matriz de Gram canônica. Como as triplas estão associadas a conjuntos de pontos
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positivos tais que os conjuntos gerados pelos levantamentos são não degenerados (ver Ob-

servação 3.27), temos que o resultado segue da Proposição 1.32 (considerando o corpo dos

reais e n = 3).

Veja que a Observação 3.27 também é verdadeira para o caso em que a subdupla ortogonal

em questão é (σ1, σ3) ou (σ2, σ3). Da mesma forma, versões análogas do Teorema 3.28 podem

ser feitas para tais casos.

Agora considere (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 1, tal que a subdupla

(σ1, σ2) é ortogonal. Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Vimos que

nesse caso podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes d(q1, q3) e d(q2, q3).

Denote porMsc
1 (3, 3) o espaço de configurações de triplas coplanares ortogonais tipo 1, tais

que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal. Os elementos de Msc
1 (3, 3) são classes denotadas por

[(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ̃ :Msc
1 (3, 3) → R2

que associa a cada classe [(σ1, σ2, σ3)] os invariantes d(q1, q3) e d(q2, q3). Por fim, defina o

conjunto Msc
1 (3, 3) = {(d13, d23) ∈ R2; d13, d23 > 0, 1 − d13 − d23 ≤ 0}. Veja que Msc

1 (3, 3)

munido da topologia induzida de R2 é um espaço topológico.

Teorema 3.29 O espaço de configurações Msc
1 (3, 3) é homeomorfo ao espaço Msc

1 (3, 3).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais com

n = 3) e pelo Teorema 3.28, temos que a aplicação τ̃ : Msc
1 (3, 3) → R2 dada acima define

uma aplicação τ̃ : Msc
1 (3, 3) → Msc

1 (3, 3). Pelo Teorema 3.28 temos que τ̃ : Msc
1 (3, 3) →

Msc
1 (3, 3) é injetiva. Para a sobrejetividade, dado (d13, d23) ∈ Msc

1 (3, 3), considere G tal que

g24 = g42 =
√
d13, g34 = g43 =

√
d23, gjj = 1, para j = 1, ..., 4, e as demais entradas são

nulas. Segue das condições de determinante, que G assim constrúıda, é a matriz de Gram

canônica de alguma tripla coplanar ortogonal tipo 1, tal que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal.

Logo τ̃ : Msc
1 (3, 3) → Msc

1 (3, 3) é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que

munimos Msc
1 (3, 3) da topologia induzida de R2, temos que τ̃ :Msc

1 (3, 3) → Msc
1 (3, 3) é um

homeomorfismo.
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Definição 3.30 Chamamos Msc
1 (3, 3) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Msc
1 (3, 3).

Observação 3.31 Observe que a igualdade na expressão 1 − d13 − d23 ≤ 0 acontece se, e

somente se, as geodésicas riemannianas da tripla coplanar ortogonal tipo 1 se intersectam

em um ponto negativo.

Da mesma maneira que fizemos acima, podemos construir o espaço de módulos para o

caso em que a subdupla (σ1, σ3) é ortogonal e para o caso em que a subdupla (σ2, σ3) é

ortogonal. A construção é totalmente análoga.

Triplas coplanares ortogonais tipo 2

Agora vamos abordar o caso em que a tripla (σ1, σ2, σ3) é coplanar ortogonal tipo 2. Veja

que temos três possibilidades, ou seja, σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3, ou σ1 ⊥ σ2 e σ2 ⊥ σ3, ou σ1 ⊥ σ3

e σ2 ⊥ σ3. Vamos estudar o caso em que σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3 (os demais são análogos).

Vimos que para cada tripla coplanar podemos associar um conjunto de pontos positivos

dado por {r0, q1, q2, q3}. Supondo σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3, e usando um argumento análogo ao feito

na demonstração da Proposição 1.27, temos que existem levantamentos para os elementos

do conjunto {r0, q1, q2, q3} tais que a matriz de Gram tem a forma

G =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 g34

0 0 g34 1


com g34 > 0. Usando o conceito de d–invariante, e a notação d23 = d(q2, q3), temos que d23 =

d(q2, q3) = 〈Q2, Q3〉〈Q3, Q2〉 = g234, e consequentemente g34 =
√
d23. Note que nesse caso

temos d(q1, q2) = d(q1, q3) = 0 devido às ortogonalidades entre as geodésicas riemannianas

em questão. Assim, existem levantamentos para os elementos do conjunto {r0, q1, q2, q3} tais

que a matriz de Gram tem a forma
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G =


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
√
d23

0 0
√
d23 1


a qual chamamos de matriz de Gram canônica para uma tripla coplanar ortogonal tipo 2 tal

que σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3. Supondo que σ1 ⊥ σ2 e σ2 ⊥ σ3, ou supondo que σ1 ⊥ σ3 e σ2 ⊥ σ3,

obtemos respectivamente as matrizes de Gram
1 0 0 0

0 1 0
√
d13

0 0 1 0

0
√
d13 0 1

 e


1 0 0 0

0 1
√
d12 0

0
√
d12 1 0

0 0 0 1

 ,

determinadas de maneira análoga a anterior.

Observação 3.32 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 2, tal que σ1 ⊥ σ2

e σ1 ⊥ σ3, associada ao conjunto de pontos positivos {r0, q1, q2, q3}. Considere o conjunto

formado por levantamentos dos elementos de tal conjunto, denotado por {R0, Q1, Q2, Q3}.

Veja que o conjunto gerado W = spanR{R0, Q1, Q2, Q3} é não degenerado. De fato, se W for

degenerado, então o levantamento Σ⊥j , do conjunto polar σ⊥j , está contido em um subespaço

parabólico de dimensão 3, para j = 1, 2, 3. Isso nos diz que as geodésicas riemannianas σ1, σ2

e σ3 se intersectam em um ponto isotrópico. Mas isso contradiz o fato de que σ1 ⊥ σ2 e

σ1 ⊥ σ3.

Teorema 3.33 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 2 de geodésicas riemanni-

anas em H3
R. Considere o conjunto de pontos positivos {r0, q1, q2, q3} associado a tal tripla.

Então o d–invariante d(q2, q3) determina unicamente a classe de congruência por PO(3, 1)

das triplas coplanares não ortogonais tipo 2, tais que satisfazem σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3.

Prova. Basta notar que se duas triplas possuem o mesmo d–invariante, então possuem a

mesma matriz de Gram canônica. Como as triplas estão associadas a conjuntos de pontos
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positivos tais que os conjuntos gerados pelos levantamentos são não degenerados (ver Ob-

servação 3.32), temos que o resultado segue da Proposição 1.32 (considerando o corpo dos

reais e n = 3).

Veja que a Observação 3.32 é verdadeira tanto para o caso em que σ1 ⊥ σ2 e σ2 ⊥ σ3,

quanto para o caso em que σ1 ⊥ σ3 e σ2 ⊥ σ3. Da mesma forma, versões análogas do

Teorema 3.33 podem ser obtidas para tais casos.

Agora considere (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 2, tal que σ1 ⊥ σ2 e

σ1 ⊥ σ3. Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Vimos que nesse caso

podemos recuperar as entradas de G em termos do invariante d(q2, q3). Denote porMsc
2 (3, 3)

o espaço de configurações de triplas coplanares ortogonais tipo 2, tais que σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3.

Os elementos de Msc
2 (3, 3) são classes denotadas por [(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ̃ :Msc
2 (3, 3) → R

que associa a cada classe [(σ1, σ2, σ3)] o invariante d(q2, q3). Por fim, defina o conjunto

Msc
2 (3, 3) = {d23 ∈ R; d23 > 1}. Veja que Msc

2 (3, 3) munido da topologia induzida de R é

um espaço topológico.

Teorema 3.34 O espaço de configurações Msc
2 (3, 3) é homeomorfo ao espaço Msc

2 (3, 3).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais com

n = 3) e pelo Teorema 3.33, temos que a aplicação τ̃ : Msc
2 (3, 3) → R dada acima define

uma aplicação τ̃ : Msc
2 (3, 3) → Msc

2 (3, 3). Pelo Teorema 3.33 temos que τ̃ : Msc
2 (3, 3) →

Msc
2 (3, 3) é injetiva. Para a sobrejetividade, dado d23 ∈ Msc

2 (3, 3), considere G tal que

g34 = g43 =
√
d23, gjj = 1, para j = 1, ..., 4, e as demais entradas são nulas. Segue das

condições de determinante, que G assim constrúıda, é a matriz de Gram canônica de alguma

tripla coplanar ortogonal tipo 2, tal que σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3. Logo τ̃ :Msc
2 (3, 3)→ Msc

2 (3, 3)

é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Msc
2 (3, 3) da topologia

induzida de R, temos que τ̃ :Msc
2 (3, 3)→Msc

2 (3, 3) é um homeomorfismo.

Definição 3.35 Chamamos Msc
2 (3, 3) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Msc
2 (3, 3).
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Da mesma maneira que fizemos acima, podemos construir o espaço de módulos para o

caso em que σ1 ⊥ σ2 e σ2 ⊥ σ3, e para o caso em que σ1 ⊥ σ3 e σ2 ⊥ σ3. A construção é

totalmente análoga.

3.4 Tabela de Parâmetros

Nesta seção apresentamos uma tabela que explicita os parâmetros necessários para a

construção do espaço de módulos para cada um dos casos que trabalhamos neste caṕıtulo.

Segue a tabela.

Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Genérica d12, d23, d13, θ1, θ2 e θ3 9

a12, a23 e a13

Quase Genérica com d23, d13, a12, θ1, θ2 e θ3 8

(σ1, σ2) concorrente a23 e a13

Quase Genérica com d12, d23, d13, θ1, θ2 e θ3 8

(σ1, σ2) ultraparalela a23 e a13

Quase Genérica com d23, d13, a23 θ1, θ2 e θ3 7

(σ1, σ2) assintótica e a13

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d13, a12, a23 θ1, θ2 e θ3 7

e (σ2, σ3) concorrentes e a13

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d12, d23, d13, θ1, θ2 e θ3 7

e (σ2, σ3) ultraparalelas e a13

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d23, d13, a12, θ1, θ2 e θ3 7

concorrente e (σ2, σ3) ultraparalela e a13

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d13, a12 e a13 θ1, θ2 e θ3 6

concorrente e (σ2, σ3) assintótica

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d12, d13 e a13 θ1, θ2 e θ3 6

ultraparalela e (σ2, σ3) assintótica
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Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d13 e a13 θ1, θ2 e θ3 5

e (σ2, σ3) assintóticas

Duas a Duas Coplanares a12, a23 e a13 θ1, θ2 e θ3 6

concorrentes

Duas a Duas Coplanares d12, d23 e d13 θ1, θ2 e θ3 6

ultraparalelas

Duas a Duas Coplanares − θ1, θ2 e θ3 3

assintóticas

Coplanares sem degeneração

e sem ortogonalidade, com a12, a23 e a13 − 3

subduplas concorrentes

Coplanares sem degeneração

e sem ortogonalidade, com d12, d23 e d13 − 3

subduplas ultraparalelas

Coplanares sem degeneração

e sem ortogonalidade, com − − −

subduplas assintóticas

Coplanares sem degeneração d23, d13 e a12 − 3

e sem ortogonalidade, formação 1

Coplanares sem degeneração a12 − 1

e sem ortogonalidade, formação 2

Coplanares sem degeneração d12, a23 e a13 − 3

e sem ortogonalidade, formação 3

Coplanares sem degeneração d12 − 1

e sem ortogonalidade, formação 4

Coplanares sem degeneração a23 e a13 − 2

e sem ortogonalidade, formação 5
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Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Coplanares sem degeneração d23 e d13 − 2

e sem ortogonalidade, formação 6

Coplanares sem degeneração d23 e a12 − 2

e sem ortogonalidade, formação 7

Coplanares Ortogonais a23 e a13 − 2

Tipo 1 com formação 8

Coplanares Ortogonais d23 e d13 − 2

Tipo 1 com formação 9

Coplanares Ortogonais − − −

Tipo 1 com formação 10

Coplanares Ortogonais d13 e a23 − 2

Tipo 1 com formação 11

Coplanares Ortogonais a23 − 1

Tipo 1 com formação 12

Coplanares Ortogonais d23 − 1

Tipo 1 com formação 13

Coplanares Ortogonais a12 − 1

Tipo 2 com (σ1, σ2) concorrente

Coplanares Ortogonais d12 − 1

Tipo 2 com (σ1, σ2) ultraparalela

Coplanares Ortogonais − − −

Tipo 2 com (σ1, σ2) assintótica

Fazemos abaixo uma legenda para a tabela acima:

(i) Formação 1: Estamos considerando que (σ1, σ2) é concorrente, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

ultraparalelas;

(ii) Formação 2: Estamos considerando que (σ1, σ2) é concorrente, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

130



assintóticas;

(iii) Formação 3: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ultraparalela, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

concorrentes;

(iv) Formação 4: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ultraparalela, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

assintóticas;

(v) Formação 5: Estamos considerando que (σ1, σ2) é assintótica, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

concorrentes;

(vi) Formação 6: Estamos considerando que (σ1, σ2) é assintótica, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

ultraparalelas;

(vii) Formação 7: Estamos considerando que (σ1, σ2) é concorrente, (σ2, σ3) é ultraparalela

e (σ1, σ3) é assintóticas;

(viii) Formação 8: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

concorrentes;

(ix) Formação 9: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

ultraparalelas;

(x) Formação 10: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

assintóticas;

(xi) Formação 11: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) concorrente

e (σ1, σ3) ultraparalela;

(xii) Formação 12: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) concorrente

e (σ1, σ3) assintótica;

(xiii) Formação 13: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) ultraparalela

e (σ1, σ3) assintótica;
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Caṕıtulo 4

O Problema de Congruência para

Triplas de Geodésicas em H4
R

Neste caṕıtulo vamos encontrar invariantes que descrevem unicamente as classes de con-

gruência, por PO(4, 1), de triplas ordenadas de geodésicas riemannianas distintas em H4
R.

Para mais detalhes sobre grupo de isometrias do espaço hiperbólico real, ver Subseção 1.2.2.3.

Segue o conceito de congruência.

Definição 4.1 Dizemos que duas triplas ordenadas (σ1, σ2, σ3) e (σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3) de geodésicas

riemannianas distintas em H4
R são congruentes, quando existe uma isometria f ∈ PO(4, 1)

tal que f(σj) = σ
′
j para j = 1, 2, 3.

Note que a congruência definida acima é uma relação de equivalência. O espaço das

classes de equivalência munido da topologia quociente é denominado espaço de configurações

de triplas ordenadas de geodésicas riemannianas distintas em H4
R, e denotamos porM(3, 4).

Nas seções que seguem, vamos começar verificando na Seção 4.1 a dimensão do espaço

de módulos para triplas de geodésicas em H4
R. Em seguida, na Seção 4.2, nos dedicamos à

construção do espaço de módulos para o caso em que a tripla é genérica (ver Definição 4.2).

Por fim, na Seção 4.3 tratamos do caso em que a tripla é especial.
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4.1 Dimensão do Espaço de Módulos

Na Seção 2.2 fizemos um estudo sobre o problema de congruência para duplas orde-

nadas de geodésicas riemannianas em H4
R. Vimos que foram necessários dois invariantes

(ângulo e distância) para descrever unicamente as classes de congruência, por PO(4, 1), de

duplas ordenadas de geodésicas riemannianas em H4
R. Para o problema de congruência de

triplas ordenadas de geodésicas riemannianas em H4
R, vamos necessitar de mais invarian-

tes. Nossa estratégia para resolver tal problema será associar cada tripla (σ1, σ2, σ3) de

geodésicas riemannianas, às subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3), onde cada subdupla, por

sua vez, está associada ao seu respectivo conjunto bi-ortogonal. Assim, temos associado a

cada tripla (σ1, σ2, σ3) um conjunto de quinze pontos positivos (cinco pontos de cada con-

junto bi-ortogonal). Se σ⊥j denota o conjunto polar da geodésica riemannianas σj, temos que

σ⊥j contém seis pontos dos quinze, para cada j ∈ {1, 2, 3}.

Definição 4.2 Uma tripla ordenada (σ1, σ2, σ3) de geodésicas riemannianas distintas em

H4
R é dita ser uma tripla genérica se as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são reversas.

Caso contrário, (σ1, σ2, σ3) é dita ser uma tripla especial.

Agora vamos verificar a quantidade de parâmetros necessários para descrever unicamente

as classes de congruência, por PO(4, 1), de triplas genéricas de geodésicas riemannianas de

H4
R. Para começar, considere uma tripla genérica (σ1, σ2, σ3) em H4

R. Usando o modelo do

semiespaço superior (ver Subseção 1.2.2.1), identificamos H4
R com o produto R3 × R+ e a

fronteira ∂H4
R com R3 ∪ {∞}.

Sabemos que cada geodésica riemanniana é determinada de maneira única por seus pontos

extremos. Denotemos por p1 e p2 os pontos extremos de σ1, p3 e p4 os pontos extremos de

σ2 e por p5 e p6 os pontos extremos de σ3. Note que pj ∈ R3 ∪ {∞}, para j = 1, ..., 6.

Como o grupo de isometrias age transitivamente em triplas de pontos na fronteira do espaço

hiperbólico real, então podemos supor, a menos de isometrias, que p1 = o, p2 = ∞ e

p3 = (1, 0, 0). Assim, temos a priori que os pontos p4, p5, p6 ∈ R3 podem ser quaisquer

vetores de R3. Dessa forma, temos um total de nove parâmetros reais. O próximo resultado

nos diz que o estabilizador dos pontos p1, p2 e p3 é não trivial, então vamos poder normalizar

um dos pontos remanescentes.
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Proposição 4.3 O estabilizador de três pontos distintos em ∂H4
R, no grupo PO(4, 1), é um

grupo a 1 parâmetro.

Prova. Considere o modelo projetivo do espaço hiperbólico real. Tome pontos p1, p2, p3 ∈

∂H4
R. Podemos supor sem perda de generalidade que p1 = [(0, 0, 0, 1, 1)], p2 = [(0, 0, 0,−1, 1)]

e p3 = [(0, 0, 1, 0, 1)], com levantamentos P1, P2 e P3, respectivamente. Seja A = (gjk) uma

matriz de O(4, 1). Se A estabiliza P1, P2 e P3, temos que A tem a forma

A =


g11 g12 0

g21 g22 0

0 0 I3

 .

onde I3 denota a matriz identidade de ordem 3. Como A é uma matriz de O(4, 1), temos

que o primeiro bloco de A é uma matriz de O(2). Assim, podemos considerar A escrita na

forma 
cos(θ) −sen(θ) 0

sen(θ) cos(θ) 0

0 0 I3


onde θ representa o ângulo de rotação em torno do subespaço invariante de dimensão 3,

gerado pelos pontos P1, P2 e P3. Com isso segue o resultado.

A proposição acima mostra que existe um elemento do grupo Isom(H4
R) que normaliza

p4, ou seja, que nos permite expressar o ponto p4 nas coordenadas (x1, x2, 0), (x1, 0, x2) ou

(0, x1, x2) em R3. Isso mostra que o espaço de módulos para triplas genéricas de geodésicas

riemannianas em H4
R tem dimensão real 8.

4.2 Espaço de Módulos de Triplas Genéricas

Considere uma tripla genérica (σ1, σ2, σ3) de geodésicas riemannianas em H4
R. Temos que

as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são reversas. Vamos denotar por {r12, p12, p21, q12,

q21}, {r23, p23, p32, q23, q32} e {r13, p13, p31, q13, q31} os conjuntos bi-ortogonais associados às

subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3), respectivamente. Com isso, associamos cada tripla

genérica (σ1, σ2, σ3) ao conjunto {r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}
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de pontos positivos. Veja que rij, pij, qij ∈ σ⊥i e rij, pji, qji ∈ σ⊥j , para i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j.

Além disso, vamos denotar por R12, P12, P21, Q12, Q21, R23, P23, P32, Q23, Q32, R13, P13,

P31, Q13 e Q31 os levantamentos para r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13,

p31, q13 e q31, respectivamente. As ilustrações abaixo exprimem os posicionamentos posśıveis

dos conjuntos polares das geodésicas de uma tripla genérica em H4
R. A Figura 4.1 expressa

a situação em que não existe uma cópia de H3
R em H4

R que contenha a tripla genérica, e a

Figura 4.2 expressa a situação em que existe H3
R em H4

R que contém a tripla genérica.

σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3

Figura 4.1: Tripla não contida em H3
R

σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3

Figura 4.2: Tripla contida em H3
R

Veja que se (σi, σj) é uma subdupla da tripla (σ1, σ2, σ3), temos que a pré-distância e o

pré-ângulo são dados por d(pij, pji) e d(qij, qji), respectivamente, para i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j.

Vamos denotar tais invariantes por dij = d(pij, pji) e aij = d(qij, qji) para i, j ∈ {1, 2, 3} e

i 6= j. Com isso, temos a definição que segue.

Definição 4.4 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R.

Considere as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3). Chamamos aos d–invariantes d12, d13,

d23, a12, a13 e a23 de parâmetros básicos da tripla (σ1, σ2, σ3).

4.2.1 Matriz de Gram canônica para triplas genéricas

Agora vamos nos concentrar em associar cada tripla genérica de geodésicas riemannianas

a uma matriz de Gram em uma forma conveniente para nossos fins. Isto é, vamos nos

concentrar em recuperar as entradas da matriz de Gram associada a tal tripla, em termos

de invariantes, assim como fizemos para o caso de duplas de geodésicas no Caṕıtulo 2.
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Considere uma tripla genérica (σ1, σ2, σ3) de geodésicas riemannianas em H4
R. Seja Σ⊥j o

levantamento do conjunto polar σ⊥j de σj, para j = 1, 2, 3. Sabemos que Σ⊥j é um subespaço

real positivo com dimensão 3, para j = 1, 2, 3. Além disso, veja que o conjunto formado

pelos levantamentos R12, P12, Q12 dos pontos polares r12, p12, q12, respectivamente, é uma

base ortonormal para Σ⊥1 . Por outro lado, o conjunto formado pelos levantamentos R13, P13,

Q13 dos pontos polares r13, p13, q13, respectivamente, também formam uma base ortonormal

para Σ⊥1 . Analogamente temos que os conjuntos {R12, P21, Q21} e {R23, P23, Q23} são bases

ortonormais de Σ⊥2 , e os conjuntos {R13, P31, Q31} e {R23, P32, Q32} são bases ortonormais

para Σ⊥3 . Como SO(3,Σ⊥j ) age transitivamente em pares de bases ortonormais (com mesma

orientação) de Σ⊥j , podemos tomar elementos Tj ∈ SO(3,Σ⊥j ), com j = 1, 2, 3, tais que

T1 : {R12, P12, Q12} → {R13, P13, Q13}

T2 : {R12, P21, Q21} → {R23, P23, Q23}

T3 : {R23, P32, Q32} → {R13, P31, Q31}

onde cada Tj pode ser escrita na forma

Tj =


cos(θj) + α2

1j(1− cos(θj)) α1jα2j(1− cos(θj))− α3jsen(θj) α1jα3j(1− cos(θj)) + α2jsen(θj)

α1jα2j(1− cos(θj)) + α3jsen(θj) cos(θj) + α2
2j(1− cos(θj)) α2jα3j(1− cos(θj))− α1jsen(θj)

α1jα3j(1− cos(θj))− α2jsen(θj) α2jα3j(1− cos(θj)) + α1jsen(θj) cos(θj) + α2
3j(1− cos(θj))


a qual é chamada fórmula de Rodrigues, e conhecida como parametrização ângulo-eixo para

matriz de rotação de ordem 3. Essa forma representa uma rotação em torno de um eixo que

está na direção de um vetor unitário αj = (α1j, α2j, α3j), com α2
1j + α2

2j + α2
3j = 1, e com

ângulo de rotação θj, para j = 1, 2, 3.

Definição 4.5 Chamamos os parâmetros α1j, α2j, α3j e θj, para j = 1, 2, 3, de ângulos de

transição.

σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3

r23

r13r12
q21p21

q23

p23

q31 p31

p32

q32

q12 q13

p13p12
T1

T2 T3
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Observação 4.6 O Teorema de Witt nos permite estender a aplicação Tj ∈ SO(3,Σ⊥j ) para

uma aplicação de SO(4, 1), para j = 1, 2, 3.

A ideia agora é recuperar as entradas da matriz de Gram dos pontos r12, p12, p21, q12, q21,

r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31, em termos desses dezoito parâmetros que temos,

ou seja, em termos dos seis parâmetros básicos dados na Definição 4.4 e dos doze ângulos de

transição dados na Definição 4.5. Para tanto, note que uma parte da matriz de Gram foi re-

cuperada em termos dos parâmetros básicos no Caṕıtulo 2, ou seja, recuperamos as entradas

dos blocos formados pelos levantamentos dos elementos dos conjuntos {r12, p12, p21, q12, q21},

{r23, p23, p32, q23, q32} e {r13, p13, p31, q13, q31}, onde tais blocos são dados respectivamente por:

1 0 0 0 0

0 1
√
d12 0 0

0
√
d12 1 0 0

0 0 0 1
√
a12

0 0 0
√
a12 1


,



1 0 0 0 0

0 1
√
d23 0 0

0
√
d23 1 0 0

0 0 0 1
√
a23

0 0 0
√
a23 1


e



1 0 0 0 0

0 1
√
d13 0 0

0
√
d13 1 0 0

0 0 0 1
√
a13

0 0 0
√
a13 1


onde d12, d13, d23 > 1 e 0 ≤ a12, a13, a23 < 1.

Por outro lado, podemos recuperar as entradas remanescentes usando as aplicações Tj,

com j = 1, 2, 3. Por exemplo, para recuperar a entrada 〈Q23, P13〉, temos dos produtos

[R13 P13 Q13] = [R12 P12 Q12] T1 e [R23 P23 Q23] = [R12 P21 Q21] T2

que Q23 e P13 possuem expressões:

Q23 = R12(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2)) + P21(α22α32(1− cos(θ2))− α12sen(θ2))

+ Q21(cos(θ2) + α2
32(1− cos(θ2))) ;
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P13 = R12(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1)) + P12(cos(θ1) + α2
21(1− cos(θ1)))

+ Q12(α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1)) .

Consequentemente

〈Q23, P13〉 = [(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))]

+
√
d12 [(α22α32(1− cos(θ2))− α12sen(θ2))(cos(θ1) + α2

21(1− cos(θ1)))]

+
√
a12 [(cos(θ2) + α2

32(1− cos(θ2)))(α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1))]

obtendo dessa forma uma expressão para 〈Q23, P13〉 que depende apenas dos parâmetros

básicos e dos ângulos de transição. As demais entradas da matriz de Gram podem ser

recuperadas da mesma forma (ver Apêndice B). Com isso temos o próximo resultado.

Teorema 4.7 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R, e

considere {r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31} o conjunto de pontos

positivos, associado à tripla (σ1, σ2, σ3). Então existem levantamentos para os elementos de

tal conjunto, de forma que a matriz de Gram G associada a esses levantamentos é dada por:

G =



1 0 0 0 0

0 1
√
d12 0 0

0
√
d12 1 0 0

0 0 0 1
√
a12

0 0 0
√
a12 1

E1 E2

E1

1 0 0 0 0

0 1
√
d23 0 0

0
√
d23 1 0 0

0 0 0 1
√
a23

0 0 0
√
a23 1

E3

E2 E3

1 0 0 0 0

0 1
√
d13 0 0

0
√
d13 1 0 0

0 0 0 1
√
a13

0 0 0
√
a13 1


onde 1 < d12, d13, d23 e 0 ≤ a12, a13, a23 < 1, e os blocos E1, E2 e E3 possuem entradas

recuperadas em termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição.
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Definição 4.8 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R,

associada ao conjunto {r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31} de pontos

positivos. Chamamos a matriz G, obtida no Teorema 4.7, de matriz de Gram canônica para

uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R.

Uma outra forma de recuperar as entradas da matriz de Gram G, em termos de invari-

antes, é usando a decomposição dada por Euler em que cada elemento de SO(3) pode ser

escrito como produto de três rotações, sendo a primeira sobre o eixo z, a segunda sobre o eixo

y e a terceira sobre o eixo z, nesta ordem (ver Seção 5.1 em [4]), com y e z denotando dois

dos eixos coordenados. Ou seja, podemos escrever a aplicação dada acima Tj ∈ SO(3,Σ⊥j ),

com j = 1, 2, 3, como o produto Tj = A1jA2jA3j, para j = 1, 2, 3, onde

A1j =


cos(θ1j) −sen(θ1j) 0

sen(θ1j) cos(θ1j) 0

0 0 1

 , A2j =


cos(θ2j) 0 sen(θ2j)

0 1 0

−sen(θ2j) 0 cos(θ2j)



e A3j =


cos(θ3j) −sen(θ3j) 0

sen(θ3j) cos(θ3j) 0

0 0 1

 .

Assim, obtemos um total de nove ângulos de transição denotados por θ1j, θ2j e θ3j, para

j = 1, 2, 3. Com isso, podemos escrever as entradas de G em termos dos seis parâmetros

básicos dados na Definição 4.4 e dos nove ângulos de transição obtidos da decomposição

de Euler, totalizando quinze parâmetros. Por exemplo, para recuperar a entrada 〈Q23, P13〉,

temos dos produtos

[R13 P13 Q13] = [R12 P12 Q12] T1 e [R23 P23 Q23] = [R12 P21 Q21] T2

que Q23 e P13 possuem expressões

Q23 = R12(cos(θ12)sen(θ22)) + P21(sen(θ12)sen(θ22)) +Q21(cos(θ22))

e

P13 = R12(−cos(θ11)cos(θ21)sen(θ31)− cos(θ31)sen(θ11)) + P12(−cos(θ21)sen(θ11)sen(θ31)

+ cos(θ11)cos(θ31)) +Q12(sen(θ21)sen(θ31)) ,
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e consequentemente

〈Q23, P13〉 = [(cos(θ12)sen(θ22))(−cos(θ11)cos(θ21)sen(θ31)− cos(θ31)sen(θ11))]

+
√
d12 [(sen(θ12)sen(θ22))(−cos(θ21)sen(θ11)sen(θ31) + cos(θ11)cos(θ31))]

+
√
a12 [(cos(θ22))(sen(θ21)sen(θ31))]

obtendo dessa forma uma expressão para 〈Q23, P13〉 que depende apenas dos parâmetros

básicos e dos ângulos de transição obtidos da decomposição de Euler. As demais entradas

da matriz de Gram podem ser recuperadas da mesma forma. Veja que isso nos dá um

resultado similar ao Teorema 4.7.

Observação 4.9 Embora pela decomposição de Euler obtemos nove ângulos de transição,

essa quantidade de parâmetros é equivalente à quantidade de parâmetros obtidos pela fórmula

de Rodrigues. Note que, apesar de obtermos pela fórmula de Rodrigues doze ângulos de

transição, temos três relações imediatas entre tais parâmetros, ou seja, α2
1j + α2

2j + α2
3j = 1

para j = 1, 2, 3.

Veja que, usando a decomposição de Euler, obtemos as igualdades:

〈Q12, Q13〉 = cos(θ21)

〈Q21, Q23〉 = cos(θ22)

〈Q32, Q31〉 = cos(θ23)

e consequentemente, d(q12, q13) = cos2(θ21), d(q21, q23) = cos2(θ22) e d(q32, q31) = cos2(θ23).

Por outro lado, temos que q12, q13 ∈ σ⊥1 , q21, q23 ∈ σ⊥2 e q32, q31 ∈ σ⊥3 . Segue da Proposição

2.37 que os hiperplanos, q⊥12 e q⊥13, contêm a geodésica riemanniana σ1, e portanto o d–

invariante d(q12, q13) define ângulo entre os hiperplanos q⊥12 e q⊥13. O mesmo acontece para

q21, q23 ∈ σ⊥2 e q32, q31 ∈ σ⊥3 . Assim, temos que d(q12, q13), d(q21, q23) e d(q32, q31) definem os

ângulos de transição θ21, θ22 e θ23, dados pela decomposição de Euler.

Teorema 4.10 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R.

Então os seis parâmetros básicos junto com os doze ângulos de transição obtidos da fórmula

de Rodrigues def inem unicamente a classe de congruência por PO(4, 1) das triplas genéricas

de geodésicas riemannianas em H4
R.
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Prova. Sejam (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R e G a

matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Pela construção de G temos que as entradas

são recuperadas de maneira única em termos dos respectivos parâmetros básicos e ângulos

de transição. Sejam {r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}, o conjunto

de pontos positivos associado à tripla (σ1, σ2, σ3), e W o espaço gerado por levantamentos

dos elementos de tal conjunto. Veja que W é não degenerado. De fato, se R12, P12, P21, Q12

e Q21 são levantamentos para os pontos r12, p12, p21, q12, q21, respectivamente, temos que o

subconjunto {R12, P12, P21, Q12, Q21} ⊂ W é uma base para W e consequentemente W =

spanR{R12, P12, P21, Q12, Q21} = V 4,1
R (ver Proposição 2.65). Segue que W é não degenerado.

Além disso, se (σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3) é uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4

R com G
′

sendo a matriz de Gram canônica associada a tal tripla, e se G
′
é recuperada com os mesmos

parâmetros básicos e mesmos ângulos de transição dados nas entradas de G, temos que G =

G
′
. Analogamente, para dado {r′12, p

′
12, p

′
21, q

′
12, q

′
21, r

′
23, p

′
23, p

′
32, q

′
23, q

′
32, r

′
13, p

′
13, p

′
31, q

′
13, q

′
31},

o conjunto de pontos positivos associado à tripla (σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3), com W

′
sendo o espaço gerado

por levantamentos dos elementos de tal conjunto, temos que W
′

é não degenerado. O

resultado segue da Proposição 1.32.

Observação 4.11 Um resultado análogo ao Teorema 4.10 pode ser obtido para ângulos de

transição dados pela decomposição de Euler.

Vimos que a dimensão do espaço de módulos para triplas genéricas de geodésicas rie-

mannianas em H4
R é 8. Entretanto, segundo o Teorema 4.10, dezoito parâmetros definem

unicamente a classe de congruência, por PO(4, 1), das triplas genéricas de geodésicas rie-

mannianas em H4
R. Dessa forma, apresentamos dez equações independentes que relacionam

os dezoito parâmetros dados no Teorema 4.10. Pela Observação 4.9 temos três equações de-

notadas por α2
1j + α2

2j + α2
3j = 1 para j = 1, 2, 3. As outras sete equações foram constrúıdas

no Apêndice B, e são denotadas por:
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D1×6 = [cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2))]

− [(cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1)))(cos(θ3) + α2

13(1− cos(θ3)))

+
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))(α13α23(1− cos(θ3))− α33sen(θ3))

+
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))(α13α33(1− cos(θ3)) + α23sen(θ3))]

= 0

D1×11 = [cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(cos(θ3) + α2

13(1− cos(θ3)))

+
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))(α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3))

+
√
a23(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))(α13α33(1− cos(θ3))− α23sen(θ3))]

= 0

D6×11 = [cos(θ3) + α2
13(1− cos(θ3))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(cos(θ1) + α2

11(1− cos(θ1)))

+
√
d12(α12α22(1− cos(θ2)) + α32sen(θ2))(α11α21(1− cos(θ1)) + α31sen(θ1))

+
√
a12(α12α32(1− cos(θ2))− α22sen(θ2))(α11α31(1− cos(θ1))− α21sen(θ1))]

= 0

D1×8 = [
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))]

− [(cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1)))(α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3))

+
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))(cos(θ3) + α2

23(1− cos(θ3)))

+
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3))]

= 0
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D1×10 = [
√
a23(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))]

− [(cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1)))(α13α33(1− cos(θ3))− α23sen(θ3))

+
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3))

+
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))(cos(θ3) + α2

33(1− cos(θ3)))]

= 0

D1×13 = [
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(α13α23(1− cos(θ3))− α33sen(θ3))

+
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))(cos(θ3) + α2

23(1− cos(θ3)))

+
√
a23(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3))]

= 0

D1×15 = [
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(α13α33(1− cos(θ3)) + α23sen(θ3))

+
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3))

+
√
a23(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))(cos(θ3) + α2

33(1− cos(θ3)))]

= 0

onde a notação Dk×l denota a relação obtida da subtração das duas expressões decorrentes

da aplicação da forma 〈·, ·〉 no ponto da linha k com o ponto da coluna l da matriz de Gram

em questão (ver Apêndice B para mais detalhes).

4.2.2 Matriz de Gram canônica para triplas genéricas contidas em

um H3
R

Considere uma tripla genérica (σ1, σ2, σ3) de geodésicas riemannianas em H4
R. Temos

que as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são reversas. Vimos no Lema 2.43 que as

intersecções σ⊥1 ∩ σ⊥2 , σ⊥2 ∩ σ⊥3 e σ⊥1 ∩ σ⊥2 são pontos do espaço projetivo. Denote tais pontos

por rij = σ⊥i ∩σ⊥j , para i, j = 1, 2, 3 e i 6= j. Veja que temos duas possibilidades, ou r12 6= r23,

r23 6= r13 e r12 6= r13, ou r12 = r23 = r13. No primeiro caso, temos que a tripla genérica
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(σ1, σ2, σ3) não está contida em uma cópia de H3
R em H4

R. Entretanto, no segundo caso,

temos que a tripla genérica (σ1, σ2, σ3) está contida em uma cópia de H3
R em H4

R, e tal H3
R é

dado pelo complemento ortogonal do ponto r12 = r23 = r13. Nesta subseção vamos trabalhar

com o caso em que a tripla genérica está contida em um H3
R.

Observação 4.12 Observe que denotamos por {r12, p12, p21, q12, q21}, {r23, p23, p32, q23, q32}

e {r13, p13, p31, q13, q31} os conjuntos bi-ortogonais associados às subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3)

e (σ1, σ3), respectivamente. Assim, associamos cada tripla genérica (σ1, σ2, σ3), contida em

um H3
R, ao conjunto de pontos positivos {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31},

com r = r12 = r23 = r13, e denotamos por R, P12, P21, Q12, Q21, P23, P32, Q23, Q32, P13,

P31, Q13 e Q31 os levantamentos de r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13 e q31,

respectivamente.

Veja que r, pij, qij ∈ σ⊥i , para i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j. Além disso, o conjunto dos

levantamentos R, P12, Q12 dos pontos polares r, p12, q12, respectivamente, é uma base

ortonormal para Σ⊥1 . Por outro lado, o conjunto formado pelos levantamentos R, P13, Q13

dos pontos polares r, p13, q13, respectivamente, também é uma base ortonormal para Σ⊥1 .

Analogamente temos que os conjuntos {R,P21, Q21} e {R,P23, Q23} são bases ortonormais

de Σ⊥2 , e os conjuntos {R,P31, Q31} e {R,P32, Q32} são bases ortonormais para Σ⊥3 . Usando

a fórmula de Rodrigues, temos que a matriz Tj tem a expressão

Tj =


cos(θj) + α2

1j(1− cos(θj)) α1jα2j(1− cos(θj))− α3jsen(θj) α1jα3j(1− cos(θj)) + α2jsen(θj)

α1jα2j(1− cos(θj)) + α3jsen(θj) cos(θj) + α2
2j(1− cos(θj)) α2jα3j(1− cos(θj))− α1jsen(θj)

α1jα3j(1− cos(θj))− α2jsen(θj) α2jα3j(1− cos(θj)) + α1jsen(θj) cos(θj) + α2
3j(1− cos(θj))


para j = 1, 2, 3. Entretanto, nesse caso Tj deixa o levantamento do ponto r fixado, para

j = 1, 2, 3. Isso nos permite eliminar alguns parâmetros.

Proposição 4.13 Uma tripla genérica (σ1, σ2, σ3) de geodésicas riemannianas em H4
R, está

contida em uma cópia de um H3
R em H4

R se, e somente se, os ângulos de transição obtidos

da fórmula de Rodrigues satisfazem α1j = ±1, α2j = 0 e α3j = 0, para j = 1, 2, 3.

Prova. Considere a tripla genérica (σ1, σ2, σ3), contida em uma cópia de um H3
R em H4

R, as-

sociada ao conjunto de pontos positivos {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31}.
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Seja Tj obtida através da fórmula de Rodrigues, para j = 1, 2, 3. Temos que Tj deixa o

levantamento do ponto projetivo r fixado se, e somente se, as seguintes entradas satisfazem

às condições:

cos(θj) + α2
1j(1− cos(θj)) = 1

α1jα2j(1− cos(θj)) + α3jsen(θj) = 0

α1jα3j(1− cos(θj))− α2jsen(θj) = 0

para j = 1, 2, 3. Por outro lado, se Tj deixa o levantamento de r fixado, então a inversa T−1j

também o deixa. Consequentemente, as seguintes entradas satisfazem às condições:

α1jα2j(1− cos(θj))− α3jsen(θj) = 0

α1jα3j(1− cos(θj)) + α2jsen(θj) = 0

para j = 1, 2, 3. Além disso, note que θj 6= 0, pois as bases em questão são distintas, e

lembre que a condição α2
1j + α2

2j + α2
3j = 1 é satisfeita para j = 1, 2, 3. Assim, temos que as

condições dadas são satisfeitas se, e somente se, α1j = ±1, α2j = 0 e α3j = 0, para j = 1, 2, 3.

Pela Proposição 4.13, temos que a aplicação Tj ∈ SO(3,Σ⊥j ), tal que

T1 : {R,P12, Q12} → {R,P13, Q13}

T2 : {R,P21, Q21} → {R,P23, Q23}

T3 : {R,P32, Q32} → {R,P31, Q31}

pode ser escrita na forma

Tj =


1 0 0

0 cos(θj) −sen(θj)

0 sen(θj) cos(θj)


considerando α1j = 1, α2j = 0 e α3j = 0, para j = 1, 2, 3. Se α1j = −1 temos que

Tj =


1 0 0

0 cos(θj) sen(θj)

0 −sen(θj) cos(θj)

 .
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σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3r

q21
p21

q31
p31

p23
q23

p32
q32

q13
p12

q12
p13

T2 T3

T1

Podemos supor sem perda de generalidade que α1j = 1. Assim, podemos expressar em

termos de parâmetros básicos, e do ângulo de transição θj, as entradas da matriz de Gram dos

levantamentos dos elementos do conjunto {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31}

que está associado à tripla genérica (σ1, σ2, σ3). Por exemplo, para recuperar a entrada

〈Q23, P13〉, temos dos produtos

[R P23 Q23] = [R P21 Q21] T2 e [R P13 Q13] = [R P12 Q12] T1

que Q23 e P13 possuem expressões

Q23 = R − P21sen(θ2) +Q21cos(θ2) e P13 = R + P12cos(θ1) +Q12sen(θ1) ,

e consequentemente

〈Q23, P13〉 = 1−
√
d12 sen(θ2)cos(θ1) +

√
a12 cos(θ2)sen(θ1) .

As demais entradas da matriz de Gram podem ser recuperadas da mesma forma. Com

isso, temos o próximo resultado.

Teorema 4.14 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R con-

tida em uma cópia de H3
R em H4

R, e considere {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13,

q31} o conjunto de pontos positivos, associado à tripla (σ1, σ2, σ3). Então existem levanta-

mentos para os elementos de tal conjunto, de forma que a matriz de Gram G associada a

esses levantamentos é dada por:

G =

 1 0

0 G̃
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tal que a matriz G̃ tem a forma

G̃ =



1
√
d12 0 0√

d12 1 0 0

0 0 1
√
a12

0 0
√
a12 1

E1 E2

E1

1
√
d23 0 0√

d23 1 0 0

0 0 1
√
a23

0 0
√
a23 1

E3

E2 E3

1
√
d13 0 0√

d13 1 0 0

0 0 1
√
a13

0 0
√
a13 1


onde 1 < d12, d13, d23 e 0 ≤ a12, a13, a23 < 1, e os blocos E1, E2 e E3 possuem entradas

recuperadas em termos dos parâmetros básicos e do ângulo de transição θj, para j = 1, 2, 3.

Definição 4.15 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R

contida em uma cópia de H3
R em H4

R, associada ao conjunto {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23,

q32, p13, p31, q13, q31} de pontos positivos. Chamamos a matriz G obtida no Teorema 4.14 de

matriz de Gram canônica para uma tripla genérica de geodésicas riemannianas contida em

um H3
R em H4

R.

Teorema 4.16 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R con-

tida em uma cópia de H3
R em H4

R. Então os seis parâmetros básicos junto com o ângulo de

transição θj, para j = 1, 2, 3, def inem unicamente a classe de congruência por PO(4, 1) das

triplas genéricas de geodésicas riemannianas contidas em uma cópia de H3
R em H4

R.

Prova. A prova segue de maneira análoga à demonstração feita para o Teorema 4.10.

Observação 4.17 Um resultado análogo ao Teorema 4.16 pode ser obtido para ângulos de

transição dados pela decomposição de Euler.

Vimos que a dimensão do espaço de módulos para triplas genéricas de geodésicas rie-

mannianas em H3
R é 6 (ver Seção 3.1). Entretanto, segundo o Teorema 4.16, nove parâmetros
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definem unicamente a classe de congruência por PO(4, 1), das triplas genéricas de geodésicas

riemannianas em H4
R contidas em uma cópia de H3

R. Dessa forma, precisamos de três equações

independentes que relacionam os nove parâmetros dados no Teorema 4.16. Essas equações

podem ser obtidas através do cálculo de determinantes dos menores principais da matriz de

Gram dada no Teorema 4.14, fazendo um procedimento similar ao que foi feito no fim da

Subseção 3.2.1 para triplas genéricas em H3
R.

4.2.3 Construção do espaço de módulos para triplas genéricas

Dividimos esta subseção em duas partes. Na primeira constrúımos o espaço de módulos

para triplas genéricas de geodésicas riemannianas que não estão contidas em uma cópia de

H3
R em H4

R. Na segunda parte estudamos sobre o caso em que as triplas genéricas estão

contidas em uma cópia de H3
R em H4

R.

4.2.3.1 Construção para triplas genéricas em H4
R

Sejam (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R e G a matriz

de Gram canônica associada a tal tripla (ver Teorema 4.7). Denote por Mg(3, 4) o espaço

de configurações de triplas genéricas de geodésicas riemannianas em H4
R. Os elementos de

Mg(3, 4) são classes denotadas por [(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ :Mg(3, 4) → R18

que associa cada classe [(σ1, σ2, σ3)] aos respectivos parâmetros básicos e ângulos de transição,

ou seja, ao ponto (d12, d13, d23, a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3, α11, α21, α31, α12, α22, α32, α13, α23, α33) ∈

R18.

Notação 4.18 Vamos denotar as uplas de invariantes por:

(d, a, θ, α) = (d12, d13, d23, a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3, α11, α21, α31, α12, α22, α32, α13, α23, α33) .

Por fim, defina o conjunto

Mg(3, 4) = {(d, a, θ, α) ∈ R18; 1 < d, 0 ≤ a < 1, 0 < θ < π, α2
1j + α2

2j + α2
3j = 1, Dk×l = 0}
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onde j = 1, 2, 3 e Dk×l denota as relações explicitadas no final da Subseção 4.2.1. Veja que

Mg(3, 4) munido da topologia induzida de R18 é um espaço topológico. Com isso, temos o

próximo resultado.

Teorema 4.19 O espaço de configurações Mg(3, 4) é homeomorfo ao espaço Mg(3, 4).

Prova. Pelas condições de determinante dadas na Proposição 1.29 (considerando a pro-

posição sobre o corpo dos reais e com n = 4) e pelo Teorema 4.7, temos que a aplicação

τ : Mg(3, 4) → R18 dada acima define uma aplicação τ : Mg(3, 4) → Mg(3, 4). Usando o

Teorema 4.10, temos que τ : Mg(3, 4) → Mg(3, 4) é injetiva. Para a sobrejetividade, dado

(d, a, θ, α) ∈Mg(3, 4), usando as fórmulas que obtemos para as entradas da matriz de Gram

obtida no Teorema 4.7, podemos considerar G em termos dos seis parâmetros básicos e dos

doze ângulos de transição, com gjj = 1, para j = 1, ..., 15. Segue da Proposição 1.29 (sobre

o corpo dos reais e com n = 4) que G assim constrúıda, é a matriz de Gram canônica de

alguma tripla genérica de geodésicas riemannianas de H4
R. Logo τ : Mg(3, 4) → Mg(3, 4)

é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Mg(3, 4) da topologia

induzida de R18, temos que τ :Mg(3, 4)→Mg(3, 4) é um homeomorfismo.

Definição 4.20 Chamamos Mg(3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Mg(3, 4).

4.2.3.2 Construção para triplas genéricas de H4
R contidas em um H3

R

Sejam (σ1, σ2, σ3) uma tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R contida em uma

cópia de H3
R em H4

R, e G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla (ver Teorema

4.14). Denote por Mg
0(3, 4) o espaço de configurações de triplas genéricas de geodésicas

riemannianas em H4
R contidas em uma cópia de H3

R em H4
R. Os elementos de Mg

0(3, 4) são

classes denotadas por [(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ :Mg
0(3, 4) → R9

que associa cada classe [(σ1, σ2, σ3)] aos respectivos parâmetros básicos e ângulos de transição,

ou seja, ao ponto (d12, d13, d23, a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3) ∈ R9.
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Notação 4.21 Vamos denotar as uplas de invariantes por:

(d, a, θ) = (d12, d13, d23, a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3) .

Por fim, defina o conjunto

Mg
0(3, 4) = {(d, a, θ) ∈ R9; 1 < d, 0 ≤ a < 1, 0 < θ < π, Dk = 0, k = 1, 2, 3}

onde Dk é uma relação obtida de maneira análoga ao que foi feito na Seção 3.2 (ver Subseção

3.2.1 e Subseção 3.2.2), com k = 1, 2, 3. Veja que Mg
0(3, 4) munido da topologia induzida de

R9 é um espaço topológico. Com isso, temos o próximo resultado.

Teorema 4.22 O espaço de configurações Mg
0(3, 4) é homeomorfo ao espaço Mg

0(3, 4).

Prova. A prova é similar à demonstração do Teorema 4.19 (ver Teorema 3.10).

Definição 4.23 Chamamos Mg
0(3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Mg
0(3, 4).

Observação 4.24 Uma vez que temos a tripla genérica de geodésicas riemannianas em H4
R

contida em uma cópia de H3
R em H4

R, as relações Dk×l dadas no final da Subseção 4.2.1 não

podem ser usadas. De fato, como a tripla está contida em uma cópia de H3
R, temos pela

Proposição 4.13 que tais relações se tornam triviais, do tipo 0 = 0. Uma outra forma de

notar esse fato é através da construção do conjunto de pontos positivos, associado à tripla

em questão, e da maneira que são constrúıdas tais relações.

4.3 Espaço de Módulos de Triplas Especiais

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H4
R. Vimos que para

uma tripla ser chamada de especial, é preciso que pelo menos uma das subduplas, (σ1, σ2),

(σ2, σ3) ou (σ1, σ3), associada a tal tripla seja formada por geodésicas riemannianas copla-

nares (ver Definição 4.2). Dessa forma, vamos dedicar esta seção ao estudo dos seguintes

casos:
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(i) Caso em que uma subdupla é coplanar, as outras duas são reversas e não existe H3
R

que contenha a tripla, chamado de caso quase genérico tipo 1;

(ii) Caso em que uma subdupla é coplanar, as outras duas são reversas e existe H3
R que

contém a tripla, chamado de caso quase genérico tipo 2;

(iii) Caso em que duas subduplas são coplanares e uma das subduplas é reversa, chamado

de caso quase coplanar ;

(iv) Caso em que as três subduplas são coplanares, mas não existe H2
R que contenha a

tripla, chamado de caso duas a duas coplanar ;

(v) Caso em que as três subduplas são coplanares, e existe H2
R que contém a tripla, chamado

de caso coplanar.

4.3.1 Triplas quase genéricas tipo 1

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H4
R. Suponha que

a tripla seja quase genérica tipo 1. Vamos supor também nesta subseção, sem perda de

generalidade, que (σ1, σ2) é a subdupla coplanar, e que (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são as subduplas

reversas. Segue abaixo um desenho que ilustra o posicionamento dos conjuntos polares no

caso em questão.

σ⊥3

σ⊥1 σ⊥2

Exemplo 4.25 Sejam os subespaços de V 4,1
R denotados por Σ1 = {(X1, 0, 0, X2, 2X1);X1, X2

∈ R}, Σ2 = {(Y1, Y2, 0, 0, 2Y1);Y1, Y2 ∈ R}, Σ3 = {(0, 0, Z1, 0, Z2);Z1, Z2 ∈ R}. Considere a

tripla (σ1, σ2, σ3), onde σj = π(Σj−{0})∩H4
R, para j = 1, 2, 3. Temos que a tripla (σ1, σ2, σ3)
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é uma tripla quase genérica tipo 1 em H4
R. Note que nesse caso a tripla (σ1, σ2, σ3) não está

contida em nenhuma cópia de H3
R em H4

R.

Agora, como estamos supondo que a subdupla (σ1, σ2) é coplanar, temos associado

a ela um conjunto bi-ortogonal denotado por {r12, p12, p21, r}, se for ultraparalela, e por

{r12, r, q12, q21}, se for concorrente ou assintótica. Por outro lado, como as subduplas (σ2, σ3)

e (σ1, σ3) são reversas, associamos a elas os conjuntos bi-ortogonais {r23, p23, p32, q23, q32}

e {r13, p13, p31, q13, q31}, respectivamente. Com isso, associamos cada tripla (σ1, σ2, σ3) ao

conjunto {r12, p12, p21, r, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}, se a dupla (σ1, σ2) for ul-

traparalela, e ao conjunto {r12, r, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}, se a dupla

(σ1, σ2) for concorrente ou assintótica (caso ilustrado abaixo em termos de conjuntos polares).

σ⊥3

σ⊥1 σ⊥2

r13 r23

r12

r
q12 q21

p13

q13
p23

q23

q32q31

p32p31

Veja que a construção do espaço de módulos para este caso é feita de maneira similar ao

caso genérico apresentado acima. A diferença é que neste caso vamos ter pelo menos um dos

parâmetros básicos com valor 1 (ver Proposição 2.64). Em outras palavras, o ângulo ou a

distância (ou ambos) entre as geodésicas riemannianas de uma subdupla é 0.

4.3.2 Triplas quase genéricas tipo 2

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H4
R. Além disso,

suponha que a tripla seja quase genérica tipo 2. Vamos supor também nesta subseção, sem

perda de generalidade, que (σ1, σ2) é a subdupla coplanar, e que (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são as

subduplas reversas. Segue abaixo um desenho que ilustra o posicionamento dos conjuntos

polares no caso em questão.
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σ⊥3

σ⊥1 σ⊥2

Exemplo 4.26 Sejam os subespaços de V 4,1
R denotados por Σ1 = {(X1, 0, 0, X2, 2X1);X1, X2

∈ R}, Σ2 = {(Y1, Y2, 0, 0, 2Y1);Y1, Y2 ∈ R} e Σ3 = {(0, Z1, 0, Z2, 2(Z1 + Z2));Z1, Z2 ∈ R}.

Considere a tripla (σ1, σ2, σ3), onde σj = π(Σj − {0}) ∩ H4
R, para j = 1, 2, 3. Temos que a

tripla (σ1, σ2, σ3) é uma tripla quase genérica tipo 2 em H4
R. Note que a tripla (σ1, σ2, σ3)

está contida em uma cópia de H3
R em H4

R. Tal cópia é dada pela projeção π(W ∩ V−), onde

W = {(X1, X2, 0, X3, X4);X1, X2, X3, X4 ∈ R}.

Da mesma forma que fizemos para o caso quase genérico tipo 1, aqui também associamos

a cada tripla, um conjunto de pontos positivos. Note que para o caso em questão, temos

r12 = r13 = r23 = σ1 ∩ σ2 ∩ σ3. Como a subdupla (σ1, σ2) é coplanar, temos associado

a ela um conjunto bi-ortogonal denotado por {r12, p12, p21, r}, se for ultraparalela, e por

{r12, r, q12, q21}, se for concorrente ou assintótica. Por outro lado, como as subduplas (σ2, σ3)

e (σ1, σ3) são reversas, associamos a elas os conjuntos bi-ortogonais {r23, p23, p32, q23, q32} e

{r13, p13, p31, q13, q31}, respectivamente. Usando o fato de que r12 = r13 = r23, associamos

cada tripla (σ1, σ2, σ3) ao conjunto {r12, p12, p21, r, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31}, se a dupla

(σ1, σ2) for ultraparalela, e ao conjunto {r12, r, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31}, se a

dupla (σ1, σ2) for concorrente ou assintótica (caso ilustrado abaixo em termos de conjuntos

polares).

σ⊥3

σ⊥1 σ⊥2

r12

r
q12 q21

p13

q13
p23

q23

q32q31

p32p31
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A construção do espaço de módulos para este caso é feita de maneira similar ao caso

genérico apresentado acima. Assim como no caso quase genérico tipo 1, neste caso vamos

ter pelo menos um dos parâmetros básicos com valor 1 (ver Proposição 2.64). Em outras

palavras, o ângulo ou a distância (ou ambos) entre as geodésicas riemannianas de uma

subdupla é 0. Veja que este caso se resume ao caso quase genérico comentado na Subseção

3.3.1.

4.3.3 Triplas quase coplanares

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H4
R. Além disso,

suponha que a tripla seja quase coplanar, ou seja, caso em que duas subduplas são coplanares

e uma subdupla é reversa. Considerando que as subduplas (σ1, σ2) e (σ2, σ3) são coplanares

e que a subdupla (σ1, σ3) é reversa, temos abaixo um desenho que ilustra o posicionamento

dos conjuntos polares no caso em questão.

σ⊥2

σ⊥1 σ⊥3

Exemplo 4.27 Sejam os subconjuntos Σ1 = {(X1, X2, 0, 0, X1

√
2);X1, X2 ∈ R} e Σ2 =

{(0, 0, Y1, Y2, Y2
√

2);Y1, Y2 ∈ R} de V 4,1
R . Considere a geodésica riemanniana perpendicular

comum a σ1 = π(Σ1) ∩ H4
R e σ2 = π(Σ2) ∩ H4

R dada por σ12 = π(Σ12) ∩ H4
R, onde Σ12 =

{(Z1, 0, 0, Z2, (Z1+Z2)
√

2);Z1, Z2 ∈ R}. Veja que esse é um exemplo de tripla quase coplanar

tal que a subdupla (σ1, σ2) é reversa e as demais são coplanares.

Da mesma forma que fizemos para os demais casos, aqui também associamos a cada

tripla, um conjunto de pontos positivos. Vimos que para uma subdupla coplanar (σj, σk),

podemos associar a ela o conjunto bi-ortogonal denotado por {rjk, r, qjk, qkj}, se a subdupla

em questão for concorrente ou assintótica, e associar a ela o conjunto bi-ortogonal deno-

tado por {rjk, pjk, pkj, r}, se a subdupla em questão for ultraparalela. Por outro lado, se a

154



subdupla (σj, σk) é reversa, podemos associar a ela um conjunto bi-ortogonal denotado por

{rjk, pjk, pkj, qjk, qkj}.

Assim, supondo por exemplo que as subduplas (σ1, σ2) e (σ2, σ3) são concorrentes ou

assintóticas, e (σ1, σ3) é reversa, podemos associar à tripla especial (σ1, σ2, σ3) o conjunto de

pontos positivos {r12, r, q12, q21, r23, r
′
, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}. Note que para o caso em

questão podemos considerar r = r
′

= r13 e denotar tal ponto por r0. Dessa forma, vamos

denotar o conjunto de pontos positivos associado à tripla especial (σ1, σ2, σ3), tal que (σ1, σ2)

e (σ2, σ3) são concorrentes ou assintóticas, e (σ1, σ3) é reversa, por {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32,

p13, p31, q13, q31} (caso ilustrado abaixo em termos de conjuntos polares). Analogamente

podemos obter tal conjunto de pontos positivos para os demais casos.

σ⊥2

σ⊥1 σ⊥3r0

r12 r23q12 q32

q21 q23

q13 q31

p13 p31

Observação 4.28 Veja que para o caso particular em que (σ1, σ2) e (σ2, σ3) são concorren-

tes, (σ1, σ3) é reversa, e σ2 é a geodésica riemanniana perpendicular comum a σ1 e σ3, temos

que o problema de congruência da tripla (σ1, σ2, σ3) se resume ao problema de congruência da

dupla reversa (σ1, σ3). De fato, dada a tripĺa (σ1, σ2, σ3), associamos o conjunto de pontos

positivos {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, p13, p31, q13, q31}. Como σ2 é a geodésica riemanniana

perpendicular comum, temos que r12 = q13, r23 = q31, p13 = q12 e p31 = q32. Além disso,

sabemos que três pontos no espaço projetivo def inem unicamente um plano projetivo, então

dos cinco pontos contidos em σ⊥2 , precisamos apenas de três deles. Então consideramos os

pontos r0, r12 e r23. Assim, para cada tripla (σ1, σ2, σ3) associamos o conjunto de pontos

positivos {r0, p13, p31, q13, q31}.

A construção do espaço de módulos para este caso também é feita de maneira similar

ao caso genérico. A diferença é que neste caso vamos ter pelo menos dois dos parâmetros
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básicos com valor 1 (ver Proposição 2.64). Em outras palavras, o ângulo ou a distância (ou

ambos) entre as geodésicas riemannianas de duas das subduplas associadas a tal tripla é 0.

4.3.4 Triplas duas a duas coplanares

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H4
R. Além disso, supo-

nha que a tripla seja duas a duas coplanar, ou seja, cada subdupla (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

está contida em um H2
R diferente. Segue abaixo um desenho que ilustra o posicionamento

dos conjuntos polares no caso em questão.

σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3

Observação 4.29 Se a tripla (σ1, σ2, σ3) for duas a duas coplanar, temos que as linhas

projetivas reais indef inidas associadas a tais geodésicas se intersectam em um mesmo ponto,

caso contrário a tripla seria coplanar, uma vez que três pontos em RP 4 determinam um

plano projetivo (indef inido nesse caso). O ponto de intersecção das linhas projetivas reais

pode ser positivo, negativo ou isotrópico, fazendo com que as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3)

e (σ1, σ3) sejam ultraparalelas, concorrentes ou assintóticas, respectivamente. Além disso,

se as subduplas são ultraparalelas com ponto de intersecção p positivo, temos que ambas

intersectam ortogonalmente o hiperplano real dado por p⊥.

Da mesma forma que fizemos para os demais casos, aqui também associamos a cada

tripla, um conjunto de pontos positivos. Vimos que para uma subdupla coplanar (σj, σk),

podemos associar a ela o conjunto bi-ortogonal denotado por {rjk, r, qjk, qkj} se a subdupla

em questão for concorrente ou assintótica, e associar a ela o conjunto bi-ortogonal denotado

por {rjk, pjk, pkj, r} se a subdupla em questão for ultraparalela. Vamos supor, por exemplo,
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que cada subdupla seja concorrente (ou assintótica). Assim, temos associado às subdu-

plas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3), os conjuntos bi-ortogonais denotados por {r12, r, q12, q21},

{r23, r
′
, q23, q32} e {r13, r

′′
, q13, q31}, respectivamente. Note que para o caso em questão po-

demos considerar r = r
′

= r
′′

e denotar tal ponto por r0. Com isso associamos cada tripla

(σ1, σ2, σ3) ao conjunto {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13, q13, q31}. O mesmo pode ser feito para

o caso em que cada subdupla é ultraparalela, obtendo assim o conjunto {r0, r12, p12, p21, r23,

p23, p32, r13, p13, p31}.

Vamos supor a partir daqui que cada subdupla associada à tripla em questão seja con-

corrente, pois para os casos em que tais subduplas são ultraparalelas ou assintóticas, o pro-

cedimento é análogo. Vimos que no caso concorrente, podemos associar à tripla em questão,

um conjunto de pontos positivos dado por {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13, q13, q31}. Denote a

matriz de Gram de tal conjunto por G. Sabemos do Caṕıtulo 2, que existem levantamentos

R0, R12, Q12, Q21, R23, Q23, Q32, R13, Q13, Q31 para os elementos desse conjunto de pontos

positivos, tais que podemos recuperar em termos de parâmetros básicos as entradas dos blo-

cos formados pelos conjuntos {r0, r12, q12, q21}, {r0, r23, q23, q32} e {r0, r13, q13, q31}, onde tais

blocos são dados respectivamente por:
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
√
a12

0 0
√
a12 1

 ,


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
√
a23

0 0
√
a23 1

 e


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
√
a13

0 0
√
a13 1


com 0 ≤ a12, a23, a13 < 1.

A ideia agora é recuperar as demais entradas da matriz de Gram G, em termos dos

três parâmetros básicos que temos e dos ângulos de transição. Para tanto, vamos fazer um

procedimento análogo ao feito na Seção 4.2 para o caso genérico. Então, considere elementos

Tj ∈ SO(3,Σ⊥j ) tais que

T1 : {R0, R12, Q12} → {R0, R13, Q13}

T2 : {R0, R23, Q23} → {R0, R12, Q21}

T3 : {R0, R13, Q31} → {R0, R23, Q32}
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onde cada Tj pode ser escrita na forma

Tj =


1 0 0

0 cos(θj) −sen(θj)

0 sen(θj) cos(θj)

 e T−1j =


1 0 0

0 cos(θj) sen(θj)

0 −sen(θj) cos(θj)


com j = 1, 2, 3.

σ⊥1

σ⊥2 σ⊥3

r0
r12 r13

r23

q21 q31

q23 q32

q12 q13

T2 T3

T1

Observação 4.30 O Teorema de Witt nos permite estender a aplicação Tj ∈ SO(3,Σ⊥j )

para uma aplicação de SO(4, 1), para j = 1, 2, 3.

Agora, para recuperar, por exemplo, a entrada 〈Q21, R23〉, temos do produto

[R0 R12 Q21] = [R0 R23 Q23] T2

que Q21 possui uma expressão

Q21 = −R23sen(θ2) +Q23cos(θ2) ,

e consequentemente

〈Q21, R23〉 = −sen(θ2) ,

obtendo assim, uma expressão para 〈Q21, R23〉 que depende apenas dos parâmetros básicos

e dos ângulos de transição. As demais entradas da matriz de Gram podem ser recuperadas

da mesma forma, e estão explicitadas no Apêncie B. Assim, obtemos o próximo teorema.
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Teorema 4.31 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas

concorrentes em H4
R, e considere {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13, q13, q31} o conjunto de pontos

positivos, associado à tripla em questão. Então existem levantamentos para os elementos de

tal conjunto, de forma que a matriz de Gram G associada a esses levantamentos é dada por:

G =

 1 0

0 G̃


tal que a matriz G̃ tem a forma

G̃ =



1 0 0

0 1
√
a12

0
√
a12 1

E1 E2

E1

1 0 0

0 1
√
a23

0
√
a23 1

E3

E2 E3

1 0 0

0 1
√
a13

0
√
a13 1


onde 0 ≤ a12, a13, a23 < 1, e os blocos E1, E2 e E3 possuem entradas recuperadas em termos

dos parâmetros básicos a12, a23, a13 e dos ângulos de transição θ1, θ2 e θ3.

Definição 4.32 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannia-

nas em H4
R. Chamamos a matriz de Gram G associada a tal tripla, obtida como no Teorema

4.31, de matriz de Gram canônica para uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas rie-

mannianas em H4
R.

Veja que para o caso em que a tripla duas a duas coplanar possui subduplas de geodésicas

riemannianas ultraparalelas, a matriz de Gram canônica para a tripla em questão tem entra-

das recuperadas em termos dos parâmetros básicos d12, d23, d13, e dos ângulos de transição

θ1, θ2 e θ3, com 1 < d12, d23, d13. O mesmo vale para o caso assintótico, entretanto, temos

que a12 = a13 = a23 = 1.
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Teorema 4.33 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas

concorrentes em H4
R. Considere o conjunto de pontos positivos {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32,

r13, q13, q31}, associado a tal tripla. Então os parâmetros básicos a12, a23, a13, e os ângulos

de transição θ1, θ2 e θ3, determinam unicamente a classe de congruência por PO(4, 1) das

triplas duas a duas coplanares de geodésicas riemannianas concorrentes em H4
R.

Prova. Sejam (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas

concorrentes em H4
R e G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Pela construção

de G, temos que as entradas são recuperadas de maneira única em termos dos respectivos

parâmetros básicos e ângulos de transição. Sejam {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13, q13, q31},

o conjunto de pontos positivos associado à tripla (σ1, σ2, σ3), e W o espaço gerado por

levantamentos dos elementos de tal conjunto. Veja que W é não degenerado. Além disso, se

(σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3) é uma outra tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas concorrentes

em H4
R, com G

′
sendo a matriz de Gram canônica associada a tal tripla, e se G

′
é recuperada

com os mesmos parâmetros básicos e mesmos ângulos de transição dados nas entradas de

G, temos que G = G
′
. Por outro lado, para dado {r′0, r

′
12, q

′
12, q

′
21, r

′
23, q

′
23, q

′
32, r

′
13, q

′
13, q

′
31}, o

conjunto de pontos positivos associado à tripla (σ
′
1, σ

′
2, σ

′
3), com W

′
sendo o espaço gerado por

levantamentos dos elementos de tal conjunto, temos que W
′

é não degenerado. O resultado

segue da Proposição 1.32.

Agora, considere (σ1, σ2, σ3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas riemannianas

concorrentes em H4
R. Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Vimos

que podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes a12, a13, a23, θ1, θ2

e θ3. Denote por M2−2
1 (3, 4) o espaço de configurações de triplas duas a duas coplanares

de geodésicas riemannianas concorrentes em H4
R. Os elementos de M2−2

1 (3, 4) são classes

denotadas por [(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ̃ :M2−2
1 (3, 4) → R6

que associa a cada classe [(σ1, σ2, σ3)] os invariantes a12, a13, a23, θ1, θ2 e θ3.

Por fim, defina o conjunto

M2−2
1 (3, 4) = {(a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3) ∈ R6; 0 ≤ a12, a13, a23 < 1, 0 < θj < π, Dk×l = 0} ,
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onde j = 1, 2, 3 e Dk×l são relações independentes constrúıdas no Apêndice B, com k, l ∈

{2, 5, 8} e k < l, dadas por:

D2×5 = cos(θ1)cos(θ3)−
√
a13sen(θ1)sen(θ3)− cos(θ2) = 0

D2×8 = cos(θ2)cos(θ3)−
√
a23sen(θ2)sen(θ3)− cos(θ1) = 0

D5×8 = cos(θ1)cos(θ2)−
√
a12sen(θ1)sen(θ2)− cos(θ3) = 0 .

Usando a métrica de Bergman, temos que:

cosh2

(
ρ(qjk, qkj)

2

)
= 〈Qjk, Qkj〉〈Qkj, Qjk〉 = ajk ,

e consequentemente

√
ajk = cosh

(
ρ(qjk, qkj)

2

)
.

Dessa forma, podemos reescrever as expressões de D2×5, D2×8 e D5×8, respectivamente, e

obter a Lei de Cossenos:

D2×5 = cos(θ1)cos(θ3)− cosh
(
ρ(q13,q31)

2

)
sen(θ1)sen(θ3)− cos(θ2) = 0

D3×9 = cos(θ2)cos(θ3)− cosh
(
ρ(q23,q32)

2

)
sen(θ2)sen(θ3)− cos(θ1) = 0

D6×9 = cos(θ1)cos(θ2)− cosh
(
ρ(q12,q21)

2

)
sen(θ1)sen(θ2)− cos(θ3) = 0 .

Veja que M2−2
1 (3, 4) munido da topologia induzida de R6 é um espaço topológico. Assim,

temos o próximo resultado.

Teorema 4.34 O espaço de configurações M2−2
1 (3, 4) é homeomorfo ao espaço M2−2

1 (3, 4).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais e com

n = 4) e pelo Teorema 4.33, temos que a aplicação τ̃ :M2−2
1 (3, 4)→ R6 dada acima define

uma aplicação τ̃ :M2−2
1 (3, 4)→M2−2

1 (3, 4). Pelo Teorema 4.33 temos que τ̃ :M2−2
1 (3, 4)→

M2−2
1 (3, 4) é injetiva. Para a sobrejetividade, dado (a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3) ∈ M2−2

1 (3, 4),

usando as fórmulas que obtemos para as entradas da matriz de Gram dada no Teorema 4.31,

podemos considerar G em termos dos três parâmetros básicos e dos três ângulos de transição,

com gjj = 1, para j = 1, ..., 10. Segue da Proposição 1.29 (sobre o corpo dos reais e com

n = 4) que G assim constrúıda, é a matriz de Gram canônica de alguma tripla duas a duas

coplanar de geodésicas riemannianas concorrentes de H4
R. Logo τ :M2−2

1 (3, 4)→M2−2
1 (3, 4)

é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva.
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Definição 4.35 Chamamos M2−2
1 (3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

M2−2
1 (3, 4).

Se o conjunto M2−2
0 (3, 4) denota o espaço de configurações de triplas duas a duas co-

planares de geodésicas riemannianas ultraparalelas em H4
R, procedendo como fizemos acima,

obtemos que o conjunto

M2−2
0 (3, 4) = {(d12, d13, d23, θ1, θ2, θ3) ∈ R6; 1 < d12, d13, d23, 0 < θj < π, Dk×l = 0} ,

onde j = 1, 2, 3 e Dk×l são relações independentes constrúıdas assim como no caso concor-

rente, com k, l ∈ {2, 5, 8} e k < l, é o espaço de módulos para o espaço de configurações

M2−2
0 (3, 4). De maneira similar, se o conjuntoM2−2

2 (3, 4) denota o espaço de configurações

de triplas duas a duas coplanares de geodésicas assintóticas em H4
R, procedendo como fizemos

acima, obtemos que o conjunto

M2−2
2 (3, 4) = {(a12, a13, a23, θ1, θ2, θ3) ∈ R6; a12 = a13 = a23 = 1, 0 < θj < π, Dk×l = 0} ,

onde j = 1, 2, 3 e Dk×l são relações independentes constrúıdas assim como no caso concor-

rente, com k, l ∈ {2, 5, 8} e k < l, é o espaço de módulos para o espaço de configurações

M2−2
2 (3, 4).

4.3.5 Triplas coplanares

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla especial de geodésicas riemannianas em H4
R. Além disso,

suponha que a tripla seja coplanar, ou seja, as subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3) são

coplanares, todas contidas em um mesmo H2
R. Segue abaixo um desenho que ilustra o

posicionamento dos conjuntos polares no caso em questão.

σ⊥2
σ⊥1 σ⊥3

Da mesma forma que fizemos para os demais casos, aqui também associamos a cada

tripla, um conjunto de pontos positivos. Vamos supor, por exemplo, que cada subdupla seja
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concorrente ou assintótica. Assim, temos associado às subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3) e (σ1, σ3),

os conjuntos bi-ortogonais denotados por {r12, r, q12, q21}, {r23, r
′
, q23, q32} e {r13, r

′′
, q13, q31},

respectivamente. Note que, para o caso em questão, temos que q12 = q13, q21 = q23, q31 = q32,

e podemos denotar tais pontos por q1, q2 e q3, respectivamente. Além disso, podemos

considerar {r12, r} = {r23, r
′} = {r13, r

′′} e denotar tal conjunto por {r1, r2}. Com isso

associamos cada tripla (σ1, σ2, σ3) ao conjunto {r1, r2, q1, q2, q3}. Os demais casos podem ser

feitos de maneira similar (ver Observação 4.36 feita abaixo).

Observação 4.36 Se a tripla coplanar (σ1, σ2, σ3) possui a subdupla (σ1, σ2) ultraparalela e

as demais são concorrentes ou assintóticas, temos associado às subduplas (σ1, σ2), (σ2, σ3)

e (σ1, σ3), conjuntos bi-ortogonais denotados por {r12, p12, p21, r}, {r23, r
′
, q23, q32} e {r13, r

′′
,

q13, q31}, respectivamente. Análogo ao que foi feito antes, temos que p12 = q13, p21 = q23,

q31 = q32, e podemos denotar tais pontos por q1, q2 e q3, respectivamente. Além disso

podemos considerar {r12, r} = {r23, r
′} = {r13, r

′′} e denotar tal conjunto por {r1, r2}. Com

isso associamos cada tripla (σ1, σ2, σ3) ao conjunto {r1, r2, q1, q2, q3}. O mesmo podemos

fazer para o caso em que duas das subduplas são ultraparalelas e para o caso em que as três

subduplas são ultraparalelas.

σ⊥2
σ⊥1 σ⊥3

r2

r1
q1

q2 q3

Definição 4.37 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar associada ao conjunto de pontos positi-

vos {r1, r2, q1, q2, q3}. Dizemos que essa tripla é não ortogonal se as geodésicas riemannianas

pertencentes à tripla não são ortogonais, ou seja, 〈Qj, Qk〉 6= 0, onde Qj é um levantamento

para qj, com j 6= k e j, k = 1, 2, 3.

4.3.5.1 Triplas coplanares não ortogonais

Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas riemannianas em H4
R.

Vimos que para cada tripla coplanar podemos associar um conjunto de pontos positivos dado
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por {r1, r2, q1, q2, q3}. Usando um argumento análogo ao feito na demonstração da Proposição

1.27, temos que existem levantamentos para os elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3}, tais

que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 g34 g35

0 0 g34 1 g45

0 0 g35 g45 1


com g34, g35 > 0. Usando o conceito de d–invariante, e a notação djk = d(qj, qk), para j, k =

1, 2, 3, com j < k, temos que d12 = d(q1, q2) = 〈Q1, Q2〉〈Q2, Q1〉 = g234, e consequentemente

g34 =
√
d12. Analogamente obtemos que g35 =

√
d13 e g45 = ±

√
d23. Assim, existem

levantamentos para os elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3} tais que a matriz de Gram

tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1
√
d12

√
d13

0 0
√
d12 1 ±

√
d23

0 0
√
d13 ±

√
d23 1


a qual chamamos de matriz de Gram canônica de uma tripla coplanar não ortogonal de H4

R.

Observação 4.38 Veja que, calculando o determinante da matriz de Gram canônica acima,

obtemos a expressão det(G) = 1− d12− d13− d23 + 2
√
d12
√
d13(±

√
d23). Além disso, temos

que 1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13(±

√
d23) ≤ 0.

Teorema 4.39 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas riemannia-

nas em H4
R. Considere o conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3} associado a tal tripla.

Então os d–invariantes d(q1, q2), d(q1, q3) e d(q2, q3) determinam unicamente a classe de con-

gruência por PO(4, 1), das triplas coplanares não ortogonais tais que o espaço gerado pelos

levantamentos, denotado por W = spanR{R1, R2, Q1, Q2, Q3}, é não degenerado.

Prova. Basta notar que se duas triplas possuem mesmos d–invariantes, então possuem a

mesma matriz de Gram canônica. Como as triplas estão associadas a conjuntos de pontos
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positivos tais que os conjuntos gerados pelos levantamentos são não degenerados, temos que

o resultado segue da Proposição 1.32 (considerando o corpo dos reais e n = 4).

Agora, considere (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas riemannia-

nas em H4
R, associada ao conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3} cujos levantamentos

são denotados por {R1, R2, Q1, Q2, Q3}. Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal

tripla. Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes d(q1, q2),

d(q1, q3) e d(q2, q3). Denote porMsc
0 (3, 4) o espaço de configurações de triplas coplanares não

ortogonais de H4
R tais que o espaço gerado W = spanR{R1, R2, Q1, Q2, Q3} é não degenerado.

Os elementos de Msc
0 (3, 4) são classes denotadas por [(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ̃ :Msc
0 (3, 4) → R3

que associa a cada classe [(σ1, σ2, σ3)] os invariantes d(q1, q2), d(q1, q3) e d(q2, q3). Por fim,

defina o conjunto

Msc
0 (3, 4) = {(d12, d13, d23) ∈ R3; d12, d13, d23 > 0,

1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13(±

√
d23) ≤ 0} .

Veja que Msc
0 (3, 4) munido da topologia induzida de R3 é um espaço topológico.

Teorema 4.40 O espaço de configurações Msc
0 (3, 4) é homeomorfo ao espaço Msc

0 (3, 4).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais com n = 4)

e pelo Teorema 4.39, temos que a aplicação τ̃ : Msc
0 (3, 4) → R3 dada acima define uma

aplicação τ̃ :Msc
0 (3, 4)→Msc

0 (3, 4). Pelo Teorema 4.39 temos que τ̃ :Msc
0 (3, 4)→Msc

0 (3, 4)

é injetiva. Para a sobrejetividade, dado (d12, d13, d23) ∈Msc
0 (3, 4), considere G tal que g34 =

g43 =
√
d12, g35 = g53 =

√
d13, g45 = g54 = ±

√
d23, gjj = 1, para j = 1, ..., 5, e as demais

entradas são nulas. Segue das condições de determinante, que G assim constrúıda, é a matriz

de Gram canônica de alguma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas riemannianas de

H4
R. Logo τ̃ : Msc

0 (3, 4) → Msc
0 (3, 4) é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez

que munimos Msc
0 (3, 4) da topologia induzida de R3, temos que τ̃ :Msc

0 (3, 4)→ Msc
0 (3, 4) é

um homeomorfismo.
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Definição 4.41 Chamamos Msc
0 (3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Msc
0 (3, 4).

Observação 4.42 Observe que a igualdade na expressão

1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13(±

√
d23) ≤ 0

acontece se, e somente se, as geodésicas riemannianas da tripla coplanar não ortogonal

(σ1, σ2, σ3) se intersectam em um ponto negativo, ou se σ1, σ2 e σ3 possuem uma geodésica

riemanniana perpendicular comum (ver Corolário 4.4 em [3] e Observação 4.3 em [12]).

4.3.5.2 Triplas coplanares ortogonais

Se (σ1, σ2, σ3) é uma tripla coplanar ortogonal de geodésicas riemannianas em H4
R, te-

mos duas possibilidades, ou seja, uma das subduplas é ortogonal ou uma das geodésicas é

ortogonal às demais. Se uma das subduplas for ortogonal, vamos chamar de tripla coplanar

ortogonal tipo 1, e se uma das geodésicas for ortogonal às demais, vamos chamar de tripla

coplanar ortogonal tipo 2.

Triplas coplanares ortogonais tipo 1

Vamos estudar aqui o caso em que a tripla é coplanar ortogonal tipo 1. Vimos que

para cada tripla coplanar podemos associar um conjunto de pontos positivos dado por

{r1, r2, q1, q2, q3}. Vamos supor que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal (os demais casos são

análogos). Usando um argumento análogo ao feito na demonstração da Proposição 1.27,

temos que existem levantamentos para os elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3} tais que a

matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 g35

0 0 0 1 g45

0 0 g35 g45 1
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com g35, g45 > 0 e g34 = 0. Usando o conceito de d–invariante, e a notação djk = d(qj, qk),

para j, k = 1, 2, 3, com j < k, temos que d13 = d(q1, q3) = 〈Q1, Q3〉〈Q3, Q1〉 = g235, e

consequentemente g35 =
√
d13. Analogamente obtemos que g45 =

√
d23. Note que nesse caso

temos d12 = 0 devido à ortogonalidade da subdupla (σ1, σ2). Assim, existem levantamentos

para os elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3} tais que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0
√
d13

0 0 0 1
√
d23

0 0
√
d13

√
d23 1


a qual chamamos de matriz de Gram canônica de uma tripla coplanar ortogonal tipo 1 tal

que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal. Temos da Observação 4.38 que 1− d13 − d23 ≤ 0. Por

outro lado, supondo que (σ1, σ3) seja a subdupla ortogonal ou que (σ2, σ3) seja a subdupla

ortogonal, obtemos respectivamente as matrizes de Gram

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1
√
d12 0

0 0
√
d12 1

√
d23

0 0 0
√
d23 1


e



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1
√
d12

√
d13

0 0
√
d12 1 0

0 0
√
d13 0 1


,

determinadas de maneira análoga a anterior.

Observação 4.43 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 1, tal que a subdupla

(σ1, σ2) é ortogonal, associada ao conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3}. Considere o

conjunto formado por levantamentos dos elementos de tal conjunto de pontos positivos, deno-

tado por {R1, R2, Q1, Q2, Q3}. Veja que o conjunto gerado W = spanR{R1, R2, Q1, Q2, Q3}

é não degenerado. De fato, se W for degenerado, então o levantamento Σ⊥j , do conjunto

polar σ⊥j , está contido em um subespaço parabólico de dimensão 4, para j = 1, 2, 3. Isso nos

diz que as geodésicas riemannianas σ1, σ2 e σ3 se intersectam em um ponto isotrópico. Mas

isso contradiz o fato de que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal.
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Teorema 4.44 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 1 de geodésicas riemanni-

anas em H4
R. Considere o conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3} associado a tal tripla.

Então os d–invariantes d(q1, q3) e d(q2, q3) determinam unicamente a classe de congruência

por PO(4, 1) das triplas coplanares não ortogonais tipo 1, tais que a subdupla (σ1, σ2) é

ortogonal.

Prova. Basta notar que se duas triplas possuem mesmos d–invariantes, então possuem a

mesma matriz de Gram canônica. Como as triplas estão associadas a conjuntos de pontos

positivos tais que os conjuntos gerados pelos levantamentos são não degenerados (ver Ob-

servação 4.43), temos que o resultado segue da Proposição 1.32 (considerando o corpo dos

reais e n = 4).

Veja que a Observação 4.43 também é verdadeira para o caso em que a subdupla ortogonal

em questão é (σ1, σ3) ou (σ2, σ3). Da mesma forma, versões análogas do Teorema 4.44 podem

ser feitas para tais casos.

Agora considere (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 1, tal que a subdupla

(σ1, σ2) é ortogonal. Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Vimos que

nesse caso podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes d(q1, q3) e d(q2, q3).

Denote porMsc
1 (3, 4) o espaço de configurações de triplas coplanares ortogonais tipo 1, tais

que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal. Os elementos de Msc
1 (3, 4) são classes denotadas por

[(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ̃ :Msc
1 (3, 4) → R2

que associa a cada classe [(σ1, σ2, σ3)] os invariantes d(q1, q3) e d(q2, q3). Por fim, defina o

conjunto Msc
1 (3, 4) = {(d13, d23) ∈ R2; d13, d23 > 0, 1 − d13 − d23 ≤ 0}. Veja que Msc

1 (3, 4)

munido da topologia induzida de R2 é um espaço topológico.

Teorema 4.45 O espaço de configurações Msc
1 (3, 4) é homeomorfo ao espaço Msc

1 (3, 4).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais com

n = 4) e pelo Teorema 4.44, temos que a aplicação τ̃ : Msc
1 (3, 4) → R2 dada acima define

uma aplicação τ̃ : Msc
1 (3, 4) → Msc

1 (3, 4). Pelo Teorema 4.44 temos que τ̃ : Msc
1 (3, 4) →
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Msc
1 (3, 4) é injetiva. Para a sobrejetividade, dado (d13, d23) ∈ Msc

1 (3, 4), considere G tal que

g35 = g53 =
√
d13, g45 = g54 =

√
d23, gjj = 1, para j = 1, ..., 5, e as demais entradas são

nulas. Segue das condições de determinante, que G assim constrúıda, é a matriz de Gram

canônica de alguma tripla coplanar ortogonal tipo 1, tal que a subdupla (σ1, σ2) é ortogonal.

Logo τ̃ : Msc
1 (3, 4) → Msc

1 (3, 4) é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que

munimos Msc
1 (3, 4) da topologia induzida de R2, temos que τ̃ :Msc

1 (3, 4) → Msc
1 (3, 4) é um

homeomorfismo.

Definição 4.46 Chamamos Msc
1 (3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Msc
1 (3, 4).

Observação 4.47 Observe que a igualdade na expressão 1 − d13 − d23 ≤ 0 acontece se, e

somente se, as geodésicas riemannianas da tripla coplanar ortogonal tipo 1 se intersectam

em um ponto negativo.

Da mesma maneira que fizemos acima, podemos construir o espaço de módulos para o

caso em que a subdupla (σ1, σ3) é ortogonal e para o caso em que a subdupla (σ2, σ3) é

ortogonal. A construção é totalmente análoga.

Triplas coplanares ortogonais tipo 2

Agora vamos abordar o caso em que a tripla (σ1, σ2, σ3) é coplanar ortogonal tipo 2. Veja

que temos três possibilidades, ou seja, σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3, ou σ1 ⊥ σ2 e σ2 ⊥ σ3, ou σ1 ⊥ σ3

e σ2 ⊥ σ3. Vamos estudar o caso em que σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3 (os demais são análogos).

Vimos que para cada tripla coplanar podemos associar um conjunto de pontos positivos

dado por {r1, r2, q1, q2, q3}. Supondo σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3, e usando um argumento análogo

ao feito na demonstração da Proposição 1.27, temos que existem levantamentos para os

elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3} tais que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 g45

0 0 0 g45 1
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com g45 > 0. Usando o conceito de d–invariante, e a notação d23 = d(q2, q3), temos que d23 =

d(q2, q3) = 〈Q2, Q3〉〈Q3, Q2〉 = g245, e consequentemente g45 =
√
d23. Note que nesse caso

temos d(q1, q2) = d(q1, q3) = 0 devido às ortogonalidades entre as geodésicas riemannianas

em questão. Assim, existem levantamentos para os elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3}

tais que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1
√
d23

0 0 0
√
d23 1


a qual chamamos de matriz de Gram canônica de uma tripla coplanar ortogonal tipo 2 tal

que σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3. Supondo que σ1 ⊥ σ2 e σ2 ⊥ σ3, ou que σ1 ⊥ σ3 e σ2 ⊥ σ3, obtemos

respectivamente as matrizes de Gram

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0
√
d13

0 0 0 1 0

0 0
√
d13 0 1


e



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1
√
d12 0

0 0
√
d12 1 0

0 0 0 0 1


,

determinadas de maneira análoga a anterior.

Observação 4.48 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 2, tal que σ1 ⊥ σ2 e

σ1 ⊥ σ3, associada ao conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3}. Considere o conjunto

formado por levantamentos dos elementos de tal conjunto, denotado por {R1, R2, Q1, Q2, Q3}.

Veja que o conjunto gerado W = spanR{R1, R2, Q1, Q2, Q3} é não degenerado. De fato,

se W for degenerado, então o levantamento Σ⊥j , do conjunto polar σ⊥j , está contido em

um subespaço parabólico de dimensão 4, para j = 1, 2, 3. Isso nos diz que as geodésicas

riemannianas σ1, σ2 e σ3 se intersectam em um ponto isotrópico. Mas isso contradiz o fato

de que σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3.
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Teorema 4.49 Seja (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 2 de geodésicas riemanni-

anas em H4
R. Considere o conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3} associado a tal tripla.

Então o d–invariante d(q2, q3) determina unicamente a classe de congruência por PO(4, 1)

das triplas coplanares não ortogonais tipo 2, tais que satisfazem σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3.

Prova. Basta notar que se duas triplas possuem o mesmo d–invariante, então possuem a

mesma matriz de Gram canônica. Como as triplas estão associadas a conjuntos de pontos

positivos tais que os conjuntos gerados pelos levantamentos são não degenerados (ver Ob-

servação 4.48), temos que o resultado segue da Proposição 1.32 (considerando o corpo dos

reais e n = 4).

Veja que a Observação 4.48 é verdadeira tanto para o caso em que σ1 ⊥ σ2 e σ2 ⊥ σ3,

quanto para o caso em que σ1 ⊥ σ3 e σ2 ⊥ σ3. Da mesma forma, versões análogas do

Teorema 4.49 podem ser feitas para tais casos.

Agora considere (σ1, σ2, σ3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 2, tal que σ1 ⊥ σ2 e

σ1 ⊥ σ3. Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Vimos que nesse caso

podemos recuperar as entradas de G em termos do invariante d(q2, q3). Denote porMsc
2 (3, 4)

o espaço de configurações de triplas coplanares ortogonais tipo 2, tais que σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3.

Os elementos de Msc
2 (3, 4) são classes denotadas por [(σ1, σ2, σ3)]. Defina a aplicação

τ̃ :Msc
2 (3, 4) → R

que associa a cada classe [(σ1, σ2, σ3)] o invariante d(q2, q3). Por fim, defina o conjunto

Msc
2 (3, 4) = {d23 ∈ R; d23 > 1}. Veja que Msc

2 (3, 4) munido da topologia induzida de R é

um espaço topológico.

Teorema 4.50 O espaço de configurações Msc
2 (3, 4) é homeomorfo ao espaço Msc

2 (3, 4).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 sobre o corpo dos reais com

n = 4) e pelo Teorema 4.49, temos que a aplicação τ̃ : Msc
2 (3, 4) → R dada acima define

uma aplicação τ̃ : Msc
2 (3, 4) → Msc

2 (3, 4). Pelo Teorema 4.49 temos que τ̃ : Msc
2 (3, 4) →

Msc
2 (3, 4) é injetiva. Para a sobrejetividade, dado d23 ∈ Msc

2 (3, 4), considere G tal que

g45 = g54 =
√
d23, gjj = 1, para j = 1, ..., 5, e as demais entradas são nulas. Segue das
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condições de determinante, que G assim constrúıda, é a matriz de Gram canônica de alguma

tripla coplanar ortogonal tipo 2, tal que σ1 ⊥ σ2 e σ1 ⊥ σ3. Logo τ̃ :Msc
2 (3, 4)→ Msc

2 (3, 4)

é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Msc
2 (3, 4) da topologia

induzida de R, temos que τ̃ :Msc
2 (3, 4)→Msc

2 (3, 4) é um homeomorfismo.

Definição 4.51 Chamamos Msc
2 (3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Msc
2 (3, 4).

Da mesma maneira que fizemos acima, podemos construir o espaço de módulos para o

caso em que σ1 ⊥ σ2 e σ2 ⊥ σ3, e para o caso em que σ1 ⊥ σ3 e σ2 ⊥ σ3. A construção é

totalmente análoga.

4.4 Tabela de Parâmetros

Nesta seção apresentamos uma tabela que explicita os parâmetros necessários para a

construção do espaço de módulos para cada um dos casos que trabalhamos neste caṕıtulo.

Segue a tabela.

Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Genérica d12, d23, d13, α1j, α2j, α3j e θj 18

a12, a23 e a13 com j = 1, 2, 3

Quase Genérica Tipo 1 d23, d13, a12, α1j, α2j, α3j e θj 17

com (σ1, σ2) concorrente a23 e a13 com j = 1, 2, 3

Quase Genérica Tipo 1 d12, d23, d13, α1j, α2j, α3j e θj 17

com (σ1, σ2) ultraparalela a23 e a13 com j = 1, 2, 3

Quase Genérica Tipo 1 d23, d13, a23 α1j, α2j, α3j e θj 16

com (σ1, σ2) assintótica e a13 com j = 1, 2, 3

Genérica Contida d12, d23, d13, θ1, θ2 e θ3 9

em um H3
R a12, a23 e a13

Quase Genérica Tipo 2 d23, d13, a12, θ1, θ2 e θ3 8

com (σ1, σ2) concorrente a23 e a13
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Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Quase Genérica Tipo 2 d12, d23, d13, θ1, θ2 e θ3 8

com (σ1, σ2) ultraparalela a23 e a13

Quase Genérica Tipo 2 d23, d13, a23 θ1, θ2 e θ3 7

com (σ1, σ2) assintótica e a13

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d13, a12, a23 θ1, θ2 e θ3 7

e (σ2, σ3) concorrentes e a13

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d12, d23, d13, θ1, θ2 e θ3 7

e (σ2, σ3) ultraparalelas e a13

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d23, d13, a12, θ1, θ2 e θ3 7

concorrente e (σ2, σ3) ultraparalela e a13

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d13, a12 e a13 θ1, θ2 e θ3 6

concorrente e (σ2, σ3) assintótica

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d12, d13 e a13 θ1, θ2 e θ3 6

ultraparalela e (σ2, σ3) assintótica

Quase Coplanar com (σ1, σ2) d13 e a13 θ1, θ2 e θ3 5

e (σ2, σ3) assintóticas

Duas a Duas Coplanares a12, a23 e a13 θ1, θ2 e θ3 6

concorrentes

Duas a Duas Coplanares d12, d23 e d13 θ1, θ2 e θ3 6

ultraparalelas

Duas a Duas Coplanares − θ1, θ2 e θ3 3

assintóticas

Coplanares sem degeneração

e sem ortogonalidade, com a12, a23 e a13 − 3

subduplas concorrentes

Coplanares sem degeneração

e sem ortogonalidade, com d12, d23 e d13 − 3

subduplas ultraparalelas
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Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Coplanares sem degeneração

e sem ortogonalidade, com − − −

subduplas assintóticas

Coplanares sem degeneração d23, d13 e a12 − 3

e sem ortogonalidade, formação 1

Coplanares sem degeneração a12 − 1

e sem ortogonalidade, formação 2

Coplanares sem degeneração d12, a23 e a13 − 3

e sem ortogonalidade, formação 3

Coplanares sem degeneração d12 − 1

e sem ortogonalidade, formação 4

Coplanares sem degeneração a23 e a13 − 2

e sem ortogonalidade, formação 5

Coplanares sem degeneração d23 e d13 − 2

e sem ortogonalidade, formação 6

Coplanares sem degeneração d23 e a12 − 2

e sem ortogonalidade, formação 7

Coplanares Ortogonais a23 e a13 − 2

Tipo 1 com formação 8

Coplanares Ortogonais d23 e d13 − 2

Tipo 1 com formação 9

Coplanares Ortogonais − − −

Tipo 1 com formação 10

Coplanares Ortogonais d13 e a23 − 2

Tipo 1 com formação 11

Coplanares Ortogonais a23 − 1

Tipo 1 com formação 12
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Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Coplanares Ortogonais d23 − 1

Tipo 1 com formação 13

Coplanares Ortogonais a12 − 1

Tipo 2 com (σ1, σ2) concorrente

Coplanares Ortogonais d12 − 1

Tipo 2 com (σ1, σ2) ultraparalela

Coplanares Ortogonais − − −

Tipo 2 com (σ1, σ2) assintótica

Fazemos abaixo uma legenda para a tabela acima:

(i) Formação 1: Estamos considerando que (σ1, σ2) é concorrente, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

ultraparalelas;

(ii) Formação 2: Estamos considerando que (σ1, σ2) é concorrente, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

assintóticas;

(iii) Formação 3: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ultraparalela, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

concorrentes;

(iv) Formação 4: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ultraparalela, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

assintóticas;

(v) Formação 5: Estamos considerando que (σ1, σ2) é assintótica, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

concorrentes;

(vi) Formação 6: Estamos considerando que (σ1, σ2) é assintótica, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

ultraparalelas;

(vii) Formação 7: Estamos considerando que (σ1, σ2) é concorrente, (σ2, σ3) é ultraparalela

e (σ1, σ3) é assintóticas;

175



(viii) Formação 8: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

concorrentes;

(ix) Formação 9: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

ultraparalelas;

(x) Formação 10: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) e (σ1, σ3)

assintóticas;

(xi) Formação 11: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) concorrente

e (σ1, σ3) ultraparalela;

(xii) Formação 12: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) concorrente

e (σ1, σ3) assintótica;

(xiii) Formação 13: Estamos considerando que (σ1, σ2) é ortogonal, com (σ2, σ3) ultraparalela

e (σ1, σ3) assintótica;
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Caṕıtulo 5

O Problema de Congruência para

Triplas de Geodésicas em H4
C

Neste caṕıtulo vamos encontrar invariantes que descrevem unicamente as classes de con-

gruência, módulo ação de PU(4, 1), de triplas ordenadas de geodésicas complexas distintas

em H4
C. Para mais detalhes sobre o grupo de isometrias do espaço hiperbólico complexo, ver

Subseção 1.2.3.3. Segue o conceito de congruência.

Definição 5.1 Dizemos que duas triplas ordenadas (c1, c2, c3) e (c
′
1, c

′
2, c

′
3) de geodésicas

complexas distintas em H4
C são congruentes quando existe uma isometria holomorfa f ∈

PU(4, 1) tal que f(ci) = c
′
i para i = 1, 2, 3.

Note que a congruência definida acima é uma relação de equivalência. O espaço das

classes de equivalência munido da topologia quociente é denominado espaço de configurações

de triplas ordenadas de geodésicas complexas distintas em H4
C, e denotamos por M(3, 4).

Começamos este caṕıtulo verificando na Seção 5.1 a dimensão do espaço de módulos

para triplas de geodésicas complexas em H4
C. Em seguida, na Seção 5.2, nos dedicamos à

construção do espaço de módulos para o caso em que a tripla é genérica (ver Definição 5.2)

e introduzimos os conceitos de tripla real e 3–tripla real (ver Definição 5.24), juntamente

com a construção de seus respectivos espaços de módulos. Por fim, na Seção 5.3 tratamos

do caso em que a tripla é especial.
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5.1 Dimensão do Espaço de Módulos

No Caṕıtulo 2 fizemos um estudo sobre o problema de congruência para duplas ordenadas

de geodésicas no espaço hiperbólico. Vimos que foram necessários dois invariantes (ângulo e

distância) para descrever unicamente as classes de congruência, por PU(4, 1), de duplas orde-

nadas de geodésicas complexas de H4
C. Para o problema de congruência de triplas ordenadas

de geodésicas complexas em H4
C, vamos necessitar de mais invariantes. Nossa estratégia

para resolver tal problema será associar cada tripla de geodésicas complexas (c1, c2, c3) às

subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3), onde cada subdupla, por sua vez, está associada ao seu

respectivo conjunto bi-ortogonal. Assim, temos associado a cada tripla (c1, c2, c3) um con-

junto de quinze pontos positivos (cinco pontos de cada conjunto bi-ortogonal). Se c⊥j denota

o conjunto polar da geodésica complexa cj, temos que c⊥j contém seis pontos dos quinze,

para cada j ∈ {1, 2, 3}.

Definição 5.2 Uma tripla ordenada (c1, c2, c3) de geodésicas complexas distintas em H4
C é

dita ser uma tripla genérica se as subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3) são reversas. Caso

contrário, (c1, c2, c3) é dita ser uma tripla especial.

Agora vamos verificar a quantidade de parâmetros necessários para descrever unicamente

as classes de congruência, por PU(4, 1), de triplas genéricas de geodésicas complexas de

H4
C. Para começar, considere uma tripla genérica (c1, c2, c3) em H4

C. Usando o modelo do

parabolóide (ver Subseção 1.2.3.1), identificamos H4
C com o produto C3×R×R+ e a fronteira

∂H4
C com C3 × R ∪ {∞}.

Definição 5.3 Chamamos a fronteira ideal de uma geodésica complexa de cadeia.

Usando a identificação da fronteira ∂H4
C com C3 × R ∪ {∞}, chamamos as cadeias que

contêm o ponto ideal de cadeias infinitas. Cadeias que não contêm o ponto ideal são de-

nominadas cadeias finitas. As cadeias infinitas são retas euclidianas em C3 × R ortogonais

a C3. As cadeias finitas são eĺıpses cujas projeções em C3 são circunferências euclidianas;

chamamos o raio de tais circunferências de raio da cadeia. Assim, qualquer cadeia finita

possui um centro (z1, z2, z3, x) ∈ C3 × R e um raio t ∈ R (ver Seção 4.3 e Seção 4.4 em [7]).
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Considerando o conjunto de todas as cadeias com mesmo raio e mesmo centro, temos que as

projeções verticais dessas cadeias geram uma esfera de dimensão 5 em C3.

Fixando as cadeias ∂c1 e ∂c2, das geodésicas complexas c1 e c2 da triplas genérica

(c1, c2, c3) em H4
C, temos que para determinar unicamente as geodésicas complexas c1 e c2,

precisamos de dois parâmetros, distância e ângulo, que vamos denotar por d e a, respectiva-

mente. Note que, a priori, a terceira cadeia denotada por ∂c3 pode estar em qualquer lugar.

Assim, temos associado a ∂c3 os parâmetros do centro (z1, z2, z3, x) ∈ C3 × R e raio t ∈ R,

nos dando um total de oito parâmetros reais. Por outro lado, muitas cadeias possuem mesmo

centro e raio, mas possuem projeções distintas em C3. As projeções de tais cadeias são gran-

des ćırculos da esfera de dimensão 5. Esses grandes ćırculos são obtidos da intersecção de

uma reta complexa com a esfera de dimensão 5 em C3. Como o espaço de retas complexas

que passam pela origem em C3 é dado por CP 2, temos dáı quatro parâmetros reais que

determinam tal reta complexa. Dessa forma, temos um máximo de quatorze parâmetros

reais, para determinar uma tripla genérica (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H4
C.

Por fim, como o estabilizador das geodésicas complexas c1 e c2, no grupo PU(4, 1), é

trivial, então não podemos normalizar a cadeia remanescente. Isso mostra que o espaço de

módulos para triplas genéricas de geodésicas complexas em H4
C tem dimensão real 14.

5.2 Espaço de Módulos de Triplas Genéricas

Considere uma tripla genérica (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H4
C. Temos que as

subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3) são reversas. Vamos denotar por {r12, p12, p21, q12, q21},

{r23, p23, p32, q23, q32} e {r13, p13, p31, q13, q31} os conjuntos bi-ortogonais associados às sub-

duplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3), respectivamente. Assim, associamos cada tripla genérica

(c1, c2, c3) ao conjunto {r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}, de pon-

tos positivos. Veja que rij, pij, qij ∈ c⊥i e rij, pji, qji ∈ c⊥j , para i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j. Além

disso, vamos denotar por R12, P12, P21, Q12, Q21, R23, P23, P32, Q23, Q32, R13, P13, P31,

Q13 e Q31 os levantamentos para r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31,

q13 e q31, respectivamente. As ilustrações abaixo exprimem os posicionamentos posśıveis dos

conjuntos polares das geodésicas de uma tripla genérica em H4
C. A Figura 5.1 expressa a
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situação em que não existe uma cópia de H3
C em H4

C que contenha a tripla genérica, e a

Figura 5.2 expressa a situação em que existe H3
C em H4

C que contém a tripla genérica.

c⊥1

c⊥2 c⊥3

Figura 5.1: Tripla não contida em H3
C

c⊥1

c⊥2 c⊥3

Figura 5.2: Tripla contida em H3
C

Exemplo 5.4 Sejam os subespaços denotados por C1 = {(X1, X2, 0, 0, X1

√
2);X1, X2 ∈ C},

C2 = {(0, 0, Y1, Y2, Y2
√

2);Y1, Y2 ∈ C}, C3 = {(0, Z1, Z1, Z2, Z1

√
8);Z1, Z2 ∈ C}. Considere

a tripla (c1, c2, c3), onde cj = π(Cj−{0})∩H4
C, para j = 1, 2, 3. Temos que (c1, c2, c3) é uma

tripla genérica em H4
C. Além disso, note que nesse caso a tripla (c1, c2, c3) não está contida

em nenhuma cópia de H3
C em H4

C.

Se (ci, cj) é uma subdupla da tripla (c1, c2, c3), temos que a pré-distância e o pré-ângulo

são dados por d(pij, pji) e d(qij, qji), respectivamente, para i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j. Vamos

denotar tais invariantes por dij = d(pij, pji) e aij = d(qij, qji) para i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j.

Com isso, temos a definição que segue.

Definição 5.5 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C. Consi-

dere as subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3). Chamamos aos d–invariantes d12, d13, d23, a12, a13

e a23 de parâmetros básicos da tripla (c1, c2, c3).

5.2.1 Matriz de Gram canônica para triplas genéricas

Agora vamos nos concentrar em associar cada tripla genérica de geodésicas complexas

a uma matriz de Gram em uma forma conveniente para nossos fins. Isto é, vamos nos

concentrar em recuperar as entradas da matriz de Gram associada a tal tripla, em termos

de invariantes, assim como fizemos para o caso de duplas de geodésicas no Caṕıtulo 2.
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Considere uma tripla genérica (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H4
C. Seja C⊥j o

levantamento do conjunto polar c⊥j de cj, para j = 1, 2, 3. Sabemos que C⊥j é um subespaço

complexo positivo, com dimensão complexa 3, para j = 1, 2, 3. Além disso, veja que o

conjunto formado pelos levantamentos R12, P12, Q12 dos pontos polares r12, p12, q12, res-

pectivamente, é uma base ortonormal para C⊥1 . Por outro lado, o conjunto formado pelos

levantamentos R13, P13, Q13 dos pontos polares r13, p13, q13, respectivamente, também for-

mam uma base ortonormal para C⊥1 . Analogamente, temos que os conjuntos {R12, P21, Q21} e

{R23, P23, Q23} são bases ortonormais de C⊥2 , e os conjuntos {R13, P31, Q31} e {R23, P32, Q32}

são bases ortonormais para C⊥3 . Como SU(3, C⊥j ) age transitivamente em pares de bases

ortonormais de C⊥j , podemos tomar elementos Tj ∈ SU(3, C⊥j ), com j = 1, 2, 3, tais que

T1 : {R12, P12, Q12} → {R13, P13, Q13}

T2 : {R12, P21, Q21} → {R23, P23, Q23}

T3 : {R23, P32, Q32} → {R13, P31, Q31}

onde cada Tj pode ser escrita na forma Tj = A1jA2jA3jA4j, para j = 1, 2, 3, com

A1j =


eiα1j 0 0

0 eiα2j 0

0 0 e−iα1j−iα2j

 , A2j =


cos(θ1j) −sen(θ1j)e

−iβ1j 0

sen(θ1j)e
iβ1j cos(θ1j) 0

0 0 1

 ,

A3j =


cos(θ2j) 0 −sen(θ2j)e

−iβ2j

0 1 0

sen(θ2j)e
iβ2j 0 cos(θ2j)

 e A4j =


1 0 0

0 cos(θ3j) −sen(θ3j)e
−iβ3j

0 sen(θ3j)e
iβ3j cos(θ3j)

 .

Essa decomposição para Tj é conhecida como decomposição em rotações planares. Para

mais detalhes, ver Teorema 5.2.1 de [4], onde tal decomposição é demonstrada para qualquer

elemento de SU(n). Veja que essa decomposição, para elementos de SU(3), nos dá um

total de oito parâmetros para cada Tj, onde j = 1, 2, 3. A próxima definição descreve esses

parâmetros.

Definição 5.6 Chamamos os parâmetros α1j, α2j, β1j, β2j, β3j, θ1j, θ2j e θ3j, para j =

1, 2, 3, de ângulos de transição.
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c⊥1

c⊥2 c⊥3

r23

r13r12
q21p21

q23

p23

q31 p31

p32

q32

q12 q13

p13p12
T1

T2 T3

Observação 5.7 O Teorema de Witt nos permite estender a aplicação Tj ∈ SU(3, C⊥j ) para

uma aplicação de SU(4, 1), para j = 1, 2, 3.

A ideia agora é recuperar as entradas da matriz de Gram dos pontos r12, p12, p21, q12,

q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31, em termos desses trinta parâmetros que

temos, ou seja, em termos dos seis parâmetros básicos dados na Definição 5.5 e dos vinte

e quatro ângulos de transição dados na Definição 5.6. Para tanto, note que uma parte

da matriz de Gram foi recuperada em termos dos parâmetros básicos no Caṕıtulo 2, ou

seja, recuperamos as entradas dos blocos formados pelos levantamentos dos elementos dos

conjuntos {r12, p12, p21, q12, q21}, {r23, p23, p32, q23, q32} e {r13, p13, p31, q13, q31}, que são dados

respectivamente por:

1 0 0 0 0

0 1
√
d12 0 0

0
√
d12 1 0 0

0 0 0 1
√
a12

0 0 0
√
a12 1


,



1 0 0 0 0

0 1
√
d23 0 0

0
√
d23 1 0 0

0 0 0 1
√
a23

0 0 0
√
a23 1


e



1 0 0 0 0

0 1
√
d13 0 0

0
√
d13 1 0 0

0 0 0 1
√
a13

0 0 0
√
a13 1


onde d12, d13, d23 > 1 e 0 ≤ a12, a13, a23 < 1.
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Por outro lado, podemos recuperar as entradas remanescentes usando as aplicações Tj,

com j = 1, 2, 3. Por exemplo, para recuperar a entrada 〈Q23, P13〉, temos dos produtos

[R13 P13 Q13] = [R12 P12 Q12] T1 e [R23 P23 Q23] = [R12 P21 Q21] T2

que Q23 e P13 possuem expressões

Q23 = R12(e
iα12−iβ12−iβ32sen(θ12)sen(θ32)− eiα12−iβ22sen(θ22)cos(θ12)cos(θ32))

+ P21(−eiα22−iβ32sen(θ32)cos(θ12)− eiα22+iβ12−iβ22sen(θ12)sen(θ22)cos(θ32))

+ Q21(e
−iα12−iα22cos(θ22)cos(θ32))

e

P13 = R12(−eiα11−iβ11sen(θ11)cos(θ31)− eiα11−iβ21+iβ31sen(θ21)sen(θ31)cos(θ11))

+ P12(e
iα21cos(θ11)cos(θ31)− eiα21+iβ11−iβ21+iβ31sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31))

+ Q12(e
−iα11−iα21+iβ31sen(θ31)cos(θ21))

e consequentemente

〈Q23, P13〉 = [(eiα12−iβ12−iβ32sen(θ12)sen(θ32)− eiα12−iβ22sen(θ22)cos(θ12)cos(θ32))

(−e−iα11+iβ11sen(θ11)cos(θ31)− e−iα11+iβ21−iβ31sen(θ21)sen(θ31)cos(θ11))]

+
√
d12[(−eiα22−iβ32sen(θ32)cos(θ12)− eiα22+iβ12−iβ22sen(θ12)sen(θ22)cos(θ32))

(e−iα21cos(θ11)cos(θ31)− e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31))]

+
√
a12[(e

−iα12−iα22cos(θ22)cos(θ32))(e
iα11+iα21−iβ31sen(θ31)cos(θ21))]

obtendo dessa forma uma expressão para 〈Q23, P13〉 que depende apenas dos parâmetros

básicos e dos ângulos de transição. As demais entradas da matriz de Gram podem ser

recuperadas da mesma forma (ver Apêndice C). Com isso temos o próximo resultado.

Teorema 5.8 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C, e con-

sidere {r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31} o conjunto de pontos po-

sitivos associado à tripla (c1, c2, c3). Então existem levantamentos para os elementos de tal

conjunto, de forma que a matriz de Gram G, associada a esses levantamentos, é dada por:
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G =



1 0 0 0 0

0 1
√
d12 0 0

0
√
d12 1 0 0

0 0 0 1
√
a12

0 0 0
√
a12 1

E1 E2

E1

1 0 0 0 0

0 1
√
d23 0 0

0
√
d23 1 0 0

0 0 0 1
√
a23

0 0 0
√
a23 1

E3

E2 E3

1 0 0 0 0

0 1
√
d13 0 0

0
√
d13 1 0 0

0 0 0 1
√
a13

0 0 0
√
a13 1


onde 1 < d12, d13, d23 e 0 ≤ a12, a13, a23 < 1, e os blocos E1, E2 e E3 possuem entradas

recuperadas em termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição.

Definição 5.9 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C, associ-

ada ao conjunto {r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}, de pontos po-

sitivos. Chamamos a matriz G obtida no Teorema 5.8 de matriz de Gram canônica para

uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C.

Note que, pelo Teorema 5.8 temos as seguintes igualdades:

〈Q12, R13〉 = eiα11+iα21−iβ21sen(θ21)

〈Q21, R23〉 = eiα12+iα22−iβ22sen(θ22)

〈Q32, R13〉 = eiα13+iα23−iβ23sen(θ23)

e consequentemente, obtemos que d(q12, r13) = sen2(θ21), d(q21, r23) = sen2(θ22) e d(q32, r13)

= sen2(θ23). Por outro lado, temos que q12, r13 ∈ c⊥1 , q21, r23 ∈ c⊥2 e q32, r13 ∈ c⊥3 . Segue da

Proposição 2.82 que os hiperplanos q⊥12 e r⊥13 contêm a geodésica complexa c1, e portanto o
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d–invariante d(q12, r13) define ângulo entre os hiperplanos q⊥12 e r⊥13. O mesmo acontece para

q21, r23 ∈ c⊥2 e q32, r13 ∈ c⊥3 . Assim, temos que d(q12, r13), d(q21, r23) e d(q32, r13) definem os

ângulos de transição θ21, θ22 e θ23, descritos na Definição 5.6.

Teorema 5.10 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C. Então

os seis parâmetros básicos junto com os vinte e quatro ângulos de transição def inem uni-

camente a classe de congruência por PU(4, 1) das triplas genéricas de geodésicas complexas

em H4
C.

Prova. Sejam (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C e G a matriz

de Gram canônica associada a tal tripla. Pela construção de G, temos que as entradas

são recuperadas de maneira única em termos dos respectivos parâmetros básicos e ângulos

de transição. Sejam {r12, p12, p21, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31} o conjunto

de pontos positivos associado à tripla (c1, c2, c3) e W o espaço gerado por levantamentos

dos elementos de tal conjunto. Veja que W é não degenerado. De fato, se R12, P12, P21,

Q12 e Q21 são levantamentos para os pontos r12, p12, p21, q12, q21, respectivamente, temos

que o subconjunto {R12, P12, P21, Q12, Q21} ⊂ W é uma base para W e consequentemente

W = spanC{R12, P12, P21, Q12, Q21} = V 4,1
C (ver Proposição 2.111). Segue que W é não

degenerado. Além disso, se (c
′
1, c

′
2, c

′
3) é uma tripla genérica de geodésicas complexas em

H4
C com matriz de Gram canônica denotada por G

′
, e se G

′
é recuperada com os mesmos

parâmetros básicos e mesmos ângulos de transição dados nas entradas de G, temos que G =

G
′
. Analogamente para dado {r′12, p

′
12, p

′
21, q

′
12, q

′
21, r

′
23, p

′
23, p

′
32, q

′
23, q

′
32, r

′
13, p

′
13, p

′
31, q

′
13, q

′
31}, o

conjunto de pontos positivos associado à tripla (c
′
1, c

′
2, c

′
3), com W

′
sendo o espaço gerado por

levantamentos dos elementos de tal conjunto, temos que W
′

é não degenerado. O resultado

segue da Proposição 1.33.

5.2.2 Matriz de Gram canônica para triplas genéricas contidas em

um H3
C

Considere uma tripla genérica (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H4
C. Temos que as

subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3) são reversas. Vimos no Lema 2.88 que, para n = 4, as

intersecções c⊥1 ∩ c⊥2 , c⊥2 ∩ c⊥3 e c⊥1 ∩ c⊥2 são pontos do espaço projetivo. Denote tais pontos
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por rij = c⊥i ∩c⊥j , para i, j = 1, 2, 3 e i 6= j. Veja que temos duas possibilidades, ou r12 6= r23,

r23 6= r13 e r12 6= r13, ou r12 = r23 = r13. No primeiro caso, temos que a tripla genérica

(c1, c2, c3) não está contida em uma cópia de H3
C em H4

C (ver Exemplo 5.4). Entretanto, no

segundo caso, temos que a tripla genérica (c1, c2, c3) está contida em uma cópia de H3
C em

H4
C, e tal H3

C é dado pelo complemento ortogonal do ponto r12 = r23 = r13. Aqui vamos

trabalhar com o caso em que a tripla genérica está contida em um H3
C.

Exemplo 5.11 Sejam C1 = {(0, 0, X1, X2, X1

√
2);X1, X2 ∈ C}, C2 = {(0, Y1, 0, 0, Y2

√
2);

Y1, Y2 ∈ C} e C3 = {(0, Z1, Z2, Z1, Z1

√
8);Z1, Z2 ∈ C}. Considere a tripla (c1, c2, c3), onde

cj = π(Cj − {0}) ∩ H4
C, para j = 1, 2, 3. Veja que C⊥1 ∩ C⊥2 = C⊥1 ∩ C⊥3 = C⊥2 ∩ C⊥3 = P ,

onde P = {(X, 0, 0, 0, 0);X ∈ C}. Logo essa tripla de geodésicas complexas é genérica, e as

geodésicas estão contidas em um H3
C dado por p⊥ = π(P⊥ − {0}) ∩H4

C.

Observação 5.12 Denotamos por {r12, p12, p21, q12, q21}, {r23, p23, p32, q23, q32} e {r13, p13,

p31, q13, q31} os conjuntos bi-ortogonais associados às subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3),

respectivamente. Assim, associamos cada tripla genérica (c1, c2, c3) ao conjunto de pontos

positivos {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31}, onde r = r12 = r23 = r13. De-

notamos por R, P12, P21, Q12, Q21, P23, P32, Q23, Q32, P13, P31, Q13 e Q31 os levantamentos

para r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13 e q31, respectivamente.

Veja que r, pij, qij ∈ c⊥i , para i, j ∈ {1, 2, 3} e i 6= j. Além disso, o conjunto dos

levantamentos R, P12, Q12 dos pontos polares r, p12, q12, respectivamente, é uma base or-

tonormal para C⊥1 . Por outro lado, o conjunto formado pelos levantamentos R, P13, Q13

dos pontos polares r, p13, q13, respectivamente, também é uma base ortonormal para C⊥1 .

Analogamente temos que os conjuntos {R,P21, Q21} e {R,P23, Q23} são bases ortonormais

de C⊥2 , e os conjuntos {R,P31, Q31} e {R,P32, Q32} são bases ortonormais para C⊥3 . Como

SU(3, C⊥j ) age transitivamente em pares de bases ortonormais de C⊥j , podemos tomar ele-

mentos Tj ∈ SU(3, C⊥j ), com j = 1, 2, 3, tais que

T1 : {R,P12, Q12} → {R,P13, Q13}

T2 : {R,P21, Q21} → {R,P23, Q23}

T3 : {R,P32, Q32} → {R,P31, Q31}
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onde cada Tj é escrita, usando a decomposição em rotações planares, na forma Tj =

A1jA2jA3jA4j, para j = 1, 2, 3, com

A1j =


eiα1j 0 0

0 eiα2j 0

0 0 e−iα1j−iα2j

 , A2j =


cos(θ1j) −sen(θ1j)e

−iβ1j 0

sen(θ1j)e
iβ1j cos(θ1j) 0

0 0 1

 ,

A3j =


cos(θ2j) 0 −sen(θ2j)e

−iβ2j

0 1 0

sen(θ2j)e
iβ2j 0 cos(θ2j)

 e A4j =


1 0 0

0 cos(θ3j) −sen(θ3j)e
−iβ3j

0 sen(θ3j)e
iβ3j cos(θ3j)

 ,
ou seja, fazendo a multiplicação das matrizes acima, temos que

Tj =


eiα1jc(θ1j)c(θ2j) −eiα1j−iβ1js(θ1j)c(θ3j)− eiα1j−iβ2j+iβ3js(θ2j)s(θ3j)c(θ1j) eiα1j−iβ1j−iβ3js(θ1j)s(θ3j)− eiα1j−iβ2js(θ2j)c(θ1j)c(θ3j)

eiα2j+iβ1js(θ1j)c(θ2j) eiα2jc(θ1j)c(θ3j)− eiα2j+iβ1j−iβ2j+iβ3js(θ1j)s(θ2j)s(θ3j) −eiα2j−iβ3js(θ3j)c(θ1j)− eiα2j+iβ1j−iβ2js(θ1j)s(θ2j)c(θ3j)

e−iα1j−iα2j+iβ2js(θ2j) e−iα1j−iα2j+iβ3js(θ3j)c(θ2j) e−iα1j−iα2jc(θ2j)c(θ3j)


onde s(θkj) = sen(θkj) e c(θkj) = cos(θkj) para k, j = 1, 2, 3. Entretanto, nesse caso Tj

deixa o levantamento do ponto r fixado, para j = 1, 2, 3. Isso nos permite eliminar alguns

parâmetros, como mostra a próxima proposição.

Proposição 5.13 Uma tripla genérica (c1, c2, c3) de geodésicas complexas em H4
C, está con-

tida em uma cópia de um H3
C em H4

C se, e somente se, os ângulos de transição satisfazem

α1j = 0, θ1j = 0 e θ2j = 0, para j = 1, 2, 3.

Prova. Considere a tripla genérica (c1, c2, c3), contida em uma cópia de um H3
C em H4

C, as-

sociada ao conjunto de pontos positivos {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31}.

Seja Tj = A1jA2jA3jA4j, para j = 1, 2, 3. Temos que Tj deixa o levantamento do ponto

projetivo r fixado se, e somente se, as seguintes entradas satisfazem às condições:

eiα1jcos(θ1j)cos(θ2j) = 1

eiα2j+iβ1jsen(θ1j)cos(θ2j) = 0

e−iα1j−iα2j+iβ2jsen(θ2j) = 0

para j = 1, 2, 3. Por outro lado, se Tj deixa o levantamento de r fixado, então a inversa T−1j

também o deixa. Consequentemente as seguintes entradas satisfazem às condições:

−e−iα1j+iβ1jsen(θ1j)cos(θ3j)− e−iα1j+iβ2j−iβ3jsen(θ2j)sen(θ3j)cos(θ1j) = 0

e−iα1j+iβ1j+iβ3jsen(θ1j)sen(θ3j)− e−iα1j+iβ2jsen(θ2j)cos(θ1j)cos(θ3j) = 0
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para j = 1, 2, 3. Assim, temos que as condições dadas são satisfeitas se, e somente se, α1j = 0,

θ1j = 0 e θ2j = 0, para j = 1, 2, 3.

Pela Proposição 5.13, temos que a aplicação Tj ∈ SU(3, C⊥j ), tal que

T1 : {R,P12, Q12} → {R,P13, Q13}

T2 : {R,P21, Q21} → {R,P23, Q23}

T3 : {R,P32, Q32} → {R,P31, Q31}

pode ser escrita na forma

Tj =


1 0 0

0 eiα2jcos(θ3j) −eiα2j−iβ3jsen(θ3j)

0 e−iα2j+iβ3jsen(θ3j) e−iα2jcos(θ3j)


considerando α1j = 0, θ1j = 0 e θ2j = 0, para j = 1, 2, 3. Assim, podemos expres-

sar em termos de parâmetros básicos, e dos ângulos de transição α2j, β3j e θ3j, para

j = 1, 2, 3, todas as entradas da matriz de Gram dos levantamentos dos elementos do con-

junto {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31} que está associado à tripla genérica

(c1, c2, c3), usando o mesmo método apresentado na Subseção 5.2.1.

Veja que a matriz  eiα2jcos(θ3j) −eiα2j−iβ3jsen(θ3j)

e−iα2j+iβ3jsen(θ3j) e−iα2jcos(θ3j)


é uma matriz de SU(2). Além disso, tomando α2j = γj + δj e β3j = 2δj na matriz acima,

obtemos eiγj+iδjcos(θ3j) −eiγj−iδjsen(θ3j)

e−iγj+iδjsen(θ3j) e−iγj−iδjcos(θ3j)

 =

eiγj 0

0 e−iγj

cos(θ3j) −sen(θ3j)

sen(θ3j) cos(θ3j)

eiδj 0

0 e−iδj


para j = 1, 2, 3 (ver Subseção 5.1.3 em [4]). Como a última matriz não altera a projeção dos

vetores da base, podemos considerar δj = 0 para j = 1, 2, 3 e consequentemente temos que

α2j = γj e β3j = 0. Assim, a matriz acima assume a forma eiα2jcos(θ3j) −eiα2jsen(θ3j)

e−iα2jsen(θ3j) e−iα2jcos(θ3j)
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e então temos que a matriz Tj pode ser expressada na forma

Tj =


1 0 0

0 eiα2jcos(θ3j) −eiα2jsen(θ3j)

0 e−iα2jsen(θ3j) e−iα2jcos(θ3j)


que está coerente com o que foi apresentado na Seção 4.2 em [12].

Com a expressão de Tj obtida acima, podemos recuperar as entradas da matriz de Gram

em termos dos parâmetros básico, e dos ângulos de transição θ3j e α2j, usando o mesmo

método apresentado na Subseção 5.2.1, com j = 1, 2, 3. Com isso temos o próximo resultado.

Teorema 5.14 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C contida

em uma cópia de H3
C em H4

C, e considere {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31}

o conjunto de pontos positivos, associado à tripla (c1, c2, c3). Então existem levantamentos

para os elementos de tal conjunto, de forma que a matriz de Gram G associada a esses

levantamentos é dada por:

G =

 1 0

0 G̃


tal que a matriz G̃ tem a forma

G̃ =



1
√
d12 0 0√

d12 1 0 0

0 0 1
√
a12

0 0
√
a12 1

E1 E2

E1

1
√
d23 0 0√

d23 1 0 0

0 0 1
√
a23

0 0
√
a23 1

E3

E2 E3

1
√
d13 0 0√

d13 1 0 0

0 0 1
√
a13

0 0
√
a13 1


onde 1 < d12, d13, d23 e 0 ≤ a12, a13, a23 < 1, e os blocos E1, E2 e E3 possuem entradas

recuperadas em termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição θ3j e α2j, para

j = 1, 2, 3.
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c⊥1

c⊥2 c⊥3r

q21
p21

q31
p31

p23
q23

p32
q32

q13
p12

q12
p13

T2 T3

T1

Definição 5.15 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C con-

tida em uma cópia de H3
C em H4

C, associada ao conjunto {r, p12, p21, q12, q21, p23, p32, q23,

q32, p13, p31, q13, q31} de pontos positivos. Chamamos a matriz G obtida no Teorema 5.14 de

matriz de Gram canônica para uma tripla genérica de geodésicas complexas contida em um

H3
C em H4

C.

Teorema 5.16 Seja (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C con-

tida em uma cópia de H3
C em H4

C. Então os seis parâmetros básicos junto com os ângulos

de transição θ3j e α2j, para j = 1, 2, 3, def inem unicamente a classe de congruência por

PU(4, 1) das triplas genéricas de geodésicas complexas contidas em uma cópia de H3
C em

H4
C.

Prova. A prova segue de maneira análoga à demonstração feita para o Teorema 5.10.

Sabemos que a dimensão real do espaço de módulos para triplas genéricas de geodésicas

complexas em H3
C é 9 (ver Seção 4.1 em [12]). Entretanto, segundo o Teorema 5.16, doze

parâmetros definem unicamente a classe de congruência por PU(4, 1) das triplas genéricas de

geodésicas complexas em H4
C contidas em uma cópia de H3

C. Dessa forma, precisamos de três

equações independentes que relacionam os doze parâmetros dados no Teorema 5.16. Essas

equações podem ser obtidas através do cálculo de determinantes dos menores principais da

matriz de Gram dada no Teorema 5.14, fazendo um procedimento similar ao que foi feito na

Seção 4.2 em [12] para triplas genéricas em H3
C.

5.2.3 Construção do espaço de módulos para triplas genéricas

Dividimos esta subseção em duas partes. Na primeira constrúımos o espaço de módulos
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para triplas genéricas de geodésicas complexas que não estão contidas em uma cópia de H3
C

em H4
C. Na segunda parte estudamos sobre o caso em que as triplas genéricas estão contidas

em uma cópia de H3
C em H4

C.

5.2.3.1 Construção para triplas genéricas em H4
C

Sejam (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C e G a matriz de

Gram canônica associada a tal tripla (ver Teorema 5.8). Denote por Mg(3, 4) o espaço de

configurações de triplas genéricas de geodésicas complexas em H4
C. Os elementos deMg(3, 4)

são classes denotadas por [(c1, c2, c3)]. Defina a aplicação

τ :Mg(3, 4) → R30

que associa cada classe [(c1, c2, c3)] aos respectivos parâmetros básicos e ângulos de transição,

ou seja, ao ponto (d12, d13, d23, a12, a13, a23, α1j, α2j, β1j, β2j, β3j, θ1j, θ2j, θ3j) ∈ R30, para j =

1, 2, 3.

Notação 5.17 Vamos denotar as uplas de invariantes por:

(d, a, α, β, θ) = (d12, d13, d23, a12, a13, a23, α1j, α2j, β1j, β2j, β3j, θ1j, θ2j, θ3j) .

Por fim, defina o conjunto

Mg(3, 4) = {(d, a, α, β, θ) ∈ R30; 1 < d, 0 ≤ a < 1, 0 ≤ α, β < π
2
,

0 ≤ θ < π
2
, Dk×l = 0, D = 0}

onde Dk×l são as relações apresentadas no Apêndice C, e D representa o determinante do

menor principal associado ao conjunto de pontos {r12, p12, p21, q12, q21, r23}. Veja que Mg(3, 4)

munido da topologia induzida de R30 é um espaço topológico. Com isso temos o próximo

resultado.

Teorema 5.18 O espaço de configurações Mg(3, 4) é homeomorfo ao espaço Mg(3, 4).

Prova. Pelas condições de determinante dadas na Proposição 1.29 e pelo Teorema 5.8, te-

mos que a aplicação τ : Mg(3, 4) → R30 dada acima define uma aplicação τ : Mg(3, 4) →
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Mg(3, 4). Pelo Teorema 5.10, temos que τ :Mg(3, 4)→Mg(3, 4) é injetiva. Para a sobrejeti-

vidade, dado (d, a, α, β, θ) ∈Mg(3, 4), usando as fórmulas que obtemos para as entradas da

matriz de Gram dada no Teorema 5.8, podemos considerar G em termos dos seis parâmetros

básicos e dos vinte e quatro ângulos de transição, com gjj = 1, para j = 1, ..., 15. Segue

da Proposição 1.29, que G assim constrúıda, é a matriz de Gram canônica de alguma tripla

genérica de geodésicas complexas de H4
C. Logo τ : Mg(3, 4) → Mg(3, 4) é sobrejetiva, e

consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Mg(3, 4) da topologia induzida de R30,

temos que τ :Mg(3, 4)→Mg(3, 4) é um homeomorfismo.

Definição 5.19 Chamamos Mg(3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Mg(3, 4).

5.2.3.2 Construção para triplas genéricas de H4
C contidas em um H3

C

Sejam (c1, c2, c3) uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C contida em uma

cópia de H3
C em H4

C, e G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla (ver Teorema

5.14). Denote por Mg
0(3, 4) o espaço de configurações de triplas genéricas de geodésicas

complexas em H4
C contidas em uma cópia de H3

C em H4
C. Os elementos de Mg

0(3, 4) são

classes denotadas por [(c1, c2, c3)]. Defina a aplicação

τ :Mg
0(3, 4) → R12

que associa cada classe [(c1, c2, c3)] aos respectivos parâmetros básicos e ângulos de transição,

ou seja, ao ponto (d12, d13, d23, a12, a13, a23, α21, α22, α23, θ31, θ32, θ33) ∈ R12.

Notação 5.20 Vamos denotar as uplas de invariantes por:

(d, a, α, θ) = (d12, d13, d23, a12, a13, a23, α21, α22, α23, θ31, θ32, θ33) .

Por fim, defina o conjunto

Mg
0(3, 4) = {(d, a, α, θ) ∈ R12; 1 < d, 0 ≤ a < 1, 0 ≤ α < π

2
, 0 ≤ θ < π

2
, Dk = 0}

onde Dk é uma relação obtida de maneira análoga ao que foi feito na Seção 4.2 em [12], com

k = 1, 2, 3. Veja que Mg
0(3, 4) munido da topologia induzida de R12 é um espaço topológico.

Com isso, temos o próximo resultado.
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Teorema 5.21 O espaço de configurações Mg
0(3, 4) é homeomorfo ao espaço Mg

0(3, 4).

Prova. A prova é similar à demonstração do Teorema 5.18 (ver Teorema 4.3 em [12]).

Definição 5.22 Chamamos Mg
0(3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Mg
0(3, 4).

Observação 5.23 Uma vez que temos uma tripla genérica de geodésicas complexas em H4
C

contida em uma cópia de H3
C, as relações Dk×l dadas no Apêndice C não podem ser usadas

para o caso em questão. De fato, como a tripla está contida em uma cópia de H3
C, temos

pela Proposição 5.13 que tais relações se tornam triviais do tipo 0 = 0. Uma outra forma

de notar esse fato é através da construção do conjunto de pontos positivos associado à tripla

em questão e da maneira que são constrúıdas tais relações.

5.2.4 Construção do espaço de módulos para triplas reais

Nesta subseção vamos fazer um breve estudo sobre triplas reais em H4
C. Começamos

com a definição de tais tripas, e na sequência nos dedicamos à construção do espaço de

módulos. Vamos ver que tal espaço está coerente com o que apresentamos no Caṕıtulo 4

deste trabalho.

Definição 5.24 Considere (c1, c2, c3) uma tripla ordenada de geodésicas complexas distintas

em H4
C. Dizemos que (c1, c2, c3) é uma tripla real, se existe uma subvariedade totalmente

geodésica totalmente real de dimensão real 4, H4
R, que intersecta c1, c2 e c3. Dizemos que

(c1, c2, c3) é uma 3–tripla real, se existe uma subvariedade totalmente geodésica totalmente

real de dimensão real 3, H3
R, que intersecta c1, c2 e c3.

Seja (c1, c2, c3) uma tripla real em H4
C. Temos por definição, que existe H4

R tal que

H4
R ∩ cj 6= ∅, para j = 1, 2, 3. Veja que H4

R ∩ cj = σj, onde σj é uma geodésica riemanniana

em H4
R, para cada j = 1, 2, 3. Dessa forma, cada tripla real (c1, c2, c3) está associada a uma

tripla de geodésicas riemannianas (σ1, σ2, σ3) em H4
R. O mesmo pode ser feito para uma

3–tripla real.
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Exemplo 5.25 Considere os subespaços de V 4,1
C denotados por C1 = {(X1, X2, 0, 0,

√
2X1);

X1, X2 ∈ C}, C2 = {(0, 0, Y1, Y2,
√

2Y2);Y1, Y2 ∈ C} e C3 = {(0, Z1, Z1, Z2, 4Z1);Z1, Z2 ∈

C}. Considere a tripla (c1, c2, c3), onde cj = π(Cj − {0}) ∩H4
C, para j = 1, 2, 3. Afirmamos

que essa tripla é real. De fato, basta tomar V 4,1
R ⊂ V 4,1

C consistindo de combinações lineares

de elementos da base canônica de V 4,1
C com escalares reais, e considerar H4

R ' π(V 4,1
R ∩ V−).

Assim obtemos o desejado.

Proposição 5.26 Uma tripla (c1, c2, c3) de H4
C é uma tripla real se, e somente se, os ângulos

de transição α1j, α2j, β1j, β2j, β3j são nulos, para j = 1, 2, 3.

Abaixo fazemos uma versão análoga da proposição anterior para 3–triplas reais. Esse

fato segue do Teorema 5.16, uma vez que uma 3–tripla real, em particular, está em um H3
C.

Proposição 5.27 Uma tripla (c1, c2, c3) de H4
C é uma 3–tripla real se, e somente se, os

ângulos de transição α1j, α2j, β1j, β2j, β3j, θ1j e θ2j são nulos, para j = 1, 2, 3.

Temos da Proposição 5.26 que triplas reais possuem os parâmetros α1j, α2j, β1j, β2j, β3j

nulos, para j = 1, 2, 3. Assim, segue desse fato, junto com o Teorema 5.18, o nosso próximo

resultado.

Teorema 5.28 Seja σ = (σ1, σ2, σ3) uma tripla ordenada de geodésicas riemannianas de H4
R.

Então a classe de congruência de σ em relação ao grupo de isometrias de H4
R é determinada

unicamente por seis parâmetros básicos (distâncias e ângulos) e os nove ângulos de transição

dados por θ1j, θ2j e θ3j, sujeito às relações Dk×l = 0 e D = 0, onde α1j = 0, α2j = 0, β1j = 0,

β2j = 0 e β3j = 0, com j = 1, 2, 3.

Por outro lado, segue da Proposição 5.27 que 3–triplas reais possuem os parâmetros α1j,

α2j, β1j, β2j, β3j, θ1j e θ2j nulos, para j = 1, 2, 3. Assim, o próximo resultado segue desse

fato, junto com o Teorema 5.21.

Teorema 5.29 Seja σ = (σ1, σ2, σ3) uma tripla ordenada de geodésicas riemannianas de H3
R.

Então a classe de congruência de σ em relação ao grupo de isometrias de H3
R é determinada

unicamente por seis parâmetros básicos (distâncias e ângulos) e três ângulos de transição

dados por θ31, θ32 e θ33, sujeito às relações Dk = 0, onde α1j = 0, α2j = 0, β1j = 0, β2j = 0,

β3j = 0, θ1j = 0 e θ2j = 0, com j, k = 1, 2, 3.
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5.3 Espaço de Módulos de Triplas Especiais

Seja (c1, c2, c3) uma tripla especial de geodésicas complexas em H4
C. Vimos que para

uma tripla ser chamada de especial, é preciso que pelo menos uma das subduplas, (c1, c2),

(c2, c3) ou (c1, c3), associada a tal tripla seja formada por geodésicas complexas coplanares

(ver Definição 5.2). Dessa forma, vamos dedicar esta seção ao estudo dos seguintes casos:

(i) Caso em que uma subdupla é coplanar, as outras duas são reversas e não existe H3
C

que contenha a tripla, chamado de caso quase genérico tipo 1;

(ii) Caso em que uma subdupla é coplanar, as outras duas são reversas e existe H3
C que

contém a tripla, chamado de caso quase genérico tipo 2;

(iii) Caso em que duas subduplas são coplanares e uma das subduplas é reversa, chamado

de caso quase coplanar ;

(iv) Caso em que as três subduplas são coplanares, mas não existe H2
C que contenha a

tripla, chamado de caso duas a duas coplanar ;

(v) Caso em que as três subduplas são coplanares, e existe H2
C que contém a tripla, chamado

de caso coplanar.

Nesta seção vamos precisar de mais um invariante projetivo, além do d–invariante definido

no Caṕıtulo 2. Segue a definição de tal invariante.

Definição 5.30 Sejam p1, p2 e p3 três pontos positivos distintos, não ortogonais dois a

dois, e P1, P2 e P3 seus respectivos levantamentos. Então A def inido por

A = A(p1, p2, p3) = arg(〈P1, P2〉〈P2, P3〉〈P3, P1〉)

é chamado de invariante angular para tripla ordenada de pontos positivos (p1, p2, p3).

Veja que a expressão dada para A está bem definida, ou seja, independe da escolha dos

levantamentos para os pontos pertencentes à tripla (p1, p2, p3). Além disso, vamos considerar

A ∈ (−π, π].
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5.3.1 Triplas quase genéricas tipo 1

Seja (c1, c2, c3) uma tripla especial de geodésicas complexas em H4
C. Suponha que a tripla

seja quase genérica tipo 1. Vamos supor também nesta subseção, sem perda de generalidade,

que (c1, c2) é a subdupla coplanar, e que (c2, c3) e (c1, c3) são as subduplas reversas. Segue

abaixo um desenho que ilustra o posicionamento dos conjuntos polares no caso em questão.

c⊥3

c⊥1 c⊥2

Exemplo 5.31 Sejam os subespaços de V 4,1
C denotados por C1 = {(X1, 0, 0, X2, 2X1);X1, X2

∈ C}, C2 = {(Y1, Y2, 0, 0, 2Y1);Y1, Y2 ∈ C} e C3 = {(0, 0, Z1, 0, Z2);Z1, Z2 ∈ C}. Considere

a tripla (c1, c2, c3), onde cj = π(Cj−{0})∩H4
C, para j = 1, 2, 3. Temos que a tripla (c1, c2, c3)

é uma tripla quase genérica tipo 1 em H4
C. Além disso, note que nesse caso a tripla (c1, c2, c3)

não está contida em nenhuma cópia de H3
C em H4

C.

Como estamos supondo que a subdupla (c1, c2) é coplanar, temos associado a ela um con-

junto bi-ortogonal denotado por {r12, p12, p21, r}, se for ultraparalela, e por {r12, r, q12, q21},

se for concorrente ou assintótica. Por outro lado, como as subduplas (c2, c3) e (c1, c3) são

reversas, associamos a elas os conjuntos bi-ortogonais {r23, p23, p32, q23, q32} e {r13, p13, p31,

q13, q31}, respectivamente. Com isso, associamos cada tripla (c1, c2, c3) ao conjunto {r12, p12,

p21, r, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}, se a dupla (c1, c2) for ultraparalela, e ao con-

junto {r12, r, q12, q21, r23, p23, p32, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}, se a dupla (c1, c2) for concor-

rente ou assintótica.

Veja que a construção do espaço de módulos para este caso é feita de maneira similar ao

caso genérico apresentado acima. A diferença é que neste caso vamos ter pelo menos um dos
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parâmetros básicos com valor 1 (ver Proposição 2.110). Em outras palavras, o ângulo ou a

distância (ou ambos) entre as geodésicas complexas de uma subdupla é 0.

c⊥3

c⊥1 c⊥2

r13 r23

r12

r
q12 q21

p13

q13
p23

q23

q32q31

p32p31

5.3.2 Triplas quase genéricas tipo 2

Seja (c1, c2, c3) uma tripla especial de geodésicas complexas em H4
C. Além disso, suponha

que a tripla seja quase genérica tipo 2. Vamos supor também nesta subseção, sem perda

de generalidade, que (c1, c2) é a subdupla coplanar, e que (c2, c3) e (c1, c3) são as subduplas

reversas. Segue abaixo um desenho que ilustra o posicionamento dos conjuntos polares no

caso em questão.

c⊥3

c⊥1 c⊥2

Exemplo 5.32 Sejam os subespaços de V 4,1
C denotados por C1 = {(X1, 0, 0, X2, 2X1);X1, X2

∈ C}, C2 = {(Y1, Y2, 0, 0, 2Y1);Y1, Y2 ∈ C} e C3 = {(0, Z1, 0, Z2, 2(Z1 + Z2));Z1, Z2 ∈ C}.

Considere a tripla (c1, c2, c3), onde cj = π(Cj − {0}) ∩ H4
C, para j = 1, 2, 3. Temos que

a tripla (c1, c2, c3) é uma tripla quase genérica tipo 2 em H4
C. Note que a tripla (c1, c2, c3)

está contida em uma cópia de H3
C em H4

C. Tal cópia é dada pela projeção π(W ∩ V−), onde

W = {(X1, X2, 0, X3, X4);X1, X2, X3, X4 ∈ C}.
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Da mesma forma que fizemos para o caso quase genérico tipo 1, aqui também associamos

a cada tripla, um conjunto de pontos positivos. Note que, para o caso em questão temos

r12 = r13 = r23 = c1 ∩ c2 ∩ c3. Como a subdupla (c1, c2) é coplanar, temos associado

a ela um conjunto bi-ortogonal denotado por {r12, p12, p21, r}, se for ultraparalela, e por

{r12, r, q12, q21}, se for concorrente ou assintótica. Por outro lado, como as subduplas (c2, c3)

e (c1, c3) são reversas, associamos a elas os conjuntos bi-ortogonais {r23, p23, p32, q23, q32} e

{r13, p13, p31, q13, q31}, respectivamente. Usando o fato de que r12 = r13 = r23, associamos

cada tripla (c1, c2, c3) ao conjunto {r12, p12, p21, r, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31}, se a dupla

(c1, c2) for ultraparalela, e ao conjunto {r12, r, q12, q21, p23, p32, q23, q32, p13, p31, q13, q31}, se a

dupla (c1, c2) for concorrente ou assintótica (caso ilustrado abaixo em termos de conjuntos

polares).

c⊥3

c⊥1 c⊥2

r12

r
q12 q21

p13

q13
p23

q23

q32q31

p32p31

A construção do espaço de módulos para este caso é feita de maneira similar ao caso

genérico apresentado acima. Assim como no caso quase genérico tipo 1, neste caso vamos

ter pelo menos um dos parâmetros básicos com valor 1 (ver Proposição 2.110). Em outras

palavras, o ângulo ou a distância (ou ambos) entre as geodésicas complexas de uma subdupla

é 0. Veja que este caso se resume ao caso quase genérico comentado em [12].

5.3.3 Triplas quase coplanares

Seja (c1, c2, c3) uma tripla especial de geodésicas complexas em H4
C. Além disso, suponha

que a tripla seja quase coplanar, ou seja, caso em que duas subduplas são coplanares e uma

subdupla é reversa. Considerando que as subduplas (c1, c2) e (c2, c3) são coplanares e que

a subdupla (c1, c3) é reversa, temos abaixo um desenho que ilustra o posicionamento dos

conjuntos polares no caso em questão.
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c⊥2

c⊥1 c⊥3

Exemplo 5.33 Sejam os subconjuntos C1 = {(X1, X2, 0, 0, X1

√
2);X1, X2 ∈ C} e C2 =

{(0, 0, Y1, Y2, Y2
√

2);Y1, Y2 ∈ C} de V 4,1
C . Considere a geodésica complexa perpendicular co-

mum a c1 = π(C1) ∩ H4
C e c2 = π(C2) ∩ H4

C dada por c12 = π(C12) ∩ H4
C, onde C12 =

{(Z1, 0, 0, Z2, (Z1 + Z2)
√

2);Z1, Z2 ∈ C}. Veja que este é um exemplo de tripla quase copla-

nar, onde a subdupla (c1, c2) é reversa e as demais são coplanares.

Da mesma forma que fizemos para os demais casos, aqui também associamos a cada

tripla um conjunto de pontos positivos. Vimos que para uma subdupla coplanar (cj, ck),

podemos associar a ela o conjunto bi-ortogonal denotado por {rjk, r, qjk, qkj}, se a subdupla

em questão for concorrente ou assintótica, e associar a ela o conjunto bi-ortogonal deno-

tado por {rjk, pjk, pkj, r}, se a subdupla em questão for ultraparalela. Por outro lado, se a

subdupla (cj, ck) é reversa, podemos associar a ela um conjunto bi-ortogonal denotado por

{rjk, pjk, pkj, qjk, qkj}.

Assim, supondo por exemplo que as subduplas (c1, c2) e (c2, c3) são concorrentes ou

assintóticas, e que (c1, c3) é reversa, podemos associar à tripla especial (c1, c2, c3) o conjunto

de pontos positivos {r12, r, q12, q21, r23, r
′
, q23, q32, r13, p13, p31, q13, q31}. Note que, para o caso

em questão, podemos considerar r = r
′
= r13 e denotar tal ponto por r0. Dessa forma, vamos

denotar o conjunto de pontos positivos associado à tripla especial (c1, c2, c3), tal que (c1, c2)

e (c2, c3) são concorrentes ou assintóticas, e (c1, c3) é reversa, por {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32,

p13, p31, q13, q31}. Analogamente podemos obter tal conjunto de pontos positivos para os

demais casos.

Observação 5.34 Para o caso particular em que (c1, c2) e (c2, c3) são concorrentes, (c1, c3)

é reversa, e c2 é a geodésica complexa perpendicular comum a c1 e c3, temos que o problema

de congruência da tripla (c1, c2, c3) se resume ao problema de congruência da dupla reversa

(c1, c3) (ver Observação 4.28).
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c⊥2

c⊥1 c⊥3r0

r12 r23q12 q32

q21 q23

q13 q31

p13 p31

A construção do espaço de módulos para este caso também é feita de maneira similar

ao caso genérico. A diferença é que neste caso vamos ter pelo menos dois dos parâmetros

básicos com valor 1 (ver Proposição 2.110). Em outras palavras, o ângulo ou a distância (ou

ambos) entre as geodésicas complexas de duas das subduplas associadas a tal tripla é 0.

5.3.4 Triplas duas a duas coplanares

Seja (c1, c2, c3) uma tripla especial de geodésicas complexas em H4
C. Além disso, suponha

que a tripla seja duas a duas coplanar, ou seja, cada subdupla (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3) está

contida em um H2
C diferente. Segue abaixo um desenho que ilustra o posicionamento dos

conjuntos polares no caso em questão.

c⊥1

c⊥2 c⊥3

Observação 5.35 Se a tripla (c1, c2, c3) for duas a duas coplanar, temos que as linhas

projetivas complexas indef inidas associadas a tais geodésicas se intersectam em um mesmo

ponto, caso contrário a tripla seria coplanar, uma vez que três pontos em CP 4 determinam

um plano projetivo (indef inido nesse caso). O ponto de intersecção das linhas projetivas

complexas pode ser positivo, negativo ou isotrópico, fazendo com que as subduplas (c1, c2),

(c2, c3) e (c1, c3) sejam ultraparalelas, concorrentes ou assintóticas, respectivamente. Além
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disso, se as subduplas são ultraparalelas com ponto de intersecção p positivo, temos que ambas

intersectam ortogonalmente o hiperplano complexo dado por p⊥.

Da mesma forma que fizemos para os demais casos, aqui também associamos a cada

tripla, um conjunto de pontos positivos. Vimos que para uma subdupla coplanar (cj, ck),

podemos associar a ela o conjunto bi-ortogonal denotado por {rjk, r, qjk, qkj}, se a subdupla

em questão for concorrente ou assintótica, e associar a ela o conjunto bi-ortogonal deno-

tado por {rjk, pjk, pkj, r}, se a subdupla em questão for ultraparalela. Vamos supor, por

exemplo, que cada subdupla seja concorrente (ou assintótica). Assim, temos associado às

subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3), os conjuntos bi-ortogonais denotados por {r12, r, q12, q21},

{r23, r
′
, q23, q32} e {r13, r

′′
, q13, q31}, respectivamente. Note que, para o caso em questão, po-

demos considerar r = r
′

= r
′′

e denotar tal ponto por r0. Com isso, associamos cada tripla

(c1, c2, c3) ao conjunto {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13, q13, q31}. O mesmo pode ser feito

para o caso em que cada subdupla é ultraparalela, obtendo o conjunto {r0, r12, p12, p21, r23,

p23, p32, r13, p13, p31}.

Vamos supor a partir daqui que cada subdupla associada à tripla em questão seja con-

corrente, pois para os casos em que tais subduplas são ultraparalelas ou assintóticas, o pro-

cedimento é análogo. Vimos que no caso concorrente, podemos associar à tripla em questão,

um conjunto de pontos positivos dado por {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13, q13, q31}. Denote a

matriz de Gram de tal conjunto por G. Sabemos do Caṕıtulo 2, que existem levantamentos

R0, R12, Q12, Q21, R23, Q23, Q32, R13, Q13, Q31 para os elementos desse conjunto de pontos

positivos, tais que podemos recuperar em termos de parâmetros básicos as entradas dos blo-

cos formados pelos conjuntos {r0, r12, q12, q21}, {r0, r23, q23, q32} e {r0, r13, q13, q31}, onde tais

blocos são dados respectivamente por:
1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
√
a12

0 0
√
a12 1

 ,


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
√
a23

0 0
√
a23 1

 e


1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1
√
a13

0 0
√
a13 1


com 0 ≤ a12, a23, a13 < 1.

A ideia agora é recuperar as demais entradas da matriz de Gram G, em termos dos

três parâmetros básicos que temos e dos ângulos de transição. Para tanto, vamos fazer um
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procedimento análogo ao feito na Seção 5.2 para o caso genérico. Então, considere elementos

Tj ∈ SU(3, C⊥j ) tais que

T1 : {R0, R13, Q13} → {R0, R12, Q12}

T2 : {R0, R12, Q21} → {R0, R23, Q23}

T3 : {R0, R23, Q32} → {R0, R13, Q31}

onde cada Tj pode ser escrita na forma

Tj =


1 0 0

0 eiα2jcos(θ3j) −eiα2jsen(θ3j)

0 e−iα2jsen(θ3j) e−iα2jcos(θ3j)

 e T−1j =


1 0 0

0 e−iα2jcos(θ3j) eiα2jsen(θ3j)

0 −e−iα2jsen(θ3j) eiα2jcos(θ3j)


com j = 1, 2, 3.

c⊥1

c⊥2 c⊥3

r0
r12 r13

r23

q21 q31

q23 q32

q12 q13

T2 T3

T1

Observação 5.36 O Teorema de Witt nos permite estender a aplicação Tj ∈ SU(3, C⊥j )

para uma aplicação de SU(4, 1), para j = 1, 2, 3.

Agora, para recuperar, por exemplo, a entrada 〈Q21, R23〉, temos do produto

[R0 R23 Q23] = [R0 R12 Q21] T2

que R23 possui uma expressão

R23 = R12e
iα22cos(θ32) +Q21e

−iα22sen(θ32) ,

e consequentemente

〈Q21, R23〉 = eiα22sen(θ32) ,

202



obtendo assim, uma expressão para 〈Q21, R23〉 que depende apenas dos parâmetros básicos

e dos ângulos de transição. As demais entradas da matriz de Gram podem ser recuperadas

da mesma forma, e estão explicitadas no Apêncie C. Assim, obtemos o próximo teorema.

Teorema 5.37 Seja (c1, c2, c3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas complexas

concorrentes em H4
C, e considere {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13, q13, q31} o conjunto de pontos

positivos, associado à tripla em questão. Então existem levantamentos para os elementos de

tal conjunto, de forma que a matriz de Gram G associada a esses levantamentos é dada por:

G =

 1 0

0 G̃


tal que a matriz G̃ tem a forma

G̃ =



1 0 0

0 1
√
a12

0
√
a12 1

E1 E2

E1

1 0 0

0 1
√
a23

0
√
a23 1

E3

E2 E3

1 0 0

0 1
√
a13

0
√
a13 1


onde 0 ≤ a12, a13, a23 < 1, e os blocos E1, E2 e E3 possuem entradas recuperadas em termos

dos parâmetros básicos a12, a23, a13 e dos ângulos de transição θ3j e α2j, para j = 1, 2, 3.

Definição 5.38 Seja (c1, c2, c3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas complexas em

H4
C. Chamamos a matriz de Gram G associada a tal tripla, obtida como no Teorema 5.37),

de matriz de Gram canônica para uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas complexas

em H4
C.

Para o caso em que a tripla duas a duas coplanar possui subduplas de geodésicas com-

plexas ultraparalelas, a matriz de Gram canônica para a tripla em questão tem entradas

recuperadas em termos dos parâmetros básicos d12, d23, d13, e dos ângulos de transição θ3j e

α2j, para j = 1, 2, 3, com 1 < d12, d23, d13. O mesmo vale para o caso assintótico, entretanto,

temos que a12 = a13 = a23 = 1.
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Teorema 5.39 Seja (c1, c2, c3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas complexas con-

correntes em H4
C. Considere o conjunto de pontos positivos {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13,

q13, q31} associado a tal tripla. Então os parâmetros básicos a12, a23, a13, e os ângulos de

transição θ3j e α2j, para j = 1, 2, 3, determinam unicamente a classe de congruência por

PU(4, 1) das triplas duas a duas coplanares de geodésicas complexas concorrentes em H4
C.

Prova. Sejam (c1, c2, c3) uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas complexas con-

correntes em H4
C e G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Pela construção

de G, temos que as entradas são recuperadas de maneira única em termos de respectivos

parâmetros básicos e ângulos de transição. Sejam {r0, r12, q12, q21, r23, q23, q32, r13, q13, q31},

o conjunto de pontos positivos associado à tripla (c1, c2, c3), e W o espaço gerado por le-

vantamentos dos elementos de tal conjunto. Veja que W é não degenerado. Além disso, se

(c
′
1, c

′
2, c

′
3) é uma outra tripla duas a duas coplanar de geodésicas complexas concorrentes em

H4
C com G

′
sendo a matriz de Gram canônica associada a tal tripla, e se G

′
é recuperada

com os mesmos parâmetros básicos e mesmos ângulos de transição dados nas entradas de

G, temos que G = G
′
. Analogamente, para dado {r′0, r

′
12, q

′
12, q

′
21, r

′
23, q

′
23, q

′
32, r

′
13, q

′
13, q

′
31}, o

conjunto de pontos positivos associado à tripla (c
′
1, c

′
2, c

′
3), com W

′
sendo o espaço gerado por

levantamentos dos elementos de tal conjunto, temos que W
′

é não degenerado. O resultado

segue da Proposição 1.32.

Agora considere uma tripla duas a duas coplanar de geodésicas complexas concorrentes

em H4
C, denotada por (c1, c2, c3). Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla.

Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes a12, a13, a23, θ3j

e α2j, para j = 1, 2, 3. Denote por M2−2
1 (3, 4) o espaço de configurações de triplas duas a

duas coplanares de geodésicas complexas concorrentes em H4
C. Os elementos de M2−2

1 (3, 4)

são classes denotadas por [(c1, c2, c3)]. Defina a aplicação

τ̃ :M2−2
1 (3, 4) → R9

que associa a cada classe [(c1, c2, c3)] os invariantes a12, a13, a23, α21, α22, α23, θ31, θ32 e θ33.

Notação 5.40 Vamos denotar as uplas de invariantes por:

(a, α, θ) = (a12, a13, a23, α21, α22, α23, θ31, θ32, θ33) .
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Por fim, defina o conjunto

M2−2
1 (3, 4) = {(a, α, θ) ∈ R9; 0 ≤ a < 1, 0 ≤ α < π

2
, 0 < θ < π, Dk×l = 0} ,

onde Dk×l são relações independentes constrúıdas no Apêndice C. Essas relações são dadas

por:

D2×5 = e−iα22cos(θ32)− [eiα21+iα23cos(θ31)cos(θ33)−
√
a13e

−iα21+iα23sen(θ31)sen(θ33)]

= 0

D2×8 = eiα21cos(θ31)− [e−iα22−iα23cos(θ32)cos(θ33)−
√
a23e

−iα22+iα23sen(θ32)sen(θ33)]

= 0

D5×8 = e−iα23cos(θ33)− [eiα22+iα21cos(θ31)cos(θ32)−
√
a12e

−iα22+iα21sen(θ31)sen(θ32)]

= 0

D3×5 =
√
a12e

iα22sen(θ22) + [eiα21+iα23sen(θ31)cos(θ33) +
√
a13e

−iα21+iα23cos(θ31)sen(θ33)]

= 0

D4×8 = −√a12eiα21sen(θ31)− [eiα22−iα23sen(θ32)cos(θ33) +
√
a23e

iα22+iα23cos(θ32)sen(θ33)]

= 0 .

Veja que M2−2
1 (3, 4) munido da topologia induzida de R9 é um espaço topológico. Assim,

temos o próximo resultado.

Teorema 5.41 O espaço de configurações M2−2
1 (3, 4) é homeomorfo ao espaço M2−2

1 (3, 4).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29 com n = 4) e pelo Teorema

5.39, temos que a aplicação τ̃ : M2−2
1 (3, 4) → R9 dada acima define uma aplicação τ̃ :

M2−2
1 (3, 4) → M2−2

1 (3, 4). Pelo Teorema 5.39 temos que τ̃ : M2−2
1 (3, 4) → M2−2

1 (3, 4) é

injetiva. Para a sobrejetividade, dado (a12, a13, a23, α21, α22, α23, θ31, θ32, θ33) ∈ M2−2
1 (3, 4),

usando as fórmulas que obtemos para as entradas da matriz de Gram dada no Teorema

5.37, podemos considerar G em termos dos três parâmetros básicos e dos seis ângulos de

transição, com gjj = 1, para j = 1, ..., 10. Segue da Proposição 1.29 (para n = 4), que G

assim constrúıda, é a matriz de Gram canônica de alguma tripla duas a duas coplanar de

geodésicas complexas concorrentes de H4
C. Logo τ :M2−2

1 (3, 4) → M2−2
1 (3, 4) é sobrejetiva,

e consequentemente bijetiva.
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Definição 5.42 Chamamos M2−2
1 (3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

M2−2
1 (3, 4).

Se o conjunto M2−2
0 (3, 4) denota o espaço de configurações de triplas duas a duas co-

planares de geodésicas complexas ultraparalelas em H4
C, procedendo como fizemos acima,

obtemos que o conjunto

M2−2
0 (3, 4) = {(d, α, θ) ∈ R9; d > 1, 0 ≤ α < π

2
, 0 < θ < π, Dk×l = 0} ,

onde os Dk×l representam as cinco relações independentes constrúıdas assim como no caso

concorrente, é o espaço de módulos para o espaço de configurações M2−2
0 (3, 4). De maneira

similar, se o conjunto M2−2
2 (3, 4) denota o espaço de configurações de triplas duas a duas

coplanares de geodésicas complexas assintóticas em H4
C, procedendo como fizemos acima,

obtemos que o conjunto

M2−2
2 (3, 4) = {(a, α, θ) ∈ R9; a = 1, 0 ≤ α < π

2
, 0 < θ < π, Dk×l = 0} ,

onde os Dk×l representam as cinco relações independentes constrúıdas assim como no caso

concorrente, é o espaço de módulos para o espaço de configurações M2−2
2 (3, 4).

5.3.5 Triplas coplanares

Seja (c1, c2, c3) uma tripla especial de geodésicas complexas em H4
C. Além disso, suponha

que a tripla seja coplanar, ou seja, as subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3) são coplanares,

todas contidas em um mesmo H2
C. Segue abaixo um desenho que ilustra o posicionamento

dos conjuntos polares no caso em questão.

c⊥2
c⊥1 c⊥3

Da mesma forma que fizemos para os demais casos, aqui também associamos a cada

tripla, um conjunto de pontos positivos. Vamos supor, por exemplo, que cada subdupla seja
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concorrente ou assintótica. Assim, temos associado às subduplas (c1, c2), (c2, c3) e (c1, c3),

os conjuntos bi-ortogonais denotados por {r12, r, q12, q21}, {r23, r
′
, q23, q32} e {r13, r

′′
, q13, q31},

respectivamente. Note que, para o caso em questão, temos que q12 = q13, q21 = q23, q31 = q32,

e podemos denotar tais pontos por q1, q2 e q3, respectivamente. Além disso, podemos

considerar {r12, r} = {r23, r
′} = {r13, r

′′} e denotar tal conjunto por {r1, r2}. Com isso,

associamos cada tripla (c1, c2, c3) ao conjunto {r1, r2, q1, q2, q3}. Os demais casos podem ser

feitos de maneira similar (ver Observação 5.43 feita abaixo).

Observação 5.43 Se a tripla coplanar (c1, c2, c3) possui a subdupla (c1, c2) ultraparalela e

as demais são concorrentes ou assintóticas, temos associado às subduplas (c1, c2), (c2, c3) e

(c1, c3), os conjuntos bi-ortogonais denotados por {r12, p12, p21, r}, {r23, r
′
, q23, q32} e {r13, r

′′
,

q13, q31}, respectivamente. Análogo ao que foi feito antes, temos que p12 = q13, p21 = q23,

q31 = q32, e podemos denotar tais pontos por q1, q2 e q3, respectivamente. Além disso,

podemos considerar {r12, r} = {r23, r
′} = {r13, r

′′} e denotar tal conjunto por {r1, r2}. Com

isso associamos cada tripla (c1, c2, c3) ao conjunto {r1, r2, q1, q2, q3}. O mesmo podemos fazer

para o caso em que duas das subduplas são ultraparalelas e para o caso em que as três

subduplas são ultraparalelas.

c⊥2
c⊥1 c⊥3

r2

r1
q1

q2 q3

Definição 5.44 Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar associada ao conjunto de pontos posi-

tivos {r1, r2, q1, q2, q3}. Dizemos que essa tripla é não ortogonal se as geodésicas complexas

pertencentes à tripla não são ortogonais, ou seja, 〈Qj, Qk〉 6= 0, onde Qj é um levantamento

para qj, com j 6= k e j, k = 1, 2, 3.

5.3.5.1 Triplas coplanares não ortogonais

Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas complexas em H4
C. Vimos

que para cada tripla coplanar podemos associar um conjunto de pontos positivos dado por
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{r1, r2, q1, q2, q3}. Usando um argumento análogo ao feito na demonstração da Proposição

1.27, temos que existem levantamentos para os elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3} tais

que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 g34 g35

0 0 g34 1 g45

0 0 g35 g45 1


com g34, g35 ∈ R, g34, g35 > 0, g45 = g̃45e

iα e g54 = g̃45e
−iα com g̃45 ∈ R e α ∈ (−π, π].

Usando o conceito de d–invariante, e a notação djk = d(qj, qk), para j, k = 1, 2, 3, com

j < k, temos que d12 = d(q1, q2) = 〈Q1, Q2〉〈Q2, Q1〉 = g234, e consequentemente g34 =
√
d12.

Analogamente obtemos que g35 =
√
d13. Como g45 = |g45| eiα = g̃45e

iα e d23 = d(q2, q3) =

g45g54 = |g45|
2, temos que g̃45 =

√
d23. Além disso, usando o conceito de invariante angu-

lar, temos que A(q1, q2, q3) = arg(g34g45g35) = arg(g34g̃45e
iαg35) e consequentemente temos

que A = A(q1, q2, q3) = α. Assim, existem levantamentos para os elementos do conjunto

{r1, r2, q1, q2, q3} tais que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1
√
d12

√
d13

0 0
√
d12 1

√
d23e

iA

0 0
√
d13

√
d23e

−iA 1


a qual chamamos de matriz de Gram canônica de uma tripla coplanar não ortogonal em H4

C.

Observação 5.45 Veja que, calculando o determinante da matriz de Gram canônica acima,

lembrando que eiA = cos(A) + isen(A), obtemos a expressão

det(G) = 1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13
√
d23cos(A) .

Além disso, temos que 1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13
√
d23cos(A) ≤ 0.
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Teorema 5.46 Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas comple-

xas em H4
C. Considere o conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3} associado a tal

tripla. Então os d–invariantes d(q1, q2), d(q1, q3) e d(q2, q3) junto com o invariante an-

gular A(q1, q2, q3) determinam unicamente a classe de congruência por PU(4, 1) das tri-

plas coplanares não ortogonais tais que o espaço gerado pelos levantamentos, denotado por

W = spanC{R1, R2, Q1, Q2, Q3}, é não degenerado.

Prova. Basta notar que se duas triplas possuem mesmos d–invariantes e mesmo invariante

angular, então possuem a mesma matriz de Gram canônica. Como as triplas estão associadas

a conjuntos de pontos positivos tais que os conjuntos gerados pelos levantamentos são não

degenerados, temos que o resultado segue da Proposição 1.32.

Agora considere uma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas complexas em H4
C,

denotada por (c1, c2, c3), associada ao conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3}, cujos

levantamentos são denotados por {R1, R2, Q1, Q2, Q3}. Seja G a matriz de Gram canônica

associada a tal tripla. Vimos que podemos recuperar as entradas de G em termos dos

invariantes d(q1, q2), d(q1, q3), d(q2, q3) e A(q1, q2, q3). Denote por Msc
0 (3, 4) o espaço de

configurações de triplas coplanares não ortogonais em H4
C, tais que o espaço gerado W =

spanC{R1, R2, Q1, Q2, Q3} é não degenerado. Os elementos deMsc
0 (3, 4) são classes denota-

das por [(c1, c2, c3)]. Defina a aplicação

τ̃ :Msc
0 (3, 4) → R4

que associa a cada classe [(c1, c2, c3)] os invariantes d(q1, q2), d(q1, q3), d(q2, q3) e A(q1, q2, q3).

Por fim, defina o conjunto

Msc
0 (3, 4) = {(d12, d13, d23,A) ∈ R4; d12, d13, d23 > 0,A ∈ (−π, π],

1− d12 − d13 − d23 + 2
√
d12
√
d13
√
d23cos(A) ≤ 0} .

Veja que Msc
0 (3, 4) munido da topologia induzida de R4 é um espaço topológico.

Teorema 5.47 O espaço de configurações Msc
0 (3, 4) é homeomorfo ao espaço Msc

0 (3, 4).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29) e pelo Teorema 5.46, temos que

a aplicação τ̃ :Msc
0 (3, 4)→ R3 dada acima define uma aplicação τ̃ :Msc

0 (3, 4)→Msc
0 (3, 4).
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Pelo Teorema 5.46 temos que τ̃ : Msc
0 (3, 4) → Msc

0 (3, 4) é injetiva. Para a sobrejetividade,

dado (d12, d13, d23,A) ∈ Msc
0 (3, 4), considere G tal que g34 = g43 =

√
d12, g35 = g53 =√

d13, g45 =
√
d23e

iA, g54 =
√
d23e

−iA, gjj = 1, para j = 1, ..., 5, e as demais entradas

são nulas. Segue das condições de determinante, que G assim constrúıda, é a matriz de

Gram canônica de alguma tripla coplanar não ortogonal de geodésicas complexas de H4
C.

Logo τ̃ : Msc
0 (3, 4) → Msc

0 (3, 4) é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma vez que

munimos Msc
0 (3, 4) da topologia induzida de R4, temos que τ̃ :Msc

0 (3, 4) → Msc
0 (3, 4) é um

homeomorfismo.

Definição 5.48 Chamamos Msc
0 (3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Msc
0 (3, 4).

Observação 5.49 Veja que a igualdade em 1−d12−d13−d23+2
√
d12
√
d13
√
d23cos(A) ≤ 0

ocorre se, e somente se, as geodésicas complexas da tripla (c1, c2, c3) coplanar não ortogonal

se intersectam em um ponto de H4
C, ou se c1, c2 e c3 possuem uma perpendicular comum (ver

Corolário 4.4 em [3] e Observação 4.3 em [12]).

5.3.5.2 Triplas coplanares ortogonais

Se (c1, c2, c3) é uma tripla coplanar ortogonal de geodésicas complexas em H4
C, temos duas

possibilidades, ou seja, uma das subduplas é ortogonal ou uma das geodésicas é ortogonal

às demais. Se uma das subduplas for ortogonal, vamos chamar de tripla coplanar ortogonal

tipo 1, e se uma das geodésicas for ortogonal às demais, vamos chamar de tripla coplanar

ortogonal tipo 2.

Triplas coplanares ortogonais tipo 1

Vamos estudar primeiro o caso em que a tripla é coplanar ortogonal tipo 1. Vimos

que para cada tripla coplanar podemos associar um conjunto de pontos positivos dado por

{r1, r2, q1, q2, q3}. Vamos supor que a subdupla (c1, c2) é ortogonal (os demais casos são

análogos). Usando um argumento análogo ao feito na demonstração da Proposição 1.27,

temos que existem levantamentos para os elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3} tais que a
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matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 g35

0 0 0 1 g45

0 0 g35 g45 1


com g35, g45 > 0 e g34 = 0. Usando o conceito de d–invariante, e a notação djk = d(qj, qk),

para j, k = 1, 2, 3, com j < k, temos que d13 = d(q1, q3) = 〈Q1, Q3〉〈Q3, Q1〉 = g235, e

consequentemente g35 =
√
d13. Analogamente obtemos que g45 =

√
d23. Note que nesse caso

temos d12 = 0 devido à ortogonalidade da subdupla (c1, c2). Assim, existem levantamentos

para os elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3} tais que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0
√
d13

0 0 0 1
√
d23

0 0
√
d13

√
d23 1


a qual chamamos de matriz de Gram canônica de uma tripla coplanar ortogonal tipo 1 tal

que a subdupla (c1, c2) é ortogonal. Supondo que (c1, c3) é a subdupla ortogonal ou que

(c2, c3) é a subdupla ortogonal, obtemos respectivamente as matrizes de Gram

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1
√
d12 0

0 0
√
d12 1

√
d23

0 0 0
√
d23 1


e



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1
√
d12

√
d13

0 0
√
d12 1 0

0 0
√
d13 0 1


,

determinadas de maneira análoga a anterior.

Observação 5.50 Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 1, tal que a subdupla

(c1, c2) é ortogonal, associada ao conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3}. Considere o
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conjunto formado por levantamentos dos elementos de tal conjunto de pontos positivos, deno-

tado por {R1, R2, Q1, Q2, Q3}. Veja que o conjunto gerado W = spanC{R1, R2, Q1, Q2, Q3}

é não degenerado. De fato, se W for degenerado, então o levantamento C⊥j , do conjunto

polar c⊥j , está contido em um subespaço parabólico de dimensão complexa 4, para j = 1, 2, 3.

Isso nos diz que as geodésicas complexas c1, c2 e c3 se intersectam em um ponto isotrópico.

Mas isso contradiz o fato de que a subdupla (c1, c2) é ortogonal.

Teorema 5.51 Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 1 de geodésicas complexas

em H4
C. Considere o conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3} associado a tal tripla.

Então os d–invariantes d(q1, q3) e d(q2, q3) determinam unicamente a classe de congruência

por PU(4, 1) das triplas coplanares não ortogonais tipo 1, tais que a subdupla (c1, c2) é

ortogonal.

Prova. Basta notar que se duas triplas possuem mesmos d–invariantes, então possuem a

mesma matriz de Gram canônica. Como as triplas estão associadas a conjuntos de pon-

tos positivos tais que os conjuntos gerados pelos levantamentos são não degenerados (ver

Observação 5.50), temos que o resultado segue da Proposição 1.32.

Veja que a Observação 5.50 também é verdadeira para o caso em que a subdupla ortogonal

em questão é (c1, c3) ou (c2, c3). Da mesma forma, versões análogas do Teorema 5.51 podem

ser constrúıdas para tais casos.

Agora, considere (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 1, tal que a subdupla

(c1, c2) é ortogonal. Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Vimos que

nesse caso podemos recuperar as entradas de G em termos dos invariantes d(q1, q3) e d(q2, q3).

Denote porMsc
1 (3, 4) o espaço de configurações de triplas coplanares ortogonais tipo 1, tais

que a subdupla (c1, c2) é ortogonal. Os elementos de Msc
1 (3, 4) são classes denotadas por

[(c1, c2, c3)]. Defina a aplicação

τ̃ :Msc
1 (3, 4) → R2

que associa a cada classe [(c1, c2, c3)] os invariantes d(q1, q3) e d(q2, q3). Por fim, defina o

conjunto Msc
1 (3, 4) = {(d13, d23) ∈ R2; d13, d23 > 0, 1 − d13 − d23 ≤ 0}. Veja que Msc

1 (3, 4)

munido da topologia induzida de R2 é um espaço topológico.
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Teorema 5.52 O espaço de configurações Msc
1 (3, 4) é homeomorfo ao espaço Msc

1 (3, 4).

Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29) e pelo Teorema 5.51, temos que

a aplicação τ̃ :Msc
1 (3, 4)→ R2 dada acima define uma aplicação τ̃ :Msc

1 (3, 4)→Msc
1 (3, 4).

Pelo Teorema 5.51 temos que τ̃ : Msc
1 (3, 4) → Msc

1 (3, 4) é injetiva. Para a sobrejetividade,

dado (d13, d23) ∈Msc
1 (3, 4), considere G tal que g35 = g53 =

√
d13, g45 = g54 =

√
d23, gjj =

1, para j = 1, ..., 5, e as demais entradas são nulas. Segue das condições de determinante,

que G assim constrúıda, é a matriz de Gram canônica de alguma tripla coplanar ortogonal

tipo 1, tal que a subdupla (c1, c2) é ortogonal. Logo τ̃ :Msc
1 (3, 4)→Msc

1 (3, 4) é sobrejetiva,

e consequentemente bijetiva. Uma vez que munimos Msc
1 (3, 4) da topologia induzida de R2,

temos que τ̃ :Msc
1 (3, 4)→Msc

1 (3, 4) é um homeomorfismo.

Definição 5.53 Chamamos Msc
1 (3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Msc
1 (3, 4).

Observação 5.54 Veja que a igualdade em 1 − d13 − d23 ≤ 0 ocorre se, e somente se, as

geodésicas complexas da tripla (c1, c2, c3) coplanar ortogonal tipo 1 se intersectam em um

ponto de H4
C (ver Observação 5.45 e Observação 5.49).

Da mesma maneira que fizemos acima, podemos construir o espaço de módulos para

o caso em que a subdupla (c1, c3) é ortogonal e para o caso em que a subdupla (c2, c3) é

ortogonal. A construção é totalmente análoga.

Triplas coplanares ortogonais tipo 2

Agora vamos abordar o caso em que a tripla (c1, c2, c3) é coplanar ortogonal tipo 2. Veja

que temos três possibilidades, ou seja, c1 ⊥ c2 e c1 ⊥ c3, ou c1 ⊥ c2 e c2 ⊥ c3, ou c1 ⊥ c3 e

c2 ⊥ c3. Vamos estudar o caso em que c1 ⊥ c2 e c1 ⊥ c3 (os demais casos são análogos).

Vimos que para cada tripla coplanar podemos associar um conjunto de pontos positivos

dado por {r1, r2, q1, q2, q3}. Supondo c1 ⊥ c2 e c1 ⊥ c3, e usando um argumento análogo

ao feito na demonstração da Proposição 1.27, temos que existem levantamentos para os
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elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3} tais que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 g45

0 0 0 g45 1


com g45 > 0. Usando o conceito de d–invariante, e a notação d23 = d(q2, q3), temos que

d23 = d(q2, q3) = 〈Q2, Q3〉〈Q3, Q2〉 = g245, e consequentemente g45 =
√
d23. Note que nesse

caso temos d(q1, q2) = d(q1, q3) = 0 devido às ortogonalidades entre as geodésicas complexas

em questão. Assim, existem levantamentos para os elementos do conjunto {r1, r2, q1, q2, q3}

tais que a matriz de Gram tem a forma

G =



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1
√
d23

0 0 0
√
d23 1


a qual chamamos de matriz de Gram canônica de uma tripla coplanar ortogonal tipo 2 tal

que c1 ⊥ c2 e c1 ⊥ c3. Supondo que c1 ⊥ c2 e c2 ⊥ c3, ou que c1 ⊥ c3 e c2 ⊥ c3, obtemos

respectivamente as matrizes de Gram

1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0
√
d13

0 0 0 1 0

0 0
√
d13 0 1


e



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1
√
d12 0

0 0
√
d12 1 0

0 0 0 0 1


,

determinadas de maneira análoga a anterior.

Observação 5.55 Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 2, tal que c1 ⊥ c2 e

c1 ⊥ c3, associada ao conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3}. Considere o conjunto
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formado por levantamentos dos elementos de tal conjunto, denotado por {R1, R2, Q1, Q2, Q3}.

Veja que o conjunto gerado W = spanC{R1, R2, Q1, Q2, Q3} é não degenerado. De fato, se

W for degenerado, então o levantamento C⊥j , do conjunto polar c⊥j , está contido em um

subespaço parabólico de dimensão complexa 4, para j = 1, 2, 3. Isso nos diz que as geodésicas

complexas c1, c2 e c3 se intersectam em um ponto isotrópico. Mas isso contradiz o fato de

que c1 ⊥ c2 e c1 ⊥ c3.

Teorema 5.56 Seja (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 2 de geodésicas complexas

em H4
C. Considere o conjunto de pontos positivos {r1, r2, q1, q2, q3} associado a tal tripla.

Então o d–invariante d(q2, q3) determina unicamente a classe de congruência por PU(4, 1)

das triplas coplanares não ortogonais tipo 2, tais que satisfazem c1 ⊥ c2 e c1 ⊥ c3.

Prova. Basta notar que se duas triplas possuem o mesmo d–invariante, então possuem a

mesma matriz de Gram canônica. Como as triplas estão associadas a conjuntos de pon-

tos positivos tais que os conjuntos gerados pelos levantamentos são não degenerados (ver

Observação 5.55), temos que o resultado segue da Proposição 1.32.

Veja que a Observação 5.55 é verdadeira tanto para o caso em que c1 ⊥ c2 e c2 ⊥ c3

quanto para o caso em que c1 ⊥ c3 e c2 ⊥ c3. Da mesma forma, versões análogas do Teorema

5.56 podem ser constrúıdas para tais casos.

Agora, considere (c1, c2, c3) uma tripla coplanar ortogonal tipo 2, tal que c1 ⊥ c2 e c1 ⊥ c3.

Seja G a matriz de Gram canônica associada a tal tripla. Vimos que nesse caso podemos

recuperar as entradas de G em termos do invariante d(q2, q3). Denote porMsc
2 (3, 4) o espaço

de configurações de triplas coplanares ortogonais tipo 2, tais que c1 ⊥ c2 e c1 ⊥ c3. Os

elementos de Msc
2 (3, 4) são classes denotadas por [(c1, c2, c3)]. Defina a aplicação

τ̃ :Msc
2 (3, 4) → R

que associa a cada classe [(c1, c2, c3)] o invariante d(q2, q3). Por fim, defina o conjunto

Msc
2 (3, 4) = {d23 ∈ R; d23 > 1}. Veja que Msc

2 (3, 4) munido da topologia induzida de R é

um espaço topológico.

Teorema 5.57 O espaço de configurações Msc
2 (3, 4) é homeomorfo ao espaço Msc

2 (3, 4).
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Prova. Pelas condições de determinante (Proposição 1.29) e pelo Teorema 5.56, temos que

a aplicação τ̃ :Msc
2 (3, 4) → R dada acima define uma aplicação τ̃ :Msc

2 (3, 4) → Msc
2 (3, 4).

Pelo Teorema 5.56 temos que τ̃ : Msc
2 (3, 4) → Msc

2 (3, 4) é injetiva. Para a sobrejetividade,

dado d23 ∈ Msc
2 (3, 4), considere G tal que g45 = g54 =

√
d23, gjj = 1, para j = 1, ..., 5, e as

demais entradas são nulas. Segue das condições de determinante, que G assim constrúıda,

é a matriz de Gram canônica de alguma tripla coplanar ortogonal tipo 2, tal que c1 ⊥ c2 e

c1 ⊥ c3. Logo τ̃ : Msc
2 (3, 4) → Msc

2 (3, 4) é sobrejetiva, e consequentemente bijetiva. Uma

vez que munimos Msc
2 (3, 4) da topologia induzida de R, temos que τ̃ :Msc

2 (3, 4)→Msc
2 (3, 4)

é um homeomorfismo.

Definição 5.58 Chamamos Msc
2 (3, 4) de espaço de módulos para o espaço de configurações

Msc
2 (3, 4).

Da mesma maneira que fizemos acima, podemos construir o espaço de módulos para o

caso em que c1 ⊥ c2 e c2 ⊥ c3, e para o caso em que c1 ⊥ c3 e c2 ⊥ c3. A construção é

totalmente análoga.

5.4 Tabela de Parâmetros

Nesta seção apresentamos uma tabela que explicita os parâmetros necessários para a

construção do espaço de módulos para cada um dos casos que trabalhamos neste caṕıtulo.

Segue a tabela.

Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Genérica d12, d23, d13, α1j, α2j, β1j, β2j, β3j, θ1j, 30

a12, a23 e a13 θ2j e θ3j com j = 1, 2, 3

Quase Genérica Tipo 1 d23, d13, a12, α1j, α2j, β1j, β2j, β3j, θ1j, 29

com (c1, c2) concorrente a23 e a13 θ2j e θ3j com j = 1, 2, 3

Quase Genérica Tipo 1 d12, d23, d13, α1j, α2j, β1j, β2j, β3j, θ1j, 29

com (c1, c2) ultraparalela a23 e a13 θ2j e θ3j com j = 1, 2, 3
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Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Quase Genérica Tipo 1 d23, d13, a23 α1j, α2j, β1j, β2j,

com (c1, c2) assintótica e a13 β3j, θ1j, θ2j e θ3j 28

com j = 1, 2, 3

Tripla Real d12, d23, d13, θ1j, θ2j e θ3j 15

a12, a23 e a13 com j = 1, 2, 3

3–Tripla Real d12, d23, d13, θ31, θ32 e θ33 9

a12, a23 e a13

Genérica Contida d12, d23, d13, α21, α22, α23, 12

em um H3
C a12, a23 e a13 θ31, θ32 e θ33

Quase Genérica Tipo 2 d23, d13, a12, α21, α22, α23, 11

com (c1, c2) concorrente a23 e a13 θ31, θ32 e θ33

Quase Genérica Tipo 2 d12, d23, d13, α21, α22, α23, 11

com (c1, c2) ultraparalela a23 e a13 θ31, θ32 e θ33

Quase Genérica Tipo 2 d23, d13, a23 α21, α22, α23, 10

com (c1, c2) assintótica e a13 θ31, θ32 e θ33

Quase Coplanar com (c1, c2) d13, a12, a23 α21, α22, α23, 10

e (c2, c3) concorrentes e a13 θ31, θ32 e θ33

Quase Coplanar com (c1, c2) d12, d23, d13, α21, α22, α23, 10

e (c2, c3) ultraparalelas e a13 θ31, θ32 e θ33

Quase Coplanar com (c1, c2) d23, d13, a12, α21, α22, α23, 10

concorrente e (c2, c3) ultraparalela e a13 θ31, θ32 e θ33

Quase Coplanar com (c1, c2) d13, a12 e a13 α21, α22, α23, 9

concorrente e (c2, c3) assintótica θ31, θ32 e θ33

Quase Coplanar com (c1, c2) d12, d13 e a13 α21, α22, α23, 9

ultraparalela e (c2, c3) assintótica θ31, θ32 e θ33

Quase Coplanar com (c1, c2) d13 e a13 α21, α22, α23, 8

e (c2, c3) assintóticas θ31, θ32 e θ33
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Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Duas a Duas Coplanares a12, a23 e a13 α21, α22, α23, 9

concorrentes θ31, θ32 e θ33

Duas a Duas Coplanares d12, d23 e d13 α21, α22, α23, 9

ultraparalelas θ31, θ32 e θ33

Duas a Duas Coplanares − α21, α22, α23, 6

assintóticas θ31, θ32 e θ33

Coplanares sem degeneração a12, a23, a13 e A

e sem ortogonalidade, com (parâmetro extra) − 4

subduplas concorrentes

Coplanares sem degeneração d12, d23, d13 e A

e sem ortogonalidade, com (parâmetro extra) − 4

subduplas ultraparalelas

Coplanares sem degeneração A

e sem ortogonalidade, com (parâmetro extra) − 1

subduplas assintóticas

Coplanares sem degeneração d23, d13, a12 e A

e sem ortogonalidade, (parâmetro extra) − 4

formação 1

Coplanares sem degeneração a12 e A

e sem ortogonalidade, (parâmetro extra) − 2

formação 2

Coplanares sem degeneração d12, a23, a13 e A

e sem ortogonalidade, (parâmetro extra) − 4

formação 3

Coplanares sem degeneração d12 e A

e sem ortogonalidade, (parâmetro extra) − 2

formação 4
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Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Coplanares sem degeneração a23, a13 e A

e sem ortogonalidade, (parâmetro extra) − 3

formação 5

Coplanares sem degeneração d23, d13 e A

e sem ortogonalidade, (parâmetro extra) − 3

formação 6

Coplanares sem degeneração d23, a12 e A

e sem ortogonalidade, (parâmetro extra) − 3

formação 7

Coplanares Ortogonais a23 e a13 − 2

Tipo 1 com formação 8

Coplanares Ortogonais d23 e d13 − 2

Tipo 1 com formação 9

Coplanares Ortogonais − − −

Tipo 1 com formação 10

Coplanares Ortogonais d13 e a23 − 2

Tipo 1 com formação 11

Coplanares Ortogonais a23 − 1

Tipo 1 com formação 12

Coplanares Ortogonais d23 − 1

Tipo 1 com formação 13

Coplanares Ortogonais

Tipo 2 com (c1, c2) a12 − 1

concorrente

Coplanares Ortogonais

Tipo 2 com (c1, c2) d12 − 1

ultraparalela
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Tipo de Parâmetros Total de

Tripla Básicos Âng. de Transição Parâmetros

Coplanares Ortogonais − − −

Tipo 2 com (c1, c2) assintótica

Fazemos abaixo uma legenda para a tabela acima:

(i) Formação 1: Estamos considerando que (c1, c2) é concorrente, com (c2, c3) e (c1, c3)

ultraparalelas;

(ii) Formação 2: Estamos considerando que (c1, c2) é concorrente, com (c2, c3) e (c1, c3)

assintóticas;

(iii) Formação 3: Estamos considerando que (c1, c2) é ultraparalela, com (c2, c3) e (c1, c3)

concorrentes;

(iv) Formação 4: Estamos considerando que (c1, c2) é ultraparalela, com (c2, c3) e (c1, c3)

assintóticas;

(v) Formação 5: Estamos considerando que (c1, c2) é assintótica, com (c2, c3) e (c1, c3)

concorrentes;

(vi) Formação 6: Estamos considerando que (c1, c2) é assintótica, com (c2, c3) e (c1, c3)

ultraparalelas;

(vii) Formação 7: Estamos considerando que (c1, c2) é concorrente, (c2, c3) é ultraparalela e

(c1, c3) é assintóticas;

(viii) Formação 8: Estamos considerando que (c1, c2) é ortogonal, com (c2, c3) e (c1, c3)

concorrentes;

(ix) Formação 9: Estamos considerando que (c1, c2) é ortogonal, com (c2, c3) e (c1, c3)

ultraparalelas;

(x) Formação 10: Estamos considerando que (c1, c2) é ortogonal, com (c2, c3) e (c1, c3)

assintóticas;
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(xi) Formação 11: Estamos considerando que (c1, c2) é ortogonal, com (c2, c3) concorrente

e (c1, c3) ultraparalela;

(xii) Formação 12: Estamos considerando que (c1, c2) é ortogonal, com (c2, c3) concorrente

e (c1, c3) assintótica;

(xiii) Formação 13: Estamos considerando que (c1, c2) é ortogonal, com (c2, c3) ultraparalela

e (c1, c3) assintótica;
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Apêndice A

Entradas da Matriz de Gram para

Triplas em H3
R e Relações

Aqui vamos listar as entradas da matriz de Gram dada no Teorema 3.6, recuperadas

em termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição (ver Subseção 3.2.1). Vamos

explicitar as entradas dos blocos E1, E2 e E3, respectivamente.

(i) Entradas do bloco E1:

〈P12, P23〉 =
√
d12cos(θ2)

〈P12, P32〉 =
√
d13cos(θ1)cos(θ3) +

√
a13sen(θ1)sen(θ3)

〈P12, Q23〉 = −
√
d12sen(θ2)

〈P12, Q32〉 =
√
d13cos(θ1)sen(θ3)−

√
a13sen(θ1)cos(θ3)

〈P21, P23〉 = cos(θ2)

〈P21, P32〉 =
√
d23cos(θ2)

〈P21, Q23〉 = −sen(θ2)

〈P21, Q32〉 = −√a23sen(θ2)

〈Q12, P23〉 =
√
a12sen(θ2)

〈Q12, P32〉 =
√
d13sen(θ1)cos(θ3)−

√
a13cos(θ1)sen(θ3)

〈Q12, Q23〉 =
√
a12cos(θ2)
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〈Q12, Q32〉 =
√
d13sen(θ1)sen(θ3) +

√
a13cos(θ1)cos(θ3)

〈Q21, P23〉 = sen(θ2)

〈Q21, P32〉 =
√
d23sen(θ2)

〈Q21, Q23〉 = cos(θ2)

〈Q21, Q32〉 =
√
a23cos(θ2)

(ii) Entradas do bloco E2:

〈P12, P13〉 = cos(θ1)

〈P12, P31〉 =
√
d13cos(θ1)

〈P12, Q13〉 = −sen(θ1)

〈P12, Q31〉 = −√a13sen(θ1)

〈P21, P13〉 =
√
d12cos(θ1)

〈P21, P31〉 =
√
d23cos(θ2)cos(θ3)−

√
a23sen(θ2)sen(θ3)

〈P21, Q13〉 = −
√
d12sen(θ1)

〈P21, Q31〉 = −
√
d23cos(θ2)sen(θ3)−

√
a23sen(θ2)cos(θ3)

〈Q12, P13〉 = sen(θ1)

〈Q12, P31〉 =
√
d13sen(θ1)

〈Q12, Q13〉 = cos(θ1)

〈Q12, Q31〉 =
√
a13cos(θ1)

〈Q21, P13〉 =
√
a12sen(θ1)

〈Q21, P31〉 =
√
d23sen(θ2)cos(θ3) +

√
a23cos(θ2)sen(θ3)

〈Q21, Q13〉 =
√
a12cos(θ1)

〈Q21, Q31〉 = −
√
d23sen(θ2)sen(θ3) +

√
a23cos(θ2)cos(θ3)

(iii) Entradas do bloco E3:

〈P23, P13〉 =
√
d12cos(θ2)cos(θ1) +

√
a12sen(θ2)sen(θ1)
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〈P23, P31〉 =
√
d23cos(θ3)

〈P23, Q13〉 = −
√
d12cos(θ2)sen(θ1) +

√
a12sen(θ2)cos(θ1)

〈P23, Q31〉 = −
√
d23sen(θ3)

〈P32, P13〉 =
√
d13cos(θ3)

〈P32, P31〉 = cos(θ3)

〈P32, Q13〉 = −√a13sen(θ3)

〈P32, Q31〉 = −sen(θ3)

〈Q23, P13〉 = −
√
d12sen(θ2)cos(θ1) +

√
a12cos(θ2)sen(θ1)

〈Q23, P31〉 =
√
a23sen(θ3)

〈Q23, Q13〉 =
√
d12sen(θ2)sen(θ1) +

√
a12cos(θ2)cos(θ1)

〈Q23, Q31〉 =
√
a23cos(θ3)

〈Q32, P13〉 =
√
d13sen(θ3)

〈Q32, P31〉 = sen(θ3)

〈Q32, Q13〉 =
√
a13cos(θ3)

〈Q32, Q31〉 = cos(θ3) .

Agora vamos listar as entradas da matriz de Gram dada no Teorema 3.15, recuperadas

em termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição. Vamos explicitar, para esse

caso, as entradas dos blocos E1, E2 e E3, respectivamente.

(i) Entradas do bloco E1:

〈P12, P23〉 =
√
d12cos(θ2)

〈P21, P23〉 = cos(θ2)

〈R12, P23〉 = sen(θ2)

〈P12, P32〉 = −sen(θ1)sen(θ3) +
√
d13cos(θ1)cos(θ3)

〈P21, P32〉 =
√
d23cos(θ2)

〈R12, P32〉 =
√
d23sen(θ2)
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〈P12, R23〉 = −
√
d12sen(θ2)

〈P21, R23〉 = −sen(θ2)

〈R12, R23〉 = cos(θ2)

(ii) Entradas do bloco E2:

〈P12, P13〉 = cos(θ1)

〈P21, P13〉 =
√
d12cos(θ1)

〈R12, P13〉 = −sen(θ1)

〈P12, P31〉 =
√
d13cos(θ1)

〈P21, P31〉 = −sen(θ2)sen(θ3) +
√
d23cos(θ2)cos(θ3)

〈R12, P31〉 = −
√
d13sen(θ1)

〈P12, R13〉 = sen(θ1)

〈P21, R13〉 =
√
d12sen(θ1)

〈R12, R13〉 = cos(θ1)

(iii) Entradas do bloco E3:

〈P23, P13〉 = −sen(θ1)sen(θ2) +
√
d12cos(θ1)cos(θ2)

〈P32, P13〉 =
√
d13cos(θ3)

〈R23, P13〉 =
√
d13sen(θ3)

〈P23, P31〉 =
√
d23cos(θ3)

〈P32, P31〉 = cos(θ3)

〈R23, P31〉 = sen(θ3)

〈P23, R13〉 = −
√
d23sen(θ3)

〈P32, R13〉 = −sen(θ3)

〈R23, R13〉 = cos(θ3) .
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Note que, para o caso de triplas duas a duas coplanar, algumas das entradas acima podem

ser expressadas de duas formas. Por exemplo, para recuperar a entrada 〈R12, R23〉 em temos

dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição, podemos fazer de duas maneiras. A

primeira seria usando o produto

[R23 P23] = [R12 P21] T
−1
2 ,

obtendo assim a expressão

〈R12, R23〉 = cos(θ2) ,

dada mais acima.

A segunda maneira seria usando os produtos

[R12 P12] = [R13 P13] T
−1
1 e [R23 P32] = [R13 P31] T3 ,

obtendo assim a expressão

〈R12, R23〉 = cos(θ1)cos(θ3)−
√
d13sen(θ1)sen(θ3)

e consequentemente, subtraindo as expressões obtidas acima, temos a seguinte relação entre

os parâmetros

D3×6 = cos(θ1)cos(θ3)−
√
d13sen(θ1)sen(θ3)− cos(θ2) = 0

onde D3×6 denota a relação obtida da subtração das duas expressões decorrentes da aplicação

da forma 〈·, ·〉 no ponto da linha 3 com o ponto da coluna 6 da matriz de Gram em questão.

Da mesma maneira obtemos outras relações entre os parâmetros, as quais explicitamos

abaixo:

D3×9 = cos(θ2)cos(θ3)−
√
d23sen(θ2)sen(θ3)− cos(θ1) = 0

D6×9 = cos(θ1)cos(θ2)−
√
d12sen(θ1)sen(θ2)− cos(θ3) = 0

D3×5 = cos(θ1)sen(θ3)−
√
d13sen(θ1)cos(θ3)−

√
d23sen(θ2) = 0

D1×6 = sen(θ1)cos(θ3) +
√
d13cos(θ1)sen(θ3) +

√
d12sen(θ2) = 0

D3×8 = cos(θ2)sen(θ3) +
√
d23sen(θ2)cos(θ3) +

√
d13sen(θ1) = 0

D2×9 = −sen(θ2)cos(θ3)−
√
d23cos(θ2)sen(θ3)−

√
d12sen(θ1) = 0

D6×7 = −sen(θ1)cos(θ2)−
√
d12cos(θ1)sen(θ2)−

√
d13sen(θ3) = 0

D4×9 = cos(θ1)sen(θ2) +
√
d12sen(θ1)cos(θ2) +

√
d23sen(θ3) = 0 .
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Apêndice B

Entradas da Matriz de Gram para

Triplas em H4
R e Relações

Aqui vamos listar as entradas da matriz de Gram dada no Teorema 4.7, recuperadas em

termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição obtidos da fórmula de Rodrigues.

Vamos explicitar as entradas dos blocos E1, E2 e E3, respectivamente.

(i) Entradas do bloco E1:

〈R12, R23〉 = cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2))

〈R12, P23〉 = α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2)

〈R12, P32〉 =
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))

〈R12, Q23〉 = α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2)

〈R12, Q32〉 =
√
a23(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))

〈P12, R23〉 =
√
d12(α12α22(1− cos(θ2)) + α32sen(θ2))

〈P12, P23〉 =
√
d12(cos(θ2) + α2

22(1− cos(θ2)))

〈P12, P32〉 = (α11α21(1 − cos(θ1)) + α31sen(θ1))(α13α23(1 − cos(θ3)) + α33sen(θ3)) +√
d13(cos(θ1)+α2

21(1−cos(θ1)))(cos(θ3)+α2
23(1−cos(θ3)))+

√
a13(α21α31(1−cos(θ1))−

α11sen(θ1))(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3))

〈P12, Q23〉 =
√
d12(α22α32(1− cos(θ2))− α12sen(θ2))
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〈P12, Q32〉 = (α11α21(1 − cos(θ1)) + α31sen(θ1))(α13α33(1 − cos(θ3)) − α23sen(θ3)) +√
d13(cos(θ1) + α2

21(1− cos(θ1)))(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3)) +
√
a13(α21α31(1−

cos(θ1))− α11sen(θ1))(cos(θ3) + α2
33(1− cos(θ3)))

〈P21, R23〉 = α12α22(1− cos(θ2)) + α32sen(θ2)

〈P21, P23〉 = cos(θ2) + α2
22(1− cos(θ2))

〈P21, P32〉 =
√
d23(cos(θ2) + α2

22(1− cos(θ2)))

〈P21, Q23〉 = α22α32(1− cos(θ2))− α12sen(θ2)

〈P21, Q32〉 =
√
a23(α22α32(1− cos(θ2))− α12sen(θ2))

〈Q12, R23〉 =
√
a12(α12α32(1− cos(θ2))− α22sen(θ2))

〈Q12, P23〉 =
√
a12(α22α32(1− cos(θ2)) + α12sen(θ2))

〈Q12, P32〉 = (α11α31(1 − cos(θ1)) − α21sen(θ1))(α13α23(1 − cos(θ3)) + α33sen(θ3)) +√
d13(α21α31(1 − cos(θ1)) + α11sen(θ1))(cos(θ3) + α2

23(1 − cos(θ3))) +
√
a13(cos(θ1) +

α2
31(1− cos(θ1)))(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3))

〈Q12, Q23〉 =
√
a12(cos(θ2) + α2

32(1− cos(θ2)))

〈Q12, Q32〉 = (α11α31(1−cos(θ1))−α21sen(θ1))(α13α33(1−cos(θ3))−α23sen(θ3))+
√
d13

(α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1))(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3)) +
√
a13(cos(θ1) +

α2
31(1− cos(θ1)))(cos(θ3) + α2

33(1− cos(θ3)))

〈Q21, R23〉 = α12α32(1− cos(θ2))− α22sen(θ2)

〈Q21, P23〉 = α22α32(1− cos(θ2)) + α12sen(θ2)

〈Q21, P32〉 =
√
d23(α22α32(1− cos(θ2)) + α12sen(θ2))

〈Q21, Q23〉 = cos(θ2) + α2
32(1− cos(θ2))

〈Q21, Q32〉 =
√
a23(cos(θ2) + α2

32(1− cos(θ2)))

(ii) Entradas do bloco E2:

〈R12, R13〉 = cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1))

〈R12, P13〉 = α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1)

〈R12, P31〉 =
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))
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〈R12, Q13〉 = α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1)

〈R12, Q31〉 =
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))

〈P12, R13〉 = α11α21(1− cos(θ1)) + α31sen(θ1)

〈P12, P13〉 = cos(θ1) + α2
21(1− cos(θ1))

〈P12, P31〉 =
√
d13(cos(θ1) + α2

21(1− cos(θ1)))

〈P12, Q13〉 = α21α31(1− cos(θ1))− α11sen(θ1)

〈P12, Q31〉 =
√
a13(α21α31(1− cos(θ1))− α11sen(θ1))

〈P21, R13〉 =
√
d12(α11α21(1− cos(θ1)) + α31sen(θ1))

〈P21, P13〉 =
√
d12(cos(θ1) + α2

21(1− cos(θ1)))

〈P21, P31〉 = (α12α22(1 − cos(θ2)) + α32sen(θ2))(α13α23(1 − cos(θ3)) − α33sen(θ3)) +√
d23(cos(θ2)+α2

22(1−cos(θ2)))(cos(θ3)+α2
23(1−cos(θ3)))+

√
a23(α22α32(1−cos(θ2))−

α12sen(θ2))(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3))

〈P21, Q13〉 =
√
d12(α21α31(1− cos(θ1))− α11sen(θ1))

〈P21, Q31〉 = (α12α22(1 − cos(θ2)) + α32sen(θ2))(α13α33(1 − cos(θ3)) + α23sen(θ3)) +√
d23(cos(θ2) + α2

22(1− cos(θ2)))(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3)) +
√
a23(α22α32(1−

cos(θ2))− α12sen(θ2))(cos(θ3) + α2
33(1− cos(θ3)))

〈Q12, R13〉 = α11α31(1− cos(θ1))− α21sen(θ1)

〈Q12, P13〉 = α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1)

〈Q12, P31〉 =
√
d13(α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1))

〈Q12, Q13〉 = cos(θ1) + α2
31(1− cos(θ1))

〈Q12, Q31〉 =
√
a13(cos(θ1) + α2

31(1− cos(θ1)))

〈Q21, R13〉 =
√
a12(α11α31(1− cos(θ1))− α21sen(θ1))

〈Q21, P13〉 =
√
a12(α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1))

〈Q21, P31〉 = (α12α32(1 − cos(θ2)) − α22sen(θ2))(α13α23(1 − cos(θ3)) − α33sen(θ3)) +√
d23(α22α32(1 − cos(θ2)) + α12sen(θ2))(cos(θ3) + α2

23(1 − cos(θ3))) +
√
a23(cos(θ2) +

α2
32(1− cos(θ2)))(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3))
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〈Q21, Q13〉 =
√
a12(cos(θ1) + α2

31(1− cos(θ1)))

〈Q21, Q31〉 = (α12α32(1−cos(θ2))−α22sen(θ2))(α13α33(1−cos(θ3))+α23sen(θ3))+
√
d23

(α22α32(1− cos(θ2)) + α12sen(θ2))(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3)) +
√
a23(cos(θ2) +

α2
32(1− cos(θ2)))(cos(θ3) + α2

33(1− cos(θ3)))

(iii) Entradas do bloco E3:

〈R23, R13〉 = cos(θ3) + α2
13(1− cos(θ3))

〈R23, P13〉 =
√
d13(α13α23(1− cos(θ3))− α33sen(θ3))

〈R23, P31〉 = α13α23(1− cos(θ3))− α33sen(θ3)

〈R23, Q13〉 =
√
a13(α13α33(1− cos(θ3)) + α23sen(θ3))

〈R23, Q31〉 = α13α33(1− cos(θ3)) + α23sen(θ3)

〈P23, R13〉 =
√
d23(α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3))

〈P23, P13〉 = (α12α22(1 − cos(θ2)) − α32sen(θ2))(α11α21(1 − cos(θ1)) − α31sen(θ1)) +√
d12(cos(θ2)+α2

22(1−cos(θ2)))(cos(θ1)+α2
21(1−cos(θ1)))+

√
a12(α22α32(1−cos(θ2))+

α12sen(θ2))(α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1))

〈P23, P31〉 =
√
d23(cos(θ3) + α2

23(1− cos(θ3)))

〈P23, Q13〉 = (α12α22(1 − cos(θ2)) − α32sen(θ2))(α11α31(1 − cos(θ1)) + α21sen(θ1)) +√
d12(cos(θ2) + α2

22(1− cos(θ2)))(α21α31(1− cos(θ1))− α11sen(θ1)) +
√
a12(α22α32(1−

cos(θ2)) + α12sen(θ2))(cos(θ1) + α2
31(1− cos(θ1)))

〈P23, Q31〉 =
√
d23(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3))

〈P32, R13〉 = α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3)

〈P32, P13〉 =
√
d13(cos(θ3) + α2

23(1− cos(θ3)))

〈P32, P31〉 = cos(θ3) + α2
23(1− cos(θ3))

〈P32, Q13〉 =
√
a13(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3))

〈P32, Q31〉 = α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3)

〈Q23, R13〉 =
√
a23(α13α33(1− cos(θ3))− α23sen(θ3))
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〈Q23, P13〉 = (α12α32(1 − cos(θ2)) + α22sen(θ2))(α11α21(1 − cos(θ1)) − α31sen(θ1)) +√
d12(α22α32(1 − cos(θ2)) − α12sen(θ2))(cos(θ1) + α2

21(1 − cos(θ1))) +
√
a12(cos(θ2) +

α2
32(1− cos(θ2)))(α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1))

〈Q23, P31〉 =
√
a23(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3))

〈Q23, Q13〉 = (α12α32(1−cos(θ2))+α22sen(θ2))(α11α31(1−cos(θ1))+α21sen(θ1))+
√
d12

(α22α32(1− cos(θ2))− α12sen(θ2))(α21α31(1− cos(θ1))− α11sen(θ1)) +
√
a12(cos(θ2) +

α2
32(1− cos(θ2)))(cos(θ1) + α2

31(1− cos(θ1)))

〈Q23, Q31〉 =
√
a23(cos(θ3) + α2

33(1− cos(θ3)))

〈Q32, R13〉 = α13α33(1− cos(θ3))− α23sen(θ3)

〈Q32, P13〉 =
√
d13(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3))

〈Q32, P31〉 = α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3)

〈Q32, Q13〉 =
√
a13(cos(θ3) + α2

33(1− cos(θ3)))

〈Q32, Q31〉 = cos(θ3) + α2
33(1− cos(θ3)) .

Note que algumas das entradas acima podem ser expressadas de duas formas. Por exem-

plo, para recuperar a entrada 〈R12, P32〉 em temos dos parâmetros básicos e dos ângulos de

transição obtidos da fórmula de Rodrigues, podemos fazer de duas maneiras. A primeira

seria usando o produto

[R12 P21 Q21] = [R23 P23 Q23] T
−1
2 ,

obtendo assim a expressão

〈R12, P32〉 =
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2)) ,

dada mais acima.

A segunda maneira seria usando os produtos

[R12 P12 Q12] = [R13 P13 Q13] T
−1
1 e [R23 P32 Q32] = [R13 P31 Q31] T

−1
3 ,

obtendo assim a expressão

231



〈R12, P32〉 = (cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1)))(α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3))

+
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))(cos(θ3) + α2

23(1− cos(θ3)))

+
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3))

e consequentemente, subtraindo as expressões obtidas acima, temos a seguinte relação entre

os parâmetros

D1×8 = [
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))]

− [(cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1)))(α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3))

+
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))(cos(θ3) + α2

23(1− cos(θ3)))

+
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3))]

= 0

onde D1×8 denota a relação obtida da subtração das duas expressões decorrentes da aplicação

da forma 〈·, ·〉 no ponto da linha 1 com o ponto da coluna 8 da matriz de Gram em questão.

Da mesma maneira obtemos outras relações entre os parâmetros, as quais explicitamos

abaixo.

D1×6 = [cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2))]

− [(cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1)))(cos(θ3) + α2

13(1− cos(θ3)))

+
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))(α13α23(1− cos(θ3))− α33sen(θ3))

+
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))(α13α33(1− cos(θ3)) + α23sen(θ3))]

= 0

D1×11 = [cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(cos(θ3) + α2

13(1− cos(θ3)))

+
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))(α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3))

+
√
a23(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))(α13α33(1− cos(θ3))− α23sen(θ3))]

= 0
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D6×11 = [cos(θ3) + α2
13(1− cos(θ3))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(cos(θ1) + α2

11(1− cos(θ1)))

+
√
d12(α12α22(1− cos(θ2)) + α32sen(θ2))(α11α21(1− cos(θ1)) + α31sen(θ1))

+
√
a12(α12α32(1− cos(θ2))− α22sen(θ2))(α11α31(1− cos(θ1))− α21sen(θ1))]

= 0

D1×10 = [
√
a23(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))]

− [(cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1)))(α13α33(1− cos(θ3))− α23sen(θ3))

+
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3))

+
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))(cos(θ3) + α2

33(1− cos(θ3)))]

= 0

D1×13 = [
√
d13(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(α13α23(1− cos(θ3))− α33sen(θ3))

+
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))(cos(θ3) + α2

23(1− cos(θ3)))

+
√
a23(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))(α23α33(1− cos(θ3)) + α13sen(θ3))]

= 0

D1×15 = [
√
a13(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(α13α33(1− cos(θ3)) + α23sen(θ3))

+
√
d23(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))(α23α33(1− cos(θ3))− α13sen(θ3))

+
√
a23(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))(cos(θ3) + α2

33(1− cos(θ3)))]

= 0

D2×6 = [
√
d12(α12α22(1− cos(θ2)) + α32sen(θ2))]

− [(α11α21(1− cos(θ1)) + α31sen(θ1))(cos(θ3) + α2
13(1− cos(θ3)))

+
√
d13(cos(θ1) + α2

21(1− cos(θ1)))(α13α23(1− cos(θ3))− α33sen(θ3))

+
√
a13(α21α31(1− cos(θ1))− α11sen(θ1))(α13α33(1− cos(θ3)) + α23sen(θ3))]

= 0
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D4×6 = [
√
a12(α12α32(1− cos(θ2))− α22sen(θ2))]

− [(α11α31(1− cos(θ1))− α21sen(θ1))(cos(θ3) + α2
13(1− cos(θ3)))

+
√
d13(α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1))(α13α23(1− cos(θ3))− α33sen(θ3))

+
√
a13(cos(θ1) + α2

31(1− cos(θ1)))(α13α33(1− cos(θ3)) + α23sen(θ3))]

= 0

D6×12 = [
√
d13(α13α23(1− cos(θ3))− α33sen(θ3))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(α11α21(1− cos(θ1))− α31sen(θ1))

+
√
d12(α12α22(1− cos(θ2)) + α32sen(θ2))(cos(θ1) + α2

21(1− cos(θ1)))

+
√
a12(α12α32(1− cos(θ2))− α22sen(θ2))(α21α31(1− cos(θ1)) + α11sen(θ1))]

= 0

D6×14 = [
√
a13(α13α33(1− cos(θ3)) + α23sen(θ3))]

− [(cos(θ2) + α2
12(1− cos(θ2)))(α11α31(1− cos(θ1)) + α21sen(θ1))

+
√
d12(α12α22(1− cos(θ2)) + α32sen(θ2))(α21α31(1− cos(θ1))− α11sen(θ1))

+
√
a12(α12α32(1− cos(θ2))− α22sen(θ2))(cos(θ1) + α2

31(1− cos(θ1)))]

= 0

D3×11 = [
√
d12(α11α21(1− cos(θ1)) + α31sen(θ1))]

− [(α12α22(1− cos(θ2)) + α32sen(θ2))(cos(θ3) + α2
13(1− cos(θ3)))

+
√
d23(cos(θ2) + α2

22(1− cos(θ2)))(α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3))

+
√
a23(α22α32(1− cos(θ2))− α12sen(θ2))(α13α33(1− cos(θ3))− α23sen(θ3))]

= 0

D5×11 = [
√
a12(α11α31(1− cos(θ1))− α21sen(θ1))]

− [(α12α32(1− cos(θ2))− α22sen(θ2))(cos(θ3) + α2
13(1− cos(θ3)))

+
√
d23(α22α32(1− cos(θ2)) + α12sen(θ2))(α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3))

+
√
a23(cos(θ2) + α2

32(1− cos(θ2)))(α13α33(1− cos(θ3))− α23sen(θ3))]

= 0
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D7×11 = [
√
d23(α13α23(1− cos(θ3)) + α33sen(θ3))]

− [(α12α22(1− cos(θ2))− α32sen(θ2))(cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1)))

+
√
d12(cos(θ2) + α2

22(1− cos(θ2)))(α11α21(1− cos(θ1)) + α31sen(θ1))

+
√
a12(α22α32(1− cos(θ2)) + α12sen(θ2))(α11α31(1− cos(θ1))− α21sen(θ1))]

= 0

D9×11 = [
√
a23(α13α33(1− cos(θ3))− α23sen(θ3))]

− [(α12α32(1− cos(θ2)) + α22sen(θ2))(cos(θ1) + α2
11(1− cos(θ1)))

+
√
d12(α22α32(1− cos(θ2))− α12sen(θ2))(α11α21(1− cos(θ1)) + α31sen(θ1))

+
√
a12(cos(θ2) + α2

32(1− cos(θ2)))(α11α31(1− cos(θ1))− α21sen(θ1))]

= 0 .

Agora vamos listar as entradas da matriz de Gram dada no Teorema 4.31, recuperadas

em termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição. Vamos explicitar, para esse

caso, as entradas dos blocos E1, E2 e E3, respectivamente.

(i) Entradas do bloco E1:

〈Q12, Q23〉 =
√
a12cos(θ2)

〈Q21, Q23〉 = cos(θ2)

〈R12, Q23〉 = sen(θ2)

〈Q12, Q32〉 = −sen(θ1)sen(θ3) +
√
a13cos(θ1)cos(θ3)

〈Q21, Q32〉 =
√
a23cos(θ2)

〈R12, Q32〉 =
√
a23sen(θ2)

〈Q12, R23〉 = −√a12sen(θ2)

〈Q21, R23〉 = −sen(θ2)

〈R12, R23〉 = cos(θ2)

(ii) Entradas do bloco E2:

〈Q12, Q13〉 = cos(θ1)
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〈Q21, Q13〉 =
√
a12cos(θ1)

〈R12, Q13〉 = −sen(θ1)

〈Q12, Q31〉 =
√
a13cos(θ1)

〈Q21, Q31〉 = −sen(θ2)sen(θ3) +
√
a23cos(θ2)cos(θ3)

〈R12, Q31〉 = −√a13sen(θ1)

〈Q12, R13〉 = sen(θ1)

〈Q21, R13〉 =
√
a12sen(θ1)

〈R12, R13〉 = cos(θ1)

(iii) Entradas do bloco E3:

〈Q23, Q13〉 = −sen(θ1)sen(θ2) +
√
a12cos(θ1)cos(θ2)

〈Q32, Q13〉 =
√
a13cos(θ3)

〈R23, Q13〉 =
√
a13sen(θ3)

〈Q23, Q31〉 =
√
a23cos(θ3)

〈Q32, Q31〉 = cos(θ3)

〈R23, Q31〉 = sen(θ3)

〈Q23, R13〉 = −√a23sen(θ3)

〈Q32, R13〉 = −sen(θ3)

〈R23, R13〉 = cos(θ3) .

Note que, para o caso de triplas duas a duas coplanar, algumas das entradas acima podem

ser expressadas de duas formas. Por exemplo, para recuperar a entrada 〈R12, R23〉 em temos

dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição, podemos fazer de duas maneiras. A

primeira seria usando o produto

[R0 R23 Q23] = [R0 R12 Q21] T
−1
2 ,

obtendo assim a expressão

〈R12, R23〉 = cos(θ2) ,
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dada mais acima.

A segunda maneira seria usando os produtos

[R0 R12 Q12] = [R0 R13 Q13] T
−1
1 e [R0 R23 Q32] = [R0 R13 Q31] T3 ,

obtendo assim a expressão

〈R12, R23〉 = cos(θ1)cos(θ3)−
√
a13sen(θ1)sen(θ3)

e consequentemente, subtraindo as expressões obtidas acima, temos a seguinte relação entre

os parâmetros

D2×5 = cos(θ1)cos(θ3)−
√
a13sen(θ1)sen(θ3)− cos(θ2) = 0

onde D2×5 denota a relação obtida da subtração das duas expressões decorrentes da aplicação

da forma 〈·, ·〉 no ponto da linha 2 com o ponto da coluna 5 da matriz de Gram em questão.

Da mesma maneira obtemos outras relações entre os parâmetros, as quais explicitamos

abaixo:

D2×8 = cos(θ2)cos(θ3)−
√
d23sen(θ2)sen(θ3)− cos(θ1) = 0

D5×8 = cos(θ1)cos(θ2)−
√
d12sen(θ1)sen(θ2)− cos(θ3) = 0

D2×7 = cos(θ1)sen(θ3)−
√
d13sen(θ1)cos(θ3)−

√
d23sen(θ2) = 0

D3×5 = sen(θ1)cos(θ3) +
√
d13cos(θ1)sen(θ3) +

√
d12sen(θ2) = 0

D2×10 = cos(θ2)sen(θ3) +
√
d23sen(θ2)cos(θ3) +

√
d13sen(θ1) = 0

D4×8 = −sen(θ2)cos(θ3)−
√
d23cos(θ2)sen(θ3)−

√
d12sen(θ1) = 0

D5×9 = −sen(θ1)cos(θ2)−
√
d12cos(θ1)sen(θ2)−

√
d13sen(θ3) = 0

D6×8 = cos(θ1)sen(θ2) +
√
d12sen(θ1)cos(θ2) +

√
d23sen(θ3) = 0 .
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Apêndice C

Entradas da Matriz de Gram para

Triplas em H4
C e Relações

Aqui vamos listar as entradas da matriz de Gram dada no Teorema 5.8, recuperadas em

termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição. Vamos explicitar as entradas dos

blocos E1, E2 e E3, respectivamente.

(i) Entradas do bloco E1:

〈R12, R23〉 = e−iα12cos(θ12)cos(θ22)

〈R12, P23〉 = −e−iα12+iβ12sen(θ12)cos(θ32)− e−iα12+iβ22−iβ32sen(θ22)sen(θ32)cos(θ12)

〈R12, P32〉 =
√
d23(−e−iα12+iβ12 sen(θ12) cos(θ32) − e−iα12+iβ22−iβ32 sen(θ22) sen(θ32)

cos(θ12))

〈R12, Q23〉 = e−iα12+iβ12+iβ32sen(θ12)sen(θ32)− e−iα12+iβ22sen(θ22)cos(θ12)cos(θ32)

〈R12, Q32〉 =
√
a23(e

−iα12+iβ12+iβ32sen(θ12)sen(θ32)−e−iα12+iβ22sen(θ22)cos(θ12)cos(θ32))

〈P12, R23〉 =
√
d12(e

−iα22−iβ12sen(θ12)cos(θ22))

〈P12, P23〉 =
√
d12(e

−iα22cos(θ12)cos(θ32)−e−iα22−iβ12+iβ22−iβ32sen(θ12)sen(θ22)sen(θ32))

〈P12, P32〉 = (e−iα21−iβ11sen(θ11) cos(θ21)) (eiα23+iβ13 sen(θ13) cos(θ23)) +
√
d13 (e−iα21

cos(θ11) cos(θ31)−e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31))(e
iα23cos(θ13)cos(θ33)−

eiα23+iβ13−iβ23+iβ33 sen(θ13) sen(θ23) sen(θ33)) +
√
a13 (−e−iα21+iβ31 sen(θ31) cos(θ11)−
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e−iα21−iβ11+iβ21 sen(θ11) sen(θ21) cos(θ31)) (−eiα23−iβ33 sen(θ33) cos(θ13)− eiα23+iβ13−iβ23

sen(θ13)sen(θ23)cos(θ33))

〈P12, Q23〉 =
√
d12(−e−iα22+iβ32 sen(θ32) cos(θ12) − e−iα22−iβ12+iβ22 sen(θ12) sen(θ22)

cos(θ32))

〈P12, Q32〉 = (e−iα21−iβ11 sen(θ11) cos(θ21)) (e−iα13−iα23+iβ23 sen(θ23)) +
√
d13 (e−iα21

cos(θ11) cos(θ31)− e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31))(e
−iα13−iα23+iβ33sen(θ33)

cos(θ23)) +
√
a13 (−e−iα21+iβ31 sen(θ31) cos(θ11) − e−iα21−iβ11+iβ21 sen(θ11) sen(θ21)

cos(θ31)) (e−iα13−iα23cos(θ23)cos(θ33))

〈P21, R23〉 = e−iα22−iβ12sen(θ12)cos(θ22)

〈P21, P23〉 = e−iα22cos(θ12)cos(θ32)− e−iα22−iβ12+iβ22−iβ32sen(θ12)sen(θ22)sen(θ32)

〈P21, P32〉 =
√
d23(e

−iα22cos(θ12)cos(θ32)−e−iα22−iβ12+iβ22−iβ32sen(θ12)sen(θ22)sen(θ32))

〈P21, Q23〉 = −e−iα22+iβ32sen(θ32)cos(θ12)− e−iα22−iβ12+iβ22sen(θ12)sen(θ22)cos(θ32)

〈P21, Q32〉 =
√
a23(−e−iα22+iβ32 sen(θ32) cos(θ12) − e−iα22−iβ12+iβ22 sen(θ12) sen(θ22)

cos(θ32))

〈Q12, R23〉 =
√
a12(e

iα12+iα22−iβ22sen(θ22))

〈Q12, P23〉 =
√
a12(e

iα12+iα22−iβ32sen(θ32)cos(θ22))

〈Q12, P32〉 = (eiα11+iα21−iβ21 sen(θ21)) (eiα23+iβ13 sen(θ13) cos(θ23))+
√
d13 (eiα11+iα21−iβ31

sen(θ31)cos(θ21))(e
iα23cos(θ13)cos(θ33) − eiα23+iβ13−iβ23+iβ33sen(θ13)sen(θ23)sen(θ33)) +

√
a13(e

iα11+iα21 cos(θ21) cos(θ31)) (−eiα23−iβ33 sen(θ33) cos(θ13)− eiα23+iβ13−iβ23 sen(θ13)

sen(θ23)cos(θ33))

〈Q12, Q23〉 =
√
a12(e

iα12+iα22cos(θ22)cos(θ32))

〈Q12, Q32〉 = (eiα11+iα21−iβ21sen(θ21)) (e−iα13−iα23+iβ23 sen(θ23)) +
√
d13 (eiα11+iα21−iβ31

sen(θ31)cos(θ21))(e
−iα13−iα23+iβ33 sen(θ33)cos(θ23)) +

√
a13 (eiα11+iα21 cos(θ21)cos(θ31))

(e−iα13−iα23cos(θ23)cos(θ33))

〈Q21, R23〉 = eiα12+iα22−iβ22sen(θ22)

〈Q21, P23〉 = eiα12+iα22−iβ32sen(θ32)cos(θ22)

〈Q21, P32〉 =
√
d23(e

iα12+iα22−iβ32sen(θ32)cos(θ22))
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〈Q21, Q23〉 = eiα12+iα22cos(θ22)cos(θ32)

〈Q21, Q32〉 =
√
a23(e

iα12+iα22cos(θ22)cos(θ32))

(ii) Entradas do bloco E2:

〈R12, R13〉 = e−iα11cos(θ11)cos(θ21)

〈R12, P13〉 = −e−iα11+iβ11sen(θ11)cos(θ31)− e−iα11+iβ21−iβ31sen(θ21)sen(θ31)cos(θ11)

〈R12, P31〉 =
√
d13 (−e−iα11+iβ11 sen(θ11) cos(θ31) − e−iα11+iβ21−iβ31 sen(θ21)sen(θ31)

cos(θ11))

〈R12, Q13〉 = e−iα11+iβ11+iβ31sen(θ11)sen(θ31)− e−iα11+iβ21sen(θ21)cos(θ11)cos(θ31)

〈R12, Q31〉 =
√
a13(e

−iα11+iβ11+iβ31sen(θ11)sen(θ31)−e−iα11+iβ21sen(θ21)cos(θ11)cos(θ31))

〈P12, R13〉 = e−iα21−iβ11sen(θ11)cos(θ21)

〈P12, P13〉 = e−iα21cos(θ11)cos(θ31)− e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31)

〈P12, P31〉 =
√
d13(e

−iα21cos(θ11)cos(θ31)−e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31))

〈P12, Q13〉 = −e−iα21+iβ31sen(θ31)cos(θ11)− e−iα21−iβ11+iβ21sen(θ11)sen(θ21)cos(θ31)

〈P12, Q31〉 =
√
a13 (−e−iα21+iβ31 sen(θ31) cos(θ11) − e−iα21−iβ11+iβ21 sen(θ11) sen(θ21)

cos(θ31))

〈P21, R13〉 =
√
d12(e

−iα21−iβ11sen(θ11)cos(θ21))

〈P21, P13〉 =
√
d12(e

−iα21cos(θ11)cos(θ31)−e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31))

〈P21, P31〉 = (e−iα22−iβ12sen(θ12)cos(θ22))(−e−iα13+iβ13sen(θ13)cos(θ33) − e−iα13+iβ23−iβ33

sen(θ23)sen(θ33)cos(θ13)) +
√
d23 (e−iα22 cos(θ12)cos(θ32)− e−iα22−iβ12+iβ22−iβ32 sen(θ12)

sen(θ22)sen(θ32))(e
−iα23cos(θ13)cos(θ33)− e−iα23−iβ13+iβ23−iβ33sen(θ13)sen(θ23)sen(θ33))

+
√
a23 (−e−iα22+iβ32 sen(θ32) cos(θ12) − e−iα22−iβ12+iβ22 sen(θ12) sen(θ22) cos(θ32))

(eiα13+iα23−iβ33sen(θ33)cos(θ23))

〈P21, Q13〉 =
√
d12 (−e−iα21+iβ31 sen(θ31)cos(θ11) − e−iα21−iβ11+iβ21 sen(θ11)sen(θ21)

cos(θ31))

〈P21, Q31〉 = (e−iα22−iβ12sen(θ12)cos(θ22))(e
−iα13+iβ13+iβ33sen(θ13)sen(θ33) − e−iα13+iβ23

sen(θ23) cos(θ13) cos(θ33))+
√
d23 (e−iα22 cos(θ12) cos(θ32)−e−iα22−iβ12+iβ22−iβ32 sen(θ12)
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sen(θ22) sen(θ32)) (−e−iα23+iβ33 sen(θ33) cos(θ13) − e−iα23−iβ13+iβ23 sen(θ13) sen(θ23)

cos(θ33))+
√
a23(−e−iα22+iβ32sen(θ32)cos(θ12)−e−iα22−iβ12+iβ22sen(θ12)sen(θ22)cos(θ32))

(eiα13+iα23cos(θ23)cos(θ33))

〈Q12, R13〉 = eiα11+iα21−iβ21sen(θ21)

〈Q12, P13〉 = eiα11+iα21−iβ31sen(θ31)cos(θ21)

〈Q12, P31〉 =
√
d13(e

iα11+iα21−iβ31sen(θ31)cos(θ21))

〈Q12, Q13〉 = eiα11+iα21cos(θ21)cos(θ31)

〈Q12, Q31〉 =
√
a13(e

iα11+iα21cos(θ21)cos(θ31))

〈Q21, R13〉 =
√
a12(e

iα11+iα21−iβ21sen(θ21))

〈Q21, P13〉 =
√
a12(e

iα11+iα21−iβ31sen(θ31)cos(θ21))

〈Q21, P31〉 = (eiα12+iα22−iβ22 sen(θ22)) (−e−iα13+iβ13 sen(θ13) cos(θ33) − e−iα13+iβ23−iβ33

sen(θ23)sen(θ33)cos(θ13)) +
√
d23(e

iα12+iα22−iβ32sen(θ32)cos(θ22))(e
−iα23cos(θ13)cos(θ33)

−e−iα23−iβ13+iβ23−iβ33 sen(θ13) sen(θ23) sen(θ33)) +
√
a23 (eiα12+iα22 cos(θ22) cos(θ32))

(eiα13+iα23−iβ33sen(θ33)cos(θ23))

〈Q21, Q13〉 =
√
a12(e

iα11+iα21cos(θ21)cos(θ31))

〈Q21, Q31〉 = (eiα12+iα22−iβ22 sen(θ22)) (e−iα13+iβ13+iβ33 sen(θ13) sen(θ33) − e−iα13+iβ23

sen(θ23)cos(θ13)cos(θ33)) +
√
d23 (eiα12+iα22−iβ32sen(θ32)cos(θ22))(−e−iα23+iβ33sen(θ33)

cos(θ13)− e−iα23−iβ13+iβ23 sen(θ13)sen(θ23)cos(θ33)) +
√
a23 (eiα12+iα22 cos(θ22)cos(θ32))

(eiα13+iα23cos(θ23)cos(θ33))

(iii) Entradas do bloco E3:

〈R23, R13〉 = e−iα13cos(θ13)cos(θ23)

〈R23, P13〉 =
√
d13 (−e−iα13+iβ13 sen(θ13) cos(θ33) − e−iα13+iβ23−iβ33 sen(θ23) sen(θ33)

cos(θ13))

〈R23, P31〉 = −e−iα13+iβ13sen(θ13)cos(θ33)− e−iα13+iβ23−iβ33sen(θ23)sen(θ33)cos(θ13)

〈R23, Q13〉 =
√
a13(e

−iα13+iβ13+iβ33sen(θ13)sen(θ33)−e−iα13+iβ23sen(θ23)cos(θ13)cos(θ33))

〈R23, Q31〉 = e−iα13+iβ13+iβ33sen(θ13)sen(θ33)− e−iα13+iβ23sen(θ23)cos(θ13)cos(θ33)
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〈P23, R13〉 =
√
d23(e

−iα23−iβ13sen(θ13)cos(θ23))

〈P23, P13〉 = (−eiα12−iβ12 sen(θ12) cos(θ32) − eiα12−iβ22+iβ32 sen(θ22) sen(θ32) cos(θ12))

(−e−iα11+iβ11sen(θ11)cos(θ31) − e−iα11+iβ21−iβ31sen(θ21)sen(θ31)cos(θ11)) +
√
d12 (eiα22

cos(θ12)cos(θ32) − eiα22+iβ12−iβ22+iβ32sen(θ12)sen(θ22)sen(θ32))(e
−iα21cos(θ11)cos(θ31) −

e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31)) +
√
a12 (e−iα12−iα22+iβ32 sen(θ32)cos(θ22))

(eiα11+iα21−iβ31sen(θ31)cos(θ21))

〈P23, P31〉 =
√
d23(e

−iα23cos(θ13)cos(θ33)−e−iα23−iβ13+iβ23−iβ33sen(θ13)sen(θ23)sen(θ33))

〈P23, Q13〉 = (−eiα12−iβ12 sen(θ12) cos(θ32) − eiα12−iβ22+iβ32 sen(θ22) sen(θ32) cos(θ12))

(e−iα11+iβ11+iβ31 sen(θ11) sen(θ31)− e−iα11+iβ21 sen(θ21) cos(θ11) cos(θ31)) +
√
d12 (eiα22

cos(θ12)cos(θ32) − eiα22+iβ12−iβ22+iβ32 sen(θ12)sen(θ22)sen(θ32)) (−e−iα21+iβ31 sen(θ31)

cos(θ11) − e−iα21−iβ11+iβ21 sen(θ11)sen(θ21)cos(θ31)) +
√
a12 (e−iα12−iα22+iβ32 sen(θ32)

cos(θ22))(e
iα11+iα21cos(θ21)cos(θ31))

〈P23, Q31〉 =
√
d23 (−e−iα23+iβ33 sen(θ33)cos(θ13) − e−iα23−iβ13+iβ23 sen(θ13)sen(θ23)

cos(θ33))

〈P32, R13〉 = e−iα23−iβ13sen(θ13)cos(θ23)

〈P32, P13〉 =
√
d13(e

−iα23cos(θ13)cos(θ33)−e−iα23−iβ13+iβ23−iβ33sen(θ13)sen(θ23)sen(θ33))

〈P32, P31〉 = e−iα23cos(θ13)cos(θ33)− e−iα23−iβ13+iβ23−iβ33sen(θ13)sen(θ23)sen(θ33)

〈P32, Q13〉 =
√
a13 (−e−iα23+iβ33 sen(θ33) cos(θ13) − e−iα23−iβ13+iβ23 sen(θ13) sen(θ23)

cos(θ33))

〈P32, Q31〉 = −e−iα23+iβ33sen(θ33)cos(θ13)− e−iα23−iβ13+iβ23sen(θ13)sen(θ23)cos(θ33))

〈Q23, R13〉 =
√
a23(e

iα13+iα23−iβ23sen(θ23))

〈Q23, P13〉 = (eiα12−iβ12−iβ32 sen(θ12) sen(θ32) − eiα12−iβ22 sen(θ22) cos(θ12) cos(θ32))

(−e−iα11+iβ11 sen(θ11) cos(θ31) − e−iα11+iβ21−iβ31 sen(θ21) sen(θ31) cos(θ11)) +
√
d12

(−eiα22−iβ32sen(θ32)cos(θ12)− eiα22+iβ12−iβ22 sen(θ12) sen(θ22) cos(θ32)) (e−iα21 cos(θ11)

cos(θ31) − e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31 sen(θ11) sen(θ21) sen(θ31)) +
√
a12 (e−iα12−iα22 cos(θ22)

cos(θ32))(e
iα11+iα21−iβ31sen(θ31)cos(θ21))

〈Q23, P31〉 =
√
a23(e

iα13+iα23−iβ33sen(θ33)cos(θ23))

242



〈Q23, Q13〉 = (eiα12−iβ12−iβ32 sen(θ12) sen(θ32) − eiα12−iβ22 sen(θ22) cos(θ12) cos(θ32))

(e−iα11+iβ11+iβ31 sen(θ11) sen(θ31) − e−iα11+iβ21 sen(θ21) cos(θ11) cos(θ31)) +
√
d12

(−eiα22−iβ32 sen(θ32) cos(θ12) − eiα22+iβ12−iβ22 sen(θ12) sen(θ22) cos(θ32)) (−e−iα21+iβ31

sen(θ31)cos(θ11)− e−iα21−iβ11+iβ21sen(θ11)sen(θ21)cos(θ31)) +
√
a12 (e−iα12−iα22 cos(θ22)

cos(θ32)) (eiα11+iα21cos(θ21)cos(θ31))

〈Q23, Q31〉 =
√
a23(e

iα13+iα23cos(θ23)cos(θ33))

〈Q32, R13〉 = eiα13+iα23−iβ23sen(θ23)

〈Q32, P13〉 =
√
d13(e

iα13+iα23−iβ33sen(θ33)cos(θ23))

〈Q32, P31〉 = eiα13+iα23−iβ33sen(θ33)cos(θ23)

〈Q32, Q13〉 =
√
a13(e

iα13+iα23cos(θ23)cos(θ33))

〈Q32, Q31〉 = eiα13+iα23cos(θ23)cos(θ33) .

Note que algumas das entradas acima podem ser expressadas de duas formas. Por exem-

plo, para recuperar a entrada 〈R12, P32〉 em temos dos parâmetros básicos e dos ângulos de

transição, podemos fazer de duas maneiras. A primeira seria usando o produto

[R12 P21 Q21] = [R23 P23 Q23] T
−1
2 ,

obtendo assim a expressão

〈R12, P32〉 =
√
d23(−e−iα12+iβ12sen(θ12)cos(θ32)− e−iα12+iβ22−iβ32sen(θ22)sen(θ32))cos(θ12) ,

dada mais acima.

A segunda maneira seria usando os produtos

[R12 P12 Q12] = [R13 P13 Q13] T
−1
1 e [R23 P32 Q32] = [R13 P31 Q31] T

−1
3 ,

obtendo assim a expressão

〈R12, P32〉 = (e−iα11cos(θ11)cos(θ21))(e
iα23+iβ13 sen(θ13) cos(θ23))+

√
d13(−e−iα11+iβ11sen(θ11)

cos(θ31)− e−iα11+iβ21−iβ31 sen(θ21) sen(θ31)cos(θ11))(e
iα23cos(θ13)cos(θ33)− eiα23+iβ13−iβ23+iβ33

sen(θ13)sen(θ23)sen(θ33))+
√
a13(e

−iα11+iβ11+iβ31sen(θ11)sen(θ31)−e−iα11+iβ21sen(θ21)cos(θ11)

cos(θ31)) (−eiα23−iβ33 sen(θ33) cos(θ13)− eiα23+iβ13−iβ23 sen(θ13) sen(θ23)cos(θ33))
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e consequentemente, subtraindo as expressões obtidas acima, temos a seguinte relação entre

os parâmetros

D1×8 = [
√
d23 (−e−iα12+iβ12 sen(θ12) cos(θ32)− e−iα12+iβ22−iβ32 sen(θ22) sen(θ32))cos(θ12)]

−[(e−iα11cos(θ11)cos(θ21))(e
iα23+iβ13 sen(θ13) cos(θ23))+

√
d13(−e−iα11+iβ11 sen(θ11) cos(θ31)

− e−iα11+iβ21−iβ31sen(θ21)sen(θ31)cos(θ11))(e
iα23cos(θ13)cos(θ33)− eiα23+iβ13−iβ23+iβ33 sen(θ13)

sen(θ23) sen(θ33)) +
√
a13 (e−iα11+iβ11+iβ31 sen(θ11) sen(θ31)− e−iα11+iβ21 sen(θ21) cos(θ11)

cos(θ31)) (−eiα23−iβ33 sen(θ33) cos(θ13)− eiα23+iβ13−iβ23 sen(θ13) sen(θ23)cos(θ33))] = 0

onde D1×8 denota a relação obtida da subtração das duas expressões decorrentes da aplicação

da forma 〈·, ·〉 no ponto da linha 1 com o ponto da coluna 8 da matriz de Gram em questão.

Da mesma maneira obtemos outras relações entre os parâmetros, as quais são dadas por:

D1×6 = [e−iα12cos(θ12)cos(θ22)] − [(e−iα11cos(θ11)cos(θ21))(e
iα13cos(θ13)cos(θ23)) +

√
d13

(−e−iα11+iβ11sen(θ11)cos(θ31)− e−iα11+iβ21−iβ31 sen(θ21)sen(θ31)cos(θ11))(−eiα13−i β13sen(θ13)

cos(θ33) − eiα13−iβ23+iβ33 sen(θ23)sen(θ33)cos(θ13)) +
√
a13(e

−iα11+iβ11+iβ31 sen(θ11)sen(θ31)−

e−iα11+iβ21sen(θ21)cos(θ11)cos(θ31))(e
iα13−iβ13−iβ33sen(θ13)sen(θ33)− eiα13−iβ23sen(θ23)cos(θ13)

cos(θ33))] = 0

D1×11 = [e−iα11cos(θ11)cos(θ21)]− [(e−iα12cos(θ12)cos(θ22))(e
−iα13cos(θ13)cos(θ23)) +

√
d23

(−e−iα12+iβ12 sen(θ12)cos(θ32)−e−iα12+iβ22−iβ32 sen(θ22)sen(θ32)cos(θ12)) (e−iα23−iβ13 sen(θ13)

cos(θ23)) +
√
a23 (e−iα12+iβ12+iβ32 sen(θ12)sen(θ32) − e−iα12+iβ22 sen(θ22)cos(θ12)cos(θ32))

(eiα13+iα23−iβ23sen(θ23))] = 0

D6×11 = [e−iα13cos(θ13)cos(θ23)] − [(eiα12cos(θ12)cos(θ22))(e
−iα11cos(θ11)cos(θ21)) +

√
d12

(eiα22+iβ12 sen(θ12) cos(θ22)) (e−iα21−iβ11 sen(θ11) cos(θ21)) +
√
a12 (e−iα12−iα22+i β22 sen(θ22))

(eiα11+iα21−iβ21sen(θ21))] = 0

D1×10 = [
√
a23 (e−iα12+iβ12+iβ32 sen(θ12)sen(θ32)− e−iα12+iβ22 sen(θ22)cos(θ12)cos(θ32))]−

[(e−iα11 cos(θ11)cos(θ21))(e
−iα13−iα23+iβ23 sen(θ23)) +

√
d13 (−e−iα11+iβ11 sen(θ11)cos(θ31) −

e−iα11 + iβ21 − iβ31 sen(θ21) sen(θ31) cos(θ11)) (e−iα13 − iα23 + iβ33 sen(θ33) cos(θ23)) +
√
a13

(e−iα11+iβ11+iβ31 sen(θ11) sen(θ31)− e−iα11+iβ21 sen(θ21) cos(θ11) cos(θ31))(e
−iα13−iα23 cos(θ23)

cos(θ33))] = 0
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D1×13 = [
√
d13(−e−iα11+iβ11sen(θ11)cos(θ31) − e−iα11+iβ21−iβ31sen(θ21)sen(θ31)cos(θ11))]−

[(e−iα12 cos(θ12) cos(θ22)) (−e−iα13+iβ13 sen(θ13) cos(θ33) − e−iα13+iβ23−iβ33 sen(θ23) sen(θ33)

cos(θ13)) +
√
d23 (−e−iα12+iβ12 sen(θ12)cos(θ32) − e−iα12+iβ22−iβ32 sen(θ22)sen(θ32)cos(θ12))

(e−iα23cos(θ13)cos(θ33)− e−iα23−iβ13+iβ23−iβ33sen(θ13)sen(θ23)sen(θ33)) +
√
a23(e

−iα12+iβ12+iβ32

sen(θ12)sen(θ32)− e−iα12+iβ22sen(θ22)cos(θ12)cos(θ32))(e
iα13+iα23−iβ33sen(θ33)cos(θ23))] = 0

D1×15 = [
√
a13(e

−iα11+iβ11+iβ31 sen(θ11) sen(θ31)−e−iα11+iβ21 sen(θ21) cos(θ11) cos(θ31))]−

[(e−iα12 cos(θ12) cos(θ22))(e
−iα13+iβ13+iβ33 sen(θ13) sen(θ33) − e−iα13+iβ23 sen(θ23) cos(θ13)

cos(θ33)) +
√
d23 (−e−iα12+iβ12 sen(θ12) cos(θ32)− e−iα12+iβ22−iβ32 sen(θ22) sen(θ32) cos(θ12))

(−e−iα23+iβ33sen(θ33)cos(θ13)−e−iα23−iβ13+iβ23sen(θ13)sen(θ23)cos(θ33))+
√
a23(e

−iα12+iβ12+iβ32

sen(θ12)sen(θ32)− e−iα12+iβ22sen(θ22)cos(θ12)cos(θ32))(e
iα13+iα23cos(θ23)cos(θ33))] = 0

D2×6 = [
√
d12(e

−iα22−iβ12sen(θ12)cos(θ22))] − [(e−iα21−iβ11sen(θ11)cos(θ21))(e
iα13cos(θ13)

cos(θ23)) +
√
d13 (e−iα21 cos(θ11)cos(θ31) − e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31 sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31))

(−eiα13−iβ13 sen(θ13)cos(θ33) − eiα13−iβ23+iβ33 sen(θ23)sen(θ33)cos(θ13)) +
√
a13 (−e−iα21+iβ31

sen(θ31)cos(θ11) − e−iα21−iβ11+iβ21 sen(θ11)sen(θ21)cos(θ31))(e
iα13−iβ13−iβ33 sen(θ13)sen(θ33)−

eiα13−iβ23sen(θ23)cos(θ13)cos(θ33))] = 0

D4×6 = [
√
a12(e

iα12+iα22−iβ22sen(θ22))] − [(eiα11+iα21−iβ21sen(θ21))(e
iα13cos(θ13)cos(θ23))+√

d13(e
iα11+iα21−iβ31 sen(θ31)cos(θ21))(−eiα13−iβ13 sen(θ13)cos(θ33) − eiα13−iβ23+iβ33 sen(θ23)

sen(θ33)cos(θ13)) +
√
a13(e

iα11+iα21cos(θ21)cos(θ31))(e
iα13−iβ13−iβ33sen(θ13)sen(θ33)− eiα13−iβ23

sen(θ23)cos(θ13)cos(θ33))] = 0

D6×12 = [
√
d13(−e−iα13+iβ13sen(θ13)cos(θ33) − e−iα13+iβ23−iβ33sen(θ23)sen(θ33)cos(θ13))]−

[(eiα12 cos(θ12) cos(θ22)) (−e−iα11+iβ11 sen(θ11) cos(θ31) − e−iα11+iβ21−iβ31 sen(θ21) sen(θ31)

cos(θ11)) +
√
d12 (eiα22+iβ12 sen(θ12)cos(θ22)) (e−iα21 cos(θ11)cos(θ31) − e−iα21−iβ11+iβ21−iβ31

sen(θ11)sen(θ21)sen(θ31)) +
√
a12(e

−iα12−iα22+iβ22sen(θ22))(e
iα11+iα21−iβ31sen(θ31)cos(θ21))] =

0

D6×14 = [
√
a13(e

−iα13+iβ13+iβ33sen(θ13)sen(θ33) − e−iα13+iβ23sen(θ23)cos(θ13)cos(θ33))] −

[(eiα12 cos(θ12) cos(θ22))(e
−iα11+iβ11+iβ31sen(θ11)sen(θ31)−e−iα11+iβ21sen(θ21)cos(θ11)cos(θ31))

+
√
d12(e

iα22+iβ12 sen(θ12)cos(θ22)) (−e−iα21+iβ31 sen(θ31)cos(θ11) − e−iα21−iβ11+iβ21 sen(θ11)

sen(θ21)cos(θ31)) +
√
a12(e

−iα12−iα22+iβ22sen(θ22))(e
iα11+iα21cos(θ21)cos(θ31))] = 0
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D3×11 = [
√
d12(e

−iα21−iβ11sen(θ11)cos(θ21))]− [(e−iα22−iβ12sen(θ12)cos(θ22))(e
−iα13cos(θ13)

cos(θ23)) +
√
d23 (e−iα22 cos(θ12)cos(θ32) − e−iα22−iβ12+iβ22−iβ32 sen(θ12)sen(θ22)sen(θ32))

(e−iα23−iβ13sen(θ13)cos(θ23)) +
√
a23 (−e−iα22+iβ32 sen(θ32)cos(θ12) − e−iα22−iβ12+iβ22 sen(θ12)

sen(θ22)cos(θ32))(e
iα13+iα23−iβ23sen(θ23))] = 0

D5×11 = [
√
a12(e

iα11+iα21−iβ21sen(θ21))] − [(eiα12+iα22−iβ22sen(θ22))(e
−iα13cos(θ13)cos(θ23))

+
√
d23(e

iα12+iα22−iβ32sen(θ32)cos(θ22)) (e−iα23−iβ13 sen(θ13)cos(θ23))+
√
a23 (eiα12+iα22 cos(θ22)

cos(θ32))(e
iα13+iα23−iβ23sen(θ23))] = 0

D7×11 = [
√
d23(e

−iα23−iβ13sen(θ13)cos(θ23))]−[(−eiα12−iβ12sen(θ12)cos(θ32)−eiα12−iβ22+iβ32

sen(θ22) sen(θ32) cos(θ12)) (e−iα11 cos(θ11) cos(θ21)) +
√
d12 (eiα22 cos(θ12) cos(θ32)−

eiα22 + iβ12 − iβ22 + iβ32 sen(θ12) sen(θ22) sen(θ32)) (e−iα21 − iβ11 sen(θ11) cos(θ21)) +
√
a12

(e−iα12−iα22+iβ32sen(θ32)cos(θ22))(e
iα11+iα21−iβ21sen(θ21))] = 0

D9×11 = [
√
a23(e

iα13+iα23−iβ23 sen(θ23))] − [(eiα12−iβ12−iβ32 sen(θ12) sen(θ32) − eiα12−iβ22

sen(θ22) cos(θ12) cos(θ32)) (e−iα11 cos(θ11) cos(θ21)) +
√
d12 (−eiα22−iβ32 sen(θ32) cos(θ12) −

eiα22+iβ12−iβ22sen(θ12)sen(θ22)cos(θ32))(e
−iα21−iβ11sen(θ11)cos(θ21)) +

√
a12(e

−iα12−iα22cos(θ22)

cos(θ32))(e
iα11+iα21−iβ21sen(θ21))] = 0 .

Agora vamos listar as entradas da matriz de Gram dada no Teorema 5.37, recuperadas

em termos dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição. Vamos explicitar, para esse

caso, as entradas dos blocos E1, E2 e E3, respectivamente.

(i) Entradas do bloco E1:

〈R12, R23〉 = e−iα22cos(θ32)

〈Q12, R23〉 =
√
a12e

iα22sen(θ32)

〈Q21, R23〉 = eiα22sen(θ32)

〈R12, Q32〉 = −√a23e−iα22sen(θ32)

〈Q12, Q32〉 = −eiα21−iα23sen(θ31)sen(θ33) +
√
a13e

−iα21−iα23cos(θ31)cos(θ33)

〈Q21, Q32〉 =
√
a23e

iα22cos(θ32)

〈R12, Q23〉 = −e−iα22sen(θ32)
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〈Q12, Q23〉 =
√
a12e

iα22cos(θ32)

〈Q21, Q23〉 = eiα22cos(θ32)

(ii) Entradas do bloco E2:

〈R12, R13〉 = eiα21cos(θ31)

〈Q12, R13〉 = −eiα21sen(θ31)

〈Q21, R13〉 = −√a12eiα21cos(θ31)

〈R12, Q13〉 = e−iα21sen(θ31)

〈Q12, Q13〉 = e−iα21cos(θ31)

〈Q21, Q13〉 =
√
a12e

−iα21cos(θ31)

〈R12, Q31〉 =
√
a13e

−iα21sen(θ31)

〈Q12, Q31〉 =
√
a13e

−iα21cos(θ31)

〈Q21, Q31〉 = −eiα22−iα23sen(θ32)sen(θ33) +
√
a23e

iα22+iα23cos(θ32)cos(θ33)

(iii) Entradas do bloco E3:

〈R23, R13〉 = e−iα23cos(θ33)

〈Q32, R13〉 = eiα23sen(θ33)

〈Q23, R13〉 =
√
a23e

iα23sen(θ33)

〈R23, Q13〉 = −√a13e−iα23sen(θ33)

〈Q32, Q13〉 =
√
a13e

iα23cos(θ33)

〈Q23, Q13〉 = −eiα22−iα21sen(θ31)sen(θ32) +
√
a12e

−iα21−iα22cos(θ31)cos(θ32)

〈R23, Q31〉 = −e−iα23sen(θ33)

〈Q32, Q31〉 = eiα23cos(θ33)

〈Q23, Q31〉 =
√
a23e

iα23cos(θ33) .

Note que, para o caso de triplas duas a duas coplanar, algumas das entradas acima podem

ser expressadas de duas formas. Por exemplo, para recuperar a entrada 〈R12, R23〉 em temos
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dos parâmetros básicos e dos ângulos de transição, podemos fazer de duas maneiras. A

primeira seria usando o produto

[R0 R12 Q21] = [R0 R23 Q23] T
−1
2 ,

obtendo assim a expressão

〈R12, R23〉 = e−iα22cos(θ32) ,

dada mais acima.

A segunda maneira seria usando os produtos

[R0 R12 Q12] = [R0 R13 Q13] T1 e [R0 R23 Q32] = [R0 R13 Q31] T
−1
3 ,

obtendo assim a expressão

〈R12, R23〉 = eiα21+iα23cos(θ31)cos(θ33)−
√
a13e

−iα21+iα23sen(θ31)sen(θ33)

e consequentemente, subtraindo as expressões obtidas acima, temos a seguinte relação entre

os parâmetros

D2×5 = e−iα22cos(θ32)− [eiα21+iα23cos(θ31)cos(θ33)−
√
a13e

−iα21+iα23sen(θ31)sen(θ33)]

= 0

onde D2×5 denota a relação obtida da subtração das duas expressões decorrentes da aplicação

da forma 〈·, ·〉 no ponto da linha 2 com o ponto da coluna 5 da matriz de Gram em questão.

Da mesma maneira obtemos outras relações entre os parâmetros, as quais explicitamos

abaixo:

D3×5 =
√
a12e

iα22s(θ22) + [eiα21+iα23s(θ31)c(θ33) +
√
a13e

−iα21+iα23c(θ31)s(θ33)]

= 0

D2×7 = −√a23e−iα22s(θ32)− [eiα21−iα23c(θ31)s(θ33) +
√
a13e

−iα21−iα23s(θ31)c(θ33)]

= 0

D2×8 = eiα21c(θ31)− [e−iα22−iα23c(θ32)c(θ33)−
√
a23e

−iα22+iα23s(θ32)s(θ33)]

= 0
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D2×10 =
√
a13e

−iα21s(θ31)− [−e−iα22−iα23c(θ32)s(θ33)−
√
a23e

−iα22+iα23s(θ32)c(θ33)]

= 0

D4×8 = −√a12eiα21s(θ31)− [eiα22−iα23s(θ32)c(θ33) +
√
a23e

iα22+iα23c(θ32)s(θ33)]

= 0

D5×8 = e−iα23c(θ33)− [eiα22+iα21c(θ31)c(θ32)−
√
a12e

−iα22+iα21s(θ31)s(θ32)]

= 0

D5×9 = −√a13e−iα23s(θ33)− [eiα22−iα21s(θ31)c(θ32) +
√
a12e

−iα21−iα22c(θ31)s(θ32)]

= 0

D6×8 =
√
a23e

iα23s(θ33)− [−eiα22+iα21c(θ31)s(θ32)−
√
a12e

−iα22+iα21s(θ31)c(θ32)]

= 0

onde s(θ3j) = sen(θ3j) e c(θ3j) = cos(θ3j), para j = 1, 2, 3.
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