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Resumo

Esta dissertacao apresenta uma técnica numérica de andlise de localizacao de
deformagcoes em modelos fisicamente nao lineares. A implementacao computacional
foi realizada na plataforma INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment),
um projeto de software livre desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estru-
turas da Universidade Federal de Minas Gerais. A degradagao material usualmente
se manifesta em uma pequena e menos resistente regiao da estrutura. Esta concen-
tracao de fenomenos irreversiveis em uma zona estreita do material é denotada por
localizagao de deformacoes. Numericamente, a localizacao de deformacoes estd as-
sociada a perda de elipticidade das equacoes diferenciais que governam o Problema
de Valor de Contorno a ser solucionado. Considerando a singularidade do tensor
acustico como a condi¢ao para ocorréncia do fenomeno, a anélise de localizagao con-
siste em encontrar uma dire¢gao para a qual o tensor acustico torna-se singular. A
parametrizagao cartesiana foi utilizada neste trabalho, uma vez que ela proporci-
ona maior estabilidade no processo numérico de solucao ao relaxar a condicao de
que o vetor parametrizado precisa ser unitario. A técnica numérica implementada
apresentou resultados adequados e foi validada a partir de simulagoes com grau cres-
cente de complexidade. Primeiramente, considerou-se modelos nos quais a zona de
localizacao foi predeterminada. Em seguida, exemplos que possuem correspondéncia
experimental foram simulados. Posteriormente, comparou-se os resultados da téc-
nica implementada com outras metodologias numéricas encontradas na literatura.

Palavras-Chave: Método dos Elementos Finitos, Analise Fisicamente Nao Linear,

Analise de Localizagao, Parametrizacao Cartesiana.
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Abstract

This master’s thesis presents a numerical technique for strain localization analysis
in nonlinear material models. The proposed implementation was performed on the
INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment) platform, an open source
project developed in the Structural Engineering Department of the Federal Uni-
versity of Minas Gerais. Material degradation usually occurs in a small and weaker
portion of the body. This concentration of irreversible phenomena in a narrow mate-
rial zone is commonly referred as strain localization. Numerically, strain localization
is associated with the loss of ellipticity of differential equations governing the Boun-
dary Value Problem. Considering the singularity of the acoustic tensor as general
condition for localization, strain localization analysis consists in finding the direction
at which the acoustic tensor becomes singular. Cartesian parametrization was used
in this work, since it provides stability in the numerical solution process by relaxing
the condition of the normal direction vector be of unit length. The implemented
numerical technique was validated with simulations of increasing complexity. First,
models with a predetermined localization zone were considered. Then, examples
with experimental correspondence were simulated. Lastly, a comparison between
the results of the implemented numerical technique and others methodologies was
described.

Keywords: Finite Element Method, Physically Nonlinear Analysis, Strain Loca-

lization Analysis, Cartesian Parametrization.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A anadlise estrutural consiste em simular o comportamento de uma estrutura e
prever sua resposta perante as acoes que lhe foram aplicadas. Para realizar esta
simulagao, é necessario idealizar a estrutura em um modelo, no qual hipdteses sao
incorporadas. Estas simplificagbes concernem a geometria da estrutura, que pode
ser considerada unidimensional, bidimensional ou tridimensional para fins de anélise,
ao comportamento material e ao regime de deformagdes.

Com as hipdteses do modelo estrutural e a definicao de um método numeérico,
tem-se o modelo discreto de analise. Neste contexto, o Método dos Elementos Fi-
nitos (MEF) destaca-se como método numeérico robusto para obtencao de solugao
aproximada das grandezas de interesse na andlise estrutural, como deslocamentos,
deformagoes e esforcos internos.

O avanco da capacidade computacional consolidou o MEF como recurso para
analise estrutural e possibilitou a realizagao de analises mais realistas, incluindo nao
linearidades. Uma estrutura é considerada nao linear quando sua rigidez depende
de seus deslocamentos. A nao linearidade pode ser de origem geométrica, quando a
relacao entre deslocamentos e deformacoes é nao linear, ou de origem fisica, quando
a relacao entre as tensoes e deformagoes perde sua linearidade.

Uma andlise estrutural que considera nao linearidade requer a solucao de um
conjunto de equagoes algébricas nao lineares. A solugao deste tipo de andlise consiste

em procedimento incremental-iterativo no qual uma varidvel ou um conjunto de



variaveis é controlado e resulta em trajetorias de equilibrio.

No ambito de uma analise fisicamente nao linear, torna-se necessario uma descri-
¢ao fidedigna do comportamento material. A degradacao material costuma suceder-
se de forma localizada, como fissuracao ou plastificacao. O estudo destas falhas
materiais localizadas é importante, uma vez que elas podem levar ao colapso estru-
tural, por vezes em condi¢oes nao consideradas durante o dimensionamento.

A inclusao de heterogeneidades nas analises numéricas é outro aspecto relevante
para a descricao realista do comportamento material. Materiais parcialmente frageis,
como o concreto, apresentam imperfeicoes resultantes da mistura aleatéria e nao
uniforme dos materiais que o compoem. Materiais metalicos, por sua vez, possuem
imperfei¢oes oriundas de seus processos de fabricacao.

Esta dissertacao estd inserida em um amplo projeto de pesquisa cujo principal
objetivo é modelar numericamente materiais parcialmente frageis através de estra-
tégia multiescala incorporando a heterogeneidade do meio de modo a capturar (e
eventualmente regularizar) os diversos fendmenos evidenciados por materiais que
manifestem softening, tais como localizacao e efeito de tamanho.

Para tanto, neste projeto amplo, por meio de varias dissertacoes de mestrado
e teses de doutorado, utilizar-se-a4 combinagoes de diferentes descricoes do conti-
nuo e diferentes métodos numéricos (MEF, MEFG, MSM) associados & Metodologia
Global-Local como instrumentos para a interligacao entre as escalas. Pretende-se
contornar algumas das simplificagoes inerentes de modelagens de escala tnica (es-
trutural) e avaliar direta ou indiretamente os mecanismos responséveis pelo compor-
tamento fragil do meio, através de um modelo morfolégico mesoscépico detalhado.
Assim, intenciona-se contribuir com o conhecimento do campo da anélise multies-

cala, carente em avaliacoes de materiais parcialmente frageis.



1.1 Objetivos

Esta dissertagao tem como objetivo geral descrever uma metodologia para analise
de localizagao de deformacoes independente do modelo constitutivo e modelo de
analise.

Para alcancar tal objetivo, conceitos relacionados a localizacao de deformacoes
sao apresentados, incluindo medidas que definem a ocorréncia do fenomeno. Em se-
guida, fez-se uma revisao critica das técnicas para andlise de localizacao encontradas
na literatura. Por fim, descreve-se a implementagao computacional da metodologia
proposta, que é verificada através de simulagoes numéricas com uso de diferentes

discretizacoes, modelos constitutivos e modelos de analise.

1.2 Organizacao do Texto

Esta dissertacao possui 7 capitulos, incluindo a presente introducao. O Capitulo
expoe as condicoes nas quais a solucao numérica de um Problema de Valor de
Contorno (PVC) é tnica, bem como apresenta conceitos associados a estabilidade
do ponto material e descricao cinemaética de regioces ineldsticas.

O Capitulo [3| descreve o fenomeno de localizacao de deformacoes, discorre acerca
das limitacoes que métodos numéricos enfrentam diante de sua ocorréncia e define
medidas de localizacao.

O Capitulo |4 revisa as técnicas para andlise de localizagao encontradas na litera-
tura. Ele é dividido em dois grupos principais, que abordam a anélise de localizacao
de maneira analitica e numérica.

O Capitulo 5] relata a implementagao computacional realizada no ambito desta
dissertacao, incluindo a formulagao desenvolvida, estrutura de classes idealizada,
modificagoes realizadas no sistema INSANE e recursos numéricos utilizados.

O Capitulo [f] apresenta as simula¢oes numéricas utilizadas para validar a técnica

implementada. Elas foram selecionadas de maneira crescente em complexidade.



Primeiramente, considerou-se modelos nos quais a zona de localizacao foi predeter-
minada. Em seguida, exemplos que possuem correspondéncia experimental foram
simulados. Posteriormente, comparou-se os resultados da técnica implementada com
outras metodologias numéricas encontradas na literatura.

Por fim, o Capitulo [7] resume as contribuigoes deste trabalho e destaca temas

para futuros trabalhos.



Capitulo 2

ESTABILIDADE DO PONTO
MATERIAL

2.1 Problema de Valor de Contorno para Taxas

Problemas de Valor de Contorno (PVC) sao definidos por um sistema de equagoes
diferenciais o qual possui um conjunto de restri¢oes adicionais, denominadas como
condicoes de contorno. A Figura representa um PVC para um sélido que possui
volume €). Assume-se que este sélido estd sob pequenas deformagoes (Equagao

e em condigoes de equilibrio estético (Equagoes , , . Considerando as

variagoes (taxas) de tensoes e deformagdes, tem-se:

éij = —[I.L’iei + (Uﬂ‘ei)T] (21)

= 2.2
ox y 0z +e=0 (22)
OTye 00y 0Ty,
dx Jy 0z =0 (2:3)

+£.=0 (2.4)

em que,

fz, fy € f. sao os componentes do tensor de forgas de corpo no formato de taxa para



as direcoes x, y e z, respectivamente.

20,

Figura 2.1: Problema de valor de contorno para taxas.

As condicoes de contorno sao prescritas na forma de forgas de superficies ou
campos de velocidades. No contorno indicado por 0€);, sdo prescritas forcas de
superficie no solido, representadas por Tp. Por sua vez, o campo de velocidades
virtual é prescrito no contorno indicado por 9€,, representado por dv,.

Para o PVC representado na Figura [2.1] o trabalho dos esfor¢os internos é dado

por:

W = / 502,5dV (2.5)
Q

O trabalho dos esforcos externos é composto pelo somatorio do trabalho devido
as forcas de corpo, do trabalho devido as forgas prescritas na superficie 9€2; e do tra-
balho devido ao campo de velocidade prescrito na superficie 0€2,. Matematicamente,

tem-se:



5We=/fw§de+/ Tpvfd5+/ (Gijn;)dupdS (2.6)
Q 91

Qo

em que,
vy ¢ um campo de velocidades qualquer que satisfaz as condigoes de contorno pres-
critas em 0€2s.

Utilizando o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), sabe-se que dW; = 0W,.
Desta maneira, retomando as Equagoes e[2.6] a relagao do PTV para o PVC em

formato de taxas é dada pela Equacao

Q Q Q

Q2

2.2 Unicidade da solucao do PVC

A deducao das condigoes necesséarias para que um PVC apresente mais de uma
solugao no mesmo instante serd reproduzida nesta secao a partir do trabalho de
Forest e Lorentz| (2004)). Os autores consideraram os pares de tensores de taxa de
'A) e (dg,ég

tensao e deformacdo (67 ) como duas solugoes possiveis para o PVC

ijr €ij
no mesmo instante de tempo.
Assim sendo, é possivel combiné-los na formulacao do PTV desenvolvida na

Secao [2.1] da seguinte maneira:
/ oAV = / fiAdv + / TwidS + / (6{m;)v,dS (2.8)
Q Q O Qo
/ opeldV = / fwPdv + / TwPdS + / (65m;)vpdS (2.9)
Q Q Q1 Qo

/ GhefdV = / fivAdv + / TwldS + / (65n;)v,dS (2.10)
Q Q (951

Qo



/ Gheldv = / fiBav + / TwPds + / (65n;)v,dS (2.11)
Q Q (951

Qo

Considerando as combinagoes desenvolvidas nas Equagoes [2.8] 2.9] e R.11]
pode-se determinar a condigao necessaria para que o PVC possua multiplas solugoes
admissiveis no mesmo instante tempo. A Equacao [2.12 representa a diferenca entre

a Equacao 2.§ e a Equacao [2.9

/ ohendV = / foitdV + / TvitdS + / (67in;)vpdS
Q Q 0 Q2

— / GhendV = / fowPdv + / TwPdS + / (67m;)v,dS
Q Q 1951 Q

2

/ G AEdV = / fidvdV + / T, Av;dS (2.12)
Q Q N

em que,
Aé;; = éiAj — 5‘5 representa a diferenca das taxas de deformacao entre as possiveis

solucoes A e B;

Av; = v — vP representa a diferenca nos campos de velocidade entre as possiveis

solucoes A e B.

De maneira anéloga, a Equacao [2.13|representa a diferenga entre a Equagao

e a Equacao [2.11]

/ GHeLdV = / fiddv + / TwdS + / (65n;)v,dS
9] Q Q1 Qo

— / Gleldv = / fBdv + / T,wPds + / (65n;)v,dS
Q Q (951 Qo

Por fim, a diferenca da Equacao pela[2.13]é representada pela Equacao[2.14]



Q Q Ql

Q (9] Ql

Q

em que,
Acgj; = c'f;;‘- —c'fff representa a diferenca das taxas de tensao entre as possiveis solugoes
Ae B.

Desta maneira, a Equacao indica a condigao necessaria para a perda de
unicidade na solugao de um PVC. Tal perda pode resultar na bifurcacao da solugao
deste problema e pode ser diretamente relacionada a estabilidade do ponto material,

como mostrado na Secao [2.3]

2.3 Estabilidade do Ponto Material

A estabilidade de um sistema estrutural é definida por [Maier e Hueckel (1979)
como a tendéncia de se preservar uma configuracao de equilibrio apesar de perturba-
goes. [Schreyer e Neilsen (1996a) especificam dois tipos principais de instabilidade.
A instabilidade estrutural esta associada ao dominio do problema. Ela depende de
diversos fatores, como geometria da estrutura, condicoes de contorno e relagoes cons-
titutivas. A instabilidade (ou falha) do ponto material, por sua vez, estd associada
apenas as relacoes constitutivas do comportamento material.

Considerando linearidade geométrica, o critério de estabilidade do ponto material

proposto por Drucker] (1959) ¢ dado pela Equacao [2.15}

em que,
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€i; € o tensor taxa de deformacao;
0i; € o tensor taxa de tensao.
Para relagoes incrementalmente lineares entre tensao e deformacao, o tensor taxa

de tensao possui relagao direta com o tensor taxa de deformacao:

0ij = Dijri€p (2.16)

em que,
D;jii € o tensor constitutivo tangente ou tensor de rigidez tangente.
Neste contexto, o critério para estabilidade material de Drucker| (1959) pode ser

reescrito da seguinte maneira:

€ijDijricr > 0 (2.17)

Considerando uma taxa de deformacao arbitraria, a estabilidade material de-
pende somente do tensor constitutivo tangente (D;;x), que estd relacionado apenas
a propriedades materiais e ao histérico de deformagoes do ponto analisado (Chen e
Baker}, 2003).

Para um carregamento uniaxial, o critério de Drucker (1959) para estabilidade
material deixa de ser respeitado quando a inclinacao da lei constitutiva é negativa.
A instabilidade material pode ocorrer ainda no ramo ascendente da relacao consti-
tutiva quando o tensor constitutivo tangente nao possui simetria, como no caso da
plasticidade nao associada (Rudnicki e Rice, |1975).

Para uma estrutura com volume V', Hill (1958) definiu que a estabilidade estru-

tural é garantida quando a Equagao [2.18| ¢ respeitada:

\%4
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Uma inspecao visual das Equagoes e[2.18)indica que a instabilidade material
pode levar a instabilidade estrutural, mesmo na auséncia de termos geometricamente
nao lineares. Por sua vez, uma estrutura estavel de acordo com o critério de Hill
(1958) tem a unicidade da solugdo do PVC garantida, conforme explicitado pela
Equagao na Segao 2.2

Schreyer e Neilsen (19964d) afirmam que a instabilidade material poderia ser
usada como critério de engenharia para limite da validade das solugoes numéricas.
No entanto, determinadas condigoes de contorno, como deslocamentos prescritos,
permitem que um corpo seja carregado muito além do ponto em que o critério de
Drucker| (1959)) é satisfeito. Este carregamento adicional pode resultar na ocorréncia
de deformagbes nao homogéneas e amolecimento ou softening (aumento de deforma-

¢ao acompanhada de diminuigdo na tensdo) do material que compoe a estrutura.



Capitulo 3

O FENOMENO DE
LOCALIZAGAO DE
DEFORMAGOES

3.1 Descricao cinematica da zona inelastica

De acordo com Rizzi (1993), a falha difusa representa um estado de bifurcagao
continua do material. O termo bifurcacao continua indica que o material mantém-se
continuo, implicando que nao ha descontinuidades ou saltos nos campos cinematicos
neste ponto. Este estado de bifurcacao pode ocorrer devido a singularidade do tensor
de rigidez tangente da estrutura, usualmente associada a pontos limites da trajetéria
de equilibrio.

Por outro lado, a falha difusa pode indicar instabilidade material e preceder um
estado de bifurcacao descontinua. Neste tipo de bifurcacao, ha concentragao de
fenomenos irreversiveis, como deformacoes plasticas para materiais elasto-plasticos
e microfissuras para materiais parcialmente frageis, em uma regiao da estrutura.
Observam-se gradientes pronunciados nos campos de deslocamentos e deformagoes,
que tornam-se descontinuos com o aumento da degradacao material.

Jirasek (2001) definiu a falha difusa como o primeiro estagio do processo de for-

macao de fissuras em materiais parcialmente frageis. Nele, ocorre uma concentragao

12
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de deformagoes em uma zona estreita, porém os campos de deslocamentos e defor-
macoes permanecem continuos. Fisicamente, a falha difusa pode ser interpretada
como o instante no qual a zona de processo de fratura possui alta concentracao de
defeitos préximos ao seu centro. A Figura[3.1]ilustra os campos cineméticos durante
a falha de difusa. Nela, o eixo horizontal, denotado por z, representada uma coor-
denada ao longo do comprimento do corpo. Os eixos verticais, denotados por u e ¢,

representam deslocamento e deformacao, respectivamente.

Figura 3.1: Campos cineméticos durante a falha difusa (Jirasek (2001)).

O proéximo estagio no processo de fissuracao é denominado descontinuidade fraca.
Nele, a deformacgao concentra-se em uma zona estreita, porém finita do material.
Esta zona separa-se do restante do corpo por duas descontinuidades fracas, que
representam curvas ou superficies através das quais ocorre um salto no campo de
deformagoes. O campo de deslocamentos, por sua vez, mantém-se continuo. Em
termos fisicos, a descontinuidade fraca corresponde ao instante no qual a zona de
processo de fratura possui densidade de microfissuras constante. A Figura [3.2] cu-
jos eixos seguem a mesma notagao descrita anteriormente, representa os campos

cineméticos durante a descontinuidade fraca.
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Figura 3.2: Campos cineméticos durante a descontinuidade fraca (Jirasek| (2001))).

Dando continuidade ao processo de fissuragao, tem-se o estagio de descontinui-
dade forte. Nele, ha a incorporacao de um salto nos campos de deslocamentos.
O campo de deformacoes consiste em uma parte regular, obtida através da dife-
renciacao do campo de deslocamentos e em uma parte singular. Fisicamente, a
descontinuidade forte indica uma macrofissura com as faces adjacentes. A Figura

representa os campos cinemdticos durante a descontinuidade forte.

/
|

Figura 3.3: Campos cineméticos durante a descontinuidade forte (Jirasek (2001)).
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3.2 Localizacao de Deformacoes

O fenoémeno de localizagao de deformagoes, segundo |de Borst et al.| (1993)), con-
siste no surgimento de uma regiao estreita no material onde as deformagoes tendem
a se concentrar, apesar das agoes externas a estrutura manterem um carregamento
monotonico. O estudo desta falha material localizada é importante, uma vez que a
localizacao possui efeito prejudicial na integridade da estrutura e age como precursor
da falha estrutural, por vezes em condicoes nao consideradas durante o projeto.

Conforme de Borst et al.| (1993)), este fenémeno ocorre em diversos materiais,
incluindo rochas, concreto, solo, metais, ligas metalicas e polimeros. Sua escala
pode ter diferentes ordens de magnitude: a banda de localizacao possui largura
menor do que 1 mm em metais e maior que metros em falhas rochosas.

Experimentalmente, a localizacao de deformagoes pode ser observada em ligas
metélicas, como relatado em Nadai (1931)) e Duszek-Perzyna e Perzynal (1993)). Neste
tipo de material, o fenomeno pode se manifestar como bandas de Liider, também
denominadas como bandas de deslizamento ou linhas de distensao. De acordo com
Nadai (1931), estas linhas aparecem na superficie material quando a solicitagao
atinge valores préximos a tensao de escoamento, com inclinagao bem definida em
relacao a direcao de carregamento. Elas rapidamente se expandem ao longo do
comprimento da barra metalica e aumentam sua espessura no decorrer do processo
de carregamento.

A Figura ilustra a ocorréncia e desenvolvimento de duas bandas de desliza-
mento em prismas de cobre durante uma compressao uniaxial. A origem das bandas

foi definida por pequenos sulcos situados na lateral do prisma.
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Figura 3.4: Bandas de deslizamento em prisma de cobre comprimido (Nadai (1931))).

A localizacao de deformacoes também é observada experimentalmente em geo-

materiais, como mostrado em [Alshibli e Sture (2000) e Desrues e Viggiani| (2004]).

A Figura 3.5 representa a ocorréncia de bandas de cisalhamento em corpos de prova

moldados com areia sujeitos a uma pressao confinante de compressao.

T h LR B g on

- E Y

Figura 3.5: Bandas de localizagdo em corpo de prova de areia comprimido (Alshibli e

(2000))-
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Outra classe de materiais na qual a localizacao de deformacoes pode se manifestar
é a dos materiais parcialmente frageis, como relatado em |Cedolin et al.| (1987). Um
estudo, descrito por|Shah et al.| (1995), ilustra o fendmeno de maneira representativa.

Uma placa de concreto, instrumentada com quatro transdutores de deslocamento
linear (Linear Vertical Displacement Transducer, denotado por LVDT) ao longo de
sua altura, é submetida & tragao uniaxial, como ilustrado na Figura[3.6] A iniciagao
e propagacao de fissuras internas no corpo de prova foram monitoradas por um

sistema de emissao acustica.

Area reforcada

a
para aplicagdo
? Zr zi5 Zr ? ? Zih das cargas com
4y

chapas de ago
r i

LVDT-I LVDT-3

IIVIYY

\— drea testada

Figura 3.6: Esquema estrutural do ensaio de tragao uniaxial da placa de concreto (Shah

et al] (1995) apud [Wolffl (2010))).

Os transdutores de deslocamento apresentam comportamento semelhante du-
rante o regime eldstico e linear do material, como mostrado na Figura 3.7 No
regime inelastico, apenas o transdutor LVDT-4 apontou deslocamento crescente,
enquanto os demais indicavam descarregamento com diminuicao do deslocamento

medido.
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Figura 3.7: Deslocamento medido pelos transdutores de deslocamento durante o ensaio

(Shah et al] (1995) apud (2010))).

Este comportamento inesperado pode ser interpretado a luz dos resultados do
sistema de emissao acustica. Inicialmente (Figura (a)), as fissuras internas ao
concreto eram dispersas ao longo do corpo de prova. Apds o momento em que a
resposta dos transdutores deixou de ser semelhante (Figura (b)), nota-se que a
fissuracao se concentrou na regiao de alcance do transdutor que media aumento de
deslocamentos (LVDT-4). Houve o surgimento de uma banda estreita de fissuras
internas nessa regiao (Figura (c)). Esta banda indica que o dano do material
comeca a se localizar. Fisicamente, tem-se que uma trinca continua forma-se a partir

do intenso processo de fissuracao concentrada em uma pequena parte do corpo.
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Figura 3.8: Resultados do sistema de emissao actstica (Shah et al| (1995)) apud
(2010)).

3.3 Aspectos Historicos

A localizacao de deformacoes estd associada a bifurcacdo de um problema de
taxas, na qual ha o surgimento de uma superficie singular que contém uma descon-

tinuidade ou um salto em determinada grandeza. Este fenomeno foi inicialmente

estudado na propagacao de ondas em meios elasticos (Hadamard| (1903)) e elasto-

plasticos (Hill (1962))) degradados.

Neste cenario, as ondas contém uma descontinuidade no campo de velocidades.
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A condigao de localizacao coincide com a estacionariedade da frente da onda de ace-
leracao, conforme a condicao de propagacao de Fresnel-Hadamard. |Balbo e Proenca
(2003) apresentam uma discussao mais detalhada da condigao de Fresnel-Hadamard,
bem como demonstragoes matematicas relevantes.

Em um regime quase-estatico de deformacoes, a mesma condicao de localizacao
¢ deduzida a partir da condicao de compatibilidade de Maxwell. Conforme Balbo e
Proencal (2003)), a hip6tese associada a localizagao de deformagoes consiste em admi-
tir a existéncia de um campo de velocidades (ou taxas de deslocamentos) continuos
no meio, porém com gradientes descontinuos em relagao a uma superficie em seu

interior.

3.4 Meétodos Numéricos para Analises Nao Line-
ares

Em simulacoes numéricas, a localizacao de deformacoes resulta na perda da elip-
ticidade das equagoes diferenciais governantes do PVC, tornando-o mal posto (ill-
posed). Conforme Peerlings (1999)), as equagdes diferenciais que regem o PVC sao
elipticas em todo seu dominio para uma andlise estrutural estatica e hiperbdlicas
para uma andlise estrutural dinamica.

Matematicamente, a elipticidade implica que nao pode haver descontinuidade na
fungao aproximada e em suas derivadas. Driemeier| (1999)) especifica que um PVC
mal posto possui um niimero infinito de solugoes linearmente independentes.

A ocorréncia de uma bifurcagao descontinua fere a condicao de elipticidade de
um PVC bem posto. Conforme descrito na Segao [3.1] a falha difusa pode evoluir
para uma descontinuidade fraca (campo de deformagoes descontinuos) e uma des-
continuidade forte (campo de deslocamentos descontinuos e campo de deformagoes

singular).
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A falha na representacao de localizacao de deformagcoes ocorre em analises reali-
zadas através do Método dos Elementos Finitos, mas também é comum a diferentes
métodos numéricos, como Métodos sem Malha (Pamin, [2011)).

Solugoes numéricas de problemas de valor de contorno mal-postos sao depen-
dentes da discretizacao adotada. No caso do Método dos Elementos Finitos, o
refinamento da malha resulta em um comportamento mais fragil da estrutura. A
simulagao busca encontrar uma condicao compativel com uma fratura discreta e
concentra deformagoes no menor volume de material admissivel, ou seja, no menor
elemento finito da malha. Com o refinamento da malha, a largura da zona tende
a zero, obtendo-se solucoes que convergem para uma resposta de energia dissipada
nula, incompativeis com fundamentos da Mecanica da Fratura (Driemeier] [1999).

De acordo com |de Borst| (2004), o refinamento da malha de elementos finitos
também torna a solugao numérica mais instavel. Isto pode ser observado através do
comportamento irregular das trajetérias de equilibrio e pela recorrente divergéncia
do processo de solucao, mesmo com métodos de controle sofisticados. Esta instabili-
dade pode ser explicada pela introducao de novos possiveis estados de equilibrios da
estrutura com o refino da malha. Desta forma, o processo de solucao iterativo tem
que escolher entre esses estados de equilibrio. A alternancia de estados de equilibrios

escolhidos leva a divergéncia do processo de solucao.

3.5 Medida de Localizacao de Deformacoes

3.5.1 Definicao do Tensor Actstico

Conforme Pedrini (2008), em meios sdlidos convencionais, interpreta-se que a
localizagao decorre da formagao de descontinuidades fracas, caracterizadas por cam-
pos de deslocamentos continuos e de deformagoes descontinuos (vide Figura [3.2).
Associa-se as descontinuidades fracas a instabilidade material, que conduz a perda

da elipticidade das equacoes de equilibrio incrementais, conhecida como bifurcacao
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descontinua.

Desta maneira, deve-se determinar as condigOes necessarias para que os incre-
mentos de deformacao se localizem em bandas estreitas, separadas do restante do
corpo por superficies de descontinuidades fracas. Esta andlise foi realizada por |Jira-
sek (2007a) e sera reproduzida a seguir.

A analise é restrita ao ponto x4 da superficie de descontinuidade S; na iminéncia
da perda de continuidade no campo de deformagoes. A superficie de descontinui-
dade divide o corpo em dois subdominios, denominados V' e V'~ e sua direcao é

caracterizada pelo vetor n, direcionado para V*, como mostrado na Figura

Figura 3.9: Corpo dividido por uma potencial superficie de descontinuidade (Jirasek

(2007d)).

Uma vez que ha descontinuidade através de S,;, deve-se diferenciar a abordagem
do ponto x4 através de V' e V~. Para tanto, usam-se os sobrescritos + e —. Desta
forma, 6% e 6~ indicam as taxas de tensao no lado positivo e negativo da superficie
de descontinuidade Sy. Além disso, a diferenca entre as duas taxas, indicadas por
[[0]] = 6T — 67, representa o salto no campo de tensoes.

Apesar das descontinuidades nas taxas de tensao e deformacao na superficie Sy,
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o salto destas duas grandezas nao é completamente arbitrario. O salto na taxa de
tensdo [[d]] é restrito pela continuidade de tensao e o salto na taxa de deformagao
[[€]] € restrito pela continuidade de deslocamento.

Se os componentes dos tensores de tensao e deformacao forem considerados no
plano e fora do plano definido pela superficie de descontinuidade Sy, a continuidade
de tensao significa que as taxas de tensao fora do plano devem ser continuas. Analo-
gamente, a continuidade de deslocamento implica que taxas de deformagao do plano
devem ser continuas. Os saltos, portanto, ocorrem nas taxas de tensao do plano e
nas taxas de deformacao fora do plano.

A continuidade de tensao pode ser ilustrada com maior clareza a partir do ele-
mento infinitesimal representando na Figura Por exemplo, assume-se um plano
definido pelo vetor unitario da direcdo n, denominado plano ts e hachurado na Fi-

gura |3.10, como o plano de ocorréncia da descontinuidade.

. Ot

Otn
Ots Ont

O-St /

t / “Ons

" Oss

Figura 3.10: Componentes de tensao em um elemento infinitesimal.
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As tensoes no plano da descontinuidade estao representadas na Figura [3.11]

Ot

Plano ts

Ots

O-St PN /W
Oss.

Figura 3.11: Componentes do tensor de tensdo no plano da descontinuidade.

Os demais componentes do tensor de tensoes, nominalmente o,¢, 0¢n, Tpn, Tns €
Osn, encontram-se fora do plano da descontinuidade. Portanto, estes componentes
do tensor sao continuos.

Jirasek (2007 d)) especializa a representacao da continuidade de tensao para o caso
plano. Apesar disso, a continuidade de tensao é retratada de maneira analoga. O
componente de tensao que apresenta o salto (o) é indicado em vermelho na Figura
Os demais componentes (o,; € 0,,), indicados em azul, sdo continuos. Devido
a esta condic@o, o vetor de forgas de superficie (traction) é continuo na superficie

da descontinuidade considerada.
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continuidade de tensao

Figura 3.12: Componentes do tensor de tensdo no plano da descontinuidade (Jirdsek

(2007b) apud Silval (2016)).

Matematicamente, a continuidade de tensao pode ser escrita como:

NGl = moy (3.1)

A representacao matematica da continuidade de deslocamento é mais complexa.
Observa-se que o gradiente espacial de um determinado componente de desloca-
mento, por exemplo uy, tem projecoes continuas no plano tangente a superficie de
descontinuidade e apenas o componente normal deste tensor de primeira ordem pode

apresentar o salto. Desta forma, tem-se:
o\t (0w \~
) = (== , 3.2
<31’j) (3%‘ e 82)

¢ é um multiplicador escalar arbitrario.

em que,
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Generalizando esta relacao para todos os componentes de deslocamento, tem-se:

Ou; \ " O\~
(3333‘) _<53?j) an; (3:3)

¢; ¢ um tensor de primeira ordem arbitrario.

em que,

E possivel atribuir significado fisico ao tensor ¢; ao defini-lo como ¢ = ém, em
que é = ||c|| é a magnitude do salto e m = ¢/||c|| é um tensor unitario de primeira
ordem definido como vetor de polarizacao.

O angulo definido pelos vetores unitarios m e n caracteriza o tipo de falha.
Quando m ¢é paralelo a n, tem-se a falha por tracdo (modo I). Quando m é per-
pendicular & n, caracteriza-se o deslizamento por cisalhamento (modo II). Nos casos
intermediarios, define-se a falha como mista, na qual ambos modos de falha sao

observados. A Figura [3.13]ilustra os modos I e II de falha no plano.

'‘nm n

" im

Figura 3.13: Modos I e II de falha no plano (Jirasek (2007a)).

A Equacgao pode ser reescrita em termos de taxas de deformacao e conside-

rando a definicado do vetor de polarizagao (m):

el =¢; + (mnj)eé (3.4)

v )
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Para a teoria de pequenas deformacoes, na qual as deformacoes sao definidas
como a parte simétrica do gradiente de deslocamento, a Equacao pode ser ex-

pressa da seguinte maneira:

1

As taxas de tensao e deformacao se relacionam através da lei constitutiva, re-
presentada na Equagao [2.16] O tensor constitutivo tangente depende do estado
corrente do material, que inicialmente é o mesmo em ambos os lados da incipiente
descontinuidade. Como as taxas de deformagao sao diferentes nos dois lados da
descontinuidade, admite-se que, no caso geral, o tensor de rigidez tangente também

pode ser diferente em cada lado. Portanto, as leis constitutivas indicam:

d;;. = D;;kle’;l (3.6)
0, = Dz’;klél;l (3.7)

Substituindo as leis constitutivas explicitadas nas Equagoes [3.6) e 3.7 na condigao

de continuidade de tensao (Equagao [3.1)), tem-se:

+ .+ . . J— o«
niDijklgkl = nzDijkz% (3.8)

A relagao entre as taxas de deformacao na superficie de descontinuidade (Equacao

pode ser substituida na Equacao , resultando em:

_ 1 . .
niD;;kl €+ §(mknl +npm)é| = niDéy (3.9)
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Considerando a simetria menor do tensor de rigidez tangente (D;ju = D) €

expandindo a Equacao tem-se:

niDjJ'.klé,;l + (niD;;klmknl)é =ni D (3.10)

Movendo o primeiro termo da Equacao [3.10| para o lado direito, obtém-se:

A Equagao [3.11] descreve a relacao mais genérica possivel para uma descontinui-
dade fraca incipiente. E possivel simplificar esta relacao se o tensor de rigidez tan-
gente for considerado igual em ambos os lados da descontinuidade (ngl =Dy =
D;jii). Desta forma, o lado direito da Equagao torna-se nulo . Uma desconti-

nuidade real s6 é obtida quando é # 0, portanto, a Equagao torna-se:

(n; Dyjgamy)my, = 0 (3.12)

Define-se o tensor actistico ou tensor de localiza¢ao (Q) como:

Q = Qjr = 1 Dijiymy (3.13)

A partir da Equacao [3.12] nota-se que, durante a formacao de uma desconti-
nuidade fraca, o tensor de localizagao é singular e o vetor de polarizagdo m é seu
autovetor associado ao autovalor nulo. Obtém-se, portanto, a condigao classica de

localizagao:

det(Q) = 0 (3.14)
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A Equacao foi descrita pela primeira vez na literatura no trabalho de Rice
(1976). O autor definiu-a como condigao na qual a deformagao pléstica se localiza
em uma banda com orientagao definida por um vetor n, separada do restante da
estrutura.

A hipdtese incorporada & Equagao [3.11] de que a relagao constitutiva é a mesma
em ambos os lados da descontinuidade incipiente, pode ser incoerente para modelos
constitutivos elastoplasticos. Como observado por |Ottosen e Runesson (1991), o
material pode responder a carregamentos plasticos em ambos os lados da superficie
(bifurcacao pléstica/plastica) ou responder a carregamento plastico em um dos lados
e descarregamento elastico no outro (bifurcagao eldstica/plastica).

No caso de bifurcagao plastica/pléstica, a considera¢ao de mesma rela¢do cons-
titutiva é valida, preservando a deducgao da condicao classica de localizacao descrita
anteriormente. Para bifurcagao eldstica/plastica, obtém-se uma condicao de localiza-
cao distinta da representada na Equacao [3.14] dependente de parametros especificos
de modelos constitutivos elastoplasticos, como funcao de escoamento e potencial
pléstico.

No entanto, Ottosen e Runesson (1991)) observaram que a situagao limite entre
regioes de comportamento material elastico e plastico é caracterizada por um car-
regamento neutro, que permite simplificar a relacao obtida para a condigao classica
de localizagao, dada pela Equagao [3.14]

Adicionalmente, Ottosen e Runesson (1991)) demonstraram, a partir de uma ana-
lise espectral do tensor de localizacao, que a bifurcacao envolvendo descarregamento
elastico em um dos lados da superficie de descontinuidade nunca precede a bifur-
cacao com carregamento plastico em ambos os lados. Desta forma, o caso critico
para uma anélise de localizagao corresponde a uma bifurcagao plastica/pléstica, va-
lidando o uso da Equacao como condicao para o fenomeno de localizacao de

deformacgoes.
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Matematicamente, a singularidade do tensor de localizacao, indicada na Equacao
3.14], corresponde a perda de elipticidade das equagoes diferenciais governantes da
andlise estatica.

O tensor de localizacao definido na Equacao depende do tensor de rigidez
tangente D;ji; e do vetor unitario normal a superficie de descontinuidade n;. Na
maioria dos casos, o tensor de rigidez tangente depende apenas do estado de carre-
gamento do material e pode ser considerado conhecido. Desta maneira, a analise de
localizagao consiste em procurar o vetor unitario n que indique a direcao na qual o
tensor de localizacao é singular.

Se este vetor nao existir, o campo de deformacoes permanece continuo. A singu-
laridade do tensor actstico é condigao necessaria, mas nao suficiente para surgimento
de uma descontinuidade fraca, pois a andlise de localizacao realizada é puramente
local, restrita ao ponto material e sua vizinhanca infinitamente pequena.

O desenvolvimento de uma descontinuidade fraca em um corpo finito depende
do estado do material, da vizinhanca e de condigbes de contorno. Apesar disso,
a analise do tensor de localizacao ¢ largamente usada como indicador de possiveis
modos de falhas descontinuas (Jirasek, 2007 a).

De acordo com |Schreyer e Neilsen| (199656), a existéncia de uma bifurcac¢ao des-
continua, a perda do carater positivo-definido do tensor acustico e a perda da elipti-
cidade das equagoes diferenciais governantes sao critérios equivalentes para indicar
falha material. Desta forma, os autores dizem ser apropriado definir o inicio da falha

material como o momento em que o primeiro destes critérios é satisfeito.

3.5.2 Classificacao dos tipos de bifurcacao

Com a exposi¢ao de conceitos relativos a unicidade da solugao do PVC (Secao
, bifurcagao continua e descontinua (Secao , elipticidade das equacoes dife-
renciais que governam o PVC em uma andlise estatica (Segao e a definicao do

tensor acustico (Secao [3.5]), pode-se categorizar os tipos de bifurcagoes encontrados
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na literatura em funcao do mddulo pods-critico, denotado usualmente pelo tensor

H .

A classificacao doravante reproduzida encontra-se no trabalho de |(Ottosen e Ru-
nesson (1991). Ela foi elaborada para modelos de plasticidade com uma tnica fungao
de carregamento. Desta forma, o médulo pés-critico é representado, de maneira sim-
plificada, por um tensor de ordem zero (escalar).

Apesar de restrita a modelos de plasticidade, esta classificagao elucida a diferenca
entre conceitos que sao comumente intercambiados na literatura. De acordo com
Ottosen e Runesson (1991)), a relagdo para estabilidade material, representada pela

Equacao [2.17] e abaixo reescrita, é condigao suficiente para unicidade da solugao do

PVC:

€ijDijri€r > 0 (3.15)

Denota-se H® como o médulo pés-critico no qual a condicao de unicidade supra-
citada é violada pela primeira vez. A bifurcagdo descontinua nao pode preceder a
bifurcagao geral (ou continua) devido a restrigdes cineméticas, descritas na Secao
. Representando com H® o médulo pés-critico associado a bifurcacido desconti-

nua, tem-se a seguinte relacao:

HY > H® (3.16)

Quando se trata de modelos nao associados, a relagao constitutiva tangente pode
deixar de ser simétrica no regime inelastico. Por conseguinte, o tensor actstico,
definido na Equagao [3.13] também pode tornar-se assimétrico. Para este tipo de
modelo, define-se o conceito de elipticidade forte, no qual apenas a parcela simétrica
do tensor acustico é considerada. A partir de uma deducao andloga, a perda de

elipticidade forte ocorre quando:



32

det(Q™) = 0 (3.17)

em que,
Q"™ representa o tensor acustico simetrizado.
Considerando H*¢ como o médulo pés-critico associado a perda de elipticidade

forte, tem-se que:

H* > H* > H® (3.18)

Pontos limites na trajetéria de equilibrio ocorrem quando o tensor constitutivo
tangente torna-se singular. Adota-se H' como o mdédulo pés-critico associado a
um ponto limite e admite-se que H' = 0 independentemente da associatividade do
modelo constitutivo.

Uma anélise espectral do tensor constitutivo tangente, feita por |Runesson e Mroz
(1989), mostra que o menor autovalor deste tensor é crescente com o aumento de H.

A partir desta constatacao, infere-se que:

H*>H =0 (3.19)

A Figura apresenta um resumo das relagoes definidas anteriormente para

modelos nao associados.
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Perda de elipticidade forte
det(Q™™) =0

H
H® H** Hb(>0)
det(Q) =0 éijDijklékl =0
Perda de elipticidade Perda de unicidade

Bifurcagao geral/continua

Figura 3.14: Classificacao dos tipos de bifurcacao para modelo nao associado (Adaptado

de |Ottosen e Runesson (1991))).

Para o caso particular de modelos associados, a instabilidade material s6 ocorre

apos o tensor constitutivo tangente tornar-se singular. Desta forma, tem-se que:

H'=H'=0 (3.20)

A partir da Equagao [3.20, pode-se concluir que bifurcag¢oes descontinuas nao
ocorrem no regime de hardening (endurecimento) para modelos de plasticidade as-
sociados, i.e. H%® < 0.

A Figura apresenta um resumo das relagoes definidas anteriormente para

modelos associados.

H
b — ffse Hb = H' — 0
det(Q) = det(Q*¥™) =0 €ijDijrigr =0
Perda de elipticidade Perda de unicidade
Perda de elipticidade forte Bifurcagao geral/continua

Bifurcagao descontinua

Figura 3.15: Classificac@o dos tipos de bifurcacao para modelo associado (Adaptado de

Ottosen e Runesson| (1991)).
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De maneira mais genérica, desconsiderando valores do modulo pés-critico, Neilsen
e Schreyer| (1993) propuseram uma categorizagao dos tipos de bifurcagao relatados

na literatura. A Tabela [3.1] resume os critérios considerados pelos autores.

Tabela 3.1: Categorizagao dos tipos de bifurcacao (Adaptado de Neilsen e Schreyer

(1993)).
Tipo de bifurcagao Relagao matematica Modo de falha
Geral éiij;’,ZL € =0 Difusa ou localizada
Ponto limite Dijjricr =0 Difusa ou localizada
Perda de elipticidade forte det(Q3;™) =0 Localizada
Bifurcacao descontinua cldssica det(Q;r) =0 Localizada

De acordo com os autores, o critério de bifurcacao geral é satisfeito quando o
determinante da parcela simétrica do tensor constitutivo tangente torna-se nulo.
Modelos constitutivos associados apresentam pontos coincidentes para deteccao de
bifurcacao geral e ponto limite. Por sua vez, a bifurcacao geral pode ocorrer no
regime de hardening para modelos nao associados, como demonstrado por Rudnicki
e Rice| (1975)).

A perda de elipticidade forte ocorre quando o determinante da parcela simétrica
do tensor actstico torna-se nulo. Novamente, modelos associados apresentam pontos
coincidentes para deteccao de perda de elipticidade forte e bifurcacao descontinua
classica.

Neilsen e Schreyer| (1993)) classificam bifurcagoes descontinuas como um subgrupo
das bifurcacoes gerais. Bifurcagoes descontinuas classicas representam um subgrupo
das bifurcagoes descontinuas, desde que satisfacam o critério de perda da elipticidade

forte.



Capitulo 4

ANALISE DE LOCALIZACAO
DE DEFORMAGCOES

A anadlise de localizacao de deformacoes pode ser abordada de maneira anali-
tica, na qual autores definem expressoes fechadas para identificacao do fenomeno.
Este tipo de analise é caracterizado por uma implementacao simples e por requerer
pouco esfor¢o computacional. Em contrapartida, as expressoes analiticas sao formu-
ladas para condicoes de carregamento, modelos constitutivos e modelos de anélise
especificos.

Com o objetivo de obter um procedimento genérico, a analise de localizacao de
deformagoes também foi tratada a partir de métodos numéricos. Desta maneira, a
analise seria funcional tanto para modelos constitutivos complexos, quanto para ca-
sos genéricos de carregamento. Esta abordagem para analise de localizagao demanda
maior esfor¢o computacional e esta sujeita as instabilidades inerentes a procedimen-

tos numeéricos.

4.1 Representacao do Comportamento Material

O modelo constitutivo corresponde a uma formulacao analitica desenvolvida para
descrever o comportamento fisico de um corpo, assumindo-o como um meio continuo,
e do material que o compoe. Esta descricao é realizada através de hipoteses que

simplificam o complexo comportamento mecanico de diversos materiais.

35
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A modelagem constitutiva tem sido desenvolvida de maneira extensiva e intimeros
modelos adequados para concreto, metais, rochas e solos encontram-se descritos na
literatura. A analise fisica e geometricamente nao linear de estruturas requer mode-
los constitutivos fidedignos ao comportamento material, que possibilitam a obtengao
de trajetorias de equilibrio completas. Os principais modelos utilizados no contexto
da andlise nao linear de estruturas foram desenvolvidos baseados em fundamentos
da Mecanica do Dano, da Mecanica da Fratura ou na Teoria da Plasticidade.

De acordo com Pennal (2011)), a termodinamica é uma base comum para as trés
estruturas tedricas usadas na formulacao constitutiva em geral. Desta maneira, uma
formulagao unificada para modelos constitutivos baseada nos processos energéticos
envolvidos no comportamento material é possivel. Apesar da generalidade, a termo-
dinamica é pouco pratica no que tange a implementacao computacional de modelos
constitutivos em um contexto unificado.

No ambito da modelagem computacional, |Penna (2011)) revisou as principais
tentativas de unificacao tedrica dos modelos constitutivos encontradas na literatura.
Destaca-se o trabalho de |Carol et al. (1994), no qual uma unificacdo tedrica de
modelos baseados em degradacgao elastica com uma unica superficie de carregamento
é proposta.

Com o objetivo de garantir a inclusao de modelos multipotenciais e a indepen-
déncia do método numérico empregado, Penna (2011) apresenta uma expansao da
estrutura tedrica proposta por (Carol et al| (1994). Sua implementagdo contempla
diversos modelos constitutivos, formulados com uma ou varias fungoes de carrega-
mento.

Neste trabalho, sera reproduzida a formulacao baseada em deformacao da pro-
posta unificada de |[Pennal (2011). Conforme o autor, as formulac¢oes baseadas em
tensao e deformacao sao ditas duais. Apesar de gerarem expressoes matematicas
diferentes, apresentam o mesmo resultado para estados correspondentes de tensao e

deformagao.
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Os modelos baseados em degradacao eldstica tém como principal caracteristica
a existéncia de uma relagao total entre tensoes e deformacoes. Logo, tem-se:

045 = LY5kI€KL (4~1)

€ij = CijkiOnl (4.2)

em que,
FEiji € o tensor de rigidez secante;

Ciji € o tensor de flexibilidade secante.

A funcao de carregamento da formulacao baseada em deformagao é dada por

F,.(e,p), em que p representa o conjunto de varidveis internas do modelo definidas

no dominio das deformacoes.

A partir do diagrama tensao-deformacao para o caso unidimensional, represen-

tado na Figura [4.1] tem-se:

E.d&

ine

dgo

Figura 4.1: Incremento de deformagao associado a variagdo da flexibilidade (Penna

(2011))).

s __ sinc ~d
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. _ . . d
Eij = UijkiOkl — Cijklakl

éij = Ciju(om — o) (4.3)
em que,
éf-lj ¢é o tensor taxa de deformagoes relacionado a degradacao da rigidez;
o¢, é o tensor taxa de tensoes relacionado & degradacio da rigidez.
Neste momento, define-se que:

Gh = Al (4.4)

em que,
A € 0 vetor de multiplicadores inelasticos, que definem a magnitude do processo de
degradacao;

Mume € 0 tensor que indica as direcoes de degradacao.

A condicao de consisténcia, na sua forma linearizada, é dada por:

. oF, oF,| .
F,=—| ¢+ —— =0 4.5
aEi]’ _53 apq Pq ( )
D €
Por definicao, tem-se:
oF,
Npij = —— 4.6
J 3%‘ i ( )
p
_ oF, oF,| Op
Hyp = ——2 = =21 —Lm,, 4.7
. op, | 9tk (4.7)

em que,
Nipi; € 0 tensor que indica as direcoes das fungoes de carregamento;

H,,m é o tensor que indica os médulos pds-critico (ou médulos de Hardening-Softening)

do material.
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Com as grandezas definidas nas Equacoes e [4.7 a condigao de consisténcia

pode ser reescrita da seguinte maneira:

A férmula explicita do multiplicador inelastico é obtida diretamente a partir da

Equagao 4.8}

A substituigdo da Equagao 4.9 na Equacao [4.4] resulta em:

1
Ol = Tnig€i Mk (4.10)

Substituindo a Equagao [£.10| na Equagao [4.3] tem-se:

Cijri0r = €ij + Cijki=—Mnij€ij Mmkl (4.11)
Hnm

Trocando os indices ij por pq na Equagao [£.11], tem-se:

C’quldkl = 8'pq + Cqul T ﬁnpqépqmmkl (4-12)
Hnm

Multiplicando a Equacao por Ejj,,, tem-se:

o= Fl.. & . 1 5 S 7e
EijpaCrariOrt = EijpeEpg + EijpgCpart o 'npg€pgMimkl

Iijkld'kl = Eiquépq + ]Z‘jkl}—[—ﬁnpqépqmmkl (413)
nm



40

em que,
Iijii € o tensor identidade de quarta ordem.

Isolando €,, na Equagao [4.13] tem-se:

) 1 )
Oij = (Eiqu + H—_nnpqmmij> €pq (4.14)

nm

Intercambiando os indices pg por kl na Equacao tem-se:

) 1 .
Oij = (Eijkl + H_mmijnnkl> Ekl (4.15)

Considerando a relacao direta entre a taxa de tensao e taxa de deformacao,

definida Secao pela Equacao [2.16], a Equacao permite definir que:

1
Dijji = Eijig + H—mmzjﬁnkl (4.16)

Desta maneira, o arcabouco tedrico e computacional para modelos constitutivos
baseados em degradagcao elastica desenvolvido por |Pennal (2011) permite a obtengao
do tensor constitutivo tangente através da Equagao em sua formulagao baseada
em deformacao.

A unificagao realizada por |Penna (2011)) contemplou modelos de fissuragao distri-
buida, dano e plasticidade. Além disso, um novo modelo de dano com multiplas fun-
¢oes de carregamento foi desenvolvido e implementado. Nominalmente, destacam-se

os seguintes modelos:

- Modelo Elastoplastico com Critério de Escoamento de von Mises;
- Modelo de Dano Isotrépico de Mazars| (1984);

- Modelo de Dano Isotrépico de Mazars e Lemaitre (1984));
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- Modelo de Dano Isotrépico de |[Simo e Ju| (1987);

- Modelo de Dano Isotrépico de (1989);

- Modelo de Dano Isotrépico de Lemaitre e Chaboche, (1990);

- Modelo de Dano Isotrépico de de Vree et al| (1995);

- Modelo de Fissuras Distribuidas, com Direcao Fixa ou Rotacional;

- Modelo de Dano Ortotrépico de |de Borst e Gutierrez (1999);

- Modelo de Dano Volumétrico de (2011)).

No ambiente unificado desenvolvido por Pennal (2011)), [Monteiro| (2013) incluiu

o modelo elastoplastico com dano proposto por Lemaitre (1985)). De maneira ana-

loga, Wolenskil (2013) implementou o modelo de microplanos proposto por

e Ramm| (2006)) com quatro medidas de deformagoes equivalentes (Simo e Ju| (1987),

(1989)), Lemaitre (1984) e |de Vree et al. (1995))).

Considerando a classe de modelos constituvos baseados em plasticidade,
(2016) incluiu os critérios de escoamento de Tresca, Rankine, Drucker-Prager, Mohr-

Coulomb e Ottosen na formulagao unificada.

Adicionalmente, de Souza (2016)) implementou uma formulacao nao local associ-

ada ao modelo de dano ortotrépico de de Borst e Gutierrez (1999). |Peixoto, (2016)

incluiu o modelo de dano isotrépico com critério proposto por Oliver et al. (2006)).

Por fim, (2018)) incorporou a representagao constitutiva do meio micropolar no

ambiente unificado.

4.2 Abordagem Analitica para a Analise de Loca-

lizacao

Ortiz et al, (1987) propuseram uma técnica para melhorar o desempenho de uma

classe de elementos finitos em problemas envolvendo falha localizada. Para aplicar
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a técnica proposta, os autores definiram um procedimento analitico para deteccao
do inicio do fenomeno de localizacao.

Em analises bidimensionais, o vetor unitario n; possui apenas dois componentes
(n1 e n2) e a matriz de localizagdo (i.e. tensor actstico ou tensor de localizagao)
possui dimensoes 2 x 2. Assim sendo, os autores expressaram o determinante do

tensor acustico da seguinte maneira:

det(Q) = agni + aining + agning + agnini + asn; (4.17)

em que,
ag, a1, as, az e ayu representam os coeficientes da expressao polinomial, obtidos
diretamente a partir dos componentes nao nulos do tensor constitutivo tangente em
uma anélise plana.

Considerando uma parametrizacao polar, na qual n; = cos € e ny = sen 6, na
Equacao , a condicao classica de localizacao (Equacao pode ser reescrita

da seguinte maneira:

det(Q) == f(x) = asz’ + agz® + aza® + ayz + ag = 0 (4.18)

em que,
x=tg0.

A andlise de localizacao é realizada verificando o sinal da funcao f em seus
pontos de minimo. Quando f < 0, detecta-se a localizacao. Os pontos de minimos
sao obtidos a partir de f’, derivada da funcao f em relacdo a x. Como [’ é uma
funcao polinomial de grau 3, é possivel obter suas trés raizes através de formulagoes
analiticas, como o método de Cardan.

A andlise de localizagao de |Ortiz et al.| (1987)) considerou tensor acustico simé-
trico, possivel apenas para modelos constitutivos associados. Ela foi avaliada em
modelos constitutivos elastoplasticos de pequenas deformagoes e com dano isotro-

pico.
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Em um estudo sobre propriedades da bifurcacao descontinua em materiais elas-
toplasticos, (Ottosen e Runesson| (1991) obtiveram solugoes analiticas para a diregao
de bifurcagao e médulo de hardening critico.

Os autores consideraram o problema de autovalor representado na Equagao [£.19;

Quyy = AQ5” (4.19)
em que,
@5 Indica o tensor de localizagao eldstico, associado ao comportamento eldstico do
material.
O uso do tensor de localizacao elastico simplifica o processo de solucao analitica
dos autovalores A e autovetores y,gf). Matematicamente, o tensor de localizagao

elastico é representado por:

ok = D (4.20)
em que,
Dy € o tensor de rigidez eldstica ou tensor constitutivo elastico.
O tensor de rigidez elastica é assumido como simétrico e positivo-definido. Logo,

o tensor de localizacao elastico e seu inverso, denominado P, também possuem

IZR

estas propriedades. Multiplicando a Equagao por B, obtém-se:

By, = A0y (4.21)
em que,
By, = PQjk-

A Equacao representa o problema de autovalor solucionado. O critério
de bifurcagao descontinua foi considerado satisfeito quando o menor autovalor da
Equagao torna-se nulo.

Para obter o resultado desta minimizacao com restrigoes, os autores utilizaram o

método dos multiplicadores de Lagrange. Além disso, os autores consideraram que
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o tensor constitutivo elastico é isotrépico e as fungoes de escoamento e de potencial
plastico possuem as mesmas direcoes principais.

Ottosen e Runesson| (1991) formularam expressoes analiticas para uma classe de
materiais elastoplasticos, incluindo modelo com critério de escoamento de von Mises,
Rankine, Coulomb e Drucker-Prager.

Usando o mesmo arcabouco, Runesson et al. (1991) desenvolveram expressoes
analiticas para os modelos com critério de escoamento de Drucker-Prager, von Mises,
Mohr-Coulomb e Tresca para anélises planas (estado plano de tensao e deformagao).

Rizzi et al. (1995) complementaram a metodologia proposta por |[Ottosen e Ru-
nesson (1991)) ao considerarem a andlise de bifurcagao para modelos de dano escalar.
Utilizando a unificagao tedrica de modelos constitutivos de |Carol et al.| (1994) com
degradacao eldstica, os autores formularam expressoes analiticas para o fenomeno
de localizacao para modelos tridimensionais e planos.

Em outra vertente, [Doghri e Billardon| (1995)) realizaram uma investigacao do
fenomeno de localizagao em materiais elastoplasticos. Uma classe geral de modelos
constitutivos com pequenas deformagoes de acordo com a abordagem de |[Lemaitre e
Chaboche (1990)) foi usada durante a formulagao desenvolvida.

O estudo da localizagao de deformacoes realizado foi restrito a modelos planos.
O vetor unitario n; foi parametrizado no plano com coordenadas polares, dadas por
ny = cos 0 e ny = sen 0, de maneira analoga ao procedimento de Ortiz et al.| (1987)).

As condigoes de carregamento para a formulagao de Doghri e Billardon! (1995)
também foram restringidas. Os autores consideraram apenas carregamento do tipo
biaxial, em que nao hé tensoes de cisalhamento.

Outra hipétese adotada é de que ha um coeficiente de biaxialidade («), inter-
pretado como um coeficiente de proporcionalidade entre os carregamentos aplicados

nas duas diregoes do plano. A Figural[d.2]ilustra a condigao de carregamento biaxial.



45

Figura 4.2: Condicao de carregamento biaxial (Doghri e Billardon| (1995)).

A andlise de localizacao é desenvolvida a partir da condicao de continuidade
da taxa de tensao (Equacao . A formulacao analitica resultante apresentada
depende do angulo # e do coeficiente de biaxialidade a.

Steinmann et al.| (1994]) formularam solugoes analiticas para a andlise de loca-
lizagao de um modelo especifico de material ortotropico. A anélise foi realizada
para modelos planos, resultando em expressoes fechadas para o vetor n; que define
a superficie de descontinuidade.

Schreyer e Neilsen| (19964d)) desenvolveram um procedimento analitico para detec-
tar perda de elipticidade com custo computacional reduzido. A andlise foi baseada
na constatacao de que o menor autovalor do tensor acistico diminui com o aumento
de deformacoes ineldsticas no modelo estrutural. Quando este autovalor torna-se
nulo, ha perda de elipticidade das equacgoes diferencias do PVC e ocorre bifurcagao

descontinua no campo de deformagoes.
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Durante a elaboragao do método, os autores adotaram modelos constitutivos
cujo tensor constitutivo tangente é obtido a partir de uma atualizacao de posto
um do tensor constitutivo eldstico. Conforme Maier et al| (1996), no contexto de
modelagem constitutiva, uma atualizagao de posto um infere que um tensor de posto
um (7.e. um tensor com apenas um autovalor nao nulo) ¢é adicionado ou subtraido
do tensor de referéncia, que no caso é o tensor constitutivo elastico. A classe de
modelos considerada por Schreyer e Neilsen| (1996a) engloba modelos baseados em
plasticidade e dano.

Assim como |Ottosen e Runesson (1991)), os autores abordaram a anélise de lo-
calizagdo como um problema de minimizagao com restricao do menor autovalor do
tensor acustico. Este problema ocasionou um sistema de equacoes nao lineares, cuja
solucao resultou em expressoes analiticas para os componentes do vetor unitario n;
que indica a direcao de bifurcacao.

A andlise proposta por [Schreyer e Neilsen| (19964d)) é restrita a modelos constitu-
tivos obtidos a partir de uma rank-one modification do tensor constitutivo elastico.
Além disso, os autores assumiram durante o desenvolvimento da formulagdo um
tensor constitutivo elastico isotrépico e simétrico.

Oliver e Huespe (2004) analisaram aspectos relacionados a modelagem numeérica
da falha material considerando a inclusao de descontinuidades fortes. Os autores
consideraram uma classe de modelos constitutivos cujo tensor constitutivo tangente

¢ dado por:

tan *
nt = Bl — @B’sz (4.22)

em que,
B ¢ um tensor de 4* ordem;
&(H) é uma fungao escalar do médulo de softening;

P,; e Ry sao tensores de 2% ordem simétricos.

Segundo os autores, modelos constitutivos elastoplasticos e de dano isotrépico
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que possuem uma fungao crescente e monédtona do médulo de softening (H) podem
ser representados pela classe supracitada.

A analise de bifurcagao é abordada como um problema de otimizacao da funcao
escalar do médulo de softening. No plano, a otimizacao proposta admite uma solugao
geométrica, considerada como uma analogia ao circulo de Mohr. Considerando uma
parametrizacao esférica, os autores obtém expressoes fechadas para o vetor unitario
n; associado a bifurcagao descontinua.

A solugao analitica proposta por |Oliver e Huespe, (2004) é exata apenas para
modelos associados, nos quais os tensores F;; e Ry sao iguais. Nos demais ca-
sos, ela representa apenas uma aproximacao das solugoes da andlise de bifurcagao
descontinua. Os autores apresentam expressoes fechadas genéricas para modelos
elastoplasticos e de dano isotropico.

A abordagem analitica para a andlise de localizacao de deformagoes resulta em
expressoes fechadas validas apenas em condigoes especificas. Nota-se também que
a aplicabilidade das expressoes obtidas é reduzida devido a auséncia de uma formu-
lagao unificada para modelos constitutivos, conforme discutido na Segao [4.1 Além
disso, as solugoes obtidas dependem de alguma técnica de parametrizagao para a
direcao da superficie de descontinuidade. Na maioria dos trabalhos descritos, os au-
tores utilizaram a parametrizagao esférica. A escolha da técnica da parametrizacao
¢ um aspecto importante na convergéncia de técnicas numéricas para a analise de

localizagao, discutidas na Segao [£.3]

4.3 Abordagem Numérica para a Analise de Lo-
calizacao

Para modelos tridimensionais, o trabalho de|Ortiz et al.| (1987) propoe um proce-
dimento numérico para andlise de localizacao. Os autores realizaram a minimizagao

com restricoes do tensor acustico da seguinte maneira:
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Hﬂhlzll f(l’l) = ||Hh1£ll det(nlDUklnl) (423)

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, |Ortiz et al. (1987) consi-
deraram a seguinte condi¢ao para obten¢ao de um minimo para o determinante do

tensor acustico:

9 21 _ df(n)
o, [f(n) = An[7] = “on

—2\n; =0 (4.24)

em que,
A é um multiplicador de Lagrange.

Com a diferenciacao de f na Equacgao [4.24] obtém-se a seguinte expressao:

Ju(m)ny — An; =0 (4.25)

em que,
. : -1
Jiy é um tensor de segunda ordem definido por det(Q(n)) DijuQy; (n).
Para solucionar a Equacao [£.25 de cardter nao linear, os autores expressam o
vetor de dire¢ao da superficie de descontinuidade (n) em termos de uma parametri-

zagao esférica:

cosp cost)
n(go, 9) = 4 cosyp send (4.26)

seny
em que,

0 € 0,21] e p € [0, F].

Em seguida, (Ortiz et al| (1987) propéem um procedimento iterativo com dois
passos:

(i) O espago parametrizado é varrido a cada incremento de 5 graus para ambas
as variaveis com o objetivo de determinar a primeira aproximacao para n, denotada

por n°.



49

(ii) Definida a primeira aproximagao para o vetor de diregdo n, o procedimento
iterativo é iniciado, como representado pela Equagao [£.27]

Ty NG D — (4.27)
em que,
k indica o contador de iteracoes;

Desta forma, um problema de autovalor é solucionado a cada iteracao, conside-
rando a matriz J;; calculada com o vetor n® da iteracao anterior. Os autores nao
descrevem os critérios para convergéencia utilizados no procedimento proposto.

O procedimento numérico de (Ortiz et al.| (1987)) depende de quatro incognitas,
os trés componentes do vetor n e o multiplicador de Lagrange A. [Mosler (2005)) pro-
poe um novo método numérico para analise de bifurcacao descontinua que depende
apenas das variaveis oriundas do processo de parametrizacao do vetor de direcao n;.

O autor desenvolveu seu método considerando também a parametrizagao esférica

da seguinte maneira:

sena cost
n(a,0) = < sena send (4.28)
cosa
em que,
a€l0,2n] e e [0,7].

De maneira direta, a partir da Equagao obtém-se:

5 cosc cost

n

90~ ) cose sent (4.29)
—senq

5 —sena senf

a—rel = sena cost (4.30)

0
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52 —sena cost
a—ar; = { —sena senf (4.31)
—coso
52 —sena cost
8a§9 = { —sena senf (4.32)
0
o2 —cosa sent)
8_921 = q cosa cost (4.33)
0

Define-se uma funcao f, que no contexto da anélise de localizacao de deformacoes
é dada por f := detQ(n(«,#)). Usando a regra da cadeia, a condi¢ao necesséria para

um ponto extremo da funcao f é dada por:

of _of omn_
Jda On O« (4.34)
of _of om _
90  on 00

A aplicagao da regra de cadeia na Equacao [4.34] evidenciou a necessidade de de-
terminar a derivada de f em relagao a n. Para computa-la, Mosler (2005) introduziu

o tensor de terceira ordem C;;j, definido como:

Ciji. = Dyijiny + nyDyiji, (4.35)

A derivada de f em relacao ao vetor de direcao da superficie de descontinuidade n
¢ obtida em funcao do tensor C;;,. Sua formulagao encontra-se descrita integralmente

no trabalho de Mosler| (2005)).
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O autor trata a condi¢ao necessaria para obtencao de um minimo da funcao f,
descrita na Equacao [4.34] como um sistema nao linear de equacoes a ser solucionado.
O método de Newton é o procedimento numérico mais comum para solugao deste
tipo de problema. Considerando a fungao f := detQ(n(«,6)) e a Equagao 0

procedimento iterativo do método de Newton é representado por:

Of (ay, k)
Q1| _ ) I a6 Oa 436
{9k+1} {ek} (ks On) Of (ay, Ok) (430
00

em que,
k indica o contador de iteracoes;
J _1(ak, 01) ¢é o inverso da matriz jacobiana ou hessiana aplicada no par de varidveis

do passo k, cuja representacao explicita é:

32f(04k,9k) an(ak>9k)

2
Haw) = |, 0 oo (437
0% fan, 0) O f(au, Or)
000« 00?2

Como explicitado na Equacao [4.37, as derivadas de segunda ordem da funcao f

sa0 necessarias no processo iterativo de Newton. De maneira analoga, Mosler| (2005])

considera as derivadas de segunda ordem do vetor n (Equacoes 4.31}, 4.32, |4.33)) e

aplica a regra da cadeia. A formulacao explicita para as derivadas de segunda ordem
da funcao f é extensa e encontra-se exposta integralmente no trabalho de Mosler
(2005)).

Devido a sua convergéncia quadratica, o método de Newton é um recurso efici-
ente para a obtencao de raizes de um sistema nao linear de equagoes. No entanto,
ele requer um ponto de partida, cuja influéncia na probabilidade de convergéncia
do procedimento iterativo é consideravel. Para obter um ponto inicial adequado,

realiza-se um processo de varredura do espaco parametrizado, de maneira andloga a
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Ortiz et al.| (1987).

Uma vez encontrado o par de variaveis (o, 0s0) que corresponde a solugao do
sistema nao linear de equagoes definido na Equagao [£.34] deve-se avaliar a fungao
objetivo f neste ponto. A singularidade do tensor actustico é detectada quando
f(asor, Os01) < 0. Para f(asor, 0s01) > 0, ndo ha singularidade e, consequentemente,
nao ocorre o fenéomeno de localizacao de deformacoes.

A direcao da superficie de descontinuidade, representada pelo vetor unitario n,
é recuperada diretamente aplicando as varidveis (o, s;) na Equagao [4.28, que
define a parametrizagao esférica utilizada por Mosler| (2005]).

Oliver et al|(2010]) propuseram um procedimento numérico para solugao do pro-
blema de bifurcacao descontinua material. Em seu trabalho, os autores discutiram
sobre o custo computacional de procedimentos de varredura do espago parametrizado
e linearizacao do sistema nao linear de equacoes através do método de Newton.

Considerando também que a analise de localizacao de deformagoes deve ser reali-
zada em cada ponto material e a cada passo da andlise nao linear, Oliver et al.| (2010)
desenvolveram um procedimento iterativo baseado na solu¢ao de um problema de
autovalor conjugado do tensor actstico.

A singularidade do tensor actstico foi considerada como condi¢ao necessaria para
a bifurcagdo. Em termos gerais, o procedimento de |Oliver et al. (2010) busca os
vetores n e m, para um dado tensor constitutivo tangente D, que resultam no
menor autovalor do tensor acustico, denotado por A, nulo.

Os autores utilizaram o principio de Rayleigh para definir a seguinte relacao:

A" (n) = min ¢;(n, m) (4.38)

meR3
em que,
¢i(n,m) :=m-Q(n) - m é a fun¢do quociente de Rayleigh.

Para um tensor acistico Q(n) simétrico, considerando a Equagcao [4.38] tem-se:
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A= min AP (n) = rrlrel%Rr%(rggﬂgg ¢¢(n,m)) = n?né%s ¢¢(n, m) (4.39)
—_— ———
AP (n)

Desta forma, a obten¢ao do menor autovalor do tensor acistico, realizada a partir
da Equagao resultard em um par de vetores unitérios (n, m) que minimizam a
funcao quociente ¢;(n, m).

Assumindo simetria do tensor constitutivo tangente, o problema de autovalor
conjugado ¢ definido da seguinte maneira:

Q(m) -0 = A0 (4.40)

Q(n) - m = ""m

em que,

A solucao da Equacao [4.40] é obtida através de um procedimento numérico de
dois passos:

(i) Encontrar o par de vetores (n, m), bem como o menor autovalor A\/*" para
um passo qualquer da andalise nao linear.

(ii) Quando A" obtido em (i) torna-se nulo, detecta-se a bifurcagao no passo
correspondente da andlise nao linear. O par conjugado (n, m) deste passo, portanto,
define a solucao da analise de bifurcagao descontinua.

O algoritmo usado para o passo (i) encontra-se disponivel em Oliver et al.| (2010)).
Os autores ressaltam que, devido a simetria do problema, os pares de vetores (n, m)
e (m, n) podem ser considerados solugoes da andlise de bifurcac¢ao e nao é possivel
diferencia-los no escopo do seu trabalho.

Para relagoes constitutivas que resultam em um tensor constitutivo tangente
assimétrico, o tensor acustico pode apresentar trés autovalores reais ou um autova-

lor real e dois imaginarios conjugados. Para garantir o funcionamento do método,
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deve-se simetrizar o tensor actstico antes de considera-lo no problema de autova-
lor conjugado representado na Equacao [4.40] Tal procedimento torna a solucao da
técnica proposta por Oliver et al.| (2010) uma aproximagao para o par de (n, m).

Conforme Mota et al.| (2016)), a parametrizacao esférica é a mais utilizada na
analise numérica de bifurcagoes. Nela, os componentes do vetor n sao restritos a
esfera unitaria S? e representados pelos seus angulos polares 6 e azimutais ¢, como
representado na Figura [4.3

Corroborando com a afirmacao de Mota et al.| (2016)), este tipo de parametrizacao
esférica ja foi definido neste texto pelas Equagoes [£.20] e [£.28] utilizadas durante a

descrigao dos trabalhos de |Ortiz et al.| (1987) e Mosler| (2005), respectivamente.

Figura 4.3: Parametrizagao esférica (Mota et al.| (2016])).

A esfera unitéria S? é parametrizada com o auxilio de um plano equatorial na
parametrizagao estereogréfica, representada na Figura [4.4. Considera-se um ponto
P contido no plano equatorial e que pertence a uma linha que passa tanto no polo
norte QQ da esfera quanto na ponta do vetor n. As coordenadas cartesianas = e y
do ponto P podem ser obtidas através da intersecao entre a linha e a esfera. Neste

caso, o vetor normal unitario n expresso em termos de base canonica é dado por:
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( 2x )\
2?2+ y?+1
2y
2 4+y? -1
(22 + y2 +1)

em que os parametros x € [—1,1] e y € [—1,1].

Figura 4.4: Parametrizacao estereografica (Mota et al.| (2016))).

Na parametrizacao projetiva, representada pela Figura a norma do vetor
posicao de um ponto P com respeito ao centro de uma esfera é restringida para
obter o vetor unitario n. Este tipo de projegao é equivalente a projecao do ponto P

na esfera unitaria S?. Desta forma, tem-se:

X
n(z,y,2) == 4 y (4.42)
z

em que x° + y? + 22 = 1 e os parametros x € [—1,1], y € [-1,1] e z € [-1,1].
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Figura 4.5: Parametrizagao projetiva (Mota et al.| (2016)).

A parametrizagao tangente, representada na Figura [£.0] consiste na esfera unité-
ria definida por um plano tangente. Define-se u como o vetor de posicao do ponto P
que possui o ponto de contato (J como origem e pertence ao plano tangente. Além
disso, e representa o vetor de posicao do ponto de contato Q com o centro da esfera
unitaria. Com a definicao de um vetor de rotacao # := e x u, é possivel expressar o

vetor n na base canonica da seguinte maneira:

n(z,y) = V2 +y? (4.43)

em que os parametros « € [—7/2,7/2], y € [—-7/2,7/2].



o7

Figura 4.6: Parametrizagao tangente (Mota et al.| (2016)).

As quatro técnicas de parametrizacao descritas anteriormente buscam os com-
ponentes do vetor n com o uso de uma esfera unitaria. Em seu trabalho, Mota
et al. (2016) desenvolveram um novo tipo de parametrizagao, denominada carte-
siana. Nela, a condigao do vetor parametrizado ser unitario é relaxada, definindo
assim um novo vetor denotado por v.

O vetor v na parametrizacao cartesiana é confinado em um cubo centrado na
origem e com aresta de comprimento igual a 2, como representado na Figura [4.7]
Na analise de localizacao de deformacgoes usando a parametrizacao cartesiana, so-
mente trés faces do cubo precisam ser consideradas devido a simetria da condicao

de bifurcacao.
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Figura 4.7: Parametrizacao cartesiana (Mota et al.| (2016)).

Matematicamente, o vetor v é definido da seguinte maneira:

;

[I7y7 1]T7 se T € [_17 1] eyec [_17 1>a

1Ly, 2|7, sey€[-1,1]ez € [-1,1);
v(z,y,2) = | | | | | ) (4.44)
[z,1,2]",se z € [-1,1] ez € [-1,1);

\ [1,1,1]7, para demais casos.

Mota et al.| (2016) abordam a andlise de bifurcagdo como um problema de oti-
mizacao. Para cada face do cubo, tem-se um sistema nao linear de equagoes a ser
solucionado. Considerando a face do cubo na qual a coordenada z é constante, por
exemplo, tem-se que os componentes do vetor v sao: ny = x, ny = y e ng = 1.
Portanto, a otimizacao sera realizada para as varidveis x e y, com as restrigoes de
que z € [-1,1] ey € [-1,1).

Uma vez solucionado o sistema nao linear de equacoes, o préximo passo da analise
de localizacao consiste em avaliar o determinante do tensor actstico, denominado

como funcao f, para os valores de x,, € Yo obtidos. A singularidade do tensor
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de localizagao, no caso exemplificado, é detectada quando f(zse, Yser) < 0. Para
f(Zso1, Ysor) > 0, ndo ha singularidade e, consequentemente, nao ocorre o fenomeno
de localizacao de deformacoes.

Quando comparada as técnicas de parametrizacao classicas (esférica, estereogra-
fica, projetiva e tangente), a parametrizagao cartesiana apresentou comportamento
mais simples da funcao f a ser minimizada. A Figura[4.§ilustra a diferenca no com-
portamento das funcoes para uma das faces do cubo parametrizado considerando

um carregamento de cisalhamento simples em um modelo de dano isotrépico.

<10° ‘

5
<10

(]

a) Esférica

«10°

| L
: -\' ' -l 1
0~ o
-‘\.\ —
¥ el .

= X

¢) Estercografica d) Tangente

Figura 4.8: Comportamento das func¢oes a serem minimizadas para diferentes tipos de

parametrizacao (Mota et al. (2016)).

O comportamento mais simples, representado na Figura [4.8, proporciona me-
lhor desempenho para a analise de localizacao realizada através da parametrizagao

cartesiana. Métodos numéricos para a solucao do sistema nao linear de equagoes,
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como o método de Newton, possuem menor dependéncia do palpite inicial e maior
probabilidade de convergéncia com o uso da parametrizagao cartesiana.
O vetor unitario n, que define a direcao normal a superficie de descontinuidade,

pode ser recuperado a partir do vetor v da seguinte maneira:

v
n=_— (4.45)
[vII

em que,
||v|| denota a norma do vetor v.

Em sua contribuigao ao sistema computacional INSANE (INteractive Structu-
ral ANalysis Environment), Silval (2016) considerou o fendémeno de localizagao de
deformagoes como estagio limiar de nucleacao de fissuras. A andlise de localizagao
implementada utilizou a parametrizacao polar, considerando o angulo formado entre
a direcao do eixo x e do vetor n.

Visando um processo menos custoso computacionalmente, Silval (2016)) assumiu
que o tensor de rigidez tangente, definido de maneira geral por D = D+ (9D /0e)e,
tem como componentes nao nulos somente aqueles formados por um componente nao
nulo do tensor de rigidez secante. Desta maneira, foi considerado que as posicoes
nao nulas do tensor de rigidez tangente D sao as mesmas nao nulas do tensor de
rigidez secante D®, desprezando-se a contribuicdo da parcela (9D®/0e)e para os
demais componentes.

Considerando apenas a analise plana e a hipdtese assumida para o tensor de
rigidez tangente, a andlise de localizagao definida por [Silva/ (2016)) consistiu na busca

pelas raizes de um polinomio do segundo grau.



Capitulo 5

TECNICA NUMERICA
IMPLEMENTADA

Neste trabalho, adota-se a parametrizacao cartesiana para definir a direcao do
vetor normal a superficie de descontinuidade oriunda da localizacao de deformacoes.
Esta técnica numérica apresenta potencial eficiéncia computacional ao definir uma
funcao objetivo com comportamento mais simples do que as demais técnicas de
parametrizacao. Ela também exibe robustez através da estabilidade proporcionada
durante a solugao numérica do problema de otimizacao nao linear.

Apesar da escolha pela parametrizacao cartesiana, a implementacao que serd
descrita neste capitulo foi concebida para possibilitar a adicao de outras técnicas
de parametrizagao, bem como analises de localizacao de deformacoes que nao sao
formuladas a partir da singularidade do tensor actstico.

Este trabalho foi implementado no sistema computacional INSANE, que é um
projeto de software livre, implementado em linguagem Java segundo o paradigma da
Programacao Orientada a Objetos e desenvolvido no Departamento de Engenharia
de Estruturas da Escola de Engenharia da Universidade Federal de Minas Gerais.

As modificagoes realizadas no INSANE serao descritas neste capitulo através
de diagramas de classe, conforme a linguagem padronizada UML ( Unified Modeling
Language). A Figura ilustra a simbologia adotada. Classes que nao foram modi-
ficadas serao representadas pela cor branca, classes modificadas serao representadas

em amarelo e novas classes em verde.
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Classe nao modificada Classe modificada Nova classe

Figura 5.1: Simbologia adotada na representagdo UML.

5.1 Técnica Numérica da Analise de Localizacao

5.1.1 Expressao Analitica para o Determinante do Tensor
Actstico

A Equagao define o tensor acustico, cuja singularidade ¢ utilizada como
critério classico para ocorréncia de uma descontinuidade fraca. Para tratd-la nume-
ricamente, é necessario obter a expressao analitica para cada um dos componentes
deste tensor. Desta maneira, deve-se expandir a Equacao |3.13| quanto aos seus indi-

ces mudos:

Qjr = mDyjring + niDyjrang + niDijgans + noDajring + noDajrang + naDajisng

+ n3Dsjring + nsDsjrang + ngDsjpang

(5.1)

Considerando agora os indices livres da Equacao[5.1] cada componente do tensor

acustico pode ser explicitado da seguinte maneira:
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Q11 = n1Diining + nyDiniang + ny Diiisng + neDariing + noDajiang + noDarisng
+ n3Dzi11n1 + n3Dsiiang + n3Dsiizng

Q12 = n1Dy1ging + 1y Diigang + nyDiiasns + noDorging + naDarsang + naDaagng
+ n3Ds121nq + n3D3joang + n3D3jozng

Q13 = n1Dy131ng + ny Dyigang + nyDyigsns + noDoizing + naDaysang + naDayssng
+ n3D313111 + n3D3izang + nzD3izzng

Q21 = n1Dy211n1 + 1y Dy212n9 + nyDy213ns + noDooiing + naDasiang + naDaoizng
+ n3D3zz11n1 + n3Dsgiang + ngDsgizng

Q22 = n1D1g21n1 + ny Diggang + 1y Digasng + o Dago1ng + noDaggong + noDogasng
+ n3D3g0111 + N3 D3goong + N3 D3ggsng

Q23 = 11 D1g31n1 + 1y Dyggang + nyDiagsns + noDaoging + naDaosang + N Dagssng
+ n3D3z3111 + N3 D3gzano + N3 D3gzzng

Q31 = n1Dy311n1 + nyDyziang + nyDizizns + noDasiing + naDasiang + naDasizng
+ n3Dsgi1nq + n3Dagiang + n3Dagizng

Q32 = n1Dyza1ny + 1y Dyzgang + nyDizasns + noDasging + noDasgang + npDasasnig
+ n3Dszo1ny + n3Dszgana + n3Disasns

Q33 = n1D1331n1 + 1y Disgang + 1y Disgsng + noDasging + ngDazzang + noDasssng

+ ngDsz3ing + ngDsszang + ngDsszsns

(5.2)

O tensor actstico é um tensor de segunda ordem e pode ser representado por

uma matriz da seguinte maneira:

Qu Q12 Q13
Q= Q21 Q22 Q23 (5-3)
Q31 Q32 Q33
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O determinante do tensor acuistico, por sua vez, é explicitado pela seguinte rela-

Gao:

det(Q) = Q11Q22Q33 + Q12Q23Q31 + Q13021 Q32
— (Q13Q22Q31 + Q11Q23Q32 + Q12Q21Q33) (5.4)

De acordo com Mota et al|(2016)), a anélise da singularidade do tensor acistico,
indicada pela Equagao |3.14] pode ser parametrizada em funcao de um conjunto de
parametros ¢. Estes parametros dependem da face do cubo na qual a verificacao

estd sendo realizada. De maneira geral, a otimizagao pode ser definida como:

of(q)
3 = 0 (5.5)

em que,

f :=det(Q) é definida como fungao objetivo da otimizagao.

Para a face do cubo na qual a coordenada z é constante, tem-se, a partir da

Equacao [4.44}

Na face considerada, para a parametrizacao cartesiana, os componentes do vetor
normal a superficie de descontinuidade sao: ny = x, no = y e ng = 1. Portanto, o
conjunto de parametros ¢ pode ser especificado para as duas varidveis x e y. Para

obter a formulacao explicita da fungao f, deve-se substituir a relagao supracitada
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para nq, no € ng na Equacao 5.2}

Q11 = ¥ Dyn+ayDinie+xDiis+ay Dorni +y Datia+y Doris+3 Daii1+y Dspia+Das
Q12 = ©* Diia1+ayDirss+a Diios+ay Doror+y* Dor2o+y Dorag+3 Da121+y Ds1aa+ Ds1as
Q13 = @* Dygi+ayDiisa+x Diiss+ay Dorgi+y° Darsa+y Dorss+3 Dy131+y Ds1sa+ Day a3
Q21 = 2* Dis11+2yDis1o+ Disiz+2y Dasi1+y* Dasio+y Dasiz+a Dsar1+y Dssia+Dinis
Q22 = #° D1 +1y D12gs+x D13z +2y Dosa1 +y” Dasas+y Dosag+x Dao1 +y Dsooa+ Diaos
Q23 = 3° Dyog1+ayDigsa+x Digss+ay Dosgi +y” Dassa+y Dosss+3 Dyagi+y Dsosa+ D
Q31 = 3”Dygii+ayDizia+xDizis+ay Dagii+y” Dagia+y Dagis+3 Dgi1+y Dssia+ Dz
Q32 = x° Dygo1+ayDi3sa+x Disgs+ay Doga1 +y° Dagaa+y Dasag+3 Dgo1+y Dssoa+ Dasas

Q33 = °Di33 +xyDisga+xD1333+2yDozay —|—y2D2332 +yDags3+1xD3331+yD3zgo+Dsz3s

(5.6)

Com cada termo do tensor actstico definido pela Equagao [5.6] deve-se realizar
o célculo do determinante do tensor actstico, como explicitado na Equagao[5.4] Na
face do cubo com coordenada z constante, a funcao f pode ser representada no

seguinte formato:

flzy) = a1 + bz + 1y + diz® + erxy + f1y? + i + by + Lay? + miy® + ngat

+ 0123y 4 p1a®y® + qay® + iyt + s’ + taty +uty? 4 vy + way?

+ a1y® + Bia’ + 2ty + a2ty + a2y + Gyt + may® + 01y°

em que,
ai, by, ¢, ... , m e 01 sao os coeficientes da expressao polinomial obtidos a partir

dos componentes do tensor constitutivo tangente.

(5.7)
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A otimizacao, representada de maneira geral pela Equagao [5.5, resulta em um

sistema nao linear de equagoes para a face na qual a coordenada z é constante:

0f(x.y) _
Ox (5.8)
of(@.y) _ '
oy

A solugao deste tipo de sistema de equagoes serd discutida na Se¢ao [5.1.2 Uma
vez solucionada, tem-se o par (s, Yso) associado a um ponto 6timo da fungao
objetivo f. A andlise de localizacao consiste em avaliar esta funcao para o par
(Zsol, Ysot) Obtido. A singularidade do tensor de localizacao é detectada quando
f(@so1, Yysor) < 0. Para f(so1,Ysor) > 0, ndo hé singularidade e, consequentemente,
nao ocorre o fenéomeno de localizacao de deformacoes.

Como discutido na Secao , a técnica proposta por Mota et al. (2016) requer a
verificacao de trés faces do cubo que define o espaco parametrizado. O procedimento
para as demais faces é andlogo ao exposto anteriormente.

Para a face com a coordenada x constante, tem-se a partir da Equagao [1.44}

v(y,2z) ==y
4
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Considerando ny = 1, no =y e ng = 2z na Equacao [5.2}

Qu1 = Dun+yDinio+2Dinis+y Do +y Dana+yzDoris+2Dainn+y2 Dsnna+2° Dsng
Q12 = D11s1+yD1122+2 D123 +y Daror +y* Daroa+y2 Doras+2 Ds1oy +y 2 Ds1p+2° Dayo
Q13 = D11314+yDi1s2+2D11ss+y Darsi+y Dorsa+y2 Darss+2 Dsisi +y2Da13p+2° Dayss
Q21 = Di211+yDi212+2D1213+yDaor1 +y Dasia+y2Dagi3+2Daz11 +yzDsara+2° Do
Q22 = D1g21+yDigoo+2D1323+yDagor +y7 Dasas+y 2 Dagaz+2 Digo1 +y 2 Dsgoa+2° Dygas
Q33 = D12314yD1232+2 D133 +y Daosi +y* Dagsa 2 Dasss+2 Dspg1 +y 2 D3zsr+2° Daass
Q31 = Dis114+yDisio+2Diz13+y Dasii+y* Dasia+y2 Dasis+2 Dssii +yzDss1o+2° Dagis
Q32 = D13214yD1322+2D1sas+y Dasor +y* Dasza+y 2 Dasas+ 2 Dasgor +y 2 Dasr+2° Dasas

Q33 = D1331+yD1332+zD1333—|—yD2331—|—y2D2332+yzD2333+zD3331+yzD3332—|—z2D3333
(5.9)

A fungao f, portanto, pode ser representada da seguinte maneira:

f(y,2) = ag + boy + coz + doy® + eayz + fo2® + goy® + hoyz + loyz® + maz® + noy®
+ 00y’ 2 + Poy?2” + oy 4 razt 4 50y” 4 byt z + way® 2 + vay®2® + woyz?
+ 2 + Boy® 4+ Yoy 2 + Sayt2? + eay®2® + GuPet + moy® + 0,2°
(5.10)
em que,
ag, by, co, ... , Mo € By sdo os coeficientes da expressao polinomial obtidos a partir
dos componentes do tensor constitutivo tangente.

A otimizacao resulta em um sistema nao linear de equagoes quanto as variaveis

yez:
0f(y.2) _
% (5.11)
0f(y.2) _
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Por fim, para a face com a coordenada y constante, tem-se, a partir da Equacao

.44

Considerando ny = z, ny = 1 e ng = z na Equacao [5.2}

Q11 = Dyt Dina+a2Di1i3+a Do+ Datia+2Doris+22Da1114+2Ds1ia+2° D
Q12 = 2* Di1o1+x Diiss+22D11oz+a Darar +Dorao+ 2 Darag+x2D5191+2 D319242° D313
Q13 = 2*Di1z1+xDiiga+22Diiss+a Dargi+Dorzo+2Dorss+x2Ds131+2Ds1za+2° Daiss
Q21 = 2* Dig11+x D212+ 22 D913+ 2 Daoy1+ Daio+2Danis+ 12 D311 +2Dsaia 42" Dagys
Q22 = 2 Digo1+ D19sa+22D19o3+a Dao1 +Dasoo+ 2 Daog+x2Dsaag +2 Dsssa+2° Danog
Q23 = @ D1gg1+ Diggo+12D1ags+3 Daogy +Daoso+2 Doss+12 Dagi +2 Dazsa+2° Dioss
Q31 = *Dygii+aDigia+a2D1313+2 Doy + Dagia+2Dosgis+22D3z114+2 Dsgia+2° Dz
Q32 = 3° Dygo1+3 Digoa+32D1393+2 Dogor + Dagas+2Dagos+ 32 Dz +2 Dgas+2° Dias

Q33 = 22 D1331+2 D1330+12D1333+2 Dass1 + Dasso+2 Dogss+72 D3z +2 D3sso+2% Dasss

(5.12)

A fungao f, portanto, pode ser representada da seguinte maneira:

f(z,2) = a3 + bsw + c32 + dsa® + esxz + f32° + gsa® 4 har’z + l3w2® + maz® + nga?

4 03232 + p3?2? + a2 + ra2t + 531 + taxts + w2 + va? 2 + waxz?
3 3 3 3 3 3 3 3 3

+ 32’ + Byal + 3202 + 6327 2% 4 e323 23 + Gaet + nga2® + 0525

(5.13)
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em que,
as, bs, c3, ... , 3 e B3 sao os coeficientes da expressao polinomial obtidos a partir
dos componentes do tensor constitutivo tangente.

A otimizagao resulta em um sistema nao linear de equagoes quanto as variaveis

T e z:

af(x7 Z) — O

O (5.14)
Of(z,z) _ 0

0z

5.1.2 Solucao do Sistema Nao Linear de Equacoes

Como exposto na Secao 4.3, o método de Newton é comumente utilizado na
solugao numérica de sistemas nao lineares de equacoes. Ele consiste em expandir
uma funcao f através de sua série de Taylor até o termo de 2% ordem, obtendo uma

aproximacao quadratica. Matematicamente, tem-se:

f(x) = f(Xk)+[f(xk),iei]T(X_Xk)+%(X_Xk)T[f(xk),ijeiej]T(X_Xk) =q(x) (5.15)

em que,
T
f(xk),e =V f(xg) = {g—i, SRR 882;] é o gradiente da fungao f;
R
ox? 0x10x,,
f(Xk),z‘jeiej = VQf(Xk) = : : ¢ a matriz hessiana simétrica
U I O
L 0x,0x1 0%?x2 |

da funcao f.

O proximo ponto do processo iterativo, x;,1, € determinado pelo minimo de

q(x). Para realizar tal andlise, é necessario determinar o gradiente de ¢(x):
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q(x),ie; = f(xx),€; + f(xk) i5€i€(x — Xp) (5.16)
Um ponto minimo da aproximacao ¢(x) é caracterizado por ¢(x)e; = 0. Desta

forma, obtém-se, a partir da Equacao [5.16}

f(Xk>,ijeiej(X —Xp) = _f(xk),iei (5.17)

Neste instante, adota-se a hipotese que a matriz hessiana de f é invertivel. Mul-

tiplicando ambos os lados da Equagao [5.17 por [f(xy) i;e;e;] ™", tem-se:

x —xp, = —[f(x) ijeie] 7 f(xx) e (5.18)

Com um rearranjo dos termos da Equacao [5.18] obtém-se a atualizagao iterativa

realizada pelo método de Newton:

X1 = Xg — [f(Xk),z'jeiej]71f(Xk),iei =x;, — [V f(xi)] 7'V f (x1) (5.19)

Neste trabalho, o critério de convergéncia adotado para o método de Newton
foi a norma do vetor gradiente de f, ao final de uma iteracao, ser menor que uma

tolerancia pré-definida. Matematicamente, esta relacao pode ser representada por:

|| f(xx).€il| = ||V f(xx)|| < tolerancia (5.20)

Como discutido na Segao 4.3, o método de Newton requer um ponto de partida ou
palpite inicial. Considerando o melhor desempenho numérico associado a parametri-
zagao cartesiana, adotou-se um ponto de partida aleatorio no espago parametrizado

neste trabalho.
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Além disso, as derivadas de primeira e segunda ordem da funcao objetivo sao
requeridas para montagem do vetor gradiente e da matriz hessiana, respectivamente.
A representacao da funcao f descrita pelas Equacoes[5.7 (face com z constante), [5.10
(face com z constante) e (face com y constante) permite a obtengao das suas
derivadas de maneira simples e direta.

Para a face com z constante, por exemplo, as derivadas de primeira ordem sao

representadas pelas Equagoes e (.22

of
ox

+ 5512t + 4t 23y + Buray? + 2012y + wryt 4 6612° + 5ty + 40,23y?

= by +2d1x + e1y + 3g12° + 2hxy + Ly + dna® + 3012%y + 2y + iy’

+ 3e12%y” + 2Ciy" + my’
(5.21)

af
dy

+ ti2t 4+ 2ui 2y + 3viay? + dwizy® + Sagy® + ya® + 20,2y + 3e12%y?

=1+ e+ 2fiy + ha® + 2Lzy + 3may? + 012 4 2p1 2’y + 3qizy® + dry?

+ 4C1x2y3 + 5771xy4 + 601y5
(5.22)

5.2 Implementacao Computacional

5.2.1 Formulacao Unificada para Modelos Constitutivos

No sistema INSANE, o pacote MaterialMedia contém classes e interfaces utili-
zadas na representacao do comportamento dos materiais. Dentre elas, destacam-se
a classe abstrata Material e suas herdeiras, que possuem atributos e métodos ne-
cessarios para descricao das propriedades de diferentes materiais.

A estrutura unificada para modelos constitutivos de [Pennal (2011)), descrita na

Secao [4.1] encontra-se inserida neste pacote. A Figura representa, de maneira
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simplificada, a heranga definida por [Pennal (2011). Ela consiste na superclasse Uni-
fiedConstitutiveModel e suas herdeiras UCMSingleLoadingFunction e UCMMul-
tipleLoadingFunction que representam, respectivamente, formulagoes com uma e

multiplas funcoes de carregamento.

pkg MaterialMedia J

ConstitutiveModel

UnifiedConstitutiveModelFilter

+ getlnelasticPotential(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor
+ getLoadingFunctionPotential(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor
+ getHardeningSofteningPotential(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor

T - filter + getSecantTensor(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor

UnifiedConstitutiveModel

T

UCMMultipleLoadingFunction

+ mountCtTensor(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor

UCMSingleLoadingFunction

+ mountCtTensor(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor

Figura 5.2: Intervengoes realizadas na formulagao unificada de modelos constitutivos.

Conforme Pennal (2011)), o modelo constitutivo realiza todas operagoes requeri-
das no processo de solucao do modelo, delegando as especificidades ao seu respectivo
Filter. Na Figura[5.2] nota-se que a classe UnifiedConstitutiveModel possui uma
instancia de UnifiedConstitutiveModelFilter, a superclasse das classes que de-
finem os Filters.

Ainda na Figura foram apresentados métodos da superclasse UnifiedCons-
titutiveModelFilter. Cada método é responsavel por um dos tensores necessarios
para o calculo do tensor constitutivo tangente através da Equacgao abaixo re-

escrita:

1
Dijr = Eiji + H—mmijﬁnkl (5.23)

nm
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O método getSecantTensor(...) fornece o tensor constitutivo secante (E;jz). Os
métodos getInelasticPotential(...) e getLoadingFunctionPotential(...) retornam, res-
pectivamente, o tensor que indica as diregdes de degradagio (m.,;;) e o que indica
as diregoes das fungoes de carregamento (7,;). Por fim, o método getHardeningSof-
teningPotential(...) retorna o tensor que indica os mddulos pés-critico do material

As classes UCMSingleLoadingFunction e UCMMultipleLoadingFunction foram
modificadas com a adi¢cdo do método indicado na Figura mountCtTensor(...),
que retorna o tensor constitutivo tangente no ponto material. O aludido método
apenas realiza a operagao representada pela Equagao [5.23] a partir dos tensores
retornados, de maneira particular para cada modelo constitutivo, por seu respectivo
Filter.

A partir dos procedimentos descritos anteriormente, obtém-se o tensor constitu-
tivo tangente (D;jy;), imprescindivel para a andlise de localizagao de deformagoes

baseada na singularidade do tensor actstico.

5.2.2 Classe Degeneration

De acordo com Pennal (2011), a classe Degeneration representa a degeneragao
na geometria do elemento. Elas armazenam, para um ponto material qualquer (na
maioria das vezes, os pontos de integracao do modelo), os dados de grandezas in-
ternas dos modelos constitutivos, como tensoes, deformagoes e variaveis de dano. A
Figura [5.3] representa, de maneira simplificada, a estrutura de dados associados a

superclasse Degeneration e suas herdeiras.



pkg MateriaIMediaJ

ArrayList<MaterialPoint>

~.

Representation

Degeneration

- discontinuitySurface : String

i |

PrescribedDegeneration

Solid

Thickness

CrossSection

Figura 5.3: Intervencoes realizadas na classe Degeneration.
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A superclasse Degeneration foi modificada com a adi¢ao de um atributo String,

denotado por discontinuitySurface, como indicado pela Figura [5.3] Este atributo

atua como chave identificadora (key) para um mapa de varidveis (HashMap) do

objeto da classe Degeneration. O vetor normal a superficie de descontinuidade,

obtido numericamente apds a analise de localizacao, sera armazenado na posicao

associada a esta chave identificadora.

5.2.3 Classe Model

Conforma Penna (2011)), a classe Model possui todos os dados relativos ao modelo

discreto a ser analisado, como lista de nés e elementos. A Figura representa,

de maneira simplificada, a estrutura de dados associados a superclasse Model e suas

herdeiras.
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pkg Model J

Model

- localizationDataManager : LocalizationAnalysisDataManager

+ getLocalizationDataManager() : LocalizationAnalysisDataManager
+ setLocalizationDataManager() : void

T

FemModel BemModel

Figura 5.4: Intervengoes realizadas na classe Model.

A superclasse Model foi modificada com a adicdo de um atributo denominado
LocalizationAnalysisDataManager, cuja funcao é gerenciar a andlise de localiza-
¢ao, encapsulando a varredura das listas de elementos e degeneragoes (pontos de
integragao) e as chamadas dos demais métodos necessérios durante a técnica.

Como ilustrado na Figural5.5| a classe LocalizationAnalysisDataManager pos-
sui um método construtor, que recebe um objeto da classe Model como parametro.
Além disso, a classe possui apenas um outro método, denotado por compute(...),

que é responsavel por disparar o processo de analise de localizagao.

LocalizationAnalysisDataManager

+ LocalizationAnalysisDataManager()
+ LocalizationAnalysisDataManager(model : Model)
+ compute() : void

Figura 5.5: Classe LocalizationAnalysisDataManager.
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5.2.4 Subpacote LocalizationAnalysis

Considerando sua relagao direta com modelos constitutivos e propriedades ma-
teriais, a analise de localizacao descrita neste trabalho encontra-se no pacote Mate-
rialMedia. A Figura traz algumas das novas classes implementadas no sistema
INSANE.

Apesar de baseada na singularidade do tensor acustico, a estrutura de classes pro-
posta foi desenvolvida para possibilitar a implementacao de outras formulagoes e ba-
ses tedricas para andlise de localizagao. Para realizar tal tarefa, basta implementa-las
no mesmo nivel hierarquico da superclasse AcousticTensorBased. A implementa-
¢ao de outras técnicas de parametrizacao, como a esférica, também pode se realizada

no mesmo nivel hierarquico da classe CartesianParametrization

pkg LocalizationAnaIysi§

AcousticTensorBased

CartesianParametrization

Figura 5.6: Novas classes implementadas para a andlise de localizagao.

A classe CartesianParametrization, fundamental para a anélise de localizacao
desenvolvida, encontra-se descrita em maiores detalhes na Figura [5.7] Ela possui
um atributo do tipo IVector, denotado por surfaceDirection, que armazena o vetor
normal a superficie de descontinuidade, obtido numericamente durante a analise de

localizagao.
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CartesianParametrization

- surfaceDirection : [Vector

+ checkStrainLocalization(ct : Tensor) : boolean

+ checkStrainLocalizationPlane(ct : Tensor) : boolean
+ checkFaceWithXConstant(ct : Tensor) : boolean

+ checkFaceWithYConstant(ct : Tensor) : boolean

+ checkFaceWithZConstant(ct : Tensor) : boolean
+ getSurfaceDirection() : IVector

+ setSurfaceDirection(v : IVector) : void

Figura 5.7: Classe CartesianParametrization.

Os métodos checkFace WithXConstant(...), checkFace WithY Constant(...) e check-
FaceWithZConstant(...) sdo responsaveis pela verificagdo do fenémeno de localiza-
¢ao nas faces com coordenada x, y e z constantes, respectivamente. Eles recebem
como parametro o tensor constitutivo tangente (objeto da classe Tensor) e retor-
nam uma variavel booleana, que indica a ocorréncia ou nao da localizagao. Ademais,
quando o fenomeno é detectado na face considerada, estes métodos armazenam a
direcao obtida, denotada na Secao por v, na variavel auxDirection.

O método checkStrainLocalization(...) encapsula todo o processo numérico para
analise de localizacao. Ele é responsavel pela chamada dos trés métodos supraci-
tados e por definir a direcao unitaria da superficie de descontinuidade, denotada
previamente por n. Como indicado na Equagao [£.45 o vetor unitario é obtido atra-
vés da normalizacao do vetor v. Ele é armazenado no outro atributo da classe,
surfaceDirection.

Por fim, o método checkStrainLocalizationPlane(...) pode ser interpretado como
uma especificagao da analise de localizacao para modelos planos. Ele atua de ma-

neira anédloga ao checkStrainLocalization(...), abrangendo todo o processo descrito
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anteriormente. Sua distingao consiste em considerar apenas direcoes normais a su-
perficie de descontinuidade que se encontram no plano de andlise, visando melhor
desempenho.

Conforme exposto anteriormente, a andlise de localizacao requer solugao de um
sistema nao linear de equacoes de maneira recorrente. No contexto deste trabalho,
considerando as trés faces verificadas através da parametrizacao cartesiana, a solugao

deste problema foi delegada ao conjunto de classes representado na Figura [5.8]

pkg LocalizationAnalysis J

NonLinearNewtonSolver

- n_iterations : int

L
NonLinearNewtonSolverXY NonLinearNewtonSolverXZ NonLinearNewtonSolverYZ
+ getHessian(x : double, y : double) : IMatrix + getHessian(x : double, z : double) : IMatrix + getHessian(y : double, z : double) : IMatrix
+ getGradient(x : double, y : double) : IVector + getGradient(x : double, z : double) : IVector + getGradient(y : double, z : double) : IVector
+ execute() : IVector + execute() : IVector + execute() : IVector

Figura 5.8: Novas classes implementadas para solucao da otimizacao nao linear.

Os métodos representados na Figura [5.8| constituem o método de Newton, como
descrito na Secdo [5.1.2, O método getHessian(...) retorna a matriz hessiana da
funcao a ser otimizada, bem como o método getGradient(...) retorna o vetor da
gradiente da mesma funcao.

O comando ezecute(...) é o responséavel pelo inicio do processo de solugao ite-
rativo. Usufruindo da menor sensibilidade da parametrizacao cartesiana ao palpite
inicial do processo de solucao, utilizou-se um ponto de partida aleatorio dentro do
espaco parametrizado.

A analise de localizacao de deformacoes implementada e sua interacao com os
demais recursos do sistema INSANE sao detalhadas no diagrama de atividades das

Figuras[5.9 e [5.10]

O procedimento é realizado ao final de um passo de carga da andlise incremental,
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ou seja, com o modelo estrutural equilibrado. Para garantir tal condicao, a analise
de localizacao ¢ iniciada durante a execuc¢ao do método update(...) da classe Model,

desde que assim definido pelo usuério.

act Andlise de Localizagao)

Model LocalizationAnalysisDataManager ConstitutiveModel

Inicio apds convergéncia
de um passo da andlise
incremental.

1
Loop sobre a lista de elementos

Loop sobre a lista de degeneragdes

[ Inicio da analise de localizacao ]/

Método que calcula o
tensor constitutivo
tangente a partir dos
métodos especificos
implementados nos
respectivos Filters

Figura 5.9: Diagrama de atividades para anélise de localizacao - Parte 1.

Com o modelo equilibrado, inicia-se com um loop sobre a lista de elementos (ob-
jetos da superclasse Element). Para cada elemento, faz-se uma varredura em sua
de lista de degeneragoes (objetos da superclasse Degeneration que representam os
pontos de integracao). Cada degeneragao possui uma instancia da classe Consti-
tutiveModel e ¢ capaz de obter, através da formulagao unificada de Pennal (2011)),
o tensor constitutivo tangente para seu estado corrente.

Recebendo o tensor constitutivo tangente como parametro, a analise de locali-
zagao ¢ iniciada com o método checkStrainLocalization(...), como mostra a Figura
Este método é chamado a partir de um objeto da classe CartesianParame-

trization. Através do método checkFace WithZConstant(...), a face do cubo que
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parametriza o espago que possui a coordenada z constante é verificada.

O método checkFace WithZConstant(...) procede da seguinte maneira: 81 varid-
veis do tipo double sao inicializadas para armazenar cada um dos componentes do
tensor constitutivo. Utilizando-as, os coeficientes da expressao polinomial (a, by,
c1, ..., ahy e aly, conforme Equacao , necessarios para se definir a funcao f que

expressa o determinante do tensor acustico, sao calculados e armazenados.

act Andlise de Localizag&o J

CartesianParametrization NonLinearNewtonSolver

[ checkStrainLocalization() ]

Método de Newton para

[ checkFaceWithZConstant() ] solucéo do sistema néo
linear de equagdes

\|/ descrito na Se¢édo 5.2.2

Inicializa 81 variaveis que representam cada
componente do tensor constitutivo tangente

1

I

\,/ 1

Calcula os coeficientes da expressdo polinomial ] execute()
conforme Equacéo 5.8 J [ -

[ Verifica se o par (x,y) obtido numericamente L

y [ Retorna o par (x,y) resultantes da
encontra-se dentro do espago parametrizado J\

otimizacéo néo linear

Sim A
Localizacdo de
deformagoes detectada
[ Avalia a funcéo f aplicada ao par (x,y) ]

\
\

f<o >
boolean incipientWeakDiscontinuity = true ]

f>0

L%[ checkFaceWithXConstant() ]

Figura 5.10: Diagrama de atividades para andlise de localizacao - Parte 2.

Os coeficientes da expressao polinomial sao fornecidos a classe responséavel pela
solucdo do sistema nao linear de equagdes na face em andlise (classe NonLinear-
NewtonSolverXY). Utilizando o método de Newton, o método execute(...) retorna
0 par Ty, € Yso resultante da otimizacao da fungao f.

A primeira acao consiste em verificar se o par xs, € Y5, € uma solugao consistente

com a técnica de parametrizacao cartesiana. O espaco parametrizado para a face em
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questao ¢é definido por —1 <z <1e —1 <y < 1. Portanto, a solucao do processo
de otimizacao deve estar restrita a este dominio.

Mesmo com um palpite inicial interno ao dominio parametrizado, o processo
iterativo pode convergir para uma solucao localizada fora deste espago. Neste caso,
a analise de localizacao desconsidera a solucao obtida e prossegue para a verificacao
da préxima face do cubo que parametriza o espaco.

Quando a solucao respeita o espaco parametrizado, avalia-se a funcao f para os
valores de Zs € Ysor- S f(Zso1, Ysor) < 0, detecta-se a localizagao de deformagoes e a
variavel booleana incipient WeakDiscotinuity, que serd retornada ao final do método,
é definida como true. Se f(xs, Ysor) > 0, a anédlise de localizacao prossegue para a
verificacao da préxima face com o método checkFace WithY Constant(...).

A sequéncia de passos aqui descrita é praticamente idéntica a adotada nos mé-
todos que verificam as demais faces do cubo parametrizado, checkFace WithXCons-
tant(...) e checkFaceWithY Constant(...). A tunica distingdo entre eles consiste no
calculo realizado para determinar os coeficientes da expressao polinomial que defi-
nem f.

De maneira conceitual, a Figura[5.11| apresenta um fluxograma com as atividades

que compoem a analise de localizacao no escopo de um elemento.
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Loop sobre a lista de degeneragdes (i = i

Verifica a face com
coordenada z constante

Calcular os coeficientes
da funcéo objetivo f(x,y)

Solugdo numérica do
problema de
otimizagéo

A

y

L/

Par (Xspi, Ysol)

Verifica se o par esta no
espago parametrizado

Avalia f(xso1, Ysol)

+1) <«
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Verifica a face com
coordenada y constante

Calcular os coeficientes
da fungéo objetivo f(x,z)

Solugdo numérica do
problema de
otimizagédo

7

Par (xg

bls Zsol)

Verifica se o par esta no
espago parametrizado

Avalia f(Xso), Zsol)

f<0
Localizagao
detectada!

Localizagdo
detectada!

Verifica a face com
coordenada x constante

Calcular os coeficientes
da funcéo objetivo f(y,z)

Solugao numérica do
problema de
otimizagéo

A

y

L/

Par (yspl, Zsol)

[

Verifica se o par esta no
espago parametrizado

SIM
Avalia f(Ysol, Zsol)

f<0

Localizacao
detectadal!

Figura 5.11: Fluxograma da andlise de localizagao no escopo de um elemento.



Capitulo 6

SIMULACOES NUMERICAS

A técnica para andlise de localizacao de deformacoes implementada é avaliada
quanto a sua generalidade neste capitulo. Mais especificamente, cenarios com di-
ferentes modelos constitutivos e modelos de andlise sao apreciados em simulagoes
numéricas.

Os resultados da andlise de localizacao sao apresentados através de entidades
geométricas incluidas no médulo de pés-processamento do sistema INSANE. O ve-
tor unitario n, normal a superficie de descontinuidade e obtido numericamente, é
representado por uma seta vermelha nos pontos materiais (de integragao) em que a
localizacao de deformacoes foi detectada. Adicionalmente, usou-se uma linha verde
para indicar, de maneira qualitativa, a direcao de uma trinca ou fissura decorrente

da degradacao no meio material.

6.1 Tracao Direta

Um ensaio de tragao direta foi modelado com elementos finitos planos. O objetivo
desta simulagao é demonstrar a funcionalidade da anélise de localizacao implemen-
tada para diferentes modelos constitutivos. As condigoes de carregamento, contorno
e discretizagoes utilizadas estao representadas na Figura (6.1}

Inicialmente, o modelo foi discretizado com 3 elementos finitos quadrilaterais de

4 nés. O elemento central, hachurado na Figura 6.1} foi enfraquecido a fim de induzir

83
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a ocorréncia da localizacao de deformacoes em seus pontos materiais.

no de controle de deslocamento

{ AN
1,0m

-

1,0 MN/m

—— 10m —+— 10m 1,0m

espessura (t) =1,0 m

Figura 6.1: Tracao Direta - Esquema estrutural.

A anélise de localizacao foi realizada para diversos modelos constitutivos imple-
mentados no INSANE. Os parametros materiais considerados para todos os modelos
foram moédulo de elasticidade de 20000,0 MPa e coeficiente de Poisson de 0, 2.

Para modelos de dano, adotou-se uma lei de evolucao do dano de carater expo-

nencial, dada pela Equagao (6.1}

D(eey) =1— :—0[1 — a 4 ae Pleea=ro)] (6.1)
eq

em que,
E¢q ¢ a medida de deformacao equivalente, calculada de maneira especifica em cada
modelo constitutivo;
ko € o valor de deformagao equivalente a partir do qual o processo de dano ¢ iniciado;
a é o valor maximo de dano admissivel;
B é a intensidade de evolucao do dano.

A Tabela [6.1] apresenta os parametros adotados para cada modelo constitutivo
utilizado. Nela, o simbolo M1 denota o material com suas propriedades regulares e

M2 representa o material enfraquecido.
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Tabela 6.1: Tracao Direta - Parametros adotados para modelos constitutivos.

Modelo constitutivo Parametros adotados

M1: a = 0,999 8 = 2550 Ko = 1,5x107*
Dano de de Vree et al.| (1995)
M2: a = 0,999 8 = 2550 ko = 1,35x1074

M1: a; = 0,95 3, = 10000 Ko = 3x10~*
M1: a, = 1,0 8, = 3000 kg = 3x1074
Dano de Mazars| (1984)
M2: o = 0,95 8, = 10000 o = 1x10~

M2: a. = 1,0 8, = 3000 Ko = 1x10~*

M1: a = 0,999 3 = 15 ko = 0, 0160
Dano de [Simo e Jul (1987)
M2: a = 0,999 3 = 15 ko = 0, 0145

M1: o= 0,99 8 = 1500 s = 1, 1x10~*
Dano de Mazars e Lemaitre| (1984)
M2: a=0,99 3 = 1500 ko = 1,05x1074

M1: a = 0,99 8 = 1500 so = 1, 110
Dano de |[Lemaitre e Chaboche| (1990)
M2: a = 0,99 8 = 1500 ko = 1, 04x10~4

M1: a; = 0,999 ; = 1000 Ko = 8x107°
M1: a. = 0,999 3. = 1000 Ko = 8x107°
Dano Volumétrico de Penna (2011))
M2: a; = 0,999 §; = 1000 Ko = 7,4x107°

M2: a. = 0,999 3. = 1000 kg = 7,4x107°

M1: f; =2,2 MPa f.= 22,0 MPa
e. = 0,002 Gy = 3x107° MN/m
h =0,05 m, 8, = 0,05
Fissuracao Distribuida M2: f, =2,0 MPa f.= 20,0 MPa
e. = 0,002 Gy = 2x107° MN/m
h =0,05m, 8, =0,05

Lei de Carreira-Ingraffea

M1: o, = 2,2 MPa H = —2000,0 MPa
Plasticidade com critério de von Mises ~ M2: o, = 2,0 MPa H = —2000,0 MPa

Lei de softening linear
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Na solucao do modelo, empregou-se o método de controle direto de deslocamento,
incrementando em 1 x 107° m o deslocamento horizontal (D,) do né de controle
indicado na Figura[6.1] A carga de referéncia adotada foi de 1,0 MN/m. A tolerancia
admitida para a convergéncia de cada passo foi de 1 x 1074,

As Figuras e apresentam as trajetorias de equilibrio do deslocamento
horizontal do né de controle. O passo no qual a localizacao de deformacoes foi

detectada pela primeira vez foi marcado com um 'x’ em cada trajetéria.

‘* Dano de|de Vree et al.|(1995) ‘ ‘* Dano de Mazars|(1984) ‘
2.2 2.2 \ \

21 . 21 % 1
18| i 18| y
16} . 16} { .

< < i |
20 1.4 : o0 1.4 / §
8 g /
< 12 | g2 ] |
— 1 N i 1 7 \ B
S g f
& 0.8} a s 0.8 ‘; 1“. a
0.6 | 0.6 / \ i
04| | 04/ :
0.2 . 0.2/ .
0 L L L 0 / L L L L
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
Desloc. horizontal (m) .10-3 Desloc. horizontal (m) .10-3
(a) (b)
‘* Dano de |Simo e Jul(1987) ‘ Dano de Mazars e Lemaitre| (1984) ‘
2.2 2.2

21 . 21 1
1.8 N 1.8 5
1.6 - 1.6 .

© ©
o0 1.4 . e 1.4 il
g :
2 1.2 8 P 12 i
= 1r B = 1r n
32 0.8 3 0.8
0.6 |- N 0.6 |- a
04 * 0.4 *
0.2 * 0.2 | :
0 L L L L 0 L L L L
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
Desloc. horizontal (m) .10-3 Desloc. horizontal (m) .10-3
(c) (d)

Figura 6.2: Tracao Direta - Trajetérias de equilibrio: Parte 1.

Observa-se que a andlise de localizacao foi capaz de indicar a ocorréncia do
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fenomeno em todos modelos constitutivos considerados. Devido a simplicidade do
modelo, o ponto de detecc¢ao inicial coincidiu com o pico da trajetoria de equilibrio

em todos casos, com excecao do modelo de plasticidade com critério de von Mises.

Dano de |[Lemaitre e Chaboche|(1990) ‘ ‘* Dano Volumétrico de [Penna|(2011) ‘
2.2 2.2 \

21 | 21 X :
18] | 18] I\ |
16| . 16| [N .

@ @ by
o0 1.4} * o0 1.4 f *
g ; /
< 12} . by L2 y
T a Y .
2 03 2 os| |
0.6 |- * 06 1 N
04| . 04l / .
0.2| . 0.2|/ .
0 1 1 1 1 0 ‘ 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
Desloc. horizontal (m) .10-3 Desloc. horizontal (m) .10-3
(a) (b)
Modelo de Fissuragao Distribuida ‘ —— Critério de Escoamento de von Mises ‘
2.2 2.2

21 . 21 1
1.8 - 1.8 .
1.6 |- b 1.6 |- *

@ @
0 1.4+ * o0 14+ *
g g
R 1.2 8 P 12 i
- 1 | — 1 B
= 0.8 = 0.8
0.6 |- * 0.6 |- *
0.4} b 0.4} *
0.2 | * 0.2 N
0 1 1 1 b 0 1 1 1 1
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25 0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
Desloc. horizontal (m) .10-3 Desloc. horizontal (m) .10-3
(c) (d)

Figura 6.3: Tragao Direta - Trajetorias de equilibrio: Parte 2.

A Figura|6.4] apresenta os resultados da analise de localizacao e o dano na direcao
horizontal (D,) para o modelo constitutivo de fissuracao distribuida em dois passos
de carga. Respostas similares as mostradas na Figura foram obtidas para os

demais modelos constitutivos.
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Como esperado, a degradagao material concentrou-se no elemento central, pro-
positalmente enfraquecido. A localizacao de deformacoes foi detectada simulta-
neamente nos quatro pontos materiais deste elemento durante todo o regime de
softening.

Para o modelo considerado, a direcao normal a superficie de descontinuidade
pode ser prevista a partir do carregamento aplicado. Infere-se que o vetor unitario n
é paralelo a direcao de carregamento, resultando em fissuras verticais. Os resultados

ilustrados na Figura [6.4] indicam correlagdo com o comportamento presumido.

+0.02875 +0.086341 +0.143907 +0.701462

0 +0.057561 +0115121 0172662 +0.223047 Va‘“‘*ﬁ o
in

Max.: +0.223047

Passo 45

+0.1z4 +0.371999 +0.619995 +0.667997
0 +0.247499 +0.495335 +0. 743998 +0.980397 Value: D_1
Min.: 0
Max: +0.360997

Passo 96

Figura 6.4: Tragao Direta - Andlise de localizagao.
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A Figural6.5| mostra a variagao do valor minimo do determinante do tensor acts-
tico no decorrer da analise realizada com o modelo de plasticidade de von Mises. No
regime elastico, o minimo do determinante do tensor acistico mantém-se constante
com médulo de, aproximadamente, 1,5 x 10'2. Uma vez no ramo ineldstico, com
a trajetéria de equilibrio descendente, o minimo do determinante é degradado até

tornar-se negativo no passo 41.

1012

3 T T T T T T T T T
~—
g 2 :
-~
O
S|
)
< 1f |
o
E
=}
= 0 |
=

_1 | | | | | | | | |

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Passo da analise

Figura 6.5: Tracao Direta - Valor minimo para o determinante do tensor acustico ao

longo da analise para o modelo de plasticidade de von Mises.

A perda de objetividade da anélise numérica diante da localizacao de deformagoes
pode ser ilustrada nesta simulagao. Para realizar tal tarefa, o modelo foi discretizado
com 5, 7 e 11 elementos finitos planos, conforme mostrado pela Figura [6.60f De
maneira similar, o elemento central foi enfraquecido com o objetivo de induzir a
localizacao de deformagoes em seus pontos de integracao.

A solugao do modelo foi realizada com os mesmos métodos e parametros descritos
anteriormente. Adotou-se o modelo constitutivo de Mazars e Lemaitre| (1984) com
as propriedades explicitadas na Tabela [6.1]

A Figura apresenta as trajetorias de equilibrio obtidas para as diferentes
discretizacoes consideradas. Constata-se a perda de ductilidade estrutural com a
diminuicao da regiao enfraquecida. Como discutido na Secao (3.4} a andlise numérica

tenta simular uma fratura discreta e localiza a degradacao material no menor volume
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de material admissivel, que depende da discretizacao adotada. Com o refinamento
da malha, a energia dispendida no processo de fratura desta regiao tende a zero e o

comportamento estrutural torna-se cada vez mais fragil.

1,0 MN/m
1,0m

J 0,60m L

1,0 MN/m
1,0m %

L——L 0,4825 m

1,0 MN/m

J L 0,2727 m

Figura 6.6: Tracao Direta - Malhas refinadas.

2.2 T T T I
—— 3 elementos

—— 5 elementos
—— 7 elementos
11 elementos

18] /
1.6
1.4 ;_,'"
1.2

Fator de carga

08|/
0.6 /

0.4
0.2 7‘

4 | t
0 0.25 0.5 0.75 1 1.25
Deslocamento horizontal D, (m) 1073

Figura 6.7: Tracao Direta - Trajetérias de equilibrio com refinamento de malha.



91

Mesmo com a perda de objetividade da simulagao numérica, a andlise de loca-
lizacao implementada manteve-se consistente. A Figura apresenta os resultados

da andlise para um passo que se encontra no ramo descendente das trajetorias de

equilibrio.

+0.114736 +0.344215 +0.573631 +0.803167 Value: Damage
] +0.225476 +0.458353 +0 666423 +0.669221 Min.: 0
[ aEamaa——— | M 0 38022

+0.115488 +0.356465 +0.587441 +0.636418 Yalue: Damage
a +0.236977 +0.477353 +0.71633 +0 326034 Min.:
Max: +0 326034

i

+0.12696 +0 38066 +0.6348 +0 86672 Yalue: Damage
+0.25352 +0.50764 +0. 76176 +0.95354

[ C——— |

=

Min
Max: +0.96394

Figura 6.8: Tracgao Direta - Andlise de localizacdo com malhas refinadas.
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O ensaio de tragao direta também pode ser modelado através de elementos finitos
solidos. As condigoes de carregamento, contorno e discretizagoes utilizadas estao
representadas na Figura [6.9]

Em analogia a discretizacao plana, a malha foi definida com 3 elementos finitos
hexaédricos de 8 nés. O elemento central, representado com hachuras em sua super-

ficie na Figura foi enfraquecido para induzir a ocorréncia da localizagao em seu

k 1.0m —
o c

dominio.

X

1,0m

2
1 MN/m™ .1 o . 1.0m

X 1,0m

Figura 6.9: Tracao Direta - Esquema estrutural com elementos sélidos.

O modelo foi solucionado com o mesmo conjunto de modelos constitutivos des-
critos na andlise plana. As trajetdrias de equilibrio encontradas foram idénticas as
representadas nas Figuras|[6.2] e 6.3

Apesar da mudanca no modelo de andlise, a formulagao desenvolvida para iden-
tificar a localizacao apresentou resultados adequados. A Figura [6.10] ilustra a con-
centracao da degradacao material no elemento central enfraquecido e a detecgao da

localizagao nos oito pontos de integragao do elemento finito hexaédrico.
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Figura 6.10: Tracao Direta - Analise de localizacao para elementos sélidos.

6.2 Flexao em 3 pontos

Uma viga submetida a flexdo em 3 pontos, ensaiada experimentalmente por

(1981)), foi modelada com elementos finitos hexaédricos de 8 nés. O objetivo
desta simulacao ¢ demonstrar a aplicabilidade da anélise de localizagao implemen-

tada para carregamentos e discretizacoes genéricas em malhas de elementos sélidos.
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A Figura[6.11] mostra o esquema estrutural adotado.

—
/ NG
/ H 100,0\
di 0 : P \ —+ /
imensoes espessura: \ 20,0/
em mm 50,0 ~_
I
200,0 /
1 \ H\
!4 2000,0 -—

Figura 6.11: Flexao em 3 pontos - Esquema Estrutural.

A Figura [6.12] apresenta a discretizagao e condigbes de contorno adotadas. O
modelo constitutivo considerado foi o de fissuracao distribuida com direcao fixa. As
propriedades materiais foram selecionadas para simular um material parcialmente
fragil, como o concreto. O mdédulo de elasticidade adotado foi de 30000,0 N/mm?,
coeficiente de Poisson de 0,2, resisténcia tltima & compressao de 33,3 N/mm? e a
tracao de 3,33 N/mm?.

A solugao do modelo considerou o controle de deslocamentos generalizados, com
incremento inicial do fator de carga de 0,02. A carga de referéncia, denotada por P,
foi assumida como 800 N. A tolerancia admitida foi de 1 x 107,

A regiao do entalhe, situada na borda inferior da viga, é caracterizada por es-
forcos predominantemente de tragao e elevada concentracao de tensao. Devido as
propriedades materiais selecionadas, espera-se que a degradacao material seja mais

pronunciada nesta regiao.
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Figura 6.12: Flexao em 3 pontos - Discretizagao adotada.

A Figura [6.13 ilustra o resultado da andlise para o primeiro passo no qual a
localizagao é detectada. O mesmo resultado é apresentado em perspectiva na Figura
[6.14] Como esperado, o indicador de localizacao aponta a ocorréncia do fenémeno

em pontos materiais de elementos situado na regiao do entalhe.

. % :

Figura 6.13: Flexao em 3 pontos - Andlise de localizagdo no plano 'xy’.
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Figura 6.14: Flexao em 3 pontos - Anélise de localizacdo em perspectiva.

6.3 Painel em “L”

O ensaio experimental de um painel em “L”; descrito em [Winkler et al.| (2004]),
foi modelado com elementos planos triangulares de 3 nds. Esta simulacao objetiva
demonstrar a aplicabilidade da andlise de localizacao implementada para carrega-
mentos e discretizacoes genéricas em malhas de elementos planos triangulares. Além
disso, ela contempla um modo de fratura predominantemente do modo I.

A Figura [6.15] mostra o esquema estrutural adotado, com suas condigoes de

contorno e carregamento aplicados.
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no de controle de deslocamento

500 mm

28 N/mm

250 mm

q
—

500 mm

250 mm espessura:
100 mm

R |
~—250 mm-~

Figura 6.15: Painel em “L” - Esquema Estrutural.

As propriedades materiais consideradas neste modelo foram mddulo de elasti-
cidade de 25850 N/mm? e coeficiente de Poisson de 0,18. O modelo constitutivo
adotado foi o de dano volumétrico proposto por Pennal (2011)), com a seguinte lei de

evolugao de dano polinomial:

Jekeeg
1 K
D(geg) =1— 7 0 7 (6.2)
Tk-14 <—q>
Ko

em que,
E é o médulo de elasticidade equivalente;

fe é a tensao equivalente relativa ao limite de resisténcia material.

O parametro k é calculado a partir das demais grandezas descritas anteriormente:
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1
[ - (6.3)
5

KoE

Para o comportamento material & tracao, adotou-se f, = 1,43 N/mm?, kg =
2,15 x 107* e E = 13463,0 N/mm?. Por sua vez, para o comportamento material
A compressio, considerou-se f, = 16,0 N/mm?, ko = 2,2 x 1073 e E = 13463,0
N/mm?.

No processo de solucao, empregou-se o método de controle direto de desloca-
mento, incremento de 0,01 mm no deslocamento vertical (D,) do né destacado na
Figura A carga de referéncia foi de 28 N/mm e a tolerancia admitida para a
convergéncia de cada passo foi de 1 x 1073,

A Figura [6.16] mostra a trajetoria de equilibrio obtida para o grau de liberdade

controlado durante a solucao.

1

Fator de carga

| | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Deslocamento horizontal D, (mm)
Figura 6.16: Painel em “L” - Trajetéria de equilibrio.

Por sua vez, as Figuras[6.17]e[6.18 apresentam o resultado da andlise de localiza-
¢ao de deformacoes para os 4 passos destacados com um 'x’ na trajetoria. Destaca-se
a correlacao observada entre a deteccao do fenémeno de localizagao e a degradagao

material, representada pelo dano na direcao €, ao longo do dominio discretizado.
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+0.119121 +0.357364 +0.595608 +0.833049
+0.233243 +0.476485 +0.714725 +0.92319

+0.126297 +0.384691 +0.641486 +0.69808
+0.256594 +0.513183 +0.789783 +0.934303

_:_

Figura 6.17: Painel em “L” - Anélise de localizagao - Parte 1.
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Figura 6.18: Painel em “L” - Anélise de localizagao - Parte 2.
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6.4 Cisalhamento em 4 pontos

Uma viga sob cisalhamento em 4 pontos, cujo esquema estrutural encontra-se
representado na Figura [6.19] foi modelada com elementos finitos planos quadrilate-
rais. Este elemento estrutural exibe um modo misto de solicitagao, cuja modelagem
é complexa devido a simulacao dos efeitos resultantes de esforcos de cisalhamento
em meios parcialmente frageis (Penna), [2011). Neste cendrio, esta simulagdo visa
demonstrar a generalidade da analise de localizacao implementada quanto aos tipos

de carregamentos aplicados.

0’13 P P dimensoes espessura:
‘ em mm 156,0
221;,0
i N
7 \ 1/
& AN
|—203,0 | 397,0 | 61,0—1—61,0 | 397,0 | 203,0

RN

CS\:A\\D[@

S

~_. ___—

Figura 6.19: Cisalhamento em 4 pontos - Esquema estrutural.

A carga de referéncia foi de P = 130000,0 N. A Figural6.20|apresenta a discreti-
zagao adotada. Toma-se como referéncia o ensaio experimental realizado por |Arrea e
Ingraffea (1982), cujos resultados foram obtidos em fungao do deslocamento vertical

relativo das extremidades da trinca (CMSD, “Crack Mouth Sliding Displacement”).
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Figura 6.20: Cisalhamento em 4 pontos - Discretizacao adotada.

O modelo constitutivo selecionado foi o de fissuracao distribuida com diregao
fixa. Por sua vez, as propriedades materiais adotadas foram E = 24800,0 N/mm?,
v =0,18, f. = 34,0 N/mm?, . = 0,0024, f; = 3,4 N/mm? e g = 0,00024. O
modelo foi solucionado com o método de controle de comprimento de arco cilindrico
com incremento inicial do fator de carga de 0,0125 e tolerancia de 1 x 1074,

A Figura [6.21] apresenta os resultados da andlise de localizacao realizada em 3
passos de carga distintos e o dano na direcao £; ao longo do dominio discretizado.
Observa-se boa correlacao entre a deteccao do fenomeno de localizacao e o dano
material.

A dire¢cao normal a superficie de descontinuidade, obtida numericamente em
cada passo da andlise, indica a capacidade da técnica implementada em descrever
a degradagao material resultante de esforgos cisalhantes. No limiar da zona de
degradacao (ou na zona de propagacao da trinca), a dire¢ao na qual o tensor actstico

torna-se singular é inclinada, caracteristica de uma fratura em modo II.
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+0.095233 +0.2857 +0.476187 +0.BBAB34
0 +0.190467 +0.360934 +0.571401 +0.7368059

Passo 45

+0.129032 +0.367097 +0B45161 +0.903226
a +0.256085 0516129 +0.774134 +

Passo 150

+0123032 +0.367097 +0.845161 +0.903226
0 +0.258065 +0.516129 +0.774134 +1

Passo 300

Figura 6.21: Cisalhamento em 4 pontos - Anélise de localizacao.
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6.5 Bandas de Cisalhamento em Plasticidade

Como discutido na Secao [3.2] a localizagdo de deformagdes pode se manifestar
como bandas de cisalhamento (shear bands) em materiais elastopldsticos. A mode-
lagem adequada destas bandas em simulagoes numeéricas é um tépico de estudo ativo
entre pesquisadores e esta diretamente relacionado com métodos para detecgao de
instabilidades materiais e localizacao de deformacoes.

Schreyer e Neilsen| (19964a) descrevem testes analiticos e numéricos para determi-
nar a ocorréncia da localizacao em elementos finitos. Em sua metodologia numérica,
os autores calculam um parametro de localizacao, denotado por ¢, para cada ele-
mento. Este parametro varia de 0 a 1, sendo ¢ = 0 o estado inicial para toda a
malha e ¢ = 1 a deteccao da instabilidade material no elemento.

Duas simulagoes descritas no trabalho de|Schreyer e Neilsen (1996d) serao repro-
duzidas nesta segao e seus resultados serao comparados com a técnica de localizagao

de deformacgoes implementada.

6.5.1 Tracao Uniaxial

O primeiro exemplo consiste em um corpo retangular, com dimensoes de 1 in
x 3 in, em Estado Plano de Deformagao (EPD) e submetido a um deslocamento
prescrito maximo (A) de 0,06 in em toda sua superficie superior. A Figura m
ilustra as condicoes de carregamento e contorno consideradas.

O modelo constitutivo utilizado foi o de plasticidade com critério de von Mises.
As propriedades materiais adotadas foram mdédulo de elasticidade de 30 x 10° psi,
coeficiente de Poisson de 0,3, tensao limite de escoamento (o,) de 30 x 10% psi e

mddulo pés-critico (H) de -20 x 1073 psi.
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no de controle de deslocamento

A=0,06in

(N

3.0in

- 1.0in —

Figura 6.22: Tracao Uniaxial - Esquema estrutural.

Duas discretizagoes foram adotadas, conforme mostrado pela Figura[6.23] Assim
como no trabalho original, uma imperfeicao geométrica foi introduzida em ambas as
malhas ao se reduzir a largura de um elemento finito na altura média do modelo.
Esta imperfeicao sera responsavel pela ocorréncia da banda de localizacao na anélise.

Empregou-se o método de controle direto de deslocamentos no processo de solu-
¢ao. O deslocamento vertical (D,) do né indicado na Figura foi incrementado
em 3 x 107* in a cada passo. Para reproduzir fidedignamente o deslocamento pres-
crito em toda superficie superior do modelo, os demais deslocamentos verticais dos

nos desta face foram considerados iguais aos do né de controle.
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Figura 6.23: Tracao Uniaxial - Discretizacoes adotadas.

Conforme esperado, ha a ocorréncia de bandas de cisalhamento bem definidas
e pronunciadas em ambas as discretizagoes. A Figura mostra as regioes de

concentragao da deformacao ., ao longo do dominio considerado.
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Value: Strain_eyy
in.: +0.000224

AAAASASALSASALDARAALASSA]

Win.: +0.000213 Ma: +0.571126
Max: +0.642327

Yalue: Strain_syy

+0.1066873 +0.326133 +0.543512 +0.760832 +0.073663 0221216 +0.366546 +0.515877
+0.000213 +0.217533 +0.434652 +0.652172 +0.842327 +0.000224 +0.147554 +0.294883 +0.442213 +0.571128

Figura 6.24: Tracao Uniaxial - Bandas de cisalhamento.

Na Figura[6.24] nota-se que as bandas de cisalhamento possuem origem no ponto
de imperfeicao geométrica. Apesar disso, as simulagoes resultaram em bandas com
orientacoes distintas, simétricas em relacao a uma linha horizontal que passa pelo
ponto de imperfeicao.

A comparagao entre resultados obtidos no INSANE e no trabalho de [Schreyer
e Neilsen (1996@) para a malha refinada é ilustrada pela Figura m Observa-se
que, nos primeiros passos da simulagao, ha duas regioes de localizagao simétricas em
ambas as analises. No decorrer do processo de carregamento, as solucoes divergem

quanto a banda preferencial para concentracao da deformacao pléstica.
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Passo 10 Passo 100
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Figura 6.25: Tracao Uniaxial - Comparagao entre bandas de cisalhamento.
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A Figural6.26| compara os resultados da andlise de localizagao implementada com
o parametro de localizagao de |Schreyer e Neilsen (19964d)) para a malha grosseira. Na
Figura (a), destaca-se o passo em que a localizacao de deformacoes foi apontada
pela primeira vez. A deteccao inicial ocorreu em pontos materiais dispersos, com
pouca correspondéncia com o carater localizado do fenomeno.

Em um passo mais tardio da simulacao, como o mostrado na Figura m(b), a
analise de localizagao aponta a ocorréncia do fenomeno apenas em pontos materiais
que se encontram na regiao da banda de cisalhamento. A Figura[6.26|c) apresenta
o mesmo resultado na anélise do trabalho de Schreyer e Neilsen| (1996a).

Para um mesmo ponto material, houve alternancia na dire¢ao normal a superficie
de descontinuidade obtida no decorrer da simulacao. A oscilagao ocorreu entre as
duas possiveis direcoes no plano que definem a banda de localizacao. A técnica
numérica para andlise de localiza¢ao desenvolvida por Oliver et al| (2010), descrita
na Secao [£.3] apresentou um comportamento similar ao observado. Ela resulta em
um par de vetores que definem a direcao normal a superficie de descontinuidade
(n) e o vetor de polarizagdo (m). No entanto, devido & simetria da condi¢do de
bifurcacao, nao é possivel especifica-los diante do par de vetores obtido.

Estima-se que tal instabilidade é consequéncia da solu¢ao numérica do problema
de otimizacao nao linear. Como discutido na Secao [5.1.2] o método de Newton
foi utilizado com um ponto de partida aleatério no espaco parametrizado. Este
palpite inicial influencia diretamente na convergéncia do método e pode resultar
em um ponto 6timo global ou local. Quando minimos locais também indicam a
ocorréncia do fenomeno de localizacao, diferentes direcoes normais a superficie de

descontinuidade podem ser obtidas a cada passo da analise.
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Figura 6.26: Tracao Uniaxial - Analise de localizagdo para malha grosseira.

A Figura[6.27]compara os resultados da andlise de localizacao implementada com

o parametro de localizacao de [Schreyer e Neilsen| (1996a) para a malha refinada. A

detecc¢ao inicial, mostrada na Figura (a), ocorre em pontos materiais dispersos,
de maneira similar a simulagao realizada com uma discretizacao mais grosseira.
A Figura M(b) apresenta a resposta da andlise de localizacao para um dos

passos finais da simulagao e a Figura [6.27](c) apresenta o mesmo resultado na andlise

do trabalho de |Schreyer e Neilsen| (19964).

Assim como na andlise com malha grosseira, houve oscilagao na diregao normal

a superficie de descontinuidade obtida. Tal intercorréncia corrobora com a hipdtese
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levantada anteriormente, que associa a instabilidade nas dire¢oes com a solucao

numérica da otimizacao através do método de Newton.

(a)

Figura 6.27: Tracao Uniaxial - Anélise de localizagdo para malha refinada.

6.5.2 Ensaio de Puncao

O segundo exemplo consiste em um bloco quadrado, com dimensoes de 12 in
x 12 in, em EPD. O bloco é submetido a um deslocamento prescrito méximo (A)
de 0,24 in, simulando um esforgo de pungao. A Figura [6.28]ilustra as condigoes de
carregamento e contorno consideradas.

Novamente, o modelo constitutivo utilizado foi o de plasticidade com critério de

von Mises. As propriedades materiais adotadas foram mdédulo de elasticidade de 30
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x 109 psi, coeficiente de Poisson de 0,3, tensdo limite de escoamento (o) de 30 x

10% psi e médulo pds-critico (H) de -20 x 1073 psi.

,
no de controle de
deslocamento

A=0,241in

OHONONONONONONON(

12 in

} 12 in }

Figura 6.28: Ensaio de Puncao - Esquema estrutural.

Duas discretizagoes foram adotadas, conforme mostrado pela Figura [6.29) A
natureza assimétrica do esforco sera responséavel pela ocorréncia da banda de loca-
lizacao na anélise.

Na solugao do modelo, empregou-se o método de controle direto de deslocamen-
tos. O deslocamento vertical (D,) do né indicado na Figura foi incrementado
em -3 x 107 in a cada passo. De maneira andloga & simulacao anterior, a metodo-
logia master-slave foi utilizada para garantir que os demais nés com deslocamentos

prescritos acompanhem o né de controle da solucao.



113

Figura 6.29: Ensaio de Puncao - Discretizacoes adotadas.

Bandas de localizacao de deformagoes bem definidas foram observadas para as
duas discretizacoes consideradas. A Figura ilustra as regides de concentragao

da deformacao de cisalhamento +,, ao longo do dominio considerado.

+0.019688 +0.059253 +0.098818 +0.138383
-0.000008 +0.015873 +0.031752 +0.047632 +0.061526 -0.000054 +0.039471 +0.0759036 +0.118601 +0.15322

+0.007334 +0.023813 +0.039632 +0.035571

Figura 6.30: Ensaio de Puncao - Bandas de cisalhamento.
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A comparagao entre o resultado da analise de localizagao e o parametro de loca-

lizagao proposto por Schreyer e Neilsen| (19964) é mostrada, para a malha grosseira,

pelas Figuras [6.31)(a) e[6.31{(b). De maneira similar ao exemplo anterior, houve al-
ternancia na direcao normal a superficie de descontinuidade obtida. Os vetores que
definem a superficie de descontinuidade (n) e a direcao de polarizagdo (m) permu-

taram livremente.

5
b fe. [
ST z =
W A
X
A S e
"
T

[ >

. .'Q:."uC
¢ Ril
(a) (b)

Figura 6.31: Ensaio de Puncao - Analise de localizagdo para malha grosseira.

Por fim, as Figuras [6.32(a) e|6.32(b) apresentam o resultado da anélise de loca-

lizacao para a malha refinada e o parametro de localizagdo proposto por

e Neilsen| (1996d). Observa-se boa correlacao entre as técnicas confrontadas. No-

vamente, nota-se oscilacao para a direcao normal a superficie de descontinuidade

obtida.
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(a)

Figura 6.32: Ensaio de Puncao - Anélise de localizagdo para malha refinada.



Capitulo 7
CONSIDERACOES FINAIS

7.1 Contribuicoes deste Trabalho

Neste trabalho, foi formulada uma metodologia para analise de localizagao de
deformacoes desvinculada da selecao de modelos constitutivos e modelos de anélise.
Esta independéncia foi alcancada considerando a singularidade do tensor acustico
como condi¢ao para localizacao de deformagoes e utilizando um método numérico
para solucionar o problema de otimizacao oriundo da anélise de localizacao.

A andlise de localizagao implementada utilizou a parametrizagao cartesiana, des-
crita por Mota et al.| (2016)), para definir a diregao da superficie de descontinuidade.
Esta técnica difere das tradicionais ao relaxar a condicao de que o vetor parame-
trizado seja unitario. O trabalho de Mota et al. (2016) descreve os fundamentos
matematicos deste tipo de parametrizacao, mas nao trata da aplicacao da técnica
nos diversos cenarios de simulagoes numéricas expostas neste trabalho. Os resulta-
dos obtidos atestam a aplicabilidade da parametrizacao cartesiana para diferentes
discretizacoes, modelos constitutivos, modelos de analise e tipos de carregamento.

O fenomeno de localizacao de deformacoes é observado em diversos materiais,
como metais, concreto, rochas e solos. Matematicamente, a localizacao estd dire-
tamente associada a perda de elipticidade das equagoes diferenciais que governam
um Problema de Valor de Contorno. A abordagem numérica para anélise de loca-
lizagdo permite também a generalidade em relagao ao método numérico utilizado.

No escopo desta dissertacao, porém, considerou-se somente o Método dos Elementos

116
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Finitos.

No contexto da andlise estrutural, o Problema de Valor de Contorno ¢é solucionado
para as grandezas de interesse (deslocamentos, deformagoes e tensdes), de maneira
aproximada, através de métodos numéricos, como o Método dos Elementos Finitos.
Tais métodos perdem sua objetividade diante da localizacao de deformagoes e seus
resultados tornam-se dependentes da discretizagao adotada.

Diante deste cenario, a analise de localizacao fornece informacoes pertinentes a
métodos de regularizagao do continuo, que visam preservar a objetividade do modelo
numérico durante toda analise. Para estratégias multiescala, pontos materiais nos
quais o fenomeno de localizacao foi detectado podem constituir escalas subjacentes

de analise.

7.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Com base neste trabalho, sugerem-se as seguintes expansoes para o sistema IN-

SANE:

1. Ampliar o escopo da analise de localizacao no sistema INSANE através da
implementagao de técnicas que nao sejam baseadas na singularidade do tensor

acustico;

2. Investigar o uso da metodologia proposta na deteccao do fenomeno de locali-

zagao de deformacoes numericamente induzido;

3. Implementar as técnicas de parametrizagao tradicionais (esférica, estereogra-

fica, projetiva e tangente) descritas na Segao 4.3}

4. Ampliar a generalidade da andlise de localizacao para os demais métodos numé-
ricos implementados no INSANE, como Método dos Elementos de Contorno,

Métodos sem Malha e Método dos Elementos Finitos Generalizados;
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5. Avaliar o uso de outras metodologias para solucao numérica do sistema nao
linear, como busca linear, métodos quase-Newton e método PSO (Particle

Swarm Optimization);

6. Automatizar a definicao de dominios locais para uma analise numérica que

utiliza a estratégia multiescala;

7. Investigar a propagacao de fissuras com o uso de indicadores do fenémeno de

localizacao de deformacgoes.
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