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5.1.1 Expressão Anaĺıtica para o Determinante do Tensor Acústico . 62
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6.1 Tração Direta - Parâmetros adotados para modelos constitutivos. . . 85

v



Lista de Figuras

2.1 Problema de valor de contorno para taxas. . . . . . . . . . . . . . . . 6
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Caṕıtulo 2

Ω Volume do sólido
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Caṕıtulo 3

Sd Superf́ıcie de descontinuidade

xd Ponto da superf́ıcie de descontinuidade

V + Subdomı́nio “positivo” do corpo considerado

V − Subdomı́nio “negativo” do corpo considerado
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Resumo

Esta dissertação apresenta uma técnica numérica de análise de localização de

deformações em modelos fisicamente não lineares. A implementação computacional

foi realizada na plataforma INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment),

um projeto de software livre desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estru-

turas da Universidade Federal de Minas Gerais. A degradação material usualmente

se manifesta em uma pequena e menos resistente região da estrutura. Esta concen-

tração de fenômenos irreverśıveis em uma zona estreita do material é denotada por

localização de deformações. Numericamente, a localização de deformações está as-

sociada à perda de elipticidade das equações diferenciais que governam o Problema

de Valor de Contorno a ser solucionado. Considerando a singularidade do tensor

acústico como a condição para ocorrência do fenômeno, a análise de localização con-

siste em encontrar uma direção para a qual o tensor acústico torna-se singular. A

parametrização cartesiana foi utilizada neste trabalho, uma vez que ela proporci-

ona maior estabilidade no processo numérico de solução ao relaxar a condição de

que o vetor parametrizado precisa ser unitário. A técnica numérica implementada

apresentou resultados adequados e foi validada a partir de simulações com grau cres-

cente de complexidade. Primeiramente, considerou-se modelos nos quais a zona de

localização foi predeterminada. Em seguida, exemplos que possuem correspondência

experimental foram simulados. Posteriormente, comparou-se os resultados da téc-

nica implementada com outras metodologias numéricas encontradas na literatura.

Palavras-Chave: Método dos Elementos Finitos, Análise Fisicamente Não Linear,

Análise de Localização, Parametrização Cartesiana.
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Abstract

This master’s thesis presents a numerical technique for strain localization analysis

in nonlinear material models. The proposed implementation was performed on the

INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment) platform, an open source

project developed in the Structural Engineering Department of the Federal Uni-

versity of Minas Gerais. Material degradation usually occurs in a small and weaker

portion of the body. This concentration of irreversible phenomena in a narrow mate-

rial zone is commonly referred as strain localization. Numerically, strain localization

is associated with the loss of ellipticity of differential equations governing the Boun-

dary Value Problem. Considering the singularity of the acoustic tensor as general

condition for localization, strain localization analysis consists in finding the direction

at which the acoustic tensor becomes singular. Cartesian parametrization was used

in this work, since it provides stability in the numerical solution process by relaxing

the condition of the normal direction vector be of unit length. The implemented

numerical technique was validated with simulations of increasing complexity. First,

models with a predetermined localization zone were considered. Then, examples

with experimental correspondence were simulated. Lastly, a comparison between

the results of the implemented numerical technique and others methodologies was

described.

Keywords: Finite Element Method, Physically Nonlinear Analysis, Strain Loca-

lization Analysis, Cartesian Parametrization.
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Caṕıtulo 1

INTRODUÇÃO

A análise estrutural consiste em simular o comportamento de uma estrutura e

prever sua resposta perante às ações que lhe foram aplicadas. Para realizar esta

simulação, é necessário idealizar a estrutura em um modelo, no qual hipóteses são

incorporadas. Estas simplificações concernem à geometria da estrutura, que pode

ser considerada unidimensional, bidimensional ou tridimensional para fins de análise,

ao comportamento material e ao regime de deformações.

Com as hipóteses do modelo estrutural e a definição de um método numérico,

tem-se o modelo discreto de análise. Neste contexto, o Método dos Elementos Fi-

nitos (MEF) destaca-se como método numérico robusto para obtenção de solução

aproximada das grandezas de interesse na análise estrutural, como deslocamentos,

deformações e esforços internos.

O avanço da capacidade computacional consolidou o MEF como recurso para

análise estrutural e possibilitou a realização de análises mais realistas, incluindo não

linearidades. Uma estrutura é considerada não linear quando sua rigidez depende

de seus deslocamentos. A não linearidade pode ser de origem geométrica, quando a

relação entre deslocamentos e deformações é não linear, ou de origem f́ısica, quando

a relação entre as tensões e deformações perde sua linearidade.

Uma análise estrutural que considera não linearidade requer a solução de um

conjunto de equações algébricas não lineares. A solução deste tipo de análise consiste

em procedimento incremental-iterativo no qual uma variável ou um conjunto de

1
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variáveis é controlado e resulta em trajetórias de equiĺıbrio.

No âmbito de uma análise fisicamente não linear, torna-se necessário uma descri-

ção fidedigna do comportamento material. A degradação material costuma suceder-

se de forma localizada, como fissuração ou plastificação. O estudo destas falhas

materiais localizadas é importante, uma vez que elas podem levar ao colapso estru-

tural, por vezes em condições não consideradas durante o dimensionamento.

A inclusão de heterogeneidades nas análises numéricas é outro aspecto relevante

para a descrição realista do comportamento material. Materiais parcialmente frágeis,

como o concreto, apresentam imperfeições resultantes da mistura aleatória e não

uniforme dos materiais que o compõem. Materiais metálicos, por sua vez, possuem

imperfeições oriundas de seus processos de fabricação.

Esta dissertação está inserida em um amplo projeto de pesquisa cujo principal

objetivo é modelar numericamente materiais parcialmente frágeis através de estra-

tégia multiescala incorporando a heterogeneidade do meio de modo a capturar (e

eventualmente regularizar) os diversos fenômenos evidenciados por materiais que

manifestem softening, tais como localização e efeito de tamanho.

Para tanto, neste projeto amplo, por meio de várias dissertações de mestrado

e teses de doutorado, utilizar-se-á combinações de diferentes descrições do cont́ı-

nuo e diferentes métodos numéricos (MEF, MEFG, MSM) associados à Metodologia

Global-Local como instrumentos para a interligação entre as escalas. Pretende-se

contornar algumas das simplificações inerentes de modelagens de escala única (es-

trutural) e avaliar direta ou indiretamente os mecanismos responsáveis pelo compor-

tamento frágil do meio, através de um modelo morfológico mesoscópico detalhado.

Assim, intenciona-se contribuir com o conhecimento do campo da análise multies-

cala, carente em avaliações de materiais parcialmente frágeis.
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1.1 Objetivos

Esta dissertação tem como objetivo geral descrever uma metodologia para análise

de localização de deformações independente do modelo constitutivo e modelo de

análise.

Para alcançar tal objetivo, conceitos relacionados à localização de deformações

são apresentados, incluindo medidas que definem a ocorrência do fenômeno. Em se-

guida, fez-se uma revisão cŕıtica das técnicas para análise de localização encontradas

na literatura. Por fim, descreve-se a implementação computacional da metodologia

proposta, que é verificada através de simulações numéricas com uso de diferentes

discretizações, modelos constitutivos e modelos de análise.

1.2 Organização do Texto

Esta dissertação possui 7 caṕıtulos, incluindo a presente introdução. O Caṕıtulo

2 expõe as condições nas quais a solução numérica de um Problema de Valor de

Contorno (PVC) é única, bem como apresenta conceitos associados à estabilidade

do ponto material e descrição cinemática de regiões inelásticas.

O Caṕıtulo 3 descreve o fenômeno de localização de deformações, discorre acerca

das limitações que métodos numéricos enfrentam diante de sua ocorrência e define

medidas de localização.

O Caṕıtulo 4 revisa as técnicas para análise de localização encontradas na litera-

tura. Ele é dividido em dois grupos principais, que abordam a análise de localização

de maneira anaĺıtica e numérica.

O Caṕıtulo 5 relata a implementação computacional realizada no âmbito desta

dissertação, incluindo a formulação desenvolvida, estrutura de classes idealizada,

modificações realizadas no sistema INSANE e recursos numéricos utilizados.

O Caṕıtulo 6 apresenta as simulações numéricas utilizadas para validar a técnica

implementada. Elas foram selecionadas de maneira crescente em complexidade.
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Primeiramente, considerou-se modelos nos quais a zona de localização foi predeter-

minada. Em seguida, exemplos que possuem correspondência experimental foram

simulados. Posteriormente, comparou-se os resultados da técnica implementada com

outras metodologias numéricas encontradas na literatura.

Por fim, o Caṕıtulo 7 resume as contribuições deste trabalho e destaca temas

para futuros trabalhos.



Caṕıtulo 2

ESTABILIDADE DO PONTO
MATERIAL

2.1 Problema de Valor de Contorno para Taxas

Problemas de Valor de Contorno (PVC) são definidos por um sistema de equações

diferenciais o qual possui um conjunto de restrições adicionais, denominadas como

condições de contorno. A Figura 2.1 representa um PVC para um sólido que possui

volume Ω. Assume-se que este sólido está sob pequenas deformações (Equação 2.1)

e em condições de equiĺıbrio estático (Equações 2.2, 2.3, 2.4). Considerando as

variações (taxas) de tensões e deformações, tem-se:

ε̇ij =
1

2
[u̇,iei + (u̇,iei)

T ] (2.1)

∂σ̇x
∂x

+
∂τ̇xy
∂y

+
∂τ̇xz
∂z

+ ḟx = 0 (2.2)

∂τ̇yx
∂x

+
∂σ̇y
∂y

+
∂τ̇yz
∂z

+ ḟy = 0 (2.3)

∂τ̇zx
∂x

+
∂τ̇zy
∂y

+
∂σ̇z
∂z

+ ḟz = 0 (2.4)

em que,

ḟx, ḟy e ḟz são os componentes do tensor de forças de corpo no formato de taxa para

5
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as direções x, y e z, respectivamente.

Figura 2.1: Problema de valor de contorno para taxas.

As condições de contorno são prescritas na forma de forças de superf́ıcies ou

campos de velocidades. No contorno indicado por ∂Ω1, são prescritas forças de

superf́ıcie no sólido, representadas por Ṫp. Por sua vez, o campo de velocidades

virtual é prescrito no contorno indicado por ∂Ω2, representado por δvp.

Para o PVC representado na Figura 2.1, o trabalho dos esforços internos é dado

por:

δWi =

∫
Ω

σ̇ijδε̇ijdV (2.5)

O trabalho dos esforços externos é composto pelo somatório do trabalho devido

às forças de corpo, do trabalho devido às forças prescritas na superf́ıcie ∂Ω1 e do tra-

balho devido ao campo de velocidade prescrito na superf́ıcie ∂Ω2. Matematicamente,

tem-se:



7

δWe =

∫
Ω

ḟiv
∗
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
∗
i dS +

∫
Ω2

(σ̇ijnj)δvpdS (2.6)

em que,

v∗i é um campo de velocidades qualquer que satisfaz às condições de contorno pres-

critas em ∂Ω2.

Utilizando o Prinćıpio dos Trabalhos Virtuais (PTV), sabe-se que δWi = δWe.

Desta maneira, retomando as Equações 2.5 e 2.6, a relação do PTV para o PVC em

formato de taxas é dada pela Equação 2.7:

∫
Ω

σ̇ijδε̇ijdV =

∫
Ω

ḟiv
∗
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
∗
i dS +

∫
Ω2

(σ̇ijnj)δvpdS (2.7)

2.2 Unicidade da solução do PVC

A dedução das condições necessárias para que um PVC apresente mais de uma

solução no mesmo instante será reproduzida nesta seção a partir do trabalho de

Forest e Lorentz (2004). Os autores consideraram os pares de tensores de taxa de

tensão e deformação (σ̇Aij, ε̇
A
ij) e (σ̇Bij , ε̇

B
ij) como duas soluções posśıveis para o PVC

no mesmo instante de tempo.

Assim sendo, é posśıvel combiná-los na formulação do PTV desenvolvida na

Seção 2.1 da seguinte maneira:

∫
Ω

σ̇Aij ε̇
A
ijdV =

∫
Ω

ḟiv
A
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
A
i dS +

∫
Ω2

(σ̇Aijnj)vpdS (2.8)

∫
Ω

σ̇Aij ε̇
B
ijdV =

∫
Ω

ḟiv
B
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
B
i dS +

∫
Ω2

(σ̇Aijnj)vpdS (2.9)

∫
Ω

σ̇Bij ε̇
A
ijdV =

∫
Ω

ḟiv
A
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
A
i dS +

∫
Ω2

(σ̇Bijnj)vpdS (2.10)
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∫
Ω

σ̇Bij ε̇
B
ijdV =

∫
Ω

ḟiv
B
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
B
i dS +

∫
Ω2

(σ̇Bijnj)vpdS (2.11)

Considerando as combinações desenvolvidas nas Equações 2.8, 2.9, 2.10 e 2.11,

pode-se determinar a condição necessária para que o PVC possua múltiplas soluções

admisśıveis no mesmo instante tempo. A Equação 2.12 representa a diferença entre

a Equação 2.8 e a Equação 2.9.∫
Ω

σ̇Aij ε̇
A
ijdV =

∫
Ω

ḟiv
A
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
A
i dS +

∫
Ω2

(σ̇Aijnj)vpdS

−
∫

Ω

σ̇Aij ε̇
B
ijdV =

∫
Ω

ḟiv
B
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
B
i dS +

∫
Ω2

(σ̇Aijnj)vpdS

∫
Ω

σ̇Aij∆ε̇ijdV =

∫
Ω

ḟi∆vidV +

∫
Ω1

Ṫp∆vidS (2.12)

em que,

∆ε̇ij = ε̇Aij − ε̇Bij representa a diferença das taxas de deformação entre as posśıveis

soluções A e B;

∆vi = vAi − vBi representa a diferença nos campos de velocidade entre as posśıveis

soluções A e B.

De maneira análoga, a Equação 2.13 representa a diferença entre a Equação 2.10

e a Equação 2.11.∫
Ω

σ̇Bij ε̇
A
ijdV =

∫
Ω

ḟiv
A
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
A
i dS +

∫
Ω2

(σ̇Bijnj)vpdS

−
∫

Ω

σ̇Bij ε̇
B
ijdV =

∫
Ω

ḟiv
B
i dV +

∫
Ω1

Ṫpv
B
i dS +

∫
Ω2

(σ̇Bijnj)vpdS

∫
Ω

σ̇Bij∆ε̇ijdV =

∫
Ω

ḟi∆vidV +

∫
Ω1

Ṫp∆vidS (2.13)

Por fim, a diferença da Equação 2.12 pela 2.13 é representada pela Equação 2.14.
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∫
Ω

σ̇Aij∆ε̇ijdV =

∫
Ω

ḟi∆vidV +

∫
Ω1

Ṫp∆vidS

−
∫

Ω

σ̇Bij∆ε̇ijdV =

∫
Ω

ḟi∆vidV +

∫
Ω1

Ṫp∆vidS

∫
Ω

∆σ̇ij∆ε̇ijdV = 0 (2.14)

em que,

∆σ̇ij = σ̇Aij−σ̇Bij representa a diferença das taxas de tensão entre as posśıveis soluções

A e B.

Desta maneira, a Equação 2.14 indica a condição necessária para a perda de

unicidade na solução de um PVC. Tal perda pode resultar na bifurcação da solução

deste problema e pode ser diretamente relacionada à estabilidade do ponto material,

como mostrado na Seção 2.3.

2.3 Estabilidade do Ponto Material

A estabilidade de um sistema estrutural é definida por Maier e Hueckel (1979)

como a tendência de se preservar uma configuração de equiĺıbrio apesar de perturba-

ções. Schreyer e Neilsen (1996a) especificam dois tipos principais de instabilidade.

A instabilidade estrutural está associada ao domı́nio do problema. Ela depende de

diversos fatores, como geometria da estrutura, condições de contorno e relações cons-

titutivas. A instabilidade (ou falha) do ponto material, por sua vez, está associada

apenas às relações constitutivas do comportamento material.

Considerando linearidade geométrica, o critério de estabilidade do ponto material

proposto por Drucker (1959) é dado pela Equação 2.15:

ε̇ijσ̇ij > 0 (2.15)

em que,
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ε̇ij é o tensor taxa de deformação;

σ̇ij é o tensor taxa de tensão.

Para relações incrementalmente lineares entre tensão e deformação, o tensor taxa

de tensão possui relação direta com o tensor taxa de deformação:

σ̇ij = Dijklε̇kl (2.16)

em que,

Dijkl é o tensor constitutivo tangente ou tensor de rigidez tangente.

Neste contexto, o critério para estabilidade material de Drucker (1959) pode ser

reescrito da seguinte maneira:

ε̇ijDijklε̇kl > 0 (2.17)

Considerando uma taxa de deformação arbitrária, a estabilidade material de-

pende somente do tensor constitutivo tangente (Dijkl), que está relacionado apenas

a propriedades materiais e ao histórico de deformações do ponto analisado (Chen e

Baker, 2003).

Para um carregamento uniaxial, o critério de Drucker (1959) para estabilidade

material deixa de ser respeitado quando a inclinação da lei constitutiva é negativa.

A instabilidade material pode ocorrer ainda no ramo ascendente da relação consti-

tutiva quando o tensor constitutivo tangente não possui simetria, como no caso da

plasticidade não associada (Rudnicki e Rice, 1975).

Para uma estrutura com volume V , Hill (1958) definiu que a estabilidade estru-

tural é garantida quando a Equação 2.18 é respeitada:

∫
V

ε̇ijσ̇ijdV > 0 (2.18)
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Uma inspeção visual das Equações 2.15 e 2.18 indica que a instabilidade material

pode levar à instabilidade estrutural, mesmo na ausência de termos geometricamente

não lineares. Por sua vez, uma estrutura estável de acordo com o critério de Hill

(1958) tem a unicidade da solução do PVC garantida, conforme explicitado pela

Equação 2.14 na Seção 2.2.

Schreyer e Neilsen (1996a) afirmam que a instabilidade material poderia ser

usada como critério de engenharia para limite da validade das soluções numéricas.

No entanto, determinadas condições de contorno, como deslocamentos prescritos,

permitem que um corpo seja carregado muito além do ponto em que o critério de

Drucker (1959) é satisfeito. Este carregamento adicional pode resultar na ocorrência

de deformações não homogêneas e amolecimento ou softening (aumento de deforma-

ção acompanhada de diminuição na tensão) do material que compõe a estrutura.



Caṕıtulo 3

O FENÔMENO DE
LOCALIZAÇÃO DE
DEFORMAÇÕES

3.1 Descrição cinemática da zona inelástica

De acordo com Rizzi (1993), a falha difusa representa um estado de bifurcação

cont́ınua do material. O termo bifurcação cont́ınua indica que o material mantém-se

cont́ınuo, implicando que não há descontinuidades ou saltos nos campos cinemáticos

neste ponto. Este estado de bifurcação pode ocorrer devido à singularidade do tensor

de rigidez tangente da estrutura, usualmente associada a pontos limites da trajetória

de equiĺıbrio.

Por outro lado, a falha difusa pode indicar instabilidade material e preceder um

estado de bifurcação descont́ınua. Neste tipo de bifurcação, há concentração de

fenômenos irreverśıveis, como deformações plásticas para materiais elasto-plásticos

e microfissuras para materiais parcialmente frágeis, em uma região da estrutura.

Observam-se gradientes pronunciados nos campos de deslocamentos e deformações,

que tornam-se descont́ınuos com o aumento da degradação material.

Jirásek (2001) definiu a falha difusa como o primeiro estágio do processo de for-

mação de fissuras em materiais parcialmente frágeis. Nele, ocorre uma concentração

12
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de deformações em uma zona estreita, porém os campos de deslocamentos e defor-

mações permanecem cont́ınuos. Fisicamente, a falha difusa pode ser interpretada

como o instante no qual a zona de processo de fratura possui alta concentração de

defeitos próximos ao seu centro. A Figura 3.1 ilustra os campos cinemáticos durante

a falha de difusa. Nela, o eixo horizontal, denotado por x, representada uma coor-

denada ao longo do comprimento do corpo. Os eixos verticais, denotados por u e ε,

representam deslocamento e deformação, respectivamente.

Figura 3.1: Campos cinemáticos durante a falha difusa (Jirásek (2001)).

O próximo estágio no processo de fissuração é denominado descontinuidade fraca.

Nele, a deformação concentra-se em uma zona estreita, porém finita do material.

Esta zona separa-se do restante do corpo por duas descontinuidades fracas, que

representam curvas ou superf́ıcies através das quais ocorre um salto no campo de

deformações. O campo de deslocamentos, por sua vez, mantém-se cont́ınuo. Em

termos f́ısicos, a descontinuidade fraca corresponde ao instante no qual a zona de

processo de fratura possui densidade de microfissuras constante. A Figura 3.2, cu-

jos eixos seguem a mesma notação descrita anteriormente, representa os campos

cinemáticos durante a descontinuidade fraca.
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Figura 3.2: Campos cinemáticos durante a descontinuidade fraca (Jirásek (2001)).

Dando continuidade ao processo de fissuração, tem-se o estágio de descontinui-

dade forte. Nele, há a incorporação de um salto nos campos de deslocamentos.

O campo de deformações consiste em uma parte regular, obtida através da dife-

renciação do campo de deslocamentos e em uma parte singular. Fisicamente, a

descontinuidade forte indica uma macrofissura com as faces adjacentes. A Figura

3.3 representa os campos cinemáticos durante a descontinuidade forte.

Figura 3.3: Campos cinemáticos durante a descontinuidade forte (Jirásek (2001)).
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3.2 Localização de Deformações

O fenômeno de localização de deformações, segundo de Borst et al. (1993), con-

siste no surgimento de uma região estreita no material onde as deformações tendem

a se concentrar, apesar das ações externas à estrutura manterem um carregamento

monotônico. O estudo desta falha material localizada é importante, uma vez que a

localização possui efeito prejudicial na integridade da estrutura e age como precursor

da falha estrutural, por vezes em condições não consideradas durante o projeto.

Conforme de Borst et al. (1993), este fenômeno ocorre em diversos materiais,

incluindo rochas, concreto, solo, metais, ligas metálicas e poĺımeros. Sua escala

pode ter diferentes ordens de magnitude: a banda de localização possui largura

menor do que 1 mm em metais e maior que metros em falhas rochosas.

Experimentalmente, a localização de deformações pode ser observada em ligas

metálicas, como relatado em Nadai (1931) e Duszek-Perzyna e Perzyna (1993). Neste

tipo de material, o fenômeno pode se manifestar como bandas de Lüder, também

denominadas como bandas de deslizamento ou linhas de distensão. De acordo com

Nadai (1931), estas linhas aparecem na superf́ıcie material quando a solicitação

atinge valores próximos à tensão de escoamento, com inclinação bem definida em

relação à direção de carregamento. Elas rapidamente se expandem ao longo do

comprimento da barra metálica e aumentam sua espessura no decorrer do processo

de carregamento.

A Figura 3.4 ilustra a ocorrência e desenvolvimento de duas bandas de desliza-

mento em prismas de cobre durante uma compressão uniaxial. A origem das bandas

foi definida por pequenos sulcos situados na lateral do prisma.
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Figura 3.4: Bandas de deslizamento em prisma de cobre comprimido (Nadai (1931)).

A localização de deformações também é observada experimentalmente em geo-

materiais, como mostrado em Alshibli e Sture (2000) e Desrues e Viggiani (2004).

A Figura 3.5 representa a ocorrência de bandas de cisalhamento em corpos de prova

moldados com areia sujeitos a uma pressão confinante de compressão.

Figura 3.5: Bandas de localização em corpo de prova de areia comprimido (Alshibli e

Sture (2000)).
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Outra classe de materiais na qual a localização de deformações pode se manifestar

é a dos materiais parcialmente frágeis, como relatado em Cedolin et al. (1987). Um

estudo, descrito por Shah et al. (1995), ilustra o fenômeno de maneira representativa.

Uma placa de concreto, instrumentada com quatro transdutores de deslocamento

linear (Linear Vertical Displacement Transducer, denotado por LVDT) ao longo de

sua altura, é submetida à tração uniaxial, como ilustrado na Figura 3.6. A iniciação

e propagação de fissuras internas no corpo de prova foram monitoradas por um

sistema de emissão acústica.

Figura 3.6: Esquema estrutural do ensaio de tração uniaxial da placa de concreto (Shah

et al. (1995) apud Wolff (2010)).

Os transdutores de deslocamento apresentam comportamento semelhante du-

rante o regime elástico e linear do material, como mostrado na Figura 3.7. No

regime inelástico, apenas o transdutor LVDT-4 apontou deslocamento crescente,

enquanto os demais indicavam descarregamento com diminuição do deslocamento

medido.
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Figura 3.7: Deslocamento medido pelos transdutores de deslocamento durante o ensaio

(Shah et al. (1995) apud Wolff (2010)).

Este comportamento inesperado pode ser interpretado à luz dos resultados do

sistema de emissão acústica. Inicialmente (Figura 3.8 (a)), as fissuras internas ao

concreto eram dispersas ao longo do corpo de prova. Após o momento em que a

resposta dos transdutores deixou de ser semelhante (Figura 3.8 (b)), nota-se que a

fissuração se concentrou na região de alcance do transdutor que media aumento de

deslocamentos (LVDT-4). Houve o surgimento de uma banda estreita de fissuras

internas nessa região (Figura 3.8 (c)). Esta banda indica que o dano do material

começa a se localizar. Fisicamente, tem-se que uma trinca cont́ınua forma-se a partir

do intenso processo de fissuração concentrada em uma pequena parte do corpo.
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Figura 3.8: Resultados do sistema de emissão acústica (Shah et al. (1995) apud Wolff

(2010)).

3.3 Aspectos Históricos

A localização de deformações está associada à bifurcação de um problema de

taxas, na qual há o surgimento de uma superf́ıcie singular que contém uma descon-

tinuidade ou um salto em determinada grandeza. Este fenômeno foi inicialmente

estudado na propagação de ondas em meios elásticos (Hadamard (1903)) e elasto-

plásticos (Hill (1962)) degradados.

Neste cenário, as ondas contêm uma descontinuidade no campo de velocidades.
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A condição de localização coincide com a estacionariedade da frente da onda de ace-

leração, conforme a condição de propagação de Fresnel-Hadamard. Balbo e Proença

(2003) apresentam uma discussão mais detalhada da condição de Fresnel-Hadamard,

bem como demonstrações matemáticas relevantes.

Em um regime quase-estático de deformações, a mesma condição de localização

é deduzida a partir da condição de compatibilidade de Maxwell. Conforme Balbo e

Proença (2003), a hipótese associada à localização de deformações consiste em admi-

tir a existência de um campo de velocidades (ou taxas de deslocamentos) cont́ınuos

no meio, porém com gradientes descont́ınuos em relação a uma superf́ıcie em seu

interior.

3.4 Métodos Numéricos para Análises Não Line-

ares

Em simulações numéricas, a localização de deformações resulta na perda da elip-

ticidade das equações diferenciais governantes do PVC, tornando-o mal posto (ill-

posed). Conforme Peerlings (1999), as equações diferenciais que regem o PVC são

eĺıpticas em todo seu domı́nio para uma análise estrutural estática e hiperbólicas

para uma análise estrutural dinâmica.

Matematicamente, a elipticidade implica que não pode haver descontinuidade na

função aproximada e em suas derivadas. Driemeier (1999) especifica que um PVC

mal posto possui um número infinito de soluções linearmente independentes.

A ocorrência de uma bifurcação descont́ınua fere a condição de elipticidade de

um PVC bem posto. Conforme descrito na Seção 3.1, a falha difusa pode evoluir

para uma descontinuidade fraca (campo de deformações descont́ınuos) e uma des-

continuidade forte (campo de deslocamentos descont́ınuos e campo de deformações

singular).
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A falha na representação de localização de deformações ocorre em análises reali-

zadas através do Método dos Elementos Finitos, mas também é comum a diferentes

métodos numéricos, como Métodos sem Malha (Pamin, 2011).

Soluções numéricas de problemas de valor de contorno mal-postos são depen-

dentes da discretização adotada. No caso do Método dos Elementos Finitos, o

refinamento da malha resulta em um comportamento mais frágil da estrutura. A

simulação busca encontrar uma condição compat́ıvel com uma fratura discreta e

concentra deformações no menor volume de material admisśıvel, ou seja, no menor

elemento finito da malha. Com o refinamento da malha, a largura da zona tende

a zero, obtendo-se soluções que convergem para uma resposta de energia dissipada

nula, incompat́ıveis com fundamentos da Mecânica da Fratura (Driemeier, 1999).

De acordo com de Borst (2004), o refinamento da malha de elementos finitos

também torna a solução numérica mais instável. Isto pode ser observado através do

comportamento irregular das trajetórias de equiĺıbrio e pela recorrente divergência

do processo de solução, mesmo com métodos de controle sofisticados. Esta instabili-

dade pode ser explicada pela introdução de novos posśıveis estados de equiĺıbrios da

estrutura com o refino da malha. Desta forma, o processo de solução iterativo tem

que escolher entre esses estados de equiĺıbrio. A alternância de estados de equiĺıbrios

escolhidos leva à divergência do processo de solução.

3.5 Medida de Localização de Deformações

3.5.1 Definição do Tensor Acústico

Conforme Pedrini (2008), em meios sólidos convencionais, interpreta-se que a

localização decorre da formação de descontinuidades fracas, caracterizadas por cam-

pos de deslocamentos cont́ınuos e de deformações descont́ınuos (vide Figura 3.2).

Associa-se as descontinuidades fracas à instabilidade material, que conduz à perda

da elipticidade das equações de equiĺıbrio incrementais, conhecida como bifurcação
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descont́ınua.

Desta maneira, deve-se determinar as condições necessárias para que os incre-

mentos de deformação se localizem em bandas estreitas, separadas do restante do

corpo por superf́ıcies de descontinuidades fracas. Esta análise foi realizada por Jirá-

sek (2007a) e será reproduzida a seguir.

A análise é restrita ao ponto xd da superf́ıcie de descontinuidade Sd na iminência

da perda de continuidade no campo de deformações. A superf́ıcie de descontinui-

dade divide o corpo em dois subdomı́nios, denominados V + e V − e sua direção é

caracterizada pelo vetor n, direcionado para V +, como mostrado na Figura 3.9.

Figura 3.9: Corpo dividido por uma potencial superf́ıcie de descontinuidade (Jirásek

(2007a)).

Uma vez que há descontinuidade através de Sd, deve-se diferenciar a abordagem

do ponto xd através de V + e V −. Para tanto, usam-se os sobrescritos + e −. Desta

forma, σ̇+ e σ̇− indicam as taxas de tensão no lado positivo e negativo da superf́ıcie

de descontinuidade Sd. Além disso, a diferença entre as duas taxas, indicadas por

[[σ̇]] = σ̇+ − σ̇−, representa o salto no campo de tensões.

Apesar das descontinuidades nas taxas de tensão e deformação na superf́ıcie Sd,
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o salto destas duas grandezas não é completamente arbitrário. O salto na taxa de

tensão [[σ̇]] é restrito pela continuidade de tensão e o salto na taxa de deformação

[[ε̇]] é restrito pela continuidade de deslocamento.

Se os componentes dos tensores de tensão e deformação forem considerados no

plano e fora do plano definido pela superf́ıcie de descontinuidade Sd, a continuidade

de tensão significa que as taxas de tensão fora do plano devem ser cont́ınuas. Analo-

gamente, a continuidade de deslocamento implica que taxas de deformação do plano

devem ser cont́ınuas. Os saltos, portanto, ocorrem nas taxas de tensão do plano e

nas taxas de deformação fora do plano.

A continuidade de tensão pode ser ilustrada com maior clareza a partir do ele-

mento infinitesimal representando na Figura 3.10. Por exemplo, assume-se um plano

definido pelo vetor unitário da direção n, denominado plano ts e hachurado na Fi-

gura 3.10, como o plano de ocorrência da descontinuidade.

σnn

σtt

σtn
σts σnt

σns

σst

σsn

σss

t

n
s

Figura 3.10: Componentes de tensão em um elemento infinitesimal.
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As tensões no plano da descontinuidade estão representadas na Figura 3.11.
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Figura 3.11: Componentes do tensor de tensão no plano da descontinuidade.

Os demais componentes do tensor de tensões, nominalmente σnt, σtn, σnn, σns e

σsn, encontram-se fora do plano da descontinuidade. Portanto, estes componentes

do tensor são cont́ınuos.

Jirásek (2007a) especializa a representação da continuidade de tensão para o caso

plano. Apesar disso, a continuidade de tensão é retratada de maneira análoga. O

componente de tensão que apresenta o salto (σtt) é indicado em vermelho na Figura

3.12. Os demais componentes (σnt e σnn), indicados em azul, são cont́ınuos. Devido

a esta condição, o vetor de forças de superf́ıcie (traction) é cont́ınuo na superf́ıcie

da descontinuidade considerada.
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Figura 3.12: Componentes do tensor de tensão no plano da descontinuidade (Jirásek

(2007b) apud Silva (2016)).

Matematicamente, a continuidade de tensão pode ser escrita como:

niσ̇
+
ij = niσ̇

−
ij (3.1)

A representação matemática da continuidade de deslocamento é mais complexa.

Observa-se que o gradiente espacial de um determinado componente de desloca-

mento, por exemplo u1, tem projeções cont́ınuas no plano tangente à superf́ıcie de

descontinuidade e apenas o componente normal deste tensor de primeira ordem pode

apresentar o salto. Desta forma, tem-se:

(
∂u̇1

∂xj

)+

=

(
∂u̇1

∂xj

)−
+ cnj (3.2)

em que,

c é um multiplicador escalar arbitrário.
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Generalizando esta relação para todos os componentes de deslocamento, tem-se:

(
∂u̇i
∂xj

)+

=

(
∂u̇i
∂xj

)−
+ cinj (3.3)

em que,

ci é um tensor de primeira ordem arbitrário.

É posśıvel atribuir significado f́ısico ao tensor ci ao defini-lo como c = ėm, em

que ė = ||c|| é a magnitude do salto e m = c/||c|| é um tensor unitário de primeira

ordem definido como vetor de polarização.

O ângulo definido pelos vetores unitários m e n caracteriza o tipo de falha.

Quando m é paralelo à n, tem-se a falha por tração (modo I). Quando m é per-

pendicular à n, caracteriza-se o deslizamento por cisalhamento (modo II). Nos casos

intermediários, define-se a falha como mista, na qual ambos modos de falha são

observados. A Figura 3.13 ilustra os modos I e II de falha no plano.

Figura 3.13: Modos I e II de falha no plano (Jirásek (2007a)).

A Equação 3.3 pode ser reescrita em termos de taxas de deformação e conside-

rando a definição do vetor de polarização (m):

ε̇+
ij = ε̇−ij + (minj)ė (3.4)
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Para a teoria de pequenas deformações, na qual as deformações são definidas

como a parte simétrica do gradiente de deslocamento, a Equação 3.4 pode ser ex-

pressa da seguinte maneira:

ε̇+
ij = ε̇−ij +

1

2
(minj + nimj)ė (3.5)

As taxas de tensão e deformação se relacionam através da lei constitutiva, re-

presentada na Equação 2.16. O tensor constitutivo tangente depende do estado

corrente do material, que inicialmente é o mesmo em ambos os lados da incipiente

descontinuidade. Como as taxas de deformação são diferentes nos dois lados da

descontinuidade, admite-se que, no caso geral, o tensor de rigidez tangente também

pode ser diferente em cada lado. Portanto, as leis constitutivas indicam:

σ̇+
ij = D+

ijklε̇
+
kl (3.6)

σ̇−ij = D−ijklε̇
−
kl (3.7)

Substituindo as leis constitutivas explicitadas nas Equações 3.6 e 3.7 na condição

de continuidade de tensão (Equação 3.1), tem-se:

niD
+
ijklε̇

+
kl = niD

−
ijklε̇

−
kl (3.8)

A relação entre as taxas de deformação na superf́ıcie de descontinuidade (Equação

3.5) pode ser substitúıda na Equação 3.8, resultando em:

niD
+
ijkl

[
ε̇−kl +

1

2
(mknl + nkml)ė

]
= niD

−
ijklε̇

−
kl (3.9)
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Considerando a simetria menor do tensor de rigidez tangente (Dijkl = Dijlk) e

expandindo a Equação 3.9, tem-se:

niD
+
ijklε̇

−
kl + (niD

+
ijklmknl)ė = niD

−
ijklε̇

−
kl (3.10)

Movendo o primeiro termo da Equação 3.10 para o lado direito, obtém-se:

(niD
+
ijklnl)mkė = ni(D

−
ijkl −D

+
ijkl)ε̇

−
kl (3.11)

A Equação 3.11 descreve a relação mais genérica posśıvel para uma descontinui-

dade fraca incipiente. É posśıvel simplificar esta relação se o tensor de rigidez tan-

gente for considerado igual em ambos os lados da descontinuidade (D+
ijkl = D−ijkl =

Dijkl). Desta forma, o lado direito da Equação 3.11 torna-se nulo . Uma desconti-

nuidade real só é obtida quando ė 6= 0, portanto, a Equação 3.11 torna-se:

(niDijklnl)mk = 0 (3.12)

Define-se o tensor acústico ou tensor de localização (Q) como:

Q = Qjk = niDijklnl (3.13)

A partir da Equação 3.12, nota-se que, durante a formação de uma desconti-

nuidade fraca, o tensor de localização é singular e o vetor de polarização m é seu

autovetor associado ao autovalor nulo. Obtém-se, portanto, a condição clássica de

localização:

det(Q) = 0 (3.14)
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A Equação 3.14 foi descrita pela primeira vez na literatura no trabalho de Rice

(1976). O autor definiu-a como condição na qual a deformação plástica se localiza

em uma banda com orientação definida por um vetor n, separada do restante da

estrutura.

A hipótese incorporada à Equação 3.11, de que a relação constitutiva é a mesma

em ambos os lados da descontinuidade incipiente, pode ser incoerente para modelos

constitutivos elastoplásticos. Como observado por Ottosen e Runesson (1991), o

material pode responder a carregamentos plásticos em ambos os lados da superf́ıcie

(bifurcação plástica/plástica) ou responder a carregamento plástico em um dos lados

e descarregamento elástico no outro (bifurcação elástica/plástica).

No caso de bifurcação plástica/plástica, a consideração de mesma relação cons-

titutiva é válida, preservando a dedução da condição clássica de localização descrita

anteriormente. Para bifurcação elástica/plástica, obtém-se uma condição de localiza-

ção distinta da representada na Equação 3.14, dependente de parâmetros espećıficos

de modelos constitutivos elastoplásticos, como função de escoamento e potencial

plástico.

No entanto, Ottosen e Runesson (1991) observaram que a situação limite entre

regiões de comportamento material elástico e plástico é caracterizada por um car-

regamento neutro, que permite simplificar a relação obtida para a condição clássica

de localização, dada pela Equação 3.14.

Adicionalmente, Ottosen e Runesson (1991) demonstraram, a partir de uma aná-

lise espectral do tensor de localização, que a bifurcação envolvendo descarregamento

elástico em um dos lados da superf́ıcie de descontinuidade nunca precede a bifur-

cação com carregamento plástico em ambos os lados. Desta forma, o caso cŕıtico

para uma análise de localização corresponde a uma bifurcação plástica/plástica, va-

lidando o uso da Equação 3.14 como condição para o fenômeno de localização de

deformações.
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Matematicamente, a singularidade do tensor de localização, indicada na Equação

3.14, corresponde à perda de elipticidade das equações diferenciais governantes da

análise estática.

O tensor de localização definido na Equação 3.13 depende do tensor de rigidez

tangente Dijkl e do vetor unitário normal à superf́ıcie de descontinuidade ni. Na

maioria dos casos, o tensor de rigidez tangente depende apenas do estado de carre-

gamento do material e pode ser considerado conhecido. Desta maneira, a análise de

localização consiste em procurar o vetor unitário n que indique a direção na qual o

tensor de localização é singular.

Se este vetor não existir, o campo de deformações permanece cont́ınuo. A singu-

laridade do tensor acústico é condição necessária, mas não suficiente para surgimento

de uma descontinuidade fraca, pois a análise de localização realizada é puramente

local, restrita ao ponto material e sua vizinhança infinitamente pequena.

O desenvolvimento de uma descontinuidade fraca em um corpo finito depende

do estado do material, da vizinhança e de condições de contorno. Apesar disso,

a análise do tensor de localização é largamente usada como indicador de posśıveis

modos de falhas descont́ınuas (Jirásek, 2007a).

De acordo com Schreyer e Neilsen (1996b), a existência de uma bifurcação des-

cont́ınua, a perda do caráter positivo-definido do tensor acústico e a perda da elipti-

cidade das equações diferenciais governantes são critérios equivalentes para indicar

falha material. Desta forma, os autores dizem ser apropriado definir o ińıcio da falha

material como o momento em que o primeiro destes critérios é satisfeito.

3.5.2 Classificação dos tipos de bifurcação

Com a exposição de conceitos relativos à unicidade da solução do PVC (Seção

2.2), bifurcação cont́ınua e descont́ınua (Seção 3.1), elipticidade das equações dife-

renciais que governam o PVC em uma análise estática (Seção 3.4) e a definição do

tensor acústico (Seção 3.5), pode-se categorizar os tipos de bifurcações encontrados
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na literatura em função do módulo pós-cŕıtico, denotado usualmente pelo tensor

H̄nm.

A classificação doravante reproduzida encontra-se no trabalho de Ottosen e Ru-

nesson (1991). Ela foi elaborada para modelos de plasticidade com uma única função

de carregamento. Desta forma, o módulo pós-cŕıtico é representado, de maneira sim-

plificada, por um tensor de ordem zero (escalar).

Apesar de restrita a modelos de plasticidade, esta classificação elucida a diferença

entre conceitos que são comumente intercambiados na literatura. De acordo com

Ottosen e Runesson (1991), a relação para estabilidade material, representada pela

Equação 2.17 e abaixo reescrita, é condição suficiente para unicidade da solução do

PVC:

ε̇ijDijklε̇kl > 0 (3.15)

Denota-se Hb como o módulo pós-cŕıtico no qual a condição de unicidade supra-

citada é violada pela primeira vez. A bifurcação descont́ınua não pode preceder a

bifurcação geral (ou cont́ınua) devido a restrições cinemáticas, descritas na Seção

3.1. Representando com Hdb o módulo pós-cŕıtico associado à bifurcação descont́ı-

nua, tem-se a seguinte relação:

Hb ≥ Hdb (3.16)

Quando se trata de modelos não associados, a relação constitutiva tangente pode

deixar de ser simétrica no regime inelástico. Por conseguinte, o tensor acústico,

definido na Equação 3.13, também pode tornar-se assimétrico. Para este tipo de

modelo, define-se o conceito de elipticidade forte, no qual apenas a parcela simétrica

do tensor acústico é considerada. A partir de uma dedução análoga, a perda de

elipticidade forte ocorre quando:
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det(Qsym) = 0 (3.17)

em que,

Qsym representa o tensor acústico simetrizado.

Considerando Hse como o módulo pós-cŕıtico associado à perda de elipticidade

forte, tem-se que:

Hb ≥ Hse ≥ Hdb (3.18)

Pontos limites na trajetória de equiĺıbrio ocorrem quando o tensor constitutivo

tangente torna-se singular. Adota-se H l como o módulo pós-cŕıtico associado a

um ponto limite e admite-se que H l = 0 independentemente da associatividade do

modelo constitutivo.

Uma análise espectral do tensor constitutivo tangente, feita por Runesson e Mroz

(1989), mostra que o menor autovalor deste tensor é crescente com o aumento de H.

A partir desta constatação, infere-se que:

Hb ≥ H l = 0 (3.19)

A Figura 3.14 apresenta um resumo das relações definidas anteriormente para

modelos não associados.
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H

Hdb

det(Q) = 0

Perda de elipticidade

Hse

det(Qsym) = 0

Perda de elipticidade forte

Hb(> 0)

ε̇ijDijklε̇kl = 0

Perda de unicidade

Bifurcação geral/cont́ınua

Figura 3.14: Classificação dos tipos de bifurcação para modelo não associado (Adaptado

de Ottosen e Runesson (1991)).

Para o caso particular de modelos associados, a instabilidade material só ocorre

após o tensor constitutivo tangente tornar-se singular. Desta forma, tem-se que:

Hb = H l = 0 (3.20)

A partir da Equação 3.20, pode-se concluir que bifurcações descont́ınuas não

ocorrem no regime de hardening (endurecimento) para modelos de plasticidade as-

sociados, i.e. Hdb ≤ 0.

A Figura 3.15 apresenta um resumo das relações definidas anteriormente para

modelos associados.

H

Hdb = Hse

det(Q) = det(Qsym) = 0

Perda de elipticidade

Perda de elipticidade forte

Bifurcação descont́ınua

Hb = H l = 0

ε̇ijDijklε̇kl = 0

Perda de unicidade

Bifurcação geral/cont́ınua

Figura 3.15: Classificação dos tipos de bifurcação para modelo associado (Adaptado de

Ottosen e Runesson (1991)).
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De maneira mais genérica, desconsiderando valores do módulo pós-cŕıtico, Neilsen

e Schreyer (1993) propuseram uma categorização dos tipos de bifurcação relatados

na literatura. A Tabela 3.1 resume os critérios considerados pelos autores.

Tabela 3.1: Categorização dos tipos de bifurcação (Adaptado de Neilsen e Schreyer

(1993)).

Tipo de bifurcação Relação matemática Modo de falha

Geral ε̇ijD
sym
ijkl ε̇kl = 0 Difusa ou localizada

Ponto limite Dijklε̇kl = 0 Difusa ou localizada

Perda de elipticidade forte det(Qsym
jk ) = 0 Localizada

Bifurcação descont́ınua clássica det(Qjk) = 0 Localizada

De acordo com os autores, o critério de bifurcação geral é satisfeito quando o

determinante da parcela simétrica do tensor constitutivo tangente torna-se nulo.

Modelos constitutivos associados apresentam pontos coincidentes para detecção de

bifurcação geral e ponto limite. Por sua vez, a bifurcação geral pode ocorrer no

regime de hardening para modelos não associados, como demonstrado por Rudnicki

e Rice (1975).

A perda de elipticidade forte ocorre quando o determinante da parcela simétrica

do tensor acústico torna-se nulo. Novamente, modelos associados apresentam pontos

coincidentes para detecção de perda de elipticidade forte e bifurcação descont́ınua

clássica.

Neilsen e Schreyer (1993) classificam bifurcações descont́ınuas como um subgrupo

das bifurcações gerais. Bifurcações descont́ınuas clássicas representam um subgrupo

das bifurcações descont́ınuas, desde que satisfaçam o critério de perda da elipticidade

forte.



Caṕıtulo 4

ANÁLISE DE LOCALIZAÇÃO
DE DEFORMAÇÕES

A análise de localização de deformações pode ser abordada de maneira anaĺı-

tica, na qual autores definem expressões fechadas para identificação do fenômeno.

Este tipo de análise é caracterizado por uma implementação simples e por requerer

pouco esforço computacional. Em contrapartida, as expressões anaĺıticas são formu-

ladas para condições de carregamento, modelos constitutivos e modelos de análise

espećıficos.

Com o objetivo de obter um procedimento genérico, a análise de localização de

deformações também foi tratada a partir de métodos numéricos. Desta maneira, a

análise seria funcional tanto para modelos constitutivos complexos, quanto para ca-

sos genéricos de carregamento. Esta abordagem para análise de localização demanda

maior esforço computacional e está sujeita às instabilidades inerentes a procedimen-

tos numéricos.

4.1 Representação do Comportamento Material

O modelo constitutivo corresponde a uma formulação anaĺıtica desenvolvida para

descrever o comportamento f́ısico de um corpo, assumindo-o como um meio cont́ınuo,

e do material que o compõe. Esta descrição é realizada através de hipóteses que

simplificam o complexo comportamento mecânico de diversos materiais.

35
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A modelagem constitutiva tem sido desenvolvida de maneira extensiva e inúmeros

modelos adequados para concreto, metais, rochas e solos encontram-se descritos na

literatura. A análise f́ısica e geometricamente não linear de estruturas requer mode-

los constitutivos fidedignos ao comportamento material, que possibilitam a obtenção

de trajetórias de equiĺıbrio completas. Os principais modelos utilizados no contexto

da análise não linear de estruturas foram desenvolvidos baseados em fundamentos

da Mecânica do Dano, da Mecânica da Fratura ou na Teoria da Plasticidade.

De acordo com Penna (2011), a termodinâmica é uma base comum para as três

estruturas teóricas usadas na formulação constitutiva em geral. Desta maneira, uma

formulação unificada para modelos constitutivos baseada nos processos energéticos

envolvidos no comportamento material é posśıvel. Apesar da generalidade, a termo-

dinâmica é pouco prática no que tange a implementação computacional de modelos

constitutivos em um contexto unificado.

No âmbito da modelagem computacional, Penna (2011) revisou as principais

tentativas de unificação teórica dos modelos constitutivos encontradas na literatura.

Destaca-se o trabalho de Carol et al. (1994), no qual uma unificação teórica de

modelos baseados em degradação elástica com uma única superf́ıcie de carregamento

é proposta.

Com o objetivo de garantir a inclusão de modelos multipotenciais e a indepen-

dência do método numérico empregado, Penna (2011) apresenta uma expansão da

estrutura teórica proposta por Carol et al. (1994). Sua implementação contempla

diversos modelos constitutivos, formulados com uma ou várias funções de carrega-

mento.

Neste trabalho, será reproduzida a formulação baseada em deformação da pro-

posta unificada de Penna (2011). Conforme o autor, as formulações baseadas em

tensão e deformação são ditas duais. Apesar de gerarem expressões matemáticas

diferentes, apresentam o mesmo resultado para estados correspondentes de tensão e

deformação.
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Os modelos baseados em degradação elástica têm como principal caracteŕıstica

a existência de uma relação total entre tensões e deformações. Logo, tem-se:

σij = Eijklεkl (4.1)

εij = Cijklσkl (4.2)

em que,

Eijkl é o tensor de rigidez secante;

Cijkl é o tensor de flexibilidade secante.

A função de carregamento da formulação baseada em deformação é dada por

Fn(ε, p̄), em que p̄ representa o conjunto de variáveis internas do modelo definidas

no domı́nio das deformações.

A partir do diagrama tensão-deformação para o caso unidimensional, represen-

tado na Figura 4.1, tem-se:

Figura 4.1: Incremento de deformação associado à variação da flexibilidade (Penna

(2011)).

ε̇ij = ε̇incij − ε̇dij
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ε̇ij = Cijklσ̇kl − Cijklσ̇dkl

ε̇ij = Cijkl(σ̇kl − σ̇dkl) (4.3)

em que,

ε̇dij é o tensor taxa de deformações relacionado à degradação da rigidez;

σ̇dkl é o tensor taxa de tensões relacionado à degradação da rigidez.

Neste momento, define-se que:

σ̇dkl = λ̇mm̄mkl (4.4)

em que,

λ̇m é o vetor de multiplicadores inelásticos, que definem a magnitude do processo de

degradação;

m̄mkl é o tensor que indica as direções de degradação.

A condição de consistência, na sua forma linearizada, é dada por:

Ḟn =
∂Fn
∂εij

∣∣∣∣∣
p̄

ε̇ij +
∂Fn
∂p̄q

∣∣∣∣∣
ε

˙̄pq = 0 (4.5)

Por definição, tem-se:

n̄nij =
∂Fn
∂εij

∣∣∣∣∣
p̄

(4.6)

H̄nm = − ∂Fn
∂λm

∣∣∣∣∣
ε

= −∂Fn
∂p̄q

∣∣∣∣∣
ε

∂p̄q
∂εdkl

m̄mkl (4.7)

em que,

n̄nij é o tensor que indica as direções das funções de carregamento;

H̄nm é o tensor que indica os módulos pós-cŕıtico (ou módulos de Hardening-Softening)

do material.
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Com as grandezas definidas nas Equações 4.6 e 4.7, a condição de consistência

pode ser reescrita da seguinte maneira:

n̄nij ε̇ij − H̄nmλ̇m = 0 (4.8)

A fórmula expĺıcita do multiplicador inelástico é obtida diretamente a partir da

Equação 4.8:

λ̇m =
1

H̄nm

n̄nij ε̇ij (4.9)

A substituição da Equação 4.9 na Equação 4.4 resulta em:

σ̇dkl =
1

H̄nm

n̄nij ε̇ijm̄mkl (4.10)

Substituindo a Equação 4.10 na Equação 4.3, tem-se:

Cijklσ̇kl = ε̇ij + Cijkl
1

H̄nm

n̄nij ε̇ijm̄mkl (4.11)

Trocando os ı́ndices ij por pq na Equação 4.11, tem-se:

Cpqklσ̇kl = ε̇pq + Cpqkl
1

H̄nm

n̄npqε̇pqm̄mkl (4.12)

Multiplicando a Equação 4.12 por Eijpq, tem-se:

EijpqCpqklσ̇kl = Eijpqε̇pq + EijpqCpqkl
1

H̄nm
n̄npqε̇pqm̄mkl

Iijklσ̇kl = Eijpqε̇pq + Iijkl
1

H̄nm

n̄npqε̇pqm̄mkl (4.13)



40

em que,

Iijkl é o tensor identidade de quarta ordem.

Isolando ε̇pq na Equação 4.13, tem-se:

σ̇ij =

(
Eijpq +

1

H̄nm

n̄npqm̄mij

)
ε̇pq (4.14)

Intercambiando os ı́ndices pq por kl na Equação 4.14, tem-se:

σ̇ij =

(
Eijkl +

1

H̄nm

m̄mijn̄nkl

)
ε̇kl (4.15)

Considerando a relação direta entre a taxa de tensão e taxa de deformação,

definida Seção 2.3 pela Equação 2.16, a Equação 4.15 permite definir que:

Dijkl = Eijkl +
1

H̄nm

m̄mijn̄nkl (4.16)

Desta maneira, o arcabouço teórico e computacional para modelos constitutivos

baseados em degradação elástica desenvolvido por Penna (2011) permite a obtenção

do tensor constitutivo tangente através da Equação 4.16 em sua formulação baseada

em deformação.

A unificação realizada por Penna (2011) contemplou modelos de fissuração distri-

búıda, dano e plasticidade. Além disso, um novo modelo de dano com múltiplas fun-

ções de carregamento foi desenvolvido e implementado. Nominalmente, destacam-se

os seguintes modelos:

- Modelo Elastoplástico com Critério de Escoamento de von Mises;

- Modelo de Dano Isotrópico de Mazars (1984);

- Modelo de Dano Isotrópico de Mazars e Lemaitre (1984);
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- Modelo de Dano Isotrópico de Simo e Ju (1987);

- Modelo de Dano Isotrópico de Ju (1989);

- Modelo de Dano Isotrópico de Lemaitre e Chaboche (1990);

- Modelo de Dano Isotrópico de de Vree et al. (1995);

- Modelo de Fissuras Distribúıdas, com Direção Fixa ou Rotacional;

- Modelo de Dano Ortotrópico de de Borst e Gutierrez (1999);

- Modelo de Dano Volumétrico de Penna (2011).

No ambiente unificado desenvolvido por Penna (2011), Monteiro (2013) incluiu

o modelo elastoplástico com dano proposto por Lemaitre (1985). De maneira aná-

loga, Wolenski (2013) implementou o modelo de microplanos proposto por Leukart

e Ramm (2006) com quatro medidas de deformações equivalentes (Simo e Ju (1987),

Ju (1989), Lemaitre (1984) e de Vree et al. (1995)).

Considerando a classe de modelos constituvos baseados em plasticidade, Oliveira

(2016) incluiu os critérios de escoamento de Tresca, Rankine, Drucker-Prager, Mohr-

Coulomb e Ottosen na formulação unificada.

Adicionalmente, de Souza (2016) implementou uma formulação não local associ-

ada ao modelo de dano ortotrópico de de Borst e Gutierrez (1999). Peixoto (2016)

incluiu o modelo de dano isotrópico com critério proposto por Oliver et al. (2006).

Por fim, Gori (2018) incorporou a representação constitutiva do meio micropolar no

ambiente unificado.

4.2 Abordagem Anaĺıtica para a Análise de Loca-

lização

Ortiz et al. (1987) propuseram uma técnica para melhorar o desempenho de uma

classe de elementos finitos em problemas envolvendo falha localizada. Para aplicar
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a técnica proposta, os autores definiram um procedimento anaĺıtico para detecção

do ińıcio do fenômeno de localização.

Em análises bidimensionais, o vetor unitário ni possui apenas dois componentes

(n1 e n2) e a matriz de localização (i.e. tensor acústico ou tensor de localização)

possui dimensões 2 x 2. Assim sendo, os autores expressaram o determinante do

tensor acústico da seguinte maneira:

det(Q) = a0n
4
1 + a1n

3
1n2 + a2n

2
1n

2
2 + a3n1n

3
2 + a4n

4
2 (4.17)

em que,

a0, a1, a2, a3 e a4 representam os coeficientes da expressão polinomial, obtidos

diretamente a partir dos componentes não nulos do tensor constitutivo tangente em

uma análise plana.

Considerando uma parametrização polar, na qual n1 = cos θ e n2 = sen θ, na

Equação 4.17, a condição clássica de localização (Equação 3.14) pode ser reescrita

da seguinte maneira:

det(Q) := f(x) = a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x+ a0 = 0 (4.18)

em que,

x = tg θ.

A análise de localização é realizada verificando o sinal da função f em seus

pontos de mı́nimo. Quando f < 0, detecta-se a localização. Os pontos de mı́nimos

são obtidos a partir de f ′, derivada da função f em relação a x. Como f ′ é uma

função polinomial de grau 3, é posśıvel obter suas três ráızes através de formulações

anaĺıticas, como o método de Cardan.

A análise de localização de Ortiz et al. (1987) considerou tensor acústico simé-

trico, posśıvel apenas para modelos constitutivos associados. Ela foi avaliada em

modelos constitutivos elastoplásticos de pequenas deformações e com dano isotró-

pico.
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Em um estudo sobre propriedades da bifurcação descont́ınua em materiais elas-

toplásticos, Ottosen e Runesson (1991) obtiveram soluções anaĺıticas para a direção

de bifurcação e módulo de hardening cŕıtico.

Os autores consideraram o problema de autovalor representado na Equação 4.19:

Qjky
(i)
k = λ(i)Qe

jky
(i)
k (4.19)

em que,

Qe
jk indica o tensor de localização elástico, associado ao comportamento elástico do

material.

O uso do tensor de localização elástico simplifica o processo de solução anaĺıtica

dos autovalores λ(i) e autovetores y
(i)
k . Matematicamente, o tensor de localização

elástico é representado por:

Qe
jk = niD

e
ijklnk (4.20)

em que,

De
ijkl é o tensor de rigidez elástica ou tensor constitutivo elástico.

O tensor de rigidez elástica é assumido como simétrico e positivo-definido. Logo,

o tensor de localização elástico e seu inverso, denominado P e
lj, também possuem

estas propriedades. Multiplicando a Equação 4.19 por P e
lj, obtém-se:

Blky
(i)
k = λ(i)y

(i)
k (4.21)

em que,

Blk = P e
ljQjk.

A Equação 4.21 representa o problema de autovalor solucionado. O critério

de bifurcação descont́ınua foi considerado satisfeito quando o menor autovalor da

Equação 4.21 torna-se nulo.

Para obter o resultado desta minimização com restrições, os autores utilizaram o

método dos multiplicadores de Lagrange. Além disso, os autores consideraram que
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o tensor constitutivo elástico é isotrópico e as funções de escoamento e de potencial

plástico possuem as mesmas direções principais.

Ottosen e Runesson (1991) formularam expressões anaĺıticas para uma classe de

materiais elastoplásticos, incluindo modelo com critério de escoamento de von Mises,

Rankine, Coulomb e Drucker-Prager.

Usando o mesmo arcabouço, Runesson et al. (1991) desenvolveram expressões

anaĺıticas para os modelos com critério de escoamento de Drucker-Prager, von Mises,

Mohr-Coulomb e Tresca para análises planas (estado plano de tensão e deformação).

Rizzi et al. (1995) complementaram a metodologia proposta por Ottosen e Ru-

nesson (1991) ao considerarem a análise de bifurcação para modelos de dano escalar.

Utilizando a unificação teórica de modelos constitutivos de Carol et al. (1994) com

degradação elástica, os autores formularam expressões anaĺıticas para o fenômeno

de localização para modelos tridimensionais e planos.

Em outra vertente, Doghri e Billardon (1995) realizaram uma investigação do

fenômeno de localização em materiais elastoplásticos. Uma classe geral de modelos

constitutivos com pequenas deformações de acordo com a abordagem de Lemaitre e

Chaboche (1990) foi usada durante a formulação desenvolvida.

O estudo da localização de deformações realizado foi restrito a modelos planos.

O vetor unitário ni foi parametrizado no plano com coordenadas polares, dadas por

n1 = cos θ e n2 = sen θ, de maneira análoga ao procedimento de Ortiz et al. (1987).

As condições de carregamento para a formulação de Doghri e Billardon (1995)

também foram restringidas. Os autores consideraram apenas carregamento do tipo

biaxial, em que não há tensões de cisalhamento.

Outra hipótese adotada é de que há um coeficiente de biaxialidade (α), inter-

pretado como um coeficiente de proporcionalidade entre os carregamentos aplicados

nas duas direções do plano. A Figura 4.2 ilustra a condição de carregamento biaxial.
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Figura 4.2: Condição de carregamento biaxial (Doghri e Billardon (1995)).

A análise de localização é desenvolvida a partir da condição de continuidade

da taxa de tensão (Equação 3.1). A formulação anaĺıtica resultante apresentada

depende do ângulo θ e do coeficiente de biaxialidade α.

Steinmann et al. (1994) formularam soluções anaĺıticas para a análise de loca-

lização de um modelo espećıfico de material ortotrópico. A análise foi realizada

para modelos planos, resultando em expressões fechadas para o vetor ni que define

a superf́ıcie de descontinuidade.

Schreyer e Neilsen (1996a) desenvolveram um procedimento anaĺıtico para detec-

tar perda de elipticidade com custo computacional reduzido. A análise foi baseada

na constatação de que o menor autovalor do tensor acústico diminui com o aumento

de deformações inelásticas no modelo estrutural. Quando este autovalor torna-se

nulo, há perda de elipticidade das equações diferencias do PVC e ocorre bifurcação

descont́ınua no campo de deformações.
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Durante a elaboração do método, os autores adotaram modelos constitutivos

cujo tensor constitutivo tangente é obtido a partir de uma atualização de posto

um do tensor constitutivo elástico. Conforme Maier et al. (1996), no contexto de

modelagem constitutiva, uma atualização de posto um infere que um tensor de posto

um (i.e. um tensor com apenas um autovalor não nulo) é adicionado ou subtráıdo

do tensor de referência, que no caso é o tensor constitutivo elástico. A classe de

modelos considerada por Schreyer e Neilsen (1996a) engloba modelos baseados em

plasticidade e dano.

Assim como Ottosen e Runesson (1991), os autores abordaram a análise de lo-

calização como um problema de minimização com restrição do menor autovalor do

tensor acústico. Este problema ocasionou um sistema de equações não lineares, cuja

solução resultou em expressões anaĺıticas para os componentes do vetor unitário ni

que indica a direção de bifurcação.

A análise proposta por Schreyer e Neilsen (1996a) é restrita a modelos constitu-

tivos obtidos a partir de uma rank-one modification do tensor constitutivo elástico.

Além disso, os autores assumiram durante o desenvolvimento da formulação um

tensor constitutivo elástico isotrópico e simétrico.

Oliver e Huespe (2004) analisaram aspectos relacionados à modelagem numérica

da falha material considerando a inclusão de descontinuidades fortes. Os autores

consideraram uma classe de modelos constitutivos cujo tensor constitutivo tangente

é dado por:

Etang
ijkl = E∗ijkl −

1

ξ(H)
PijRkl (4.22)

em que,

E∗ijkl é um tensor de 4ª ordem;

ξ(H) é uma função escalar do módulo de softening ;

Pij e Rkl são tensores de 2ª ordem simétricos.

Segundo os autores, modelos constitutivos elastoplásticos e de dano isotrópico
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que possuem uma função crescente e monótona do módulo de softening (H) podem

ser representados pela classe supracitada.

A análise de bifurcação é abordada como um problema de otimização da função

escalar do módulo de softening. No plano, a otimização proposta admite uma solução

geométrica, considerada como uma analogia ao ćırculo de Mohr. Considerando uma

parametrização esférica, os autores obtêm expressões fechadas para o vetor unitário

ni associado à bifurcação descont́ınua.

A solução anaĺıtica proposta por Oliver e Huespe (2004) é exata apenas para

modelos associados, nos quais os tensores Pij e Rkl são iguais. Nos demais ca-

sos, ela representa apenas uma aproximação das soluções da análise de bifurcação

descont́ınua. Os autores apresentam expressões fechadas genéricas para modelos

elastoplásticos e de dano isotrópico.

A abordagem anaĺıtica para a análise de localização de deformações resulta em

expressões fechadas válidas apenas em condições espećıficas. Nota-se também que

a aplicabilidade das expressões obtidas é reduzida devido à ausência de uma formu-

lação unificada para modelos constitutivos, conforme discutido na Seção 4.1. Além

disso, as soluções obtidas dependem de alguma técnica de parametrização para a

direção da superf́ıcie de descontinuidade. Na maioria dos trabalhos descritos, os au-

tores utilizaram a parametrização esférica. A escolha da técnica da parametrização

é um aspecto importante na convergência de técnicas numéricas para a análise de

localização, discutidas na Seção 4.3.

4.3 Abordagem Numérica para a Análise de Lo-

calização

Para modelos tridimensionais, o trabalho de Ortiz et al. (1987) propõe um proce-

dimento numérico para análise de localização. Os autores realizaram a minimização

com restrições do tensor acústico da seguinte maneira:
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min
||n||=1

f(n) := min
||n||=1

det(niDijklnl) (4.23)

Utilizando o método dos multiplicadores de Lagrange, Ortiz et al. (1987) consi-

deraram a seguinte condição para obtenção de um mı́nimo para o determinante do

tensor acústico:

∂

∂ni
[f(n)− λ|n|2] =

∂f(n)

∂ni
− 2λni = 0 (4.24)

em que,

λ é um multiplicador de Lagrange.

Com a diferenciação de f na Equação 4.24, obtém-se a seguinte expressão:

Jil(n) nl − λni = 0 (4.25)

em que,

Jil é um tensor de segunda ordem definido por det(Q(n))DijklQ
−1
kj (n).

Para solucionar a Equação 4.25, de caráter não linear, os autores expressam o

vetor de direção da superf́ıcie de descontinuidade (n) em termos de uma parametri-

zação esférica:

n(ϕ, θ) :=


cosϕ cosθ

cosϕ senθ

senϕ

 (4.26)

em que,

θ ∈ [0, 2π] e ϕ ∈ [0, π
2
].

Em seguida, Ortiz et al. (1987) propõem um procedimento iterativo com dois

passos:

(i) O espaço parametrizado é varrido a cada incremento de 5 graus para ambas

as variáveis com o objetivo de determinar a primeira aproximação para n, denotada

por n0.
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(ii) Definida a primeira aproximação para o vetor de direção n, o procedimento

iterativo é iniciado, como representado pela Equação 4.27.

Jil(n
(k))n

(k+1)
l − λ(k+1)n

(k+1)
i = 0 (4.27)

em que,

k indica o contador de iterações;

Desta forma, um problema de autovalor é solucionado a cada iteração, conside-

rando a matriz Jil calculada com o vetor n(k) da iteração anterior. Os autores não

descrevem os critérios para convergência utilizados no procedimento proposto.

O procedimento numérico de Ortiz et al. (1987) depende de quatro incógnitas,

os três componentes do vetor n e o multiplicador de Lagrange λ. Mosler (2005) pro-

põe um novo método numérico para análise de bifurcação descont́ınua que depende

apenas das variáveis oriundas do processo de parametrização do vetor de direção ni.

O autor desenvolveu seu método considerando também a parametrização esférica

da seguinte maneira:

n(α, θ) =


senα cosθ

senα senθ

cosα

 (4.28)

em que,

α ∈ [0, 2π] e θ ∈ [0, π].

De maneira direta, a partir da Equação 4.28, obtém-se:

∂n

∂α
=


cosα cosθ

cosα senθ

−senα

 (4.29)

∂n

∂θ
=


−senα senθ
senα cosθ

0

 (4.30)
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∂2n

∂α2
=


−senα cosθ
−senα senθ
−cosα

 (4.31)

∂2n

∂α∂θ
=


−senα cosθ
−senα senθ

0

 (4.32)

∂2n

∂θ2
=


−cosα senθ
cosα cosθ

0

 (4.33)

Define-se uma função f , que no contexto da análise de localização de deformações

é dada por f := detQ(n(α, θ)). Usando a regra da cadeia, a condição necessária para

um ponto extremo da função f é dada por:


∂f

∂α
=
∂f

∂n
· ∂n

∂α
= 0

∂f

∂θ
=
∂f

∂n
· ∂n

∂θ
= 0

(4.34)

A aplicação da regra de cadeia na Equação 4.34 evidenciou a necessidade de de-

terminar a derivada de f em relação a n. Para computá-la, Mosler (2005) introduziu

o tensor de terceira ordem Cijk, definido como:

Cijk = Dkijlnl + nlDlijk (4.35)

A derivada de f em relação ao vetor de direção da superf́ıcie de descontinuidade n

é obtida em função do tensor Cijk. Sua formulação encontra-se descrita integralmente

no trabalho de Mosler (2005).
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O autor trata a condição necessária para obtenção de um mı́nimo da função f ,

descrita na Equação 4.34, como um sistema não linear de equações a ser solucionado.

O método de Newton é o procedimento numérico mais comum para solução deste

tipo de problema. Considerando a função f := detQ(n(α, θ)) e a Equação 4.34, o

procedimento iterativo do método de Newton é representado por:

{
αk+1

θk+1

}
=

{
αk

θk

}
− J−1(αk, θk)


∂f(αk, θk)

∂α

∂f(αk, θk)

∂θ

 (4.36)

em que,

k indica o contador de iterações;

J−1(αk, θk) é o inverso da matriz jacobiana ou hessiana aplicada no par de variáveis

do passo k, cuja representação expĺıcita é:

J(αk, θk) =


∂2f(αk, θk)

∂α2

∂2f(αk, θk)

∂α∂θ

∂2f(αk, θk)

∂θ∂α

∂2f(αk, θk)

∂θ2

 (4.37)

Como explicitado na Equação 4.37, as derivadas de segunda ordem da função f

são necessárias no processo iterativo de Newton. De maneira análoga, Mosler (2005)

considera as derivadas de segunda ordem do vetor n (Equações 4.31, 4.32, 4.33) e

aplica a regra da cadeia. A formulação expĺıcita para as derivadas de segunda ordem

da função f é extensa e encontra-se exposta integralmente no trabalho de Mosler

(2005).

Devido a sua convergência quadrática, o método de Newton é um recurso efici-

ente para a obtenção de ráızes de um sistema não linear de equações. No entanto,

ele requer um ponto de partida, cuja influência na probabilidade de convergência

do procedimento iterativo é considerável. Para obter um ponto inicial adequado,

realiza-se um processo de varredura do espaço parametrizado, de maneira análoga à
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Ortiz et al. (1987).

Uma vez encontrado o par de variáveis (αsol, θsol) que corresponde à solução do

sistema não linear de equações definido na Equação 4.34, deve-se avaliar a função

objetivo f neste ponto. A singularidade do tensor acústico é detectada quando

f(αsol, θsol) ≤ 0. Para f(αsol, θsol) > 0, não há singularidade e, consequentemente,

não ocorre o fenômeno de localização de deformações.

A direção da superf́ıcie de descontinuidade, representada pelo vetor unitário n,

é recuperada diretamente aplicando as variáveis (αsol, θsol) na Equação 4.28, que

define a parametrização esférica utilizada por Mosler (2005).

Oliver et al. (2010) propuseram um procedimento numérico para solução do pro-

blema de bifurcação descont́ınua material. Em seu trabalho, os autores discutiram

sobre o custo computacional de procedimentos de varredura do espaço parametrizado

e linearização do sistema não linear de equações através do método de Newton.

Considerando também que a análise de localização de deformações deve ser reali-

zada em cada ponto material e a cada passo da análise não linear, Oliver et al. (2010)

desenvolveram um procedimento iterativo baseado na solução de um problema de

autovalor conjugado do tensor acústico.

A singularidade do tensor acústico foi considerada como condição necessária para

a bifurcação. Em termos gerais, o procedimento de Oliver et al. (2010) busca os

vetores n e m, para um dado tensor constitutivo tangente D, que resultam no

menor autovalor do tensor acústico, denotado por λt, nulo.

Os autores utilizaram o prinćıpio de Rayleigh para definir a seguinte relação:

λmint (n) = min
m∈R3

φt(n,m) (4.38)

em que,

φt(n,m) := m ·Q(n) ·m é a função quociente de Rayleigh.

Para um tensor acústico Q(n) simétrico, considerando a Equação 4.38, tem-se:
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λt := min
n∈R3

λmint (n) = min
n∈R3

( min
m∈R3

φt(n,m))︸ ︷︷ ︸
λmin
t (n)

= min
n,m∈R3

φt(n,m) (4.39)

Desta forma, a obtenção do menor autovalor do tensor acústico, realizada a partir

da Equação 4.39, resultará em um par de vetores unitários (n,m) que minimizam a

função quociente φt(n,m).

Assumindo simetria do tensor constitutivo tangente, o problema de autovalor

conjugado é definido da seguinte maneira:

Q(m) · n = λmint n

Q(n) ·m = µmint m
(4.40)

em que,

λmint = µmint .

A solução da Equação 4.40 é obtida através de um procedimento numérico de

dois passos:

(i) Encontrar o par de vetores (n, m), bem como o menor autovalor λmint para

um passo qualquer da análise não linear.

(ii) Quando λmint obtido em (i) torna-se nulo, detecta-se a bifurcação no passo

correspondente da análise não linear. O par conjugado (n, m) deste passo, portanto,

define a solução da análise de bifurcação descont́ınua.

O algoritmo usado para o passo (i) encontra-se dispońıvel em Oliver et al. (2010).

Os autores ressaltam que, devido à simetria do problema, os pares de vetores (n, m)

e (m, n) podem ser considerados soluções da análise de bifurcação e não é posśıvel

diferenciá-los no escopo do seu trabalho.

Para relações constitutivas que resultam em um tensor constitutivo tangente

assimétrico, o tensor acústico pode apresentar três autovalores reais ou um autova-

lor real e dois imaginários conjugados. Para garantir o funcionamento do método,
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deve-se simetrizar o tensor acústico antes de considerá-lo no problema de autova-

lor conjugado representado na Equação 4.40. Tal procedimento torna a solução da

técnica proposta por Oliver et al. (2010) uma aproximação para o par de (n,m).

Conforme Mota et al. (2016), a parametrização esférica é a mais utilizada na

análise numérica de bifurcações. Nela, os componentes do vetor n são restritos à

esfera unitária S2 e representados pelos seus ângulos polares θ e azimutais ϕ, como

representado na Figura 4.3.

Corroborando com a afirmação de Mota et al. (2016), este tipo de parametrização

esférica já foi definido neste texto pelas Equações 4.26 e 4.28, utilizadas durante a

descrição dos trabalhos de Ortiz et al. (1987) e Mosler (2005), respectivamente.

Figura 4.3: Parametrização esférica (Mota et al. (2016)).

A esfera unitária S2 é parametrizada com o aux́ılio de um plano equatorial na

parametrização estereográfica, representada na Figura 4.4. Considera-se um ponto

P contido no plano equatorial e que pertence a uma linha que passa tanto no polo

norte Q da esfera quanto na ponta do vetor n. As coordenadas cartesianas x e y

do ponto P podem ser obtidas através da interseção entre a linha e a esfera. Neste

caso, o vetor normal unitário n expresso em termos de base canônica é dado por:
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n(x, y) :=



2x

x2 + y2 + 1
2y

x2 + y2 + 1

x2 + y2 − 1

x2 + y2 + 1


(4.41)

em que os parâmetros x ∈ [−1, 1] e y ∈ [−1, 1].

Figura 4.4: Parametrização estereográfica (Mota et al. (2016)).

Na parametrização projetiva, representada pela Figura 4.5, a norma do vetor

posição de um ponto P com respeito ao centro de uma esfera é restringida para

obter o vetor unitário n. Este tipo de projeção é equivalente à projeção do ponto P

na esfera unitária S2. Desta forma, tem-se:

n(x, y, z) :=


x

y

z

 (4.42)

em que x2 + y2 + z2 = 1 e os parâmetros x ∈ [−1, 1], y ∈ [−1, 1] e z ∈ [−1, 1].
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Figura 4.5: Parametrização projetiva (Mota et al. (2016)).

A parametrização tangente, representada na Figura 4.6, consiste na esfera unitá-

ria definida por um plano tangente. Define-se u como o vetor de posição do ponto P

que possui o ponto de contato Q como origem e pertence ao plano tangente. Além

disso, e representa o vetor de posição do ponto de contato Q com o centro da esfera

unitária. Com a definição de um vetor de rotação θ := e× u, é posśıvel expressar o

vetor n na base canônica da seguinte maneira:

n(x, y) :=



x sen

√
x2 + y2√
x2 + y2

y sen

√
x2 + y2√
x2 + y2

cos
√
x2 + y2


(4.43)

em que os parâmetros x ∈ [−π/2, π/2], y ∈ [−π/2, π/2].
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Figura 4.6: Parametrização tangente (Mota et al. (2016)).

As quatro técnicas de parametrização descritas anteriormente buscam os com-

ponentes do vetor n com o uso de uma esfera unitária. Em seu trabalho, Mota

et al. (2016) desenvolveram um novo tipo de parametrização, denominada carte-

siana. Nela, a condição do vetor parametrizado ser unitário é relaxada, definindo

assim um novo vetor denotado por v.

O vetor v na parametrização cartesiana é confinado em um cubo centrado na

origem e com aresta de comprimento igual a 2, como representado na Figura 4.7.

Na análise de localização de deformações usando a parametrização cartesiana, so-

mente três faces do cubo precisam ser consideradas devido à simetria da condição

de bifurcação.
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Figura 4.7: Parametrização cartesiana (Mota et al. (2016)).

Matematicamente, o vetor v é definido da seguinte maneira:

v(x, y, z) :=



[x, y, 1]T , se x ∈ [−1, 1] e y ∈ [−1, 1);

[1, y, z]T , se y ∈ [−1, 1] e z ∈ [−1, 1);

[x, 1, z]T , se z ∈ [−1, 1] e x ∈ [−1, 1);

[1, 1, 1]T , para demais casos.

(4.44)

Mota et al. (2016) abordam a análise de bifurcação como um problema de oti-

mização. Para cada face do cubo, tem-se um sistema não linear de equações a ser

solucionado. Considerando a face do cubo na qual a coordenada z é constante, por

exemplo, tem-se que os componentes do vetor v são: n1 = x, n2 = y e n3 = 1.

Portanto, a otimização será realizada para as variáveis x e y, com as restrições de

que x ∈ [−1, 1] e y ∈ [−1, 1).

Uma vez solucionado o sistema não linear de equações, o próximo passo da análise

de localização consiste em avaliar o determinante do tensor acústico, denominado

como função f , para os valores de xsol e ysol obtidos. A singularidade do tensor
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de localização, no caso exemplificado, é detectada quando f(xsol, ysol) ≤ 0. Para

f(xsol, ysol) > 0, não há singularidade e, consequentemente, não ocorre o fenômeno

de localização de deformações.

Quando comparada às técnicas de parametrização clássicas (esférica, estereográ-

fica, projetiva e tangente), a parametrização cartesiana apresentou comportamento

mais simples da função f a ser minimizada. A Figura 4.8 ilustra a diferença no com-

portamento das funções para uma das faces do cubo parametrizado considerando

um carregamento de cisalhamento simples em um modelo de dano isotrópico.

Figura 4.8: Comportamento das funções a serem minimizadas para diferentes tipos de

parametrização (Mota et al. (2016)).

O comportamento mais simples, representado na Figura 4.8, proporciona me-

lhor desempenho para a análise de localização realizada através da parametrização

cartesiana. Métodos numéricos para a solução do sistema não linear de equações,
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como o método de Newton, possuem menor dependência do palpite inicial e maior

probabilidade de convergência com o uso da parametrização cartesiana.

O vetor unitário n, que define a direção normal à superf́ıcie de descontinuidade,

pode ser recuperado a partir do vetor v da seguinte maneira:

n =
v

||v||
(4.45)

em que,

||v|| denota a norma do vetor v.

Em sua contribuição ao sistema computacional INSANE (INteractive Structu-

ral ANalysis Environment), Silva (2016) considerou o fenômeno de localização de

deformações como estágio limiar de nucleação de fissuras. A análise de localização

implementada utilizou a parametrização polar, considerando o ângulo formado entre

a direção do eixo x e do vetor n.

Visando um processo menos custoso computacionalmente, Silva (2016) assumiu

que o tensor de rigidez tangente, definido de maneira geral por D = DS+(∂DS/∂ε)ε,

tem como componentes não nulos somente aqueles formados por um componente não

nulo do tensor de rigidez secante. Desta maneira, foi considerado que as posições

não nulas do tensor de rigidez tangente D são as mesmas não nulas do tensor de

rigidez secante DS, desprezando-se a contribuição da parcela (∂DS/∂ε)ε para os

demais componentes.

Considerando apenas a análise plana e a hipótese assumida para o tensor de

rigidez tangente, a análise de localização definida por Silva (2016) consistiu na busca

pelas ráızes de um polinômio do segundo grau.



Caṕıtulo 5

TÉCNICA NUMÉRICA
IMPLEMENTADA

Neste trabalho, adota-se a parametrização cartesiana para definir a direção do

vetor normal à superf́ıcie de descontinuidade oriunda da localização de deformações.

Esta técnica numérica apresenta potencial eficiência computacional ao definir uma

função objetivo com comportamento mais simples do que as demais técnicas de

parametrização. Ela também exibe robustez através da estabilidade proporcionada

durante a solução numérica do problema de otimização não linear.

Apesar da escolha pela parametrização cartesiana, a implementação que será

descrita neste caṕıtulo foi concebida para possibilitar a adição de outras técnicas

de parametrização, bem como análises de localização de deformações que não são

formuladas a partir da singularidade do tensor acústico.

Este trabalho foi implementado no sistema computacional INSANE, que é um

projeto de software livre, implementado em linguagem Java segundo o paradigma da

Programação Orientada a Objetos e desenvolvido no Departamento de Engenharia

de Estruturas da Escola de Engenharia da Universidade Federal de Minas Gerais.

As modificações realizadas no INSANE serão descritas neste caṕıtulo através

de diagramas de classe, conforme a linguagem padronizada UML (Unified Modeling

Language). A Figura 5.1 ilustra a simbologia adotada. Classes que não foram modi-

ficadas serão representadas pela cor branca, classes modificadas serão representadas

em amarelo e novas classes em verde.

61
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Figura 5.1: Simbologia adotada na representação UML.

5.1 Técnica Numérica da Análise de Localização

5.1.1 Expressão Anaĺıtica para o Determinante do Tensor

Acústico

A Equação 3.13 define o tensor acústico, cuja singularidade é utilizada como

critério clássico para ocorrência de uma descontinuidade fraca. Para tratá-la nume-

ricamente, é necessário obter a expressão anaĺıtica para cada um dos componentes

deste tensor. Desta maneira, deve-se expandir a Equação 3.13 quanto aos seus ı́ndi-

ces mudos:

Qjk = n1D1jk1n1 + n1D1jk2n2 + n1D1jk3n3 + n2D2jk1n1 + n2D2jk2n2 + n2D2jk3n3

+ n3D3jk1n1 + n3D3jk2n2 + n3D3jk3n3

(5.1)

Considerando agora os ı́ndices livres da Equação 5.1, cada componente do tensor

acústico pode ser explicitado da seguinte maneira:
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Q11 = n1D1111n1 + n1D1112n2 + n1D1113n3 + n2D2111n1 + n2D2112n2 + n2D2113n3

+ n3D3111n1 + n3D3112n2 + n3D3113n3

Q12 = n1D1121n1 + n1D1122n2 + n1D1123n3 + n2D2121n1 + n2D2122n2 + n2D2123n3

+ n3D3121n1 + n3D3122n2 + n3D3123n3

Q13 = n1D1131n1 + n1D1132n2 + n1D1133n3 + n2D2131n1 + n2D2132n2 + n2D2133n3

+ n3D3131n1 + n3D3132n2 + n3D3133n3

Q21 = n1D1211n1 + n1D1212n2 + n1D1213n3 + n2D2211n1 + n2D2212n2 + n2D2213n3

+ n3D3211n1 + n3D3212n2 + n3D3213n3

Q22 = n1D1221n1 + n1D1222n2 + n1D1223n3 + n2D2221n1 + n2D2222n2 + n2D2223n3

+ n3D3221n1 + n3D3222n2 + n3D3223n3

Q23 = n1D1231n1 + n1D1232n2 + n1D1233n3 + n2D2231n1 + n2D2232n2 + n2D2233n3

+ n3D3231n1 + n3D3232n2 + n3D3233n3

Q31 = n1D1311n1 + n1D1312n2 + n1D1313n3 + n2D2311n1 + n2D2312n2 + n2D2313n3

+ n3D3311n1 + n3D3312n2 + n3D3313n3

Q32 = n1D1321n1 + n1D1322n2 + n1D1323n3 + n2D2321n1 + n2D2322n2 + n2D2323n3

+ n3D3321n1 + n3D3322n2 + n3D3323n3

Q33 = n1D1331n1 + n1D1332n2 + n1D1333n3 + n2D2331n1 + n2D2332n2 + n2D2333n3

+ n3D3331n1 + n3D3332n2 + n3D3333n3

(5.2)

O tensor acústico é um tensor de segunda ordem e pode ser representado por

uma matriz da seguinte maneira:

Q =


Q11 Q12 Q13

Q21 Q22 Q23

Q31 Q32 Q33

 (5.3)
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O determinante do tensor acústico, por sua vez, é explicitado pela seguinte rela-

ção:

det(Q) = Q11Q22Q33 +Q12Q23Q31 +Q13Q21Q32

− (Q13Q22Q31 +Q11Q23Q32 +Q12Q21Q33) (5.4)

De acordo com Mota et al. (2016), a análise da singularidade do tensor acústico,

indicada pela Equação 3.14, pode ser parametrizada em função de um conjunto de

parâmetros q. Estes parâmetros dependem da face do cubo na qual a verificação

está sendo realizada. De maneira geral, a otimização pode ser definida como:

∂f(q)

∂q
= 0 (5.5)

em que,

f := det(Q) é definida como função objetivo da otimização.

Para a face do cubo na qual a coordenada z é constante, tem-se, a partir da

Equação 4.44:

v(x, y) :=


x

y

1



Na face considerada, para a parametrização cartesiana, os componentes do vetor

normal à superf́ıcie de descontinuidade são: n1 = x, n2 = y e n3 = 1. Portanto, o

conjunto de parâmetros q pode ser especificado para as duas variáveis x e y. Para

obter a formulação expĺıcita da função f , deve-se substituir a relação supracitada
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para n1, n2 e n3 na Equação 5.2:

Q11 = x2D1111+xyD1112+xD1113+xyD2111+y2D2112+yD2113+xD3111+yD3112+D3113

Q12 = x2D1121+xyD1122+xD1123+xyD2121+y2D2122+yD2123+xD3121+yD3122+D3123

Q13 = x2D1131+xyD1132+xD1133+xyD2131+y2D2132+yD2133+xD3131+yD3132+D3133

Q21 = x2D1211+xyD1212+xD1213+xyD2211+y2D2212+yD2213+xD3211+yD3212+D3213

Q22 = x2D1221+xyD1222+xD1223+xyD2221+y2D2222+yD2223+xD3221+yD3222+D3223

Q23 = x2D1231+xyD1232+xD1233+xyD2231+y2D2232+yD2233+xD3231+yD3232+D3233

Q31 = x2D1311+xyD1312+xD1313+xyD2311+y2D2312+yD2313+xD3311+yD3312+D3313

Q32 = x2D1321+xyD1322+xD1323+xyD2321+y2D2322+yD2323+xD3321+yD3322+D3323

Q33 = x2D1331+xyD1332+xD1333+xyD2331+y2D2332+yD2333+xD3331+yD3332+D3333

(5.6)

Com cada termo do tensor acústico definido pela Equação 5.6, deve-se realizar

o cálculo do determinante do tensor acústico, como explicitado na Equação 5.4. Na

face do cubo com coordenada z constante, a função f pode ser representada no

seguinte formato:

f(x, y) = a1 + b1x+ c1y + d1x
2 + e1xy + f1y

2 + g1x
3 + h1x

2y + l1xy
2 +m1y

3 + n1x
4

+ o1x
3y + p1x

2y2 + q1xy
3 + r1y

4 + s1x
5 + t1x

4y + u1x
3y2 + v1x

2y3 + w1xy
4

+ α1y
5 + β1x

6 + γ1x
5y + δ1x

4y2 + ε1x
3y3 + ζ1x

2y4 + η1xy
5 + θ1y

6

(5.7)

em que,

a1, b1, c1, ... , η1 e θ1 são os coeficientes da expressão polinomial obtidos a partir

dos componentes do tensor constitutivo tangente.
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A otimização, representada de maneira geral pela Equação 5.5, resulta em um

sistema não linear de equações para a face na qual a coordenada z é constante:


∂f(x, y)

∂x
= 0

∂f(x, y)

∂y
= 0

(5.8)

A solução deste tipo de sistema de equações será discutida na Seção 5.1.2. Uma

vez solucionada, tem-se o par (xsol, ysol) associado a um ponto ótimo da função

objetivo f . A análise de localização consiste em avaliar esta função para o par

(xsol, ysol) obtido. A singularidade do tensor de localização é detectada quando

f(xsol, ysol) ≤ 0. Para f(xsol, ysol) > 0, não há singularidade e, consequentemente,

não ocorre o fenômeno de localização de deformações.

Como discutido na Seção 4.3, a técnica proposta por Mota et al. (2016) requer a

verificação de três faces do cubo que define o espaço parametrizado. O procedimento

para as demais faces é análogo ao exposto anteriormente.

Para a face com a coordenada x constante, tem-se a partir da Equação 4.44:

v(y, z) :=


1

y

z


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Considerando n1 = 1, n2 = y e n3 = z na Equação 5.2:

Q11 = D1111+yD1112+zD1113+yD2111+y2D2112+yzD2113+zD3111+yzD3112+z2D3113

Q12 = D1121+yD1122+zD1123+yD2121+y2D2122+yzD2123+zD3121+yzD3122+z2D3123

Q13 = D1131+yD1132+zD1133+yD2131+y2D2132+yzD2133+zD3131+yzD3132+z2D3133

Q21 = D1211+yD1212+zD1213+yD2211+y2D2212+yzD2213+zD3211+yzD3212+z2D3213

Q22 = D1221+yD1222+zD1223+yD2221+y2D2222+yzD2223+zD3221+yzD3222+z2D3223

Q23 = D1231+yD1232+zD1233+yD2231+y2D2232+yzD2233+zD3231+yzD3232+z2D3233

Q31 = D1311+yD1312+zD1313+yD2311+y2D2312+yzD2313+zD3311+yzD3312+z2D3313

Q32 = D1321+yD1322+zD1323+yD2321+y2D2322+yzD2323+zD3321+yzD3322+z2D3323

Q33 = D1331+yD1332+zD1333+yD2331+y2D2332+yzD2333+zD3331+yzD3332+z2D3333

(5.9)

A função f , portanto, pode ser representada da seguinte maneira:

f(y, z) = a2 + b2y + c2z + d2y
2 + e2yz + f2z

2 + g2y
3 + h2y

2z + l2yz
2 +m2z

3 + n2y
4

+ o2y
3z + p2y

2z2 + q2yz
3 + r2z

4 + s2y
5 + t2y

4z + u2y
3z2 + v2y

2z3 + w2yz
4

+ α2z
5 + β2y

6 + γ2y
5z + δ2y

4z2 + ε2y
3z3 + ζ2y

2z4 + η2yz
5 + θ2z

6

(5.10)

em que,

a2, b2, c2, ... , η2 e θ2 são os coeficientes da expressão polinomial obtidos a partir

dos componentes do tensor constitutivo tangente.

A otimização resulta em um sistema não linear de equações quanto às variáveis

y e z:


∂f(y, z)

∂y
= 0

∂f(y, z)

∂z
= 0

(5.11)
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Por fim, para a face com a coordenada y constante, tem-se, a partir da Equação

4.44:

v(x, z) :=


x

1

z


Considerando n1 = x, n2 = 1 e n3 = z na Equação 5.2:

Q11 = x2D1111+xD1112+xzD1113+xD2111+D2112+zD2113+xzD3111+zD3112+z2D3113

Q12 = x2D1121+xD1122+xzD1123+xD2121+D2122+zD2123+xzD3121+zD3122+z2D3123

Q13 = x2D1131+xD1132+xzD1133+xD2131+D2132+zD2133+xzD3131+zD3132+z2D3133

Q21 = x2D1211+xD1212+xzD1213+xD2211+D2212+zD2213+xzD3211+zD3212+z2D3213

Q22 = x2D1221+xD1222+xzD1223+xD2221+D2222+zD2223+xzD3221+zD3222+z2D3223

Q23 = x2D1231+xD1232+xzD1233+xD2231+D2232+zD2233+xzD3231+zD3232+z2D3233

Q31 = x2D1311+xD1312+xzD1313+xD2311+D2312+zD2313+xzD3311+zD3312+z2D3313

Q32 = x2D1321+xD1322+xzD1323+xD2321+D2322+zD2323+xzD3321+zD3322+z2D3323

Q33 = x2D1331+xD1332+xzD1333+xD2331+D2332+zD2333+xzD3331+zD3332+z2D3333

(5.12)

A função f , portanto, pode ser representada da seguinte maneira:

f(x, z) = a3 + b3x+ c3z + d3x
2 + e3xz + f3z

2 + g3x
3 + h3x

2z + l3xz
2 +m3z

3 + n3x
4

+ o3x
3z + p3x

2z2 + q3xz
3 + r3z

4 + s3x
5 + t3x

4z + u3x
3z2 + v3x

2z3 + w3xz
4

+ α3z
5 + β3x

6 + γ3x
5z + δ3x

4z2 + ε3x
3z3 + ζ3x

2z4 + η3xz
5 + θ3z

6

(5.13)
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em que,

a3, b3, c3, ... , η3 e θ3 são os coeficientes da expressão polinomial obtidos a partir

dos componentes do tensor constitutivo tangente.

A otimização resulta em um sistema não linear de equações quanto às variáveis

x e z:


∂f(x, z)

∂x
= 0

∂f(x, z)

∂z
= 0

(5.14)

5.1.2 Solução do Sistema Não Linear de Equações

Como exposto na Seção 4.3, o método de Newton é comumente utilizado na

solução numérica de sistemas não lineares de equações. Ele consiste em expandir

uma função f através de sua série de Taylor até o termo de 2ª ordem, obtendo uma

aproximação quadrática. Matematicamente, tem-se:

f(x) ≈ f(xk)+[f(xk),iei]
T (x−xk)+

1

2
(x−xk)

T [f(xk),ijeiej]
T (x−xk) = q(x) (5.15)

em que,

f(xk),iei = ∇f(xk) =

[
∂f

∂x1

, · · · , ∂f
∂xn

]T
é o gradiente da função f ;

f(xk),ijeiej = ∇2f(xk) =



∂2f

∂x2
1

· · · ∂2f

∂x1∂xn

...
. . .

...

∂2f

∂xn∂x1

· · · ∂2f

∂2x2
n


é a matriz hessiana simétrica

da função f .

O próximo ponto do processo iterativo, xk+1, é determinado pelo mı́nimo de

q(x). Para realizar tal análise, é necessário determinar o gradiente de q(x):
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q(x),iei = f(xk),iei + f(xk),ijeiej(x− xk) (5.16)

Um ponto mı́nimo da aproximação q(x) é caracterizado por q(x),iei = 0. Desta

forma, obtém-se, a partir da Equação 5.16:

f(xk),ijeiej(x− xk) = −f(xk),iei (5.17)

Neste instante, adota-se a hipótese que a matriz hessiana de f é invert́ıvel. Mul-

tiplicando ambos os lados da Equação 5.17 por [f(xk),ijeiej]
−1, tem-se:

x− xk = −[f(xk),ijeiej]
−1f(xk),iei (5.18)

Com um rearranjo dos termos da Equação 5.18, obtém-se a atualização iterativa

realizada pelo método de Newton:

xk+1 = xk − [f(xk),ijeiej]
−1f(xk),iei = xk − [∇2f(xk)]

−1∇f(xk) (5.19)

Neste trabalho, o critério de convergência adotado para o método de Newton

foi a norma do vetor gradiente de f , ao final de uma iteração, ser menor que uma

tolerância pré-definida. Matematicamente, esta relação pode ser representada por:

||f(xk),iei|| = ||∇f(xk)|| < tolerância (5.20)

Como discutido na Seção 4.3, o método de Newton requer um ponto de partida ou

palpite inicial. Considerando o melhor desempenho numérico associado à parametri-

zação cartesiana, adotou-se um ponto de partida aleatório no espaço parametrizado

neste trabalho.
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Além disso, as derivadas de primeira e segunda ordem da função objetivo são

requeridas para montagem do vetor gradiente e da matriz hessiana, respectivamente.

A representação da função f descrita pelas Equações 5.7 (face com z constante), 5.10

(face com x constante) e 5.13 (face com y constante) permite a obtenção das suas

derivadas de maneira simples e direta.

Para a face com z constante, por exemplo, as derivadas de primeira ordem são

representadas pelas Equações 5.21 e 5.22:

∂f

∂x
= b1 + 2d1x+ e1y + 3g1x

2 + 2h1xy + l1y
2 + 4n1x

3 + 3o1x
2y + 2p1xy

2 + q1y
3

+ 5s1x
4 + 4t1x

3y + 3u1x
2y2 + 2v1xy

3 + w1y
4 + 6β1x

5 + 5γ1x
4y + 4δ1x

3y2

+ 3ε1x
2y3 + 2ζ1xy

4 + η1y
5

(5.21)

∂f

∂y
= c1 + e1x+ 2f1y + h1x

2 + 2l1xy + 3m1y
2 + o1x

3 + 2p1x
2y + 3q1xy

2 + 4r1y
3

+ t1x
4 + 2u1x

3y + 3v1x
2y2 + 4w1xy

3 + 5α1y
4 + γ1x

5 + 2δ1x
4y + 3ε1x

3y2

+ 4ζ1x
2y3 + 5η1xy

4 + 6θ1y
5

(5.22)

5.2 Implementação Computacional

5.2.1 Formulação Unificada para Modelos Constitutivos

No sistema INSANE, o pacote MaterialMedia contém classes e interfaces utili-

zadas na representação do comportamento dos materiais. Dentre elas, destacam-se

a classe abstrata Material e suas herdeiras, que possuem atributos e métodos ne-

cessários para descrição das propriedades de diferentes materiais.

A estrutura unificada para modelos constitutivos de Penna (2011), descrita na

Seção 4.1, encontra-se inserida neste pacote. A Figura 5.2 representa, de maneira
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simplificada, a herança definida por Penna (2011). Ela consiste na superclasse Uni-

fiedConstitutiveModel e suas herdeiras UCMSingleLoadingFunction e UCMMul-

tipleLoadingFunction que representam, respectivamente, formulações com uma e

múltiplas funções de carregamento.

Class Diagram0 2018/11/11   astah* Evaluation

1 / 1

ConstitutiveModel

UnifiedConstitutiveModel

+ mountCtTensor(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor

UCMSingleLoadingFunction

+ mountCtTensor(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor

UCMMultipleLoadingFunction

+ getHardeningSofteningPotential(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor
+ getLoadingFunctionPotential(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor
+ getInelasticPotential(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor
+ getSecantTensor(am : AnalysisModel, mat : Material, cv : HashMap<Object, Object>) : Tensor

UnifiedConstitutiveModelFilter

- filter

pkg MaterialMedia

Figura 5.2: Intervenções realizadas na formulação unificada de modelos constitutivos.

Conforme Penna (2011), o modelo constitutivo realiza todas operações requeri-

das no processo de solução do modelo, delegando as especificidades ao seu respectivo

Filter. Na Figura 5.2, nota-se que a classe UnifiedConstitutiveModel possui uma

instância de UnifiedConstitutiveModelFilter, a superclasse das classes que de-

finem os Filters.

Ainda na Figura 5.2, foram apresentados métodos da superclasse UnifiedCons-

titutiveModelFilter. Cada método é responsável por um dos tensores necessários

para o cálculo do tensor constitutivo tangente através da Equação 4.16, abaixo re-

escrita:

Dijkl = Eijkl +
1

H̄nm

m̄mijn̄nkl (5.23)
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O método getSecantTensor(...) fornece o tensor constitutivo secante (Eijkl). Os

métodos getInelasticPotential(...) e getLoadingFunctionPotential(...) retornam, res-

pectivamente, o tensor que indica as direções de degradação (m̄mij) e o que indica

as direções das funções de carregamento (n̄nkl). Por fim, o método getHardeningSof-

teningPotential(...) retorna o tensor que indica os módulos pós-cŕıtico do material

(H̄nm).

As classes UCMSingleLoadingFunction e UCMMultipleLoadingFunction foram

modificadas com a adição do método indicado na Figura 5.2, mountCtTensor(...),

que retorna o tensor constitutivo tangente no ponto material. O aludido método

apenas realiza a operação representada pela Equação 5.23 a partir dos tensores

retornados, de maneira particular para cada modelo constitutivo, por seu respectivo

Filter.

A partir dos procedimentos descritos anteriormente, obtém-se o tensor constitu-

tivo tangente (Dijkl), imprescind́ıvel para a análise de localização de deformações

baseada na singularidade do tensor acústico.

5.2.2 Classe Degeneration

De acordo com Penna (2011), a classe Degeneration representa a degeneração

na geometria do elemento. Elas armazenam, para um ponto material qualquer (na

maioria das vezes, os pontos de integração do modelo), os dados de grandezas in-

ternas dos modelos constitutivos, como tensões, deformações e variáveis de dano. A

Figura 5.3 representa, de maneira simplificada, a estrutura de dados associados à

superclasse Degeneration e suas herdeiras.
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Class Diagram0 2018/11/11   astah* Evaluation

1 / 1

- discontinuitySurface : String

Degeneration

PrescribedDegeneration Solid Thickness CrossSection

RepresentationArrayList<MaterialPoint>

pkg MaterialMedia

Figura 5.3: Intervenções realizadas na classe Degeneration.

A superclasse Degeneration foi modificada com a adição de um atributo String,

denotado por discontinuitySurface, como indicado pela Figura 5.3. Este atributo

atua como chave identificadora (key) para um mapa de variáveis (HashMap) do

objeto da classe Degeneration. O vetor normal à superf́ıcie de descontinuidade,

obtido numericamente após a análise de localização, será armazenado na posição

associada à esta chave identificadora.

5.2.3 Classe Model

Conforma Penna (2011), a classe Model possui todos os dados relativos ao modelo

discreto a ser analisado, como lista de nós e elementos. A Figura 5.4 representa,

de maneira simplificada, a estrutura de dados associados à superclasse Model e suas

herdeiras.
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Class Diagram0 2019/02/27   astah* Evaluation

1 / 1

Modelpkg

+ setLocalizationDataManager() : void
+ getLocalizationDataManager() : LocalizationAnalysisDataManager

- localizationDataManager : LocalizationAnalysisDataManager

Model

FemModel BemModel

Figura 5.4: Intervenções realizadas na classe Model.

A superclasse Model foi modificada com a adição de um atributo denominado

LocalizationAnalysisDataManager, cuja função é gerenciar a análise de localiza-

ção, encapsulando a varredura das listas de elementos e degenerações (pontos de

integração) e as chamadas dos demais métodos necessários durante a técnica.

Como ilustrado na Figura 5.5, a classe LocalizationAnalysisDataManager pos-

sui um método construtor, que recebe um objeto da classe Model como parâmetro.

Além disso, a classe possui apenas um outro método, denotado por compute(...),

que é responsável por disparar o processo de análise de localização.

Class Diagram0 2019/02/27   astah* Evaluation

1 / 1

localizationAnalysispkg

+ compute() : void
+ LocalizationAnalysisDataManager(model : Model)
+ LocalizationAnalysisDataManager()

LocalizationAnalysisDataManager

Figura 5.5: Classe LocalizationAnalysisDataManager.
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5.2.4 Subpacote LocalizationAnalysis

Considerando sua relação direta com modelos constitutivos e propriedades ma-

teriais, a análise de localização descrita neste trabalho encontra-se no pacote Mate-

rialMedia. A Figura 5.6 traz algumas das novas classes implementadas no sistema

INSANE.

Apesar de baseada na singularidade do tensor acústico, a estrutura de classes pro-

posta foi desenvolvida para possibilitar a implementação de outras formulações e ba-

ses teóricas para análise de localização. Para realizar tal tarefa, basta implementá-las

no mesmo ńıvel hierárquico da superclasse AcousticTensorBased. A implementa-

ção de outras técnicas de parametrização, como a esférica, também pode se realizada

no mesmo ńıvel hierárquico da classe CartesianParametrization

Figura 5.6: Novas classes implementadas para a análise de localização.

A classe CartesianParametrization, fundamental para a análise de localização

desenvolvida, encontra-se descrita em maiores detalhes na Figura 5.7. Ela possui

um atributo do tipo IVector, denotado por surfaceDirection, que armazena o vetor

normal à superf́ıcie de descontinuidade, obtido numericamente durante a análise de

localização.
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Class Diagram0 2018/10/23   astah* Evaluation

1 / 1

pkg

AcousticTensorBased

- auxDirection : IVector
- surfaceDirection : IVector

+ checkStrainLocalizationPlane(ct : Tensor) : boolean

+ setSurfaceDirection(v : IVector) : void
+ getSurfaceDirection() : IVector
+ setAuxDirection(v : IVector) : void
+ getAuxDirection() : IVector
+ checkFaceWithZConstant(ct : Tensor) : boolean
+ checkFaceWithYConstant(ct : Tensor) : boolean
+ checkFaceWithXConstant(ct : Tensor) : boolean

+ checkStrainLocalization(ct : Tensor) : boolean

CartesianParametrization SphericalParametrization StereographicParametrization

CartesianParametrization

- surfaceDirection : IVector

+ setSurfaceDirection(v : IVector) : void

+ getSurfaceDirection() : IVector
+ checkFaceWithZConstant(ct : Tensor) : boolean

+ checkFaceWithYConstant(ct : Tensor) : boolean
+ checkFaceWithXConstant(ct : Tensor) : boolean
+ checkStrainLocalizationPlane(ct : Tensor) : boolean
+ checkStrainLocalization(ct : Tensor) : boolean

Figura 5.7: Classe CartesianParametrization.

Os métodos checkFaceWithXConstant(...), checkFaceWithYConstant(...) e check-

FaceWithZConstant(...) são responsáveis pela verificação do fenômeno de localiza-

ção nas faces com coordenada x, y e z constantes, respectivamente. Eles recebem

como parâmetro o tensor constitutivo tangente (objeto da classe Tensor) e retor-

nam uma variável booleana, que indica a ocorrência ou não da localização. Ademais,

quando o fenômeno é detectado na face considerada, estes métodos armazenam a

direção obtida, denotada na Seção 4.3 por v, na variável auxDirection.

O método checkStrainLocalization(...) encapsula todo o processo numérico para

análise de localização. Ele é responsável pela chamada dos três métodos supraci-

tados e por definir a direção unitária da superf́ıcie de descontinuidade, denotada

previamente por n. Como indicado na Equação 4.45, o vetor unitário é obtido atra-

vés da normalização do vetor v. Ele é armazenado no outro atributo da classe,

surfaceDirection.

Por fim, o método checkStrainLocalizationPlane(...) pode ser interpretado como

uma especificação da análise de localização para modelos planos. Ele atua de ma-

neira análoga ao checkStrainLocalization(...), abrangendo todo o processo descrito
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anteriormente. Sua distinção consiste em considerar apenas direções normais à su-

perf́ıcie de descontinuidade que se encontram no plano de análise, visando melhor

desempenho.

Conforme exposto anteriormente, a análise de localização requer solução de um

sistema não linear de equações de maneira recorrente. No contexto deste trabalho,

considerando as três faces verificadas através da parametrização cartesiana, a solução

deste problema foi delegada ao conjunto de classes representado na Figura 5.8.

Class Diagram0 2018/10/25   astah* Evaluation

1 / 1

LocalizationAnalysispkg

- n_iterations : int

NonLinearNewtonSolver

+ execute() : IVector
+ getGradient(x : double, y : double) : IVector
+ getHessian(x : double, y : double) : IMatrix

NonLinearNewtonSolverXY

+ execute() : IVector
+ getGradient(x : double, z : double) : IVector
+ getHessian(x : double, z : double) : IMatrix

NonLinearNewtonSolverXZ

+ execute() : IVector
+ getGradient(y : double, z : double) : IVector
+ getHessian(y : double, z : double) : IMatrix

NonLinearNewtonSolverYZ

Figura 5.8: Novas classes implementadas para solução da otimização não linear.

Os métodos representados na Figura 5.8 constituem o método de Newton, como

descrito na Seção 5.1.2. O método getHessian(...) retorna a matriz hessiana da

função a ser otimizada, bem como o método getGradient(...) retorna o vetor da

gradiente da mesma função.

O comando execute(...) é o responsável pelo ińıcio do processo de solução ite-

rativo. Usufruindo da menor sensibilidade da parametrização cartesiana ao palpite

inicial do processo de solução, utilizou-se um ponto de partida aleatório dentro do

espaço parametrizado.

A análise de localização de deformações implementada e sua interação com os

demais recursos do sistema INSANE são detalhadas no diagrama de atividades das

Figuras 5.9 e 5.10.

O procedimento é realizado ao final de um passo de carga da análise incremental,
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ou seja, com o modelo estrutural equilibrado. Para garantir tal condição, a análise

de localização é iniciada durante a execução do método update(...) da classe Model,

desde que assim definido pelo usuário.

Análise de Localização 2019/02/27   astah* Evaluation

1 / 1

Análise de Localizaçãoact

Model LocalizationAnalysisDataManager

update()

Início após convergência
de um passo da análise
incremental.

Loop sobre a lista de elementos

Loop sobre a lista de degenerações

Início da análise de localização

compute()

Método que calcula o
tensor constitutivo
tangente a partir dos
métodos específicos
implementados nos
respectivos Filters

ConstitutiveModel

mountCt()

Figura 5.9: Diagrama de atividades para análise de localização - Parte 1.

Com o modelo equilibrado, inicia-se com um loop sobre a lista de elementos (ob-

jetos da superclasse Element). Para cada elemento, faz-se uma varredura em sua

de lista de degenerações (objetos da superclasse Degeneration que representam os

pontos de integração). Cada degeneração possui uma instância da classe Consti-

tutiveModel e é capaz de obter, através da formulação unificada de Penna (2011),

o tensor constitutivo tangente para seu estado corrente.

Recebendo o tensor constitutivo tangente como parâmetro, a análise de locali-

zação é iniciada com o método checkStrainLocalization(...), como mostra a Figura

5.10. Este método é chamado a partir de um objeto da classe CartesianParame-

trization. Através do método checkFaceWithZConstant(...), a face do cubo que



80

parametriza o espaço que possui a coordenada z constante é verificada.

O método checkFaceWithZConstant(...) procede da seguinte maneira: 81 variá-

veis do tipo double são inicializadas para armazenar cada um dos componentes do

tensor constitutivo. Utilizando-as, os coeficientes da expressão polinomial (a1, b1,

c1, ..., ah1 e al1, conforme Equação 5.7), necessários para se definir a função f que

expressa o determinante do tensor acústico, são calculados e armazenados.
Análise de Localização 2019/02/27   astah* Evaluation

1 / 1

Análise de Localizaçãoact

NonLinearNewtonSolverCartesianParametrization

checkStrainLocalization()

checkFaceWithZConstant()

Inicializa 81 variáveis que representam cada
componente do tensor constitutivo tangente

Calcula os coeficientes da expressão polinomial
conforme Equação 5.8 execute()

Retorna o par (x,y) resultantes da
otimização não linear

Verifica se o par (x,y) obtido numericamente
encontra-se dentro do espaço parametrizado

Método de Newton para
solução do sistema não
linear de equações
descrito na Seção 5.2.2

Avalia a função f aplicada ao par (x,y)

Sim

boolean incipientWeakDiscontinuity = true

Localização de
deformações detectada

f < 0

checkFaceWithXConstant()

f > 0

Não

Figura 5.10: Diagrama de atividades para análise de localização - Parte 2.

Os coeficientes da expressão polinomial são fornecidos à classe responsável pela

solução do sistema não linear de equações na face em análise (classe NonLinear-

NewtonSolverXY). Utilizando o método de Newton, o método execute(...) retorna

o par xsol e ysol resultante da otimização da função f .

A primeira ação consiste em verificar se o par xsol e ysol é uma solução consistente

com a técnica de parametrização cartesiana. O espaço parametrizado para a face em
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questão é definido por −1 ≤ x ≤ 1 e −1 ≤ y ≤ 1. Portanto, a solução do processo

de otimização deve estar restrita a este domı́nio.

Mesmo com um palpite inicial interno ao domı́nio parametrizado, o processo

iterativo pode convergir para uma solução localizada fora deste espaço. Neste caso,

a análise de localização desconsidera a solução obtida e prossegue para a verificação

da próxima face do cubo que parametriza o espaço.

Quando a solução respeita o espaço parametrizado, avalia-se a função f para os

valores de xsol e ysol. Se f(xsol, ysol) ≤ 0, detecta-se a localização de deformações e a

variável booleana incipientWeakDiscotinuity, que será retornada ao final do método,

é definida como true. Se f(xsol, ysol) > 0, a análise de localização prossegue para a

verificação da próxima face com o método checkFaceWithYConstant(...).

A sequência de passos aqui descrita é praticamente idêntica à adotada nos mé-

todos que verificam as demais faces do cubo parametrizado, checkFaceWithXCons-

tant(...) e checkFaceWithYConstant(...). A única distinção entre eles consiste no

cálculo realizado para determinar os coeficientes da expressão polinomial que defi-

nem f .

De maneira conceitual, a Figura 5.11 apresenta um fluxograma com as atividades

que compõem a análise de localização no escopo de um elemento.



82

INÍCIO

Loop sobre a lista de degenerações (i = i + 1)

Verifica a face com
coordenada z constante

Calcular os coeficientes
da função objetivo f(x,y)

Solução numérica do
problema de
otimização 

Verifica se o par está no
espaço parametrizado

Tensor
constitutivo

tangente (Dijkl)

Par (xsol, ysol)

NÃO

SIM

Avalia f(xsol, ysol)

Localização
detectada!

f < 0

Verifica a face com
coordenada y constante

Calcular os coeficientes
da função objetivo f(x,z)

Solução numérica do
problema de
otimização

Verifica se o par está no
espaço parametrizado

Par (xsol, zsol)

NÃO

SIM

Avalia f(xsol, zsol)

Localização
detectada!

f < 0

Verifica a face com
coordenada x constante

Calcular os coeficientes
da função objetivo f(y,z)

Solução numérica do
problema de
otimização

Verifica se o par está no
espaço parametrizado

Par (ysol, zsol)

NÃO

SIM

Avalia f(ysol, zsol)

Localização
detectada!

f < 0

f > 0 f > 0 f > 0

Figura 5.11: Fluxograma da análise de localização no escopo de um elemento.



Caṕıtulo 6

SIMULAÇÕES NUMÉRICAS

A técnica para análise de localização de deformações implementada é avaliada

quanto a sua generalidade neste caṕıtulo. Mais especificamente, cenários com di-

ferentes modelos constitutivos e modelos de análise são apreciados em simulações

numéricas.

Os resultados da análise de localização são apresentados através de entidades

geométricas inclúıdas no módulo de pós-processamento do sistema INSANE. O ve-

tor unitário n, normal à superf́ıcie de descontinuidade e obtido numericamente, é

representado por uma seta vermelha nos pontos materiais (de integração) em que a

localização de deformações foi detectada. Adicionalmente, usou-se uma linha verde

para indicar, de maneira qualitativa, a direção de uma trinca ou fissura decorrente

da degradação no meio material.

6.1 Tração Direta

Um ensaio de tração direta foi modelado com elementos finitos planos. O objetivo

desta simulação é demonstrar a funcionalidade da análise de localização implemen-

tada para diferentes modelos constitutivos. As condições de carregamento, contorno

e discretizações utilizadas estão representadas na Figura 6.1.

Inicialmente, o modelo foi discretizado com 3 elementos finitos quadrilaterais de

4 nós. O elemento central, hachurado na Figura 6.1, foi enfraquecido a fim de induzir

83



84

a ocorrência da localização de deformações em seus pontos materiais.
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NFigura 6.1: Tração Direta - Esquema estrutural.

A análise de localização foi realizada para diversos modelos constitutivos imple-

mentados no INSANE. Os parâmetros materiais considerados para todos os modelos

foram módulo de elasticidade de 20000,0 MPa e coeficiente de Poisson de 0, 2.

Para modelos de dano, adotou-se uma lei de evolução do dano de caráter expo-

nencial, dada pela Equação 6.1:

D(εeq) = 1− κ0

εeq
[1− α + αe−β(εeq−κ0)] (6.1)

em que,

εeq é a medida de deformação equivalente, calculada de maneira espećıfica em cada

modelo constitutivo;

κ0 é o valor de deformação equivalente a partir do qual o processo de dano é iniciado;

α é o valor máximo de dano admisśıvel;

β é a intensidade de evolução do dano.

A Tabela 6.1 apresenta os parâmetros adotados para cada modelo constitutivo

utilizado. Nela, o śımbolo M1 denota o material com suas propriedades regulares e

M2 representa o material enfraquecido.
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Tabela 6.1: Tração Direta - Parâmetros adotados para modelos constitutivos.

Modelo constitutivo Parâmetros adotados

Dano de de Vree et al. (1995)
M1: α = 0, 999 β = 2550 κ0 = 1, 5x10−4

M2: α = 0, 999 β = 2550 κ0 = 1, 35x10−4

Dano de Mazars (1984)

M1: αt = 0, 95 βt = 10000 κ0 = 3x10−4

M1: αc = 1, 0 βc = 3000 κ0 = 3x10−4

M2: αt = 0, 95 βt = 10000 κ0 = 1x10−4

M2: αc = 1, 0 βc = 3000 κ0 = 1x10−4

Dano de Simo e Ju (1987)
M1: α = 0, 999 β = 15 κ0 = 0, 0160

M2: α = 0, 999 β = 15 κ0 = 0, 0145

Dano de Mazars e Lemaitre (1984)
M1: α = 0, 99 β = 1500 κ0 = 1, 1x10−4

M2: α = 0, 99 β = 1500 κ0 = 1, 05x10−4

Dano de Lemaitre e Chaboche (1990)
M1: α = 0, 99 β = 1500 κ0 = 1, 1x10−4

M2: α = 0, 99 β = 1500 κ0 = 1, 04x10−4

Dano Volumétrico de Penna (2011)

M1: αt = 0, 999 βt = 1000 κ0 = 8x10−5

M1: αc = 0, 999 βc = 1000 κ0 = 8x10−5

M2: αt = 0, 999 βt = 1000 κ0 = 7, 4x10−5

M2: αc = 0, 999 βc = 1000 κ0 = 7, 4x10−5

Fissuração Distribúıda

M1: ft = 2, 2 MPa fc = 22, 0 MPa

εc = 0, 002 Gf = 3x10−5 MN/m

h = 0, 05 m, βr = 0, 05

M2: ft = 2, 0 MPa fc = 20, 0 MPa

εc = 0, 002 Gf = 2x10−5 MN/m

h = 0, 05 m, βr = 0, 05

Lei de Carreira-Ingraffea

Plasticidade com critério de von Mises

M1: σy = 2, 2 MPa H = −2000, 0 MPa

M2: σy = 2, 0 MPa H = −2000, 0 MPa

Lei de softening linear
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Na solução do modelo, empregou-se o método de controle direto de deslocamento,

incrementando em 1 x 10−5 m o deslocamento horizontal (Dx) do nó de controle

indicado na Figura 6.1. A carga de referência adotada foi de 1,0 MN/m. A tolerância

admitida para a convergência de cada passo foi de 1 x 10−4.

As Figuras 6.2 e 6.3 apresentam as trajetórias de equiĺıbrio do deslocamento

horizontal do nó de controle. O passo no qual a localização de deformações foi

detectada pela primeira vez foi marcado com um ’x’ em cada trajetória.
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Figura 6.2: Tração Direta - Trajetórias de equiĺıbrio: Parte 1.

Observa-se que a análise de localização foi capaz de indicar a ocorrência do
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fenômeno em todos modelos constitutivos considerados. Devido à simplicidade do

modelo, o ponto de detecção inicial coincidiu com o pico da trajetória de equiĺıbrio

em todos casos, com exceção do modelo de plasticidade com critério de von Mises.
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Figura 6.3: Tração Direta - Trajetórias de equiĺıbrio: Parte 2.

A Figura 6.4 apresenta os resultados da análise de localização e o dano na direção

horizontal (Dx) para o modelo constitutivo de fissuração distribúıda em dois passos

de carga. Respostas similares às mostradas na Figura 6.4 foram obtidas para os

demais modelos constitutivos.
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Como esperado, a degradação material concentrou-se no elemento central, pro-

positalmente enfraquecido. A localização de deformações foi detectada simulta-

neamente nos quatro pontos materiais deste elemento durante todo o regime de

softening.

Para o modelo considerado, a direção normal à superf́ıcie de descontinuidade

pode ser prevista a partir do carregamento aplicado. Infere-se que o vetor unitário n

é paralelo à direção de carregamento, resultando em fissuras verticais. Os resultados

ilustrados na Figura 6.4 indicam correlação com o comportamento presumido.

Figura 6.4: Tração Direta - Análise de localização.
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A Figura 6.5 mostra a variação do valor mı́nimo do determinante do tensor acús-

tico no decorrer da análise realizada com o modelo de plasticidade de von Mises. No

regime elástico, o mı́nimo do determinante do tensor acústico mantém-se constante

com módulo de, aproximadamente, 1,5 x 1012. Uma vez no ramo inelástico, com

a trajetória de equiĺıbrio descendente, o mı́nimo do determinante é degradado até

tornar-se negativo no passo 41.
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Figura 6.5: Tração Direta - Valor mı́nimo para o determinante do tensor acústico ao

longo da análise para o modelo de plasticidade de von Mises.

A perda de objetividade da análise numérica diante da localização de deformações

pode ser ilustrada nesta simulação. Para realizar tal tarefa, o modelo foi discretizado

com 5, 7 e 11 elementos finitos planos, conforme mostrado pela Figura 6.6. De

maneira similar, o elemento central foi enfraquecido com o objetivo de induzir a

localização de deformações em seus pontos de integração.

A solução do modelo foi realizada com os mesmos métodos e parâmetros descritos

anteriormente. Adotou-se o modelo constitutivo de Mazars e Lemaitre (1984) com

as propriedades explicitadas na Tabela 6.1.

A Figura 6.7 apresenta as trajetórias de equiĺıbrio obtidas para as diferentes

discretizações consideradas. Constata-se a perda de ductilidade estrutural com a

diminuição da região enfraquecida. Como discutido na Seção 3.4, a análise numérica

tenta simular uma fratura discreta e localiza a degradação material no menor volume
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de material admisśıvel, que depende da discretização adotada. Com o refinamento

da malha, a energia dispendida no processo de fratura desta região tende a zero e o

comportamento estrutural torna-se cada vez mais frágil.
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Figura 6.6: Tração Direta - Malhas refinadas.
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Mesmo com a perda de objetividade da simulação numérica, a análise de loca-

lização implementada manteve-se consistente. A Figura 6.8 apresenta os resultados

da análise para um passo que se encontra no ramo descendente das trajetórias de

equiĺıbrio.

Figura 6.8: Tração Direta - Análise de localização com malhas refinadas.
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O ensaio de tração direta também pode ser modelado através de elementos finitos

sólidos. As condições de carregamento, contorno e discretizações utilizadas estão

representadas na Figura 6.9.

Em analogia à discretização plana, a malha foi definida com 3 elementos finitos

hexaédricos de 8 nós. O elemento central, representado com hachuras em sua super-

f́ıcie na Figura 6.9, foi enfraquecido para induzir a ocorrência da localização em seu

domı́nio.
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Figura 6.9: Tração Direta - Esquema estrutural com elementos sólidos.

O modelo foi solucionado com o mesmo conjunto de modelos constitutivos des-

critos na análise plana. As trajetórias de equiĺıbrio encontradas foram idênticas às

representadas nas Figuras 6.2 e 6.3.

Apesar da mudança no modelo de análise, a formulação desenvolvida para iden-

tificar a localização apresentou resultados adequados. A Figura 6.10 ilustra a con-

centração da degradação material no elemento central enfraquecido e a detecção da

localização nos oito pontos de integração do elemento finito hexaédrico.
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Figura 6.10: Tração Direta - Análise de localização para elementos sólidos.

6.2 Flexão em 3 pontos

Uma viga submetida à flexão em 3 pontos, ensaiada experimentalmente por Pe-

tersson (1981), foi modelada com elementos finitos hexaédricos de 8 nós. O objetivo

desta simulação é demonstrar a aplicabilidade da análise de localização implemen-

tada para carregamentos e discretizações genéricas em malhas de elementos sólidos.
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A Figura 6.11 mostra o esquema estrutural adotado.
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Figura 6.11: Flexão em 3 pontos - Esquema Estrutural.

A Figura 6.12 apresenta a discretização e condições de contorno adotadas. O

modelo constitutivo considerado foi o de fissuração distribúıda com direção fixa. As

propriedades materiais foram selecionadas para simular um material parcialmente

frágil, como o concreto. O módulo de elasticidade adotado foi de 30000,0 N/mm2,

coeficiente de Poisson de 0,2, resistência última à compressão de 33,3 N/mm2 e à

tração de 3,33 N/mm2.

A solução do modelo considerou o controle de deslocamentos generalizados, com

incremento inicial do fator de carga de 0,02. A carga de referência, denotada por P ,

foi assumida como 800 N . A tolerância admitida foi de 1 x 10−4.

A região do entalhe, situada na borda inferior da viga, é caracterizada por es-

forços predominantemente de tração e elevada concentração de tensão. Devido às

propriedades materiais selecionadas, espera-se que a degradação material seja mais

pronunciada nesta região.
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Figura 6.12: Flexão em 3 pontos - Discretização adotada.

A Figura 6.13 ilustra o resultado da análise para o primeiro passo no qual a

localização é detectada. O mesmo resultado é apresentado em perspectiva na Figura

6.14. Como esperado, o indicador de localização aponta a ocorrência do fenômeno

em pontos materiais de elementos situado na região do entalhe.

Figura 6.13: Flexão em 3 pontos - Análise de localização no plano ’xy’.
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Figura 6.14: Flexão em 3 pontos - Análise de localização em perspectiva.

6.3 Painel em “L”

O ensaio experimental de um painel em “L”, descrito em Winkler et al. (2004),

foi modelado com elementos planos triangulares de 3 nós. Esta simulação objetiva

demonstrar a aplicabilidade da análise de localização implementada para carrega-

mentos e discretizações genéricas em malhas de elementos planos triangulares. Além

disso, ela contempla um modo de fratura predominantemente do modo I.

A Figura 6.15 mostra o esquema estrutural adotado, com suas condições de

contorno e carregamento aplicados.



97

q
 
=

 
2
8
 
N

/
m

m

500 mm

500 mm

250 mm

250 mm

250 mm

espessura:

100 mm

no de controle de deslocamento

'

PRODUCED BY AN AUTODESK STUDENT VERSION

P
R

O
D

U
C

E
D

 
B

Y
 
A

N
 
A

U
T

O
D

E
S

K
 
S

T
U

D
E

N
T

 
V

E
R

S
I
O

N

PRODUCED BY AN AUTODESK STUDENT VERSION

P
R

O
D

U
C

E
D

 
B

Y
 
A

N
 
A

U
T

O
D

E
S

K
 
S

T
U

D
E

N
T

 
V

E
R

S
I
O

N

Figura 6.15: Painel em “L” - Esquema Estrutural.

As propriedades materiais consideradas neste modelo foram módulo de elasti-

cidade de 25850 N/mm2 e coeficiente de Poisson de 0,18. O modelo constitutivo

adotado foi o de dano volumétrico proposto por Penna (2011), com a seguinte lei de

evolução de dano polinomial:

D(εeq) = 1− 1

Ẽεeq

fekεeq
κ0

k − 1 +

(
εeq
κ0

)k (6.2)

em que,

Ẽ é o módulo de elasticidade equivalente;

fe é a tensão equivalente relativa ao limite de resistência material.

O parâmetro k é calculado a partir das demais grandezas descritas anteriormente:



98

k =
1

1− fe

κ0Ẽ

(6.3)

Para o comportamento material à tração, adotou-se fe = 1,43 N/mm2, κ0 =

2,15 x 10−4 e Ẽ = 13463,0 N/mm2. Por sua vez, para o comportamento material

à compressão, considerou-se fe = 16,0 N/mm2, κ0 = 2,2 x 10−3 e Ẽ = 13463,0

N/mm2.

No processo de solução, empregou-se o método de controle direto de desloca-

mento, incremento de 0,01 mm no deslocamento vertical (Dy) do nó destacado na

Figura 6.15. A carga de referência foi de 28 N/mm e a tolerância admitida para a

convergência de cada passo foi de 1 x 10−3.

A Figura 6.16 mostra a trajetória de equiĺıbrio obtida para o grau de liberdade

controlado durante a solução.
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Figura 6.16: Painel em “L” - Trajetória de equiĺıbrio.

Por sua vez, as Figuras 6.17 e 6.18 apresentam o resultado da análise de localiza-

ção de deformações para os 4 passos destacados com um ’x’ na trajetória. Destaca-se

a correlação observada entre a detecção do fenômeno de localização e a degradação

material, representada pelo dano na direção ε1 ao longo do domı́nio discretizado.
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Figura 6.17: Painel em “L” - Análise de localização - Parte 1.
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Figura 6.18: Painel em “L” - Análise de localização - Parte 2.
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6.4 Cisalhamento em 4 pontos

Uma viga sob cisalhamento em 4 pontos, cujo esquema estrutural encontra-se

representado na Figura 6.19, foi modelada com elementos finitos planos quadrilate-

rais. Este elemento estrutural exibe um modo misto de solicitação, cuja modelagem

é complexa devido à simulação dos efeitos resultantes de esforços de cisalhamento

em meios parcialmente frágeis (Penna, 2011). Neste cenário, esta simulação visa

demonstrar a generalidade da análise de localização implementada quanto aos tipos

de carregamentos aplicados.

P0,13 P

203,0 397,0 61,0 61,0 397,0 203,0

espessura:

156,0

dimensoes

em mm

~
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Figura 6.19: Cisalhamento em 4 pontos - Esquema estrutural.

A carga de referência foi de P = 130000, 0 N . A Figura 6.20 apresenta a discreti-

zação adotada. Toma-se como referência o ensaio experimental realizado por Arrea e

Ingraffea (1982), cujos resultados foram obtidos em função do deslocamento vertical

relativo das extremidades da trinca (CMSD, “Crack Mouth Sliding Displacement”).
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Figura 6.20: Cisalhamento em 4 pontos - Discretização adotada.

O modelo constitutivo selecionado foi o de fissuração distribúıda com direção

fixa. Por sua vez, as propriedades materiais adotadas foram E = 24800,0 N/mm2,

ν = 0, 18, fc = 34, 0 N/mm2, εc = 0, 0024, ft = 3, 4 N/mm2 e εt = 0, 00024. O

modelo foi solucionado com o método de controle de comprimento de arco ciĺındrico

com incremento inicial do fator de carga de 0,0125 e tolerância de 1 x 10−4.

A Figura 6.21 apresenta os resultados da análise de localização realizada em 3

passos de carga distintos e o dano na direção ε1 ao longo do domı́nio discretizado.

Observa-se boa correlação entre a detecção do fenômeno de localização e o dano

material.

A direção normal à superf́ıcie de descontinuidade, obtida numericamente em

cada passo da análise, indica a capacidade da técnica implementada em descrever

a degradação material resultante de esforços cisalhantes. No limiar da zona de

degradação (ou na zona de propagação da trinca), a direção na qual o tensor acústico

torna-se singular é inclinada, caracteŕıstica de uma fratura em modo II.
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Figura 6.21: Cisalhamento em 4 pontos - Análise de localização.
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6.5 Bandas de Cisalhamento em Plasticidade

Como discutido na Seção 3.2, a localização de deformações pode se manifestar

como bandas de cisalhamento (shear bands) em materiais elastoplásticos. A mode-

lagem adequada destas bandas em simulações numéricas é um tópico de estudo ativo

entre pesquisadores e está diretamente relacionado com métodos para detecção de

instabilidades materiais e localização de deformações.

Schreyer e Neilsen (1996a) descrevem testes anaĺıticos e numéricos para determi-

nar a ocorrência da localização em elementos finitos. Em sua metodologia numérica,

os autores calculam um parâmetro de localização, denotado por φ, para cada ele-

mento. Este parâmetro varia de 0 a 1, sendo φ = 0 o estado inicial para toda a

malha e φ = 1 a detecção da instabilidade material no elemento.

Duas simulações descritas no trabalho de Schreyer e Neilsen (1996a) serão repro-

duzidas nesta seção e seus resultados serão comparados com a técnica de localização

de deformações implementada.

6.5.1 Tração Uniaxial

O primeiro exemplo consiste em um corpo retangular, com dimensões de 1 in

x 3 in, em Estado Plano de Deformação (EPD) e submetido a um deslocamento

prescrito máximo (∆) de 0,06 in em toda sua superf́ıcie superior. A Figura 6.22

ilustra as condições de carregamento e contorno consideradas.

O modelo constitutivo utilizado foi o de plasticidade com critério de von Mises.

As propriedades materiais adotadas foram módulo de elasticidade de 30 x 106 psi,

coeficiente de Poisson de 0,3, tensão limite de escoamento (σy) de 30 x 103 psi e

módulo pós-cŕıtico (H) de -20 x 10−3 psi.
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3.0 in
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D = 0,06 in

no de controle de deslocamento
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Figura 6.22: Tração Uniaxial - Esquema estrutural.

Duas discretizações foram adotadas, conforme mostrado pela Figura 6.23. Assim

como no trabalho original, uma imperfeição geométrica foi introduzida em ambas as

malhas ao se reduzir a largura de um elemento finito na altura média do modelo.

Esta imperfeição será responsável pela ocorrência da banda de localização na análise.

Empregou-se o método de controle direto de deslocamentos no processo de solu-

ção. O deslocamento vertical (Dy) do nó indicado na Figura 6.22 foi incrementado

em 3 x 10−4 in a cada passo. Para reproduzir fidedignamente o deslocamento pres-

crito em toda superf́ıcie superior do modelo, os demais deslocamentos verticais dos

nós desta face foram considerados iguais aos do nó de controle.
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Figura 6.23: Tração Uniaxial - Discretizações adotadas.

Conforme esperado, há a ocorrência de bandas de cisalhamento bem definidas

e pronunciadas em ambas as discretizações. A Figura 6.24 mostra as regiões de

concentração da deformação εyy ao longo do domı́nio considerado.
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Figura 6.24: Tração Uniaxial - Bandas de cisalhamento.

Na Figura 6.24, nota-se que as bandas de cisalhamento possuem origem no ponto

de imperfeição geométrica. Apesar disso, as simulações resultaram em bandas com

orientações distintas, simétricas em relação a uma linha horizontal que passa pelo

ponto de imperfeição.

A comparação entre resultados obtidos no INSANE e no trabalho de Schreyer

e Neilsen (1996a) para a malha refinada é ilustrada pela Figura 6.25. Observa-se

que, nos primeiros passos da simulação, há duas regiões de localização simétricas em

ambas as análises. No decorrer do processo de carregamento, as soluções divergem

quanto à banda preferencial para concentração da deformação plástica.
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Figura 6.25: Tração Uniaxial - Comparação entre bandas de cisalhamento.
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A Figura 6.26 compara os resultados da análise de localização implementada com

o parâmetro de localização de Schreyer e Neilsen (1996a) para a malha grosseira. Na

Figura 6.26(a), destaca-se o passo em que a localização de deformações foi apontada

pela primeira vez. A detecção inicial ocorreu em pontos materiais dispersos, com

pouca correspondência com o caráter localizado do fenômeno.

Em um passo mais tardio da simulação, como o mostrado na Figura 6.26(b), a

análise de localização aponta a ocorrência do fenômeno apenas em pontos materiais

que se encontram na região da banda de cisalhamento. A Figura 6.26(c) apresenta

o mesmo resultado na análise do trabalho de Schreyer e Neilsen (1996a).

Para um mesmo ponto material, houve alternância na direção normal à superf́ıcie

de descontinuidade obtida no decorrer da simulação. A oscilação ocorreu entre as

duas posśıveis direções no plano que definem a banda de localização. A técnica

numérica para análise de localização desenvolvida por Oliver et al. (2010), descrita

na Seção 4.3, apresentou um comportamento similar ao observado. Ela resulta em

um par de vetores que definem a direção normal à superf́ıcie de descontinuidade

(n) e o vetor de polarização (m). No entanto, devido à simetria da condição de

bifurcação, não é posśıvel especificá-los diante do par de vetores obtido.

Estima-se que tal instabilidade é consequência da solução numérica do problema

de otimização não linear. Como discutido na Seção 5.1.2, o método de Newton

foi utilizado com um ponto de partida aleatório no espaço parametrizado. Este

palpite inicial influencia diretamente na convergência do método e pode resultar

em um ponto ótimo global ou local. Quando mı́nimos locais também indicam a

ocorrência do fenômeno de localização, diferentes direções normais à superf́ıcie de

descontinuidade podem ser obtidas a cada passo da análise.
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Figura 6.26: Tração Uniaxial - Análise de localização para malha grosseira.

A Figura 6.27 compara os resultados da análise de localização implementada com

o parâmetro de localização de Schreyer e Neilsen (1996a) para a malha refinada. A

detecção inicial, mostrada na Figura 6.27(a), ocorre em pontos materiais dispersos,

de maneira similar à simulação realizada com uma discretização mais grosseira.

A Figura 6.27(b) apresenta a resposta da análise de localização para um dos

passos finais da simulação e a Figura 6.27(c) apresenta o mesmo resultado na análise

do trabalho de Schreyer e Neilsen (1996a).

Assim como na análise com malha grosseira, houve oscilação na direção normal

à superf́ıcie de descontinuidade obtida. Tal intercorrência corrobora com a hipótese



111

levantada anteriormente, que associa a instabilidade nas direções com a solução

numérica da otimização através do método de Newton.

Figura 6.27: Tração Uniaxial - Análise de localização para malha refinada.

6.5.2 Ensaio de Punção

O segundo exemplo consiste em um bloco quadrado, com dimensões de 12 in

x 12 in, em EPD. O bloco é submetido a um deslocamento prescrito máximo (∆)

de 0,24 in, simulando um esforço de punção. A Figura 6.28 ilustra as condições de

carregamento e contorno consideradas.

Novamente, o modelo constitutivo utilizado foi o de plasticidade com critério de

von Mises. As propriedades materiais adotadas foram módulo de elasticidade de 30
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x 106 psi, coeficiente de Poisson de 0,3, tensão limite de escoamento (σy) de 30 x

103 psi e módulo pós-cŕıtico (H) de -20 x 10−3 psi.

D = 0,24 in

12 in

12 in

no de controle de

deslocamento
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Figura 6.28: Ensaio de Punção - Esquema estrutural.

Duas discretizações foram adotadas, conforme mostrado pela Figura 6.29. A

natureza assimétrica do esforço será responsável pela ocorrência da banda de loca-

lização na análise.

Na solução do modelo, empregou-se o método de controle direto de deslocamen-

tos. O deslocamento vertical (Dy) do nó indicado na Figura 6.28 foi incrementado

em -3 x 10−4 in a cada passo. De maneira análoga à simulação anterior, a metodo-

logia master-slave foi utilizada para garantir que os demais nós com deslocamentos

prescritos acompanhem o nó de controle da solução.
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Figura 6.29: Ensaio de Punção - Discretizações adotadas.

Bandas de localização de deformações bem definidas foram observadas para as

duas discretizações consideradas. A Figura 6.30 ilustra as regiões de concentração

da deformação de cisalhamento γxy ao longo do domı́nio considerado.

Figura 6.30: Ensaio de Punção - Bandas de cisalhamento.
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A comparação entre o resultado da análise de localização e o parâmetro de loca-

lização proposto por Schreyer e Neilsen (1996a) é mostrada, para a malha grosseira,

pelas Figuras 6.31(a) e 6.31(b). De maneira similar ao exemplo anterior, houve al-

ternância na direção normal à superf́ıcie de descontinuidade obtida. Os vetores que

definem a superf́ıcie de descontinuidade (n) e a direção de polarização (m) permu-

taram livremente.

Figura 6.31: Ensaio de Punção - Análise de localização para malha grosseira.

Por fim, as Figuras 6.32(a) e 6.32(b) apresentam o resultado da análise de loca-

lização para a malha refinada e o parâmetro de localização proposto por Schreyer

e Neilsen (1996a). Observa-se boa correlação entre as técnicas confrontadas. No-

vamente, nota-se oscilação para a direção normal à superf́ıcie de descontinuidade

obtida.
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Figura 6.32: Ensaio de Punção - Análise de localização para malha refinada.



Caṕıtulo 7

CONSIDERAÇÕES FINAIS

7.1 Contribuições deste Trabalho

Neste trabalho, foi formulada uma metodologia para análise de localização de

deformações desvinculada da seleção de modelos constitutivos e modelos de análise.

Esta independência foi alcançada considerando a singularidade do tensor acústico

como condição para localização de deformações e utilizando um método numérico

para solucionar o problema de otimização oriundo da análise de localização.

A análise de localização implementada utilizou a parametrização cartesiana, des-

crita por Mota et al. (2016), para definir a direção da superf́ıcie de descontinuidade.

Esta técnica difere das tradicionais ao relaxar a condição de que o vetor parame-

trizado seja unitário. O trabalho de Mota et al. (2016) descreve os fundamentos

matemáticos deste tipo de parametrização, mas não trata da aplicação da técnica

nos diversos cenários de simulações numéricas expostas neste trabalho. Os resulta-

dos obtidos atestam a aplicabilidade da parametrização cartesiana para diferentes

discretizações, modelos constitutivos, modelos de análise e tipos de carregamento.

O fenômeno de localização de deformações é observado em diversos materiais,

como metais, concreto, rochas e solos. Matematicamente, a localização está dire-

tamente associada à perda de elipticidade das equações diferenciais que governam

um Problema de Valor de Contorno. A abordagem numérica para análise de loca-

lização permite também a generalidade em relação ao método numérico utilizado.

No escopo desta dissertação, porém, considerou-se somente o Método dos Elementos

116
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Finitos.

No contexto da análise estrutural, o Problema de Valor de Contorno é solucionado

para as grandezas de interesse (deslocamentos, deformações e tensões), de maneira

aproximada, através de métodos numéricos, como o Método dos Elementos Finitos.

Tais métodos perdem sua objetividade diante da localização de deformações e seus

resultados tornam-se dependentes da discretização adotada.

Diante deste cenário, a análise de localização fornece informações pertinentes a

métodos de regularização do cont́ınuo, que visam preservar a objetividade do modelo

numérico durante toda análise. Para estratégias multiescala, pontos materiais nos

quais o fenômeno de localização foi detectado podem constituir escalas subjacentes

de análise.

7.2 Sugestões para Trabalhos Futuros

Com base neste trabalho, sugerem-se as seguintes expansões para o sistema IN-

SANE:

1. Ampliar o escopo da análise de localização no sistema INSANE através da

implementação de técnicas que não sejam baseadas na singularidade do tensor

acústico;

2. Investigar o uso da metodologia proposta na detecção do fenômeno de locali-

zação de deformações numericamente induzido;

3. Implementar as técnicas de parametrização tradicionais (esférica, estereográ-

fica, projetiva e tangente) descritas na Seção 4.3;

4. Ampliar a generalidade da análise de localização para os demais métodos numé-

ricos implementados no INSANE, como Método dos Elementos de Contorno,

Métodos sem Malha e Método dos Elementos Finitos Generalizados;
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5. Avaliar o uso de outras metodologias para solução numérica do sistema não

linear, como busca linear, métodos quase-Newton e método PSO (Particle

Swarm Optimization);

6. Automatizar a definição de domı́nios locais para uma análise numérica que

utiliza a estratégia multiescala;

7. Investigar a propagação de fissuras com o uso de indicadores do fenômeno de

localização de deformações.
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