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Abstract

This work is based on the study of Gallai’s conjecture (1966), which tells us that any
connected graph with n vertices can be decomposed into at most | 5! | edge-disjoint
paths. One of the first results by Lovasz (1968) is presented. It asserts that if a graph has
at most one vertex of even degree, then the conjecture is true. Decompositions by trees
and complete graphs are studied. We also study works of Donald (1980) and Pyber (1996)
which extend Lovdsz’s technique. Finally we study the result of Fan (2005) which states
that if subgraph induced by even-degree vertices of a graph G is a graph with a certain

property, then the conjecture is true for G.

Key words: Gallai’s conjecture, decomposition, covering.



Resumo

Este trabalho esta baseado no estudo da conjectura de Gallai (1966), que nos diz que
qualquer grafo conexo com n vértices pode ser decomposto em no méximo | 41| ca-
minhos aresta-disjuntos. Apresenta-se um dos primeiros resultados obtidos por Lovasz
(1968), que afirma que se um grafo tem no méximo um vértice de grau par, entdo a conjec-
tura é verdadeira. Brevemente, estuda-se as decomposicdes por arvores e grafos comple-
tos. Estudamos os trabalhos de Donald (1980) e Pyber (1996) que estenderam a técnica de
Lovész. Finalmente, estudamos o resultado de Fan (2005) que afirma que se um subgrafo
induzido por vértices de grau par de um grafo G é um grafo com certa propriedade, entdo

a conjectura é verdadeira para G.

Palavras- chave: Conjectura de Gallai, decomposigdo, cobertura.
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Introducao

Ao longo dos ultimos 50 anos, os problemas de decomposicdo e cobertura de grafos
construiram relevantes dreas da pesquisa em teoria de grafos e combinatéria. Em parti-
cular, uma questao feita por Paul Erd6s permanece em aberto e deu origem a conjectura

de Gallai.

Nesse sentido, estudaremos a evolucdo da conjectura de Gallai. No entanto, para ter
uma nogdo do problema, é importante conhecer como foi proposta a conjectura. Inicial-
mente, em 1966, Erd6s perguntou qual é o nimero minimo de caminhos aresta disjuntos
em que todo grafo conexo de n vértices pode ser decomposto. Nesse mesmo ano, Gallai

conjecturou que tal nimero é |+ |. Formalmente,

Conjectura de Gallai. Se G é um grafo conexo de n vértices, entdo G pode ser decomposto em

no mdximo | "FL | caminhos.

Segundo as defini¢des padrdo, uma decomposigdo de um grafo G é uma familia F =
{Hy, ..., H;} de subgrafos aresta-disjuntos de G tal que cada aresta de G pertence a exata-
mente um H;. Além disso, se cada H; é um caminho, entdo F é chamada de decomposicdo
por caminhos de G. A cardinalidade minima de uma decomposicdo por caminhos de G é

chamada de path number e é denotada por p(G).

Umas das primeiras contribui¢des na direcdo de resolver tal conjectura foi dada por
Lovasz [9], que usou uma técnica que até hoje é muito empregada. Sob essas defini¢des,

o autor apresentou o seguinte teorema:

Teorema (Lovész, 1966). Um grafo G com n vértices tem uma decomposicido F em no mdximo

| 5] caminhos ou ciclos.



Uma das consequéncias desse teorema é que, se G contém no maximo um vértice de
grau par, entdo G pode ser decomposto em |5 | caminhos aresta-disjuntos. Anos depois,
a partir deste teorema, Donald [6] mostrou que um grafo G pode ser decomposto em | 32 |

caminhos aresta-disjuntos.

Posteriormente, Pyber [10], provou que a conjectura é verdadeira quando cada ciclo

de G contém pelo menos um vértice de grau impar. A partir desse resultado, temos que:

Teorema (Pyber, 1996). Todo grafo conexo G com n vértices pode ser coberto por 5 + O(n%)

caminhos.

Teorema (Pyber, 1996). Todo grafo conexo G de n vértices com e arestas pode ser coberto por

5 +4(5) caminhos.

A partir da técnica usada no procedimento da demonstragao feita em Lovasz [9], Fan
[8] nos diz que por meio de uma construcdo é possivel decompor um grafo G (ndo ne-
cessariamente conexo) em |4 | caminhos aresta-disjuntos, se o subgrafo induzido pelos
vértices de grau par de G é um a-grafo. Em outras palavras, foi obtido o seguinte resul-

tado:

Teorema (Fan, 2005). Seja G um grafo com n vértices (nio necessariamente conexo). Se o E-

subgrafo de G é um «-grafo, entiio G pode ser decomposto em | 5 | caminhos aresta-disjuntos.

Com todo isso, nesta dissertacdo, estudamos os 4 resultados descritos acima descre-

vendo a evolugdo da conjectura.

No primeiro capitulo, serdo introduzidos as principais defini¢des e propriedades sobre

grafos, tendo o intuito de facilitar a compreensdo dos seguintes capitulos.

No segundo capitulo, mostramos com detalhe a técnica usada por Lovadsz na demos-

tragdo de seu teorema e alguns resultados para grafos especiais.

No terceiro capitulo, introduzimos os conceitos referentes a cobertura na demostragdo

dos teoremas de Pyber.

No quarto capitulo, a partir da técnica de Lovasz, provamos o resultado de Fan resol-

vendo um caso particular da conjectura.



Capitulo 1

NotacoOes e conceitos basicos

Neste capitulo definiremos os conceitos e resultados padrdes baseados nos livros de
C.Berge [1], D. West [12] e ]. Bondy e U. S. R. Murty [2] da teoria de grafos. Tais conceitos

serdo importantes para nossos estudos ao longo deste trabalho.

1.1 Grafos

Defini¢do 1.1.1. Um grafo G é uma tripla G = (V(G), E(G), §), consistindo de um con-
junto ndo vazio de vértices V, um conjunto de arestas E (disjunto de V), e uma funcdo
incidente g que associa cada aresta de G um par ndo ordenados de vértices de G. Se
e é uma aresta e u e v sdo vértices tal que P (e) = uv, entdo e une u e v; os vértices de
uma aresta sdo chamados de extremidades. Dizemos que u é adjacente a v se e somente
se {u,v} € E. Quando u e v sdo extremidades de uma aresta, sdo ditas adjacentes ou
vizinhos. Uma aresta como {u,v} serd denotada simplesmente por uv ou por vu. Um
laco (loop) é uma aresta cujas extremidades sdo iguais. Uma aresta multipla ou aresta

paralela sdo arestas que possuem o0s mesmos vértices como extremidades.

Un grafo simples é um grafo sem loops nem arestas multiplas. Nesta dissertagdo

estudaremos s6 grafos simples. O termo grafo sempre faz referéncia a grafos simples.

Defini¢do 1.1.2. Seja G = (V(G), E(G), ) um grafo. A ordem de um grafo G é o ntimero
de vértices de G. O tamanho de um grafo G é o numero de arestas de G. Além disso,
|V| = n e |E| = m denotam o ntimero de vértices e o nimero de arestas, respetivamente.
Dado um v € V, denotamos por Ng(v) (ou simplesmente por N(v)) ao conjunto dos

vértices adjacentes a v, isto é, Ng(v) = {u € V | uv € E}. O grau de v, denotado por
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dg(v) (ou simplesmente d(v)), é o nimero de vértices adjacentes a v, isto é,

dg(v) = d(v) = |Ng(v)|

O grau maximo de G é definido como A(G) = max{d(v) | v € V(G)}. O grau minimo de
G é definido como §(G) = min{d(v) | v € V(G)}

Defini¢do 1.1.3. Seja G = (V, E) um grafo. Dizemos que G é regular quando todos seus
vértices tém o mesmo grau, ou seja, §(G) = A(G). Um grafo é k-regular se d(v) = k para

todo vértice v.

Observagdo 1.1.4. Um vértice v é isolado se d(v) = 0. Um vértice v é universal quando
estd conectado por arestas a todos os demais vértices, isto é, N(v) = V(G)\{v}. Se v é

um vértice universal entdo d(v) = n — 1.

Definic¢do 1.1.5. Um grafo trivial é um grafo com um tinico vértice (n = 1). Um grafo nulo

é um grafo com seus conjuntos de vértices e arestas vazios.

Teorema 1.1.6. Em qualquer grafo simples G,

Corolario 1.1.7. Em um grafo qualquer, o niimero de vértices de grau impar é par.

Defini¢do 1.1.8. Um subgrafo de um grafo G é um grafo H (H C G) se V(H) C V(G),
E(H) C E(G) e ¢y é uma restrigdo de g em E(H). Quando H C G mas H # G, dizemos
que H é um subgrafo préprio de G (H C G). Um subgrafo gerador (spanning subgraph)
de G é um subgrafo H de G tal que V(H) = V(G).

Notagdo 1.1.9. Seja G um grafo. Se B C E(G), entdo G\ B é o grafo obtido de G apagando
todas as arestas de B. Seja S C V(G), entdo G — S é o grafo obtido de G apagando todos
os vértices de S junto com todas suas arestas com pelo menos uma extremidade em S. Se

S = {x}, denotaremos como G — x.

Defini¢ao 1.1.10. Um subgrafo H é um subgrafo induzido de G se, para qualquer par de
vértices x e y de H, xy é uma aresta de H se e somente se xy é uma aresta de G. Em outras

palavras, H é um subgrafo induzido de G se ele tem todas as arestas que aparecem em G
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sobre o mesmo conjunto de vértices. Se o conjunto de vértices de H é um subconjunto S

de V(G), entdao H pode ser escrito como G|[S] e diz-se ser induzido por S.

Exemplo 1.1.11. No seguinte grafo G, mostra-se a diferenga entre grafo induzido e grafo

gerador.

G

Figura 1.1: Subgrafo induzido e subgrafo gerador

Defini¢do 1.1.12. O complemento de um grafo G é o grafo G tal que V(G) = V(G) e
E(G) = {uv\uv ¢ E(G)}. Note que G e seu complemento sdo grafos disjuntos em arestas.

Portanto, G N G é um grafo sem arestas. Além disso, G U G é um grafo completo.

Definic¢ao 1.1.13. Um grafo G é um grafo completo se quaisquer dois vértices de G sdo

vizinhos. O ntimero de arestas de um grafo completo é

(-t

Denotamos por K, um grafo completo com n vértices. Um grafo completo é um grafo
regular com todos seus vértices de grau n — 1. Um clique num grafo G é um subgrafo

que é completo.

Defini¢ao 1.1.14. Um conjunto independente (ou conjunto estdvel) em um grafo é um

conjunto de vértices ndo adjacentes entre si.

Defini¢do 1.1.15. Um caminho de n vértices, denotado por Py, é um grafo tal que V(P,) =
{v1,02,...,vn} e E(Py;) = ey,€,...,e5_1, 0nde, ¢; = v;0; 11 paral < i < n — 1. Um caminho
é simples se ndo tem vértices repetidos. Um ciclo de n vértices, denotado por C;, é um
grafo tal que V(C,) = {v1,v2,...,vn} € E(Cy) = {e1,€,...,en}, onde, ¢; = v;v;,1 para 1 <
i<n-—1,ee,; = v10,. Em um ciclo, devemos ter n > 3. O comprimento de um caminho
ou ciclo é o numero de arestas do caminho ou ciclo. Um caminho de comprimento k tem

k 41 vértices. Um ciclo de comprimento k tem k vértices.

Teorema 1.1.16. Se um grafo contém exatamente dois vértices de grau impar, existe um caminho

ligando esses dois vértices.
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Demonstragio. Seja G um grafo onde todos os vértices sdo de grau par, exceto os vérti-
ces v1 e vp. Pelo Coroldrio 1.1.7, ndo existe um grafo (ou uma componente) que tem um
nimero impar de vértices de grau impar. Entdo v; e v, devem pertencer a mesma com-

ponente, e deve existir um caminho entre eles. H

Teorema 1.1.17. Seja G um grafo no qual todos os vértices tenham grau pelo menos 2. Entdo, G

contém um ciclo.

Demonstragido. Dado v € V , construiremos um ciclo através de um processo recursivo.
Escolhemos v; um vértice qualquer adjacente a v e, para cada i > 1, escolhemos v;;
algum vértice diferente de v;_; adjacente a v;. Temos que a existéncia de tais vértices é
garantida por hipotese (pois cada vértice pertence a no minimo duas arestas) e como G
tem um numero finito de vértices, devemos em algum momento escolher um vértice ja
escolhido antes. Se vy é o primeiro tal vértice, entdo o percurso entre as duas ocorréncias

de vy é um ciclo, como queriamos. u

Teorema 1.1.18. Um grafo admite uma decomposigdo por ciclos se e somente se os vértices de G

tém grau par.

Defini¢ao 1.1.19. Um caminho Hamiltoniano é um caminho que visita cada vértice de G
exatamente uma vez. Um grafo que contém um caminho Hamiltoniano é chamado um
grafo Hamiltoniano. Um grafo é Hamilton-conexo se para cada par de vértices existe um

caminho Hamiltoniano entre os dois vértices. Analogamente para ciclo Hamiltoniano.
Defini¢do 1.1.20. Seja G = (V,E) um grafoeu,v € V.

e A distancia entre dois vértices u e v é o comprimento do menor caminho de 1 a v

no grafo G. Utilizamos a notagdo dist(u, v) para representar a distancia entre u e v.

e A excentricidade de um vértice vem um grafo G é definida como

exc(v) = max{dist(v,w)\w € V(G)}

e O didmetro de um grafo estd definido da seguinte maneira

diam(G) = max{exc(v)\v € V(G)}
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Defini¢dao 1.1.21. Um grafo G = (V,E) é conexo se para todo par de vértices u,v € V
existe um caminho de u para v. Caso contrério, ¢ chamado desconexo. Uma componente
conexa de um grafo G é um subgrafo conexo maximal de G. Denotamos por k(G) o

numero de componentes conexas de G. E claro que G é conexo se e somente se k(G) =

Observacao 1.1.22. O adjetivo maximal significa o seguinte: se H é componente conexa
de G entdo ndo existe um grafo conexo H' tal que H C H’' C G, ou seja, ndo existe

subgrafo conexo H' de G tal que H é subgrafo proprio de H'.

Defini¢dao 1.1.23. Um grafo G é bipartido se V(G) é a unido de dois conjuntos disjuntos
independentes chamados partes de G, isto é, se pudermos escrever V = V; U V,, onde V;

e V, sdo conjuntos ndo vazios, disjuntos e independentes.

Defini¢do 1.1.24. Um grafo bipartido completo, G = (V; + V,, E), é um grafo bipartido
tal que para quaisquer dois vértices, v; € V] e vy € V5, v172 é uma aresta em G. O grafo

bipartido completo com partes de tamanho |V;| = m e |V,| = n, é denotado por Ky .

1.2 Arvores

Nesta subsecdo, apresentaremos uma classe de grafo que chamamos de arvore e estu-

daremos alguns resultados sobre eles.

Defini¢ao 1.2.1. Um grafo sem ciclos é chamado aciclico. Uma arvore é um grafo conexo
aciclico. Uma floresta é um grafo aciclico cujas componentes conexas sdo drvores. Uma
folha ou vértice pendente é um vértice de grau 1. Uma 4rvore geradora é um subgrafo
gerador que é uma drvore. Uma estrela é uma arvore consistindo de um vértice adjacente

a todos os demais vértices. A estrela com n vértices é um grafo bipartido completo Ky ,,_1.

/NN I

Figura 1.2: Floresta e drvore

Teorema 1.2.2. Um grafo T é uma drvore se e somente se existe um iinico caminho entre cada par

de vértices de T.
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Coroldrio 1.2.3. Se G é um grafo conexo, entdo G contém pelo menos um ciclo se e somente se

m > n.

Corolario 1.2.4. Toda drvore ndo trivial tem pelo menos dois vértices de grau 1.
Proposicao 1.2.5. Toda drvore nio trivial tem pelo menos duas folhas.

Proposicao 1.2.6. Sejam T uma drvore e v uma folha de T. Entdo, T — v é uma drvore.

Definic¢do 1.2.7. Uma ponte ou aresta de corte (cut-edge) de um grafo conexo G é uma
aresta e tal que k(G —e) > k(G). Em outras palavras, uma aresta é uma ponte se sua

exclusdo desconecta o grafo.

Proposicao 1.2.8. Toda aresta em uma drvore é uma ponte.

Teorema 1.2.9. Uma aresta e é uma ponte de G se e somente se ndo existe ciclo contendo e em G.
Teorema 1.2.10. Um grafo conexo T é uma drvore se e somente toda aresta de T é uma ponte.

A partir das defini¢des, teoremas, proposi¢des e corolarios podemos escrever o se-

guinte teorema.
Teorema 1.2.11. Seja T um grafo com n vértices. As sequintes afirmagdes sio equivalentes:
1. T é uma drovore.
2. T ndo contém ciclos e tem n — 1 arestas.
3. Téconexoem =n — 1.
4. T é conexo e toda aresta de G é uma ponte.

5. Todo par de vértices de T é ligado por um 1inico caminho.

1.3 Conectividade

Defini¢do 1.3.1. Dado um grafo conexo G, um conjunto de vértices S € V(G) é um sepa-
rador de G se k(G — S) > k(G). Um vértice de corte de um grafo é um vértice tal que a

remocao deste vértice provoca um aumento no nimero de componentes conexas.

Exemplo 1.3.2. No seguinte grafo conexo, C é um separador, pois a remo¢do do mesmo

gera dois componentes conexas.
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b d b d

f

Figura 1.3: Vértice de corte

Definic¢do 1.3.3. Um grafo conexo é nao separavel se ndo tem vértices de corte.

Definic¢ao 1.3.4. Um bloco de um grafo G é subgrafo conexo B de G tal que B é conexo
maximal ndo separédvel de G. Se o préprio G é conexo e ndo tem vértice de corte, entdo, G

¢ um bloco. Um bloco final em B é um bloco que contém no maximo um vértice de corte.
Observacao 1.3.5.

e Dois blocos distintos em um grafo tém no maximo um vértice em comum; no caso

de compartilharem um vértice, tal vértice serd necessariamente um vértice de corte.

e Cada aresta de um grafo G estd em um tinico bloco. Portanto, os blocos determinam

uma particdo de E(G).

e Se B é um bloco de G, entdo B como um grafo ndo tem vértice de corte, mas B pode

conter vértices que sado vértices de corte de G.

1.4 Emparelhamentos

Defini¢do 1.4.1. Seja G um grafo. Um conjunto de arestas M C E(G) é chamado empa-
relhamento (matching), se e N ¢’ = @ para quaisquer par de arestas distintas e¢,¢’ € M.
Em outras palavras, o conjunto M C E(G) é um emparelhamento se tem a propriedade
que cada vértice em V(G) é incidente no maximo uma aresta de M. Dado um empare-
lhamento M e um vértice v, dizemos que M satura (ou cobre) v, se alguma aresta de M
incide em v. Caso contrdrio, dizemos que v é um vértice insaturado (ou descoberto) por

M.



Capitulo 1. Notagdes e conceitos basicos | 10

Defini¢do 1.4.2. Um emparelhamento M é perfeito se |[M| = |75 |; em outras palavras,
M satura os vértices de G. Um emparelhamento M serd maximal se ndo existir nenhum
outro que o contenha propriamente, e serd maximo se nao existir nenhum outro de car-
dinalidade maior. E claro que todo emparelhamento méximo é maximal, mas nem todo
emparelhamento maximal é maximo. O tamanho de um emparelhamento maximal é de-

notado por v(G).

Exemplo 1.4.3. No grafo de Petersen, v(G) =5,

/\

Figura 1.4: Emparelhamento do grafo de Petersen

Exemplo 1.4.4. Diferenca entre emparelhamento maximal e emparelhamento perfeito.

(a) (b)

Figura 1.5: (a) Emparelhamento maximal, (b) Emparelhamento perfeito



Capitulo 2

Introducao a decomposicao de grafos

Neste capitulo, estudaremos os artigos de Lovdsz [9] e Donald [6]. O objetivo é deta-
lhar as ideias de decomposi¢do de um grafo, seja por caminhos e ciclos, por &rvores ou
por grafos completos. Assim, nosso estudo estd baseado em estudar o numero minimo

de subgrafos que decompdem um grafo G sendo estes de certa classe.

2.1 Decomposicao por caminhos e ciclos

Vejamos algumas defini¢des prévias para entender o teorema central desta segao.

Defini¢ao 2.1.1. Uma decomposi¢do de um grafo G é uma familia 7 = {Ha, ..., H;} de
subgrafos aresta-disjuntos de G tal que cada aresta de G pertence a exatamente um H;.
Se cada H; é um caminho, entdo F é chamada de decomposi¢ao por caminhos de G. O

conceito de decomposicédo por ciclos é definido analogamente.

Definicao 2.1.2. A cardinalidade minima de uma decomposi¢do por caminhos de G é

chamada de path number e é denotada por p(G).

Conjectura 2.1.3 (Conjectura de Gallai). Se G é um grafo conexo de n vértices, entdo G pode

ser decomposto em no mdximo | "L | caminhos.

Em outras palavras, a conjectura de Gallai diz que p(G) < |5 ].
Proposi¢do 2.1.4. Se G é um grafo s6 com vértices de grau impar, entdo p(G) > 3.

Demonstragdo. Seja F = {P,, P, ..., P} uma decomposi¢do minima por caminhos, isto é,
p(G) = k. Como cada vértice é de grau impar, cada um é extremidade de pelo menos um

caminho P; onde 1 <i <k, entdo k > 7. [ |

11
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A proposicdo anterior mostra que a conjectura de Gallai é sharp, em outras palavras
que é o6tima.

E importante destacar que no artigo de Lovasz [9], mostrou-se uns dos primeiros re-
sultados sobre dita conjectura. Assim, o teorema a seguir é um dos principais resultados
neste capitulo porque a técnica usada na demonstragdo se tornou uma técnica padrdo

para muitos resultados posteriores.

Teorema 2.1.5 (Lovasz, 1968). Um grafo G de n vértices tem uma decomposicio F de no mdximo

| 5| caminhos ou ciclos.

A seguinte demostracdo do teorema esta baseado no artigo de Donald [6] que corrige

um erro na prova original do Lovész.

Demonstragio. Seja n o numero de vértices ndo isolados em G. Provaremos por indugao

em A(G) = 2m —n. Se A(G) < 0 entdo pelo Teorema 1.1.6,

i dg(v) =2m < n.

veV

Como dg(v) > 1,V v € V(G), é claro que

i dg(v) > n.

veV

Portanto, dg(v) = 1, para todo v ndo isolado. Assim o teorema é verdadeiro para arestas
isoladas, pois o grafo pode ser desconexo. Vamos supor que A(G) =2m —n > 0 e que o

teorema é verdadeiro para qualquer grafo G’ de ordem n’ com:
L”—J - H e AMG') < A(G) (1)

A partir das condigdes anteriores, serdo considerados dois casos para a demonstragdo do

teorema.

Caso I: G tem pelo menos 1 vértice de grau par. Em Donald [6], chama-se construgio de
Lovdsz em x a seguinte construgdo: Suponhamos que existe pelo menos um vértice ndo
isolado de grau par e seja x € V(G). Denotemos por ay,ay,...,ax 0s vértices de grau
par de G e by, by, ..., by vértices de grau impar de G adjacentes a x em G. Seja G’ o grafo

obtido removendo-se as arestas xa; € E(G). Denotando por n’ e m’ o numero de vértices
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ndo-isolados e arestas de G', respectivamente, tem-se que G’ satisfaz a condicdo (1), pois
n—1<n"<nem'=m—k <m-—1. Assim A(G') <2m —n—1 < A(G). Por hip6tese de
indugdo, o grafo G’ possui uma decomposi¢do minima F’ de no maximo [%/J caminhos

ou ciclos aresta disjuntos de G’ por (1).

G X G’

Figura 2.1: Construgdo do grafo G’ no teorema de Lovasz

Se H é o conjunto de vértices adjacentes a x em G, entdo todos os vértices de H tém
grau impar em G’. Cada vértice de H em G’ sera um ponto final de pelo menos um
caminho de F’. Para cada i = 1,2,..,k definimos uma sequéncia de vértices de H, S; =
{ai0,ai1,a;2,...} tal que a;o = a; e a;, é da seguinte forma: Como 4;,, € H, a;, tem grau

impar em G’ e por tanto existe um caminho U, de 7’ comecando em a;,,. Assim
e Se x ¢ U;, entdo a sequéncia acaba no ponto 4; ;.

e Sex € U;, entdo a; 1 serd o vértice que precede x.

Lo

Chamaremos cada sequéncia S; = {a,,4;1,4i2,...} uma Sequéncia de Lovdsz. Neste

ponto temos que fazer quatro observagdes importantes.
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1. a;, é adjacente a x em G’ se e s6 se 1 > 1. A demostragdo é obvia pois, se suponha-
mos que y = 0, a aresta xa;;, = xa; ¢ E(G’) pela construcdo de G’, assim p > 1.

Inversamente, pela construcéo das sequéncias de Lovész, a; , é adjacente a x em G'.

2. Sea;, = a;,entdoi = jey = v. Seja a;;, = aj, e suponhamos que y < v. Se
pu = 0, entdo aj, = a;9 = a; mas xa; ¢ E(G'). Assim xa;, ¢ E(G'), portanto
v =0. Sea; = ajentdoi = j. Agora, se u > 0, consideremos um caminho W da
decomposigdo F' que contem xa;,. Entdo W = U, ,, 1 pois a;,, 1 foi obtido como
o vértice do caminho U; ;1 que precede x. Da mesma forma, consideremos um
caminho V da decomposi¢do F’ que contem xa;, = xd;,. Entdo, V.= U;, 1. Mas

como as decomposicdes sdo aresta disjuntas, entdo temos que
ui,y—l =W=V= uj,v—l € iy = Xdjy-1

Como p < v, se fizermos y vezes o processo teremos que ;o = a;, . Assim, vale

que u = v ei = j. Isto implica que a sequéncia de Lovdsz é finita pois H é finito.

3. Os indices dos caminhos associados a uma sequéncia de Lovasz ndo sdo tinicos, em

outras palavras, pode acontecer que U; , = U;,, com (i, ) # (j,v).
4. Aaresta xa;, € U, 1sep > 1.

Definamos a funcéo f, que a cada caminho U;,, € F' associard um caminho f(U; ,),
de modo que F = Im(f) seja uma decomposicdo das arestas de G em caminhos.

Seja H' o conjunto de vértices indexados de H. Seja U um caminho ou ciclo de F’. Se
U nao tem a forma de U;, entdo f(U) = U, isto é que f ndo altera U. Em outro caso,

vamos distinguir dois pares de casos:

1. (a) Sex € U = Uj,.
(b) Sex & U =U,.
2. (a) SeU = U;,, = U;, onde (i, u) # (j,v). (Isto quer dizer que o caminho Uj; ,, tem
duas extremidades em H’, Ajy € ajy).
(b) Se U = U, o indice € tnico. (Isto quer dizer que o caminho U; ;, tem um tnico

ponto final em H', a; ,,).

Vamos combinar dois a dois cada caso e definiremos f(U) :
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e Caso 1.(a) e 2.(a): Como x € U;, = Uj, e este caminho tem duas extremidades 4; ,

eaj, em H !, entdo definiremos

f(UW) = Uy — X1 — Xajy 11 + Xa;, + xa;,

que é um caminho.

Figura 2.2: Caso: 1.(a) e 2.(a)

e Caso 1.(a) e 2.(b): Como x € U, e este caminho tem um ponto final 4;, em H’,

entdao definiremos

f(Uiy) = Uiy — xai, 1+ xa;,
que é um caminho.

X f

-

HJ I qu u+] y zZ HJIJU! M+l

Figura 2.3: Caso: 1.(a) e 2.(b)

e Caso 1.(b) e 2.(a): Como x ¢ U;, e este caminho tem duas extremidades 4;, e a;,

em H’, entdo definiremos
f(Uiy) = Uiy + xa;, + xaj,

que é um ciclo.
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X f X
[ ] e &

i1 v i v

Figura 2.4: Caso: 1.(b) e 1.(a)

e Caso 1.(b) e 2.(b): Como x ¢ U, e este caminho tem um ponto final 4;, em H’,

entdao definiremos

f(Uiy) = Uy + xa;,

que é um caminho.

Figura 2.5: Caso: 1.(b) e 2.(b)

Com isto completamos a definigdo de f. Agora, nés temos que provar que os caminhos
e ciclos formados por f sio uma decomposicdo das arestas de G, isto é, se yz é uma aresta
de G entdo yz esta contido em exatamente um f(U). Claramente, se uma aresta yz nao
é da forma xa; , entdo yz aparece em algum U de F’, e também em, e somente em f(U).
Assim, resta provar apenas que se xai, € f(U;,) entdo U;, = Uy ,. Seja xai, uma aresta
de f(U;,) e suponhamos que xa, # xa;,. Vejamos U;, para cada caso mencionados

acima:

e Se U;, ¢ da mesma forma que no caso 1.(a) e 2.(a) e no caso 1.(b) e 2.(a), entdo
U, = Uj,, onde (i,1) # (j,v). Assim, as tnicas arestas de f(U;,) adjacentes a x
80 Xa;, € xa;,. Ja que xay, # xa;,, se segue que a, = 4a;,, entdo pela observagao

2, temos (k,p) = (j,v), e portanto Xay, € f(Uk,p) = f(U]-,y) = f(llzy)

e Se U;, é da mesma forma no caso 1.(a) e 2.(b), seja Ui, = (”W' s Big 1, X, Y ooy z).Se

xay, € f(Uiy) e xar, # xa;, entdo ay, = y. Desta maneira z = ay, 1 e U;, =



Capitulo 2. Introdugdo a decomposigao de grafos | 17

Uy,o—1- Mas U;, tem s6 um ponto final em H’, entdo (i,u) = (k,o—1) ea;, =
agp—1 = z. Portanto U;, deve ter sido um ciclo o que ndo € o caso. Assim xay, ¢

f(U;,) anao ser que (k,p) = (i, ).

e Se U;, ¢ da mesma forma no caso 1.(b) e 2.(b) a tinica aresta de f (LIW) adjacente a
X €ajy.

Isto completa a construgdo de Lovész em x. Assim f(F’) = F é uma decomposigdo
das arestas de G em caminhos ou ciclos disjuntos e |f(F’)| = |F|. Com esta construcdo
obtemos uma decomposigdo de G a partir da decomposi¢do de G'. Como G’ tem pelo
menos 1 — 1 vértices ndo isolados e no méximo m — 1 arestas, verifica-se que A(G') <

A(G), de modo que podemos aplicar a hipétese de indugdo em G’. Assim, tem-se

FI=1FF) < |5)

caminhos ou ciclos. Portanto | F| < |5 ].

Caso 1I: G s6 tem vértices de grau impar. Seja G um grafo com n vértices nao isolados.
Se G ndo contem vértices de grau par, seja G o grafo obtido tomando-se um vértice x de
grau pelo menos 3 e adicionando um vértice a; no meio de alguma aresta adjacente a x.
Assim, G1 contem n; = n + 1 vértices ndo isolados. Se repetimos a construgdo de Lovasz
para o grafo Gy, vamos obter o grafo G| que satisfaz a condicdo (1), ja quen} =n+1e
m} = m (pois x ndo se tornou isolado porque escolhemos x com grau pelo menos 3 no

comego), além do que,
AMGY) =2my —nf =2m— (n+1) <2m—n = A(G).
Entdo como n é par, G; pode ser decomposto por
n| n+ly n| n
L?J_L 2 J“LzJ_z

caminhos ou ciclos disjuntos. Cada vértice de G; diferente de a; é o ponto final de pelo

menos um caminho da decomposi¢do (pois os vértices tém grau impar). Assim, a; ndo
é ponto final de um caminho da decomposigdo. Portanto, os 5 caminhos de G; também

decompdem G. Com os resultados dos casos I e II, o teorema de Lovasz estd provado. W

A partir do Teorema de Lovasz vejamos alguns coroldrios.
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Corolario 2.1.6. Se G é um grafo sé com vértices de grau impar, entio

p(G) =3

Demonstragio. Seja F uma decomposi¢do minima por caminhos ou ciclos de G. Pelo Teo-

rema de Lovéasz 2.1.5
n
< | =].
7= 5]

Como G s6 tém vértices de grau impar, 1 é par pelo Corolario 1.1.7. Assim, temos

mislil-3

Entéo pela Proposicao 2.1.4 e com as considera¢des previas

<p(G) <

NS
NS

Por tanto, p(G) = 5.
|

Coroldrio 2.1.7. Se G é um grafo completo de n = 2k vértices. Entdo, G tem uma decomposigio

em k caminhos hamiltonianos disjuntos.

Demonstragido. Ponhamos G = Kjp;. Cada vértice de Ky, tem grau 2k — 1, isto é, cada
vértice tem grau impar. Seja / uma decomposi¢do por caminhos ou ciclos minima. Entéo,

existe pelo menos % caminhos, isto é,

>
Fl>5 =2

NS

caminhos. Do Teorema de Lovasz 2.1.5, temos que | F| < k caminhos ou ciclos. Assim, F

¢ uma familia de k caminhos hamiltonianos. [ |

Corolario 2.1.8. Se G é um grafo completo de n = 2k + 1 vértices. Entdo, G tem uma decompo-

si¢do em k ciclos hamiltonianos disjuntos.

Demonstragido. Ponhamos G = Kp;,1. Cada vértice de Ky, 1 tem grau 2k, isto €, cada
vértice tem grau par. Sabemos que um grafo admite uma decomposi¢do por ciclos se

e somente se os vértices de G tem grau par. Assim, Ky, admite uma decomposi¢do
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por ciclos. Seja  uma decomposigdo por caminhos ou ciclos minima. Pelo Teorema de
Lovasz 2.1.5,

HERESEEE

caminhos ou ciclos. Assim, escrevendo F = {Hy, ..., Hy}, tem-se ¢ < k. Cada subgrafo

na decomposigdo F tem no méximo 2k + 1 arestas, |E(H;)| < 2k + 1, entdo

Z|E D < k(k+1).

Como Ky 1 é um grafo completo, entdo

(2k+1)((2k +1) — 1)

E(K =
’ ( Zk-‘rl)‘ 2

= k(2k +1).

Assim, F tem k elementos e |E(H;)| = 2k + 1. Logo, cada H; tem 2k + 1 arestas e cada H;

é um ciclo hamiltoniano. [ |

Coroldrio 2.1.9. Se G é um grafo que contém exatamente u vértices de grau impar e g vértices de

grau par (¢ > 1), entio,
u
p(G)<5+g-1

Demonstragdo. A partir dos fatos, é claro que u 4+ ¢ = n, e pelo Coroléario 1.1.7, u é par.

5= 150 =2 A

Seja F = {Py, ..., P, Cq,...,Cp } uma decomposi¢do minima por caminhos ou ciclos aresta-

Assim,

disjuntos do grafo G, entdo cada vértice de grau impar deve ser ponto final de pelo me-
nos um caminho de F. Logo, existem pelo menos 5 caminhos em F, isto &, se Fp =

{P1, ..., P} entdo | Fp| > 5 . Vejamos os seguintes casos:

e Se g = 0ou g = 1. A partir do Teorema de Lovész 2.1.5,

S

caminhos e ciclos disjuntos. E claro que se | Fp| < | F| entdo | F| = 4 caminhos, isto
é

p(C) =3

Neste caso ndo existem ciclos; isto prova a Conjectura de Gallai 2.1.3.



Capitulo 2. Introdugdo a decomposigao de grafos | 20

e Se g > 1. Para fazer a demostragdo deste caso, vamos a construir o grafo G’ a partir
de G, da seguinte forma: Consideremos ¢ — 1 novos vértices e unimos um a um com

os vértices de grau par de G.

G G

g-1 vértices

g vértices de grau par u vértices de grau impar G’ tem um tinico vértice de grau par

Figura 2.6: Construgdo do grafo G’

Desta forma, G' tem n’ = n+g¢—1 = u+2g — 1. A partir do Teorema de Lovasz
2.1.5, seja F' uma decomposi¢do minima de G’ tal que
u+29—1 J u

_t e
2 38

7)< | 5

caminhos ou ciclos. Além disso, é claro que G’ s6 tem-se um vértice de grau par,
/ 2 ) . ..

portanto G’ estd decomposto s6 em caminhos aresta disjuntos. Se apagamos as

arestas que adicionamos obtemos uma decomposicdo de G, pois como cada vértice

novo estd unido com um vértice de grau par, o caminho ndo modificou-se. Por tanto
u

A partir de ambos casos o coroldrio estd provado. u

Como consequéncia da demostra¢do do primeiro caso no Coroldrio 2.1.9, a conjectura

de Gallai foi verificada nesse caso particular. Formalmente,

Teorema 2.1.10. Seja G um grafo conexo com n vértices que contém no mdximo 1 vértice de grau

par. Entdo p(G) < | 5].

Coroldrio 2.1.11. Se G é um grafo com n vértices. Entdo, G pode ser decomposto por no mdximo

n — 1 caminhos.

Demonstragio. Segue-se do Corolario 2.1.9. u
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Em Donald [6], o limite superior do Corolario 2.1.9 foi melhorado. Para reduzir tal
limite superior de p(G), vamos estender a construcdo de Lovasz quebrando qualquer
ciclo obtido a partir de f em caminhos. E claro que f produz ciclos s6 quando Uiy =
Uj, e os pontos a;, e ds, Sd0 tinais das sequéncias de Lovasz Siu € Ss- Nesse sentido,

precisamos de alguns resultados.

Proposicao 2.1.12. Seja f a funcgio definida na construgio de Lovdsz. Se q é o numero de ciclos

formados por f entdo g < %, onde k é o numero de vértices de grau par adjacentes a x em G.

Demonstragio. Segue-se a partir da construcdo de Lovédsz no caso quando obtém-se ciclos.

Lema 2.1.13. Suponhamos que realizamos a construgdo de Lovdsz em x para obter uma decompo-
sigdo por caminhos e ciclos f(F') de G. Seja k 0 numero de vértices de grau par adjacentes a x em

G. Se F' consiste s6 de caminhos de G', entio em f(F') temos exatamente g ciclos onde

0<g< 2)

N =

p(G) < p(G) + [5(a 4 1) ®

Demonstragio. Para provar (2) segue da Proposi¢do 2.1.12. Seja g e p os ntimeros de ciclos
e caminhos na decomposi¢do de G, respetivamente. Entdo |F| = g+ p. Para obter s6
caminhos na decomposic¢do de G, vamos definir uma fungéo f” a partir da construcao de
Lovasz que leva os ciclos de 7 em caminhos que particionam G (removendo arestas, os

caminhos ndo mais particionam G), isto é

ffer o= fIF)

ciclo /(7 7cicloy __ 7 yciclo .
ui,y — f (ui,y )_ ui,y — X0,y

onde Uf’i}fl" = f(Uj,,) sdo os ciclos da decomposicdo F. E claro que |f’ (Uf;flo)| = g, onde
gc € o nimero de caminhos com cardinalidade 4. Pela hip6tese do lema, F’ consiste s6 de

caminhos, entdo p(G’) = g, + p. Assim,

p(G)=qg+p
<qgc+qgat+p
= p(G') +qq
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onde g, é o numero de arestas com cardinalidade 4. Se emparelhamos cada par de arestas

vamos obter caminhos de tamanho 2 ou 1 dependendo se g é par ou impar, vejamos:

e Se g ¢ par entdo vamos obter 7 caminhos de tamanho 2. Entéo,
p(G) < p(G)+1

caminhos.

. < ~1 . .
e Se g é impar entdo vamos obter 1~ caminhos de tamanho 2, e um caminho de

tamanho 1. Entéo,

caminhos.

Portanto,

caminhos. Assim (3) foi provado.

Observagio 2.1.14. Na prova anterior definimos uma fungdo f’ para construir caminhos

a partir de ciclos, este processo serd chamado de extensao da construcao de Lovasz.

Lema 2.1.15. Seja G um grafo, x € V(G) um vértice adjacente a um vértice de grau par. Se
f'(F") é uma decomposicio das arestas de G obtida pela realizagdo da construgio de Lovdsz em x

e sua extensio, entdo pelo menos um caminho de f'(F') comega em x.
O seguinte coroldrio mostra um novo limite superior ao Corolario 2.1.9.

Coroldério 2.1.16 (Donald, 1980). Se G é um grafo que contém exatamente u vértices de grau

impar e g vértices de grau par, entio

Demonstragido. Vamos demostrar a desigualdade como no Teorema de Lovasz 2.1.5. Usa-

remos induc¢do em A(G) = 2m — n, onde m é o numero de arestas de G e n é 0 numero
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de vértices ndo isolados. Deste modo, se G s6 tem vértices de grau impar (g = 0), pelo

Corolério 2.1.6 o resultado é imediato pois

o330 4+ )

Assim, vamos a assumir que G contém pelo menos 1 vértice ndo isolado de grau par. Se

A(G) =1, tém-se
1=AG)=2m—n= (idg(@ﬁ) —n,
i=1

onde o somatorio cobre todo os vértices ndo isolados, e d(v;) > 1 para cada v;. Portanto,
da igualdade se obtém arestas isoladas e duas arestas unidas por um vértice, em outras
palavras, n — 1 vértices de grau 1 e um vértice de grau 2. Pelo Corolario 2.1.9 tem-se

o resultado. Vamos supor que a hipétese é verdadeira para qualquer grafo G’ tal que

A(G') < A(G).

A partir das condi¢des anteriores, consideramos 3 casos para a demonstragdo do co-

rolério.

1. Caso I: G contém pelo menos um par de vértices adjacentes de grau par. Seja x tal vértice e

seja {ay,...,a} os vértices de grau par adjacentes a x.

(a) CasoI-a:Sek #2 (mod 4). Apagamos as arestas xa;,i = 1,2,...,k e obtém-se
o grafo G'. Se 1’ e g’ sdo os niimeros de vértices de grau impar e par, respecti-

vamente em G/, entdo

Se g ciclos sdo produzidos pela construcdo de Lovasz em x, entdo pela eq. (3)

do Lema 2.1.13,
p(G) < %u’ + Eg’J + E(q +1)] @)

i. Sek =0 (mod 4), o vértice x é de grau par em G’, pois apagamos k arestas
de G. Assimu’ = u+keg < g—k(sexéisolado entdo ¢’ =h—k—1).
Além disso, j& que 2q < kentdo |1(q+1)| < 1k, pois g épare,

k.

N

boen] = 3o
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Por tanto, da eq. (4) tem-se:

() < R+ e =) + 3+
RNESEIE S
:%u+_2g_+§k—2k+Ll(q+1)J
e[+ o)

S F

ii. Se k é impar, x é imparem G’ entdou’ =u+k+1leg = g—k—1. Assim,

ja que k é impar, é claro que 29 < k — 1, pois g é impar e,
1 1 1 1
— = — = — << = .
[5@+1)| = 5+1) +4 <40+
Por tanto, da equagdo (4) tem-se:

p(G) < %(u+k—|—1) + E(g—k—l)J + EW”J
— %u-l—%(k-l—l) + Eg— z(k+1)J + EWH)J
- %u+ 1(k+1) ng - Z(k+1)J + E(HUJ
L B ) e
hrli

(b) CasoI-b: Sek =2 (mod 4). Vamos construir o grafo G; da seguinte forma:
adicionamos um vértice y e a aresta ay ao grafo G. E claro que p(G) < p(Gy),
ja que se F; é uma decomposi¢do por caminhos de Gj, aiy é aresta inicial de
qualquer caminho de Fj, pois y é de grau impar. Assim, se apagamos axy,

obtém-se dois possiveis casos:
e Se P = {ayy} é um caminho de F7, entdo p(G1) = p(G).
e Se P = {ayy} pertence a um caminho de Fj, entdo p(G1) — 1 = p(G), isto
¢, p(G1) > p(G).
De ambos casos, tem-se que p(G) < p(Gj). Com isto, temos que mostrar

p(Gr) < 2”"‘ L48J
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Seguindo os procedimentos anteriores, apagamos as arestas xay, i = 1,...,k —
1 e obtém-se Gj. Comok =2 (mod 4),k > 2,logok —1 > 1, ou seja, apagamos
pelo menos uma aresta e nao deixamos o vértice de grau par x isolado. E claro
que A(G}) < A(G),isto &, p(G]) < 2uj + |3g}]]. Comok = {2,6,10,...}, k—1

é impar e, ja que em Gy temos, u; = u +2eg; = g — 1, tem-se,

wy=u+ k-1 +1=u+k+2,
gr=s1—(k=1)-1=g—k-1,

onde u} e g sdo os nimeros de vértices de grau impar e par de G}, respetiva-
mente. Como todo isso, fazemos a construcdo de Lovdasz para obter caminhos

e ciclos, e efetuamos a extensdo da construcdo de Lovasz nos g ciclos. Assim,

p(G1) < p(Gh) + | 5(g+ 1)
< %u’ﬁ Eg’lj + E(HDJ
:%W+k+@+{§@—k—lw+L;q+UJ
:%u+%(k+2)+ _Zg—i(kH)Jﬂ%(qH)J ®)
St 2k +2)+ [ 25— 2243 + |5a+ )]
::%u4-%(k4—2)+—_Zg——Z)J—-Z(k—-Z)M+%(q4—1X
PNV e

Da eq. (2) do Coroldrio 2.1.13, obtém-se

k—1

0<g< >

= 2q<k-1

E(qntl)J < E(HDJ = i(k—2> (6)

De (5) em (6), obtemos portanto
1 3
p(G) < p(G1) < su+| 58]

2. Caso II: G ndo contém um par de vértices adjacentes de grau par e existe um vértice y de

grau par nio isolado tal que para qualquer outro vértice z de grau par, d(y,z) > 3. Seja
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x um vértice de grau impar adjacente a y. Apagamos a aresta xy e completamos a
construcdo de Lovdsz em x. Ja que d(y,z) > 3, x ndo pode ser adjacente a qualquer
outro vértice de grau par. Assim, #' = u e ¢’ = g. Além disso, como k = 1 entdo

g = 0. Pelo Lema 2.1.13,
()< @)+ [+ ] < 5+ [Ge] = 5+ [3s]

. Caso III: Se nenhum dos casos I ou II sido vdlidos, existe um par de vértices de grau par
x ez tal que d(x,z) = 2 e nem x nem z sio adjacentes a qualquer vértice de grau par.
Assim, existe um vértice de grau impar y tal que xy e yz sdo arestas em G. Seguindo
os procedimentos anteriores, apagamos a aresta xy e obtemos o grafo G; com

vértices de grau impar e g; vértices de grau par em Gj.

Além disso, x é adjacente s6 a vértices de grau impar em Gy; G contém um par de
vértices adjacentes de grau par y e z. Entdo, faremos a construgdo de Lovdsz e sua

extensdo em G; ey. Como n = ny = nj, mj = my; —1emy; =m — 1, obtém-se
MGY) =2my —nf =2(my — 1) — ny < 2my —ny = A(Gy)

AMGr) =2mp—ny=2(m—1) —n <2m—n = A(G)

Por tanto, A(G]) < A(G1) < A(G). Isso dd uma decomposi¢do F; das arestas de Gy
com |Fy| < Juy + |3¢1]. Pelo Lema 2.1.15, pelo menos um caminho que F; tem um

ponto final em y.

E claro que ao reintroduzir a aresta xy, a cardinalidade |F;| ndo altera-se. Como
cada vértice adjacente a x é de grau impar em G; e j4 que y é ponto final de pelo me-
nos um caminho de Fj, entdo existe uma decomposi¢do por caminhos ou ciclos F
de G com cardinalidade |F7|. Nao obstante, dita decomposi¢do é s6 por caminhos,
pois, na construcdo de Lovasz, podemos obter ciclos s6 no caso particular quando
existe um caminho U; , = U;, e 4, e a;, sdo os pontos finais das sequencias §; e S;
com i # j (ver demostracdo do Teorema de Lovasz 2.1.5). Posto que G; foi obtido
por apagar s a aresta xy de G, estamos empregando uma s6 sequencia, assim, estdo

formado sem ciclos. Logo,

|Fl =A< %m + E&J
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onde F é uma decomposi¢do por caminhos das arestas de G. No entanto, u = u; e

g = g1. Por tanto,

A partir dos casos I, II e III a desigualdade que mostra o novo limite superior estd pro-
vado.

Donald [6] observa que, se a conjectura de Gallai 2.1.3 for verdadeira, entdo o melhor
limite superior a0 numero de caminhos de um grafo desconexo é |3n], isto é, p(G) <
L%nj Suponhamos que que G tém k componentes G1, Gy, ..., Gx ndo triviais (sem pontos
isolados) onde cada um tem numero de vértices impar. Se G; tem n; vértices para i =

1,2, ...,k entdo n; > 3, assim,

k
n=1Yy n; >3k
i=1

Logo, da conjectura de Gallai segue-se que

Assim, G pode ser decomposto por no méximo |%n] caminhos aresta disjuntos. Nao
obstante, Donald assinala que a partir da construcdo de Lovész, ainda ndo é possivel
obter p(G) < |3n], pois ao quebrar ciclos para formar caminhos poderfamos criar mais

L}L(g — 1) | novos caminhos.
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2.2 Decomposicao por arvores de didmetro menor

Defini¢do 2.2.1. Seja G um grafo com n vértices. Denotemos por f;(G) o menor niimero
de arvores de didmetro no méximo 7 necessarias para cobrir G. As drvores de didametro 2

e 3 sdo chamados estrelas (star) e estrela-dupla (double-stars), respetivamente.

i=1 i=2 i=3

Figura 2.7: Arvores de diametro i

Definicdo 2.2.2. Seja G um grafo. Denotemos por T o tamanho do maior conjunto inde-

pendente de G.
Proposic¢do 2.2.3. Seja G um grafo com n vértices nio isolados. Entdo T + f>(G) = n.
Demonstragdo. Ver [12] - pag 115. |

Teorema 2.2.4. Seja G um grafo com n vértices. Entido G pode ser decomposto por no mdximo

| % | double-stars.

Demonstragio. Seja M = {a1by,azby, ..., a:b,} um emparelhamento maximal de G e seja
I ={cy,ca,...,cs } 0 conjunto dos vértices que ndo estdo contidos em M. Se M é um empa-
relhamento perfeito, isto é, |[M| = r = 5, entdo todos os vértices que formam M cobrem
G. Assim, I = @. E claro que pela maximalidade de M, o conjunto I é independente. J&
que M esta formado por r arestas disjuntas, é claro que contém 2r vértices e, segundo a

defini¢do de 7, |I| = s < 7. Assim,
n=2r+s<2r+r.

A partir da defini¢do de didmetro minimo f3(G) < f2(G) e, pela Proposigdo 2.2.3 obtém-
se,

f3(G) < fo(G) =n—1 < 2r. (7)
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SR

Figura 2.8: Emparelhamento M

Por outro lado vamos formar o conjunto S; de arvores tinicos da seguinte forma:

Si = {aibi} U {ﬂib]' - E(G) 1< ]} U {aiaj, bzb] - E(G) > ]}

Por construcdo, S; é formado por arestas adjacentes a a;b;, portanto S; é double-star (sem
tridngulos). Seja T; a estrela consistindo das arestas que contem c;, isto sdo as arestas que

ndo pertencem a M. Claramente {51, S, ..., Sy, T1, Ty, ..., Ts } cobre G, por tanto,
f3(G)<r+s=2r+s—r=n—r. 8)

Multiplicando (8) por 2 e somando a (7), obtém-se,

2n

f3(G) +2(f3(G)) <2r+2n—-2r = f3(G) < 3

Por tanto, G pode ser decomposto por no maximo L%nj double-stars. u



Capitulo 2. Introdugdo a decomposigao de grafos | 30

2.3 Decomposicao por grafos completos

Um dos primeiros resultados deste caso foi apresentado em Erdds, Goodman e Pésa
[7], no ano 1966. A partir do teorema principal, em Lovész [9], assinala-se um exemplo

para grafos completos bipartidos onde dito resultado é sharp.

Teorema 2.3.1 (Erd6s, Goodman e Pésa, 1966). Seja G um grafo com n vértices. Entdo, as

arestas de G podem ser decompostas por L”TZJ subgrafos completos, cada um de ordem < 3 .

Demonstracio. Vamos demostrar o teorema com indugdo em 7. E claro que o teorema &
verdadeiro quando n = 2, pois, s6 poderemos obter um subgrafo completo, que é ele
mesmo. Vamos supor que a hipétese é verdadeira para qualquer grafo G' comn’ =n —1
vértices. Assim, vamos mostrar que o teorema também ¢é vélido para um grafo G de

ordem n > 2. Vamos comecar mostrando a seguinte igualdade,

7] 252+ 3 0

Se consideramos n = 2k + 1, tem-se

5= 1252 - e

-5 3

A partir das condigdes anteriores, consideramos 2 casos para a demonstragdo do teo-

rema.

1. Suponhamos que G contém um vértice xo que satisfaz d;(xo) < | 5]. Seja o subgrafo G
2

obtido de G por apagar o vértice xo. Entdo, Gy pode ser decomposto por L@j

subgrafos completos pela hip6teses indutiva. Assim, para decompor as arestas de

G precisaremos das arestas adjacentes ao vértice xo. Logo, o numero minimo de
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subgrafos completos que decompdem as arestas de G é no maximo L@J + (5]

Pela eq. (9), obtém-se L”sz subgrafos completos.

. Suponhamos que cada vértice x de G satisfaz dg(x) > [5]. Seja k = minyex{dc(x)}.

Podemos escrever k = | 5] 47,7 > 0, onde

Com isto, seja x; um vértice de grau k > 2r.

Agora, devemos mostrar que o subgrafo gerado por Ng(x1) contém um empare-
lhamento de cardinalidade r. Seja M um emparelhamento maximal em Ng(x1) e
suponha que |[E(M)| < r —1. Tome y € Ng(x1) \ M; entdo, pela maximalidade de

M, y ndo é vizinho de nenhum vértice de N (x1) \ V(M). Logo,

dc(yar—1) < (2r =2) + (n — k)

rn= 5] r e[ +r-

2
2] +r-1=k-1

IN

IN

Mas, isto é uma contradi¢do pois o grau minimo de cada vértice em G é k. As-
sim, obtemos um emparelhamento de cardinalidade r gerado por x;. Entdo, seja
Ng(x1) = {y1,¥2, - Yx—1,Yx} €, seja G o subgrafo obtido por apagar o vértice x;
e as r arestas de um emparelhamento [y1, 2], [y3, Y4, .., [Y2r—3, y2r]. Pela hipotese
indutiva, G; pode ser decomposto em [@J grafos completos. Entdo, G pode ser
decomposto por:

e Os r triangulos da forma [x1, y1, Y2, X1], .., [X1, Y2r—1, Yat, x1].

e Ask — 2r arestas isoladas da forma [x1, Y241, .-, [X1, Yi]-

e A cobertura de Gj.

Entdo, o numero minimo de subgrafos completos com ordem < 3 é no méximo

(052 o2 (252 o 3] - )

Assim, obtemos o resultado desejado.



Capitulo 2. Introducdo a decomposigdo de grafos | 32

Dos casos 1 e 2, obtém-se que o G pode ser coberto por ['ﬁl—zj subgrafos completos, cada

um com ordem < 3. [ |

Exemplo 2.3.2. Em Lovész [9], assinala-se que a cota no teorema anterior é sharp. Isto
é, que as arestas de algum grafo G de n vértices ndo podem ser decompostas por menos
que L”IZJ subgrafos de ordem < 3. De fato, suponha o grafo G com n vértices da seguinte

forma:

e Se n = 2k é par, seja G o grafo completo bipartido K. O numero minimo de

subgrafos completos que precisamos para decompor todas as arestas é

e (3 -5 )

e Sen = 2k + 1 é impar, seja G o grafo completo bipartido Kj y+1. O numero minimo

de subgrafos completos que precisamos para decompor todas as arestas é

k(k+1):k2+k:w: V’ZJ.

4



Capitulo 3

Cobertura por caminhos

Seguindo os resultados de Lovasz, neste capitulo estudaremos o artigo de Pyber [10].
Ao contrdrio de decomposicdo, uma cobertura de grafos ndo requer que os subgrafos
sejam aresta-disjuntos. Assim, dito artigo estd direcionado ao estudo de cobertura de
grafos. Na primeira secdo apresentaremos alguns resultados prévios que consequente-
mente serdo usados na Sec¢do 3.2 na demostracdo dos teoremas principais deste capitulo.

~~~~~~

sicdo.

3.1 Resultados prévios

Exemplo 3.1.1. Seja G um grafo obtido a partir de um grafo completo Ky,,41 através da
remog¢do de um emparelhamento de tamanho m — 1 arestas independentes. Veremos que
G tem exatamente (n — 1)| 5| + 1 arestas e que precisamos de |5 | + 1 caminhos para
decompor G.

De fato, num grafo completo Kj;, o grau de cada vértice é n — 1, assim dk,,, ., = 2m.

Como em G apagamos m — 1 arestas, entdo 2(m — 1) vértices tém grau impar. Assim,

|E(G)| = |[E(Kam1)| = (m — 1)

:(2m+1)(22m+1—1)_(m_1)

=m(2m+1)— (m—1)

m(2m) + 1.

Mas, 4] = |25 | =m, sen = 2m + 1.

33
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Entao,
n

E(G)| = (n=1)[ 5] +1 M

Com isto, tem-se 2(m — 1) vértices de grau 2m — 1 e 3 vértices de grau 2m. Cada
vértice de grau impar é ponto final de pelo menos um caminho. Assim, G tem um tnico
ciclo formado apenas por vértices de grau par, que é um tridngulo. Ja que G tem 2m + 1
vértices, entdo um caminho pode conter no méximo 2m arestas. Logo, m caminhos tém
no maximo m(2m) arestas. Mas, da eq. (1) precisamos pelo menos m + 1 caminhos, isto

é, | 5] + 1 caminhos.
U;g mg pﬁg & &E’zm-f U2(m-1)-1 &E'zw-ﬁ U2im-1)+1

[ ]
U2im+1% U2(m-1)+3

vQS U‘;(S Uﬁs 3 SUEHJQ: U2im-1) 3 D2m= V2{m-1)+2

Figura 3.1: Grafo G = K41 — [m — 1]

A partir do exemplo anterior mostra-se que o seguinte teorema é falso sem a hipétese.

Teorema 3.1.2. Suponha que cada ciclo de G contém um vértice de grau impar. Entdo, G pode ser

coberto por | 5 | caminhos aresta disjuntos.

Exemplo 3.1.3. Suponhamos H um grafo com m vértices contradizendo a Conjectura 2.1.3
de Gallai, isto é, p(H) > % + 1 elementos. Seja G um grafo de n vértices que consiste
de um vértice v e k copias vértice-disjuntas de H, tal que cada uma dessas copias esta
conectada a v por uma aresta. O niimero de caminhos que precisa-se para cobrir G é pelo
menos k(% + 1) — | ¥ | caminhos.

v v

oo
H.  H; @ Hi
Hz H_] Hz Hj

Figura 3.2: Grafo G e G
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De fato, seja Py, P,, ..., P, uma decomposi¢do minima por caminhos de G. Se apagamos
todas as arestas adjacentes a v, entdo obtemos uma decomposi¢do minima Q1, Q2, ..., Qs

por caminhos de G’ = Ué‘zl H;, tal que ocorrem os seguintes casos:

1. Q; = P; — vx, para algum P; e vx.

[

Figura 3.3: Caso 1. Q; = P; — vx

2. Q; e Qj sdo obtidos por P; — vx — vy.

P,

Figura 3.4: Caso 2. Q;(ou Q;) = P, — vx — vy

3. Qi = Pj, para algum P; (P; ndo contém vx).

Figura 3.5: Caso 3. Q; = P
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4. Q; = P; — vx — vy para algum P}, vx e vy.

P

H

Figura 3.6: Caso 4. Q; = P; — vx — vy

Assim, a partir do caso 2, temos no maximo L%J pares de caminhos Q;, P]- , entao,

p(G)=r>s— EJ )

onde s = p(G’). E claro que para obter p(G) minimo, | £ | tem que ser maximo. Entretanto,

para cada H;, temos que p(H;) > %m + 1. Entédo

s=p(G) > k(% +1>.

Por tanto, da eq. (2) tem-se,

)23 +1) - 4]

Das condi¢oes de G, n = mk + 1, assim

km k km k n k 1

> — | = = — - = — - — =,
p(G) 2 5 +k M 2 WJ 2+M 2 ®)

Além disso, se k > 2m + 3, com m fixo, paral > 0 obtém-se,

k 1 k1 _ (@2m+341) 1 [

H_E_E_E_ 2 p =Mty @)
n o km+1 (@2m+3+I)m+1 Im !

dm+1  2m+1 2m+ 1 _m+1+2m+1_m+1+2+% ®)
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Das equacdes (4) e (5), obtém-se,

[k" 1 n

“l > )
2 2 7 2m+1
Por tanto, na eq. (3), se k > 2m + 3, obtém-se,

n
+

p(G) >

Na qual para um m > 1 fixo, é claro,

Entao, p(G) ndo pode ser limitado assintoticamente por 5 +o(n), se n — co.

n
2 2m+1

A partir deste ponto, cada decomposi¢do por caminhos e ciclos de um grafo, terd um

numero minimo de ciclos. Assim, os seguintes resultados serdo pegas tteis nas demos-

tragdes dos teoremas nesta segao.

Lema 3.1.4. Seja F uma decomposigdo por caminhos ou ciclos de um grafo G com um numero

minimo de ciclos dentre as decomposigdes por caminhos ou ciclos com no mdximo |F | elementos.

Seja C um ciclo de F e x um vértice arbitrdrio de C. Existem dois vértices y,z € V(C) tais que

xy,xz € E(G) eambos y, z tém grau par em G.

Demonstragio. Segue-se da técnica na demostragdo do Teorema 2.1.5. Seja a1 e a; os C-

vizinhos de x. Defina-se a sequéncia {a;,a;1,4;2,...,a;r,} dos G-vizinhos de x, tal que

ai, = a; € a;, € definido da seguinte forma:

1. Se a;, tem grau par, entdo a sequéncia termina.

2. Se a; , tem grau impar,seja P; , um caminho de F comecando em 4; .

(@) Sex & P, , entdo a sequéncia termina.

(b) Se x € P;, , entdo seja a; ;.1 0 vértice do caminho que precede x.
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Figura 3.7: Ciclo C e os vizinhos de x

Sob estas condi¢des, vamos mostrar que os 4, , sdo diferentes, que os ultimos vértices das

sequéncias sdo de grau par e pertencem ao ciclo C. Assim,

e Seajy, = aj,, entio (i,u) = (j,v).
Se u = 0 e suponhamos que y < v. Assim, a;, = a;9 = a; entdo, xa; € E(C). Logo,
xa;, = xa;, € E(C). Portanto, v = 0 pois a;,, € C. Além disso, jd que a; = a; entao

j = i. Deste modo (i, u) = (j,v).

Se p > 0, existe um caminho P;, | da decomposi¢do F que contém a;,, tal que
a;,—1 € ponto final do caminho e xa;, 1 € E(Pi,wrl)- Do mesmo modo, existe um
caminho P;, 1 da decomposigdo JF que contém a;,, tal que a;, 1 € ponto final do
caminho e xa;, 1 € E(Pj,41). Mascomo a;,, 1 = a;,_1, entdo xa; ;1 = xa;,_1 €,ja
que os caminhos da decomposigdo J sdo aresta disjuntos, obtém-se P, 1 = P, 1
ea, 1 = aj,1. Seguindo a técnica de Lovasz, a9 = a;, . E claro quev —u =0,

entdo (i, u) = (j,v).

Pip -1

Figura 3.8: Construgéo dos caminhos P; ,, 1 e Pj,_1 a partir dos vértices a;, 1 ea;, 1

e Os iiltimos vértices das sequéncias, ayr, e ayr,, tém grau par.

Fazemos por contradigdo. Suponhamos que a;r, e apr, tem grau impar. Assim,

pela definicdo da sequéncia, existe um caminho P;r; que ndo passa por x pois 4;r,
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é o ultimo vértice da sequéncia. Segue-se a seguinte modificacdo da decomposigdo

F,

C — C\xajg
leo — Pi,O U xailo\xaill

Pi,l — Pi,l U xai,l\xai,Z

Pi/rifl ; Pi,l"zel U xai,l“iq\xai,ri

Pjr, — Pir,Uxajr,

A partir da modificagdo de F, obtém-se uma decomposi¢do por caminhos e ciclos
F', tal que |F'| = | F|. Mas o ntmero de ciclos em F’ é menor, o que é uma contra-

dicdo. Entdo, a1 r, e ayr,, tétm grau par.

o Os vértices a;r,, pertencem ao ciclo C.

Fazemos por contradi¢do. A partir do resultado anterior, suponhamos que air, ¢

V(C). Segue-se a seguinte modificacdo da decomposigdo F,

C — CUxa;r,\xa;

Py — PioUxa;o\xa; 1

Pir, , — Pir,, Uxajr, \xa;ir, |

Pir, , — Pir,  Uxa;r \xa;r,

A partir da modificagdo de F, obtém-se uma decomposi¢do por caminhos e ciclos
F',tal que |F'| = | F|. Mas o ntimero de ciclos em F’ é menor, o que é uma contra-

digdo. Entao, a;r, € V(C).
Com isto, seja y = ay,r, e z = ap 1, que cumprem as propriedades requeridas. u

Corolario 3.1.5. Seja F uma decomposicio por caminhos e ciclos de um grafo G com um niimero
minimo de ciclos entre as decomposicdes por caminhos e ciclos tendo como mdximo |F | elementos.
Entdo, para cada ciclo C € F existe um ciclo K de G tal que V(K) C V(C) e os vértices de K tém

grau par em G.
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Demonstragio. Sob as condi¢des do Lema 3.1.4, dado x existemy,z € V(C) tal que xy, xz €
E(G) e tém grau par em G. Considere-se o subgrafo H de G induzido pelos vértices de
grau par em C, isto é, H = G [V(C)]. Pelo lema anterior, cada vértice x € H é de pelo
menos grau 2, assim dy(v;) > 2, Y v; € V(H). Logo, H contém um ciclo K. Entéo,
V(K) C V(H) C V(C). Portanto, existe um ciclo K de G tal que V(K) C V(C) e os

vértices de K tém grau par em G. u

Lema 3.1.6. Seja o grafo H uma unido de dois ciclos Cy e C; aresta-disjuntos mas nio vértice-
disjuntos. Suponha que H ndo pode ser coberto por dois caminhos. Entdo, C1 tem uma aresta e

com ambas as extremidades em V (Cy).

Demonstragido. Suponhamos que ndo existe tal aresta e, isto é, se e = (a1, a2) tal que ay, a; €
V(Cq), ou a1 ou ap ndo estdo em V(Cp). Escolhe-se x € V(Cy) N V(Cy). Denotamos os
a1, by e ap, by os Ci-vizinhos e Cp-vizinhos de x, respectivamente. Entdo a1,b; ¢ V(Cy) e

portanto ambos tém grau 2 em H.

H b;

iy X -

CI C'-'

Figura 3.9: Ciclos C; e C;

Sob estas condigdes, ap,b, € V(Cy). De fato, suponhamos o contrario. Se a, ¢ V(Cy)
(o outro caso é andlogo) entdo H é unido de dois caminhos P; = C; U xax\xa; e P, =
Cp U xap\xap, mas isso é impossivel pela hipdtese. Logo, a2, b, € V(Cy), e por inferéncia

V(G) C V(Cy).

H . i X bZ

P V/——— P,

Figura 3.10: Construgdes dos caminhos P; e P>
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E claro que os vértices de C; cortam a C; em caminhos. Substituindo os caminhos por
arestas, obtém-se o multigrafo 4-regular H' com duas decomposi¢des hamiltonianas C; e
C}. Do resultado de Thomason [11], H' tem outra decomposi¢do. Portanto, H tem outra
decomposicdo C3, C4 na unido dos ciclos aresta disjuntas. Segue-se que existe o vértice

x € V(Cyz) com a; e by vértices adjacentes em Cy, tais que xa; € E(C3) e xby € E(Cy).

i1

Cs

C;

Figura 3.11: Construcdo de C3 e Cy

Como a7 e by tém grau 2 em H, obtém-se que a; ¢ V(C) e by ¢ E(C3). Logo, H
é a unido de dois caminhos, P{ = (C3 U xby)\xa; e P, = (C4 U xay)\xby, 0o que é uma

contradicdo. Portanto, C; tem uma aresta e com ambas as extremidades em V(Cy). u

Lema 3.1.7. Seja o grafo H uma unido de um ciclo C e um caminho P aresta-disjuntos mas nio
vértice-disjuntos. Suponha que H ndo pode ser coberto por dois caminhos. Entdo, C tem uma

aresta e com ambas as extremidades em P.

Demonstragio. Suponhamos que ndo existe tal aresta e, isto é, se e = mn tais que m,n €
V(C), entdo m ¢ V(P). Seja a o vértice final do caminho P. Seja x o vértice mais proximo
de P e C. Seja m o vértice adjacente a x em C. Consideremos o caminho Py, que conecta x e
a,temos V(C)NV(Py) = x. Sem ¢ V(P), entao H é a unido dos caminhos P; = CU Py\xm
e P, = CUxm\Py, o que é uma contradigdo. Portanto, C tem uma aresta e = mn = mx
com ambas as extremidades em P.

Lema 3.1.8. Seja G um grafo conexo de n vértices e seja x < n um niimero par. Exite um subgrafo

R C G tal que:

1. Qualgquer caminho P de um grafo G\R contém no mdximo x vértices que tém grau par em

G\R
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2. Existe no mdximo um vértice wy de grau par maior que x> em G\R
3. As arestas de R podem ser cobertas por 2(%) caminhos de G.

Demonstragio. Seja V' o conjunto dos vértices de grau par de V. Define-se a sequéncia
{Vo, V4, ..., V;} de subconjuntos de V tal que Vy = V e suponha que V; esta definido da

seguinte forma:

e Se existe um caminho P;, 1 de G contendo x vértices de V;, entdo omitir os vértices

de V; para obter V1 (P;;1 pode conter qualquer numero de vértices de V;)

e Se ndo existe um caminho P, 1, entdo a sequencia termina.

Figura 3.12: Construgédo de V;

Como cada subconjunto V tem pelo menos x vértices, é claro que rx < n. Assim,

r < (6)

R

Considere-se o subgrafo H formado pelas arestas de G com pelo menos um vértice em
Vy. Ja que V, é ultimo subconjunto da sequéncia, entdo nado existe um caminho contendo
V(P)|

x vértices de V,. Se P é um caminho em H, entdo pelo menos VTJ dos vértices do

caminho pertencem a V;. De fato,

e Se |V(P)| é par, entdo o numero de vértices do caminho P que contem vértices de V;

5 [V(P)|
é ——.
e Se |V(P)| é impar, entdo o numero de vértices do caminho P que contem vértices de
. [V(P)|-1
v, e U 2)|

Logo, P contém pelo menos L'V(Z—P)‘J vértices de V, e consequentemente P tem compri-

mento de no méximo 2x — 1. Pelo resultado de Erdos e Gallai apontado em Pyber [10], se
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um grafo de n vértices tem > nx arestas, entdo dito grafo contém um caminho de com-
primento < 2x. Para nosso caso, P € H tem comprimento < 2x —1 < 2x, entdo em H
tem-se |E(H)| < nx. Seja W o conjunto dos vértices de V, que tém grau pelo menos x?,
observa-se que |W| < 2(Z). De fato, seja W’ o conjunto de arestas que tém pelo menos

um vértice de grau x2. Assim,

wi(%) < 1w < B,

2

Logo, |W|(%) < |E(H)| < nx. Entdo

W] < 2(;) 7)

Seguindo a demostracdo, defina-se R. Para um ¢ = L@J , peguemos t caminhos Qy, ..., Q¢
conectando arbitrariamente pares distintos de vértices de W. Cada P, comi = 1,2,...,r

X
contém x vértices a}, a?, .y al?‘ -1 a; de V;_1. Considere-se os sub caminhos Pil, PZ-Z, .., P? de

P; conectando os vértices a} e a?, a3 e a?,..., a !

ea;. Assim, R esta definido como modulo
2 da soma dos caminhos Qq, ..., Q; e todos os caminhos Pij .

Em G\R s6 os vértices em V,\W tem grau par, além de no maximo 1 vértice de W.
Com isto, os item (1) e (2) sdo satisfeitos pela definicdo de V;, e W. Como os caminhos

Py, ..., QreQy,..., Qt cobrem as arestas de R, o item (3) é provado.

Figura 3.13: Caminho P, e seus sub caminhos
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3.2 Teoremas principais sobre coberturas

Teorema 3.2.1. Todo grafo conexo G com n vértices pode ser coberto por

NI

caminhos.

- 1 .
Demonstragio. Escolhe-se um numero par pequeno x > ni e considera-se o subgrafo
R C G como no Lema 3.1.8. Consideramos uma decomposi¢io F de G\R com
|F| < | 4] caminhos ou ciclos aresta disjuntos onde o numero de ciclos é minimo.

3 isto é

Na decomposi¢do F, qualquer ciclo C tem comprimento de no maximo x
|E(C)| < x%. Da fato, seja W o conjunto dos vértices de w € V(C) de grau par em
G\R, com w # wy. Se os vértices de G\R formam um caminho, entdo pelo Lema 3.1.8(1),
qualquer caminho de G\R contém no méximo x vértices de grau par. Mas, como os vér-
tices de W sdo de grau par em G\R, entdo |W| < x. Pelo lema 3.1.8(2), os vértices em W
tém no méaximo |W|x? < x> G\R-vizinhos em C. Por outro lado, pelo lema 3.1.4, existem
dois vértices vizinhos de um vértice arbitrario de C tal que ditos vértices sdo de grau par
em G\R. Logo, cada vértice de C tem um G\ R-vizinho em W. Assim |E(C)| < x°.

Se C; e C; sdo dois ciclos vértice-disjuntos de F, entdo como G é conexo, é claro que
G pode ser coberto por dois caminhos de G. Tanto como seja possivel, trocamos pares
de ciclos ndo necessariamente vértice-disjunto, com pares de caminhos de G para cobrir
estes ciclos. Embora teremos alguns pares de ciclos que ndo foram trocados por caminhos,
este procedimento ndo mudara o numero de elementos de . Assim, conseguimos uma

cobertura 7’ de G\R com

Fl=171= 5] <3

caminhos e ciclos, de forma que os ciclos Cy,Cy, ..., C, sdo emparelhados intersectando
ciclos de F e a unido de C; e C;, com i = 1,2,...,t ndo podem ser cobertas por dois
caminhos.

Visto que |E(C;)| < x3, C; tem no méaximo x3 vértices. Pelo lema 3.1.6, cada C; tem
uma aresta e; com ambos os vértices em V(Cy). As arestas e; constituem o grafo H tal que
|[V(H)| < x%,ja que |V(C1)| < x3. Pelo Coroldrio 2.1.11, H pode ser coberto por x> — 1

3

caminhos aresta disjuntos. Particularmente, H pode ser coberto por x° caminhos. Cada

par de ciclos C; que foram trocados por caminhos, alterou a cardinalidade de F, pois, o
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ntmero de caminhos em H tem que ser somado ao total de caminhos que precisa-se para
. . Iy
cobrir G\R. Segue-se que G\R pode ser coberto 4 + x> caminhos. Mas, como x > ni é

um numero par pequeno, Entao,

3 1 3 s 1 1
2 < <n4—i—2> — i+ 1201 +6n2 +8

Assim, G\R pode ser coberto por no méximo 5 + ni 41201 4 6n2 + 8 caminhos. Pelo
lema 3.1.8 (3), R pode ser coberto por 2(%) caminhos. Mas, como x > ni é um namero

par pequeno,
Portanto, G pode ser coberto por no maximo
g+3n% + 1204 + 6n2 +8

caminhos. Seja f(n) = 3ni + 12n1 + 6n2 + 8. Entdo, np = ni < x

n, tal que f(n) <

3 o
3n4. Portanto, G pode ser coberto por no méximo

NI

+ O(nt)

n
2
caminhos. [

Teorema 3.2.2. Todo grafo conexo G de n vértices com e arestas pode ser coberto por

caminhos.

Demonstragio. Seja G um grafo conexo com e arestas. Seja F uma decomposi¢do por
caminhos ou ciclos de G. Pelo Teorema 2.1.5, | F| < |4 | caminhos e ciclos aresta disjuntos.
Quebrando ciclos e caminhos se necessério, podemos assumir que || é exatamente [ 5],
isto é,

7= 5] ®)

caminhos e ciclos aresta-disjuntos. Considere-se tal cobertura com um numero minimo

de ciclos.
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Classificaremos os elementos de F = {Fj, F», ...}, da seguinte forma: Chamaremos
F; de grande se E(F;) > 4e/n, e pequeno caso contrdrio. E claro que existem como maximo
7 elementos grandes. De fato, suponhamos que todos os elementos de F sdo grandes,

assim |F| = g, tem-se,

de 4e 4e 4e
> - p— T
[E(F)|+EF)] + o+ [EF)| 2 — + =+ — =g (=)

Como, e = |E(G)| = ¥, |[E(F;)|, entdo e > 4%. Logo, § > g, onde g é o numero de
elementos grandes de F. Alem disso, da eq. (8),

_ |7
= ©)

N [Nl
—
N [NI=
| E—

<

-~

g <

Portanto, existem como maximo |2ﬂ elementos grandes de .

Seguindo o processo da demostragdo do teorema anterior, usamos o fato que a unido
vértice-disjunta de dois ciclos ou um ciclo e um caminho, sempre pode ser coberta por

dois caminhos de G. Assim,

e Trocamos pares consistindo de um ciclo grande e um elemento pequeno, com pares
de caminhos cobrindo suas arestas, tanto como seja possivel. Nesse sentido, obtém-
se uma cobertura F; de G com [%] caminhos e ciclos, tal que todos os ciclos de
F1 vém de F. Além disso, os ciclos grandes restantes intersectam cada elemento

pequeno restante.

e Trocamos pares consistindo de ciclos pequenos com pares de caminhos cobrindo
suas arestas, tanto como seja possivel. Similarmente, obtém-se uma cobertura F, de

G com [4] caminhos e ciclos.

Prosseguindo, afirmamos que todos os ciclos Cq, Cy, ..., C; de F3, intersectam qualquer
elemento pequeno S de F. De fato, se existe um ciclo pequeno C; em 3, entdo, S = C;.
Se ndo exitem ciclos pequenos, todos os ciclos de F;, sdo ciclos grandes que vém de F7, e
estes intersectam os elementos pequenos em F7, pelo o primeiro item linhas acima.

A partir da selecdo de F; e S, é fato que a unidode Se C; com i = 1,2, ...t tal que
S # Cj, ndo pode ser coberta por dos caminhos. Assim, pelos lemas 3.1.6 e 3.1.7, cada um

dos ciclos C; tem uma aresta ¢; com ambos vértices em V(S). Além disso,

e Se S é um caminho pequeno entdo |V (S)| < % + 1.
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e Se S é um ciclo pequeno entdo |V(S)| < %.

Logo,

V()] g%—kl.

Entdo, a partir do Corolério 2.1.11, as arestas e¢; podem ser cobertas por no maximo %
caminhos de G. Cada par de elementos que foram trocados por caminhos alterou a car-
dinalidade de J,, pois o nimero de caminhos que precisa-se para cobrir as arestas e; tém

que ser somados ao total de caminhos ja obtidos, isto é, G pode ser coberto por

caminhos.



Capitulo 4

Decomposic¢ao por caminhos e a

conjectura de Gallai

Neste capitulo estudaremos o artigo de Fan [8], que mostrou que a conjectura de Gallai
é verdadeira para certos grafos obtidos através de uma sequéncia de a-operagdes, defini-

das a seguir.

4.1 Resultados prévios

Defini¢do 4.1.1. Seja H um grafo. O par (S, y), consistindo de um conjunto independente
S e um vértice y € S, é chamado um a-par se satisfizer os seguintes requisitos: Para todo

vértice v € S\{y}, se dy(v) > 2, entéo,
1. dg(u) <3,V u € Ng(v).
2. dy(u) = 3, para no méaximo 2 vértices u € Ny (v).

Em outras palavras, todos os vizinhos de v tém grau méximo 3, dos quais no maximo 2

deles tém grau exatamente 3.
Definicdo 4.1.2. Uma a-operagdo em H pode ser:
1. adicionar um vértice isolado, ou

2. escolher um a-par (S,y) e adicionar um vértice x ligado a cada vértice de S; nesse

caso a tripla ordenada (x, S, y) é chamada a-tripla de uma a-operagéo.

48
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Definicdo 4.1.3. Um a-grafo é um grafo que pode ser obtido de um conjunto vazio através
de uma sequencia de a-operagdes. Assim, vamos definir o conjunto vazio como um a-

grafo.
Teorema 4.1.4. Seja G um grafo com n vértices.

1. G é um w-grafo se e somente se pode ser obtido por uma w-operagdo em algum w-grafo com

n — 1 vértices, n > 1.

2. Se G é um w-grafo, entdo os vértices de G podem ser ordenados como x1x2...xy tal que se
G; denota o subgrafo induzido pelos {x1, X2, ..., Xn }, entdo G; é um w-grafo obtido por uma
a-operagido em Gj_q, onde 1 <i < n, Gy =e G, = G. Tal ordenagdo x1x;...x,, é chamada

a-ordenagio de V(G).
3. G é um a-grafo se e somente se V(G) tem uma a-ordenagio .
Observacao 4.1.5. Seja G um a-grafo. Entdo G ndo tem triangulos.
Proposicao 4.1.6. Qualquer subgrafo de um w-grafo é um w«-grafo.

Demonstragdo. Seja G um a-grafo com n vértices. Pelo Teorema 4.1.4, V(G) contém uma
a-ordenagdo x1xy...x,. Se H é um subgrafo induzido pelos vértices x1, xp, ..., x; onde 1 <

i < n,entdo H é n-grafo. [ |

Definic¢ao 4.1.7. Uma subdivisdo de um grafo G é um grafo que pode ser obtido a partir

de G por uma sequéncia de subdivisdes de arestas.
Proposicao 4.1.8. Qualquer subdivisdo de um w-grafo é um w-grafo.

Demonstragio. Seja G um a-grafo. Suponhamos que xy € E(G) e seja o grafo H obtido
a partir de G ao substituir xy com o caminho xajayaz...axy, k > 1. Como G é a-grafo,
entdo V(G) tem uma a-ordenacdo, digamos, 0103...X0;...0jy...0y. Entdo, V(H) tem uma

w-ordenacgao, 0102...X0;...0jA1A243...0xY...Us. Logo H é um a-grafo. |

O seguinte resultado é uma generalizacdo do Teorema 3.1.2 do Pyber [10], pois dizer

que o E-grafo é uma floresta é dizer que cada ciclo contém um vértice de grau impar.
Proposicao 4.1.9. As florestas sio a-grafos.

Demonstragio. Seja F uma floresta.
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e Se E(F) = @, entdo F s6 tem vértices isolados. Assim, qualquer ordenagdo de V (F)

é uma a-ordenagdo. Entdo F é um a-grafo.

e Suponhamos que E(F) # @. Ja que F é uma floresta, entdo existe um vértice x tal
que dp(x) = 1. Seja H = F — x uma floresta. Assim, usamos indu¢do ao numero
de vértices. Se n = 1, entdo o resultado segue-se da primeira parte da demostragao.
Suponhamos que a proposigao é valida para qualquer floresta F’ com n’ < n vérti-
ces. Logo, H é a-grafo. Seja y o tnico vizinho de x em F. Entdo, F é obtido a partir
de H por adicionar x conetado a y, que é uma a-operagdo com a-triplo (x,{y},y).

Assim, F é um a-grafo.
Por tanto, uma floresta é um a-grafo. |

Proposicao 4.1.10. Se cada bloco de G é um grafo com grau no mdximo 3 sem tridngulos, entio

G é um wa-grafo.

Demonstragido. Usamos indugdo ao numero de vértices |V (G)| = n. Sen = 1, a proposi¢ao
é verdadeira. Suponhamos que se n > 2 a proposicdo é verdadeira para todo grafo G’
comn’ < n.

Seja B um bloco final de G. Se B = G (isto é, se G é 2-conexo), seja b qualquer vértice de
B; de outra forma suponhamos B # G e seja b o tinico vértice de corte contido em B. Seja x
o vértice vizinho de b em B e consideremos os vizinhos de x. E claro que Np(x) = Ng(x).
Consideramos S = Ng(x) e H = G — x. O conjunto S é um conjunto independente pois
em B ndo tem-se tridngulos (ndo sdo vizinhos). Logo b ndo é vizinho de qualquer vértice
v € S\{b}, ejd que B tem grau no médximo 3, dy(u) < 3 para todo # € Ny(v). Da mesma
forma temos que Ny(v) < 2. Assim, existem no méximo dois vértices u € Ny (v) que

tém grau exatamente 3.

fm

Figura 4.1: Construcdo do grafo H = G — x



Capitulo 4. Decomposigdo por caminhos e a conjectura de Gallai | 51

A partir do Teorema 4.1.4, se em H escolhemos o par (S, b) e adicionamos o vértice x
ligado a cada vértice de S, entdo podemos obter G por uma a-operagdo com uma a-tripla

(x,S,b). Pela hipoteses indutiva H é um a-grafo, entdo G é a-grafo.

4.2 Lemas técnicos

Definigao 4.2.1. Seja D uma decomposicdo por caminhos de um grafo G. Para o vértice
v € V(G), denotamos D(v) ao namero de caminhos néo triviais em D que tem v como

ponto final. Se x é um vértice de grau impar em G, entdao D(x) > 1.

Definicdo 4.2.2. Seja G um grafo. Seja 2 um vértice em G e B o conjunto das arestas inci-
dentes a a. Fixamos H = G\B. Suponhamos que D é uma decomposi¢do por caminhos
de H. Para qualquer A C B, A = {ax; | 1 <i < k}, dizemos que A é adiciondvel com a

respeito a D se H U A tem uma decomposigdo D* tal que,
1. |D*| =|D|;
2. D*(a) =D(a)+ |AleD*(x;)) =D(x;) =1, 1 <i <k
3. D*(v) = D(v) paracadav € V(G)\{a,x1,..., xx}.
A decomposigio D* vamos chamar de transformagio de D por adicionar A em a.

Lema 4.2.3. Seja a um vérticeem G, e H = G\{axy,axy,...,axs} onde x; € Ng(a). Suponha-

mos que D é uma decomposigio por caminhos de H. Entdo, um dos sequintes resultados:
1. existe um x € {axy,axy, ...,,axs} tal que ax é adiciondvel com a respeito a D;
2. Y5 1D(xj) < |{v e Ny(a) : D(v) =0}/

Demonstragio. Ao igual que a maioria das demostracdes desta dissertacdo, usaremos a
técnica usada por Lovész no capitulo 1. Assim, consideremos o seguinte conjunto de

pares,
R ={(x,P);x € {x1,...,xs} € P um caminho néo trivial em D com ponto final x}

E claro que a cardinalidade de R esta determinado por x, isto é, Y3_; D(x;) = |R|. Cada
par (x,P) € R, serd associado com uma sequéncia biP1b,P;..., construida da seguinte

forma:
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1. bl =X, P1 =P
2. Suponhamos que P; foi definido, i > 1.

(@) Se P; ndo contém 4, entdo a sequéncia termina em P;;

(b) Se P; contém a, entdo seja b; ;1 o ultimo vértice ao longo de P; comegando em

b;.

Figura 4.2: Sequencias by P; e b1 P1b, P,b3P3

3. Suponhamos que b; foi definido, i > 1.

(a) Se D(b;) = 0, entdo a sequéncia termina em b;;

(b) Se D(b;) # 0, entdo seja P; o caminho em D comegando em b;.

Figura 4.3: Sequencia by P1b, P,b3

E claro que b; 1 é unicamente determinado pelo caminho P; (contendo b;14) e sua extre-

midade b;.
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Figura 4.4: Caminho P; contendo b; 14

Dito par (P;, b;) é tinico pois existe s6 um caminho em D que contém b; 14; além disso,
as duas extremidades do caminho sdo distintos. Logo, se i # j entdo b; # bj. Portanto, a
sequéncia by Py by Ps... é finita.

Como D é sua decomposicdo de o grafo H que foi obtido por apagar as arestas adja-

centes a 2 em G, vejamos 0s seguintes casos:

e Se a sequéncia terminar num caminho P (item 2 da construcdo), consideremos o

caminhos
P/ = (P\{bis1a}) U {bia},

Pt, = Pt U b,ga

ondel <i<t-—1.

Figura 4.5: Construgdo dos caminhos de D*

Entdo, D* = {D\Py, P, ..., s} U{P], P}, ..., P/} é uma decomposi¢do por caminhos
de H U ax, tal que,
- |D*| =|DJ;

- D*(a)=D(a)+1eD*(x) =D(x)—1,1<i<t—-1;
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- D*(v) = D(v) paracadav € V(G)\{a, x}.

Por tanto, da Definicdo 4.2.2, ax é adiciondvel com a respeito a D, o que prova o

item 1 do lema.

Se a sequéncia terminar num caminho b; (item 3 da construgéo), isto é, D(b;) = 0.
Consideremos, (w, P) e (z, Q) pares distintos em R associados com as sequéncias
w1 Prwo Py..Pr_qwy e 21Q122Q2...Q—12m, respetivamente, onde w; = w, P = P,

21=2,Q1=Q,eD(wt) =D(zyy) =0.

A partir das consideragdes previas, w; # z,. De fato, suponhamos o contrario, isto
é w; = z;. Sem perda da generalidade, suponhamos que t < m. Visto que um

caminho em D contendo w;a(= z,,) é tnico, temos que

Pi_1=Qm-1.

Agora, w;_1 é final do caminho P;_; com w; entre w;_1 e 4; z,,_1 € final do caminho
Q-1 com z,, = (wy) entre z,,;,_1 e a. Assim, o ponto final do caminho P;_1(= Q1)

¢ tnico. Logo, wy_—1 = Z 1.

w_1; L Zyoq

pr—l Qur—]‘

Figura 4.6: Caminhos P;_1 = Q1

Fazendo recursivamente, temos que se t < m,

Pr=Qu1-(t-2) = Qm—t+1 € W1 = Zyy—t41.

Comow; =wew € {x1,x,..., Xs}, temos que wia ¢ E(H), isto é, z,,_¢11a ¢ E(H),

o que implica que z,,_;4+1 = z1 e t = m. Entdo,

P =Qu-t+1 = Qrew; = z1.
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Mas como os pares (w1, P) e (z1,Q) sdo distintos, entdo tem-se uma contradigo.

Portanto, w; # z,.

Para qualquer par distinto de elementos de R temos uma aplica¢do injetora de R até

{x € Ny(a) : D(x) = 0}. Logo,

{x € Ny(a) : D(x) =0} > |R| = izlp(xi).

E claro que a partir da construcdo, estabelecemos que sé pode ocorrer os item (1) e (2),

independentemente. Assim, o Lema 4.2.3 é provado. u

Lema4.2.4. Seja G um grafoeab € E(G). Suponhamos que D é uma decomposigio por caminhos
de H= G\{ab}. Se D(b) > |{v € Ny(a) : D(v) = 0}|, entdo ab é adiciondvel com a respeito
de D.

Demonstragio. A partir do Lema 4.2.3, se o item (2) é rejeitado, segue-se com s = 1. |

Lema 4.2.5. Sejaa € V(G) e H = G\{axy,axy, ..., axs} onde x; € Ng(a). Suponhamos que
D é uma decomposigio por caminhos de H com D(x;) > 1 para cada i, 1 < i < s. Entdo existe

um A C {axy,axy, ..., axs} tal que,
1. |A| > [5*], onder = |[{v € Ny(a) : D(a) = 0}
2. A éadiciondvel com a respeito de D.

Demonstragio. Usamos indu¢do ao numero s —r. Se s — r < 0, segue-se o caso trivial pois

tomando A = @ entéo,

<55 s0-al

Suponhamos que s —r > 1 e que o lema é verdadeiro para qualquer valor pequeno de
s —r (pode ser s —n — 1). Como D(x;) > 1paracadai,1 <i <s,eusandos—r <1,

temos que,

ZS;D(xi) >s>1+4+r=1+|{ve Ng(a) : D(v) =0}
i=1

> |{v € Ny(a) : D(v) = 0}].

A partir do Lema 4.2.3, existe um x € {xq,xp, ..., X5 }, tal que se x = x;, ax, é adicionédvel
com a respeito de D(a). Consideremos a D’(a) uma transformagéo de D(a) por adicionar

axs a a.
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H “q

Figura 4.7: Grafo H' = HU {ax,}

Consideremos s’ = s —1e H = HU {ax;} = G\{axy,...,axs_p,axy}. Entdo, D'(a) é
uma decomposi¢do por caminhos de H' com, D’(x;) = D(x;) > 1 paracadai, 1 <i <

s'=s—1.Sejar’ = [{v € Ny/(a) : D(v) = 0}|. E claro que ' > r pois,
e Se D(xs) # 0, entdo ' =r.
e Se D(xs) =0, entdor =r+1.

Logo, s’ =t = s—1—+¢ < s—1—r = s—r—1. Pela hipétese indutiva, exite um

A’ C{ax, ..., axs'} tal que,

o |4 = [551].

e A’ éadicionédvel com a respeito de D’ .

Além disso, temos que |A’| > [$57] — 1. De fato,

/

a1 (157 = ) <[5 e =

/ /

12 [157] = [ L [ ] [T er =

Fixando A = A" U {ax,}. Entdo A é adiciondvel com a respeito de D e |A| = |A'|+1 >

[z ]
m
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Lema 4.2.6. Sejaa € V(G) e H = G\{axy,axy, ..., ax,} onde x; € Ng(a). Suponhamos que
D é uma decomposicio por caminhos de H com D(v) > 1 para todo v € Ng(a). Entdo, para

qualquer x € {x1,x2,...,, X3}, existe um B C {axy,axy, ...,,axy}, tal que,
1. ax € Be|B| > [1].
2. B éadiciondvel em a com respeito de D.

Demonstragido. Consideremos W = H U {ax}. Entdao H = W\{ax}. Como D(v) > 1 para
todo v € Ny(a) U {xy,x2,...,x,}, temos que D(x) > 1e [{v € Ny(a) : D(v) = 0}/
A partir do Lema 4.2.4, ax é adiciondvel com a respeito de D. Da mesma forma que a
demostracgdo do lema anterior, seja D’ uma transformagédo de D por adicionar ax a a. Sem

perdida de generalidade, assumimos que x = x,.

Figura 4.8: Grafo W = HU {ax}

Consideremos s = h — 1. Entdo, W = H U {axy,axy,...,ax,}. Fixamos r = |[{v €

Nw(a) : D'(v) = 0}|. Temos que r < 1, pois se,
v € Nw(a) = Npyax} (@) = Nu(a) Uxy,

entdo, r = 0 ou 1. Pelo Lema 4.2.5, existe um A C {axy, ... axs} tal que,
o [Al >[5
e A é adicionavel com a respeito de D'.

Além disso, temos que |A| > (%1 — 1. De fato,

iz (572 [ - ) =
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Fixando B = A U {ax}. Entdo B é adicionavel com a respeito de D e |[B| = |A| +1 >
3] u

Lema 4.2.7. Seja b € V(G) e H = G\{bxy,bxy, ..., bxy} onde x; € Ng(b). Se H tem uma
decomposigdo por caminhos D tal que |[{v € Ny (x;) : D(v) =0} < m,paracadai, 1 <i <k,
e D > k+ m, onde m é um numero inteiro nio negativo, entdo G tem uma decomposicio por

caminhos D* com |D*| = |D|.

Demonstracdo. Usamos inducdo ao numero k. Sek = 0, entdo G = H e o lema é verdadeiro
com D* = D. Suponhamos que k > 1 e que o lema é verdadeiro para qualquer valor

pequeno de k. Consideremos o vértice xi. Pelas condigdes do lema,
D) >k+m>m+12> [{ve Ny(x) : D(v) =0} +1>|{ve Ng(xx) : D(v) =0}.

A partir do Lema 4.2.4, se D(b) > [{v € Ny(xx) : D(v) = 0}| entdo bxy é adiciondvel
com b respeito de D. Consideremos D’ uma transformagio de D por adicionar bxy a xi.

Seja H' = HU {bxy} = G\{bxq, ..., bxy_1}. Assim,
D' (xx) =D(xx) +1> 1.
Logo, temos paracadai, 1 <i<k—-1,

[{v € N (x:) = D'(v) = 0}| = {v € Ny (1) : D'(v) = 0}]
< |{v € Ny(x;) : D'(v) =0}

<m,

e D'(b) = D(b)—1>k—1+m. Como D' é uma decomposigdo por caminhos de H’,
entdo pela hipéteses indutiva, G tem uma decomposi¢do por caminhos D* com |D*| =
|D'|. Ja que |D'| = |D|, entdo |D’| = |D|.

|

Lema 4.2.8. Seja F um E-subgrafo de um grafo G. a € V(F) e {x1,x2,...,,xs} C Ng(a), onde s
é um nmiimero impar e dp(x;) <3, 2 <i <s,se G\{axy,axy,...,, axs} tem uma decomposicio
por caminhos D tal que D(v) > 1 para todo v € Ng(a) U {a}, entdo G tem uma decomposicio

por caminhos D* com |D*| = |D|.
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Demonstragio. De acordo com o lema 4.2.6, existe um B C {axy,axy, ..., axs}, tal que,
1. axy € Be |B| > [5].
2. B é adiciondvel em a com respeito de D.

Seja D' a transformagédo de D por adicionar B a a. Assim, obtemos,

D'(a) > D(a) + |B| > |B[ + 1. (1)
Como s é impar, entdo s = 2k + 1. Fazendo uma remarcacdo, assumimos que B C
{axi,axy,...,ax;}, onde,
5 2k +1
= > — = | —| = = .
t |B|_u [ : ] k+1] =k+1 2)

Consideremos H = G\{ax;,1,ax;12,...,4Xs}.

B a

X1

IHI? X4 +z\' A
Figura 4.9: Construgdo do grafo H = G\{ax;1,ax42, ..., axs}
Assim, D’ é uma decomposigdo de H tal que, pela eq. (1) e (2),
D'(a) > |Bl+1=t+1>k+2.
Além disso, da eq. (1) eja que s = 2k + 1 entdo,
[{ax;i1,axp40, ..., axs}| =s—t <k

Seja W = F — a. Das condigdes do lema, dp(x;) < 3, 2 <i <s, temos que para qualquer

x € {X41, Xt42, -, Xs }, dw(x) < 2. Logo, existem no maximo 2 vizinhos de x com grau
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par em H. Por tanto,
|{v € Ny(x;) : D(v) =0}| <2, paracada i,f+1<i<s

Assim, seguindo as condi¢des do Lema 4.2.7, temos que para m = 2, G tem uma decom-

posic¢do por caminhos D* com |D*| = |D’| = |D|. Portanto o lema é provado. |

4.3 Teorema principal sobre decomposicao

O seguinte teorema é uma extensdo ao resultado de Pyber [10], quem provou que a
conjectura de Gallai 2.1.3 é verdadeira se o subgrafo induzido por vértice de grau par de

G é uma floresta.

Definic¢ao 4.3.1. O E-subgrafo é um subgrafo do grafo G induzido por os vértices de grau

par em G.

Teorema 4.3.2. Seja G um grafo com n vértices (ndo necessariamente conexo). Se o E-subgrafo

de G é um a-grafo. Entdo G pode ser decomposto em | 5 | caminhos.

Demonstragio. Usamos indugdo ao numero de arestas |E(G)| = m. Se m = 0, entdo o
teorema se mantém trivialmente. Suponhamos que m > 1 e que o teorema é verdadeiro
para todo grafo G’ com m’ < m.

Consideremos F um E-subgrafo de G. Suponhamos que o E(F) # @. Da condigdo
do teorema, F é um a-grafo. Consideremos a a-ordenagao a1a;...a,, de V(F). Ja que um
vértice isolado pode ser colado em qualquer posi¢do da a-ordenacdo, podemos assumir
que a,; ndo é um vértice isolado em F, isto é, que pelo menos tem um vizinho, entdo

dr(am) > 1. Usamos a seguinte notagao,
a=day, Np(a) ={x1,x2,...,xs} , W=TF — g,

onde s > 1.
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a

Figura 4.10: Grafo W = F —a

Pela definicdo, F é obtido a partir de W por adicionar a ligado ao conjunto indepen-
dente {x1, x2, ..., X5} com a seguinte propriedade: Existe um y € {x1,x2, ..., X5 }, considere
y = x1, tal que se dyy (x;) > 2, entdo dw(u) < 3, para todo u € Ny (x;) e existe no maximo
dois vértices da forma u com dy (1) = 3, onde 2 < i < s. Ja que F é um E-subgrafo de G,

os vértices {a, x1, X2, ..., X5 } sdo de grau par G, estudemos os seguintes casos.

1. Seséimparedw(x;) <2, paracada2 <i <s.

Consideremos H = G\{axy,...,axs}. Entdo F — {axy,...,ax;} é um E-subgrafo de
H, e pela Proposicdo 4.1.6 é um a-grafo. A partir da hipétese indutiva, H tem uma
decomposigao por camihos D tal que |[D| = |5 |. Como s é impar, temos que cada
vértice de {a, x1, ..., X5} tém grau impar em H e pela defini¢do de F, cada vértice de
Np(a)tem grau impar em H. Logo, D(v) > 1 para todo v € Ny(a) U {a}. Satisfa-
zendo as condi¢des do Lema 4.2.8, G tem uma decomposic¢do por caminhos D’ tal
que,
n

D' =Dl = 3]

Assim, G pode ser decomposto em |7 | caminhos.

2. Seséparedy(x;) <2, paracada2 <i<s.

(@) Sedw(xs) =0.
Consideremos H = G\{axs} (os vértices xs e a tém grau impar em H). Analo-
gamente como no caso 1, F — {xs,a} é um E-subgrafo de H. Pela Proposi¢ao
4.1.6, F — {xs,a} é um a-grafo. Da hipétese indutiva temos que H' tem uma
decomposicado por caminhos D com |D| = [5]. Como dy(xs) = 0, entdo cada

vizinho de x; tem grau impar em H. Logo, D(v) > 1 para todo v € Ny (xs). Ja
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que a tem grau impar em H, D(v) > 1. Segue-se,
D(v) > |v € Ny(xs) : D(v) =0] =0.

Satisfazendo as condi¢des do Lema 4.2.4, {x;,a} é adiciondvel com {x;} res-

peito de D. Assim, obtemos uma decomposi¢ao de G com | 5 | caminhos.

(b) Sedw(xs)=1.
Seja y € Nw(xs) (Gnico). Consideremos, H = G\{axy,...,axs_1,yxs}. Como
{x1, ..., xs} é um conjunto independente, temos que y # x;, 1 < i < s. Logo,
ja que s é par, cada vértice de {a, x1, ..., X5,y } tem grau impar em H. Analoga-
mente, o E-subgrafo de H é um a-grafo e pela hipéteses indutiva, H tem uma

decomposicdo por caminhos com |D| = |4 |. Segue-se,
|{v € Nyg(xs) : D(v) =0}| =0eD(y) > 1.

Satisfazendo as condi¢des do Lema 4.2.4, {x;,y} é adicionavel com {xs} res-
peito de D. Seja D’ uma transformagado de D por adicionar yxs a X; e conside-
rando,

H' = HU{axy,axy, ..., axs_1}.
Logo, D' é uma decomposi¢do por caminhos de H' com |D’| = |D|. Além
disso, D'(xs) = D(xs) +1 > 2. Por tanto,

D'(v) > 1 paratodo v € Ng(a)U {a}.

Como s — 1 é impar, {x1,x,...,x51} € Np(a). Satisfazendo as condi¢des do

Lema 4.2.8, G tem uma decomposi¢do por caminhos D* com,

D" = D' = D] = |5 .

Assim, obtemos uma decomposi¢ao de G com | 5 | caminhos.

3. Existe x € {a,x1,x, ..., xs } tal que dy(x;) < 2.

A partir das condi¢des da propriedade ao inicio da demonstragdo, dy (1) < 3 para

todo u € Ny (x;) e existe no maximo dois vértices da forma u com dy(u) = 3.
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Seja Nw(x) = {uy,up,...,u;} e consideremos o conjunto de vétices S = Np(x) =
{a,u1,uy, ..., u;}. Pela Observacdo 4.1.5, temos que S é conjunto independente. Seja
Z=F—xeH=G\{xv : veS} Comody(u;) <3paracadai,1 <i<]I, temos
que,

dz(u;) <3 paracadai, 1 <i<I 3)
Dependendo de /, sejam os seguintes casos:
e Sel é par. Pela forma de S, é claro que |S| = | + 1 é um namero impar. Substi-

tuindo Z por W e x por a, segue-se o caso I da eq. (3).

e Se [ é impar. Como ! é o numero de vizinhos de x em W e ja que dy(x) > 2,
entdo [ > 3. Além disso, existe no maximo dois vértices da forma u; com

dw (u;) = 3. Podemos assumir que

dw(ul) <2e Clz(ul) <1

Substituindo a por x, usando o fato do caso Il e a partir da eq. (3), temos que:
- Sedyz(u;) =0, segue-se do caso 2 - (a).
- Sedz(u;) =1, segue-se do caso 2 - (b).
Assim, o caso III é provado.
A partir dos resultados no caso I, II, e III, se o E-subgrafo de G é a-grafo, entdo G

pode ser decomposto em |5 | caminhos. Portanto a conjectura de Gallai é provada

nesta classe de grafo.

Coroldrio 4.3.3. Seja G o grafo com n vértices (ndo necessariamente conexo). Se cada bloco de

um E-subgrafo de G com grau no mdximo 3 sem tirdnulos, entdo G pode ser decomposto em | % |

caminhos.

Demonstragio. Segue-se a partir da Proposicdo 4.1.10 com o resultado do teorema anterior.



Capitulo 5

Conclusoes finais

Neste trabalho elaboramos um texto relativo ao estudo de decomposigdo e cobertura
de grafos que pode ser utilizado por alunos do ensino superior e alunos de inicia¢do

cientifica em diferentes cursos.

A partir do segundo capitulo, mostramos a técnica de Lovész para tratar decomposi-
¢Oes de grafos por caminhos que se mostrou frutifera para atacar problemas muito estu-
dados ao longo dos anos. Além disso, a relagdo do terceiro e quarto capitulo fortaleceu e

ampliou os conhecimentos das técnicas das demonstragdes dos temas ja mencionados.

Em particular, misturar este topico com as diferentes areas das ciéncias ndo é uma
ideia distante, pois atualmente temos informacgao sobre as aplica¢cdes em redes, projetos
de blocos e bioinformética. Mas o estudo tedrico ndo pode ficar afastado do foco principal.
Assim, pretendemos continuar trabalhando nesta area a partir dos artigos de Botler e

Jimenez. [5, 4] e [3].
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