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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo estudar a regiao primaria de ins-
tabilidade de uma aplicagao do bilhar para estabelecer condigoes para obter
uma versao do teorema de Mather, em uma certa topologia dos bilhares em
ovais, e a destruicao de certas causticas ressonantes nao convexas em um

bilhar eliptico usando o fluxo de curvatura.

Palavras-chave: Regiao de instabilidade, bilhares, causticas ressonan-

tes, fluxo de curvatura.



Abstract

This research has as main objective to study a primary instability region of
a billiard application to establish conditions to get a Mather’s theorem in a
certain topology on ovals billiards and the destruction of nonconvex resonant

caustics in a elliptical billiard by the curvature flow.

Keywords: Instability region, Billiards, resonant caustics, curvature

flow.
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Introducao

As fungoes twist que preservam area tem sido objeto de intenso estudo
como exemplos de sistemas dinamicos que exibem uma gama completa de
comportamento, do regular ao cadtico. Neste trabalho estudaremos um caso

particular de fungoes twist, a transformacao do bilhar.

Consideremos o uma curva fechada em R?, regular de classe C", r > 1
orientada em sentido anti-horéario e com curvatura positiva em todo ponto,
chamaremos este tipo de curvas de ovais. O problema do bilhar em « consiste
no livre movimento de uma particula na regiao plana limitada por « sendo
refletida elasticamente em cada impacto com a fronteira da curva. Uma vez
que a particula se move com velocidade constante no interior da regiao, o
movimento é completamente determinado pelo ponto de reflexao na curva «
e a direcao do movimento imediatamente apds cada reflexao. Isto define a

aplicacao do bilhar f de a no conjunto A = [0, 27) x [0, 7).

E possivel deformar uma curva oval « na dire¢ao do seu vetor normal
a uma velocidade dada pela sua curvatura, esta evolucao gera um fluxo
chamado de fluxo de curvatura. J. Damasceno, M. J. Dias Carneiro e R.
Ramirez-Ros demonstraram em [9] que o fluxo de curvatura aplicado na

elipse destréi as cdusticas ressonantes convexas, as conexoes de sela e au-



menta a entropia destruindo assim a integrabilidade do bilhar inicial. Neste
texto provaremos que as causticas nao convexas associadas a orbitas resso-
nantes do bilhar na elipse também sao destruidas quando aplicamos o fluxo

de curvatura a elipse.

Este texto estd dividido em 4 capitulos. O primeiro capitulo contém os

preliminares, os quais serao usados nos seguintes capitulos.

No segundo capitulo, estudamos a destruicao das causticas ressonantes
nao convexas da aplicagao do bilhar na elipse, pela acao do fluxo de cur-
vatura, primeiro para o caso de orbitas normais de periodo 4 e usando o
potencial de Melnikov, baseado nas ideias dos artigos [9] e [23] temos o pri-
meiro resultado da tese Teorema A: As cdusticas nao convexas ressonantes
do bilhar na elipse @, do tipo (m, 2n), sao destruidas quando perturbamos a
elipse original pelo fluxo de curvatura. Juntamente com a destruicao da sepa-
ratriz (Damasceno-Carneiro-Ramirez-Ros) em [9], dao origem a uma regiao

de instabilidade que ilustraremos nos seguintes capitulos.

Uma curva continua, fechada e simples 7, contida no cilindro A, que nao
¢ homotopica a um ponto é chamada de curva rotacional. Uma tal curva
serd invariante pela aplicacao do bilhar f se f(y) = 7. A inexisténcia de
curvas rotacionais invariantes pode gerar regides invariantes, homeomorfas
ao cilindro (ou anel). Uma tal regido, limitada por duas curvas invariantes
(homotopicamente nao triviais), que nao contém curvas invariantes homoto-

picamente nao triviais é chamada Regiao de instabilidade de Birkhoff.

Em [5] e [6] Birkhoff demonstrou que a fronteira de regioes de instabilidade
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sao graficos de funcoes Lipschitz e que existem pontos, dentro da regiao de

instabilidade, cujos a— ou w— limites se encontram na fronteira desta regiao.

Usando argumentos topolégicos Le Calvez estudou em [20] propriedades
dinamicas da regiao de instabilidade. No Capitulo 3, nés estudaremos as pro-
priedades dinamicas de uma regiao de instabilidade particular, a que contém
um ponto peridédico hiperbdlico de periodo 2, que chamaremos de regiao
primaria de instabilidade, RPI. Usando simetria do espaco de fase podemos
obter alguns resultados. Outras referéncias para este capitulo sao o trabalho
[12] de M. Dias Carneiro, S. Pinto-de-Carvalho e S. Oliffson Kamphorst e o

livro [7] de M. Dias Carneiro, Clodoaldo Ragazzo e Salvador Zanata.

Le Calvez estudou algumas propriedades de certos conjuntos chamados
de conjuntos estdveis e instdveis, AT, A7, Q" e Q~. Estes conjuntos sao
fechados e contém uma curva rotacional invariante, ver a definicao em 3.4.

Na Proposicao B, demonstramos o segundo resultado da tese:

1. Os conjuntos AT, A=, Q% e Q™ tem medida nula.

2. No caso da aplicacao do bilhar, seja R(0,¢) = (6,7 — ¢) a reflexdo em
torno a reta ¢ = /2, entdo R(A"T) =Q" e R(A™) = QF.

3. No caso da aplicagao do bilhar, temos AT NQ_ £ 0 e A~ NQ, #0.

Neste texto estudaremos essas propriedades no caso particular do twist
aplicacao do bilhar na elipse, considerando uma topologia no conjunto das
ovais definida por perturbagoes normais da curva oval. Usando algumas pro-
priedades geométricas como a reflexividade, podemos garantir a existéncia
de certos pontos dinamicamente interessantes, como por exemplo pontos ho-

moclinicos e heteroclinicos, algumas propriedades obtidas na tese estao resu-
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midas no Teorema C, no qual demonstramos as seguintes afirmagoes:

1. Seja ¢ um ponto periédico hiperbdlico de periodo 2 e WS—(O') 0 com-
plementar das ilhas. Se p € WS—(O'), com p fora da fronteira da regiao de
instabilidade e o fecho do ramo da variedade invariante W#(p)(respectivamente
W*(p)) separa o anel A entao a variedade invariante W?*(p)(respectivamente
W*(p)) tem m; projegao em todo [0, 27).

2. Seja um ponto periédico hiperbélico p € W#(o), onde ¢ é um ponto
periddico hiperbdlico de periodo 2. Se o conjunto W#*(o) N W*(p)(
respectivamente W*(o) N W*(p)) tem intersecdo transversal entdo a
variedade invariante W?*(p)(respectivamente W*(p)) tem projegdo na

primeira coordenada sobrejetiva.

3. Consideremos um ponto periédico hiperbdlico p fora de I', no com-
plementar do fecho das ilhas elipticas e fora da fronteira da regiao de
instabilidade. Se os fechos de um ramo das variedades invariantes sepa-
ram o anel A entao existe ponto heteroclinico associado a p e ao ponto

hiperbélico de periodo 2 o.

4. Sejam dois pontos periédicos hiperbdlicos p; e ps fora de I', no com-
plementar do fecho das ilhas elipticas e fora da fronteira da regiao de
instabilidade. Se os fechos dos ramos das variedades invariantes sepa-

ram o anel A, entao W*(py) N W*(py) # 0.

5. Sejam p um ponto periédico hiperbélico fora de I', no complementar do
fecho das ilhas elipticas e fora da fronteira da regiao de instabilidade e o

um ponto periddico hiperbdlico de periodo 2. Se os fechos de um ramo

das variedades invariantes separam o anel A entao W4(o) = W3(p).
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6. Sejam ¢ um ponto hiperbdlico de periodo 2 e T' = [0, 27) x {7/2}, entao

['NWs#(o) é um conjunto perfeito.

Em uma palestra de Marie-Claude Arnaud ela formulou a seguinte questao:
Se uma fungao twist conservativo tem uma curva que é grafico de uma fungao
continua com ntimero de rotacao irracional sob o qual a dinamica restrita tem
uma érbita densa, essa curva é necessariamente de classe C'? Ver questao
2.13 de [1].

Com o objetivo de responder, parcialmente, esta questao estudamos no
ultimo capitulo um certo conjunto chamado Circulo Fantasma que foi primei-
ramente estudado pelo Golé em [17]. Um circulo fantasma é um conjunto em
RZ tal que sua projecao no cilindro sao curvas homotopicamente nao triviais,
tem pontos peridédicos e tem uma propriedade de ordenacao vertical segundo
seu nimero de rotacao, para a definicao precisa ver definicao 4.11.

Provaremos, sob certas condigoes, que as curvas rotacionais invariantes
que constituem a fronteira da regiao de instabilidade estudada no capitulo 3
¢ uniformemente aproximada por projecoes de circulos fantasmas racionais.
Ao intersectarmos estes conjuntos, projecoes de circulos fantasmas, com o
conjunto de instabilidade obtemos um conjunto perfeito. Com isto temos o
ultimo resultado da tese

Teorema D:

1 Seja o nimero de rotacao da curva rotacional invariante C* na fron-
teira da regiao de instabilidade um ndmero irracional. Se qualquer
vizinhanca aberta dentro da regiao de instabilidade contém um ponto
periédico hiperbdlico com indice de Morse menor ou igual a 1, entao a
curva C" é a projecao de um circulo fantasma irracional que sao apro-
ximados uniformemente por circulos fantasmas racionais. Além disso

os conjuntos estdveis e instaveis de Le Calvez intersectam C,, projecao
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do circulo fantasma A,, nas lacunas do conjunto de Aubry-Mather M,

de minimizadores recorrentes de nimero de rotacao p.

2 Se A contido na RPI é a projecao de um circulo fantasma, entao A N

Ws(p) é um conjunto perfeito.

Finalmente consideramos algumas questoes que serao objeto de futuras

pesquisas.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Bilhares

Nesta secao vamos tratar sobre um tipo particular das aplicagoes do tipo
twist, conhecidas como aplicagoes do bilhar.

Seja o uma curva em R? simples e fechada, C"—regular, » > 3, orientada
em sentido antihorario com curvatura positiva em todo ponto, chamaremos
este tipo de curvas de oval.

Uma oval pode ser parametrizada por 6 € [0, 27) , o angulo entre uma dire¢ao
fixa e a tangente orientada.

O problema do bilhar em « consiste no livre movimento de uma particula
na regiao plana limitada por «, sendo refletida elasticamente em cada im-
pacto com a fronteira da regiao limitada pela curva «. Uma vez que a
particula se move com velocidade constante no interior da regiao, o movi-
mento é completamente determinado pelo ponto de reflexao na curva a e a
direcdo do movimento imediatamente apos cada reflexao. Assim, o angulo 6,
que localiza o ponto de reflexao, e o angulo ¢ entre a direcao do movimento

e o vetor tangente, orientado, a curva no ponto de reflexao, pode ser usado
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para descrever o sistema. Este modelo define uma funcao, conhecida como

aplicacao do bilhar
f:10,2m) x [0,7) — [0,27) x [0, ).

Consideremos A = [0,27) x [0, 7) munido da forma simplética w = dr A

df = d\, onde \ = rdf é chamada de 1-forma de Liouville.

Definicao 1.1. f : A — A ¢ dita funcdo twist positiva se é um C!

difeomorfismo e

1. f é isotdpico a identidade Id 4, (f preserva orientacao e as duas fron-

teiras).

2. Para € > 0, D(m o f)(x)(0,1) > €, onde m a projegdo na primeira
coordenada de A. Se D(m o f)(2)(0,1) < —e dizemos que f é uma

funcao twist negativa.

f € uma funcao twist conservativo se f*A — A é uma 1-forma exata, ou seja se
f* A=A\ =du o que implica que d(f*A— \) = 0 e assim temos f*d\ —d\ = 0.

Logo f é uma funcao twist conservativo se f*w = w, para w = dA.

Esta funcao tem propriedades muito bem conhecidas, detalhadas por
exemplo em [7], [19] e [27]. Enunciaremos algumas propriedades importantes

desta aplicagao que serao usadas neste texto.

1. Se a é uma curva de classe C", a aplicacao do bilhar associada serd de
) 3

classe C™ 1.

d
2. A aplicagao do bilhar preserva a medida pu(A) = [, d_j sin(¢)d¢dt, onde

s(t) representa o parametro comprimento de arco da curva o em «(t).
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3. Se f(0y, o) = (01, 1), a derivada de f no ponto (g, pg) é dada por

L— L
Df(eo,%) = xi .

1 L—l’o—l'l L—Qfl

onde x; = r(0;)sin(¢;), L = |a(61) — a(by)|, e () reresenta o raio de
curvatura da curva no ponto 6.

Logo f é uma aplicacao do tipo twist.

(A, p, ) define um sistema dinamico bidimensional discreto.

A 6rbita do ponto (g, ¢g) é o conjunto {f™(6y, ¢9),n € Z}. Uma Orbita
é dita periddica se existir um n € N tal que f"(6,¢) = (0,¢), o menor n é
chamado de periodo da érbita.

Um ponto p periédico de periodo n é dito hiperbdlico se D f"(p) tem
autovalores de moédulo distinto de 1, p é dito eliptico se os autovalores
de Df™(p) ndo sao nimeros reais e tem médulo 1, em outro caso p é dito
parabodlico e chamaremos de ponto periddico degenerado.

Associado aos pontos periddicos hiperbdlicos existem dois conjuntos in-
variantes imersos em A, W#(p) = {x € A/f"(z) — p,i — oo} e W¥(p) =
{z € A/f"(z) — p,i — —oo} chamados de variedade estdvel e instdvel,

respectivamente, do ponto p.

Definicao 1.2. ¢ € W¥(p) N W*(p), ¢ # p é chamado de ponto ho-
moclinico, e se a intersecao é transversal diremos que o ponto homoclinico

¢é transversal.

Definicao 1.3. Se p # ¢q. h € W*(p) N W*(q) é chamado de ponto hete-
roclinico, e se a intersecao ¢é transversal diremos que o ponto heteroclinico

¢é transversal.
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Considere a aplicagao de reflexdo em torno a reta ¢ = w/2, R(0,¢) =
(6,7 — ¢). Observe que R* = Id.

Uma outra propriedade interessante da aplicacao do bilhar é que a inversa
F7H01, ¢1) = (6, ¢o) satisfaz que Ro f = f~1 o R. De fato, se f(6y, ¢o) =
(61, ¢1), entao Ro f(0o, ¢o) = R(b1, 1) = (61, m—¢1) e assim foRo f(bo, ¢o) =
[0, — ¢1) = (6o, ™ — do) = R(bo, ¢o)

1.1.1 Topologia no conjunto dos Bilhares

Aplicagoes do Bilhar sao um tipo muito especial de difeomorfismos e peque-
nas perturbacoes no espacgo de fungoes podem produzir difeomorfismos que
nao correspondem a uma aplicacao do bilhar. Para garantir que pequenas
perturbagoes da aplicacao do bilhar continuem sendo uma aplicacao do bi-
lhar vamos perturbar a fronteira da regiao limitada pela curva a e nao a
aplicacdo. Vamos seguir a abordagem feita em [14].

Movimentos rigidos e homotetias de ovais nao mudam as carateristicas
dinamicas da aplicacao do bilhar associado, definimos uma relacao de equi-
valéncia onde uma curva « estd relacionada com a curva 3 se existir uma
homotetia ou movimentos rigidos que transformam « em . Nosso estudo
serd feito no conjunto de curvas, médulo essa relacao de equivaléncia.

Denotemos C o conjunto das classes de equivaléncia das curvas ovais de
classe C"*!. Considere 7(6) o vetor normal & curva a em 6, para cada € > 0

defina a vizinhanca tubular de a como
Ne(a) =A{a(f) + Mn(0),0 € [0,21), X € (—¢,€)}.

Definicao 1.4. [5] € C esta e—préximo de [a] € C se existem representantes
a € o] e § €[] tal que a imagem de [ esta contida em N («) e a projecao

canonica sobre a imagem de « é um difeomorfismo.
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Uma consequéncia é que 3 pode ser escrita como 3(0) = a(6) + \(0)n(6),
onde A é 27 periddica e de classe C".

Denotamos por ||, = maxgep2q{|A0)], N (0)],- -+, [N ()]}

Definigao 1.5. [3] € C estda e—C"-préximo de [a] € C se [f] estd e— préximo

de e A, <e

Observagao 1.6. E suficiente considerar perturbagoes com |Aly < €, uma
vez que o objetivo é perturbar um pouco a curva perturbando um pouco a

curvatura e assim nao alterar muito o comportamento dinamico da aplicacao

do bilhar, ver [13].

Observagao 1.7. Como a topologia em C",r > 2 é mais fina do que a topolo-
gia em C? e gostariamos de falar sobre resultados genéricos na topologia mais
fina, precisamos munir o conjunto de bilhares C da topologia C" e provar que
existe um conjunto aberto e denso na topologia C" e como C é Baire, ver [14],
entao dito conjunto sera residual. Dizemos que uma propriedade é genérica
se existe um conjunto residual de bilhares onde tal propriedade é satisfeita.
Uma vez que abertos em C? sdao abertos em C”,r > 2, basta provar que
os Uy definidos em [11] s@o densos na C" topologia de C. A prova seria a
mesma, a menos de pequenas alteragoes como considerar que \’(0;) # 0 e

A (1) # 0 e as outras derivadas continuam sendo zero.

M. Dias Carneiro, S. Pinto-de-Carvalho e S. Oliffson Kamphorst prova-
ram em [11] que genéricamente existem apenas um numero finito de pontos
periédicos hiperbdlicos ou elipticos e que a intersecao das variedades invari-
antes associadas a pontos hiperbdlicos é transversal. Complementando este
resultado, Z. Xia e P. Zhang provaram em [28] que esta interse¢ao generica-

mente acontece.
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Considere a curva oval a parametrizada por comprimento de arco s. A
fungao h(sg, s1) = |a(s1) — a(so)| serda chamada de func¢ao geradora da
aplicacao do bilhar.

Vamos estudar a dinamica de um subconjunto de A = [0,27) x [0,7)
que nao contém nenhuma curva invariante. Birkhoff provou em [0] algumas
propriedades de este conjunto e Le Calvez em [20], usando apenas argumentos
topoldgicos, obteve resultados em esta diregao e provou a existéncia de 6rbitas
cujos a e w limites estao contidos em partes distintas da fronteira desta
regiao. Le Calvez também provou a existéncia de certos subconjuntos que
se comportam como variedades estaveis e instaveis das partes conexas da
fronteira de esta regiao.

Vamos escrever alguns resultados de [7], [12], [11] e [20].

Genericamente existem apenas um numero finito de pontos periédicos, de
periodo fixo, hiperbdlicos ou elipticos e pelo menos um ponto hiperbdlico de
periodo 2, denotaremos um ponto periédico hiperbdlico de periodo 2 de o.

Uma curva continua, fechada e simples v C A que nao é homotopica a
um ponto é chamada de curva rotacional. Uma tal curva é dita invari-
ante pela aplicagao do bilhar f se f(v) = 7. Existem bilhares cujo espagos
de fase sao folheados por curvas invariantes rotacionais e cujos espacos de
fase nao contém nenhuma curva rotacional invariante. Assumindo suficiente
regularidade da curva oval o a propriedade twist implica que existem curvas
invariantes em qualquer vizinhanga das fronteiras [0, 27) x {0} e [0, 27) x {7},
Teorema de Kolmogorov, Arnold e Moser (KAM), ver por exemplo [20].
Birkhoff provou que as curvas rotacionais invariantes sao graficos de uma

funcao de Lipschitz.

Definicao 1.8. Seja a um oval. Uma curva suave v C R? é dita uma

cdustica se qualquer raio tangente a y continua sendo tangente apos iteracao
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Figura 1.1: Caustica

da transformacao do bilhar. Ver figura 1.1.

Um bilhar é dito integrdvel se o espacgo de fase é folheado por curvas
invariantes de classe C°.

A conjectura de Birkhoff afirma que a fronteira de uma mesa de bilhar in-
tegravel associada a uma curva estritamente convexa é necessariamente uma
elipse(ou uma circunferéncia como um caso especial). Muitos matematicos
trabalharam, e ainda trabalham, neste interessante problema. Avila, Simoi
e Kaloshim provaram em [3] que deformagoes integraveis de uma elipse de
pequena excentricidade é ainda uma elipse. Kaloshin e Sorrentino generaliza-
ram o trabalho [3] e provaram em [18] que pequenas perturbagoes integraveis

de uma elipse sao elipses.

Definicao 1.9. Uma regiao R limitada por duas curvas rotacionais invari-
antes disjuntas C™ e C'~ que nao contém curvas invariantes rotacionais no

interior de R é chamada de Regido de Instabilidade (RI).
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A partir de este ponto nosso foco sera o estudo das propriedades RI para
bilhares genéricos com a topologia de [11].
O seguinte lema, cuja demonstragdo pode ser encontrada em [11], lema 11,
garante que uma curva rotacional invariante nao pode intersectar o segmento

['=10,27) x {n/2}

Lema 1.10. Genericamente uma curva rotacional invariante nao intersecta

a curva I' = [0,27) x {m/2}.

Isto implica, que para curvas ovais suficientemente regulares existe uma
regiao limitada por curvas invariantes, que nao contém outras curvas in-
variantes e que contém a curva I'. Uma tal regiao é chamada de Regiao
primdria de instabilidade, (RPI).

O lema seguinte, cuja demonstragao se encontra em [12] lema 6, garante
que nenhuma curva invariante intersecta as variedades estaveis e instaveis
do ponto periédico hiperbdlico de periodo 2, o que proporciona uma forma

alternativa de definir a regiao de instabilidade.

Lema 1.11. Se o é um ponto 2-periodico hiperbdlico de f, entao uma curva

rotactonal invariante v nao intersecta nenhuma das variedades invariantes

We(o) e W¥(o).

Consideremos a funcao m : A — [0,27) a projegao canoénica na primeira

coordenada.

Definicao 1.12. Um cilindro R C A é um conjunto nio vazio, conexo e
fechado tal que m(R) = [0,27) e cuja fronteira sdo duas curvas rotacionais

continuas.

O seguinte teorema, cuja demonstragdo se encontra em [I2], dd uma

condicao suficiente para ter uma regiao de instabilidade.
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Teorema 1.13. Seja o um ponto 2-periodico hiperbolico e R o menor cilin-

dro que contém W (o) entdo R € uma regido de instabilidade.

Observagao 1.14. Se R contém outro ponto hiperbdlico ¢’, entdao contém
a orbita do ponto periddico, fora das ilhas elipticas tal que m(W?(¢')) =
[0,27), pela mesma constru¢ao do teorema anterior sabemos que o menor
cilindro que contém W#*(¢’) é R. Uma vez que se ¢’ € R entdao W?*(a') C R
e Ws(¢') € R. Por outro lado, se o menor cilindro que contém W+(o") é
R’ estritamente contido em R, pelo teorema 1.15 de Birkhoff a fronteira de

R’ esta composta por curvas rotacionais invariantes disjuntas estritamente

contidas em R. Contradigao.

A regiao de instabilidade tem algumas propriedades muito interessantes,
como por exemplo Birkhoff provou em [0] que as curvas que constituem a
fronteira da regiao de instabilidade sao graficos de fungoes Lipschitz e também
que existe x € R tal que o a e w— limite de z estao nas curvas fronteiras
do anel. Usando argumentos variacionais Mather também obteve resultados

semelhantes. Os quais sao:

Teorema 1.15. Se a regido de instabilidade tem como fronteira as curvas
invariantes CT e C'~, entdo estas curvas sio grdficos de fungoes de Lipschitz.
Estas curvas sao consequentemente rotacionais, pois nao sao homotopicas a

um ponto.

Teorema 1.16. Se R é uma regiao de instabilidade, entao existe x € R tal

que limy,_, oo dist(f*(x), C*) =0 e limy_, o, dist(f*(z),C~) = 0.

Uma pergunta é se R = W#(o), caso contrario como é o conjunto R —
Ws(o). Sabemos que genericamente existem pontos elipticos, consequente-

mente, genericamente R # W#$(o). A seguinte proposigao afirma que o com-
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plementar de W#(o) em R é uma reuniao de conjuntos abertos, disjuntos.

Chamaremos a cada aberto de #lha eliptica.

Proposicao 1.17. Seja 0 um ponto 2-periodico hiperbolico. Seja V- o com-
plementar de W*(o) na regido de instabilidade R. Entdo V = U2, V; onde
cada V; sao conjuntos abertos, disjuntos dois a dois, homeomorfos a discos e

dinamicamente periodicos.

Demonstracao. V é um conjunto aberto e é uniao de suas componentes co-
nexas abertas disjuntas. Seja V; uma tal componente conexa, V; nao pode
dividir o cilindro R em duas partes disjuntas, pois W“—@) tem projecao na
primeira coordenada no conjunto [0, 27) todo e contém as curvas rotacionais
invariantes da fronteira de R. Entao V; é homotopicamente trivial.

Como V tem &rea finita, pois estd contido no espago de fase [0, 27) x [0, 7]
o qual tem area finita. Considere V; uma componente conexa maximal de V,
pelo teorema de recorréncia de Poincaré existe n; tal que f™(V;) N'V; # 0.
Como V; é uma componente conexa maximal de V entao ™ (V;) =V, o que
implica a periodicidade de V. O
Corolario 1.18. Para cada V; de V' existe um n; € N, dV; é um subconjunto

fechado, conexo, com interior vazio, contido em Wt (o) e invariante por f™.

E importante observar que para n > 1, como f": U — U preserva drea,
o teorema de recorréncia de Poincaré afirma que quase todo ponto de U é f"
recorrente. Aplicando o teorema da curva transladada de Brouwer, obtemos
que f™ deve ter um ponto fixo em U, ou seja, existem pontos periddicos em
U.

Finalizaremos o capitulo ilustrando a dinamica da aplicacao do bilhar

para o caso de curvas ovais simples.
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0 /2 T 3x/2 27

Figura 1.2: Espaco de fase do bilhar na circunferéncia

Exemplo 1.19. O bilhar no circulo.

Considere a curva a(t) = (rcost(t),rsen(t)), para uma constante r € R. A
aplicagao do bilhar na elipse no circulo tem a propriedade de manter fixa a
segunda coordenada, isto é f(6,¢) = (0 + 2¢mod(2r), ¢) assim o espaco de
fase consiste de segmentos de reta horizontais os quais sao curvas invariantes

pela aplicacao do bilhar. Ver figura 1.2.

Exemplo 1.20. O bilhar na elipse.

Considere a curva (t) = (asen(t),bcos(t)), para constantes a,b € R™ a >
b > 0. O espaco de fase da aplicacdo do bilhar f na elipse ((t) consiste
de curvas invariantes homotopicamente nao triviais, de cores azul e roxo na
figura 1.3, de curvas invariantes por f? homotopicamente triviais, de cores

cinza e verde na figura 1.3 e as conexoes de sela de cor preto.

Nos dois exemplos anteriores nao existe uma regiao de instabilidade nao

vazia, uma vez que os espacos de fase sao totalmente folheados por curvas
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Figura 1.3: Espaco de fase do bilhar na elipse

invariantes. Nos préximos capitulos vamos estudar o bilhar definido em uma
curva oval que é uma certa perturbacao da elipse. Veremos que o espaco de
fase deixa de ser folheado por curvas invariantes, criando-se uma regiao de

instabilidade.



Capitulo 2

Causticas nao Convexas
Ressonantes de Bilhares em
Curvas Obtidas pela Acao do

Fluxo de Curvatura na Elipse

O objetivo de este capitulo é ilustrar os resultados sobre a regiao de instabili-
dade simétrica, isto é, em torno dos diametros. Essa ilustracao trata da per-
turbacao do bilhar na elipse Qo = {(x,y) € R* 2?/a*+¢y*/b* =1},a>b> 0
ao longo da familia a um parametro obtida pelo fluxo de curvatura.

De acordo com [9], todas as curvas rotacionais invariantes com numero
de rotacao racional sao destruidas pelo fluxo de curvatura e, o mais rele-
vante para a questao de estabilidade, a separatriz que conecta as orbitas hi-
perbolicas de periodo dois é destruida pois os ramos das variedades instaveis
e estaveis tornam-se transversais.

Isso, é claro, implica na existéncia de uma regiao de instabilidade cuja

fronteira é uma curva rotacional invariante irracional, mas nao do tipo KAM.
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Neste capitulo, provamos que nao somente as causticas convexas, que cor-
respondem aos Circulos Invariantes Rotacionais (CIR), sdo destruidas mas
também as curvas ressonantes (nimero de rotacdo racional) que circundam
o diametro eliptico. Isso implica também o surgimento de zonas de instabi-
lidade em torno dessas orbitas.

O capitulo tem, portanto, duas partes. Na primeira, usando o teorema
da funcao implicita, demonstramos a destruigao das curvas homotopicamente
triviais de nimero de rotacao racional (cdusticas hiperbdlicas) associadas a
um ponto periédico normal de periodo 4 e na segunda, usando o potencial
de Melnikov, demonstramos que certas curvas homotopicamente triviais as-

sociadas a causticas ressonantes sao destruidas.

2.1 Sobre Causticas nao Convexas e Pontos
Normais

Em esta secao estudaremos um tipo particular de érbitas periédicas, chama-

das de drbitas periddicas normais. Consideremos a curva I' = [0, 27) x {7 /2}.

Definicao 2.1. Um ponto periédico p € R cuja orbita contenha exatamente
dois pontos em I' serd chamado de ponto periddico normal. Mais preci-

samente, a orbita de um ponto periédico normal sera

0= {<907 71-/2)7 (‘917 ¢1)> B (9n717 Qﬁnfl)v <9n7 7T/2)> (97%17 W_(bnfl)a T (6177‘-_¢1)}'

Vamos considerar o bilhar na elipse que estudamos no exemplo 1.20, para
simplificar as contas, neste texto consideraremos b = 1. As causticas nao
convexas correspondem a curvas fechadas v em torno dos pontos (0, 7/2) ou
(m,7/2), pontos periddicos elipticos de periodo dois. Essas curvas 7 inter-

sectam transversalmente o eixo de simetria I', em particular se p € I' N~y
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¢ uma dessas intersecoes. Entao p é um ponto periddico normal, isto é,
M mynT £ 0.

Assim, a inexisténcia deste tipo de curva invariante pode ser provada dire-
tamente se demonstrarmos que quando aplicamos o fluxo de curvatura, para

e > 0, o ponto periédico normal ¢é isolado, hiperbdlico ou eliptico.

Exemplo 2.2. Pontos Normais de periodo 4

Seja f(60,¢) a aplicacao do bilhar na elipse @)y, onde 6 é o parametro da
elipse e ¢ é o angulo entre a direcao do movimento de uma particula em @
com a reta tangente a curva orientada.
Sabemos que existem pontos periddicos hiperbdlicos, os pontos correspon-
dentes ao diametro maior, e pontos elipticos, correspondentes ao diametro
menor. Todos os outros pontos periédicos de f sao parabdlicos, isto é se
(6o, ¢o) é um ponto periddico de periodo n, entdo a matriz D f™(6y, ¢g) tem
autovalores 1 ou -1.
A seguir vamos verificar que na aplicagao do bilhar na elipse existem orbitas
normais de periodo 4 e estas sao parabdlicas.

Pela simetria da elipse, basta garantir que existe um ponto (asen(fy), cos(6y))

tal que
((asen(by), cos(by)) — (0, 1), (acos(y), —sen(by))) =0 (2.1)

Ou seja, a*sen(fy)cos(6y) — sen(6y)cos(by) + sen(bp) = 0. Obtendo que 6,
deve satisfazer que

cos(y) = 1/(1 — a?). (2.2)

Observemos que a equagao (2.2) fornece uma condigao suficiente e necessaria

para a existéncia dos pontos normais de periodo 4, pois cos(fp) > —1 entao

V2 <a.
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Pela simetria da elipse #; = 27 —60, é também um ponto normal de periodo
4. Verificaremos que a 6rbita Oy = {(6p, 7/2), (0, ¢1), (01,7/2), (0,7 — ¢1)}.
é uma Orbita parabdlica.

De fato, sabemos que a derivada da aplicacao de bilhar f no ponto (g, ¢o)

é representada pela matriz

1 T—dg T
_ 70
Df(e(]v (bO) - S€n<¢1) r—do—dy r—d; ) (23)
ToT1 T1

onde f<90,¢0) = (81,¢1),T = ‘06(6)1) — Oé(60>|,di = 7’,’8671(@252') er; é o raio de

curvatura no ponto 6;. Entao

A = Df¥0o,m/2) = Df(0,7 = ¢1) o Df(61,7/2) o Df(0, 1) 0 Df (b, 7/2)

2

B 1 L*ﬁ:n(%) L L;r I
- 5@n(¢1) L—rysen(¢1)—r L—r L—rysen(¢1)—r  L—risen(¢1)
rry r Tr1 T1

Onde L = |a(0y) — a(0)|,r = r(a(by)) = r(a(y)) e r1 = r(a(0)).

Observemos que se

B 1 L—T‘17sjn(¢1) L L;r I
- Sen(gbl) L—risen(¢1)—r L—r L—risen(¢1)—r  L—risen(d1)
T r Tr1 1

tem autovalores 1 ou -1, ou se o traco da matriz X é 0, entao A tera auto-
valores 1 ou -1 e assim (0, 7/2) serd um ponto parabdlico e estd contido em
uma curva invariante homotopicamente trivial de periodo 4.

Como os pontos periodicos hiperbdlicos ou elipticos sao isolados e os pontos
periodicos contidos na curva homotopicamente trivial de periodo 4 nao sao

isolados entao necessariamente o ponto (6p, 7/2) serd um ponto parabdlico.
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2.2 O Fluxo de Curvatura

Dada uma curva oval (), é possivel criar outras curvas movendo a primeira
em direcao do vetor normal, que aponta para o interior da curva, em cada
ponto a uma velocidade dada pela curvatura. Estd evolugao gera um fluxo
chamado de fluxo de curvatura.

Os primeiros a estudar este fluxo foram M. Gage e R. Hamilton em [10], eles
provaram no seu teorema principal que, sob a agao do fluxo de curvatura, Q)

se contrai a uma circunferéncia no seguinte sentido:
1. A razao do raio inscrito com o raio circunscrito tende a um.
2. A razao da curvatura maxima e a curvatura minima tende a um.

3. As derivadas de ordem superior da curvatura tendem a zero uniforme-

mente.

Seja T = R/27Z. Seja Qo = qo(T), qo : T — R? uma curva diferencidvel,
fechada e mergulhada em R2?. O fluxo de curvatura no tempo t de Qg é a
curva Q; = ¢(T,t) onde g : T x [0,7) — R? e q(¢,t) satisfaz o problema de
valor inicial

9q(¢, 1)

—ar — & ON(9),4(9,0) = qo.

Onde k e N sao a curvatura e o vetor normal a curva gy que aponta para
dentro, respectivamente.

Sabemos que a dinamica da aplicacao do bilhar na elipse é integravel,
ou seja o espaco de fase é folheado por curvas invariantes, tem entropia
topoldgica zero e possui uma familia de causticas convexas e nao convexas.
J. Damasceno, M. Carneiro e R. Ramirez-Ros provaram em [J] que o fluxo
de curvatura na elipse destroi a integrabilidade, as conexoes de sela e todas

as causticas convexas ressonantes, tendo entropia positiva.
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O objetivo deste capitulo é provar que certas causticas nao convexas resso-
nantes também sao destruidas, como foi sugerido por Sonia Pinto de Carvalho

e Rafael Ramirez-Ros em [23].

2.3 Bilhar em uma familia de curvas obtidas
ao perturbar a elipse pelo fluxo de curva-
tura

Consideremos a familia de curvas (). parametrizadas por

X (€,0) = (ccosh(u(8))sen(), csenh(pu(0))cos(d)), e > 0.

No lema 3.1 de [9] foi provado que a perturbacao da elipse pelo fluxo de

curvatura deforma a elipse inicial @)y em curvas ) = x(e, ) onde

p= pio + €p1(0) + 0(52) e () =— (a20082(9)a+sen2(9))2'

A curvatura da curva no ponto 6 é dada por

a

kol6) = (a?cos?(0) + sen?(0))3/%

Observemos que x(0,0) = (asen(d),cos(f)) é exatamente a elipse Qo

inicial.

Portanto a curva Q. tem u(6) = po — (a20052(9)a-i,6-56n2(6))2 + O(€%), po é tal
que csenh(pg) =1ec=+va*>—1.
Em 6 = 0 e § = 7w temos os vértices do eixo menor da elipse que estao
associados aos pontos elipticos (0,7/2) e (w,7/2).
Mario D. Carneiro, Sonia P. de Carvalho e Sylvie O. Kamphorst provaram em
[13] que a existéncia de ilhas elipticas é uma propriedade densa no conjunto de

bilhares que tem pontos 2-periddicos elipticos e ainda qualquer perturbacao

normal possui pontos periddicos elipticos proximos do ponto eliptico inicial.
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Como os pontos periddicos elipticos sao estaveis, entao (0,7/2) e (w,7/2)
continuam sendo elipticos para o bilhar definido na curva )., mais ainda,
tém coeficiente de Birkhoff diferente de zero. Para este calculo usaremos a
férmula para o primeiro coeficiente de Birkhoff para bilhares convexos obtida
em [11].

Neste caso temos que R'(0) = R'(7) =0 R"(0) = R"(w) = 3(1 —a?) e

(R +R) 1 L L—R L-Ry .,
S _ - R"(0 R"(1
mi(€) 8 RoR, 8L—RO—R1<L—R0 ()+L—R1 (1)
-1 3L(1—a?

402 AL —2a2)

e quando € = 0 temos que L = 2 e 7(0) < 0, pela continuidade de 71 na
varidvel € concluimos que 71(€) # 0 para e suficientemente pequeno, como
veremos logo a seguir a folhagao total por curvas invariantes do espaco de
fase da aplicacao do bilhar na elipse é destruida, tendo assim uma regiao de
instabilidade.

Portanto os pontos elipticos associados ao eixo menor das curvas Q.(6) sao
estaveis e assim tém curvas invariantes homotopicamente triviais que circun-
dam os pontos fixos elipticos.

Uma pergunta natural é se para algum € a curva (e, ) tém pontos nor-
mais de periodo 4. Observe que os pontos normais sao intersecoes de I' com
iteradas de I', se esta intersecao for transversal, entao os pontos normais
serao mantidos por pequenas perturbacoes da curva oval.

Para responder esta pergunta, observemos que a simetria da elipse é pre-
servada pelo fluxo de curvatura e assim x(e,6) terd um ponto normal 6y (e)

se existir um 6(¢) tal que

F(e,0(6)) = (x(e.0(6)) ~ x(€,0), “£x(e,0(6))) = 0. (2.4)
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Observemos que quando € = 0 a equacgao 2.4 se reduz a equagao 2.1 ou seja
F(0,6p) = 0. Pelo teorema da funcao implicita vamos garantir que para
cada € em uma vizinhanca do 0, existe um tnico 6(¢) tal que a equagao 2.4
é satisfeita, ou seja, a aplicacao do bilhar f. na curva x(e, 6) tem um tdnico
ponto normal () em uma vizinhanca de y. Para isto ¢é suficiente garantir

que 2£(0,6,) # 0.

De fato,
P00 = (e 0(6), (e, 000)) + (xle,000) — x(e,0), “x (e, 0(6))
= ((acos(0y), —sen(6y)), acos(y), —sen(byp)))
+ ((asen(6y),cos(8y) — 1), (—asen(hy), —cos(6y)))
= a’cos®(0p) + sen®(6p) — a®sen®(0y) — cos*(0) + cos()
= (a* —1)(2cos*(0y) — 1) + cos(by).
Usando a equacao 2.2 temos que (0 0p) = —1—a’+ (17—1(12) £0,sea > 2.

Para cada € € Iy, vizinhanca de 0 onde F(¢,0(¢)) = 0, o ponto periddico
normal de periodo 4 (0(e),7/2) é ainda parabdlico?

Para responder a esta pergunta devemos calcular os autovalores da matriz

= Df4(6y(€),7/2). Como no caso da elipse, esta matriz ¢ o quadrado de
uma matriz X, a qual é produto de matrizes com certa simetria. Os seguintes
lemas vao nos ajudar para determinar a natureza do ponto normal de periodo

4 associado a curva ye.

ay; a ag a
Lema 2.3. Se X =a| 2R A= X2 e det(X) = 1,

Q21 A22 Q21 a1l
entao:

1. A tem autovalores reais e diferentes se |aj1a9 + ajoas| > é

|9 90
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2. A tem autovalores complexos de mddulo 1, diferentes de 1, se |ajjasn+

1
a12a21| < 5 com ajiag + aaaz # 0.

3. A tem autovalores iguais a £1 se |aj1a + ajpas| = i oUu a11G92 +
12091 = 0.
. bii b1z .
Demonstracao. Observemos que se X = e o det(X) = 1 entdo
ba1 a2

o polindmio caracteristico é p(\) = A2 — (by1 + bao) X + 1 cujas raizes sao

o bi1 + b £ \/(b11 + baz)? — 4'
2
Se o trago da matriz X for £2 os autovalores serao iguais a £1, se o trago
da matriz X for em mddulo maior que 2, entao os autovalores serao reais e
diferentes e se o traco da matriz X for em mddulo menor do que 2, entao os

autovalores serao nimeros complexos de moédulo 1. Estudaremos o trago da

matriz A
Como
11022 + G12G21 2a11a12
X =«
2a91a22 11022 + A12G21
e
(a11a92 + a12a21)* +4 4( + )
A 9 11022 12021 11022012021 11022 T A12021)A11012
=«
2
4(ajrasn + ajpag)asias  (a11a + a1aa91)? + 4aj1aga12a9;
entao o

trago(A) = 2042[(@11@2 + 6l12&21)2 + 4ay1a22a12a91],

usando det(X) = a?[(ajja + a12a21)* — 4a11a22a12a21] = 1 temos que

1
trago(A) = 20” [2(ar1ags + 61126121)2 - §]
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e assim o trago(A) = £2. se e somente se |aj1a92 + aj2a91| = i ou aq1a99 +

1291 = 0.

1
a?’

Se trago(A) > 2 temos que (ai1a9s + a12a9;)? >
Se —2 < trago(A) < 2 temos que —i < (apaxp + apas) < é com

a1 + 12091 # 0.

O
Se a11a92 — Q12091 = i o lema anterior pode se escrever como
a11 A12 Q22 A12
Lema 2.4. Se X = « , A= X2 edet(X) =1,
Q21 A22 Q21 a1l

entao:
1. Os autovalores de A sao reais e diferentes se aji1asg > é ou ay1aes < 0.

2. Os autovalores de A sao numeros complexos de modulo 1, diferentes a

1 1
+1 se 0 < aq1a92 < o € 011022 # S

3. Os autovalores de A sao iguais a +1 se aj1a0 = 0 ou aj1a90 = é ou

1
a11a22 = 5 -

Demonstragao. Basta substituir ajsas; = ajjaze — 1/a no lema anterior. [

Observemos que, no caso da elipse, a;; = 0 e o item 3 do lema 2.4 é

satisfeito.

No caso do bilhar f. na curva x(e, 0) serd que g(e) = ay1(€)ax(e) =
07 Como ¢(0) = 0 e g'(0) = a1;(0)az(0) + a11(0)ag,(0) = a1,(0)ax(0),
para garantir que g(e) # 0 precisamos garantir que a,(0) # 0. Para isto
consideremos a fungao g(e) = L(€) — ri(e)sen(¢i(€)) e vamos verificar que

g'(0) # 0. De fato:
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g(e) = L(e) —ri(e)sen(¢1(e)), entao (2.5)
J(O) = L)~ riO)sen(6:(0) — reos(on (0) 2 ()
Onde
L(e) = |x(e,00(c)) — ( 0) = (x(e. fo(€) — x(€,0), x(€, bo(€)) — x(€,0))"/?
e = (5ex(€,00(c)) — 4tx(€,0), x(€, Bo(€)) — x(€,0))
|X(6 90( ) = x(e,0)] ’
(0, 6) (0,0) = (asen(fy),cos(fy) — 1),
L= x(e60(e) = X(6,0)| = e
SX€0) = (0,ccosh(m) (0,0) = (0, )
%X(O,@O) = (Sen(00>((a20032(90)——fsen2(90))2))+a608<00)d9;£()),
—a d90<0)
,acos(Go)((a26052(90> + senQ(Ho))Q) — sen(f) de )
Finalmente,
! _ Y-l asen(6y)(sen —4 acos 460(0)
L (O) a { (90)( (90)((&20082(90) + 86%2(90))2)) + (90) de ) +
+ (cos(by) — 1)(acos(90)((aQCOSQ(QO)_f 86712(60))2) — Sen((gO)d@COlEO) n %)}
Vi = 1{ —a? N a*cos(6y) n
B a? (a2cos®(6p) + sen?(6p))?  (a2cos?(6y) + sen?(6p))?
008(0;)2_ D) + (a*sen(fg)cos(6y) — sen(B)cos(6y) + sen(@o))deflio)}

Usando a equacao 2.2 temos que L'(0)

calcular 7 (0).

\/7

L(a*> =1 + ). Vamos
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/ 0 3
r(e,0) = — (e ?/‘
IX'(€,0) x X"(€,0))]
Derivando em relacao a € e fazendo 0 = 0 temos:
0 d (6 0) x X6, ) EIX (€, 0) = X (6, 0)P X (6,0) x X" (¢, 0))]

g (60 = genle) = X(€.0) X (6, 0)

Mas x'(0,0) = (a,0),x"(0,0) = (0,-1), £/(0,0) = (=4,0), %£x"(0,0) =

(0,4a7(1 = a%)), §X'(e,0) ¥ X"(e, 0)] =y = T+ + 2572 ¢
d , . -3
— 0)?|e=g = —.
L1 (e, 0o = =
Entao
3a? — 2
_ 2 _
r1(0) = a*,r}(0) = o
Vamos calcular 6'(0)
Para isto usaremos que
Op —(a® —1)°
86( %) ad
9°x(0,60)  4(a®> —1)*Va® —2
0edl N at '
Sabemos que
Ox(€,0(e
(e, 00) — x(e,0), XAy (27)

Usando A = cosh(u(e,0(€))), B = cosh(u(e, 0(€))) temos que A’ = By, B' =
A/, A2 — B? =1 e a equacao 2.7 se reduz a

ABM’%sen(%(e)) — B(0)Ay'cos(0(€)) + BB(0)senf(e) = 0

derivando em relagao a € obtemos
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0 db(0) o
3¢50 (0,00)(1 — cos(6y)) + (cos(26y) — cos(6y)) - + QQE(O, 0o)sen(6y).

a

Substituindo os valores ja calculados obtemos que

do(0)  2va*—2(a®—1)°
de — ala*—a?2—-2) °

Vamos calcular ¢/ (0).

csenh(u(e,0)) — csenh(u(e, 0(€)))cos(0(¢€))

Sen<¢1(€)) = L(E)

observemos que sen(¢;(0)) = \/% e cos(¢1(0)) = ﬁvzzj Derivando em

relacao a e e avaliando em e = () obtemos:

L(a200) _ q2808) c5(0,) + sen(fp) 22) — (1 — cos(6y)) L' (0)

cos(on)y(0) = Tt~ )
#(0) \/a2—1a2—1[ a? (—1 (a>—-1)% 1 a\/a2—2d9(0))
a?—2 a* "Va2-1 da? a> 1—a? a?—1 de
2
a
— L'(0
)
Simplificando e substituindo os valores de %(60) e de L'(0), obtemos que

~1 2(a? —1)3

#1(0) = at * a2v/a? —2(a* — a? —2)

Substituindo os valores obtidos na equacao 2.6 temos que

,(O>__\/a2—1<a2_1+ 1 )_3a2—2 1 _GQ\/aQ—ngbl(O)
g a a? -1 a? a2 =1 Va2 —1 de

o2
De onde decorre que ¢’(0) < 0 para a > v/2. Entdo g é decrescente em uma

vizinhanga de 0, como ¢(0) = 0, entdao g(€) = a(e)d(e) < 0 para € pequeno.
Pelo lema 2.4 temos que o ponto periédico normal de periodo 4, (6y(€),7/2)

¢ hiperbdlico.
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Observemos que isto implica que as causticas nao convexas proximas da
caustica nao convexa associada ao ponto peridédico de periodo 4 sao des-
truidas, uma vez que na elipse, o ponto peridodico normal de periodo 4 pa-
rabdlico se transforma em um ponto hiperbdlico, isolado, pela acao do fluxo
de curvatura na elipse.

Acreditamos que o mesmo argumento pode ser usado para provar que os
pontos periddicos normais de periodo 2n,n > 2 se tornam nao degenerados,
isolados, quando o fluxo de curvatura age no ponto periédico normal pa-

rabdlico de periodo 2n na elipse. Porém as equagoes ficam mais sofisticadas.

Observamos que a acao do fluxo de curvatura na elipse produz curvas

com simetria axial, nessa dire¢ao, consideramos os seguintes resultados.

Proposicao 2.5. Seja a curva oval simétrica com relagao a reflexao sobre
a reta suporte do diametro maior que corresponde a um ponto periodico hi-
perbdlico o = (0, 7/2). Se (0+0y,7/2+¢y) € W*(0) entdo (0—60y, w/2— o) €
Ws(o).

Demonstragao. Como (6 + 0y, 7/2 4+ ¢9) € W*(0), consideremos o ponto no
oval 0 — 6, por causa da simetria da curva este ponto é exatamente o refletido
de 8 + 6y no eixo horizontal. As tangentes se intersectam no ponto do eixo
de simetria, observemos que o segmento que une os pontos (6 + 0y, /2 + ¢)
e f(0+00,m/2+¢o) = (401, 7/2+ ¢1) se intersecta em Oy com o segmento
que une os pontos (0 — 0y, w/2—¢g) e f(0—0p,7/2—¢g) = (a—01,7/2— 1),
por causa da simetria da curva, ver figura 2.1.

Usando a regra de reflexao o angulo de saida do ponto a+6; serd m/2— ¢y,
analogamente ao caso anterior, por simetria o angulo de saida do ponto
a — 0y serd /2 4+ ¢ e as imagens pela aplicacao do bilhar serdo os pontos

(0409, /24 p3) e (0—05, m/2—p9), observemos que o valor do angulo decorre
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Figura 2.1: Orbita em um oval com simetria

da congruéncia de triangulos obtidos ao considerar os pontos 6 — 05,6 + 05,
o ponto de intersecao dos segmentos que unem 6 — 0, — 01 e 0 + 05, v + 01,
chamado O; e o ponto de interse¢ao das tangentes a curva em (6+60s, 7/2+¢p2)

e (0 — 0y, /2 — ¢o) ver figura 2.2
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Figura 2.2: Orbita em um oval com simetria

Portanto, se (6 + 0y, m/2 + ¢o) € W*(a) entao f2(0 + Oy, /2 + ¢o) =
(0+0s,, /24 ¢oy,) tende a 0 = (0, 7/2) quando n — +o00, ou seja (Oop, P2,) —
(0,0). Usando os argumentos geométricos acima temos que f2"(0 — 0y, 7/2 —
¢0) = (0 — Oy, /2 — ¢pa,) tende a 0 = (0,7/2) quando n — +oo pois
(021, P2n) — (0,0). Com isso temos que (0 — Oy, /2 — ¢g) € W*(0). O

Lema 2.6. Seja R(6,¢) = (0,7 — ¢) a reflexao em torno da reta ¢ = m/2.
Dado p um ponto k-periddico hiperbdlico entdo temos que R(p) é um ponto
k-periddico hiperbdlico e além disso temos que R(W"(p)) = W?*(R(p)) e
R(W*(p)) = W"(R(p)).

Demonstragdo. Usando que f~! = Ro fo R, temos que f~*(p) = Ro f*o
R™!(p) isto é, se f*(p) = pentdo f*(R™(p)) = R™*(p) e assim R~"(p) = R(p)
é k-periédico. Como Ro f~"(z) = f"o R(x) e Ro f"(z) = f" o R(x)
conclufmos que R(Wpg.(p)) = Wi R(p) e R(Wi.(p)) = Wi R(p). Entao
R(p) é um ponto hiperbdlico.

Vamos provar primeiro que R(W*(p)) = W*(R(p)). Seja = € W*(R(p)),

entdo f™(x) — R(p), quando n — oo. Assim R o f™(z) — p e entdo
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[~ o R(x) — p e assim R(x) € W¥(p) e x € R(W*(p)).

Seja x € R(W"((p))) entdo R(z) € W*(p) e pela definigdo temos que
f"(R(z)) — p, quando n — oo, entdo R o f¥(z) — p, ou seja, f*(z) —
R(p). Portanto x € W*(R(p)). A outra igualdade se prova de maneira anédloga.

[

A proposicao 2.5 implica que, sob a condigao da curva oval ter simetria
com respeito aos eixos coordenados, os ramos da variedade estavel W*(p),
Ey e Ey contém os pontos (0 + 0, m/2+ ¢y) € Ey e (0 — 0, /2 — ¢p) € Es,
pelo lema 2.6, o refletido do ramo FE; vai ser F}, ramo da variedade instével
W*(p), ou seja R(O+ Ok, 7w/2+ ¢pr) = (04 0k, w/2 — ¢i) € Fi, observemos que
E; e I} sao simétricos respeito a vertical x = 6. Com isto temos provado a

seguinte proposicao:

Proposicao 2.7. Seja a curva oval simétrica com relagao a reflexio sobre
a reta suporte do diametro maior que corresponde a um ponto periodico hi-
perbolico o = (6, m/2) entao localmente as variedades invariantes sao simétricas

respeito a curva I' e a reta vertical x = 6.

Para estudar o caso geral da destruicao das causticas ressonantes nao
convexas, usaremos uma abordagem de mecanica classica que estudaremos

na seguinte se¢ao

2.4 Causticas nao convexas

Vamos abordar o problema do bilhar do ponto de vista da mecanica classica,

ver [2] e [21]. Ao considerar o movimento livre de uma particula de massa

2 2
. . TN - . . +
1 no interior da curva Qo sujeito & acdo do Hamiltoniano H (py,p2) = 5522,

sabemos que a trajetéria da particula sera dada em uma linha reta e pelo
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teorema da conservacao da energia total, neste caso apenas energia cinética,
a velocidade da trajetéria terd médulo /p? + p3 = ¢ =constante.
Por outro lado, S. Chang e R, Friedberg em [3] consideraram o Lagran-

giano associado a dinamica do bilhar como:

M —V(2(t), y(t),

onde V' = 0 dentro da elipse e V = oo fora da elipse Q).

L(x(t),y(t),t) =

Vamos escrever o Lagrangiano em umas coordenadas especiais, coorde-
nadas elipticas, fazendo © = ccosh(p)cos(0) e y = csenh(p)sen(f), onde
¢ = Va2 —b2. Observemos que se § = ¢ =constante, temos hipérboles e se
p = c =constante, temos elipses.

O Lagrangiano escrito nestas coordenadas é:

o000 1) = CELoeoshlp@eos PN+ Gesenhp)senGON _ ) o

— Llesenh(p(t))cos(0() (1) — ccosh(p(®)sen(0(1)0' (D)
+ %[ccosh(p(t))sen(@(t))p/(t) + csenh(p(t))cos(0(t))8' (t)]?
= Vip(t),0(1))

= %[86%112(p(t))0082(9(t))p’(t)2 + cosh?(p(t))sen® (0(1))0 (t))”

+ S eosh(p(t) sen® (0(6)p! (1) + senh? (p(t))cos*(0(1)) ¢/ (1)

— Vip(),0(t))

2

= S [sen (B0 (1) + senh*(0(1)) (1))

+ %[86712(9(1?))9’(7«‘)2 +senh?(0())0(1)*] = V(p(1), 0(2))
= %(SGHQ(H(t)) +senh?(0(1))) (0 (t)* + 0'(1)*) = V(p(1), (1))

Sabemos que as causticas do bilhar na elipse sao elipses e hipérboles

confocais e tém equacao
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sao hipérboles se b? < X < a? e elipses se 0 < \ < b%.
Chamaremos de A\; e Ay as solugoes da equacao quadratica na variavel
A, onde \; = a® — cEeosh?(p) = & — c*senh?(p) e Ay = a® — Pcos?(0) =
¢ + c*sen?(0), para cada valor de )\, temos uma elipse e para cada valor
de \g, temos hipérboles. Estas coordenadas sao chamadas coordenadas de
Jacobi
Observemos que X, (t) = —2c%cosh(p(t))senh(p(t))p'(t) e No(t) = —2c%cos(0(t))sen(0(t))0' (t),
cos2(f) = T2 sen?(f) = 2252 e senh?(p) = YA, Substituindo esses
valores no Lagrangiano nas coordenadas p, f temos o Lagrangiano nas coor-

denadas de Jacobi.

1
L()\l, )\2) = —(7"1)\/12 + 7’2/\/22),

2
D VIS SN VY
COm 71 = @) ¢ 12 T @ (e
Consequentemente os momentos sdo p; = A (t) e po = 1r2A5(t) e o
Hamiltoniano é H(py,p2) = %(ff—? + %) A integral de movimento, integral

primeira, €

I(¢,v) = v* — sen’(¢) + 1 =c.

Para ¢ < 1 obtemos, no levantamento, curvas homotopicas a zero e para
c > 1 temos as curvas invariantes homotopicamente nao triviais (este tipo
de curvas associadas as drbitas periddicas do tipo (m,n) sdo chamadas de
circulos invariantes rotacionais) do espago de fase do bilhar, ver figura 2.3.

As parametrizacoes das curvas v homotopicas a zero sao

v==4sen(¢) —1+¢, ce(0,1).
Quando ¢ = 1, temos as parametrizacoes das separatrizes

% = {(¢, £sen(p),¢ € (0,7))},
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1.5 51
. 10 - o — 10} e —
7N\ L N/ N el N
l/ / (-_- H \/ _-) { 4 i 4~ 2 L 2 —~ 4 !
N AN AN AW S NG NN
1.5 1.5}
¥ —sin®(0)+0.11 = 0 y: —sin’(x)-0.11 =0

XK

y2 —sin®(x)+0.01 = 0

Figura 2.3: Curvas no espaco de fase associadas as causticas do Bilhar na

Elipse

ver lema 4.1 de [10]. Observemos que v nao é invariante pela aplicagao do
bilhar f, pois as trajetérias das iteradas de pontos pertencentes a v inter-
sectam o eixo x, portanto a segunda iterada de v pela aplicagao do bilhar f
volta a v, isto é, v ¢é invariante por f2.

S. Chang e R. Friedberg estudaram em [3] as equagoes de Hamilton-Jacobi
para o problema do bilhar, obtendo equagoes que descrevem o movimento de
particulas no bilhar eliptico. Na segao 4.2 de [25], Renato S. dos Santos, Sonia
P. de Carvalho e Sylvie O. Kamphorst fizeram um estudo mais detalhado
das causticas nao convexas no bilhar na elipse as quais estao associadas as
6rbitas ressonantes do tipo (m,2n) contidas em curvas homotdpicas a zero.

Observemos que as trajetérias que intersectam o eixo x entre os focos estao
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associadas as curvas homotopicamente triviais e as projecoes das trajetérias
sao tangentes as causticas. A coordenada de Jacobi \; esta determinada pelo

parametro ¢ definido implicitamente pela equacao

V1= b/ = en( - K (k(w,1)),

onde k € (0,1) é chamado de médulo e K (k) = F(7/2, k) é a integral eliptica

de primeiro tipo definida por

¢ df
Flo.k) = /0 1 — k2sen(0)

Embora cada curva v homotépica a zero(que estd associada a cdusticas

nao convexas, hipérboles;, do bilhar na elipse) nao seja o grafico de uma
funcdo de ¢, existe uma funcao H(I,¥) = (¢,v) para certas coordenadas
(I, ) tal que H~'(y) é uma curva que é grafico de uma fungao ¥(I), isto ¢
H™Y () ={(1,¥(1)),1 € T}.

O objetivo é usar os resultados de [23] e de [J] para a curva H!(y) para
garantirmos que as causticas nao convexas ressonantes sao destruidas pela
acao do fluxo de curvatura na elipse.

A seguir, enunciaremos alguns lemas importantes sobre fungoes geradoras

os quais serao usados para definir o potencial sub-harmonico de Melnikov.

Lema 2.8. Seja h(x,x') uma funcao geradora de L(z,y) = (2',y'), entdo
—h(x',x) € funcio geradora de L= (2',y') = (z,y)

Demonstracao. Observemos que h(z,z') = |a(z) — a(2’)| = h(z',z). Sa-
bemos que 9%(z,2') = y e $&(x,2') = —y'. Para —h(2/,z) ser funcio ge-
radora de L™!(2',%') precisamos que —h(z’, ) satisfaga a(aj) (/,2) =y e
8(3_;) (z',x) = —y, o qual decorre da hipétese. O]

Lema 2.9. Sejam hy(x,2') uma fungao geradora de Li(x,y) = (',y) e

ho(z', ") wma fungdo geradora de Lo(z',y') = (2”,y"), entdo hs(z,2") =
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. .. Ol ah1 Ohs  Ohy
/ / 1 \ - _
hi(z,2") + ho(2', 2"), restrita as condigoes o aw e o + o ’

¢ funcgao geradora de (Ly o Ly)(x,y) = (2", y")

Demonstragdo. Temos que provar que % Ohy “(r,2") =ye gg}’; (x,2") = —y", isto
decorre da definicdo de hs(z,2”), uma vez que 9% (z,2") = Q1 (z,2') =y e
Dt (2,2") = B3 (s, ") = . 0

Observemos que se F(z,y) = f*(z,y) = (2",y") e hy(x,2") é fungao ge-
radora de f, entao a fungao geradora de F(z,x”) serd ho(x,2") = hy(x,2') +

hi(x', 2"), restrita as condigoes:

Ohy

Oy o, Ohy Ohy
ox' "’

/ no__ roon P\
a:)—l—%(:v,aj)—o, %(x,x)—kg(az,x)—o.
O seguinte corolario sera muito importante para definirmos o potencial sub-

harmonico de Melnikov.

Corolério 2.10. Sejam H(I,¥) = (¢,v), F.(¢,v) = (®,V), H YD, V) =
(I,V) e Go. = H o F, o H. Sejam b, e h fungdes geradoras de F. e H,

respectivamente. Entao

9ge(I, 1) = =h(I,®) + be(¢, ®) + h(I, )
€ funcao geradora de G.

Observemos que a funcao geradora de G, = H o F, o H depende apenas
da funcao geradora de F, e das funcoes geradoras das mudancas de variaveis,
que nao dependem de €. Isto implicara que ao perturbamos, pelo fluxo de
curvatura a curva inicial @)y, a funcao geradora de G, dependera de € apenas
na parcela da funcao geradora de F, e nao da mudanca de coordenadas. Ver

figura 2.4.
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Figura 2.4: Mudanca de Variaveis das funcoes Geradoras

Teorema A
As cdusticas nao convexas ressonantes do bilhar na elipse Qo, do tipo (m, 2n),

sao destruidas quando perturbamos a elipse original pelo fluxo de curvatura.

Demonstracdo. Seja v uma curva homotopica a zero associada a uma caustica
nao convexa ressonante do tipo (m,2n), associada a aplicagdo do bilhar f,
onde 2n representa o niimero de faces do poligono fechado e m representa o
numero de voltas na mesa do bilhar, equivalentemente no cilindro, no espago
de fase. Se z = (¢,v) €7, ¢ € (0,7),v > 0, a trajetdria de z intersecta o eixo
x, tendo f(¢,v) = (¢1,v1),¢1 € (7m,27),v1 < 0 e assim a segunda iterada de
2, 2(,v) = (d2,v2) tem ¢ € (0,7), vy > 0. Portanto v é f? invariante.

Seja f. a aplicagao do bilhar na curva ). com funcao geradora b, entao
usando o lema 2.9 a fungio geradora de f2 serd b?(x, ") = b (z,2')+b.(z', 2"),
0b. (2.27) = 0. 0b. 0b.

restrito as condicoes — (x, 2’ " +— (', 2") = 0.

ox' ox'

Denotaremos por F, ao levantamento de f., em geral denotaremos com uma

€

barra acima da funcdo ao levantamento da funcao, isto é, F' denotard o
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levantamento de F' e h denotara a funcao geradora de H.

Consideremos H : A — A um C'— difeomorfismo tal que H () é grafico
de uma funcéo v(z) em T* e &7 G2 (x,v(x)) # 0, para todo z € Ren > 1,
onde G = H'ofoH. Verificaremos que H ' (7) é um circulo G*"—invariante

rotacional ressonante. A invariancia se segue das seguintes igualdades:

G"(H™(7)) = H ' (f"(H(H™'(7))) = H ' [*"(7) = H' (7).

H~'(~) é ressonante pois H sendo difeomorfismo é injetiva, consequente-
mente estd associada a um poligono fechado de 2n lados. Observemos que
H~*(y) é uma curva homotopicamente nao trivial, invariante e ressonante
em A.

Como O, G?(x,v(x)) # 0, para todo 2 € R e n > 1, pelo teorema da

fungao implicita podemos garantir que existem fungoes v, v} : T — (0, 7) tal

que ve(x) = v(x)+0(e), v (z) = v(z)+0(e) e G (z,v(x)) = (z,v}(x)) para
todo z € T, ver lema 3 de [23]. Observemos que o RIC H () permanecerd
sob a acao de f? se, e somente se, os graficos de v, e v* sdo iguais.

Seja L. : T — R uma fungao cujo levantamento é

Tw) = 3 (g, Ty ol )
= i[be(@j (2, €), Taj1(x, €)) + be(T2j11 (T, €), Taja(z, €))]
= Y b T ()

J=0
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com 7, (z,€) = A (x,7(x)). Provaremos que v} —v. = L.(z) # 0. Fato

Ii(z) = Z_ [02be(Tj_1(,€),Tj(x,€)) + O1b:(T;(2, €), Tj1(z, 6))]% +

+02be (Ton—1(, €), Ton (2, €)) + O1be(To(2, €), T1(x, €))
= y2n — %

= 7'(z) —v(x)

Dizemos que L. é o potencial sub-harménico de H~1(v) sob a per-
turbacao f2 A importancia do estudo do potencial sub-harmoénico é que
através dele estudaremos a nao persisténcia das causticas nao convexas in-
variantes, isto é, se o potencial sub-harmonico for nao constante entao os
gréaficos v*(x) e () sdo distintos e as curvas H () nao persistirao pela

acao do fluxo de curvatura.

Consideremos L.(x) = Lo(z)+¢eLi(z)+O(€?), Lo(x) é constante, uma vez
que Lj(x) = v —vg = 0. Assim, se provarmos que L;(x) é nao nulo, teremos
que L.(z) é nao constante e podemos concluir que H!(y) nao permanece
sob a acao de f2. Ly(x) é chamado de potencial sub-harmonico de Melnikov
de H(v).

A proposigao 7 de [23] diz que se b? = b+eb; +O(€?) entao o levantamento

L, () do potencial sub-harménico de Melnikov para f2 é

n—1

—(m,2n
L™ (@) = 7 by (g, w2700),

j=0
onde
1 =] (@, 0(2)).

Usando os coroldrios anteriores temos que, para certas coordenadas (yx, xx)

bf(x%, Togr2) = (Yoks Yort2) + h(Yak+a, Tokr2) — h(Yok, Tak ),
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e assim

(71 (Y242, Toj42) — h1(Y2j, T25)]

M1

n—1

—(m,2n)

Ly (z) = Zgl<y2j7y2j+2)+
=0

7=0
n—1
= Zm(yzj, Y2j+2) + hi(Y2n, T20) — ha (o, To)
=0
n—1
= 291@2]', Yaj+2) + hi(yo + m,xo +m) — hi(yo, o)
=0

n—1
= Z 91(Y25, Y2j+2)-
3=0

onde z; = W_lfj(x,f).

Observemos que g; é o termo linear da expansao de Taylor da fungao ge-
radora g, a qual é aplicada no levantamento de H~1(v) que é um circulo inva-
riante rotacional ressonante. Para provarmos que o potencial sub-harmonico
¢ nao constante, usaremos uma mudanga de varidveis para termos, na nova
variavel, uma translacao do tipo t =t + d. Usaremos integrais elipticas.

Considerando A € (b, a), temos que k € (0,1) e § € (0,2K) estao definidos
por

a® — \?

n/2
e 0= (- Rsent(e) o,
a’?—b 0

Onde p € (0, 7) satisfaz sen(u/2) = A/b. Usando um resultado de Chang-

k* =

Friedberg em [3], ver pagina 1540, temos que se ¢; = (acn(t;, k), bsn(t;, k)),
entao t;1 =t; + 0.

Embora p1(¢) nao seja uma fungao inteira e por isso nao possamos aplicar
diretamente a proposi¢ao 14 de [23], como a perturbagao da elipse(o fluxo de

curvatura) é a mesma que em [9], temos que

o —ab
U1 (t) = (a20n2(t) + bQSnQ(t))Q .
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Figura 2.5: Destruicao das curvas homotodpicas a zero associadas as causticas

nao convexas ressonantes

Sendo assim, pela proposicao 5.3 de [9] podemos garantir que o pri-
meiro termo do potencial sub-harmonico é nao nulo. Com isto temos que
as causticas nao convexas ressonantes sao destruidas pela acao do fluxo de

curvatura, ver figura 2.5.



Capitulo 3

Regiao de Instabilidade para
Bilhares com Diametros

Hiperbdlicos

Em este capitulo vamos a estudar a dindmica em um subconjunto A =
[0,27) x (0,7/2) que ndo contém nenhuma curva invariante, chamada de
regiao de instabilidade. Mario D. Carneiro, Sonia P. de Carvalho e Sylvie O.
Kamphorst provaram, para aplicacoes de bilhar definidas em curvas ovais,
que genericamente se duas variedades invariantes de pontos periddicos hi-
perbdlicos se intersectam, entao existe um ponto de intersecao transversal.
7. Xia e P. Zhang provaram que se a intersecao das variedades invariantes de

pontos hiperbdlicos é nao vazia entao existe intersecao transversal, ver [12] e

[28].

Neste capitulo estudaremos, usando por exemplo simetria, a existéncia
de pontos homoclinicos e heteroclinicos na regiao primaria de instabilidade

para a aplicacao do bilhar, obtendo uma versao do teorema de Mather, ver
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a prova em [22].

Teorema 3.1. Seja ¥ uma superficie diferencidvel difeomorfa d esfera S2.
Se F' € Difl (%), conjunto de difeomorfismos de classe C" em ¥ e w uma

forma de volume, tal que:
1. Nao possui pontos degenerados,
2. cada ponto eliptico € Moser estdvel e
3. nao possui conexoes de sela.

Entao o niumero de rotacao de qualquer dominio peridodico conexo simples-
mente nao trivial é irracional e os ramos dos pontos periodicos tém o mesmo

fecho.

E importante ressaltar que as hipdteses de este teorema sao satisfeitas
genericamente, na topologia de Whitney, em Dif](3). Ver [21].

Este resultado pode ser provado usando argumentos semelhantes aos de
Franks-Le Calvez, teorema 6.2 em [15], mas apresentamos uma prova alter-
nativa, valida especificamente para a regiao de instabilidade de bilhares que
estamos tratando em este trabalho, nao precisando assim do uso da teoria
dos primos fins nem da hipdtese de existéncia de pontos homoclinicos e, a
diferenga de [15], ndo usamos a topologia de Whitney mas consideramos os
resultados genéricos no sentido da topologia descrita em [14], uma vez que
ao perturbamos um mapa do bilhar na topologia dos k—jatos, Whitney, nao
necessariamente temos um mapa do bilhar.

A seguinte proposicao afirma que genericamente as fronteiras das ilhas
elipticas nao podem conter pontos hiperbdlicos. Bangert e Mather prova-
ram, sem hipotese de genericidade, a existéncia de pontos heteroclinicos en-

tre conjuntos de Mather em particular, pontos periddicos. Assim, pontos
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periédicos que sao parte do conjunto de Mather, minimizantes, tém orbitas
heteroclinicas. Se eles forem hiperbdlicos, no caso genérico, entao a existéncia
de um ponto transversal implica na existéncia de um ponto homoclinico. As-
sim temos pontos homoclinicos transversais, ver teorema 5.8 e a observacao
antes do teorema 7.6 em [1].

Para a seguinte proposicao, vamos lembrar a observagao 1.7 do capitulo 1.
Dizemos que uma propriedade é genérica se existe um conjunto residual de

bilhares onde tal propriedade é satisfeita.

Proposicao 3.2. Em uma dinamica genérica, as fronteiras de ilhas elipticas

de um mapa do bilhar nao podem conter pontos hiperbaolicos.

Demonstracao. Consideremos a ilha eliptica V' de periodo n; e sua fronteira
dV. Suponha que existe um ponto periédico hiperbdlico p € 9V de periodo
ng, consideremos n = m.m.c(ny,nz) e o um ponto hiperbélico de periodo 2

do teorema 1.13. Temos as seguintes situagoes:

L We(p)noV = {p} e W*(p) N OV = {p}
Pelo corolario 4.4 de [28] genericamente existe um ponto homoclinico
transversal h associado a p, defina o conjunto X5 = W*(p) N B(h,J),
onde B(h,d) é a bola de centro em h e raio 6. Usando o A—lema, para
qualquer € > 0 existe um ny € N tal que para m = nny > ng, n € N,
temos que f™(Xs) estd e— proximo de W} (p), obtendo assim pontos
de W"(p) tanto em V quanto em WS—W). O qual é uma contradicao

uma vez que tanto V' quanto W#(o) e W*(p) sao conjuntos invariantes.

Ver figura 3.1.

2. We(p) NV # {p} ou W*(p) N0V # {p}
Vamos supor que W#*(p) N 9V # {p}, se ha apenas um conjunto de

medida, de Lebesgue unidimensional, nula de pontos em W#(p)NoV, a
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Figura 3.1: Ponto Hiperbdlico na Fronteira de Uma Ilha Eliptica

contradigao é obtida como no caso anterior, uma vez que se W;,_.(p) néo
estd contido em OV e como as variedades W#(p) e W*(p) se intersectam
transversalmente, podemos usar o A— lema a uma secao transversal a
uma vizinhanga do ponto homoclinico que existe pelo corolario 4.4 de
[28].

Caso W*(p) N OV tenha medida positiva, isto é, W} (p) C 9V, basta
considerar um ramo de W*(p) que se intersecta transversalmente com
W#(p) no ponto h, pelo coroldrio 4.4 de [25]. Caso h € V, teremos
pontos de W*(p) tanto em V quanto em W#(s). Caso h € Vc, com-
plementar de V, usando o A— lema a secao 5 garantimos a existéncia
de pontos de W*(p) tanto em V quanto em WS—(J), tendo assim uma

contradi¢do por causa da invariancia de V., W#(o) e W*(p).

O caso W¥(p) N oV # {p} é andlogo. Ver figura 3.2.

Observemos que se um ponto periddico esta na fronteira, entao, por in-

variancia, toda sua érbita esta na fronteira. Assim a dinamica na fronteira é
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Figura 3.2: Ponto Hiperbdlico na Fronteira de Uma Ilha Eliptica

de um homeomorfismo do circulo com niimero de rotagao racional, se o ponto
peridédico tem um ramo na fronteira, entao por invariancia todo o ramo esté
contido na fronteira e temos separatrizes que se conectam, o qual é uma con-
tradicao pois intersecoes de variedades invariantes tém que ser transversais,

[14]. O
Chamaremos de coroa limitada por C'~ a um subconjunto de A,
C={(0,0) € A/C(0) <o < V(0)}
e coroa limitada por C* a um subconjunto de A,
C={(0,¢) € A/T(0) < ¢ < CT(0)},

para alguma funcao continua ¥ : [0,27) — R cujo gréfico estd contido em
A.
O seguinte teorema garante que o fecho das iteradas de qualquer coroa limi-

tada por C'~ sempre contém C+.
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Teorema 3.3. Seja C' uma coroa limitada por C~, entdo CT C Upenf™(C).

Demonstragao. Ver [20], proposi¢ao 1.1. O

Observagao 3.4. Consideremos as seguintes notagoes:
Chamaremos de C} a coroa limitada por C~ e por I' = [0, 27) x {m/2}. Os
conjuntos Npen f"(Cr) € Npen f~"(CF ) s@o fechados e contém C'~, denotemos
por A~ e )7 as componentes conexas que contém C~, respectivamente.
Analogamente, chamaremos C{ a coroa limitada por I e por C*. Con-
sideremos os conjuntos Myenf™(CY) e Nuenf " (CL) sdo conjuntos fechados
que contém CT, denotemos por AT e QT as componentes conexas que contém
C'™T, respectivamente.
Chamaremos de variedade estével da curva C*(C~) ao conjunto Q(Q7)
e de variedade instavel da curva C*(C™) ao conjunto A*(A™). Para justificar

esses nomes temos o seguinte teorema
Teorema 3.5. As sequintes propriedades sao satisfeitas
1 fTYAY) C AT 7Y A7) C AL f(QT) CQF, f(QT) C QF.
2. limy, oo f7(A7) = lim,, 0o fM(Q27) = C.
lim,, oo [T(AT) = lim, o f(QF) = CF.
3. T intersecta cada um dos conjuntos AT, A=, Q% e Q™.

Demonstragao. Ver [20], proposi¢ao 2.1. ]

Observagao 3.6. Dos itens 1 e 2 do teorema anterior decorre que os conjuntos
AT, A” e QT Q sao disjuntos, uma vez que se existisse um pontop € ATNA~
pela propriedade a temos que para todo nimero natural k, f~*(p) € AT N A~
e pela propriedade b, f~*(p) deve se aproximar simultaneamente de C'~ e
C™", o qual nao é possivel. Argumentos semelhantes provam que Q1, Q™ sao

disjuntos.
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Proposicao B

Os seguintes itens sao verdadeiros para os conjuntos estaveis e instaveis

de Le Calvez.
1. Os conjuntos AT, A=, Q% ¢ Q™ tem medida nula.

2. No caso da aplica¢ao do bilhar, seja R(6,¢) = (0,7 — ¢) a reflexdo em
torno a reta ¢ = /2, entdo R(A"T) =Q" e R(A™) = QF.

3. No caso da aplicacao do bilhar, temos AT NQ_ £ Qe A~ NQ, # 0.

Demonstracao. 1. Suponhamos que A" tem medida positiva e V, C AT,
um subconjunto de medida positiva. Seja V' a componente conexa ma-
ximal de V, em A™. Pelo teorema de recorréncia de Poincaré, existem
n € N tal que VN f*(V) # 0, como V foi escolhido como a componente
conexa maximal que contém a, entdao f™*(V) =V o qual ndo é possivel
pela construcao de A™.

As outras provas sao andlogas.

2. Como AT é a componente conexa de Nyen f™(C) que contém C™, entao
R(AT) C R(Muenf™(CF)) = MnenR(f"(CF)) = NMnenf"R(CY) =
Mnenf " (Cp) que contém R(CT) = C~, ou seja R(AT) é a compo-
nente conexa de Nyenf "(Cr) que contém C~. Entdo R(AT) =Q e

analogamente temos que R(A™) = Qt.

3. Pelo item anterior sabemos que R(A") = Q7 usando o teorema 3.5
temos que A* e Q0 intersectam I' consequentemente seja x € I' N AT,
entao x € Q™ e assim AT NQ_ # (.

O caso A~ NQ, # ( é totalmente andlogo.
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=
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Figura 3.3: Conjuntos de Le Calvez na regiao de instabilidade da aplicacao

do bilhar

A figura 3.3 representa os conjuntos de Le Calvez na regiao de instabilidade

da aplicacao do bilhar.

Corolario 3.7. Os conjuntos AT, A~ e seus refletidos nao intersectam as
ilhas elipticas. Equivalentemente, os conjuntos A%, A~ e seus refletidos estao

contidos em W#(o).

Demonstracao. Consideremos o complementar do conjunto de instabilidade
V = U, V;, onde V; é uma ilha eliptica. Se existisse algum = € V; N AT,
suponha que o periodo da ilha eliptica V; seja k, entao para qualquer n € N
temos que f~*"(z) € f7F(V;) N fH(AY) = Vin f7F(AY), como f7*"(AT)
tende & curva fronteira C*, pelo item 2 do teorema de 3.5 temos que, para
n suficientemente grande, V; N f~"(AT) = (). Contradigao, logo V; e A" sao
disjuntos. As demonstracoes das afirmacoes para os conjuntos A=, QF e Q™

sao analogas. O]
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3.1 Pontos Normais

Nesta se¢ao vamos estudar um tipo particular de pontos periédicos, aqueles
que tém angulo de saida igual 7/2. Consideremos a curva I' = [0, 27) x {7 /2}.
As regides de instabilidade contém pontos nao periédicos ordenados que estao
em um conjunto de Mather ou nao ordenados que estao associados a sub-
conjuntos cadticos. Destaca-se no caso da RPI um subconjunto especial de

pontos periddicos chamados de normais, ver definigao 2.1. Equivalentemente

Definicao 3.8. Um ponto x = (0, ¢) € I' é dito um ponto normal se existir

um n € N tal que f"(x) € I.

Um ponto periddico hiperbélico p de periodo 2 é um exemplo de ponto
normal de periodo 2. Uma pergunta interessante ¢é se existem este tipo de
pontos periédicos para periodo maior.

O conjunto I' N f(I") é o conjunto dos pontos periédicos de periodo
2 e em geral, para n > 2, o conjunto F, = I' N f*(I") estd contido em
Per(n) U PN(2n), onde PN(2n) denota o conjunto de pontos periddicos
normais de periodo 2n e Per(n) o conjunto de pontos periédicos de periodo
n. Com efeito, se © € F,,, entdo f"(y) = x, para algum y € I', temos dois

casos
1. Se z =y, entdao = € Per(n).

2. Se x # y, entao temos dois pontos distintos que pertencem a mesma
orbita em I' e por simetria das érbitas periddicas normais temos que

7 (y) = fr(x) =y e f7(z) = z e assim temos que z € PN (2n).

Observagao 3.9. Os pontos em I' N f™(T") sdo periédicos e M. Carneiro, S.
Kamphorst e S. de Carvalho provaram em [1] que genericamente os pontos

periédicos sao todos nao degenerados. Entao todos os pontos em I' N f(T),
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que sao os pontos normais tem dois pontos da érbita em I, sao genericamente

hiperbdlicos ou elipticos.

Como f(f~(T) N f~™(T')) € f*(')NT, se encontrarmos pontos r &
M) N f~™(T") teremos um ponto y = f"(x) ou 2n periédico ou periddico
normal de periodo 4n. Uma condi¢ao necessaria para a existéncia de tais
pontos, por exemplo quando n = 1, é que f(I') N f~1(T') # 0 e para isto ¢
necessario que o grafico de f(I') tenha pelo menos um ponto com tangente
vertical. Chamaremos a estes pontos de pontos de dobra. Vamos carate-
rizar, em termos geométricos, a existéncia destes pontos. Considere T'() e
r(0) como o vetor tangente a curva e o raio de curvatura da curva o no ponto
0, respectivamente.

Defina Fl((go,el) = <Oé((91) — Oé(‘g()),T((gO» Entao
Fi(0o,01) =0 <= [f(bo,7/2) = (61, ¢1).

Derivando F} com respeito a variavel 6; temos

O (00,01) = (0/(61).T(6)) = (r(61)T(61), T(00))

891
= 1(00)(T(01),T(60)) #0

pois T'(61) e T(6y) nao sao ortogonais. Pelo teorema da fungao implicita
existem vizinhangas de 6y, Vp,, e de 61, Vy,, e uma C™! fungao £ : Vy, — Vp,

tal que F1(0,£(0)) = 0, para todo 6 € Vy, e £(6y) = 6;.

Agora, Fi(6,€(0) = 0 <= f(8,7/2) = (£(6),(9)). Como €'(6) = 0
se, e somente se, a componente horizontal do vetor velocidade da primeira
iterada de I' é 0, temos um ponto de dobra.

Vamos procurar os pontos 6 tal que &'(9) = 0.
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d ~
Como 21 4 2B — () entao ¢/(0) = 0 «— g—g;:O

260 T 0€ dog
oF; / !
90y (=a/(00),T(60)) + (a(b1) — (o), T"(6h))

= —r(00){(T'(60), T (00)) + ((61) — (6o), N (6o))
Como (T(6), T(0)) =1 e
{a(0r) — a(bo), N(0o)) = |ex(61) — a(6o)]
temos que
§(0) =0 < r(0) = |a(61) — a(fo)],

Ou seja para termos ponto de dobra é necessario que a evoluta intersecte a
curva a.

Ja vimos o que significa ter intersecao das iteradas da curva I', agora vamos
estudar algumas propriedades do conjunto X = U,czf"(I") estudadas por
Birkhoff, Herman e Le Calvez em [20]. Nessa diregdo, temos a seguinte

proposicao
Proposicao 3.10. Sejam I' = [0,27) x {7/2} ¢ X = Upezf™(I"), entdo
1. X e X sdo f invariantes.

2. X contém as fronteiras de R, Ct e C~.

3. Seja o o ponto periddico hiperbdlico de periodo 2. Entao W#(o) C X.
Demonstracao. 1. X é f invariante, pois
f(X) = f(Unezf"(1)) = Upezf o f"(T) = Uperf"(I') = X.

X é f invariante, pois se z € X, entdo existem z; € X tais que x; — z,
pela invariancia de X e continuidade de f, existem f(x;) € X tais

que f(z;) — f(z) e assim f(x) € X. Reciprocamente, se # € X entdo
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existem x; € X tais que x; — x, pela invariancia de X e continuidade de
f7Y existem f~!(z;) € X tais que f'(z;) — f71(z) e assim f~1(z) €
X, ou seja x € f(X).

2. E uma consequéncia direta do teorema de Birkhoff, proposicao 1.1 em

[20].

3. Consideremos um ponto arbitrario x em W#(o) e uma vizinhanca B ()
de raio e. Entao existe um y € B.(z)NW?#(o). Consideremos uma segao
transversal ¥ = I' N B(0) a variedade estével de o, em o. Aplicando
o A — lema a esta secao concluimos que alguma iterada da segao I’
estd arbitrariamente proxima de x em B.(z). Com o qual concluimos
que toda vizinhanca na regiao de instabilidade contém pontos de X,

obtendo assim o que queriamos provar.

]

A seguinte proposicao resume algumas propriedades dos pontos periédicos

normais.

Proposicao 3.11. 1. A drbita de um ponto pericdico normal tem apenas

dois pontos distintos em I.

2. Dados dois pontos distintos x e f*(x) em T', entdo existe um ponto y

2k—periodico.
3. Se x € um ponto periodico normal, entao x tem periodo par.

4. Sex é um ponto homoclinico transversal normal de um ponto periodico
hiperbolico de periodo 2, p, e as variedades invariantes intersectam
transversalmente a I', entao arbitrariamente prorimo de x existem pon-

tos periodicos normais.
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5. Os pontos periodicos normais sao nao ordenados no sentido de Birkhoff.

Demonstracao. 1. A 6rbita de um ponto periédico normal de periodo 2n
¢ Op) ={p, f(), -, f*(), " ()., f(p)} estd formada por
apenas dois pontos cuja direcao de movimento é ortogonal a tangente

o que implica a existéncia de exatamente dois pontos em I'.

2. Seja y = f¥(z), entao f*(x) = f*(y) = f*(R(y)), pois y € I e assim
f@) = f*y) = R(f *(y)) = R(z) = =, entdo v e y = f*(z) sao

pontos 2k periodicos.

3. Pelo item 1, sabemos que existem exatamente dois pontos da érbita de x
em I', digamos f"(z) =y € I, para algum n € N. Entao Ro f"(x) = v,
isto ¢ f~1 o R(z) = y. Como R(x) = z, temos que f~'(x) =y, isto &,
f(a) =z

4. Sejam D C W*(p) um compacto e conexo que contém p e x e 3 C I’
uma segao transversal a W#(p) em z, pelo A\— lema, para ¢ > 0 existe
um inteiro positivo n tal que f*(X) estd C! e—préximo de D. Entao
f™(I") intersecta transversalmente I, proximo de z. Esta intersecao é

um ponto periédico normal.

5. Ver observacao 4.5 no préximo capitulo.

3.2 O conjunto I' = [0,27) x {7 /2}

Nesta se¢ao vamos estudar como a curva [' “codifica”a dinamica na regiao
de instabilidade usando o conjunto da reuniao das iteradas de I, X =

% (). Aqui a palavra codifica quer dizer que as informagdes dinamicas
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de qualquer parte da regiao de instabilidade podem ser obtidas a partir de
I.

Também vamos tratar sobre pontos homoclinicos na regiao de instabili-
dade. M. Carneiro, S. Kamphorst e S. de Carvalho provaram em [l1] que
genericamente os pontos hiperbdlicos cujas variedades invariantes se inter-
sectam, necessariamente se intersectam transversalmente. Em particular, se
existem pontos homoclinicos entao existem pontos homoclinicos transversais
para uma classe residual de bilhares. Z. Xia e P. Zhang provaram em [25]
que existe um conjunto residual na topologia dos bilhares C",r > 2, veja
secao 1.1.1, tal que para toda aplicacao do bilhar associada a uma curva
neste conjunto tem ponto homoclinico transversal para cada ponto periédico

hiperbdlico.

Definicao 3.12. Dizemos que um conjunto K separa o anel A se A — K sao

duas componentes conexas do anel A.

Teorema 3.13. Se um conjunto K € invariante, fechado, conexo e separa o
anel A entao K € igual a uma das curvas fronteiras do anel A ou K contém

as duas curvas fronteiras do anel A.
Demonstragao. Ver teorema 1.1 de [20]. O

Exemplo 3.14. No bilhar na elipse, as variedades invariantes associadas ao
ponto periddico hiperbédlico separam o espago de fase. Em [9] foi demons-
trado que ao aplicar o fluxo de curvatura na elipse as conexoes de sela sao
destruidas, obtendo assim, pontos homoclinicos e o fecho das variedades in-
variantes associadas ao ponto hiperbdlico de periodo 2 separam a regiao de

instabilidade R.
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Se o ponto peridédico hiperbdlico ¢ esta dentro de alguma ilha eliptica
sabemos, pelo corolario 1.18, que a fronteira das ilhas A; sdo invariantes
por alguma iterada de f logo as variedades invariantes associadas ao ponto
hiperbélico ¢ estao inteiramente contidas na ilha correspondente.

Por outro lado se ¢ é um ponto hiperbdlico na fronteira da ilha A;, sabemos
que as variedades invariantes, estavel e instavel, sao transversais logo pelo
menos uma dessas variedades invariantes intersecta a fronteira da ilha A;
transversalmente. A seguinte proposicao pode ser aplicada para considerar

este caso

Proposicao 3.15. Sejam o um ponto peridodico hiperbolico de periodo 2 e
q um ponto hiperbolico na fronteira das ilhas elipticas. Se um dos ramos de
W= (q) ou de W*(q) intersecta W*(o) em um ponto diferente de q entdo o

ramo da variedade estd inteiramente contido em W#(o).

Demonstragao. Uma versao mais geral de este resultado se encontra em [20],
lema 3.1.

O

Esta proposicao implica que se existe um ponto hiperbdlico na fronteira
de uma ilha eliptica, entao os ramos das variedades que se encontrem dentro
da ilha nao podem sair da ilha. Neste caso nao foi usado apenas a invariancia
da fronteira das ilhas, pois estas fronteiras podem estar compostas por co-

nexoes de selas, no caso nao genérico.

Vamos provar alguns resultados interessantes ao respeito de existéncia
de pontos homoclinicos e heteroclinicos associados a quaisquer pontos hi-
perbdlicos dentro da regiao de instabilidade. Para isto vamos usar o fato

provado por Bangert em [1], o qual garante a existéncia de uma o6rbita hete-
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roclinica associada a um ponto hiperbdlico o de periodo 2 dado que chamare-
mos de diametro, o objetivo de esta secao ¢ provar o teorema C enunciado

a seguir:

Teorema C

Os seguintes resultados sao validos

1. Seja ¢ um ponto periédico hiperbédlico de periodo 2 e WS—@) 0 com-
plementar das ilhas. Se p € Ws—(a), com p fora da fronteira da regiao de
instabilidade e o fecho do ramo da variedade invariante W#(p)(respectivamente
W"(p)) separa o anel A entao a variedade invariante W*(p)(respectivamente

W(p)) tem m; projecao em todo [0, 27).

Demonstracao. Ver proposicao 3.18. O

2. Seja um ponto periddico hiperbélico p € W#(o), onde ¢ é um ponto
periédico hiperbdlico de periodo 2. Se o conjunto W#(a) N W*(p)(
respectivamente W*(o) N W#(p)) tem intersecao transversal entdo a
variedade invariante W?*(p)(respectivamente W*"(p)) tem projecao na

primeira coordenada sobrejetiva.
Demonstracao. Ver proposicao 3.19. O

3. Consideremos um ponto periédico hiperbdlico p fora de I', no com-
plementar do fecho das ilhas elipticas e fora da fronteira da regiao de
instabilidade. Se os fechos de um ramo das variedades invariantes sepa-
ram o anel A entao existe ponto heteroclinico associado a p e ao ponto

hiperbdlico de periodo 2 o.
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Demonstracao. Ver proposicao 3.20. O

4. Sejam dois pontos periédicos hiperbdlicos p; e ps fora de I', no com-
plementar do fecho das ilhas elipticas e fora da fronteira da regiao de
instabilidade. Se os fechos dos ramos das variedades invariantes sepa-

ram o anel A, entao W*(py) N W*(py) # 0.
Demonstragao. Ver proposicao 3.22. O]

5. Sejam p um ponto periddico hiperbdlico fora de I', no complementar do
fecho das ilhas elipticas e fora da fronteira da regiao de instabilidade e o

um ponto periddico hiperbdlico de periodo 2. Se os fechos de um ramo

das variedades invariantes separam o anel A entdao W*(o) = W3(p).
Se uma func¢ao twist conservativa tem uma curva que é grafico de uma
funcao continua com nimero de rotacao irracional sob o qual a dinamica
restrita tem uma Orbita densa, essa curva é necessariamente de classe

Cct?
Demonstracao. Ver proposicao 3.23. O

6. Sejam ¢ um ponto hiperbdlico de periodo 2 e T' = [0, 27) x {7/2}, entao

['NWs#(o) é um conjunto perfeito.
Demonstragao. Ver proposicao 3.24. O]

A seguinte proposicao garante que os fechos das variedades invariantes do
ponto hiperbdlico de periodo 2, diametro hiperbdlico, sao iguais. A demons-

tracao pode ser encontrada na proposicao 16 de [12].

Proposicao 3.16. Seja o um ponto periodico hiperbdlico de periodo 2, entao

tem-se Wu(o) = W#(o).
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Mario D. Carneiro, Sonia P. de Carvalho e Sylvie O. Kamphorst provaram
em [l1] que uma condi¢do suficiente para garantirmos que os fechos das
variedades invariantes associadas a pontos hiperbdlicos fora das ilhas elipticas
sejam iguais é que as variedades invariantes sejam m; sobrejetivas. Nosso
objetivo é estudar condicoes suficientes para garantirmos a 7; sobrejetividade

das variedades invariantes.

Definicao 3.17. Dizemos que um ponto periédico eliptico de periodo n é
Moser estavel se admite um sistema fundamental de vizinhangas as quais sao
discos fechados D tal que f™ restrito a 9D é minimal, onde minimal quer

dizer que nao existe um subconjunto fechado e préprio de D invariante por

f.

As seguintes duas proposi¢oes mostram relagoes entre a existéncia de pon-
tos homoclinicos de um ponto hiperbdlico e o fato das variedades invariantes

serem m;—sobrejetivas.

Proposicao 3.18. Seja 0 um ponto periédico hiperbdlico de periodo 2 e
WS—@ o complementar das ilhas. Se p € Ws—w), com p fora da fron-
teira da regiao de instabilidade e o fecho do ramo da variedade invariante
W*(p) (respectivamente W*(p) ) separa o anel A entdo a variedade invariante

W*(p) (respectivamente W"(p)) tem m proje¢ao em todo [0,2m).

Demonstra¢ao. Chamemos de L ao ramo da variedade invariante associada
ao ponto peridédico hiperbdlico p da hipotese, pelo teorema 3.13 podemos
concluir que L é igual a uma curva fronteira da regido de instabilidade ou L
contém as duas curvas fronteiras da regido de instabilidade. L nio pode ser
igual a uma das curvas fronteiras pois por hipétese o ponto hiperbédlico nao

pertence a uma curva na fronteira da regiao de instabilidade.
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Como a projecao na primeira coordenada das curvas fronteiras da regiao

de instabilidade ¢é [0, 27) concluimos que 7 (L) = [0, 27).

Observemos que 71 (L) nao pode nao conter dois pontos distintos a,b €
[0, 27), pois o conjunto L é conexo. Suponhamos que 71 (L) = [0,27) — {6},
isto implica que existe uma acumulacdo do ramo L na vertical Vp, = {6y} x
[0, 7]. Observe que Vy, N f(Vp,) = 0, uma vez que a aplicacao do bilhar f
transforma elementos da curva, parametrizados por #, em elementos distin-

tos. Analogamente, V, N f1(Vp,) = 0.

De esta maneira temos um aberto que contém a fibra Vj, limitado por
f(V,) e f71(Vp,), como L se acumula em Vj,, necessariamente L intersecta
f(Va,)U f=1(Vy,), pela invariancia de L concluimos que LNVy # ). Portanto
m(L) = [0,2m). O

E possivel obter que a variedade invariante se projete sobrejetivamente
em [0, 27) se considerarmos a hipétese de existéncia de ponto heteroclinico,

como demonstramos na seguinte proposicao:

Proposicao 3.19. Seja um ponto periddico hiperbdlico p € W4(o), onde o é
um ponto periddico hiperbdlico de periodo 2. Se o conjunto W*(a) N W*(p)(
respectivamente W* (o) N W*(p)) tem intersecdo transversal entdo a vari-
edade invariante W*(p) (respectivamente W*(p)) tem proje¢io na primeira

coordenada sobrejetiva.

Demonstragao. Consideremos o caso W5(o)NW*"(p) # 0, sejam h € W#(o)N
W(p) e X5 = B(h,d) N W*"(p), onde B(h,d) denota a bola de centro em h
e raio 0. Usando o A— lema podemos concluir que para quaisquer K e €

reais positivos, existe um N tal que para todo n > N a componente conexa
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de f"(35) N V(WE(o),€) que contém f"(h) estd e— proximo de Wi(o),
onde Wj(o) ¢é a variedade instdvel de o de raio K e V(W}(o),€) é uma
vizinhanga de raio € de Wjt(o). Como m (W*(0)) = [0, 27), existe um Ky > 0
tal que m (W (o)) = [0,27), para este Ky > 0 aplicaremos o A—lema e
concluimos que apartir de uma certa iterada, todas as iteradas da secao X
estao e— préximo de Wi (o), consequentemente 71(¥s) = [0,27) e assim

m(W* (o)) = [0, 2m). O

A seguinte proposicao demonstra que genericamente existem pontos he-
teroclinicos associados ao ponto periédico hiperbdlico de periodo 2 e a um

ponto hiperbdlico no complementar das ilhas elipticas

Proposicao 3.20. Consideremos um ponto periodico hiperbolico p fora de T,
no complementar do fecho das ilhas elipticas e fora da fronteira da regiao de
instabilidade. Se os fechos de um ramo das variedades invariantes separam o
anel A entdo existe ponto heteroclinico associado a p e ao ponto hiperbdlico

de periodo 2 o.

Demonstracao. Por hipétese o fecho de um ramo das variedades invariantes
separa o anel A, como o ponto hiperbdlico esta fora da fronteira, pelo teo-
rema 3.13 estes fechos contém as curvas rotacionais invariantes da fronteira
do anel. Consequentemente cada ramo deve se aproximar das duas curvas
rotacionais invariantes que constituem a fronteira da regiao de instabilidade,
isto é, cada ramo intersecta I'. Considere K e L um ramo da variedade estavel
e instavel de p respectivamente que conecta p com I'. Pelo lema 2.6 sabemos
que o refletido de K e L, R(K) e R(L) sao variedades invariantes instavel e
estavel de R(p), respectivamente. Como K e L intersectam I', entao R(K)
e R(L) também intersectam I', considere o conjunto aberto A limitado pelos

pontos periddicos hiperbdlicos p, R(p) e pelas curvas K, L, R(K) e R(L). O
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conjunto A nao é a fronteira de uma ilha eliptica, pois o ponto p esta no
complementar do fecho das ilhas elipticas, assim concluimos que A contém
pontos de W#(o). Se ¢ nao pertence a A entdo um ramo das variedades
invariantes de o tem que intersectar A, obtendo assim pontos heteroclinicos
de o e p. Analogamente, se 0 € A, como os ramos das variedades invariantes
de o tem que se aproximar da fronteira da regiao de instabilidade, necessa-

riamente temos intersecao entre um ramo de variedade invariante de o e de

p, obtendo um ponto heteroclinico.

O

Observagao 3.21. Observemos que se os 4 ramos das variedades invariantes
tém o mesmo fecho entao temos que os conjuntos W#(p) "N W*(a) e W*(p) N
W#(o) tém intersegao nao vazia. Particularmente se os ramos de um ponto
hiperbdlico tém o mesmo fecho podemos concluir na existéncia de um ponto

heteroclinico associado a p e ao seu refletido R(p).

A seguinte proposicao fornece condicoes suficientes para garantirmos a

existéncia de pontos heteroclinicos associados a dois pontos hiperbdlicos.

Proposicao 3.22. Sejam dois pontos periddicos hiperbolicos py e ps fora de
I', no complementar do fecho das ilhas elipticas e fora da fronteira da regiao
de instabilidade. Se os fechos dos ramos das variedades invariantes separam

o anel A, entao W¥(p1) N W*(p2) # 0.

Demonstracao. Pela observagao 3.21 podemos considerar pontos homoclinicos
associados as duas variedades invariantes. Consideremos um ponto hiperbélico
o associado ao ponto periédico hiperbélico de periodo 2. Entao, pela pro-
posicao 3.20 temos que existem pontos heteroclinicos hy € W*(p;) N W?*(0)
e hy € W#(pe) N W"(0) transversais associados a p; com o e a py com o,

respectivamente. Consideremos uma secao transversal em h; a variedade in-



3.2 O conjunto I' = [0,27) x {r/2} 61

variante de o, >; associada ao ponto p;, © = 1,2. Pelo A— lema C" préoximo
das variedades estaveis em uma vizinhanca de o existem iteradas das secoes
transversais 2;, como a intersecao das variedades invariantes em o é transver-
sal, entao a intersecao das iteradas de Y; com as iteradas de X5 é transversal.
Como ¥, estd associado a uma variedade invariante de p; e X5 estd associ-
ado a uma variedade invariante de p,, entao temos a existéncia de pontos
heteroclinicos transversais arbitrariamente préximos a curva I'.

Se os pontos heteroclinicos transversais sao associados a a p; com o € a
pe com f(0), aplicando A— lema para p; e ps temos que existem retangulos
de o e f(o) arbitrariamente préxima de uma variedade invariante. Escolha,
por exemplo, uma vizinhanga retangular de f(o) a qual contém infinitos
segmentos da variedade invariante associada a ps, iterando esta vizinhanca
até intersectar com o ponto de intersecao heteroclinica do diametro e dado
que as variedades invariantes se acumulam na outra variedade invariante,

aplicando A—lema vamos ter o mesmo caso anterior. O

Esta proposigao garante a existéncia de um ponto heteroclinico associado

aos pontos peridédicos hiperbdlicos ¢; e gs.

A seguinte proposicao é um resultado conhecido provado por exemplo sob
as hipdteses genéricas de todos os pontos periédicos serem nao degenerados,
todos os pontos elipticos serem Moser estaveis e nao existir conexoes de
sela, cuja validade para difeomorfismos homeomorfos & esfera S? foi provada
por Mather, ver teorema 6.2 em [15] e por Mario D. Carneiro, Soénia P. de
Carvalho e Sylvie O. Kamphorst no artigo [14], ver proposi¢cao 20. Neste
capitulo damos uma outra condicao suficiente para garantir que os fechos

das variedades invariantes sao iguais.
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Proposicao 3.23. Sejam p um ponto periodico hiperbolico fora de I', no
complementar do fecho das ilhas elipticas e fora da fronteira da regiao de
instabilidade e o um ponto periddico hiperbolico de periodo 2. Se os fechos

de um ramo das variedades invariantes separam o anel A entao Wt(o) =

Ws(p).

Demonstracao. Pela proposicao 3.20 sabemos que existe um ponto hete-

roclinico associado ao ponto ¢ e o ponto p. Provemos primeiro que W" (o) C
Ws(p). De fato, se nao for verdade, existird um elemento xz € W*(o) que
nao pertence a W#(p). Entao existe uma vizinhanga aberta V,. de x tal que

V., NWs(p) = 0. Seja V a componente conexa fora de W#(p) que contém

V., como h é um ponto heteroclinico a ¢ e p, existe um niumero r € Z

tal que f~"(h) € V mas h € W#(p) entdao f~"(h) € W3(p), pois Ws(p) é
f—invariante. Entao f~"(h) € V. NW?(p) # 0, contradigao. Provemos agora

que W#(p) C Wu(o). De fato, suponhamos que nao é verdade, entdo existe

x € W¥(p) que nao pertence a Wt(o). Logo existe uma vizinhanga aberta

U, de x tal que U,NW*(o) = (. Seja U a componente conexa fora de W#(p)

que contém U,, como h é um ponto heteroclinico entao existe um r € Z tal

que f"(h) € U e como h € W¥(o) entdao h € W(o) e pela invariancia de f

temos que f"(h) € W(o) Entao f"(h) € UNW¥(o) # (), contradi¢ao. Isto
prova que W4(o) = W(p). O

Esta proposicao relaciona os fechos das variedades invariantes associadas
ao diametro hiperbdlico e ao ponto periddico hiperbdlico p que esta fora das
ilhas.

A seguinte proposigao prova que o subconjunto de I' fora das ilhas elipticas

tem a propriedade de todos seus pontos serem de acumulacao.



3.2 O conjunto I' = [0,27) x {r/2} 63

Proposicao 3.24. Sejam o um ponto hiperbdlico de periodo 2 e ' = [0, 2m) X

{m/2}, entio T N W#(o) € um conjunto perfeito.

Demonstracao. Devemos provar que todo ponto no conjunto é um ponto de
acumulagao. Vamos supor, pelo absurdo, que existe um ponto x € I'NW* (o)

que é isolado em W#(c). Isto é, existe uma vizinhanga de x € I'NW*(0), V,

tal que V, NWs(o) = {z} e VNI NW3(0) = (), onde V =V, — {z}. Como
A =Ws(0) UU, A4; entdo temos que V* C U A;. Ou seja, V* intersecta
(A;; UA;,)NT. Isto implica que x é o inico ponto de I' que esta na fronteira
das ilhas A;, e A;,.

Sejam 71 e Ty os periodos de A;, e A;, respectivamente. Afirmamos que
x é um ponto periédico de periodo m = m.m.c.(11,72). De fato, como m é
miultiplo de 71 e 75 temos que f™(0A;,) = 0A;, e f"(0A;,) = 0A;,. Como
r € 0A;; N0OA,,, entdo x € f™(0A;,) N f(0A;,) e assim f~(x) € 0A;, e
f™(x) € 0A;,. Entao f~™(x) € 0A;; NDA,,.

Assumindo que o conjunto 0A4;, N 0A;, tém apenas um ponto, x, entao
f7™(x) = z e assim x é periédico de periodo m.

Como, genericamente, os pontos periddicos sao hiperbdlicos ou elipticos
entao = tem que ser eliptico ou hiperbdlico. Porém nao pode ser eliptico, uma
vez que (assumindo que os pontos elipticos sdo Moser estdveis) nao existe
um sistema fundamental de vizinhancas invariantes, fechadas ao redor de .
Também x nao pode ser hiperbdlico, pois se for hiperbdlico, como pertence
a fronteira de ilhas, entao existiria conexao de selas nestas fronteiras, o qual
nao ¢ possivel em uma dinamica genérica, ver 3.2.

Portanto nao existem pontos isolados em I' N W3 (o). O



Capitulo 4

Circulos Fantasmas

No ano 2014, em Salto-Uruguai, Marie-Claude Arnaud proferiu uma palestra
onde ela se formulou a seguinte questao: Se uma funcao twist conservativa
tem uma curva que é grafico de uma funcao continua com numero de rotacao
irracional sob o qual a dinamica restrita tem uma érbita densa, essa curva é
necessariamente de classe C'? Ver questao 2.13 de [1].

Com o objetivo de responder, parcialmente, esta questao estudamos em
este capitulo um certo conjunto chamado Circulo Fantasma que foi primei-
ramente estudado, no caso geral de fungdes Twist, pelo Golé em [17]. Abor-
daremos um caso particular de uma aplicagao do tipo twist, a aplicagao do
bilhar, e serao descritos os circulos fantasmas associados a aplicacao do bi-
lhar.

Consideremos a curva oval «, a aplicacao do bilhar f : [0, L] x [0,7) —
[0,L] x [0,7), e o levantamento F : R x [0,7) — R x [0,7) cuja fungao
geradora é S(x1,22) = |a(xy) — a(xg)].

Vamos descrever algumas propriedades basicas das funcoes twist.

Consideremos S! = R/Z o circulo unitdrio, A = S' x R o anel infinito

e m: R? = A definida como 7(z,y) = (zmodl,y) a projegao na primeira
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coordenada.
Seja I : Rx[0,7) — R? um C'— difeomorfismo, F'(z,y) = (X(x,y), Y (z,v))

satisfazendo as seguintes propriedades

1. F éisotopico a identidade, isto é, F' pode ser deformado continuamente

por homeomorfismos no cilindro a identidade.
2. F(z+1,y) = F(z,y) + (1,0), para todo z,y € R.

3. Existe uma funcao S : R? — R? tal que YdX — ydx = dS, satisfazendo
S(x+1,y) = S(z,y).

4. F tem a propriedade de twist uniforme, isto é, B >c>0.
Y

Esta fungao F define uma funcao f: A — Atalque o F' = fon. F e f sao
chamadas de fungoes do tipo twist positivas e F' é o levantamento de f.
A fungao S é chamada de funcao geradora de F e se F'(xg, yx) = (Tkt1, Yrt1)

entdo yp = —hS (g, Trr1) = S(xr_1,x1). A equacao
02S (zp—1, ) + O1S(xg, kry1) =0

caracteriza os elementos z; que pertencem a uma érbita, onde 9; denota a
derivada parcial em relacao a i—ésima variavel. Portanto as orbitas de F
podem ser determinadas pelos pontos criticos do principio variacional

k€EZ

Sejam p e ¢ dois primos relativos. As drbitas do tipo (p,q) de F' sdo
as Orbitas F"™(xo,yo) = (Tn,yn) tal que 2,44 = x, + p,n € Z. O conjunto
destas drbitas serd denotado como X,,, a m— projecao desta érbita no anel

é chamada de (p, q)— Orbita periédica e seu nimero de rotacao é p/q.
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A estabilidade linear das 6rbitas periédicas do tipo (p, ¢) sdo determinadas

pelos autovalores da matriz D f9(z) ou, equivalentemente, usando a férmula

de MacKay-Meiss, ver [7], pela Hessiana do principio variacional
qg—1
qu(l') = Z S(Zl'k;, xk-i—l)a
k=0
onde x = (--- , o, 71,2, ), € (g, —O1S (T, Tp41)) € levantamento de z.

Pela teoria de Aubry-Mather, para cada par de primos relativos (p, q), exis-
tem pelo menos duas orbitas para o twist F', uma que minimiza a acao,
chamada de minimizante do tipo (p,q) e outra chamada érbita min-max do
tipo (p, q).

Considere H, a matriz Hessiana do principio variacional W, avaliada
no ponto critico z = (x,) a assinatura, (r,s), onde r é o nimero de auto-
valores negativos e s ¢ o numero de autovalores positivos, da matriz H, em
uma Orbita nao degenerada minimizante é (0, ¢) e uma dérbita min-max tem
assinatura (1,¢ — 1), o nimero de autovalores negativos é chamado de indice
de Morse da orbita.

Uma propriedade importante das 6rbitas nao degeneradas minimizantes

do tipo (p, q) é que elas tém uma certa ordem,

Definig¢ao 4.1. Um conjunto M C A de uma funcao do tipo twist positivo
f ¢é dito bem ordenado se para cada (z,y), (2/,y') € 7~ (M) temos que se
x < a2’ entao X (z,y) < X(2/,y'), uma érbita do tipo (p,q) bem ordenada é
dita 6rbita de Birkhoff.

Definigao 4.2. Sejam z € A, (x,y) o levantamento de z e F"(z,y) =

(Zn; Yn). Definimos o niimero de rotagao de z como p = lim,,, o0 2.

E importante destacar que este nimero nao depende de z na orbita e para

diferentes levantamentos este nimero é o mesmo moédulo 1, ver [19)].
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Definicao 4.3. Um conjunto de Aubry-Mather é o menor conjunto bem
ordenado, fechado e f-invariante, definimos o niimero de rotacao de um con-
junto de Aubry-Mather, M, como o nimero de rotacao de qualquer érbita
contida no conjunto, o complemento da projecao de M em S* sao intervalos

chamados de lacunas do conjunto de Aubry-Mather.

Um resultado muito importante com respeito a este conjunto é o Teorema

de Aubry-Mather, cuja prova se encontra em [19], que enunciamos a seguir

Teorema 4.4. Seja p um nimero irracional e f uma fun¢ao twist conser-
vativa no anel. Entao existe um conjunto M invariante no qual toda orbita
€ minimizante e possui numero de rotacao p. Tal conjunto possui uma das

sequintes caracterizagoes:

1. Ou M € uma curva rotacional invariante dada pelo grdfico de uma

funcdo de Lipschitz em S*.

2. Ou M ¢é um conjunto de Cantor invariante que estd contido no grdfico

de uma funcdo de Lipschitz em S1, neste caso M serd um conjunto de

Aubry-Mather

Observagao 4.5. As érbitas periédicas normais, introduzidas no capitulo an-
terior, nao sao orbitas de Birkhoff. Pois, nas érbitas normais existem pontos
do tipo (x;_1,0;-1), (x;, 7/2), (i1, 0:41), satisfazendo x4 = ;-1 € 0;11 =
—0;_1, consequentemente a propriedade de boa ordenacao nao é satisfeita,
uma vez que se ;1 < x; nao temos que 7y (F(x;_1,0;_1)) = x; < Tj41 = 71

O seguinte lema caracteriza as 6rbitas bem ordenadas em termos de desi-
gualdades. Consideremos as seguintes notagoes para © = (), y = (yx), k €
Z:

r <y <= z, <y, Vk € Z.
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<y &= z<y,r#y
r <Yy <= < yp, Vk € Z.

Lema 4.6. Uma orbita periddica do tipo (p,q) € bem ordenada se e somente
se a correspondente sequéncia x = (xy) € ciclicamente ordenada, isto é ou

r < 7;(z) ou () < x, onde (Ti;T)p = Tpyi + 7, Vi, j, k € Z.

Para cada sequéncia x = (z}) associamos o grafico da fungdo A : N —
R, A(k) = xj, chamaremos a este grafico de diagrama de Aubry. Dizemos
que duas sequéncias x,y € R” se intersectam se existe um k € Z tal que
Tk — Yk € Tpr1 — Ype1 tém sinais diferentes, ou se xp = yx mas xx_1 — Yp_1 €
Tri1 — Ypr1 tém sinais diferentes. Dizemos que a intersecao é transversal se
nao é tangencial, isto €, se nao existe k € Z tal que z, = yr mas xp_1 — Yr_1
€ Tri1 — Yri1 LM 0S mesmos sinais, sequéncias transversais serao denotadas
por x h y. O indice de intersegao I(z,y) denotard o nimero de cruzamentos

de sequencias transversais.

4.1 Fluxo do Campo Gradiente do Principio
Variacional
Considere a equacao diferencial em R?
l’; = —VW($)k = —[815(xk, xk—i—l) + 825(xk_1,xk)], ke,
considere a norma do espaco R”
B +oo ’xkl
|z| = Z PR
Denotemos por X o subconjunto de R? de norma limitada, o qual é um

espaco de Banach e assumindo C?— diferenciabilidade da funcido geradora



4.1 Fluxo do Campo Gradiente do Principio Variacional 69

S podemos concluir(pelo teorema de existéncia e unicidade de E.D.O.s) que
existe um C'— fluxo local ¥ em X, na topologia de convergéncia pontual.
Observemos que os pontos singulares do campo gradiente (pontos fixos
do fluxo) correspondem as 6rbitas do levantamento, F', da aplicagao do bi-
lhar f. Considere 7 : RZ — A definida por 7(z) = 7(-++ , 29,71, T, -+ ) =

(o, =015 (0, x1))-

Angenent e Golé notaram a semelhanca entre a EDO acima com o fluxo
do calor de equacoes diferenciais parciais parabdlicas, com o qual obtiveram
algumas propriedades do fluxo *. Vamos listar algumas. As demonstracoes

podem ser encontradas em [17].
Lema 4.7. Para cada x,y € X, com x <y, temos que Y'(x) < ¢'(y),t > 0.

Lema 4.8 (Lema de Sturmian). Sejam x,y € X com diferentes nimeros de
rotacdao. Se x ey nao sao transversais, entao para todo € > 0, suficientemente

pequeno, Y (x), vE(y) sdo transversais e
I~ (), (y)) > L((x), ¥ (y)),
e se Y'(x) hY'(y), seu indice de interse¢ao nao muda no tempo.

Analogamente podemos definir o fluxo associado a equacao diferencial

ordinaria associada a agao

7
L

qu(l') = S(xk,xk+1.
0

iy

Observemos que neste caso o sistema de equacoes diferenciais € finito,
ZE;C = —Vqu(l’)k = —[815(xk,xk+1) + 825<$k_1, l’k)], k= 0--- q— 1.

Vamos chamar, também, de 9* ao fluxo desse sistema, X,, ao conjunto de

érbitas do tipo (p, q) e W, sua agao periddica.
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Corolario 4.9. O conjunto de sequéncias ciclicamente ordenadas, CO, ci-
clicamente ordenadas com nimero de rotacao p, CO,, o conjunto X,, e seus

quocientes por Z sao invariantes pelo fluzo 1.

Demonstracao. Seja x uma sequeéncia em CO,CO, ou em X,4, isto é ou
z < 75(z) ou ;(z) < x. Pelo fluxo ser mondtono, lema 4.7, concluimos a

invariancia do fluxo. O

Teorema 4.10. Sejam X® = {x € X; suppez|zr—zp 1| < K} e C C XE/Z
um conjunto compacto, tnvariante por Ty e invariante para frente pelo fluzo
Yt Entao C contém um ponto fizo para o fluro gradiente, em particular,
COp/Z contém pontos singulares e assim a aplicagio do bilhar tem uma

orbita com numero de rotacao p.

Demonstragao. Ver teorema 15.1 em [17].

4.2 Construcao dos Circulos Fantasma

Definicao 4.11. Um subconjunto A C R% ¢ dito um circulo fantasma se

é
1. totalmente ordenado: x,y € A entao z < y ouy < x,
2. invariante por 7;; e pelo fluxo ¢,
3. fechado e conexo.
Defini¢ao 4.12. Um subconjunto A € X, ¢ dito um esqueleto se

1. A consiste de pontos criticos de W), com indice de Morse(ntimero de

autovalores negativos) menor ou igual a 1.
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2. A é invariante pela acao de 7;;,
3. A é completamente ordenado.

Um esqueleto é dito maximal se o Uinico esqueleto que contém inteiramente

a A é o mesmo A.

Exemplo 4.13. Considere o bilhar na elipse, quem seria o esqueleto de
X127 Para respondermos a esta pergunta observemos que X; 2 é o conjunto
de 6rbitas do tipo (1,2) ou seja x,12 = x, + 1 que ao projetarmos em .4
temos apenas os pontos peridédicos de periodo 2. Como no bilhar na elipse
existem apenas 4 de estes pontos, dos quais sao dois hiperbdlicos e dois
elipticos, observamos que os pontos hiperbdlicos sao os que minimizam a
acao de Wio = S(z1,22) = |a(xz) — a(z1)|, e os pontos elipticos sao os

pontos min-max.

As m-projecoes dos circulos fantasmas contém os conjuntos de Aubry-
Mather, uma vez que o conjunto, ¥, de todas as érbitas de um conjunto de

Aubry-Mather, M, de numero de rotacao p é um subconjunto completamente

ordenado de CO,,.

Para construir circulos fantasma racionais, vamos unir as variedades instaveis
dos pontos hiperbdlicos de f, os minimos, e os pontos sela do tipo min-max,
da acdo W,, em X,,. Considere um nimero racional p = p/q e W,, uma

funcao de Morse de X, isto é todos os pontos criticos sao nao degenerados.
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Seja x um ponto critico de W), a matriz Hessiana ¢

[ o B 0 o B, ]
pioag P2 - 0
~VWp(z)=1| 0 B a3z - o
o by
(B 0 B ag |

onde Q; = —822S<£Cj,1,37j) — 8113(£L'j,l'j+1) [§ Bj = —8128(.1'j,1,£€j). Con-

siderando que na aplicagdo do bilhar S(z;,z;11) = |a(z;) — a(xj41)| temos

que
1 1 L, |
T ) — 2K (x; |
Q; <S(l'j71, 373‘) + S(LCJ', ijrl))Sln ((9]) (%) Sln(9]>
e
B = _ sin(8;)sin(0;41)
! S(wj, wj41)

observa-se que sao maiores que zero, portanto podemos aplicar o teorema de
Perron-Frobenius para garantir a existéncia de um, tinico, maior autovalor A
de —V?*W,,(x) e o autovetor v = vy associado a A pode ser escolhido com

coordenadas todas positivas.

Se z é um ponto critico de indice 1, existem 6rbitas a(x,t) de ' e defina

ax(z,t) = 2+ eMv + o(eM).

Estas orbitas constituem a variedade instavel de x e sao monotonas, entao

wi(x) = tkl—noo Oéi<l', t)

existem e sao pontos criticos da acao W,
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Teorema 4.14. Suponha que Wy, (x) seja uma fungdo de Morse, se A € um

esqueleto maximal, entdo
Ay ={ax(x,t);t € R,z € Aé um mini-maz} U A
¢ um C'— Circulo Fantasma.

Exemplo 4.15. No caso do bilhar na elipse, como foi observado no exemplo
4.13, a projecao do esqueleto X o é constituido apenas por 4 pontos, pelo
teorema anterior o circulo fantasma é constituido pelo levantamento de curvas

que unem os pontos elipticos e hiperbdlicos de periodo 2.

A seguinte proposigdo garante a existéncia de circulos fantasmas com
nimero de rotagao irracional, como limite de circulos fantasmas com ntmero
de rotagao racional, ver proposigao 20.2 de [17].

Considere a seguinte notacao Ay < Ay se: Ou Ay < Ay ou p(Ay) = p(Ag) e

(A1) nao estd necessariamente estritamente sob m(Ay).

Proposicao 4.16. Seja AY) uma sequéncia crescente de circulos fantasmas

e

AD <A@ < AB) <L

Assumamos que o nidmero de rotacio de AY) = p; € limitado superiormente.
Entdo existe um tnico circulo fantasma A tal que AY) — A quando
j — 400, além disso, se xV) (1)) € a parametrizacio de AY) com a:gj)(w) =,
entao x,(f)(w) — x,(fo)

de A com z{™ (1) = 1.

(v) quando j — 400, onde x,(coo) (v) € a parametrizagao

O seguinte teorema proporciona uma ordenacao vertical nos circulos fan-

tasmas que por sua vez contém os conjuntos de Aubry-Mather

Teorema 4.17. Dados um intervalo [a,b] C R e um p € [a,b], existe uma

familia de circulos C, homotopicamente nao triviais no cilindro tal que:
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1. Cada C, € a m—projecao de um circulo fantasma A,.

2. Dois C,, e C,, sao disjuntos e se py > pa, entao C,, estd acima de

C,,.

3. Cada C, contém o conjunto de Aubry-Mather M, de minimizadores

recorrentes de numero de rotacao p.

No capitulo anterior estudamos algumas propriedades dos conjuntos estaveis
e instaveis de Le Calvez, por exemplo ver Teorema A. No seguinte teorema
serda demonstrado que a fronteira da regiao de instabilidade é a projecao de
um Circulo Fantasma irracional.

Na proposicao 3.24 do capitulo anterior foi provado que o conjunto A N
WS—(m é um conjunto perfeito. O item 2 do seguinte teorema, cuja demons-
tracao segue o mesmo raciocinio que a demonstracao da proposicao 3.24,
garante que todo ponto nas projecoes dos circulos fantasmas e no conjunto

de instabilidade W#(p) é ponto de acumulagao.

Teorema D

As seguintes afirmacgoes sao verdadeiras

1 Seja o numero de rotacao da curva rotacional invariante C* na fron-
teira da regiao de instabilidade um ndmero irracional. Se qualquer
vizinhanca aberta dentro da regiao de instabilidade contém um ponto
periédico hiperbdlico com indice de Morse menor ou igual a 1, entao a
curva C é a projecao de um circulo fantasma irracional que sao apro-
ximados uniformemente por circulos fantasmas racionais. Além disso
os conjuntos estaveis e instaveis de Le Calvez intersectam C,, projecao
do circulo fantasma A,, nas lacunas do conjunto de Aubry-Mather M,

de minimizadores recorrentes de niimero de rotagao p.
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2 Se A contido na RPI é a projegao de um circulo fantasma e o é um ponto

periddico hiperbélico de periodo 2. Entdao A N W#(¢) é um conjunto

perfeito.

Demonstracgao. 1 Seja C" uma curva rotacional invariante contida na
fronteira da regido de instabilidade cujo nimero de rotacao é p ¢ Q.
Seja pr € Q uma sequéncia estritamente crescente que converge a p,
pelo teorema 4.17 para cada py € [0, p| existem circulos C,, homoto-
picamente nao triviais em A que sao projecao de circulos fantasmas
APk e temos que (AP*) é uma sequéncia crescente de circulos fantas-
mas, caso contrario terifamos uma contradi¢ao com o item b do teorema
4.17. Pela proposi¢ao 4.16 podemos concluir que ha um tnico circulo
fantasma A que é o limite de AP* e ainda mais, esta convergéncia é

mondétona e uniforme.

Afirmamos que se toda vizinhanca de C'* contém pontos periédicos,
hiperbdlico com indice de Morse menor ou igual a 1, entao 7w(A) = CT,
pois se supormos que 7(A) estd sob Ct, consideremos um aberto V'
entre essas duas curvas e assim existe um ponto periédico z € V', por-
tanto o levantamento de z pertence a algum esqueleto do tipo (p,q),
pois se trata de um ponto periddico hiperbélico com indice de Morse
menor ou igual a 1, e assim z pertence a algum circulo fantasma raci-

onal. Contradicdo, uma vez que AP/? < A.

Os conjuntos estdveis e instaveis 27,07, AT e A~ nao intersectam os
pontos periédicos por causa do teorema 3.5. Consequentemente os con-
juntos estaveis e instaveis nao podem intersectar os pontos criticos do

principio variacional e assim nao intersecta o esqueleto do circulo fan-
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tasma. Pelo teorema item 3 do 4.17, a projecao do circulo fantasma
contém o conjunto de Aubry-Mather o qual é f—invariante, portanto
nao pode intersectar os conjuntos estaveis e instaveis de Le Calvez. Ver

figura 4.1.

Observagao 4.18. Com respeito a outra curva rotacional invariante, C'~,
na fronteira da regiao de instabilidade, temos o mesmo resultado por

simetria da regiao de instabilidade.

2 Devemos provar que todo ponto no conjunto A N W+4(o) é um ponto
de acumulagao. Vamos supor, pelo absurdo, que existe um ponto z €

ANW3(o) que é isolado em W#(o). Isto é, existe uma vizinhanga V,, de

ze ANWs3(0), tal que V, NW3(0) = {z} e VX NANW3(p) = 0, onde
V¥ =V,—{x}. Como A =W3(o)UUZ, A;, onde A; sio ilhas elipticas,
entdo temos que V¥ C U A;. Ou seja, V* intersecta (A;, U A;,) NA.
Isto implica que x é o tinico ponto de A que esta na fronteira das ilhas

Ai1 e Aiz'

Sejam 7 e Ty os periodos de A;, e A;, respectivamente. Afirmamos
que z é um ponto periédico de periodo m = m.m.c.(1, 7). De fato,
como m é multiplo de 71 e 75 temos que f(0A4;,) = 0A;, e f™(0A;,) =
0A4;,. Como z € 0A;, N 0A,,, entdo x € f™(0A;,) N f(0A,,) e assim
f™(x) € 0A;, e [T (x) € 0A;,. Entao f~™(x) € 0A;, N OA,,.
Assumindo que o conjunto 0A;, N0A;, tém apenas um ponto, x, entao
f7™(x) =z e assim x é periédico de periodo m.

Como, genericamente, os pontos peridédicos sao hiperbdlicos ou elipticos
entao x tem que ser eliptico ou hiperbdlico. Porém nao pode ser eliptico,

uma vez que (assumindo que os pontos elipticos sao Moser estaveis) nao
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m(r) T

Cp

Figura 4.1: Fronteira da Regiao de Instabilidade

existe um sistema fundamental de vizinhancas invariantes, fechadas ao
redor de x. Também x nao pode ser hiperbdlico, pois se for hiperbdlico,
como pertence a fronteira de ilhas, entao existiria conexao de selas
nestas fronteiras, o qual nao é possivel em uma dinamica genérica, ver

3.2.

Portanto nao existem pontos isolados em A N W#(o). Ver figura 4.2.

O

E importante indicar que a resposta a pergunta da Marie-Claude Arnaud,
Se uma fungao twist conservativa tem uma curva que é grafico de uma fungao
continua com nuimero de rotacao irracional sob o qual a dinamica restrita
tem uma érbita densa, essa curva ¢ necessariamente de classe C'? nao foi
respondida. Uma vez que a fronteira da regiao de instabilidade de uma
aplicacao do bilhar é o grafico de uma fungao continua, genericamente com
nimero de rotacao irracional e consequentemente as orbitas sao densas, mas
a aproximacao por circulos fantasmas, que sao curvas de classe C!, é C°
entao nao podemos garantir que a fronteira de uma regiao de instabilidade

seja C*.



4.2 Construcao dos Circulos Fantasma 78

CpZM

P2

Figura 4.2: Ordenacao vertical das projecoes dos circulos fantasma, conjunto

de Aubry-Mather M,, em C,, e AN W?#(p) é um conjunto perfeito em C,,.

A figura seguinte ilustra o comportamento das causticas nao convexas
ressonantes ao aplicar o fluxo de curvatura a elipse. Observemos que ao ter-
mos que o ponto parabdlico tornou-se hiperbédlico entao temos novas regioes
de instabilidade dentro de cada anel limitado por curvas homotdpicas a zero
nao ressonantes que nao sao destruidas pelo fluxo de curvatura, pois o ponto
eliptico é Moser estavel e tem que ter curvas ao redor do ponto eliptico, uma
vez que o primeiro coeficiente de Birkhoff é diferente de zero, como foi calcu-
lado no capitulo 2. Com o qual temos uma regiao de instabilidade primaria
em cada um destes anéis, e pelo estudado no capitulo 3, temos todas as
conclusoes estudadas em geral nesse capitulo, em particular ilhas elipticas,

pontos homoclinicos e heteroclinicos, ver figura 4.3.
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Figura 4.3: Destruicao de cdusticas nao convexas ressonantes, conjuntos
estaveis e instdveis de Le-Calvez(de azul) e circulo fantasma(vermelho es-

curo) proximo da fronteira da regido de instabilidade(verde)
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Problemas futuros

Para finalizar o texto, serao enumeradas algumas questoes decorrentes

deste trabalho que serao objeto de futuras pesquisas.

e Considerando a existéncia de ilhas elipticas fora da curva I, é possivel
usar argumentos semelhantes aos desenvolvidos no capitulo 2 para pro-
varmos que as causticas nao convexas ressonantes também serao des-

truidas pela acao do fluxo de curvatura?

e Algumas propriedades de I', por exemplo se K = W#(p)NI" tem medida
de Lebesgue positiva, parece ser que regiao de instabilidade menos as

ilhas elipticas tem medida positiva também.

e Le Calvez estudou certos conjuntos “estaveis e instaveis” que contém
as duas curvas de Lipschitz que constituem o bordo da regiao de insta-
bilidade. E possivel que estes conjuntos proporcionem informacao ao

respeito da regularidade ou irregularidade destas curvas?

e E conhecido que a existéncia de um ponto homoclinico transversal gera
um conjunto hiperbélico conhecido como ferradura de Smale, ou seja
se existe um ponto homoclinico transversal existem infinitos pontos
homoclinicos transversais. O conjunto dos pontos homoclinicos trans-

versais fora das ilhas elipticas é denso em W#(p)?e—denso?

e Dentro de uma ilha eliptica a dinamica é parecida ao que acontece na
regiao de instabilidade, mas como é a dinamica na fronteira de uma

ilha?

e E possivel estender a prova da destruicao das curvas homotopicas a

zero contidas numa ilha eliptica, quando a ilha nao intersecta I'?
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