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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo estudar a região primária de ins-

tabilidade de uma aplicação do bilhar para estabelecer condições para obter

uma versão do teorema de Mather, em uma certa topologia dos bilhares em

ovais, e a destruição de certas cáusticas ressonantes não convexas em um

bilhar eĺıptico usando o fluxo de curvatura.

Palavras-chave: Região de instabilidade, bilhares, cáusticas ressonan-

tes, fluxo de curvatura.



Abstract

This research has as main objective to study a primary instability region of

a billiard application to establish conditions to get a Mather’s theorem in a

certain topology on ovals billiards and the destruction of nonconvex resonant

caustics in a elliptical billiard by the curvature flow.

Keywords: Instability region, Billiards, resonant caustics, curvature

flow.
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2.1 Sobre Cáusticas não Convexas e Pontos Normais . . . . . . . . 14

2.2 O Fluxo de Curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.3 Bilhar em uma famı́lia de curvas obtidas ao perturbar a elipse

pelo fluxo de curvatura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
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Introdução

As funções twist que preservam área tem sido objeto de intenso estudo

como exemplos de sistemas dinâmicos que exibem uma gama completa de

comportamento, do regular ao caótico. Neste trabalho estudaremos um caso

particular de funções twist, a transformação do bilhar.

Consideremos α uma curva fechada em R2, regular de classe Cr, r > 1

orientada em sentido anti-horário e com curvatura positiva em todo ponto,

chamaremos este tipo de curvas de ovais. O problema do bilhar em α consiste

no livre movimento de uma part́ıcula na região plana limitada por α sendo

refletida elasticamente em cada impacto com a fronteira da curva. Uma vez

que a part́ıcula se move com velocidade constante no interior da região, o

movimento é completamente determinado pelo ponto de reflexão na curva α

e a direção do movimento imediatamente após cada reflexão. Isto define a

aplicação do bilhar f de α no conjunto A = [0, 2π)× [0, π).

É posśıvel deformar uma curva oval α na direção do seu vetor normal

a uma velocidade dada pela sua curvatura, esta evolução gera um fluxo

chamado de fluxo de curvatura. J. Damasceno, M. J. Dias Carneiro e R.

Ramı́rez-Ros demonstraram em [9] que o fluxo de curvatura aplicado na

elipse destrói as cáusticas ressonantes convexas, as conexões de sela e au-
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menta a entropia destruindo assim a integrabilidade do bilhar inicial. Neste

texto provaremos que as cáusticas não convexas associadas a órbitas resso-

nantes do bilhar na elipse também são destrúıdas quando aplicamos o fluxo

de curvatura à elipse.

Este texto está dividido em 4 caṕıtulos. O primeiro caṕıtulo contém os

preliminares, os quais serão usados nos seguintes caṕıtulos.

No segundo caṕıtulo, estudamos a destruição das cáusticas ressonantes

não convexas da aplicação do bilhar na elipse, pela ação do fluxo de cur-

vatura, primeiro para o caso de órbitas normais de peŕıodo 4 e usando o

potencial de Melnikov, baseado nas ideias dos artigos [9] e [23] temos o pri-

meiro resultado da tese Teorema A: As cáusticas não convexas ressonantes

do bilhar na elipse Q0, do tipo (m, 2n), são destrúıdas quando perturbamos a

elipse original pelo fluxo de curvatura. Juntamente com a destruição da sepa-

ratriz (Damasceno-Carneiro-Ramirez-Ros) em [9], dão origem a uma região

de instabilidade que ilustraremos nos seguintes caṕıtulos.

Uma curva cont́ınua, fechada e simples γ, contida no cilindro A, que não

é homotópica a um ponto é chamada de curva rotacional. Uma tal curva

será invariante pela aplicação do bilhar f se f(γ) = γ. A inexistência de

curvas rotacionais invariantes pode gerar regiões invariantes, homeomorfas

ao cilindro (ou anel). Uma tal região, limitada por duas curvas invariantes

(homotopicamente não triviais), que não contém curvas invariantes homoto-

picamente não triviais é chamada Região de instabilidade de Birkhoff.

Em [5] e [6] Birkhoff demonstrou que a fronteira de regiões de instabilidade
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são gráficos de funções Lipschitz e que existem pontos, dentro da região de

instabilidade, cujos α− ou ω− limites se encontram na fronteira desta região.

Usando argumentos topológicos Le Calvez estudou em [20] propriedades

dinâmicas da região de instabilidade. No Caṕıtulo 3, nós estudaremos as pro-

priedades dinâmicas de uma região de instabilidade particular, a que contém

um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2, que chamaremos de região

primária de instabilidade, RPI. Usando simetria do espaço de fase podemos

obter alguns resultados. Outras referências para este caṕıtulo são o trabalho

[12] de M. Dias Carneiro, S. Pinto-de-Carvalho e S. Oliffson Kamphorst e o

livro [7] de M. Dias Carneiro, Clodoaldo Ragazzo e Salvador Zanata.

Le Calvez estudou algumas propriedades de certos conjuntos chamados

de conjuntos estáveis e instáveis, A+, A−,Ω+ e Ω−. Estes conjuntos são

fechados e contêm uma curva rotacional invariante, ver a definição em 3.4.

Na Proposição B, demonstramos o segundo resultado da tese:

1. Os conjuntos A+, A−,Ω+ e Ω− tem medida nula.

2. No caso da aplicação do bilhar, seja R(θ, φ) = (θ, π − φ) a reflexão em

torno à reta φ = π/2, então R(A+) = Ω− e R(A−) = Ω+.

3. No caso da aplicação do bilhar, temos A+ ∩ Ω− 6= ∅ e A− ∩ Ω+ 6= ∅.

Neste texto estudaremos essas propriedades no caso particular do twist

aplicação do bilhar na elipse, considerando uma topologia no conjunto das

ovais definida por perturbações normais da curva oval. Usando algumas pro-

priedades geométricas como a reflexividade, podemos garantir a existência

de certos pontos dinamicamente interessantes, como por exemplo pontos ho-

mocĺınicos e heterocĺınicos, algumas propriedades obtidas na tese estão resu-
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midas no Teorema C, no qual demonstramos as seguintes afirmações:

1. Seja σ um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2 e W s(σ) o com-

plementar das ilhas. Se p ∈ W s(σ), com p fora da fronteira da região de

instabilidade e o fecho do ramo da variedade invarianteW s(p)(respectivamente

W u(p)) separa o anelA então a variedade invarianteW s(p)(respectivamente

W u(p)) tem π1 projeção em todo [0, 2π).

2. Seja um ponto periódico hiperbólico p ∈ W s(σ), onde σ é um ponto

periódico hiperbólico de peŕıodo 2. Se o conjunto W s(σ) ∩ W u(p)(

respectivamente W u(σ) ∩ W s(p)) tem interseção transversal então a

variedade invariante W s(p)(respectivamente W u(p)) tem projeção na

primeira coordenada sobrejetiva.

3. Consideremos um ponto periódico hiperbólico p fora de Γ, no com-

plementar do fecho das ilhas eĺıpticas e fora da fronteira da região de

instabilidade. Se os fechos de um ramo das variedades invariantes sepa-

ram o anel A então existe ponto heterocĺınico associado a p e ao ponto

hiperbólico de peŕıodo 2 σ.

4. Sejam dois pontos periódicos hiperbólicos p1 e p2 fora de Γ, no com-

plementar do fecho das ilhas eĺıpticas e fora da fronteira da região de

instabilidade. Se os fechos dos ramos das variedades invariantes sepa-

ram o anel A, então W u(p1) ∩W s(p2) 6= ∅.

5. Sejam p um ponto periódico hiperbólico fora de Γ, no complementar do

fecho das ilhas eĺıpticas e fora da fronteira da região de instabilidade e σ

um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2. Se os fechos de um ramo

das variedades invariantes separam o anel A então W u(σ) = W s(p).
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6. Sejam σ um ponto hiperbólico de peŕıodo 2 e Γ = [0, 2π)×{π/2}, então

Γ ∩W s(σ) é um conjunto perfeito.

Em uma palestra de Marie-Claude Arnaud ela formulou a seguinte questão:

Se uma função twist conservativo tem uma curva que é gráfico de uma função

cont́ınua com número de rotação irracional sob o qual a dinâmica restrita tem

uma órbita densa, essa curva é necessariamente de classe C1? Ver questão

2.13 de [1].

Com o objetivo de responder, parcialmente, esta questão estudamos no

último caṕıtulo um certo conjunto chamado Ćırculo Fantasma que foi primei-

ramente estudado pelo Golé em [17]. Um ćırculo fantasma é um conjunto em

RZ tal que sua projeção no cilindro são curvas homotopicamente não triviais,

tem pontos periódicos e tem uma propriedade de ordenação vertical segundo

seu número de rotação, para a definição precisa ver definição 4.11.

Provaremos, sob certas condições, que as curvas rotacionais invariantes

que constituem a fronteira da região de instabilidade estudada no caṕıtulo 3

é uniformemente aproximada por projeções de ćırculos fantasmas racionais.

Ao intersectarmos estes conjuntos, projeções de ćırculos fantasmas, com o

conjunto de instabilidade obtemos um conjunto perfeito. Com isto temos o

último resultado da tese

Teorema D:

1 Seja o número de rotação da curva rotacional invariante C+ na fron-

teira da região de instabilidade um número irracional. Se qualquer

vizinhança aberta dentro da região de instabilidade contêm um ponto

periódico hiperbólico com ı́ndice de Morse menor ou igual a 1, então a

curva C+ é a projeção de um ćırculo fantasma irracional que são apro-

ximados uniformemente por ćırculos fantasmas racionais. Além disso

os conjuntos estáveis e instáveis de Le Calvez intersectam Cρ, projeção



xvii

do ćırculo fantasma Λρ, nas lacunas do conjunto de Aubry-Mather Mρ

de minimizadores recorrentes de número de rotação ρ.

2 Se Λ contido na RPI é a projeção de um ćırculo fantasma, então Λ ∩

W s(p) é um conjunto perfeito.

Finalmente consideramos algumas questões que serão objeto de futuras

pesquisas.



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Bilhares

Nesta seção vamos tratar sobre um tipo particular das aplicações do tipo

twist, conhecidas como aplicações do bilhar.

Seja α uma curva em R2 simples e fechada, Cr−regular, r ≥ 3, orientada

em sentido antihorário com curvatura positiva em todo ponto, chamaremos

este tipo de curvas de oval .

Uma oval pode ser parametrizada por θ ∈ [0, 2π) , o ângulo entre uma direção

fixa e a tangente orientada.

O problema do bilhar em α consiste no livre movimento de uma part́ıcula

na região plana limitada por α, sendo refletida elasticamente em cada im-

pacto com a fronteira da região limitada pela curva α. Uma vez que a

part́ıcula se move com velocidade constante no interior da região, o movi-

mento é completamente determinado pelo ponto de reflexão na curva α e a

direção do movimento imediatamente após cada reflexão. Assim, o ângulo θ,

que localiza o ponto de reflexão, e o ângulo φ entre a direção do movimento

e o vetor tangente, orientado, à curva no ponto de reflexão, pode ser usado
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para descrever o sistema. Este modelo define uma função, conhecida como

aplicação do bilhar

f : [0, 2π)× [0, π)→ [0, 2π)× [0, π).

Consideremos A = [0, 2π)× [0, π) munido da forma simplética ω = dr ∧

dθ = dλ, onde λ = rdθ é chamada de 1-forma de Liouville.

Definição 1.1. f : A → A é dita função twist positiva se é um C1

difeomorfismo e

1. f é isotópico à identidade IdA, (f preserva orientação e as duas fron-

teiras).

2. Para ε > 0, D(π1 ◦ f)(x)(0, 1) > ε, onde π1 a projeção na primeira

coordenada de A. Se D(π1 ◦ f)(x)(0, 1) < −ε dizemos que f é uma

função twist negativa .

f é uma função twist conservativo se f ∗λ−λ é uma 1-forma exata, ou seja se

f ∗λ−λ = dµ o que implica que d(f ∗λ−λ) = 0 e assim temos f ∗dλ−dλ = 0.

Logo f é uma função twist conservativo se f ∗ω = ω, para ω = dλ.

Esta função tem propriedades muito bem conhecidas, detalhadas por

exemplo em [7], [19] e [27]. Enunciaremos algumas propriedades importantes

desta aplicação que serão usadas neste texto.

1. Se α é uma curva de classe Cr, a aplicação do bilhar associada será de

classe Cr−1.

2. A aplicação do bilhar preserva a medida µ(A) =
∫
A

ds

dt
sin(φ)dφdt, onde

s(t) representa o parâmetro comprimento de arco da curva α em α(t).
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3. Se f(θ0, φ0) = (θ1, φ1), a derivada de f no ponto (θ0, φ0) é dada por

Df(θ0, φ0) =
1

x1

 L− x0 L

L− x0 − x1 L− x1


onde xj = r(θj) sin(φj), L = |α(θ1)− α(θ0)|, e r(θ) reresenta o raio de

curvatura da curva no ponto θ.

Logo f é uma aplicação do tipo twist.

(A, µ, f) define um sistema dinâmico bidimensional discreto.

A órbita do ponto (θ0, φ0) é o conjunto {fn(θ0, φ0), n ∈ Z}. Uma órbita

é dita periódica se existir um n ∈ N tal que fn(θ, φ) = (θ, φ), o menor n é

chamado de peŕıodo da órbita.

Um ponto p periódico de peŕıodo n é dito hiperbólico se Dfn(p) tem

autovalores de módulo distinto de 1, p é dito eĺıptico se os autovalores

de Dfn(p) não são números reais e tem módulo 1, em outro caso p é dito

parabólico e chamaremos de ponto periódico degenerado.

Associado aos pontos periódicos hiperbólicos existem dois conjuntos in-

variantes imersos em A, W s(p) = {x ∈ A/fni(x) → p, i → ∞} e W u(p) =

{x ∈ A/fni(x) → p, i → −∞} chamados de variedade estável e instável,

respectivamente, do ponto p.

Definição 1.2. q ∈ W s(p) ∩ W u(p), q 6= p é chamado de ponto ho-

mocĺınico, e se a interseção é transversal diremos que o ponto homocĺınico

é transversal.

Definição 1.3. Se p 6= q. h ∈ W s(p) ∩W u(q) é chamado de ponto hete-

rocĺınico, e se a interseção é transversal diremos que o ponto heterocĺınico

é transversal.



1.1 Bilhares 4

Considere a aplicação de reflexão em torno à reta φ = π/2, R(θ, φ) =

(θ, π − φ). Observe que R2 = Id.

Uma outra propriedade interessante da aplicação do bilhar é que a inversa

f−1(θ1, φ1) = (θ0, φ0) satisfaz que R ◦ f = f−1 ◦ R. De fato, se f(θ0, φ0) =

(θ1, φ1), então R◦f(θ0, φ0) = R(θ1, φ1) = (θ1, π−φ1) e assim f◦R◦f(θ0, φ0) =

f(θ1, π − φ1) = (θ0, π − φ0) = R(θ0, φ0)

1.1.1 Topologia no conjunto dos Bilhares

Aplicações do Bilhar são um tipo muito especial de difeomorfismos e peque-

nas perturbações no espaço de funções podem produzir difeomorfismos que

não correspondem a uma aplicação do bilhar. Para garantir que pequenas

perturbações da aplicação do bilhar continuem sendo uma aplicação do bi-

lhar vamos perturbar a fronteira da região limitada pela curva α e não a

aplicação. Vamos seguir a abordagem feita em [14].

Movimentos ŕıgidos e homotetias de ovais não mudam as carateŕısticas

dinâmicas da aplicação do bilhar associado, definimos uma relação de equi-

valência onde uma curva α está relacionada com a curva β se existir uma

homotetia ou movimentos ŕıgidos que transformam α em β. Nosso estudo

será feito no conjunto de curvas, módulo essa relação de equivalência.

Denotemos C o conjunto das classes de equivalência das curvas ovais de

classe Cr+1. Considere η(θ) o vetor normal à curva α em θ, para cada ε > 0

defina a vizinhança tubular de α como

Nε(α) = {α(θ) + λη(θ), θ ∈ [0, 2π), λ ∈ (−ε, ε)}.

Definição 1.4. [β] ∈ C está ε−próximo de [α] ∈ C se existem representantes

α ∈ [α] e β ∈ [β] tal que a imagem de β esta contida em Nε(α) e a projeção

canônica sobre a imagem de α é um difeomorfismo.
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Uma consequência é que β pode ser escrita como β(θ) = α(θ) +λ(θ)η(θ),

onde λ é 2π periódica e de classe Cr.

Denotamos por |λ|r = maxθ∈[0,2π]{|λ(θ)|, |λ′(θ)|, · · · , |λ(r)(θ)|}

Definição 1.5. [β] ∈ C está ε−Cr-próximo de [α] ∈ C se [β] está ε− próximo

de α e |λ|r < ε.

Observação 1.6. É suficiente considerar perturbações com |λ|2 < ε, uma

vez que o objetivo é perturbar um pouco a curva perturbando um pouco a

curvatura e assim não alterar muito o comportamento dinâmico da aplicação

do bilhar, ver [13].

Observação 1.7. Como a topologia em Cr, r > 2 é mais fina do que a topolo-

gia em C2 e gostariamos de falar sobre resultados genéricos na topologia mais

fina, precisamos munir o conjunto de bilhares C da topologia Cr e provar que

existe um conjunto aberto e denso na topologia Cr e como C é Baire, ver [14],

então dito conjunto será residual. Dizemos que uma propriedade é genérica

se existe um conjunto residual de bilhares onde tal propriedade é satisfeita.

Uma vez que abertos em C2 são abertos em Cr, r > 2, basta provar que

os UN definidos em [14] são densos na Cr topologia de C. A prova seria a

mesma, a menos de pequenas alterações como considerar que λ′′(θ1) 6= 0 e

λ(r)(θ1) 6= 0 e as outras derivadas continuam sendo zero.

M. Dias Carneiro, S. Pinto-de-Carvalho e S. Oliffson Kamphorst prova-

ram em [14] que genéricamente existem apenas um número finito de pontos

periódicos hiperbólicos ou eĺıpticos e que a interseção das variedades invari-

antes associadas a pontos hiperbólicos é transversal. Complementando este

resultado, Z. Xia e P. Zhang provaram em [28] que esta interseção generica-

mente acontece.
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Considere a curva oval α parametrizada por comprimento de arco s. A

função h(s0, s1) = |α(s1) − α(s0)| será chamada de função geradora da

aplicação do bilhar.

Vamos estudar a dinâmica de um subconjunto de A = [0, 2π) × [0, π)

que não contém nenhuma curva invariante. Birkhoff provou em [6] algumas

propriedades de este conjunto e Le Calvez em [20], usando apenas argumentos

topológicos, obteve resultados em esta direção e provou a existência de órbitas

cujos α e ω limites estão contidos em partes distintas da fronteira desta

região. Le Calvez também provou a existência de certos subconjuntos que

se comportam como variedades estáveis e instáveis das partes conexas da

fronteira de esta região.

Vamos escrever alguns resultados de [7], [12], [14] e [20].

Genericamente existem apenas um número finito de pontos periódicos, de

peŕıodo fixo, hiperbólicos ou eĺıpticos e pelo menos um ponto hiperbólico de

peŕıodo 2, denotaremos um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2 de σ.

Uma curva cont́ınua, fechada e simples γ ⊂ A que não é homotópica a

um ponto é chamada de curva rotacional . Uma tal curva é dita invari-

ante pela aplicação do bilhar f se f(γ) = γ. Existem bilhares cujo espaços

de fase são folheados por curvas invariantes rotacionais e cujos espaços de

fase não contêm nenhuma curva rotacional invariante. Assumindo suficiente

regularidade da curva oval α a propriedade twist implica que existem curvas

invariantes em qualquer vizinhança das fronteiras [0, 2π)×{0} e [0, 2π)×{π},

Teorema de Kolmogorov, Arnold e Moser (KAM), ver por exemplo [26].

Birkhoff provou que as curvas rotacionais invariantes são gráficos de uma

função de Lipschitz.

Definição 1.8. Seja α um oval. Uma curva suave γ ⊂ R2 é dita uma

cáustica se qualquer raio tangente a γ continua sendo tangente após iteração
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Figura 1.1: Cáustica

da transformação do bilhar. Ver figura 1.1.

Um bilhar é dito integrável se o espaço de fase é folheado por curvas

invariantes de classe C0.

A conjectura de Birkhoff afirma que a fronteira de uma mesa de bilhar in-

tegrável associada a uma curva estritamente convexa é necessariamente uma

elipse(ou uma circunferência como um caso especial). Muitos matemáticos

trabalharam, e ainda trabalham, neste interessante problema. Avila, Simoi

e Kaloshim provaram em [3] que deformações integráveis de uma elipse de

pequena excentricidade é ainda uma elipse. Kaloshin e Sorrentino generaliza-

ram o trabalho [3] e provaram em [18] que pequenas perturbações integráveis

de uma elipse são elipses.

Definição 1.9. Uma região R limitada por duas curvas rotacionais invari-

antes disjuntas C+ e C− que não contém curvas invariantes rotacionais no

interior de R é chamada de Região de Instabilidade (RI ).
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A partir de este ponto nosso foco será o estudo das propriedades RI para

bilhares genéricos com a topologia de [14].

O seguinte lema, cuja demonstração pode ser encontrada em [14], lema 11,

garante que uma curva rotacional invariante não pode intersectar o segmento

Γ = [0, 2π)× {π/2}

Lema 1.10. Genericamente uma curva rotacional invariante não intersecta

a curva Γ = [0, 2π)× {π/2}.

Isto implica, que para curvas ovais suficientemente regulares existe uma

região limitada por curvas invariantes, que não contém outras curvas in-

variantes e que contém a curva Γ. Uma tal região é chamada de Região

primária de instabilidade , (RPI ).

O lema seguinte, cuja demonstração se encontra em [12] lema 6, garante

que nenhuma curva invariante intersecta as variedades estáveis e instáveis

do ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2, o que proporciona uma forma

alternativa de definir a região de instabilidade.

Lema 1.11. Se σ é um ponto 2-periódico hiperbólico de f , então uma curva

rotacional invariante γ não intersecta nenhuma das variedades invariantes

W s(σ) e W u(σ).

Consideremos a função π1 : A → [0, 2π) a projeção canônica na primeira

coordenada.

Definição 1.12. Um cilindro R ⊂ A é um conjunto não vazio, conexo e

fechado tal que π1(R) = [0, 2π) e cuja fronteira são duas curvas rotacionais

cont́ınuas.

O seguinte teorema, cuja demonstração se encontra em [12], dá uma

condição suficiente para ter uma região de instabilidade.
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Teorema 1.13. Seja σ um ponto 2-periódico hiperbólico e R o menor cilin-

dro que contém W u(σ) então R é uma região de instabilidade.

Observação 1.14. Se R contém outro ponto hiperbólico σ′, então contém

a órbita do ponto periódico, fora das ilhas eĺıpticas tal que π1(W s(σ′)) =

[0, 2π), pela mesma construção do teorema anterior sabemos que o menor

cilindro que contém W s(σ′) é R. Uma vez que se σ′ ∈ R então W s(σ′) ⊂ R

e W s(σ′) ⊂ R. Por outro lado, se o menor cilindro que contém W s(σ′) é

R′ estritamente contido em R, pelo teorema 1.15 de Birkhoff a fronteira de

R’ está composta por curvas rotacionais invariantes disjuntas estritamente

contidas em R. Contradição.

A região de instabilidade tem algumas propriedades muito interessantes,

como por exemplo Birkhoff provou em [6] que as curvas que constituem a

fronteira da região de instabilidade são gráficos de funções Lipschitz e também

que existe x ∈ R tal que o α e ω− limite de x estão nas curvas fronteiras

do anel. Usando argumentos variacionais Mather também obteve resultados

semelhantes. Os quais são:

Teorema 1.15. Se a região de instabilidade tem como fronteira as curvas

invariantes C+ e C−, então estas curvas são gráficos de funções de Lipschitz.

Estas curvas são consequentemente rotacionais, pois não são homotópicas a

um ponto.

Teorema 1.16. Se R é uma região de instabilidade, então existe x ∈ R tal

que limk→+∞ dist(f
k(x), C+) = 0 e limk→−∞ dist(f

k(x), C−) = 0.

Uma pergunta é se R = W s(σ), caso contrário como é o conjunto R −

W s(σ). Sabemos que genericamente existem pontos eĺıpticos, consequente-

mente, genericamente R 6= W s(σ). A seguinte proposição afirma que o com-
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plementar de W s(σ) em R é uma reunião de conjuntos abertos, disjuntos.

Chamaremos a cada aberto de ilha eĺıptica.

Proposição 1.17. Seja σ um ponto 2-periódico hiperbólico. Seja V o com-

plementar de W u(σ) na região de instabilidade R. Então V = ∪∞n=1Vi onde

cada Vi são conjuntos abertos, disjuntos dois a dois, homeomorfos a discos e

dinamicamente periódicos.

Demonstração. V é um conjunto aberto e é união de suas componentes co-

nexas abertas disjuntas. Seja Vi uma tal componente conexa, Vi não pode

dividir o cilindro R em duas partes disjuntas, pois W u(σ) tem projeção na

primeira coordenada no conjunto [0, 2π) todo e contém as curvas rotacionais

invariantes da fronteira de R. Então Vi é homotopicamente trivial.

Como V tem área finita, pois está contido no espaço de fase [0, 2π)× [0, π]

o qual tem área finita. Considere Vi uma componente conexa maximal de V ,

pelo teorema de recorrência de Poincaré existe ni tal que fni(Vi) ∩ Vi 6= ∅.

Como Vi é uma componente conexa maximal de V então fni(Vi) = Vi, o que

implica a periodicidade de Vi.

Corolário 1.18. Para cada Vi de V existe um ni ∈ N, ∂Vi é um subconjunto

fechado, conexo, com interior vazio, contido em W u(σ) e invariante por fni.

É importante observar que para n > 1, como fn : U → U preserva área,

o teorema de recorrência de Poincaré afirma que quase todo ponto de U é fn

recorrente. Aplicando o teorema da curva transladada de Brouwer, obtemos

que fn deve ter um ponto fixo em U , ou seja, existem pontos periódicos em

U .

Finalizaremos o caṕıtulo ilustrando a dinâmica da aplicação do bilhar

para o caso de curvas ovais simples.
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Figura 1.2: Espaço de fase do bilhar na circunferência

Exemplo 1.19. O bilhar no ćırculo.

Considere a curva α(t) = (rcost(t), rsen(t)), para uma constante r ∈ R. A

aplicação do bilhar na elipse no ćırculo tem a propriedade de manter fixa a

segunda coordenada, isto é f(θ, φ) = (θ + 2φmod(2π), φ) assim o espaço de

fase consiste de segmentos de reta horizontais os quais são curvas invariantes

pela aplicação do bilhar. Ver figura 1.2.

Exemplo 1.20. O bilhar na elipse.

Considere a curva β(t) = (asen(t), bcos(t)), para constantes a, b ∈ R+, a >

b > 0. O espaço de fase da aplicação do bilhar f na elipse β(t) consiste

de curvas invariantes homotopicamente não triviais, de cores azul e roxo na

figura 1.3, de curvas invariantes por f 2 homotopicamente triviais, de cores

cinza e verde na figura 1.3 e as conexões de sela de cor preto.

Nos dois exemplos anteriores não existe uma região de instabilidade não

vazia, uma vez que os espaços de fase são totalmente folheados por curvas
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Figura 1.3: Espaço de fase do bilhar na elipse

invariantes. Nos próximos caṕıtulos vamos estudar o bilhar definido em uma

curva oval que é uma certa perturbação da elipse. Veremos que o espaço de

fase deixa de ser folheado por curvas invariantes, criando-se uma região de

instabilidade.



Caṕıtulo 2

Cáusticas não Convexas

Ressonantes de Bilhares em

Curvas Obtidas pela Ação do

Fluxo de Curvatura na Elipse

O objetivo de este caṕıtulo é ilustrar os resultados sobre a região de instabili-

dade simétrica, isto é, em torno dos diâmetros. Essa ilustração trata da per-

turbação do bilhar na elipse Q0 = {(x, y) ∈ R2;x2/a2 +y2/b2 = 1}, a > b > 0

ao longo da famı́lia a um parâmetro obtida pelo fluxo de curvatura.

De acordo com [9], todas as curvas rotacionais invariantes com número

de rotação racional são destrúıdas pelo fluxo de curvatura e, o mais rele-

vante para a questão de estabilidade, a separatriz que conecta as órbitas hi-

perbólicas de peŕıodo dois é destrúıda pois os ramos das variedades instáveis

e estáveis tornam-se transversais.

Isso, é claro, implica na existência de uma região de instabilidade cuja

fronteira é uma curva rotacional invariante irracional, mas não do tipo KAM.



2.1 Sobre Cáusticas não Convexas e Pontos Normais 14

Neste caṕıtulo, provamos que não somente as cáusticas convexas, que cor-

respondem aos Ćırculos Invariantes Rotacionais (CIR), são destrúıdas mas

também as curvas ressonantes (número de rotação racional) que circundam

o diâmetro eĺıptico. Isso implica também o surgimento de zonas de instabi-

lidade em torno dessas órbitas.

O caṕıtulo tem, portanto, duas partes. Na primeira, usando o teorema

da função impĺıcita, demonstramos a destruição das curvas homotopicamente

triviais de número de rotação racional (cáusticas hiperbólicas) associadas a

um ponto periódico normal de peŕıodo 4 e na segunda, usando o potencial

de Melnikov, demonstramos que certas curvas homotopicamente triviais as-

sociadas a cáusticas ressonantes são destrúıdas.

2.1 Sobre Cáusticas não Convexas e Pontos

Normais

Em esta seção estudaremos um tipo particular de órbitas periódicas, chama-

das de órbitas periódicas normais. Consideremos a curva Γ = [0, 2π)×{π/2}.

Definição 2.1. Um ponto periódico p ∈ R cuja órbita contenha exatamente

dois pontos em Γ será chamado de ponto periódico normal . Mais preci-

samente, a órbita de um ponto periódico normal será

O = {(θ0, π/2), (θ1, φ1), · · · , (θn−1, φn−1), (θn, π/2), (θn−1, π−φn−1), · · · , (θ1, π−φ1)}.

Vamos considerar o bilhar na elipse que estudamos no exemplo 1.20, para

simplificar as contas, neste texto consideraremos b = 1. As cáusticas não

convexas correspondem a curvas fechadas γ em torno dos pontos (0, π/2) ou

(π, π/2), pontos periódicos eĺıpticos de peŕıodo dois. Essas curvas γ inter-

sectam transversalmente o eixo de simetria Γ, em particular se p ∈ Γ ∩ γ
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é uma dessas interseções. Então p é um ponto periódico normal, isto é,

fn(Γ) ∩ Γ 6= ∅.

Assim, a inexistência deste tipo de curva invariante pode ser provada dire-

tamente se demonstrarmos que quando aplicamos o fluxo de curvatura, para

ε > 0, o ponto periódico normal é isolado, hiperbólico ou eĺıptico.

Exemplo 2.2. Pontos Normais de peŕıodo 4

Seja f(θ, φ) a aplicação do bilhar na elipse Q0, onde θ é o parâmetro da

elipse e φ é o ângulo entre a direção do movimento de uma part́ıcula em Q0

com a reta tangente à curva orientada.

Sabemos que existem pontos periódicos hiperbólicos, os pontos correspon-

dentes ao diâmetro maior, e pontos eĺıpticos, correspondentes ao diâmetro

menor. Todos os outros pontos periódicos de f são parabólicos, isto é se

(θ0, φ0) é um ponto periódico de peŕıodo n, então a matriz Dfn(θ0, φ0) tem

autovalores 1 ou -1.

A seguir vamos verificar que na aplicação do bilhar na elipse existem órbitas

normais de peŕıodo 4 e estas são parabólicas.

Pela simetria da elipse, basta garantir que existe um ponto (asen(θ0), cos(θ0))

tal que

〈(asen(θ0), cos(θ0))− (0, 1), (acos(θ0),−sen(θ0))〉 = 0 (2.1)

Ou seja, a2sen(θ0)cos(θ0) − sen(θ0)cos(θ0) + sen(θ0) = 0. Obtendo que θ0

deve satisfazer que

cos(θ0) = 1/(1− a2). (2.2)

Observemos que a equação (2.2) fornece uma condição suficiente e necessária

para a existência dos pontos normais de peŕıodo 4, pois cos(θ0) ≥ −1 então
√

2 ≤ a.
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Pela simetria da elipse θ1 = 2π−θ0 é também um ponto normal de peŕıodo

4. Verificaremos que a órbita O4 = {(θ0, π/2), (0, φ1), (θ1, π/2), (0, π − φ1)}.

é uma órbita parabólica.

De fato, sabemos que a derivada da aplicação de bilhar f no ponto (θ0, φ0)

é representada pela matriz

Df(θ0, φ0) =
1

sen(φ1)

 τ−d0
r0

τ

τ−d0−d1
r0r1

τ−d1
r1

 , (2.3)

onde f(θ0, φ0) = (θ1, φ1), τ = |α(θ1) − α(θ0)|, di = risen(φi) e ri é o raio de

curvatura no ponto θi. Então

A = Df 4(θ0, π/2) = Df(0, π − φ1) ◦Df(θ1, π/2) ◦Df(0, φ1) ◦Df(θ0, π/2)

=

 1

sen(φ1)

 L−r1sen(φ1)
r1

L

L−r1sen(φ1)−r
rr1

L−r
r

 L−r
r

L

L−r1sen(φ1)−r
rr1

L−r1sen(φ1)
r1

2

.

Onde L = |α(θ0)− α(0)|, r = r(α(θ0)) = r(α(θ1)) e r1 = r(α(0)).

Observemos que se

X =
1

sen(φ1)

 L−r1sen(φ1)
r1

L

L−r1sen(φ1)−r
rr1

L−r
r

 L−r
r

L

L−r1sen(φ1)−r
rr1

L−r1sen(φ1)
r1


tem autovalores 1 ou -1, ou se o traço da matriz X é 0, então A terá auto-

valores 1 ou -1 e assim (θ0, π/2) será um ponto parabólico e está contido em

uma curva invariante homotopicamente trivial de peŕıodo 4.

Como os pontos peŕıodicos hiperbólicos ou eĺıpticos são isolados e os pontos

periódicos contidos na curva homotopicamente trivial de peŕıodo 4 não são

isolados então necessariamente o ponto (θ0, π/2) será um ponto parabólico.
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2.2 O Fluxo de Curvatura

Dada uma curva oval Qo é posśıvel criar outras curvas movendo a primeira

em direção do vetor normal, que aponta para o interior da curva, em cada

ponto a uma velocidade dada pela curvatura. Está evolução gera um fluxo

chamado de fluxo de curvatura.

Os primeiros a estudar este fluxo foram M. Gage e R. Hamilton em [16], eles

provaram no seu teorema principal que, sob a ação do fluxo de curvatura, Q0

se contrai a uma circunferência no seguinte sentido:

1. A razão do raio inscrito com o raio circunscrito tende a um.

2. A razão da curvatura máxima e a curvatura mı́nima tende a um.

3. As derivadas de ordem superior da curvatura tendem a zero uniforme-

mente.

Seja T = R/2πZ. Seja Q0 = q0(T), q0 : T → R2 uma curva diferenciável,

fechada e mergulhada em R2. O fluxo de curvatura no tempo t de Q0 é a

curva Qt = q(T, t) onde q : T× [0, τ) → R2, e q(φ, t) satisfaz o problema de

valor inicial
∂q(φ, t)

∂t
= κ(φ, t)N(φ), q(φ, 0) = q0.

Onde κ e N são a curvatura e o vetor normal à curva q0 que aponta para

dentro, respectivamente.

Sabemos que a dinâmica da aplicação do bilhar na elipse é integrável,

ou seja o espaço de fase é folheado por curvas invariantes, tem entropia

topológica zero e possui uma famı́lia de cáusticas convexas e não convexas.

J. Damasceno, M. Carneiro e R. Ramı́rez-Ros provaram em [9] que o fluxo

de curvatura na elipse destrói a integrabilidade, as conexões de sela e todas

as cáusticas convexas ressonantes, tendo entropia positiva.
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O objetivo deste caṕıtulo é provar que certas cáusticas não convexas resso-

nantes também são destrúıdas, como foi sugerido por Sônia Pinto de Carvalho

e Rafael Ramı́rez-Ros em [23].

2.3 Bilhar em uma famı́lia de curvas obtidas

ao perturbar a elipse pelo fluxo de curva-

tura

Consideremos a famı́lia de curvas Qε parametrizadas por

χ(ε, θ) = (ccosh(µ(θ))sen(θ), csenh(µ(θ))cos(θ)), ε > 0.

No lema 3.1 de [9] foi provado que a perturbação da elipse pelo fluxo de

curvatura deforma a elipse inicial Q0 em curvas Qε = χ(ε, θ) onde

µ = µ0 + εµ1(θ) +O(ε2) e µ1(θ) = − a
(a2cos2(θ)+sen2(θ))2

.

A curvatura da curva no ponto θ é dada por

k0(θ) =
a

(a2cos2(θ) + sen2(θ))3/2
.

Observemos que χ(0, θ) = (asen(θ), cos(θ)) é exatamente a elipse Q0

inicial.

Portanto a curva Qε tem µ(θ) = µ0 − aε
(a2cos2(θ)+sen2(θ))2

+ O(ε2), µ0 é tal

que csenh(µ0) = 1 e c =
√
a2 − 1.

Em θ = 0 e θ = π temos os vértices do eixo menor da elipse que estão

associados aos pontos eĺıpticos (0, π/2) e (π, π/2).

Mário D. Carneiro, Sônia P. de Carvalho e Sylvie O. Kamphorst provaram em

[13] que a existência de ilhas eĺıpticas é uma propriedade densa no conjunto de

bilhares que tem pontos 2-periódicos eĺıpticos e ainda qualquer perturbação

normal possui pontos periódicos eĺıpticos próximos do ponto eĺıptico inicial.
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Como os pontos periódicos eĺıpticos são estáveis, então (0, π/2) e (π, π/2)

continuam sendo eĺıpticos para o bilhar definido na curva Qε, mais ainda,

têm coeficiente de Birkhoff diferente de zero. Para este cálculo usaremos a

fórmula para o primeiro coeficiente de Birkhoff para bilhares convexos obtida

em [11].

Neste caso temos que R′(0) = R′(π) = 0 R′′(0) = R′′(π) = 3(1− a2) e

τ1(ε) =
−1

8

(R0 +R1)

R0R1

− 1

8

L

L−R0 −R1

(
L−R1

L−R0

R′′(0) +
L−R0

L−R1

R′′(1))

=
−1

4a2
− 3L(1− a2)

4(L− 2a2)
,

e quando ε = 0 temos que L = 2 e τ(0) < 0, pela continuidade de τ1 na

variável ε conclúımos que τ1(ε) 6= 0 para ε suficientemente pequeno, como

veremos logo a seguir a folhação total por curvas invariantes do espaço de

fase da aplicação do bilhar na elipse é destrúıda, tendo assim uma região de

instabilidade.

Portanto os pontos eĺıpticos associados ao eixo menor das curvas Qε(θ) são

estáveis e assim têm curvas invariantes homotopicamente triviais que circun-

dam os pontos fixos eĺıpticos.

Uma pergunta natural é se para algum ε a curva χ(ε, θ) têm pontos nor-

mais de peŕıodo 4. Observe que os pontos normais são interseções de Γ com

iteradas de Γ, se esta interseção for transversal, então os pontos normais

serão mantidos por pequenas perturbações da curva oval.

Para responder esta pergunta, observemos que a simetria da elipse é pre-

servada pelo fluxo de curvatura e assim χ(ε, θ) terá um ponto normal θ0(ε)

se existir um θ(ε) tal que

F (ε, θ(ε)) = 〈χ(ε, θ(ε))− χ(ε, 0),
d

dθ
χ(ε, θ(ε))〉 = 0. (2.4)
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Observemos que quando ε = 0 a equação 2.4 se reduz à equação 2.1 ou seja

F (0, θ0) = 0. Pelo teorema da função impĺıcita vamos garantir que para

cada ε em uma vizinhança do 0, existe um único θ(ε) tal que a equação 2.4

é satisfeita, ou seja, a aplicação do bilhar fε na curva χ(ε, θ) tem um único

ponto normal θ(ε) em uma vizinhança de θ0. Para isto é suficiente garantir

que ∂F
∂θ

(0, θ0) 6= 0.

De fato,

∂F

∂θ
(0, θ0) = 〈dχ

dθ
(ε, θ(ε)),

dχ

dθ
(ε, θ(ε))〉+ 〈χ(ε, θ(ε))− χ(ε, 0),

d2

dθ2
χ(ε, θ(ε))〉|θ=θ0ε=0

= 〈(acos(θ0),−sen(θ0)), acos(θ0),−sen(θ0))〉

+ 〈(asen(θ0), cos(θ0)− 1), (−asen(θ0),−cos(θ0))〉

= a2cos2(θ0) + sen2(θ0)− a2sen2(θ0)− cos2(θ0) + cos(θ0)

= (a2 − 1)(2cos2(θ0)− 1) + cos(θ0).

Usando a equação 2.2 temos que ∂F
∂θ

(0, θ0) = −1−a2 + 1
(1−a2)

6= 0, se a >
√

2.

Para cada ε ∈ I0, vizinhança de 0 onde F (ε, θ(ε)) = 0, o ponto periódico

normal de peŕıodo 4 (θ(ε), π/2) é ainda parabólico?

Para responder a esta pergunta devemos calcular os autovalores da matriz

Aε = Df 4
ε (θ0(ε), π/2). Como no caso da elipse, esta matriz é o quadrado de

uma matriz Xε a qual é produto de matrizes com certa simetria. Os seguintes

lemas vão nos ajudar para determinar a natureza do ponto normal de peŕıodo

4 associado à curva χε.

Lema 2.3. Se X = α

 a11 a12

a21 a22

 a22 a12

a21 a11

, A = X2 e det(X) = 1,

então:

1. A tem autovalores reais e diferentes se |a11a22 + a12a21| > 1
α
.
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2. A tem autovalores complexos de módulo 1, diferentes de ±1, se |a11a22+

a12a21| < 1
α

com a11a22 + a12a21 6= 0.

3. A tem autovalores iguais a ±1 se |a11a22 + a12a21| = 1
α

ou a11a22 +

a12a21 = 0.

Demonstração. Observemos que se X =

 b11 b12

b21 b22

 e o det(X) = 1 então

o polinômio caracteŕıstico é p(λ) = λ2 − (b11 + b22)λ+ 1 cujas ráızes são

r =
b11 + b22 ±

√
(b11 + b22)2 − 4

2
.

Se o traço da matriz X for ±2 os autovalores serão iguais a ±1, se o traço

da matriz X for em módulo maior que 2, então os autovalores serão reais e

diferentes e se o traço da matriz X for em módulo menor do que 2, então os

autovalores serão números complexos de módulo 1. Estudaremos o traço da

matriz A

Como

X = α

 a11a22 + a12a21 2a11a12

2a21a22 a11a22 + a12a21


e

A = α2

 (a11a22 + a12a21)2 + 4a11a22a12a21 4(a11a22 + a12a21)a11a12

4(a11a22 + a12a21)a21a22 (a11a22 + a12a21)2 + 4a11a22a12a21


então o

traço(A) = 2α2[(a11a22 + a12a21)2 + 4a11a22a12a21],

usando det(X) = α2[(a11a22 + a12a21)2 − 4a11a22a12a21] = 1 temos que

traço(A) = 2α2[2(a11a22 + a12a21)2 − 1

α2
]



2.3 Bilhar em uma famı́lia de curvas obtidas ao perturbar a elipse
pelo fluxo de curvatura 22

e assim o traço(A) = ±2. se e somente se |a11a22 + a12a21| = 1
α

ou a11a22 +

a12a21 = 0.

Se traço(A) > 2 temos que (a11a22 + a12a21)2 > 1
α2 .

Se −2 < traço(A) < 2 temos que − 1
α
< (a11a22 + a12a21) < 1

α
com

a11a22 + a12a21 6= 0.

Se a11a22 − a12a21 = 1
α

o lema anterior pode se escrever como

Lema 2.4. Se X = α

 a11 a12

a21 a22

 a22 a12

a21 a11

, A = X2 e det(X) = 1,

então:

1. Os autovalores de A são reais e diferentes se a11a22 >
1
α

ou a11a22 < 0.

2. Os autovalores de A são números complexos de módulo 1, diferentes a

±1 se 0 < a11a22 <
1
α

e a11a22 6= 1
2α
.

3. Os autovalores de A são iguais a ±1 se a11a22 = 0 ou a11a22 = 1
α

ou

a11a22 = 1
2α
.

Demonstração. Basta substituir a12a21 = a11a22− 1/α no lema anterior.

Observemos que, no caso da elipse, a11 = 0 e o item 3 do lema 2.4 é

satisfeito.

No caso do bilhar fε na curva χ(ε, θ) será que g(ε) = a11(ε)a22(ε) =

0? Como g(0) = 0 e g′(0) = a′11(0)a22(0) + a11(0)a′22(0) = a′11(0)a22(0),

para garantir que g(ε) 6= 0 precisamos garantir que a′11(0) 6= 0. Para isto

consideremos a função g(ε) = L(ε) − r1(ε)sen(φ1(ε)) e vamos verificar que

g′(0) 6= 0. De fato:
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g(ε) = L(ε)− r1(ε)sen(φ1(ε)), então (2.5)

g′(0) = L′(0)− r′1(0)sen(φ1(0))− r1cos(φ1(0))
dφ1(0)

dε
. (2.6)

Onde

L(ε) = |χ(ε, θ0(ε))− χ(ε, 0)| = 〈χ(ε, θ0(ε))− χ(ε, 0), χ(ε, θ0(ε))− χ(ε, 0)〉1/2

L′(ε) =
〈 d
dε
χ(ε, θ0(ε))− d

dε
χ(ε, 0), χ(ε, θ0(ε))− χ(ε, 0)〉

|χ(ε, θ0(ε))− χ(ε, 0)|
,

como

χ(0, θ0)− χ(0, 0) = (asen(θ0), cos(θ0)− 1),

L = |χ(ε, θ0(ε))− χ(ε, 0)| = a2

√
a2 − 1

d

dε
χ(ε, 0) = (0, ccosh(µ0)

dµ

dε
(0, 0)) = (0,

−1

a2
)

d

dε
χ(0, θ0) = (sen(θ0)(

−a
(a2cos2(θ0) + sen2(θ0))2

)) + acos(θ0)
dθ0(0)

dε
,

, acos(θ0)(
−a

(a2cos2(θ0) + sen2(θ0))2
)− sen(θ0)

dθ0(0)

dε
).

Finalmente,

L′(0) =

√
a2 − 1

a2
{asen(θ0)(sen(θ0)(

−a
(a2cos2(θ0) + sen2(θ0))2

)) + acos(θ0)
dθ0(0)

dε
) +

+ (cos(θ0)− 1)(acos(θ0)(
−a

(a2cos2(θ0) + sen2(θ0))2
)− sen(θ0)

dθ0(0)

dε
+

1

a2
)}

=

√
a2 − 1

a2
{ −a2

(a2cos2(θ0) + sen2(θ0))2
+

a2cos(θ0)

(a2cos2(θ0) + sen2(θ0))2
+

+
cos(θ0 − 1)

a2
+ (a2sen(θ0)cos(θ0)− sen(θ0)cos(θ0) + sen(θ0))

dθ0(0)

dε
}

Usando a equação 2.2 temos que L′(0) = −
√
a2−1
a2

(a2 − 1 + 1
a2−1

). Vamos

calcular r′1(0).



2.3 Bilhar em uma famı́lia de curvas obtidas ao perturbar a elipse
pelo fluxo de curvatura 24

r(ε, θ) =
|χ′(ε, θ)|3

|χ′(ε, θ)× χ′′(ε, θ))|
Derivando em relação a ε e fazendo θ = 0 temos:

∂

∂ε
r(ε, 0) =

d

dε
r1(ε) =

|χ′(ε, 0)× χ′′(ε, 0))| d
dε
|χ′(ε, 0)|3 − |χ′(ε, 0)|3 d

dε
|χ′(ε, 0)× χ′′(ε, 0))|

|χ′(ε, 0)× χ′′(ε, 0))|2

Mas χ′(0, 0) = (a, 0), χ′′(0, 0) = (0,−1), d
dε
χ′(0, 0) = (−1

a3
, 0), d

dε
χ′′(0, 0) =

(0, 4a−4(1− a2)), d
dε
|χ′(ε, 0)× χ′′(ε, 0)|ε=0 = −1

a
+ 4a2−5

a3
e

d

dε
|χ′(ε, 0)|3|ε=0 =

−3

a
.

Então

r1(0) = a2, r′1(0) =
3a2 − 2

a2
.

Vamos calcular θ′(0)

Para isto usaremos que

∂µ

∂ε
(0, θ0) =

−(a2 − 1)2

a3

∂2χ(0, θ0)

∂ε∂θ
=

4(a2 − 1)2
√
a2 − 2

a4
.

Sabemos que

〈χ(ε, θ(ε))− χ(ε, 0),
∂χ(ε, θ(ε))

∂θ
〉 = 0, (2.7)

Usando A = cosh(µ(ε, θ(ε))), B = cosh(µ(ε, θ(ε))) temos que A′ = Bµ′, B′ =

Aµ′, A2 −B2 = 1 e a equação 2.7 se reduz a

ABµ′
1

2
sen(2θ(ε))−B(0)Aµ′cos(θ(ε)) +BB(0)senθ(ε) = 0

derivando em relação a ε obtemos
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a
∂2µ

∂ε∂θ
(0, θ0)(1− cos(θ0)) + (cos(2θ0)− cos(θ0))

dθ(0)

dε
+ 2a

∂µ

∂ε
(0, θ0)sen(θ0).

Substituindo os valores já calculados obtemos que

dθ(0)

dε
=

2
√
a2 − 2(a2 − 1)3

a(a4 − a2 − 2)
.

Vamos calcular φ′1(0).

sen(φ1(ε)) =
csenh(µ(ε, 0))− csenh(µ(ε, θ(ε)))cos(θ(ε))

L(ε)

observemos que sen(φ1(0)) = 1√
a2−1

e cos(φ1(0)) =
√
a2−2√
a2−1

. Derivando em

relação a ε e avaliando em ε = 0 obtemos:

cos(φ1)φ′1(0) =
L(a∂µ(0,0)

∂ε
− a∂µ(0,θ0)

∂ε
cos(θ0) + sen(θ0)dθ(0)

dε
)− (1− cos(θ0))L′(0)

L2

φ′(0) =

√
a2 − 1

a2 − 2

a2 − 1

a4
[

a2

√
a2 − 1

(
−1

a2
+

(a2 − 1)2

a2

1

1− a2
+
a
√
a2 − 2

a2 − 1

dθ(0)

dε
)

− a2

a2 − 1
L′(0)]

Simplificando e substituindo os valores de dθ(0)
dε

e de L′(0), obtemos que

φ′1(0) =
−1

a4
+

2(a2 − 1)3

a2
√
a2 − 2(a4 − a2 − 2)

.

Substituindo os valores obtidos na equação 2.6 temos que

g′(0) = −
√
a2 − 1

a2
(a2 − 1 +

1

a2 − 1
)− 3a2 − 2

a2

1√
a2 − 1

− a2

√
a2 − 2√
a2 − 1

dφ1(0)

dε

De onde decorre que g′(0) < 0 para a >
√

2. Então g é decrescente em uma

vizinhança de 0, como g(0) = 0, então g(ε) = a(ε)d(ε) < 0 para ε pequeno.

Pelo lema 2.4 temos que o ponto periódico normal de peŕıodo 4, (θ0(ε), π/2)

é hiperbólico.
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Observemos que isto implica que as cáusticas não convexas próximas da

cáustica não convexa associada ao ponto periódico de peŕıodo 4 são des-

trúıdas, uma vez que na elipse, o ponto periódico normal de peŕıodo 4 pa-

rabólico se transforma em um ponto hiperbólico, isolado, pela ação do fluxo

de curvatura na elipse.

Acreditamos que o mesmo argumento pode ser usado para provar que os

pontos periódicos normais de peŕıodo 2n, n > 2 se tornam não degenerados,

isolados, quando o fluxo de curvatura age no ponto periódico normal pa-

rabólico de peŕıodo 2n na elipse. Porém as equações ficam mais sofisticadas.

Observamos que a ação do fluxo de curvatura na elipse produz curvas

com simetria axial, nessa direção, consideramos os seguintes resultados.

Proposição 2.5. Seja a curva oval simétrica com relação a reflexão sobre

a reta suporte do diâmetro maior que corresponde a um ponto periódico hi-

perbólico σ = (θ, π/2). Se (θ+θ0, π/2+φ0) ∈ W s(σ) então (θ−θ0, π/2−φ0) ∈

W s(σ).

Demonstração. Como (θ + θ0, π/2 + φ0) ∈ W s(σ), consideremos o ponto no

oval θ−θ0, por causa da simetria da curva este ponto é exatamente o refletido

de θ + θ0 no eixo horizontal. As tangentes se intersectam no ponto do eixo

de simetria, observemos que o segmento que une os pontos (θ+ θ0, π/2 +φ0)

e f(θ+θ0, π/2+φ0) = (α+θ1, π/2+φ1) se intersecta em O0 com o segmento

que une os pontos (θ−θ0, π/2−φ0) e f(θ−θ0, π/2−φ0) = (α−θ1, π/2−φ1),

por causa da simetria da curva, ver figura 2.1.

Usando a regra de reflexão o ângulo de sáıda do ponto α+θ1 será π/2−φ1,

analogamente ao caso anterior, por simetria o ângulo de sáıda do ponto

α − θ1 será π/2 + φ1 e as imagens pela aplicação do bilhar serão os pontos

(θ+θ2, π/2+φ2) e (θ−θ2, π/2−φ2), observemos que o valor do ângulo decorre
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Figura 2.1: Órbita em um oval com simetria

da congruência de triângulos obtidos ao considerar os pontos θ − θ2, θ + θ2,

o ponto de interseção dos segmentos que unem θ− θ2, α− θ1 e θ+ θ2, α+ θ1,

chamado O1 e o ponto de interseção das tangentes à curva em (θ+θ2, π/2+φ2)

e (θ − θ2, π/2− φ2) ver figura 2.2
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Figura 2.2: Órbita em um oval com simetria

Portanto, se (θ + θ0, π/2 + φ0) ∈ W s(σ) então f 2n(θ + θ0, π/2 + φ0) =

(θ+θ2n, π/2+φ2n) tende a σ = (θ, π/2) quando n→ +∞, ou seja (θ2n, φ2n)→

(0, 0). Usando os argumentos geométricos acima temos que f 2n(θ− θ0, π/2−

φ0) = (θ − θ2n, π/2 − φ2n) tende a σ = (θ, π/2) quando n → +∞ pois

(θ2n, φ2n)→ (0, 0). Com isso temos que (θ − θ0, π/2− φ0) ∈ W s(σ).

Lema 2.6. Seja R(θ, φ) = (θ, π − φ) a reflexão em torno da reta φ = π/2.

Dado p um ponto k-periódico hiperbólico então temos que R(p) é um ponto

k-periódico hiperbólico e além disso temos que R(W u(p)) = W s(R(p)) e

R(W s(p)) = W u(R(p)).

Demonstração. Usando que f−1 = R ◦ f ◦R−1, temos que f−k(p) = R ◦ fk ◦

R−1(p) isto é, se fk(p) = p então fk(R−1(p)) = R−1(p) e assim R−1(p) = R(p)

é k-periódico. Como R ◦ f−n(x) = fn ◦ R(x) e R ◦ fn(x) = f−n ◦ R(x)

conclúımos que R(W u
loc(p)) = W s

locR(p) e R(W s
loc(p)) = W u

locR(p). Então

R(p) é um ponto hiperbólico.

Vamos provar primeiro que R(W u(p)) = W s(R(p)). Seja x ∈ W s(R(p)),

então fnk(x) → R(p), quando n → ∞. Assim R ◦ fnk(x) → p e então
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f−nk ◦R(x)→ p e assim R(x) ∈ W u(p) e x ∈ R(W u(p)).

Seja x ∈ R(W u((p))) então R(x) ∈ W u(p) e pela definição temos que

f−kn(R(x)) → p, quando n → ∞, então R ◦ fkn(x) → p, ou seja, fkn(x) →

R(p). Portanto x ∈ W s(R(p)).A outra igualdade se prova de maneira análoga.

A proposição 2.5 implica que, sob a condição da curva oval ter simetria

com respeito aos eixos coordenados, os ramos da variedade estável W s(p),

E1 e E2 contêm os pontos (θ + θk, π/2 + φk) ∈ E1 e (θ − θk, π/2− φk) ∈ E2,

pelo lema 2.6, o refletido do ramo E1 vai ser F1, ramo da variedade instável

W u(p), ou seja R(θ+θk, π/2+φk) = (θ+θk, π/2−φk) ∈ F1, observemos que

E1 e F1 são simétricos respeito à vertical x = θ. Com isto temos provado a

seguinte proposição:

Proposição 2.7. Seja a curva oval simétrica com relação a reflexão sobre

a reta suporte do diâmetro maior que corresponde a um ponto periódico hi-

perbólico σ = (θ, π/2) então localmente as variedades invariantes são simétricas

respeito à curva Γ e à reta vertical x = θ.

Para estudar o caso geral da destruição das cáusticas ressonantes não

convexas, usaremos uma abordagem de mecânica clássica que estudaremos

na seguinte seção

2.4 Cáusticas não convexas

Vamos abordar o problema do bilhar do ponto de vista da mecânica clássica,

ver [2] e [21]. Ao considerar o movimento livre de uma part́ıcula de massa

1 no interior da curva Q0 sujeito à ação do Hamiltoniano H(p1, p2) =
p21+p22

2
,

sabemos que a trajetória da part́ıcula será dada em uma linha reta e pelo
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teorema da conservação da energia total, neste caso apenas energia cinética,

a velocidade da trajetória terá módulo
√
p2

1 + p2
2 = c =constante.

Por outro lado, S. Chang e R, Friedberg em [8] consideraram o Lagran-

giano associado à dinâmica do bilhar como:

L(x(t), y(t), t) =
x′(t)2 + y′(t)2

2
− V (x(t), y(t)),

onde V = 0 dentro da elipse e V =∞ fora da elipse Q0.

Vamos escrever o Lagrangiano em umas coordenadas especiais, coorde-

nadas eĺıpticas, fazendo x = ccosh(ρ)cos(θ) e y = csenh(ρ)sen(θ), onde

c =
√
a2 − b2. Observemos que se θ = c =constante, temos hipérboles e se

ρ = c =constante, temos elipses.

O Lagrangiano escrito nestas coordenadas é:

L(ρ(t), θ(t), t) =
( d
dt

[ccosh(ρ(t))cos(θ(t))])2 + ( d
dt

[csenh(ρ(t))sen(θ(t))])2

2
− V (ρ(t), θ(t))

=
1

2
[csenh(ρ(t))cos(θ(t))ρ′(t)− ccosh(ρ(t))sen(θ(t))θ′(t)]2

+
1

2
[ccosh(ρ(t))sen(θ(t))ρ′(t) + csenh(ρ(t))cos(θ(t))θ′(t)]2

− V (ρ(t), θ(t))

=
c2

2
[senh2(ρ(t))cos2(θ(t))ρ′(t)2 + cosh2(ρ(t))sen2(θ(t))θ′(t)]2

+
c2

2
[cosh2(ρ(t))sen2(θ(t))ρ′(t)2 + senh2(ρ(t))cos2(θ(t))θ′(t)]2

− V (ρ(t), θ(t))

=
c2

2
[sen2(θ(t))ρ′(t)2 + senh2(θ(t))ρ′(t)2]

+
c2

2
[sen2(θ(t))θ′(t)2 + senh2(θ(t))θ′(t)2]− V (ρ(t), θ(t))

=
c2

2
(sen2(θ(t)) + senh2(θ(t)))(ρ′(t)2 + θ′(t)2)− V (ρ(t), θ(t))

Sabemos que as cáusticas do bilhar na elipse são elipses e hipérboles

confocais e têm equação

x2

a2 − λ
+

y2

b2 − λ
= 1,
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são hipérboles se b2 < λ < a2 e elipses se 0 < λ < b2.

Chamaremos de λ1 e λ2 às soluções da equação quadrática na variável

λ, onde λ1 = a2 − c2cosh2(ρ) = c2 − c2senh2(ρ) e λ2 = a2 − c2cos2(θ) =

c2 + c2sen2(θ), para cada valor de λ1, temos uma elipse e para cada valor

de λ2, temos hipérboles. Estas coordenadas são chamadas coordenadas de

Jacobi

Observemos que λ′1(t) = −2c2cosh(ρ(t))senh(ρ(t))ρ′(t) e λ′2(t) = −2c2cos(θ(t))sen(θ(t))θ′(t),

cos2(θ) = a2−λ2
c2

, sen2(θ) = λ2−b2
c2

e senh2(ρ) = b2−λ1
c2

. Substituindo esses

valores no Lagrangiano nas coordenadas ρ, θ temos o Lagrangiano nas coor-

denadas de Jacobi.

L(λ1, λ2) =
1

2
(r1λ

′2
1 + r2λ

′2
2 ),

com r1 = λ2−λ1
(a2−λ1)(b2−λ2)

e r2 = λ2−λ1
(a2−λ2)(λ2−b2)

.

Consequentemente os momentos são p1 = r1λ
′
1(t) e p2 = r2λ

′
2(t) e o

Hamiltoniano é H(p1, p2) = 1
2
(
p21
r1

+
p22
r2

). A integral de movimento, integral

primeira, é

I(φ, v) = v2 − sen2(φ) + 1 = c.

Para c < 1 obtemos, no levantamento, curvas homotópicas a zero e para

c > 1 temos as curvas invariantes homotopicamente não triviais (este tipo

de curvas associadas às órbitas periódicas do tipo (m,n) são chamadas de

ćırculos invariantes rotacionais) do espaço de fase do bilhar, ver figura 2.3.

As parametrizações das curvas γ homotópicas a zero são

v = ±
√
sen2(φ)− 1 + c, c ∈ (0, 1).

Quando c = 1, temos as parametrizações das separatrizes

Γ± = {(φ,±sen(φ), φ ∈ (0, π))},
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Figura 2.3: Curvas no espaço de fase associadas às cáusticas do Bilhar na

Elipse

ver lema 4.1 de [10]. Observemos que γ não é invariante pela aplicação do

bilhar f , pois as trajetórias das iteradas de pontos pertencentes a γ inter-

sectam o eixo x, portanto a segunda iterada de γ pela aplicação do bilhar f

volta a γ, isto é, γ é invariante por f 2.

S. Chang e R. Friedberg estudaram em [8] as equações de Hamilton-Jacobi

para o problema do bilhar, obtendo equações que descrevem o movimento de

part́ıculas no bilhar eĺıptico. Na seção 4.2 de [25], Renato S. dos Santos, Sônia

P. de Carvalho e Sylvie O. Kamphorst fizeram um estudo mais detalhado

das cáusticas não convexas no bilhar na elipse as quais estão associadas às

órbitas ressonantes do tipo (m, 2n) contidas em curvas homotópicas a zero.

Observemos que as trajetórias que intersectam o eixo x entre os focos estão
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associadas às curvas homotopicamente triviais e as projeções das trajetórias

são tangentes às cáusticas. A coordenada de Jacobi λ2 está determinada pelo

parâmetro ψ definido implicitamente pela equação√
1− b/ψ = cn(

n

m
K(k(ψ, b)),

onde k ∈ (0, 1) é chamado de módulo e K(k) = F (π/2, k) é a integral eĺıptica

de primeiro tipo definida por

F (φ, k) =

∫ φ

0

dθ√
1− k2sen(θ)

.

Embora cada curva γ homotópica a zero(que está associada a cáusticas

não convexas, hipérboles, do bilhar na elipse) não seja o gráfico de uma

função de φ, existe uma função H(I,Ψ) = (φ, v) para certas coordenadas

(I,Ψ) tal que H−1(γ) é uma curva que é gráfico de uma função Ψ(I), isto é

H−1(γ) = {(I,Ψ(I)), I ∈ T}.

O objetivo é usar os resultados de [23] e de [9] para a curva H−1(γ) para

garantirmos que as cáusticas não convexas ressonantes são destrúıdas pela

ação do fluxo de curvatura na elipse.

A seguir, enunciaremos alguns lemas importantes sobre funções geradoras

os quais serão usados para definir o potencial sub-harmônico de Melnikov.

Lema 2.8. Seja h(x, x′) uma função geradora de L(x, y) = (x′, y′), então

−h(x′, x) é função geradora de L−1(x′, y′) = (x, y)

Demonstração. Observemos que h(x, x′) = |α(x) − α(x′)| = h(x′, x). Sa-

bemos que ∂h
∂x

(x, x′) = y e ∂h
∂x′

(x, x′) = −y′. Para −h(x′, x) ser função ge-

radora de L−1(x′, y′) precisamos que −h(x′, x) satisfaça ∂(−h)
∂x′

(x′, x) = y′ e

∂(−h)
∂x

(x′, x) = −y, o qual decorre da hipótese.

Lema 2.9. Sejam h1(x, x′) uma função geradora de L1(x, y) = (x′, y′) e

h2(x′, x′′) uma função geradora de L2(x′, y′) = (x′′, y′′), então h3(x, x′′) =
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h1(x, x′) + h2(x′, x′′), restrita às condições
∂h1

∂x′
+
∂h1

∂x
= 0 e

∂h2

∂x′′
+
∂h2

∂x′
= 0,

é função geradora de (L2 ◦ L1)(x, y) = (x′′, y′′)

Demonstração. Temos que provar que ∂h3
∂x

(x, x′′) = y e ∂h3
∂x′′

(x, x′′) = −y′′, isto

decorre da definição de h3(x, x′′), uma vez que ∂h3
∂x

(x, x′′) = ∂h1
∂x

(x, x′) = y e

∂h3
∂x′′

(x, x′′) = ∂h2
∂x′′

(x′, x′′) = −y′′.

Observemos que se F (x, y) = f 2(x, y) = (x′′, y′′) e h1(x, x′) é função ge-

radora de f , então a função geradora de F (x, x′′) será h2(x, x′′) = h1(x, x′) +

h1(x′, x′′), restrita às condições:

∂h1

∂x′
(x, x′) +

∂h1

∂x
(x, x′) = 0,

∂h1

∂x′′
(x′, x′′) +

∂h1

∂x′
(x′, x′′) = 0.

O seguinte corolário será muito importante para definirmos o potencial sub-

harmônico de Melnikov.

Corolário 2.10. Sejam H(I,Ψ) = (φ, v), Fε(φ, v) = (Φ, V ), H−1(Φ, V ) =

(I,Ψ) e Gε = H−1 ◦ Fε ◦ H. Sejam bε e h funções geradoras de Fε e H,

respectivamente. Então

gε(I, I) = −h(I,Φ) + bε(φ,Φ) + h(I, φ)

é função geradora de G.

Observemos que a função geradora de Gε = H−1 ◦Fε ◦H depende apenas

da função geradora de Fε e das funções geradoras das mudanças de variáveis,

que não dependem de ε. Isto implicará que ao perturbamos, pelo fluxo de

curvatura a curva inicial Q0, a função geradora de Gε dependerá de ε apenas

na parcela da função geradora de Fε e não da mudança de coordenadas. Ver

figura 2.4.
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Figura 2.4: Mudança de Variáveis das funções Geradoras

Teorema A

As cáusticas não convexas ressonantes do bilhar na elipse Q0, do tipo (m, 2n),

são destrúıdas quando perturbamos a elipse original pelo fluxo de curvatura.

Demonstração. Seja γ uma curva homotópica a zero associada a uma cáustica

não convexa ressonante do tipo (m, 2n), associada à aplicação do bilhar f ,

onde 2n representa o número de faces do poĺıgono fechado e m representa o

número de voltas na mesa do bilhar, equivalentemente no cilindro, no espaço

de fase. Se z = (φ, v) ∈γ, φ ∈ (0, π), v > 0, a trajetória de z intersecta o eixo

x, tendo f(φ, v) = (φ1, v1), φ1 ∈ (π, 2π), v1 < 0 e assim a segunda iterada de

z, f 2(φ, v) = (φ2, v2) tem φ2 ∈ (0, π), v2 > 0. Portanto γ é f 2 invariante.

Seja fε a aplicação do bilhar na curva Qε com função geradora bε, então

usando o lema 2.9 a função geradora de f 2
ε será b2

ε(x, x
′′) = bε(x, x

′)+bε(x
′, x′′),

restrito às condições
∂bε
∂x′

(x, x′)+
∂bε
∂x

(x, x′) = 0,
∂bε
∂x′′

(x′, x′′)+
∂bε
∂x′

(x′, x′′) = 0.

Denotaremos por Fε ao levantamento de fε, em geral denotaremos com uma

barra acima da função ao levantamento da função, isto é, F denotará o
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levantamento de F e h denotará a função geradora de H.

Consideremos H : A → A um C1− difeomorfismo tal que H−1(γ) é gráfico

de uma função v(x) em T1 e ∂2π1G2n(x, v(x)) 6= 0, para todo x ∈ R e n ≥ 1,

onde G = H−1◦f◦H. Verificaremos que H−1(γ) é um ćırculo G2n
ε −invariante

rotacional ressonante. A invariância se segue das seguintes igualdades:

G2n(H−1(γ)) = H−1(f 2n(H(H−1(γ)))) = H−1f 2n(γ) = H−1(γ).

H−1(γ) é ressonante pois H sendo difeomorfismo é injetiva, consequente-

mente está associada a um poĺıgono fechado de 2n lados. Observemos que

H−1(γ) é uma curva homotopicamente não trivial, invariante e ressonante

em A.

Como ∂2π1G2n(x, v(x)) 6= 0, para todo x ∈ R e n ≥ 1, pelo teorema da

função impĺıcita podemos garantir que existem funções vε, v
∗
ε : T→ (0, π) tal

que vε(x) = v(x)+O(ε), v∗ε (x) = v(x)+O(ε) e G2n
ε (x, vε(x)) = (x, v∗ε (x)) para

todo x ∈ T, ver lema 3 de [23]. Observemos que o RIC H−1(γ) permanecerá

sob a ação de f 2
ε se, e somente se, os gráficos de vε e v∗ε são iguais.

Seja Lε : T→ R uma função cujo levantamento é

Lε(x) =
n−1∑
j=0

b2
ε(x2j(x, ε), x2j+2(x, ε))

=
n−1∑
j=0

[bε(x2j(x, ε), x2j+1(x, ε)) + bε(x2j+1(x, ε), x2j+2(x, ε))]

=
2n−1∑
j=0

bε(xj(x, ε), xj+1(x, ε))
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com xj(x, ε) = π1fε
j
(x, vε(x)). Provaremos que v∗ε − vε = L′ε(x) 6= 0. Fato

L′ε(x) =
2n−1∑
j=1

[∂2bε(xj−1(x, ε), xj(x, ε)) + ∂1bε(xj(x, ε), xj+1(x, ε))]
∂xj
∂x

+

+∂2bε(x2n−1(x, ε), x2n(x, ε)) + ∂1bε(x0(x, ε), x1(x, ε))

= y2n − y0

= v∗(x)− v(x)

Dizemos que Lε é o potencial sub-harmônico de H−1(γ) sob a per-

turbação f 2
ε. A importância do estudo do potencial sub-harmônico é que

através dele estudaremos a não persistência das cáusticas não convexas in-

variantes, isto é, se o potencial sub-harmônico for não constante então os

gráficos v∗(x) e v(x) são distintos e as curvas H−1(γ) não persistirão pela

ação do fluxo de curvatura.

Consideremos Lε(x) = L0(x)+εL1(x)+O(ε2), L0(x) é constante, uma vez

que L′0(x) = v∗0 − v0 = 0. Assim, se provarmos que L1(x) é não nulo, teremos

que Lε(x) é não constante e podemos concluir que H−1(γ) não permanece

sob a ação de f 2
ε . L1(x) é chamado de potencial sub-harmônico de Melnikov

de H−1(γ).

A proposição 7 de [23] diz que se b2
ε = b+εb1+O(ε2) então o levantamento

L1(x) do potencial sub-harmônico de Melnikov para f 2
ε é

L1
(m,2n)

(x) =
n−1∑
j=0

b1(x2j, x2j+2),

onde

xj = π1fε
j
(x, v(x)).

Usando os corolários anteriores temos que, para certas coordenadas (yk, xk)

b2
ε(x2k, x2k+2) = g(y2k, y2k+2) + h(y2k+2, x2k+2)− h(y2k, x2k),
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e assim

L1
(m,2n)

(x) =
n−1∑
j=0

g1(y2j, y2j+2) +
n−1∑
j=0

[h1(y2j+2, x2j+2)− h1(y2j, x2j)]

=
n−1∑
j=0

g1(y2j, y2j+2) + h1(y2n, x2n)− h1(y0, x0)

=
n−1∑
j=0

g1(y2j, y2j+2) + h1(y0 +m,x0 +m)− h1(y0, x0)

=
n−1∑
j=0

g1(y2j, y2j+2).

onde xj = π1f
j
(x, x).

Observemos que g1 é o termo linear da expansão de Taylor da função ge-

radora g, a qual é aplicada no levantamento de H−1(γ) que é um ćırculo inva-

riante rotacional ressonante. Para provarmos que o potencial sub-harmônico

é não constante, usaremos uma mudança de variáveis para termos, na nova

variável, uma translação do tipo t = t+ δ. Usaremos integrais eĺıpticas.

Considerando λ ∈ (b, a), temos que k ∈ (0, 1) e δ ∈ (0, 2K) estão definidos

por

k2 =
a2 − λ2

a2 − b2
, δ = 2

∫ µ/2

0

(1− k2sen2(φ))−1/2dφ.

Onde µ ∈ (0, π) satisfaz sen(µ/2) = λ/b. Usando um resultado de Chang-

Friedberg em [8], ver página 1540, temos que se qj = (acn(tj, k), bsn(tj, k)),

então tj+1 = tj + δ.

Embora µ1(φ) não seja uma função inteira e por isso não possamos aplicar

diretamente a proposição 14 de [23], como a perturbação da elipse(o fluxo de

curvatura) é a mesma que em [9], temos que

µ̃1(t) =
−ab

(a2cn2(t) + b2sn2(t))2
.
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Figura 2.5: Destruição das curvas homotópicas a zero associadas às cáusticas

não convexas ressonantes

Sendo assim, pela proposição 5.3 de [9] podemos garantir que o pri-

meiro termo do potencial sub-harmônico é não nulo. Com isto temos que

as cáusticas não convexas ressonantes são destrúıdas pela ação do fluxo de

curvatura, ver figura 2.5.



Caṕıtulo 3

Região de Instabilidade para

Bilhares com Diâmetros

Hiperbólicos

Em este caṕıtulo vamos a estudar a dinâmica em um subconjunto A =

[0, 2π) × (0, π/2) que não contém nenhuma curva invariante, chamada de

região de instabilidade. Mário D. Carneiro, Sônia P. de Carvalho e Sylvie O.

Kamphorst provaram, para aplicações de bilhar definidas em curvas ovais,

que genericamente se duas variedades invariantes de pontos periódicos hi-

perbólicos se intersectam, então existe um ponto de interseção transversal.

Z. Xia e P. Zhang provaram que se a interseção das variedades invariantes de

pontos hiperbólicos é não vazia então existe interseção transversal, ver [12] e

[28].

Neste caṕıtulo estudaremos, usando por exemplo simetria, a existência

de pontos homocĺınicos e heterocĺınicos na região primária de instabilidade

para a aplicação do bilhar, obtendo uma versão do teorema de Mather, ver
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a prova em [22].

Teorema 3.1. Seja Σ uma superf́ıcie diferenciável difeomorfa à esfera S2.

Se F ∈ Dif rω(Σ), conjunto de difeomorfismos de classe Cr em Σ e ω uma

forma de volume, tal que:

1. Não possui pontos degenerados,

2. cada ponto eĺıptico é Moser estável e

3. não possui conexões de sela.

Então o número de rotação de qualquer domı́nio periódico conexo simples-

mente não trivial é irracional e os ramos dos pontos periódicos têm o mesmo

fecho.

É importante ressaltar que as hipóteses de este teorema são satisfeitas

genericamente, na topologia de Whitney, em Dif rω(Σ). Ver [24].

Este resultado pode ser provado usando argumentos semelhantes aos de

Franks-Le Calvez, teorema 6.2 em [15], mas apresentamos uma prova alter-

nativa, válida especificamente para a região de instabilidade de bilhares que

estamos tratando em este trabalho, não precisando assim do uso da teoria

dos primos fins nem da hipótese de existência de pontos homocĺınicos e, a

diferença de [15], não usamos a topologia de Whitney mas consideramos os

resultados genéricos no sentido da topologia descrita em [14], uma vez que

ao perturbamos um mapa do bilhar na topologia dos k−jatos, Whitney, não

necessariamente temos um mapa do bilhar.

A seguinte proposição afirma que genericamente as fronteiras das ilhas

eĺıpticas não podem conter pontos hiperbólicos. Bangert e Mather prova-

ram, sem hipótese de genericidade, a existência de pontos heterocĺınicos en-

tre conjuntos de Mather em particular, pontos periódicos. Assim, pontos
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periódicos que são parte do conjunto de Mather, minimizantes, têm orbitas

heterocĺınicas. Se eles forem hiperbólicos, no caso genérico, então a existência

de um ponto transversal implica na existência de um ponto homocĺınico. As-

sim temos pontos homocĺınicos transversais, ver teorema 5.8 e a observação

antes do teorema 7.6 em [4].

Para a seguinte proposição, vamos lembrar a observação 1.7 do caṕıtulo 1.

Dizemos que uma propriedade é genérica se existe um conjunto residual de

bilhares onde tal propriedade é satisfeita.

Proposição 3.2. Em uma dinâmica genérica, as fronteiras de ilhas eĺıpticas

de um mapa do bilhar não podem conter pontos hiperbólicos.

Demonstração. Consideremos a ilha eĺıptica V de peŕıodo n1 e sua fronteira

∂V . Suponha que existe um ponto periódico hiperbólico p ∈ ∂V de peŕıodo

n2, consideremos n = m.m.c(n1, n2) e σ um ponto hiperbólico de peŕıodo 2

do teorema 1.13. Temos as seguintes situações:

1. W s(p) ∩ ∂V = {p} e W u(p) ∩ ∂V = {p}

Pelo corolário 4.4 de [28] genericamente existe um ponto homocĺınico

transversal h associado a p, defina o conjunto Σδ = W u(p) ∩ B(h, δ),

onde B(h, δ) é a bola de centro em h e raio δ. Usando o λ−lema, para

qualquer ε > 0 existe um n0 ∈ N tal que para m = nn1 > n0, n ∈ N,

temos que fm(Σδ) está ε− próximo de W u
loc(p), obtendo assim pontos

de W u(p) tanto em V quanto em W s(σ). O qual é uma contradição

uma vez que tanto V quanto W s(σ) e W u(p) são conjuntos invariantes.

Ver figura 3.1.

2. W s(p) ∩ ∂V 6= {p} ou W u(p) ∩ ∂V 6= {p}

Vamos supor que W s(p) ∩ ∂V 6= {p}, se há apenas um conjunto de

medida, de Lebesgue unidimensional, nula de pontos em W s(p)∩∂V , a
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Figura 3.1: Ponto Hiperbólico na Fronteira de Uma Ilha Eĺıptica

contradição é obtida como no caso anterior, uma vez que se W s
loc(p) não

está contido em ∂V e como as variedades W s(p) e W u(p) se intersectam

transversalmente, podemos usar o λ− lema a uma seção transversal a

uma vizinhança do ponto homocĺınico que existe pelo corolário 4.4 de

[28].

Caso W s(p) ∩ ∂V tenha medida positiva, isto é, W s
loc(p) ⊂ ∂V , basta

considerar um ramo de W u(p) que se intersecta transversalmente com

W s(p) no ponto h, pelo corolário 4.4 de [28]. Caso h ∈ V , teremos

pontos de W u(p) tanto em V quanto em W s(σ). Caso h ∈ V C
, com-

plementar de V , usando o λ− lema a seção Σδ garantimos a existência

de pontos de W u(p) tanto em V quanto em W s(σ), tendo assim uma

contradição por causa da invariância de V , W s(σ) e W u(p).

O caso W u(p) ∩ ∂V 6= {p} é análogo. Ver figura 3.2.

Observemos que se um ponto periódico está na fronteira, então, por in-

variância, toda sua órbita está na fronteira. Assim a dinâmica na fronteira é
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Figura 3.2: Ponto Hiperbólico na Fronteira de Uma Ilha Eĺıptica

de um homeomorfismo do ćırculo com número de rotação racional, se o ponto

periódico tem um ramo na fronteira, então por invariância todo o ramo está

contido na fronteira e temos separatrizes que se conectam, o qual é uma con-

tradição pois interseções de variedades invariantes têm que ser transversais,

[14].

Chamaremos de coroa limitada por C− a um subconjunto de A,

C = {(θ, φ) ∈ A/C−(θ) ≤ φ ≤ Ψ(θ)}

e coroa limitada por C+ a um subconjunto de A,

C = {(θ, φ) ∈ A/Ψ(θ) ≤ φ ≤ C+(θ)},

para alguma função cont́ınua Ψ : [0, 2π) → R cujo gráfico está contido em

A.

O seguinte teorema garante que o fecho das iteradas de qualquer coroa limi-

tada por C− sempre contém C+.
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Teorema 3.3. Seja C uma coroa limitada por C−, então C+ ⊂ ∪n∈Nfn(C).

Demonstração. Ver [20], proposição 1.1.

Observação 3.4. Consideremos as seguintes notações:

Chamaremos de C−Γ a coroa limitada por C− e por Γ = [0, 2π)× {π/2}. Os

conjuntos ∩n∈Nfn(C−Γ ) e ∩n∈Nf−n(C−Γ ) são fechados e contêm C−, denotemos

por A− e Ω− as componentes conexas que contêm C−, respectivamente.

Analogamente, chamaremos C+
Γ a coroa limitada por Γ e por C+. Con-

sideremos os conjuntos ∩n∈Nfn(C+
Γ ) e ∩n∈Nf−n(C+

Γ ) são conjuntos fechados

que contêm C+, denotemos por A+ e Ω+ as componentes conexas que contêm

C+, respectivamente.

Chamaremos de variedade estável da curva C+(C−) ao conjunto Ω+(Ω−)

e de variedade instável da curva C+(C−) ao conjunto A+(A−). Para justificar

esses nomes temos o seguinte teorema

Teorema 3.5. As seguintes propriedades são satisfeitas

1. f−1(A+) ⊂ A+, f−1(A−) ⊂ A−, f(Ω+) ⊂ Ω+, f(Ω+) ⊂ Ω+.

2. limn→∞ f
−n(A−) = limn→∞ f

n(Ω−) = C−.

limn→∞ f
−n(A+) = limn→∞ f

n(Ω+) = C+.

3. Γ intersecta cada um dos conjuntos A+, A−,Ω+ e Ω−.

Demonstração. Ver [20], proposição 2.1.

Observação 3.6. Dos itens 1 e 2 do teorema anterior decorre que os conjuntos

A+, A− e Ω+,Ω− são disjuntos, uma vez que se existisse um ponto p ∈ A+∩A−

pela propriedade a temos que para todo número natural k, f−k(p) ∈ A+∩A−

e pela propriedade b, f−k(p) deve se aproximar simultaneamente de C− e

C+, o qual não é posśıvel. Argumentos semelhantes provam que Ω+,Ω− são

disjuntos.
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Proposição B

Os seguintes itens são verdadeiros para os conjuntos estáveis e instáveis

de Le Calvez.

1. Os conjuntos A+, A−,Ω+ e Ω− tem medida nula.

2. No caso da aplicação do bilhar, seja R(θ, φ) = (θ, π − φ) a reflexão em

torno à reta φ = π/2, então R(A+) = Ω− e R(A−) = Ω+.

3. No caso da aplicação do bilhar, temos A+ ∩ Ω− 6= ∅ e A− ∩ Ω+ 6= ∅.

Demonstração. 1. Suponhamos que A+ tem medida positiva e Va ⊂ A+,

um subconjunto de medida positiva. Seja V a componente conexa ma-

ximal de Va em A+. Pelo teorema de recorrência de Poincaré, existem

n ∈ N tal que V ∩fn(V ) 6= ∅, como V foi escolhido como a componente

conexa maximal que contém a, então fn(V ) = V o qual não é posśıvel

pela construção de A+.

As outras provas são análogas.

2. Como A+ é a componente conexa de ∩n∈Nfn(C+
Γ ) que contém C+, então

R(A+) ⊂ R(∩n∈Nfn(C+
Γ )) = ∩n∈NR(fn(C+

Γ )) = ∩n∈Nf−nR(C+
Γ ) =

∩n∈Nf−n(C−Γ ) que contém R(C+) = C−, ou seja R(A+) é a compo-

nente conexa de ∩n∈Nf−n(C−Γ ) que contém C−. Então R(A+) = Ω− e

analogamente temos que R(A−) = Ω+.

3. Pelo item anterior sabemos que R(A+) = Ω−, usando o teorema 3.5

temos que A+ e Ω− intersectam Γ consequentemente seja x ∈ Γ ∩ A+,

então x ∈ Ω− e assim A+ ∩ Ω− 6= ∅.

O caso A− ∩ Ω+ 6= ∅ é totalmente análogo.
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Figura 3.3: Conjuntos de Le Calvez na região de instabilidade da aplicação

do bilhar

A figura 3.3 representa os conjuntos de Le Calvez na região de instabilidade

da aplicação do bilhar.

Corolário 3.7. Os conjuntos A+, A− e seus refletidos não intersectam as

ilhas eĺıpticas. Equivalentemente, os conjuntos A+, A− e seus refletidos estão

contidos em W s(σ).

Demonstração. Consideremos o complementar do conjunto de instabilidade

V = ∪∞n=1Vi, onde Vi é uma ilha eĺıptica. Se existisse algum x ∈ Vi ∩ A+,

suponha que o peŕıodo da ilha eĺıptica Vi seja k, então para qualquer n ∈ N

temos que f−kn(x) ∈ f−kn(Vi) ∩ f−kn(A+) = Vi ∩ f−kn(A+), como f−kn(A+)

tende à curva fronteira C+, pelo item 2 do teorema de 3.5 temos que, para

n suficientemente grande, Vi ∩ f−n(A+) = ∅. Contradição, logo Vi e A+ são

disjuntos. As demonstrações das afirmações para os conjuntos A−, Ω+ e Ω−

são análogas.
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3.1 Pontos Normais

Nesta seção vamos estudar um tipo particular de pontos periódicos, aqueles

que têm ângulo de sáıda igual π/2. Consideremos a curva Γ = [0, 2π)×{π/2}.

As regiões de instabilidade contêm pontos não periódicos ordenados que estão

em um conjunto de Mather ou não ordenados que estão associados a sub-

conjuntos caóticos. Destaca-se no caso da RPI um subconjunto especial de

pontos periódicos chamados de normais, ver definição 2.1. Equivalentemente

Definição 3.8. Um ponto x = (θ, φ) ∈ Γ é dito um ponto normal se existir

um n ∈ N tal que fn(x) ∈ Γ.

Um ponto periódico hiperbólico p de peŕıodo 2 é um exemplo de ponto

normal de peŕıodo 2. Uma pergunta interessante é se existem este tipo de

pontos periódicos para peŕıodo maior.

O conjunto Γ ∩ f(Γ) é o conjunto dos pontos periódicos de peŕıodo

2 e em geral, para n > 2, o conjunto Fn = Γ ∩ fn(Γ) está contido em

Per(n) ∪ PN(2n), onde PN(2n) denota o conjunto de pontos periódicos

normais de peŕıodo 2n e Per(n) o conjunto de pontos periódicos de peŕıodo

n. Com efeito, se x ∈ Fn, então fn(y) = x, para algum y ∈ Γ, temos dois

casos

1. Se x = y, então x ∈ Per(n).

2. Se x 6= y, então temos dois pontos distintos que pertencem à mesma

órbita em Γ e por simetria das órbitas periódicas normais temos que

f 2n(y) = fn(x) = y e f 2n(x) = x e assim temos que x ∈ PN(2n).

Observação 3.9. Os pontos em Γ ∩ fn(Γ) são periódicos e M. Carneiro, S.

Kamphorst e S. de Carvalho provaram em [14] que genericamente os pontos

periódicos são todos não degenerados. Então todos os pontos em Γ ∩ fn(Γ),
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que são os pontos normais tem dois pontos da órbita em Γ, são genericamente

hiperbólicos ou eĺıpticos.

Como fn(fn(Γ) ∩ f−n(Γ)) ⊂ f 2n(Γ) ∩ Γ, se encontrarmos pontos x ∈

fn(Γ) ∩ f−n(Γ) teremos um ponto y = fn(x) ou 2n periódico ou periódico

normal de peŕıodo 4n. Uma condição necessária para a existência de tais

pontos, por exemplo quando n = 1, é que f(Γ) ∩ f−1(Γ) 6= ∅ e para isto é

necessário que o gráfico de f(Γ) tenha pelo menos um ponto com tangente

vertical. Chamaremos a estes pontos de pontos de dobra . Vamos carate-

rizar, em termos geométricos, a existência destes pontos. Considere T (θ) e

r(θ) como o vetor tangente à curva e o raio de curvatura da curva α no ponto

θ, respectivamente.

Defina F1(θ0, θ1) = 〈α(θ1)− α(θ0), T (θ0)〉. Então

F1(θ0, θ1) = 0 ⇐⇒ f(θ0, π/2) = (θ1, φ1).

Derivando F1 com respeito à variável θ1 temos

∂F1

∂θ1

(θ0, θ1) = 〈α′(θ1), T (θ0)〉 = 〈r(θ1)T (θ1), T (θ0)〉

= r(θ1)〈T (θ1), T (θ0)〉 6= 0

pois T (θ1) e T (θ0) não são ortogonais. Pelo teorema da função impĺıcita

existem vizinhanças de θ0, Vθ0 , e de θ1, Vθ1 , e uma Cr−1 função ξ : Vθ0 → Vθ1

tal que F1(θ, ξ(θ)) = 0, para todo θ ∈ Vθ0 e ξ(θ0) = θ1.

Agora, F1(θ, ξ(θ)) = 0 ⇐⇒ f(θ, π/2) = (ξ(θ), φ(θ)). Como ξ′(θ) = 0

se, e somente se, a componente horizontal do vetor velocidade da primeira

iterada de Γ é 0, temos um ponto de dobra.

Vamos procurar os pontos θ tal que ξ′(θ) = 0.
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Como ∂F1

∂θ0
+ ∂F1

∂ξ
dξ
dθ0

= 0 então ξ′(θ) = 0 ⇐⇒ ∂F1

∂θ0
= 0

∂F1

∂θ0

= 〈−α′(θ0), T (θ0)〉+ 〈α(θ1)− α(θ0), T ′(θ0)〉

= −r(θ0)〈T (θ0), T (θ0)〉+ 〈α(θ1)− α(θ0), N(θ0)〉

Como 〈T (θ0), T (θ0)〉 = 1 e

〈α(θ1)− α(θ0), N(θ0)〉 = |α(θ1)− α(θ0)|

temos que

ξ′(θ) = 0 ⇐⇒ r(θ) = |α(θ1)− α(θ0)|,

Ou seja para termos ponto de dobra é necessário que a evoluta intersecte à

curva α.

Já vimos o que significa ter interseção das iteradas da curva Γ, agora vamos

estudar algumas propriedades do conjunto X = ∪n∈Zfn(Γ) estudadas por

Birkhoff, Herman e Le Calvez em [20]. Nessa direção, temos a seguinte

proposição

Proposição 3.10. Sejam Γ = [0, 2π)× {π/2} e X = ∪n∈Zfn(Γ), então

1. X e X são f invariantes.

2. X contém as fronteiras de R, C+ e C−.

3. Seja σ o ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2. Então W s(σ) ⊂ X.

Demonstração. 1. X é f invariante, pois

f(X) = f(∪n∈Zfn(Γ)) = ∪n∈Zf ◦ fn(Γ) = ∪n∈Zfn(Γ) = X.

X é f invariante, pois se x ∈ X, então existem xi ∈ X tais que xi → x,

pela invariância de X e continuidade de f , existem f(xi) ∈ X tais

que f(xi) → f(x) e assim f(x) ∈ X. Reciprocamente, se x ∈ X então
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existem xi ∈ X tais que xi → x, pela invariância deX e continuidade de

f−1, existem f−1(xi) ∈ X tais que f−1(xi)→ f−1(x) e assim f−1(x) ∈

X, ou seja x ∈ f(X).

2. É uma consequência direta do teorema de Birkhoff, proposição 1.1 em

[20].

3. Consideremos um ponto arbitrário x em W s(σ) e uma vizinhança Bε(x)

de raio ε. Então existe um y ∈ Bε(x)∩W s(σ). Consideremos uma seção

transversal Σ = Γ ∩ Bε(σ) à variedade estável de σ, em σ. Aplicando

o λ − lema a esta seção conclúımos que alguma iterada da seção Γ

está arbitrariamente próxima de x em Bε(x). Com o qual conclúımos

que toda vizinhança na região de instabilidade contêm pontos de X,

obtendo assim o que queŕıamos provar.

A seguinte proposição resume algumas propriedades dos pontos periódicos

normais.

Proposição 3.11. 1. A órbita de um ponto periódico normal tem apenas

dois pontos distintos em Γ.

2. Dados dois pontos distintos x e fk(x) em Γ, então existe um ponto y

2k−periódico.

3. Se x é um ponto periódico normal, então x tem peŕıodo par.

4. Se x é um ponto homocĺınico transversal normal de um ponto periódico

hiperbólico de peŕıodo 2, p, e as variedades invariantes intersectam

transversalmente a Γ, então arbitrariamente próximo de x existem pon-

tos periódicos normais.
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5. Os pontos periódicos normais são não ordenados no sentido de Birkhoff.

Demonstração. 1. A órbita de um ponto periódico normal de peŕıodo 2n

é O(p) = {p, f(p), · · · , fn(p), fn+1(p), · · · , f 2n−1(p)} está formada por

apenas dois pontos cuja direção de movimento é ortogonal à tangente

o que implica a existência de exatamente dois pontos em Γ.

2. Seja y = fk(x), então f 2k(x) = fk(y) = fk(R(y)), pois y ∈ Γ e assim

f 2k(x) = fk(y) = R(f−k(y)) = R(x) = x, então x e y = fk(x) são

pontos 2k periódicos.

3. Pelo item 1, sabemos que existem exatamente dois pontos da órbita de x

em Γ, digamos fn(x) = y ∈ Γ, para algum n ∈ N. Então R◦fn(x) = y,

isto é f−1 ◦ R(x) = y. Como R(x) = x, temos que f−1(x) = y, isto é,

f 2n(x) = x.

4. Sejam D ⊂ W u(p) um compacto e conexo que contém p e x e Σ ⊂ Γ

uma seção transversal a W s(p) em x, pelo λ− lema, para ε > 0 existe

um inteiro positivo n tal que fn(Σ) está C1 ε−próximo de D. Então

fn(Γ) intersecta transversalmente Γ, próximo de x. Esta interseção é

um ponto periódico normal.

5. Ver observação 4.5 no próximo caṕıtulo.

3.2 O conjunto Γ = [0, 2π)× {π/2}

Nesta seção vamos estudar como a curva Γ “codifica”a dinâmica na região

de instabilidade usando o conjunto da reunião das iteradas de Γ, X =

∪∞k=1f
k(Γ). Aqui a palavra codifica quer dizer que as informações dinâmicas
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de qualquer parte da região de instabilidade podem ser obtidas a partir de

Γ.

Também vamos tratar sobre pontos homocĺınicos na região de instabili-

dade. M. Carneiro, S. Kamphorst e S. de Carvalho provaram em [14] que

genericamente os pontos hiperbólicos cujas variedades invariantes se inter-

sectam, necessariamente se intersectam transversalmente. Em particular, se

existem pontos homocĺınicos então existem pontos homocĺınicos transversais

para uma classe residual de bilhares. Z. Xia e P. Zhang provaram em [28]

que existe um conjunto residual na topologia dos bilhares Cr, r > 2, veja

seção 1.1.1, tal que para toda aplicação do bilhar associada a uma curva

neste conjunto tem ponto homocĺınico transversal para cada ponto periódico

hiperbólico.

Definição 3.12. Dizemos que um conjunto K separa o anel A se A−K são

duas componentes conexas do anel A.

Teorema 3.13. Se um conjunto K é invariante, fechado, conexo e separa o

anel A então K é igual a uma das curvas fronteiras do anel A ou K contém

as duas curvas fronteiras do anel A.

Demonstração. Ver teorema 1.1 de [20].

Exemplo 3.14. No bilhar na elipse, as variedades invariantes associadas ao

ponto periódico hiperbólico separam o espaço de fase. Em [9] foi demons-

trado que ao aplicar o fluxo de curvatura na elipse as conexões de sela são

destrúıdas, obtendo assim, pontos homocĺınicos e o fecho das variedades in-

variantes associadas ao ponto hiperbólico de peŕıodo 2 separam a região de

instabilidade R.
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Se o ponto periódico hiperbólico q está dentro de alguma ilha eĺıptica

sabemos, pelo corolário 1.18, que a fronteira das ilhas Ai são invariantes

por alguma iterada de f logo as variedades invariantes associadas ao ponto

hiperbólico q estão inteiramente contidas na ilha correspondente.

Por outro lado se q é um ponto hiperbólico na fronteira da ilha Ai, sabemos

que as variedades invariantes, estável e instável, são transversais logo pelo

menos uma dessas variedades invariantes intersecta à fronteira da ilha Ai

transversalmente. A seguinte proposição pode ser aplicada para considerar

este caso

Proposição 3.15. Sejam σ um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2 e

q um ponto hiperbólico na fronteira das ilhas eĺıpticas. Se um dos ramos de

W s(q) ou de W u(q) intersecta W s(σ) em um ponto diferente de q então o

ramo da variedade está inteiramente contido em W s(σ).

Demonstração. Uma versão mais geral de este resultado se encontra em [20],

lema 3.1.

Esta proposição implica que se existe um ponto hiperbólico na fronteira

de uma ilha eĺıptica, então os ramos das variedades que se encontrem dentro

da ilha não podem sair da ilha. Neste caso não foi usado apenas a invariância

da fronteira das ilhas, pois estas fronteiras podem estar compostas por co-

nexões de selas, no caso não genérico.

Vamos provar alguns resultados interessantes ao respeito de existência

de pontos homocĺınicos e heterocĺınicos associados a quaisquer pontos hi-

perbólicos dentro da região de instabilidade. Para isto vamos usar o fato

provado por Bangert em [4], o qual garante a existência de uma órbita hete-
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rocĺınica associada a um ponto hiperbólico σ de peŕıodo 2 dado que chamare-

mos de diâmetro, o objetivo de esta seção é provar o teorema C enunciado

a seguir:

Teorema C

Os seguintes resultados são válidos

1. Seja σ um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2 e W s(σ) o com-

plementar das ilhas. Se p ∈ W s(σ), com p fora da fronteira da região de

instabilidade e o fecho do ramo da variedade invarianteW s(p)(respectivamente

W u(p)) separa o anelA então a variedade invarianteW s(p)(respectivamente

W u(p)) tem π1 projeção em todo [0, 2π).

Demonstração. Ver proposição 3.18.

2. Seja um ponto periódico hiperbólico p ∈ W s(σ), onde σ é um ponto

periódico hiperbólico de peŕıodo 2. Se o conjunto W s(σ) ∩ W u(p)(

respectivamente W u(σ) ∩ W s(p)) tem interseção transversal então a

variedade invariante W s(p)(respectivamente W u(p)) tem projeção na

primeira coordenada sobrejetiva.

Demonstração. Ver proposição 3.19.

3. Consideremos um ponto periódico hiperbólico p fora de Γ, no com-

plementar do fecho das ilhas eĺıpticas e fora da fronteira da região de

instabilidade. Se os fechos de um ramo das variedades invariantes sepa-

ram o anel A então existe ponto heterocĺınico associado a p e ao ponto

hiperbólico de peŕıodo 2 σ.
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Demonstração. Ver proposição 3.20.

4. Sejam dois pontos periódicos hiperbólicos p1 e p2 fora de Γ, no com-

plementar do fecho das ilhas eĺıpticas e fora da fronteira da região de

instabilidade. Se os fechos dos ramos das variedades invariantes sepa-

ram o anel A, então W u(p1) ∩W s(p2) 6= ∅.

Demonstração. Ver proposição 3.22.

5. Sejam p um ponto periódico hiperbólico fora de Γ, no complementar do

fecho das ilhas eĺıpticas e fora da fronteira da região de instabilidade e σ

um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2. Se os fechos de um ramo

das variedades invariantes separam o anel A então W u(σ) = W s(p).

Se uma função twist conservativa tem uma curva que é gráfico de uma

função cont́ınua com número de rotação irracional sob o qual a dinâmica

restrita tem uma órbita densa, essa curva é necessariamente de classe

C1?

Demonstração. Ver proposição 3.23.

6. Sejam σ um ponto hiperbólico de peŕıodo 2 e Γ = [0, 2π)×{π/2}, então

Γ ∩W s(σ) é um conjunto perfeito.

Demonstração. Ver proposição 3.24.

A seguinte proposição garante que os fechos das variedades invariantes do

ponto hiperbólico de peŕıodo 2, diâmetro hiperbólico, são iguais. A demons-

tração pode ser encontrada na proposição 16 de [12].

Proposição 3.16. Seja σ um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2, então

tem-se W u(σ) = W s(σ).
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Mário D. Carneiro, Sônia P. de Carvalho e Sylvie O. Kamphorst provaram

em [14] que uma condição suficiente para garantirmos que os fechos das

variedades invariantes associadas a pontos hiperbólicos fora das ilhas eĺıpticas

sejam iguais é que as variedades invariantes sejam π1 sobrejetivas. Nosso

objetivo é estudar condições suficientes para garantirmos a π1 sobrejetividade

das variedades invariantes.

Definição 3.17. Dizemos que um ponto periódico eĺıptico de peŕıodo n é

Moser estável se admite um sistema fundamental de vizinhanças as quais são

discos fechados D tal que fn restrito à ∂D é minimal, onde minimal quer

dizer que não existe um subconjunto fechado e próprio de D invariante por

f.

As seguintes duas proposições mostram relações entre a existência de pon-

tos homocĺınicos de um ponto hiperbólico e o fato das variedades invariantes

serem π1−sobrejetivas.

Proposição 3.18. Seja σ um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2 e

W s(σ) o complementar das ilhas. Se p ∈ W s(σ), com p fora da fron-

teira da região de instabilidade e o fecho do ramo da variedade invariante

W s(p)(respectivamente W u(p)) separa o anel A então a variedade invariante

W s(p)(respectivamente W u(p)) tem π1 projeção em todo [0, 2π).

Demonstração. Chamemos de L ao ramo da variedade invariante associada

ao ponto periódico hiperbólico p da hipótese, pelo teorema 3.13 podemos

concluir que L é igual a uma curva fronteira da região de instabilidade ou L

contém as duas curvas fronteiras da região de instabilidade. L não pode ser

igual a uma das curvas fronteiras pois por hipótese o ponto hiperbólico não

pertence a uma curva na fronteira da região de instabilidade.
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Como a projeção na primeira coordenada das curvas fronteiras da região

de instabilidade é [0, 2π) conclúımos que π1(L) = [0, 2π).

Observemos que π1(L) não pode não conter dois pontos distintos a, b ∈

[0, 2π), pois o conjunto L é conexo. Suponhamos que π1(L) = [0, 2π)−{θ0},

isto implica que existe uma acumulação do ramo L na vertical Vθ0 = {θ0} ×

[0, π]. Observe que Vθ0 ∩ f(Vθ0) = ∅, uma vez que a aplicação do bilhar f

transforma elementos da curva, parametrizados por θ, em elementos distin-

tos. Analogamente, Vθ0 ∩ f−1(Vθ0) = ∅.

De esta maneira temos um aberto que contém a fibra Vθ0 limitado por

f(Vθ0) e f−1(Vθ0), como L se acumula em Vθ0 , necessariamente L intersecta

f(Vθ0)∪f−1(Vθ0), pela invariância de L conclúımos que L∩Vθ 6= ∅. Portanto

π1(L) = [0, 2π).

É posśıvel obter que a variedade invariante se projete sobrejetivamente

em [0, 2π) se considerarmos a hipótese de existência de ponto heterocĺınico,

como demonstramos na seguinte proposição:

Proposição 3.19. Seja um ponto periódico hiperbólico p ∈ W s(σ), onde σ é

um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2. Se o conjunto W s(σ) ∩W u(p)(

respectivamente W u(σ) ∩ W s(p)) tem interseção transversal então a vari-

edade invariante W s(p)(respectivamente W u(p)) tem projeção na primeira

coordenada sobrejetiva.

Demonstração. Consideremos o caso W s(σ)∩W u(p) 6= ∅, sejam h ∈ W s(σ)∩

W u(p) e Σδ = B(h, δ) ∩W u(p), onde B(h, δ) denota a bola de centro em h

e raio δ. Usando o λ− lema podemos concluir que para quaisquer K e ε

reais positivos, existe um N tal que para todo n > N a componente conexa
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de fn(Σδ) ∩ V (W u
K(σ), ε) que contém fn(h) está ε− próximo de W u

K(σ),

onde W u
K(σ) é a variedade instável de σ de raio K e V (W u

K(σ), ε) é uma

vizinhança de raio ε de W u
K(σ). Como π1(W u(σ)) = [0, 2π), existe um K0 > 0

tal que π1(W u
K0

(σ)) = [0, 2π), para este K0 > 0 aplicaremos o λ−lema e

concluimos que apartir de uma certa iterada, todas as iteradas da seção Σδ

estão ε− próximo de W u
K0

(σ), consequentemente π1(Σδ) = [0, 2π) e assim

π1(W u(σ)) = [0, 2π).

A seguinte proposição demonstra que genericamente existem pontos he-

terocĺınicos associados ao ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2 e a um

ponto hiperbólico no complementar das ilhas eĺıpticas

Proposição 3.20. Consideremos um ponto periódico hiperbólico p fora de Γ,

no complementar do fecho das ilhas eĺıpticas e fora da fronteira da região de

instabilidade. Se os fechos de um ramo das variedades invariantes separam o

anel A então existe ponto heterocĺınico associado a p e ao ponto hiperbólico

de peŕıodo 2 σ.

Demonstração. Por hipótese o fecho de um ramo das variedades invariantes

separa o anel A, como o ponto hiperbólico está fora da fronteira, pelo teo-

rema 3.13 estes fechos contêm as curvas rotacionais invariantes da fronteira

do anel. Consequentemente cada ramo deve se aproximar das duas curvas

rotacionais invariantes que constituem a fronteira da região de instabilidade,

isto é, cada ramo intersecta Γ. Considere K e L um ramo da variedade estável

e instável de p respectivamente que conecta p com Γ. Pelo lema 2.6 sabemos

que o refletido de K e L, R(K) e R(L) são variedades invariantes instável e

estável de R(p), respectivamente. Como K e L intersectam Γ, então R(K)

e R(L) também intersectam Γ, considere o conjunto aberto A limitado pelos

pontos periódicos hiperbólicos p, R(p) e pelas curvas K,L,R(K) e R(L). O
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conjunto A não é a fronteira de uma ilha eĺıptica, pois o ponto p está no

complementar do fecho das ilhas eĺıpticas, assim conclúımos que A contém

pontos de W s(σ). Se σ não pertence a A então um ramo das variedades

invariantes de σ tem que intersectar A, obtendo assim pontos heterocĺınicos

de σ e p. Analogamente, se σ ∈ A, como os ramos das variedades invariantes

de σ tem que se aproximar da fronteira da região de instabilidade, necessa-

riamente temos interseção entre um ramo de variedade invariante de σ e de

p, obtendo um ponto heterocĺınico.

Observação 3.21. Observemos que se os 4 ramos das variedades invariantes

têm o mesmo fecho então temos que os conjuntos W s(p)∩W u(σ) e W u(p)∩

W s(σ) têm interseção não vazia. Particularmente se os ramos de um ponto

hiperbólico têm o mesmo fecho podemos concluir na existência de um ponto

heterocĺınico associado a p e ao seu refletido R(p).

A seguinte proposição fornece condições suficientes para garantirmos a

existência de pontos heterocĺınicos associados a dois pontos hiperbólicos.

Proposição 3.22. Sejam dois pontos periódicos hiperbólicos p1 e p2 fora de

Γ, no complementar do fecho das ilhas eĺıpticas e fora da fronteira da região

de instabilidade. Se os fechos dos ramos das variedades invariantes separam

o anel A, então W u(p1) ∩W s(p2) 6= ∅.

Demonstração. Pela observação 3.21 podemos considerar pontos homocĺınicos

associados às duas variedades invariantes. Consideremos um ponto hiperbólico

σ associado ao ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2. Então, pela pro-

posição 3.20 temos que existem pontos heterocĺınicos h1 ∈ W u(p1) ∩W s(σ)

e h2 ∈ W s(p2) ∩ W u(σ) transversais associados a p1 com σ e a p2 com σ,

respectivamente. Consideremos uma seção transversal em hi à variedade in-
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variante de σ, Σi associada ao ponto pi, i = 1, 2. Pelo λ− lema Cr próximo

das variedades estáveis em uma vizinhança de σ existem iteradas das seções

transversais Σi, como a interseção das variedades invariantes em σ é transver-

sal, então a interseção das iteradas de Σ1 com as iteradas de Σ2 é transversal.

Como Σ1 está associado a uma variedade invariante de p1 e Σ2 está associ-

ado a uma variedade invariante de p2, então temos a existência de pontos

heterocĺınicos transversais arbitrariamente próximos à curva Γ.

Se os pontos heterocĺınicos transversais são associados a a p1 com σ e a

p2 com f(σ), aplicando λ− lema para p1 e p2 temos que existem retângulos

de σ e f(σ) arbitrariamente próxima de uma variedade invariante. Escolha,

por exemplo, uma vizinhança retangular de f(σ) a qual contém infinitos

segmentos da variedade invariante associada a p2, iterando esta vizinhança

até intersectar com o ponto de interseção heterocĺınica do diâmetro e dado

que as variedades invariantes se acumulam na outra variedade invariante,

aplicando λ−lema vamos ter o mesmo caso anterior.

Esta proposição garante a existência de um ponto heterocĺınico associado

aos pontos periódicos hiperbólicos q1 e q2.

A seguinte proposição é um resultado conhecido provado por exemplo sob

as hipóteses genéricas de todos os pontos periódicos serem não degenerados,

todos os pontos eĺıpticos serem Moser estáveis e não existir conexões de

sela, cuja validade para difeomorfismos homeomorfos à esfera S2 foi provada

por Mather, ver teorema 6.2 em [15] e por Mário D. Carneiro, Sônia P. de

Carvalho e Sylvie O. Kamphorst no artigo [14], ver proposição 20. Neste

caṕıtulo damos uma outra condição suficiente para garantir que os fechos

das variedades invariantes são iguais.
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Proposição 3.23. Sejam p um ponto periódico hiperbólico fora de Γ, no

complementar do fecho das ilhas eĺıpticas e fora da fronteira da região de

instabilidade e σ um ponto periódico hiperbólico de peŕıodo 2. Se os fechos

de um ramo das variedades invariantes separam o anel A então W u(σ) =

W s(p).

Demonstração. Pela proposição 3.20 sabemos que existe um ponto hete-

rocĺınico associado ao ponto σ e o ponto p. Provemos primeiro que W u(σ) ⊂

W s(p). De fato, se não for verdade, existirá um elemento x ∈ W u(σ) que

não pertence a W s(p). Então existe uma vizinhança aberta Vx de x tal que

Vx ∩W s(p) = ∅. Seja V a componente conexa fora de W s(p) que contém

Vx, como h é um ponto heterocĺınico a σ e p, existe um número r ∈ Z

tal que f−r(h) ∈ V mas h ∈ W s(p) então f−r(h) ∈ W s(p), pois W s(p) é

f−invariante. Então f−r(h) ∈ V ∩W s(p) 6= ∅, contradição. Provemos agora

que W s(p) ⊂ W u(σ). De fato, suponhamos que não é verdade, então existe

x ∈ W s(p) que não pertence a W u(σ). Logo existe uma vizinhança aberta

Ux de x tal que Ux∩W u(σ) = ∅. Seja U a componente conexa fora de W s(p)

que contém Ux, como h é um ponto heterocĺınico então existe um r ∈ Z tal

que f r(h) ∈ U e como h ∈ W u(σ) então h ∈ W u(σ) e pela invariância de f

temos que f r(h) ∈ W u(σ) Então f r(h) ∈ U ∩W u(σ) 6= ∅, contradição. Isto

prova que W u(σ) = W s(p).

Esta proposição relaciona os fechos das variedades invariantes associadas

ao diâmetro hiperbólico e ao ponto periódico hiperbólico p que está fora das

ilhas.

A seguinte proposição prova que o subconjunto de Γ fora das ilhas eĺıpticas

tem a propriedade de todos seus pontos serem de acumulação.
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Proposição 3.24. Sejam σ um ponto hiperbólico de peŕıodo 2 e Γ = [0, 2π)×

{π/2}, então Γ ∩W s(σ) é um conjunto perfeito.

Demonstração. Devemos provar que todo ponto no conjunto é um ponto de

acumulação. Vamos supor, pelo absurdo, que existe um ponto x ∈ Γ∩W s(σ)

que é isolado em W s(σ). Isto é, existe uma vizinhança de x ∈ Γ∩W s(σ), Vx

tal que Vx∩W s(σ) = {x} e V ∗x ∩Γ∩W s(σ) = ∅, onde V ∗x = Vx−{x}. Como

A = W s(σ) ∪ ∪∞n=1Ai então temos que V ∗ ⊂ ∪∞n=1Ai. Ou seja, V ∗ intersecta

(Ai1 ∪Ai2)∩Γ. Isto implica que x é o único ponto de Γ que está na fronteira

das ilhas Ai1 e Ai2 .

Sejam τ1 e τ2 os peŕıodos de Ai1 e Ai2 respectivamente. Afirmamos que

x é um ponto periódico de peŕıodo m = m.m.c.(τ1, τ2). De fato, como m é

múltiplo de τ1 e τ2 temos que fm(∂Ai1) = ∂Ai1 e fm(∂Ai2) = ∂Ai2 . Como

x ∈ ∂Ai1 ∩ ∂Ai2 , então x ∈ fm(∂Ai1) ∩ fm(∂Ai2) e assim f−m(x) ∈ ∂Ai1 e

f−m(x) ∈ ∂Ai2 . Então f−m(x) ∈ ∂Ai1 ∩ ∂Ai2 .

Assumindo que o conjunto ∂Ai1 ∩ ∂Ai2 têm apenas um ponto, x, então

f−m(x) = x e assim x é periódico de peŕıodo m.

Como, genericamente, os pontos periódicos são hiperbólicos ou eĺıpticos

então x tem que ser eĺıptico ou hiperbólico. Porém não pode ser eĺıptico, uma

vez que (assumindo que os pontos eĺıpticos são Moser estáveis) não existe

um sistema fundamental de vizinhanças invariantes, fechadas ao redor de x.

Também x não pode ser hiperbólico, pois se for hiperbólico, como pertence

a fronteira de ilhas, então existiria conexão de selas nestas fronteiras, o qual

não é posśıvel em uma dinâmica genérica, ver 3.2.

Portanto não existem pontos isolados em Γ ∩W s(σ).



Caṕıtulo 4

Ćırculos Fantasmas

No ano 2014, em Salto-Uruguai, Marie-Claude Arnaud proferiu uma palestra

onde ela se formulou a seguinte questão: Se uma função twist conservativa

tem uma curva que é gráfico de uma função cont́ınua com número de rotação

irracional sob o qual a dinâmica restrita tem uma órbita densa, essa curva é

necessariamente de classe C1? Ver questão 2.13 de [1].

Com o objetivo de responder, parcialmente, esta questão estudamos em

este caṕıtulo um certo conjunto chamado Ćırculo Fantasma que foi primei-

ramente estudado, no caso geral de funções Twist, pelo Golé em [17]. Abor-

daremos um caso particular de uma aplicação do tipo twist, a aplicação do

bilhar, e serão descritos os ćırculos fantasmas associados à aplicação do bi-

lhar.

Consideremos a curva oval α, a aplicação do bilhar f : [0, L] × [0, π) →

[0, L] × [0, π), e o levantamento F : R × [0, π) → R × [0, π) cuja função

geradora é S(x1, x2) = |α(x1)− α(x2)|.

Vamos descrever algumas propriedades básicas das funções twist.

Consideremos S1 = R/Z o ćırculo unitário, A = S1 × R o anel infinito

e π : R2 → A definida como π(x, y) = (xmod1, y) a projeção na primeira
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coordenada.

Seja F : R×[0, π)→ R2 um C1− difeomorfismo, F (x, y) = (X(x, y), Y (x, y))

satisfazendo as seguintes propriedades

1. F é isotópico à identidade, isto é, F pode ser deformado continuamente

por homeomorfismos no cilindro à identidade.

2. F (x+ 1, y) = F (x, y) + (1, 0), para todo x, y ∈ R.

3. Existe uma função S : R2 → R2 tal que Y dX − ydx = dS, satisfazendo

S(x+ 1, y) = S(x, y).

4. F tem a propriedade de twist uniforme, isto é,
∂X

∂y
≥ c > 0.

Esta função F define uma função f : A → A tal que π ◦F = f ◦π. F e f são

chamadas de funções do tipo twist positivas e F é o levantamento de f.

A função S é chamada de função geradora de F e se F (xk, yk) = (xk+1, yk+1)

então yk = −∂1S(xk, xk+1) = ∂2S(xk−1, xk). A equação

∂2S(xk−1, xk) + ∂1S(xk, kk+1) = 0

caracteriza os elementos xk que pertencem a uma órbita, onde ∂i denota a

derivada parcial em relação à i−ésima variável. Portanto as órbitas de F

podem ser determinadas pelos pontos cŕıticos do prinćıpio variacional

W (x) =
∑
k∈Z

S(xk, xk+1). (4.1)

Sejam p e q dois primos relativos. As órbitas do tipo (p, q) de F são

as órbitas F n(x0, y0) = (xn, yn) tal que xn+q = xn + p, n ∈ Z. O conjunto

destas órbitas será denotado como Xpq, a π− projeção desta órbita no anel

é chamada de (p, q)− órbita periódica e seu número de rotação é p/q.



66

A estabilidade linear das órbitas periódicas do tipo (p, q) são determinadas

pelos autovalores da matriz Df q(z) ou, equivalentemente, usando a fórmula

de MacKay-Meiss, ver [7], pela Hessiana do prinćıpio variacional

Wpq(x) =

q−1∑
k=0

S(xk, xk+1),

onde x = (· · · , x0, x1, x2, · · · ), e (xk,−∂1S(xk, xk+1)) é levantamento de z.

Pela teoria de Aubry-Mather, para cada par de primos relativos (p, q), exis-

tem pelo menos duas órbitas para o twist F , uma que minimiza a ação,

chamada de minimizante do tipo (p, q) e outra chamada órbita min-max do

tipo (p, q).

Considere Hq a matriz Hessiana do prinćıpio variacional Wpq avaliada

no ponto cŕıtico x = (xn) a assinatura, (r, s), onde r é o número de auto-

valores negativos e s é o número de autovalores positivos, da matriz Hq em

uma órbita não degenerada minimizante é (0, q) e uma órbita min-max tem

assinatura (1, q− 1), o número de autovalores negativos é chamado de ı́ndice

de Morse da órbita.

Uma propriedade importante das órbitas não degeneradas minimizantes

do tipo (p, q) é que elas têm uma certa ordem,

Definição 4.1. Um conjunto M ⊂ A de uma função do tipo twist positivo

f é dito bem ordenado se para cada (x, y), (x′, y′) ∈ π−1(M) temos que se

x < x′ então X(x, y) < X(x′, y′), uma órbita do tipo (p, q) bem ordenada é

dita órbita de Birkhoff.

Definição 4.2. Sejam z ∈ A, (x, y) o levantamento de z e F n(x, y) =

(xn, yn). Definimos o número de rotação de z como ρ = limn→+∞
xn
n

.

É importante destacar que este número não depende de z na órbita e para

diferentes levantamentos este número é o mesmo módulo 1, ver [19].
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Definição 4.3. Um conjunto de Aubry-Mather é o menor conjunto bem

ordenado, fechado e f -invariante, definimos o número de rotação de um con-

junto de Aubry-Mather, M , como o número de rotação de qualquer órbita

contida no conjunto, o complemento da projeção de M em S1 são intervalos

chamados de lacunas do conjunto de Aubry-Mather.

Um resultado muito importante com respeito a este conjunto é o Teorema

de Aubry-Mather, cuja prova se encontra em [19], que enunciamos a seguir

Teorema 4.4. Seja ρ um número irracional e f uma função twist conser-

vativa no anel. Então existe um conjunto M invariante no qual toda órbita

é minimizante e possui número de rotação ρ. Tal conjunto possui uma das

seguintes caracterizações:

1. Ou M é uma curva rotacional invariante dada pelo gráfico de uma

função de Lipschitz em S1.

2. Ou M é um conjunto de Cantor invariante que está contido no gráfico

de uma função de Lipschitz em S1, neste caso M será um conjunto de

Aubry-Mather

Observação 4.5. As órbitas periódicas normais, introduzidas no caṕıtulo an-

terior, não são órbitas de Birkhoff. Pois, nas órbitas normais existem pontos

do tipo (xi−1, θi−1), (xi, π/2), (xi+1, θi+1), satisfazendo xi+1 = xi−1 e θi+1 =

−θi−1, consequentemente a propriedade de boa ordenação não é satisfeita,

uma vez que se xi−1 < xi não temos que π1(F (xi−1, θi−1)) = xi < xi+1 = xi−1

O seguinte lema caracteriza as órbitas bem ordenadas em termos de desi-

gualdades. Consideremos as seguintes notações para x = (xk), y = (yk), k ∈

Z:

x ≤ y ⇐⇒ xk ≤ yk,∀k ∈ Z.
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x < y ⇐⇒ x ≤ y, x 6= y

x ≺ y ⇐⇒ xk < yk,∀k ∈ Z.

Lema 4.6. Uma órbita periódica do tipo (p, q) é bem ordenada se e somente

se a correspondente sequência x = (xk) é ciclicamente ordenada, isto é ou

x ≤ τij(x) ou τij(x) ≤ x, onde (τijx)k = xk+i + j,∀i, j, k ∈ Z.

Para cada sequência x = (xk) associamos o gráfico da função A : N →

R, A(k) = xk, chamaremos a este gráfico de diagrama de Aubry. Dizemos

que duas sequências x, y ∈ RZ se intersectam se existe um k ∈ Z tal que

xk − yk e xk+1 − yk+1 têm sinais diferentes, ou se xk = yk mas xk−1 − yk−1 e

xk+1 − yk+1 têm sinais diferentes. Dizemos que a interseção é transversal se

não é tangencial, isto é, se não existe k ∈ Z tal que xk = yk mas xk−1 − yk−1

e xk+1− yk+1 têm os mesmos sinais, sequências transversais serão denotadas

por x t y. O ı́ndice de interseção I(x, y) denotará o número de cruzamentos

de sequências transversais.

4.1 Fluxo do Campo Gradiente do Prinćıpio

Variacional

Considere a equação diferencial em RZ

x′k = −∇W (x)k = −[∂1S(xk, xk+1) + ∂2S(xk−1, xk)], k ∈ Z,

considere a norma do espaço RZ

|x| =
+∞∑
−∞

|xk|
2|k|

.

Denotemos por X o subconjunto de RZ de norma limitada, o qual é um

espaço de Banach e assumindo C2− diferenciabilidade da função geradora
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S podemos concluir(pelo teorema de existência e unicidade de E.D.O.s) que

existe um C1− fluxo local ψt em X, na topologia de convergência pontual.

Observemos que os pontos singulares do campo gradiente (pontos fixos

do fluxo) correspondem às órbitas do levantamento, F , da aplicação do bi-

lhar f . Considere π : RZ → A definida por π(x) = π(· · · , x0, x1, x2, · · · ) =

(x0,−∂1S(x0, x1)).

Angenent e Golé notaram a semelhança entre a EDO acima com o fluxo

do calor de equações diferenciais parciais parabólicas, com o qual obtiveram

algumas propriedades do fluxo ψt. Vamos listar algumas. As demonstrações

podem ser encontradas em [17].

Lema 4.7. Para cada x, y ∈ X, com x < y, temos que ψt(x) ≺ ψt(y), t > 0.

Lema 4.8 (Lema de Sturmian). Sejam x, y ∈ X com diferentes números de

rotação. Se x e y não são transversais, então para todo ε > 0, suficientemente

pequeno, ψ±ε(x), ψ±ε(y) são transversais e

I(ψ−ε(x), ψ−ε(y)) > I(ψε(x), ψε(y)),

e se ψt(x) t ψt(y), seu ı́ndice de interseção não muda no tempo.

Analogamente podemos definir o fluxo associado à equação diferencial

ordinária associada à ação

Wpq(x) =

q−1∑
k=0

S(xk, xk+1.

Observemos que neste caso o sistema de equações diferenciais é finito,

x′k = −∇Wpq(x)k = −[∂1S(xk, xk+1) + ∂2S(xk−1, xk)], k = 0 · · · q − 1.

Vamos chamar, também, de ψt ao fluxo desse sistema, Xpq ao conjunto de

órbitas do tipo (p, q) e Wpq sua ação periódica.
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Corolário 4.9. O conjunto de sequências ciclicamente ordenadas, CO, ci-

clicamente ordenadas com número de rotação ρ, COρ, o conjunto Xpq e seus

quocientes por Z são invariantes pelo fluxo ψt.

Demonstração. Seja x uma sequência em CO,COρ ou em Xpq, isto é ou

x ≤ τij(x) ou τij(x) ≤ x. Pelo fluxo ser monótono, lema 4.7, conclúımos a

invariância do fluxo.

Teorema 4.10. Sejam XK = {x ∈ X; supk∈Z|xk−xk−1| < K} e C ⊂ XK/Z

um conjunto compacto, invariante por τ1,0 e invariante para frente pelo fluxo

ψt. Então C contém um ponto fixo para o fluxo gradiente, em particular,

COρ/Z contém pontos singulares e assim a aplicação do bilhar tem uma

órbita com número de rotação ρ.

Demonstração. Ver teorema 15.1 em [17].

4.2 Construção dos Ćırculos Fantasma

Definição 4.11. Um subconjunto Λ ⊂ RZ é dito um ćırculo fantasma se

é

1. totalmente ordenado: x, y ∈ Λ então x ≺ y ou y ≺ x,

2. invariante por τij e pelo fluxo ψt,

3. fechado e conexo.

Definição 4.12. Um subconjunto A ∈ Xpq é dito um esqueleto se

1. A consiste de pontos cŕıticos de Wpq com ı́ndice de Morse(número de

autovalores negativos) menor ou igual a 1.
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2. A é invariante pela ação de τij,

3. A é completamente ordenado.

Um esqueleto é dito maximal se o único esqueleto que contém inteiramente

a A é o mesmo A.

Exemplo 4.13. Considere o bilhar na elipse, quem seria o esqueleto de

X1,2? Para respondermos a esta pergunta observemos que X1,2 é o conjunto

de órbitas do tipo (1, 2) ou seja xn+2 = xn + 1 que ao projetarmos em A

temos apenas os pontos periódicos de peŕıodo 2. Como no bilhar na elipse

existem apenas 4 de estes pontos, dos quais são dois hiperbólicos e dois

eĺıpticos, observamos que os pontos hiperbólicos são os que minimizam a

ação de W1,2 = S(x1, x2) = |α(x2) − α(x1)|, e os pontos eĺıpticos são os

pontos min-max.

As π-projeções dos ćırculos fantasmas contêm os conjuntos de Aubry-

Mather, uma vez que o conjunto, Σρ de todas as órbitas de um conjunto de

Aubry-Mather, M , de número de rotação ρ é um subconjunto completamente

ordenado de COρ.

Para construir ćırculos fantasma racionais, vamos unir as variedades instáveis

dos pontos hiperbólicos de f , os mı́nimos, e os pontos sela do tipo min-max,

da ação Wpq em Xpq. Considere um número racional ρ = p/q e Wpq uma

função de Morse de Xpq, isto é todos os pontos cŕıticos são não degenerados.
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Seja x um ponto cŕıtico de Wpq a matriz Hessiana é

−∇2Wpq(x) =



α1 β1 0 · · · βq

β1 α2 β2 · · · 0

0 β2 α3 · · · ...
...

...
. . . . . . βq−1

βq 0 · · · βq−1 αq


,

onde αj = −∂22S(xj−1, xj)− ∂11S(xj, xj+1) e βj = −∂12S(xj−1, xj). Con-

siderando que na aplicação do bilhar S(xj, xj+1) = |α(xj) − α(xj+1)| temos

que

αj = −(
1

S(xj−1, xj)
+

1

S(xj, xj+1)
) sin2(θj)− 2K(xj) sin(θj)

e

βj = −sin(θj)sin(θj+1)

S(xj, xj+1)
.

observa-se que são maiores que zero, portanto podemos aplicar o teorema de

Perron-Frobenius para garantir a existência de um, único, maior autovalor λ

de −∇2Wpq(x) e o autovetor v = vλ associado a λ pode ser escolhido com

coordenadas todas positivas.

Se x é um ponto cŕıtico de ı́ndice 1, existem órbitas α±(x, t) de ψt e defina

α±(x, t) = x± eλtv + o(eλt).

Estas órbitas constituem a variedade instável de x e são monótonas, então

w±(x) = lim
t→−∞

α±(x, t)

existem e são pontos cŕıticos da ação Wpq
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Teorema 4.14. Suponha que Wpq(x) seja uma função de Morse, se A é um

esqueleto maximal, então

ΛA = {α±(x, t); t ∈ R, x ∈ Aé um mini-max} ∪ A

é um C1− Cı́rculo Fantasma.

Exemplo 4.15. No caso do bilhar na elipse, como foi observado no exemplo

4.13, a projeção do esqueleto X1,2 é constitúıdo apenas por 4 pontos, pelo

teorema anterior o ćırculo fantasma é constitúıdo pelo levantamento de curvas

que unem os pontos eĺıpticos e hiperbólicos de peŕıodo 2.

A seguinte proposição garante a existência de ćırculos fantasmas com

número de rotação irracional, como limite de ćırculos fantasmas com número

de rotação racional, ver proposição 20.2 de [17].

Considere a seguinte notação Λ1 ≤ Λ2 se: Ou Λ1 ≺ Λ2 ou ρ(Λ1) = ρ(Λ2) e

π(Λ1) não está necessariamente estritamente sob π(Λ2).

Proposição 4.16. Seja Λ(j) uma sequência crescente de ćırculos fantasmas

e

Λ(1) ≤ Λ(2) ≤ Λ(3) ≤ · · · .

Assumamos que o número de rotação de Λ(j) = ρj é limitado superiormente.

Então existe um único ćırculo fantasma Λ(∞) tal que Λ(j) → Λ(∞) quando

j → +∞, além disso, se x(j)(ψ) é a parametrização de Λ(j) com x
(j)
0 (ψ) = ψ,

então x
(j)
k (ψ)→ x

(∞)
k (ψ) quando j → +∞, onde x

(∞)
k (ψ) é a parametrização

de Λ(∞) com x
(∞)
0 (ψ) = ψ.

O seguinte teorema proporciona uma ordenação vertical nos ćırculos fan-

tasmas que por sua vez contêm os conjuntos de Aubry-Mather

Teorema 4.17. Dados um intervalo [a, b] ⊂ R e um ρ ∈ [a, b], existe uma

famı́lia de ćırculos Cρ homotopicamente não triviais no cilindro tal que:
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1. Cada Cρ é a π−projeção de um ćırculo fantasma Λρ.

2. Dois Cρ1 e Cρ2 são disjuntos e se ρ1 > ρ2, então Cρ1 está acima de

Cρ2.

3. Cada Cρ contém o conjunto de Aubry-Mather Mρ de minimizadores

recorrentes de número de rotação ρ.

No caṕıtulo anterior estudamos algumas propriedades dos conjuntos estáveis

e instáveis de Le Calvez, por exemplo ver Teorema A. No seguinte teorema

será demonstrado que a fronteira da região de instabilidade é a projeção de

um Ćırculo Fantasma irracional.

Na proposição 3.24 do caṕıtulo anterior foi provado que o conjunto Λ ∩

W s(p) é um conjunto perfeito. O item 2 do seguinte teorema, cuja demons-

tração segue o mesmo racioćınio que a demonstração da proposição 3.24,

garante que todo ponto nas projeções dos ćırculos fantasmas e no conjunto

de instabilidade W s(p) é ponto de acumulação.

Teorema D

As seguintes afirmações são verdadeiras

1 Seja o número de rotação da curva rotacional invariante C+ na fron-

teira da região de instabilidade um número irracional. Se qualquer

vizinhança aberta dentro da região de instabilidade contêm um ponto

periódico hiperbólico com ı́ndice de Morse menor ou igual a 1, então a

curva C+ é a projeção de um ćırculo fantasma irracional que são apro-

ximados uniformemente por ćırculos fantasmas racionais. Além disso

os conjuntos estáveis e instáveis de Le Calvez intersectam Cρ, projeção

do ćırculo fantasma Λρ, nas lacunas do conjunto de Aubry-Mather Mρ

de minimizadores recorrentes de número de rotação ρ.
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2 Se Λ contido na RPI é a projeção de um ćırculo fantasma e σ é um ponto

periódico hiperbólico de peŕıodo 2. Então Λ ∩W s(σ) é um conjunto

perfeito.

Demonstração. 1 Seja C+ uma curva rotacional invariante contida na

fronteira da região de instabilidade cujo número de rotação é ρ /∈ Q.

Seja ρk ∈ Q uma sequência estritamente crescente que converge a ρ,

pelo teorema 4.17 para cada ρk ∈ [0, ρ] existem ćırculos Cρk homoto-

picamente não triviais em A que são projeção de ćırculos fantasmas

Λρk , e temos que (Λρk) é uma sequência crescente de ćırculos fantas-

mas, caso contrário teŕıamos uma contradição com o item b do teorema

4.17. Pela proposição 4.16 podemos concluir que há um único ćırculo

fantasma Λ que é o limite de Λρk e ainda mais, esta convergência é

monótona e uniforme.

Afirmamos que se toda vizinhança de C+ contém pontos periódicos,

hiperbólico com ı́ndice de Morse menor ou igual a 1, então π(Λ) = C+,

pois se supormos que π(Λ) está sob C+, consideremos um aberto V

entre essas duas curvas e assim existe um ponto periódico z ∈ V , por-

tanto o levantamento de z pertence a algum esqueleto do tipo (p, q),

pois se trata de um ponto periódico hiperbólico com ı́ndice de Morse

menor ou igual a 1, e assim z pertence a algum ćırculo fantasma raci-

onal. Contradição, uma vez que Λp/q ≺ Λ.

Os conjuntos estáveis e instáveis Ω+,Ω−, A+ e A− não intersectam os

pontos periódicos por causa do teorema 3.5. Consequentemente os con-

juntos estáveis e instáveis não podem intersectar os pontos cŕıticos do

prinćıpio variacional e assim não intersecta o esqueleto do ćırculo fan-
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tasma. Pelo teorema item 3 do 4.17, a projeção do ćırculo fantasma

contém o conjunto de Aubry-Mather o qual é f−invariante, portanto

não pode intersectar os conjuntos estáveis e instáveis de Le Calvez. Ver

figura 4.1.

Observação 4.18. Com respeito à outra curva rotacional invariante, C−,

na fronteira da região de instabilidade, temos o mesmo resultado por

simetria da região de instabilidade.

2 Devemos provar que todo ponto no conjunto Λ ∩W s(σ) é um ponto

de acumulação. Vamos supor, pelo absurdo, que existe um ponto x ∈

Λ∩W s(σ) que é isolado em W s(σ). Isto é, existe uma vizinhança Vx de

x ∈ Λ∩W s(σ), tal que Vx ∩W s(σ) = {x} e V ∗x ∩Λ∩W s(p) = ∅, onde

V ∗x = Vx−{x}. Como A = W s(σ)∪∪∞n=1Ai, onde Ai são ilhas eĺıpticas,

então temos que V ∗x ⊂ ∪∞n=1Ai. Ou seja, V ∗ intersecta (Ai1 ∪ Ai2) ∩ Λ.

Isto implica que x é o único ponto de Λ que está na fronteira das ilhas

Ai1 e Ai2 .

Sejam τ1 e τ2 os peŕıodos de Ai1 e Ai2 respectivamente. Afirmamos

que x é um ponto periódico de peŕıodo m = m.m.c.(τ1, τ2). De fato,

como m é múltiplo de τ1 e τ2 temos que fm(∂Ai1) = ∂Ai1 e fm(∂Ai2) =

∂Ai2 . Como x ∈ ∂Ai1 ∩ ∂Ai2 , então x ∈ fm(∂Ai1) ∩ fm(∂Ai2) e assim

f−m(x) ∈ ∂Ai1 e f−m(x) ∈ ∂Ai2 . Então f−m(x) ∈ ∂Ai1 ∩ ∂Ai2 .

Assumindo que o conjunto ∂Ai1 ∩ ∂Ai2 têm apenas um ponto, x, então

f−m(x) = x e assim x é periódico de peŕıodo m.

Como, genericamente, os pontos periódicos são hiperbólicos ou eĺıpticos

então x tem que ser eĺıptico ou hiperbólico. Porém não pode ser eĺıptico,

uma vez que (assumindo que os pontos eĺıpticos são Moser estáveis) não
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Figura 4.1: Fronteira da Região de Instabilidade

existe um sistema fundamental de vizinhanças invariantes, fechadas ao

redor de x. Também x não pode ser hiperbólico, pois se for hiperbólico,

como pertence à fronteira de ilhas, então existiria conexão de selas

nestas fronteiras, o qual não é posśıvel em uma dinâmica genérica, ver

3.2.

Portanto não existem pontos isolados em Λ ∩W s(σ). Ver figura 4.2.

É importante indicar que a resposta à pergunta da Marie-Claude Arnaud,

Se uma função twist conservativa tem uma curva que é gráfico de uma função

cont́ınua com número de rotação irracional sob o qual a dinâmica restrita

tem uma órbita densa, essa curva é necessariamente de classe C1? não foi

respondida. Uma vez que a fronteira da região de instabilidade de uma

aplicação do bilhar é o gráfico de uma função cont́ınua, genericamente com

número de rotação irracional e consequentemente as órbitas são densas, mas

a aproximação por ćırculos fantasmas, que são curvas de classe C1, é C0

então não podemos garantir que a fronteira de uma região de instabilidade

seja C1.
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Figura 4.2: Ordenação vertical das projeções dos ćırculos fantasma, conjunto

de Aubry-Mather Mρ2 em Cρ2 e Λ ∩W s(p) é um conjunto perfeito em Cρ1 .

A figura seguinte ilustra o comportamento das cáusticas não convexas

ressonantes ao aplicar o fluxo de curvatura à elipse. Observemos que ao ter-

mos que o ponto parabólico tornou-se hiperbólico então temos novas regiões

de instabilidade dentro de cada anel limitado por curvas homotópicas a zero

não ressonantes que não são destrúıdas pelo fluxo de curvatura, pois o ponto

eĺıptico é Moser estável e tem que ter curvas ao redor do ponto eĺıptico, uma

vez que o primeiro coeficiente de Birkhoff é diferente de zero, como foi calcu-

lado no caṕıtulo 2. Com o qual temos uma região de instabilidade primária

em cada um destes anéis, e pelo estudado no caṕıtulo 3, temos todas as

conclusões estudadas em geral nesse caṕıtulo, em particular ilhas eĺıpticas,

pontos homocĺınicos e heterocĺınicos, ver figura 4.3.
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Figura 4.3: Destruição de cáusticas não convexas ressonantes, conjuntos

estáveis e instáveis de Le-Calvez(de azul) e ćırculo fantasma(vermelho es-

curo) próximo da fronteira da região de instabilidade(verde)
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Problemas futuros

Para finalizar o texto, serão enumeradas algumas questões decorrentes

deste trabalho que serão objeto de futuras pesquisas.

• Considerando a existência de ilhas eĺıpticas fora da curva Γ, é posśıvel

usar argumentos semelhantes aos desenvolvidos no caṕıtulo 2 para pro-

varmos que as cáusticas não convexas ressonantes também serão des-

trúıdas pela ação do fluxo de curvatura?

• Algumas propriedades de Γ, por exemplo se K = W s(p)∩Γ tem medida

de Lebesgue positiva, parece ser que região de instabilidade menos as

ilhas eĺıpticas tem medida positiva também.

• Le Calvez estudou certos conjuntos “estáveis e instáveis” que contêm

as duas curvas de Lipschitz que constituem o bordo da região de insta-

bilidade. É posśıvel que estes conjuntos proporcionem informação ao

respeito da regularidade ou irregularidade destas curvas?

• É conhecido que a existência de um ponto homocĺınico transversal gera

um conjunto hiperbólico conhecido como ferradura de Smale, ou seja

se existe um ponto homocĺınico transversal existem infinitos pontos

homocĺınicos transversais. O conjunto dos pontos homocĺınicos trans-

versais fora das ilhas eĺıpticas é denso em W s(p)?ε−denso?

• Dentro de uma ilha eĺıptica a dinâmica é parecida ao que acontece na

região de instabilidade, mas como é a dinâmica na fronteira de uma

ilha?

• É posśıvel estender a prova da destruição das curvas homotópicas a

zero contidas numa ilha eĺıptica, quando a ilha não intersecta Γ?
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2016.

[4] V. Bangert. Mather sets for twist maps and geodesics on tori. In Dyna-

mics reported, Vol. 1, volume 1 of Dynam. Report. Ser. Dynam. Systems

Appl., pages 1–56. Wiley, Chichester, 1988.

[5] G. D. Birkhoff. Sur quelques courbes fermées remarquables. Bulletin de
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2012.

[22] J. N. Mather. Invariant subsets for area preserving homeomorphisms of

surfaces. In Mathematical analysis and applications, Part B, volume 7

of Adv. in Math. Suppl. Stud., pages 531–562. Academic Press, New

York-London, 1981.

[23] S. Pinto-de-Carvalho and R. Ramı́rez-Ros. Non-persistence of resonant

caustics in perturbed elliptic billiards. Ergodic Theory and Dynamical

Systems, 33(6):1876–1890, 2013.

[24] D. Pixton. Planar homoclinic points. J Differential Equations,

44(3):365–382.

[25] R. S. dos Santos, S. Pinto-de-Carvalho, and S. Oliffson Kamphorst. O
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