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Resumo

Seja () uma regiao estritamente geodesicamente convexa do plano hiperbdlico
e tal que seu bordo é uma curva simples, fechada, com curvatura geodésica es-
tritamente positiva. Um bilhar em () consiste no movimento livre de uma
particula, fazendo colisoes elasticas com o bordo desta regiao. Neste tra-
balho, mostraremos que, genericamente, nenhuma trajetéria periddica colide
miultiplas vezes em um mesmo ponto com angulos distintos. Também mostra-
remos que duas oOrbitas distintas de mesmo periodo nao tém, genericamente,
pontos em comum. A principal ferramenta utilizada é o teorema da Transver-

salidade de Thom nos multijatos de fungoes em C3 (T, H?).

Palavras-chave: bilhares convexos, plano hiperbdlico, 6rbitas periédicas, de-

feito zero.



Abstract

Let @ be a strictly geodesically convex region in the hyperbolic plane bounded
by a closed curve with strictly positive geodesic curvature. A billiard on
consists in the particle’s free motion suffering elastic collisions with the boun-
dary of the region. On this tesis, we will show that, generically, a periodic
trajectory do not hit multiple times a same point with distinct angles. Addi-
tionally, we will show that, generically, two distinct periodic orbits and with
same period do not have common points. The main tool we use is Thom’s

transversality theorem on multijets of functions in Cgomb (T, H?).

Keywords: Convex billiards, hyperbolic plane, periodic orbits, zero defect.
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Convencoes e Simbologias Adotadas

Com o intuito de minimizar a repeticao de fatos que aparecerao frequente-
mente ao longo de todo o texto e evitar possiveis confusoes de notacao, criamos

este topico que retne as convencoes e simbologias adotadas:

(i) As notagoes R", S? e H? indicarao o espago euclidiano n-dimensional, a
esfera bidimensional e o plano hiperbdlico, respectivamente. Em especial,

S% indicard o hemisfério superior de S?;

(ii) T representard uma curva no espago métrico X, com X = R" ou S? ou
H?;
(iii) g = g(+,-) indicara a métrica adotada no espago topoldgico X;

(iv) T=R/|'|Z, em que |I'| indica o comprimento da curva I';

(v) C* (T, H?) indicara o conjunto de todas as fungoes f : T — H? de classe

c*;

(vi) Colab (T, H?) indicard o conjunto de todos os mergulhos f : T — H? de

classe C'*°;

(vii) @ indicard um subconjunto de H? que é estritamente geodesicamente

CONVEXO;
(viii) w e ¢ indicarao padroes de n-poligonos em H?;
(ix) R'? indicard o espaco tridimensional de Minkowsky;

(x) ¢(+) e p(-,-) indicardo, respectivamente, a forma quadrética e o produto

interno Lorentzianos em R%?;
xi) (-,-)y indicard a restricao de p(-,-) ao espaco tangente T H?:
X
xii) O (R'?) indicard o grupo de aplicacoes ortogonais de R
g g

(xiii) G (R'?) indicard o grupo de aplicagoes ortogonais de R'? que preservam

HQ.



(xiv) F : I' x (0,m7) — I' x (0,7) indicard a aplicacao bilhar e o cilindro

M =T x (0,7) o seu espago de fase;

(xv) X' indicard o conjunto de todas as t-uplas da forma (z1,...,2;), com
T; € X,
(xvi) X® indicard o conjunto de todas as t-uplas da forma (z1,...,x;), com

z; € X e x; # x;, toda vez que i # j;

(xvii) f*(s)indicard o conjunto de todas as t-uplas da forma (f(s1), ..., f(s¢)),

com s = (s1,...,5)€T® e f e cg (T, H);
(xviii) H,(-) indicard o perfmetro geodésico de um n-poligono em H?;

(xix) « e [ indicarao, respectivamente, as aplicagoes fonte e alvo na teoria de

1-jatos;

(xx) J'(T,H?) indicard o conjunto de todos os 1-jatos com fonte em T e alvo
em H?;
(xxi) [;(w) indicard o conjunto de todos os indices j para os quais existe um

segmento geodésico que liga os pontos y; e y;, via o padrao w;

(xxii) U, indicard o conjunto de todas as t-uplas distintas de H? em que o

ponto y; nunca pertence a envoltéria convexa do conjunto

{y; | j € Llw)};



Introducao

O problema cléssico do bilhar no plano foi definido, originalmente, por
Birkhoff [4], no inicio do século XX. Em linhas gerais, podemos descrevé-lo
da seguinte maneira: consideremos uma particula pontual movendo-se em li-
nha reta no interior de uma regiao compacta @ C R? e sofrendo reflexdes
elasticas ao chocar-se com o bordo I' de (). Se é dado um ponto de impacto e a
direcao de saida desse ponto, como podemos prever e compreender a dinamica
do movimento dessa particula no interior dessa curva?

Apesar de ja terem se passados mais de 100 anos da proposi¢ao do problema
do bilhar, o tema continua em evidéncia no meio cientifico e é notoria a sua
relevancia tanto dentro da propria Matematica quanto nas suas aplicagoes em
outras areas do conhecimento como, por exemplo, em estudos nas areas de
Otica, Acustica, Mecanica Estatistica e Fisica das Particulas.

Suponhamos que I' esteja parametrizada pelo parametro comprimento de
arco s, 0 < s < L, e denotemos por ¢, 0 < ¢ < 7w, o angulo entre o vetor
tangente a curva I' no ponto de impacto e o vetor velocidade da particula
nesse mesmo ponto. Como, por hipdtese, as reflexdes nos pontos de impacto
sao elasticas, segue que em cada um deles vale a lei do espelho, isto é, o angulo
de incidéncia é igual ao angulo de reflexdo. Se s; representa um ponto de

impacto e 1, a direcao de saida dele, entao a aplicacao
F:[0,L) x (0,m) — [0, L) x (0,m)

que a associa (s1,11) ao préximo ponto de impacto e a proxima direcao de
saida, (s2,15), modela matematicamente o problema do bilhar.

E sabido que o comportamento dinamico desse sistema depende fortemente
do formato da curva I". Os dois exemplos classicos de bilhares no plano que
exibem comportamentos dinamicos totalmente distintos sao o bilhar no circulo
e o bilhar no estadio: o primeiro deles é totalmente integravel, enquanto o

segundo ¢ completamente cadtico.



Desde a publicacao de Birkhoff [4], bilhares no plano vem sendo, exaustiva-
mente, estudados. No caso especial de curvas ovais no plano, isto é, para curvas
fechadas, regulares, simples, orientadas no sentido anti-horario, com classe de
diferenciabilidade pelo menos C? e com curvatuta estritamente positiva, sabe-
se que a aplicacao F é um difeomorfismo pelo menos C* que define um sistema
dinamico bidimensional discreto, conservativo e que tem a propriedade twist
com fungao geradora g(si, s2) = —|I'(s2) — I'(s1)| (ver, por exemplo, [23]).

Além disso, C? genericamente, é garantida a finitude da quantidade de
orbitas N-periddicas, todas elas nao-degeneradas, para cada N € N, conforme
foi provado por M. J. Dias Carneiro, S. Oliffson Kamphorst e S. Pinto-de-
Carvalho [11].

Naturalmente, podemos estender o problema do bilhar para subconjuntos
compactos sobre superficies S de curvatura constante. De forma analoga ao
caso planar, supomos que uma particula se move na regiao limitada por uma
curva fechada I' C 5, seguindo trajetérias geodésicas, e sofrendo reflexoes
elasticas ao chocar-se com o bordo dessa regiao.

Quando comparado ao caso planar, bilhares sobre superficies de curva-
tura constante ainda é um tema pouco explorado na literatura cientifica. Nos
paragrafos seguintes, descreveremos, de forma sucinta, alguns resultados ja
estabelecidos para bilhares nesse tipo de superficie.

S. V. Bolotin [6] foi um dos pioneiros em estudos dessa natureza. Em 1992,
ele publicou um resultado classificando os bilhares integraveis sobre superficies
de curvatura constante. Em linhas gerais, Bolotin provou que ou bilhar admite
uma integral que é um polinomio quadratico na velocidade ou o bilhar admite
uma integral de grau 4. Em qualquer um dos casos, ele exibe qual deve ser a
estrutura do bordo da regiao considerada.

Um pouco mais tarde, B. Jovanovic [18] estudou, por meio do método de
Kozlov, como obter sistemas integraveis a partir de perturbacoes de sistemas
integraveis ja conhecidos. Em especial, aplicou essa técnica para bilhares de-
finidos no interior de quadricas em S? e H? e cujo o movimento da particula
era influenciado por um campo de forgas conservativo.

No inicio de 1999, B. Gutkin, U. Smilansky e E. Gutkin [15] apresentaram



uma ampla classe de mesas de bilhares sobre S? e H? que possuem expoente de
Lyapunov positivo. Nesse mesmo artigo, também sao estabelecidas condig¢oes
suficientes para garantir a hiperbolicidade de dinamicas de bilhares sobre esses
dois modelos de superficies de curvatura constante. No ano seguinte, B. Gutkin
[14] estende esses resultados para bilhares em que a particula estd sujeita a a¢ao
de um campo magnético homogeéneo, estacionério e perpendicular as superficies
consideradas.

G. Popov e P. Topalov [22] mostraram, em 2008, que qualquer mesa de
bilhar integravel sobre S? ou H? é geodesicamente equivalente (no sentido de ter
as mesmas trajetorias de bilhar) a uma mesa de bilhar dentro de um elipsdide,
escolhido apropriadamente, no espaco euclidiano.

Em 2013, M. Bialy [3] provou que o tnico bilhar convexo sem pontos con-
jugados sobre o hemisfério superior S% ou sobre H? ¢ o bilhar circular. Como
consequencia desse resultado, ele estabeleceu que se uma aplicacao bilhar so-
bre uma curva vy contida em S% ou H? for totalmente integravel, entao 7y ¢,
certamente, um circulo geodésico.

Orbitas periédicas também sao objetos naturais de estudo dentro da teo-
ria de Sistemas Dinamicos. Em particular, para bilhares sobre superficies de
curvatura constante, V. Blumen, K. Y. Kim, J. Nance e V. Zharnitsky [5] pro-
varam que, em S? e H?, para bilhares com bordo geodesicamente estritamente
convexo, o conjunto das orbitas 3-periédicas tem medida nula.

Recentemente, S. Pinto-de-Carvalho e L. Coutinho dos Santos ([9], [10])
fizeram o estudo do problema do bilhar em ovais no hemisfério superior S2
e no plano hiperbdlico H? estabelecendo, para esses dois casos, propriedades
similares as propriedades ja estabelecidas para o caso planar. Nesse trabalho,
os autores mostraram, dentre outras afirmacoes, que a aplicacao de bilhar
nessas superficies é um difeomorfismo conservativo do tipo twist. Além disso,
confirmaram a existéncia de um numero finito de érbitas de periodo n, todas
nao degeneradas em um aberto denso dos bilhares C'*°, com pelo menos uma
de tais d6rbitas sendo hiperbdlica.

Contribuiremos com toda a teoria ja desenvolvida para bilhares em su-

perficies de curvatura constante, estabelecendo duas importantes propriedades



genéricas para bilhares convexos em H?. Para descrever o que faremos, faz-se
necessario fixarmos, previamente, algumas notagoes, definigdes e convencgoes.

Ao longo desse texto, I' sempre representara uma curva fechada, simples,
com curvatura geodésica estritamente positiva, de classe C*> e que engloba
um dominio estritamente geodesicamente convexo @ C H2. Além disso, sera
encarada como imagem de uma aplicagao f € CZ 4 (T,H?), onde T = R/|T|Z
e |I'| é o comprimento de I'.

Um n-poligono em @) com vértices Py, ..., P, em I' = 0Q) serd uma curva fe-
chada ~ formada por um numero finito de segmentos geodésicos ;,
1 =1,...,n, em que 7; é a Unica geodésica minimizante ligando os pontos
P,e P,y del'e P,,;y = P,. Os pontos Py, ..., P, serao chamados de pontos
de reflexao de I'.  Em especial, se os vetores tangentes a ~v; e v;41 em P4
formarem angulos agudos iguais com o vetor tangente P, al'em Py, entao
iremos dizer que o n-poligono é uma trajetoéria de bilhar n-peridédica em I'.

Precisamos, também, estabelecer a nocao de defeito de uma trajetéria n-
periddica de bilhar sobre I'. Suponhamos que ela nao possua nenhum angulo de
reflexao que seja reto. Definimos como defeito da trajetoria, a diferenca entre
a quantidade de segmentos geodésicos distintos e a quantidade de pontos de
reflexao distintos dela. A figura dada a seguir exibe um exemplo de trajetéria

6-periodica de bilhar que possui defeito um.

Figura 1: Exemplo de uma trajetoria 6-periddica de bilhar com defeito um.

Se caso ela possuir pelo menos um angulo de reflexao reto (e, portanto, exa-
tamente dois), entdo o seu defeito serd dado pela diferenga entre a quantidade

de segmentos geodésicos distintos, acrescido de uma unidade, e a quantidade



de pontos de reflexao distintos dela.
De posse dessas preliminares, enunciamos o primeiro resultado que foi esta-
belecido nessa tese de doutorado: a propriedade do defeito zero para bilhares

convexos sobre HZ2.

Propriedade 1: Sejam T = R/|'|Z e A o conjunto de todas as
aplicagoes f € O (T, H?) tais que toda trajetéria de bilhar n-
periddica em I' = f(T) tem defeito zero. Entao, A possui um

subconjunto residual de C> , (T, H?).
emb

Além disso, a mesma argumentacao empregada na propriedade do defeito
zero foi adaptada e a seguinte qualidade adicional também pode ser estabele-

cida para ele:

Propriedade 2: Seja B o conjunto de todas as aplicagoes
f e b (T,H?) tais que, quaisquer duas trajetérias de bilhar
n-periddicas em I' = f (T) nao possuem pontos de reflexdo em co-

mum. Entao, B possui um subconjunto residual de gornb (T, H?);

As propriedades 1 e 2 ja foram estudadas por L. Stojanov [26] para o pro-
blema do bilhar no R™. A técnica utilizada por ele baseia-se na construcao de
poligonais n-periddicas com pontos de reflexao em f (X), f € Ogomb (X,R"),
com X sendo uma subvariedade (n - 1)-dimensional e de classe C*° de R™.
Para cada poligonal construida, sempre é possivel exibir uma funcao sobreje-
tora w que descreve a maneira, segundo a qual, a poligonal passa pelos seus
pontos de reflexao. Combinando esse método com argumentos do Teorema da
transversalidade de Thom, L. Stojanov consegue validar seu resultado. Perce-
bemos que, no final da década de 80, esse autor explorou bastante essa técnica,
conforme nos mostra os artigos [27], [28] e [29].

Passados por volta de 30 anos, P. Zhang [31] retoma essa abordagem e
apresenta, como um de seus resultados, uma versao das propriedades 1 e 2 de

L. Stojanov para a esfera convexa S?.



Assim como fez P. Zhang [31], pretendemos apresentar e demonstrar, nessa
tese de doutorado, as propriedade 1 e 2 mencionadas anteriormente para bi-
lhares convexos em H2. Novamente, todas as ideias e técnicas que, aqui, serdao
utilizadas baseiam-se em adaptagoes das técnicas presentes nos artigos [27],
[28] e [29], todos publicados, conjuntamente, por Stojanov e Petkov, e, em
especial, nos artigos [26] e [31] publicados, respectivamente, por L. Stojanov e
P. Zhang, e que trabalham exclusivamente com o tema em questao.

A tese esta organizada em trés capitulos. No primeiro, intitulado “A Geo-
metria do Plano Hiperbdlico”, apresentamos o modelo da folha superior do hi-
perboldide x3 —x? —x3 = 1 para o plano hiperbdlico, destacando as geodésicas,
a métrica e as isometrias presentes nesse espago.

No segundo capitulo, “O Bilhar no Plano Hiperbdlico”, retomamos todo
o estudo realizado em [9] focando, em particular, nas versoes anédlogas aos
resultados classicos para o problema do bilhar no plano euclidiano.

No tltimo capitulo, intitulado “Resultados Principais”, iniciamos a apre-
sentacao com a definicao e propriedades de n-poligonos em H2. Trabalha-
mos em um subconjunto @ de H? com caracteristicas apropriadas, a saber, as
regioes que denominamos de estritamente geodesicamente convexas. De posse
das preliminares necessarias, utilizamos a teoria de 1-jatos em conjunto com
o Teorema da Transversalidade de Thom, para demonstrarmos os seguintes
resultados:

Teorema A. Seja A o conjunto de todas as fungoes f € Czomb (T, H?) tais que
['= f(T) é uma curva simples, fechada, com curvatura geodésica estritamente
positiva, bordo de um dominio geodesicamente estritamente convero (Q C H?
e ainda que toda trajetoria n-periddica de bilhar em I' = f(T) tenha defeito

zero. Entdo, A contém um subconjunto residual de Czomb (T, H?).

Teorema B. Seja B o conjunto de todas as fungoes f € Czomb (T, H?) tais que
['= f(T) é uma curva simples, fechada, com curvatura geodésica estritamente
positiva, bordo de um dominio Q C H? geodesicamente estritamente convezo.

Suponhamos ainda que, fixado n, duas trajetorias n-periddicas de bilhar em T’

10



nao possuam pontos de reflexao em comum. FEntao, B contém um subconjunto

residual de C>_, (T, H?).
emb

A abordagem adotada nesse trabalho difere das abordagens apresentadas
em [9] e [10], uma vez que eles consideram, exclusivamente, variacoes da curva
[’ por perturbacées normais. Superficialmente falando, para o Teorema A,
selecionamos ¢ pontos distintos em H? e fixamos um padrao w de ligé-los
por segmentos geodésicos. Encarando as curvas como imagens de aplicacoes
fe Cgomb (T,H?) e com o auxilio da teoria 1-multijatos, consideramos per-
turbacoes da curva I' que fixam os ¢ pontos distintos escolhidos e uma direcao
tangente em cada um deles. Usando argumentos de transversalidade, mostra-
mos que, para n > t, é muito raro conseguir uma curva I' = f(T) tal que
Yu(1)s - - - » Yu(n) SA0 08 sucessivos pontos de reflexao de uma trajetoria de bilhar
n-periodica. Ja a prova do Teorema B utiliza ligeiras adaptacoes de parte da
argumentacao ja desenvolvida no primeiro resultado.

Por fim, apresentamos as consideragoes finais desse estudo, a proposicao de

novas pesquisas nesse eixo e as referéncias bibliograficas utilizadas.
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Capitulo 1

A Geometria do Plano

Hiperbdlico

O objetivo central desse capitulo é descrever um modelo de geometria para
o plano hiperbdlico. Comecamos introduzindo um novo produto interno no
espaco vetorial R?, que denominaremos de produto interno Lorentziano. Ele
traz um novo conceito de norma, onde é permitido um comprimento imaginario
para os vetores. O R? com essa estutura serd denominado espaco de Minkowski
e serd denotado por R%2. Nesse contexto, o plano hiperbdlico H? seré definido
como a esfera unitdria de raio imagindrio de RY2. Geometricamente falando,
H? pode ser identificado com a folha superior do hiperboléide de duas folhas
3 — 22 — 3 = 1. Em particular, por meio dessa identificacao, ¢ possivel
verificarmos que as geodésicas do plano hiperbdlico sao intersecoes dessa folha

com planos que passam pela origem. As definigoes e os resultados que, aqui

apresentaremos, estao baseados nas referéncias [20], [25] e [30].

1.1 O Plano Hiperbdlico

Consideremos o espaco vetorial R* munido com a forma quadratica

2
q <leUz> = —12 + 27 + 13 (1.1)
=0
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1.1 O Plano Hiperbdélico

para alguma base ortonormal U = {Ug, Uy, Uy} desse espago. Observemos
que, nessa situacao, temos q (U;) = ¢;, com ¢y = —1, e; = e3 = 1. Dessa

forma, podemos reescrever a expressao anterior da seguinte maneira:

2 2
q (Z ini> = foei
i=0 i=0

Se denotarmos por X1 = ( T1 T T3 >, entao a igualdade anterior pode

ser traduzida, matricialmente, por:

2 100
q(inUi):XT 0 10 |X=X"JX
=0
0 00

Definicao 1. Denominamos de espaco de Minkowski tridimensional, denotado

por RY2 ou M3, o espago vetorial R® munido com a forma quadrdtica (1.1).

O produto interno associado a essa forma quadratica é dado por

pXY) =5 lg(X+Y)—q(X)—q(Y)], (1.2)

N | —

2

2

onde X = E z;U; e Y = E y;U;. Em termos das componentes desses
i=0 i=0

vetores, podemos escrever a expressao (1.2) como

p(X,Y) = —xoyo + 2191 + T2y,

ou ainda, matricialmente, por

p(X,Y)=X"JY

13



1.1 O Plano Hiperbdélico

Notemos que, apesar dessa forma bilinear ser simétrica e nao-degenerada,
ela nao é positiva-definida. Ela é conhecida na literatura como produto interno

Lorentziano. Além disso, observemos que ¢(X) = p (X, X), V X € R}2,

Definicao 2. Seja X € R®. A norma Lorentziana desse vetor serd definida

por

X[l = vp (X, X)

E fécil percebermos que ||X|| é positiva ou nula ou tem parte imaginaria
positiva. Além disso, se denotarmos por X = (x1,z;) € R?, entdo ||X|?> =
|X|? — 22, em que |- | denota a norma euclidiana de um vetor no espago
bidimensional. De uma forma geral, dados X, Y € R!"? e o produto interno

euclidiano (-,-) em R?, temos:

p(X,Y) = (X,Y) — zoyo

Notemos que o conjunto de vetores de RY? cuja a norma ¢é nula é, exata-
mente, o cone x2 = x? + z2, chamado de cone de luz. Consoante com esse fato,
observamos que o espaco RY? fica decomposto em trés regices. Os vetores de

cada uma dessas regioes podem ser classificados da seguinte maneira:
1. X é do tipo luz se ||X]|| = 0;
2. X ¢ do tipo espago se || X|| > 0;
3. X é do tipo tempo se || X|| é um nimero imagindrio.

Em particular, para as classifica¢oes (1) e (3), dizemos que X é positivo (res-

pectivamente, negativo) se xo > 0 (respectivamente, zq < 0).

Definicao 3. Chamaremos de plano hiperbélico e denotaremos por H?, o con-

junto de todos os vetores X € RY? tais que
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1.1 O Plano Hiperbdélico

gX)=—=1 com x>0, (1.3)

isto €, o conjunto de vetores positivos do tipo tempo com norma imagindria i,

ou ainda, a esfera unitdria de raio imagindrio de R%2.

2
Escrevendo X = E x;U;, observamos que a condi¢ao (1.3) pode ser rees-

) i=0
crita como

o = /1 + 22 + 23,

ou seja, a folha superior do hiperboléide de duas folhas a3 — 2% — 23 = 1.
Procedendo de forma andloga ao que foi feito anteriormente, podemos definir
o espaco hiperbélico n-dimensional H® C RY". Em particular, escreveremos

H' = H?> N R,

X

Xy

Figura 1.1: Um modelo para o plano hiperbdlico.
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1.2 Nocoes preliminares sobre distancias em H?

Definicao 4. As H - retas do plano hiperbdlico sao as intersecoes nao-vazias

de H? com subespacos vetoriais bidimensionais de RY2.

Figura 1.2: Exemplos de H-retas em H?.

Uma importante H - reta de H? é H!. Assim como ocorre na Geometria
Euclidiana Plana, dados dois pontos distintos A, B € H?, existe uma tnica H
- reta que passa por eles. Essa reta é obtida interceptando H? com o plano que
passa pelos pontos A, B e O, em que O indica a origem de RY2. Entendemos
como H-segmento de extremos A e B, a por¢ao da hipérbole compreendida
entre esses pontos. Por fim, observamos que cada H-reta separa o plano hi-
perbdlico em dois H-semiplanos. Além disso, duas H-retas distintas possuem
um ou nenhum ponto em comum. Esse resultado é o analogo do axioma das

paralelas.

1.2 Nocgoes preliminares sobre distancias em
H2

Nessa secao, definiremos a maneira segundo a qual mediremos as distancias
no plano hiperbdlico. De forma superficial, veremos que a nocao de distancia
em H? é similar a nocao de comprimento de curvas em R3. Pensaremos em
uma curva C' nesse espaco como uma curva dentro de RY2. Assim como ocorre
no caso euclidiano, o comprimento de um trecho dessa curva entre os pontos A
e B sera definido como o limite (caso exista) dos comprimentos das poligonais

inscritas nesse arco da curva. Em particular, obteremos a funcao comprimento
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1.2 Nocoes preliminares sobre distancias em H?

de arco para H!. Essa nocao preliminar de distancia serd de suma importancia
para identificarmos como serd computada as distancias em H? nas préximas

secoes.

Definicao 5. Sejam A e B dois pontos distintos de H?. A distancia entre

eles, denotada por g(A,B), € definida da sequinte maneira:

A B li ;i —P 1.4
(A B) = i > \/ ) (14)

em que P = {A =Py,...,P, =B} é uma particio do H - segmento de extre-
mos A e B, | P|| = maz 1<j<n {de (P;,P;_1)} edc (P, P;_1) indica a distancia

euclidiana entre esses dois pontos.

Mostraremos, mais adiante, que a expressao anterior esta bem definida, isto
¢, P; —P;_; é sempre um vetor do tipo espago. Fixaremos, a partir de agora,
a base ortonormal U = {Uy, Uy, Uy} de R3, com Uy = (0,0,1), U; = (1,0,0)
e Uy = (0,1,0).

Seja AB um H-segmento de H!' de extremos A e B, digamos,
A = agUg+ a1U; e B = Uy + b1 Uy, com a; < b;. Uma parametrizacao
natural para AB é dada por F(t) = V1I+t2Uy+t Uy, ap <t <by. Logo,

g(A,B) /“ e + 1 dt = arcsinh(b;) — arcsinh(ay)

Se tomarmos A = Uy como ponto de referéncia, observamos que a funcao
comprimento de arco é dada por ¢(t) = arcsinh(t), isto é, ¢ = sinh g. Isso nos

mostra que a parametrizacao pelo comprimento de arco de H! ¢ dada por

F(g) = cosh(g) Uy +sinh(g) Uj, com —o00<g< o0 (1.5)
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1.3 Aplicagoes ortogonais

1.3 Aplicacoes ortogonais

Nessa se¢ao, definiremos as aplicagoes ortogonais no espago de Minkowski.
Veremos que, assim como no caso euclidiano, tais aplicagoes formam um grupo
em relagao a operacao de composicao. Em especial, focaremos nossa atencao
nas aplicacoes ortogonais que preservam HZ, isto é, que aplicam pontos desse
espaco sobre ele mesmo. Restringindo essas aplicagoes ao plano hiperbdlico,

veremos que as mesmas preservam distancias e, portanto, sao isometrias.

Definicao 6. Uma aplicacdo linear T : RY? — RY2 ¢ denominada ortogonal

(em relagao a forma quadrdtica q) se

q(T(X)) = q(X), V X € R, (1.6)
1sto €, se T preserva a forma quadrdtica q.

Observemos que, em relacao a composicao de aplicagoes, as aplicagoes or-
togonais formam um grupo, denominado grupo ortogonal e representado por
2

O(R'?). Notemos que, para cada vetor X = Z 2;U; de RY2, podemos consi-

i=0
derar a matriz coluna

X]=| =

X2

que o representa em relagao a base U = {Uy, Uy, Us}. Além disso, para cada
aplicacao linear T : R%? — RY2, existe uma tinica matriz A que a representa,

em relacao a base U e tal que a equagao matricial

A[X] = [T(X)], ¢é verdadeira para cada X € R"2.
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1.3 Aplicagoes ortogonais

Lembrando que ¢(X) = p(X, X), segue que T é ortogonal se, e somente se,

p(T(X), T(Y)) =p(X,Y), VX, Y € R"?

Essa ultima igualdade pode ser expressa em termos matriciais da seguinte

maneira:

AT JA =,

em que o simbolo AT denota a matriz transposta de A.

Além disso, da equacao anterior, podemos notar que, se 7' é uma aplicacao
ortogonal, entao det A = =+1, isto é, todas as aplicagoes ortogonais sao in-
vertiveis. Em particular, o conjunto de aplicacoes ortogonais tais que det A = 1
forma um subgrupo de O(R"?) de indice 2, denominado subgrupo ortogonal
especial.

Consideremos T' € O(RY?) e suponhamos que X € H2. Dalf,

Isso nos mostra que T(X) ou —T'(X) estao em H? (pelo menos um dos dois
possui primeira coordenada positiva). Assim, as aplicagoes lineares T' que
aplicam H? sobre ele mesmo formam um outro subgrupo de indice 2, chamado
de G(R"?). Tomemos, entao, T € G(R"?). Como T aplica cada subespago
vetorial bidimensional de R sobre outro, podemos concluir, via [25] p.446,
que T aplica geodésicas de H? em geodésicas desse mesmo espaco. Por fim,

sejam A, B € H2. Usando nossa definicao de distancia, podemos escrever:
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1.4 Métrica em H?

Assim, observamos que a restricio de uma aplicacio T € G(RY?) a H?

preserva distancias e, portanto, ¢ uma H-isometria.

1.4 Métrica em H?

Na secao 1.2, apresentamos de uma maneira informal uma expressao para
calcular distancias em H2. Vimos que, a partir dessa definicao, é possivel
parametrizarmos H' pelo comprimento de arco. O objetivo central dessa secao
é mostrar que a expressao dada em (1.4) estd bem definida e que o célculo
de distancias em H? pode ser reduzido ao calculo de distancias em H!, via
alguma isometria interessante. Para isso, identificaremos, inicialmente, qual
é a estrutura matricial de uma aplicacao ortogonal em RY!. Baseando-nos
nessa estrutura e estendendo as ideias para R!Y2, tomaremos dois subgrupos
de G(R™?): um deles fixando H' e outro fixando Uy. Assim, veremos que o
primeiro deles estd associado as translacoes em H!, enquanto o segundo estéd
associado com rotagoes em torno do eixo xy. Por fim, estabeleceremos uma
parametrizacao para H?, uma férmula para calcular a distancia entre seus

pontos e a forma segundo a qual mediremos angulos.

Consideremos uma aplicagao T' € O(R"!). Suponhamos que A = (a;;),,
para alguma base U = {U,,U;} de R, Da condigao de ortogonalidade
ATJA = J e do fato que J? = I, segue que JATJ = A~!. Pode-se mostrar

que (ver [30], p.139):
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1.4 Métrica em H?

ecoshs fsinhs

esinhs fcoshs

em que e = +1 e f =+1, com e, f e s determinados unicamente por 7. Em
particular, podemos notar que 7' € G(RY!), isto é, T aplica H' em si mesmo
se, e somente se, e = 1. De forma andloga, se T € O(E?), isto é, se T' é uma

aplicagao ortogonal do espago euclidiano bidimensional, entao

cos@ —hsinf

sinf hcosf

em que h = +1.
Consideremos, agora, G; o subgrupo de G(R"?) tal que T'(H') = H'. Dessa

forma, se denotarmos, novamente, por A = (a;;) entao az; = azy = 0,

3x3)
conforme mostrado em [30], p.142. Dessa forma, se T € Gy, entao T fixa
RY! (que é o subespago bidimensional que contém H'). Ainda segundo [30],
usando a condigao JATJ = A~! (em relagao a forma quadrética ¢), podemos
observar também que a3 = a3 = 0. Assim, vemos que T preserva o subespaco
vetorial gerado por U,. Restringindo T a RY!, notamos que essa aplicacao atua

como um elemento de G(R"1!), isto é, G| ¢ o conjunto formado por todas as

aplicagoes da forma

coshs fsinhs 0
A= sinhs fsinhs 0 ; (1.7)
0 0 +f

em que f = £1, para algum s € R.

De forma andloga, se denotarmos por Gy o subgrupo de G(RY?) que fixa
o subespago gerado por Uy, entao 7' € G também fixa o subespago gerado
por U; e U,. Assim, esse subespago com a restricao da forma quadratica

q(r1uy + Toug) = 22 + 23 a ele 6 um plano euclidiano. Logo, T restrita a esse
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1.4 Métrica em H?

subespago é uma aplicagao ortogonal de um espaco euclidiano bidimensional

que fixa o eixo xg e, portanto, s6 pode ser representada por

1 0 0
T]=1 0 cosf —hsinf |, com h==+1 (1.8)
0 sinf hcosf

Definicao 7. As aplicagées lineares ortogonais (1.7) e (1.8) quando f = h =1
sao denominadas H - translacao por s ao longo de H' e H - rotagdo por 6 ao

redor de xy e serao denotadas, nessa ordem, por L, e Ry.

Para justificar a definicdo anterior, tomemos a parametrizacao (1.5) pelo
comprimento de arco g de H! e defina a aplicacao X ~1(g,0) = Ry(F(g)), isto

€,

X(g,0) = (coshg) Ug + (sinhgcosf) U + (sinh gsinf) U,

Ela é uma parametrizagao (em coordenadas polares hiperbélicas) para H?
e o torna uma superficie riemanniana de R%? com primeira forma fundamental

dada por

q(V) =a® +b*sinh’g, em que V = an_l +bX,! (1.9)

Além disso, podemos observar que Ly(X'(g,0)) = X~ '(g + s,0) representa
uma translacao de s unidades ao longo de H' e Ry(X (g, 9)) = X (g,0 + ¢)
uma rotacao de 6 ao redor do eixo xg.

Mostraremos, agora, que todos os calculos envolvendo distancias e angulos
em H? podem ser realizados sobre H'. Em particular, todo ponto de H? pode
ser movido, via alguma isometria desse espago, para o ponto Uy = (1,0,0).

De fato, se (g,0) sao as coordenadas polares hiperbdlicas de um ponto A,
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1.4 Métrica em H?

entao, L_4R_y ¢ a isometria procurada que associa A a Uj. Além disso, dado
qualquer outro ponto B € H?, podemos aplicar a rotagao apropriada R_, (que
fixa o eixo xg) e assumir que B = X ~!(r,0), para algum r > 0.

Dessa forma, na definigao (1.4), a menos de uma isometria, podemos supor

que P; 1 = X71(0,0) e P; = X '(r,0), com r > 0. Logo,

q(PJ o ijl) = q<X71(71’ O) - Xﬁl(oa O))
= ¢(coshr — 1,sinhr,0)

= —(coshr —1)* 4+ sinh®r = —2(1 — coshr) > 0,

ou seja, a expressao da distancia estda bem definida. Além disso, temos:

Teorema 1. Sejam A,B € H2. Entdo, a H-distancia entre eles é dada por

g(A,B) = argcosh (—p(A, B))

Demonstracao. De fato, podemos supor novamente que, a menos de uma iso-

metria, A = X1(0,0) e B= X"1(g,0), com g > 0. Como
p <X71(070)7X71(g70)> = _COShgu
segue que g = arg cosh (—p(A,B)), o que mostra o resultado. O]

A seguir, definiremos a maneira de medir angulos em H2. De acordo com
essa definicao, observamos que ela depende, exclusivamente, do produto in-
terno Lorentziano p, o qual é invariante por isometrias de H?. Portanto, a boa
definicao desse conceito, baseia-se, novamente, no fato que qualquer elemento
de G (R'?) preserva medidas de angulos, justamente por preservar medidas de

distancias nesse espaco.
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1.4 Métrica em H?

Definicao 8. Definimos o H - dangulo, denotado por £ BAC, como sendo
1@ U 1@, em que os segmentos de geodésicas determinados pelos pares A
e B e A e C sdo diferentes. A sua medida, denotada por m (£ BAC), é
definida como se seque: sejam V e W vetores em RY2 tangentes a AB e AC,

— -

respectivamente, em A tais que q(V') = q(W) = 1. Entao,

m (£ BAC) = arccos p(V, W)

Conforme ja foi mencionado, para verificarmos que a definicao anterior é
precisa, assumiremos que A = X 1(0,0). Dessa forma, o plano tangente & H?>
nesse ponto é o = 1, que é um plano euclidiano pois a forma quadratica ¢
restrita a ele é dada por q(z1ug + Zouz) = 23 + 3. Dessa forma, m (£ BAC)
é, portanto, a mesma medida euclidiana de angulos.

Por fim, apresentamos o resultado (ver [30], [20]):

Teorema 2. Sejam A e B dois pontos distintos de H?. Denotemos por [A, B]

o plano gerado pelos vetores A e B. Sao equivalentes:

(a) A dnica geodésica vy que passa pelos pontos A e B € dada por

v =[A,B]NH.

(b) A dnica geodésicay que parte de A na dire¢ao de U =

sinh g(A, B)
passa por B e é dada por

v(t) = A cosht + v'sinht, t € R.

Demonstragao. Suponhamos que a condigao (a) seja verdadeira e construamos

0 vetor unitario
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1.4 Métrica em H?

1
i=—————[B A B)A].
U= b g(A,B) (BT PABIA]
Como p(A,7) = 0 e A é um vetor normal a H? nesse ponto, segue que
¥ € TaAH? Dessa forma, v = [A,B]|NH? = [A, 9] N H2. Logo, a menos de
uma isometria, podemos supor que A = (1,0,0) e B = (cosh g, sinh g, 0), para

g = g(A,B). Portanto, uma parametrizagao para y é

v(t) = cosh(t) Ug + sinh(t) Uy, t € R,

com A =U, = (1,0,0) e U; = (0,1,0) e isso demonstra que (a) = (b).
Suponhamos, agora, que a condigao (b) seja verdadeira. E f4cil perceber-
mos que v(0) = A, v(9(A,B)) =B e p(y(t),~(t)) = =1, V¢t € R. Além disso,
¥ é um versor do vetor proj, B. Como, a menos de uma isometria, [A, B] NH?
pode ser parametrizada por y(t) = cosh(t) Ug + sinh(t) Uy, t € R, segue que
v = [A,B]NH?. Portanto, estd demonstrado que (b) = (a). O
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Capitulo 2

O Bilhar no Plano Hiperbdlico

Nesse capitulo, apresentaremos a definicao da aplicacao bilhar em uma
regiao apropriada (Q C H?2, a saber, uma regiao estritamente geodesicamente
convexa. Mostraremos, conforme ja foi estudado por S. Pinto-de-Carvalho e
L. Coutinho dos Santos [10], que a aplica¢ao bilhar em @) possui propriedades
analogas as propriedades da aplicacao bilhar no plano euclidiano, a saber,
ela é um difeomorfismo twist que preserva a medida de area e cuja classe de

diferenciabilidade é, pelo menos, C*.

2.1 Conceitos iniciais

Seja RY? o espaco tridimensional de Minkowski munido com o produto
interno Lorentziano p = p(X,Y) definido em (1.2). Consideraremos o modelo
da folha superior do hiperboldide de duas folhas 22 —2? — 23 = 1, x5 > 0, com
a métrica dada pela funcao distancia g = g(A, B) estabelecida no Teorema (1).
Guardaremos a notacao (-, -) quando estivermos trabalhando com a restrigao

de p ao espaco tangente de H?, isto é, para cada X € H?2, escreveremos
(U1, Ua)x = p(Uh, V), ¥ 01,0 € TxH>.

Quando nao houver chance de confusao, omitiremos o ponto X na notacgao

<Il717 UZ)X
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2.1 Conceitos iniciais

Uma regiao (Q C H? serd denominada de estritamente geodesicamente con-
vexa se ela for um dominio compacto, simplesmente conexo e tal que, para
quaisquer pares de pontos nela, a geodésica minimizante que os liga esta intei-
ramente contida 1a. Além disso, exceto para os pontos extremos, a geodésica
estd inteiramente contido no interior de Q).

Seja I' uma curva contida em H?, de classe CY, ¢ > 2, fechada, sim-
ples, orientada positivamente e com curvatura geodésica estritamente positiva
(k > 0). Denotemos por L o comprimento total da curva I". Suponhamos
que I esteja parametrizada pelo comprimento de arco s, isto é, |[|[IV(s)|| = 1,
Vse(0,L).

Para compreendermos o que é a aplicacao do bilhar sobre o plano hi-

perbdlico H?, tomaremos como ponto de partida o seguinte problema:

Suponhamos que uma particula se mova dentro da curva I, se-
guindo trajetérias geodésicas com velocidade constante e igual a
um e sofrendo reflexoes elasticas quando a mesma choca-se com
o bordo I'. Se é dado um ponto de impacto e a direcao de saida
desse ponto, como podemos prever e compreender a dinamica do

movimento dessa particula no interior dessa curva?

Descreveremos a seguir como podemos traduzir esse problema para a lin-
guagem matematica. Seja Q C H? uma regido estritamente geodesicamente
convexa tal que I' = 9Q. Consideremos um ponto X; € I' e uma direcao
7, € Tx,H? que aponta para o interior de . Assim, existe uma tinica geodésica
v que passa por X; e tem vetor tangente, em X, igual a v;. Como I' = 0Q)
é uma curva fechada, segue que a geodésica v devera interceptar novamente
esse conjunto em um novo ponto que denominaremos de X,. Seja v 0 vetor
obtido pela reflexao do vetor tangente a v em Xy, em relacao ao vetor tangente
al’ nesse mesmo ponto. Definiremos a trajetéria da particula apds a reflexao
como sendo a geodésica que parte de Xy e tem vetor tangente, em X, igual a

—

V2.
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Coloquemos 0 < ¥; < 7 o angulo entre o vetor tangente a I' em X; e o vetor
U7 e denotemos por 0 < ¥y < 7 o angulo entre o vetor tangente a I' em X5 e o
vetor tangente a geodésica v, em Xy. Os nimeros s; e 1 sao, respectivamente,
o ponto e angulo de saida, enquanto 1, ¢ o angulo de batida ou de incidéncia.
Por construcgao, 1y também é o angulo entre o vetor tangente a I' em X, e
o vetor ¥y, ja descrito anteriormente. Esse ultimo angulo é conhecido como
angulo de reflexao.

Até o final desta secao, a curva I" estd parametrizada pelo comprimento de
arco s. Além disso, por simplicidade, escreveremos s ao invés de I'(s), para
cada ponto I'(s) € I.

Consideremos dados s; € T' e ¢y € (0,7). Assim, podemos definir a

aplicacao

F:I'x(0,7r) — T x(0,m)
(51,%1) = (s2,1)

(2.1)

que modela o problema do bilhar. O cilindro M =T x (0,7) é denominado

espago de fase do bilhar.

Figura 2.1: O problema do bilhar.

Por fim, observamos que a particula descreve uma trajetéria poligonal que
é formada por segmentos geodésicos. Nesse contexto, dizemos que o conjunto
{(s1,v1), (s2,%2),...,(s;,%j), ...} representa uma Orbita (para frente) do bi-
lhar se (s;,v;) = F(sj_1,%;-1), Vi € {2,3,...}. A poligonal na mesa do bilhar

cujos vértices s@o os pontos I'(s;) é denominada trajetéria do bilhar.
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2.2 Bilhares e funcao geradora

Como ja dito no Teorema 1 da secao 1.4, a distancia entre dois pontos

['(s1),[(s2) € H? é dada por

g(s1,52) = argcosh (—p (I'(s1),['(s2)))

O teorema dado a seguir mostra que a fungao distancia g = g(s1, s2) satisfaz
a duas condigoes especificas, que caracterizam g como uma funcao geradora

para a aplicagao bilhar F: I' x (0,7) — I" x (0, 7).

Teorema 3. Seja F (s1,11) = (S2,%9) uma aplica¢ao bilhar no cilindro M.

Entao,

0
@_sgl (51,82) = —costpy e a—i (81, 82) = cos g

Demonstracao. Inicialmente, observemos que a derivada da relagao

cosh (g(s1,82)) = —p (' (s1), (s2)) com respeito a varidvel s; nos fornece

—p(I" (1), I (s2))
sinh (g(s1, 52))

(51,82) =

881

Por outro lado, como I'(sy) é o ponto de encontro entre a curva I' e a

geodésica v que parte de I'(s;) em uma certa diregdo unitaria v, segue que

[(sg) = I'(s1) cosh (g(s1, $2)) + ¢ sinh (g(s1, $2))

Logo,
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2.2 Bilhares e funcao geradora

—p (I (s1),T(s1) cosh (g(s1,s2)) + 0 sinh (g(s1,52)))
sinh (g(s1, s2))
—cosh (g(s1,82)) p (I'"(51),I'(s1)) — sinh (g(s1, 52)) p (I"(51), ¥1)

0
8_sgl (31732) =

sinh (g(s1, s2))

Lembrando que cos®; = p(I'(s1),71) e como p(I'(s),['(s)) = -1,
p(L(s),I"(s)) =0, Vs € I', obtemos:

0
8_51 (51,52) = —cos

Para verificarmos a validade da segunda igualdade, procederemos de forma
analoga a que foi descrita anteriormente, com pequenas modificacoes durante
a argumentacao. A derivada da relacao cosh (g(s1,s2)) = —p(I'(s1),T (s2))

com respeito a variavel s; nos fornece

@ (517 82) =

882

—p (' (s1),1" (52))
sinh (g(s1, 52))

Denotemos por us o vetor tangente, em I'(sy), a geodésica vy que parte
de T'(s1) na diregdo de #;. Por construcao, o vetor 7, é a reflexdo do vetor
Uy em torno de I'(sy). Por definicdo, cosiy = p(I'(sz),02). Dessa forma,

cos g = p (I'(sy),Us). Além disso, podemos escrever

['(s1) = ['(s2) cosh (g(s1, $2)) — uz sinh (g(s1, s2))

Portanto,
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2.2 Bilhares e funcao geradora

—p (['(s2) cosh (g(s1, s2)) — uasinh (g(s1,52)) ,T"(s2))
sinh (g(s1, $2))

0
8_592 (31732) =

—cosh (g(s1,82)) p (I'(s2),I"(s2)) + sinh (g(s1, s2)) p (t02, I"(s2))
sinh (g(s1, s2))

= CO0Ss

Assim, o resultado fica demonstrado.

Uma consequéncia imediata do teorema anterior é:

Corolario 4. A aplicagao bilhar F no cilindro M preserva a medida

dp = sinydids.

Demonstracao. Como sao vélidas as igualdades para a funcao g

Jg g
— (81, 89) = — cos e — (81,52) = cos)y,
651( 1, 52) 1 852( 1, 52) ()
segue que dg = — cos1ds; + cosPadss. Tomando a diferencial exterior, con-

cluimos que:

0= ng = siny dyn N\ dsy — siny dipg A dss

Isso nos mostra que a forma simplética sinvy di» A ds é invariante pela

aplicagao JF, o que conclui a prova do resultado. O

Outra consequéncia do teorema anterior é que podemos detectar quando
trés pontos distintos sobre uma curva I' C H? constituem, ou nao, um trecho de

uma trajetéria de bilhar. Essa detecgao faz uso de um funcional W, chamado
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2.2 Bilhares e funcao geradora

de funcional acao. Vale ressaltarmos que existe um resultado analogo a esse
para bilhares no plano. Essa caracterizacao de trechos de poligonais como

trechos de trajetorias de bilhar é conhecida como “Principio de Maupertuis”.

Corolario 5. Sejam I'(sg), I'(s1) e I'(sq) trés pontos distintos sobre uma curva
I =0Q C H?. Suponhamos que ¢y seja o angulo, em Tre, ) H?, entre o vetor
tangente T'(s1) e a direcao tangente a geodésica que liga os pontos T'(sg) e
['(s1), nessa ordem. Suponhamos, também, que vy seja o angulo, em TF(SI)HQ,
entre o vetor tangente I (s1) e a dire¢ao tangente a geodésica que liga os pontos

I'(s1) e I'(sq2), nessa ordem. Consideremos o funcional

W (s1) = g (so,51) + g (s1,52)

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(a) s1 € ponto critico do funcional W

(b) As geodésicas que ligam I'(sg) a I'(s1) e I'(s1) a I'(s2) sao trechos conse-

cutivos de uma trajetoria de bilhar.

Demonstracao. Suponhamos, inicialmente, que s; seja um ponto critico do

funcional W. Uma vez que

dW  0Og dg
— = =—(S0,51) + =— (1,8
dSl 881( 0 1) 051( ! 2)
segue, baseando-nos no teorema anterior, que 0 = i cos Wy —cos . Lem-
S1

brando que 11,19 € (0, ), concluimos que Y1 = 15, ou seja, as geodésicas que
ligam I'(sg) a I'(s1) e I'(s1) a I'(sg) sdo trechos consecutivos de uma trajetéria
de bilhar. De forma andloga, se a condic¢ao (b) for assumida como verdadeira,
podemos reverter, naturalmente, os argumentos apresentados anteriormente.

Portanto, as condigoes (a) e (b) sao equivalentes. O

No que se segue, nosso objetivo é provarmos que a aplicacao do bilhar F

32



2.2 Bilhares e funcao geradora

definida no cilindro M ¢ um difeomorfismo de classe, pelo menos, C! e que
possui a propriedade twist. Para isto, usaremos os argumentos classicos de
funcoes implicitas para uma aplicacao adequada G que definiremos em breve.

Em um dado momento, necessitaremos demonstrar que:

Lema 6. A distancia geodésica g em H? satisfaz a sequinte relacdo:

9%g
882681

) o sin 77/)1 sin 77/)2

(51, 82) = sinh g(s1, s2)

Demonstracao. Baseando-nos na demonstragao do Teorema 3, ja sabemos que

09, pTe). ()
081( 152) sinh (g(s1, s2)) %

Segue dai, que

p (I (1), I (52)) sinh g (s, 85) + p (T (51) . T (52)) cosh g(s1, s2) (@i (o1, 82>)

sinh? g(s1, 52)

—p (L' (s1), 1" (s2)) + cos by cosh g(s1, s2) cos ¢
sinh g(s1, s2)

Vamos denotar por {/, ik} e por {—51,52} as bases ortonormais nos
espacos Tp(sl)IHP e Tp(sz)]HIQ, em que 7 indica o vetor tangente a geodésica,
em T'(s1), que liga os pontos I'(s1) a I'(s2), nessa ordem, e —9; indica o vetor
tangente a geodésica, em ['(sy), que liga os pontos I'(s2) a I'(s1), nessa ordem.

Nessas condigoes, podemos escrever I7(s;) = cosiy ¥ + sinyy vy e
[V(s2) = (— cos ¢2)(—1§1) — sin )y Jy. Os vetores unitarios i e o s30 iguais,
pois sao normais ao plano que deu origem a geodésica minimizante que liga
os pontos I'(s1) e I'(sg). Entao, segue desse fato que p (ﬁg,ﬁg) = 1. Outra
consequéncia é p (ﬁl, 32) =0ep (ﬁg, 51> = 0.
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2.2 Bilhares e funcao geradora

Portanto, p (I (s1),1"(s2)) = cos iy cos g p (ﬁl, 51> — sin ) sin g p (ﬂ}, 52)
Como, a menos de uma transformacao ortogonal, podemos considerar que
['(s1) = (1,0,0), 7, = (0,1,0), T'(sy) = (coshl,sinhl,0) e J; = (sinh{, cosh,0),
para | = g(s1, $2), segue que p <ﬁl, 51) = cosh g(s1, s2).

Assim,

82 (8 S) . sin¢1sin1/12
5’52851g b2l sinh g(s1, $2)

0 que prova O Nosso lema.

Agora, estamos aptos para mostrar que, se [' = 0@ esta parametrizada
pelo comprimento de arco s e é de classe CY9, ¢ > 2, entao a aplicacao bilhar
F definida no cilindro M é um difeomorfismo de classe C?~! que possui a
propriedade twist. Baseando-nos na definicao apresentada por Dias Carneiro,
Ragazzo e Zanata [23], entendemos que a aplicacao F possui a propriedade
twist se, para algum levantamento F : R? — R? F(x,y) = (fi(z,y), f2(z, 1)),

0
tivermos 8_yf1 (z,y) > 0.

Teorema 7. Seja Q C H? uma regido estritamente geodesicamente convexa
tal que I' = 0Q). Suponhamos que I' seja uma curva de classe C?, q > 2,
parametrizada pelo comprimento de arco, fechada, simples, orientada positiva-
mente e com curvatura geodésica estritamente positiva. Se F € uma aplicacao
de bilhar definida no cilindro M, entao F é um difeomorfismo com classe de

diferenciabilidade CT1 e que possui a propriedade twist.

Demonstracao. Inicialmente, vamos definir as varidveis conjugadas p; = cos v},

j € {1,2}. Segue, como uma consequéncia imediata do Teorema 3, que
dg dg
F(s1,91) = (s2,12) se, e somente se, —— (51,82) = —p1 e = (51,52) = pa.

sy 059
Para a verificacao do resultado enunciado, o primeiro passo que devemos dar

é mostrar que a aplicagao sy = so(s1, p1) ¢ diferencidvel e de classe C971.

Consideremos, entao, a aplicacao
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2.2 Bilhares e funcao geradora

G:VixVyx(-1,1) — R

0
(51,82,p1) = G(s1,82,p1) = (s1,52) + p1,

99
881

em que V; e V5 sao vizinhancas coordenadas disjuntas de s; e s9, respectiva-

mente. De acordo com o Lema 6, observamos que % # 0. Dessa forma, pelo
2
teorema das fungoes fmplicitas, s, = so(s1,p;1) ¢ uma fungao de classe C971,
uma vez que S—Sg (s1,52) tem essa classe de diferenciabilidade.
1

Um argumento similar nos mostra que ps = po(sq, S2(S1,p1)) também é
uma funcao de classe C9!. Para concluirmos a prova, devemos checar que a
aplicagao bilhar F é bijetora.

Notemos que, em um problema de bilhar, sempre é possivel revertermos
a trajetéria de uma particula em (), com pontos de reflexao consecutivos em
[(s1) e ['(s3). De fato, se em I'(sy) tomarmos a direcao de saida m — 15, entao
obteremos, via a aplicagao do bilhar, que F(s2, m — 1) = (s1,%1), ou seja, com
a direcdo especificada anteriormente, o ponto de reflexdo subsequente a I'(s2)
é F(Sl).

Formalmente, a maneira mais adequada para descrevermos essa reversibi-
lidade é usarmos a aplicagao involugao Z : M — M. Ela é definida por

Z(s,%) = (s,m — ). Inicialmente, observamos que Z o Z é a aplicagao identi-

dade de M. Além disso,

(ZoFoI)(sy,h2) = (s51,m—11),

Portanto, se F~! denota a aplicacao inversa de F, entdo faz sentido de-
finirmos F~!(s9,19) = (Zo F o) (s9,%5). Assim, F~! também é de classe
(971, 0 que nos garante que F é um difeomorfismo de classe C77 1.

Por fim, para demonstrarmos que F tem a propriedade twist, basta checar-

0 . .
mos que ——so(sy,11) > 0. Para isto, lembremo-nos que a relagdo

P

—9(s1,82) = —cost; define, implicitamente, sy como funcao de s; e ;.

351
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2.2 Bilhares e funcao geradora

Logo, tomando a derivada, em ambos os membros dessa ultima igualdade, em

relacao a variavel 1), temos:

82

a .
mg(sb S9) - =——52(81,%1) = sinyy >0

oA

Combinando esse ultimo calculo com o resultado do Lema 6, obtemos a

propriedade twist para a aplicacao F.
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Capitulo 3

Resultados Principais

O objetivo central desse capitulo é apresentarmos as demonstragoes dos
resultados principais desta tese de doutorado. Para isso, faz-se necessario
apresentarmos, inicialmente, algumas definicoes sobre n-poligonos em H?2. Ve-
remos que, associado a um n-poligono, sempre existe uma fungao sobrejetora
w que descreve a maneira segundo a qual ele (o poligono) passa pelos seus
vértices. Usando argumentos de transversalidade, mostraremos que, fixada
uma aplicagao padrao w, ser uma trajetéria n-periédica de bilhar com defeito
positivo é um caso raro de se ocorrer. Desse argumento, concluiremos a de-
monstragao do nosso resultado. Com ligeiras modificagbes na argumentagao
desenvolvida, checaremos que duas trajetérias n-periddicas distintas nao pos-

suem pontos de reflexao em comum.

3.1 n-poligonos em H?>

Nessa se¢ao, retomaremos a definicao de um subconjunto muito especial de
H2, a saber, um dominio ) estritamente geodesicamente convexo. Garantire-
mos que, dados quaisquer dois pontos nesse conjunto, a geodésica minimizante
que os une estd inteiramente contida nele. Dessa forma, se sao dados t pontos
distintos na fronteira de @ C H?, entao é possivel criarmos um n-poligono,
n > t, ligando-os, por meio de geodésicas e obedecendo um certo padrao
pré-determinado. Apresentaremos, também, a classificacao das trajetorias de

bilhar n-periédicas (e, em seguida, dos padroes associados a n-poligonos, em
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3.1 n-poligonos em H?

geral) em simétricas e nao-simétricas. Por fim, serao dadas as defini¢bes de

defeito e perimetro geodésico de um n-poligono.

Definigao 9. Seja H? a folha superior do hiperboldide x2—x% —x3 =1, 19 > 0,
munida com o produto interno (1.2). Dizemos que um subconjunto compacto
Q C H? é um dominio geodesicamente convexo se () € simplesmente conexo e,
para quaisquer pares de pontos Py, Py € (), existe uma geodésica minimizante
ligando P, a P». Um dominio geodesicamente convexo Q C H? é denominado
estritamente geodesicamente convero se o interior de cada geodésica minimi-

zante estd contido no interior de Q).

O bordo da regiao () considerada sera identificado com um mergulho
f: T — H2 Por simplicidade, escreveremos I' = f(T) que, de acordo com
nossas suposicoes, sera uma curva fechada, simples e de classe C*> que engloba
um dominio estritamente geodesicamente convexo (). Suporemos, também,
que I' tem curvatura geodésica estritamente positiva.

A curvatura geodésica positiva de I' é uma condicao suficiente para garan-
tirmos convexidade geodésica, isto é, se uma curva I' é regular, simples, fechada
e tem curvatura geodésica estritamente positiva, entao qualquer geodésica tan-
gente a I' a intercepta em, no maximo, um ponto (ver, por exemplo, Brickell
7).

Denotaremos por C*(T,H?) o conjunto de todas as aplicagoes
f: T — H? de classe C*, munido com a topologia C*° de Whitney. Con-
sideraremos, também, o conjunto gomb (T,H?) de todos os mergulhos de T
em H?. De acordo com [13] (ver Proposicao 3.3, pagina 44), C> (T, H?) é um
espago de Baire. Além disso, como C* | (T, H?) é um aberto de C* (T, H?),

emb
segue que Cgomb (T, H?) também ¢é um espaco de Baire.

Definicao 10. Um n-poligono em Q) com wvértices Py,..., P, em I' é uma
curva fechada v formada por wm nimero finito de segmentos de geodésicas 7;,
1=1,...,n, em que vy; é a unica geodésica minimizante ligando os pontos P;
e Py del' e Poyy = Py. Os pontos Py, ..., P, serao chamados de pontos de

reflexao de .
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3.1 n-poligonos em H?

Com base em nossas suposi¢oes, nenhum segmento de geodésica -;,
1 = 1,...,n, intersecta transversalmente ou tangencialmente I'.  Em parti-
cular, se os vetores tangentes a v; e y,41 em P, ; formam angulos agudos
iguais para todo ¢ com o vetor tangente fpi ., al'em Py, entao dizemos que
o n-poligono é uma trajetéria de bilhar n-periédica em T'. E importante ob-
servarmos que € possivel que um n-poligono v tenha alguns de seus pontos de

reflexao coincidentes, conforme ilustra a figura 3.1 a seguir.

Figura 3.1: Exemplo de um n- poligono com pontos de reflexao coincidentes.

Definicao 11. Dizemos que uma trajetoria n-periodica de bilhar v é simétrica
se existe algum segmento de geodésica 7y;, i € {1,...,n}, de vy que € ortogonal

al' em P; ou Piy1. Em qualquer outro caso, dizemos que vy é nao-simétrica.

Observemos que, no primeiro caso, ou n = 2 ou n > 2 e existem, exata-
mente, dois segmentos de geodésica 7; de v que sao ortogonais a I' em algum

dos seus pontos, conforme ilustra a figura 3.2 a seguir.
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Figura 3.2: Exemplo de um n-poligono simétrico com pontos de reflexao coin-

cidentes.

O conceito de defeito de uma trajetéria de bilhar, tema central desse tra-

balho, é definido como se segue.

Definicao 12. Seja v uma trajetoria n-periodica em ) com pontos de reflexao
em I'. Denotemos por m a quantidade de segmentos geodésicos distintos de vy
e por t a quantidade de pontos de reflexao distintos de v. O defeito de -,

denotado por d(7), serd calculado da sequinte maneira:

m —t, caso 7y seja nao-simétrica,
d(v) =

m+1—1t, caso vy seja simétrica.

Por exemplo, os defeitos dos n-poligonos apresentados nas figuras 3.1 e 3.2
sao, respectivamente, 1(= 6 —5) e 1(= 541 —5). Dessa forma, baseando-nos
nos conceitos desenvolvidos até entao, podemos enunciar o primeiro resultado
que demonstraremos nesta tese de doutorado:

Teorema A. Seja A o conjunto de todas as fungoes f € Czomb (T, H?) tais que
['= f(T) é uma curva simples, fechada, com curvatura geodésica estritamente
positiva, bordo de um dominio geodesicamente estritamente convero (Q C H?
e ainda que toda trajetoria n-periddica de bilhar em I' = f(T) tenha defeito

zero. Entdo, A contém um subconjunto residual de Czomb (T, H?).

Antes de apresentarmos a demonstracao do teorema, iremos exibir uma

série de propriedades que uma trajetoria n-periddica de bilhar em I'. Chama-
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remos de curva oval I' uma curva fechada, simples, com curvatura geodésica
estritamente positiva, de classe C'° e que engloba um dominio estritamente
geodesicamente convexo Q C H? e consideraremos v uma trajetéria de bilhar
n-periddica nao-simétrica sobre essa oval, com n > 3. Nessa situacao, existem
n pontos de reflexao Pi/s, 1 =1,...,n, sobre I', nao necessariamente distintos.
Denotemos por {yi,...,y}, n > t, os t pontos de reflexao distintos de ~.
Suponhamos que a trajetéria possua defeito positivo, isto é, d(y) = n—t > 0
e que (yw(l), e ,yw(n)) sejam os t pontos ordenados de reflexao da trajetéria

de bilhar n-periédica v, em que a aplicagao sobrejetora

w:{1,2,....n} — {1,2,...t}, wl)#wi+1), Vie{l,2,...,n}

tem o papel de descrever o padrao segundo o qual a trajetoria de bilhar v passa
através dos seus pontos de reflexao. Sem perda de generalidade, suporemos
quew(l)=1e{i€{2,...,n} | w(i) =1} = {iz,43,...,i,}, para algum r > 2.
Para ilustrar essa situagao, consideremos a trajetéria de bilhar 6-peridédica nao-

simétrica dada a seguir.

N

"/ P35
P4

Figura 3.3: Exemplo de um padrao para a trajetéria de bilhar 6-periddica.

Observemos que, para o caso anterior, um exemplo de padrao w é:

(3.1)
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Fixemos, agora, ¢t > 3 pontos distintos em (), digamos yi,...,y:. Se
¢ dado um numero natural n, n > t, entao podemos criar um n-poligono
em () com pontos de reflexao em wyq,...,y;, obedecendo um certo padrao
w:A{,,2,...,n} — {1,2,...,t} de ligar, via geodésicas minimizantes, es-
ses t pontos. Naturalmente, é possivel estendermos o dominio da aplicacao
w para Z, apenas impondo uma condicao de periodicidade. Dessa maneira,
ao definirmos classificacoes para os padroes, estaremos, indiretamente, classi-
ficando os m-poligonos. A definicdao a seguir tem a funcao de apresentar essas
classificagoes. Notemos que elas se assemelham as classificacoes ja dadas para

trajetorias n-peridédicas de bilhar.

Definigao 13. Consideremos uma aplicagdao sobrejetoraw : Z — {1,2,...,t},

teN, t>3, tal que w(i) #w(i+1), Vi€ Z. Dizemos que w é:
1. n-periddica, se w(i+n) =w(i), Vi€ Z;

2. ndo-simétrica, se é n-periddica e {w(i),w(i+ 1)} # {w(j),w(i+ 1)},
V1<i<j<ny

3. sitmétrica, se é n-periodica, n = 2m, m € N, e existe ig = 1,2,...,n tal

que a condi¢cao

{w(@),w(i+ 1)} #{w(),w(i + 1)}, Vie <i<j<ig+m,

¢ verdadeira e w(ip+ m—+1i) =w(ip+m—1i), comi=1,2,...,m—1;

O conjunto das aplicacoes w que sao nao-simétricas ou simétricas sera deno-
minado de conjunto das aplicacoes admissiveis. Observemos que, nas condigoes
descritas na definigao anterior com ¢,n € N fixados, existe apenas uma quan-
tidade finita de aplicagoes admissiveis w e, portanto, uma quantidade finita de
tipos de n-poligonos em () com pontos de reflexdao em yy, ..., ;. Assumiremos

que, de agora em diante, um padrao w estara fixado.
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A partir desse momento, se X denota um conjunto qualquer, entao usare-
mos a notacao X ® para indicar o conjunto das t-uplas distintas de X?, isto é, se
x = (71,...,7;) € X, entdo x; # x;, Vi # j.

Seja T® C T o conjunto de todas as t-uplas (s, s, . . ., s¢) tais que s; # s;,

toda vez que ¢ # j. Dessa forma, para cada

5 = (517527---75t) € T(t) €y= ft(s) = (f(51)7f(52)7"'7f(5t)) S H27

com f € gomb (T, H?), podemos sempre criar um n - poligono que tem ¢ pontos
de reflexao distintos e um padrao w conhecido, isto é, {yw(l), Yur(2)s - - - ,yw(n)}

sdo os sucessivos pontos de reflexdo de v sobre I' = f (T).

Definicao 14. Sejam yu,1), Yw(2), - - - » Yu(n) 05 sSucessivos pontos de reflexao de
um n-poligono com um padrao w conhecido. Seu perimetro geodésico é dado

por

n

H,(y) = ZQ (Yoo i) Yoti+1)) »

=1

em que g € a funcao distancia dada pelo Teorema 1.

3.2 Preliminares do Teorema A

Esta secao é dedicada a apresentacao das principais defini¢oes sobre a teoria
de 1-jatos e multijatos que serao utilizadas neste trabalho. Veremos que a
nocao de 1-jato de uma aplicacao f : T — H? ¢, basicamente, uma maneira
de descrever o conjunto de todas as funcoes g : T — H? que possuem o mesmo
polinémio de Taylor de 1* ordem que f em s € T. Tal conjunto tem estrutura

de variedade Riemanniana. Além disso, usando-se a aplicacao

a:JU(T,H) — T

o +— «afo) = fonte de o,
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veremos que € possivel definirmos a t-folha de 1-jatos, a qual também tem
estrutura de variedade Riemanniana. Outra aplicacao que usaremos no desen-

rolar do trabalho sera a aplicacao

B:JY(T,H?) — H2

o +— fo) = alvode o.

Todos esses conceitos que descreveremos baseiam-se em [13]. Por fim, cons-
truiremos uma subvariedade aberta W com propriedades muito particulares
e que serao de extrema importancia nos resultados seguintes. Em especial,
veremos que os elementos dela nos darao multijatos com fontes distintas, al-
vos distintos e tais que sempre existe um poligono convexo com vértices em ¢t

pontos distintos escolhidos em Q).
Definicao 15. Sejam f,g: T — H? aplicagoes de classe C.

1. Dizemos que f tem um contato de primeira ordem com g em p Se

f(p) =g(p) =q e Df(p) = Dg(p) como aplicagoes de T,T — T,H?;

2. Denotaremos por J' (T, H?) com q = g(p), o conjunto de todas as

pq’

funcoes f que tem contato de primeira ordem com g em p;

3. Seja J' (T, H?) = Upgerxez (T,H?),,. Um elemento o € J' (T, H?)

o
é denominado de 1-jato de T em H?2.
4. Seja 0 € J'(T,H?). FEntao, existem p € T e q € H? tais que

o € J' (T, H?) Os pontos p e q sao denominados de fonte e alvo

pq°

de 0.

Conforme descrito em [13] (ver Teorema 2.7, pdgina 40), é possivel dar ao
conjunto J! (T,H?) uma estrutura de variedade Riemanniana de classe C*,
cuja dimensao sera 1 + 2 + 2 = 5. Descrevendo de forma superficial, uma
vizinhanga coordenada de o € J' (T, H?) é dada por J' (U, V), em que U e V
sao vizinhancas coordenadas da fonte e do alvo de o, respectivamente. Assim,

em uma carta local nessa vizinhanca, as coordenadas de o sao (u,v,A), em
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3.2 Preliminares do Teorema A

que u, v e A representam, localmente, a fonte, o alvo e a derivada da aplicacao

na fonte, nessa ordem.

Definigao 16. As aplicagoes o : J' (T,H?*) — T, o0 — fonte de o e
B JHT,H?) — H2, 0 — alvo de o sdo, também, denominadas de fonte e

alvo de o, respectivamente.

Relembremos que as notacdes T e T® possuem significados diferentes.
Enquanto a primeira indica somente o conjunto das t-uplas de T, a segunda
serd utilizada, exclusivamente, para representar as t-uplas (sg,...,s;) tais que
5i #5855, Vi#].

Seja J} (T,H?) = (o)™ (T®), em que of : [J'(T,H?)]" — T* é defi-
nida por af(oy,...,0¢) = (a(0y),...,a(oy)). Como J! (T,H?) é um aberto na
variedade Riemanniana [J! (T, H?2)]’, segue que ela também tem estrutura de
variedade Riemanniana. Ela é conhecida na literatura pertinente ao assunto
como a t-folha do fibrado de 1-jatos. Além disso, para cada f € C°° (T, H?),
sempre existe uma aplicacdo j! f : T® — J! (T, H?) que é definida, canonica-
mente, por jif(s1,82,...,8:) = (5 f(s1),7 f(s2),...,5 f(s:)) e tem a mesma
classe de diferenciabilidade de f.

Tecnicamente, necessitamos definir dois conjuntos que serao de suma im-

portancia no texto que se segue.

Definicao 17. Fixada uma aplicacao admissivel w, definimos

Lw)y={je{l,2,....t} |3k=1,2,...,n com {i,j} = {wk),wk+1)}},
para cada i € Im w.

Observemos que o conjunto I;(w) é, justamente, o conjunto de indices j
associado ao padrao w para os quais existe um segmento geodésico ~; de v
ligando os pontos y; e y;. Por exemplo, suponhamos que sejam dados 5 pontos
distintos e que, a partir deles, construimos, via um padrao w pré-determinado,

um 6-poligono, como o da Figura 3.3.
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3.2 Preliminares do Teorema A

Um exemplo de padrao w para esse 6-poligono é:

Assim, para este padrao w considerado, temos: I} = {2,3,4,5}, I = {1,4},
I;={1,5}, I, = {1,2} e I; = {1, 3}.

Definicao 18. Seja w uma aplicacao admissivel. Definimos:

U, = {(yl, oY) € (Hz)(t) | y; & envoltoria convezra de {yj € (]HIQ)(t) ‘ J € Ii}}7
em que 1 € Im w.

Consideremos V,, o conjunto dos multijatos

7= (3" f1(s1), 5 fa(s2), .., 3" fi(se))
cujas fontes nao sao, necessariamente, distintas, satisfazendo as seguintes condigoes:

L. fi(si) # fi(s;), para cada i # j;
2. fi(si) # 0, para cada i =1,2,...,¢;

3. Seja 7j; € Tyys,)H? a diregao tangente & geodésica minimizante que liga
0

os pontos f;(s;) e fi(s;), com j € I; (w). Entao, PRC) (1T, it (s0)) # 0,
(3
J

para p € {1,2}.

Geometricamente falando, a condicao técnica 3 impoe que os diferentes
pontos f;(s;) escolhidos que se ligam, via um padrao w pré-estabelecido, ao
ponto f;(s;) ndo podem pertencer a um mesmo trecho de geodésica minimi-

zante.
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3.2 Preliminares do Teorema A

Observemos que ela, conjuntamente com a definicao do conjunto U, ga-
rantem que, com os t pontos distintos escolhidos em (), sempre conseguire-
mos tragar um poligono geodésico que é geodesicamente convexo e que possui
vértices nos pontos yi, ..., Y.

Sabemos, também, que H? é um espaco métrico e, portanto, um espaco de
Hausdorff. Dessa forma, a diagonal A de H? x H? é um conjunto fechado, ou
seja, o seu complemento é um conjunto aberto. Portanto, a condigao 1 pode ser
reescrita da seguinte maneira: o conjunto dos multijatos que possuem alvos
distintos é obtido tomando-se a pré-imagem do conjunto (Hz)t — A;; pela
aplicacao 4! : [J*(T,H?)] — (H2), (01,...,0¢) — (B(01),...,B(0y)), em
que A; ; representa a diagonal do produto cartesiano do i-ésimo fator de (HQ)t
pelo j-ésimo fator do mesmo conjunto.

A intrepretacao da condicao 2 é imediata uma vez que ela pode ser tradu-
zida como o conjunto de todas as aplicagoes que tém posto maximo.

Denotemos por W = V,, N J} (T, H2) N (8") " (U,). Observemos que ele
é um conjunto aberto na variedade J! (T, H?) e, portanto, uma subvariedade
dela. Descreveremos, a partir de agora, uma vizinhanca coordenada de um
ponto 7 € W. Observemos que existem vizinhancas U; de s; e V; C H? de

fiU), 1 <i<t,com UyNU, =0e V;NV; =0, toda vez que i # k, tais que

Q=w() (f[ J! (Ui,Vi)>

¢ uma vizinhanca coordenada de 7.
Para obtermos uma carta local para essa vizinhanca, tomemos as cartas lo-
cais U, : U; CT — [0,1] e X; : V; C H? — R?. A partir delas, construiremos

a aplicacao

0:0 — RO x (R?)"Y x R

definida da seguinte maneira:
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3.3 Demonstracao do Teorema A

O(r) = (u,v,A),
em que u = (upuz,w), vo= (@ o), @ o), @ o)),
1 2 1 2 1 2 1 2
A= ((af”,a). (@ af), . (0, af) ), wils) = i, Xilfilsi)) = (0, 0?)
. d .
ea? = d—vgj) (u;), com 1 <i<teje{l,2}.
Uj

Por simplicidade, chamaremos os elementos de © (€2) de &, ou seja,
{=(u,v,A)

3.3 Demonstracao do Teorema A

Inicialmente, suponhamos que v seja uma trajetoria de bilhar n-periédica e
com defeito positivo em I' = f(T), f € Cgomb (T,H?). Dessa forma, é possivel
encontrarmos um padrao w : {1,...,n} — {1,...,t} que descreve a maneira
segundo a qual essa trajetéria atravessa os seus pontos de reflexao. Sem perda
de generalidade, podemos supor que w™ (1) = {iy,42,...,i,}, com i; = 1, isto
é, que vy possui apenas um ponto de reflexao multiplo. Observemos que, nessa

situacao, sao validas as seguintes afirmacoes:

(I) Existe um elemento s = (sy,...,s,) € T® tal que y = fi(s) € Uy;

0

(1) 8_HW (fo\111—1(%),'“7]00\1/;1(%)) =0,Vie{l,...,t} e, em parti-
Uj
cular, para i € {2,...,t};

(III) Para cadal € {1,...,r}, denotemos por a = w (i; — 1) e b = w (i; + 1).
Se os vetores 77, e 7, em T, H? sdo as diregoes tangentes as geodésicas
minimizantes que ligam os pontos y, = f(s,) a y1 = f(s1) e y» = f(sp)
a y1 = f(s1), nessa ordem, entdo 7, + 7, é um vetor na dire¢ao de

7?]0(51) = f/(sl)'
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3.3 Demonstracao do Teorema A

Para um n-poligono v qualquer com defeito positivo em I', fixemos, nova-

mente, sem perda de generalidade, uma aplicagao admissivel

w:{l,....n} —A{1,...,t}

tal que w™'(1) = {iy,i9,...,4,}, com i; = 1. E importante salientarmos que,
para um n-poligono v qualquer, as condigdes (II) e (III) podem nao ser verda-
deiras.

Em relacao a (III), sejam {Ff(sl), ﬁf(sl)} uma base ortonormal em Ty, H?

e 1, e 7, as direcoes tangentes ja definidas. Escreveremos

Na + b = Cils(s) T Collp(sy)

Vamos tratar, inicialmente, o caso em que w é uma aplicacao admissivel e
nao-simétrica.  Denotaremos por T, o conjunto de todas as funcoes

f € C= . (T,H?) que satisfazem a seguinte condicdo: para cada s € T®

emb
0
com f'(s) € U, e %Hw (foUr (ur),...,fo¥ (w)) =0,i€{2,...,t},
existe pelo menos um [ € {1,...,r} tal que ¢, (y) # 0 para a = w(i; — 1) e

b=w(i+1).

Vamos fazer uma pausa para analisarmos atentamente a definicao do con-
junto T,,. Consideremos que sejam dados ¢ pontos distintos em I' = f(T) e
suponhamos que o padrao de como esses pontos serao ligados seja conhecido,

isto é, w é uma aplicacdo admissivel fixada. Entéo, existe s € T® tal que:

(i) E possivel criarmos um poligono geodesicamente convexo de vértices em

f(sl)a s >f(3t)§

(ii) Nao temos a garantia que y,,y1, s ¢ uma sequéncia ordenada de pontos
de reflexao de uma trajetoria de bilhar. Para todas as demais sequéncias
ordenadas por w, a propriedade “ser uma trajetéria de bilhar”é verda-

deira;

(iii) Existe pelo menos um [ € {1,...,r}, tal que os vetores 7], e 7, nao

satisfazem a lei do espelho em relacio ao vetor Fls1)-
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Com o intuito de ilustrar as descrigoes (i), (ii) e (iii), observemos, nova-
mente, o exemplo do 6-poligono da Figura 3.3, com o padrao w dado por (3.1).
Primeiramente, notemos que as geodésicas minimizantes que ligam os pontos
P,e Py,i=1,...,5, com Py = Py, formam um poligono geodesicamente
convexo de 5 vértices. Além disso, excetuando as sequéncias ordenadas (por
w) de pontos Ps, Py, P, e Py, Py, P;, temos a garantia que todas as demais
sequéncias ordenadas constituem trechos consecutivos de uma trajetoéria de
bilhar. Por fim, como w™!(1) = {1,4}, segue que ou 75 + 7> ou 7, + 73 nao
estao na direcao de tp,.

A estratégia que sera empregada a seguir é pautada em mostrarmos que
o conjunto 7}, possui um subconjunto residual de Cgomb (T,H?). Em outras
palavras, esse fato nos garantira que uma trajetoria de bilhar n-periddica com
defeito positivo em I" = f (T) é um caso raro de se ocorrer.

Vale ressaltar que, inicialmente, essa estratégia se aplica ao caso de apenas
um ponto de reflexdo multiplo. A demonstracao para o caso geral se reduz a
tomar intersecoes dos conjuntos 7T, que serao construidos de forma similar ao
caso mais simples.

Para isso, definiremos o conjunto ¥ de todos os multijatos

7= (3"fa(s1),- 3 fils) €W

que satisfazem as seguintes condigoes:

(1) ain (fl o \I/_l(ul)v .- '7ft © ‘Il_l(ut>> = O’ para cada i € {27 Y 7t}’

(2) Para cada | € {1,...,7}, (7o + T g sy)) = 0, em que a = w(i; — 1),
b=w(is+1) e ip Line).

Observemos que uma forma alternativa para a condi¢ao (1) é dada por

<6fi(si)Hw (f1(s1), .-+ filse) ’t_}i(si)> =0,

para cada i € {2,...,t}. Além disso, veremos mais adiante no Lema 8 que
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3.3 Demonstracao do Teorema A

. —-p <a%i17fq(5q)) —p( vy’
Vieote = Z sinh g(fi(s:), fq(sq)) Z sinh g(fi(s

Jols)
BRACH)

9€li(w) q€l;(w)
— quZ(w) sinh g(fi(si), f,(54)) (p (a_vilqu(sq>> P (8_1)1.2"}0‘1(8‘1))) ,

ou seja, ele é a soma de vetores unitarios de T, H?. Por tltimo, a condigao

(2) assegura, certamente, que

L={reczy (MER) | i (1) s =0},

Vamos descrever, em linhas gerais, o papel desempenhado pelos elemen-
tos do conjunto . Suponhamos que 7 € Y. Entao, podemos considerar
s = (s1,...,8) € T® e uma colecio de fungdes f;, i = 1,...,t, tais que
yi = fi(si) # fi(s;) = y;, para i # j, e vetores t; = fi(s;) € T,(s;), todos
nao-nulos. Uma vez que j'f;(s;) representa o conjunto de todas as funcoes
que tém contato de primeira ordem com f; em s;, entao um elemento 7 € X
é responsavel por criar, simultaneamente, familias de curvas numa vizinhanca
de cada y; que preservam tanto o ponto quanto a direcao tangente fixados.
Essas serao as perturbacoes consideradas por nés nesse trabalho.

Os lemas que apresentaremos a seguir, garantirao a existéncia de duas
subvariedades de W que apresentam a mesma codimensao. Para construi-
las, consideraremos uma aplicagao apropriada K de tal maneira que as duas
subvariedades serao tratadas como imagem inversa de um valor regular dessa
aplicacao. Além disso, veremos que a reuniao delas contera o conjunto Y defi-
nido previamente. Esse fato sera de fundamental importancia nos argumentos

de transversalidade que usaremos adiante.

Lema 8. Para todoy = (y1,...,4) € U, e para todo i € Im w, eziste
0

j€{1,2} com —5 H, (y) #0.
ov;’

)

Demonstracao. Antes de iniciarmos a demonstracao desse lema, vamos recor-

dar dois fatos sobre o modelo do hiperboléide para o plano hiperbdlico:
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3.3 Demonstracao do Teorema A

1. O vetor posicao de cada ponto A € H? é, também, um vetor normal a

TAH2;

2. A tnica geodésica determinada por dois pontos distintos A e B em H?
é obtida pela intersecao do plano hiperbédlico com o plano gerado pelos

—
vetores OA e @, em que O indica a origem de R?;

Alternativamente, podemos caracterizar a tinica geodésica determinada pe-
los dois pontos distintos A e B em H? como a tnica geodésica que parte do
ponto A seguindo a diregao do vetor U = OB — projO%OE, isto é,
7= OB+ p(OA,OB)OA.

Comecemos entao, a verificacado do resultado. Derivando a relagao

Z g yw )> Yoo k+1)) com respeito a variavel vgj ), obtemos:

9 Z P (%’y‘J

—H., .
v} )= o S (Y ya)

Aqui

78]

0
Por absurdo, suponhamos que —ij(y) = 0, para todo j € {1,2}. Entao,

Ui

—n (2
i = (3 i) - ot

T Sinh g sinh g(ys, yg)’ oy Sinhg(Yi ya)

_ Z ~1 0 9 _
4 sinhgyy) U\ P ) ) =

Notemos que o vetor 7, = (p (%,y» , P (a%?v%)) é, precisamente, a

projecao ortogonal do vetor y, em T, H?, ou seja, v, = y, + p(yi, Yg)yi. Assim,

HﬁqH = p(ﬁq>’7q) =

= \/Ip(¥i,y0))> — 1 = sinh g(ys, y,)
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uma vez que que p(y;, y,) = — cosh g(vi, yq)-

Logo, cada vetor presente na soma

1 0 0
> am (*(arw) 7 (Gew)

q€l;(w

¢ unitario. Portanto, se a igualdade 6%Hw(y) = 0 for verdadeira, entdo os
vetores unitarios nas direcoes de 1, sao vértices de um poligono regular. Como
a cardinalidade de I;(w) é sempre par, segue que devem existir pares de vetores
na soma (3.2) que se cancelam.

Sejam 7, e U, um par de vetores nessa situacao. As geodésicas que par-
tem de y; nas diregoes 7, e I, especificadas anteriormente, na verdade, sao
iguais. Dessa forma, o ponto y; pertence a envoltéria convexa do conjunto
{y, | q € I;(w)}, o que gera uma contradigdo com nossa hipdtese. Assim, fica

verificado o nosso resultado. O

Lema 9. FExistem duas subvariedades de classe C* de W, nomeadas de M, e

My, tais que suas codimensoes sao dadas por t + r — 1. Além disso,

S C (Mg U M,).

Demonstracao. Tomemos, inicialmente, uma vizinhanca coordenada €2 de um
multijato 7 € ¥ e uma carta coordenada © em (2, conforme ja foi descrito
anteriormente. O resultado estard demonstrado se formos capazes de mostrar
que © (2N 3) estd contido em uma subvariedade de classe C* de ©(f2) com
codimensao t +r — 1.

Consideremos [ € {1,...,7} e coloquemos a = w(i; — 1) e b = w(i; + 1).

Para m € {1, 2}, definiremos as aplicagoes dl(m) :O(2) — R por

dl(m) (§> = <ﬁa + ﬁlﬂ é)m> - <ﬁa + ﬁb? 75_}1(81)> <Ff1(81)7 é)m> )

—

em que £ = (u,v,a) € O(Q) ee; = ﬁ e €y = ﬁ sao as direcoes principais
U1 U1

em Tfl(sl)HQ. Notemos que, por defini¢ao, dl(m) é responsavel por selecionar a
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3.3 Demonstracao do Teorema A

componente m da parte normal do vetor 7, + 77, em relagao a base ortonormal
{e1, 2} de Tf1(51)H2'
Em adicional, lembremos que o plano hiperbdlico estd parametrizado pelas

coordenadas polares hiperbdlicas, a saber,
X (vfl),vl@)> = (cosh vgl),sinh UZ(I) cos vl@),sinh vi(l) sin vi(2)>
na vizinhanga V; de cada ponto fi(s;), 1 < < t. Portanto,

& = DX o) o) (1,0) e & = DX M o) - (0,1)

Consideremos, também, as aplicagoes b, : © (2) — R, p = 2,...,¢, defi-

nidas por

by (©) = (Vi Ha (fils0)s- oo filsi)) T )

9, 0
- (o o) o)

Sejam ainda, para m € {1,2}, os conjuntos

Om = {5 €0 (Q) ’ <ﬁf1(51)7€m> 7é 0} :

Notemos que O,, é um conjunto aberto de © (€2). Além disso, O;UO, = O (Q2).
Dessa forma, o lema estard provado se mostrarmos que, para m € {1,2},
O (2NX)N 0O, estd contido em uma subvariedade de classe C* de O,,, com
codimensao t +r — 1.

Para provarmos isso, vamos fixar, inicialmente, mg = 1 ou 2. Consideremos

a aplicagao K : O,,, — R~ definida por:
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emque p=2,....t, L=1,...,r, m # my.

Se olharmos, atentamente, as condicoes 1 e 2 presentes na definicao do

conjunto ¥ juntamente com a definicao da aplicacao K, entao perceberemos

que Op, NO(2NX) € K71(0). Dessa maneira, a verificagdo do resultado

estarda concluida se mostrarmos que K é uma submersao em cada ponto de

Opn,- Nessas condigoes, todo ponto de K~(0) é um ponto regular de K e,

consequentemente, K ~!(0) é uma subvariedade de O,,, com codimensao ¢+r—1

(ver Teorema, péagina 27, de [19]).

Para alcangarmos o objetivo descrito anteriormente, consideremos £ € O,

e suponhamos que a combinacao linear

seja valida para os numeros reais B, e Dl(m). Observemos que,

pe€{2,...,t} e g€ {l,2} fixados, temos

0 0 0
Wbp ()= —5Ho e Wbp (&) = [

H, | sinh ol
ap (’31}1()1) ] P

9
(%,(92)

d  m
Além disso, —(j)dl( ) (&) = 0. Dessa forma,

Oay
0 1, 1) (@2 1, (1) (2
p—'Hw <X1 1(1}% )77)5 ))7 .. 7Xt 1(vt( )71}15 )>) = 07
aU(J)
p

ou seja, B, = 0, uma vez que

0 — 1 2 — 1 2
e (o), X o) 0,
Up

(3.3)

para

conforme nos mostra o Lema 8 apresentado anteriormente. Portanto, a pri-

meira soma presente em (3.3) é trivial.

Para a segunda soma presente em (3.3), fixemos [ =1,...,7em =1 ou 2,

com m # my, e lembremos que a = w(j; — 1) e b = w(j; + 1). Dessa forma,
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os vetores 7, e 7, dependem, exclusivamente, dos pares de pontos fi(s1) e
fa(sa) € fi(s1) e fo(sp), respectivamente, ou seja, 8dl(m)/8v§j) = 0, toda vez
que i ¢ {1,a,b} e j € {1,2}. Atentando-nos para as componentes de ﬁdl(m) €)

correspondentes as derivadas parciais 8dl(m) / v ), obtemos:

) od;™

31&@ =0

D™

Para entendermos melhor a expressao de dl(m) por meio das componentes

dos vetores que compoem sua defini¢ao, escreveremos 7, +1, = (77((11) + nél), n((f) + né”)

€ 7?)‘1(81) = (agl), CL?)). Dessa forma,

(m) ny n
dl (g) = <77a + ﬁba €m> - <ﬁa + ﬁb) tf1(31)> <tf1(31)7 €m>

Entao,
47 ©) = (1910 ) )= {0 ) (a0 )
Ou seja,
dl(m) (€) = nim + mgm) _ [agl) (77((11) n 77!51)) i agz) (77((12) n 771(,2)) sinh? U%l)] agm)
Portanto,

dl(m) € = UC(Lm) i 77lgm) _ (na(tl) i nél)) agnagm) _ (77((12) i 77152)) agz)agm) sinh? UF)

56



3.3 Demonstracao do Teorema A

Conforme ja mencionado, a geodésica que parte de y; em direcao a y,

7, = 0. Dai, derivando a expressao

independe de y,. Isso nos assegura que

que define dl(m) em relacao a Y ), obtemos

v

o™ o 0 0 ,
l( s = —j77((1 ) _ ]nC(Ll) (1) ( ) _ _]77(2)&( )a( ) ginh? U§1)
ovg’ vy vy, o},

A defini¢do do produto interno no espago tangente 77, (s,)H? permite-nos

escrever

(m)
9d " 0 o /(O ) O ) (0 @
(j) - j77a 1 j% ) jna ) al 7a1
ovg ov, ov, ov

Rearranjando a expressao anterior e lembrando que 7, = <77¢(L1),77¢(12)> e

t_}l(sl) = (ag ),a?)) obteremos:

o™ Dt ) -
82)(j) = ﬁ [771(1 ) — aq <77a7tf1(s1)>]
a a

Assim,

m ad(m) m 8 m m - I

ovl, ovl

Por conveniéncia, colocaremos Dl(mO) = 0. Além disso, para m = 2,
multiplicaremos a igualdade por sinh? vgl). Dessa forma, se denotarmos por
D, = (Dl(l), Dl(2)>, entao poderemos combinar as expressoes que sao obtidas

da condigao anterior, quando m = 1 e 2, e reescrevé-las da seguinte maneira:

ovl

o , ., - .
<Dl7 : (77a - <na7tf1(81)>tf1(81))> = <Dl> vl j <77a7nf1(51)>nf1 (s1) > =0

0 m
Como <an (s1) > #0e W <77a,nf1(51)> # 0, segue que Dz( )

D, = 0. Portanto, a segunda soma presente em (3.3) também é trivial. Isso

= 0, isto é,
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3.3 Demonstracao do Teorema A

mostra que a aplicacao K ¢é uma submersao em cada ponto de O,,,. Assim,

K~(0) é uma subvariedade de O,,, de codimensao t + r — 1. O

Para compreendermos melhor a primeira consequéncia do resultado ante-
rior, vamos fazer uma pausa e esclarecer alguns conceitos relativos ao teorema

da transversalidade de Thom (ver [13]).

Definicao 19. Sejam X e Y duas variedades de classe C* e f : X — Y
uma aplicagdao com essa mesma classe de diferenciabilidade. Sejam, ainda, VW
uma subvariedade de 'Y e x € X. Dizemos que f intersecta transversalmente
W em x, e denotaremos por f MW em x, se uma das condigcoes exclusivas a

sequir for satisfeita:

1. f(z) ¢ W;

2. f(x) eEWe Tf(w)Y = Tf(x)W + Df(ac) ‘T, X.

Em particular, dizemos que f h W sobre 2, se A C X e f h W para cada
x € 2A. Por fim, dizemos que f MW, se f h W sobre X .

Na definicdo anterior, tomaremos X = T® Y = J!(T,H?) e, para cada
f € C>=(T,H?), consideraremos a aplicacdo j'f : T® —s J}(T,H?) que
possui a mesma classe de diferenciabilidade de f.

Mostraremos no resultado seguinte que, quando tomamos W = M,,, m €
{1,2}, o fato de j}f th M,, acarreta que j}f (T") N M, = 0. Em outras

palavras, temos:

Teorema 10. Suponhamos que ji f & M,,, m € {1,2}. Entdo,

3 f(T) N M, =0,

para cada m € {1,2}.

Demonstracao. Primeiramente, observemos que para cada m € {1,2}, o Lema

9 assegura que o conjunto M, tem estrututa de subvariedade de W. Uma vez
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3.3 Demonstracao do Teorema A

que W é um conjunto aberto na variedade J; (T,H?), segue que qualquer M,,
também é uma subvariedade dela.

Suponhamos, por absurdo, que j} f(s) € M,,, para algum s = (sy,...,5;)
e para algum m € {1,2}. Entdo, baseando-nos na definicao 19, podemos

escrever
TjipsyMm + D 3. f(s)] - T, T = Tjgf(s)«]tl (T, H?)

Por outro lado, sabemos que:

dim (T jo) My + D [} f(s)] - TLTY) < dim (T oy M) + dim (D [} f(s)] - T,TV)

Como dim (Tjtlf(s)Mm) = dim M, segue que codim M,,, = codim (Tjgf(s)Mm).

Além disso, usando o fato que r > 2, podemos concluir que
codim M, =t +r—1>t+1>t=dimT".

Dessa forma, dim M,, + dim T®) < dim M, + codim M,, = dim J}! (T, H?).
Assim, lembrando que dim (D [j} f(s)] - T,T®) < dim T®, verificamos que é
impossivel que Ty yg) M, + D [ji f(s)] - TsTY = Ty ) J} (T, H?) e isso gera

uma contradi¢ao com a nossa suposicao inicial. O

De acordo com o resultado anterior, podemos concluir que o conjunto S,

das fungoes f € C> (T, H?) tais que j} f th M, tem a propriedade
3 f (TWY N M, = 0.

Além disso, relembrando que T}, = {f € O 4 (T, H?) | i f(TO)YNE = @} e
3 C My U My, podemos concluir que S; N Sy N Cgomb (T,H?) C T,.

Portanto, se garantirmos que S, seja residual em C°° (T, H?), entao con-
cluiremos que S,, N Cgomb (T, H?) sera residual em Cgomb (T, H?), uma vez que

esse ultimo conjunto é um espaco de Baire. Como consequéncia, T}, contera
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3.3 Demonstracao do Teorema A

um subconjunto residual de Cgomb (T,H?). Essas afirmacoes serao garantidas
pelo Teorema da Multitransversalidade de Thom (ver o Teorema 4.13, pdgina

57, de [13]), cuja versao adaptada ao nosso caso enunciamos a seguir.

Teorema 11. Seja M, uma subvariedade de J} (T, H?). Consideremos o con-

Junto
Sm={f€C™(T,H*) | jfh My}

Entao, S,, é um subconjunto residual de C> (T,H?).

A primeira consequéncia do Teorema 11 é:

Coroldario 12. O conjunto T,, contém um subconjunto residual de C> (T, H?).
Demonstracdo. Basta combinarmos os comentarios anteriores. O

Por fim, baseando-nos em todos os resultados ja obtidos, podemos enunciar

e demonstrar que:

Corolario 13. O conjunto T de todas as funcoes f € Czomb (T, H?), tais que
toda trajetoria n-periddica de bilhar periddica e nao-simétrica em I' = f(T)

tem defeito zero, contém um subconjunto residual de Czomb (T, H?).

Demonstracao. Fixemos um periodo n e consideremos todas as aplicagoes ad-
missiveis (ndo-simétricas) w: {1,...,n} — {1,...,t}, com n > t. Da teoria
apresentada na secao 3.1, sabemos que existe somente um numero finito de
padroes nao-simétricos do tipo w. Além disso, baseando-nos no Corolario 12,
podemos afirmar, para n > t e w (1) = {i1,...,i,}, com iy = 1, que o
conjunto T}, contém um subconjunto residual de Ogomb (T,H?). Dessa forma,
quando w percorre todas as aplicagbes admissiveis (nao-simétricas) citadas

anteriormente, o conjunto ﬂ T, tem a propriedade de conter também um con-

w
junto aberto e denso em Cgomb (T, H?) e, portanto, residual.
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3.3 Demonstracao do Teorema A

Assim, dada uma aplicacao f € ﬂTw, sabemos que qualquer n-poligono
em I' = f(T) que possui um ponto de reflexdo multiplo é, muito raramente

(no sentido da teoria de Baire), uma trajetéria n-periédica de bilhar em T'.

O raciocinio empregado no caso de multiplas batidas é andlogo. Para cada
aplicagao padrao w com ¢ pontos de reflexao multiplos, podemos mostrar que o
conjunto T, (associado a essa nova situacao) contém um subconjunto residual
de Cgomb (T,H?). Como a quantidade de pontos em que podem haver batidas
multiplas é sempre finita, segue que a quantidade de conjuntos T}, na situacao
anterior é finita. Assim, notamos que a intersecao de todos os conjuntos 7,
associados a um unico ou vérios pontos de reflexdo, é um subconjunto de 77,
ou seja, T possui um subconjunto residual de Cgomb (T,H?), o que prova o

corolério. O

Para deixarmos a demonstracao do Teorema A completa, consideraremos,
agora, o caso em que o padrao w é classificado como simétrico. Com pequenas
modificagoes nos argumentos ja desenvolvidos, seremos capazes de verificar que
o nosso resultado também é valido para esse caso.

Suponhamos, entao, que 7 seja uma trajetoria de bilhar n-periédica e
simétrica em I' = f (T), f € C> , (T,H?), que possui defeito positivo. Dessa

emb
forma, é possivel encontrarmos uma aplicacao sobrejetora simétrica

w:{l,2,....,n} —{1,2,...,t}

que descreve a maneira segundo a qual 7 passa pelos seus pontos de reflexao.
Ja sabemos que, em aplicagoes desse tipo, n = 2m, m € N.

Por simplicidade, o raciocinio que sera desenvolvido se aplica para o caso
de um ponto de reflexao multiplo. Para os demais casos, podemos empregar
um argumento similar ao que foi descrito para padroes nao-simétricos. Além
disso, podemos selecionar um padrao simétrico w apropriado de tal maneira

que ig = 1, ou seja, a condi¢ao

{w@),wli + 1)} £ w()wl+ DY, Y1<i<j<l4m
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3.3 Demonstracao do Teorema A

sempre é verdadeira e w(l+m +1i) =w(l+m —i),comi=1,2,...,m— 1.
Ela nos garante que os trechos de segmentos geodésicos ligando os pontos .,
€ Yu(i+1), 1 <1 < m, sao todos distintos.

Com o intuito de clarear as ideias dos ultimos pardgrafos, consideremos a

trajetoria de bilhar 10-peridédica dada pela figura a seguir.

Figura 3.4: Exemplo de uma trajetéria de bilhar 10-periddica.

Podemos observar que um exemplo de padrao w para ela é:

(M) =1 w(9) =4
8)=2 w(10)=1

w
W

Observemos que, para o padrao anterior, poderiamos tomar ¢c = 1 ou 6.
Como a trajetéria v de nosso exemplo tem defeito positivo, segue que, ao
percorrermos uma vez os segmentos geodésicos distintos dela, pelo menos um
ponto de reflexao dessa trajetéria serd atravessado mais de uma vez. De acordo

com a Figura 3.4, podemos escrever:
card (w™'(1) N{1,2,...,6}) > 1

De forma geral, se v é uma trajetoria de bilhar n-periédica, simétrica e com

defeito positivo em I, entdo existe jo € {1,2,...,t} tal que

r=card (w ' (jo) N {L,2,....,m+1}) > 1, (3.4)
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3.3 Demonstracao do Teorema A

ou seja, w (jo) N{1,2,...,m+ 1} = {i1,i0,..., 0 }.

Fixemos uma aplicagdo w simétrica satisfazendo a condicao (3.4). Para
cada colegao de t pontos distintos dados em I' = f (T), podemos criar um n-
poligono em () com pontos de reflexao nesses pontos. Assim como foi feito no

caso nao-simétrico, podemos definir um conjunto similar ao conjunto 7;,, cujos

elementos sao todas as funcoes f € omb (T,H?) que atendem a seguinte
0

condicdo: para cada s = (s1,...,5) € T® com ft(s) € U, e 8—Hw =0,
u.

Vie{l,...,t}, i # jo, sempre existe pelo menos um ! € {1,... ,73} tal que
7. + T nao esta na direcao de ijo’ em que a = w(y; — 1), b =w(@+1) e
Jo = w(iy).

Faremos os comentarios gerais sobre a demonstragao para o caso simétrico,
baseando-nos no exemplo do 10 - poligono dado pela Figura 3.4. A construgao
do conjunto similar ao conjunto 7, nos garante, novamente, que o poligono
obtido ligando os pontos P; e P, é um poligono geodesicamente convexo com
5 vértices. Além disso, excetuando as sequéncias ordenadas (por w) de trés

pontos

Py, Pre Py, P,yPiePs, Ps,PreP, e Py,PePs,

todas as demais sequéncias ordenadas de trés pontos constituem trechos con-
secutivos de uma trajetéria de bilhar. Ademais, como w™(1) = {2,5,7,10},
segue que os vetores (7j3 + 74) e £(7> + 775) ndo estao na diregao de tp,.

Por fim, podemos construir um conjunto similar ao conjunto ¥, isto é, o

conjunto de todos os multijatos

T = (jlfl(sl)v e =j1ft(5t)) €W

que satisfazem as condigoes:

0
1. a—Hw =0, para cada i € {1,...,t}, i # jo;
U;

2. Para cada l € {1,...,r}, <ﬁa + 7o, T )> =0, em que a = w(i — 1),

SjO

b=w(iy+1) e jo=w(i).
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Utilizando os mesmos argumentos de transversalidade que foram descritos
no caso nao-simétrico, é possivel verificarmos que o analogo do conjunto 7,
construido para esse caso contém um subconjunto residual de Cgomb (T, H?),
ou seja, novamente ser uma trajetéria de bilhar n-periédica, simétrica e com
defeito positivo é um caso raro de se ocorrer.

Potanto, se T” indica o conjunto de todas as aplicacoes f € omb (T, H?)
tais que toda trajetéria de bilhar n - periddica e simétrica em I' = f (T) tem
defeito, entao (71, C 7", fato que comprova que ele contém um subconjunto

residual de Cgomb (T, H?). Além disso, 7" NT" C A. Assim, a prova do nosso

Teorema A fica completa.

3.4 Teorema B

O segundo e ultimo resultado que apresentaremos nesta tese de doutorado
tem sua prova fundamentada em uma adaptacao dos argumentos ja utilizados
anteriormente. De forma superficial, ele nos diz que, genericamente, duas
trajetérias distintas de bilhar em I' = 9Q) com o mesmo periodo nao possuem

nenhum ponto de reflexao em comum.

Teorema B. Seja B o conjunto de todas as funcgoes f € Cgomb (T, H?) tais que
['= f(T) é uma curva simples, fechada, com curvatura geodésica estritamente
positiva, bordo de um dominio Q C H? geodesicamente estritamente convezo.
Suponhamos ainda que, fixado n, duas trajetorias n-periodicas de bilhar em T"

nao possuam pontos de reflexao em comum. Entao, B contém um subconjunto

residual de C> , (T, H?).
emb

Inicialmente, suponhamos que v, e v2 sejam duas trajetorias n-periddicas
de bilhar distintas em I' = f(T), com f € b (T,H?). Denotemos por
Y1,---,Yr 0s k pontos distintos de reflexao, tomados em conjunto, de v, e 7s.

Entao, existem duas aplicacoes padroes

w,6:{1,...,n} —{1,... k}
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3.4 Teorema B

que descrevem as maneiras, segundo as quais, as trajetorias y; e 7o, nessa
ordem, passam através dos seus pontos de reflexao em I'. Além disso, elas

satisfazem as seguintes condigoes:
(i) ImwUIm 6 ={1,...,k};

(ii) {w(@),w(i+1)} #{6(4),0(j + 1)}, para cada i,j € {1,...,n}.

A interpretacao da primeira condigao ¢é imediata. Ja a segunda nos ga-
rante que v e ¥, sendo trajetorias n-peridédicas de bilhar distintas em I', nao
possuem segmentos geodésicos em comum.

Apropriaremos da notagdo e nomenclatura ja utilizadas em [21], isto é, a
quadrupla A = (n, k,w, ) atendendo as condigdes anteriores serd denominada
de configuracao e o par (71, 72) serd considerado do tipo A.

Para um par nessa situacao, a k-upla 'y = (y1,...,yx) € U, NUs. Além

disso,

n n

H,(y) = Zg (Yo(i)s Yoiinr)) € Hs(y)= Zg (Ys(i) Ys(is+1)) (3.5)

i=1 i=1

indicam os perimetros geodésicos das trajetorias ; e s, respectivamente.
De maneira similar a que foi feita na demonstracao do Teorema A, basta
entendermos o caso em que ha, exatamente, um ponto de reflexao em comum

entre as trajetérias. Sem perda de generalidade, assumiremos que
w(l)=46(1) =1, (3.6)

ou seja, y; € esse tal ponto.
As afirmagoes (I), (II) e (III) feitas no inicio da segao 3.3 podem ser adap-

tadas para esse caso da seguinte maneira:

(1) Existe s = (s1,...,5,) € T® tal que y = f*(s) € U, N Us;
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(2) ain (foU=uy),...,fo0Hu)) =0,Vie{l,... k}e em parti-
U;

cular, para os indices i tais que f(s;) é um ponto de reflexdao de v;. A

mesma afirmacao continua vélida se trocarmos w por d e 7; por 7s;

(3) Denotemos por (k) € 7u(2), €m Tf(sl)H2, as direcoes tangentes as geodésicas
minimizantes que ligam os pontos y,x) @ Y1 € Y1 a Yu(2), nessa ordem.
Facamos a mesma notagao trocando w por . Como 7, e 7, sao trajetérias
n-periddicas de bilhar, segue que tanto 7, + 7.(2) quanto 75 + 7s2)

estdo na direcio de tf(5,) = f'(51).
Consideremos a funcio F : T®) — R definida por

F(y) = Hu,(y) + H;(y) (3.7)

Segue, como consequéncia imediata do item (2), que:

0
811,1‘

F(foUw),..., ol (w)) =0, Vie{l,....k}.

0
F(foU (u),...,foU (u))=0,Vie{2,. ...k}
U;
Os mesmos argumentos utilizados na demonstracao do Teorema A serao

Em particular,

usados na verificagdo do Teorema B com a ligeira mudanca da aplicagao H,,
pela aplicacao F'. Revisitaremos as principais passagens ali desenvolvidas co-
mentando, sempre que necessario, as mudancas efetuadas.

Além disso, os passos da demonstracao serao delineados para o caso em
que as trajetorias n-periddicas v, e o com pontos de reflexao em I' sao nao-
simétricas. Para o caso simétrico ou o caso misto (uma nao-simétrica e a outra
simétrica), a estratégia da demonstragao é similar a estratégia que descrevere-

mos a seguir.

Demonstracao do Teorema B. Sejam v, e 7, dois n-poligonos distintos em I' =
f (T) que nao possuem segmentos geodésicos em comum e que nao percorrem
mais de uma vez, em seu periodo fundamental, um mesmo trecho de segmento

geodésico.
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Podemos expressar essas condi¢oes por meio da existéncia de duas aplicagoes
w,d:{1,...,n} — {1, ..., k} que satisfazem as condigoes (i) e (ii) e tais que,

Vie{l,...,n}, temos:

(a) w(i) #w(i+1)ed(i)#d(+1);

Alem disso, para cada 1 < i < 7 < n, sao verdadeiras:

(b) {w(@),w(i+ D} #{w(),w( + 1)} e {6(2),0( + 1)} # {5(4),0(5 + D}

Denotemos por B o conjunto das fungoes f € Cgomb (T, H?) que satisfazem

a seguinte condicao: se s € T® §é tal que 5 H,=0,Vie{l,...,k}, com
Uj

ff(s) e U, N Use

8?“F =0, Vie{2,...,k}, entdo ou 7,u) + 7.2 ou
(k) + Ts(2) N&0 estd na diregao de t_}(sl) = f'(s1).

Vamos descrever, geometricamente, o significado do conjunto By. Seja
[' = f(T) uma curva desse conjunto e tomemos uma colegao de k pontos sobre

ela.

1. Toda vez que os sucessivos pontos de reflexao 1), - - - , Yu(n) do n-poligono
ordenado por w forem uma trajetéria de bilhar sem a ocorréncia de pontos
multiplos de reflexao, entao os sucessivos pontos de reflexao ysn), - - ., Ysm)
do n-poligono ordenado por ¢ nao podem representar uma trajetoria n-

periodica de bilhar em I

2. Excetuando a sequéncia ordenada de pontos ysu),y1 € ¥sz), todas as
demais sequéncias ordenadas por ¢ constituem trechos de trajetérias de

bilhar.

Na descri¢ao dada anteriormente, podemos supor que ambos os n-poligonos
nao possuem pontos multiplos de reflexao, uma vez que C'*° genericamente, é
muito raro que eles representem uma trajetoria n-periédica de bilhar, conforme
ja foi provado no Teorema A.

Notemos que (|Bar C B, em que B é o conjunto definido no enunciado

A
do Teorema B e A percorre todas as configuragoes que satisfazem a condicao
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(3.6). Dessa forma, nosso trabalho se reduz a mostrar que B, contém um
subconjunto residual de Cgomb (T, H?). E isso que desenvolveremos no texto
descrito a seguir.

Fixemos uma configuragdo A = (n,k,w,0) com w e J satisfazendo (3.6),
(i), (ii), (a) e (b). Sejam H,, Hs e F as fungoes definidas em (3.5) e (3.7).

Para cada ¢ € {1,..., k}, definiremos os conjuntos
0 0 "
Us =3 (1, o) € Us N U | S E o F | #0

elU = (k] U;.

Ob;:eivemos que cada U; é um conjunto aberto de U, N Us e, consequen-
temente, U também o 6. Além disso, se i ¢ Im w N Im 0, entdo y; é,
exclusivamente, um ponto de reflexao do n-poligono ordenado por w ou por .

Suponhamos, sem perda de generalidade, que y; seja ponto de reflexao do n -

poligono ordenado por w. Dessa forma,

0 0 0 0
(omam) - G amn)

que é um vetor nao nulo pelo Lema 8. Portanto, U; = U, N Us, toda vez que

i¢Imw N ImJ.

Denotemos por T o conjunto de todas as funcoes f € Cgomb (T, H?) tais

~ 0
que para todo s € T®) com f*(s) € U e 5 F=0,i€{2,...,k}, a condigao

To(k) T Tw(2) O Ts(k) + Ts5(2) estar na diregao de ff(sl) = f’(s1) nao é satisfeita.

Lema 14. O conjunto Ty contém um subconjunto residual de Czomb (T, H?).

Demonstracao. A demonstracao desse lema usa argumentos similares aos argu-
mentos utilizados na prova do Corolario 12. Comentaremos, em linhas gerais,

0s passos que levam a justificativa desse resultado:

1. Construir uma variedade Wy similar a variedade W construida nas pre-

liminares da demonstracao do Teorema A;
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2. Definir, inicialmente, o conjunto de multijatos ¥, C Wj,, similar ao
conjunto ¥ da secdo 3.3, que satisfaz a condicdo: se s € T®) com

~ 0
k
s) €U e
i) edle 5 4
e Tsk) + Ts(2) sempre estao na diregao de tys,) = f'(s1);

F =0, para cada i € {2,...,k}, entdo 7w + 7w

3. Observar que Th N X5 = 0;

4. Considerar uma vizinhanca coordenada €2, de um multijato 74 € X €

uma carta local ©, da forma &4 = (u, v, A);

5. Construir as aplicagoes auxiliares

0 0
Mgy OIe _ .
<a> bp (5/\) - < <8'UI()1) F7 81}1(32) F) ) (a’P ) Op >>7 para p 27 s 7k7

(b) dS™ (6a) = {(Tlur) + (@) TLpu(sn) ) Fops(s), Em ), PATA M = 10U 2;

(C) dz(im) <€A) = <<ﬁ6(k) + 776(2)7 ﬁf1(31)> 7_1’}”1(81)’ €m>7 para m = 1 ou 2;

6. Criar a aplicagao

K (€)= (b5 (&) ) (€0) 1™ (1))
comp=2,....,.kem=1ou 2

7. Usar as definicoes de X5 e K e perceber, assim como ocorreu na segao

3.3, que O,,, NO(Qx N X)) C K11 (0);

8. Verificar que K é uma submersao por meio da independéncia linear dos

vetores ﬁbﬁ, vdi™m e ﬁdgm), isto é, verificando que a equacao vetorial

k
"B + DUV + DI =
p=2
s6 admite a solucao trivial BZ/} = DI = D((;m) =0,p=2,...,kem

fixado igual a 1 ou 2;

9. Perceber que a verificagao relativa aos coeficientes BI/)\ segue 0S Mesmos

moldes da secao 3.3, ou seja, atentando-nos apenas para as componen-

tes do vetor ﬁbﬁ associadas as derivadas parciais 520 bﬁ(f), 7 =1,2.
ap
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~ 0
Uma vez que f*(s) € U, podemos concluir que WF # 0, para cada
Up

p=2,...,kepara j =1 ou 2, e, assim, BI‘}:O;
10. Notar que os calculos relativos aos coeficientes D™ e D((;m) sao analogos
aos calculos desenvolvidos na sec¢ao 3.3, trocando-se o indice “a”por w(k)

e d(k), respectivamente;

11. Observar a existéncia de duas subvariedades M2 de Wy, m = 1 ou 2,
que possuem a mesma codimensao, a saber, k + 1. Aplicar um argu-
mento similar ao argumento presente no Teorema 10 e nos comentarios
subsequentes a ele, juntamente com o Teorema 11 (trocando-se ¢ por k)

para concluir que T contém um subconjunto residual de 2 (T, H?).

O

Além disso, para i € Im w N Im J, denotemos por T; o conjunto de todas

as funcoes [ € Cgomb (T, H?) tais que, se s = (s1,...,5:) € T® & tal que
0

a—Hw = 0, para todo j € {1,...,k} e f¥(s) € U, N Us, entdao f*(s) € U;.
7

Grosseiramente falando, se f € T;, entao I' = f(T) representa uma curva na
qual 08 Pontos Yu(1ys - -, Yu(n), com y = fH(s), sdo os sucessivos pontos de
reflexao de uma trajetoria de bilhar ordenada pelo padrao w. O mesmo nao

9
Gu o # 0.

ocorre para o padrdo §, ja que f*(s) € U; acarreta

Afirmamos que

ﬂ T.NTy C By,
ielmwnlIms

De fato, suponhamos que f seja um elemento do conjunto a esquerda do

0
%Hw = O, 1 € {].,...,l{?}, fk(5> € UwﬂU(s e

%F:Q para j € {2,...,k}.

Lembremo-nos que se @ ¢ Im w N Im §, entdo U; = U, N Us. Por outro

simbolo de inclusao, com

lado, o fato de f € T;, para cada ¢ € Im w N Im §, acarreta que sempre
f¥(s) € U; c U, N Us. Portanto, f*(s) € U;, para todo i = 1,..., k, e assim,
fH(s) e .
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Além disso, como f € T}, segue que a condicao de 7j,,(x) +7w(2) OU T5k) +75(2)
estar na direcio de ff(;,) = f'(s1) ndo é satisfeita. Portanto, f € By.

Baseando-nos no que foi descrito no ultimo paragrafo, percebemos que o
Teorema B estara demonstrado se provarmos que 7; contém um subconjunto
residual de C%° , (T, H?), para cadai € Imw N Im .

Para isto, consideraremos a aplicacao L : U, N Us — R? definida por

0 0 0 0
L(y)= <6v—§1)Hw(y} + av—i(l)H(s(Y), aU—Z@)Hw(Y) + 80—52)[{5(},)) (3.8)

Observemos que, para f € T;, sempre temos f¥(s) € U;, isto é, a k-upla

(f(s1),..., f(sg)) é tal que

0 0 -
<WF(}’)7 mﬂﬁ) # 0.

)

Assim, L ( f* (s)) #* 0. Outra condicdo especial que a funcéo L satisfaz é néo

possuir pontos criticos em U, N Uy, conforme esta descrito no lema a seguir.

Lema 15. Seja L a fungdo definida em (3.8). Entao,

L(y)#£0,VyeU,NU.

Demonstra¢ao. Suponhamos, por absurdo, que exista y € U, N U tal que

DL (y) = 0. Recordemos que, para cada j € {1,2}, a componente j de L é

dada por:

0 0

) J—
g oY “W)+ v Hs(y)
0
Z —-p <8U(]) ) yq) Z (8 QR yq)
o) sinh g(yi, ¥q) L) sinh g(yl7 Yq)
em que —8 7 indica a j-ésima diregao principal em T,,H?. Dessa maneira, a
I

7
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suposicao DL (y) = 0 para algum y € U, N U; acarreta, para j = 1 ou 2, que

0
!

)

. 0
() —
DRE

Se considerarmos q € I;(w), entao a condicao (ii) do inicio dessa segao nos

LU =0,Vi=1,... k.

garante que q ¢ I;(0). Isso nos sugere calcular a derivada parcial de LU em

N - t
relacao a variavel vé , uma vez que

) azM

® : .
vy S S 9(Yis yo)

= (. Assim,

0ty _ 9 3 _p(a%’yq>

8vét) 8vc(,t) el () sinh g(yi, y,)

o |1 (%yq)
oul! | sinh g(yi, yq)

Aplicando a regra do quociente nessa tltima expressao, percebemos que

o o | 7P <ai yq) A—-B
@ LY = ol - = ————, com
Ovg dvy’ | sinhg (Yi, Ya) C

0 0 g 0 .
<= G o) )+ ()| o

_p i y.
o (%ét)’ Z
B = P _,yq : COShg(?/z‘,yq) : €

vV sinh g(vi, Yq)

(2

C = sinh®g(y;, yq)

0
A direcao principal W em T,,H? depende, exclusivamente, de y;. Entao,
Y;

0 0 _9
P éhfc(,t) 81}1@ )=

De modo que,
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o 0 o 0 0
—p -sinh® g(yi, yq) + 0| —7,¥q | - coshg(yi, yq) - | =P | —F Ui
2 4 (aw aw) el (avw ) ( “[ (avsﬂ )]

avq sinh® g (ys, yq)

Denotemos por 7j; a projegao ortogonal, em T, H? do vetor y,. Dessa

maneira, podemos escrever:

0 0 - .
cosh g(yi, yq) = —P(¥i» Ya), P (W,yq) =p (a G )777q) ¢ p (7, 7iy) = sinh® g(yz, yq)
Ui Ui

Logo,

0 Lo o 0
0 @ 9 +p (7lg, ) + p PRl [=p(yi,va)l - |1 20"

6vc(|t) sinh”® g(yi, )

0 L g 0
- -DP 'Uz.(j)’ avc(‘t) -p(nqﬂ?q) +p 8U—§j)anq | P avét)ap(yiayq)yi

sinh® g(yi, yq)

0
Lembrando que 7y = yq +p(¥i, Yq)¥i € P <yq, W) = 0, podemos reeescre-
Uq
ver a expressao anterior da seguinte maneira:

p<p(ﬁ a) 0 a)ﬂ?(a 77) [p<a 77)]
- q:'lq N0 A (1) ~ () PNORRL
0 4 _ ov? v v vy’

dvy sinh® g(ys, yq)

L .. 0 o _\. 0
P —p(nq,nq)av—gjﬁp (%—Z(j),nq ”“"av_y

sinh® g(yi, yq)

Primeiramente, observemos que o vetor

0 0
_p(ﬁaﬁ)—+p —-777 ﬁETina
q»'lq aU(J) ((9?]2(]) Q> q Y

i
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uma vez que ele é combinacgao linear de vetores desse espago vetorial. Por
absurdo, estamos supondo que existe pelo menos um y € U, N Us tal que
DL(y) = 0. Em particular, para esse y e cada j,t € {1,2}, temos

LU = 0. Assim, fixando um j e tomando t = 1 e 2, observamos que

(t)
avq v . . ~ 3 4
essa ultima condicao nos garante que o vetor dado anteriormente é ortogonal

as diregoes principais — isto ¢, ele ¢ um vetor paralelo ao vetor y,.
v
q

Fixando nossa atengao no vetor y, € H?, verificamos que, & priori, s6
existem duas possibilidades: ou o vetor y, € T,,H? ou ndo. Da primeira
possibilidade, segue que sua projegao ortogonal sobre T,,H? é ele préprio, ou

seja, 7j; = 4. Dessa forma, podemos escrever:

0 0

—D (YqsYq) — = T2 | —=:Yq | Yg = @¥Yq,
v ) <8U(j) q) q iYa

3 7

0
para algum «; € R. Essa igualdade s6 pode ser verificada se W for paralelo
Uj

ao vetor yq, isto &, —5 = Byq, para algum §; € R, com j = 1 ou 2. Contudo,
Y
0 0
o ou?

T,;H? e, em particular, um conjunto linearmente independente. Portanto, essa

} é uma base de

isso acarreta em uma contradi¢ao, uma vez que {

possibilidade nao pode acontecer.
Da segunda possibilidade, assumimos que y, ¢ T,,,H*. Uma vez que, para

cada 7 =1 ou 2, o vetor

0 0
q»'/q 811(1) (a’UZ(J) q) q Y

]

concluimos que ele é o vetor nulo de T,,H? j& que o vetor nulo é o tnico

de T,,H* que atende a condi¢do de ser paralelo ao vetor y,. Dessa forma,

o | . i : : .
se qu ¢ um conjunto linearmente independente para j = 1 e 2,
Ui
ta Ta> T) = 0 =) = 0. P tro lad 0 =l
entdo p (7, 7;) = P m,nq = 0. Por outro lado, se m,nq é um
conjunto linearmente dependente para algum j = 1 ou 2, digamos j = 1,
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entao {W’ﬁq é um conjunto linearmente independente e, novamente,
v,
(2

0
p(My:7Mq) = p W,ﬁq) = 0. Em qualquer caso, isso nos mostra que
Y

b (ﬁqa ﬁq) =0.

Fazendo os calculos necessarios, obtemos:

0 = p( )
= P Wa + P, Ya)¥i> Yq + P(Yi Ya) i)
= 9 (Yg ¥a) + 2 [P (40, 9))° + [ (War ) P (i 1)
= =1+ 2[p e, v)) = [p (vg 00))°

= —1+4[p(yq.m))*

Assim, [p (yq,yi)]2 = 1. Como y;,y, € H?, concluimos que p(yq,y;) = —1.
Usando a férmula de distancia presente no Teorema 1, concluimos que y; = v,
fato que gera uma contradicdo com nossa suposicao inicial, uma vez que
q € I[;(w) e, consequentemente, q # i. Dessa forma, fica concluida a de-

monstracao desse lema. O]

Para as funcoes F' e L definidas em (3.7) e (3.8), U = U, N Us, T = T;, com
i€Imw N Im 9§, e trocando-se R” por H? e X por T, o resultado estabelecido
em [21] que enunciaremos a seguir (ver Teorema 3.1, pagina 632), garantira
que T possui um subconjunto residual de C* (T, H?) e, portanto, B também.
Assim, a demonstragao do nosso Teorema B estara finalizada para o caso nao

simétrico.

Teorema 16. Sejam n > 2, k > 2, ¢ > 1 numeros inteiros, U um aberto
de (R")(k), F:U— R el :U — R? duas aplicacoes de classe C*.
Suponhamos que L ndo possua pontos criticos em U, isto €, DL(y) # 0,

VyeUe
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Seja X uma subvariedade (n—1)-dimensional de R™ e denotemos por T o con-
gunto de todas as fungoes f € Czomb (X,R™) tais que, para todo
x € X% que é ponto critico de F o f* e com f*(s) € U, sempre temos

L(f*(s)) # 0. Entdio, T contém um subconjunto residual de b (X,R™).

Observemos que a verificacao do resultado anterior se resume ao caso em
que g = 1. De fato, suponhamos que ele seja verdadeiro para esse valor de ¢q e

denotemos por

0
Ut:{yer N U5|ﬁL(t)7é0}, paracada t=1,...,q.

2

Claramente, cada U; é um conjunto aberto de U, N Use U, N Us = qu Us.

Denotemos por 7® o conjunto de todas as funcées f € Cemb (T, ]HEQZ)1 tais
que para todo s € T* que é um ponto critico de F o f*¥ com f*(s) € U, N Uy,
sempre temos L® ( f’“(s)) #+ 0. Como a afirmacao é suposta ser valida para
q = 1, segue que cada T® contém um subconjunto residual de Comt (T, H?),
o mesmo ocorrendo com 7T, uma vez que rq] TO CT.

De agora em diante, vamos supor que tq:1: l,ouseja, L:U, N Us — R ¢
nossa aplicacao de classe C*. Seja Wy = (ak)_l (T(k)) N (Bk)_1 (U, N Us) a
subvariedade aberta de J} (T, H?), em que « e 3 sao as aplicagoes mencionadas

na defini¢ao 16.

Consideremos o conjunto X7 de todos os multijatos

T=(fi(s1),..., fx(sk)) € Wr

0 F((frowi)(w),...,(fro¥y)(u)) = 0, com ¥; sendo uma

tais que

7

carta local numa vizinhanca de s; € T e L (fi(s1),..., fr(sk)) = 0. As de-

finigoes dos conjuntos 7 e X7 permitem-nos concluir que

T={feCxy, (L) | Mnsr =0}
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A partir desse ponto, a ideia ¢ mostrar que existem duas subvariedades M]

e M] de Wy, ambas de classe C*, com as seguintes propriedades:

codim M =k+1 e Syc M UM

Para isto, consideraremos uma vizinhanca coordenada D de 7 € Y7 e O
uma carta local da forma £ = (u, v, A), nos mesmos moldes que ja foram feitos
na demonstracao do Lema 9.

Uma vez que f € T;, segue que pelo menos uma das duas condicoes a seguir

¢é verificada:

0
——F(y)#0 ou —=F(y)#0
avi(l) ( ) aUZ(Q) ( )
Suponhamos que a primeira delas seja verdadeira. Para cadai € {1,...,k},
definiremos
9 1 0 2
bi(§) = WF(}’)@E '+ WF(Y)GE :

é tal que (DNYyr) C K;'(0). Uma vez que D C Wy, segue que
U (v;) € U, N Us, ou seja, L estd bem definida e, consequentemente, K-+
também.

Procederemos da mesma forma que na demonstracao do Lema 9. Nossa
estratégia serd mostrar que K7 é uma submersao em cada ponto de 6(D) por
meio da independéncia linear dos vetores Vb;(€) e VL.

Tomemos a combinacao linear

k
> B Vbhi(¢)+C-VL =0, (3.9)
=1

77



3.4 Teorema B

com B; e C' nimeros reais. Desejamos verificar que B; = C' = 0, para cada

i € {1,...,k}. Considerando as componentes de Vb;(¢) e VL associadas as
(1) (2

derivadas parciais em relagao as varidveis a, * e a; ), obtemos:
0 0
81}51) v§2)

Como pelo menos um das duas derivadas parciais anteriores é diferente de
zero, segue que B;, para todo i = 1,..., k. Logo, a igualdade (3.9) se reduz a
C-VL=0. Da hipdtese de L nao possuir pontos criticos em U, N Us, segue
que C' = 0, fato que verifica nossa afirmacao inicial.

Por fim, para m = 1 e 2, construiremos os conjuntos
Sy ={f € = (T,H?) | jif (T)h M}

Usando argumentos de transversalidade similares ao do Teorema 10, con-

cluimos que
Sy ={feC=(T,H2) |jif (T)nM] =0}

Por outro lado, uma adaptagao do Teorema 11 nos afirma que S7 ¢ um
conjunto residual em C* (T,H?). Uma vez que tanto C* (T,H?) quanto
> (T, H?) sao espagos de Baire, segue que ST N CE (T,H?) é também
residual em C* . (T, H?).
emb

Recordando que

T:{fe o (T, HP) }j;f(T)sz:@)}

e Y7 C M{ UMJ, podemos concluir que S}NS3 C T, ouseja, T contém um
subconjunto residual de Ogomb (T,H?). Isso completa a verificagao do nosso

Teorema B para o caso considerado.
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Consideracoes Finais

Por meio desse estudo, verificamos que, C'* genericamente, ¢ muito raro
ocorrer que uma trajetéria n-periédica de bilhar em subconjuntos especiais @)
de H? tenha multiplos pontos de reflexao. Percebemos que a técnica empregada
para verificar esse resultado pode ser adaptada e aplicada em outros contextos
que envolvem a obtencao de propriedades genéricas.

Uma dessas adaptacoes apareceu no Teorema B, o qual garante que, C* ge-
nericamente, duas trajetérias n-periddicas de bilhar em () nao possuem pontos
de reflexao em comum.

E natural nos perguntarmos se nao ha outras adaptacoes dessa técnica.
Surgiram, assim, no desenrolar desse trabalho, algumas questoes cujas respos-

tas ainda nao sabemos. Sao elas:

1. E possivel generalizarmos os resultados presentes nos Teoremas A e B
para bilhares convexos em hipersuperficies de H"? Serda que a mesma

estratégia usada aqui se aplica nesse caso?

2. A mesma abordagem feita no Teorema B se aplica ao considerarmos duas

trajetorias distintas com periodos diferentes?

3. O genericamente, duas trajetérias de bilhar em H? possuem perfodos
racionalmente independentes? Em caso afirmativo, é possivel estender-

mos essa propriedade para bilhares em hipersuperficies de H"™?

4. E possivel construirmos um exemplo de bilhar em H? tal que infinitas
trajetorias de mesmo periodo possuam um unico ponto de reflexao em

comum?

5. C™ genericamente, para bilhares convexos em H?, é verdade que todo
ponto periddico ou é hiperbdlico ou é eliptico com numero de rotagao
irracional? Em caso afirmativo, é possivel garantirmos alguma intersecao

transversal homoclinica para todos os pontos periédicos hiperbdlicos?



Acreditamos que as respostas aos questionamentos 1, 2 e 3 sejam verdadei-
ras, uma vez que eles ja foram respondidas, satisfatoriamente, para bilhares em
hipersuperficies do R™, nos artigos publicados por L. Stojanov [26] e V. Pet-
kov [21]. Soma-se a isso o fato que os argumentos e calculos necessarios para a
checagem das propriedades 1 e 2 estabelecidas em nosso trabalho puderam ser
adaptadas de forma natural do espaco euclidiano para o plano hiperbdlico. No
que tange a pergunta 4, infelizmente nao temos nenhuma ideia, até o presente
momento, se tal construcao é possivel ou nao.

Por ultimo, é plausivel supormos que a pergunta 5 seja respondida afirma-
tivamente. De fato, os autores M.J. Dias Carneiro, S. Oliffson Kamphorst e S.
Pinto-de-Carvalho [11] j4 mostraram que o problema do bilhar em uma curva
oval I" plana define um sistema dinamico bidimensional conservativo que possui
a propriedade twist e tem funcao geradora g(s1, s2) = —|I'(s2),I'(s1)|. Usando
perturbagoes normais de I', os autores mostram que, para cada periodo N, ter
apenas um numero finito de érbitas periddicas, todas nao-degeneradas, é uma
propriedade genérica. Mais ainda, eles verificaram que a intersecao entre as
curvas invariantes de dois pontos hiperbdlicos sao sempre transversais. Con-
tudo, em nenhum momento durante a argumentacao sobre a densidade das
curvas ovais foi levado em consideracao uma possivel existéncia de multiplos
pontos de reflexao.

Ja as conclusoes apresentadas por L. Coutinho dos Santos e S. Pinto-de-
Carvalho [10] garantem que o conjunto das ovais sobre H? que gozam da propri-
edade “ter um numero finito de orbitas n-periddicas, todas nao degeneradas”
¢é denso, enquanto que para Si ¢ uma propriedade aberta. Em particular, no
desenrolar de sua argumentacao, os autores tomaram o cuidado de considerar
a possivel existéncia de miultiplos pontos de reflexdo. Felizmente, a mesma
abordagem apresentada por eles pode ser aplicada no caso do problema do
bilhar sobre ovais no plano e, assim, complementar a prova apresentada em
[11].

Ainda nessa linha de raciocinio, P. Zhang [31] provou que o conjunto
de todas as fungoes f € Cyp (T,S?) tais que a regidao englobada por elas

seja estritamente geodesicamente convexa e que todo ponto n-periédico para



uma aplicacao bilhar seja nao degenerado é um conjunto aberto e denso de

C

omb (T, S?). Ele vai além, e prova que C* genericamente, todo ponto periédico

ou é hiperbdlico ou é eliptico com nimero de rotacao irracional. Mais ainda,
todos os pontos peridédicos hiperbdlicos admitem alguma intersecao transversal
homoclinica.

Portanto, uma resposta afirmativa para a pergunta 5 estabeleceria, para
H?2, certas propriedades genéricas ja conhecidas para os casos de bilhares no
plano euclidiano e na esfera convexa, e que nao foram abordadas pelos autores

L. Coutinho dos Santos e S. Pinto-de-Carvalho no artigo [10].
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