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Universidade Federal de Minas Gerais

Uma dissertação submetida para a obtenção do grau de

Mestre em Matemática
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Resumo

Seja G um grupo finitamente gerado que possui uma ação relativamente

hiperbólica no conjunto de Cantor e seu conjunto P de representantes de

subgrupos parabólicos é tal que todo elemento Pi ∈ P é relativamente hi-

perbólico com respeito a um conjunto Pi então o grupo G é relativamente

hiperbólico com respeito a
⋃
iPi (consequência de [10]) e sua fronteira

de Bowditch, ∂B(G,
⋃
iPi) depende apenas dos espaços ∂B(Pi,Pi). Como

caso especial, mostraremos que seG1, ..., Gn são relativamente hiperbólicos

então ∂B(G1∗...∗Gn) depende topologicamente apenas dos espaços ∂B(Gi)

(em que omitimos os conjuntos parabólicos por simplicidade). Nosso re-

sultado principal generaliza [18], em que são caracterizadas as fronteiras

hiperbólicas de produtos livres de grupos hiperbólicos. Entretanto, nossos

métodos são diferentes dos usados em [18].



Abstract

Let G be a finitely generated group which has a relatively hyperbolic

action on the Cantor set and its representative parabolic set P is such

that every element Pi ∈ P is relatively hyperbolic with respect to a set

Pi, then G is relatively hyperbolic with respect to
⋃
iPi (consequence

of [10]) and its Bowditch boundary, ∂B(G,
⋃
iPi), depends only on the

spaces ∂B(Pi,Pi). In particular, if G1, ..., Gn are relatively hyperbolic then

∂B(G1 ∗ ... ∗Gn) only depends, topologically, of the spaces ∂B(Gi) (where

we omitted for simplicity the parabolic sets). Our main result generalizes

[18] where the hyperbolic boundaries of free products of hyperbolic groups

are characterized. However, our methods are entirely different from that

of [18].
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Agradeço ao Noah Schweber da Universidade de Winsconsin-Madison por apresentar-

me ao método back-and-forth.

Agradeço ao Prof. Victor pela orientação e por tudo que eu pude aprender ao

longo desse tempo.

E a todos que me ajudaram de alguma forma.



Sumário

1 Preliminares 9

1.1 Notações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
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Introdução

Tomemos o grupo livre F (a, b) gerado livremente pelos elementos a e b e o grafo de

Cayley de F (a, b) formado pelo mesmo conjunto de geradores. Este é a árvore 4 -

regular apresentada abaixo.

Cada reta horizontal pode ser vista como uma cópia do grafo de Cayley de 〈a〉,
enquanto cada reta vertical pode ser vista como uma cópia do grafo de Cayley de 〈b〉.
Tomando o elemento neutro como base, podemos apresentar a fronteira hiperbólica

do grupo livre como os raios geodésicos que saem do elemento neutro (a menos de

distância de Hausdorff finita). Essa noção de fronteira hiperbólica não será usada

durante o texto (será substituida por uma equivalente mas não construtiva), servindo

apenas como forma de vizualização. Tais raios são separados em três conjuntos disjun-

tos: os raios que a partir de um ponto permanecem horizontais, os raios que a partir

de um ponto permanecem verticais e os raios que oscilam entre partes horizontais

e partes verticais indefinidamente. Os raios geodésicos horizontais podem ser vistos

pertencendo a cópias da fronteira hiperbólica de 〈a〉, enquanto os raios geodésicos ver-

ticais podem ser vistos pertencendo a cópias da fronteira hiperbólica de 〈b〉. Ambas

as fronteiras possuem apenas dois pontos.
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Temos assim uma partição da fronteira hiperbólica, homeomorfa ao conjunto de

Cantor, em três partes, sendo as duas primeiras enumeráveis, a terceira não enu-

merável e todas densas. Como o conjunto de Cantor é enumeravelmente densamente

homogêneo, não há distinção topológica entre os dois primeiros conjuntos.

Sejam G = 〈X1|Y1〉 e H = 〈X2|Y2〉 e tomemos o grafo de Cayley G ∗ H com

respeito ao conjunto de geradores Y1 ∪ Y2. Se G e H são hiperbólicos então G ∗ H
também é hiperbólico, portanto podemos considerar a fronteira hiperbólica do grafo

de Cayley. De maneira análoga ao caso anterior, os elementos da fronteira hiperbólica

podem ser divididos em três conjuntos disjuntos: os raios geodésicos que a partir de

um ponto ficam em uma cópia de 〈X1〉 (classe lateral de 〈X1〉), os raios geodésicos

que a partir de um ponto ficam em uma cópia de 〈X2〉 e os raios geodésicos que ficam

oscilando indefinidamente. Cada uma dessas cópias de G ou de H determinam na

fronteira hiperbólica de G ∗H cópias das fronteiras hiperbólicas de G e de H. Como

o conjunto de cópias de G ou de H é infinito enumerável, segue que o número de

cópias das fronteiras também é.

Tal espaço comporta-se de forma muito similar ao conjunto de Cantor (K). De

fato, existe uma aplicação cont́ınua e sobrejetiva para K tal que é injetiva nos pontos

do terceiro tipo e cada cópia da fronteira de G ou de H é levada em um ponto. Nosso

objetivo é entender a topologia desse tipo de espaço. Para isso, provamos a unicidade

das compactificações de N e do conjunto de Cantor menos um ponto (K0) tais que

o complementar desses conjuntos é um espaço metrizável sem pontos isolados dado

(Corolários 3.0.6 e 4.0.7). Caracterizamos também os produtos fibrados sobre K

tais que as fibras são as compactificações do conjunto de K0 (Proposição 5.0.4)

e um caso especifico ao qual garantimos unicidade (Proposição 5.1.11) e que é

exatamente o tipo de espaço que aparece no caso acima. Todo o último caṕıtulo

serviu para que mostrássemos que esse espaço é de fato o que queremos.
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Com essa unicidade podemos concluir que se G1, G2, H1 e H2 são grupos hi-

perbólicos tais que ∂∞G1
∼= ∂∞G2 e ∂∞H1

∼= ∂∞H2 então ∂∞(G1∗H1) ∼= ∂∞(G2∗H2),

com ∂∞ denotando a fronteira hiperbólica. Tal problema foi resolvido por Martin e

Światkowski em [18] utilizando métodos geométricos.

Resolvemos então estender nossos métodos puramente topológicos a grupos relati-

vamente hiperbólicos e fronteiras de Bowditch. Temos (os teoremas estão ligeiramente

diferentes para evitar a notação usada durante o texto):

Teorema 6.4.3 Sejam G = G1 ∗ ... ∗Gn e G′ = G′1 ∗ ... ∗G′n finitamente gerados.

Se ∀i ∈ {1, ...n}, ∂B(Gi,Pi) ∼= ∂B(G′i,P ′i) então ∂B(G,
⋃
Pi) ∼= ∂B(G′,

⋃
P ′i).

Teorema 6.4.4 Sejam G = G1 ∗ ... ∗ Gn finitamente gerado e A uma partição

de {1, ..., n} tal que se i, j ∈ a ∈ A então ∂B(Gi,Pi) ∼= ∂B(Gj,Pj) e A = {a1, ..., ak}
um conjunto de representantes dessa partição. Então ∂B(G,

⋃
Pi) ∼= ∂B(Ga1 ∗ ... ∗

Gak ,
⋃
Pai).

Que generalizam o problema apresentado acima.

8



Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Notações

1. Denotamos K como o conjunto de Cantor e K0 o conjunto de Cantor menos

um ponto.

2. Sempre usaremos N como o espaço topológico enumerável e discreto.

3. Se G é um grupo H < G significa subgrupo de G.

4. Se C é um conjunto então #C significa cardinalidade de C.

1.2 Espaços uniformes

Definição 1.2.1. (Espaço uniforme) Sejam X um conjunto e U um conjunto de

subconjuntos de X2. Dizemos que U é uma estrutura uniforme de X se:

1. ∀u ∈ U, ∆2X ⊆ U, com ∆2X a diagonal,

2. se u, v ∈ U, então u ∩ v ∈ U,

3. se u ∈ U e u ⊆ v então v ∈ U,

4. se u ∈ U então u−1 = {(a, b) ∈ X2 : (b, a) ∈ u} ∈ U,

5. se u ∈ U então ∃v ∈ U : v2 = {(a, b) ∈ X2 : ∃c ∈ X : (a, c) ∈ v e (c, b) ∈ v} ⊆ u.

Dizemos neste caso que o par (X,U) é um espaço uniforme e que os elementos de

U são entornos.

Definição 1.2.2. Sejam (X,U) um espaço uniforme, Y ⊆ X e u ∈ U. Definimos

B(Y, u) = {x ∈ X : ∃y ∈ Y : (y, x) ∈ u}.
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Proposição 1.2.3. (Proposição 1, §1.2, Caṕıtulo II de [1]) Seja (X,U) é um espaço

uniforme. Então existe uma única topologia em X tal que para para todo x ∈ X o

conjuuto {B(x, u) : u ∈ U} forma o conjunto de vizinhanças de x. Dizemos nesse

caso que tal topologia é gerada pela estrutura uniforme U.

Toda propriedade topológica associada a algum espaço uniforme significará que o

espaço topológico induzido possuirá tal propriedade.

Proposição 1.2.4. (Proposição 3, §1.2, Caṕıtulo II de [1]) Um espaço uniforme

(X,U) é Hausdorff se e somente se ∆2X =
⋂
u∈U u.

Definição 1.2.5. Sejam (X,U) um espaço uniforme, u ∈ U e A ⊆ X. Dizemos que

A é u-pequeno se A×A ⊆ u. Denotemos por Small(u) = {A ⊆ X : A é u-pequeno}.

Definição 1.2.6. Sejam (X1,U1) e (X2,U2) dois espaços uniformes. Uma aplicação

f : X1 → X2 é dita uniformemente cont́ınua se ∀u ∈ U2, f−1(u) ∈ U1, em que

f−1(u) = {(x, y) ∈ X1 : (f(x), f(y)) ∈ U2}.

Proposição 1.2.7. (Proposição 1, §2.2, Caṕıtulo II de [1]) Toda aplicação unifor-

memente cont́ınua é cont́ınua.

Proposição 1.2.8. Sejam f : (X1,U1) → (X2,U2) uma aplicação uniformemente

cont́ınua, u ∈ U2 e Y ⊆ X2 : Y ∈ Small(u). Então f−1(Y ) ∈ Small(f−1(u)).

Demonstração. Sejam x, y ∈ f−1(Y ). Temos que f(x), f(y) ∈ Y , o que implica que

(f(x), f(y)) ∈ u e portanto (x, y) ∈ f−1(f(x)) × f−1(f(y)) ⊆ f−1(u). Segue então

que f−1(Y ) ∈ Small(f−1(u)).

Definição 1.2.9. Seja (X,U) um espaço uniforme. Um conjunto B ⊆ U é dito uma

base de U (ou sistema fundamental de entornos) se ∀u ∈ U, ∃v ∈ B : v ⊆ u.

Denotemos uma ordem para U em que u 6 v se e somente se v ⊆ u. Então um

subconjunto B de U é uma base se e somente se é cofinal com respeito a ordem.

Proposição 1.2.10. Seja (X,U) um espaço uniforme. Então existe B uma base de

U que é uma cadeia (i.e. é totalmente ordenada).

Demonstração. Segue do fato que ∀u, v ∈ U, u ∩ v ∈ U.

Proposição 1.2.11. Seja (X,U) um espaço uniforme que possui base enumerável.

Então existe uma base enumerável B em U tal que é bem ordenada e para todo ele-

mento de B o conjunto de antecessores é finito (é equivalente a N com a ordem

usual).
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Proposição 1.2.12. Sejam (X,U) um espaço uniforme e {un}n∈N uma base enu-

merável e encaixante (∀n ∈ N, un+1 ⊆ un) de U. Então existe {vn}n∈N uma base

encaixante de U tal que ∀n ∈ N, v2
n ⊆ un.

Demonstração. Indução em n. Para n = 1, temos que existe v1 ∈ U : v2
1 ∈ u1 e

v1 ⊆ u1. Suponhamos que temos v1, ..., vn tais que ∀i ∈ {1, ..., n}, v2
i ⊆ ui, vi ⊆ ui

e ∀i ∈ {1, ..., n − 1}, vi+1 ⊆ vi. Como {un}n∈N é base de U, ∃j > n : uj ⊆ vn.

Mas ∃v′n+1 ∈ U : v′2n+1 ⊆ uj. Tome vn+1 = v′n+1 ∩ uj. Temos então que vn+1 ⊆ vn,

vn+1 ⊆ uj ⊆ un+1 e v2
n+1 ⊆ v′2n+1 ⊆ uj ⊆ un+1.

Portanto existe conjunto {vn}n∈N encaixante de entornos tal que ∀n ∈ N, v2
n ⊆ un.

Mas vn+1 ⊆ uj, com j > n, o que implica que o conjunto {vn}n∈N é cofinal. Portanto

{vn}n∈N é uma base de U.

Proposição 1.2.13. (Proposição 4, §2.4, Caṕıtulo II de [1]) Sejam X um conjunto,

{(Yi,Ui)}i∈Γ uma famı́lia de espaços uniformes e {fi}i∈Γ uma famı́lia de aplicações

fi : X → Yi. Então o conjunto {f−1
i1

(ui) ∩ ... ∩ f−1
in

(un) : ∀j ∈ {1, ..., n}, uij ∈ Uij}
forma uma base para uma estrutura uniforme em X. Tal estrutura uniforme será

dita inicial com respeito à famı́lia {fi}i∈Γ.

Proposição 1.2.14. (Corolário, §2.4, Caṕıtulo II de [1]) Sejam X um conjunto,

{(Yi,Ui)}i∈Γ uma famı́lia de espaços uniformes e {fi}i∈Γ uma famı́lia de aplicações

fi : X → Yi. Então a topologia induzida pela estrutura uniforme inicial com respeito

a {fi}i∈Γ coincide com a topologia inicial com respeito a {fi}i∈Γ.

Definição 1.2.15. Seja (X, d) um espaço métrico. Definimos a estrutura uniforme

induzida pela métrica d como a estrutura uniforme gerada por {ur : r > 0}, com

ur = {(x, y) ∈ X2 : d(x, y) < r}.

Dizemos que um espaço uniforme (X,U) é metrizável se existe uma métrica em

X que gera a estrutura uniforme U.

Proposição 1.2.16. (Teorema 1, §2.4, Caṕıtulo IX de [1]) Um espaço uniforme é

metrizável se e somente se é Hausdorff e sua estrutura uniforme possui base enu-

merável.

Proposição 1.2.17. (Teorema 1, §4.1, Caṕıtulo II de [1]) Seja X um espaço to-

pológico Hausdorff compacto. Então existe uma única estrutura uniforme que gera

a topologia de X. Tal estrutura uniforme é gerada pelo conjunto de vizinhanças de

∆2X em X2, com a topologia produto.

11



Proposição 1.2.18. Seja X um espaço topológico Hausdorff compacto e U a estrutura

uniforme de X. Se F é fechado em X e u ∈ U é fechado em X2, então B(F, u) é

fechado em X.

Demonstração. Se F é fechado em X então F ×X é fechado em X2, o que implica

que u∩ (F ×X) é fechado em X2, pois u é fechado. Seja π : X2 → X a aplicação de

projeção na segunda coordenada. Como u ∩ (F ×X) é fechado, portanto compacto,

segue que π(u∩(F×X)) é compacto, e portanto fechado em X. Mas π(u∩(F×X)) =

{x ∈ X : ∃y ∈ F : (y, x) ∈ F × X e (y, x) ∈ u} = B(F, u). Portanto B(F, u) é

fechado.

Proposição 1.2.19. (Teorema 2, §4.2, Caṕıtulo II de [1]) Considere um mapa cont́ınuo

f : (X1,U1)→ (X2,U2). Se X1 é compacto, então f é uniformemente cont́ınua.

1.3 Espaços topológicos

Proposição 1.3.1. (Teorema da subbase de Alexander) Sejam X um espaço to-

pológico e S uma subbase para a topologia de X. Então X é compacto se e somente

se toda cobertura de X por abertos em S possui uma subcobertura finita.

Proposição 1.3.2. Sejam X, Y espaços Hausdorff e f : X → Y uma aplicação

cont́ınua e fechada. Se {yγ}γ∈Γ ⊆ Y é uma rede que converge para o ponto y ∈ Y ,

#f−1(y) = 1 e xγ ∈ f−1(yγ) então {xγ}γ∈Γ converge para f−1(y).

Demonstração. Suponhamos que {xγ}γ∈Γ não converge para f−1(y). Então ∃U aberto

em X tal que f−1(y) ∈ U e ∃{xγ}γ∈Γ′ uma subrede cofinal (i.e. Γ′ subconjunto cofinal

de Γ) tal que U ∩ {xγ}γ∈Γ′ = ∅. Como f é fechada, temos que f(X − U) é fechado.

Mas {yγ}γ∈Γ′ ⊆ f(X −U) pois {xγ}γ∈Γ′ ⊆ X −U . Como f(X −U) é fechado, temos

que V = Y − f(X−U) é aberto e y ∈ V . Como {yγ}γ∈Γ′ ∩V = ∅, segue que {yγ}γ∈Γ′

não converge para y, absurdo. Portanto {xγ}γ∈Γ converge para f−1(y).

Proposição 1.3.3. (Teorema 3.7.2 de [6]) Seja f : X → Y uma aplicação perfeita

(i.e. X é Hausdorff e f é cont́ınua, sobrejetiva, fechada e ∀y ∈ Y, f−1(y) é compacto).

Se Y é compacto então X é compacto.

Proposição 1.3.4. Seja f : X → Y uma aplicação perfeita. Se X possui base

enumerável então Y possui base enumerável.

Proposição 1.3.5. Seja X um espaço metrizável. Então são equivalentes:
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1. X possui base enumerável

2. X é de Lindelöf

3. X é separável

Proposição 1.3.6. (Teorema de Aleksandrov, §10.4, Caṕıtulo I de [1]) Sejam X um

espaço compacto, ∼ uma relação de equivalência em X e π : X → X/ ∼ a aplicação

quociente. Então são equivalentes:

1. X/ ∼ é Hausdorff,

2. ∼∈ Closed(X2),

3. π é fechada.

Definição 1.3.7. (Quaseconvexidade topológica) Sejam X um espaço Hausdorff

compacto e ∼ uma relação de equivalência em X. Então ∼ é dita topologica-

mente quaseconvexa se ∀q ∈ X, a classe de equivalência [q] é fechada e ∀u ∈ U,

#{[x] ⊆ X : [x] /∈ Small(u)} < ℵ0, com U a única estrutura uniforme de X.

Proposição 1.3.8. Sejam X um espaço Hausdorff compacto e ∼ uma relação de

equivalência topologicamente quaseconvexa em X. Se A ⊆ X/ ∼, definimos a relação

∼A= ∆2X ∪
⋃

[x]∈A
[x]2 (em particular temos ∼X/∼=∼). Então ∀A ⊆ X/ ∼, X/ ∼A é

de Hausdorff.

Demonstração. Seja (x, y) ∈ ClX2(∼A) − ∆2X. Como X é Hausdorff, ∃u ∈ U :

(x, y) /∈ u (com U a estrutura uniforme de X). Seja v ∈ U simétrico e tal que

v4 ⊆ u. Tomemos a = B(x, v) × B(y, v). Se [q] ∈ Small(v) e a ∩ [q]2 6= ∅, então

B(x, v) ∪ [q],B(y, v) ∪ [q] ∈ Small(v2) e portanto B(x, v) ∪ B(y, v) ∈ Small(v4),

absurdo pois (x, y) /∈ v4 ⊆ u. Temos então que a ∩ (∆2X ∪
⋃

[q]∈Small(v)

[q]2) = ∅. Pela

quaseconvexidade topológica, temos que o conjunto F = {[q] ∈ A : [q] /∈ Small(v)} é

finito. Como (x, y) ∈ Cl(∼A), para toda vizinhança U ⊆ a de (x, y), U∩ ∼A 6= ∅, o

que implica que U∩
⋃

[q]∈F
[q]2 6= ∅. Portanto (x, y) ∈ ClX2(

⋃
[q]∈F

[q]2) =
⋃

[q]∈F
ClX2([q]2) =⋃

[q]∈F
[q]2, o que implica que (x, y) ∈∼A. Portanto ∼A é fechado. Como X é Haus-

dorff compacto e ∼A é fechado, segue, pelo Teorema de Aleksandrov, que X/ ∼A é

Hausdorff.
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Proposição 1.3.9. Sejam X um espaço Hausdorff compacto, U a estrutura uni-

forme de X, B uma base de U e ∼ uma relação de equivalência em X tal que

∀u ∈ B, #{[x] ⊆ X : [x] /∈ Small(u)} < ℵ0, com [x] a classe de x. Então ∼ é

topologicamente quaseconvexa.

Demonstração. Seja u ∈ U. Temos que ∃v ∈ B : v ⊆ u. Por hipótese temos

que #{[x] ⊆ X : [x] /∈ Small(v)} < ℵ0. Mas se [x] ∈ Small(v) e v ⊆ u então

[x] ∈ Small(u), o que implica que {[x] ⊆ X : [x] /∈ Small(u)} ⊆ {[x] ⊆ X : [x] /∈
Small(v)}. Portanto #{[x] ⊆ X : [x] /∈ Small(u)} < ℵ0. Segue então que ∼ é

topologicamente quaseconvexa.

Proposição 1.3.10. (Teorema de metrização de Urysohn, Teorema 34.1 de [19])

Todo espaço regular e com base enumerável é metrizável.

Corolário 1.3.11. Um espaço Hausdorff e compacto é metrizável se e somente se

possui base enumerável.

Proposição 1.3.12. (Corolário 3.1.20 de [6]) Sejam X um espaço compacto, m um

cardinal infinito e {Xα}α∈Γ uma famı́lia de subespaços de X tal que X =
⋃
α∈ΓXα,

#Γ 6 m e ∀α ∈ Γ, ω(Xα) 6 m (em que ω denota a menor cardinalidade de uma

base para o espaço). Então ω(X) 6 m.

Corolário 1.3.13. Seja X um espaço topológico Hausdorff, compacto e tal que existe

uma famı́lia de subespaços {Xn}n∈N tal que cada subespaço possui base enumerável e

X =
⋃
n∈NXn. Então X é metrizável.

Demonstração. Pela proposição anterior temos que X possui base enumerável e, como

é compacto e Hausdorff, segue que é metrizável.

Definição 1.3.14. Seja X um espaço topológico. X é dito 0 - dimensional se todo

ponto possui um sistema de vizinhanças formado por conjuntos aberto-fechados.

Proposição 1.3.15. (Brouwer, Teorema 30.3 de [22]) K é o único, a menos de ho-

meomorfismos, espaço topológico compacto, metrizável, 0 - dimensional e sem pontos

isolados.

Nosso enunciado difere da referência pois colocamos como hipótese o espaço ser 0-

dimensional no lugar de totalmente desconexo. Mas tais propriedades são equivalentes

para espaços Hausdorff compactos (Teorema 29.7 de [22]).
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1.4 Álgebras booleanas

Definição 1.4.1. Uma álgebra booleana é um anel com unidade B tal que ∀a ∈ B,

a2 = a.

Definição 1.4.2. Seja X um conjunto. Denotemos por Sub(X) o conjunto dos sub-

conjuntos de X. Se X é um espaço topológico então denotemos por Open(X) o

conjunto de abertos de X, Closed(X) o conjunto de fechados de X e Clopen(X) =

Open(X) ∩ Closed(X).

Proposição 1.4.3. Se X é conjunto então Sub(X) é uma álgebra booleana com as

operações ∆ (diferença simétrica) e ∩ (intersecção). Se X for um espaço topológico,

então Clopen(X) é uma subálgebra de Sub(X) com as mesmas operações.

Proposição 1.4.4. (Teorema 1.3 de [15]) Seja B uma álgebra booleana. Denotemos

por a 6 b se ab = a. Então 6 é uma ordem parcial.

Se ab = a ∩ b, então a 6 b significa a ⊆ b.

Proposição 1.4.5. Sejam X, Y espaços topológicos e f : X → Y uma aplicação

cont́ınua. Então a aplicação f−1 : Clopen(Y ) → Clopen(X) é um homomorfismo

de álgebras booleanas, com f−1 a aplicação que leva um subconjunto de Y em sua

imagem inversa pela aplicação f .

Proposição 1.4.6. (Teorema de Representação de Stone, Corolário 4.4 de [15]) As

categorias Bool de álgebras booleanas com homomorfismos que preservam unidade

e Stone de espaços Hausdorff, compactos e totalmente desconexos com aplicações

cont́ınuas são duais.

Tais functores contravariantes são Clopen : Stone → Bool, que leva X em

Clopen(X) e uma aplicação cont́ınua f em f−1 e Spec : Bool → Stone que leva

B em seu espectro e homomorfismos nas aplicações induzidas entre os espectros. Não

serão definidos espectros pois não serão necessários para o texto. Basta dizer que, para

X, Y ∈ Stone e h : Clopen(X) → Clopen(Y ) isomorfismo, h induz homeomorfismo

h̃ : X → Y definido por h̃(x) =
⋂
{h(A) : A ∈ Clopen(X), x ∈ A}.

Definição 1.4.7. Seja B uma álgebra booleana. Um elemento a ∈ B é dito um

átomo se ∀b ∈ B, ab = 0 ou ab = a, ou seja, a é um elemento minimal em B − {0}.
O conjunto de átomos de B será denotado por At(B).
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Definição 1.4.8. Seja B uma álgebra booleana. Uma secção de B é uma subálgebra

de dimensão 2 (dimensão com o sentido de Z/2Z - espaço vetorial).

Portanto é uma subálgebra com apenas dois átomos.

Definição 1.4.9. Sejam B uma álgebra booleana, x ∈ B e σ uma secção de B.

Dizemos que σ divide x se xs 6= x, para algum s ∈ At(σ).

Proposição 1.4.10. (Corolário 15.1 de [14]) Seja B uma álgebra booleana finita.

Então B é isomorfa à álgebra booleana dada por Sub(At(B)).

Proposição 1.4.11. (Consequência do Teorema 11.3 de [14]) Sejam B uma álgebra

booleana, E ⊆ B−{0} subconjunto finito tal que ∀x, y ∈ E, xy = 0 e B′ a subálgebra

de B gerada por E. Então E ⊆ At(B′).

Proposição 1.4.12. (Lema 14.2 de [14]) Sejam B uma álgebra booleana, E ⊆ At(B)

e x =
∨
E. Então E = {y ∈ At(B) : y 6 x}.

Proposição 1.4.13. Sejam B uma álgebra booleana, E subconjunto finito de B tal

que ∀x, y ∈ E, xy = 0 e
∨
E = 1 (supremo de E), e B′ a subálgebra de B gerada

por E. Então E = At(B′).

Demonstração. Temos que
∨
E = 1 em B′ (pois E é finito) e vimos que E ⊆ At(B′),

portanto E = {y ∈ At(B′) : y 6 1} = At(B′).

Proposição 1.4.14. Sejam B uma álgebra booleana, E subconjunto finito de B tal

que ∀x, y ∈ E, xy = 0 e
∨
E = 1, B′ a subálgebra de B gerada por E e B′′ uma

subágebra finita de B tal que B′′ * B′. Então At(B′) * At(B′ +B′′).

Demonstração. Suponhamos que At(B′) ⊆ At(B′ + B′′). Temos que E = At(B′) ⊆
At(B′ + B′′) e

∨
E = 1, o que implica que E = {y ∈ At(B′ + B′′) : y 6 1} =

At(B′ + B′′). Portanto B′ + B′′ = B′ e portanto B′′ ⊆ B′, absurdo. Portanto

At(B′) * At(B′ +B′′).

Proposição 1.4.15. Sejam B uma álgebra booleana finita e A1, A2 subálgebras.

Então At(A1 + A2) = {a1a2 ∈ B : a1 ∈ At(A1) e a2 ∈ At(A2)}.

Proposição 1.4.16. Clopen(K) é a única, a menos de isomorfismos, álgebra boole-

ana não trivial, enumerável e sem átomos.
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1.5 Teoria geométrica de grupos

1.5.1 Ações de convergência

Definição 1.5.1. Seja X um espaço topológico. Denotemos por X(n) o espaço cu-

jos pontos são subconjuntos de X com n elementos. Tal espaço carrega a topologia

quociente de (Xn −∆(n)X)/Sn, com ∆(n)X = {(x1, ..., xn) ∈ Xn : ∃i 6= j : xi = xj},
Sn o grupo simétrico e a ação como permutação de coordenadas. Temos que se

ψ : G y X é uma ação por homeomorfismos, então ψ induz uma ação por homeo-

morfismos ψ(n) : Gy X(n).

Definição 1.5.2. Sejam X um espaço Hausdorff localmente compacto, G um grupo

e ψ : G y X uma ação por homeomorfismos. Dizemos que ψ é propriamente des-

cont́ınua se ∀K ⊆ X compacto, o conjunto {g ∈ G : ψ(g,K) ∩ K 6= ∅} é finito.

Dizemos que ψ é cocompacta se existe K ⊆ X compacto tal que ψ(G,K) = X.

Definição 1.5.3. (Ação de convergência) Seja ψ : Gy X uma ação por homeomor-

fismos com X um espaço Hausdorff compacto. Dizemos que ψ é de convergência se a

aplicação induzida ψ(3) : Gy X(3) é propriamente descont́ınua.

Definição 1.5.4. (Ponto limite) Seja ψ : Gy X uma ação por homeomorfismos. O

conjunto de pontos limite é definido por ΛψX = {x ∈ X : ∃y ∈ X : x é ponto de

acumulação de Orbψy}. Dizemos que ψ é uma ação minimal se ΛψX = X.

Proposição 1.5.5. Seja ψ : G y X uma ação de convergência minimal. Então

∀x ∈ X, Orbψx é densa em X.

Proposição 1.5.6. (Bowditch, Lema 1.4 de [2]) Sejam ψi : G y Xi ações por

homeomorfismos, com X1 e X2 compactos e π : X1 → X2 uma aplicação cont́ınua,

sobrejetiva e G - equivariante. Se ψ1 é de convergência então ψ2 é de convergência.

Definição 1.5.7. (Ponto cônico) Seja ψ : G y X uma ação por homeomorfismos.

Um ponto limite p é dito cônico se ∃S ⊆ G um conjunto infinito tal que ∀q 6= p,

ClX2(ψ2(S, (p, q)) ∩∆2X = ∅.

Proposição 1.5.8. (Gerasimov, Proposição 7.5.2 de [10]) Sejam ψi : Gy Xi ações

de convergência e ρ : X1 → X2 aplicação cont́ınua G - equivariante. Se p ∈ X2 é

ponto cônico, então #ρ−1(p) = 1 e ρ−1(p) é cônico.

Definição 1.5.9. (Ponto parabólico limitado) Seja ψ : G y X uma ação de con-

vergência. Um ponto p ∈ X é dito parabólico limitado se é ponto limite e a ação

ψ|Stabψp×(ΛψX−{p}) : Stabψpy ΛψX − {p} é propriamente descont́ınua e cocompacta.
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Proposição 1.5.10. Seja ψ : G y X uma ação de convergência. Então existem

pontos limite que não são parabólicos limitados (e portanto o conjunto de pontos

limite não parabólicos limitados é denso em ΛψX).

Proposição 1.5.11. Sejam ψi : G y Xi ações de convergência, com Xi Hausdorff

compactos e ρ : X1 → X2 aplicação cont́ınua G - equivariante. Se p ∈ X2 é ponto

parabólico limitado e #ρ−1(p) = 1 então ρ−1(p) é parabólico limitado.

Demonstração. Como p é parabólico limitado então ∃K ⊆ Λψ2X2−{p} compacto tal

que ψ2(Stabψ2p,K) = Λψ2X2 − {p}. Temos que ρ−1(K) é fechado em X1 e portanto

compacto. Além disso, temos que ρ−1(K) ⊆ Λψ1X1 − {ρ−1(p)}, visto que p /∈ K.

Seja x ∈ Λψ1X1 − {ρ−1(p)}. Temos que ∃g ∈ Stabψ2ρ(p) : ρ(x) ∈ ψ2(g,K). Mas

Stabψ1ρ
−1(p) = Stabψ2p, portanto x ∈ ρ−1(ψ2(g,K)) = ψ1(g, ρ−1(K)), o que im-

plica que ψ1(Stabψ1ρ
−1(p), ρ−1(K)) = Λψ1X1 − {ρ−1(p)} e segue que ψ1 restrita a

Stabψ1ρ
−1(p) e Λψ1X1 − {ρ−1(p)} é cocompacta.

Sejam K ⊆ Λψ1X1−{ρ−1(p)} um subconjunto compacto e g ∈ {h ∈ Stabψ1ρ
−1(p) :

ψ1(h,K)∩K 6= ∅}. Temos que ψ1(g,K)∩K 6= ∅, o que implica que ρ(ψ1(g,K)∩K) 6=
∅. Mas ρ(ψ1(g,K) ∩ K) ⊆ ψ2(g, ρ(K)) ∩ ρ(K). Portanto ψ2(g, ρ(K)) ∩ ρ(K) 6= ∅,
o que implica que g ∈ {h ∈ Stabψ2p : ψ2(h, ρ(K)) ∩ ρ(K) 6= ∅} que é um conjunto

finito. Portanto {h ∈ Stabψ1ρ
−1(p) : ψ1(h,K)∩K 6= ∅} é finito, o que implica que ψ1

restrita a Stabψ1ρ
−1(p) e Λψ1X1 − {ρ−1(p)} é propriamente descont́ınua.

Portanto ρ−1(p) é ponto parabólico limitado.

Proposição 1.5.12. Sejam ψi : G y Xi ações de convergência, com Xi Hausdorff

compactos e ρ : X1 → X2 aplicação cont́ınua G - equivariante. Se p ∈ X1 é ponto

parabólico limitado e #ρ−1(ρ(p)) = 1, então ρ(p) é parabólico limitado.

Demonstração. Como p é parabólico limitado então ∃K ⊆ Λψ1X1 − {p} compacto

tal que ψ1(Stabψ1p,K) = Λψ1X1 − {p}. Temos que ρ(K) é compacto. Além disso,

temos que ρ(K) ⊆ Λψ2X2 − {ρ(p)}, visto que p /∈ K e #ρ−1(ρ(p)) = 1. Sejam

x ∈ Λψ2X2 − {ρ(p)} e y ∈ ρ−1(x). Temos que ∃g ∈ Stabψ1ρ(p) : y ∈ ψ1(g,K). Mas

Stabψ1p = Stabψ2ρ(p), portanto x = ρ(y) ∈ ρ(ψ1(g,K)) = ψ2(g, ρ(K)), o que implica

que ψ2(Stabψ1ρ(p), ρ(K)) = Λψ2X2 − {ρ(p)} e segue que ψ2 restrita a Stabψ2ρ(p) e

Λψ2X2 − {ρ(p)} é cocompacta.

Sejam K ⊆ Λψ2X2−{ρ(p)} compacto e g ∈ {h ∈ Stabψ2ρ(p) : ψ2(h,K)∩K 6= ∅}.
Temos que ψ2(g,K) ∩ K 6= ∅, o que implica que ρ−1(ψ2(g,K) ∩ K) 6= ∅. Mas

ρ−1(ψ2(g,K) ∩K) = ψ1(g, ρ−1(K)) ∩ ρ−1(K). Portanto ψ1(g, ρ−1(K)) ∩ ρ−1(K) 6= ∅,
o que implica que g ∈ {h ∈ Stabψ1p : ψ1(h, ρ−1(K))∩ρ−1(K) 6= ∅} que é um conjunto
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finito. Portanto {h ∈ Stabψ2ρ(p) : ψ2(h,K) ∩K 6= ∅} é finito, o que implica que ψ2

restrita a Stabψ2ρ(p) e Λψ2X2 − {ρ(p)} é propriamente descont́ınua.

Portanto ρ(p) é ponto parabólico limitado.

Proposição 1.5.13. (Gerasimov e Potyagailo, Corolário 5.10 de [12]) Sejam Xi

espaços Hausdorff compactos, ψi : G y Xi ações de convergência e ρ : X1 → X2

aplicação cont́ınua e G - equivariante. Se p ∈ X2 é um ponto parabólico limitado,

então ρ−1(p) = Λψ1(Stabψ2p).

Definição 1.5.14. (Quaseconvexidade dinâmica) Sejam ψ : Gy X, com G discreto

e X Hausdorff compacto de estrutura uniforme U, uma ação por homeomorfismos e

H < G. Dizemos que H é dinamicamente quaseconvexo se ∀u ∈ U,

{gH : ψ(g,ΛψH) /∈ Small(u)} < ℵ0.

Proposição 1.5.15. Sejam ψ : G y X, com G discreto e X espaço Hausdorff

compacto, uma ação por homeomorfismos, U a estrutura uniforme de X e H < G.

Denotemos por ∼ a relação ∆2X ∪
⋃
g∈G

ψ(g,ΛψH)2. Suponhamos que ∀g1 6= g2 ∈ G,

ψ(g1,ΛψH) ∩ ψ(g2,ΛψH) = ∅ ou ψ(g1,ΛψH) = ψ(g2,ΛψH) (neste caso ∼ é de fato

uma relação de equivalência). Se H é dinamicamente quaseconvexo então ∼ é topo-

logicamente quaseconvexo. Se ∀g /∈ H, ψ(g,ΛψH) 6= ΛψH então quaseconvexidade

topológica de ∼ implica quaseconvexidade dinâmica de H.

Demonstração. Seja u ∈ U. Definimos os conjuntosA = {gH : ψ(g,ΛH) /∈ Small(u)},
B = {ψ(g,ΛψH) /∈ Small(u)} e fu : A→ B por fu(gH) = ψ(g,ΛψH). Se gH = g′H

então g′−1g ∈ H, o que implica que ψ(g′−1g,ΛψH) = ΛψH (pois ΛψH é o menor

subconjunto H - invariante de X), e portanto ψ(g′,ΛψH) = ψ(g′, ψ(g′−1g,ΛψH)) =

ψ(g,ΛψH). Portanto fu está bem definida e por construção é sobrejetiva. Se H é

dinamicamente quaseconvexo então ∀u ∈ U, #A < ℵ0, o que implica que ∀u ∈ U,

#B < ℵ0. Portanto ∼ é topologicamente quaseconvexo.

Se g, g′ ∈ G são tais que ψ(g,ΛψH) = ψ(g′,ΛψH) então ψ(gg′−1,ΛψH) = ΛψH.

Supondo que ∀g /∈ H, ψ(g,ΛψH) 6= ΛψH, temos que gg′−1 ∈ H e portanto gH = g′H.

Portanto fu é injetiva, o que implica que fu é bijetiva. Temos então que ∀u ∈ U,

#A = #B, o que implica que se ∼ é topologicamente quaseconvexa então H é

dinamicamente quaseconvexo.

Corolário 1.5.16. Sejam ψ : G y X, com G discreto e X Hausdorff compacto,

uma ação por homeomorfismos e H < G dinamicamente quaseconvexo e tal que

∀g1 6= g2 ∈ G, ψ(g1,ΛψH) ∩ ψ(g2,ΛψH) = ∅ ou ψ(g1,ΛψH) = ψ(g2,ΛψH). Se

A ⊆ {gH : g ∈ G} e ∼A= ∆2X ∪
⋃

gH∈A
ψ(g,ΛψH)2, então X/ ∼A é de Hausdorff.
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Demonstração. Imediato da Proposição 1.3.8.

Proposição 1.5.17. (Soma-Atrator - Gerasimov, Proposição 8.3.1 de [10]) Sejam G

um grupo localmente compacto, X um espaço topológico Hausdorff e localmente com-

pacto, Y um espaço topológico compacto, ϕ : Gy X uma ação própria e cocompacta

e ψ : Gy Y uma ação de convergência. Então existe uma única topologia em X∪̇Y
em que X e Y são mergulhados e ϕ + ψ (age como ϕ nos elementos de X e ψ nos

elementos de Y ) é de convergência.

Tal espaço será chamado de soma-atrator de X e Y e será denotado por X + Y .

Esse tipo de construção será apresentado no próximo caṕıtulo. Ao final dele, será

posśıvel demonstrar a functorialidade do soma-atrator. Ficamos por enquanto com

um caso especial que será necessário para a demonstração do caso mais geral:

Proposição 1.5.18. (Gerasimov e Potyagailo, Lema 5.3 de [12]) Sejam G um grupo,

Y1, Y2 espaços topológicos compactos, com #Y2 > 2, ψi : G y Yi ações de con-

vergência, com ψ2 minimal, e ν : Y1 → Y2 aplicações cont́ınuas G - equivariantes.

Então idG + ν : G+ Y1 → G+ Y2 é uma aplicação cont́ınua G - equivariante.

Proposição 1.5.19. Sejam G um grupo enumerável, X um espaço topológico local-

mente compacto e metrizável e ϕ : G y X uma ação própriamente descont́ınua e

cocompacta. Então X possui base enumerável.

Demonstração. Seja C ⊆ X um compacto tal que X =
⋃
g∈G

ϕ(g, C). Tal compacto

existe pois ϕ é cocompacta. Como X é localmente compacto, tomemos Ux vizinhança

de x ∈ C tal que ClXUx é compacto. Temos então que {Ux}x∈C cobre C, o que implica

que existe subcobertura finita {U1, ..., Un}. Seja U =
n⋃
i=1

Ui. Temos que ClXU =

n⋃
i=1

ClXUi que é compacto e
⋃
g∈G

ϕ(g, U) ⊇
⋃
g∈G

ϕ(g, C) = X. Como X é metrizável,

segue que ClXU é metrizável e portanto possui base enumerável, pois é compacto.

Portanto U possui base enumerável B0. Demonstraremos que B =
⋃
g∈G

ϕ(g,B0) é uma

base enumerável de X. É imediato que é enumerável, pois é união enumerável de

enumeráveis (já que G é enumerável). Sejam V aberto de X e x ∈ V . Temos que

∃g ∈ G : ϕ(g, x) ∈ U . Portanto ∃B ∈ B0 : ϕ(g, x) ∈ B ⊆ ϕ(g, V ) ∩ U ⊆ ϕ(g, V ), o

que implica que x ∈ ϕ(g−1, B) ⊆ V . Portanto B é uma base enumerável de X.

Corolário 1.5.20. Sejam G um grupo enumerável, X um espaço topológico lo-

calmente compacto e metrizável, Y um espaço topológico compacto e metrizável,

ϕ : G y X uma ação própriamente descont́ınua e cocompacta e ψ : G y Y uma

ação de convergência. Então o soma-atrator X + Y é metrizável.
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Demonstração. Pela proposição anterior, X possui base enumerável e como Y é com-

pacto e metrizável, segue que também possui base enumerável. Como X + Y é

Hausdorff e compacto, segue pelo Corolário 1.3.13 que X + Y é metrizável.

1.5.2 Ações hiperbólicas e relativamente hiperbólicas

Definição 1.5.21. (Ação hiperbólica) Seja ψ : G y X uma ação por homeomor-

fismos minimal. Então ψ é dita hiperbólica se é de convergência e cocompacta em

triplas.

Proposição 1.5.22. (Bowditch, Lema 5.1 de [2]) Sejam ψi : G y Xi ações hi-

perbólicas minimais. Então ∃ρ : X1 → X2 homeomorfismo G - equivariante.

Nesse caso, dizemos que G é hiperbólico e dizemos que a fronteira hiperbólica de

G é dada por ∂∞G = X1.

Proposição 1.5.23. (Bowditch, Proposição 1.13 de [2]) Um grupo hiperbólico age

hiperbólicamente em sua fronteira hiperbólica.

Proposição 1.5.24. (Bowditch, Teorema 8.1 de [3]) Seja ψ : G y X uma ação

de convergência, com X metrizável. Então ψ é hiperbólica se e somente se todos os

pontos de X são cônicos.

Definição 1.5.25. (Ação relativamente hiperbólica) Seja ψ : G y X uma ação

por homeomorfismos minimal. Então ψ é dita relativamente hiperbólica se é de

convergência, cocompacta em pares e não parabólica (#ΛψX > 1).

Proposição 1.5.26. (Tukia, Teorema 1C de [21] e) Seja ψ : G y X uma ação

minimal de convergência, com X metrizável. Se todos os pontos de X são cônicos ou

parabólicos limitados então ψ relativamente hiperbólica.

Proposição 1.5.27. (Gerasimov, Teorema principal de [9]) Seja ψ : G y X uma

ação relativamente hiperbólica. Então temos:

1. o número de órbitas de pontos limite não cônicos é finito,

2. a ação ψ|Stabψp×(ΛψX−{p}) : Stabψpy ΛψX−{p} é cocompacta, para todo ponto

limite não cônico p ∈ X.

Portanto uma ação minimal em um espaço métrico é relativamente hiperbólica se

e somente se todos os pontos são cônicos ou parabólicos limitados.
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Proposição 1.5.28. (Gerasimov e Potyagailo, Corolário 6.1(e) de [12]) Sejam Xi

Hausdorff compactos e ψi : G y Xi ações relativamente hiperbólicas com respeito a

um mesmo conjunto de grupos parabólicos P. Então ∃ρ : X1 → X2 homeomorfismo

G - equivariante.

Nesse caso, dizemos que a fronteira de Bowditch de G com respeito a P é dada

por ∂B(G,P) = X1.

1.5.3 Fronteira de Floyd

Definição 1.5.29. Seja f : N → R>0 aplicação. Chamamos f de função escalar de

Floyd se satisfaz:

1. ∃K > 0 : ∀n ∈ N, 1 6 f(n)
f(n+1)

6 K

2.
∞∑
n=0

f(n) <∞

Definição 1.5.30. Sejam Γ um grafo e v ∈ Γ0. Se (x, y) ∈ Γ1, definimos o com-

primento da aresta com respeito a função escalar de Floyd f e ao vértice v, como

`f,v((x, y)) = f(min{d(v, x), d(v, y)}). Definimos o comprimento de um caminho

como a soma dos comprimentos de cada aresta contida nele. Finalmente, defini-

mos a métrica de Floyd para Γ com respeito a f e v como δf,v(x, y) = inf
γ
`f,v(γ), com

γ percorrendo todos os caminhos entre x e y.

Proposição 1.5.31. δf,v é uma métrica.

Definição 1.5.32. (Fronteira de Floyd) Definimos Γf o completamento por sequências

de Cauchy de (Γ, δf,v). O subespaço ∂fΓ = Γf − Γ é chamado de fronteira de Floyd

de Γ com respeito a função f .

Proposição 1.5.33. (Floyd, Lema 1 de [7]) A fronteira de Floyd é compacta.

Proposição 1.5.34. (Karlsson, Teorema 2 de [16]) A ação induzida de G em ∂fG

é de convergência.

Proposição 1.5.35. (Gerasimov, Corolário do Teorema 3.4.6 de [10]) Sejam G fini-

tamente gerado e ψ : Gy X uma ação relativamente hiperbólica. Então ∃λ ∈ (0, 1) :

∀λ′ ∈ (0, 1), com λ′ > λ, ∃F : ∂fG → X uma aplicação cont́ınua, sobrejetiva e G -

equivariante, com f(n) = λ′n. Tal aplicação é dita o mapa de Floyd.
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Proposição 1.5.36. (Gerasimov e Potyagailo, Corolário 7.8 de [11]) Seja ψ : Gy X

uma ação relativamente hiperbólica, com G finitamente gerado. Se p é um ponto

parabólico limitado em ψ e F : ∂fG → X é o mapa de Floyd, então F−1(p) =

∂f (Stabψp).
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Caṕıtulo 2

Soma de espaços

Dados dois espaços topológicos construiremos um novo espaço cujo conjunto é for-

mado pela união disjunta dos dois espaços, a topologia é tal que se restrita a algum

deles, coincide com a topologia inicial e um dos espaços é aberto. Veremos, Pro-

posição 2.0.7, que todo espaço topológico pode ser construido desta forma, para

quaisquer dois subespaços disjuntos cuja união é o espaço todo e um deles é aberto.

Esse conceito foi usado por Gerasimov em [10] para construir soma-atratores.

Definição 2.0.1. Sejam X e Y espaços topológicos. Dizemos que uma aplicação

f : Closed(X)→ Closed(Y ) é admisśıvel se f(∅) = ∅ e ∀A,B ∈ Closed(X),

f(A ∪ B) = f(A) ∪ f(B). Fixemos uma aplicação admisśıvel f . Daremos uma

topologia para X∪̇Y . Definimos como fechado um conjunto A ⊆ X∪̇Y se A ∩ X ∈
Closed(X), A ∩ Y ∈ Closed(Y ) e f(A ∩X) ⊆ A. Sendo assim, denotemos por τf o

conjunto de complementares desses fechados e X +f Y = (X∪̇Y, τf ).

Proposição 2.0.2. De fato τf é uma topologia.

Demonstração. Temos que (X ∪ Y ) ∩ X = X ∈ Closed(X), (X ∪ Y ) ∩ Y = Y ∈
Closed(Y ) e f((X ∪ Y ) ∩X) = f(X) ⊆ X ∪ Y . Portanto X ∪ Y ∈ Closed(X +f Y ).

Temos também que ∅∩X = ∅ ∈ Closed(X), ∅∩∅ = Y ∈ Closed(Y ) e f(∅∩X) =

f(∅) = ∅. Portanto ∅ ∈ Closed(X +f Y ).

Sejam A,B ∈ Closed(X +f Y ). Neste caso, (A ∪B) ∩X = (A ∩X) ∪ (B ∩X) ∈
Closed(X), (A ∪ B) ∩ Y = (A ∩ Y ) ∪ (B ∩ Y ) ∈ Closed(Y ) e f((A ∪ B) ∩ X) =

f((A ∩ X) ∪ (B ∩ X)) = f(A ∩ X) ∪ f(B ∩ X) ⊆ A ∪ B (pois f(A ∩ X) ⊆ A e

f(B ∩X) ⊆ B). Portanto A ∪B ∈ Closed(X +f Y ).

Seja {Ai}i∈Γ uma famı́lia de fechados. Então (
⋂
i∈Γ

Ai) ∩ X =
⋂
i∈Γ

(Ai ∩ X) ∈

Closed(X), pois cada Ai∩X ∈ Closed(X). Analogamente, (
⋂
i∈Γ

Ai)∩Y ∈ Closed(Y ).
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E ∀i ∈ Γ, f((
⋂
i∈Γ

Ai)∩X) ⊆ f(Ai∩X) ⊆ Ai, o que implica que f((
⋂
i∈Γ

Ai)∩X) ⊆
⋂
i∈Γ

Ai.

Portanto
⋂
i∈Γ

Ai ∈ Closed(X +f Y ).

Proposição 2.0.3. Seja A ∈ Closed(X). Então ClX+fYA = A ∪ f(A).

Demonstração. Temos que (A ∪ f(A)) ∩ X = A ∈ Closed(X), (A ∪ f(A)) ∩ Y =

f(A) ∈ Closed(Y ) e f((A ∪ f(A)) ∩ X) = f(A) ⊆ A ∪ f(A). Portanto A ∪ f(A) ∈
Closed(X +f Y ).

Seja B ∈ Closed(X +f Y ) tal que A ⊆ B. Temos que f(B ∩ X) ⊆ B. Mas

f(B∩X) = f((A∪B)∩X) = f(A∩X)∪f(B∩X) = f(A)∪f(B∩X), o que implica

que f(A) ⊆ B. Portanto A ∪ f(A) ⊆ B.

Segue que ClX+fYA = A ∪ f(A).

Corolário 2.0.4. X é denso em X +f Y se e somente se f(X) = Y .

Demonstração. Se f(X) = Y , então ClX+fY (X) = X ∪f(X) = X ∪Y , o que implica

que X é denso em X +f Y . Se f(X) = Y1 ( Y , então ClX+fY (X) = X ∪ f(X) =

X ∪ Y1 ( X ∪ Y , o que implica que X não é denso em X +f Y .

Proposição 2.0.5. Y é fechado em X +f Y .

Demonstração. Temos que Y ∩ X = ∅ ∈ Closed(X), Y ∩ Y = Y ∈ Closed(Y ) e

f(Y ∩X) = f(∅) = ∅ ⊆ Y . Portanto Y ∈ Closed(X +f Y ).

Proposição 2.0.6. As aplicações idX : X → X +f Y e idY : Y → X +f Y são

mergulhos.

Demonstração. Seja F ∈ Closed(X+f Y ). Então F ∩X ∈ Closed(X). Mas F ∩X =

id−1
X (F ). Portanto idX é cont́ınua. Seja F ∈ Closed(X). Temos que ClX+fY (F ) =

F ∪ (f(F )) e (F ∪ (f(F ))) ∩ X = F , o que implica que F é fechado em X como

subespaço de X +f Y . Portanto idX é um mergulho.

Temos que Y é fechado em X +f Y , portanto ∀F ⊆ Y, F ∈ Closed(Y ) se e

somente se F ∈ Closed(X +f Y ). Portanto idY é um mergulho.

Proposição 2.0.7. Seja Z um espaço topológico tal que Z = X∪̇Y e X é aberto.

Definimos f : Closed(X)→ Closed(Y ) como f(A) = ClZ(A)∩Y . Então Z e X+f Y

possuem a mesma topologia.
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Demonstração. Sejam A,B ∈ Closed(X). Então f(A ∪ B) = ClZ(A ∪ B) ∩ Y =

(ClZ(A)∪ClZ(B))∩ Y = (ClZ(A)∩ Y )∪ (ClZ(B)∩ Y ) = f(A)∪ f(B). Além disso,

f(∅) = ClZ(∅) ∩ Y = ∅ ∩ Y = ∅. Portanto f satisfaz as condições necessárias.

Seja A ∈ Closed(Z). Temos que A ∩ X ∈ Closed(X), A ∩ Y ∈ Closed(Y )

e f(A ∩ X) = ClZ(A ∩ X) ∩ Y ⊆ ClZ(A ∩ X) ⊆ ClZ(A) = A. Portanto A ∈
Closed(X +f Y ). Seja A ∈ Closed(X +f Y ). Então A ∩ X ∈ Closed(X), o que

implica que ClX(A ∩X) = A ∩X ⊆ A. Mas ClX(A ∩X) = ClZ(A ∩X) ∩X, o que

implica que ClZ(A ∩ X) ∩ X ⊆ A. Por outro lado temos que f(A ∩ X) ⊆ A. Mas

f(A ∩ X) = ClZ(A ∩ X) ∩ Y , o que implica que ClZ(A ∩ X) ∩ Y ⊆ A. Portanto

ClZ(A ∩ X) ⊆ A. Mas A = (A ∩ X) ∪ (A ∩ Y ), o que implica que ClZ(A) =

ClZ(A ∩ X) ∪ ClZ(A ∩ Y ). Como Y ∈ Closed(Z) e A ∩ Y ∈ Closed(Y ), segue que

A ∩ Y ∈ Closed(Z) e portanto ClZ(A ∩ Y ) = A ∩ Y ⊆ A. Portanto ClZ(A) ⊆ A e

segue que A ∈ Closed(Z).

Portanto Closed(Z) = Closed(X +f Y ).

Proposição 2.0.8. Sejam X, Y espaços topológicos. Então X +∅ Y é o coproduto de

X e Y .

Demonstração. Temos que X ∪ f(X) = X ∈ Closed(X +∅ Y ). Portanto X e Y

formam uma cisão de X+∅ Y , o que implica que X+∅ Y é o coproduto de X e Y .

2.1 Aplicações cont́ınuas entre somas de espaços

Definição 2.1.1. Sejam X +f Y e Z +h W espaços topológicos e ψ : X → Z e

φ : Y → W aplicações cont́ınuas. Então definimos ψ + φ : X +f Y → Z +h W por

ψ+φ(x) = ψ(x) se x ∈ X e φ(x) se x ∈ Y . Se G é um grupo, ψ : Gy X e φ : Gy Y

então definimos ψ + φ : G y X +f Y definida por ψ + φ(g, x) = ψ(g, x) se x ∈ X e

φ(g, x) se x ∈ Y .

Proposição 2.1.2. Sejam X +f Y e Z +h W espaços topológicos e ψ : X → Z e

φ : Y → W aplicações cont́ınuas. Então ψ + φ : X +f Y → Z +hW é cont́ınua se e

somente se ∀A ∈ Closed(Z), f(ψ−1(A)) ⊆ φ−1(h(A)).

Obs. Em outras palavras, ψ + φ é cont́ınua se e somente se temos o diagrama:

Closed(X)
f // Closed(Y )

Closed(Z) h //

ψ−1

OO

⊆

Closed(W )

φ−1

OO
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Demonstração. (⇐) Seja A ∈ Closed(Z+hW ). Temos que o conjunto (ψ+φ)−1(A) =

ψ−1(A∩Z)∪φ−1(A∩W ). Provaremos que esse conjunto é fechado, mostrando que é

igual ao seu fecho. Temos que ClX+fY (ψ−1(A∩Z)∪φ−1(A∩W )) = ClX+fY (ψ−1(A∩
Z))∪ClX+fY (φ−1(A∩W )). Mas ClX+fY (ψ−1(A∩Z)) = ψ−1(A∩Z)∪f(ψ−1(A∩Z)).

Temos que f(ψ−1(A∩Z)) ⊆ φ−1(h(A∩Z)) por hipótese e φ−1(h(A∩Z)) ⊆ φ−1(A∩W ),

pois A ∈ Closed(Z+hW ). Portanto ClX+fY (ψ−1(A∩Z)) ⊆ ψ−1(A∩Z)∪φ−1(A∩W ).

Temos que ClX+fY (φ−1(A ∩W )) = φ−1(A ∩W ) (pois A ∩W ∈ Closed(W ) e φ é

cont́ınua) e portanto ClX+fY (ψ−1(A∩Z)∪φ−1(A∩W )) ⊆ ψ−1(A∩Z)∪φ−1(A∩W )

e segue a igualdade. Logo ψ + φ é cont́ınua.

(⇒) Suponhamos que ψ + φ é cont́ınua. Seja A ∈ Closed(Z). Temos que A ∪
h(A) ∈ Closed(Z+hW ). Pela continuidade de ψ+φ, temos que (ψ+φ)−1(A∪h(A)) ∈
Closed(X+f Y ). Mas (ψ+φ)−1(A∪h(A)) = ψ−1(A)∪φ−1(h(A)) = ClX+fY (ψ−1(A)∪
φ−1(h(A))) = ClX+fY (ψ−1(A)) ∪ ClX+fY (φ−1(h(A))). Portanto ClX+fY (ψ−1(A)) ⊆
ψ−1(A) ∪ φ−1(h(A)). Mas ClX+fY (ψ−1(A)) = ψ−1(A) ∪ f(ψ−1(A)) e f(ψ−1(A) ∩
ψ−1(A) = ∅ (pois ψ−1(A) ⊆ X). Segue então que f(ψ−1(A)) ⊆ φ−1(h(A)), como

queriamos demonstrar.

Corolário 2.1.3. Sejam X +f Y , X +f ′ Y espaços topológicos. Então a aplicação

id : X +f Y → X +f ′ Y é cont́ınua se e somente se ∀A ∈ Closed(X), f(A) ⊆ f ′(A).

Demonstração. Imediato.

2.2 Pullback de soma de espaços

Proposição 2.2.1. Sejam X,W e Y +f Z espaços topológicos e aplicações cont́ınuas

π : X → Y e $ : W → Z. Podemos definir f ∗ : Closed(X) → Closed(W ) como

f ∗(A) = $−1(f(ClY (π(A)))). Então π +$ : X +f∗ W → Y +f Z é cont́ınua.

Demonstração. Temos que f ∗(∅) = $−1(f(ClY (π(∅)))) = $−1(f(ClY (∅))) =

$−1(f(∅)) = ∅ e f ∗(A∪B) = $−1(f(ClY (π(A∪B)))) = $−1(f(ClY (π(A)∪π(B)))) =

$−1(f(ClY (π(A)) ∪ ClY (π(B)))) = $−1(f(ClY (π(A))) ∪ f(ClY (π(B)))) =

$−1(f(ClY (π(A))))∪$−1(f(ClY (π(B)))) = f ∗(A)∪f ∗(B), portanto f ∗ é admisśıvel.

Se A ∈ Closed(Y ) então f ∗(π−1(A)) = $−1(f(ClY (π(π−1(A))))) =

$−1(f(ClY (A))) = $−1(f(A)), ou seja, o seguinte diagrama comuta:

Closed(X)
f∗ // Closed(W )

Closed(Y )
f
//

π−1

OO

Closed(Z)

$−1

OO
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Portanto (π +$) : X +f∗ W → Y +f Z é cont́ınua.

Proposição 2.2.2. Se π é sobrejetiva então f ∗(X) = $−1(f(Y )).

Demonstração. Temos que f ∗(X) = $−1(f(ClY (π(X)))) = $−1(f(Y )).

Proposição 2.2.3. Considere X +f ′ W para alguma função f ′ tal que a aplicação

π + $ : X +f ′ W → Y +f Z é cont́ınua. Então idX + idW : X +f ′ W → X +f∗ W é

cont́ınua.

Demonstração. Como π + $ é cont́ınua, temos que ∀B ∈ Closed(Y ), f ′(π−1(B)) ⊆
$−1(f(B)) = f ∗(π−1(B)). Temos que ∀A ∈ Closed(X), f ∗(π−1(π(A))) =

$−1(f(ClY (π(π−1(π(A)))))) = $−1(f(ClY (π(A)))) = f ∗(A). Seja B = π(A). Então

f ′(π−1(π(A))) ⊆ f ∗(π−1(π(A))) = f ∗(A). Mas A ⊆ π−1(π(A)), o que implica que

f ′(A) ⊆ f ′(π−1(π(A))). Portanto f ′(A) ⊆ f ∗(A), o que implica que idX + idW é

cont́ınua.

Em outras palavras, f ∗ induz a topologia mais grossa (dentre as topologias que

estendem as topologias de X e W ) tal que a a aplicação π +$ é cont́ınua.

Proposição 2.2.4. Se X,W e Y +f Z são Hausdorff e $ é injetiva então X +f∗ W

é Hausdorff.

Demonstração. Sejam x, y ∈ X. Como X é Hausdorff, existem U, V abertos que

separam x e y. Mas X é aberto em X +f∗ W , o que implica que U, V são abertos

em X +f∗ W que separam x e y. Sejam x ∈ X e y ∈ W . Tomemos U, V abertos

em Y +f Z que separam π(x) e $(y) (que são pontos diferentes pois π(x) ∈ Y e

$(y) ∈ Z). Portanto (π + $)−1(U) e (π + $)−1(V ) separam x e y. Sejam agora

x, y ∈ W . Como $ é injetiva, temos que $(x) 6= $(y) e como Y +f Z é Hausdorff,

existem U e V abertos disjuntos em Y +f Z que separam $(x) e $(y), o que implica

que (π + $)−1(U), (π + $)−1(V ) são abertos disjuntos em X +f∗ W que separam x

e y. Portanto X +f∗ W é Hausdorff.

Proposição 2.2.5. Se π e $ são fechadas então π + $ : X +f∗ W → Y +f Z é

fechada.

Demonstração. SejaA ∈ Closed(X+f∗W ). Temos neste caso queA∩X ∈ Closed(X),

A ∩ W ∈ Closed(W ) e f ∗(A ∩ X) ⊆ A. Como π e $ são fechadas, temos que

π(A∩X) = (π+$)(A)∩Y ∈ Closed(Y ), $(A∩W ) = (π+$)(A)∩Z ∈ Closed(Z)

e (π + $)(f ∗(A ∩ X)) = $(f ∗(A ∩ X)) ⊆ (π + $)(A). Mas temos f ∗(A ∩ X) =
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$−1(f(π(A ∩ X))), o que implica que $(f ∗(A ∩ X)) = $($−1(f(π(A ∩ X)))) =

f(π(A∩X)) = f((π+$)(A)∩Y ) e portanto f((π+$)(A)∩Y ) ⊆ (π+$)(A). Segue

então que (π +$)(A) ∈ Closed(Y +f Z) e portanto π +$ é fechada.

Proposição 2.2.6. (Lema do cubo) Sejam Xi,Wi e Yi +fi Zi espaços topológicos,

πi : Xi → Yi e $i : Wi → Zi aplicações cont́ınuas. Tomemos os respectivos pullbacks

f ∗i : Closed(Xi) → Closed(Wi). Se µ + ν : Y1 +f1 Z1 → Y2 +f2 Z2, ψ : X1 → X2 e

φ : W1 → W2 são aplicações cont́ınuas que comutam os diagramas:

X1
ψ //

π1
��

X2

π2
��

W1
φ //

$1

��

W2

$2

��
Y1

µ // Y2 Z1
ν // Z2

Então ψ + φ : X1 +f∗1
W1 → X2 +f∗2

W2 é cont́ınua.

Demonstração. Consideremos o diagrama:

Closed(X1)
f∗1 //

1

Closed(W1)

Closed(X2)
f∗2 //

ψ−1

gg

ClY2π2

��

Closed(W2)

φ−1
hh

Closed(Y1)
f1

//

π−1
1

OO

2

Closed(Z1)

$−1
1

OO

Closed(Y2)
f2

//

π−1
2

OO

µ−1

gg

Closed(Z2)

$−1
2

OO

ν−1
hh

Temos que todos os retângulos laterais (exceto os retângulos com ClY2π2) co-

mutam pela definição de f ∗1 e f ∗2 ou por hipótese. Já no retângulo 2 temos que

∀A ∈ Closed(Y2), f1(µ−1(A)) ⊆ ν−1(f2(A)), pela continuidade de µ + ν. Seja

B ∈ Closed(X2). Temos que f ∗1 ◦ ψ−1(B) ⊆ f ∗1 ◦ ψ−1 ◦ π−1
2 (ClY2(π2(B))) = f ∗1 ◦ π−1

1 ◦
µ−1(ClY2(π2(B))) = $−1

1 ◦ f1 ◦ µ−1(ClY2(π2(B))) ⊆ $−1
1 ◦ ν−1 ◦ f2(ClY2(π2(B))) =

φ−1 ◦$−1
2 ◦ f2(ClY2(π2(B))) = φ−1 ◦ f ∗2 (B). Segue então que ψ + φ é cont́ınua.

2.3 Functorialidade do soma-atrator

Agora que temos as ferramentas de soma de espaços podemos entender um pouco

melhor o soma-atrator e resolver o problema de sua functorialidade.
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Primeiramente, é necessário dizer que, apesar de que em uma soma-atrator X+Y

não aparecer nenhum ı́ndice sobre o sinal de +, está subentendido que existe uma

única aplicação de Closed(X) para Closed(Y ) que realiza X + Y como soma de

espaços.

Sejam G um grupo, X espaço topológico Hausdorff e localmente compacto, Y

espaço topológico Hausdorff compacto, ϕ : G y X ação própria e cocompacta e

ψ : G y Y ação de convergência. Dividimos em dois casos. Se X = G e ϕ é a

multiplicação de G, então não apresentaremos (pois não é necessária para o desenvol-

vimento do texto) a construção da aplicação ∂ tal que G+Y = G+∂Y (consulte [10]).

No caso geral, seja K ⊆ X um compacto tal que ϕ(G,K) = X. Se S ⊆ X, denotemos

por SK−1 = {g ∈ G : ϕ(g,K) ∩ S 6= ∅}. Seja então ∂X : Closed(X) → Closed(Y )

dado por ∂X(S) = ∂(SK−1). Temos então que ∂X não depende da escolha de K e

X + Y = X +∂X Y .

Feitas as considerações, podemos demonstrar a functorialidade:

Proposição 2.3.1. (Functorialidade do Soma-Atrator) Sejam G um grupo, X1, X2

espaços topológicos Hausdorff e localmente compactos, Y1, Y2 espaços topológicos com-

pactos, com #Y2 > 2, ϕi : Gy Xi ações próprias e cocompactas e ψi : Gy Yi ações

de convergência, com ψ2 minimal, e µ : X1 → X2, ν : Y1 → Y2 aplicações cont́ınuas

G - equivariantes. Então µ + ν : X1 + Y1 → X2 + Y2 é uma aplicação cont́ınua G -

equivariante.

Demonstração. Denotemos por ∂i as aplicações tais que G + Yi = G +∂i Yi. Sejam

Ki ⊆ Xi tais que ϕi(G,Ki) = Xi e µ(K1) ⊆ K2 (basta tomar K ′i ⊆ Xi compactos

tais que ϕi(G,Ki) = Xi e então K1 = K ′1 e K2 = µ(K ′1) ∪K ′2). Tomemos então ∂Xi
as aplicações dadas por ∂Xi(S) = ∂i(SK

−1
i ), para S ∈ Closed(Xi).

Sejam S ∈ Closed(X2) e g ∈ µ−1(S)K−1
1 . Temos que ϕ1(g,K1) ∩ µ−1(S) é não

vazio, o que implica que µ(ϕ1(g,K1) ∩ µ−1(S)) 6= ∅. Mas µ(ϕ1(g,K1) ∩ µ−1(S)) ⊆
µ(ϕ1(g,K1)) ∩ µ(µ−1(S)) ⊆ ϕ2(g,K2) ∩ S, o que implica que ϕ2(g,K2) ∩ S 6= ∅ e

portanto g ∈ SK−1
2 . Temos então que µ−1(S)K−1

1 ⊆ SK−1
2 .

Temos, pela Proposição 1.5.18, que idG + ν : G +∂1 Y1 → G +∂2 Y2 é cont́ınua,

o que implica que ocorre o seguinte diagrama:

Closed(G)
∂1 // Closed(Y1)

Closed(G)
∂2 //

id−1
G

OO

⊆

Closed(Y2)

ν−1

OO
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Temos, para S ∈ Closed(X2), que ∂X1(µ
−1(S)) = ∂1(µ−1(S)K−1

1 ) ⊆ ∂1(SK−1
2 ) ⊆

ν−1(∂2(SK−1
2 )) = ν−1(∂X2(S)). Ou seja, temos o diagrama:

Closed(X1)
∂X1 // Closed(Y1)

Closed(X2)
∂X2 //

µ−1

OO

⊆

Closed(Y2)

ν−1

OO

E portanto a aplicação µ+ ν : X1 +∂X1
Y1 → X2 +∂X2

Y2 é cont́ınua.

2.4 Observação sobre soma de espaços

Nosso objetivo para os próximos dois caṕıtulos será construir, a partir de um espaço

compacto, Hausdorff e separável C, espaços Hausdorff compactos N+f C e K0 +f ′ C

tais que f(N) = C e f ′(K0) = C. Ou seja, construiremos compactificações de N e de

K0 tais que o complementar de tais espaços será homeomorfo a C. Mostraremos a

unicidade, a menos de homeomorfismos, de tais espaços.

A fim de deixar claro que essa unicidade de compactificação é uma propriedade

bem especial dos espaços N e K0, deixamos aqui um exemplo simples em que tal

unicidade não ocorre:

TomemosD o disco aberto de dimensão 2 e colaremos S1 de duas formas diferentes.

A primeira é a canônica: X1 = D +f1 S
1 é o disco fechado de dimensão 2.

Na segunda, pegamos D e identificamos dois pontos no bordo. Como o bordo não

pertence a D, o interior continua homeomorfo a D. Nosso novo bordo é homeomorfo

a colagem de duas circunferências por um ponto. Identificamos então essas circun-

ferências, o que novamente não altera o interior. Temos agora que o bordo passa a

ser o espaço dado por essa identificação, que é homeomorfo a S1.
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Então, colamos uma cópia de S1 ao longo desse bordo. Temos neste caso X2 =

D +f2 S
1.

Temos que X1 � X2, visto que, π1(X1, p) = 1 e π1(X2, p) ∼= Z, para p ∈ D.

Portanto existem dois espaços que possuem duas colagens (compactas, Hausdorff,

metrizáveis e com o primeiro espaço denso) distintas. É fácil ver que, desse exemplo,

surge uma famı́lia infinita de espaços não homeomorfos formados como colagem entre

D e S1.

O plano projetivo real também é uma colagem da forma D+f3S
1 não homeomorfa

aos casos anteriores.
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Caṕıtulo 3

Compactificações de N

Proposição 3.0.1. Seja C um espaço topológico Hausdorff, compacto, separável e

sem pontos isolados. Então existe um espaço Hausdorff compacto da forma N +f C

tal que f(N) = C.

Demonstração. (Baseado no Exemplo 3.1 de [8]) Seja S ⊆ C um subconjunto enu-

merável e denso. Seja X = (C × {0}) ∪ (S × {1}), com a topologia gerada pelos

conjuntos {(x, 1)}, com x ∈ S e (U × {0}) ∪ (S ∩ (U − {x}) × {1}), com x ∈ C

e U vizinhança aberta de x em C. Estes então formam uma subbase B para uma

topologia.

Sejam (x, 1), (y, 1) ∈ X, com x 6= y. Os próprios pontos são abertos portanto

separam-se. Sejam (x, 1), (y, 0) ∈ X, com x 6= y. Como C é T1, ∃U aberto de C tal

que y ∈ U e x /∈ U . Então (x, 1) /∈ (U×{0})∪(S∩(U−{y})×{1}), o que implica que

{(x, 1)} e (U×{0})∪(S∩(U−{y})×{1}) separam (x, 1) e (y, 0). Sejam (x, 1), (x, 0) ∈
X. Se U é um aberto de C tal que x ∈ U então (U × {0}) ∪ (S ∩ (U − {x}) × {1})
e {(x, 1)} separam (x, 0) e (x, 1). Sejam (x, 0), (y, 0) ∈ X, com x 6= y. Como C

é Hausdorff, ∃U, V abertos em C tais que x ∈ U, y ∈ V e U ∩ V = ∅. Então

(U × {0}) ∪ (S ∩ (U − {x})× {1}) e (V × {0}) ∪ (S ∩ (V − {y})× {1}) são abertos

disjuntos que separam (x, 0) e (y, 0). Portanto X é Hausdorff.

Temos que g : C → X tal que g(x) = (x, 0) é cont́ınua e por C ser compacto e

X ser Hausdorff, segue que C × {0} = g(C) ∼= C. Seja V = {Vα}α∈Γ uma cobertura

aberta de X por elementos da subbase B. Como C × {0} é compacto ∃{Vα1 , ..., Vαn}
subcobertura de C×{0}. Temos que ∀i, ∃xi ∈ C e ∃Ui aberto em C e vizinhança de

xi tal que Vαi = (Ui×{0})∪(S∩(Ui−{xi})×{1}). Nesse caso, {U1×{0}, ..., Un×{0}}
cobre C × {0}, o que implica que {S ∩ (U1 − {x1})× {1}, ..., S ∩ (Un − {xn})× {1}}
cobre (S × {1}) − {(x1, 1), ..., (xn, 1)}. Seja Vαn+i algum elemento de V tal que xi ∈
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Vαn+i . Então {Vα1 , ..., Vα2n} é uma subcobertura de X. Pelo teorema da subbase de

Alexander segue que X é compacto.

Temos que todo elemento de B intersecta S × {1} (pois C não possui pontos

isolados), o que implica que ClX(S×{1}) = X. Portanto X = (S×{1})+f (C×{0}),
para alguma função f tal que f(S × {1}) = C × {0}, S × {1} ∼= N e C × {0} ∼= C.

Proposição 3.0.2. Sejam C um espaço compacto e metrizável e N +f C uma com-

pactificação de N. Então N+f C é metrizável.

Demonstração. Imediato do Corolário 1.3.13.

Proposição 3.0.3. Sejam C um espaço topológico compacto, metrizável e sem pontos

isolados e X = N+f C um espaço compacto tal que f(N) = C. Então dado S subcon-

junto enumerável e denso de C existe τ : X → X aplicação cont́ınua e idempotente,

tal que Im τ = C, τ(N) = S e ∀x ∈ S, #τ−1(x) = ℵ0.

Demonstração. Sejam U a estrutura uniforme de X, {un}n∈N uma base encaixante da

estrutura uniforme U, com u1 = X2 e {sn}n∈N uma enumeração de S. Seja {vn}n∈N
uma base encaixante de U tal que ∀n ∈ N, v2

n ⊆ un e v1 = X2. Para n ∈ N, denotemos

por An = {m ∈ N : m ∈ B(S, vn) −B(S, vn+1)} (tais conjuntos podem ser vazios).

Como N +f C é compacto e v1 = X2, segue que
⋃
n∈N

An = N e ∀n ∈ N, An é finito,

e como é {vn}n∈N é uma base encaixante temos que ∀n1 6= n2 ∈ N, An1 ∩ An2 = ∅.
Sejam g : N→ N tal que ∀n ∈ N, n ∈ Ag(n) e {ai}i∈N uma nova enumeração de N tal

que se a < a′ então g(a) 6 g(a′).

Construimos então um argumento back-and-forth (referência sobre o assunto:

Seção 2.4 de [17]):

Seja q1 = minN (com a nova ordem). Então existe sequência N1 que converge

para algum p1 ∈ S e tal que q1 ∈ N1 e ∀a ∈ N1, (a, p1) ∈ v1.

Seja p2 = minS − {p1}. Então existe uma sequência N2 ⊆ N − N1 tal que N2

converge para p2 e ∀a ∈ N1, (a, p2) ∈ v1.

Geralmente temos:

Seja q2n+1 = minN−
2n⋃
i=1

Ni. Como N− (
2n⋃
i=1

Ni∪{pi}) é aberto em X e existe uma

sequência de elementos de N que converge para algum ponto em S −
2n⋃
i=1

{pi}, então

existe sequência N2n+1 ⊆ N −
2n⋃
i=1

Ni que converge para algum p2n+1 ∈ S −
2n⋃
i=1

{pi} e

tal que q2n+1 ∈ N2n+1 e ∀a ∈ N2n+1, (a, p2n+1) ∈ vg(qn+1).
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Seja p2n+2 = minS −
2n+1⋃
i=1

{pi}. Como N− (
2n+1⋃
i=1

Ni ∪ {pi}) é aberto em X e existe

uma sequência de elementos de N que converge para p2n+2, então existe uma sequência

N2n+2 ⊆ N−
2n+1⋃
i=1

Ni tal que N2 converge para p2n+2 e ∀a ∈ N2n+2, (a, p2n+2) ∈ vg(qn+1).

Portanto temos que
⋃
i∈N

Ni = N e
⋃
i∈N
{pi} = S. Temos que ∀n ∈ N, ∀a ∈

Nn, (a, pn) ∈ vg(qn) se n for ı́mpar e (a, pn) ∈ vg(qn−1) se n for par. Temos então

que ∀n ∈ N, ∀a, b ∈ Nn, (a, b) ∈ ug(qn) se n for ı́mpar e (a, b) ∈ ug(qn−1) se

n for par. Ou seja, se n for ı́mpar Nn ∪ {pn} ∈ Small(ug(qn)) e se n for par,

Nn ∪ {pn} ∈ Small(ug(qn−1)).

Tome a relação de equivalência ∼= ∆2X ∪
⋃
n∈N

(Nn ∪ {pn})2. Sejam m,n ∈ N tais

que Nn∪{pn} /∈ Small(um). Temos então que m > g(qn) pois {um}m∈N é encaixante.

Mas o conjunto {n ∈ N : g(qn) < m} é finito (pois cada Ai é finito). Portanto o

conjunto {Nn ∪ {pn} : Nn ∪ {pn} /∈ Small(um)} também é finito. Como {um}m∈N é

base de U, segue que ∼ é topologicamente quaseconvexa.

Seja então π : X → X/ ∼ a aplicação quociente. Como X é compacto e ∼
é topologicamente quaseconvexa temos que X/ ∼ é Hausdorff (Proposição 1.3.8).

Temos que π|C é bijetiva, o que implica que é um homeomorfismo, pois C é compacto.

Se ι : C → N+fC é a aplicação de inclusão então τ = ι◦(π|C)−1◦π : N+fC → N+fC

é a aplicação procurada (τ é cont́ınua pois é composta de três aplicações cont́ınuas).

E agora podemos compactificar N de tal forma que C seja metrizável mas com

pontos isolados:

Proposição 3.0.4. Seja C um espaço topológico compacto e metrizável. Então existe

um espaço Hausdorff compacto da forma N+f C tal que f(N) = C.

Demonstração. Se C não possui pontos isolados, temos o caso da Proposição 3.0.1.

Se C possui pontos isloados, então C1 = C× I, com I = [0, 1] é um espaço compacto,

metrizável e sem pontos isolados. Portanto, pela Proposição 3.0.1, existe um espaço

Hausdorff compacto da forma N +f C1 tal que f(N) = C1. Tome S um subconjunto

enumerável e denso de C1 tal que S0 = S ∩ (C × {0}) é denso em C × {0}. Pela

proposição anterior, existe uma aplicação cont́ınua τ : N+f C1 → N+f C1 tal que τ

é idempotente, Im τ = C1, τ(N) = S e ∀x ∈ S, #τ−1(x) = ℵ0.

Pela continuidade de τ , τ−1(C × {0}) é fechado, e portanto compacto. Como

∀x ∈ S0, #τ−1(x) = ℵ0 e τ−1(x) − {x} forma uma sequência que converge para x,

segue que f(τ−1(C×{0})∩N) ⊇ ClN+fC1S0 = C×{0}. Por outro lado, τ−1(C×{0})
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é fechado, o que implica que f(τ−1(C × {0}) ∩ N) ⊆ C × {0}, o que implica que

f(τ−1(C×{0})∩N) = C×{0}. Temos então que τ−1(C×{0})∩N ∼= N, C×{0} ∼= C e

(τ−1(C×{0})∩N)+f (C×{0}) é compacto, Hausdorff e f(τ−1(C×{0})∩N) = C×{0},
ou seja, é o espaço procurado.

Mas já temos a existência de aplicações idempotentes para tais espaços pois na

Proposição 3.0.3 não havia a hipótese dos espaços não possuirem pontos isolados.

Proposição 3.0.5. Sejam C um espaço topológico Hausdorff, compacto e separável,

Si subconjunto enumerável e denso em C, Xi = N+fiC um espaço Hausdorff compacto

tal que f(N) = C e τi : Xi → Xi aplicações cont́ınuas e idempotentes, tais que

Im τi = C, τi(N) = Si e ∀x ∈ S, #τ−1
i (x) = ℵ0. Se ψ : C → C é um homeomorfismo

tal que ψ(S1) = S2 então existe φ : N→ N que comuta o diagrama:

N τ1 //

φ
��

C

ψ
��

N τ2
// C

Demonstração. Temos que ∀x ∈ S1, #τ−1
1 (x) = #τ−1

2 (ψ(x)) = ℵ0, portanto existe

φx : τ−1
1 (x)→ τ−1

2 (ψ(x)) uma bijeção. Por construção o diagrama comuta:

τ−1
1 (x)

τ1 //

φx
��

C

ψ

��
τ−1

2 (ψ(x)) τ2
// C

Então φ =
⋃
x∈S1

φx : N→ N é um homeomorfismo e comuta o diagrama.

Proposição 3.0.6. Seja C um espaço topológico Hausdorff, compacto, separável.

Então existe, a menos de homeomorfismos que fixam C, um único espaço X Hausdorff

compacto da forma N+f C tal que f(N) = C.

Demonstração. Sejam Xi = N +fi C dois destes espaços, S um subconjunto enu-

merável e denso de C e τi duas respectivas aplicações cont́ınuas idempotentes tais

que Im τi = C, τi(N) = S e ∀x ∈ S, #τ−1
i (x) = ℵ0. (demonstramos a existência

de tais aplicações acima). Pela proposição anterior existe φ : N→ N homeomorfismo

que comuta o diagrama:
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N τ1 //

φ
��

C

idC
��

N τ2
// C

Seja (φ+ idC) : N+f1 C → N+f2 C. Temos que (φ+ idC) fixa C. Seja {xj}j∈Γ ⊆
N+f1 C uma rede que converge para um ponto x ∈ C. Se quase todo ponto pertence

a C, suponhamos todo ponto, então {φ + idC(xj)}j∈Γ = {xj}j∈Γ que converge para

φ + idC(x) = x. Se quase todo ponto pertence a N, suponhamos todo ponto, então

temos que, pela continuidade de τ1, {τ1(xj)}j∈Γ converge para τ1(x) = x. Mas τ1 =

τ2 ◦ φ, o que implica que {τ2 ◦ φ(xj)}j∈Γ converge para x. Seja x′ um ponto de

acumulação da rede {φ(xj)}j∈Γ. Se x′ ∈ C então τ2(x′) é ponto de acumulação de

{τ2 ◦ φ(xj)}j∈Γ, o que implica que x′ = x. Se x′ ∈ N então ∃Γ′ ⊆ Γ subconjunto

cofinal tal que ∀j ∈ Γ′, φ(xj) = x′ (pois os pontos de N são isolados). Mas isso

implica que ∀j ∈ Γ′, xj = φ−1(x′), o que implica que φ−1(x′) é ponto de acumulação

de {xj}j∈Γ, absurdo. Portanto o único ponto de acumulação de {φ(xj)}j∈Γ é x, o

que implica que, pela compacidade de N +f2 C, {φ(xj)}j∈Γ converge para x. Mas

{φ(xj)}j∈Γ = {φ+ idC(xj)}j∈Γ, o que implica que {φ+ idC(xj)}j∈Γ converge para x.

Se a rede possuir muitos pontos em N e muitos pontos em C, basta dividir em duas

subsequências. Portanto φ+ idC é cont́ınua e, analogamente, (φ+ idC)−1 = φ−1 + idC

também é cont́ınua.

Tal teorema é devido a Peczyński e pode ser encontrado em [23] (Proposição 8.8)

e no artigo original [20] (p. 87).

Terminaremos essa seção com um exemplo de soma N+ I, com I = [−1, 1].

Exemplo 3.0.7. Sejam f : [0, 1] → R a função dada por f(x) = sen( 1
x
) e X =

ClR2Gr(f) = Gr(f) ∪ ({0} × [−1, 1]). Tomemos { 1
2nπ
}n∈N. Temos que a sequência

é decrescente, converge para 0 e ∀n ∈ N, f(( 1
2(n+1)π

, 1
2nπ

)) = [−1, 1]. Sejam S um

subconjunto enumerável e denso em [−1, 1] e g : N→ S tal que ∀s ∈ S, #g−1(s) = ℵ0.

Temos que ∀n ∈ N,∀s ∈ S, s ∈ f(( 1
2(n+1)π

, 1
2nπ

)), portanto tome xn ∈ ( 1
2(n+1)π

, 1
2nπ

)

tal que f(xn) = g(n). Nosso espaço será então Y = {(xn, g(n))}n∈N ∪ ({0} × [−1, 1]).

Temos que (xn, g(n)) ∈ ( 1
2(n+1)π

, 1
2nπ

) × R e ∀m 6= n ∈ N, (( 1
2(n+1)π

, 1
2nπ

) × R) e

(( 1
2(m+1)π

, 1
2mπ

)×R) são disjuntos, o que implica que ∀n ∈ N, {(xn, g(n))} é aberto em

Y . Portanto {xn, g(n)}n∈N ∼= N e é aberto em Y . Seja (xni , g(ni))i∈N uma seqûencia

convergente em R2. Temos que {xni}i∈N converge para 0, pois 1
2(ni+1)π

6 xni 6
1

2niπ

e { 1
2nπ
}n∈N converge para 0. Como ∀n ∈ N, g(n) ∈ [−1, 1], segue que (xni , g(ni))i∈N

converge para algum ponto em {0} × [−1, 1] ⊆ Y . Portanto Y é fechado em R2.
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Como Y ⊆ X e X é compacto, segue que Y é um espaço compacto. Portanto

Y = {(xn, g(n))}n∈N +h ({0} × I) para algum h e é compacto. Como ∀s ∈ S,

{(xn, g(n)) : g(n) = s} converge para s, segue que S ⊆ h({(xn, g(n))}n∈N), o que

implica que h({(xn, g(n))}n∈N) = {0} × I, pois S é denso em {0} × I. Portanto

Y ∼= N +h′ I para alguma função h′ tal que h′(N) = I e N +h′ I é compacto e

Hausdorff.
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Caṕıtulo 4

Compactificações de K0

Proposição 4.0.1. Seja C um espaço topológico Hausdorff, compacto e separável.

Então existe um espaço Hausdorff compacto da forma K0 +f C tal que f(K0) = C.

Demonstração. Sejam {Li}i∈N uma partição de K0 por abertos compactos e L =⋃
i∈N

L2
i . Temos que K0/L ∼= N, portanto ∃f : Closed(K0/L) → Closed(C) tal que

X = K0/L +f C é Hausdorff compacto e f(K0/L) = C. Temos que ν : K0 → K0/L

a aplicação quociente é fechada pois K0/L é discreto. Tomemos f ∗ o pullback de

f por ν e idC e X̄ = K0 +f∗ C. Temos pela Proposição 2.2.1 que a aplicação

(ν + id) : X̄ → X é cont́ınua, pela Proposição 2.2.5 que ν + id é fechada, pela

sobrejetividade de ν que f ∗(K0) = f(K0/L) = C e pela Proposição 2.2.4 que X̄

é Hausdorff. Temos também que ∀x ∈ C, (ν + id)−1(x) = x e ∀ν(Li) ∈ K0/L,

(ν + id)−1(ν(Li)) = Li que é compacto, portanto a aplicação ν + id é perfeita. Como

X é compacto, segue, pela Proposição 1.3.3, que X̄ é compacto.

Portanto X̄ é o espaço procurado.

O espaço construido acima será denotado por KC .

Proposição 4.0.2. Sejam C um espaço compacto e metrizável e K0 +f C uma com-

pactificação de K0. Então K0 +f C é metrizável.

Demonstração. Imediato do Corolário 1.3.13.

Mostraremos agora a unicidade, a menos de homeomorfismos que preservam C,

desse espaço.

Proposição 4.0.3. Sejam C um espaço topológico compacto e metrizável e (X,U) =

K0 +f C espaço compacto tal que f(K0) = C. Então existe L = {Lj}j∈N uma partição

por abertos compactos de K0 tal que ∀u ∈ U, #{j ∈ N : Lj /∈ Small(u)} < ℵ0.
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Demonstração. Temos que ∀u ∈ U, ∃U cobertura de K0 por abertos-fechados u

- pequenos (por exemplo {intB(x, v) ∩ K0}x∈K0 , com v2 ⊆ u). Como K0 é 0 -

dimensional e localmente compacto, podemos construir um refinamento U ′ tal que

todo elemento é aberto e compacto. Como U ′ é refinamento, todo elemento ainda é

u - pequeno. Como K0 possui base enumerável segue que é de Lindelöf e portanto

podemos tomar uma subcobertura de U ′, U ′′ = {Ui}i∈N. Tomemos V1 = U1, Vi =

Ui− (U1 ∪ ...∪Ui−1) para i ∈ N e U ′′′ = {Vi}i∈N. Temos que U ′′′ é uma cobertura por

abertos compactos pois U1 ∪ ... ∪ Ui−1 é fechado (aberto) em X, o que implica que

Vi é aberto (fechado) em X. Além disso temos que por construção é uma partição e

refina U . Portanto ∀u ∈ U, ∃V partição enumerável de K0 por abertos compactos u

- pequenos.

Como X é metrizável, existe {ui}i∈N uma base de U. Tomemos U = {Vi}i∈N
partição por abertos compactos u1 - pequenos de X. Temos que ∀i ∈ N, Vi é um

espaço compacto, 0 - dimensional e possui base enumerável. Portanto possui uma

partição Ui = {Vi,1, ..., Vi,ki} por abertos compactos ui - pequenos (podemos deixar

U1 = {V1}). Temos que ∀i, j ∈ N, Vi,j é um aberto contido em Vi que é aberto em

X, portanto é aberto em X. Segue então que U ′ =
⋃
i∈N

Ui é uma partição por abertos

compactos de K0. Sejam u ∈ U e L ∈ {V ∈ U ′ : V /∈ Small(u)}. Seja i ∈ N tal que

ui ⊆ u. Temos que L /∈ Small(ui), o que implica que L ∈
i−1⋃
j=1

Uj que é um conjunto

finito. Portanto {V ∈ U ′ : V /∈ Small(u)} é finito.

Proposição 4.0.4. Sejam C um espaço topológico compacto e metrizável e (X,U) =

K0 +f C espaço Hausdorff compacto tal que f(K0) = C. Se L = {Lj}j∈N é uma

partição por abertos compactos de K0 tal que ∀u ∈ U, #{j ∈ N : Lj /∈ Small(u)} < ℵ0

e θ = ∆X2 ∪
⋃
j∈N

L2
j , então X̄ = X/θ é homeomorfo ao único espaço Hausdorff

compacto da forma N+f ′ C, com f ′(N) = C.

Demonstração. Seja % : X → X̄ a aplicação quociente. Temos que ∀j ∈ N, Lj é aberto

em X, o que implica que %(Lj) é aberto em X̄. Segue então que %(K0) é discreto,

aberto em X̄ e infinito enumerável pois a partição de K0 é infinita enumerável. Temos

também que %|C é bijetiva, o que implica que %(C) ∼= C. Temos então que X̄ =

%(K0) +f ′ C para alguma função f ′ e %(K0) ∼= N. Além disso é compacto, já que

X é compacto. Por construção temos que θ é topologicamente quaseconvexo, o que

implica que, pela Proposição 1.3.8, X/θ é Hausdorff.

Portanto X̄ ∼= N+f ′ C, com f ′(N) = C.
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Proposição 4.0.5. Sejam C um espaço topológico compacto e metrizável e X =

K0 +f C espaço Hausdorff compacto tal que f(K0) = C. Seja uma aplicação cont́ınua

ρ+ idC : K0 +f C → N+f ′ C, com N+f ′ C Hausdorff compacto e tal que f ′(N) = C.

Então f é o pullback de f ′ pelas aplicações ρ e idC.

Demonstração. Por hipótese ρ+ idC é cont́ınua, o que implica que, pela Proposição

2.2.3, a aplicação idK0 + idC : K0 +f C → K0 +(f ′)∗ C é cont́ınua. Como K0 +f C é

compacto e K0 +(f ′)∗ C é Hausdorff (pela Proposição 2.2.4), segue que idK0 + idC

é homeomorfismo, o que implica que f = (f ′)∗.

Proposição 4.0.6. Sejam C1, C2 espaços topológicos compactos e metrizáveis e Xi =

K0 +fi Ci espaços Hausdorff compactos tais que fi(K0) = Ci. Sejam Li = {Li,j}j∈N
partições por abertos compactos de K0 e ρi + idCi : K0 +fi Ci → N +f ′i

Ci aplicações

cont́ınuas, com X̄i = N+f ′i
Ci Hausdorff compactos e tais que f ′i(N) = Ci. Suponhamos

que ∀j ∈ N,∀i = 1, 2, ρi(Li,j) = j. Se ψ+φ : N+f ′1
C1 → N+f ′2

C2 é cont́ınua, então

∃ : ψ̄ + φ : K0 +f1 C1 → K0 +f2 C2 aplicação cont́ınua que comuta o diagrama:

X1
ψ̄+φ //

ρ1+idC ����

X2

ρ2+idC����
X̄1 ψ+φ

// X̄2

Além disso, se ψ + φ é homeomorfismo então ψ̄ + φ também será.

Demonstração. Como todos os Li,j são abertos e fechados de K0, temos que são todos

homeomorfos a K. Seja ψj : L1,j → L2,ψ(j) homeomorfismo. Como K0 é o coproduto

de Li com as aplicações de inclusão, temos que as aplicações ψj estendem unicamente

para um homeomorfismo ψ̄ : K0 → K0. Segue o diagrama comutativo:

L1,j

ψj //
� _

��

L2,ψ(j)
� _

��
K0

ψ̄ //

ρ1
����

K0

ρ2
����

N ψ // N

Tomemos ψ̄+φ : K0 +f1C1 → K0 +f2C2. Temos que cada componente é cont́ınua,

fi = (f ′i)
∗ e os diagramas comutam:
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K0
ψ̄ //

ρ1
��

K0

ρ2
��

C1
φ //

idC1
��

C2

idC2
��

N ψ // N C1
φ // C2

Pelo Lema do cubo a aplicação ψ̄ + φ é cont́ınua e analogamente temos que

(ψ̄ + φ)−1 = ψ̄−1 + φ−1 também é cont́ınua, caso exista ψ−1 + φ−1.

Corolário 4.0.7. Seja C um espaço topológico compacto e metrizável. Então o espaço

compacto da forma K0 +f C tal que f(K0) = C é único, a menos de homeomorfismos

que fixam C. Tal espaço deverá então ser homeomorfo a KC.

Demonstração. Sejam (Xi,Ui), para i = 1, 2, espaços Hausdorff compactos tais que

Xi = K0 +fi C, com fi(K0) = C. Pela Proposição 4.0.3, existe Li = {Lij}j∈N
partição por abertos compactos de K0 tal que ∀u ∈ Ui, {i ∈ N : Lij /∈ Small(u)}
é finito. Tomemos θi = ∆2Xi ∪

⋃
j∈N

L2
i,j, X̄i = Xi/θi e %i : Xi → X̄i a aplicação

quociente. Então X̄i
∼= N+f ′i

C, com f ′i(N) = C.

Logo X̄i é único, a menos de homeomorfismos que fixam C. Seja ψ+idC : X̄1 → X̄2

um desses homeomorfismos. Pela proposição anterior ψ+idC pode ser levantado para

um homeomorfismo ψ̄ + idC : X1 → X2. Portanto X1
∼= X2.

Proposição 4.0.8. Seja ∼= ∆2(KC) ∪ C2. Então KC/ ∼∼= K.

Demonstração. Como KC é compacto, temos que KC/ ∼ também é. Temos que

∼= ∆2KC ∪ C2 é fechado em K2
C , portanto KC/ ∼ é Hausdorff. Seja π a aplicação

quociente. Temos que π|K0 é injetiva e aberta (pois K0 é aberto de KC e todo aberto

de K0 é saturado), o que implica que π|K0 é um mergulho. Como #π(C) = 1, segue

que KC/ ∼ é a compactificação de um ponto de K0. Portanto KC/ ∼∼= K.

Terminaremos essa seção com um exemplo de soma K0 + I, com I = [−1, 1].

Exemplo 4.0.9. Tomemos Y o espaço construido no Exemplo 3.0.7. Vimos que

∃{Vx}x∈Y−({0}×I) um conjunto de abertos dois a dois disjuntos de R2 tal que ∀x ∈
Y − ({0} × I), x ∈ Vx. Suponhamos que se x possui primeira coordenada m então

diam Vx < m. Tome Cx um conjunto de Cantor horizontal tal que x ∈ Cx ⊆ Vx.

Nosso espaço será Z = ({0} × I) ∪
⋃
xCx.

Como x ∈ Cx ⊆ Vx e ∀x 6= y, Vx ∩ Vy = ∅, segue que ∀x, Cx é aberto em Y .

Portanto
⋃
xCx

∼=
⋃̇
xK
∼= K0 e é aberto em Z. Seja {(an, bn)}n∈N uma sequência
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convergente, em R2 de elementos de Z. Se #{(an, bn)}n∈N∩({0}×I) = ℵ0 (respectiva-

mente #{(an, bn)}n∈N∩Cx = ℵ0 para algum x) então uma subsequência converge para

um elemento de {0} × I (respectivamente Cx) por compacidade, o que implica que

{(an, bn)}n∈N converge para algum elemento de {0}×I ⊆ Z (respectivamente Cx ⊆ Z).

Suponhamos então que #{(an, bn)}n∈N∩({0}×I) < ℵ0 e ∀x, #{(an, bn)}n∈N∩Cx < ℵ0

. Seja (xn, yn) ∈ Y − ({0} × I) tal que (an, bn) ∈ C(xn,yn). Como Cx é sempre hori-

zontal, temos que ∀n ∈ N, yn = bn. Portanto {bn}n∈N converge para algum ponto

em I. Temos também que {xn}n∈N converge para 0 e ∀n ∈ N, d(xn, an) < xn, o que

implica que {an}n∈N converge para 0. Portanto {(an, bn)}n∈N converge para algum

elemento de 0 × I ⊆ Z. Portanto Z é fechado. Mas Z é limitado pois Y é limi-

tado e Z ⊆ B(Y, 1), já que ∀x, diam Vx < 1. Portanto Z é compacto. Temos que

{0} × I ⊆ ClZ(Y − ({0} × I)) ⊆ ClZ(
⋃
xCx), o que implica que ClZ(

⋃
xCx) = Z.

Portanto Z = (
⋃
xCx) +j ({0} × I) para algum j, é compacto e j(

⋃
xCx) = {0} × I,

o que implica que Z ∼= KI .
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Caṕıtulo 5

Produtos fibrados de
compactificações de K0

Definição 5.0.1. Sejam P ⊆ K e C = {Cp}p∈P uma famı́lia de espaços topológicos

compactos e metrizáveis. Denotamos por πp : KCp → K aplicação sobrejetiva e

cont́ınua tal que πp(Cp) = {p} e πp|K0 é injetiva. Tal aplicação sempre existe pois K

é homogêneo. Denotemos por KC = lim
←−
{KCp , πp}p∈P .

Proposição 5.0.2. Sejam Z um espaço Hausdorff compacto, P ⊆ Z, {Xp}p∈P uma

famı́lia de espaços topológicos Hausdorff e compactos, $p : Xp → Z cont́ınuas, so-

brejetivas e injetivas em $p|Z−$−1
p (p) e X = lim

←−
{Xp, $p}p∈P . Tomemos a seguinte

relação em X : ∼= ∆2X2 ∪
⋃
p∈P

π−1(p)2, com π : X → Z a aplicação de projeção.

Então ∼ é topologicamente quaseconvexa.

Demonstração. Sejam U a estrutura uniforme compat́ıvel com a topologia de X, Up

a estrutura uniforme compat́ıvel com a topologia de Xp e B a base de U formada

pelos conjuntos da forma π−1
p1

(up1) ∩ ... ∩ π−1
pn (upn), com upi ∈ Upi e πp : X → Xp a

aplicação de projeção. Sejam então u ∈ B : u = π−1
p1

(up1) ∩ ... ∩ π−1
pn (upn) e p ∈ P :

π−1(p) /∈ Small(u). Então ∃i ∈ {1, , , n} : π−1(p) /∈ Small(π−1
pi

(upi)), o que implica

que πpi(π
−1(p)) /∈ Small(upi) (Proposição 1.2.8). Mas πpi(π

−1(p)) é apenas um

ponto para todo p 6= pi e pontos são sempre pequenos. Portanto p ∈ {p1, ..., pn}, o

que implica que #{π−1(p) : π−1(p) /∈ Small(u)} < ℵ0. Como usamos um elemento u

qualquer de B, temos que ∼ é topologicamente quaseconvexa (Proposição 1.3.9).

Como caso especial tomemos X = KC e temos que ∼= ∆2K2
C∪

⋃
p∈P

π−1(p)2 definida

em KC é topologicamente quaseconvexa.

Proposição 5.0.3. Em KC valem as seguintes propriedades:
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1. π|π−1(K−P ) é injetiva,

2. ∀p ∈ P, π−1(p) ∼= Cp,

3. ∀p ∈ P, ClKC(KC − Cp) = KC.

4. ∀p ∈ P , o quociente KC/ ∼p é Hausdorff, com ∼p= ∆2KC ∪
⋃
q 6=p

π−1(q)2.

Demonstração. As propriedades 1 e 2 são imediatas e a propriedade 4 segue da pro-

posição anterior. Provemos então 3. Suponhamos que ∃p ∈ P : ClKC(KC−π−1
p (Cp)) 6=

X. Portanto ∃x ∈ U ⊆ π−1
p (Cp), com U aberto em KC. Mas U é saturado em πp, o

que implica que πp(U) é aberto em KCp e πp(U) ⊆ Cp, absurdo pois K0 é denso em

KCp . Portanto ∀p ∈ P , ClKC(KC − π−1
p (Cp)) = X.

Proposição 5.0.4. (Caracterização de produtos fibrados) Sejam X um espaço to-

pológico compacto e metrizável, π : X → K uma aplicação quociente, P ⊆ K e

C = {Cp}p∈P uma famı́lia dois a dois disjunta de subespaços compactos de X. Supo-

nhamos que:

1. π|π−1(K−P ) é injetiva,

2. ∀p ∈ P, π−1(p) = Cp,

3. ∀p ∈ P, ClX(X − Cp) = X.

4. ∀p ∈ P , o quociente Xp = X/ ∼p é Hausdorff, com ∼p= ∆2X ∪
⋃
q 6=p

C2
q .

Então X ∼= KC.

Demonstração. Seja p ∈ P . Mostraremos que Xp
∼= KCp . Temos que Xp é compacto

pois X é compacto e é Hausdorff por hipótese.

Seja πp : X → Xp a aplicação quociente. Temos que πp(X − Cp) = Xp − πp(Cp)
o que implica que π−1

p (ClXp(Xp − πp(Cp))) é um fechado de X que contém X − Cp
que é denso por hipótese. Portanto π−1

p (ClXp(Xp − πp(Cp))) = X, o que implica que

πp(Cp) ⊆ ClXp(Xp − πp(Cp)). Portanto ClXp(Xp − πp(Cp)) = Xp. Segue então que

Xp = (Xp − πp(Cp)) +f πp(Cp), com f(Xp − πp(Cp)) = πp(Cp). Como πp é perfeita

(pois ∀q ∈ P, Cq é compacto) e fechada (pois X é compacto e Xp é Hausdorff), temos

que Xp possui base enumerável (pois X possui base enumerável, já que é compacto e

metrizável), o que implica que Xp é metrizável. Mostrando que Xp − πp(Cp) ∼= K0 e

πp(Cp) ∼= Cp, segue do teorema de caracterização que Xp
∼= KCp .
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Temos que πp|Cp é uma aplicação injetiva. Da compacidade segue que é um mer-

gulho. Seja π′p : Xp → K a aplicação quociente tal que π = π′p ◦ πp. Temos que

π′p|Xp−πp(Cp) é injetiva, cont́ınua e Im π′p|Xp−πp(Cp) = K − {p}. Seja S um fechado de

Xp− πp(Cp). Então S = S ′ ∩ (Xp− πp(Cp)), com S ′ fechado de Xp. Se S = S ′, então

S é compacto, o que implica que π′p(S) é compacto e portanto fechado em K − {p}.
Se S 6= S ′ temos que π′p(S

′ − S) = p, o que implica que π′p(S) = π′p(S
′)− {p}. Como

π′p(S
′) é fechado em K, segue que π′p(S

′) é fechado em K−{p}. Portanto π′p|Xp−πp(Cp)

é uma aplicação fechada, o que implica que é um homeomorfismo entre Xp − πp(Cp)
e K − {p}.

Temos então que Xp
∼= KCp . A aplicação π′p é tal que π′p|Xp−πp(Cp) é injetiva e

π′−1
p (p) = πp(Cp) ∼= Cp, portanto, tomemos (KC, {π̃p, π̃}p∈P ) := lim

←−
{Xp, π

′
p}. Como

πp e π′p foram construidos de tal forma que π = π′p◦πp, temos que π e {πp}p∈P induzem

uma única aplicação cont́ınua $ : X → KC que comuta o diagrama (∀p ∈ P ):

X

πp

��

π

��

$
��

KC

π̃p~~ π̃   
Xp

π′p

// K

Como π e ∀p ∈ P, πp são sobrejetivas, segue que $ é sobrejetiva. Sejam x 6= y ∈
X. Se π(x) 6= π(y), segue que $(x) 6= $(y). Se π(x) = π(y), ∃p ∈ P : x, y ∈ Cp.
Como πp|Cp é injetiva, segue que πp(x) 6= πp(y) e portanto $(x) 6= $(y). Portanto

$ é injetiva. Como X é compacto e KC é Hausdorff (pois por hipótese cada Xp é

Hausdorff), segue que $ é uma aplicação fechada. Portanto $ é um homeomorfismo

entre X e KC.

Temos com a Proposição 5.0.4 que os espaços descritos acima são limites inver-

sos. Porém veremos que existem espaços não homeomorfos mas construidos a partir

do mesmo conjunto C (e com aplicações distintas sobre K). Iremos apresentar dois

resultados, um positivo e outro negativo, sobre tal questão. Para nossos propósitos o

resultado positivo será suficiente.
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5.1 Explosões

Definição 5.1.1. Sejam X um espaço topológico compacto e metrizável, π : X → K

uma aplicação quociente, P ⊆ K e C = {Cp}p∈P uma famı́lia dois a dois disjunta

de subespaços de X compactos (chamados de manchas). A aplicação π é dita uma

explosão em P se:

1. P é enumerável,

2. π|π−1(K−P ) é injetiva,

3. ∀p ∈ P, π−1(p) = Cp,

4. seja ∼ a relação de equivalência em P : p ∼ q se e somente se Cp ∼= Cq (diremos

que p e q possuem mesmo tipo). Então para todo p ∈ P a classe de p é densa

em K,

5. ∀p ∈ P, ClX(X − Cp) = X.

6. a relação de equivalência ∆2X ∪
⋃
p∈P

C2
p é topologicamente quaseconvexa.

Primeiramente precisamos de saber se tais espaços são limites inversos, como os

caracterizados pela Proposição 5.0.4. Para tal, faltaria apenas a condição de que

os quocientes são Hausdorff, mas a quaseconvexidade topológica de ∼ resolve nosso

problema. Temos então:

Proposição 5.1.2. Sejam X um espaço topológico compacto e metrizável, π : X → K

uma explosão em P e S ⊆ P . Definimos XS = X/ ∼P−S, com ∼P−S= ∆2X ∪
⋃
q /∈S

C2
q .

Então ∀S ⊆ P , o espaço XS é Hausdorff.

Demonstração. Imediato da Proposição 1.3.8.

Definição 5.1.3. Sejam π : X → K uma explosão em P ⊆ K e T uma famı́lia

enumerável de espaços topológicos compactos e metrizáveis. Dizemos que π é do tipo

T se ∀p ∈ P, ∃T ∈ T : Cp ∼= T e ∀T ∈ T ,∃p ∈ P : T ∼= Cp. Denotemos por

PT = {p ∈ P : Cp ∼= T}.

Mostraremos a equivalência entre explosões de mesmo tipo.

Definição 5.1.4. Seja π : X → K uma explosão com respeito ao conjunto P ⊆ K.

Sejam S ⊆ S ′ ⊆ P . Definimos por πS
′

S : XS′ → XS, πS′ : X → XS′ e πS : XS → K as

aplicações cont́ınuas induzidas por π. Denotemos por U a estrutura uniforme de X,

US a estrutura uniforme de XS e UK a estrutura uniforme de K.
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Temos que X∅ pode ser identificado com K e XP = X.

Definição 5.1.5. Sejam X um espaço topológico compacto e metrizável, π : X → K

uma explosão em P e famı́lia C = {Cp}p∈P . Uma aproximação da explosão π consiste

em uma tripla (S, u,B(u)) em que S é um subconjunto finito de P , u é um entorno

fechado de K e B(u) é uma subálgebra booleana de Clopen(K) que satisfazem:

1. os conjuntos B(s, u) com s ∈ S são distintos e formam uma partição de K,

2. u =
⋃
s∈S

B(s, u)2,

3. B(u) é gerada por seu conjunto de átomos e este é dado por {B(s, u)) : s ∈ S}.

Como u é fechado, B(s, u) é fechado e como {B(s, u)}s∈S forma uma partição

finita (pois S é finito) de K, temos que B(s, u) também é aberto e portanto B(s, u) ∈
Clopen(K).

Definição 5.1.6. Seja π : X → K uma explosão com respeito ao conjunto P ⊆
K. Um refinamento elementar de uma aproximação (S, u,B(u)) é uma aproximação

(S ′, u′, B(u′)) tal que S ⊆ S ′, u′ ( u e B(u) ⊆ B(u′).

Proposição 5.1.7. Sejam π : X → K uma explosão com respeito ao conjunto P ⊆
K, (S, u,B(u)) uma aproximação, σ ∈ S : σ * B(u), p ∈ S tal que B(p, u) /∈
At(B(u) + σ) e w ∈ Up. Então existe refinamento elementar (S ′, u′, B(u′)) tal que

{A ∈ At(B(u)) : p /∈ A} ⊆ At(u′) e ∀s ∈ S ′ − S, (πp)−1(B(s, u′)) ∈ Small(wp).

Obs. Seja σ ∈ S : σ * B(u). Temos que B(u) está estritamente contido em

Clopen(K) (B(u) é finito e Clopen(K) não, portanto não podem ser iguais), o que

implica que algum σ * B(u) sempre existe. E pela proposição Proposição 1.4.14

sempre existe p ∈ S tal que B(p, u) /∈ At(B(u) + σ). Portanto, do teorema segue que

toda aproximação possui refinamento elementar.

Demonstração. O B(u) - átomo B(p, u) se divide em dois B(u) + σ - átomos, pois

σ é uma secção (e portanto possui apenas dois átomos) e pela Proposição 1.4.15.

Denotemos tais átomos por Wp e W ′
p de tal forma que p ∈ Wp (lembramos que os

dois átomos formam uma partição de B(p, u), pois são intersecções de B(p, u) com

os átomos que geram σ, logo p deve estar em um dos dois apenas).

Seja v ∈ UK um entorno tal que v ∩W 2
p ( u ∩W 2

p e B(p, v) ⊂ Wp. Podemos

cobrir Wp−B(p, v) por um conjunto finito H (pois estamos sempre dentro de algum

compacto) de abertos-fechados disjuntos e u - pequenos e cada um contido em algum
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átomo de B(u) + σ. Podemos supor que ∀H ∈ H, (πp)−1(H) ∈ Small(w), pois bas-

taria cobrir (πp)−1(H) por abertos-fechados disjuntos e w-pequenos e suas imagens

seriam abertos-fechados com as propriedades desejadas. Analogamente, podemos co-

brir W ′
p por um conjunto finito J de abertos-fechados disjuntos tais que suas imagens

inversas por πp são w-pequenas.

Tomemos B a subálgebra de Clopen(K) gerada por B(u) ∪ H ∪ J e o conjunto

S ′ = S ∪ {qH : H ∈ H} ∪ {qJ : J ∈ J }, com qH algum ponto de P ∩H e qJ algum

ponto de P ∩ J (P é denso, e H e J são abertos, portanto P ∩H 6= ∅ e P ∩ J 6= ∅).
Por construção, cada átomo de B possui apenas um ponto de S ′ e, pela definição de

átomo, cada ponto de S ′ pertence a um único átomo de B. Seja Aq o átomo de B que

contém q ∈ S ′. Se q ∈ S − {p}, segue que Aq = B(q, u) (o B(u)-átomo que contém

q). Se q = qH , então Aq = H. Se q = qJ , então Aq = J . E temos que Ap = B(p, v).

Definiremos u′ =
⋃
q∈S′ A

2
q e B(u′) = B. Como u′ é união finita de abertos-

fechados, segue que também é aberto-fechado. Portanto u′ é vizinhaça de ∆2K, o

que implica que u′ ∈ UK . Como os conjuntos Aq são dois a dois disjuntos, segue que

∀q ∈ S ′, B(q, u′) = Aq. Segue então que as condições de aproximação são satisfeitas.

Temos que u′ ⊂ u, pois cada pedaço foi construido u - pequeno, e a inclusão é

estrita já que B(p, u′) = B(p, v) ( B(p, u), pela escolha de v. Portanto temos uma

aproximação (S ′, u′, B(u′)) que refina (S, u,B(u)).

Pela construção de H e de J , segue que ∀s ∈ S ′−S, (πp)−1(B(s, u′)) ∈ Small(w).

Esse ponto p será chamado de ativo e todos os outros em S de passivos no refina-

mento.

De fato o B(u)-átomo B(p, u) é dividido em Wp e W ′
p por σ e ambos estão contidos

em B(u′). Todos os outros B(u)-átomos, pela construção, ainda são átomos de B(u′).

Portanto podemos tomar uma sequência finita de refinamentos cujos pontos ativos

estão nos B(u)-átomos restantes até chegarmos a uma álgebra B′. Temos neste caso

que nenhum átomo de B′ é dividido por σ, o que implica que σ ⊆ B′. Tal sequência

finita de refinamentos será dita uma sequência de inclusão de σ. Vale observar que

dado p ∈ P − S, tal sequência de inclusão de sigma pode incluir p no primeiro termo

do refinamento.

Definição 5.1.8. Sejam X1, X2 espaços compactos e metrizáveis, πi : Xi → K ex-

plosões em Pi e famı́lias Ci = {Ci,p}p∈Pi de mesmo tipo. Sejam (Si, ui, B(ui)) apro-

ximações referentes às explosões πi. Uma sincronização entre as aproximações con-
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siste em homeomorfismos θ : X1,S1 → X2,S2 e θK : K → K tais que θK(S1) = S2,

θK(u1) = u2 e o diagrama comuta:

X1,S1

θ
��

π
S1
1 // K

θK
��

X2,S2

π
S2
2 // K

Temos que, para p ∈ S1, θK(B(p, u1)) = B(θK(p), u2) (lembrando que θK é uni-

formemente cont́ınua pois K é compacto). Sendo assim, θK induz um isomorfismo

θ̃ : B(u1)→ B(u2).

Proposição 5.1.9. Sejam X1, X2 espaços compactos e metrizáveis, πi : Xi → K

explosões em Pi e famı́lias Ci = {Ci,p}p∈Pi de mesmo tipo. Sejam (Si, ui, B(ui))

aproximações referentes às explosões πi e θ uma sincronização entre essas apro-

ximações. Se (S ′1, u
′
1, B(u′1)) é um refinamento de (S1, u1, B(u1)) então existem um

refinamento (S ′2, u
′
2, B(u′2)) de (S2, u2, B(u2)) e uma sincronização θ′ entre as apro-

ximações (S ′1, u
′
1, B(u′1)) e (S ′2, u

′
2, B(u′2)).

Demonstração. Seja u′2 = θK(u′1). Como θK é homeomorfismo uniforme, segue que

u′2 ∈ UK . Como u′1 ( u1, segue que u′2 ( u2. Para cada q ∈ S ′1 − S1, com q ∈
P1,T , tome rq ∈ θK(B(q, u′1)) ∩ P2,T (essa intersecção é não vazia pois θK(B(q, u′1))

é aberto e P2,T é denso). Seja S ′2 = S2 ∪ {rq : q ∈ S ′1 − S1}. Temos também que

∀q ∈ S ′2, B(q, u′2) = θK(B(θ−1
K (q), u′1)), com θ−1

K (q) ∈ S ′1. Portanto (S ′2, u
′
2, B(u′2))

é um refinamento de (S2, u2, B(u2)), com B(u′2) a subálgebra de Clopen(K) gerada

pelo conjunto {B(q, u′2) : q ∈ S ′2}.
Para q ∈ S ′1 tal que B(q, u1) ∈ At(B(u′1)), defina θ′K |B(q,u′1) = θK |B(q,u′1) e

θ′|
(π
S′1
1 )−1(B(q,u′1))

= (π
S′2
S2

)−1◦θ◦πS
′
1

S1
|
(π
S′1
1 )−1(B(q,u′1))

(é um homeomrfismo sobre a imagem

já que cada um dos três é homeomorfismo sobre a imagem).

Para q ∈ S ′1 tal que B(q, u1) /∈ At(B(u′1)), temos que B(q, u′1) e B(θK(q), u′2)

são ambos homeomorfos a K, o que implica que os espaços (π
S′1
1 )−1(B(q, u′1)) e

(π
S′2
2 )−1(B(θK(q), u′2)) são ambos homeomorfos a KCq (pois q ∈ P1,T e rq ∈ P2,T ).

Tome então θ′|
(π
S′1
1 )−1(B(q,u′1))

: (π
S′1
1 )−1(B(q, u′1)) → (π

S′2
2 )−1(B(θK(q), u′2)) um home-

omorfismo e θ′K |B(q,u1) : B(q, u′1) → B(θK(q), u′2) um homeomorfismo que comuta o

diagrama:
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(π
S′1
1 )−1(B(q, u′1))

θ′|
(π
S′1
1 )−1(B(q,u′1)) ��

π
S1
1 //B(q, u′1)

θK |B(q,u′1)

��
(π

S′1
1 )−1(B(θK(q), u′1))

π
S2
2 //B(θK(q), u′2)

No primeiro caso, o mesmo diagrama comuta. Portanto temos homeomorfismos

θ′ : X1,S′1
→ X2,S′2

e θ′K : K → K que comutam o diagrama:

X1,S′1

θ′

��

π
S′1
1 // K

θ′K
��

X2,S′2

π
S′2
2 // K

Como θ′K foi construida de tal forma que ∀q ∈ S ′1, θ′K(B(q, u′1)) = B(θK(q), u′2) e,

para q ∈ S ′1−S1, B(θK(q), u′2) = B(rq, u
′
2), segue que θ′K(u′1) = θ′K(

⋃
q∈S′1

B(q, u′1)) =⋃
q∈S′1

θ′K(B(q, u′1)) =
⋃
q∈S′1

B(θK(q), u′2) =
⋃
q∈S′2

B(q, u′2) = u′2. Portanto θ′ e θ′K
formam uma sincronização entre (S ′1, u

′
1, B(u′1)) e (S ′2, u

′
2, B(u′2)).

Definição 5.1.10. Seja π : X → K uma explosão com respeito ao conjunto P ⊆ K.

Uma estrutura direcional de π consiste em uma enumeração de P = {pn}n∈N, um

conjunto enumerado S = {sn}n∈N de secções de Clopen(K) tal que Clopen(K) =
∑
S

e ∀p ∈ P , Bp = {bp,n}n∈N uma base encaixante de Up.

Teorema 5.1.11. Sejam X1, X2 espaços compactos e metrizáveis, πi : Xi → K

explosões em Pi e famı́lias Ci = {Ci,p}p∈Pi de mesmo tipo T . Então ∃ζ : X1 → X2 e

∃ϕ : K → K homeomorfismos que comutam o diagrama:

X1

ζ
��

π1 // K

ϕ

��
X2

π2 // K

Demonstração. Fixemos estruturas direcionais com o mesmo conjunto de secções S
e mesma enumeração e bases Bi,p = {bi,p,n}n∈N de Ui,p, com i ∈ {1, 2}. Seja BK base

de UK .

Tomemos p1,1 = minP1. Seja T ∈ T tal que p1,1 ∈ P1,T . Tomemos então p2,2 =

minP2,T , Si,1 = {pi,1} e ui,1 = X2
i . Temos que (Si,1, ui,1, B(ui,1)) são aproximações e

um homeomorfismo qualquer θ1 : Xp1 → Xp2 é uma sincronização. Esse θ existe pois

p1 e p2 estão associados ao mesmo tipo.
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Seja σ = min{σ ∈ S : ς * B(u1)}. Tomemos (S1,2, u1,2, B(u1,2)) um refinamento

de (S1,1, u1,1, B(u1,1)) tal que σ ⊆ B(u1,2) (depois de uma sequência de inclusões de

σ) e tal que ∀q ∈ S1,2 − S1,1, ∀p ∈ S1,1, (πp)−1(B(q, u1,2)) ∈ Small(b1,p,2). Tomemos

um refinamento (S2,2, u2,2, B(u2,2)) com uma sincronização θ1.

Por um argumento back-and-forth, construimos duas sequências de refinamentos

(Si,n, ui,n, B(ui,n))n∈N, sincronizados por aplicações {θn}n∈N tais que para todo n ∈
N, o n-ésimo termo de S está em B(ui,2n), o n-ésimo termo de Pi está em Si,2n e

∀q ∈ Si,2n − Si,2n−1, ∀p ∈ Si,2n−1, (πp)−1(B(q, ui,2n)) ∈ Small(bi,p,n), para i = 1 e 2

. Seja Bi =
⋃
n∈NB(ui,n). Como ∀σ ∈ S, σ ⊂ Bi, e

∑
S = Clopen(K), segue que

B1 = B2 = Clopen(K). Temos que ∀n ∈ N, θ̃n : B(u1,n)→ B(u2,n) é um isomorfismo,

o que induz um isomorfismo θ̃ : B1 → B2. Pelo teorema de representação de Stone,

θ̃ está em correspondência com um homeomorfismo ϕ : K → K tal que ϕ(P1) = P2.

Tal homeomorfismo é dado por ϕ(x) =
⋂
n∈N{θ̃(A) ∈ At(B(ui,n)) : x ∈ A}.

Seja p ∈ P1. Temos que ϕ induz ϕp : (πp1)−1(K − {p}) → (π
ϕ(p)
2 )−1(K − {ϕ(p)}),

um homeomorfismo que comuta o diagrama:

(πp1)−1(K−{p})
πp1
��

ϕp // (π
ϕ(p)
2 )−1(K−{ϕ(p)})

π
ϕ(p)
2
��

K
ϕ // K

Tome n = min{m ∈ N : p ∈ S1,m}. Defina θp : X1,p → X2,ϕ(p) o homeomorfismo

que comuta o diagrama:

X1,S1,n

π
S1,n
1,p
��

θn // X2,S2,n

π
S2,n
2,ϕ(p)
��

X1,p
θp // X2,ϕ(p)

Defina αp : (πp1)−1(p) → (π
ϕ(p)
2 )−1(ϕ(p)) por αp = θp|(πp1)−1(p). Temos que αp é

homeomorfismo.

Para alguma escolha de f1 e f2, temos X1,p = (πp1)−1(K − {p}) +f1 (πp1)−1(p) e

X2,p = (π
ϕ(p)
2 )−1(K − {ϕ(p)}) +f2 (π

ϕ(p)
2 )−1(ϕ(p)). Podemos tomar então o mapa

ζp = ϕp + αp : X1,p → X2,ϕ(p).

Seja {xn}n∈N ∈ X1,p uma sequência que converge para um ponto x. Se x ∈
(πp1)−1(K − {p}), então {ζp(xn)}n∈N converge para ζp(x) pela continuidade de ϕp.

Suponhamos x ∈ (πp1)−1(p). Basta supor {xn}n∈N ⊆ (πp1)−1(K − {p}) ou {xn}n∈N ⊆
(πp1)−1(p). Se {xn}n∈N ⊆ (πp1)−1(p), então {ζp(xn)}n∈N converge para ζp(x) pela conti-

nuidade de αp. Suponhamos então {xn}n∈N ⊆ (πp1)−1(K−{p}). Se {yn}n∈N ⊆ P1 é tal
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que ∀n ∈ N, πp(xn) ∈ B(yn, u1,n), então ∂(
⋃
n∈N(πp)−1(B(yn, u1,n))) = {x} (pois, por

construção, quase todos esses conjuntos são w-pequenos, ∀w ∈ Up). Segue da continui-

dade de θp que ∂(θp(
⋃
n∈N(πp)−1(B(yn, u1,n)))) = θp(∂(

⋃
n∈N(πp)−1(B(yn, u1,n)))) =

{θp(x)} = {ζp(x)}. Mas {ζp(xn)}n∈N ⊆ θp(
⋃
n∈N(πp)−1(B(yn, u1,n))) (pois cada ζp(xn)

pertence a (πp)−1(B(yn, u1,n)) pela construção de ϕ e a comutatividade do primeiro

diagrama). Logo {ζp(xn)}n∈N se acumula apenas em ζp(x), o que implica que converge

para ζp(x). Portanto ζp é cont́ınua. Analogamente temos que ζ−1
p também é cont́ınua.

Portanto temos uma famı́lia de homeomorfismos {ζp}p∈P1 que comutam os diagra-

mas:

X1,p

πp1
��

ζp // X2,ϕ(p)

π
ϕ(p)
2
��

K
ϕ // K

Portanto existe um homeomorfismo ζ ′ : X ′1 → X ′2, com X ′i = lim
←−
{Xi,p, π

p
i }p∈Pi ,

que comuta o diagrama:

X ′1

ζ′

��

π1 // K

ϕ

��
X ′2

π2 // K

Mas, pela Proposição 5.0.4, Xi
∼= X ′i, portanto segue o teorema.

5.2 Produtos fibrados que não são explosões

Essa seção não será necessária para nosso resultado principal, mas serve como um

aviso de que nossos objetos não são tão bem comportados como parecem.

Proposição 5.2.1. Sejam C um compacto metrizável, N+f C um espaço Hausdorff

compacto tal que f(N) = C, N + {∞} a compactificação por um ponto de N e uma

aplicação π : N+f C → N+ {∞} tal que π|N : N→ N é bijetiva e π(C) =∞. Então

π é cont́ınua.

Demonstração. Seja F ∈ Closed(N+ {∞}).Se ∞ /∈ F então #F < ℵ0, o que implica

que #π−1(F ) = #F < ℵ0 e portanto π−1(F ) ∈ Closed(N +f C). Se ∞ ∈ F então

π−1(F ) = π−1(F − {∞}) ∪ C. Mas temos que o conjunto π−1(F − {∞}) ∪ C =

π−1(F −{∞})∪f(π−1(F −{∞}))∪C ∈ Closed(N+f C). Portanto π é cont́ınua.
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Proposição 5.2.2. Sejam C um compacto metrizável com #C > 2 e N +f C um

espaço Hausdorff compacto tal que f(N) = C. Então existem aplicações cont́ınuas

π1, π2 : N+fC → N+{∞} tais que π1|N, π2|N : N→ N são bijetivas, π1(C) = π2(C) =

∞ e não existe homeomorfismo ξ : N+f C → N+f C que comuta o diagrama:

N+f C

ξ

��

π1

&&
N+f C

π2 // N+ {∞}

Demonstração. Sejam S = {sn}n∈N, T = {tn}n∈N e W = {wn}n∈N sequências de

números naturais distintos, duas a duas disjuntas e tais que S converge para s ∈ C,

T converge para t ∈ C e W converge para w ∈ C, com s 6= t, t 6= w e w 6= s.

Seja também R ⊆ N tal que #R = #(N − R) = ℵ0. Tomemos S = S1∪̇S2, com

#S1 = #S2 = ℵ0 e R = R1∪̇R2 com #R1 = #R2 = ℵ0. Definimos π1 alguma

aplicação tal que π1(S1) = R1, π1(S2) = R2, é bijetiva em N, π1(C) =∞ e é cont́ınua.

Continuidade vimos que sempre ocorre e as outras condições acontecem devido as

cardinalidades. Analogamente, existe uma aplicação π2 tal que π2(T ) = R1, π2(W ) =

R2, é bijetiva em N, π2(C) =∞ e é cont́ınua.

Suponhamos que existe homeomorfismo ξ : N+f C → N+f C tal que π1 = π2 ◦ ξ.
Como π1 e π2 são bijetivas em N, temos que ξ|N = π2|−1

N ◦ π1|N. Como ξ é cont́ınua

e S converge para s, segue que ξ(S) converge para ξ(s). Mas ξ(S) possui duas

subsequências ξ(S1) = π−1
2 (π1(S1)) = T e ξ(S2) = π−1

2 (π1(S2)) = W que convergem

respectivamente para t e w que são distintos. Portanto ξ(S) diverge, abusrdo.

Portanto @ξ : N+f C → N+f C homeomorfismo tal que π1 = π2 ◦ ξ.

Proposição 5.2.3. Seja C um compacto metrizável com #C > 2. Então existem

π̄1, π̄2 : KC → K aplicações cont́ınuas e sobrejetivas tais que π̄1(C) = π̄2(C) = p,

π̄i|K0 : K0 → K − {p} são bijetivas e não existe homeomorfismo ξ̄ : KC → KC que

comuta o diagrama:

KC

ξ̄
��

π̄1

  
KC

π̄2 // K

Demonstração. Sejam % : KC → N+f C uma aplicação quociente tal que %(K0) = N
e %|C = idC e ρ : K → N + {∞} uma aplicação quociente tal que #ρ−1(∞) = 1 (o
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segundo caso é apenas C como apenas um ponto, já vimos que tais aplicações existem).

Tomemos π1, π2 : N+f C → N+{∞} aplicações cont́ınuas tais que π1|N, π2|N : N→ N
são bijetivas, π1(C) = π2(C) =∞ e não existe homeomorfismo ξ : N+f C → N+f C

tal que que π1 = π2 ◦ ξ.
Pela Proposição 4.0.6 existem aplicações cont́ınuas π̄i : KC → K que comutam

os diagramas (para i = 1, 2):

KC

π̄i
��

% // N+f C

πi
��

K
ρ // N+ {∞}

Suponhamos que ∃ξ̄ : KC → KC homeomorfismo tal que π̄1 = π̄2◦ ξ̄. Mostraremos

que isso implica que ∃ξ : N +f C → N +f C homeomorfismo tal que π1 = π2 ◦ ξ,
contradizendo nossa escolha de π1 e π2.

Temos que ξ̄|K0 = π̄2|−1
K−ρ−1(∞) ◦ π̄1|K0 pois as aplicações são bijetivas nesses sub-

conjuntos. Seja n ∈ N. Então ξ̄(%−1(n)) = π̄2
−1(π̄1(%−1(n))) = π̄2

−1(ρ−1(π1(n))) =

%−1(π−1
2 (π1(n))), o que implica que % ◦ ξ̄(%−1(n)) = π−1

2 (π1(n)). Como % é uma

aplicação quociente e % ◦ ξ̄ é constante em cada conjunto %−1(x), com x ∈ N +f C,

então ∃ξ : N+f C → N+f C cont́ınua que comuta o diagrama:

KC

ξ̄

��

% // N+f C

ξ

��
KC

% // N+f C

Nesse caso, todo o diagrama comuta (exceto por enquanto o triângulo à direita):

KC

ξ̄

��

π̄1

  

% // N+f C

ξ
π1

&&
K

ρ //

��

N+ {∞}

KC

π̄2

>>

% // N+f C

π2
88

Temos que ∀m 6= n ∈ N, ξ̄(%−1(m)) ∩ ξ̄(%−1(n)) = ∅, o que implica que ξ(m) 6=
ξ(n), portanto ξ é injetiva (já que é bijetiva em C). Como % ◦ ξ̄ é sobrejetiva, segue

que ξ é sobrejetiva. Portanto ξ é bijetiva e, como o espaço é Hausdorff compacto,

segue que ξ é um homeomorfismo. Temos também que ξ ◦% = %◦ ξ̄, o que implica que

% = ξ−1 ◦ % ◦ ξ̄. Portanto π1 ◦ % = π1 ◦ ξ−1 ◦ % ◦ ξ̄. Mas π1 ◦ % = π2 ◦ % ◦ ξ̄, o que implica

55



que π2 ◦ % ◦ ξ̄ = π1 ◦ ξ−1 ◦ % ◦ ξ̄. Como ξ̄ é bijetiva, temos que π2 ◦ % = π1 ◦ ξ−1 ◦ % e

como % é sobrejetiva, temos que π2 = π1 ◦ ξ−1 e portanto π2 ◦ ξ = π1, absurdo.

Portanto @ξ̄ : KC → KC homeomorfismo tal que π̄1 = π̄2 ◦ ξ̄.

Corolário 5.2.4. Seja C um compacto metrizável com #C > 2. Então ∀ω : K → K,

homeomorfismo, existem π̄1, π̄2 : KC → K aplicações cont́ınuas e sobrejetivas tais que

π̄1(C) = π̄2(C) = p, πi|K0 : K0 → K − {p} são bijetivas e não existe homeomorfismo

ξ̄ : KC → KC que comuta o diagrama:

KC

ξ̄
��

π̄1 // K

ω

��
KC

π̄2 // K

Demonstração. Basta tomar π1 : KC → K e π2 : KC → K tais que não existe

ξ̄ : KC → KC homeomorfismo tal que π2 ◦ ξ̄ = π1. Temos que π̄1 = π1 e π̄2 = ω ◦ π2

são as aplicações procuradas.

Proposição 5.2.5. Sejam C um compacto metrizável, ω : K → K um homeomor-

fismo e π̄1, π̄2 : KC → K aplicações cont́ınuas e sobrejetivas tais que π1(C) = π2(C) =

p, πi|K0 : K0 → K −{p} são bijetivas e não existe homeomorfismo ξ̄ : KC → KC que

comuta o diagrama:

KC

ξ̄
��

π̄1 // K

ω

��
KC

π̄2 // K

Seja ω′ : K → K um homeomorfismo. Se ω′ possui mesmo germe de ω em p, ou

seja, ω′|U = ω|U para algum aberto U , então não existe homeomorfismo ξ̄′ : KC → KC

que comuta o diagrama:

KC

ξ̄′

��

π̄1 // K

ω′

��
KC

π̄2 // K

Demonstração. Suponhamos que existe ξ̄′ que comute o segundo diagrama. Seja U

aberto-fechado em K tal que ω′|U = ω|U . Temos então que o diagrama comuta:
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π−1
1 (U)

ξ̄′|
π−1
1 (U)

��

π̄1|π−1
1 (U)

// K

ω

��
π−1

2 (ω(U))
π̄2|π−1

2 (ω(U))

// K

Seja A = KC − π−1
1 (U) e B = KC − π−1

2 (ω(U)). Temos que KC = π−1
1 (U)∪̇A =

π−1
2 (ω(U))∪̇B e as restrições π1|A e π2|B são mergulhos tais que a aplicação ζ =

π−1
2 ◦ ω ◦ π1|A : A→ B é um homeomorfismo. Portanto ξ̄ = ξ̄′|π−1

1 (U) + ζ : KC → KC

é um homeomorfismo que comuta o primeiro diagrama, absurdo. Portanto não existe

ξ̄′ que comute o segundo diagrama.

Proposição 5.2.6. Seja C = {Cp}p∈P , uma famı́lia de espaços compactos, me-

trizáveis e conexos. Tomemos π : KC → K a aplicação de projeção. Então as

componentes conexas de KC são dadas por π−1(x), com x ∈ K.

Demonstração. Sejam, para p ∈ P , $p : KC → KCp as aplicações de projeção. Sejam

x ∈ K − P e A a componente conexa de π−1(x). Temos que π(A) é conexo, o que

implica que π(A) = x, e portanto A = π−1(x). Sejam p ∈ P e B a componente

conexa de $−1
p (Cp) (que sabemos que é conexo pois Cp é conexo e $−1

p (Cp) ∼= Cp).

Temos que $p(B) é conexo, o que implica que $p(B) = Cp. Portanto B = $−1
p (Cp) =

π−1(p).

Proposição 5.2.7. Seja C = {Cp}p∈P , uma famı́lia de espaços compactos, me-

trizáveis, conexos e com mais de um ponto. Seja ω : KC → KC um homeomorfismo.

Então ω é induzido pelo limite inverso.

Demonstração. Tomemos π : KC → K e $p : KC → KCp as aplicações de projeção.

Como ω é cont́ınua, temos que preserva componentes conexas. Portanto ∀x ∈ K,

ω|π−1(x) é constante, o que implica que ∃!ω′ : K → K homeomorfismo que comuta o

diagrama:

KC

π
��

ω // KC

π
��

K ω′ // K

Analogamente, temos que ∀x ∈ KCp , $ω′(p) ◦ ω|$−1
p (x) é constante, o que implica

que ∃!ωp : KCp → KCω′(p)
aplicação cont́ınua que comuta o diagrama:
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KC

$p

��

ω // KC

$ω′(p)

��
KCp

ωp // KCω′(p)

Sejam πp : KCp → K as aplicações quociente tais que ∀p ∈ P, π = πp ◦ $p.

Analogamente, ∃!ω′p : K → K que o diagrama comuta:

KCp

πp

��

ωp // KCω′(p)

πω′(p)
��

K
ω′p // K

Portanto o diagrama todo comuta:

KC

$p

��

ω // KC

$ω′(p)

��
KCp

πp

��

ωp // KCω′(p)

πω′(p)
��

K
ω′p // K

Como ∀p ∈ P, π = πp ◦ $p, segue pela unicidade de ω′, que ∀p ∈ P, ω′p = ω′.

Portanto ω′ comuta os diagramas (∀p ∈ P ), o que implica que ω é induzido por

{ωp}p∈P e ω′.

Corolário 5.2.8. Existem C = {Cp}p∈P , uma famı́lia de espaços compactos e me-

trizáveis e famı́lias de aplicações {πp}p∈P , {π′p}p∈P , com πp, π
′
p : KCp → K tais que

seus respectivos limites inversos, KC e K ′C não são homeomorfos.

Demonstração. Sejam U, V abertos fechados não triviais de K tais que K = U ∪̇V .

Temos que U ∼= V ∼= K, o que implica que ∃ω : K → K homeomorfismo tal que

ω(U) = V e ω|V = ω−1. Temos neste caso que ω2 = idK . Tomemos P ′ subconjunto

denso de U e P = P ′ ∪ ω(P ′). Temos que P é denso em K. Escolhemos ∀p ∈ P ′, Cp
de tal forma que todo Cp é conexo, com mais de um ponto e ∀p, q ∈ P ′, Cp � Cq.

Escolhemos também, para p ∈ P ′, as aplicações πp : KCp → K de projeção. Seja

p0 ∈ P ′. Tomemos, ∀p ∈ P ′, Cω(p)
∼= Cp, πω(p) : KCω(p) → K aplicações de projeção

tais que o diagrama comuta para todo p ∈ P e alguma aplicação ωp:
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KCp

ωp

��

πp // K

ω

��
KCω(p)

πω(p) // K

Seja assim KC = lim
←−
{KCp , π̄p}p∈P . Tomemos ∀p ∈ P − {p0}, π′p = πp, π

′
p0

= πp0

e π′ω(p0) tal que o diagrama não comuta para nenhuma aplicação ωp (vimos que tal

aplicação existe). Seja assim K ′C = lim
←−
{KCp , π̄

′
p}p∈P .

Seja ξ : KC → KC o homeomorfismo induzido pelas aplicações ω e {ωp}p∈P1 .

Temos então que ξ(π−1(p0)) = π−1(ω(p0)), com π : KC → K a aplicação de projeção.

Seja agora ξ′ : K ′C → K ′C um homeomorfismo tal que ξ′(π′−1(p0)) = π′−1(ω(p0)), com

π′ : K ′C → K a aplicação de projeção. Como cada Cp é conexo e com mais de um

ponto, temos que ξ′ é induzido por homeomorfismos ω′ : K → K e ω′p : KCp → KCω′(p)

que comutam o diagrama, para todo p ∈ P :

KCp

ω′p
��

π′p // K

ω′

��
KCω′(p)

π′
ω′(p) // K

Como ξ′(π′−1(p0)) = π′−1(ω(p0)), temos que ω′(p0) = ω(p0), o que implica que

∃U0, V0 abertos tais que p0 ∈ U0, ω
′(p0) ∈ V0, V0 ⊆ V e ω′(U0) = V0. Podemos

tomar U0 ⊆ U . Temos neste caso que ∀p ∈ P ∩ U0, ξ
′(π′−1(p)) = π′−1(ω(p)) pois

para p ∈ U0, Cω(p) é o único espaço homeomorfo a Cp, tal que o ı́ndice está em V .

Portanto ∀p ∈ U0, ω
′(p) = ω(p). Então ω e ω′ possuem o mesmo germe em p0, o que

implica que @ωp0 : KCp0
→ KCω(p0)

que comuta o diagrama:

KCp0

ω′p
��

π′p // K

ω′

��
KCω(p0)

π′
ω′(p) // K

Contradizendo o fato de ξ′ ser induzida por pelo limite inverso. Portanto não

existe ξ′ : K ′C → K ′C homeomorfismo tal que ξ′(π′−1(p0)) = π′−1(ω(p0)).

Segue então que KC é transitivo em cada conjunto de componentes conexas ho-

meomorfas não unitárias e K ′C não é. Portanto KC � K ′C.
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Temos neste caso que o limite inverso não é unicamente determinado pelos espaços

C, mostrando que pelo menos alguma das condições para ter explosões é necessária

para garantir a unicidade. Nenhum dos espaços construidos na proposição anterior foi

explosão pois as classes de equivalência de tipo em P possuiam apenas dois elementos.
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Caṕıtulo 6

Ações de convergência

6.1 O pullback semidireto

Sejam G um grupo, Z um espaço topológico Hausdorff compacto, ϕ : G y Z uma

ação de convergência minimal, P ⊆ Z o conjunto de pontos parabólicos limitados de

ϕ, P ′ ⊆ P um conjunto de representantes de órbitas, C = {Cp}p∈P ′ uma famı́lia de

espaços topológicos Hausdorff, compactos, H = {Hp}p∈P ′ , com Hp ⊆ G conjuntos

minimais tais que Orbϕ|Hp×Zp = Orbϕp e Hp(q), para q ∈ Orbϕp, o único elemento

de Hp tal que ϕ(Hp(q), p) = q. Definimos para p ∈ P ′ e q ∈ Orbϕp, Cq = Cp.

Seja η = {ηp}p∈P ′ , com ηp : Stabϕp y Cp ações minimais de convergência. Se-

jam p ∈ P ′ e q ∈ Orbϕp. Temos que Stabϕq = Hp(q)(Stabϕp)Hp(q)
−1. Neste

caso, tomemos ηq : Stabϕq y Cq dada por ηq(h, ) = ηp(Hp(q)
−1hHp(q), ). Temos

que ηq(h1h2, ) = ηp(Hp(q)
−1h1h2Hp(q), ) = ηp(Hp(q)

−1h1Hp(q)Hp(q)
−1h2Hp(q), ) =

ηp(Hp(q)
−1h1Hp(q), )◦ ηp(Hp(q)

−1h2Hp(q), ) = ηq(h1, )◦ ηq(h2, ), o que implica que

ηq é uma ação de grupos, que é minimal e de convergência pois por construção é

equivalente a ηp.

Como P é o conjunto de pontos parabólicos limitados, temos que ∀p ∈ P , a ação

ϕ|Stabϕp×(Z−{p}) é própria e cocompacta, portanto podemos tomar a soma-atrator

Xp = (Z − {p}) + Cp e temos que a ação ψp = ϕ|Stabϕp×(Z−{p}) + ηp : Stabϕpy Xp é

de convergência. Temos que a aplicação quociente πp : Xp → Z, tal que πp|Z−{p} é a

aplicação de inclusão de Z − {p} e πp(Cp) = p, é Stabϕp - equivariante com respeito

a ψp e ϕ, respectivamente.

Para p ∈ P ′, q ∈ Orbϕp e g ∈ G− Stabϕp, tomemos ψq(g, ) : Xq → Xϕ(g,q) dada

por ψq(g, ) = ϕ(g, )|Z−{q}+ηp(Hp(ϕ(g, q))−1gHp(q), ), (já queHp(ϕ(g, q))−1gHp(q) ∈
Stabϕp). Temos que τ : Stabϕq → Stabϕϕ(g, q) tal que τ(x) = gxg−1 é um isomor-

fismo e os diagramas comutam (∀h ∈ Stabϕq):
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Z − {q}
ϕ(h, )

��

ϕ(g, )
// Z − {ϕ(g, q)}

ϕ(τ(h), )

��

Cq

ηq(h, )

��

ηp(Hp(ϕ(g,q))−1gHp(q), )
// Cϕ(g,q)

ηϕ(g,q)(τ(h), )

��
Z − {q}

ϕ(g, )
// Z − {ϕ(g, q)} Cq

ηp(Hp(ϕ(g,q))−1gHp(q), )

// Cϕ(g,q)

No último diagrama, ambos os termos dão ηp(Hp(ϕ(g, q))−1gHp(q), ). Portanto

ψq(g, ) é homeomorfismo (pela functorialidade do soma-atrator, com respeito ao iso-

morfismo τ). Temos que ∀p ∈ P, ψp(gh, )|Z−{p} = ϕ(gh, ) = ϕ(g, ) ◦ ϕ(h, ) =

ψϕ(h,p)(g, )|Z−{ϕ(h,p)} ◦ ψp(h, )|Z−{p}. Como ∀p ∈ P, Z − {p} é denso em Xp, temos

que ψp(gh, ) = ψϕ(g,p)(g, ) ◦ ψp(h, ). Além disso, temos que comuta o diagrama:

Xp

πp

��

ψp(g, )
// Xϕ(g,p)

πϕ(g,p)

��
Z

ϕ(g, ) // Z

A aplicação induzida ψ(g, ) :
∏
p∈P

Xp →
∏
p∈P

Xp é cont́ınua e, como ψp(gh, ) =

ψϕ(h,p)(g, ) ◦ ψp(h, ), segue que ψ(gh, ) = ψ(g, ) ◦ ψ(h, ), ou seja, ψ é uma ação

do grupo G. Como todas as aplicações ψp comutam o diagrama acima, temos que o

subespaço X = lim
←−

({Xp}p∈P , {πp}p∈P ) é G - invariante.

Tomemos $p : X → Xp a aplicação de projeção e π = πp ◦ $p, não importando

qual ponto p por conta da definição de produto fibrado. Denotemos ψ restrita a X por

ϕnη e, para concordar com a notação, denotemos X por ZnC. O par (ZnC, ϕnη)

será dito pullback semidireto de (Z, ϕ) por (C, η). Essa construção depende da famı́lia

minimal {Hp}p∈P ′ mas tal dependência será omitida ao longo do texto.

Proposição 6.1.1. Sejam C ′ = {C ′p}p∈P ′ uma famı́lia de espaços Hausdorff com-

pactos, η′ = {η′p}p∈P ′ uma famı́lia de ações de convergência η′p : Stabϕp y C ′p e

φ = {φp}p∈P ′ uma famı́lia de aplicações cont́ınuas φp : Cp → C ′p equivariantes em ηp e

η′p, respectivamente. Então as aplicações idZ−{p}+φp : (Z−{p})+Cp → (Z−{p})+C ′p

induzem uma aplicação ϕn φ : Z n C → Z n C ′ cont́ınua e equivariante com respeito

a ϕn η e ϕn η′, respectivamente.

Demonstração. Sejam p ∈ P ′ e q ∈ Orbϕp. Definimos φq : Cq → C ′q por φq = φp

e X ′q = (Z − {q}) + C ′q. Como ∀h ∈ Stabϕq, ηq(h, ) = ηp(Hp(q)
−1hHp(q), ) e

φp é equivariante com respeito a ηp, segue que φq é equivariante com respeito a ηq.
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Temos pela Proposição 2.3.1 que as aplicações idZ−{q}+φq são cont́ınuas e Stabϕq -

equivariantes e, pela definição das aplicações, temos que o diagrama sempre comuta:

Xq

πq

��

id+φq
// X ′q

π′q
��

Z
id // Z

Com πq e π′q as aplicações quociente. Portanto induzem uma aplicação cont́ınua

ϕn φ : Z n C → Z n C ′. Aplicação essa que comuta os diagramas:

Z n C
$q

��

ϕnφ
// Z n C ′

$′q
��

Xq id+φq
// X ′q

Com $q e $′q as aplicações de projeção. Consideremos o seguinte diagrama:

Z n C

$q

��

ϕnφ
//

ϕnη(g, ) %%
1

Z n C ′
$′q

��

ϕnη′(g, )

%%
Z n C

$ϕ(g,q)

��

ϕnφ
// Z n C ′

$′
ϕ(g,q)

��

Xq

πq

��

id+φq
//

ψq(g, ) $$
2

X ′q
π′q

��

ψ′q(g, )

$$
Xϕ(g,q)

πϕ(g,q)

��

id+φϕ(g,q)

// X ′ϕ(g,q)

π′
ϕ(g,q)

��

Z id //

ϕ(g, )
%%

3

Z
ϕ(g, )

%%
Z

id // Z

Todos os quadrados do diagrama comutam exceto, a prinćıpio, os quadrados 1 e

2. Temos que:

(id+ φϕ(g,q)) ◦ ψq(g, )|Z−{q} = ϕ(g, )|Z−{q} = ψ′q(g, ) ◦ (id+ φq)|Z−{q}

E

(id+ φϕ(g,q)) ◦ ψq(g, )|Cq = φϕ(g,q) ◦ ηp(Hp(ϕ(g, q))−1gHp(q), ) =

η′p(Hp(ϕ(g, q))−1gHp(q), ) ◦ φϕ(g,q) = η′p(Hp(ϕ(g, q))−1gHp(q), ) ◦ φq =

ψ′q(g, ) ◦ (id+ φq)|Cq
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Pois φp é equivariante com relação a ηp e η′p e φp = φq = φϕ(g,q). Portanto o

quadrado 2 comuta. Temos que ϕ n η(g, ) é induzido pelas aplicações ψq(g, ) e

ϕ(g, ), ∀q ∈ P e ϕn φ é induzido pelas aplicações idZ−{q} + φq e idZ , ∀q ∈ P . Pelo

fato de que o quadrado 2 comuta e pela functorialidade das aplicações induzidas pelo

limite inverso, segue que o quadrado 1 comuta.

Portanto ϕn φ é equivariante com respeito a ϕn η e ϕn η′, respectivamente.

Definição 6.1.2. Seja G um grupo. Denotemos por CTop(G) a categoria cujos ob-

jetos são ações minimais de G por homeomorfismos em espaços topológicos Hausdorff

compactos, por Conv(G) a categoria cujos objetos são ações minimais de convergência

de G em espaços Hausdorff compactos e por MCTop(G) (respec. MConv(G)) a sub-

categoria plena de CTop(G) (respec. Conv(G)) tal que as ações são sobre espaços

metrizáveis. Em todas as categorias os morfismos são aplicações cont́ınuas equivari-

antes.

Proposição 6.1.3. ∀η, ϕn η é minimal.

Demonstração. Seja x ∈ Z n C. Se π(x) = p ∈ P , então tome y ∈ Cp ⊆ Xp e

{gγ}γ∈Γ ⊆ Stabϕp tais que lim ηp(gγ, y) = πp(x) (existem pois ηp é minimal). Neste

caso, temos que limϕn η(gγ, π
−1
p (y)) = x, visto que #π−1

p (πp(x)) = 1. Se π(x) /∈ P ,

então, pela minimalidade de ϕ, ∃y ∈ Z e {gγ}γ∈Γ ⊆ G tais que limϕ(gγ, y) = π(x).

Se y′ ∈ π−1(y) então limϕn η(gγ, y
′) = x, visto que #π−1(x) = 1. Portanto ϕn η é

minimal.

Proposição 6.1.4. Sejam G um grupo, Z um compacto Hausdorff, ϕ : Gy Z uma

ação de convergência, P o conjunto de pontos parabólicos de ϕ, P ′ ⊆ P um conjunto

de representantes de órbitas e H = {Hp}p∈P ′ a famı́lia de subconjuntos minimais de G

tais que Orbϕ|Hp×Zp = Orbϕp. Então o mapa ϕn :
∏

p∈P ′ Conv(Stabϕp)→ CTop(G)

tal que ϕ n (η) = ϕ n η e ϕ n (φ) = ϕ n φ, em que η é uma famı́lia de ações de

convergência e φ é uma famı́lia de aplicações equivariantes, é um functor.

Demonstração. Pela Proposição 6.1.1 temos que se φ = {φp}p∈P é uma famı́lia

de aplicações cont́ınuas equivariantes então ϕ n φ é uma aplicação cont́ınua G -

equivariante. Mas ϕnφ é induzida por aplicações id+φp. Segue pela functorialidade

do limite inverso e pelo fato que id + (φ′p ◦ φp) = (id + φ′p) ◦ (id + φp) (para alguma

famı́lia φ′ = {φ′p}p∈P ) que ϕ n (φ′p ◦ φp) = (ϕ n φ′p) ◦ (ϕ n φp). Portanto ϕn é um

functor, cuja imagem está em CTop(G), pela proposição anterior.
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Denotaremos ϕn pelo pullback semidireto de ϕ.

Proposição 6.1.5. Se G e P são enumeráveis, então o functor ϕn se restringe ao

functor (que manteremos o nome) ϕn :
∏

p∈P ′MConv(Stabϕp)→MCTop(G).

Demonstração. Temos que, pela Proposição 1.5.20, Xp é metrizável, o que implica

que
∏

p∈P Xp é metrizável, já que P é enumerável. Como X é um subespaço de∏
p∈P Xp, segue que X é metrizável.

O pullback semidireto não depende da escolha da famı́lia H:

Proposição 6.1.6. Seja ϕn′ induzida pela aplicação ϕ, por P ′ e pela famı́lia minimal

H ′ = {H ′p}p∈P ′. Então existe um isomorfismo natural entre ϕn e ϕn′.

Demonstração. Sejam X = Z n C e X ′ = Z n C para uma mesma famı́lia de ações

η. Tomemos, para p ∈ P ′ e q ∈ Orbϕp, a aplicação Tηq : Xq → X ′q definida por

idZ−{q} + ηp(H
′
p(q)

−1Hp(q), ) (observe que H ′p(q)
−1Hp(q) ∈ Orbϕp). Temos que os

seguintes diagramas comutam (∀h ∈ Stabϕq):

Z − {q}
ϕ(h, )

��

id
// Z − {q}

ϕ(h, )

��

Cq

ηp(Hp(q)−1hHp(q), )

��

ηp(H′p(q)−1Hp(q), )
// Cq

ηp(H′p(q)−1hH′p(q), )

��
Z − {q}

id
// Z − {q} Cq

ηp(H′p(q)−1Hp(q), )
// Cq

O que implica que, pela functorialidade do soma-atrator, Tηq é homeomorfismo.

Temos que ∀q ∈ P , o diagrama comuta:

Xq

πq

��

Tηq
// X ′q

π′q
��

Z
id
// Z

O que implica que a famı́lia de aplicações {Tηq}q∈P induz um homeomorfismo

Tη : X → X ′. E segue que T é G - equivariante pois ∀g ∈ G, os diagramas comutam:

Z − {q}

id
��

ϕ(g,q)
// Z − {ϕ(g, q)}

id
��

Cq

ηp(H′p(q)−1Hp(q), )

��

ηp(Hp(ϕ(g,q))−1gHp(q), )
// Cϕ(g,q)

ηp(H′p(ϕ(g,q))−1Hp(ϕ(g,q)), )

��
Z − {q}

ϕ(g,q)
// Z − {ϕ(g, q)} Cq

ηp(H′p(ϕ(g,q))−1gH′p(q), )

// Cϕ(g,q)
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Portanto Tη é um isomorfismo entre ϕnη e ϕn′ η. Tome T = {Tη}η : ϕn⇒ ϕn′.
Tomemos Y = Z × D e Y ′ = Z ×′ D, para uma famı́lia de espaços D = {Dp}p∈P ′ e

uma famı́lia de ações µ = {µp}p∈P ′ . Seja φ = {φp}p∈P ′ : η → µ um morfismo. Temos

que, ∀p ∈ P ′ e q ∈ Orbϕp, os diagramas comutam (pois φq é equivariante com relação

a ηq e µq):

Z − {q}

id
��

id
// Z − {q}

id
��

Cq

Tηq

��

φq // Dq

Tµq

��
Z − {q}

id
// Z − {q} Cq φq

// Dq

O que implica que o diagrama comuta:

X

Tη
��

ϕnφ
// Y

Tµ
��

X ′
ϕn′φ

// Y ′

E portanto T é uma transformação natural. Como ∀η, Tη é isomorfismo, segue

que T é um isomorfismo natural.

Gostariamos de restringir nossos functores ϕn a categoria Cong(G). Nessa dis-

sertação iremos manter esse desejo ainda como conjectura.

Conjectura 1.(versão forte) ∀η, ϕn η é de convergência.

Conjectura 2.(versão fraca) Se ϕ é relativamente hiperbólica então ∀η, ϕn η é

de convergência.

Veremos mais a frente que esse tipo de resultado é válido para grupos finitamente

gerados e ações relativamente hiperbólicas.

Proposição 6.1.7. Se p ∈ P então Stabϕp é dinamicamente quaseconvexo com res-

peito a ação ϕn η.

Demonstração. Temos que a relação de equivalência∼= ∆2X∪
⋃
p∈P

π−1(p)2 é topologi-

camente quaseconvexa (Proposição 5.0.2). Mas temos que π−1(p) = Λϕnη(Stabϕp)

(Proposição 1.5.13), o que implica que ∼= ∆2X∪
⋃

p∈Orbϕp
Λϕnη(Stabϕp)

2 é topologi-

camente quaseconvexa. Mas, pela construção de ϕnη, temos que se g /∈ Stabϕp, então

ϕ n η(g,Λϕnη(Stabϕp)) = Λϕnη(Stabϕϕ(g, p)) = π−1(ϕ(g, p)). Como π−1(ϕ(g, p)) =

π−1(p) ou π−1(ϕ(g, p)) ∩ π−1(p) = ∅, segue, pela Proposição 1.5.15, que Stabϕp é

dinamicamente quaseconvexo.
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Proposição 6.1.8. Sejam α : G y Y ação de convergência e F : Y → Z uma

aplicação cont́ınua, sobrejetiva e G - equivariante. Se F |F−1(Z−P ) é injetiva, então

existe um único homeomorfismo equivariante F̄ : Y → ZnC, com C = {Λα(Stabϕp)}p∈P ′
que comuta com as respectivas projeções em Z.

Demonstração. Como ∀p ∈ P , F−1(p) = Λα(Stabϕp) (Proposição 1.5.13), temos

que a ação α|Stabϕ×F−1(p) : Stabϕpy F−1(p) é minimal (e é de convergência), podemos

tomar C = {F−1(p)}p∈P ′ e η = {α|Stabϕ×F−1(p)}p∈P ′ . Escolhemos também a famı́lia

H = {Hp} de subconjuntos de G. Definimos para p ∈ P ′, a aplicação Fp : Y =

(Y −F−1(p))+F−1(p)→ (Z−{p})+F−1(p) = Xp como Fp = F |Y−F−1(p) + idF−1(p) e

para p ∈ P ′ e q ∈ Orbϕp, Fq : Y = (Y −F−1(q))+F−1(q)→ (Z−{q})+F−1(p) = Xq,

como Fq = F |Y−F−1(q) + α(Hp(q)
−1, )|F−1(q). Temos que ∀p ∈ P , Fp é Stabϕp -

equivariante. De fato, para α(Hp(q)
−1, )|F−1(q) e g ∈ Stabϕq, o diagrama abaixo

comuta:

F−1(q)

α(Hp(q)−1, )
��

α(g, ) // F−1(q)

α(Hp(q)−1, )
��

F−1(p)
α(Hp(q)−1gHp(q), )

// F−1(p)

Pela functorialidade do soma-atrator segue que ∀p ∈ P, Fp é cont́ınua. Temos

também que, ∀p ∈ P ′, ∀q ∈ Orbϕp e ∀g ∈ G− Stabϕq, o diagrama comuta:

F−1(q)

α(Hp(q)−1, )
��

α(g, )
// F−1(ϕ(g, q))

α(Hp(ϕ(g,q))−1, )
��

F−1(p)
α(Hp(ϕ(g,q))−1gHp(q), )

// F−1(p)

O que implica que o seguinte diagrama comuta:

Y

Fq
��

α(g, ) // Y

Fϕ(g,q)
��

Xq
ψq(g, )

// Xϕ(g,q)

Com ψq(g, ) = ϕ(g, )|Z−{q}+α(Hp(ϕ(g, q))−1gHp(q), )|F−1(p) a aplicação definida

na construção do pullback semidireto. Portanto as aplicações {Fp}p∈P e F induzem

uma aplicação cont́ınua F̄ : Y → Z n C. Temos que F̄ é sobrejetiva pois cada

aplicação é sobrejetiva e é injetiva pois cada Fp é injetiva em F−1(p) e todas as
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aplicações são bijetivas no conjunto dos pontos não parabólicos limitados. Portanto

F̄ é um homeomorfismo.

Consideremos o seguinte diagrama (para q ∈ P ):

Y

Fq

��

α(g, ) //

F̄

##

Y

Fϕ(g,q)

��

F̄yy
Z n C

$q{{

ψ(g, ) // Z n C
$ϕ(g,q)

%%
Xq

ψq(g, ) // Xϕ(g,q)

Temos que os dois triângulos comutam pela construção de F̄ e o trapézio de baixo

comuta pela construção de ψ. Temos que Fq|F−1(q), $q|F̄ (F−1(q)), Fϕ(g,q)|F−1(ϕ(g,q)) e

$ϕ(g,q)|F̄ (F−1(ϕ(g,q))) são bijetivas, o que implica que F̄−1 ◦ ψ(g, ) ◦ F̄ |F−1(q) = F−1
ϕ(g,q) ◦

ψq(g, ) ◦ Fq|F−1(q) = α(g, )|F−1(q), como foi visto anteriormente. Variando q em P ,

segue que F̄ |F−1(P ) é G - equivariante. Como F−1(P ) é denso em Y , segue que F̄ é G

- equivariante. Portanto Y ∼= Z n C, com C = {F−1(p)}p∈P ′ e cujo homeomorfismo é

equivariante com respeito a α e ψ = ϕnη, com η = {α|Stabϕ×F−1(p)}p∈P ′ . A unicidade

de F̄ segue do fato que tal aplicação é unicamente determinada em Y −F−1(P ), que

é denso em Y .

Ou seja, α ∼= ϕn η, com η = {α|Stabϕ×F−1(p)}p∈P ′ e tal isomorfismo é único.

Corolário 6.1.9. Sejam α : G y Y ação de convergência e F : Y → Z uma

aplicação cont́ınua, sobrejetiva, G - equivariante e tal que F |F−1(Z−P ) é injetiva.

Então ∀p ∈ P, Stabϕp é dinamicamente quaseconvexo com respeito a α.

Demonstração. Imediato.

Em particular temos:

Corolário 6.1.10. Sejam α : G y Y ação relativamente hiperbólica e F : Y → Z

uma aplicação cont́ınua, sobrejetiva e G - equivariante. Então ∀p ∈ P, Stabϕp é

dinamicamente quaseconvexo com respeito a α.

Demonstração. Imediato.

Proposição 6.1.11. Sejam ψi : G y Yi ações de convergência e Fi : Yi → Z

uma aplicação cont́ınua, sobrejetiva e G - equivariante tais que ∀p ∈ P ′, Stabϕip é

dinamicamente quaseconvexo com respeito as ações ψi, P
′ é finito e Fi|F−1

i (Z−P ) é
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injetiva. Seja J : Y1 → Y2 é uma aplicação cont́ınua e G - equivariante tal que o

diagrama comuta:

Y1

F1

��

J // Y2

F2~~
Z

Então existe uma única aplicação J̄ cont́ınua e G - equivariante entre Z n C1 e

Z n C2, com Ci = {Λψi(Stabϕip)}p∈P ′ que comuta o diagrama:

Y1

F̄1

��

J // Y2

F̄2

��
Z n C1

J̄ // Z n C2

Demonstração. Temos que J̄ = F̄2◦J ◦F̄1 é uma aplicação cont́ınua e G - equivariante

que comuta o diagrama. Temos que F̄1 e F̄2 são unicamente determinadas, portanto

J̄ também é unicamente determinado.

6.2 Fronteiras de Floyd e convergência

Como para a ação na fronteira de Floyd ainda não temos quaseconvexidade dinâmica

para os estabilizadores de pontos parabólicos de Z, precisamos de uma demonstração

diferente:

Proposição 6.2.1. Se G é finitamente gerado, ϕ e ∀p ∈ P ′, ηp são relativamente

hiperbólicas, então ∃λ ∈ (0, 1) tal que ∂fG ∼= Z n C, com C = {∂f (Stabϕp)}p∈P ′,
com f(n) = λn. Temos que tal homeomorfismo é G - equivariante e comuta com as

projeções. Além disso, ∀λ′ ∈ (0, 1) : λ′ > λ ainda é válido o resultado.

Demonstração. Como a ação ϕ é relativamente hiperbólica, temos , pela Proposição

1.5.35, que existe o mapa de Floyd F : ∂fG→ Z para algum λ ∈ (0, 1). Como ∀p ∈
P, F−1(p) = ∂f (Stabϕp) (Proposição 1.5.36), temos que a ação ψ|Stabϕ×∂f (Stabϕp) :

Stabϕp y ∂f (Stabϕp) é de convergência (Proposição 1.5.34), podemos tomar

C = {∂f (Stabϕp)}p∈P ′ e η = {ψ|Stabϕ×∂f (Stabϕp)}p∈P ′ . Temos que ∀p ∈ P , Fp =

F |∂fG−∂f (Stabϕp) + id : (∂fG− ∂f (Stabϕp)) + ∂f (Stabϕp)→ (Z − {p}) + ∂f (Stabϕp) é

Stabϕp - equivariante e cont́ınua em cada um dos termos, o que implica, pela func-

torialidade do soma-atrator, que é cont́ınua. Portanto as aplicações {Fp}p∈P e F

induzem uma aplicação cont́ınua F̄ : ∂fG → Z n C. Temos que F̄ é sobrejetiva pois
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cada aplicação é sobrejetiva e é injetiva pois cada Fp é injetiva em ∂f (Stabϕp) e todas

as aplicações são bijetivas no conjunto dos pontos cônicos. Portanto F̄ é um homeo-

morfismo. Como cada aplicação é G - equivariante se restrita ao conjunto de pontos

cônicos, segue que F̄ é G - equivariante no conjunto dos pontos cônicos. Como o con-

junto dos pontos cônicos é denso em ∂fG, segue que F̄ é G - equivariante. Portanto

∂fG ∼= Z n C, com C = {∂f (Stabϕp)}p∈P ′ e cujo homeomorfismo é equivariante com

respeito a ψ e ϕn η, com η = {ψ|Stabϕ×∂f (Stabϕp)}p∈P ′ .

Corolário 6.2.2. Se G é finitamente gerado e ϕ é relativamente hiperbólica, então

∀p ∈ P, Stabϕp é dinamicamente quaseconvexo com respeito a ação ψ : Gy ∂fG.

Demonstração. Imediato.

Proposição 6.2.3. Se G é finitamente gerado, ψ e ∀p ∈ P ′, ηp são relativamente

hiperbólicas, então ∃FX : ∂fG→ X aplicação cont́ınua, sobrejetiva e G - equivariante,

com f(n) = λn para o mesmo λ acima.

Demonstração. Temos neste caso que Yq = (Yq − Fq(F−1(q))) + Fq(F
−1(q)) a soma-

atrator com respeito a ação ψq : Stabϕq y Yq, com F ′q|Yq−Fq(F−1(q)) : Yq−Fq(F−1(q))→
Z−{q} e Fq|∂f (Stabϕq) : Fq(F

−1(q))→ ∂f (Stabϕq) homeomorfismos Stabϕq - invarian-

tes. Como ηq é relativamente hiperbólica (pois é equivalente a alguma ação ηp com p ∈
P ′ e todas essas são, por hipótese, relativamente hiperbólicas), ∃Jq : Fq(F

−1(q))→ Cq

aplicação cont́ınua equivariante. Pela functorialidade do soma-atrator, a aplicação

J ′q = F ′q|Yq−Fq(F−1(q))+Jq : Yq = (Yq−Fq(F−1(q)))+Fq(F
−1(q))→ (Z−{q})+Cq = Xq

é uma aplicação cont́ınua, sobrejetiva e Stabϕq - equivariante. Temos que o diagrama

sempre comuta:

Yq
F ′q

��
J ′q
��
Xq πp

// Z

Pois por construção comuta em Yq − Fq(F−1(q)) e o restante é levado em q por

ambos os lados. Pela propriedade do produto fibrado, temos que ∃FX : ∂fG → X

aplicação cont́ınua. Como cada J ′q é sobrejetiva, segue que FX também é sobrejetiva.

Como cada aplicação é G - equivariante ao restringir ao conjunto dos pontos cônicos,

segue que FX é G - equivariante no conjunto dos pontos cônicos. Como o conjunto

dos pontos cônicos é denso em Y , segue que FX é G - equivariante.
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E temos o resultado sobre convergência:

Corolário 6.2.4. Se G é finitamente gerado, ψ e ∀p ∈ P ′, ηp são relativamente

hiperbólicas, então a ação ϕn η : Gy X é de convergência.

Demonstração. Temos uma aplicação ∃FX : ∂fG → X cont́ınua, sobrejetiva e G

- equivariante, o que implica, pela Proposição 1.5.6 que a ação ϕ n η deve ser

de convergência, visto que pela Proposição 1.5.34 a ação ψ : G y ∂fG é de

convergência.

6.3 Transitividade de ações relativamente hiperbólicas

Suponhamos aqui que ψ n η é de convergência (vimos que é de fato quando G é

finitamente gerado e η, e ∀p ∈ P ′, ηp são relativamente hiperbólicas).

Proposição 6.3.1. Sejam Ap ⊆ Cp e A ⊆ Z os conjuntos de pontos cônicos com

respeito as ações ηp e ϕ, respectivamente. Então os pontos de π−1(A) ∪
⋃
p∈P

π−1
p (Ap)

são cônicos.

Demonstração. Temos que π é uma aplicação G - invariante, portanto os elementos

de π−1(A) são pontos cônicos de X. Temos também que ∀p ∈ P , πp é Stabϕp -

invariante, portanto os elementos de π−1
p (Ap) são pontos cônicos de X, com respeito

a Stabϕp, o que implica que são pontos cônicos de X com respeito a G. Portanto os

elementos de π−1(A) ∪
⋃
p∈P

π−1
p (Ap) são cônicos.

Corolário 6.3.2. Se ∀p ∈ P ′, Ap = Cp e A = Z − P , então todos os pontos de X

são cônicos.

Demonstração. Temos que π−1(A) ∪
⋃
p∈P

π−1
p (Ap) = π−1(Z − P ) ∪

⋃
p∈P

π−1
p (Cp) = X.

Portanto todos os pontos são cônicos.

Corolário 6.3.3. Se G é finitamente gerado e ϕ possui apenas pontos cônicos e

parabólicos limitados então ϕn leva ações hiperbólicas em ações hiperbólicas. Segue

neste caso que ∂∞G = Z n {∂∞Stabϕp}p∈P ′.

Demonstração. Como todas as ações ηp são hiperbólicas, todos os pontos dos conjun-

tos Cp são cônicos, o que implica que todos os pontos Z n C são cônicos e portanto

ϕn η é hiperbólica. Da unicidade segue que ∂∞G = Z n {∂∞Stabϕp}p∈P ′ .
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Proposição 6.3.4. Sejam Bp ⊆ Cp os conjuntos de pontos parabólicos limitados com

respeito a ação ηp. Então o conjunto dos pontos parabólicos limitados com respeito a

ação ϕn η é dado por
⋃
p∈P

π−1
p (Bp).

Demonstração. Seja x ∈ Bp. Temos que #π−1
p (x) = 1 e, pela Proposição 1.5.11,

temos que π−1
p (x) é parabólico limitado. Portanto os pontos de

⋃
p∈P

π−1
p (Bp) são

parabólicos limitados.

Seja x um ponto parabólico limitado. Se x /∈ P , então x = π−1(π(x)), o que

implica, pela Proposição 1.5.12, que π(x) é parabólico limitado, absurdo pela de-

finição de P . Temos então que π(x) ∈ P . Temos que #π−1
p (πp(x)) = 1, o que implica,

pela Proposição 1.5.12, que πp(x) é parabólico limitado e portanto x ∈ π−1
p (Bp).

Portanto o conjunto dos pontos parabólicos limitados de ϕnη é dado por
⋃
p∈P

π−1
p (Bp).

Corolário 6.3.5. Se ∀p ∈ P ′, Ap ∪ Bp = Cp e A ∪ P = Z, então todos os pontos de

X são cônicos ou parabólicos limitados.

Demonstração. Seja p ∈ Orbϕp0, com p0 ∈ P ′. Então temos que ∃g ∈ Hp0 : ϕ(g, p0) =

p. Por construção de ηp, temso que Ap = ϕ(g, Ap0) e Bp = ϕ(g,Bp0). Portanto

∀p ∈ P, Ap ∪ Bp = Cp. Temos então que (π−1(A) ∪
⋃
p∈P

π−1
p (Ap)) ∪

⋃
p∈P

π−1
p (Bp) =

π−1(A)∪
⋃
p∈P

π−1
p (Ap∪Bp) = π−1(A)∪

⋃
p∈P

π−1
p (Cp) = π−1(A)∪π−1(P ) = π−1(Z) = X.

Portanto todos os pontos de X são cônicos ou parabólicos limitados.

Corolário 6.3.6. Se G é finitamente gerado, e ϕ é relativamente hiperbólica então

ϕn leva ações η = {ηp}p∈P ′ relativamente hiperbólicas em ações ϕn η relativamente

hiperbólicas. Segue neste caso que ∂B(G,
⋃
p∈P ′ Pp) = Z n {∂B(Stabϕp,Pp)}p∈P ′, em

que Pp é um conjunto de representantes de subgrupos parabólicos limitados da ação

ηp de Stabϕp em Cp.

Demonstração. Como ϕ e as ações de η = {ηp}p∈P ′ são relativamente hiperbólicas,

todos os pontos (em Z ou em Cp) são parabólicos limitados ou cônicos. Pelo corolário

anterior temos que todos os pontos de X = Zn{∂B(Stabϕp,Pp)}p∈P ′ são parabólicos

limitados ou cônicos. Como X é metrizável, isso implica que ϕ n η é relativamente

hiperbólica.

Se x ∈ Cp é parabólico limitado então π−1
p (x) é parabólico limitado e Stabηpx =

Stabϕnηπ
−1
p (x). Da unicidade de ações relativamente hiperbólicas (de um conjunto

de subgrupos parabólicos limitados fixado), segue a igualdade ∂B(G,
⋃
p∈P ′ Pp) =

Z n {∂B(Stabϕp,Pp)}p∈P ′ .
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Corolário 6.3.7. (Propriedade de transitividade) Se G é finitamente gerado e re-

lativamente hiperbólico, pela ação ϕ, com respeito ao conjunto P de representantes

de subgrupos parabólicos e cada P ∈ P é relativamente hiperbólico com respeito ao

conjunto de representantes PP então G é relativamente hiperbólico com respeito ao

conjunto de representantes
⋃
PP e ∂B(G,

⋃
PP ) = ∂B(G,P)n {∂B(P,PP )}P∈P .

O fato de G ser relativamente hiperbólico com respeito ao conjunto
⋃
PP é devido

a Drutu e Sapir [5].

Demonstração. Imediato do corolário anterior.

6.4 Ações relativamente hiperbólicas no conjunto

de Cantor

Sejam G um grupo finitamente gerado, ϕ : G y K uma ação relativamente hi-

perbólica, P ⊆ K o conjunto de pontos parabólicos limitados ϕ - invariantes, P ′ ⊆ P

conjunto finito de representantes de órbitas, H = {Hp}p∈P ′ famı́lia de conjuntos mi-

nimais tais que Orbϕ|Hp×Kp = Orbϕp. Tomemos C = {Cp}p∈P ′ uma famı́lia de espaços

compactos e metrizáveis e ηp : Stabϕpy Cp ações relativamente hiperbólicas.

Proposição 6.4.1. A aplicação quociente π : K n C → K é uma explosão de tipo C
(abuso de notação para: as classes de homeomorfismos dos espaços em C).

Demonstração. Temos por hipótese que P é enumerável e por construção que π|π−1(K−P )

é injetiva, π−1(p) = π−1
p (Cp) ∼= Cp ∈ C e ∀p ∈ P, ClX(X − π−1

p (Cp)) = X. Como

ϕ é de convergência e minimal, temos (Proposição 1.5.5) que ∀p ∈ P, Orbϕp é

densa em K, portanto as classes de equivalência são densas em K. Pela Proposição

5.0.2 temos que a relação ∆2(K n C)∪
⋃
p∈P

π−1(p)2 é topologicamente quaseconvexa.

Portanto π é uma explosão do tipo C.

Corolário 6.4.2. O espaço topológico K n C depende apenas das classes de espaços

a menos de homeomorfismos em C.

Demonstração. Segue da Proposição 5.1.11.

Como caso especial temos que o produto livre G = G1 ∗ ... ∗ Gn é relativamente

hiperbólico com respeito a {G1, ..., Gn}. Seja ψ : G y ∂B(G, {G1, ..., Gn}) ação

de convergência e cocompacta em pares. Temos que, se G1, ..., Gn são finitamente

gerados, ∂B(G, {G1, ..., Gn}) ∼= K e o conjunto de pontos parabólicos limitados é
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dado por P = P1∪̇...∪̇Pn, tal que ∀i, Pi é um subconjunto enumerável e denso em

∂B(G, {G1, ..., Gn}).
Vimos que KnC depende apenas de C = {C1, ...Cn}, portanto temos os seguintes

teoremas:

Teorema 6.4.3. Seja G′ = G′1 ∗ ... ∗ G′n finitamente gerado. Se Ci ∼= ∂B(Gi,Pi) ∼=
∂B(G′i,P ′i) então K n C ∼= ∂B(G,

⋃
Pi) ∼= ∂B(G′,

⋃
P ′i).

Demonstração. Pelo Corolário 6.3.6 segue que K n C ∼= ∂B(G,
⋃
Pi) e como os

espaços ∂B(G,
⋃
Pi) e ∂B(G′,

⋃
P ′i) possuem mesmo tipo de explosão para a projeção

em K, segue que ∂B(G,
⋃
Pi) ∼= ∂B(G′,

⋃
P ′i).

Teorema 6.4.4. Sejam A uma partição de {1, ..., n} tal que se i, j ∈ a ∈ A então

∂B(Gi,Pi) ∼= ∂B(Gj,Pj) e {a1, ..., ak} um conjunto de representantes dessa partição.

Então ∂B(G,
⋃
Pi) ∼= ∂B(Ga1 ∗ ... ∗Gak ,

⋃
Pai).

Demonstração. Todos os espaços de C ainda são homeomorfos a manchas do espaço

∂B(Ga1 ∗ ... ∗ Gak ,
⋃
Pai), o que implica que o tipo da explosão não muda. Portanto

os espaços são homeomorfos.

Aplicamos os teoremas aos casos em que as ações de cada Gi são hiperbólicas (e

portanto os grupos são hiperbólicos, pelo Corolário 6.3.3). Temos:

Corolário 6.4.5. Seja G′ = G′1 ∗ ... ∗ G′n tal que cada G′i é hiperbólico. Se ∀i ∈
{1, .., n}, ∂∞Gi

∼= ∂∞G
′
i então ∂∞G ∼= ∂∞G

′.

Demonstração. Imediato.

Corolário 6.4.6. Sejam A uma partição de {1, ..., n} tal que se i, j ∈ a ∈ A então

∂∞Gi
∼= ∂∞Gj e {a1, ..., ak} um conjunto de representantes dessa partição. Então

∂∞G ∼= ∂∞(Ga1 ∗ ... ∗Gak).

Demonstração. Imediato.
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