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Resumo

Seja G um grupo finitamente gerado que possui uma acgao relativamente
hiperbdlica no conjunto de Cantor e seu conjunto P de representantes de
subgrupos parabdlicos é tal que todo elemento P; € P ¢é relativamente hi-
perbdlico com respeito a um conjunto P; entao o grupo G é relativamente
hiperbédlico com respeito a | J; P; (consequéncia de [10]) e sua fronteira
de Bowditch, 05(G, |, P;) depende apenas dos espacos dg(F;, P;). Como
caso especial, mostraremos que se GG, ..., G, sdo relativamente hiperbdlicos
entao Jp(G1*...%G,) depende topologicamente apenas dos espagos dp(G;)
(em que omitimos os conjuntos parabdlicos por simplicidade). Nosso re-
sultado principal generaliza [18], em que sao caracterizadas as fronteiras
hiperbodlicas de produtos livres de grupos hiperbdlicos. Entretanto, nossos

métodos sao diferentes dos usados em [18].



Abstract

Let G be a finitely generated group which has a relatively hyperbolic
action on the Cantor set and its representative parabolic set P is such
that every element P; € P is relatively hyperbolic with respect to a set
P;, then G is relatively hyperbolic with respect to |J,P; (consequence
of [10]) and its Bowditch boundary, dg(G,|J; Pi), depends only on the
spaces dg(P;, P;). In particular, if Gy, ..., G,, are relatively hyperbolic then
O0p(Gy * ... x G,,) only depends, topologically, of the spaces dp(G;) (where
we omitted for simplicity the parabolic sets). Our main result generalizes
[18] where the hyperbolic boundaries of free products of hyperbolic groups
are characterized. However, our methods are entirely different from that
of [18].
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Introducao

Tomemos o grupo livre F'(a,b) gerado livremente pelos elementos a e b e o grafo de

Cayley de F(a,b) formado pelo mesmo conjunto de geradores. Este é a arvore 4 -

regular apresentada abaixo.

Cada reta horizontal pode ser vista como uma cépia do grafo de Cayley de (a),
enquanto cada reta vertical pode ser vista como uma cépia do grafo de Cayley de (b).
Tomando o elemento neutro como base, podemos apresentar a fronteira hiperbdlica
do grupo livre como os raios geodésicos que saem do elemento neutro (a menos de
distancia de Hausdorff finita). Essa nogao de fronteira hiperbdlica nao serd usada
durante o texto (serd substituida por uma equivalente mas nao construtiva), servindo
apenas como forma de vizualizacao. Tais raios sao separados em trés conjuntos disjun-
tos: os raios que a partir de um ponto permanecem horizontais, os raios que a partir
de um ponto permanecem verticais e os raios que oscilam entre partes horizontais
e partes verticais indefinidamente. Os raios geodésicos horizontais podem ser vistos
pertencendo a copias da fronteira hiperbélica de {a), enquanto os raios geodésicos ver-
ticais podem ser vistos pertencendo a cépias da fronteira hiperbélica de (b). Ambas

as fronteiras possuem apenas dois pontos.



Temos assim uma particao da fronteira hiperbdlica, homeomorfa ao conjunto de
Cantor, em trés partes, sendo as duas primeiras enumeraveis, a terceira nao enu-
meravel e todas densas. Como o conjunto de Cantor é enumeravelmente densamente
homogéneo, nao ha disting¢ao topoldgica entre os dois primeiros conjuntos.

Sejam G = (X1]Y1) e H = (X5]Y3) e tomemos o grafo de Cayley G « H com
respeito ao conjunto de geradores Y; U Y. Se GG e H sao hiperbdlicos entao G x H
também é hiperbdlico, portanto podemos considerar a fronteira hiperbdlica do grafo
de Cayley. De maneira analoga ao caso anterior, os elementos da fronteira hiperbdlica
podem ser divididos em trés conjuntos disjuntos: os raios geodésicos que a partir de
um ponto ficam em uma cépia de (X;) (classe lateral de (X)), os raios geodésicos
que a partir de um ponto ficam em uma cépia de (X5) e os raios geodésicos que ficam
oscilando indefinidamente. Cada uma dessas cépias de G ou de H determinam na
fronteira hiperbdlica de G * H cépias das fronteiras hiperbdlicas de G e de H. Como
o conjunto de copias de G ou de H ¢ infinito enumeravel, segue que o nimero de
copias das fronteiras também é.

Tal espago comporta-se de forma muito similar ao conjunto de Cantor (K). De
fato, existe uma aplicagao continua e sobrejetiva para K tal que é injetiva nos pontos
do terceiro tipo e cada copia da fronteira de G' ou de H é levada em um ponto. Nosso
objetivo é entender a topologia desse tipo de espaco. Para isso, provamos a unicidade
das compactificagdes de N e do conjunto de Cantor menos um ponto (Kj) tais que
o complementar desses conjuntos é um espaco metrizavel sem pontos isolados dado
(Corolarios 3.0.6 ¢ 4.0.7). Caracterizamos também os produtos fibrados sobre K
tais que as fibras sao as compactificagoes do conjunto de K, (Proposig¢ao 5.0.4)
e um caso especifico ao qual garantimos unicidade (Proposi¢ao 5.1.11) e que é
exatamente o tipo de espaco que aparece no caso acima. Todo o ultimo capitulo

serviu para que mostrassemos que esse espaco ¢ de fato o que queremos.



Com essa unicidade podemos concluir que se Gy, Go, H; e Hy sao grupos hi-
perbdlicos tais que 0y G1 = 050G2 € O H1 = Ox Ha entdo 0o (G % Hy) = 05 (Gax Hy),
com 0, denotando a fronteira hiperbdlica. Tal problema foi resolvido por Martin e
Swiatkowski em [18] utilizando métodos geométricos.

Resolvemos entao estender nossos métodos puramente topolégicos a grupos relati-
vamente hiperbdlicos e fronteiras de Bowditch. Temos (os teoremas estao ligeiramente

diferentes para evitar a notagao usada durante o texto):

Teorema 6.4.3 Sejam G = G * ... x G, e G' = G * ... x G, finitamente gerados.
Se Vi € {1, n}, GB(GZ,P,) = 8B(G;,7?Z’) entao 8B(G, UPZ) = 8B(G’, UP{)

Teorema 6.4.4 Sejam G = G * ... * (G, finitamente gerado e A uma particao
de {1,...,n} tal que se i,j € a € A entdo 05(G;,P;) = 05(G;,Pj) e A= {ay,...,a;}
um conjunto de representantes dessa particao. Entao dg(G,|JP;) = 0p(Ga, * ... *

Gak’UPai)'

Que generalizam o problema apresentado acima.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacoes

1. Denotamos K como o conjunto de Cantor e Ky o conjunto de Cantor menos

um ponto.
2. Sempre usaremos N como o espaco topoldgico enumeravel e discreto.
3. Se G é um grupo H < G significa subgrupo de G.

4. Se C' é um conjunto entao #C' significa cardinalidade de C.

1.2 Espacos uniformes

Definigao 1.2.1. (Espago uniforme) Sejam X um conjunto e $f um conjunto de

subconjuntos de X?2. Dizemos que  é uma estrutura uniforme de X se:
1. Vu € i, A2X C 4, com A%X a diagonal,
2. se u,v € 4, entao uNwv € 4,
3.seueleuCuventaov € i,
4. se u € Uentao u™! = {(a,b) € X%: (b,a) € u} € 4,
5. seu € Yentdo Jv € h: v2 ={(a,b) € X?:3c€ X : (a,¢c) Evelc,b) €v} Cu.

Dizemos neste caso que o par (X,4l) é um espago uniforme e que os elementos de

$[ sdo entornos.

Definicao 1.2.2. Sejam (X, ) um espaco uniforme, ¥ C X e u € 4. Definimos
BY,u)={reX:yeY:(yz)€u}



Proposicao 1.2.3. (Proposicao 1, §1.2, Capitulo II de [1]) Seja (X, 41) € um espago
uniforme. Entao existe uma unica topologia em X tal que para para todo v € X o
conjuuto {B(x,u) : u € U} forma o conjunto de vizinhangas de x. Dizemos nesse

caso que tal topologia € gerada pela estrutura uniforme 1.

Toda propriedade topoldgica associada a algum espaco uniforme significara que o

espaco topologico induzido possuira tal propriedade.

Proposicao 1.2.4. (Proposicio 3, §1.2, Capitulo II de [1]) Um espag¢o uniforme
(X, ) ¢ Hausdorff se e somente se A*X = (), cq U

Definigao 1.2.5. Sejam (X, ) um espago uniforme, u € s e A C X. Dizemos que
A é u-pequeno se A x A C u. Denotemos por Small(u) = {A C X : A é u-pequeno}.

Definigao 1.2.6. Sejam (X1,4) e (X2, 4y) dois espagos uniformes. Uma aplicacao
f: X1 — X, é dita uniformemente continua se Vu € Uy, f~1(u) € i, em que

F7Hu) = {(z,y) € X1 : (f(2), f(y)) € Yo}

Proposicao 1.2.7. (Proposicao 1, §2.2, Capitulo II de [1]) Toda aplicag¢io unifor-

memente continua é continua.

Proposicao 1.2.8. Sejam f : (X1,4;) — (Xo,4) uma aplicagio uniformemente
continua, u € Uy ¢ Y C Xy : Y € Small(u). Entdo f~(Y) € Small(f~ (u)).

Demonstragdo. Sejam z,y € f~1(Y). Temos que f( ), f(y) € Y, o que implica que

(f(x), f(y)) € u e portanto (v,y) € f~'(f(x)) x f~'(f(y)) € f~'(u). Segue entdo
que YY) € Small(f~(u)). O

Definigao 1.2.9. Seja (X, ) um espago uniforme. Um conjunto B C il é dito uma

base de 4 (ou sistema fundamental de entornos) se Vu € 4, Jv € B : v C u.

Denotemos uma ordem para 4 em que v < v se e somente se v C u. Entao um

subconjunto B de 4 é uma base se e somente se é cofinal com respeito a ordem.

Proposicao 1.2.10. Seja (X, ) um espaco uniforme. Entdo existe B uma base de

i que € uma cadeia (i.e. é totalmente ordenada).
Demonstragao. Segue do fato que Yu,v € U, uNwv € L. n

Proposicao 1.2.11. Seja (X, 40) um espago uniforme que possui base enumerdvel.
Entao existe uma base enumerdvel B em U tal que € bem ordenada e para todo ele-
mento de B o conjunto de antecessores € finito (é equivalente a N com a ordem

usual).
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Proposicao 1.2.12. Sejam (X, ) um espago uniforme e {u,}nen uma base enu-
merdvel e encaizante (Yn € N, u,1 C u,) de . Entao existe {v,}nen uma base

encaizante de 4 tal que Vn € N, v2 C u,.

Demonstragdo. Inducao em n. Para n = 1, temos que existe v; € Y : v? € uy e

vy € uy. Suponhamos que temos vy, ..., v, tais que Vi € {1,....n}, v? C u;, v; C u;

eVie {l,..,n—1}, v;y1 € v;. Como {u,}pen € base de Y, Ij > n : u; C v,.
Mas v}, € th: 02, C u;. Tome v,y1 = ) Nu;. Temos entdo que v,yq C vy,

2 2
Uny1 CUj CUppr e v, S Uy C©uy © Upgr.

Portanto existe conjunto {v, },en encaixante de entornos tal que Vn € N, v2 C u,.
Mas v,,+1 C uj, com j > n, o que implica que o conjunto {v, }nen é cofinal. Portanto

{vn}nen é uma base de 4. O

Proposicao 1.2.13. (Proposi¢ao 4, §2.4, Capitulo II de [1]) Sejam X um conjunto,
{(Y;, ;) }ier uma familia de espagos uniformes e {fi;}ier uma familia de aplicacoes
fi: X = Y;. Entio o conjunto {f;;"(u;) N ... fi (w,) V5 € {1,...,n}, u;, € 4}
forma uma base para uma estrutura uniforme em X. Tal estrutura uniforme serd

dita inicial com respeito a famiia {f;}ier.

Proposicao 1.2.14. (Coroldrio, §2.4, Capitulo II de [1]) Sejam X um conjunto,
{(Y;, ;) }ier uma familia de espagos uniformes e {fi;}ier uma familia de aplicacoes
fi : X = Y;. Entao a topologia induzida pela estrutura uniforme inicial com respeito

a {fi}ier coincide com a topologia inicial com respeito a {f;}ier-

Definicao 1.2.15. Seja (X, d) um espa¢o métrico. Definimos a estrutura uniforme

induzida pela métrica d como a estrutura uniforme gerada por {u, : r > 0}, com
u = {(z,y) € X% :d(z,y) <r}.

Dizemos que um espago uniforme (X, $1) é metrizdvel se existe uma métrica em

X que gera a estrutura uniforme .

Proposicao 1.2.16. (Teorema 1, §2.4, Capitulo IX de [1]) Um espago uniforme é
metrizdvel se e somente se € Hausdorff e sua estrutura uniforme possui base enu-

merduvel.

Proposicao 1.2.17. (Teorema 1, §4.1, Capitulo II de [1]) Seja X um espago to-
pologico Hausdorff compacto. Entao existe uma unica estrutura uniforme que gera
a topologia de X. Tal estrutura uniforme é gerada pelo conjunto de vizinhangas de

A2X em X2, com a topologia produto.
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Proposicao 1.2.18. Seja X um espaco topologico Hausdorff compacto e i a estrutura
uniforme de X. Se F € fechado em X e u € $h € fechado em X2, entao B(F,u) é
fechado em X.

Demonstracao. Se F é fechado em X entao F' x X ¢é fechado em X2, o que implica
que uN (F x X) é fechado em X2, pois u ¢é fechado. Seja 7 : X? — X a aplicagao de
projecao na segunda coordenada. Como u N (F' x X) é fechado, portanto compacto,
segue que 7(uN(F x X)) é compacto, e portanto fechado em X. Mas w(uN(F x X)) =
{re X :JyeF:(yz)e FxXe(yx) € ul =B(Fu). Portanto B(F,u) é
fechado. O]

Proposicao 1.2.19. (Teorema 2, §4.2, Capitulo 11 de [1]) Considere um mapa continuo

fo(Xq, ) — (Xo,4s). Se Xy € compacto, entao f € uniformemente continua.

1.3 Espacos topolégicos

Proposicao 1.3.1. (Teorema da subbase de Alezander) Sejam X um espaco to-
pologico e S uma subbase para a topologia de X. Entao X é compacto se e somente

se toda cobertura de X por abertos em S possui uma subcobertura finita.

Proposicao 1.3.2. Sejam X,Y espacos Hausdorff e f : X — Y wuma aplicagdo

continua e fechada. Se {y,},er C Y € uma rede que converge para o pontoy €Y,

#f Y y)=1ex, € fy,) entio {x,} er converge para f~(y).

Demonstragdo. Suponhamos que {x, },er nao converge para f~*(y). Entao 3U aberto
em X tal que f~1(y) € U e 3{x, },er uma subrede cofinal (i.e. I subconjunto cofinal
de I') tal que U N {x, },err = 0. Como f ¢é fechada, temos que f(X — U) é fechado.
Mas {y, }yerr € f(X —U) pois {2, }rerr € X —U. Como f(X —U) é fechado, temos
que V=Y — f(X—-U) éabertoey € V. Como {y,},err NV = 0, segue que {y, }er
nao converge para y, absurdo. Portanto {z},er converge para f~!(y).

O

Proposicao 1.3.3. (Teorema 3.7.2 de [6]) Seja f: X — Y wuma aplicagdo perfeita
(i.e. X é Hausdorff e f € continua, sobrejetiva, fechada eNy € Y, f~(y) é compacto).

Se 'Y é compacto entao X € compacto.

Proposicao 1.3.4. Seja f : X — Y uma aplicagao perfeita. Se X possui base

enumerdvel entao Y possui base enumerdvel.

Proposicao 1.3.5. Seja X um espaco metrizavel. Entao sao equivalentes:

12



1. X possui base enumerdvel
2. X € de Lindelof

3. X € separdvel

Proposicao 1.3.6. (Teorema de Aleksandrov, §10.4, Capitulo I de [1]) Sejam X um
espago compacto, ~ uma relagao de equivaléncia em X emw: X — X/ ~ a aplicagao

quociente. Entao sao equivalentes:

1. X/ ~ € Hausdorff,
2. ~€ Closed(X?),

3. m € fechada.

Definigao 1.3.7. (Quaseconvexidade topolégica) Sejam X um espago Hausdorff
compacto e ~ uma relacao de equivaléncia em X. Entao ~ é dita topologica-
mente quaseconvexa se Vg € X, a classe de equivaléncia [g] é fechada e Yu € 4,
#{[x] C X : [z] € Small(u)} < Ny, com 4 a tnica estrutura uniforme de X.

Proposicao 1.3.8. Sejam X um espaco Hausdorff compacto e ~ uma relagao de
equivaléncia topologicamente quaseconvexa em X. Se A C X/ ~, definimos a relagdo

~a=A2X U U [2]? (em particular temos ~xjo=n~). Entao VA C X/ ~, X/ ~y €
[z]€eA

de Hausdorff.

Demonstragdo. Seja (z,y) € Clxz(~4) — A?X. Como X ¢ Hausdorff, Ju € 4 :
(x,y) ¢ u (com Y a estrutura uniforme de X). Seja v € 4 simétrico e tal que
v* C u. Tomemos a = B(z,v) x B(y,v). Se [q] € Small(v) e aN[g]* # 0, entao
B(x,v) U[q],B(y,v) Ulq] € Small(v?) e portanto B(z,v) U B(y,v) € Small(v?),

absurdo pois (z,y) ¢ v! C u. Temos entdao que a N (A2X U | [¢]?) = 0. Pela
[q]€Small(v)

quaseconvexidade topoldgica, temos que o conjunto F' = {[¢] € A : [¢] ¢ Small(v)
finito. Como (z,y) € Cl(~4), para toda vizinhanga U C a de (x,y), UN ~4# 0, o
que implica que UN |J [q]* # 0. Portanto (z,y) € Clx=( U [¢]*) = U Clx2([¢]*)
lger ldeF lg]eF
U [¢]?, o que implica que (z,y) €~4. Portanto ~,4 é fechado. Como X é Haus-

lgleF
dorff compacto e ~4 é fechado, segue, pelo Teorema de Aleksandrov, que X/ ~,4 é

Hausdorft. ]

é
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Proposicao 1.3.9. Sejam X wum espago Hausdorff compacto, 4 a estrutura uni-
forme de X, B uma base de 4 e ~ uma relacio de equivaléncia em X tal que
Vu € B, #{[z] C X : [z] ¢ Small(u)} < Ry, com [z] a classe de x. Entao ~ é

topologicamente quaseconvexa.

Demonstracao. Seja u € . Temos que dv € B : v C wu. Por hipdtese temos
que #{[z] C X : [z] ¢ Small(v)} < Rg. Mas se [z] € Small(v) e v C u entdo
[z] € Small(u), o que implica que {[z] C X : [z] ¢ Small(u)} C {[z] C X : [z] ¢
Small(v)}. Portanto #{[z] C X : [z] ¢ Small(u)} < Rg. Segue entdo que ~ é

topologicamente quaseconvexa. ]

Proposicao 1.3.10. (Teorema de metrizacao de Urysohn, Teorema 34.1 de [19])

Todo espaco regqular e com base enumerdvel é metrizavel.

Corolario 1.3.11. Um espago Hausdorff e compacto é metrizavel se e somente se

possui base enumerdvel.

Proposicao 1.3.12. (Coroldrio 8.1.20 de [6]) Sejam X um espa¢o compacto, m um
Xa

#I < m eVa eTl, w(X,) < m (em que w denota a menor cardinalidade de uma

cardinal infinito e { X, }aer uma familia de subespagos de X tal que X = J, cr

base para o espaco). Entao w(X) < m.

Corolario 1.3.13. Seja X um espaco topologico Hausdorff, compacto e tal que existe
uma familia de subespacos { X, tnen tal que cada subespaco possui base enumerdvel e
X =U,eny Xn- Entao X € metrizdvel.

Demonstracao. Pela proposicao anterior temos que X possui base enumeravel e, como

é compacto e Hausdorff, segue que é metrizavel. O

Definicao 1.3.14. Seja X um espaco topologico. X ¢é dito 0 - dimensional se todo

ponto possui um sistema de vizinhancas formado por conjuntos aberto-fechados.

Proposigao 1.3.15. (Brouwer, Teorema 30.3 de [22]) K ¢é o unico, a menos de ho-
meomorfismos, espaco topologico compacto, metrizavel, 0 - dimensional e sem pontos

1solados.

Nosso enunciado difere da referéncia pois colocamos como hipotese o espago ser 0-
dimensional no lugar de totalmente desconexo. Mas tais propriedades sao equivalentes

para espagos Hausdorff compactos (Teorema 29.7 de [22]).
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1.4 Algebras booleanas

Definicao 1.4.1. Uma &algebra booleana é um anel com unidade B tal que Va € B,

CLQ:CL.

Definigao 1.4.2. Seja X um conjunto. Denotemos por Sub(X) o conjunto dos sub-
conjuntos de X. Se X é um espago topolégico entao denotemos por Open(X) o
conjunto de abertos de X, Closed(X) o conjunto de fechados de X e Clopen(X) =
Open(X) N Closed(X).

Proposicao 1.4.3. Se X € conjunto entio Sub(X) € uma dlgebra booleana com as
operagoes A (diferenca simétrica) e N (intersecgdo). Se X for um espago topolégico,

entio Clopen(X) € uma subdlgebra de Sub(X) com as mesmas operagoes.

Proposigao 1.4.4. (Teorema 1.3 de [15]) Seja B uma dlgebra booleana. Denotemos

por a < b se ab= a. Entao < € uma ordem parcial.
Se ab = a N b, entao a < b significa a C b.

Proposicao 1.4.5. Sejam X,Y espacos topolégicos e f : X — Y wma aplicagao
continua. Entao a aplicagio f~' : Clopen(Y) — Clopen(X) é um homomorfismo
de dlgebras booleanas, com f~' a aplicagcdo que leva um subconjunto de Y em sua

imagem inversa pela aplicagao f.

Proposicao 1.4.6. (Teorema de Representacao de Stone, Coroldrio 4.4 de [15]) As
categorias Bool de dlgebras booleanas com homomorfismos que preservam unidade
e Stone de espacos Hausdorff, compactos e totalmente desconeros com aplicacoes

continuas sao duais.

Tais functores contravariantes sao Clopen : Stone — Bool, que leva X em
Clopen(X) e uma aplicagao continua f em f~' e Spec : Bool — Stone que leva
B em seu espectro e homomorfismos nas aplicagoes induzidas entre os espectros. Nao
serao definidos espectros pois nao serao necessarios para o texto. Basta dizer que, para
X,Y € Stone e h : Clopen(X) — Clopen(Y') isomorfismo, h induz homeomorfismo
h: X —Y definido por h(z) = N{h(A) : A € Clopen(X),z € A}.

Definicao 1.4.7. Seja B uma algebra booleana. Um elemento a € B ¢ dito um
atomo se Vb € B, ab = 0 ou ab = a, ou seja, a é um elemento minimal em B — {0}.

O conjunto de dtomos de B sera denotado por At(B).
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Definicao 1.4.8. Seja B uma algebra booleana. Uma seccao de B é uma subalgebra

de dimensao 2 (dimensao com o sentido de Z/2Z - espago vetorial).
Portanto ¢ uma subalgebra com apenas dois atomos.

Definicao 1.4.9. Sejam B uma algebra booleana, x € B e ¢ uma seccao de B.

Dizemos que o divide z se xs # z, para algum s € At(o).

Proposicao 1.4.10. (Coroldrio 15.1 de [14]) Seja B uma dlgebra booleana finita.
Entao B ¢é isomorfa a dlgebra booleana dada por Sub(At(B)).

Proposigao 1.4.11. (Consequéncia do Teorema 11.3 de [14]) Sejam B uma dlgebra
booleana, E C B —{0} subconjunto finito tal queVx,y € E, xy =0 e B’ a subdlgebra
de B gerada por E. Entao E C At(B’).

Proposicao 1.4.12. (Lema 14.2 de [14]) Sejam B uma dlgebra booleana, E C At(B)
ex=\/E. Entio E ={y € At(B) : y < =}.

Proposicao 1.4.13. Sejam B uma dlgebra booleana, E subconjunto finito de B tal
queVr,y € E, xy =0 e \/ E =1 (supremo de E), e B’ a subdlgebra de B gerada
por E. Entio E = At(B').

Demonstragao. Temos que \/ E =1 em B’ (pois F é finito) e vimos que E C At(B’),
portanto F = {y € At(B’) : y < 1} = At(B’). O

Proposicao 1.4.14. Sejam B uma dlgebra booleana, E subconjunto finito de B tal
queVr,y € E, vy =0 e \| E = 1, B' a subdlgebra de B gerada por E e B" uma
subdgebra finita de B tal que B" ¢ B'. Entao At(B') € At(B'+ B").

Demonstragao. Suponhamos que At(B') C At(B' + B"). Temos que E = At(B') C
At(B'+ B") e VE = 1, o que implica que £ = {y € At(B'+ B") : y < 1} =
At(B' + B"). Portanto B’ + B" = B’ e portanto B” C B’/ absurdo. Portanto
At(B') € At(B'+ B"). O

Proposicao 1.4.15. Sejam B uma dlgebra booleana finita e Ay, As subdlgebras.
Entio At(A; + As) = {a1as € B : ay € At(Ay) e as € At(As)}.

Proposicao 1.4.16. Clopen(K) € a unica, a menos de isomorfismos, dlgebra boole-

ana nao trivial, enumeravel e sem dtomos.
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1.5 Teoria geométrica de grupos

1.5.1 Acoes de convergéncia

Defini¢do 1.5.1. Seja X um espaco topoldgico. Denotemos por X o espaco cu-
jos pontos sao subconjuntos de X com n elementos. Tal espago carrega a topologia
quociente de (X" — AMX)/S" com AMWX = {(zy,...,7,) € X" : Ji # j : 2, = 2},
S™ o grupo simétrico e a agao como permutacao de coordenadas. Temos que se
¥ G ~ X é uma ac¢ao por homeomorfismos, entao 1 induz uma agao por homeo-
morfismos ™ : G ~ X™),

Definicao 1.5.2. Sejam X um espaco Hausdorff localmente compacto, G um grupo
e ¥ : G ~ X uma agao por homeomorfismos. Dizemos que ¢ é propriamente des-
continua se VK C X compacto, o conjunto {g € G : ¥(g, K) N K # 0} é finito.
Dizemos que v é cocompacta se existe K C X compacto tal que (G, K) = X.

Definig¢ao 1.5.3. (Agao de convergéncia) Seja ¢ : G ~ X uma agao por homeomor-
fismos com X um espago Hausdorff compacto. Dizemos que v é de convergéncia se a

aplicacao induzida ¥® : G ~ X®) é propriamente descontinua.

Definicao 1.5.4. (Ponto limite) Seja ¢ : G ~ X uma ac¢@o por homeomorfismos. O
conjunto de pontos limite é definido por Ay X = {x € X : Jy € X : z é ponto de

acumulagao de Orbyy}. Dizemos que ¢ é uma acao minimal se Ay X = X.

Proposicao 1.5.5. Seja v : G ~ X wuma acdo de convergéncia minimal. Entdo
Ve € X, Orbyx é densa em X.

Proposicao 1.5.6. (Bowditch, Lema 1.4 de [2]) Sejam ; : G ~ X; ag¢des por
homeomorfismos, com X; e Xy compactos e m : X1 — Xo uma aplicacao continua,

sobrejetiva e G - equivariante. Se 1y € de convergéncia entdo s € de convergéncia.

Definigao 1.5.7. (Ponto conico) Seja ¢ : G ~ X uma ac¢do por homeomorfismos.
Um ponto limite p é dito conico se 35S C G um conjunto infinito tal que Vq # p,
Clxz(¥?(S, (p,q)) N A2X = ).

Proposicao 1.5.8. (Gerasimov, Proposi¢ao 7.5.2 de [10]) Sejam ¢; : G ~ X; agoes
de convergéncia e p : X1 — Xy aplicagdo continua G - equivariante. Se p € Xy €

ponto conico, entdo #p~1(p) =1 e p~Y(p) € conico.

Definicao 1.5.9. (Ponto parabdlico limitado) Seja ¢ : G ~ X uma agao de con-
vergéncia. Um ponto p € X é dito parabdlico limitado se é ponto limite e a acao

VUl stabypx(hyx—{p}) : Stabyp ~ Ay X — {p} é propriamente descontinua e cocompacta.
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Proposicao 1.5.10. Seja v : G ~ X uma agao de convergéncia. Entao existem
pontos limite que mdo sdo parabélicos limitados (e portanto o conjunto de pontos

limite nao parabolicos limitados € denso em Ay X ).

Proposicao 1.5.11. Sejam v¢; : G ~ X; acgoes de convergéncia, com X; Hausdorff
compactos e p : X1 — Xo aplicagao continua G - equivariante. Se p € Xy é ponto

parabdlico limitado e #p~1(p) = 1 entio p~(p) € parabélico limitado.

Demonstragao. Como p é parabdlico limitado entao 3K C Ay, Xo — {p} compacto tal
que o(Staby,p, K) = Ay, X2 — {p}. Temos que p~'(K) é fechado em X e portanto
compacto. Além disso, temos que p~'(K) C Ay, X1 — {p~'(p)}, visto que p ¢ K.
Seja © € Ay, X1 — {p~*(p)}. Temos que Jg € Staby,p(p) : p(z) € Ya(g, K). Mas
Staby, p~*(p) = Staby,p, portanto = € p~(¢a(g, K)) = ¥1(g, p ' (K)), o que im-
plica que 91 (Staby, p~(p), p  (K)) = Ap, X1 — {p~ (p)} e segue que 9; restrita a
Staby, p~t(p) e Ay, X1 — {p~*(p)} é cocompacta.

Sejam K C Ay, X1—{p '(p)} um subconjunto compacto e g € {h € Staby, p~*(p) :
1(h, K)NK # 0}. Temos que 1 (g, K)NK # (), o que implica que p(11(g, K)NK) #
0. Mas p(¢1(g, K) N K) € (g, p(K)) N p(K). Portanto 1a(g, p(K)) N p(K) # 0,
o que implica que g € {h € Staby,p : Ya(h, p(K)) N p(K) # 0} que é um conjunto
finito. Portanto {h € Staby, p~'(p) : ¥1(h, K)N K # 0} é finito, o que implica que
restrita a Staby, p~*(p) e Ay, X1 — {p~'(p)} é propriamente descontinua.

Portanto p~!(p) é ponto parabdlico limitado. O

Proposicao 1.5.12. Sejam ¢; : G ~ X; agoes de convergéncia, com X; Hausdorff
compactos e p : X1 — Xo aplicagao continua G - equivariante. Se p € Xy é ponto

parabdlico limitado e #p~*(p(p)) = 1, entao p(p) é parabélico limitado.

Demonstragao. Como p é parabdlico limitado entdo 3K C Ay, X7 — {p} compacto
tal que 1 (Staby,p, K) = Ay, X1 — {p}. Temos que p(K) é compacto. Além disso,
temos que p(K) C Ay, Xo — {p(p)}, visto que p ¢ K e #p *(p(p)) = 1. Sejam
T € A, Xo — {p(p)} e y € p~'(x). Temos que g € Staby,p(p) : y € ¥1(g, K). Mas
Staby,p = Staby,p(p), portanto x = p(y) € p(¥1(g, K)) = ¥2(g, p(K)), o que implica

que Po(Staby, p(p), p(K)) = Ay, Xo — {p(p)} e segue que 1) restrita a Staby,p(p) e
Ay, Xo — {p(p)} é cocompacta.

Sejam K C Ay, Xo — {p(p)} compacto e g € {h € Staby,p(p) : Ya(h, K)NK # (0}.
Temos que y(g, K) N K # 0, o que implica que p~'(o(g, K) N K) # 0. Mas
p~H(a(g, K) N K) = ¢n(g, p~ ' (K)) N p~(K). Portanto ¢ (g, p~(K)) N p~ ' (K) # 0,
o que implica que g € {h € Staby,p : Y1 (h, p~ (K))Np ' (K) # 0} que é um conjunto
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finito. Portanto {h € Staby,p(p) : Y2(h, K) N K # (0} é finito, o que implica que
restrita a Staby,p(p) e Ay, Xo — {p(p)} é propriamente descontinua.
Portanto p(p) é ponto parabdlico limitado. O

Proposicao 1.5.13. (Gerasimov e Potyagailo, Coroldrio 5.10 de [12]) Sejam X;
espacos Hausdorff compactos, 1; : G ~ X; agoes de convergéncia e p : X1 — Xo
aplicagcao continua e G - equivariante. Se p € Xo € um ponto parabolico limitado,

entdo p~'(p) = Ay, (Staby,p).

Definigao 1.5.14. (Quaseconvexidade dinamica) Sejam ¢ : G ~ X, com G discreto
e X Hausdorff compacto de estrutura uniforme 4, uma acao por homeomorfismos e

H < G. Dizemos que H é dinamicamente quaseconvexo se Vu € i,
{9H (g, Ay H) ¢ Small(u)} <R,

Proposicao 1.5.15. Sejam ¢ : G ~ X, com G discreto e X espaco Hausdorff
compacto, uma a¢ao por homeomorfismos, U a estrutura uniforme de X e H < G.

Denotemos por ~ a relagio A*X U |J ¢(g, Ay H)?. Suponhamos que Vg1 # g2 € G,
geG

(g1, Ay H) N Y(ga, Ay H) = 0 ou (g1, Ay H) = ¢(g2, Ay H) (neste caso ~ € de fato
uma relagao de equivaléncia). Se H € dinamicamente quaseconvero entio ~ € topo-
logicamente quaseconvexo. Se Vg ¢ H, (g, AyH) # AyH entdo quaseconvexidade

topolégica de ~ implica quaseconvexidade dinamica de H.

Demonstracao. Sejau € 4. Definimos os conjuntos A = {gH : (g, AH) ¢ Small(u)},
B = {¢(g9,AyH) ¢ Small(u)} e f, : A— B por f,(gH)=11(g,A\pyH). Se gH = g'H
entdo ¢'"'g € H, o que implica que (¢ 'g,AyH) = AyH (pois AyH é o menor
subconjunto H - invariante de X), e portanto ¥(¢', AyH) = (¢, v (¢ g, Ay H)) =
(g, Ay H). Portanto f, estd bem definida e por construcao é sobrejetiva. Se H é
dinamicamente quaseconvexo entao Vu € U, #A < Ny, o que implica que Yu € 4,
#B < Ny. Portanto ~ ¢é topologicamente quaseconvexo.

Se g,9 € G sdo tais que ¥(g, AyH) = ¥ (g', Ay H) entao ¥(gg ', AyH) = AyH.
Supondo que Vg ¢ H, (g, AyH) # Ay H, temos que gg'~* € H e portanto gH = ¢'H.
Portanto f, é injetiva, o que implica que f, é bijetiva. Temos entdao que Vu € i,
#A = #B, o que implica que se ~ é topologicamente quaseconvexa entao H é

dinamicamente quaseconvexo. O

Corolario 1.5.16. Sejam ¢ : G ~ X, com G discreto e X Hausdorff compacto,
uma ag¢do por homeomorfismos e H < G dinamicamente quaseconvexo e tal que
Vo1 # g2 € G, ¥(g1, ApH) Np(g2, AyH) = 0 ou ¢(g1, ApH) = (g2, AyH). Se
AC{gH : g€ G} e ~p=A2X U |J ¢(9,ApH)?, entao X/ ~4 € de Hausdorff.

gHeA
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Demonstracao. Imediato da Proposicao 1.3.8. O]

Proposicao 1.5.17. (Soma-Atrator - Gerasimov, Proposi¢io 8.3.1 de [10]) Sejam G
um grupo localmente compacto, X um espaco topolégico Hausdorff e localmente com-
pacto, Y um espaco topoldgico compacto, p : G ~ X uma acdo propria e cocompacta
e : G Y uma acio de convergéncia. Entao existe uma tnica topologia em XUY
em que X e Y sao mergulhados e p + 1 (age como ¢ nos elementos de X e 1 nos

elementos de Y ) é de convergéncia.

Tal espaco sera chamado de soma-atrator de X e Y e sera denotado por X + Y.
Esse tipo de construcao serda apresentado no préximo capitulo. Ao final dele, sera
possivel demonstrar a functorialidade do soma-atrator. Ficamos por enquanto com

um caso especial que sera necessario para a demonstracao do caso mais geral:

Proposicao 1.5.18. (Gerasimov e Potyagailo, Lema 5.3 de [12]) Sejam G um grupo,
Y1, Y, espacos topologicos compactos, com #Ys > 2, ¢; : G ~ Y, agoes de con-
vergéncia, com Yy minimal, e v : Y1 — Y, aplicagoes continuas G - equivariantes.

Entao idg +v: G+Y, = G+ Yy € uma aplicagao continua G - equivariante.

Proposicao 1.5.19. Sejam G um grupo enumerdvel, X um espago topoldgico local-
mente compacto e metrizavel e ¢ : G ~ X wuma agao propriamente descontinua e

cocompacta. Entao X possui base enumerdvel.

Demonstracao. Seja C' C X um compacto tal que X = (J ¢(g,C). Tal compacto
geG
existe pois ¢ é cocompacta. Como X é localmente compacto, tomemos U, vizinhanca

de z € C tal que ClxU, é compacto. Temos entao que {U, },cc cobre C, o que implica

que existe subcobertura finita {Uy,...,U,}. Seja U = |J U;. Temos que ClxU =
i=1
n
ClxU; que é compacto e |J ¢(g9,U) 2 U ¢(g,C) = X. Como X é metrizavel,
=1 geG geG
segue que ClxU ¢é metrizavel e portanto possui base enumeravel, pois é compacto.

2

Portanto U possui base enumerdvel By. Demonstraremos que B = |J ¢(g, By) é uma
geG

base enumerdvel de X. E imediato que é enumeravel, pois é uniao enumeravel de
enumeraveis (ja que G é enumeravel). Sejam V' aberto de X e x € V. Temos que
dg € G : p(g,x) € U. Portanto 3B € By : ¢(g,x) € B C o(g,V)NU C ¢(g,V), o
que implica que = € p(g~!, B) C V. Portanto B é uma base enumeravel de X. O

Corolario 1.5.20. Sejam G um grupo enumerdvel, X wum espaco topologico lo-
calmente compacto e metrizdvel, Y um espaco topolégico compacto e metrizdvel,
¢ G ~ X uma agao préopriamente descontinua e cocompacta e ¥ : G ~'Y uma

acao de convergencia. Entao o soma-atrator X +Y € metrizdvel.
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Demonstracao. Pela proposicao anterior, X possui base enumeréavel e como Y é com-
pacto e metrizavel, segue que também possui base enumeravel. Como X + Y é

Hausdorff e compacto, segue pelo Corolario 1.3.13 que X + Y ¢é metrizavel. O

1.5.2 Acoes hiperbdlicas e relativamente hiperbdlicas

Definigao 1.5.21. (Acao hiperbdlica) Seja ¢ : G ~ X uma agado por homeomor-
fismos minimal. Entao v é dita hiperbdlica se é de convergéncia e cocompacta em

triplas.

Proposicao 1.5.22. (Bowditch, Lema 5.1 de [2]) Sejam ¢; : G ~ X; agoes hi-

perbolicas minimais. Entao 3p : X1 — Xo homeomorfismo G - equivariante.

Nesse caso, dizemos que G ¢é hiperbdlico e dizemos que a fronteira hiperbdlica de

G é dada por 0,,G = X;.

Proposicao 1.5.23. (Bowditch, Proposi¢ao 1.13 de [2]) Um grupo hiperbélico age

hiperbolicamente em sua fronteira hiperbdlica.

Proposigao 1.5.24. (Bowditch, Teorema 8.1 de [3]) Seja b : G ~ X uma acao
de convergéncia, com X metrizdvel. Entao i é hiperbolica se e somente se todos 0s

pontos de X sao conicos.

Definigao 1.5.25. (Ac¢ao relativamente hiperbdlica) Seja v : G ~ X uma acao
por homeomorfismos minimal. Entao 3 é dita relativamente hiperbdlica se é de

convergéncia, cocompacta em pares e nao parabélica (#A,X > 1).

Proposicao 1.5.26. (Tukia, Teorema 1C de [21] e) Seja ¢ : G ~ X wuma acdo
minimal de convergéncia, com X metrizdvel. Se todos os pontos de X sdao conicos ou

parabdlicos limitados entao 1 relativamente hiperbolica.

Proposigao 1.5.27. (Gerasimov, Teorema principal de [9]) Seja ¢ : G ~ X uma

acao relativamente hiperbolica. Entao temos:

1. o numero de orbitas de pontos limite nao conicos € finito,

2. a ag@o Y|siabypx (ryx—{p}) : Stabyp ~ Ay X —{p} € cocompacta, para todo ponto

limite ndao conico p € X.

Portanto uma acao minimal em um espago métrico ¢é relativamente hiperbdlica se

e somente se todos os pontos sao conicos ou parabdlicos limitados.
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Proposicao 1.5.28. (Gerasimov e Potyagailo, Coroldrio 6.1(e) de [12]) Sejam X;
Hausdorff compactos e 1; : G ~ X; acoes relativamente hiperbdlicas com respeito a
um mesmo conjunto de grupos parabolicos P. Entao dp : X1 — Xy homeomorfismo

G - equivariante.

Nesse caso, dizemos que a fronteira de Bowditch de G com respeito a P é dada

por 0g(G,P) = Xj.

1.5.3 Fronteira de Floyd

Definicao 1.5.29. Seja f : N — R aplicacao. Chamamos f de funcao escalar de
Floyd se satisfaz:

. f(n)
13K >0:¥neN, 1< A8 <K

2. iof(n)<oo

Definigao 1.5.30. Sejam I' um grafo e v € T'y. Se (z,y) € I'1, definimos o com-
primento da aresta com respeito a funcao escalar de Floyd f e ao vértice v, como
leo((z,y)) = f(min{d(v,z),d(v,y)}). Definimos o comprimento de um caminho
como a soma dos comprimentos de cada aresta contida nele. Finalmente, defini-
mos a métrica de Floyd para I' com respeito a f e v como 0y, (x,y) = i%f lsy(), com

~ percorrendo todos os caminhos entre x e y.
Proposicao 1.5.31. d;, € uma métrica.

Definicao 1.5.32. (Fronteira de Floyd) Definimos I'f o completamento por sequéncias
de Cauchy de (I',dy,). O subespaco 0;I' =I'y — I' é chamado de fronteira de Floyd

de I' com respeito a funcao f.
Proposicao 1.5.33. (Floyd, Lema 1 de [7]) A fronteira de Floyd é compacta.

Proposigao 1.5.34. (Karlsson, Teorema 2 de [16]) A a¢do induzida de G em 0;G

¢ de convergéncia.

Proposicao 1.5.35. (Gerasimov, Coroldrio do Teorema 3.4.6 de [10]) Sejam G fini-
tamente gerado e : G ~ X uma ag¢ao relativamente hiperbélica. Entao IN € (0,1) :
VX € (0,1), com N > X\, 3F : 0G — X wuma aplica¢do continua, sobrejetiva e G -

equivariante, com f(n) = X". Tal aplica¢io € dita o mapa de Floyd.
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Proposicao 1.5.36. (Gerasimov e Potyagailo, Coroldrio 7.8 de [11]) Sejatp : G ~ X
uma acdao relativamente hiperbolica, com G finitamente gerado. Se p € um ponto
parabdlico limitado em ¢ e F : 9;G — X € o mapa de Floyd, entao F~'(p) =
J¢(Stabyp).
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Capitulo 2

Soma de espacos

Dados dois espagos topoldgicos construiremos um novo espaco cujo conjunto é for-
mado pela uniao disjunta dos dois espacos, a topologia é tal que se restrita a algum
deles, coincide com a topologia inicial e um dos espacos é aberto. Veremos, Pro-
posicao 2.0.7, que todo espago topoldgico pode ser construido desta forma, para
quaisquer dois subespacos disjuntos cuja uniao é o espago todo e um deles é aberto.

Esse conceito foi usado por Gerasimov em [10] para construir soma-atratores.

Definicao 2.0.1. Sejam X e Y espacos topoldgicos. Dizemos que uma aplicacao
f: Closed(X) — Closed(Y') é admissivel se f()) = 0 e VA, B € Closed(X),

f(AU B) = f(A) U f(B). Fixemos uma aplicagdo admissivel f. Daremos uma
topologia para XUY. Definimos como fechado um conjunto A C XUY se ANX €
Closed(X), ANY € Closed(Y) e f(ANX) C A. Sendo assim, denotemos por 75 0
conjunto de complementares desses fechados e X +;Y = (XUY, 74).

Proposicao 2.0.2. De fato 74 é uma topologia.

Demonstra¢ao. Temos que (X UY)NX = X € Closed(X), (XUY)NY =Y €
Closed(Y) e f(XUY)NX) = f(X)CXUY. Portanto X UY € Closed(X +;Y).

Temos também que PN X =0 € Closed(X),0ND =Y € Closed(Y) e f(INX) =
f(0) = 0. Portanto ) € Closed(X +;Y).

Sejam A, B € Closed(X +;Y). Neste caso, ( AUB)NX = (ANX)U(BNX) e
Closed(X), (AUB)NY = (ANY)U(BNY) € Closed(Y) e f((AUB)NX) =
J(ANX)U(BNX)) =f(ANX)U f(BNX) C AUB (pois f(ANX) C Ae
f(BNX) C B). Portanto AU B € Closed(X +;Y).

Seja {A;}ier uma familia de fechados. Entao (N A4)NX = N(ANX) €

i€l i€l

Closed(X), pois cada A;NX € Closed(X). Analogamente, ([ 4;)NY € Closed(Y).

el
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EViel, f(([ A)NX) C f(A;NX) C A;, o que implica que f((() 4:;)NX) C N A.
i€l i€l i€l
Portanto () A; € Closed(X +¢Y). O

el

Proposicao 2.0.3. Seja A € Closed(X). Entao Clx, yA= AU f(A).

Demonstracao. Temos que (AU f(A)NX = A € Closed(X), (AU f(A)NY =
f(A) € Closed(Y) e f((AU f(A)NX) = f(A) C AU f(A). Portanto AU f(A) €
Closed(X +;Y).

Seja B € Closed(X +7Y) tal que A C B. Temos que f(BNX) C B. Mas
f(BNX)=f(AUB)NX) = f(ANX)U f(BNX) = f(A)U f(BNX), o que implica
que f(A) C B. Portanto AU f(A) C B.

Segue que Clx,,yA= AU f(A). O

Corolario 2.0.4. X ¢ denso em X +;Y se e somente se f(X) =Y.

Demonstragio. Se f(X) =Y, entao Clxy,y(X) = XU f(X)=XUY, o que implica
que X é denso em X +;Y. Se f(X)=Y1 C VY, entdo Clx;,y(X) = XU f(X) =
X UY; € XUY, o que implica que X nao ¢ denso em X +; Y. O

Proposicao 2.0.5. Y ¢ fechado em X +;Y.

Demonstragao. Temos que Y N X = € Closed(X), YNY =Y € Closed(Y) e
fYNX)=f(0) =0 CY. Portanto Y € Closed(X +;Y). O

Proposicao 2.0.6. As aplicagoes idx : X = X +;Y eidy : Y — X +;Y sao

merqulhos.

Demonstragao. Seja F' € Closed(X +;Y). Entdo FNX € Closed(X). Mas FNX =
idy'(F). Portanto idx é continua. Seja F € Closed(X). Temos que Clx,y(F) =
FU(f(F)) e (FU(f(F))NX = F, o que implica que F é fechado em X como
subespaco de X +; Y. Portanto idx é um mergulho.

Temos que Y é fechado em X +; Y, portanto VF C Y, F € Closed(Y) se e
somente se F' € Closed(X +;Y'). Portanto idy é um mergulho. O

Proposicao 2.0.7. Seja Z um espaco topolégico tal que Z = XUY e X € aberto.
Definimos f : Closed(X) — Closed(Y') como f(A) = Clz(A)NY. Entio Z e X +;Y

possuem a mesma topologia.
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Demonstragao. Sejam A, B € Closed(X). Entao f(AUB) = Clz(AUB)NY =
(Clz(A)UClz(B))NY = (Clz(A)NY)U(Clz(B)NY) = f(A) U f(B). Além disso,
f(0)=Clz(0)NY =0 NY = (. Portanto f satisfaz as condigdes necessdrias.

Seja A € Closed(Z). Temos que AN X € Closed(X), ANY € Closed(Y)
e fIANX) =Clz(ANnX)NY C Clz(ANX) C Clz(A) = A. Portanto A €
Closed(X +;Y). Seja A € Closed(X +;Y). Entdo AN X € Closed(X), o que
implica que Clx(ANX)=ANX CA. Mas Clx(ANX)=Clz(ANX)N X, o que
implica que Clz(AN X)N X C A. Por outro lado temos que f(AN X) C A. Mas
fANX) =Clz(AnX)NY, o que implica que Clz(ANX)NY C A. Portanto
Clz(ANX) C A Mas A = (ANX)U(ANY), o que implica que Clz(A) =
Clz(ANX)UCIz(ANY). Como Y € Closed(Z) e ANY € Closed(Y), segue que
ANY € Closed(Z) e portanto Clz(ANY)=ANY C A. Portanto Clz(A) C Ae
segue que A € Closed(Z).

Portanto Closed(Z) = Closed(X +Y).

[

Proposicao 2.0.8. Sejam X,Y espacos topologicos. Entdo X +¢Y € o coproduto de
XeY.

Demonstragdo. Temos que X U f(X) = X € Closed(X +¢Y). Portanto X e YV
formam uma cisao de X +4 Y, o que implica que X +4Y é o coprodutode X e Y. [

2.1 Aplicacoes continuas entre somas de espacos

Definicao 2.1.1. Sejam X +;Y e Z +, W espacos topologicos e ¢ : X — Z e
¢ Y — W aplicagoes continuas. Entao definimos ¢ +¢ : X +,Y — Z 4+, W por
v+o(z)=vY(@)sex € Xep(r)sex €Y. SeGéumgrupo, v : G Xeop:GAY
entao definimos ¢ + ¢ : G ~ X 4 Y definida por ¢ + ¢(g,2) = ¢(g,z) sex € X e
o(g,x)sex €Y.

Proposicao 2.1.2. Sejam X +;Y e Z +, W espagos topoldgicos e ¢y : X — Z e
¢ Y — W aplicagoes continuas. Entao  +¢ : X +;Y — Z +, W € continua se e
somente se YA € Closed(Z), f(v™1(A)) C ¢~ (h(A)).

Obs. Em outras palavras, ¢ + ¢ é continua se e somente se temos o diagrama:

Closed(X) N Closed(Y')

o

Closed(Z) —~ Closed(W)
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Demonstragio. (<) Seja A € Closed(Z+,W). Temos que o conjunto (¢+¢) 1 (A) =
P HANZ)UdH(ANW). Provaremos que esse conjunto é fechado, mostrando que é
igual ao seu fecho. Temos que Clxy vy (v (ANZ)U¢ (ANW)) = Clx4,y (¥~ (AN
Z))UClx4,v (¢~ (ANW)). Mas Clx1,y (v (ANZ)) =" ANZ)U f(¥ ™1 (ANZ)).
Temos que f( 1 (ANZ)) C ¢~ (h(ANZ)) por hipétese e o~ (h(ANZ)) C ¢~ (ANW),
pois A € Closed(Z+,W). Portanto Clx,,y (' (ANZ)) C Y H(ANZ)Ug ™ (ANTV).
Temos que Clxy,y(¢~'(ANW)) = ¢ (ANW) (pois ANW € Closed(W) e ¢ é
continua) e portanto Cly, .y (¥ ' (ANZ)U  (ANW)) CY " (ANZ)Up  (ANW)
e segue a igualdade. Logo ¥ + ¢ é continua.

(=) Suponhamos que ¥ + ¢ é continua. Seja A € Closed(Z). Temos que A U
h(A) € Closed(Z+,W). Pela continuidade de ¥+ ¢, temos que (¢+¢) " (AUA(A)) €
Closed(X +;Y). Mas (+)"L(AUA(A)) = ¥ (A)Up~} (h(A)) = Clx, v (~1(A)U
671 (B(A))) = Cls v (" (4) U Clics,y (6 (h(A))). Portanto Clyy(v1(4)) C
I (A) U G (B(A)). Mas Cl, y( (A)) = ¢ (4) U F(B(A)) e f(&(4) N
1 (A) = 0 (pois v (A) C X). Segue entdao que f(v"'(A)) C ¢ *(h(A)), como

queriamos demonstrar. O

Corolario 2.1.3. Sejam X +;Y, X +p Y espacos topologicos. Entao a aplicagdo
id: X +;Y = X+ Y € continua se e somente se VA € Closed(X), f(A) C f'(A).

Demonstracao. Imediato. O

2.2 Pullback de soma de espacos

Proposicao 2.2.1. Sejam X, W e Y +; Z espacos topoldgicos e aplicagoes continuas
7:X =Y ew: W — Z. Podemos definir f* : Closed(X) — Closed(W) como
[(A) =@ Y (f(Cly(n(A)))). Entiom+w: X +p W =Y +; Z é continua.

Demonstragio. Temos que f*(0) = w1 (f(Cly (m(0 )))) “Lf(Cly(0)) =

0 = e f(AUB) = o (F(Cly ("(AUBY) = - (F(Cly (r(AYm(B))) =

@ (f(Cly((A)) U Cly(n(B)))) = @ (f(Cly(m(A))) U f(ClY( (B)))) =

@ H(f(Cly(n(A)) U (f(Cly(n(B)))) = f*(A)U f*(B), portanto f* é admissivel.
Se A € Closed(Y) entao f*(m 1(A)) = w1 (f(Cly(n(n71(A))))) =

w1 (f(Cly(A))) =@ 1(f(A)), ou seja, o seguinte diagrama comuta:

Closed(X) AN Closed(W)

Closed(Y') — Closed(Z)
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Portanto (71 + @) : X +p W — Y +; Z é continua. O
Proposigao 2.2.2. Se w € sobrejetiva entio f*(X) == 1(f(Y)).
Demonstragio. Temos que f*(X) = @' (f(Cly(n(X)))) = @ (f(Y)). O

Proposigao 2.2.3. Considere X +p W para alguma funcao f' tal que a aplicacao
T+w: X+p W =Y +, 7 € continua. Entao idx +idw : X +p W = X 4+ W €

continua.

Demonstragao. Como 7 + w ¢é continua, temos que VB € Closed(Y), f'(x~1(B)) C
w‘l(f(B)) = f*(m~Y(B)). Temos que VA € Closed(X), f*(xm*(7(A))) =
(f(Cly(n(x=(x(A)))) = @~ (f(Cly(x(A))) = f*(A). Seja B =m(A). Entao
P r(A)) € £ r(A) = £(A). Mas A © = (r(A)), o que mplica que
f'(A) C f(m=Y(w(A))). Portanto f(A) C f*(A), o que implica que idx + idy é
continua.

[]

Em outras palavras, f* induz a topologia mais grossa (dentre as topologias que

estendem as topologias de X e W) tal que a a aplicagdo 7 + w é continua.

Proposicao 2.2.4. Se X, W eY +; Z sao Hausdorff e w € injetiva entdao X +p W
¢ Hausdorff.

Demonstracao. Sejam xz,y € X. Como X é Hausdorff, existem U,V abertos que
separam x e y. Mas X ¢ aberto em X +¢ W, o que implica que U,V sao abertos
em X + W que separam z e y. Sejam x € X ey € W. Tomemos U,V abertos
em Y +; Z que separam 7(z) e w(y) (que sdo pontos diferentes pois m(x) € Y e
w(y) € Z). Portanto (7 + @) ' (U) e (7 + @) (V) separam z e y. Sejam agora
z,y € W. Como w é injetiva, temos que w(x) # w(y) e como Y +; Z é Hausdorff,
existem U e V abertos disjuntos em Y 4 Z que separam w(z) e w(y), o que implica
que (7 + @) Y (U), (r + @) (V) sdao abertos disjuntos em X + W que separam z
e y. Portanto X +;- W é Hausdorff. [

Proposicao 2.2.5. Se m e w sdo fechadas entao 7 +w : X +p W =Y 4+ 7 €
fechada.

Demonstragdo. Seja A € Closed(X+«W). Temos neste caso que ANX € Closed(X),
ANW € ClosedW) e f*(AN X) C A. Como 7 e w sao fechadas, temos que
T(ANX)=(r+w)(A)NY € Closed(Y), w(ANW) = (r+w)(A)NZ € Closed(Z)
e (m+o)(f"(ANX)) = w(f*(AN X)) C (m + w)(A). Mas temos f*(ANX) =
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o (f(r(AN X))), o que implica que w(f*(AN X)) = w(w (f(r(AN X)))) =
f(r(ANX)) = f((m+w)(A)NY) e portanto f((r+w)(A)NY) C (r+w)(A). Segue
entao que (m 4+ w)(A) € Closed(Y + Z) e portanto m + w é fechada. O

Proposigao 2.2.6. (Lema do cubo) Sejam X;,W,; e Y; +y, Z; espagos topoldgicos,
m X; =Y, ew; : Wy — Z; aplicacoes continuas. Tomemos os respectivos pullbacks
[ Closed(X;) — Closed(W;). Se p+v : Y+, Z1 = Yo+y, Zo, v : X1 = Xo €

¢ Wy — Wy sao aplicagoes continuas que comutam os diagramas:

X1 LXQ WlL’WQ
R
Y, ——=Y, 7y —= Zs

Entao Y+ ¢ : Xy +p Wi — Xo +p; Wy € continua.

Demonstra¢ao. Consideremos o diagrama:

It

Closed(X1) Closed(W7)
wl_l o1
S
! Closed(Xs) L Closed(Ws)
7r21’ Cly,ma
Closed(Y)) n Closed(Z,) w5 !
ot ‘ 2 ~
Closed(Y3) R Closed(Zs)

Temos que todos os retangulos laterais (exceto os retangulos com Cly,ms) co-
mutam pela definicao de f{ e f; ou por hipdtese. J& no retangulo 2 temos que
VA € Closed(Ys), fi(u='(A)) C v=1(f2(A)), pela continuidade de pu + v. Seja
B € Closed(X5). Temos que ff o)™ (B) C ffoy ™ omy (Cly,(my(B))) = fiomto
i (Clyy(ma(B))) = 7 0 fi 0 i (Clyy(ma(B))) € w1t 0 v o fo(Clyy(ma(B))) =
¢t oyt o fo(Cly,(ma(B))) = ¢~ o f3(B). Segue entdo que v + ¢ é continua.

O

2.3 Functorialidade do soma-atrator

Agora que temos as ferramentas de soma de espacos podemos entender um pouco

melhor o soma-atrator e resolver o problema de sua functorialidade.
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Primeiramente, é necessario dizer que, apesar de que em uma soma-atrator X +Y
nao aparecer nenhum indice sobre o sinal de +, estd subentendido que existe uma
unica aplicagdo de Closed(X) para Closed(Y) que realiza X + Y como soma de
espacos.

Sejam G um grupo, X espaco topoldgico Hausdorff e localmente compacto, Y
espaco topologico Hausdorff compacto, ¢ : G ~ X agao prépria e cocompacta e
¥ G Y agao de convergéncia. Dividimos em dois casos. Se X = G e ¢ é a
multiplicacao de G, entdao nao apresentaremos (pois nao é necessaria para o desenvol-
vimento do texto) a construcao da aplicagao 0 tal que G+Y = G+5Y (consulte [10]).
No caso geral, seja K C X um compacto tal que p(G, K) = X. Se S C X, denotemos
por SK™'={g€ G:p(g,K)NS #D}. Seja entdo dx : Closed(X) — Closed(Y)
dado por dx(S) = (SK™1). Temos entao que dx nao depende da escolha de K e
X+Y=X+5,Y.

Feitas as consideragoes, podemos demonstrar a functorialidade:

Proposicao 2.3.1. (Functorialidade do Soma-Atrator) Sejam G um grupo, X, Xo
espacos topologicos Hausdorff e localmente compactos, Y1, Ys espacos topologicos com-
pactos, com #Yy > 2, ¢; G ~ X; acoes proprias e cocompactas e ;- G 'Y, acoes
de convergéncia, com ¥y minimal, e jp : X1 — Xo, v : Y] — Yy aplicagoes continuas
G - equivariantes. Entao p+v : X1 +Y, — Xo + Y5 é uma aplicagao continua G -

equivariante.

Demonstragao. Denotemos por 0; as aplicagoes tais que G + Y; = G +5, Y;. Sejam
K; C X; tais que ¢;(G, K;) = X; e p(K;) C Ky (basta tomar K] C X; compactos
tais que ¢;(G, K;) = X; e entao K7 = K] e Ky = p(K) U K}). Tomemos entao Oy,
as aplicacoes dadas por Jx,(S) = 0;(SK; '), para S € Closed(X;).

Sejam S € Closed(Xs) e g € u~(S)K;*. Temos que ¢1(g, K1) N pu~*(S) é ndo
vazio, o que implica que fi(pi(g, K1) N p~'(S)) # 0. Mas p(pi(g, K1) N p='(S)) €
(19, K1) N p(p='(S)) € pa(g, Kz) NS, o que implica que pa(g, Ko) NS # 0 e
portanto g € SK;*. Temos entdo que u~'(S)K;* C SK;* .

Temos, pela Proposicao 1.5.18, que idg + v : G +5, Y1 = G +4, Y3 é continua,

o que implica que ocorre o seguinte diagrama:

Closed(G) —2~ Closed(Y})

z’d;T c Tul

Closed(Q) o, Closed(Y3)
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Temos, para S € Closed(Xs3), que dx, (1 1(S)) = o (u ™ (S)K; 1) C O (SKy ) C
v H02(SKy 1Y) = v 1(0x,(S)). Ou seja, temos o diagrama:

ax,
Closed(X;) — Closed(Y7)

Ox4

Closed(Xs) — Closed(Y3)

E portanto a aplicacao u+ v : X; +ox, Y — X5 +ox, Y5 é continua.

2.4 Observacao sobre soma de espacos

Nosso objetivo para os proximos dois capitulos seré construir, a partir de um espago
compacto, Hausdorff e separdvel C, espagos Hausdorff compactos N+, C e Ko+ C
tais que f(N) = C e f'(Ky) = C. Ou seja, construiremos compactificagoes de N e de
Ky tais que o complementar de tais espagos serd homeomorfo a C'. Mostraremos a
unicidade, a menos de homeomorfismos, de tais espagos.

A fim de deixar claro que essa unicidade de compactificacao é uma propriedade
bem especial dos espacos N e K, deixamos aqui um exemplo simples em que tal
unicidade nao ocorre:

Tomemos D o disco aberto de dimensao 2 e colaremos S* de duas formas diferentes.

A primeira é a canonica: X; = D +;, S* é o disco fechado de dimensao 2.

—
17277777,
////////////\
007

Na segunda, pegamos D e identificamos dois pontos no bordo. Como o bordo nao
pertence a D, o interior continua homeomorfo a D. Nosso novo bordo é homeomorfo
a colagem de duas circunferéncias por um ponto. Identificamos entao essas circun-
feréncias, o que novamente nao altera o interior. Temos agora que o bordo passa a

ser o espaco dado por essa identificacao, que é homeomorfo a S*.

20 2 7 77
10005000000, .7 W L000000000)
0555000000000 Py 7000 5700007000000
200000000000707, 207 70077 7
2IIII I T N 15277 I 777777, 70N
19505055525005000% 455500 N 155005 7
70000070000070077 7707 777 77 7
1100555000000 00 1557 ) 7 <
015500005000055007 777 ¥ v w7
oy 7 2 7 2
(A v (Y [ v
000000002002050001 v v 7 Al
7000000000007007 7 7 7 2
X3000000000500007 73 27 A 77
Nz/727777277777y AN 7y XA ‘g
ey g .
0500500, x / Cx o/
72 ~o0— ~—o—
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Entao, colamos uma cépia de S' ao longo desse bordo. Temos neste caso Xy =
D+ f2 St

N
7 700057
oy
A
I )
Lo27s '
(o <2
7 Y
vl 77 _
7 ;
7 /
7 %
D /;/
S 74
S o

Temos que X; 2 Xy, visto que, m(X1,p) = 1 e m(Xs,p) = Z, para p € D.
Portanto existem dois espacos que possuem duas colagens (compactas, Hausdorff,
metrizdveis e com o primeiro espaco denso) distintas. E facil ver que, desse exemplo,
surge uma familia infinita de espagos nao homeomorfos formados como colagem entre
De St

O plano projetivo real também é uma colagem da forma D+, S* nao homeomorfa

a0s casos anteriores.
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Capitulo 3

Compactificacoes de N

Proposicao 3.0.1. Seja C' um espacgo topologico Hausdorff, compacto, separdvel e

sem pontos isolados. Entao existe um espaco Hausdorff compacto da forma N +; C

tal que f(N) = C.

Demonstragao. (Baseado no Exemplo 3.1 de [8]) Seja S € C' um subconjunto enu-
meravel e denso. Seja X = (C' x {0}) U (S x {1}), com a topologia gerada pelos
conjuntos {(z,1)}, com z € S e (U x{0}) U (SN (U — {z}) x {1}), com =z € C
e U vizinhancga aberta de x em C. Estes entao formam uma subbase B para uma
topologia.

Sejam (z,1),(y,1) € X, com = # y. Os proprios pontos sdo abertos portanto
separam-se. Sejam (z,1), (y,0) € X, com = # y. Como C é Ty, U aberto de C tal
quey € Uex ¢ U. Entao (z,1) ¢ (Ux{0})U(SN(U—{y})x{1}), o que implica que
{(z, )} e (Ux{0HU(SN(U—{y}) x{1}) separam (z,1) e (y,0). Sejam (x,1), (z,0) €
X. Se U é um aberto de C tal que z € U entao (U x {0}) U (SN (U — {x}) x {1})
e {(z,1)} separam (z,0) e (x,1). Sejam (z,0),(y,0) € X, com z # y. Como C
¢ Hausdorff, 3U,V abertos em C tais que z € U, y € Ve UNV = (). Entao
(Ux{0HuSNU —A{z}) x{1}) e (V x{0}H) U (SN (V —{y}) x {1}) sdo abertos
disjuntos que separam (x,0) e (y,0). Portanto X ¢é Hausdorff.

Temos que g : C' — X tal que g(z) = (2,0) é continua e por C' ser compacto e
X ser Hausdorff, segue que C' x {0} = ¢g(C) = C. Seja V = {V,}aer uma cobertura
aberta de X por elementos da subbase B. Como C' x {0} é compacto H{V,,, ..., Va, }
subcobertura de C' x {0}. Temos que Vi, Jz; € C e 3U; aberto em C' e vizinhanga de
x; tal que V,, = (U; x {0 U(SN(U; —{x;}) x{1}). Nesse caso, {U; x{0}, ..., U, x{0}}
cobre C' x {0}, o que implica que {S N (U; — {z1}) x {1},...,SN (U, —{z,}) x {1}}
cobre (S x {1}) — {(1,1), ..., (zn,1)}. Seja V,,,, algum elemento de V tal que z; €
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Vanei- Entao {V,,,..., Vi, } é uma subcobertura de X. Pelo teorema da subbase de
Alexander segue que X é compacto.

Temos que todo elemento de B intersecta S x {1} (pois C' nao possui pontos
isolados), o que implica que Clx (S x {1}) = X. Portanto X = (S x {1})+(C x{0}),
para alguma funcao f tal que f(S x {1}) =C x {0}, S x {1} =Z=Ne C x {0} = C.

O

Proposicao 3.0.2. Sejam C um espaco compacto e metrizavel e N+ C' uma com-

pactificagao de N. Entao N+ C' € metrizdvel.
Demonstracao. Imediato do Corolario 1.3.13. n

Proposicao 3.0.3. Sejam C' um espago topologico compacto, metrizavel e sem pontos
isolados e X = N+ C um espago compacto tal que f(N) = C. Entdo dado S subcon-
junto enumerdvel e denso de C existe T : X — X aplicagao continua e idempotente,

tal que Im 7=C, 7(N) =S eVx € S, #771(z) = N,.

Demonstragao. Sejam 4 a estrutura uniforme de X, {u,, },en uma base encaixante da
estrutura uniforme 4, com u; = X? e {s, }nen uma enumeracao de S. Seja {v, }nen
uma base encaixante de 4 tal que Vn € N, v2 C u,, e v; = X2, Paran € N, denotemos
por A, = {m € N:m € B(S,v,) — B(S,v,41)} (tais conjuntos podem ser vazios).

Como N +; C' é compacto e v; = X2, segue que |J A, =NeVn e N, A, é finito,
neN
e como é {v, }neny € uma base encaixante temos que Vn; # ny € N, A,, N A4,, = 0.

Sejam g : N — N tal que Vn € N, n € Ay e {a;}ieny uma nova enumeracao de N tal
que se a < a' entao g(a) < g(a').

Construimos entao um argumento back-and-forth (referéncia sobre o assunto:
Secao 2.4 de [17)):

Seja ¢ = minN (com a nova ordem). Entao existe sequéncia N; que converge
para algum p; € S e tal que ¢; € Ny e Va € Ny, (a,p1) € vy.

Seja po = min S — {p;}. Entao existe uma sequéncia Ny C N — N; tal que N
converge para py e Va € Ny, (a,ps) € vy.

Geralmente temos: . o

Seja gapt1 = min N— (J N;. Como N— ({J N;U{p;}) é aberto em X e existe uma

' i=1

=1
2n

sequéncia de elementos de N que converge para algum ponto em S — | J{p;}, entao
i=1

2n 2n
existe sequéncia Na,1 € N — [J N; que converge para algum po,11 € S — [J{pi} e
i=1 i=1
tal que gont1 € Nopt1 € Va € Nopy1, (a,poni1) € Vg(gni1)-
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2n+1 2n+1
Seja papie = min S — U {p:i}. Como N — ( U N;U{p;}) é aberto em X e existe

uma sequencia de elementos de N que converge para Dan2, €NtA0 existe uma sequéncia
2n+1
Nopyo € N— U1 N; tal que Ny converge para papi2 € Va € Nopia, (@, P2ant2) € Vg(gniy)-

Portanto temos que |JN; = N e U{p:} = S. Temos que Vn € N, Va €
1€N 1€N
Ny, (@;pn) € vg(q,) se n for impar e (a,p,) € vy, ,) se n for par. Temos entdo

que Vn € N, Va,b € N,, (a,b) € ugyq,) se n for impar e (a,b) € ugq,_,) se
n for par. Ou seja, se n for impar N, U {p,} € Small(ugy,,)) e se n for par,
Ny U{pn} € Small(ug(q,_,))-

Tome a relagao de equivaléncia ~= A?X U |J (N, U {p,})?. Sejam m,n € N tais
neN
que N, U{p,} ¢ Small(u,,). Temos entao que m > g(q,) pois {um, }men ¢ encaixante.

Mas o conjunto {n € N : g(¢g,) < m} é finito (pois cada A; é finito). Portanto o
conjunto {N, U {p,} : N, U {pn} ¢ Small(u,,)} também ¢ finito. Como {tm }men €
base de i, segue que ~ é topologicamente quaseconvexa.

Seja entao m : X — X/ ~ a aplicagdo quociente. Como X é compacto e ~
é topologicamente quaseconvexa temos que X/ ~ é Hausdorff (Proposigao 1.3.8).
Temos que 7|c € bijetiva, o que implica que é um homeomorfismo, pois C' é compacto.
Set: C' — N+;C é a aplicagao de inclusao entao 7 = vo(7|c) tor : N+;C — N+,C
é a aphca(;ao procurada (7 é continua pois é composta de trés aplicagoes continuas).

]

E agora podemos compactificar N de tal forma que C seja metrizavel mas com

pontos isolados:

Proposicao 3.0.4. Seja C um espaco topoldgico compacto e metrizdvel. Entao existe

um espag¢o Hausdorff compacto da forma N+, C tal que f(N) = C.

Demonstracao. Se C' nao possui pontos isolados, temos o caso da Proposigao 3.0.1.
Se C' possui pontos isloados, entdao C} = C' x I, com I = [0, 1] é um espago compacto,
metrizavel e sem pontos isolados. Portanto, pela Proposigao 3.0.1, existe um espaco
Hausdorff compacto da forma N +; C; tal que f(N) = ;. Tome S um subconjunto
enumeravel e denso de C; tal que Sp = S N (C x {0}) é denso em C' x {0}. Pela
proposicao anterior, existe uma aplicacao continua 7 : N+, C; — N+, C; tal que 7
¢ idempotente, Im 7= C}, 7(N) =S eVz € S, #7 (z) = N,.

Pela continuidade de 7, 771(C x {0}) ¢ fechado, e portanto compacto. Como
Vo € Sy, #77Hx) = Ny e 771 (x) — {x} forma uma sequéncia que converge para z,
segue que f(771(C' x {0})NN) 2 Clyy, ;S0 = C x {0}. Por outro lado, 77'(C' x {0})
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é fechado, o que implica que f(771(C x {0}) " N) C C x {0}, o que implica que
f(r7HCx{0})NN) = C'x {0}. Temos entao que 7' (Cx{0})NN =N, Cx{0} 2 Ce
(771(C'x{0})NN)+;(C'x{0}) é compacto, Hausdorff e f(771(C'x{0})NN) = C'x{0},

ou seja, ¢ o espago procurado. O

Mas ja temos a existéncia de aplicagoes idempotentes para tais espagos pois na

Proposicao 3.0.3 nao havia a hipétese dos espagos nao possuirem pontos isolados.

Proposicao 3.0.5. Sejam C' um espago topologico Hausdorff, compacto e separdvel,
S; subconjunto enumerdvel e denso em C', X; = N+, C um espaco Hausdorff compacto
tal que f(N) = C e 1, : X; — X; aplicagdes continuas e idempotentes, tais que
Im7=0,7(N)=S; eVr €8, #7, (z) =Ng. Setp: C — C é um homeomorfismo
tal que ¥(Sy) = Sy entao existe ¢ : N — N que comuta o diagrama:

N—s(C
] P
N—-sC
T2

Demonstracdo. Temos que Vo € Sy, #7; '(x) = #75 '((x)) = Ny, portanto existe
bp 7 (1) = 75 H(1h(x)) uma bijecdo. Por construcio o diagrama comuta:

(@) ——C

o

' (U(@) = C

2

Entao ¢ = |J ¢, : N — N é um homeomorfismo e comuta o diagrama. O]
€S

Proposicao 3.0.6. Seja C' um espaco topologico Hausdorff, compacto, separdvel.
Entao existe, a menos de homeomorfismos que firam C', um unico espago X Hausdorff
compacto da forma N +; C tal que f(N) = C.

Demonstracao. Sejam X; = N +4 C dois destes espagos, S um subconjunto enu-
meravel e denso de C' e 7; duas respectivas aplicagoes continuas idempotentes tais
que Im 7, = C, 7;(N) = S eV € S, #7,'(r) = Ny. (demonstramos a existéncia
de tais aplicagoes acima). Pela proposi¢ao anterior existe ¢ : N — N homeomorfismo

que comuta o diagrama:
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N—s(C

lﬂﬁ ide

Seja (¢ +ide) : N+yp C — N4y, C. Temos que (¢ + ide) fixa C. Seja {z;}jer C

N+, C uma rede que converge para um ponto z € C. Se quase todo ponto pertence
a C, suponhamos todo ponto, entdao {¢ + idc(z;)}jer = {x;}jer que converge para
¢ +idc(x) = x. Se quase todo ponto pertence a N, suponhamos todo ponto, entao
temos que, pela continuidade de 7y, {71 (z;)},er converge para 7 (z) = x. Mas 7 =
T2 0 ¢, o que implica que {7 o ¢(x;)};er converge para z. Seja 2’ um ponto de
acumulacao da rede {¢(z;)}jer. Se 2’ € C entdo m(z’) é ponto de acumulagdo de
{3 0 ¢(z;)}jer, 0 que implica que 2/ = z. Se 2/ € N entao JI" C T' subconjunto
cofinal tal que Vj € I", ¢(x;) = 2’ (pois os pontos de N sa@o isolados). Mas isso
implica que Vj € I, x; = ¢~ (2’), o que implica que ¢~ !(2’) é ponto de acumulagao
de {x;},er, absurdo. Portanto o tnico ponto de acumulacdo de {¢(x;)}jer € x, 0
que implica que, pela compacidade de N+, C, {¢(z;)}jer converge para z. Mas
{¢(x;)}jer = {¢ +idc () }jer, 0 que implica que {¢ + idc(x;)}jer converge para x.
Se a rede possuir muitos pontos em N e muitos pontos em C', basta dividir em duas
subsequéncias. Portanto ¢ +idg é continua e, analogamente, (¢ +idc) ™! = ¢~ +idc

também é continua. O

Tal teorema é devido a Peczynski e pode ser encontrado em [23] (Proposicao 8.8)
e no artigo original [20] (p. 87).

Terminaremos essa se¢ao com um exemplo de soma N + I, com [ = [—1, 1].

Exemplo 3.0.7. Sejam f : [0,1] — R a fun¢do dada por f(z) = sen(i) e X =
Clp2Gr(f) = Gr(f) U ({0} x [-1,1]). Tomemos {5=}nen. Temos que a sequéncia

¢é decrescente, converge para 0 e Vn € N, f((m, #)) = [-1,1]. Sejam S um

subconjunto enumeravel e denso em [—1,1] e g : N — S tal que Vs € S, #g7!(s) = No.

Temos que Vn € N,Vs € S, s € f((m, 5—)), portanto tome z,, € (m, )

tal que f(z,) = g(n). Nosso espago serd entdao Y = {(x,, g(n)) }nen U ({0} x [—1,1]).
Temos que (1,,g(n)) € (5=, 5—=) X R e Vm # n € N, ((2(; L) xR)e

2(n+1)7’ 2nmw n+1)w? 2nw
((2(; ) x R) sdo disjuntos, o que implica que ¥n € N, {(z,,, g(n))} é aberto em

m+1)7? 2mm
Y. Portanto {x,,g(n)}n.eny = N e é aberto em Y. Seja (z,,, g(n;))ien uma seqiiencia
convergente em R% Temos que {x,, }ien converge para 0, pois m < T, € 3o

e {ﬁ}neN converge para 0. Como Vn € N, g(n) € [—1, 1], segue que (x,,, g(n;))ien
converge para algum ponto em {0} x [—1,1] C Y. Portanto Y é fechado em RZ2.
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.

Como Y C X e X é compacto, segue que Y é um espaco compacto. Portanto
Y = {(zn,9(n)) }nen +n ({0} x I) para algum h e é compacto. Como Vs € S,
{(zn,g9(n)) : g(n) = s} converge para s, segue que S C h({(zn,g(n))}nen), 0 que
implica que A({(x,,g9(n))}nen) = {0} x I, pois S é denso em {0} x I. Portanto
Y = N+, I para alguma fungao b’ tal que h'(N) = I e N 4, I é compacto e
Hausdorft.
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Capitulo 4

Compactificacoes de K|

Proposicao 4.0.1. Seja C' um espago topologico Hausdorff, compacto e separdvel.

Entao existe um espago Hausdorff compacto da forma Ko+ C tal que f(K,) = C.

Demonstragao. Sejam {L;};en uma partigio de Ky por abertos compactos e L =
U L?. Temos que Ko/L = N, portanto 3f : Closed(Ky/L) — Closed(C) tal que
SE(N: Ko/L +¢ C ¢é Hausdorff compacto e f(Ky/L) = C. Temos que v : Ky — K/L
a aplicagdo quociente é fechada pois Ky/L é discreto. Tomemos f* o pullback de
fporveidoceX = K, +4+- C. Temos pela Proposicao 2.2.1 que a aplicacao
(v +id) : X — X ¢é continua, pela Proposigao 2.2.5 que v + id é fechada, pela
sobrejetividade de v que f*(Ky) = f(Ko/L) = C e pela Proposigao 2.2.4 que X
é Hausdorff. Temos também que Vz € C, (v +id) ' (z) = = e Vv(L;) € Ko/L,
(v +1id)"Y(v(L;)) = L; que é compacto, portanto a aplicagao v + id é perfeita. Como
X é compacto, segue, pela Proposicao 1.3.3, que X é compacto.

Portanto X é o espaco procurado.

O espago construido acima sera denotado por K¢.

Proposicao 4.0.2. Sejam C um espago compacto e metrizdvel e Ky +¢ C uma com-

pactificagao de K. Entao Ko+ C é metrizdvel.
Demonstracao. Imediato do Corolario 1.3.13. O

Mostraremos agora a unicidade, a menos de homeomorfismos que preservam C,

desse espaco.

Proposicao 4.0.3. Sejam C' um espago topoldgico compacto e metrizavel e (X, ) =
Ko+5C espago compacto tal que f(Ky) = C. Entao existe L = {L;};en uma particao
por abertos compactos de Ky tal que Vu € Y, #{j € N: L; ¢ Small(u)} <X,.
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Demonstracao. Temos que Yu € 4, 3U cobertura de Ky por abertos-fechados u
- pequenos (por exemplo {intB(z,v) N Ko}rex,, com v> C u). Como Ky é 0 -
dimensional e localmente compacto, podemos construir um refinamento U’ tal que
todo elemento é aberto e compacto. Como U’ é refinamento, todo elemento ainda é
u - pequeno. Como K| possui base enumeravel segue que é de Lindelof e portanto
podemos tomar uma subcobertura de U’, U"” = {U,;}ien. Tomemos Vy = Uy, V; =
Ui— (UhU...UU;_q) parai € Ne U” = {V; }ien. Temos que U” é uma cobertura por
abertos compactos pois Uy U ... U U;_y é fechado (aberto) em X, o que implica que
Vi é aberto (fechado) em X. Além disso temos que por construcao é uma parti¢ao e
refina U. Portanto Vu € U, 3V particao enumeravel de K por abertos compactos u
- pequenos.

Como X ¢é metrizavel, existe {u;};ey uma base de Y. Tomemos U = {V;}en
particao por abertos compactos u; - pequenos de X. Temos que Vi € N, V; é um
espago compacto, 0 - dimensional e possui base enumerdvel. Portanto possui uma
particdo U; = {V;1,..., Vi, } por abertos compactos u; - pequenos (podemos deixar
Uy = {Vi}). Temos que Vi,j € N, V;; é um aberto contido em V; que é aberto em
X, portanto é aberto em X. Segue entao que U’ = [ J U; é uma particao por abertos

ieN
compactos de Ky. Sejamu € e Le{V e U': V ¢ Small(u)}. Seja i € N tal que
i—1

u; C u. Temos que L ¢ Small(u;), o que implica que L € |J U; que é um conjunto
j=1

finito. Portanto {V € U": V ¢ Small(u)} é finito. O

Proposicao 4.0.4. Sejam C um espago topolégico compacto e metrizdvel e (X, ) =
Ko +¢ C espaco Hausdorff compacto tal que f(Ky) = C. Se L = {L;}jen € uma
parti¢do por abertos compactos de Ky tal que Vu € U, #{j € N: L; ¢ Small(u)} < R
e = AX?U | L?, entio X = X/ é homeomorfo ao tinico espaco Hausdorff
compacto da f01f7€ni N+4 C, com f'(N)=C.
Demonstragdo. Seja o : X — X aaplicagio quociente. Temos que Vj € N, L; é aberto
em X, o que implica que o(L;) é aberto em X. Segue entdo que o(Kp) é discreto,
aberto em X e infinito enumeravel pois a particao de K é infinita enumeravel. Temos
também que o|¢ ¢ bijetiva, o que implica que o(C) = C. Temos entdo que X =
o(Ky) +p C para alguma funcao f' e p(Kp) = N. Além disso é compacto, j& que
X é compacto. Por construcao temos que # é topologicamente quaseconvexo, o que
implica que, pela Proposicao 1.3.8, X/ é Hausdorff.

Portanto X 2 N+, C, com f'(N) = C. O
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Proposicao 4.0.5. Sejam C' um espaco topolégico compacto e metrizivel e X =
Ko+ C espago Hausdorff compacto tal que f(Ko) = C. Seja uma aplicagio continua
p+ide: Ko+5C — N+p C, com N+ C Hausdorff compacto e tal que f'(N) = C.
Entao f € o pullback de f' pelas aplicacées p e idc.

Demonstracao. Por hipdtese p+1ide é continua, o que implica que, pela Proposigao
2.2.3, a aplicacao idg, + idc : Ko +¢ C — Ko+« C' € continua. Como Ko+ C ¢
compacto e K +p+ C' é Hausdorff (pela Proposigao 2.2.4), segue que idg, + idc

¢ homeomorfismo, o que implica que f = (f")*. O

Proposicao 4.0.6. Sejam C1, Cy espacos topoldgicos compactos e metrizaveis e X; =
Ko+, C; espagos Hausdorff compactos tais que f;(Ky) = C;. Sejam L; = {L; j}jen
partigoes por abertos compactos de Ko e p; +idc, : Ko +y, C; = N+ C; aplicagoes
continuas, com X; = N+ C; Hausdorff compactos e tais que fI(N) = C;. Suponhamos
queVj € N,Vi=1,2, pi(Lij) =j. Sev+¢:N+y Cy = N+py Cy € continua, entdo
i+ ¢ : Ko+y5 C1 = Ko +5, Cy aplicagao continua que comuta o diagrama:

X, 22 x,

p1 +idci ipz +ide

Além disso, se 1 4+ ¢ é homeomorfismo entdo ¥ + ¢ também serd.

Demonstragao. Como todos os L; j sao abertos e fechados de Ky, temos que sao todos
homeomorfos a K. Seja 1) : Ly ; — Ly ;) homeomorfismo. Como Ky ¢ o coproduto
de L; com as aplicagoes de inclusao, temos que as aplicagoes 9; estendem unicamente

para um homeomorfismo 1) : Ky — K;. Segue o diagrama comutativo:

w.
Lyj —> Loy

P, ]

K() —_— KO
I
N—Y >N

Tomemos 1+ ¢ : Ko+ 7 C1 — Ko+, Cy. Temos que cada componente ¢ continua,

fi = (f})* e os diagramas comutam:
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KO—w>K0 Ci —— (Y

Lpl le l’del ch?l
@

N—d})N Cl—>02

Pelo Lema do cubo a aplicacio ¥ + ¢ é continua e analogamente temos que
(Y + @)™t =~ 4+ ¢! também é continua, caso exista ¢t + @71,
[

Corolario 4.0.7. Seja C' um espago topologico compacto e metrizdvel. Entao o espaco
compacto da forma Ko+ C tal que f(Ky) = C € unico, a menos de homeomorfismos

que fitam C'. Tal espaco deverd entao ser homeomorfo a K¢ .

Demonstragao. Sejam (X, 4;), para i = 1,2, espagos Hausdorff compactos tais que
X; = Ko+, C, com f;(Ky) = C. Pela Proposicao 4.0.3, existe L; = {L;;}jen
particdo por abertos compactos de K tal que Vu € ;, {i € N : L;; ¢ Small(u)}
¢ finito. Tomemos 0; = A*X,; U |J Lij, Xi = X;/0; e 0; - X; — X; a aplicacao
quociente. Entao X; = N+ C, Céi fi(N) = C.

Logo X, é tinico, a menos de homeomorfismos que fixam C. Sejav+ide : X1 — Xo
um desses homeomorfismos. Pela proposicao anterior ¥ +idc pode ser levantado para
um homeomorfismo 9 + ide : X; — X,. Portanto X; = Xo. ]

Proposigao 4.0.8. Seja ~= A%*(K¢) U C?. Entio Ko/ ~~2 K.

Demonstra¢ao. Como K¢ é compacto, temos que Ko/ ~ também é. Temos que
~= A?K¢ U C? é fechado em K2, portanto K¢/ ~ ¢ Hausdorff. Seja 7 a aplicagao
quociente. Temos que 7| g, ¢ injetiva e aberta (pois Ky é aberto de K¢ e todo aberto
de K é saturado), o que implica que 7|k, ¢ um mergulho. Como #n(C) = 1, segue

que K¢/ ~ é a compactificacdo de um ponto de Kj. Portanto K¢/ ~= K. ]
Terminaremos essa segao com um exemplo de soma Ky + I, com [ = [—1, 1].

Exemplo 4.0.9. Tomemos Y o espago construido no Exemplo 3.0.7. Vimos que
HVe}oey—(foyxr) um conjunto de abertos dois a dois disjuntos de R? tal que Vz €
Y — ({0} x I), x € V. Suponhamos que se = possui primeira coordenada m entao
diam V, < m. Tome C, um conjunto de Cantor horizontal tal que x € C, C V,.
Nosso espago serd Z = ({0} x I) U, C;.

Como z € C, CV, eVa £y, V,NV, =0, segue que Yz, C, é aberto em Y.
Portanto |, C, = UwK = Ky e é aberto em Z. Seja {(an,b,)}neny uma sequéncia
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convergente, em R? de elementos de Z. Se #{(an, bn) bnenN ({0} x I) = R (respectiva-
mente #{(an, bp) }nenNCy = Np para algum z) entdo uma subsequéncia converge para
um elemento de {0} x I (respectivamente C,) por compacidade, o que implica que
{(@n, bn) tnen converge para algum elemento de {0} xI C Z (respectivamente C,, C Z).
Suponhamos entao que #{(an, bp) }nenN({0} X 1) < Ry eV, #{(an, bn) tnenNCr < Ry
. Seja (xn,y,) € Y — ({0} x 1) tal que (an,bn) € Ca, - Como Cp é sempre hori-
zontal, temos que Vn € N, y, = b,. Portanto {b,},en converge para algum ponto
em /. Temos também que {x, },en converge para 0 e Vn € N, d(z,,a,) < z,, 0 que
implica que {ay,}nen converge para 0. Portanto {(an,b,)}neny converge para algum
elemento de 0 x [ C Z. Portanto Z é fechado. Mas Z é limitado pois Y é limi-
tado e Z C B(Y, 1), ja que Vz, diam V, < 1. Portanto Z é compacto. Temos que
{0} x I C Clz(Y — ({0} x I)) € Clz(J,Cy), o que implica que Clz(|J,Cy) = Z.
Portanto Z = (|J, C») +; ({0} x I) para algum j, é compacto e j(|J, C;) = {0} x I,

o que implica que Z = Kj.
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Capitulo 5

Produtos fibrados de
compactificacoes de K

Definicao 5.0.1. Sejam P C K e C = {C,},cp uma familia de espagos topolégicos
compactos e metrizdveis. Denotamos por m, : K¢, — K aplicagao sobrejetiva e
continua tal que m,(C,) = {p} e mpy|k, ¢ injetiva. Tal aplicagdo sempre existe pois K

¢ homogéneo. Denotemos por K¢ = lim{K¢,, mp}pep-
H

Proposicao 5.0.2. Sejam Z um espago Hausdorff compacto, P C Z, {X,}p,ep uma
familia de espagos topoldgicos Hausdorff e compactos, w, : X, — Z continuas, so-
brejetivas e injetivas em wp|Z7w51(p) e X = I}EI{Xp,wp}pep. Tomemos a sequinte

relagio em X : ~= A’2X?>U |J 71 (p)?, com 7 : X — Z a aplicagdo de projegio.
peEP
Entao ~ ¢é topologicamente quaseconveza.

Demonstracao. Sejam U a estrutura uniforme compativel com a topologia de X, i,
a estrutura uniforme compativel com a topologia de X, e B a base de 4 formada
pelos conjuntos da forma m, *(up, ) N ... V7w, (uy,), com upy, € 4y, e m, : X — X, a
aplicacao de projegao. Sejam entao u € B : u = m,  (up,) N ... V7w, (uy,) ep € P
7' (p) ¢ Small(u). Entao Fi € {1,,,n} : 7 '(p) ¢ Small(m, ' (up,)), 0 que implica
que mp, (771 (p)) & Small(u,,) (Proposigao 1.2.8). Mas 7, (7 *(p)) é apenas um
ponto para todo p # p; e pontos sdo sempre pequenos. Portanto p € {p1,...,pn}, O
que implica que #{7 1 (p) : 71 (p) ¢ Small(u)} < Ry. Como usamos um elemento u
qualquer de B, temos que ~ é topologicamente quaseconvexa (Proposicao 1.3.9).

[]

Como caso especial tomemos X = K¢ e temos que ~= A? KZU |J 7 !(p)? definida
peEP
em K¢ é topologicamente quaseconvexa.

Proposicao 5.0.3. Em K¢ valem as sequintes propriedades:
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1. T|z1(k—py € injetiva,
2.Vpe P, 7' (p) =C,
3. Vp € P, CZKC(KC — Cp) = K.

4. Vp € P, o quociente K¢/ ~, é Hausdorff, com ~,= A*Kc U |J 7 (q)%
a#p
Demonstracdo. As propriedades 1 e 2 sao imediatas e a propriedade 4 segue da pro-
posicao anterior. Provemos entao 3. Suponhamos que dp € P : ClKC(KC—szl(Cp)) #+
X. Portanto 3z € U C 7, '(Cp), com U aberto em K¢. Mas U é saturado em 7, 0
que implica que 7,(U) é aberto em K¢, e m,(U) C C,, absurdo pois Ky ¢ denso em
Ke,. Portanto Vp € P, Clg, (K¢ — 7, (C,)) = X. O

Proposicao 5.0.4. (Caracterizag¢io de produtos fibrados) Sejam X um espago to-
pologico compacto e metrizavel, m : X — K uma aplicagao quociente, P C K e
C = {C,}pep uma familia dois a dois disjunta de subespagos compactos de X . Supo-

nhamos que:
1. Tl—1k—p) € injetiva,
2.¥pe P, 7l (p) =C,,
3. Vpe P, Clx(X —C,) = X.

4. Vp € P, o quociente X, = X/ ~, ¢ Hausdorff, com ~,= A*’X U |J CZ.

q#p

Entao X = K.

Demonstragao. Seja p € P. Mostraremos que X, = K¢,. Temos que X, ¢ compacto
pois X é compacto e é Hausdorff por hipdtese.

Seja m, : X — X, a aplicacdo quociente. Temos que m,(X — C,) = X, — m,(C,)
o que implica que 7, (Clx, (X, — m,(Cp))) é um fechado de X que contém X — C,
que é denso por hipdtese. Portanto 7rp_1(ClXp (X, —m,(C,))) = X, o que implica que
7, (Cp) C Clx, (X, — m(Cp)). Portanto Clx, (X, — 7,(Cp)) = Xp. Segue entdo que
X, = (Xp — mp(Cyp)) +5 mp(Cy), com f(X, — m,(Cp)) = mp(C,). Como m, é perfeita
(pois Vq € P, C, é compacto) e fechada (pois X é compacto e X, ¢ Hausdorff), temos
que X, possui base enumeravel (pois X possui base enumeravel, ja que é compacto e
metrizavel), o que implica que X, é metrizavel. Mostrando que X, — m,(C,) = Ky e

~Y 3 = Y
7,(Cp) = Cy, segue do teorema de caracterizacao que X, = Kc,.
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Temos que 7,|c, ¢ uma aplicagao injetiva. Da compacidade segue que é um mer-
gulho. Seja Wl’j : X, = K a aplicagao quociente tal que m = m, o m,. Temos que
Tl x,—mp(cy) € injetiva, continua e Im 7| x, x,(c,) = K — {p}. Seja S um fechado de
X, —m(Cyp). Entao S = 5N (X, —7,(C,)), com S’ fechado de X,,. Se S = 5’, entao
S é compacto, o que implica que 7,(S) é compacto e portanto fechado em K — {p}.

!/ / ! _ : : / _ / !
Se S # S’ temos que 7,(S" — S) = p, o que implica que 7,(S5) = m,(S’) — {p}. Como
m,(S") é fechado em K, segue que m,(S5") é fechado em K —{p}. Portanto 7 |x, x,(c,)
¢ uma aplicagao fechada, o que implica que é um homeomorfismo entre X, — m,(C,)
e K —{p}.

Temos entdao que X, = Kc,. A aplicagao m, é tal que m,|x, r,(c,) ¢ injetiva e
7 N (p) = mp(Cp) = Cp, portanto, tomemos (Ke, {7, T}pep) = {iLn{Xp,ﬂ';}. Como
m, e m, foram construidos de tal forma que 7™ = 7,07, temos que 7 e {7, } e p induzem

uma tUnica aplicagdo continua w : X — K¢ que comuta o diagrama (Vp € P):

Como 7 e Vp € P, m, sao sobrejetivas, segue que w ¢ sobrejetiva. Sejam = # y €

X. Se m(x) # m(y), segue que w(z) # w(y). Se w(x) = n(y), Ip € P: z,y € C,.

Como ¢, ¢é injetiva, segue que m,(z) # 7,(y) e portanto w(z) # w(y). Portanto

w ¢ injetiva. Como X ¢é compacto e K¢ é Hausdorft (pois por hipétese cada X, é

Hausdorff), segue que w é uma aplicagao fechada. Portanto w é um homeomorfismo
entre X e K.

O

Temos com a Proposigao 5.0.4 que os espacos descritos acima sao limites inver-
sos. Porém veremos que existem espacos nao homeomorfos mas construidos a partir
do mesmo conjunto C (e com aplicagdes distintas sobre K). Iremos apresentar dois
resultados, um positivo e outro negativo, sobre tal questao. Para nossos propdsitos o

resultado positivo serd suficiente.
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5.1 Explosoes

Definicao 5.1.1. Sejam X um espaco topoldgico compacto e metrizéavel, 7 : X — K
uma aplicagdo quociente, P C K e C = {C},},cp uma familia dois a dois disjunta
de subespagos de X compactos (chamados de manchas). A aplicacdo 7 é dita uma

explosao em P se:
1. P é enumeravel,
2. T|r1(k—p) ¢ injetiva,
3. Vpe P, w1 (p) =C,,

4. seja ~ a relacao de equivaléncia em P: p ~ ¢ se e somente se C), = C, (diremos
que p e ¢ possuem mesmo tipo). Entao para todo p € P a classe de p é densa
em K,

5. Vpe P, Clx(X —C)) = X.

6. a relagdao de equivaléncia A2X U J Cg ¢é topologicamente quaseconvexa.
peP

Primeiramente precisamos de saber se tais espagos sao limites inversos, como os
caracterizados pela Proposicao 5.0.4. Para tal, faltaria apenas a condi¢ao de que
os quocientes sao Hausdorff, mas a quaseconvexidade topoldgica de ~ resolve nosso

problema. Temos entao:

Proposicao 5.1.2. Sejam X um espaco topoldgico compacto e metrizavel, 7 : X — K

uma explosio em P e S C P. Definimos Xg = X/ ~p_g, com ~p_s= A*X U C’g.
q¢s
Entao VS C P, o espag¢o Xg é Hausdorff.

Demonstracao. Imediato da Proposigao 1.3.8. ]

Definicao 5.1.3. Sejam 7 : X — K uma explosao em P C K e 7 uma familia
enumeravel de espacos topoldgicos compactos e metrizaveis. Dizemos que 7 é do tipo
TseVpe P AT €T : C,=2TeVI € T,I3pe P: T = (C,. Denotemos por
Pr={peP:C,=T}.

Mostraremos a equivaléncia entre explosoes de mesmo tipo.

Definicao 5.1.4. Seja 7 : X — K uma explosao com respeito ao conjunto P C K.
Sejam S C S’ C P. Definimos por ng Xy = Xg, g1 X = Xgen®: Xg = K as
aplicacoes continuas induzidas por m. Denotemos por il a estrutura uniforme de X,

ils a estrutura uniforme de Xg e g a estrutura uniforme de K.
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Temos que Xy pode ser identificado com K e Xp = X.

Definicao 5.1.5. Sejam X um espaco topoldgico compacto e metrizavel, 7 : X — K
uma explosao em P e familia C = {C),},cp. Uma aproximacao da explosdo 7 consiste
em uma tripla (S, u, B(u)) em que S é um subconjunto finito de P, u é um entorno

fechado de K e B(u) é uma subalgebra booleana de Clopen(K) que satisfazem:

1. os conjuntos B(s,u) com s € S sao distintos e formam uma parti¢ao de K,

2. u=J B(s,u)?,

SES

3. B(u) é gerada por seu conjunto de dtomos e este é dado por {B(s,u)) : s € S}.

Como u é fechado, B(s,u) é fechado e como {B(s,u)}secs forma uma partigao
finita (pois S é finito) de K, temos que B (s, u) também ¢é aberto e portanto B(s, u) €
Clopen(K).

Definicao 5.1.6. Seja 7 : X — K uma explosao com respeito ao conjunto P C
K. Um refinamento elementar de uma aproximacao (S, u, B(u)) ¢ uma aproximagao
(8", ', B(u)) tal que S C ', v/ C ue B(u) C B(u).

Proposicao 5.1.7. Sejam 7 : X — K uma explosao com respeito ao conjunto P C
K, (S,u,B(u)) uma aprozimagio, o € S : ¢ € B(u), p € S tal que B(p,u) ¢
At(B(u) + o) e w € $,. Entdo existe refinamento elementar (S',u', B(u')) tal que
{A € At(B(u)) :p¢ A} C At(u') eVs € 8" = S, (7)1 (B(s,u)) € Small(w,).

Obs. Seja 0 € S : 0 € B(u). Temos que B(u) estd estritamente contido em
Clopen(K) (B(u) é finito e Clopen(K) nédo, portanto ndo podem ser iguais), o que
implica que algum o ¢ B(u) sempre existe. E pela proposi¢ao Proposigao 1.4.14
sempre existe p € S tal que B(p,u) ¢ At(B(u) + o). Portanto, do teorema segue que

toda aproximacao possui refinamento elementar.

Demonstragao. O B(u) - atomo B(p,u) se divide em dois B(u) + o - dtomos, pois
o é uma secgao (e portanto possui apenas dois atomos) e pela Proposigao 1.4.15.
Denotemos tais dtomos por W, e W) de tal forma que p € W, (lembramos que os
dois atomos formam uma partigdo de B(p, u), pois sao intersecgdes de B(p,u) com
os dtomos que geram o, logo p deve estar em um dos dois apenas).

Seja v € Ux um entorno tal que v N W7 C uN W e B(p,v) C W,. Podemos

cobrir W, — B (p, v) por um conjunto finito H (pois estamos sempre dentro de algum

compacto) de abertos-fechados disjuntos e u - pequenos e cada um contido em algum
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dtomo de B(u) + o. Podemos supor que VH € H, (7?)"'(H) € Small(w), pois bas-
taria cobrir (77)~!(H) por abertos-fechados disjuntos e w-pequenos e suas imagens
seriam abertos-fechados com as propriedades desejadas. Analogamente, podemos co-
brir W por um conjunto finito J de abertos-fechados disjuntos tais que suas imagens
inversas por ¥ sao w-pequenas.

Tomemos B a subdlgebra de Clopen(K) gerada por B(u) UH U J e o conjunto
S"=8SU{qyg : He H}U{qs: J € T}, com gy algum ponto de PN H e g; algum
ponto de PN J (P é denso, e H e J sdo abertos, portanto PN H # 0 e PN J # ().
Por construcao, cada atomo de B possui apenas um ponto de S’ e, pela definicao de
atomo, cada ponto de S’ pertence a um unico atomo de B. Seja A, o dtomo de B que
contém q € S’. Se ¢ € S — {p}, segue que A, = B(q,u) (0 B(u)-dtomo que contém
q). Se ¢ = qu, entdo A, = H. Se q = q;, entao A, = J. E temos que 4, = B(p,v).

Definiremos v’ = |J, g A2 ¢ B(uv/) = B. Como «' é unido finita de abertos-

es’
fechados, segue que tamqbém é aberto-fechado. Portanto u’ é vizinhaca de A2K, o
que implica que v’ € HUx. Como os conjuntos A, sdo dois a dois disjuntos, segue que
Vg e S, B(q,u') = A, Segue entdo que as condigdes de aproximacao sao satisfeitas.

Temos que v’ C u, pois cada pedaco foi construido u - pequeno, e a inclusao é
estrita ja que B(p,u’) = B(p,v) C B(p,u), pela escolha de v. Portanto temos uma
aproximacao (S, v/, B(u')) que refina (S, u, B(u)).

Pela construgao de H e de 7, segue que Vs € S'— S, (7)1 (B(s, ) € Small(w).
m

Esse ponto p sera chamado de ativo e todos os outros em S de passivos no refina-
mento.

De fato o B(u)-dtomo B(p, u) ¢ dividido em W), e W} por o e ambos estao contidos
em B(u'). Todos os outros B(u)-atomos, pela construcao, ainda sao atomos de B(u’).
Portanto podemos tomar uma sequéncia finita de refinamentos cujos pontos ativos
estao nos B(u)-atomos restantes até chegarmos a uma algebra B’. Temos neste caso
que nenhum atomo de B’ é dividido por o, o que implica que o C B’. Tal sequéncia
finita de refinamentos serd dita uma sequéncia de inclusao de o. Vale observar que
dado p € P — 9, tal sequéncia de inclusao de sigma pode incluir p no primeiro termo

do refinamento.

Definicao 5.1.8. Sejam X7, Xy espagos compactos e metrizaveis, m; : X; — K ex-
plosdes em P; e familias C; = {C;,},ep, de mesmo tipo. Sejam (S;, u;, B(u;)) apro-

ximagoes referentes as explosoes m;. Uma sincronizacao entre as aproximacoes con-
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siste em homeomorfismos 0 : Xy 5, — Xog, € 0 : K — K tais que 0x(51) = 5o,

Ok (u1) = ug e o diagrama comuta:

Temos que, para p € Si, Ok (B(p,u1)) = B(0k(p),us) (lembrando que O é uni-
formemente continua pois K é compacto). Sendo assim, 0 induz um isomorfismo
0 : B(uy) — B(us).

Proposicao 5.1.9. Sejam X, Xy espagos compactos e metrizdveis, m; : X; — K
explosoes em P; e familias C; = {C;p}tpep, de mesmo tipo. Sejam (S, w;, B(u;))
aprorimacoes referentes as explosoes m; e 0 uma sincronizacdo entre essas apro-
zimagoes. Se (Si,ul, B(u))) € um refinamento de (Sy,u1, B(uy)) entao existem um
refinamento (Sh, ub, B(uy)) de (Sa,us, B(ug)) e uma sincronizag¢ao 0" entre as apro-

mimagoes (S, uy, B(uh)) e (S, uh, B(uj)).

Demonstracao. Seja uy = O (u)). Como Ok é homeomorfismo uniforme, segue que
uhy € Ug. Como u) C wuy, segue que uy C up. Para cada ¢ € S| — S, com ¢ €
Py r, tome r, € 0x(B(q,u})) N Por (essa intersecgdo é nao vazia pois Ok (B(q, u}))
¢ aberto e Py é denso). Seja Sy = SoU{r, : ¢ € S] — S1}. Temos também que
Vg € S, B(q,uh) = 0k (B0 (q),u})), com 0 (q) € Sj. Portanto (S5, uly, B(ub))
¢ um refinamento de (Ss, ug, B(ug)), com B(u}) a subalgebra de Clopen(K') gerada
pelo conjunto {B(q,u)) : g € Sh}.

Para ¢ € 5] tal que B(q,u1) € At(B(u})), defina Oplngu) = Oxlngu) e

/| (é um homeomrfismo sobre a imagem

ey = ) 00T
ja que cada um dos trés é homeomorfismo sobre a imagem).

Para g € 57 tal que B(q,u1) ¢ At(B(u})), temos que B(q,u)) e B(Ox(q),us)
sdo ambos homeomorfos a K, o que implica que os espagos (71'15 i)_l(‘B(q, uy)) e
(Wgé)_l(iB(GK(q),u’z)) sao ambos homeomorfos a K¢, (pois ¢ € Pip e r, € Por).
gy (M) B 0) = (75) N (B(Brc(a), wh) um home-

omorfismo e % |sgu) : Blg, u)) = B(Ok(q), u;) um homeomorfismo que comuta o

Tome entao ¢’ |(

diagrama:
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/ 51

()N (B(g, 1)) — B(q, ;)

!
(wf1>-1<%<q,u’1>>l Ol (gu))
Sa

(me ) (B0 (q), ) > B (O (q), 1)

No primeiro caso, o mesmo diagrama comuta. Portanto temos homeomorfismos

0’|

0': X150 = Xog € 0 : K — K que comutam o diagrama:

51
S
X5 K
0 0%
59
Ty
X5 2K

Como 0, foi construida de tal forma que Vg € S}, 05 (B(q,u})) = B0k (q), u)) e,
para g € 51— 51, B0k (q), uy) = B(ry, up), segue que i (uy) = O (U,es, Blg, 1)) =
Uyes; (B0 1)) = Uyes; B0rcla),us) = Uyes, Bla,us) = . Portanto ¢ e bl
formam uma sincronizagao entre (S}, u}, B(u})) e (S5, ub, B(ul)).

]

Definicao 5.1.10. Seja 7 : X — K uma explosao com respeito ao conjunto P C K.
Uma estrutura direcional de 7 consiste em uma enumeragao de P = {p, }nen, um
conjunto enumerado S = {s, }nen de secgoes de Clopen(K) tal que Clopen(K) = > S
eVp e P, B, = {b,, }neny uma base encaixante de .

Teorema 5.1.11. Sejam X, X5 espacos compactos e metrizaveis, m; : X; — K
explosoes em P; e familias C; = {C;,}pep, de mesmo tipo T. Entao 3¢ : X; — X5 e

Jo : K — K homeomorfismos que comutam o diagrama:

XlLK

[,k

XQLK

Demonstracao. Fixemos estruturas direcionais com o mesmo conjunto de seccoes S
e mesma enumeracao e bases B; , = {b; pn tnen de Ll ,, com i € {1,2}. Seja B base
de LlK.

Tomemos p;; = min P;. Seja T € T tal que p11 € P p. Tomemos entao po =
min Py, Si1 = {pi1} e ui1 = X2. Temos que (S;1,u;1, B(u;1)) sdo aproximagoes e
um homeomorfismo qualquer 60; : X,,, — X,,, ¢ uma sincronizagao. Esse 0 existe pois

p1 e po estao associados ao mesmo tipo.
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Seja 0 = min{o € S : ¢ € B(uy)}. Tomemos (S 2, u12, B(u;2)) um refinamento
de (S11,u11, B(uy,)) tal que o € B(u;2) (depois de uma sequéncia de inclusdes de
o) e tal que Vg € S12 — Si1, Vp € S11, (7?) "1 (B(q,u12)) € Small(by p2). Tomemos
um refinamento (S22, u22, B(uz2)) com uma sincronizagao 6.

Por um argumento back-and-forth, construimos duas sequéncias de refinamentos
(Sims Win, B(Uin))nen, sincronizados por aplicages {6, }nen tais que para todo n €
N, o n-ésimo termo de S estd em B(u;2,), 0 n-ésimo termo de P; estd em S; o, €
Vq € Sion — Sian-1, Y0 € Sion_1, () "H(B(q, ti2n)) € Small(b;p,), parai =1 e 2
. Seja B; = ey B(tin). Como Vo € S,0 C By, e ) S = Clopen(K), segue que
B; = By = Clopen(K). Temos queVn € N, 8, : B(ui,,) — B(us,,) é um isomorfismo,
o que induz um isomorfismo 6 : B; — B,. Pelo teorema de representacao de Stone,
f estd em correspondéncia com um homeomorfismo ¢ : K — K tal que ¢(P)) = P.
Tal homeomorfismo é dado por ¢(z) = ﬂneN{é(A) € At(B(u;p)) : v € A}.

Seja p € P;. Temos que ¢ induz ¢, : (7}) YK — {p}) — (72" UK — {p(p)}),

um homeomorfismo que comuta o diagrama:

()UK —{p}) —2Z (r§") " (K —{0(p)})

lwf lﬂ.;ﬁ(p)

K L K

Tome n = min{m € N:p € Sy,,}. Defina 6, : X, — X5 () 0 homeomorfismo

que comuta o diagrama:

0,
X185, —= X255,

i, [
Lp 2,6(p)
Xip — Xo.0(p)

Defina a, : (77)"(p) — (7% "1(p(p)) por o, = Op|(xt)-1(p)- Temos que a, é
homeomorfismo.

Para alguma escolha de f1 e fo, temos X, = (7)) YK — {p}) +4 (7)) "*(p) e
Xop = (@YK — {o0)}) +4, (757) 1 (¢(p)). Podemos tomar entdo o mapa
Cp = wptap: Xip = Xopp)-

Seja {z,}nen € X1, uma sequéncia que converge para um ponto x. Se z €
(7)) "MK — {p}), entdo {(,(xn)}nen converge para (,(z) pela continuidade de ¢,.
Suponhamos x € (7))~ (p). Basta supor {z, tnen C (7)) 1K — {p}) ou {x, }neny C
(7)1 (p). Se {zy}nen C (77) 1 (p), entao {(,(xy) tnen converge para (,(z) pela conti-
nuidade de c,. Suponhamos entao {x, }neny C (7)) H(K —{p}). Se {ynnen C P é tal
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que Vn € N, 7°(2,,) € B(Yn, t1,), entdo (U, e (7) (B (Yn, u1,n))) = {2} (pois, por
construcao, quase todos esses conjuntos sao w-pequenos, Vw € ). Segue da continui-
dade de 0, que O(0,(Uyen() (B (g, 11,0)))) = 00U (B Gy 11,0)))) =
[8(2)} = {Gple)}. Mas {Gy() e € Gp(Uien(7) (B (g u1,0))) (pois cada ()
pertence a (77) "' (B(y,, u1,)) pela construgdo de ¢ e a comutatividade do primeiro
diagrama). Logo {(,(2,) }nen se acumula apenas em (,(z), o que implica que converge
para (,(z). Portanto ¢, é continua. Analogamente temos que G ! também é continua.

Portanto temos uma familia de homeomorfismos {(, },ep, que comutam os diagra-

mas:

Xip— X27<p(p)

l,ﬁf lﬂg(zﬂ)

K—2 oK

Portanto existe um homeomorfismo ¢’ : X| — X}, com X/ = lim{X,,, 77 },cp.,
H

que comuta o diagrama:

1

X —K

oLl

Xy ——

Mas, pela Proposicao 5.0.4, X; = X/, portanto segue o teorema. O

5.2 Produtos fibrados que nao sao explosoes

Essa secao nao sera necessaria para nosso resultado principal, mas serve como um

aviso de que nossos objetos nao sao tao bem comportados como parecem.

Proposicao 5.2.1. Sejam C' um compacto metrizdvel, N+ C' um espago Hausdorff
compacto tal que f(N) = C, N+ {oo} a compactificagio por um ponto de N e uma
aplicagdo ™ : N+, C — N+ {oo} tal que 7|y : N = N € bijetiva e m(C) = co. Entdo

T € continua.

Demonstracao. Seja F' € Closed(N+ {oc}).Se oo ¢ F entao #F < Wy, o que implica
que #1 Y(F) = #F < Xy e portanto 7 '(F) € Closed(N +; C). Se co € F entdao
7Y F) = 7 Y(F — {o0}) UC. Mas temos que o conjunto 7 '(F — {c0}) U C' =
7 N F —{oo) U f(rY(F—{o0}))UC € Closed(N+;C). Portanto 7 é continua. [
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Proposicao 5.2.2. Sejam C um compacto metrizdvel com #C > 2 e N +; C um
espagco Hausdorff compacto tal que f(N) = C. Entao existem aplicagcoes continuas
Ty, T2 : N4+ C — N+{oo} tais que m1|y, ma|n : N — N sao bijetivas, m(C) = mo(C) =

oo e nao existe homeomorfismo { : N+ C — N+ C que comuta o diagrama:

N+f0

N

N+;C—"~N+ {0}

Demonstracao. Sejam S = {s,}nen, T = {tn}neny € W = {wy, }nen sequéncias de
numeros naturais distintos, duas a duas disjuntas e tais que S converge para s € C,
T converge para t € C' e W converge para w € C, com s # t, t # w e w # s.
Seja também R C N tal que #R = #(N — R) = X;. Tomemos S = S;US,, com
#S, = #S, = g e R = RiURy com #R, = #Ry = Ny. Definimos 7 alguma
aplicacao tal que m(S1) = Ry, m1(S2) = Ra, é bijetiva em N, 71 (C') = 0o e é continua.
Continuidade vimos que sempre ocorre e as outras condi¢oes acontecem devido as
cardinalidades. Analogamente, existe uma aplicagao m tal que mo(T) = Ry, m(W) =
Ry, ¢é bijetiva em N, m(C') = 0o e é continua.

Suponhamos que existe homeomorfismo § : N+ C' — N+, C tal que m = mp0&.
Como 7, e my sao bijetivas em N, temos que &|y = 7r2|1§1 om|y. Como & é continua
e S converge para s, segue que £(S) converge para &(s). Mas &(S) possui duas
subsequéncias £(S1) = 7, H(m1(S1)) = T e £(S,) = m, ' (71(S2)) = W que convergem
respectivamente para t e w que sao distintos. Portanto £(.5) diverge, abusrdo.

Portanto ¢ : N +5C — N+ C homeomorfismo tal que m; = w3 0 &.

]

Proposicao 5.2.3. Seja C' um compacto metrizavel com #C > 2. FEntao existem
m,m : Ko — K aplicagoes continuas e sobrejetivas tais que m(C) = m(C) = p,
ik, : Ko — K — {p} sdo bijetivas e ndo existe homeomorfismo & : Ko — K¢ que

comuta o diagrama:

K¢
o
Ko -2 K

Demonstragdo. Sejam o : Ko — N+ C uma aplicacdo quociente tal que o(K,) = N
e olc =idc e p: K — N+ {oo} uma aplicaciao quociente tal que #p~'(c0) =1 (o
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segundo caso é apenas C' como apenas um ponto, ja vimos que tais aplicacoes existem).
Tomemos 71,7 : N4+ C — N+{oo} aplicacoes continuas tais que 7|y, 2|y : N = N
sao bijetivas, m1(C') = mo(C') = 0o e néo existe homeomorfismo £ : N+;C — N+, C
tal que que m = mp 0 €.

Pela Proposicao 4.0.6 existem aplicacoes continuas 7; : Ko — K que comutam

os diagramas (para ¢ = 1, 2):

K >N+ {o0}

Suponhamos que 3¢ : K¢ — K¢ homeomorfismo tal que 7; = 7,0&. Mostraremos
que isso implica que 3§ : N 4+ €' — N +; ' homeomorfismo tal que m; = 7 0§,
contradizendo nossa escolha de 7 e m.

Temos que &|x, = 7F2|;{£ p=1(00) © 71|k, POis as aplicagoes sao bijetivas nesses sub-
conjuntos. Seja n € N. Entao £(o7(n)) = m ' (m1(07'(n))) = mt(p~H(m(n))) =
o~ (my(m1(n))), o que implica que g o (o~ (n)) = 7, '(71(n)). Como o é uma
aplicacdo quociente e p o € é constante em cada conjunto ¢o~!(x), com x € N +5 C,

entao 3§ : N+ C — N+, C continua que comuta o diagrama:

Ko —2>N+;C
I I
3 1€
¥ 0 Y
KCﬁN—i‘fC

Nesse caso, todo o diagrama comuta (exceto por enquanto o triangulo a direita):

Ko 2 N—I—fC

| _

| |

3 K—* : N+ {oo}
[

| T2 | /

] \d
Kc N+;C

Temos que Vm # n € N, £(o7'(m)) N&(o7'(n)) = 0, o que implica que &(m) #
£(n), portanto & é injetiva (ja que é bijetiva em C'). Como g o ¢ é sobrejetiva, segue
que £ é sobrejetiva. Portanto £ é bijetiva e, como o espaco é Hausdorff compacto,
segue que & é um homeomorfismo. Temos também que 00 = po&, o que implica que

o=E1opo&. Portanto mop=mo& topoé. Masmop=mopof, oque implica
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que To0p0& =m o0& opoé. Como & é bijetiva, temos que moop=m o0 tope
como o é sobrejetiva, temos que m, = m 0 £~ e portanto m o & = m;, absurdo.
Portanto ¢ : K¢ — K¢ homeomorfismo tal que 7 = 75 0 &.
m

Corolario 5.2.4. Seja C' um compacto metrizavel com #C > 2. EntaoVw : K — K,
homeomorfismo, existem m, 79 : Ko — K aplicagoes continuas e sobrejetivas tais que
m(C) = m(C) = p, m|K, : Ko = K — {p} sao bijetivas e nao existe homeomorfismo

£: Ko — K¢ que comuta o diagrama:

Ko s K

ok

Ko 2K
Demonstracao. Basta tomar m : K¢ — K e my : Ko — K tais que nao existe
5_ : Ko — K& homeomorfismo tal que my o g = 1. Temos que m = T € Ty = W O Ty

sao as aplicacoes procuradas. O

Proposicao 5.2.5. Sejam C um compacto metrizavel, w : K — K wm homeomor-
fismo e 7y, : Ko — K aplicagdes continuas e sobrejetivas tais que m1(C) = ma(C) =
P, ik, : Ko — K — {p} sdo bijetivas e ndo existe homeomorfismo & : K¢ — K¢ que

comuta o diagrama:

Ko s K
fok
KoK
Seja w' 1 K — K um homeomorfismo. Se w' possui mesmo germe de w em p, ou

seja, w'ly = w|y para algum aberto U, entao nao existe homeomorfismo '+ Ko — K¢

que comuta o diagrama:

Koo K

Ll

Ko 2K

Demonstracdo. Suponhamos que existe £ que comute o segundo diagrama. Seja U

aberto-fechado em K tal que w'|yy = w|y. Temos entao que o diagrama comuta:
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2l 1wy

Seja A= Ko — 7' (U) e B= K¢ — 7, (w(U)). Temos que K¢ = 7, H(U)UA =
7, H(w(U))UB e as restricbes 1|4 ¢ ma|p sdo mergulhos tais que a aplicacdo ( =
mytowom|s: A— B éum homeomorfismo. Portanto £ = §_’|W51(U) +(: Ke — Ke
¢ um homeomorfismo que comuta o primeiro diagrama, absurdo. Portanto nao existe

& que comute o segundo diagrama.
O

Proposigcao 5.2.6. Seja C = {C,}pep, uma familia de espagos compactos, me-
trizaveis e conexos. Tomemos m : Ko — K a aplicacio de projecao. FEntdao as

componentes coneras de K¢ sao dadas por 7 1(x), com z € K.

Demonstragao. Sejam, para p € P, w), : K¢ — K¢, as aplicagoes de projegao. Sejam
r € K— P e A a componente conexa de 7 !(x). Temos que 7(A) é conexo, o que
implica que m(A) = z, e portanto A = 77 (z). Sejam p € P e B a componente

1 , . ’ -1 ~
conexa de @, () (que sabemos que é conexo pois C), é conexo e w, " (C)) = Cp).

Temos que w,(B) é conexo, o que implica que @, (B) = C,. Portanto B = @, ' (C))
! (p).

U

Proposicao 5.2.7. Seja C = {Cy,}pep, uma familia de espagos compactos, me-
trizaveis, conexos e com mais de um ponto. Seja w : K¢ — K¢ um homeomorfismo.

Entdo w € induzido pelo limite inverso.

Demonstragao. Tomemos 7 : K¢ — K e @, : K¢ — K¢, as aplicagoes de projecao.
Como w é continua, temos que preserva componentes conexas. Portanto Vo € K,
W|x-1(z) ¢ constante, o que implica que Jlw’ : K — K homeomorfismo que comuta o

diagrama:

K¢ —— K¢
o
K—>K
Analogamente, temos que Vz € K¢,, @./(p) © w[wgl(x) é constante, o que implica

que Jlw, : K¢, — K¢, ) aplicacao continua que comuta o diagrama:
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Sejam 7, : K¢, — K as aplicacoes quociente tais que Vp € P, m = 7, o w,.

Analogamente, Jlw), : K — K que o diagrama comuta:

Ko, — K¢,
jﬂp lﬂ'w/(p)
wj,
K K

Portanto o diagrama todo comuta:

Ke— > K;

ch KCUJI (p)
l’rp lwvﬂ(p)
“
K K

Como Vp € P, ™ = m, o w,, segue pela unicidade de ', que Vp € P, w, = w'.
Portanto w’ comuta os diagramas (Vp € P), o que implica que w é induzido por

{wptpep e W'
]

Corolario 5.2.8. Eristem C = {Cp}pep, uma familia de espagos compactos e me-
trizdveis e familias de aplicagdes {mp}pep, {7, }pep, com my,m, : Ko, — K tais que

seus respectivos limites inversos, K¢ e K/ nao sao homeomorfos.

Demonstracao. Sejam U,V abertos fechados nao triviais de K tais que K = UUV.
Temos que U =2 V =2 K, o que implica que Jw : K — K homeomorfismo tal que
w(U) =V e w|ly = w™. Temos neste caso que w? = idg. Tomemos P’ subconjunto
denso de U e P = P' Uw(P’). Temos que P é denso em K. Escolhemos Vp € P, C,
de tal forma que todo C, é conexo, com mais de um ponto e Vp,q € P',C, 2 C,.
Escolhemos também, para p € P’, as aplicagoes m, : K¢, — K de projegao. Seja
po € P'. Tomemos, Vp € P, Cypy = Cp, Tup) Ke,,, — K aplicagbes de projegao

tais que o diagrama comuta para todo p € P e alguma aplicagao wy:
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K¢, —K
N \w
K, "~ K
p)
Seja assim K¢ = l}Ln{KCp, Tptpep. Tomemos Vp € P — {po}, m, = mp, T, = Ty,

e W{U(po) tal que o diagrama n@o comuta para nenhuma aplica¢do w, (vimos que tal
aplicagao existe). Seja assim K/ = {iin{ch, T, tpep-

Seja & : K¢ — K¢ o homeomorfismo induzido pelas aplicagoes w e {wp}pep, -
Temos entao que &(m ! (pg)) = 7 (w(po)), com 7 : K¢ — K a aplicagao de projegao.
Seja agora &' : K — K/ um homeomorfismo tal que &'(7'~(pg)) = 7'} (w(po)), com
' K, — K a aplicagao de projecdo. Como cada C), é conexo e com mais de um
ponto, temos que &’ ¢ induzido por homeomorfismos ' : K — K ew, : K¢, = K¢, »

que comutam o diagrama, para todo p € P:

7|'l
P
Ko, ——K

-k

K, K
Como &'('""H(po)) = 7 Hw(po)), temos que w'(py) = w(py), 0 que implica que
AUy, Vy abertos tais que py € Uy, w'(pg) € Vo, Vo C V e ' (Uy) = Vo. Podemos
tomar Uy C U. Temos neste caso que Vp € P N Uy, &(77(p)) = #"~1(w(p)) pois
para p € Uy, Cyp) € o tnico espaco homeomorfo a C), tal que o indice estd em V.
Portanto Vp € Uy, «'(p) = w(p). Entdo w e w’ possuem o mesmo germe em py, 0 que

implica que iﬂwpo : Ke,, — ch(po) que comuta o diagrama:

K 1,7 K
- 5
Chpg

oy

! (p)
Kc —K

w(po)
Contradizendo o fato de & ser induzida por pelo limite inverso. Portanto nao
existe ¢’ : K, — K/ homeomorfismo tal que (7'~ (pg)) = 7'~ (w(po))-
Segue entao que K¢ é transitivo em cada conjunto de componentes conexas ho-
meomorfas ndo unitarias e K, ndo é. Portanto K¢ 2 K/.
m

29



Temos neste caso que o limite inverso nao é unicamente determinado pelos espacos
C, mostrando que pelo menos alguma das condig¢oes para ter explosoes é necessaria
para garantir a unicidade. Nenhum dos espagos construidos na proposicao anterior foi

explosao pois as classes de equivaléncia de tipo em P possuiam apenas dois elementos.

60



Capitulo 6

Acoes de convergéncia

6.1 O pullback semidireto

Sejam G um grupo, Z um espaco topoldgico Hausdorff compacto, ¢ : G ~ Z uma
acao de convergéncia minimal, P C Z o conjunto de pontos parabdlicos limitados de
@, P C P um conjunto de representantes de 6rbitas, C = {C),},epr uma familia de
espagos topoldgicos Hausdorff, compactos, H = {H,},ep/, com H, C G conjuntos
minimais tais que OTbcpIprzp = Orb,p e Hy(q), para ¢ € Orb,p, o tnico elemento
de H, tal que ¢(H,(q),p) = q. Definimos para p € P’ e ¢ € Orbyp, C, = C,.
Seja 1 = {np}tpep, com 1, : Stabyp ~ C, acbes minimais de convergéncia. Se-
jam p € P' e q € Orbyp. Temos que Stab,q = Hy(q)(Stab,p)H,(q)~'. Neste
caso, tomemos 17, : Stab,q ~ C, dada por n,(h,-) = n,(H,(q)*hH,(g),-). Temos
que 1g(haha, ) = np(Hy(q) " hahaHy(q), -) = 1p(Hp(q) ™ ha Hy(q) Hy(q) " haHy(q), -) =
1p(Hy(@) ™ haHy(q), ) o1y (Hy(a) ™ ha Hyp(q), -) = 1g(Pa, =) 0174 (ha, -), 0 que implica que
1, ¢ uma acao de grupos, que é minimal e de convergéncia pois por construgao ¢
equivalente a 7,.

Como P é o conjunto de pontos parabdlicos limitados, temos que Vp € P, a acao
©|Stab,px(z—{p}) € Propria e cocompacta, portanto podemos tomar a soma-atrator
X, = (Z —{p}) + Cp e temos que a acdo Y, = Q|stab,px(z—{p}) + Mp : Stabyp ~ X, é
de convergéncia. Temos que a aplicacdo quociente 7, : X, = Z, tal que m,|;z_p) ¢ a
aplicacao de inclusao de Z — {p} e m,(C,) = p, é Stab,p - equivariante com respeito
a 1, e p, respectivamente.

Para p € P', q € Orbyp e g € G — Stab,p, tomemos 1,(g, -) : X = X4 dada

por Yg(g, ) = (9, ) z—iqy +p(Hp(w (9, @) " 9Hp(q), ), (ja que Hy(v(g,q)) " gHy(q) €

Stabyp). Temos que T : Staby,q — Stabyp(g,q) tal que 7(z) = grg™' é um isomor-

fismo e os diagramas comutam (Vh € Stab,q):
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np(Hp(0(9,9)) " gHp(q),-)

Z —{q} T(gig —{wlg,9)} Cq Cog,0)
w(hv)l lw(T(h)v) nq(hv)l j%(g,q)(T(h)v)
Z =4y — - — el 0)} Cy Colga)

np(Hp(2(9,9)) ' 9Hp(q),-)

No tltimo diagrama, ambos os termos dao n,(H,(¢(g,9)) 'gH,(q),-). Portanto
Y,(g, -) é homeomorfismo (pela functorialidade do soma-atrator, com respeito ao iso-
morfismo 7). Temos que Vp € P, ¥,(gh,-)|z—y = ©(gh,-) = ¢(g,-) o p(h,-) =
Yohp) (95 )| z—{ep) © Up(h, -)|z—gpy. Como Vp € P, Z — {p} é denso em X, temos
que Yp(gh, -) = V(g (g: -) 0 Yp(h, -). Além disso, temos que comuta o diagrama:

Xp Mj(@(gm)
”pl To(g,p)
A #(9,-) A

A aplicagao induzida 9(g,-) : [[ X, — [] X, ¢é continua e, como ¥,(gh,_) =
peP peP

Gty (9 ) © p(h, ), segue que ¥l(gh, ) = (g, ) 0 ¥(h, ), ou seja, ¥ é uma agao
do grupo G. Como todas as aplicagoes 1, comutam o diagrama acima, temos que o
subespago X = lim({X, },ep, {mp}pep) é G - invariante.

Tomemos w[:_:X — X, a aplicacao de proje¢ao e m = 7, o w,, nao importando
qual ponto p por conta da definicao de produto fibrado. Denotemos v restrita a X por
© X 1 e, para concordar com a notagao, denotemos X por Z x C. O par (Z xC, @ X n)
serd dito pullback semidireto de (Z, ) por (C,n). Essa construcao depende da familia

minimal {H,},cpr mas tal dependéncia sera omitida ao longo do texto.

Proposigao 6.1.1. Sejam C' = {C]},cpr uma familia de espagos Hausdorff com-
pactos, ' = {U;}pep/ uma familia de agoes de convergéncia n, : Stabyp ~ Cj e
¢ = {bp}pep uma familia de aplicagées continuas ¢, : Cp, — C, equivariantes em ), e
n,, respectivamente. Entdo as aplicagoes idy g +¢, - (Z—{p})+Cp — (Z—{p})+C,
induzem uma aplicagao ¢ X ¢ : Z X C — Z x C' continua e equivariante com respeito

apXnepXn, respectivamente.

Demonstragao. Sejam p € P' e q¢ € Orbyp. Definimos ¢, : C; — C; por ¢ = ¢,
e X) = (Z - {q}) + C;. Como Vh € Stabyq, ny(h,_) = n,(Hy(q)""hHy(q),-) e

¢p € equivariante com respeito a 7, segue que ¢, ¢ equivariante com respeito a 7.
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Temos pela Proposigao 2.3.1 que as aplicacoes idz_q} + ¢, sao continuas e Stab,q -

equivariantes e, pela definicao das aplicacoes, temos que o diagrama sempre comuta:

X/

—_—
9 idtdg ~ 4

7Tq 7r/

q
7z
Com 7, e 7T:1 as aplicagoes quociente. Portanto induzem uma aplicacao continua

ex ¢:ZxC— ZxC. Aplicacdo essa que comuta os diagramas:

ZxC——7Zx(C

PP
| )k

/
X‘I id+pq Xq

Com w, e w, as aplicagoes de projecao. Consideremos o seguinte diagrama:

ZxC Z xC
pxP ! /
\ . Wﬁgﬁ)
oxn(g,-)
Wgq Z xC Z xC
@eo(g,9) P
Xq id+q Xl; wfp(qu)
o a ¥, (g,-)
¢‘1(97*)
T, !
! ﬂw(i;o(g’q) id—&-qﬁq,(g,q) X‘P(Qv‘])
Z i A o(9,0)
3 v(9,-)
»(9,-) .
A ! A

Todos os quadrados do diagrama comutam exceto, a principio, os quadrados 1 e
2. Temos que:

(id + Gp(g.0)) © Va(9, I z—1gy = ©(9, )| z—(qy = Vg, -) © (id + Dg)| 2—143

(Zd + chp(qu)) © 1/’(1(97 *)|Cq = ¢<p(g,q) © 'pr(Hp(SD(% Q))ilgHP(qx *) =
1y (Hy(2(9,0)) " gHp(q), ) © bptgq) = 1y (Hp(0(9,9)) " gHp(q), ) © ¢y =
P(g,-) o (id + ¢g)le,
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Pois ¢, é equivariante com relacdo a 1, e 1, € ¢, = @g = @y, Portanto o
quadrado 2 comuta. Temos que ¢ X 7(g,-) é induzido pelas aplicagdes 1,(g,-) e
©(g,-), Vg € P e ¢ x ¢ é induzido pelas aplicagoes idz_rqy + ¢4 € idz, Vg € P. Pelo
fato de que o quadrado 2 comuta e pela functorialidade das aplicagoes induzidas pelo
limite inverso, segue que o quadrado 1 comuta.

Portanto ¢ X ¢ é equivariante com respeito a ¢ X 1 e @ X 1)/, respectivamente.

m

Definigao 6.1.2. Seja G um grupo. Denotemos por CTop(G) a categoria cujos ob-
jetos sao acoes minimais de GG por homeomorfismos em espacos topolégicos Hausdorff
compactos, por Conv(G) a categoria cujos objetos sao agdes minimais de convergéncia
de G em espagos Hausdorff compactos e por MCTop(G) (respec. MConv(G)) a sub-
categoria plena de CTop(G) (respec. Conv(G)) tal que as agbes sdo sobre espagos
metrizaveis. Em todas as categorias os morfismos sao aplicacoes continuas equivari-

antes.
Proposicao 6.1.3. Vn, ¢ x n é minimal.

Demonstragao. Seja x € Z x C. Se m(x) = p € P, entdo tome y € C, C X, e
{gy}yer C Stabyp tais que limn,(g,,y) = my(x) (existem pois 7, é minimal). Neste
caso, temos que lim ¢ x (g, 7, (y)) = z, visto que #m,*(m,(x)) = 1. Se 7 (x) ¢ P,
entdo, pela minimalidade de ¢, 3y € Z e {g,} er C G tais que lim¢(g,,y) = 7(z).
Se y' € 7 1(y) entdo lim ¢ X 9(g,,y') = x, visto que #7(z) = 1. Portanto ¢ x n é

minimal. O

Proposigao 6.1.4. Sejam G um grupo, Z um compacto Hausdorff, ¢ : G ~ Z uma
acao de convergéncia, P o conjunto de pontos parabdlicos de o, P' C P um conjunto
de representantes de orbitas e H = {Hp}pep a familia de subconjuntos minimais de G

tais que Orb p = Orbyp. Entio o mapa px : Hpep, Conv(Stab,p) — CTop(G)

$lH,xz

tal que o X (n) = e xn e X (¢) = ¢ X ¢, em que n € uma familia de agoes de

convergéncia e ¢ € uma familia de aplicacoes equivariantes, € um functor.

Demonstragao. Pela Proposicao 6.1.1 temos que se ¢ = {¢,},cp ¢ uma familia
de aplicacoes continuas equivariantes entao ¢ X ¢ é uma aplicacao continua G -
equivariante. Mas ¢ X ¢ ¢ induzida por aplicagoes id + ¢,. Segue pela functorialidade
do limite inverso e pelo fato que id 4 (¢, o ¢,) = (id + ¢,,) o (id + ¢,) (para alguma
familia ¢ = {#},ep) que ¢ X (¢, 0 ¢p) = (0 X ¢1,) 0 (p X ¢,). Portanto ¢x é um
functor, cuja imagem estd em CTop(G), pela proposigao anterior. O
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Denotaremos ¢x pelo pullback semidireto de ¢.

Proposicao 6.1.5. Se G e P sao enumerdveis, entao o functor @ se restringe ao

MConv(Stab,p) — MCTop(G).

functor (que manteremos o nome) ex : [ cp

Demonstragao. Temos que, pela Proposicao 1.5.20, X,, ¢ metrizavel, o que implica
que Hpe p Xp € metrizdavel, ja que P é enumeravel. Como X ¢ um subespaco de

Hpep X,, segue que X é metrizavel. ]
O pullback semidireto nao depende da escolha da familia H:

Proposigao 6.1.6. Seja px’ induzida pela aplicacao o, por P’ e pela familia minimal

H' = {H, }pepr. Entdo existe um isomorfismo natural entre px e ox’.

Demonstracao. Sejam X = Z x C e X' = Z x C para uma mesma familia de agoes
n. Tomemos, para p € P' e ¢ € Orb,p, a aplicacao T, : X, — X definida por
idz_(qy + 1p(H)(q) " Hy(q),-) (observe que H)(q)"'H,(q) € Orb,p). Temos que os

seguintes diagramas comutam (Vh € Stab,q):

1p(Hyp, ()~ Hp(q),-)

Z—Aty =724 Cq Cy
w(h,)l Lw(/a) lnp(Hp(q)thp(q),) an(H;(q)th;(q),)
Z —{q} i Z —{q}

o (HY (@) Hp(),) !

O que implica que, pela functorialidade do soma-atrator, 7;, é homeomorfismo.

Temos que Vq € P, o diagrama comuta:

O que implica que a familia de aplicagoes {T;,}4ep induz um homeomorfismo

T, : X = X'. E segue que T é G - equivariante pois Vg € G, os diagramas comutam:

np(Hp((9,9)) " gHp(q),-)

Z — — 7 —
{q} (p(g’qg {o(g,0)} Cy Cso(g,q)
idt jid jnp(H{)(q)‘al(q),) L%(H{,(w(g,q))‘1Hp(<p(97q)),)
Z — — 7 —
la} —z.¢ — {elg.0)} ¢ Co(g.9)

np(Hy,(0(9,9)) ™ 9H},(),-)
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Portanto T, é um isomorfismo entre p xn e p x'n. Tome T = {1}, : px = px’.
Tomemos Y = Z x D e Y' = Z x' D, para uma familia de espagos D = {D,},ecp €
uma familia de agoes p = {f, }pep. Seja ¢ = {@p}pep : 7 — p um morfismo. Temos

que, Vp € P’ e q € Orb,p, os diagramas comutam (pois ¢, é equivariante com relagao

a1y e fig):

b0

zZ—A{qt —= 27— {4} Cq— D,
idl Lid lan lT,uq

Z—Ag—~72—{a} Co—57 Dy

O que implica que o diagrama comuta:

X—Y

X
Tnl jn

X —Y
o'

E portanto 7" é uma transformagao natural. Como Vn, T;, ¢ isomorfismo, segue

que 1" é um isomorfismo natural.

]

Gostariamos de restringir nossos functores pix a categoria Cong(G). Nessa dis-
sertacao iremos manter esse desejo ainda como conjectura.

Conjectura 1.(versao forte) Vn, ¢ x n é de convergéncia.

Conjectura 2.(versao fraca) Se ¢ é relativamente hiperbdlica entdao Vi, ¢ x n é
de convergéncia.

Veremos mais a frente que esse tipo de resultado é vélido para grupos finitamente

gerados e agoes relativamente hiperbdlicas.

Proposicao 6.1.7. Se p € P entao Stab,p € dinamicamente quaseconvexo com res-
peito a agao o X 1.
Demonstragdo. Temos que a relacao de equivaléncia ~= A2XU | J 71 (p)? é topologi-

peP
camente quaseconvexa (Proposigao 5.0.2). Mas temos que 7 *(p) = Ayw,(Stab,p)

(Proposicao 1.5.13), o que implica que ~= A*XU |J Ay, (Stab,p)? é topologi-
pEOTbLD
camente quaseconvexa. Mas, pela construcao de ¢ xn, temos que se g ¢ Stab,p, entao

© X 1(g, Mpwy(Stabyp)) = Apwy(Stabyp(g, p)) = 7 (p(g,p)). Como 7 ((g,p)) =
71 (p) ou 7 (p(g,p)) N7 (p) = 0, segue, pela Proposigao 1.5.15, que Stab,p é

dinamicamente quaseconvexo. O
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Proposicao 6.1.8. Sejam o : G ~ Y ac¢do de convergéncia e F :'Y — Z uma
aplicagao continua, sobrejetiva e G - equivariante. Se F|p-1z_p) € injetiva, entdo
existe um tinico homeomorfismo equivariante F .Y — ZxC, com C = {A,(Stabyp)}tpep:

que comuta com as respectivas projecoes em Z.

Demonstragio. Como Vp € P, F~1(p) = A,(Stab,p) (Proposigao 1.5.13), temos
que & agao & sgab, x F-1(p) : Stabyp ~ F~(p) é minimal (e é de convergéncia), podemos
tomar C = {F ' (p)}pepr e = {a|stab, x F-1(p) }pepr- Escolhemos também a familia
H = {H,} de subconjuntos de G. Definimos para p € P’, a aplicagdo F, : Y =
Y —=F(p)+F(p) = (Z—{p})+F ' (p) = X, como F, = Fly_p-1p) +idp-1(

parap € P'eq € Orbyp, F,: Y = (Y —F(q ))+F‘1( )= (Z—{q})+F(p) = Xq,
como Fy = Fly_p-1(y + a(Hy(q)™ ', )|p-1(9). Temos que Vp € P, F, é Stabyp -
equivariante. De fato, para a(H,(q)™! )|F 1(q) € g € Stab,q, o diagrama abaixo

comuta:

L)

F~(q) == F~(q)
a(Hp<q>1,>L la(Hpm)h)

F~'(p)—=F(p)

a(Hp(q) " gHp(q),-)

Pela functorialidade do soma-atrator segue que Vp € P, F, é continua. Temos

também que, Vp € P’, Vq € Orb,p e Vg € G — Stab,q, o diagrama comuta:
o a(g,-)
F~q) —= F~(¢(g.4))
Oé(Hp(q)lv)l la(Hp(w(Q,Q))l7)

F~(p) F~(p)
a(Hy(¢(9,9)) " 1gHp(q),-)

O que implica que o seguinte diagrama comuta:

Y Y
l le(g,q)

Xq wq@ﬁf“ﬂ@ﬂ)

Com ¥y(9g,-) = (9, )| z—{gy +a(H,(0(9,9)) " 9Hp(q), )| -1 () a aplicacao definida
na construcao do pullback semidireto. Portanto as aplicagoes {F},},ep ¢ F' induzem

a(g,-)

uma aplicacio continua F : Y — Z x C. Temos que F é sobrejetiva pois cada

aplicagao é sobrejetiva e é injetiva pois cada F), é injetiva em F~'(p) e todas as
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aplicagoes sao bijetivas no conjunto dos pontos nao parabdlicos limitados. Portanto
F é um homeomorfismo.

Consideremos o seguinte diagrama (para ¢ € P):

% a(g,-) v
X /
F
Fy 7 xC _>w(g,7) Z xC Fo(g,0)
@o(g,9)
o Valg.-)
g,,
q - Xw(qu)

Temos que os dois tridangulos comutam pela construcao de F e o trapézio de baixo
comuta pela construcao de . Temos que Fy|p-1(g), @elrr-1(9)> Fiolg.a)lF-1(0(0.0)) €
Wo(g.q)| F(F—1(0(g,9))) 580 bijetivas, o que implica que Foy(g,-)o Flp-1y = F@_(;q
q(9,-) o Fylp-1(9) = (g, -)|r-1(¢), como foi visto anteriormente. Variando ¢ em P,

)O

segue que F|p-1(p) ¢ G - equivariante. Como F~!(P) é denso em Y, segue que F é G
- equivariante. Portanto Y = Z x C, com C = {F~(p)},ep' € cujo homeomorfismo ¢é
equivariante com respeito a a e ) = ¢ X1, com n = {a|5mwap71(p) }pepr. A unicidade
de F segue do fato que tal aplicacdo é unicamente determinada em Y — F~1(P), que
¢ denso em Y.

[

Ou seja, a = ¢ X 1), com 1 = {gtab, xF-1(p) }pep’ € tal isomorfismo ¢ tinico.

Corolario 6.1.9. Sejam o : G ~ Y acdo de convergéncia e F' 'Y — Z uma
aplicagao continua, sobrejetiva, G - equivariante e tal que F|p-1z_p) € injetiva.

Entao Vp € P, Stab,p € dinamicamente quaseconvexo com respeito a c.
Demonstracao. Imediato. O
Em particular temos:

Corolario 6.1.10. Sejam o : G ~ Y acao relativamente hiperbolica e F' 'Y — Z
uma aplicagao continua, sobrejetiva e G' - equivariante. Entao Vp € P, Stab,p é

dinamicamente quaseconvero com respeito a c.
Demonstracao. Imediato. O

Proposicao 6.1.11. Sejam ; : G ~ Y, acoes de convergéncia e F; : Y; — Z
uma aplica¢do continua, sobrejetiva e G' - equivariante tais que Vp € P', Stab,,p €

s

dinamicamente quaseconvexro com respeito as acoes V;, P’ € finito e Fi|p-1,, o €
) F Y (z-P)

68



ingetiva. Seja J Y] — Yo € uma aplicagao continua e G - equivariante tal que o

diagrama comuta:

R,

“|

A

Entao existe uma unica aplicacdo J continua e G - equivariante entre Z X Cy e

Z % Cy, com C; = {Ay,(Staby,p)}pep que comuta o diagrama:

v, —L—Y,

Z[XCl—j>ZD<CQ

Demonstragao. Temos que J = FyoJoF} é uma aplicagao continua e GG - equivariante
que comuta o diagrama. Temos que F} e F, sao unicamente determinadas, portanto

J também ¢é unicamente determinado. O]

6.2 Fronteiras de Floyd e convergéncia

Como para a acao na fronteira de Floyd ainda nao temos quaseconvexidade dinamica
para os estabilizadores de pontos parabdlicos de Z, precisamos de uma demonstracao

diferente:

Proposicao 6.2.1. Se G ¢ finitamente gerado, ¢ e ¥p € P', n, sao relativamente
hiperbdlicas, entdo 3N € (0,1) tal que 0;G = Z x C, com C = {0f(Stabyp)}pep:,
com f(n) = A". Temos que tal homeomorfismo é G - equivariante e comuta com as

projecoes. Além disso, YN € (0,1): XN > X ainda € vdlido o resultado.

Demonstrag¢ao. Como a agao ¢ é relativamente hiperbdlica, temos , pela Proposigao
1.5.35, que existe o mapa de Floyd F': 0;G — Z para algum X € (0,1). Como Vp €
P, F~Y(p) = 0;(Stabyp) (Proposi¢ao 1.5.36), temos que a agao V| stab, x0; (Stabyp) :
Stab,p ~~ 0f(Stab,p) é de convergéncia (Proposicao 1.5.34), podemos tomar
C = {07(Stabyp)}pep © 1 = {V|stab,x0;(Stabyp) }pep- Temos que Vp € P, F, =
Flo;G-a;(stabep) +id : (0yG — Of(Stab,p)) 4 0y (Stabyp) — (Z — {p}) + 0s(Stab,p) é
Stab,p - equivariante e continua em cada um dos termos, o que implica, pela func-
torialidade do soma-atrator, que é continua. Portanto as aplicacbes {Fp}pep € F

induzem uma aplicagao continua F': 9;G — Z x C. Temos que F é sobrejetiva pois
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cada aplicacao é sobrejetiva e é injetiva pois cada F), é injetiva em O (Stabyp) e todas
as aplicacoes sdo bijetivas no conjunto dos pontos conicos. Portanto F' é um homeo-
morfismo. Como cada aplicacao é G - equivariante se restrita ao conjunto de pontos
conicos, segue que £ é G - equivariante no conjunto dos pontos conicos. Como o con-
junto dos pontos conicos ¢ denso em 0;G, segue que F é G - equivariante. Portanto
0¢;G = Z x C, com C = {0¢(Stab,p)}pepr € cujo homeomorfismo é equivariante com

respeito a ¢ €@ Xmn,comn= {w|Stab(p><8f(5tab¢p)}p€P"
[l

Corolario 6.2.2. Se G € finitamente gerado e p € relativamente hiperbdlica, entao

Vp € P, Stab,p € dinamicamente quaseconvexo com respeito a agdo v : G ~ 05G.
Demonstracao. Imediato. O

Proposigao 6.2.3. Se G ¢ finitamente gerado, ¢ e Vp € P', n, sao relativamente
hiperbdlicas, entao IFx : 0yG — X aplicagao continua, sobrejetiva e G - equivariante,

com f(n) = A" para o mesmo \ acima.

Demonstragdo. Temos neste caso que Y, = (Y, — F,(F~'(q))) + F,(F~'(q)) a soma-
atrator com respeito a agao v, : Stab,q ~ Yy, com F||y, _p,(r-1(q)) Y,—F,(F(q) —
Z —{q} e Fylo;(stavq) : Fo(F~'(q)) = 0f(Stab,yq) homeomorfismos Stab,q - invarian-
tes. Como 7, é relativamente hiperbdlica (pois é equivalente a alguma agao 7, com p €
P’ e todas essas sao, por hipStese, relativamente hiperbélicas), 3J, : F,(F~(q)) — C,
aplicacao continua equivariante. Pela functorialidade do soma-atrator, a aplicagao
Ty = Fllyyryesay+Ja : Yo = (Yo Ey(F1 @) +Ey(F(q)) = (Z—{q})+C, = X,
¢ uma aplicagao continua, sobrejetiva e Stab,q - equivariante. Temos que o diagrama

sempre comuta:

Y.

Q

BN
X, - 7

Pois por construgao comuta em Y, — F,(F~(g)) e o restante é levado em ¢ por
ambos os lados. Pela propriedade do produto fibrado, temos que IFx : ;G — X
aplicagao continua. Como cada J; é sobrejetiva, segue que Fx também é sobrejetiva.
Como cada aplicagao é GG - equivariante ao restringir ao conjunto dos pontos conicos,

segue que Iy é G - equivariante no conjunto dos pontos conicos. Como o conjunto

dos pontos conicos é denso em Y, segue que Fx é GG - equivariante. n
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E temos o resultado sobre convergéncia:

Corolario 6.2.4. Se G ¢ finitamente gerado, v e Vp € P’, n, sao relativamente

hiperbolicas, entao a ag¢ao ¢ X n: G ~ X € de convergéncia.

Demonstragao. Temos uma aplicacao 3Fx : dyG — X continua, sobrejetiva e G
- equivariante, o que implica, pela Proposicao 1.5.6 que a acao ¢ X 1 deve ser
de convergéncia, visto que pela Proposicao 1.5.34 a acao ¢ : G ~ 0;G é de

convergencia. O

6.3 Transitividade de acoes relativamente hiperbdlicas

Suponhamos aqui que 1 x 1 é de convergéncia (vimos que é de fato quando G é

finitamente gerado e n, e Vp € P’, n, sdo relativamente hiperbdlicas).

Proposicao 6.3.1. Sejam A, C C, e A C Z os conjuntos de pontos conicos com

respeito as agoes 1, e @, respectivamente. Entdao os pontos de n(A) U |J 7, (Ap)
peEP

S$A0 cONiCos.

Demonstragcao. Temos que m é uma aplicagao G - invariante, portanto os elementos
de 7*(A) sdo pontos conicos de X. Temos também que Vp € P, 7, é Stabyp -
invariante, portanto os elementos de 1(A,) sdo pontos conicos de X, com respeito
a Stabyp, o que implica que sao pontos conicos de X com respeito a GG. Portanto os

elementos de 771 (A) U |J m,'(Ap) s@o conicos. O
peP

Corolario 6.3.2. SeVp € P', A, =C, e A= Z — P, entio todos os pontos de X
840 cONicos.
Demonstragdao. Temos que 7~ 1(A) U | 7rp_1(Ap) =Y Z-P)u 7Tp_1(0p) = X.

peEP peP
Portanto todos os pontos sao conicos. O

Corolario 6.3.3. Se G ¢ finitamente gerado e ¢ possui apenas pontos conicos e
parabdolicos limitados entdo px leva agoes hiperbolicas em acgoes hiperbolicas. Segue

neste caso que OsG = Z X {0 Stabyp}pepr-

Demonstragao. Como todas as agoes 1, sao hiperbdlicas, todos os pontos dos conjun-
tos C), sao conicos, o que implica que todos os pontos Z x C sao conicos e portanto

¢ x 1 ¢ hiperbdlica. Da unicidade segue que 0G = Z X {0 Stabyp}pep:- O
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Proposicao 6.3.4. Sejam B, C C), os conjuntos de pontos parabdlicos limitados com
respeito a acao 1,. Entao o conjunto dos pontos parabolicos limitados com respeito a

agdo @ x 1 € dado por |J ' (B,).
peP

Demonstragao. Seja x € B,. Temos que #m'(z) = 1 e, pela Proposi¢ao 1.5.11,
temos que m,'(z) é parabdlico limitado. Portanto os pontos de UP m, ' (B,) sao
parabdlicos limitados. ’

Seja x um ponto parabdlico limitado. Se z ¢ P, entao z = 7 '(n(z)), o que
implica, pela Proposigao 1.5.12, que 7(x) é parabdlico limitado, absurdo pela de-
finiao de PP. Temos entdao que m(z) € P. Temos que #m, Y(m,(z)) =1, 0 que implica,
pela Proposicao 1.5.12, que m,(z) é parabdlico limitado e portanto x € ﬂ;l(Bp).

Portanto o conjunto dos pontos parabdlicos limitados de @x7 é dado por |J 7, (B,).
peP
[

Corolario 6.3.5. SeVpe P', A,UB,=C, e AUP = Z, entao todos os pontos de

X sao conicos ou parabolicos limitados.

Demonstragao. Sejap € Orb,py, com py € P'. Entao temos que 3g € H,, : ©(g,po) =

p. Por construgao de 7,, temso que A, = ¢(g,4,,) e B, = ¢(g,B,,). Portanto

Vp € P, A,U B, = C,. Temos entao que (7' (A)U U 7, (4,)) U U 7, (B,) =
peEP

peP
AU U 7, (AUB,) =7 (AU U 7, (C) = (A)ur H(P)=n(Z) = X.
peEP peEP
Portanto todos os pontos de X sao conicos ou parabdlicos limitados. O

Corolario 6.3.6. Se G ¢ finitamente gerado, e ¢ é relativamente hiperbolica entao
e leva agoes 1 = {n,}pep relativamente hiperbélicas em agoes ¢ X n relativamente
hiperbdlicas. Segue neste caso que Op(G,U,cp Pp) = Z X {0p(Stabyp, Pp)}pep:, em
que P, € um conjunto de representantes de subgrupos parabdlicos limitados da agao

np de Stabyp em C,.

Demonstragao. Como ¢ e as acoes de 1 = {n,},ep s@o relativamente hiperbdlicas,
todos os pontos (em Z ou em C),) sdo parabdlicos limitados ou conicos. Pelo corolario
anterior temos que todos os pontos de X = Z x {dp(Stabyp, Pp)},ep s@0 parabélicos
limitados ou conicos. Como X ¢é metrizavel, isso implica que ¢ X 1 é relativamente
hiperbdlica.

Se x € C,, é parabdlico limitado entao 7, !(z) ¢ parabdlico limitado e Stab,, x =
Stabgyym, (). Da unicidade de agoes relativamente hiperbdlicas (de um conjunto
peP Pp) =

7 X {8B(Stab<pp, Pp)}pep/. Il

de subgrupos parabdlicos limitados fixado), segue a igualdade Jp(G,|J
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Corolario 6.3.7. (Propriedade de transitividade) Se G € finitamente gerado e re-
lativamente hiperbolico, pela a¢ao p, com respeito ao conjunto P de representantes
de subgrupos parabolicos e cada P € P € relativamente hiperbélico com respeito ao

conjunto de representantes Pp entdo G € relativamente hiperbdlico com respeito ao

conjunto de representantes | JPp e 0p(G,|UPp) = 05(G,P) x {0s(P,Pp)}pep-

O fato de G ser relativamente hiperbdlico com respeito ao conjunto | J Pp é devido

a Drutu e Sapir [5].

Demonstracao. Imediato do corolario anterior. O

6.4 Acoes relativamente hiperbdlicas no conjunto
de Cantor

Sejam G um grupo finitamente gerado, ¢ : G ~ K uma agao relativamente hi-
perbdlica, P C K o conjunto de pontos parabdlicos limitados ¢ - invariantes, P’ C P
conjunto finito de representantes de érbitas, H = {H,},cp familia de conjuntos mi-
nimais tais que Orby, Hpxi D = Orb,p. Tomemos C = {C}},cp uma familia de espagos

compactos e metrizaveis e 1, : Stab,p ~ C), agoes relativamente hiperbdlicas.

Proposicao 6.4.1. A aplicacio quociente m : K x C — K € uma explosao de tipo C

(abuso de notagdo para: as classes de homeomorfismos dos espagos em C).

Demonstragdo. Temos por hipétese que P é enumerdvel e por construcao que 7| ,-1(x_p)

¢ injetiva, 7' (p) = 7, (C,) = Cp € Ce Vp € P, Clx(X — 7, (Cp,)) = X. Como
¢ é de convergéncia e minimal, temos (Proposi¢ao 1.5.5) que Vp € P, Orb,p é
densa em K, portanto as classes de equivaléncia sao densas em K. Pela Proposigcao

5.0.2 temos que a relagao A*(K x C)U |J 7 !(p)? é topologicamente quaseconvexa.
peP
Portanto 7 é uma explosao do tipo C. O]

Corolario 6.4.2. O espaco topologico K x C depende apenas das classes de espac¢os

a menos de homeomorfismos em C.
Demonstracao. Segue da Proposigao 5.1.11. O]

Como caso especial temos que o produto livre G = Gy * ... x G, é relativamente
hiperbdlico com respeito a {Gq,...,G,}. Seja ¥ : G ~ 0g(G,{G1,...,G,}) acdo
de convergéncia e cocompacta em pares. Temos que, se Gy, ..., G, sao finitamente

gerados, 0p(G,{G1,...,G,}) = K e o conjunto de pontos parabdlicos limitados é
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dado por P = P,U...UP,, tal que Vi, P; é um subconjunto enumerdvel e denso em
0p(G,{G1, ...,Gp}).
Vimos que K x C depende apenas de C = {C}, ...C,, }, portanto temos os seguintes

teoremas:

Teorema 6.4.3. Seja G' = G| * ... x G, finitamente gerado. Se C; = 0p(G;, P;) =
d5(G,P)) entio K x C = d(G,|JP;) = ds(G,|JP)).

(2

Demonstracao. Pelo Corolario 6.3.6 segue que K x C = 0p(G,|JP;) e como os
espagos 0p(G,|JP;) e dp(G’, | P!) possuem mesmo tipo de explosdo para a proje¢ao
em K, segue que 0p(G,JP;) = 0s(G',UP)). O

Teorema 6.4.4. Sejam A uma particao de {1,....n} tal que sei,j € a € A entao
0p(G;,P;) =2 05(G;,P;) e{ay,...,ar} um conjunto de representantes dessa particao.

Entao 0p(G,UPi) = 0p(Gay * ... x Go,, U Pa,)-

Demonstracao. Todos os espacos de C ainda sao homeomorfos a manchas do espaco
Op(Gay * ... * Gy, , | JPa,), 0 que implica que o tipo da explosao nao muda. Portanto

o0s espagos sao homeomorfos. O

Aplicamos os teoremas aos casos em que as agoes de cada G; sao hiperbdlicas (e

portanto os grupos sao hiperbdlicos, pelo Corolario 6.3.3). Temos:

Corolario 6.4.5. Seja G' = G * ... x G|, tal que cada G, € hiperbdlico. Se Vi €
{1,..,n}, 050G = 0xG), entao 05oG = 05,G'.

Demonstracao. Imediato. O

Coroléario 6.4.6. Sejam A uma particao de {1,...,n} tal que se i,j € a € A entao
0xGi = 05Gj e {a1,...,a} um conjunto de representantes dessa parti¢io. Entao
OcG = 05 (Gay * ... x Gy,).

Demonstracao. Imediato. O
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