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Resumo

Neste trabalho temos como objetivo estudar as fungoes geradoras de passeios num grafo simples
finito G, series de poténcia formais que representam o nimero de passeios de certo comprimento
no grafo GG. Veremos a relacao entre a fungao geradora de passeios e os polindmios caracteristicos
de G e de alguns subgrafos de G.

Formularemos o problema de reconstrucao polinomial de um grafo G, e, usando como base
as fungoes geradoras de passeios, provaremos que o polindmio caracteristico de um grafo simples
finito é determinado da colecao formada pelos pares de polindmios caracteristicos dos subgrafo
vértice-eliminados e de seus complementos. Também veremos que algumas propriedades do grafo
sao determinadas de seu deck polinomial e que algumas subclasses de grafos desconexos satisfazem
a conjectura de reconstrucao polinomial.

Palavras-chave: Funcoes geradoras, polindomios caracteristicos, deck polinomial, reconstrucao

polinomial.



Abstract

The goal of this work is to study the walk-generating functions of a (finite, simple) graph G, which
are formal power series that represent the total number of walks of a given length in the graph
G. We will look at the relationship between the walk-generating function and the characteristic
polynomials of G and some subgraphs of G.

We will state the polynomial reconstruction problem for a graph G, and we will use walk-
generating functoins to prove that the characteristic polynomial of a finite simple graph is de-
termined from the collection given py pairs of characteristic polynomials of the vertex-eliminated
subgraphs and of their complements. We will also see that some properties of the graph are de-
termined from its polynomial deck and that some subclasses of disconnected graphs satisfy the
polynomial reconstruction conjecture.

Keywords: Generating functions, characteristic polynomials, polynomial deck, polynomial

reconstruction.
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Introducao

O proposito deste trabalho é estudar o polindmio caracteristico de um grafo simples e suas
relacoes com as fungoes geradoras de passeios.

Em 1941 Stanistaw Marcin Ulam e Paul J. Kelly formularam o que na atualidade é conhecido
como a conjectura de reconstru¢ao de Ulam (RC). A conjetura diz que todo grafo simples finito de
pelo menos 3 vértices € reconstruivel da colecao da classe de isomorfismos dos subgrafos proprios
induzidos (ou da cole¢ao dos subgrafos obtidos pela eliminag¢ao de vértices e seus respectivos ares-
tas incidentes). Em 1957, P.J. Kelly escreveu seu primeiro artigo sobre reconstrucao de grafos,
mostrando que arvores sao reconstruiveis.

Em 1964 P. J. Kelly e Harary apresentaram uma formulagao alternativa da Conjectura de
Reconstrugao (RC); nesse trabalho eles definem o deck D(G) de n cartas de um grafo G com n
vértices, onde cada carta representa a classe de isomorfismo de um subgrafo G\ v, para v € V(G).
O problema é reconstruir o grafo unicamente a partir do seu deck. Muitos resultados parciais
foram provados, em particular para certas classes de grafos como grafos regulares, arvores, e
grafos desconexos. No entanto, a conjectura de reconstrucao nao é valida para grafos direcionados,
hipergrafos e grafos infinitos.

Em 1973, D. M. Cvetkovi¢ propos o problema de reconstrugao polinomial (PRP), uma variagao
da conjectura de reconstrucao. O PRP pergunta se é possivel determinar o polinémio caracteristico
de um grafo G de ordem n > 2 a partir do seu deck polinomial PD(G), onde deck polinomial é
a colecao dos polindmios caracteristicos dos subgrafos obtidos removendo-se um vértice. Pode-se
achar mais detalhes na introducao do artigo [I1].

Uma propriedade de um grafo G é chamada reconstruivel se ela é determinada pelo deck de
G e é chamada de polindomio-reconstruivel se é determinada do deck polinomial de G. Em outras
palavras, o problema de reconstrucao polinomial para o grafo GG consiste em determinar se o
polindmio caracteristico de GG é polinémio-reconstruivel.

A unicidade da reconstrucao polinomial foi provada para muitas classes de grafos, como grafos
regulares, arvores, grafos conexos com ao menos um autovalor —2, coroas e grafos com até 10
vértices [12]. Em geral o problema de reconstru¢ao polinomial (PRP) ¢ ainda um problema em

aberto bem como a conjectura de reconstrugao de Ulam.
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SUMARIO 11

Estruturamos esta dissertacao em quatro capitulos.

No Capitulo 1 recordamos conceitos basicos que serao recorrentemente utilizados ao longo do
trabalho, dentre os quais defini¢coes bésicas da teoria de grafos, teoria espectral de grafos e o lema
que relaciona a matriz de adjacéncia do grafo G' com o niimero de passeios em G de comprimento
k.

No Capitulo 2 definiremos as funcoes geradoras de passeios e determinaremos a funcao geradora

para um passeio fechado no vértice ¢ no grafo G mostrando que é satisfeita a identidade:

PG\ i, x)

G = G

Este resultado sera generalizado para um subconjunto D C V(G) de vértices.
No caso em que D tem apenas dois vértices distintos i, j, obtemos a seguinte identidade para

a funcao geradora de passeios:

27 Wi (Goa™) = V(G \ i, 2)0(G \ j, ) — ¢(G2)d(G\ {i, j}, 2) [6(G. x).

Como consequéncia, provaremos que o polinémio caracteristico do grafo G é determinado a partir
dos polindmios caracteristicos dos subgrafos G \ i, G \ j, G\ {i,j} e G \ e, onde e = ij é uma

aresta fixa, e é dada por

0(G,2) = ¢(G \ e,x) = 6(G\ {i, 5}, 2) = 2V/ (G \ 1,2)0(G \ j, ) — ¢(G \ €,2)(G \ {i, j}, 2).

Apresentaremos a fungao geradora para passeios entre dois vértices 4, j, dada por

P
l,—lmj Z QSG\ :U 7

PeP;

onde P;; ¢ o conjunto de caminhos entre ¢ e j. Finalmente daremos uma relagao para fungoes
geradoras de passeios para a decomposi¢ao de um grafo GG em subgrafos H e K, que chamaremos

de férmula de decomposicao:
WD(G7 x)_l = WD(Ha x)_l + WD(K7 x)_l + xAD(G) - Ia

onde D = H N K. Também veremos a relacao que existe entre as funcoes geradoras de grafos
coespectrais, provando um resultado que faz conexao entre os conjuntos de vértices remocao-
coespectrais e as fungoes geradores para passeios entre estes conjuntos de vértices.

No Capitulo 3, estudaremos o problema de reconstrugao polinomial para qualquer grafo com

ordem maior que 2. O problema diz que polindmio caracteristico do grafo G, ¢(G, x), é determi-

11



12 SUMARIO

nado pelo conjunto

C(G) = {(¢(G \i,2),6(G \i,)) : i € V(G)}.

No Capitulo 4 listaremos algumas propriedades de grafos que podem ser determinadas do deck
polinomial. Listaremos também algumas propriedades que deve possuir um par contraexemplo ao
problema de reconstrucao polinomial; a seguir estudaremos a reconstrugao polinomial de algumas
subclasses de grafos desconexos, como grafos desconexos com duas componentes uniciclicas e grafos
roda como componente.

Em todos os capitulos, G sera considerado como grafo finito, simples de ordem n.

12



Capitulo 1
Preliminares

Neste capitulo apresentaremos as defini¢oes basicas e lemas que serao usados nos outros capitulos.

De um modo geral, as referéncias para este capitulo sao [1, [7), [14].

1.1 Grafos

Um grafo G é um par de conjuntos (V(G), E(G)), onde V(G) é chamado conjunto de vértices e
E(G) C {{a,b} CV(G) : a # b} é chamado conjunto de arestas. Uma aresta e = {u,v} € E(G)
sera denotada por e = uv. Se uv € E(G), entdo u e v sao ditos vértices adjacentes, o que sera
denotado por u ~ v. O ntmero de vértices de G é denominado ordem de G, e é denotado por

n(G). O namero de arestas de G ¢ denotado por m(G).

Definicao 1.1.1 (Grau). O grau de um vértice v é o nimero de arestas incidentes ao vértice v,

que denotaremos por
dg(v) = {u € V(G) : {u,v} € E(G)}|.

Se dg(u) = 0 para um u € V(G), entdo o vértice u serd chamado de isolado. Se dg(u) = k para

todo u € V(G), entdo G sera chamado de k-regular.

Definigao 1.1.2 (Isomorfismo de grafos). Sejam G, H grafos. Um isomorfismo entre G e H é
uma bijecao f: V(G) — V(H), tal que uv € E(G) se, e somente se, f(u)f(v) € E(H). Diz-se que

G é isomorfo a H se existe um isomorfismo entre G e H. Denotaremos por G = H.

Observacao 1.1.3. A relacao de isomorfismo é uma relacao de equivaléncia no conjunto de grafos.
Uma relagao de isomorfismo divide o conjunto de grafos em classes de equivaléncia chamadas de
classes de isomorfismo. Uma propriedade de grafos é chamada de invariante se é constante em

cada classe de isomorfismo.

13



14 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Ainda permanece em aberto o conhecimento de uma lista completa de invariantes de um grafo

(G capaz de caracterizar a classe de isomorfismo.

Definigao 1.1.4 (Grafo completo). Um grafo é completo se cada par de vértices é adjacente. O

grafo completo com conjunto de vértices {1,...,n} serda denotado por K.

Defini¢ao 1.1.5 (Multiconjunto de graus). Seja G um grafo com conjunto de vértices V(G) =
{1,...,n}. O multiconjunto de graus de G' é¢ o multiconjunto dos graus de seus vértices, denotado
por

de = {dg(1),dg(2),...,da(n)}.

Proposicao 1.1.6. Seja G um grafo. Tem-se

S dolv) =2|B(O).

veV(G)

Definigao 1.1.7 (Subgrafo). Um subgrafo do grafo G é um grafo H tal que

V(H)CV(G) e FE(H)CEQG).
Escreve-se H C (.

Um subgrafo H C G ¢ subgrafo gerador (spanning subgraph) de G se V(H) = V(G). H é
proprio se H # G. Dado E C E(G), o grafo G\ E é o subgrafo gerador de G’ com conjunto de
arestas £(G) \ E. Se E = e, escrevemos G \ e para denotar G \ {e}.

Dado X C V(G), o subgrafo de G induzido por X ¢é o subgrafo com conjunto de vértices X
e conjunto de arestas formado por todas as arestas de G com vértices em X. Dado N C V(G),
obtemos o subgrafo induzido G\ N a partir de G pela remogao dos vértices de N e todas as arestas

incidentes a eles. Denotamos G \ {v} por G'\ v para o caso de um tnico vértice.

Definicao 1.1.8 (Passeio (walk), caminho (path), ciclo (cycle)). Seja G um grafo. Um passeio
de comprimento k£ > 0 no grafo G é uma sequéncia de vértices vy, . . ., v, onde v;_1v; € E(G) para
1 <i<kEk. Se vy = v o passeio é chamado de fechado.

Um passeio com todos os vértices distintos é denominado caminho. Um passeio fechado em
que os vértices v, ..., v,_1 sao distintos é denominado ciclo. Um caminho com n vértices sera

denotado por P, e um ciclo com n vértices sera denotado por C,.
Podemos observar que todo ciclo é um grafo 2-regular e |V(C,)| = |E(C,)|.

Definigao 1.1.9 (Unido de grafos). Seja Gj,...,Gy grafos. A unido dos G; é um grafo deno-
tado por Gy UGy U --- U Gy, com conjunto de vértices e arestas Ule V(Gy) e Ule E(Gy),

respectivamente.

14



1.1. GRAFOS 15

Defini¢ao 1.1.10 (Unido disjunta). Dados dois grafos G; e G5 com V(G1) NV (G3) = 0, a uniao
disjunta entre G; e Gq, denotada por G1UGs, ¢ o grafo G dado por V(G) = V(G1) UV(G,) e
E(G) = E(G1) U E(G,).

Definicao 1.1.11. Seja G um grafo com pelo menos um vértice. G é dito conezro se para quaisquer

u,v € V(G) existe um caminho unindo u e v. Do contréario, G é dito desconexo.

Dizemos que G’ C G é uma componente de G se G' é um subgrafo conexo maximal de G,
isto é, se G’ é conexo e nao existe um subgrafo conexo H tal que G’ € H C G. O namero de

componentes e numero de ciclos de um grafo G sao denotados por k(G) e ¢(G) respectivamente.

Definicdo 1.1.12 (Complemento de grafo). O complemento G de um grafo G ¢ o grafo com

conjunto de vértices V(G) = V(@) e conjunto de arestas definido por

E(G) = {{u,v} € V(G) :u #v e {u,v} € E(G)}.

1.1.1 Grafos e matrizes

Definigao 1.1.13 (Matriz de adjacéncia). Seja G um grafo com V(G) = {1,...,n}. A matriz de
adjacéncia de G, denotada por A(G), é a matriz quadrada de ordem n x n cujas entradas a;; sao

dadas por

1, sei~7
Qij = -,
0, caso contrario.
A matriz A(G) é simétrica e real, entdao A(G) tem todos os seus autovalores reais.

Denotamos por I,, e J, a matriz identidade de ordem n X n e matriz com todas as entradas
iguais a 1, de ordem n x n, respectivamente. A matriz de adjacéncia do grafo complementar G é
dada por

A(G) = J, — (I, + A(@)).

Apresentamos o seguinte lema, de suma importancia porque estabelece uma relagao entre o

numero de passeios de comprimento ¢ e a (-ésima poténcia da matriz de adjacéncia A do grafo G.

Lema 1.1.14. Seja G um grafo com conjunto de vértices V(G) = {1,...,n} e matriz de adjacéncia

A, esejai,j € V(G). Entdo o ntimero de passeios em G de i a j com comprimento £ & (AY),;.
Demonstragao. Faremos a demostragao por indugao sobre £. O resultado é verdadeiro para ¢ = 0,
pois A° = I. Suponha que o resultado é valido para um valor de ¢. Entao, da identidade

n

(A = (Ainan;,

h=1

15



16 CAPITULO 1. PRELIMINARES

deduz-se que (A“*1);; é o nimero de passeios de comprimento ¢ 4+ 1 unindo os vértices i e j. O

resultado segue para todo ¢ por inducao. O

Observagao 1.1.15. Com as condi¢oes do Lema [1.1.14] notamos que a entrada da diagonal
principal (A%); de A® é o ntimero de passeios fechados de comprimento ¢ que comecam e terminam

no vértice i; entdo o niimero total de passeios fechados de comprimento ¢ é dado por tr(A).

Definigao 1.1.16 (Grafo elementar). Um grafo elementar é um grafo simples, no qual cada

componente é Ky ou um ciclo.

Para cada aresta uv € E(G), com e = uwv, vamos escolher um vértice final positivo e o outro

vértice final negativo e dizemos que GG recebeu uma orientacao.

Definigao 1.1.17 (Matriz de incidéncia). Seja G um grafo com V(G) = {vy,...,v,} e conjunto
de arestas F(G) = {ej,...,en}. Dada uma orientagdo de G, a matriz de incidéncia de G' com

respeito a essa orientacao é a matriz D de ordem n X m dada por

+1 se v; é vértice final positivo de e;,
dij = —1 sev; é vértice final negativo de e},

0 em outro caso.

Proposicao 1.1.18. Seja G um grafo com n vértices, m arestas e k componentes. Dada uma
orientacao de GG, seja D a matriz de incidéncia de G com relagao a essa orientagao. Entao o posto

de D éigual an — k e o co-posto de D é igual a m —n + k.

Demonstrag¢ao. Consideremos a matriz de incidéncia do grafo G para uma orientagao

D, 0 -+ 0
0 Dy -+ 0
0 0 --- D

onde cada submatriz D; para 1 < ¢ < k é a matriz de incidéncia de uma componente G; de G.
Provaremos que o posto de G; é n; — 1, onde n; = |V (G;)|. Denotaremos por d; & j-ésima linha
de Dj, correspondente ao vértice v; em Gj.

Como em cada coluna ha apenas um +1 e um —1, a soma das linhas em D; é 0. Portanto o
posto de G; é no maximo n; — 1 ou seja, suas linhas sdo linearmente dependentes. Seja i a;d; =0
uma dependéncia linear das linhas dy, ..., d,,. Para qualquer r, a linha d, tem entradas nao nulas

apenas nas colunas correspondentes as arestas incidentes com v,. Para cada uma dessas colunas,

16



1.1. GRAFOS 17

ha apenas uma outra linha, digamos ds, em que existe uma entrada diferente de zero (com sinal
oposto a entrada diferente de zero em d,). A rela¢do de dependéncia requer, portanto, o, = a.
Assim, «, = a, para toda aresta v,v, de G;.

Como G; é conexo, para quaisquer u, w € V(G;) existe um caminho u = vy, . .., v = w. Assim,
Qyy = ... = Qu,, € portanto todos os «; sao iguais a um mesmo valor a. Portanto a relagao de

dependéncia é « - Zj d; = 0, ou seja
N(D]) ={(a,...,a) : a € R},

que tem dimensao 1. Assim r(D;) = r(D]) = n; — 1. Como isso se aplica para todas as compo-

nentes, o posto de G'é Y5 (n; — 1) =n — k. O

Corolario 1.1.19. Seja G um grafo. Todas as orientagoes de G geram matrizes de incidéncia de

mesmo posto e mesmo co-posto.

Demonstrag¢ao. O posto de qualquer matriz de incidéncia de G é igual a n — k pela proposi-
¢ao [1.1.18] nimero que independe da orientagao escolhida. Raciocinio anélogo se aplica ao co-
posto. [

Tendo isso em vista, podemos definir o posto e o co-posto de um grafo.

Definigao 1.1.20 (Posto e co-posto de um grafo). Seja G um grafo. O posto e o co-posto de G,
denotados por r7(G) e s(G), sdo o posto e o co-posto da matriz de incidéncia de G com respeito a

uma orientagao qualquer.

Lema 1.1.21. Seja A um grafo elementar. O co-posto de A é o numero de componentes ciclo em

A.

Demonstra¢ao. Se A tem um numero z de componentes Ky, entdo m(A) = z + (n(A) — 2z2) =
n(A) — z e ¢(A) = k(A) — z. Portanto ¢(A) = k(A) + n(A) — m(A) e, por definigdo de co-posto,
c(A) = s(A). O

Seja G um grafo com conjunto de vértices V(G) = {1,...,n}. Lembremos que o determinante

de uma matriz n x n qualquer é dado por

det(A) = Z sgn(m) Ham(i), (1.1)

ﬂ'ESn

onde S, é o conjunto de permutagoes de ordem n. Apresentamos a seguinte proposigao.

17
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Proposicao 1.1.22 (Harary 1962). Seja A a matriz de adjacéncia de um grafo G. Entéo

det(A) =Y (—1)"M2e™),
A

onde a soma é sobre todos os subgrafos elementares geradores A de G.

Demonstragao. Seja P = sgn(ﬂ)alm(l)agm(z) <Oy x(n) um termo de . Este termo anula-se se
para algum i € {1,...,n} tem-se a; »(;) = 0; nesse caso, v;Uy(; ndo é aresta em G. Em particular, o
termo anula-se se 7 tem ponto fixo, pois o grafo nao possui lacos. Assim, se o termo correspondente
a permutacao 7 é nao nulo, entao m pode ser unicamente expressada como a composicao de ciclos
disjuntos de comprimento pelo menos 2.

Cada ciclo (ij) de comprimento 2 da permutacdo, corresponde a fatores a;ja;; de P, que
significa uma aresta v;v; em G.

Cada ciclo (pgr...t), de comprimento maior que 2, corresponde ao fator a,uaq ...ay € 0
significado no grafo G ¢ um ciclo (v,, vy, ..., v;) em G.

Consequentemente cada termo nao nulo na expressao do determinante corresponde a um sub-
grafo elementar A de G com V(A) = V(G). Como cada ciclo de comprimento ¢ é produto de
¢ — 1 transposigoes, cada ciclo par contribui em (—1) para sgn(m). Assim, se denotarmos por N,
o ntimero de ciclos pares da permutagao m, tem-se que sgn(rm) = (—1)Ne.

Seja N, o numero de ciclos de tamanho impar em 7. Se existe ¢, ciclos de comprimento ¢,
entao vale que por .

N, = Z c = Zécz =n (mod 2).
¢ fmpar =1
Portanto
r(A)=n—(N,+N.) =N, (mod 2),

e assim sgn(7) ¢ igual a (—1)"™. Cada subgrafo elementar gerador A com ¢(A) ciclos corresponde

a 2°™) permutacdes, pois existem duas maneiras de escolher a direcdo em que percorremos cada
ciclo em 7; pelo Lema [1.1.21} temos s(A) = ¢(A). O

Exemplo 1.1.23. No grafo completo K, tem-se dois tipos de subgrafos elementares com n = 4:

e Subgrafo elementar isomorfo a Ky;UK,, para o qual tem-se k(KUK>) = 2,
e Subgrafo elementar isomorfo a Cy, para o qual tem-se k(Cy) = 1,

r(Cy) =4—-1=3; s(Cy)=4-3=1.

18
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Existem 3 subgrafos de cada tipo, logo

det(A(Ky)) =3-(—1)22°+3 - (—1)%2' = -3.

1.2 Polinbmio caracteristico

Definigao 1.2.1 (Polinémio caracteristico). Seja G um grafo com n vértices e A a matriz de

adjacéncia de G. Entao o polinémio caracteristico de G é
o(G, x) = det(z] — A),

onde I é a matriz identidade de ordem n.

Assim, ¢(G, x) é um polindmio de grau n na variavel x.

Vale lembrar que o polinomio caracteristico nao depende da rotulagao dos vértices do grafo, pois
se A’ é matriz de adjacéncia de uma re-rotulacao de GG, entao existe uma matriz de permutagao B
com det(B) = det(B~!) = +1 tal que A’ = BTAB = B 'AB, ¢ assim det(x] — A’) = det(x] — A).
Definigao 1.2.2 (Autovalores de um grafo). Os autovalores de um grafo G sao os autovalores da
sua matriz de adjacéncia A(G). Esses autovalores sao as raizes A, ..., A, do polindmio caracte-

ristico do grafo G, e portanto
o(G,x) = det(xl — A) Hw—)\k
k=1

Definigao 1.2.3 (Espectro). O espectro de um grafo G é o conjunto dos autovalores da matriz de
adjacéncia A junto com suas multiplicidades. Se os autovalores distintos de A(G) sdo A\ > -+ > N\,

e seus multiplicidades sdo m(\), ..., m(\;), respectivamente, o espectro sera denotado por

A e A
Spec(G) = ' ! .
m(A) - m(Mh)
Um autovalor A € Spec(G) é simples se sua multiplicidade é 1. Além disso, o maior autovalor (em

valor absoluto) do grafo G ¢ chamado de indice do grafo.

No seguinte exemplo, apresentamos o grafo de Petersen, que também seré usado no Capitulo 2.

O calculo do polindmio caracteristico do grafo foi feito com o auxilio do programa SageMath [13].

Exemplo 1.2.4. Seja G o grafo de Petersen, exibido na Figura[l.I} O polinémio caracteristico é
dado por
#(G 1) = (v — 3)(z +2)4(z — 1)°. (1.2)

19



20 CAPITULO 1. PRELIMINARES

O espectro de G é dado por

Figura 1.1: Grafo de Petersen.

Definicao 1.2.5 (Grafos coespectrais). Sejam G e H dois grafos com |V(G)| = |V(H)|. Ge H
sao ditos coespectrais se Spec(G) = Spec(H) ou seja, se ¢(G,z) = ¢(H, z).

Exemplo 1.2.6. Apresentamos na Figura[1.2] dois grafos G e H coespectrais nao isomorfos com

o(G,z) = 2% — Ta" —42® + T2® + 4o — 1 = ¢(H, z).

G H

Figura 1.2: Grafos coespectrais.

Proposigao 1.2.7. Os autovalores \; satisfazem as seguintes propriedades:

1. Se
o(G,x) = Z apx™F =

k=0 k

Entao ap = Zl§i1<~--<ik§n(_1)k>\il)\iQ ce )\Uc

(:L‘ — /\k:>

1

n n

2. O coeficiente de 2" ! em ¢(G,x) ¢ — > 1 | N = —tr(A).

20



1.2. POLINOMIO CARACTERISTICO 21

3. [T\ = (—1)"¢(G, 0) = det(A).

Demonstragao. As propriedades enunciadas decorrem trivialmente de manipulagoes polinomiais.

Por completude, incluimos suas provas:

1. No desenvolvimento do produto [],_,(z — Ax) temos facilmente que o coeficiente de z"~* &
ak = zl§i1<"'<ik§n(_1)k>\i1>\i2 ce . Alk

2. E uma consequéncia direta do item 1. Segue que o coeficiente de 2"~ é — Yo i
3. A partir de det(x] — A) = [[}_,(z — \;) para = 0 temos a igualdade.
O

Definigao 1.2.8. Seja X uma matriz. A matriz X[i, j| é a submatriz de X obtida pela eliminagao

da i-ésima linha e j-ésima coluna. O determinante de X[i, j] é chamado de ij-cofator de X.

Definig¢ao 1.2.9 (Adjunta). Seja X uma matriz quadrada. A adjunta de X, denotada por adj(X),

¢ a matriz com ij-ésima entrada dada por (—1)" det(X[j,1]).

Como consequéncia da expansao do determinante por cofatores, a adjunta satisfaz a igualdade

X adj(X) = det(X)1,. Assim, se X é nao-singular, vale a igualdade

adj(X)

X = .
det(X)

(1.3)

Definigao 1.2.10 (Menor principal). Seja X uma matriz quadrada. Uma submatriz principal de
X é uma submatriz obtida ao escolher linhas e colunas de mesmos indices. O menor principal é

o determinante da submatriz principal.

Lema 1.2.11. Sejam X e Y quaisquer duas matrizes de ordem n x n. Entao det(X +Y) é a
soma dos determinantes das 2" matrizes obtidas por substituir cada subconjunto das colunas de

X pelos correspondentes subconjuntos das colunas de Y.

Demonstracdo. Segue do fato (conhecido de Algebra Linear) que o determinante é uma funcio

linear em cada uma das colunas da matriz. O
Corolario 1.2.12. Seja X uma matriz quadrada nao-singular de ordem n x n e y € R. Entao
det(X + yJu) = det(X) +y Y (=1)" det(X[i, 5]).
ij=1

Teorema 1.2.13. Sejam G e H grafos. O polindmio caracteristico satisfaz as seguintes identida-
des:

21



22 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(1) ¢(GUH,x) = ¢(G,x) - ¢(H,x), onde GUH é a unido disjunta de G e H.

) 4 o(Gr) = 3 oG \iva)

1eV(G)

Demonstragao. (1) Se A(G) e A(H) sao as matrizes de adjacéncia dos grafos G e H respectiva-

mente, entao a matriz de adjacéncia do grafo GUH ¢é dada por

A(GUH)z(A(G) 0 )

0 A(H)
de onde segue que

O(GUH, 2) = det(xl,) — A(G)) - det(xlyr) — A(H)) = 6(G, ) - 6(H, ).

(2) Para um h e A tem-se
o(G,x+ h) — ¢(G,z) =det((x + h)I, — A) — det(xl,, — A)
Tomando X = xl, — AeY = hl, no Lema[1.2.11] segue-se que

$(G.x+h)—¢(G,x) = det(xl, —A)+h > det(xl,_ — A(G\ 1))

i€V (G)
+3 B fi(x) — det(xl, — A),
k=2
onde f, r(x) denota os menores principais de ordem n — k de =1, — A. Assim,
(G x+h)—¢(Ga)=h Y ¢G\ix)+ Y h*fair(z).
i€V (G) k=2

Dividindo h e fazendo h — 0, obtemos o resultado desejado.

]

Exemplo 1.2.14. Considerando o grafo de Petersen no Exemplo[I.2.4] o polinémio caracteristico
&(G\i,z) é (x+2)*(z — 1)*(a* — 2z — 2) para todo i = 1,...,10. Logo

> (G \i,x) =10(z +2)* (2 — 1)*(a® — 22 — 2).

i€V (G)

22



1.2. POLINOMIO CARACTERISTICO 23

Por outro lado, a derivada de ([1.2)) é

2 o(Gr) = 100z + 2"~ 1) (2 20— 2),

como provado no item (2) do Teorema [1.2.13]

O seguinte lema é vélido para qualquer matriz A e nao s6 para a matriz de adjacéncia do grafo
G. Portanto podemos determinar os coeficientes de ¢(G, x) a partir dos determinantes det(A(H))

dos subgrafos H do grafo G.

Lema 1.2.15 (Ver [7, p.20]). Seja det(xl,, — A) == > p_, axx" " com a, = (—1)"bs. Entao by é a

soma dos menores principais de A de ordem k.

Demonstragao. A prova é imediata pelo Lema [I.2.11] tomando X =zl e Y = —A. ]

Na seguinte proposi¢ao, usando o Lema daremos os trés primeiros coeficientes a; do

polindmio caracteristico do grafo G.

Proposic¢ao 1.2.16 (Ver [I, p.08]). O polinémio caracteristico ¢(G,x) = > ;_,apz" " de um

grafo G satisfaz as seguintes igualdades:
(1) a; = 0.
(2) —ay = [E(G)].
(3) —a3 = 2T, onde T é numero de tridngulos em G.

Demonstragdo. Para cada i € {1,2,...,n}, o nimero (—1)%a; é a soma dos menores principais de

A com 7 linhas e colunas. Assim pode-se demostrar os itens.

(1) Como as entradas da diagonal da matriz adjacéncia A sao nulas, tem-se que a; = —tr(A4) =
0.

(2) Um menor principal com duas linhas e duas colunas, com entradas nao todas nulas, tem a

seguinte forma
01

10

= 1.

Existe uma relagdo univoca entre esses menores e cada par de vértices adjacentes em G.

Daqui (—1)%a = —|E(G).

23



24 CAPITULO 1. PRELIMINARES

(3) Existem exatamente trés possibilidades, a menos de permutagoes de linhas e colunas, para

0s menores principais nao triviais com trés linhas e trés colunas:

0 0
1 1
1 1

_ O
O ==

0
1
0

o O =
o O O
o O =
o O =

O tnico menor nao-nulo é o dltimo, cujo valor é 2; cada menor dessa forma corresponde a

trés vértices mutuamente adjacentes no grafo GG, formando um triangulo.

]

Agora vamos estender a Proposigao [1.1.22] para os coeficientes do polinémio caracteristico
do grafo G. O conhecimento da dependéncia dos coeficientes a, do polindmio caracteristico e a

estrutura do grafo G é de suma importancia.

Proposicao 1.2.17. Seja G um grafo. Entao

(=D'ar =3 (-1W2W, o<k <n,
A

onde a soma ¢ sobre todos os subgrafos elementares A de G com |V (A)| = k.

Demonstragdo. O nimero (—1)*a; é a soma de todos os menores principais de A com k linhas e
colunas. Cada um dos menores é o determinante da matriz de adjacéncia de um subgrafo induzido
de GG com k vértices. Qualquer subgrafo elementar com k vértices é subgrafo de um desses subgrafos

induzidos. Aplicando a Proposicao [[.1.22) para cada menor, temos o resultado. ]
Teorema 1.2.18. Se ¢(G,z) = > ,_,axz™ " é o polindmio caracteristico do grafo G, entao
e Para k =0,

akzl.

e Para k > 1,

o= 3 (1,

A€EBy

onde By é o conjunto de subgrafos elementares A de G' que tém exatamente k vértices.

Demonstragao. Pela Proposi¢ao os coeficientes a; sao determinados por

ap =Y (=1)yNTRp), (1.4)

AV (A)|=k
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Para um grafo elementar A, s(A) = ¢(A) pelo Lema [1.1.21] Além disso, pela defini¢ao de posto,
r(A) —k=n(A) —k(A) —k=—k(A) =k(A) (mod 2).

Assim, (—1)" M =k2s(0) = (—1)kM)2¢(N)  Substituindo em ((T.4)), provamos o lema. O

1.3 Série de poténcias formais

Definigao 1.3.1 (Série de poténcia formal). Seja R um anel que contém Q. Uma fungao F: N —
R pode ser representada por uma série ) -, a,7", onde a, = F(n). Essa série é chamada de
série de poténcia formal. Denotaremos por R[[z]] o conjunto das séries de poténcia formais com
coeficientes em R, isto é,

R[[z]] = {Z apx” :a, € R} :

n>0

Definicao 1.3.2 (Soma e produto de series de poténcias). Sejam F, G € R[[z]]. Define-se a soma
F + G € R[[X]] por

F+G= iaixi + i bxt = i(ai + b;) !
=0 =0 i=0

e o produto F' - G € R[[X]] por

F-G= (Z aixi> (Z bia:i> = Z cix',
i=0 =0 =0
onde, para cada indice k,
k
Cr = Z aibkfi'
i=0

Definigao 1.3.3 (Anel de série de poténcia formal). Seja R um anel com unidade. Entao
(R[[z]],+,-) ¢ um anel com unidade xz°. O anel de série de poténcia ndo possui divisores de
zero se, e somente se R nao possui divisores de zero.

Consideremos f(z) = Y,oqax’ € R[[z]]. Definimos [2°]: R[[z]] — R, o operador coeficiente
em R[[z]], por [z']f = a;. O termo constante em f é [2°]f e também sera denotado por f(0). Com

isso, podemos definir os subconjuntos

Rllllo = {f € R[[«]] : f(0) = 0}

R([z]ly = {f € Rl[z]] : (f(0))™" existe}

25
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de R[[z]].

Seja M, (R) o conjunto de matrizes n X n com coeficientes em R. Existe uma identifica¢do
natural entre M, (R][[x]]), o conjunto de todas as matrizes de ordem n x n com elementos em R[[z]],
e (M,(R))[[x]], o anel de séries de poténcia formais com coeficientes em M, (R). Formalmente, tal

identificagao é dada pelo isomorfismo

b My(R[[2]]) — (M (R))[[2]]
[fij (x)]nxn — Z Arxra

onde [A,];; = [#"]fi;(x). Assim, matrizes de ordem n x n cujas entradas sao séries de poténcia
serao também tratadas como séries de poténcias com coeficientes em M, (R), anel com unidade

I,,, e vice-versa.

Definigao 1.3.4 (Derivada formal). Se f(z) = _ .,a.2" € R[[z]], entdo a derivada formal de f

com respeito a x é dada por

L fa) = Y0+ Dagor”

r>0
Teorema 1.3.5 (Série geométrica formal). Seja R um anel. Se F' € R|[x]] satisfaz F'(0) = 0,

entao

(1-F)" = ﬁ =Y F*e R[]

k=0
1.4 Terminologia de reconstrucao

Nesta secao apresentamos algumas defini¢coes e terminologias que serao usados no capitulo 3.

Definigao 1.4.1 (Deck de um grafo). Seja G um grafo. O deck de G' é o multiconjunto
D(G) ={[G\i]:i e V(G)},

onde [H] denota a classe de isomorfismo de um grafo H (ver Observagao [1.1.3)).

Definigao 1.4.2 (Deck polinomial). O deck polinomial de um grafo G é o multiconjunto dado
por

PD(G) = {¢(G \ i,z) :i € V(G)}.

Uma propriedade de um grafo G é chamada reconstruivel se a propriedade de G é determinada
pelo deck de G. Uma propriedade de G é chamada de polinémio-reconstruivel se é determinada

pelo deck polinomial de G.
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Definigao 1.4.3 (Deck de pares de polindémios caracteristicos). Seja G um grafo com conjunto

de vértices V(G). O deck de pares de polindomios caracteristicos é definido por

C(G) = {((G \i,2), (G \i,x)) - i € V(G)}.

27



Capitulo 2

Funcao geradora de passeios e polindmio

caracteristico

Neste capitulo estudaremos a relagao entre a fungao geradora de passeios em G e seu polino-
mio caracteristico ¢(G, x), obtemos algumas identidades que permitem determinar o polinémio

caracteristico ¢(G, x) a partir dos polinémios caracteristicos de alguns subgrafos de G.

Neste capitulo, G sempre denotara um grafo com conjunto de vértices V(G) = [n| == {1,...,n}.
Lembramos também que A(G) denota a matriz de adjacéncia do grafo G. Os resultados apresen-

tados neste capitulo podem ser encontrados no artigo de Godsil [6] (ver também [7]).

2.1 Funcao geradora de passeios e polindmio caracteristico

Nesta secao comecgaremos definindo a funcao geradora de passeios. Em seguida, sera exposta a

conexao que existe entre o polinomio caracteristico de um grafo e sua fungao geradora de passeios.

Definigao 2.1.1 (Fungao geradora de passeios). Seja G um grafo com matriz de adjacéncia A. A

funcao geradora de passeios entre os vértices i e j serd definida por

o0

Wi(G,z) =) (A)ya".

r=0
Além disso, a matriz fungao geradora de passeios em G é definida por
W(G,x) = ZATQZT.

r=0
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De acordo com o Teorema [1.3.5] vale que
W(G,z) = (I, —zA)~" (2.1)

Relembrando a propriedade da adjunta em (|1.3)), podemos calcular

_ adj(z™'I, —A)  _jadj(z7'I, — A)

I, —2xA) ' =2 (a7, — A)7! = 2.2

(In—zA)™ =2 (x ) det(z—1I, — A) _ ©  $(G,aY) (22)
Combinando (2.1)) e (2.2) e substituindo = por ™!, temos que
_ _ dj(zl, — A)

e W(G, 1) = 2 T A 2.3

( ) oG 1) (2.3)

Definindo ¢;;(G, ) como a entrada (4, j) da matriz adj(z, —A), que é um polinémio pela definicao
de adjunta, podemos escrever entao

I_IWZ‘]'(G, ZL'_1> = —¢ij(G, 37) (24)

¢(G, )
A matriz W (G, z~!) pode ser visto como uma matriz quadrada na qual cada entrada ¢ uma fungao

racional, ou como uma serie poténcia formal em z sobre o anel de matriz M, (R), onde R é o corpo.

O seguinte lema é importante porque permite compreender a relacao entre as fungoes geradoras
de passeios e o polindmio caracteristico de um grafo G. Seja X uma matriz quadrada de ordem
n e sejam D, N C [n]. Denotamos por Xp y a submatriz de X com linhas indexadas por D e

colunas indexadas por N.

Lema 2.1.2. Seja D C [n], e P uma matriz quadrada nao-singular de ordem n. Entao

_ det(PDc Dc)
det ((P~* =
P )o0) = =0 p)
onde D¢ := [n]\ D.
Demonstragao. Denotemos r = |D|. Permutando linhas e colunas, podemos supor que D =
{1,...,r}. Seja @Q = adj(P), e seja R a matriz obtida substituindo-se as primeiras r colunas da

matriz identidade pelas colunas de () indexadas por D, isto é,

det(P)(P)pp| 0

* ‘ I,_,

R:

o ]
Q[n],D[nT =

29
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Assim, como R é triangular em blocos, vale que
det(R) = det(P)" det((P~")p.p). (2.5)

Por outro lado, podemos calcular o produto

pr=p.| 0 0 (7Q) i det(P)I, | =
= : n],D - n},D = :
b "2 Poe e 0 |Pope
Portanto
det(P) det(R) = det(P)" det(Ppe pe). (2.6)

Usando ([2.5)) e (2.6), temos que

1 _det(R)  det(Ppe,pe)
det((F™)op) = 3Py = "aen(p)

como querfamos. ]

Daqui em diante, denotaremos por Wp (G, x) a matriz W(G, x)p p, isto é, a submatriz de

W (G, z7') cujas linhas e colunas sdo indexadas por D.

Corolario 2.1.3. Seja G um grafo e D C V(G) com |D| = r. Entao

" det(Wp(G, 27 1)) = —¢(§igZ’)x>

Demonstragao. Seja P = xI — A. Por (2.1]), tem-se que
WD<G,JI—1) = (LUP_1>D7D.

Usando o Lema [2.1.2] temos que

~ det(Ppe pe)

Pl det(Wp (G, 27Y)) = 2 Pldet (2P~ V) pp) = act(P) (2.7)

Por defini¢do de polinémio caracteristico tem-se que det(P) = ¢(G,x). Como Ape pe é a matriz
de adjacéncia do subgrafo G\ D, vale também que det(Ppe pe) = ¢(G \ D, x). Substituindo tais
igualdades em ([2.7]), concluimos a prova. ]

Corolario 2.1.4. Seja G um grafo. Para todo i € V(G), vale que
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Demonstragao. Segue do Corolario com D = {i}. O

Corolario 2.1.5. Seja G um grafo, e seja D = {i,j} com i, j vértices distintos de G. Entéao,

1
¢(G, x)

o Wy(Ga™h) = VoG \i,2) - ¢(G\ j.a) = d(G,2) - ¢(G \ {i, 7}, 2).

Demonstragao. Pela defini¢ao e pela simetria de W(G, z),

det(WD(Ga x_l)) - VV%(G7 I‘_l) : Vij(G7$_1) - Wij(G7 .’L‘_1> ’ VVJZ<G7 x_l)
= Wii(G’Z'il) ’ M/jj(GWEil) - Wij(Gv :L'fl)Q

Isolando o termo W;;, multiplicando por 272 e usando o Corolério [2.1.4} temos que

2 Wiy(Goa™)? = a7 Wi (G ™) a2 W5 (Ga ) — 272 det(Wp (G, 27 1))

)
(G i) 4G\ j.)
o(Ga)  o(G.)

Além disso, pelo Corolario [2.1.3] temos

— 27 2det(Wp(G, 27 1)) (2.8)

oG\ {i,j},x)
o(G,x)

v 2 det(Wp(G,271)) =

Segue-se de ([2.8]) que

G\i,x) -G\ j x) — o(G,x) - 9(G\ {i, j}, @)
¢(G,x)?

Wiy (G ) = il : (2.9)

Como W;; é fungdo geradora, os coeficientes de 2~ 'W;;(G, 2~') sdo nao-negativos, e portanto ([2.9)

implica a conclusao desejada. O]

Observacao 2.1.6. Comparando (2.4) com o Corolario Vemos que

(G, 2) = V(G \i,2) - (G \ j,x) — (G, x) - 9(G\ {i, j}, ),

e portanto o polinomio ¢(G \ i,z) - ¢(G \ j,x) — ¢(G,x) - ¢(G \ {i, 7}, x) ¢ quadrado perfeito.

Exemplo 2.1.7. Considere G como o grafo de Petersen dado no Exemplo [1.2.4] Tomando i = 6
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e j =9, podemos calcular os polindmios caracteristicos que aparecem no Corolario [2.1.5

¢(G.x) = (z = 3)(z +2)*(x - 1)°, (2.10)

AG\i,2) = ¢(G\ j,2) = (z +2)*(z — 1)'(a” — 22 - 2)

G\ {i,j} ) = (@ +2)(z - 1)°(a" — 2 —4)
O(G\i,2) - (G \ j, o) = (2 +2)°(x — 1)%(2” — 22 — 2)*
$(G,x) - ¢(G\{i,j} ) = x(z = 3)(z +2)°(z — 1)°(2® —z — 4).
Logo

G \i,2) - H(G\ j, ) = 6(G,2) - H(G\ {i,j},2) = (v = 2)*(x +2)°(x — 1),
de acordo com a Observagao Além disso, usando o Corolario [2.1.5]

I e TR e T
v Wy(Go )_(95—3)(95—1—2)4(1'—1)5_a:3—2:r;2—5$+6’

Provaremos agora que, dado um grafo (G, se conhecemos os polinémios caracteristicos dos
subgrafos obtidos eliminando-se no méximo dois vértices de G, podemos calcular os polinémios

caracteristicos de qualquer outro subgrafo induzido de G a partir deles.

Corolario 2.1.8. Seja G um grafoe D C V(G). Entao ¢(G\ D, x) é determinado pelos polinémios

#(G\ A, x), onde A varia por todos os subconjuntos de D de tamanho no méaximo 2.

Demonstracao. Pelos Corolarios e[2.1.5, para cada 2,7 € D, os polinémios

(G \i,2),0(G\ j,x), 9(G\{i, ]}, ), §(G, )

determinam z7'W;;(G,z71). Assim, variando i,j € D, determinamos todas as coordenadas da
matriz 2 'Wp (G, 271). Pelo Corolario [2.1.3]

#(G\ D,x) =z "det(Wp(G,z71)) - ¢(G, ),

o que conclui a prova. O

Do Corolério [2.1.8 observamos que para recuperar o polindmio caracteristico de um grafo G é
necessario somente considerar os polinomios caracteristicos dos subgrafos obtidos de eliminar no
méaximo 2 vértices. No lema que segue, apresentamos uma expressao para recuperar o polinémio
caracteristico de GG. Fixando uma aresta e = ij € E(G), pode-se expressar o polindmio caracte-
ristico do grafo G a partir dos polinémios carateristicos dos subgrafos G \ i, G \ j, G\ {i,j} e
G\ e.
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Lema 2.1.9. Seja G um grafo, e e =75 uma aresta de GG. Entao

0(G,x) = $(G\ e,x) = ¢(G\ {i,j},2) = 2v/d(G \i,2) - (G \ j,2) — ¢(G \ e,2) - 6(G\ {i, j}, 2).

Demonstrag¢ao. Seja E;; a matriz com as entradas ij e ji iguais a 1 e todos as outras entradas

iguais a zero. Entao temos

xl, — A= (zl, — A(G\e)) — Ej;.

Tomando X = z1, — A(G'\ e) e Y = —E;; e usando o Lema [1.2.11] temos que
det(zI, — A(G)) = det [z],, — A(G \ €) + (—E;)]

é a soma de 2" determinantes das matrizes obtidas ao substituir cada subconjunto de colunas
de zI,, — A(G \ e) pelas correspondentes colunas de —FE;;. Como Ej;; tem apenas duas colunas
nao-nulas, apenas quatro desses determinantes sao nao-nulos. Denotando por Z a submatriz de
X dada por Z = xl,,_o — A(G'\ {i,j}) e supondo que i = 1 e j = 2 por simplicidade de notagao,

temos entao

0 Ofx --- % r —1|*x -+ % 0 —1|% --- %

-1 z(x -+ % 0 O % --- % -1 0 |[% -+ %
det(zl, — A(G)) =det(X)+| 0 =x +|x 0 +10 0 7

. 7 L 7 . 7

0 = * 0 0 0

onde * denota as entradas originais de xl,, — A. Expandindo cada um dos determinantes por

cofatores (escolhendo, em cada caso, uma coluna cuja tnica entrada nao-nula seja —1), obtemos
det(zl, — A) = det(X) — adj(zl, — A(G \ e));; — adj(zl, — A(G \ e));; — det(Z).
Por definigao de ¢;; (ver (2.3)) e (2.4)), concluimos que

¢(G,z) = (G \ e,x) — ¢;i(G\ e,x) — ¢;(G\ e,x) —d(G\ {i,j},x)
= ¢(G\ e,x) = 20;5(G \ e,x) — (G \ {i, j}, 2).

Usando a expressao para ¢;;(G \ e, x) obtida na Observagao [2.1.6 concluimos a demostracao. [

Exemplo 2.1.10. Considerando os dados do Exemplo [2.1.7], temos

Vo(G\i,2) ¢(G\ j.w) — (G \ e,x) - o(G\ {i, j} ) = 22(x +2)°(x — 1)°.

33



3CAPITULO 2. FUNCAO GERADORA DE PASSEIOS E POLINOMIO CARACTERISTICO

Assim,

oG\ e.x) = o(G\ {i,j},2) = 2¢/0(G \i,2) - $(G \ jow) — d(G \ e, x) - 6(G\ {i, j}, )
= (2 =3)(z+2)z —1)° = ¢(G, ),
como em ([2.10)).

No seguinte corolério, damos um caso particular do Lema [2.1.9. Uma aresta de corte € uma

aresta e tal que G\ e tem mais componentes que G.

Corolario 2.1.11. Seja G um grafo e e = 15 uma aresta de corte de G. Temos

¢(Gx) = o(G\ e;x) — (G \ {1, 5}, @)

Demonstragdo. Por hipotese, nao ha caminho entre i e j em G \ e. Assim, W;;(G \ e,z ') = 0,

Aplicando o Corolario ao grafo G \ e, segue-se que

V(G \i,2) - oG\ j.w) — (G \ e,2) - 9(G\ {i, j},2) = 27 ' Wis(G\ e,a™) = 0.

O resultado segue aplicando o Lema [2.1.9 O

Exemplo 2.1.12. Seja G o grafo mostrado na Figura 2.1} Considerando a aresta e = ij, onde
1=3ej=25

A(G\i,2) = 2(x - 2)(z +1)°(2* — 2 — 4),

S(G\ j,x) = (z = 3)(x = 2)(z + 1)°,
G\ {i,j},2) = (v = 2)*(x + 1)

o(G\ e,x) = x(x —3)(x + 1) (2? — 2 — 4).

temos os produtos

H(G\i,7) - o(G\j,z) =2(x —3)(z — 2)*(xz + 1)%(2® —z — 4), (2.11)
d(G\ e x) o(G\{i,j},2) = z(z — 3)(x — 2)*(z + 1)*(2® —z — 4), (2.12)

e vemos que (2.11)) e (2.12)) s@o iguais. Portanto

o(G,z) = (G \ e,x) — d(G\ {i,j},7) = (x + D)*(z* — 42® — 22° + 162 — 4).
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Figura 2.1: Grafo com aresta de corte

No proximo lema, daremos outra expressao para a fungao racional = 'W;;(G,27!) e deduzire-

mos uma expressao para o polinomio ¢;;(G, ).

Definigao 2.1.13 (Fungao geradora de passeios sem volta). Seja N;;(G,z) a funcao geradora de
passeios em GG que iniciam no vértice i, terminam no vértice j e nao passam pelo vértice ¢ depois

do primeiro passo. Estes passeios sao chamados passeios sem volta.

Além disso, denotaremos por P;; = P;;(G) o conjunto de caminhos em G que iniciam no vértice

7 e terminam no vértice j.

Lema 2.1.14. Sejam G um grafo e ¢ # j dois vértices de G. Entao

(G, 2! Z¢G\Px. (2.13)

PePy;

Demonstrag¢ao. A prova seré por indugao no nimero de vértices de GG. O resultado é vélido para
caminhos de comprimento 1, Qualquer passeio do vértice ¢ para o vértice j em G de comprimento
m pode ser decomposto de modo tnico em um passeio fechado com inicio e fim no vértice 1,
de comprimento k possivelmente igual a 0, seguido de um passeio sem volta de ¢ para j, de

comprimento m — k. Mais especificamente, dado o passeio

Z.:U()vvlw”avm :j7
seja k o maior indice tal que vy = i; entao o passeio original pode ser decomposto em vy, vy, . . . , Uk,
um passeio fechado, e vy, = 7, V511, ...,V = J, um passeio sem volta. Assim
WG = 2T Wy (G T NG (G 2.14
x ij( L )_:E ZZ( y L ) ij( » L ) ( )
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Por outro lado, como i # j, cada passeio sem volta ¢ = vy, Vgi1, ..., 0, = j de comprimento m
pode ser decomposto em um passeio i = vy, v; de comprimento 1 e um passeio vq,...,0, = J

passeio de comprimento m — 1 no subgrafo G \ i. Assim, particionando de acordo com vy,

Ny (G,z™h) Z$ "W (G\ i, x7h).

i

Podemos assumir que ((2.13]) é valido para o subgrafo G \ i. Entao,

-1 ) ix” 1 gb(( \”\va): ¢(G\P’x)
A D D DAY 2 HeNia)

~i t~i PePy(G\i) PePi;(G)
logo
- ¢(G\ P, x)
NG )= Y I
PeP;i;(G) ¢<G \ b x)
Substituindo em ([2.14)), temos
-1 —1y _ 9(G \ P, x)
e Wiy (Ga™h) = 27 TWiy (G 2! Pe; SC\ia)

Usando o Corolario no termo x~'W;;(G, z71), segue-se que

. G\zx Z gbG\Px)

QJ_IW,;J'(G,I_ G\Z :E

Gz PeP;i;(G)

e desse modo concluimos a demostracgao. O]

Corolario 2.1.15. Seja G um grafo e ¢ # j dois vértices de G. Entao

¢i;(G,x) = > ¢(G\ Px).

PePy;
Demonstragao. Segue do Lema [2.1.14] e de ([2.4)) que

¢z]G$ Z¢G\P$

Cancelando os fatores ¢(G, ), temos o resultado desejado. ]
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2.2 Uma férmula de decomposicao

Nesta se¢ao, vamos a obter a funcao geradora de passeios de um grafo G' composto de dois subgrafos
nao-disjuntos. Sejam H e K dois grafos tais que D = HN K # (), e seja G = HU K.

O resultado mais importante desta secao sera expressar o polindmio caracteristico do grafo G
em termos dos polinémios caracteristicos de H e K e também em termos dos subgrafos obtidos

ao apagar um ou dois vértices em H N K. Antes, precisaremos de uma definicao.

Definigao 2.2.1. Seja G um grafo e D C V(G) nado-vazio. Definimos Mp(G, ) como a fungao
geradora de passeios de comprimento pelo menos 2 cujos tnicos vértices em D sao o inicial e o

final.

Lembremos que Wp(G,z) é a funcao geradora de passeios em G com o primeiro e ultimo

vértice em D. A seguinte identidade relaciona Mp e Wp.

Lema 2.2.2. Seja G um grafo, D C V(@) nao-vazio e Mp como na Defini¢ao [2.2.1, Entao,
WD(G,ZL‘) :IT—FWD(G,ZE) . ([L’AD(G)—{—MD(G,ZL‘)), (215)

onde Ap(G) = A(G)p,p ¢ a submatriz de A(G) dada pelas linhas e colunas com indices em D.

Demonstracao. Denotaremos

Wp(G,z) = ZVVZx’ e Mp(G,z) = Zsz’
i=0 i=2

Como Wy = I, o termo constante dos dois lados de (2.15)) é igual. Para m > 1, queremos

mostrar que o coeficiente de ™ é igual dos dois lados, isto é, que
m—2

W, =W, 1 Ap + Z WM, .
k=0

Para provar a igualdade acima, iremos particionar os passeios v, ..., v, que comecam e ter-

minam em D em duas classes:

1. A classe dos passeios com v,,_1 € D. Todo passeio dessa forma é a uniao de um passeio de
comprimento m — 1 que comega e termina em D com um passeio de comprimento 1 (uma

aresta) de D para D. Isso corresponde ao primeiro termo do lado direito.

2. Para os demais, seja k o maior indice de um vértice (exceto o final) em D. Entao 0 <

k < m — 2 e o passeio pode ser decomposto de modo tinico como um passeio vy, . ..,V que
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comeca e termina em D e um passeio vy, ..., U, COM Vgiq,...,Un_1 € D. Isso corresponde

ao somatorio do lado direito.

Isso conclui a prova da afirmacao. O]

Teorema 2.2.3. Seja G = HU K, onde H e K sao subgrafos induzidos de G, e D = V(H N K).
Se r = |D| > 0, entao

Wp(G,x)™ ' = Wp(H,z) '+ Wp(K,2) ' + xAp — I,
onde Ap = A(G)p p ¢ a submatriz de A(G) dada pelas linhas e colunas com indices em D.
Demonstragao. Isolando Mp na conclusao do Lema [2.2.2] temos
Mp(G,z) =1, — xzAp — Wp(G,z)™". (2.16)

Qualquer passeio em G com apenas seu primeiro e ultimo vértice em D deve estar contido intei-

ramente em H ou em K. Entao
Mp(G,x) = Mp(H,z) + Mp(K, z). (2.17)
E claro que (2.16)) ¢ véalida para os grafos H e K. Assim,

Mp(H,2) =1, — xAp — Wp(H,z)™!
Mp(K,x) =1, — 2Ap — Wp(K,z)™".

Substituindo em ([2.17)) temos
Mp(G,z) =2(I, — xAp) — Wp(H, )™ — Wp(K,z)™". (2.18)
Logo substituindo (2.18)) em (2.16|) obtemos

Wp(G,2) ™t =1, —xAp — (2(I, — xAp) — Wp(H,z)™" — Wp(K,z)™)
=Wp(H,z) ' + Wp(K,z) ' +2Ap — I,

provando assim o teorema. O

No seguinte corolario, apresentamos o polinémio caracteristico para o grafo G no caso em que

a intersecao dos subgrafos induzidos H e K contem apenas um vértice v.
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Corolario 2.2.4. Seja G um grafo dado por G = HU K, com V(H N K) = {i}. Entao
(G, x) = ¢(H \ i,2) - oK, x) + ¢(H, ) - ¢(K \ i, ) — xp(H \ i, ) - (K \ i, x).
Demonstragao. O Teorema [2.2.3] aplicado com D = {i}, diz que
Wi (G, o)™t = Wy(H,z)™' + Wy(K,z)™ ! — 1.

Aplicando o Corolério trés vezes, obtém-se

MG ) g
z1o(G\ i, x71)  x7lo(H \ i,xz7t) a7 lo(K \ i,z 1)

Pelo Teorema (1.2.13(1), podemos expressar

~1. (2.19)

¢(G\Z>$) :¢((HUK)\Z,$) :¢(H\Z,x)¢(K\Z,£L‘)

Substituindo em ([2.19)), temos que

$(G,a) ey oK)

TGN L ) K\ r (N ge ) e \ie )

Multiplicando por 2 '¢(H \ i,27 ') - ¢(K \ 7,2~ !) e substituindo 2! por z, provamos o resultado
afirmado. O]

Exemplo 2.2.5. Considerando a Figura 2.1 no Exemplo 2.1.12] com vértice de corte i = 3, e os
grafos H e K com V(H) ={8,1,3,5,7} e V(K) = {2,3,4, 6} respectivamente. Temos

o(H,

) =
d(H\i,z) =x(x +1)(z° —z — 4),
A(K,x) = (v = 3)(z +1)%,

S\ i) = (x— 2)(z + 1)

Logo, temos os produtos

d(H,z) - (K \i,z) = (z+ 1)z —2)(z* —2* = 52% + 2+ 2),
(K, x) - o(H \i,z) = 2z = 3)(z + 1)'(a* —x — 4),
S(H\i,z)  ¢(K\i,2) =z(x —2)(x+1)*(2? —x — 4).
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Portanto, aplicando o Corolario [2.2.4, Temos

¢(G,$) = gb(Hv 1’) ’ qb(K \ i,SE) + ¢(K,$)¢(H \ i,.’E) - I¢(H \ i,I) ’ gb(K \ i,:L’)
= (z + D" — 42® — 22 + 162 — 4).

2.3 Conjuntos remocgao-coespectrais

Nesta secao, definiremos o conceito de conjuntos remocao-coespectrais, e daremos uma relacao
entre as fungoes geradoras de subconjuntos de vértices remocgao-coespectrais. Esta parte da teoria

pode-se encontrar no trabalho de Schwenk [10].
Definigao 2.3.1. Sejam G e H grafos. Diz-se que S C V(G) e T C V(H) sdo remogao-

coespectrais se existe uma bijecao 5: S — T tal que para todo A C S, vale que

¢(G \ A,:E) = ¢(H \ B(A)ux)

O nome remocao-coespectral serd motivado pela Proposicao [2.3.4 Antes de prova-la, iremos

precisar de alguns resultados. A proposi¢ao abaixo é um analogo do Corolério [2.1.8]

Proposigao 2.3.2. Sejam S e T' conjuntos de vértices de G e H, respectivamente, e 5 uma bije¢ao

entre S e T. Entao S e T sao conjuntos remogao-coespectrais com relagao a [ se, e somente se

WG\ A, x) = ¢(H \ B(A), )

para todo A C S de tamanho no maximo 2.

Demonstra¢ao. Uma das diregoes é direta. Para provar a outra, suponha que ¢(G \ A,z) =
¢(H \ B(A),x) para todo A C S de tamanho no maximo 2. Pelo Corolario o(G\ D,x) =
¢(H\ B(D),x) para todo A C D. Assim, S e T' s@o conjuntos remogao-coespectrais. ]

Em 1979, Schwenk provou o seguinte resultado.

Proposicao 2.3.3. Sejam G e H grafos, e S C V(G) e T C V(H) conjuntos de vértices remog¢ao-
coespectrais com relagdo a bije¢ao 3. Entao Wi;(G,x™1) = Wyuyp) (H, ™) para quaisquer i, j €
S.

Demonstragao. Suponhamos que ¢(G'\ A, z) = ¢(H \ f(A), x) para todo A C S. Entao, tomando
A =10, tem-se ¢(G,z) = ¢(H,z). Parai € S, tomando A = {i}, tem-se que

(G \{i}, x) = o(H \ {B(i)}, x). (2.20)
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Logo, pelo Corolario 2.1.4) W;;(G,27") = Wa g (H, 27 1) para todo ¢ € S. Agora, para i,j € S

com i # j, podemos tomar A = {i,j} e obter que
oG\ {i,j},2) = o(H\ {B(:),8(5)}, ).

Aplicando o Corolério e usando (2.20), temos que W;;(G,z71) = Wgq ) (H,z~1) para
quaisquer 7, j € S com 7 # j. Isso conclui a prova. n

Se S e T sao conjuntos remocao-coespectrais com relagao a bijecao [ entao pelo Proposi-

cao [2.3.3] temos
Wii(G,a™") = Wap (H, 27,

para quaisquer 7,7 € S. Em outras palavras, o ntimero de passeios em G entre 7 e j de um dado
comprimento k ¢é igual ao numero de passeios em H entre (i) e B(j) de mesmo comprimento.
Colocando k = 1, conclui-se que ij € E(G) se e, somente se $(i)5(j) € E(H). Logo  é um
isomorfismo entre os subgrafos induzidos por S e T em G e H.

Baseando-se na observacao acima, vejamos uma consequéncia para a férmula de decomposicao

dada no Teorema 2.2.3

Proposigao 2.3.4. Seja G = HU K, onde H e K sao subgrafos induzidos de G, e D = V(H N
K). Seja também K’ um grafo com um subconjunto D" C V(K') tal que D e D’ sdo remogao-
coespectrais com relagao a bije¢ao 5. O grafo G’ obtido substituindo K por K’ em G (identificando-

se os vértices de D com os de D’ de acordo com a bijegao ), isto &,

V(G")=V(H\D)UV (K"
E(G)Y=FEH\D)UEK")U{{u,B(v)}:uw € E(H),u & D,v € D}

satisfaz ¢(G, x) = ¢(G', x).

Demonstra¢ao. Renomeando os vértices de K’, podemos supor que (§ é a funcao identidade e
D = D’. Assim,
P\ A z) = ¢(K'\ A, x) (2:21)

para todo A C D. Logo, pela Proposicao [2.3.3] temos W;;(K,z™') = W;;(K',2™!) para todo
i,j € D. Portanto do Teorema [2.2.3] temos

WD(G, ZL’)_l = WD(H, x)_l + WD(K, ZL’)_l + ZEAD - ],«
=Wp(H, )" + Wp(K', )" +zAp — I, = Wp(G',z)".
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Em particular,

det(Wp(G, x)) !t = det(Wp (G, x)) .
Usando o Corolario [2.1.3] para expandir os determinantes acima, deduzimos que

oG24
SG\ D) GG\ Do)

Aplicando o Teorema [1.2.13] obtemos

o(G,x7h) _ oG x7h)
¢(H\ D,z71) - ¢(K\ D,x7')  ¢(H\ D,z7') - ¢(K'\ D,z71)

Substituindo ! por z e usando (2.21)) para cancelar os denominadores, concluimos ¢(G,z) =

o(G', z), como queriamos. ]

Seja K e K' os grafos da Figura com conjuntos remocao-coespectrais D e D', devido
a Godsil e McKay e apresentado em [10], é dado na Figura . Com ele e a Proposigao ,
podemos construir infinitos pares de grafos coespectrais. Pois os polindémios caracteristicos ¢( K, x),
O(K \ dy,x), p(K \ {d1,ds}, x) s@o iguais aos polindmios caracteristicos dos subgrafos K', K \ d,
K"\ {dy, dy}.

di dy  dy d 4 d,

Figura 2.2: Dois grafos com 7 vértices cada, tais que D = {dy,ds,ds} ¢ D' = {d},d,,d}} sao
conjuntos remocao-coespectrais.
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Capitulo 3
Reconstrucao polinomial

Neste capitulo vamos estudar o problema de reconstrugao polinomial para um grafo simples G, com
ordem pelo menos 3. Dizemos que o polindmio caracteristico do grafo GG é polindmio-reconstruivel
se ele é determinado pelo deck polinomial (ver Definigao [3.1.1).

O teorema central deste capitulo ird mostrar que o polinémio caracteristico de um grafo finito
com ordem maior que 2, é unicamente determinado do deck de pares de polinémios caracteristicos
(ver Definigao [3.1.2)).

Basicamente seguiremos neste capitulo os artigos de Cvetkovi¢, Doob e Sachs [5] e Hagos [8].

3.1 Deck polinomial e a funcao geradora para o niimero total

de passeios

Nesta se¢ao, apresentaremos o Teorema/3.1.5|e lemas que serao usados na demonstracao do teorema

central deste capitulo, o Teorema [3.2.2]

Defini¢ao 3.1.1 (Deck polinomial). O deck polinomial de um grafo G ¢ o multiconjunto dado

por

PD(G) = {¢(G\i,z) :i € V(G)}.

Definigao 3.1.2 (Deck de pares de polindémios caracteristicos). Seja G um grafo com conjunto

de vértices V(G). O deck de pares de polindmios caracteristicos é definido por

C(G) = {((G \i,2), (G \i,x)) - i € V(G)}.

Defini¢ao 3.1.3 (Fungao geradora do nimero total de passeios). Seja G um grafo. A fungao
geradora do nimero total de passeios em G em funcao de seu comprimento serd denotada por
TW(G, z).
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44 CAPITULO 3. RECONSTRUCAO POLINOMIAL

Se W(G, z) é a matriz fungao geradora de passeios, entao claramente TW(G, z) é a soma das
entradas de W(G, z). Simbolicamente, TW(G,z) = 1TW (G, z)1, onde 1 == [1,...,1]T.

Definicao 3.1.4. Seja G um grafo. A fungao geradora do ntiimero total de passeios em G que

saem do vértice i, indexados por seu comprimento, sera denotada por W;(G, x).

Vale que W;(G,z) é a soma da i-ésima linha de W(G, z). Em outras palavras, W;(G,z) =

e]W (G, z)1, onde e; é o vetor com a i-ésima coordenada igual a 1 e as demais iguais a 0.

Teorema 3.1.5 (Ver [5, p.44|). Seja G um grafo. A funcdo geradora para o nimero total de

passeios em G satisfaz

TW(G, z) = 2 ((—1)”“3’(;;3 ) _ 1) .

Demonstragao. De (2.1)) e (1.3)), temos que a fungao geradora do numero total de passeios em G
é dada por

1*(adj(I,, — zA))1

— T — T — -1 =
TW(G, ) = ITW(G, o)L = 1T(I, —xA) ™ = —32

Definindo B = I,, — A e aplicando a defini¢ao de adjunta (Definigao [1.2.9)), segue-se que

n

S (~1)" det(B[j, i),

i,j=1

1
~ det(B)

TW(G, x)

onde det(Bli, j]) ¢ o ij-cofator de B. Pelo Corolario [1.2.12| (com X = B e y = x), temos

> (=1)" det(B[j,i]) = 27" (det{(I, — xA) + x.J,} — det(B))

ij=1

v Hdet{(1 +2)I, — 2(A+ I, — J,)} — det(B))
v (det{(1 + 2)I, + A} — det(B)),

onde A = .J, — I, — A é a matriz de adjacéncia do grafo complemento G. Logo, tem-se

_ydet[(1 4 x)1, + xA] — det(B)
det(B)

TW(G, x) =z
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Colocando —z em evidéncia no numerador e x em evidéncia no denominador, temos que

R <(_1)ndet[(—1 —a LA 1)

det(z=11, — A)

- ()

concluindo a prova. O

No proximo lema apresentamos outra igualdade para a fungao geradora do ntimero total de

passeios no grafo G. Lembre-se que W;;(G, x) é a func¢do geradora para passeios fechados dada na

Definigao 2.1.1]

Lema 3.1.6. Seja G um grafo. A funcao geradora para o numero total de passeios em G satisfaz

Wi2(G7 iL‘)

Demonstracao. Seja S;(G,x) a fungao geradora de passeios que passam pelo vértice i no grafo G.

A funcao geradora do ntumero total de passeios satisfaz a igualdade
TW(G,z) =TW(G\ i,z) + S;(G, x), (3.1)

Além disso, seja N;;(G, ) a funcdo geradora de passeios sem volta entre i e j (ver Definigdo[2.1.13]).
Cada passeio que passa pelo vértice ¢ comecga em um vértice j e termina num vértice k. Tais passeios
podem decompor-se em um passeio que comega em j € termina em ¢ sem passar previamente por

7, um passeio fechado em 7, e um passeio sem volta de ¢ a um vértice k, e portanto

Si(G,x) = > Ny(G,z)Wi(G, 2)Ne(G, ),

Jk=1

Assim, por raciocinio anélogo ao usado em (2.14)),

5:(Gox) = 3 Nu(Ga)Wi(G, ) Ll G2Vl G ) WG, 2)Wa (G, x)

jk=1 Wi(G, x) = Wiu(G, x)
Logo,
% ) = Y57 T~ W?, s I/I/vZ , = — 7
Logo, substituindo em , conclui-se a prova. u
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No seguinte lema veremos a relacao que existe entre o nimero de arestas e a funcao geradora

para o nimero total de passeios em dois grafos G e H.

Lema 3.1.7. Sejam G e H dois grafos com |V(G)| = |V(H)| e com |E(G)| > |E(H)|. Entao,
existe um € > 0 tal que TW(G,z) > TW(H, x) para = € (0,¢).

Demonstragao. Pela definigao de W (G, z) (Definigao [2.1.1) e usando o fato de que uma aresta

contribui em 2 para a soma das entradas de A, temos
TW(G,z) =1TW (G, x)1
=17 <]n +zA+ 22 A* Z Akxk> 1
k=1

= [V(G)| + 2|E(G)|x + O(«?),

onde O(x?) denota uma fungao f tal que existem ¢ > 0 e C' > 0 satisfazendo |f(x)| < Cz? para

0 <z < ¢’. Fazendo a mesma operagao para TW(H, x) temos
TW(H,z) = |V(H)| + 2|E(H)|z + O(z?).
Assim, usando que |V(G)| = |V(H)|, temos
TW(G,z) — TW(H, z) = 22(|E(G)| — |E(H)|) + O(z?).
Usando |E(G)| — |E(H)| > 1 e a definigao de O(z?), obtemos que para 0 < z < min{e’,1/C’},
TW(G, x) — TW(H,z) > 2z —x > 0,

como desejado. O

Lema 3.1.8. Dado um grafo GG, existe um € > 0 tal que para qualquer par de vértices i, j € V(G),
temos

(dg(i) —dg(j)) - (TW(G \ i,z) — TW(G \ j,x)) <0, para z € (0,¢).

Demonstragao. O caso em que dg(i) = dg(j) é trivial. Suponha que dg (i) > dg(j), entao |E(G\
i)| < |E(G\ j)|- Logo pelo Lema [3.1.7, temos que existe um intervalo (0,¢;;) tal que

TW(G\ i, 2) < TW(G\ j,2),

tendo assim a desigualdade. Analogamente, se dg(i) < dg(j) temos a mesma desigualdade.

Escolhendo € = min;<; j<y, €;j, provamos o lema. O

46
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No seguinte lema, acharemos uma expressao para o polinémio caracteristico de G que sera
usada para concluir a demostracao do Teorema [3.2.2] que afirma que o polindémio caracteristico é

reconstruivel da colecao de pares de polindmios caracteristicos.

Lema 3.1.9. Para qualquer grafo GG tem-se

:L.fl

#(G,a7) = (2 TW(G, z))

> (TW(G,z) = TW(G \i,2))$(G \ i,z7").

i€V (G)

Demonstracao. Considerando a fungao geradora para o nimero total de passeios
TW(G,z) = 1TW(G, 2)1 = 1*(I, — zA)"'1.

Seja

W(G,z) = (Wi(G,x),...,W,(G,x))T.
Derivando W (z)

d d
—T =17—(I, —2A)" 1

=171, — zA) %Al
W(G, z)TAW (G, x). (3.2)

Da fungao geradora para o niimero total de passeios no grafo G, obtemos uma igualdade para
4 (zTW(G,x))

TW(G, z) = 1TTW(G, )W (G, z)'W(G, z)1
W(G, )" (I, — rA)W(G, x)
W(G, 2)W (G, x) — aW (G, 2)TAW (G, x),

por (3.2)) se tem
TW(G,x) = W(G,2) "W (G, z) — x% TW(G, x)

pela regra da derivada para TW(G, z) + 2L TW(G, z), conseguimos

% (x TW(G, z)) = W(G,2)"W(G, )
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Por outro lado, do Lema e do Corolario 2.1.4] tem-se

(G ia)

WE(z) oG D) (TW(G,z) — TW(G \ i, 7)) (3.4)
Substituindo em , obtém-se
d B I (CAN A ) .
T (2 TW(G,2)) = ie;@ x 1W(TW(G, z) — TW(G \ i, ).
Logo,
G o) = S (TW(G,2) — TW(G\ i, 2))8(G \ ™)
T (G TW(G, ) S " o o
como queriamos. ]

Lema 3.1.10. Seja G um grafo com n > 2 vértices. Se PD(G) ¢ conhecido entdo o nimero de
arestas |E(G)| é conhecido.

Demonstracao. Pela Proposicao [1.2.16, o nimero de arestas é determinado pelo polindbmio carac-
teristico. Em outras palavras, conhecendo ¢(G \ i,x) temos |E(G \ ¢)|. Sabemos que o grau do
vértice i ¢ dado por dg(i) = |E(G)| — |E(G \ i), assim

Y (E@-IBEG\))= ) dai).

i€V (G) i€V (G)

Usando a Proposigao para ) .y g da (i), temos

n[E(G) = Y |B(G\ )| =2|E(G)

i€V (Q)
ou seja .
|E(G)] = mz [E(G\ )]
1€V(G)
Portanto |E(G)| é determinado por PD(G). O

No seguinte lema, demostraremos que se dois grafos tem o mesmo deck polinomial, entao eles

terao o mesmo multiconjunto de graus.

Lema 3.1.11. Sejam G e H dois grafos, ambos com n > 2 vértices. Se PD(G) = PD(H), entédo
EG = EH

Demonstragao. Re-rotulando os vértices de H, podemos supor que ¢(G \ i,x) = ¢(H \ i,x)

para ¢ = 1,...,n. Como o numero de arestas de um grafo é determinado pelo seu polinémio
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caracteristico, temos que |E(G \ i)| = |E(H \ i)| para todo i = 1,...,n. Além disso, pelo

Lema [3.1.10 |E(G)| = |E(H)|. Assim,
do(i) = |E(G)| = |[E(G\ )| = |E(H)| = [E(H \ )] = du(0),

0 que prova o lema. O

3.2 Reconstrucao a partir do deck de pares de polinémios

O problema de reconstrugao polinomial (PRP) dado por D. M. Cvetkovi¢ no ano de 1973 consiste
em provar que o polinomio caracteristico de um grafo GG de ordem n é determinado a partir do seu
deck polinomial. Tal problema permanece em aberto, e alguns casos particulares serao estudados
no Capitulo 4.

Uma variacdo do PRP consiste em determinar se ¢(G, x) é recuperavel do deck de pares de
polindmios (o multiconjunto de pares (¢(G \ 4,z),d(G \ 4,z)) para i € V(G)). Para ver que tal
variacdo é de fato interessante, note que o polinémio caracteristico de G nao pode ser calculado a

partir do polinémio caracteristico de G, como mostra o exemplo abaixo.

Exemplo 3.2.1. Como apresentamos no Exemplo [1.2.6] os grafos G e H tém mesmo polindémio

caracteristico
H(G,x) =25 — To* —42® + T2® + 40 — 1 = ¢(H, 2).

Mas
H(G,x) = 2% (x +2) (2 — 222 —da + 4) # 23 (x + 2)(2® — 22 — 4) = ¢(H, z).
O teorema abaixo resolve a variacao do PRP mencionada.

Teorema 3.2.2. Seja G um grafo com n vértices. O polinémio caracteristico de G é determinado

pelo multiconjunto
C(G) =A{(o(G\i,z),0(G \i,x)) i € V(G)}.
Demonstra¢ao. Vamos supor que o polindomio caracteristico de G nao seja determinado por C(G).

Isto ¢, existe um grafo H tal que C(G) = C(H) mas ¢(G,x) # ¢(H,z). Como C(G) trivialmente
determina PD(G), temos pelo Lema (3.1.11) que

dg(i) = dy(i); para i =1,2,...,n. (3.5)
Além disso, como C(G) = C(H), podemos aplicar o Teorema e concluir que

TW(G \ i,z) = TW(H \ i, x); para i =1,...,n. (3.6)
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Consideremos o intervalo (0,¢) dado pelo Lema [3.1.71 Para z € (0,¢), iremos demonstrar que
TW(G,x) = TW(H,z), o que implicard ¢(G,z) = ¢(H,x). Suponhamos por contradigdo que
TW(G, x) > TW(H, x). Considerando qualquer par i,j € V(G), temos pelo Lema que

(da(i) — da(4)) - (TW(G\ i,2) — TW(G \ j,2)) - (TW(G,z) — TW(H,z)) < 0. (3.7)
Fazendo o produto e usando (3.6

[TW(G \ i,2) — TW(G \ j, 2)][TW(G, z) — TW(H, z)]
= (TW(G, z) — TW(G \ i, 2))(TW(H,z) — TW(H \ j,))
— (TW(H,z) — TW(H \ i,2))(TW(G, ) — TW(G \ j, z)),

aplicando o Lema quatro vezes do lado direito, temos

2(Gx) W2(G, z 2(H,x) W2(G,
[TW(G\i,2) =TW(G\j, 2)][TW(G, z) - TW(H, z)] = %g 33 MM//;EH, :c)) B %g :v; 32]-((07

Para simplificar (3.8]), usaremos o Corolario e a hipotese para concluir que

i - G
— ! o(H \ 1, g;*l)x_l O(G\ 7, 3:71)
¢(H,x71) &(G,z71)
= Wiu(H,2)W;;(G, x).

Assim, substituindo em (|3.8)),

Wiz(Gu I)WJQ(H, ZE) - Wiz(HJ I)WJQ(G, ZL')

(TW(G\i, 2))=TW(G\j, 2))(TW(G, 2)=TW(H, z)) = Wa(H, 2)W;;(G, z) ’

e portanto de (3.7)) concluimos, usando a identidade a? — b* = (a — b)(a + b), que

(i) —da ) (WG )W, (H, 2)—Wi(H,2)W(G. 2) (WG’ o)W, z) + WilH, "””WG’”) <0

I/Vii(Ha x)VVJJ(G’ ZE)

Como o ultimo fator do lado direito é positivo para x > 0, temos que

(da(i) = da(5)) - Wil G, 2)W;(H, x) = Wi(H, 2)W;(G, x)) < 0.
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Expandindo e usando (3.5)), temos:

da(YWi(G, 2)W;(H, x) + de()Wi(H, 2)W;(G, z)
—dy (YWi(H, 2)W;(G, ) — d () Wi(G, 2)W;(H, ) < 0.

Somando sobre todos os vértices 7, j, obtemos

Zda GxZWH:UJerG GmZWH:c)
—ZdH HmZWGx ZdH HxZWGa:)

HdeG Gx+TWHmZdG W,(G, )
J

—TWGa:ZdH Wi(H,z) — TW(G,z) Y du(j)W;(H,z) <0,

J

de onde segue-se que

W(H, z) ch (G, ) < TW(G, z) ZdH Wi(H, x). (3.9)
Sabemos que W(G,z) = I,, + AW (G, x). Consequentemente,

TW(G, z) = 141, + AW (G, 2))1 = n + z1* AW (G, z)1 = n+deG Wi(G, z),

=1

e portanto vale a identidade
i da())W;i(G, x) = 271 (TW(G, x) — n). (3.10)
Usando em , segue-se que para x > 0,
v P TW(H, z)(TW(G, ) —n) < o' TW(G, z)(TW(H, z) — n).

Cancelando termos e reordenando, obtemos n TW(G,z) < nTW(H, z), contradigdo ao assumido
que TW(G,x) > TW(H,x). Portanto temos que TW(G, x) = TW(H, x), donde concluimos que
TW(G, x) é re construivel de C(G). Logo, pelo Lema e (3.6) temos que

d)(G? x_l) - ¢(H7 l‘_l)7

o1
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assim provamos que o polindémio carateristico de G é unicamente determinado por C(G). O
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Capitulo 4

Reconstrucao polinomial para certas

subclasses de grafos desconexos

Neste capitulo vamos demostrar algumas propriedades dos grafos polindmio-reconstruiveis. De-
senvolvemos propriedades que um par contraexemplo para o problema de reconstrugao polinomial
deve ter, e apresentamos o problema de reconstrugao polinomial para certas subclasses de grafos

desconexos. O contetido deste capitulo é baseado no artigo de Coates, Lauri e Sciriha [2].

4.1 Propriedades de grafos polinémio-reconstruiveis

Nesta secao, apresentamos as propriedades e invariantes de um grafo G que sao polindmio-

reconstruiveis.

Definigao 4.1.1 (Propriedade polinémio-reconstruivel). Uma propriedade ou invariante é dito(a)

polinémio-reconstruivel se ¢ determinado(a) pelo deck polinomial PD(G).

Em particular, o polinémio caracteristico de um grafo é polinémio-reconstruivel se para todo
grafo H com PD(G) = PD(H), tem-se que ¢(G,x) = ¢(H,z). Neste capitulo, vamos denotar o

n—k

polin6émio caracteristico ¢(G, x) por Y ,_, axz™ ¥, a menos que seja mencionado o contrario.

Proposigao 4.1.2. Seja G um grafo. Os coeficientes de ¢(G,x) a menos do termo constante sao

determinados pelo deck polinomial.

Demonstragio. Pelo Teorema [1.2.13(2), temos L¢(G,z) = >ievie) ?(G \ i,x). Integrando o
polinémio %gb(G ,x), se obtém os coeficientes do polindmio caracteristico a menos do termo cons-

tante. u

Lema 4.1.3. Sejam G um grafo e A autovalor de G. Entao ¢(G, ) ¢ determinado por PD(G) e
A
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Demonstracao. Pela Proposigao temos que todos menos o termo constante a, podem ser
determinados. Se A é autovalor do grafo G, entao ¢(G,\) = 0 e a, pode ser determinado, logo

¢(G, x) é polindmio-reconstruivel. O

O chamado Teorema de entrelagamento (interlacing) de Cauchy é muito usado no problema de
reconstrucao polinomial. No caso particular em que o usaremos, ele afirma que os autovalores de
uma matriz n X n simétrica A e de um menor principal de A de dimensao n — 1 estao entrelacados
(isto é, se intercalam). Aplicando-o & matriz de adjacéncia de um grafo G, obtemos o seguinte

resultado.

Teorema 4.1.4 (Teorema de entrelagamento, ver [4]). Seja G um grafo com |V(G)| = n e seja
v € V(G). Seja Spec(G) = {A,Ae,...,\,} onde Ay > Ao > --- > A, e seja Spec(G \ v) =
{11, 2y -« fn—1} onde py > po > -+ > p,—q. Entéo os autovalores de G \ v entrelacam aqueles

autovalores de G, isto é,

Corolario 4.1.5. Se ¢(G \ v,z) para algum v € V(G) tem autovalor p repetido, entdo u é

autovalor de G' e ¢(G, x) é reconstruivel.

Demonstracao. Pelo Teorema temos que p < \; < p para algum autovalor \; € Spec(G), e
portanto p = A;. Assim, qualquer autovalor repetido de G \ v é também autovalor de G, e pelo
Lema temos que ¢(G,x) é reconstruivel. O

Certas propriedades ou invariantes de um grafo G podem ser determinados do deck polinomial

PD(G), listaremos algumas. Também apresentamos alguns lemas importantes.
Lema 4.1.6. Seja G um grafo. O multiconjunto de graus d¢ é polindémio-reconstruivel.

Demonstra¢ao. No Lema [3.1.11] ja foi dada o lema e a demostragao. Apresentamos outra demos-
tragao. Seja ¢(G \ i,x) € PD(G). Entao

da(i) = |E(G)| = |B(G\ i)| = —az + [2°]¢(G \ i, )
onde as ¢ determinado pela Proposicao |4.1.2l Logo dg é polinémio-reconstruivel. O

Seja G um grafo; denota-se por b(F,G) para o numero de subgrafos de G isomorfos a F.

Teorema 4.1.7. O menor comprimento de um ciclo fmpar de um grafo G' e o nimero de tais

ciclos pode ser determinado de PD(G).
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Demonstragao. Pela Proposicao |4.1.2) obtém-se os coeficientes a; de ¢(G, x) exceto o termo cons-
tante a,. Seja 2r 4+ 1 o menor ntimero impar diferente de 1 tal que G contém ciclo de comprimento

2r 4+ 1. Note que, para todo 1 < i < r, a Proposigao [[.2.17] diz que

—Q2it+1 = Z(_l)T(A)QS(A)a
A
onde o somatoério é sobre todos os subgrafos elementares A de 2i + 1 vértices. Se i < r, entao
asi+1 = 0, pois um grafo elementar ou é constituido apenas de arestas isoladas (o que é impossivel
por paridade), ou contém um ciclo (o que impossivel por minimalidade de 7).
Pelo mesmo raciocinio, todos os grafos elementares com 2r 4+ 1 vértices sao ciclos de 2r + 1

vértices. Assim,
—Agyy1 = (_1)T(Czr+1)25(C2r+1)b(02T+17 G)

onde
r(Cyyq) =2r+1—-1=2r e $(Cory1) =m2r +1) = r(Coryq) =2r +1—=2r = 1.

Entao —ag,41 = 2b(Co41, G), e portanto b(Cori1, G) = —agy4+1/2 pode ser determinado a partir
de PD(G) pela Proposigao [4.1.2] O

Lema 4.1.8. O ntmero de passeios fechados de comprimento k que iniciam e terminam no vértice

i no grafo G pode ser calculado a partir do PD(G) para k =0,1,...,n — 1.

Demonstragao. Pelo Coroléario [2.1.4] temos

(G \i,x7t)  Sp bt
xgb(va_l) - ZZ:Oakxk’

Wiu(G,x) = (4.1)
onde ay sao os coeficientes do polindémio caracteristico. Pela Proposigao [£.1.2] os termos nao-
constantes do polinémio caracteristico sao determinados pelo deck polinomial. Vamos calcular

a série Zezo cer’ tal que (ZZ:O akxk) (Zkzo clxl) = 1. Cada coeficiente ¢, é determinado pelos

coeficientes aj para k =0, ..., /. Logo, para 0 < i < n — 1, os coeficientes de 2 em
n—1
(Z bkxk> (Z Cg$£>
k=0 >0
sao determinados pelos coeficientes ay para k = 0,...,n — 1, ndo dependendo portanto do termo

constante a,. Comparando com (4.1), vemos que (A¥); ¢ determinado de PD(G) para k =
0,...,n—1. ]
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Abaixo definimos polinémios simétricos elementares e apresentamos as formulas de Newton.
No nosso contexto, elas mostram uma conexao entre os polindmios simétricos e os autovalores do

polindmio caracteristico de um grafo G.

Definicao 4.1.9 (Polindmios simétricos elementares). O k-ésimo polindmio simétrico elementar

em n variaveis é dado por

Sk, x,) = E Ty Tiy...x;,  parak=1,2....n

1< <ia << <n

Teorema 4.1.10 (Identidades de Newton, ver [9]). Para n > 0 e k > 1, defina

n

k

Pr = E Z;
i=1

Entao, se 1 <k <n
k—1

Dk = Z(_l)i_lpk—isi + (=) ksy.

i=1

Definigao 4.1.11 (Momento espectral). Seja G um grafo. Para um k € N, o k-ésimo momento

espectral de GG é a soma das k-ésima poténcias dos n autovalores, ou seja,
Sk = E )\k,
AeSpec(G)

onde Spec(G) foi dado na Definigao [1.2.3]

Observagao 4.1.12. O momento espectral satisfaz Sy, = tr(A(G)"). Assim, Sy conta o nimero

de passeios fechados de comprimento k.

k

Observacao 4.1.13. Seja G um grafo com polindmio caracteristico >, axz™ " e autovalores

A > - > A, Tem-se que

s A = > Ay A = (—DFay,

1<t << <n

e as funcoes de Newton sao os momentos espectrais
n
pk()\l, ey )\n) = Z )\Zk = Sk
i=1

As identidades de Newton dizem que S, = — Z;:ll a;Sx—; — kap parak=1,...,n.
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Exemplo 4.1.14. Seja G um grafo. Determinamos os cinco primeiros momentos espectrais.
Lembre-se da Proposicao [1.2.16| que a; = 0, aa = —m e ag = —27, onde T' é o ntimero de
triangulos.

Temos S; = —a; = 0. Além disso,
SQ == —agSl — 2(12 == —2(12 =2m.

Continuando, temos
Sg = —alsg — CLQSl — 3&3 = —3CL3 =6T.

Usando os momentos espectrais ja calculados, temos

84 = —a153 — CLQSQ — &351 — 4&4
= —0-617 — (—m)(2m) — (—2T) - 0 — 4as = 2m* — 4ay,.

Para k =5, temos

S5 = —0,154 — CLQSg — ClgSQ — CL4Sl — 5(1,5

= —(—m)(6T) — (—2T)(2m) — bas = 10mT — 5as.

Corolario 4.1.15. Seja G um grafo. Os momentos espectrais Sy, S1,...,5,_1, de G sao determi-
nados por PD(G).

Demonstragao. Pela Observacao 4.1.13) para os momentos espectrais, S, = — Zf;ll a;Sk—; — kay,

para k = 1,...,n. Dessa expresao, vemos que os momentos espectrais Sy, S3,...,5,_ 1 podem
ser obtidos dos coeficientes ao, as, ..., a,_1 do polindbmio caracteristico e como cada coeficiente é
determinado do PD(G), os momentos espectrais sao polindmio-reconstruiveis. O

Lema 4.1.16. Seja G um grafo com n vértices, m arestas, p de pares de arestas incidentes e ¢

copias de Cy em G. O quarto momento espectral S; de GG, é dado por
Sy =2m + 4p + &q.

Demonstracao. Pelo Exemplo [4.1.14] o quarto momento espectral é dado por Sy = 2m? — 4ay e
aplicando o Teorema [1.2.18| para determinar o coeficiente ay, temos

0= 3 (~1)HWe),

A

Ha dois casos para A: ou A é isomorfo a KoUK, ou a Cy. Para o caso KoUKs, temos k(Ko,UKy) = 2
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e ¢(KoUK,) = 0. Além disso,

b(KUK,, G) = (”;) —p.

Ja para o caso Cy, temos k(Cy) =1 e ¢(Cy) = 1. Entao

aw= 3 (124 Y (-2

AG[KQUKQ] AE[C4]
= b(KQUKQ, G) - 2b<C4, G),
—1
- % —p—2b(Cy, G).
Substituindo a, em Sy, temos
-1
Sy =2m* — 4 m(m2 ) _pe 25(Cy, G)

Como q = b(Cy, G), temos
Sy =2m? —2m(m — 1) +4p + 8¢ = 2m + 4p + 8¢,

como afirmado. 0

Teorema 4.1.17. Seja G um grafo. Se n > 5, o ntimero de quadrilateros ¢ de G' é determinado
por PD(G).

Demonstrag¢ao. Sabemos do Lema [4.1.16| que Sy = 2m + 4p + 8¢. Além disso, pode-se calcular

m = (G)dG(z’)/Z e p= Y (dGQ(i)).

2% i€V(G)
Como m e p sao determinados pelo PD(G) pelo Lema [4.1.6, e Sy é determinado pelo PD(G) pelo
Corolario [4.1.15] entao ¢ também é determinado por PD(G). ]

Definigao 4.1.18. Seja G um grafo. Uma aresta e = ij € F(G) é chamada de aresta pendente
se dg(l) =1ou dg(j) =1.

Por exemplo, o grafo da Figura[d.1], chamado de tridngulo com aresta pendente, tem uma aresta

com essa propriedade.

Lema 4.1.19. Seja G um grafo e F o grafo da Figura 4.1 O ntmero de triangulos com arestas
pendentes s(F,G) em G é dado por

WEG) =5 3 (4)aldeli) —2)

i€V (G)
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Figura 4.1: Triangulo com uma aresta pendente.

Demonstragao. Para cada triangulo {1, j, k} de G, o nimero de copias de F' contendo tal tridangulo
e uma aresta pendente conectada a i é (dg(i) — 2), onde o termo 2 corresponde as arestas ij e ik
que participam do tridngulo. Pelo Lema o numero de passeios fechados de comprimento 3

que tem inicio e fim no vértice ¢ ¢ dado por (A%);;. Somando sobre todos os vértices 1,

S (A%)uldeli) — 2).

i€V (G)

Como cada triangulo {i,j, k} corresponde a dois passeios de comprimento 3 comegando em 1,

provamos o resultado. O
Teorema 4.1.20. Seja G um grafo. O numero de pentagonos de G é determinado por PD(G).

Demonstracao. Pela Observacao [4.1.12, o quinto momento espectral S5 é igual ao nimero de
passeios fechados de comprimento 5. Os subgrafos de GG que correspondem a passeios fechados de
comprimento 5 sdo o pentagono (Cs), triangulo (C3) e tridngulo com aresta pendente (F'), assim

usando os momentos espectrais na formula de Newton, tem-se
S5 = 10mT — 5as. (4.2)
Calculando a5 a partir do Teorema [[.2.18]

as = Z (_1)k(3)20(3)

|B|=5
= (—1)%2'(K3UK,, G) + (—1)12'(C5, G)

Para encontrar uma férmula para o namero de triangulos, iremos contar o nimero de modos de

escolher quatro arestas tal que trés delas formem um triangulo. Por um lado, esse ntimero é
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T - (m — 3), escolhendo um triangulo e depois outra aresta fora do triangulo escolhido. Por outro
lado, o grafo formado pelas quatro arestas pode ou ser um K3UK>, se a aresta for vértice-disjunta

do triangulo, ou um F'; caso contrario. Assim,
T-(m—3)=b(K3UK,,G)+b(F,Q). (4.4)

Podemos substituir (4.3) e (4.4) em (4.2)) para obter

— 10mT — 10mT + 30T + 10b(F, G) + 106(C5, G).

Como S5, b(F,G) e T sao determinados por PD(G), b(Cs, G) também é determinado por PD(G).
[

4.2 Propriedades de um par contraexemplo ao PRP

Sejam G e H grafos com |V (G)| = |V(H)|. O par (G, H) é um par contraexemplo ao problema de
reconstruc¢ao polinomial (PRP) se os polindomios caracteristicos sao diferentes, ¢(G, z) # ¢(H, x),
mas os decks polinomiais sao iguais, PD(G) = PD(H).

Algumas propriedades que um par contraexemplo deve ter sdo apresentados nos seguintes
lemas. A menos que seja afirmado o contrério, (G, H) serda tomado como um par contraexemplo
ao PRP.

Pela Proposigao [4.1.2], os polinomios caracteristicos dos grafos G e H diferem s6 no termo
constante a,. Portanto, para o par contraexemplo (G, H) os polindmios caracteristicos satisfazem
a equagcao

o(G,x) = ¢(H,x) + Aa, Aa, € Z\ {0}.

Veremos abaixo outras propriedades do par (G, H)
Lema 4.2.1. G ¢ H nao tem autovalores em comum.

Demonstragao. Segue pelo Lemal4.1.3] Suponhamos que G e H tiveram pelo menos um autovalor
em comun. Logo o polindmio caracteristico de G é reconstruivel, contradizendo a suposi¢ao que

(G, H) é um par contraexemplo. O
Lema 4.2.2. Os polinémios de PD(G) néo tém autovalores repetidos.
Demonstragao. Equivalente ao Corolario [4.1.5 O

Lema 4.2.3. Se (G, H) é um par contraexemplo, ou G ou H é conexo.
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Demonstra¢ao. Seja G um grafo desconexo com componentes Gy, ..., G, e A\;(G) o maior auto-
valor de G. Entao existe uma componente G; com A\ (G;) = A\ (G) e um vértice v € V(G)\ V(G;).
Como o espectro de um grafo desconexo é a uniao dos espectros de suas componentes, A (G \ v) >
M(G;) = M(G). Além disso, pelo Teorema [4.1.4] X\ (G \ w) < Ai(G) para todo vértice w € V(G).
Assim, A\;(G) é o maior autovalor de um subgrafo da forma G\ w, e portanto é reconstruivel do
deck polinomial.

Supondo PD(G) = PD(H), isso implica que G e H possuem o mesmo autovalor maximo,

contradizendo o Lema [.2.1] Portanto G e H nao podem ser ambos grafos desconexos. O

Na tentativa de estender o par contraexemplo para o PRP, uma pergunta natural seria: Um
par contraexemplo (Gy,G2), pode gerar uma familia infinita de pares contraexemplos da forma
(G1UH, G5UH), onde H é um grafo arbitrério? A resposta é negativa devido ao Lema [4.2.3]

4.3 Reconstrucao polinomial de certas subclasses de grafos

desconexos

Grafos desconexos com mais de duas componentes e com duas componentes de diferentes ordens

ja foram provados ser polindmio-reconstruiveis em [3].

Teorema 4.3.1 (Ver [3]). Seja G um grafo desconexo com |V(G)| > 3 e exatamente duas com-

ponentes conexas Gy e Gy. Se |V (G1)| # |V (Gy)] entao ¢(G, x) é polindmio-reconstruivel.

Teorema 4.3.2 (Ver [3]). Seja G um grafo desconexo e Gy, ..., Gy suas componentes conexas.

Se k > 2, entdo ¢(G, x) é polindémio-reconstruivel.

Corolario 4.3.3. Seja G um grafo desconexo com nimero impar de vértices. Entao ¢(G,x) é

polinémio-reconstruivel.

Demonstragcao. Se o grafo tiver duas componentes, cada componente tem nimero de vértices
diferente e a conclusao segue do Teorema[4.3.1] Se G tiver um nimero de componentes maior que

dois, entao podemos aplicar o Teorema para obter o resultado desejado. ]

Dos resultados acima, as tinicas classes de grafos nao conexos que ainda nao foram provados ser
polinémio-reconstruivel sao os grafos nao conexos com exatamente dois componentes de mesmo
ordem. Nos seguintes subsegoes, provaremos que o PRP ¢é valido para alguns grafos desconexos

com componentes da mesmo ordem.
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4.3.1 Grafos desconexos com duas componentes uniciclicas

Nessa subsecao, trataremos dos chamados grafos uniciclos, que sao grafos que contém exatamente
um ciclo. Em [12] foi provado que grafos uniciclicos sao polindmio-reconstruiveis. Esse resultado
serd usado para provar que um grafo G desconexo com duas componentes uniciclicas também é

polindmio-reconstruivel.

Exemplo 4.3.4. O espectro de um grafo ciclo C,, é dado por

2 2cos2rw/n --- 2cos(n—1)7/2 _
Spec(C,,) = ) ) ) se n é impar.
2 2cos?2 cee 2 -2 —2
Spec(C,,) = ( | 0052 m/n Cos(n2 Jr/n . ) se n é par.

(ver [T, pag. 17]). Assim, C,, possui pelo menos um autovalor repetido.

Teorema 4.3.5 (Teorema 3.5 em [12]). Se G ¢ um grafo uniciclico entdo ¢(G,x) ¢ determinado

pelo deck polinomial.

Teorema 4.3.6. Seja G um grafo com exatamente duas componentes GG; e GG, e suponha que G

e G sdo grafos uniciclicos. Entao ¢(G, x) é polinémio-reconstruivel.

Demonstragao. Sejan = |V(G)|. Suponhamos que G nao seja polinémio-reconstruivel, isto é, que
existe um grafo H tal que (G, H) seja um contraexemplo ao problema de reconstrugao polinomial.

Dividiremos em dois casos de acordo com os tamanhos das componentes:

e Quando |V(G1)| # |V(G2)|, ¢(G, z) é polindmio-reconstruivel pelo Teorema [4.3.1]

e Quando |V(Gy)| = |[V(G2)| = n/2, como cada componente é uniciclica, segue que
n n
m(G) = V(G =2 o m(G) = V(G| = 2.

logo |V(G)| = m(G) = m(Gy) + m(Gs) = n.

Como G ¢é desconexo, segue pelo Lema que o grafo H é conexo. Além disso, |[V(H)| =ne
m(H) = m(G), logo m(H) = n, isto s6 pode acontecer se H ¢ um grafo uniciclico e de [12], segue
que o polinémio caracteristico é reconstruivel. Portanto, o par de (G, H), nao pode ser um par

contraexemplo, contradizendo a suposi¢ao. Logo ¢(G, x) é polindmio-reconstruivel. O
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4.3.2 Grafos desconexos com grafo roda como um componente

Nesta se¢ao provaremos que o polindémio caracteristico da classe de grafos desconexos com grafo
roda como um dos componentes é polinémio-reconstruivel. Isto serda provado usando as proprie-
dades do vértice dominante que o grafo roda possui, pois a existéncia do vértice dominante cria

autovalores repetidos em um elemento do deck polinomial.

Definigao 4.3.7 (Produto completo ou juncao (join)). O produto completo ou juncao de grafos G

e H com conjuntos de vértices disjuntos, denotado por GV H, é o grafo com conjuntos de vértices
V(GVH)=V(G)UV(H)
e conjunto de arestas
E(GVH)=EG)UEH)U{w :u e V(G),ve V(H)}.

Exemplo 4.3.8. Apresentamos a jungao de dois grafos P, e C3 na Figura [4.2]

Figura 4.2: P,V K.

Definigao 4.3.9 (Grafo roda (wheel)). Um grafo roda é um grafo obtido ao fazer a jun¢ao de um

grafo ciclo C,_1 (assim, n > 4) e um novo vértice K;. Escrevemos
Wn - K1 V Cn—l'
Seja v um vértice, adicionando o vértice v ao ciclo C,_; obtendo-se o grafo roda, nesse caso v com
) )
da(v) = k > 3, serd chamado de vértice dominante.
G )

Exemplo 4.3.10. Apresentamos um grafo roda Ws = K; V C5. Ver Figura 4.3

Teorema 4.3.11. Seja G um grafo desconexo tal que uma das componentes é um grafo roda.

Entao ¢(G, x) é polindmio-reconstruivel.
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Figura 4.3: Grafo roda.

Demonstrag¢ao. Denotemos as componentes do grafo G por Gy, ...,Gg. suponhamos sem perda
de geralidade que G; é o componente é grafo roda. com vértice dominante i e dg, (i) = k > 3,

logo o deck obtido ao eliminar ¢ serd dado por
G\i=Cy UGy,
e o correspondente polindmio caracteristico em PD(G) é dado por:
(G \i,x) = ¢(Ga, x) - 9(Cr, 7).

Como todo ciclo possui um autovalor p repetido, pelo menos um polindémio de PD(G) tem auto-
valor repetido. Assim, ¢(G, ) é polindmio-reconstruivel pelo Corolario [4.1.5] ]
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