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Resumo

Nesta obra exibimos conclusoes topoldgicas e geométricas associadas a dois espagos de
Banach e a seus duais topoldgicos. Além disso, empregamos o Teorema de Krein-Milman e
um outro resultado para obtermos dois ganhos. O primeiro é a determinacao do conjunto de
pontos extremos da bola fechada B[O, 1] dos duais de trés espagos de Banach simples. Ja o

segundo consiste em uma prova para o Teorema de Banach-Stone.

Palavras-chave: Ponto extremo. O Teorema de Banach-Stone.






Abstract

In this work are exhibited topological and geometric facts related to two Banach spaces
and its topological dual spaces. Moreover, the Krein-Milman Theorem and other statement
are applied in order to get two profits. The first of them is the finding of the set of extreme
points of the closed ball B[0, 1] of the dual space of three simple Banach spaces. The second

profit, in its turn, consists in a proof for the Banach-Stone Theorem.

Key-words: Extreme point. Banach-Stone Theorem.
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Introducao

Sejam V' um espaco normado e C' C V' um conjunto convexo. Diz-se que x € C' é um
ponto extremo de C' se nao ha segmento de reta em C tendo x como ponto interno. Trata-se,
portanto, da generalizacao do conceito de vértice, como o conhecemos nas geometrias plana e
espacial. A importancia desses elementos ja era evidente em resultados obtidos na primeira
metade do século XX. Por exemplo, suponha que C, além de convexo, seja compacto. Entao,
o Teorema de Krein-Milman revela-nos que, em um sentido topoldgico e algébrico, os pontos
extremos de C sao capazes de “gerar” C'. E, para destacar ainda mais essa importancia,
notamos que da conclusao de Krein-Milman decorrem consequéncias em diversas areas da
Matemadtica, tais quais: Otimizacao, Teoria das C*-algebras, Teoria das representagoes e
Probabilidade.

Neste trabalho desejamos, principalmente, conhecer alguns resultados envolvendo pontos
extremos e aplicar essa teoria em certos espacos de Banach.

Iniciamos o texto revendo teorias que fundamentam nossa pesquisa. Nessa etapa,
abordamos conceitos e resultados relacionados aos seguintes temas: Teoria dos Conjuntos,
Algebra Linear, Topologia, Teoria dos Espacos Métricos, Analise Real, Teoria da Medida e
Integragao e Analise Funcional. Tudo isso ¢ realizado no Capitulo 0.

Ja no Capitulo 1 apresentamos dois espacos de Banach e examinamos conclusoes
topoldgicas e geométricas associadas a eles e a seus duais topolédgicos.

Em seguida, abrimos o Capitulo 2 com a definicao de ponto extremo. Prosseguimos
estudando propriedades de pontos extremos em alguns espacos simples. Depois, passamos a
teoria que nos permitird determinar pontos extremos em duais topoldgicos.

O Capitulo 3 ¢é o lugar da primeira aplicacao da teoria citada no paragrafo acima.
Nesse capitulo, encontraremos o conjunto de todos os pontos extremos da bola B|0, 1] do dual
topologico de tres espacos de Banach elementares. Um quarto espaco também ¢é analisado.

Finalizamos a dissertacao no Capitulo 4 exibindo uma segunda aplicacao. Trata-se de
uma prova para o Teorema de Banach-Stone.

Esperamos que nossa redagao esteja bem proxima de um texto autossuficiente para o(a)
leitor(a) que conhece conceitos elementares da Algebra Linear e tem experiéncia equivalente
a de um primeiro curso de Analise Real.

Demonstragoes que decorrem facilmente das definigoes envolvidas foram veladas. Nesses
casos, escrevemos que “a demonstracao é direta”. Em adicao, escolhemos omitir as provas
de trés enunciados: o Lema 0.118 (p. 49), a Proposigao 0.140 (p. 54) e o Lema 0.147 (p.
55). Pelo primeiro, conseguimos construir uma fungao h : R — R curiosa. O segundo, por

sua vez, garante a existéncia e a unicidade da medida de Lebesgue em Bor(R). Por fim, o
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20 | Sumario

terceiro resultado anuncia uma generalizacao para o Teorema Fundamental do Calculo. Para
as demais conclusoes indicamos dicas para a prova ou provas detalhadas.

Além disso, muitos Exemplos e Observacoes feitos na obra contém resultados simples
que serao utilizados de maneira silenciosa, por vezes.

Os espagos analisados no Capitulo 3 sao espagos vetoriais sobre R. Por essa razao e
também por simplicidade, trataremos frequentemente os espagos vetoriais considerando o

corpo dos reais, embora isso nao seja necessario.



Capitulo 0

Fundamentos

0.1 Teoria dos Conjuntos

Comecamos dando significado a certos simbolos utilizados no texto. Depois, observare-

mos alguns conceitos e resultados.

Usualmente, indicamos um elemento f de H X; como (;)er, em que x; = f(i). Quando

iel
I = [n], escrevemos HXZ' = X1 X Xy x -+ x X,,. Nesse caso, um elemento do produto pode
icl
ser expresso por uma lista ordenada com n termos, tal qual (1, za, ..., z,).
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Defini¢ao 0.4 (Conjunto enumeravel). Um conjunto X é enumerdvel se X € finito
ou se existe f: X — N byjetiva.

Lema 0.5. Sejam X e Y conjuntos enumerdveis. Entio X XY ¢é enumerdvel.

Dica para a demonstracao. Primeiramente, note que se A é enumeravel, entao todo B C A
é enumerdvel. Depois, use f : N> — N dada por f(m,n) := 2™m3" para mostrar que
N? ¢ enumerédvel. Por tltimo, tome o : X — N e 3 : Y — N injetivas e considere
G: X xY — N? dada por G(z,y) := (a(z), B(y)). O

Corolario 0.6. Se {Xi}ie[n] € uma colecao de conjuntos enumerdveis, entao X; X Xo X

- X X, € enumerdvel.

Proposicao 0.7. Considere uma familia de conjuntos enumerdveis { X, tnen. Entao,

oo
X = U X,, € enumerdvel.

n=1

Dica para a demonstra¢ao. Para cada m natural tome f,, : N — X,, sobrejetiva. Em

seguida, defina f : N> — X por f(m,n) := f,(n). Note que f é sobrejetiva e N? ¢

enumeravel. O

Adiante, nosso objetivo serd demonstrar o importante Lema de Zorn'. Dele dependem
conclusoes cruciais em diversos ramos da Matematica. Aqui, o lema ampara, por exemplo, o
Teorema de Hahn-Banach, cujo papel é central na Andlise Funcional.

Comecamos examinando alguns conceitos.

Defini¢ao 0.8 (Relacao). Uma relagao em um conjunto X € um subconjunto R de
X x X. Escrevemos xRy quando (z,y) € X x X.

Defini¢ao 0.9 (Ordem parcial, conjunto parcialmente ordenado). Dado um con-
Junto X, uma ordem parcial em X € uma relacao <X em X tal que:
(a) x < x para todo x € X.
(b) Sex <y ey <Xz, entdo x = y.
(c) Sex2yey=z entaox =< z.
Um par (X, <) em que X é um conjunto e < uma ordem parcial em X € chamado

de conjunto parcialmente ordenado.

Max August Zorn (1906-1993), matemético alemio. Suas principais dreas de estudo foram Algebra e Anadlise
Numérica.
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Defini¢ao 0.10 (Cadeia, cotas inferior e superior, elementos minimal e maxi-
mal). Sejam X um conjunto e < uma ordem parcial em X.

(a) Uma cadeia em X € um subconjunto C C X tal que, para quaisquer x,y € C, x <y
ouy = x.

(b) Dado Y C X, uma cota inferior (respectivamente, superior) de'Y €é um elemento
x € X tal que x <Xy (respectivamente, y < x) para cada y € Y.

(c) Um elemento m € X é chamado minimal (respectivamente, mazximal) se o unico

x € X que cumpre x < m (respectivamente, m < x) é o prdprio m.

O Lema de Zorn decorre facilmente do enunciado seguinte.

Lema 0.11. Considere um conjunto X # () e um T' C P(X). Suponha que o conjunto
parcialmente ordenado (I, C) cumpra as sequintes condigoes:
(a) Se AeT' e BC A, entio BeT.

(b) Se C é uma cadeia em I', entdo U Ael.

AeC
Entao (T, C) possui um elemento mazximal.

Dica para a demonstra¢do. Primeiramente, para cada A € T' defina A, := {z € X :
AU {z} € T'}. Depois, tome uma fungao f : P(X)\{#} — X tal que f(Y) € Y, para
qualquer Y C X nao vazio. Em seguida, estabeleca g : I' — I' pela lei:

[ 4 ANA =0
9(4) '_{ AULS(ANA)Y, ANA£D

Desse modo, A,\A = () se, e somente se, A é maximal em I". Por isso, para obtermos o

resultado desejado, mostraremos que
JAeT:g(A) = A (%)

Para facilitar a argumentacao vindoura, introduziremos um conceito. Dizemos que
II C T" é uma torre se:
(P1) 0 e IL.
(P2) Se A € 11, entéo g(A) € I1.

(P3) Se C é uma cadeia em II, entao U Aell

Aec
Observe que existe pelo menos uma torre. Denotando por Il a intersecao de todas

as torres, temos que Iy é uma torre. A afirmagao (x) segue do fato de Il ser uma cadeia,
0 que constataremos na sequéncia. Comegamos apresentando outra definicao.

Dizemos que C' € Il é comparavel quando, para todo A € Ilj, temos A C C' ou
C C A. Fixe C € Il comparavel. Entao, pela definicao de g, se A € Il é um subconjunto
préprio de C', temos g(A) C C. Agora, considere

A={Aecllj: ACCougy(C)C A}

Assim, A é uma torre. De fato, A claramente satisfaz as propriedades (P1) e (P3). Para
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verificar (P2), divida em trés casos, se necessario: (i) A é um subconjunto préprio de C,
(ii)) A= C, e (iii) g(C) C A. Sendo assim, decorre da definigao de IIy que A = II.

Do exposto, conclui-se que quando C' é comparavel, g(C') é também comparavel.
Logo, a familia ® dos conjuntos comparaveis satisfaz (P2). Em adicao, ela cumpre também
(P1) e (P3), como facilmente podemos verificar. Decorre que ® é uma torre. Por isso,

Il = ® é uma cadeia.

Uma vez que Il; é uma cadeia e uma torre, U := U P € Il,. Também, pela

Pelly
definigao de U, g(U) C U. Como a inclusao reversa ¢ ébvia, obtemos g(U) = U e provamos
(). O

Proposigao 0.12 (Zorn). Seja (X, =) um conjunto parcialmente ordenado em que cada

cadeia C' C X admite uma cota superior. Nesse caso, X possui um elemento mazimal.

Demonstragao. Considere p : X — P(X) dada por:
plx) ={ye X :y 2z}, VaoelX.

Indicando I" := p(X), vemos que (I, C) é um conjunto parcialmente ordenado. Além disso,
p é injetiva e p(z1) C p(x2) < x1 X 3. Dessa forma, provar a existéncia de um elemento
maximal em X é equivalente a provar que ha um elemento maximal em I'.

Da correspondéncia entre (X, <) e (I', C) resulta que (I', C) respeita as hipdteses

do lema anterior. Por essa razao, (I', C) possui um elemento maximal, completando a

prova. [ |

Observagao 0.13. Considere um conjunto parcialmente ordenado (X, <) em que cada cadeia
C C X admite uma cota inferior. Depois, seja > a relacao em X expressa por z > y < y = x.
Empregando o Lema de Zorn com o conjunto parcialmente ordenado (X, =) garantimos que
(X, <) possui um elemento minimal.

0.2 Algebra Linear

Nesta secao, conceitos elementares de Algebra Linear, como os de espaco vetorial,
subespaco, base e espaco quociente sao supostos conhecidos. Quando omitirmos o corpo de
escalares K referente a um espago vetorial, significa que K pode ser, indiferentemente, R ou

C.

Novamente iniciamos com algumas convencoes.

Notagao 0.14. Seja V um K-espago vetorial.
(a) O vetor nulo de V' sera representado por 0.
(b) Dados A, B C V, fixamos:

A+B:={a+b:ac Abe B} e A—-B:={a—-b:a€ Abe B}.
Em particular, se B := {b}, temos A+b:=A+B e A—b:=A—-B.
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(c) Dados A CV e k € K, denotamos kA := {ka : a € A}.
(d) Se A C V, o subespago gerado por A serd indicado por (4). Em particular, se
A :={a}, escreveremos (a) := (A).

Continuamos expondo algumas propriedades simples.

Lema 0.15. Considere um R-espago vetorial V' e uma funcao f:V — R linear. Entado:
(a) Se C CV € convezo, entio f(C) € convero.
(b) Se C C R € convexo, entio f~1(C) é convero.

Demonstracdao. A prova é direta. [ |

Lema 0.16. Sejam V um R-espaco vetorial e W C V' enumerdvel. Entdo, (W) é
enumerdvel.

Dica para a demonstra¢ao. Aproxime os escalares reais por nimeros racionais. U

Lema 0.17. Sejam V' um R-espago vetorial e f:V — R uma funcao linear e nao nula.
Entao, dim(V/ Ker(f)) = 1.

Demonstragao. Tome vy € V tal que f(vg) # 0. Seja q := v + Ker(f) € V/Ker(f). Uma
vez que
f(v) )
vo—v | =0,
I (f(vo) ’

temos q = f((;i))) [vo+ Ker(f)]. Por essa razao, {vo+ Ker(f)} é uma base para V/Ker(f). W

0.3 Topologia

Um dos conceitos mais fundamentais em nosso estudo é o de topologia, o qual é
apresentado abaixo. Consequentemente, muitas consideracoes feitas na presente secao sao

recorrentes no texto.

Definigao 0.18 (Topologia, espago topolégico). Dado um conjunto X, uma topolo-
gia em X € uma colecio T C P(X) com as sequintes propriedades:
(a) 0, X er.
(b) Se {A;}icr € uma familia de elementos de T, entdo UAZ' €.
iel

(c) Se {Ai}ic) € uma familia de elementos de T, entdo ﬂ A, eT.
i=1
Um espago topoldgico é um par (X, T), em que T € uma topologia em X .
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Exemplo 0.19. Dado um conjunto qualquer X, existem duas topologias elementares em X:

{0, X} e P(X).
O préximo exemplo mostra um espaco topoldgico menos trivial.

Exemplo 0.20. Considere a colegao g de subconjuntos de R dada por:
Uemr < VzeUITabeR:ze€(ab)CU.

Com argumentos simples verificamos que 7z ¢ uma topologia em R. Ela é chamada de

topologia euclidiana.

Observagao 0.21. (a) Representaremos um espago topoldgico (X, 7) por X quando 7 é
conhecida ou arbitraria.
(b) Em nossas discussoes, a unica topologia considerada em R serd a topologia euclidiana.

Por isso, iremos omitir sua mencao.

Adiante, daremos nomes especiais a dois tipos de subconjuntos de um espago topoldgico
X.

Definicao 0.22 (Conjunto aberto, conjunto fechado). Seja (X, 7) um espaco to-
pologico. Um subconjunto A de X ¢é dito aberto se A € 7. Um subconjunto F de X ¢é
dito fechado se X\F € um conjunto aberto.

Observacao 0.23. Se X for um espago topolégico e {F;}cr for uma colegao de conjuntos

fechados, entao ﬂ F; é fechado. Para constatar isso, basta lembrar que, se {A;};c; for uma
iel
familia de subconjuntos de um conjunto C' fixado, entao

C\ (U Ai) =[)(C\A4).

iel iel

Observagao 0.24. Um subconjunto A C R ¢é aberto se, e somente se, A é uma uniao de
intervalos abertos limitados. De fato, se A é aberto, para cada a € A existe um intervalo

aberto limitado I, tal que a € I, C A. Portanto, A = U I,. Além disso, claramente, todo

acA
intervalo aberto limitado é um conjunto aberto, o que garante a reciproca.

Definicao 0.25 (Vizinhanga). Considere um espago topoldgico X e x € X. Uma
vizinhanc¢a de x é um conjunto aberto contendo x.

Observe que todo ponto de um espacgo topoldgico X possui uma vizinhanga, ja que X é

um conjunto aberto.

Defini¢ao 0.26 (Ponto interior, interior). Considere um espago topoldgico X e um
conjunto A C X. Dizemos que a € A é um ponto interior de A se existe uma vizinhanga
U de a tal que U C A. Chamamos interior de A, e representamos por Int(A), o conjunto

de todos 0s pontos interiores de A.
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Dado um espago topologico X, todo ¥ C X também admite uma estrutura natural
de espago topoldgico. Mais precisamente, temos a conclusao adiante, cuja demonstragao é

direta.

Proposicao 0.27. Sejam (X,7) um espaco topoldgico e Y C X. A cole¢io v :=
{ANY : A€} éuma topologia em Y .

A topologia anunciada anteriormente é chamada topologia induzida em Y por 7.
A seguir, exibimos o conceito de base para uma topologia 7. Trata-se de um subconjunto
de 7 por meio do qual conseguimos caracterizar todos os abertos. Dessa forma, uma base

para 7 descreve T.

Definicao 0.28 (Base, base de vizinhangas). Seja (X, 7) um espaco topoldgico.
(a) Dizemos que B C 7 € uma base para T se todo elemento de T é uma unido de elementos
de B.

(b) Admita que B seja uma base para T e que x € X. Uma base de vizinhangas de x €

formada por todos os conjuntos em B que contém o ponto x.

Exemplo 0.29. De acordo com a Observagao 0.24, Bg := {(a,b) : a,b € R,a < b} é uma

base para a topologia euclidiana.

Definicao 0.30 (Subbase). Suponha que (X, T) seja um espago topoldgico e que S C 7.
Dizemos que S é uma subbase para T se a colegao de todas as intersegoes finitas de

elementos de S formam uma base para T.

Exemplo 0.31. Consoante o Exemplo 0.29, percebemos que
Sg = {(—00,b) : b e R} U{(a,00) : a € R}

¢ uma subbase para a topologia euclidiana.

Dado um espago topoldgico (X, 7), como saber se uma dada familia de abertos é uma

base para 77 O lema abaixo auxilia-nos diante desta questao.

Lema 0.32. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma familia B de abertos é uma base

para T se, e somente se, para quaisquer U € 7 ew € U existe B, € B tal queuw € B, CU.

Dica para a demonstragdao. (=) A verificacao é direta.
(<) Note que U = U B... O

uelU

A proposicao abaixo permite-nos verificar se duas topologias em um mesmo conjunto

sao iguais isentando-nos do trabalho de comparar os elementos delas.
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Proposicao 0.33. Sejam 7 e 75 topologias em X e By e By bases para 7 e 75, nessa
ordem. Entao, 71 = 15 se, e somente se, ocorrem as sequintes condigoes:

(a) Para cada By € By e cada by € By existe By € By tal que by € By C By.

(b) Para cada By € By e cada by € By existe By € By tal que by € By C By.

Dica para a demonstracao. Utilize o lema anterior. [l

Na definicao que segue, inauguramos a formalizacao da nocao de “proximidade” em

espagos topologicos.

Definicao 0.34 (Ponto de acumulagao, fecho). Considere um espago topolégico X
e um conjunto M C X. Um ponto x € X é chamado ponto de acumulagao de M se toda
vizinhanga de x contém algum ponto de M\{z}. A unido de M e do conjunto de pontos

de acumulacdo de M é chamada fecho de M e indicada por M.

Outro conceito importante em Topologia ¢ o de densidade, que sera exibido na sequéncia.

Definicao 0.35 (Conjunto denso). Sejam X um espago topoldgico e um conjunto
M C X. Dizemos que M € denso em X se M = X.

Observagao 0.36. (a) M é denso em X se, e somente se, todo A C X aberto contém um
ponto de M. Isso provém simplesmente das defini¢cdes acima.
(b) Considere que M seja denso em X. Se M C N, entdao N é denso em X. Com efeito,

todo ponto de acumulagao de M é ponto de acumulacao de N.

Agora caracterizaremos os conjuntos abertos e fechados de um espaco topoldgico usando

as defini¢oes de ponto interior e de ponto de acumulagao.

Lema 0.37. Considere um espaco topologico X e um conjunto M C X. Entao:
(a) M é aberto se, e somente se, M = Int(M).
(b) M ¢ fechado se, e somente se, M = M.

Dica para a demonstragao. (a) A prova é direta.

(b) (=) Suponha que p € X\ M seja um ponto de acumulagao de M. Entdo, X\ M é um
aberto contendo p, o que leva a um absurdo.

(«<=) Para cada z € X\ M, existe uma vizinhanga A, de x disjunta de M. O

Seguimos com um resultado elementar da Analise Real.

Lema 0.38. (a) Se FF C R € fechado e limitado superiormente, entao sup(F') € F.
(b) Se F C R € fechado e limitado inferiormente, entao inf(F') € F.
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Dica para a demonstrac¢ao. (a) Faga s := sup(F') e suponha que s € R\F. Como R\F é
aberto, existe € > 0 tal que (s —€,s + ¢) C R\ F. Isso contradiz o fato de s ser o supremo
de F'.

(b) O argumento é andlogo ao anterior. O

Em um primeiro curso de Céalculo conhecemos o conceito de continuidade para funcoes
de R em R. O que temos adiante é uma generalizacao dessa propriedade seguida de algumas

equivaléncias.

Defini¢ao 0.39 (Fungao continua). Sejam (X, ) e (Y, 72) espacos topoldgicos e uma
aplicacao f : X — Y. Dizemos que f € continua em x € X se, para toda vizinhanga V
de f(x) existe uma vizinhanca U de x tal que f(U) C V. Além disso, dizemos que f é

continua em X, ou simplesmente continua, se f € continua em todo ponto x € X.

Lema 0.40. Considere os espacos topoldgicos (X, 1) e (Y,72) e a funcio f : X — Y.

Entdo, f € continua se, e somente se, [~Y(A) € 1 para qualquer A € T5.

Dica para a demonstragio. (=) Seja A € e A" :== AN f(X). Se A’ =0, f~1(A) é aberto.
Sendo, para cada y € A’ existe O, € 7y tal que f(O,) C A.
(<) Trivial. 0

Observacao 0.41. (a) Acabamos de notar que uma fungao f : X — Y é continua quando a
preimagem de qualquer aberto de Y é um aberto de X. E fécil demonstrar uma caracterizagao
parecida: f é continua se, e somente se, a preimagem de todo fechado de Y é um fechado de
X.

(b) A composicao de duas fungées continuas é uma fungao continua. A verificagao desse fato

é simples se usamos o lema precedente.

Proposicao 0.42. Suponha que X eY sejam espacgos topologicos. Uma fungao f: X —

Y € continua se, e somente se, f(A) C f(A) para qualquer A C X.

Demonstragio. (=) Escolha A C X. Por continuidade, f~![f(A)] ¢ um fechado contendo
A. Logo, AC fU[f(A)] isto &, f(A) C f(A).
(<) Seja C C Y fechado. Assim, f[f~1(C)] C f[f~1(C)] € C = C. Portanto, f~1(C) C

f~HC). Em vista disso, f~(C) ¢é fechado. Concluimos, desse modo, que f é continua. W

Proposicao 0.43. Sejam os espagos topoldgicos (X1, 1) e (Xa,72) € a fungdo f: X7 —

Xso. Entao, f € continua se, e somente se, as imagens inversas dos membros de uma

subbase de T pertencem a Ty.
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Demonstragao. (=) Trivial.

(«<=) Considere S uma subbase para 7, ¢ O € 7. Entao, escreva:

o= S

1€l j€[n,]
em que, para qualquer ¢ € I, n; € Ne S;1,S82,...,5 . €S. Nesse caso,
o= N F(Siy) en.
iel ]E[nl]

Notagao 0.44. Seja X um espago topolégico. Indicaremos por C(X) o conjunto das
fungoes de X em R continuas.

Conhecendo-se uma familia de espagos topoldgicos {(X;, 7;)}icr, como definir uma

topologia ttil em H X;?7 A proposicao abaixo fornece-nos uma solugao.
iel

Proposicao 0.45. Considere uma coleg¢io de espagos topoldgicos {(X;, 7;) bier. A familia

iel
¢ uma base para uma topologia T em X = HX,-.

el

By = {H A; A €1 e A; = X, exceto para finitos z/ndz'ces.}

A topologia 7, estabelecida anteriormente é denominada topologia produto. O
espago topoldgico (X, 7«) é chamado de espago produto.

Observagao 0.46. As projecoes 7, estabelecidas na Defini¢ao 0.3 sdo continuas. De fato, se

A € T3, entao 7rk_1(Ak) = H U;, em que U, = A se i = k e U; = X; caso contrario.
i€l

Lema 0.47. Dados um espago topoldgico (Y,T) e uma familia de espagos topolégicos

{(Xi, ) Yier, seja f:Y — HXi' Entao, [ é continua se, e somente se, para qualquer
icl
rel, mof:Y — X, é continua.

Demonstracao. Se f for continua, entao, conforme a observagao anterior, m; o f é continua,
qualquer que seja i € I.

Reciprocamente, suponha que as fungoes da forma ; o f sejam continuas. Primeira-
mente, escolha U € By e admita que U = HU“ em que U; = X; se i & {iy,ia,...,i,} €

icl
U; € 7;, caso contrario. Logo,

FHU) = [(mi o f)7HUDI N (i, 0 f) 7 (U)] 0 - O (2, 0 )T

Decorre da hipétese que f~1(U) é um aberto de Y. Agora, de modo geral, tome A € 7y e

escreva A = UZ/{Z-, em que cada U; é um elemento da base By. Entao
iel
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FHA) = Uf—1<ui> e

pelo que constatamos acima. [ |

Alguns espacos topoldgicos apresentam uma propriedade interessante: podemos “apro-
ximar” todos os seus pontos partindo de um conjunto enumeravel de elementos. Referimo-nos

a0s espacos Separdvens.

Definicao 0.48 (Espago separavel). Dado um espago topologico X, dizemos que X €

separdvel se existe Y C X enumerdvel tal que Y = X.

Lema 0.49. Admita que {(X;,7;) }ic) seja uma colegdo finita de espagos topoldgicos

separdveis. Entao, (X1 X Xo X -+ x X, Tx) € separdvel.

Demonstracao. Por hipdtese, para cada i € [n] existe M; C X; enumeravel e denso em Xj.
Conforme o Corolério 0.6, M; x My X --- x M, é enumeravel. Além disso, pela Observacao

0.36, vemos facilmente que M; X My x --- x M, é denso em X; X Xy X -+ x X,. [

Uma das propriedades topoldgicas mais destacadas é a compacidade. Para conheceé-la,

necessitamos da proxima definicao.

Definigao 0.50 (Cobertura, subcobertura, cobertura aberta). Dado um conjunto
X, uma cobertura de X € uma cole¢io C C P(X) cuja unido dos elementos é X. Nesse
caso, dizemos que C cobre X. Uma subcobertura S de C é um subconjunto de C que
também cobre X. Quando X for um espaco topoldgico, uma cobertura aberta de X serd

uma cobertura formada por conjuntos abertos.

Defini¢ao 0.51 (Espago compacto, conjunto compacto). Seja (X, 7) um espago
topoldgico.

(a) Dizemos que X é um espago compacto se, a partir de qualquer cobertura aberta C de
X, podemos obter uma subcobertura S C C finita.

(b) Um subconjunto Y C X € compacto se o espaco (Y, Ty) é compacto, em que Ty € a

topologia induzida em'Y por T.

Exemplo 0.52. O intervalo [a, b] é compacto. Por simplicidade e sem perder a generalidade,
verificaremos a afirmacao no caso em que a = 0 e b = 1. Para a prova, seja C uma cobertura
aberta de [0, 1] e estabeleca:

P :={x €10,1] : [0, 2] pode ser coberto por finitos elementos de C}.

Como 0 € P e P é limitado superiormente por 1, s := sup(P) € R. Alids, pelas defini¢des de

sup e de P, segue que s € [0, 1]. Afirmamos que s € P. Em verdade, o resultado é ébvio se
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s=0. Se s> 0, existem A € C e e € (0,5s) tais que (s — ¢, s] C A. Logo, pela definicao de s,
s € P. Finalmente, mostraremos que s = 1. Suponha que s < 1 e tome B € C contendo s.
Como B é aberto na reta, existe € > 0 tal que [s, s + €) C B, contradizendo o fato de s ser o

supremo de P.

Um pouco mais adiante, veremos uma forma simples de se provar a compacidade de

[a, b] supondo a compacidade de [0, 1].

Observagao 0.53. Seja X um espaco topologico. Segue facilmente da defini¢ao anterior
que:
(a) Todo Y C X finito é compacto.

n
(b) Se Y1,Y5,...,Y, sdo subconjuntos de X compactos, entao U Y; é compacto.
i=1
Nosso proximo objetivo é dar uma caracterizacao util aos compactos de R, através do
Teorema de Heine?*-Borel®. No caminho, conheceremos outra importante classe de espacos

topoldgicos: a dos chamados espacos de Hausdorff*.

Lema 0.54. Todo subconjunto compacto de R € limitado.

Dica para a demonstragao. Tome A C R ilimitado e considere a cobertura {(—n,n) N A :
n € N} de A. O

Lema 0.55. Considere um espaco compacto X e F C X wum fechado. Entao, F é

compacto.

Dica para a demonstragao. Se {U;};cr é uma cobertura aberta de F, entao

(U U2~> U(X\F)=X.

el

O

Definicao 0.56 (Espago de Hausdorff). Um espaco topolégico X € de Hausdorff se,
para quaisquer xy,xry € X distintos existirem vizinhancas U de 1 e V' de xo tais que

unv =0.

)

Coloquialmente, um espago topologico é de Hausdorff quando conseguimos “separar’

quaisquer dois de seus pontos usando abertos disjuntos.

Exemplo 0.57. Evidentemente, (R, 7g) é um espago de Hausdorff.

2Heinrich Eduard Heine (1821-1881), matemdtico alemao. Conhecido por resultados obtidos na Andlise Real.

3Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), matematico e politico francés. Foi um dos pioneiros da
Teoria da Medida e suas aplicagoes a Probabilidade.

4Felix Hausdorff (1868-1942), matematico alemio. E considerado um dos fundadores da topologia moderna e
contribuiu significativamente em areas como Teoria dos Conjuntos, Teoria da Medida e Analise Funcional.
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Lema 0.58. Suponha que X seja um espaco de Hausdorff e que K C X seja um compacto.
Entdo, K ¢ fechado.

Dica para a demonstra¢ao. Tome p € X\ K. Para cada k € K, existem abertos disjuntos
U 2> pe Wy > k. Cobrindo K, mostre que existe um aberto U > p disjunto de K. 0

Corolario 0.59. Se X ¢ um espaco de Hausdorff, todo subconjunto finito de X € fechado.

Proposicao 0.60 (Heine, Borel). Um subconjunto K C R € compacto se, e somente
se, K € limitado e fechado.

Demonstracao. Se K C R é compacto, segue diretamente do Lema 0.54 e do Lema 0.58
que K é limitado e fechado. Reciprocamente, se K é limitado, existem a,b € R tais que
K C [a,b] Entao, como K é fechado, resulta do Lema 0.55 que K é compacto. [ |

Os dois resultados adiante relacionam compacidade e continuidade. Sumariamente, o

primeiro anuncia que a imagem continua de um compacto ¢ um compacto.

Lema 0.61. Seja f: (X, 7) — (Y, 72) uma fun¢ao continua e sobrejetiva. Se (X, 1) €
compacto, entao (Y, 5) é compacto.

Demonstra¢ao. Admita que {U; };e; seja uma cobertura aberta de Y. Por hipdtese, existem
i1,19, ..., 0, € I tais que X = f~1(U;) U f~U,) U---U f~Y(U;,). Entao, como f é
sobrejetiva, Y = f(X)=U;, UU,,U---UU,, . [

Observagao 0.62. Como consequéncia do resultado acima, todo intervalo da forma [a, b] é
compacto. De fato, f :[0,1] — [a,b] dada por f(z) = (b — a)z + a é continua e sobrejetiva.

Proposicao 0.63. Considere um espaco compacto K e uma funcdao continua f : K — R.

Entao, o conjunto f(K) possui um elemento mdzimo e um elemento minimo.

Demonstragao. De acordo com o Lema 0.61, f(K) é compacto. Logo, pelo Teorema de
Heine-Borel, f(K) é limitado e fechado. Assim, conforme o Lema 0.38, sup[f(K)]| € f(K).
Por isso, sup[f(K)] é um elemento maximo de f(K). Analogamente, inf[f(K)] é um
elemento minimo de f(K). [

A seguir, veremos que em um espaco topoldgico compacto, qualquer familia formada por

conjuntos fechados apresenta uma caracteristica conhecida como propriedade da intersecao

finita.
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Lema 0.64. Sejam X um espaco topologico compacto e F uma familia de conjuntos

fechados. Suponha que para qualquer subcolegao finita {Fy, Fs, ..., F,} C F temos
ﬂFﬁé@. Entao, ﬂ F#0.
i=1

FeF

Demonstracdao. Suponha que ﬂ F = (). Tomando o complemento de ambos os membros

FeF
da igualdade e usando a compacidade de X, deduzimos que existe

{X\F1, X\Fy, ..., X\F,} C{X\F: F € F}

tal que U(X \F;) = X. Nesse caso, ﬂ F; = (), contrariando a hipdtese sobre F. Portanto,
i=1 1=1

() F#0. ]

FeF

A nocao de equivaléncia é essencial em todos os ramos da Matematica. Por exemplo,
na Teoria dos Conjuntos, as colegoes {a, b, c,d} e {1,2,3,4} sdo equivalentes, pois existe uma
bijecao entre elas. Em Topologia, dois espacos topoldgicos sao equivalentes quando existe

uma bijecao entre eles capaz de preservar os abertos. Ela é chamada homeomorfismo.

Defini¢ao 0.65 (Homeomorfismo, espacos homeomorfos). Sejam X e Y espagos
topologicos. Dizemos que X eY sdao homeomorfos, e escrevemos X ~ Y, quando existe
uma bijecao continua h : X — Y tal que h=! é continua. Neste caso, a funcao h é

chamada de homeomorfismo.

Veremos um fato bésico antes de apresentar um exemplo.

Lema 0.66. Suponha que g : X — Y seja um homeomorfismo e escolha a € X.
Entao, os conjuntos X\{a} e Y\{g(a)}, munidos das respectivas topologias induzidas,

sao homeomorfos.

Dica para a demonstracio. Use h := g|x\(a}- [l

Exemplo 0.67. Considere K := [—1, 1] como subespago de R (munido da topologia euclidi-

ana). Em seguida, seja B a cole¢ao de todos os “retangulos abertos”
{(z,y) eER*:a<x<bc<y<d}

em que a,b,c,d € R. Nesse caso, B é uma base para uma topologia 7z em R?, chamada
de topologia euclidiana. Depois, tome L := {(z,y) € R? : 22 + y? = 1} como subespaco
de R%2. Assim, K e L nao sao homeomorfos. Com efeito, suponha que h : K — L seja
um homeomorfismo. Entao, pelo lema anterior, K\{0} e L\{h(0)} sdo homeomorfos. Ora,
[—1,0) € K\{0} é um conjunto aberto e fechado. Por outro lado, nao existe A C L\{h(0)}
aberto e fechado. Isso nega o fato de K\{0} ~ L\{0}. Consequentemente, K % L.

Destacamos mais um resultado envolvendo o conceito de homeomorfismo.



Capitulo 0. Fundamentos | 35

Proposicao 0.68. Sejam Y um espaco de Hausdorff, K um espago compacto e f : K —

Y uma funcdo bijetiva e continua. Entao, f é um homeomorfismo.

Demonstracao. Tudo o que temos a fazer é provar que f~! é continua. Para isso, tome
A C K aberto. Consoante o Lema 0.55, K\ A é compacto. Logo, por continuidade, f(K\A)
é compacto. Assim, decorre do Lema 0.58 que f(K\A) é fechado. Ja que f é uma bijegao,
Y\f(K\A) = f(A). Desse modo, f(A) é um aberto de Y. |

Avancamos conhecendo mais um género de espacos topolédgicos.

Definicao 0.69 (Espago normal). Um espaco topoldgico X chama-se normal quando
satisfaz os sequintes axiomas:

(a) Dados a,b € X distintos, existem abertos A e B tais que

{a,b} N A = {a} e {a,b} N B = {b}.
(b) Dados Fy e Fy fechados disjuntos, existem abertos disjuntos Ay e Ay tais que Fy C Ay
€ F2 g AQ.

Na sequeéencia observamos uma classe de espacos normais.

Lema 0.70. Todo espag¢o compacto e de Hausdorff é normal.

Demonstragao. Seja X um espaco compacto e de Hausdorff. Evidentemente, precisamos
verificar apenas a condigdo (b) da Definigado 0.69. Para tanto, comeg¢amos afirmando
que se K C X é fechado e x ¢ K, existem abertos A e O disjuntos tais que x € A e
K C O. De fato, posto que X é de Hausdorff, para cada k € K existem abertos A, 3 x e
Oy 3 k disjuntos. Em adicao, o Lema 0.55 revela que K é um compacto. Logo, existem
ki, ko, ..., k, elementos de K tais que U Ok, 2 K. Logo, A := ﬂ Ag, e O = U Oy,

i€[n] i€[n] i€[n]
sao abertos com as caracteristicas desejadas.

Agora, sejam F' e GG subconjuntos de X fechados e disjuntos. De acordo com a

afirmacao anterior, para cada x € F' existem abertos B, e P, disjuntos tais que x € B,

e G C P,. Entao, novamente por compacidade, existem xi,zo,...,x, € X tais que
U B,, O F. Logo, U B, e ﬂ P,. sao abertos disjuntos que contém F' e (G, nessa
i€[n] i€[n] i€[n]

ordem. m

O préximo enunciado mostra que nos espagos normais encontramos “muitas” funcoes

continuas a valores reais.

Proposigao 0.71 (Urysohn®). Considere um espaco topoldgico normal X e dois subcon-

Juntos A, B C X fechados e disjuntos. Entao, existe uma fung¢ao continua f : X — [0,1]
tal que f(A) C {0} e f(B) C {1}.
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Demonstracao. Inicialmente, mostraremos que é possivel obter, para cada r € @ =
QN [0, 1], um aberto V, C X de maneira que

(1) rsecQ,r<s = V,CV,

(2) ACVy, BCX\V
Tais abertos serao definidos por inducao.

Sejam r; =0, ro =1 e {rs,r4,...,7n, ...} uma enumeragao dos racionais em (0, 1).
Depois, faga Vi := X'\ B. Porquanto X é normal, existem abertos disjuntos V; e Uy tais
que A C Vh e B C Uy Logo, (X\Upy) C Vi é um fechado contendo V. Por essa razao,
A CVy CVy C Vi Assim, até aqui, foram satisfeitas a condigao (2) e

(3r) 4,j<k r<r, = V,CV,
para k = 2. Em seguida, suponha que os conjuntos V., estao definidos para i € [n], com
n > 2, e cumpram (3,). Indique
rpi=max{z € {ry,...,m}:x <rpu} e rpi=min{x € {ry,...,m} 1 <}

Como r; < 1y, segue de (3,) que V,, CV,, . Mais uma vez, visto que X é normal, existe um

aberto V, ., tal que V,, CV, ., CV,  CV, . Desse modo, V;,,V,,,...,V, ., obedecem

Tn+1 » V' Tn41

(3541). Concluimos que a sequéncia (V;, ) construida nesse processo admite as propriedades

(1) e (2).

Adiante, considere f: X — [0, 1] dada por:

inf{r:x eV}, zeV
flay =4 } :
1, r € X\

De (2), temos f(A) C {0} e f(B) C {1}. Resta-nos mostrar que f ¢ continua. Comegamos
observando que

{[0,a) :a € (0,1} U{(b1]:be0,1)}

é uma subbase para a topologia em [0, 1] induzida por 7z. Além disso, dado a € (0, 1],

temos f(xr) <a< 3Ir<a:z eV, Logo,

FH0,0) =iV, :reQ, r<a}

é aberto. Em acréscimo, fixado b € [0,1), f(z) >b< J s> b:x ¢ V,. Assim, conforme
(1), f(z) >be It >b:a ¢V, Consequentemente,

P =X\ € Qur > 0} = X\ (V77 € Qur > b))

é aberto. Portanto, de acordo com a Proposicao 0.43, f é continua. [ |

Na sequéncia, examinaremos um notavel teorema da Topologia, provado pela primeira

vez por TychonoffS. Para o resultado, precisamos de um lema.

SPavel Samuilovich Urysohn (1898-1924), matemético soviético. Topologia foi sua principal drea de estudo.
6 Andrey Nikolayevich Tikhonov (1906-1993), matemético e geofisico soviético e russo. Foi responsével por
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Lema 0.72 (Alexander?). Sejam (X, 7) um espaco topoldgico e S uma subbase para
7. Se toda cobertura aberta de X composta por elementos de S possui uma subcobertura

finita, entao X € um espaco compacto.

Dica para a demonstracao. Suponha que X nao seja compacto. Logo, o conjunto
I' := {C é uma cobertura aberta de X : C ndo admite subcobertura finita}

¢ nao vazio. De acordo com o Lema de Zorn (Proposicao 0.12), (I', C) contém um elemento

maximal M. Em seguida, defina

S ={SNM:5e€8 Me M}

Afirmamos que &’ cobre X. De fato, caso contrario, tome z € X\ ( U A). Note que

Aes’
existem Sy, Ss,...,59, € S e U € M tais que

S ﬂ S; CU.
i=1
Repare que S; ¢ M para qualquer ¢ € [n]. Em seguida, para cada i € [n| indique por
N; a uniao dos conjuntos de uma subcobertura finita extraida de M U {S;}. Designe
N/ := N;\{S;} para todo i € [n]. Desse modo, N] U {S;} = X para qualquer i e

Uu (CJN;) ) (ﬁ Si> U (ON;) ) ﬁ(SiUN;) = X.

=1

Isso contradiz a maximalidade de M em I'. Portanto, S’ cobre X. Finalmente, refutamos

a hipétese inicial observando que &' C S e que 8’ C M. O

Na préxima conclusao utilizamos uma notagao fixada na Defini¢ao 0.3.

Proposigao 0.73 (Tychonoff). Considere uma familia {(X;,7;)}ier de espagos to-

pologicos compactos. Entao, X = HX’“ munido da topologia produto, é compacto.
i€l

Demonstracdo. Seja S a colecdao dos conjuntos da forma 7; ' (4;), em que A; € 7;. Note
que § é uma subbase para X. Em acréscimo, seja F uma cobertura de X formada por
elementos dessa subbase. Mostraremos que F possui subcobertura finita. Para comecar,
dado i € I, indique A; := {A €7 : 7,

(2

'(A) € F}. Afirmamos que existe um j € I tal

que A; cobre X;. Com efeito, caso contrario, para todo i € I existe z; € X; que nao

pertence a uniao de todos os elementos de A;. Dessa forma, obtemos (x;);e; € X tal

importantes contribuigdes & Topologia, Analise Funcional e Fisica Matematica.
"James Waddell Alexander II (1888-1971), matemdtico americano. Foi um dos pioneiros no estudo da
Topologia Algébrica.
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que (z;)ic; € T, ' (A), quaisquer que sejam k € I e A € 7. Todavia, visto que F é uma
cobertura de X, isso nao pode ocorrer.
Portanto, existe j € I tal que A; cobre X;. Uma vez que X; é compacto, existem

Ay, Ay, Ay € Aj que compoem uma subcobertura de X;. Assim,

{7rj_1(A1), T (Ag), ..., 7 (A}

J J
cobre X. Observe que todos os elementos desse conjunto estao em JF. Dessa forma,

podemos aplicar o lema precedente e concluir que X é um espago compacto. [ |

Prosseguimos apresentando uma categoria de espagos vetoriais que também sao to-
poldgicos. Na Secao 0.7 conheceremos os espagos vetoriais normados e estudaremos varias
de suas propriedades. A definicdo que segue generaliza esse conceito e amplia, portanto, o

alcance de alguns resultados.

Definigao 0.74 (Espago vetorial topolégico). Um espaco vetorial topoldgico V' sobre
o corpo R é um R-espaco vetorial no qual estd definida uma topologia de modo que:
(a) todo subconjunto unitdrio de V' é fechado;

(b) sdo continuas as aplicagies:

(u,v) eVXViutveV e Mv) ERX Vs XveV.

Salientamos que no enunciado anterior a topologia considerada em V x V eem R x V

¢ a topologia produto.

Observagao 0.75. Sejam V um espago vetorial topologico, A, B C V e w € V. Assim,
valem as seguintes propriedades:

(a) Se A é um aberto, entao A + w é um aberto. Amparados pelo Lema 0.37, podemos
verificar facilmente esse resultado. Mais geralmente, se A for um aberto, entao A + B sera

um aberto, pois

A+B=JA+D).

beB
(b) Se A é um fechado, entao A + w é fechado. Esse fato também decorre do Lema 0.37.

(c) A é convexo se, e somente se, A + w é convexo. A demonstragio é direta.

Lema 0.76. Todo espaco vetorial topologico V- € um espaco de Hausdorff.

Dica para a demonstragao. Inicialmente, afirmamos que é possivel separar 0 de qualquer
vetor z nao nulo. De fato, escolha uma vizinhanga B C (V\{z}) de 0. Uma vez que a
adicao é uma funcao continua, existem vizinhancas A; e A, de 0 tais que A; + Ay C B.
Nesse caso, © — Ay é uma vizinhanca de x disjunta de A;. Desse modo, separamos 0 e x.
Agora, considere x,y € V distintos. Use a continuidade da funcadov € Vi v —y €V e o

resultado acima para separar x e y. 0
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Proposicao 0.77. Sejam V um espago vetorial topologico, F* C V um fechado e K C'V
um compacto. Entao, o conjunto F + K :={u+v:u € F,v € K} € fechado.

Dica para a demonstracdo. Obviamente, basta verificarmos que F + K C F + K. Com
esse objetivo, tome p € F + K e indique por A o conjunto das vizinhancas de 0. Pela
definigao de fecho, (p+ A) N (F + K) # (), qualquer que seja A € A. Desse modo, podemos
definir para todo A € A o conjunto nao vazio Z4 := (p+ A — F)N K. Use o Lema 0.64

para tomar
qe ﬂ Za.

Note que, para empregar o resultado, é necessario observar o Lema 0.76. Decorre que
(q+ A1) NZ4, # () para quaisquer Ay, Ay € A. Logo, (¢ + Ay — A) N (p— F) # 0. Agora,
pela continuidade da subtracao, dado B € A, existem A;, Ay € A tais que Ay — A; C B.
Por tudo isso, obtemos (p — ¢+ B) N F # () para cada B € A. Assim,p—q € F = F.
Consequentemente, p = (p —q) + ¢ € F + K. O

Também na Secao 0.7 veremos que todo espaco normado admite um espaco dual, o qual
pode ser atribuido também aos espagos vetoriais topoldgicos. Uma das condicoes necessarias
para que o dual de um espaco vetorial topolégico V' nao seja trivial é a de que V seja
localmente convexo.

Defini¢ao 0.78 (Espago localmente convexo). Um espago vetorial topoldgico V' no
qual cada vizinhancga de zero contém uma vizinhang¢a de zero convexa ¢ chamado espaco
localmente convero. Neste caso, dizemos que a topologia de V' € uma topologia localmente

convera.
Finalizamos a secao com um aviso que estabelece novas notagoes na obra.

Observacao 0.79. Visto que em um tnico conjunto podem ser definidas diversas topologias,
serd muitas vezes necessario distingui-las quando falamos de fecho, separabilidade, continui-
dade e compacidade, entre outros conceitos. Por exemplo, mencionaremos que f: X — Y é
T1-To-continua para esclarecer que, em X, estamos considerando a topologia 71 e, em Y, 7.
Como outra ilustragao, diremos que X é T-compacto se, a partir de toda cobertura C C 7,

podemos obter uma subcobertura S C C finita.

0.4 Espacos Métricos

Prosseguimos com o estudo de uma classe especial de espagos topolédgicos. Coloquial-
mente, a vantagem compreendida por esses espacos ¢ a de que podemos “medir a distancia”

entre seus pontos. Sao os chamados espacos métricos.
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Defini¢ao 0.80 (Métrica, espago métrico). Dado um conjunto X, uma métrica em
X € uma fungio d: X x X — [0,00) tal que, para quaisquer x,y,z € X :

(@) d(z,y) =0z =y;

(b) d(z,y) = d(y, z);

(c) d(z,y) < d(z,z)+d(z,y).

Se d é uma métrica em X, o par (X,d) é chamado de espago métrico.

Designaremos um espago métrico (X, d) por X quando d é conhecida ou arbitraria.
O proximo enunciado evidencia que, se X ¢ um espaco métrico, todo subconjunto de X

admite uma estrutura de espaco métrico. A demonstracao foi omitida, pois é trivial.

Proposicao 0.81. Sejam (X, d) um espago métrico e Y C X. A métrica d restrita a 'Y

¢ uma métrica em Y, isto €, (Y,d|y) € um espago métrico.

(Y,d|y) é chamado de subespago métrico de (X, d).
Considere um espaco métrico X. Em seguida, destacaremos alguns subconjuntos de X.

Definicao 0.82 (Bola aberta, bola fechada, esfera). Dados um espaco métrico
(X,d), a € X ee>0, estabelecemos o0s sequintes conjuntos:

(a) B(ase) :={z € X : d(x,a) < €}, chamado bola aberta de centro a e raio €.

(b) Bla;e] :=={x € X : d(z,a) < €}, que representa a bola fechada de centro a e raio e.

(c) S(ase) :={x € X :d(x,a) = €}, nomeado esfera de centro a e raio €.

O resultado abaixo revela que todo espaco métrico é também um espaco topoldgico. A

demonstracao é direta.

Proposicao 0.83. Dado um espag¢o métrico (X, d), considere a familia
74 :=4{A C X : para todo a € A eziste € > 0 de modo que B(a;e) C A}.

Logo, 74 € uma topologia em X.

A topologia 74 descrita na proposicao acima é nomeada topologia induzida pela
métrica d.

Quando tratarmos um espago métrico X como topoldgico, sem mencionar a topologia
em X, ficard convencionado que estamos referindo-nos a 7,5. Por exemplo, dizemos que um

espago métrico X é separavel se (X, 74) o for.
Exemplo 0.84. Obviamente, a fun¢ao dg : R x R — [0, 00) expressa por:
dR<$7y) = |C(]—y| xayERa

¢ uma métrica em R. Além disso, a topologia em R induzida por dgr € a topologia euclidiana,
como se nota facilmente. Em adicao, (R, dg) é separavel, pois Q é denso em (R, 7). Uma

prova dessa afirmagao consta em [24], p. 84.

Subespacos de espacos topoldgicos separaveis nao sao separaveis em geral. Por outro

lado, a separabilidade de um espago métrico ¢é legada a seus subespacos.
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Lema 0.85. Considere um espag¢o métrico (X, d) separavel e Y C X. Entao, (Y,d|y) €

separdvel.

Dica para a demonstracdo. Tome E C X enumeravel e denso em X. Fixe e € E e
defina dist(e,Y) := inf{d(e,y) : y € Y}. Em seguida, para cada n € N escolha y., € Y
tal que d(e,yen) < dist(e,Y) + 1/n. Depois, permita que e varie em E e mostre que

F :={Yen : e € E,n € N} ¢ um subconjunto de Y enumerével e denso em Y. O

No lema adiante, caracterizaremos as func¢oes continuas entre espacos métricos, isto €,
entre espacos topologicos oriundos de espagos métricos. A prova é simples e, portanto, foi

omitida.

Lema 0.86. Sejam (X;,dy) e (Xa,ds) espagos métricos. Uma fung¢ao T : X1 — Xo €

continua no ponto a € X, se, e somente se, dado € > 0 existe 6 > 0 tal que

di(a,z) <0 = do(T(a),T(z)) <e.

Em seguida, conheceremos o conceito de convergéncia em espagos métricos. Varias
definigoes e conclusoes posteriores sao generalizagoes das conhecidas na Andlise Real, quando

consideramos o espaco métrico R.

Definicao 0.87 (Sequéncia limitada). Dizemos que uma sequéncia (z,) em um espago
métrico (X,d) € limitada se
sup d(zp,zn,) € R.

m,neN

Defini¢ao 0.88 (Limite). Uma sequéncia (x,) em um espago métrico (X,d) € conver-
gente se existe x € X tal que limd(z,,xz) = 0. Nesse caso, x é chamado de limite de
(), e escrevemos limx,, = x. Além disso, dizemos que (x,) converge para x, indicando

POT Ty —> .

Lema 0.89. Seja (X, d) um espago métrico. Uma sequéncia convergente em X € limitada

e seu limite € unico.

Dica para a demonstragao. (i) Suponha que z, — x. Entao, existe M natural tal que
n > M = d(z,,x) < 1. Use a desigualdade triangular. (ii) Considere que x,, — z e
x, — y. Use a desigualdade triangular para calcular d(z,y). U

Lema 0.90. Considere um espago métrico (X,d) e um conjunto M C X. Entdo:

(a) © € M se, e somente se, eziste uma sequéncia (x,) em M tal que limzx,, = x.

(b) M € fechado se, e somente se, toda sequéncia em M convergente tem limite em M.
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Dica para a demonstragio. (a) (=) Se x € M, basta tomar a sequéncia (z,z,x,...). Se x
¢ ponto de acumulagao de M, entdo, para todo n € N existe z,, € M N B(x,1/n) diferente
de . Faca n — co. (<=) Uma vez que lim z,, = z, para toda vizinhanga B de z, existe N
natural tal que {xy, N1, ZN12,...} C B.

(b) Use o item anterior. O

Proposicao 0.91. Sejam (X,d) e (Y,d') espagos métricos e f : X — Y. Entao, [ €
continua em a € X se, e somente se, para toda sequéncia (x,) em X,

T, —a = f(z,) = fla).

Dica para a demonstra¢ao. (=) Para todo € > 0, existe § > 0 tal que d(z,a) < § =
d(f(x), f(a)) < e. Além disso, existe N suficientemente grande tal que n > N =
d(xp,,a) < 9.

(<=) Suponha que f nao seja continua em a. Entdo, existe € > 0 tal que, para cadan € N
existe z,, € X cumprindo d(z,,a) < 1/n e d(f(z,), f(a)) > €. O

Defini¢ao 0.92 (Sequéncia de Cauchy®). Uma sequéncia (z,,) em um espago métrico

(X,d) é de Cauchy se, para todo € > 0 existe N natural tal que

m,n>N = d(z,z,) <e

Lema 0.93. Toda sequéncia convergente em um espagco métrico € uma sequéncia de
Cauchy.
Dica para a demonstracao. Use a desigualdade triangular. 0

Podemos nos perguntar como definir a nogao de equivaléncia entre dois espagos métricos
X e Y. E natural pensar que X e Y sao equivalentes quando ha uma bijecao entre os

conjuntos que consiga preservar as distancias.

Definigao 0.94 (Isometria, espagos isométricos). Sejam (X1, d;) e (Xz,ds) espacos
métricos. Dizemos que T : X1 — Xy € uma isometria se, para quaisquer a,b € Xi,
dy(a,b) = do[T(a), T(b)]. Dizemos que X; e Xy sao isométricos, e notamos X1 = X, se

existe uma 1sometria bijetiva T @ X1 — Xo.

Observacao 0.95. (a) Toda isometria é uma fungao injetiva. A verifica¢do é direta.
(b) Sejam (X, d) e (Y, d') espagos isométricos. Se (X, d) for separavel, entao (Y, d’) é separdvel.
Realmente, tome M C X enumeravel e denso e f : X — Y uma isometria bijetiva. Uma

argumentacao simples nos revela que f(M) é denso em Y.

8 Augustin-Louis Cauchy (1789-1857), matematico, engenheiro e fisico francés. Varios resultados da Analise
levam seu nome.
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Em R, toda sequéncia de Cauchy converge. Dessa propriedade nao desfrutam todos
os espacos métricos, mas sim, aqueles chamados completos. A seguir, salientamos esse novo

conceito e examinamos alguns resultados relacionados.

Definicao 0.96 (Espago completo). Um espago mélrico X €é chamado completo

quando toda sequéncia de Cauchy em X converge para um ponto de X.

Proposicao 0.97. Dado um espaco métrico completo X, um subespaco M C X €

completo se, e somente se, M ¢é fechado.

Demonstragdo. Em primeiro lugar, suponha que M seja completo e tome z € M. Conforme
o Lema 0.90, existe uma sequéncia (z,) em M tal que z,, — x. Dado que M é completo e
(z,) é de Cauchy, x € M. Logo, M C M, ou seja M = M. Portanto, M é fechado.
Agora, admita que M seja fechado e tome uma sequéncia de Cauchy (x,) em M.
Uma vez que X é completo, existe x € X tal que z, — x. Assim, x € M, pelo Lema
0.90. [ |

Lema 0.98 (Cantor?). Suponha que X seja um espago métrico completo e que existam
uma sequéncia (x,) em X e uma sequéncia (r,) de nimeros reais positivos que converge
para 0, tais que:

Blzy,7m1] 2 Blag, o) D -+ D Blry,r) 2 - .

Nesse caso, existe v € X tal que

ﬂ Blzy, ) = {z}.

Demonstragao. Primeiramente, veremos que (z,) é de Cauchy. Dado € > 0, escolha N
natural tal que ry < e. Assim, se m >n > N,

ATy, ) <1 < TN <€,

posto que B|xy,, rm] C Blz,, ] e que 7, — 0. Por essa razao, (x,) é uma sequéncia de
Cauchy. Logo, como X ¢é completo, existe z € X tal que z,, — . Em seguida, uma vez

que {Zm, Tmi1,- ..} C Blxm,, rm] para qualquer m € N, temos

T € ﬁ By, ry).

n=1

o
Agora, suponha que x,y € ﬂ Bz, r,]. Entao, para todo n natural,

n=1

9Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (1845-1918), matemético alemao. E considerado o fundador da
Teoria dos Conjuntos.
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d(z,y) < d(x, zn) + d(Tn, y) < 2m,.

Tomando o limite quando n — oo, concluimos que d(z,y) = 0, isto é, que x = .

Consequentemente,

() Bln, ra] = {}.

Proposigao 0.99 (Baire'®). Considere um espago métrico completo X e uma colegio
o

enumeravel {D,}5°, de conjuntos abertos e densos em X. Logo, D := ﬂ D,, € denso

n=1

em X.

Demonstracao. Seja B(x,r) uma bola aberta em X. Por hip6tese, podemos escolher um
elemento z; € Dy N B(z,r). Uma vez que Dy N B(z,r) é um aberto, existe r; € (0, 1) tal
que Blzy,7m] € Dy N B(x,r). Apds isso, selecione x9 € Dy N B(xq,7r1). Novamente, existe
re € [0, %] tal que Bz, 5] C Dy N B(zy,7). Continuando esse processo, obtemos uma

sequéncia (z,) em X e outra sequéncia (r,) de reais positivos com limite 0 tais que:
B[xn—s—l; Tn—‘,—l] g [Dn+1 N B(xny Tn)] g B(xny Tn)

para todo n € N. Entao, aplicando o lema anterior, constatamos que

0 ﬁ Blxp, ] C ﬁ[Dn N B(z,,m,)] € DN B(x,7).

Assim, concluimos que todo aberto de X contém algum ponto de D. Portanto, D é denso
em X. [ |

Outra maneira de enunciar o Teorema de Baire é: “Em um espago métrico completo, a
uniao enumeravel de conjuntos fechados e de interiores vazios tem interior vazio.”

O conjunto dos espagos metrizaveis é “menor” que o dos espacos topoldgicos. Aos
espagos topoldgicos que admitem alguma métrica “compativel” com a estrutura topoldgica,

damos o nome de espacos metrizdveis.

Defini¢ao 0.100 (Espago metrizavel). Um espago topoldgico (X, T) é metrizdvel se

ezxiste uma métrica em X que induz T.

Certamente o(a) leitor(a) sabe que, se K C R é compacto, entao toda sequéncia em K
possui uma subsequéncia convergente. Nosso tltimo objetivo nesta secao é mostrar que o

mesmo ocorre em todo espago métrico compacto.

Defini¢ao 0.101 (Espago sequencialmente compacto). Um espa¢o métrico X é

10René-Louis Baire (1874-1932), matemético francés. Sua principal drea de estudo foi a Anélise.
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denominado sequencialmente compacto se toda sequéncia em X admite uma subsequéncia
convergente.

Lema 0.102. Um espago métrico X € sequencialmente compacto se, e somente se, todo

Y C X infinito possui um ponto de acumulagao.

Demonstracao. Seja X sequencialmente compacto e tome Y C X infinito. Admita, sem
perda de generalidade, que (y,) seja uma sequéncia em Y formada por termos distintos
aos pares. Entdo, por hipétese, (y,) possui uma subsequéncia convergente. Claramente, o
limite dessa nova sequéncia é um ponto de acumulagao de Y.

Reciprocamente, considere que todo subconjunto infinito de X possua um ponto de
acumulacao. Seja (z,) uma sequéncia em X. Se algum dos pontos da sequéncia aparece
infinitas vezes, entao ela claramente possui subsequéncia convergente. Caso contrario,
escolha uma subsequéncia (z,, ) com termos distintos aos pares. Pela hipdtese, o conjunto
{zy, : k € N} admite um ponto de acumulagao z. Logo, assim como na prova do Lema
0.90, podemos escolher uma subsequéncia de (z,,) que converge para z. Por isso, X é

sequencialmente compacto. |

Proposicao 0.103. Todo espaco métrico compacto é sequencialmente compacto.

Demonstrag¢ao. Considere um espaco métrico compacto X. Segundo o lema acima, basta
mostrar que todo Y C X infinito admite um ponto de acumulagao. Com efeito, suponha
que exista Y C X infinito que nao possua um ponto de acumulacao. Entao, decorre
do Lema 0.37 e do Lema 0.55 que Y é compacto. Todavia, pela hipotese anterior, para
cada y € Y existe um aberto A, tal que Y N A, = {y}. Desse modo, os abertos {y},
com y percorrendo Y, compoem uma cobertura de Y a partir da qual nao é possivel
tomar subcobertura finita, ja que Y é infinito. Mas isso contradiz a conclusao de que Y é

compacto. [ |

0.5 Analise Real

Em nosso texto, uma sequéncia (a,) de ntimeros reais serd chamada crescente se
a, < ap.1 para todo n natural, e decrescente caso a, 1 < a, para todo n € N. Lembramos
ainda que uma sequéncia ¢ monétona quando é crescente ou decrescente.

Iniciamos a se¢ao examinando algumas propriedades das sequéncias de ntimeros reais.

Lema 0.104. Toda sequéncia (a,) em R possui uma subsequéncia mondtona.
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Dica para a demonstra¢ao. Dizemos que um termo ay; é dominante se n > M = a,, < ayy.
Construa uma subsequéncia de (a,) moné6tona considerando dois casos: quando existem

infinitos termos dominantes e quando nao. [l

Lema 0.105. Toda sequéncia em R monotona e limitada € convergente.

Dica para a demonstragao. Seja (a,) uma sequéncia crescente e limitada. Entao, s :=

supa, € R. Dado € > 0, existe N nimero natural tal que ay > s — €. Continue e mostre
neN
que a, — S. [

Proposigao 0.106 (Bolzano'!, Weierstrass'?). Toda sequéncia em R limitada possui

uma subsequéncia convergente.

Demonstracdao. Decorre dos dois lemas acima. [ |

Prosseguimos recordando enunciados pertencentes a teoria das fungoes reais.

Definicao 0.107 (Fungao uniformemente continua). Considere uma funcao real f
definida em X C R. Dizemos que f € uniformemente continua se, para todo € > 0 existe

um 6 > 0 de maneira que:
nyeX, [r—yl<i = [f(z)-fly)l<e

Proposicao 0.108. Se f : [a,b] — R € continua, entao f é uniformemente continua.

Dica para a demonstra¢ao. Suponha que f nao seja uniformemente continua. Logo, existe
e > 0 tal que, para cada nimero natural n existem x,,, y,, € [a, b] cumprindo |z, —y,| < 1/n
e |f(zn)— f(yn)] > €. De acordo com a Proposigao 0.106, podemos tomar uma subsequéncia

convergente (z,,). Entao, por continuidade,

k—o00

o que nos conduz a uma contradicao. [l

Definicao 0.109 (Convergéncia uniforme). Uma sequéncia de fungoes (f,) de X
em R converge uniformemente para uma funcao f: X — R se, para todo € > 0 existe

N € N tal que
n>N = |f(z) - ful®)| <k,

seja qual for x € X. Nesse caso, notamos: f, — f.

HBernardus Placidus Johann Nepomuk Gonzal Bolzano (1781-1848), matemético, 16gico, filésofo, tedlogo e

padre, nascido no Reino da Boémia.
12Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897), matemdtico alemdo. Vdrios teoremas da Andlise levam seu

nome.
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Lema 0.110. Seja (f,) uma sequéncia de funcoes reais limitadas definidas em um

conjunto X. Se f, = f, entdo f ¢ limitada.

Demonstracao. Por hipotese, existe um numero natural N tal que, se n > N,

sup | f(x) = fa(2)] < 1.

zeX

Entao, pela desigualdade triangular,

sup | f(x)| < sup |fyq1(z)] +1 < oo.
rzeX zeX

Definicao 0.111 (Sequéncia de Cauchy). Seja X um conjunto. Uma sequéncia de
fungoes (f,) de X nos reais chama-se sequéncia de Cauchy quando, para qualquer € > 0
existe N € N tal que:

m,n>N = |fu(z)— fulx)] <e€ VzelX.

Lema 0.112. Uma sequéncia de fungoes (f,) de X CR em R converge uniformemente

se, e somente se, € uma sequéncia de Cauchy.

Dica para a demonstra¢do. (=) Suponha que f, — f. Entdo, dado € > 0, existe N € N
tal que n > N = |fu(x) — f(z)| < €/2V x € X. Tome m,n > N e estime | f,,(x) — fn(x)|.
(<) Defina f : X — R por f(z) := lim f,(z). Dado ¢ > 0, existe n € N tal que
m,n >N = |fn(z) — fu(z)| V2 € X. Fixe n e x e faga m — oo. O

Proposicao 0.113. Seja a um ponto de acumulagao de X C R. Suponha ainda que (f,)
seja uma sequéncia de funcoes de X em R tal que f, — f, e que, para cada n nimero
natural exista L, := lim f,(z). Nessas condigoes:

(a) Eziste L :=lim Lx:a

(b) Tem-se L = lim f(x).

T—ra

Dica para a demonstragdo. (a) Mostre que (L,,) é de Cauchy através da desigualdade

|Lm - Ln| < |Lm - fm(x)‘ + |fm(x) - fn(x)| + |fn(x) - Ln"

Note que é necessario usar o lema precedente.
(b) Temos
[f(z) = L] < |f(2) = fu(@)| + [fn(2) = Ln| + [Ln — L.
O

Nosso préximo proposito é obter o Teorema do Valor Médio. Para tanto, contaremos

com dois resultados.
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Lema 0.114. Suponha que f : (a,b) — R atinja um valor extremo absoluto em xy. Se f

¢ diferencidvel em xg, entdo f'(xo) = 0.

Dica para a demonstragiao. Como — f’(x) existe, considere, sem perda de generalidade,
que f atinge um valor maximo absoluto em zq. Seja f'(xg) > 0. Entao, existem § > 0 e
x € R tais que x € (29,20 +9) C (a,b) e

f) ~ fw)
T — X
Dali, f(xz) > f(zo), uma contradi¢ao. Analogamente, f'(xy) nao pode ser negativo. O

Proposicao 0.115 (Rolle'). Seja f uma fungao real continua em [a,b] e diferencidvel
m (a,b). Se f(a) = f(b), entao existe x € (a,b) tal que f'(x) = 0.

Dica para a demonstrac¢ao. Use a Proposicao 0.63 e o lema acima. 0

Proposicao 0.116 (Teorema do Valor Médio). Considere f uma fun¢ao real continua

em [a,b] e diferencidvel em (a,b). Nessas condigoes, existe x € (a,b) tal que

oy Jb) = fla)
f(z) = B S—
Dica para a demonstracao. Tome
b) —
ow) = ()~ OO ) ga)
e utilize a proposicao anterior. 0

Do Teorema do Valor Médio depende o fato que segue.

Proposicao 0.117. Seja (f,) uma sequéncia de fungoes derivdveis no intervalo [a,b].
Suponha que exista ¢ € [a,b] tal que (f,(c)) converge. Além disso, considere que (f])
convirja uniformemente em [a, b] para uma fungdo g. Entao, (f,) converge uniformemente

em [a, b] para uma fungdo derivdvel f tal que f' = g.

Dica para a demonstracao. Fixe n,m € N. Pelo Teorema do Valor Médio, para todo

x € [a,b] existe d € (min{c, x}, max{c, 2}) tal que

fn(@) = fu(@) = fi(c) = fule) + (z = O)[fr(d) — fo(d)].
Das hipéteses sobre ¢ e (f!) decorre que (f,) é de Cauchy. Logo, existe f tal que f, — f

em [a,b]. Em seguida, escolha xy € [a,b] e mostre que, se

13Michel Rolle (1652-1719), matemdtico francés. Dedicou-se ao estudo da Analise.
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fn(x) - fn(xo) q(x) — f(x) — f($0)7

r — X r — g

Qn(x) =

entdo g, — ¢ em [a,b]\{zo}. Finalmente, empregue a Proposicao 0.113. O

A Anédlise Real esta repleta de fungoes que assumem propriedades surpreendentes. Entre
elas estao as funcgoes que, embora diferenciaveis, nao sao mondtonas em intervalo aberto
algum! O enunciado abaixo garante que elas existem. Optamos por omitir a prova e indicar
onde ela pode ser encontrada. O resultado sera necessério na demonstracao da Proposi¢ao
1.23 (p. 94), da qual decorrerd o Teorema 1.24 (p. 94).

Lema 0.118. Sejam A e B subconjuntos de R disjuntos, enumerdveis e densos em R.
Ezxiste uma funcao h : R — R diferencidvel tal que:

h'(a) >0, YaeA,
h'(b) <0, YbeB, e
-1<h(x)<l, VazeR.

Dica para a demonstracdo. Consulte [20], p. 109. O

Algumas de nossas consideracoes futuras dependem também do Teorema do Valor

Médio para derivadas, exposto a seguir.

Lema 0.119 (Darboux!'?). Considere um intervalo fechado I, dois pontos a,b € I, com
a < b, e uma funcao diferencidvel f : I — R. Entao, para qualquer k no intervalo aberto
com extremidades f'(a) e f'(b), existe um c € (a,b) tal que f'(c) = k.

Dica para a demonstra¢ao. Suponha que f'(a) < k < f'(b) e estabelega g : I — R tal que
g(z) := kx — f(x) para todo = € I. Entao, ¢’(a) > 0 e ¢'(b) < 0. Por isso, g assume um
méximo local em algum ¢ € (a,b). Segue que ¢'(c) = 0. O

Notacao 0.120. Dado X C R, estabelecemos:
C'(X):={f: X — R | f ¢édiferencidvel e f' € C(X)}.

Nosso préximo intento é apresentar o Teorema Fundamental do Célculo. Antes de
exibi-lo, trazemos alguns conceitos.

Definig¢ao 0.121. Uma particao do intervalo [a,b] € um subconjunto finito P C [a,b] tal

que a,b € P. Ao escrevermos P = {tg,t1,...,t,} convencionaremos que a =ty < t; <
- <t,=0b.

14 Jean-Gaston Darboux (1842-1917), matemdtico francés. Fez importantes contribuigoes na Geometria e na
Analise.
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Defini¢ao 0.122 (Soma inferior, soma superior). Suponha que f : [a,b] — R seja
uma funcao limitada e que P = {tg,t1,...,t,} seja uma particao de |a,b]. Para cada
i € [n], indiquemos o infimo e o supremo dos valores de f em [t;_1,t;] por m; e M;,
respectivamente. Definimos a soma inferior s(f; P) e a soma superior S(f; P) de f em
relacao a P por:

Definicao 0.123 (Fungao integravel, integral). Uma funcdo f : [a,b] — R limitada
¢ dita integravel quando

sup s(f; P) = inf S(f; P),

P P
sendo o supremo e o infimo tomados sobre o conjunto das parti¢ées de [a,b]. Esse valor
comum € chamado integral de f e indicado por ff f(z)dx.

Definicao 0.124 (Primitiva, derivativa). Chama-se primitiva de f : [a,b] — R uma
funcao diferencidvel F : [a,b] — R tal que F' = f. Uma funcao que possui uma primitiva
¢ chamada de derivativa.

Proposicao 0.125 (Teorema Fundamental do Calculo). Se uma fun¢do integrdvel
f i la,b] = R possui uma primitiva F : [a,b] — R, entdo fab f(z)dx = F(b) — F(a).

Demonstracao. Seja P = {ty,t1,...,t,} uma particdo de [a,b]. De acordo com o Teorema
do Valor Médio, para todo i € [n] existe z; € (t;_1,1;) tal que

n

F(a) = F(b) =Y [F(t;) — F(t;i1)] = Zf(xz’) (ti = tica).

i=1
Se m; e M; sdo, nessa ordem, o infimo e o supremo de f em [t;_1,t;], temos m; < f(z;) < M,
para qualquer i € [n]. Por isso, s(f; P) < F(b) — F(a) < S(f; P). Logo,

sups(f: P) < F(b) ~ Fla) < inf S(f: P).

Portanto, como f é integravel, F\(b) — F(a) = f;f(x) dx. |

Encerramos a presente secao verificando que qualquer funcao continua definida em um
intervalo limitado e fechado é integravel. Para essa tarefa necessitamos de uma conclusao

elementar, que é exibida na sequéncia. Sua prova decorre das defini¢coes de sup e inf.

Lema 0.126. Sejam A e B conjuntos limitados e nao vazios de nimeros reais. Suponha
que, para quaisquer a € A e b € B, tenhamos a < b. Entao, sup A = inf B se, e somente
se, para cada € > 0 existem a € A e b € B tais que b — a < €.
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Demonstracao. A prova é direta. [ |

Proposigao 0.127. Toda funcao f : |a,b] — R continua é integrdvel.

Dica para a demonstracdo. Tome € > 0. De acordo com a Proposicao 0.108, existe 6 > 0

tal que:
€
b -yl <d = — <
vy € lat] oyl @)= 50| < 5
Em seguida, seja P, := {tg,t1,...,t,} uma parti¢do de [a,b] tal que max{t; — to,ts —
t1,...tp —ty_1} < 9. Estime S(f; P.) — s(f; P.) e use o lema precedente. O

0.6 Teoria da Medida e Integracao

Em algumas de nossas futuras discussoes, invocaremos um enunciado mais geral que
a Proposicao 0.125. Ele repousa na Teoria da Integracao de Lebesque'®. A prova que
encontramos para o resultado é complexa e, por isso, escolhemos omiti-la e indicar uma fonte.
Veremos aqui apenas as defini¢oes e propriedades necessarias para anunciar a conclusao.

Comecamos fixando um conjunto X e distinguindo uma classe de subconjuntos de X.

Definicao 0.128 (o-algebra, espago mensuravel). Dado um conjunto X, uma
familia ¥ C P(X) é chamada o-dlgebra em X quando satisfaz as sequintes proprie-
dades:

(a) X e X.

(b) Se A € X, entdo X\A € X.

(c) Se (A,) € uma sequéncia em %, entdo U A, eX.

n=1
Um par (X,Y), em que X € um conjunto e ¥ é uma o-dlgebra em X, € denominado

espaco mensurdvel. Qualquer conjunto A € 32 é chamado de conjunto Y-mensurdvel.
Observacao 0.129. Considere uma sequéncia (4,) de elementos de uma o-dlgebra . Os

o
axiomas (b) e (c) da defini¢ao anterior garantem que ﬂ A, eX.

n=1
Exemplo 0.130. Escolhido um conjunto X, existem duas o-dlgebras triviais em X: {0, X'}
e P(X). SeY C X, entao {0, Y, X\Y, X} é outra o-dlgebra em X.

O exemplo precedente nos mostra que um conjunto X pode gerar varios espagos

mensuraveis. Além disso, se {(X,¥%;)}ics é uma familia de espagos mensuraveis, entao,

[(xne)

15Henri Léon Lebesgue (1875-1941), matemdtico francés. Foi o inventor de um método de integracio poderoso,
permitindo grande expansao da Teoria da Integragao.

claramente,
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é um espaco mensuravel. Por ﬂ Y; denotamos a colecao de todos os subconjuntos de X que
el

pertencem a todos os ¥;. Essa observacao autoriza a definicao adiante.
Definigao 0.131 (o-algebra de Borel). Considere um subconjunto X C R e seja T
a topologia em X induzida pela topologia euclidiana de R. Em acréscimo, indique por
{¥; i €I} a familia de todas as o-dlgebras em X que contém 7. A o-dlgebra de Borel
em X € definida por

Bor(X) = (] Zs.

iel
Em seguida, apresentamos um género de fungoes especial em nossa teoria.

Definigao 0.132 (Fungao mensuravel). Seja (X,X) um espago mensurdvel. Uma

fungdo f: X — R é Y-mensurdvel se, para cada conjunto aberto A em R, f~1(A) € X.

Observagao 0.133. Sejam (X,X) um espago mensuravel e f : X — R uma fungao X-
mensurdvel. Se F C R é um fechado, entao f~'(F) € X. Esse fato é consequéncia da
defini¢ao anterior e da propriedade (b) da Definigao 0.128. Em particular, f~'({a}) é um

conjunto X-mensuravel, qualquer que seja a € R.

Exemplo 0.134. (a) Considere um espac¢o mensuravel (X,Y) e fixe & € R. A fungao
f X — R de valor constante igual a k é X-mensuravel.
(b) Dado um espaco mensuravel (X, ), escolha E € ¥ e defina 15 em X por:

0, ¢ FE
1E(x)::{ 1, € E

Nesse caso, 1g é YX-mensuravel.
(c) Obviamente, toda funcao f : R — R continua é Bor(R)-mensuravel.

Adiante, conheceremos novas maneiras de se caracterizar uma fungao mensuravel.

Lema 0.135. Dado um espago mensurdvel (X,X), seja f : X — R. As sequintes
condigoes sao equivalentes:

(a) f ¢ X-mensurdvel.

(b) Para cada k € R, {z € X : f(z) <k} € X.
(c) Para cada k e R, {x € X : f(z) > k} € X.
(d) Para cada k € R, {z € X : f(z) > k} € X.
(e) Para cada k € R, {x € X : f(x) <k} € 3.

Dica para a demonstragao. Pela Definicao 0.128, vemos que (b) < (c¢) e (d) & (e). Além
disso,

{reX:fa)>k}={eeX:flx)>k—1/n}.

n=1

Desse modo, (d) = (c¢). Em adigao,
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{reX:fx)>k}=J{zeX: flx)>k+1/n}.

Por isso, (¢) = (d) e obtemos, até o momento (b) < (c¢) < (d) < (e). Também, trivialmente,
(a) = (b). Finalmente, admita que a condigao (b) valha. Entao, sabemos que (d) também
é verdadeira. Agora, tome um aberto A C R. Use a Observacao 0.24 para concluir que
f7Y(A) € . Desse modo, (b) = (a). O

Observagao 0.136. Se f: X — R é Y-mensuravel, entao |f| é X-mensuravel. De fato, se
k<0, {zeX:|f(zx)]>k}=XeX. Casok >0,

{zeX |f(x)>k}={xeX: f(x)>k}U{re X: f(zx) < -k} €L,
pelo lema precedente.

Na sequéncia, enunciamos uma propriedade da qual nos valeremos no préximo capitulo.

Proposicao 0.137. Seja (f,) uma sequéncia de funcoes reais definidas em X e -

mensurdveis. Se (f,) converge pontualmente para f em X, entdo f é L-mensurdvel.

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, tome as fungoes I e S definidas em X por:
I(z):=inf f,(z) e S(z):=sup f.(z), VaoelX.
neN neN

Observe que, para qualquer k£ € R,

{reX:Ix)>k} =z €X: fulz) > k}

{reX:S@)>k}=|J{reX: fulz) > k}.

n=1
Logo, visto que cada funcao f, é X-mensuravel, I e S sdo Y-mensuraveis. Assim, como
o) = timint f,(e) =sup | fue)]  Yaoex,
neN n>1 m>n

concluimos que f é Y-mensuravel. [ |

Outro conceito de que necessitamos é o de medida. Trata-se de uma funcao que
permitiremos mapear valores em [0, 00] = [0,00) U {oo}. Antes de apresenté-lo, devemos

estabelecer alguma aritmética [0, oo]. Para nossos propdsitos, serd suficiente convencionamos:

a+oco=004+a=0o0 Vi<a<oo.

Definicao 0.138 (Medida, espago de medida). Seja (X, X) um espaco mensurdvel.
Uma medida em ¥ é uma fungao p: X — [0, 00] tal que:

(a) u(®) =0.

(b) Se (E,) € uma sequéncia de conjuntos pertencentes a Y. disjuntos aos pares, entao
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’ (UE) =S uE) “)

n=1

Dados um espago mensurdvel (X,3) e uma medida p em 3, o terno ordenado (X, %, 1)

¢ chamado de espago de medida.

Ressaltamos que se temos Z p(E,) = oo em (%), significa que p(F,) = oo para algum
n=1

n ou que a série diverge.

Observagao 0.139. Considere um espaco de medida (X, >, 1) e A, B € X tais que A C B.
Entao, u(A) < u(B). Com efeito,

u(B) = plAU (B\A)] = u(A) + (B\A) = pu(A),
pois i é ndo negativa. Em particular, u(X) > u(A) qualquer que seja A € 3.

Em nosso texto destaca-se uma medida, que conheceremos agora.

Proposicao 0.140. Eziste uma unica medida A em Bor(R) tal que, para todo intervalo
aberto e limitado E = (a,b) tem-se A\(E) = b — a.

Dica para a demonstragao. Consulte [5], p. 96-104. O

A medida A anunciada na proposicao anterior é chamada de medida de Lebesgue.
Podemos defini-la no espaco mensuravel ([a, b], Bor([a,b])), de modo andlogo ao apresentado
acima.

Introduzimos adiante uma notagao e uma definicao elementar.

Notacao 0.141. Dado um espago mensurdvel (X,Y), indicaremos por M™(X,3) o

conjunto das fungdes de X em [0, 00| que sdo X-mensuraveis.

Definicao 0.142. Seja X um conjunto. Uma fungdo f: X — R € simples quando f(X)
€ finito.
Iniciamos a teoria de integragao tomando fungoes simples em M™ (X, Y). Fixamos aqui

outra regra: 0-oo = 0.

Definicao 0.143 (Integragao de fungoes simples). Considere um espago de medida
(X,3, 1) e uma fungio h € M*(X,X). Suponha que h(X) = {a1,aq,...,a,} €, para
cada i € [n] seja E; :== h™'({a;}). Entdo, a integral de h em relagio a p € definida por:

/hd,u - iam(@).

Note que a Observagao 0.133 garante que os conjuntos F; acima descritos estao no
dominio de pu.

Adiante aprenderemos a integrar uma classe maior de fungoes.
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Defini¢ao 0.144 (Integracdo em M™). Se (X, X, u) for um espago de medida e f

pertencer a MT(X,X), definimos a integral de f em relagdo a p por:

fraveen{ ).

em que o supremo € tomado sobre todas as funcoes simples h € M (X, %) tais que, para
cada x € X, h(z) < f(x).

Notagao 0.145. Considere um espago mensuravel (X, ¥) e g uma medida definida em

Y. O conjunto L(X, X, u) consiste de todas as fungdes f reais Y-mensurdveis tais que
/ | fldp < oo.

Observacao 0.146. Seja (X, X, 1) um espago de medida em que p(X) < co. Além disso,
seja f: X — R limitada e X-mensuravel. Entao, f € L(X, 3, u). Realmente, da Definigao
0.144 e da Observagao 0.139, inferimos que

/|f|du < sg§|f(x)| (X)) < oo.

Finalmente, podemos exibir o resultado que sera tutil no préximo capitulo. A medida A

citada nesse enunciado ¢ a medida de Lebesgue.

Lema 0.147. Seja f : [a,b] — R diferencidvel tal que f' € L([a,b], Bor(]a, b)), \). Entdo,
para todo x € |a,bl,

f(2) — f(a) = / " p)

Dica para a demonstragao. Consulte [31], p. 149. O

0.7 Analise Funcional

A secao mais longa do presente capitulo é devotada ao objeto mais fundamental da

Analise Funcional: os espacos normados.

Definicao 0.148 (Norma, espago normado). Seja V' um K-espago vetorial. Uma
norma em V' € uma funcgao || - || : V — [0,00) tal que:
(@) flv]l =0 v=0;
(b) ||kv|| = |k|||v]| para quaisquer k € K,v € V;
(©) [lu+v| < |ul|| + ||v|| para quaisquer u,v € V.
Dados um K-espago vetorial V' e uma norma || - || em V', o par (V,|| - ||) é chamado

de K-espaco normado ou, simplesmente, de espaco normado.

Indicaremos um espago normado (V, || - ||) por V' quando a norma é conhecida ou
arbitraria. Estendendo a convencao feita na Secao 0.2, quando nao mencionarmos o corpo de

escalares K referente a um espaco normado, K pode ser R ou C.
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Exemplo 0.149. Sejam A um conjunto arbitrario e B(A) a colegao de todas as funcoes de
A em R limitadas. Claramente, B(A) com as operagoes usuais de soma e de produto por
escalares reais é um R-espaco vetorial. Em acréscimo, a aplicagao || - || que mapeia cada

x € B(A) no nimero

[[o0 = sup [x(t)]
teA

¢ uma norma em B(A). A prova desse fato é direta.
De acordo com a Proposi¢ao 0.63, se K é um espaco compacto, C(K) C B(K). Logo,
| - [0 € uma norma em C(K). Essa funcao, que nomearemos norma do sup, serd bastante

empregada no texto.

Em espacos normados podemos calcular a distancia entre um vetor e um conjunto.

Definigao 0.150 (Distancia entre vetor e conjunto). Considere um espago normado
V', um subconjunto W C V' e um vetor v € V. Entao, o infimo do conjunto {||v —w|| :

w e W} é chamado de distancia entre v e W e indicado por dist(v, W).

Em um mesmo espaco vetorial podem ser definidas diferentes normas. Algumas delas

sao chamadas equivalentes.

Defini¢ao 0.151 (Equivaléncia de normas). Sejam || - ||y e || - [|2 normas definidas
em V. Dizemos que tais fungdes sao equivalentes, e indicamos || - || ~ || - ||2, se ezistem

ndmeros reais positivos a e (B tais que, para todo v € V, al|v|1 < [|v]l2 < Bv]|1-

Observacao 0.152. Considere um espaco vetorial V' e seja N o conjunto de todas as normas

em V. Note que ~ define uma relacao de equivaléncia em N

A alegacao abaixo revela que qualquer espaco normado tem uma estrutura natural de

espaco métrico. A prova dessa afirmacao é simples.

Proposicao 0.153. Dado um espago normado (V)| - ||), a func¢ao d definida em V x V

por:

d(u,v) :=|Ju — v VuveV

é uma métrica em V.

A métrica d construida na proposicao anterior é chamada de métrica induzida pela
norma | - ||. Gragas a essa correspondéncia, a notagao utilizada na Defini¢cao 0.82 ganha
sentido imediato nos espagos normados. Por exemplo, se a é um vetor de (V, || - ), B(a;1)
representa o conjunto {v € V' : ||[v — al| < 1}. Além disso, quando V' for um espago normado,
indicaremos By := B[0;1] e Sy := S(0;1).

Uma outra consequéncia é que todo espaco normado é um espaco topologico.

Proposicao 0.154. Se (V.|| - ||) for um espa¢o normado, o conjunto
{B(v;e) :v e V,e>0}

¢ uma base para uma topologia em V.
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Demonstracao. A prova é direta. [ |

A topologia em um espaco normado V' oriunda da métrica induzida pela norma, a qual

foi anunciada acima, é chamada de topologia forte em V.

Observagao 0.155. Sejam V' um espago vetorial e || - ||y e || - ||2 normas em V' equivalentes.
Entao, usando a Definicao 0.151 e a Proposicao 0.33, podemos verificar que as topologias

fortes em V' induzidas por || - ||1 e || - ||2 sdo iguais.

Suprimiremos o prefixo 77 quando tratarmos de fecho, compacidade e continuidade.
Assim, dizer que uma funcao entre espacos normados é continua significa dizer que ela é
Tr-Tp-continua. Também, se V' for um espago normado e V\A € 7x, entdo A é um conjunto
fechado.

Observagao 0.156. Todo espago normado é um espago localmente convexo. De fato, dada
uma vizinhanga A de 0, existe € > 0 tal que B(0,¢) C A. Como B(0,¢) é um convexo, a

afirmagao esta provada.

Agora que sabemos como metrizar qualquer espaco normado, obtemos imediatamente

um conceito de convergéncia em espacos normados.

Defini¢ao 0.157 (Limite). Uma sequéncia (v,) em um espago normado V' é convergente
se existe v € V tal que lim ||v, — v|| = 0. Nesse caso, chamamos v de limite de (v,).

Além disso, dizemos que (v,) converge para v, e indicamos v, — v.

Definigao 0.158 (Sequéncia de Cauchy). Uma sequéncia (v,,) em um espago normado
(V|- ) € de Cauchy se, para todo € > 0 existe N € N tal que:
m,n>N = ||v,—u| <e

Teoremas poderosos sobre espagos métricos, como o Teorema de Cantor e o Teorema de
Baire, ocorrem quando a completude desses espacos esta garantida. Analogamente, espacos
normados provenientes de espacos métricos completos possuem peculiaridades valorosas. Eles

sao anunciados adiante.

Definigao 0.159 (Espago de Banach'®). Sejam V um espago normado e d a métrica
induzida pela norma de V. Dizemos que V € um espago de Banach se (V,d) é um espago
métrico completo. Em outras palavras, V € um espago de Banach se toda sequéncia de

Cauchy em V' converge.

16Stefan Banach (1892-1945), mateméatico polonés. Foi personagem central no desenvolvimento da Anélise
Funcional.
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Exemplo 0.160. R, munido da fung¢ao valor absoluto, é um espaco de Banach. Daremos
apenas algumas sugestoes para a prova. Suponha que (a,) seja uma sequéncia de Cauchy em

R. Entao, fixado € > 0, existe N natural tal que
n,m>N = J|a, —a,| <e (1)

Em particular, existe N’ € N tal que n > N’ = |a, — an11] < 1. Use a desigualdade
triangular para mostrar que (a,) é limitada. Também de (1) decorre que, quando m > N,
a,, + € é uma cota superior para {a, : n > N}. Portanto, Sy :=sup{a, :n > N} < a,, +¢

para cada m > N. Logo, Sy — € é uma cota inferior para {a,, : m > N}. Por isso,
limsupa, < Sy < inf{a, :m > N} + e <liminfa, + €.

Exemplo 0.161. (B(A),| - ||s) ¢ um espago de Banach. Com efeito, seja (f,,) uma sequéncia
de Cauchy em B(A). Logo, dado € > 0, existe N € N tal que m,n > N = || f, — fulloo < €.
Deriva dai que:

ma>N = |fala) = fula)| <€ @)

para todo a € A. Portanto, para qualquer a € A, (f,(a))nen é uma sequéncia de Cauchy em
R. Uma vez que R é completo, podemos entao definir f : A — R por f(a) := lim f,(a).
Agora, verificaremos que ( f,,) converge uniformemente para f. De fato, fazendo m — oo
em (2), obtemos:
n>N = |[fu(a) - fla)] <e

para todo a € A. Por essa razao, (f,) converge uniformemente para f. O Lema 0.110 finaliza

a prova, pois garante que f € B(A).

Nossas discussoes encerram trés nogoes de convexidade em espacos métricos, as quais

serdo expostas a partir de agora. Obviamente, a primeira ji é familiar ao(a) leitor(a).

Definigao 0.162 (Conjunto convexo). Considere um R-espago vetorial V' e um con-
gunto C C V. Dizemos que C' é convexo se, para quaisquer u,v € C e a € [0,1],
au+ (1 —a)weC.

Lema 0.163. Suponha que V' seja um espaco normado e que C C 'V seja convero. Entdo,

C € convezxo.

Demonstragio. Selecione u,v € C. Entdo, existem sequéncias (u,) e (v,) em C tais que
u, — u e v, — v. Porquanto C' é convexo, au, + (1 — a)v, € C, quaisquer que sejam
a €[0,1] e n € N. Logo, au + (1 — a)v = lim[au, + (1 — a)v,] € C. |

Definicao 0.164 (Espaco estritamente convexo). Um R-espaco normado (V.|| -||)
¢ denominado estritamente convexo se, para quaisquer u,v € Sy distintos e a € (0, 1),
low + (1 — a)v|| < 1.
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Em outras palavras, se V ¢é estritamente convexo, entao todo elemento de Sy se
comporta, em certo sentido, como um “vértice” da bola By . Para formalizarmos esse sentido,

devemos esperar até o Capitulo 2.

Exemplo 0.165. Fixe n € N. O conjunto R" munido da norma | - || dada por:

(1, 225 ., 0| = \/$%+I§+---+x%

é um espaco estritamente convexo.

Definigao 0.166 (Espago uniformemente convexo). Um espago normado (V.| - ||)
¢ uniformemente convexo se, para cada 0 < ¢ < 2 existe § > 0 tal que:
U+ v

u,v € By, |lu—v||>e = <1-0o.

Sendo assim, em um espaco uniformemente convexo V', o ponto médio de qualquer
segmento de reta em By se encontra fora da esfera Sy. Em particular, Sy nao pode conter
segmentos de reta, ou seja, coloquialmente, a esfera Sy deve ser “redonda”.

A seguir, observaremos alguns fatos que envolvem o conceito de separabilidade em

espacos métricos.

Exemplo 0.167. C([0,1]) é separavel. Realmente, escolha f € C([0,1]) e fixe ¢ > 0.

Comecamos aproximando f por uma funcao poligonal, como ilustra a Figura 1.

Figura 1: Aproximacao de f por uma fungao poligonal.

Conforme a Proposicao 0.108, f é uniformemente continua. Nesse caso, existe n nimero

natural tal que:
v,y €01, -yl <1l/n = |f(z) - fly)l <e (3)
Em seguida, seja g a funcao poligonal tal que:

{ g(k/n) = f(k/n), ke{0,1,...,n}

géafimem (£ 51)  Lke{0,1,...,n—1}

De (3), obtemos ||f — glloc < €.
Agora, consideremos outra funcao poligonal h, também com nés em k/n, com k €

{0,1,...,n}. Além disso, h cumpre, para todo k:

{ h(k/n) € Q
lg(k/n) — h(k/n)| < ¢
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Sendo assim, ||g — h|le < € e, por isso, ||f — h|l«~ < 2¢. Visto que o conjunto das fungoes

poligonais que tomam valores racionais nos nés {k/n}}_, é enumerdvel, a prova estd completa.

Recorde que se V' é um espago vetorial e U C V' é um subespaco, entao V/U designa
o espago quociente de V' por U. Se V é normado com norma || - ||, entdo V/U admite

naturalmente uma estrutura de espago normado. De fato, || - ||o : V/U — R dada por:
lv+Ullg :=if{||V|| : v —veU} Vwvey,

é obviamente uma norma. No resultado abaixo, estamos considerando o quociente como

espago topoldgico, com topologia induzida por || - ||¢.

Lema 0.168. Considere um espag¢o normado V' e um subespago U. Se V/U e U forem
separdveis, entao V € separdvel.

Demonstragao. Por hipétese, existe {c¢, + U },en denso em V/U e {uy,}nen denso em U.
Escolha v € V' e considere a vizinhanca B(v;d) de v. Claramente, B(v;d) + U é uma
vizinhanga de v+U em V/U. Logo, existe um nimero natural k tal que ¢, +U € B(v;d)+U.
Assim, existem v’ € B(v;d) e u € U que cumprem v’ = ¢, + u. Portanto, pela densidade
de {u,}neny em U, podemos obter [ € N tal que ¢ + u; € B(v;4). Consequentemente,

{¢n + Um }nmen ¢ um subconjunto de V' enumerével e denso. [ |

O objeto que apresentaremos abaixo é conhecido pelo(a) leitor(a) que j& estudou Algebra

Linear, ainda que em nivel introdutério.

Definicao 0.169 (Operador linear, funcional linear). Sejam V e W K-espacos
vetoriais. Uma funcao T :V — W tal que:

(@) T(a+b)=T(a)+T(0) YabeV;

(b) T'(ka) =kT(a) VEkeKacV,

¢ um operador linear. Em particular, se W =K, entao um operador linear de Vem W
€ chamado de funcional linear.

Adiante, um resultado simples que abrange o conceito de isometria.

Lema 0.170. Sejam V e W espagos normados e T : V. — W wuma isometria bijetiva.
Entdo, T(Bv) = BW

Demonstragao. Visto que T preserva normas, T(By) C By.

Agora, tome w € By. Como T é sobrejetiva, existe v € V tal que T'(v) = w.
Novamente, porque T' é isometria, segue que v € By. Por isso, w € T(By), isto é,
Bw C T(By). A igualdade estd garantida. |

O préximo objeto, por sua vez, é tema da Andlise Funcional. Além de lineares, os

operadores que veremos em seguida sao continuos.
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Definicao 0.171 (Operador linear limitado). Sejam V e W espacos normados e
um operador linear T : V. — W. Dizemos que T é limitado se existe ¢ € R tal que
T ()| < c||v|| para todo v € V. O conjunto de todos os operadores de V- em W lineares
e limitados serd denotado por B(V,W).

Exemplo 0.172. Considere um espago compacto K, fixe k € K e defina §; : C(K) — R
por 6 (z) := z(k) V € C(K). Obviamente, J;, é um operador linear. Além disso, |6x(z)| =
|z(k)| < ||7]|~, qualquer que seja x € C(K). Por isso, ¢ ¢ limitado.

A préxima conclusao mostra-nos que B(V, W) pode ser disposto como espago normado.

Proposicao 0.173. Sejam V' e W K-espagos normados. Entao, B(V, W) é um K-espago
vetorial. Além disso, a funcao || - ||« : B(V,W) — [0,00) dada por:
[7'(v)]]

1T =
veV\{0} o]l

€ uma norma em B(V,W).

Demonstracao. A prova é direta. [

Agora, conheceremos outras maneiras de se calcular ||7||..

Lema 0.174. Considere V- e W K-espagos normados e T € B(V,W). Entao,
[T« = inf{c > 0: |T(v)[| < cl[v]| VveV}=sup [|[T(v)]| = sup [T(v)].

vEBY vESY

Demonstracao. Quando T' = 0, o resultado é trivial. Caso contrario, sejam:
m = inf{c > 0: ||[T(v)| < c||v|]|,Vv eV}, s :=sup|T(v)] e sy:=sup ||[T(v)].
vEBYy vESY
Por definicao, ||T'(v)|| < ||T||«||v]]| ¥ v € V. Logo, m < ||T||.. Além disso, se ¢ > 0 e
| T(v)]| <c||v|| ¥V veV,entao ||T]. < c. Porisso, ||T]. < m. Desse modo, m = ||T..
Se ||v|| < 1, segue que | T(v)|| < |T|[«]|v]| < [|T]|«. Assim, s; < ||T||«. Em acréscimo,

suponha que s; < ||T||« e tome € := ||T’||. — s1. Pela defini¢ao de ||T|., existe v # 0 tal
que
1Tl _ HT (L)H ST — €= 5.
[v]] o]
Uma vez que pp tem norma 1, chegamos a uma contradigao. Em conclusao, s1 = |[T..
De modo similar, temos que sg = ||T||.. |

Exemplo 0.175. No Exemplo 0.172, vimos que d; € B(C(K),R). Agora, mostraremos que
|0k|l« = 1. Em primeiro lugar, usando o que ja discutimos no exemplo mencionado e a
primeira igualdade do lema acima, obtemos [|dx|/« < 1. Em seguida, seja z¢ € C(K) a funcao

de valor constante 1. Entao, ||zo|lcc =1 €
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10k]l+ = sup [0k ()] = |0k (w0)| = 1.

[[#]loo=1

Combinando as desigualdades, conseguimos ||0x||« = 1.

Observacgao 0.176. Se T for um operador linear limitado definido em V', escreveremos:

171 = sup 2O — o 1)) = swp 7)1

o ol s lol=1

como ¢ usual na literatura.

O resultado adiante revela-nos quando um operador linear entre espagos normados é

continuo, adotando-se as topologias fortes.

Lema 0.177. Considere os espagos normados V e W, e um operador linear T : V — W.
Entao:
(a) T € limitado se, e somente se, T € continuo.

(b) Se T é continuo em algum ponto, entdo T € continuo.

Demonstragao. (a) Suponha que T seja limitado. Para T' = 0, o resultado é obviamente
valido. Entao, admita que T' # 0 e tome vy € V' arbitrariamente. Observamos que, dado
€ >0,

[v = voll < 7 HTH = [[T(v) = T(wo)|| = IT(v = wo)l| < [IT[|<[[v = wol| <e.

Por essa razao, 1" é continuo.
Reciprocamente, admita que 7" seja continuo em vy € V. Em particular, existe § > 0

tal que
lo—woll <6 = [|T() =T(w)l <1.

Em seguida, escolha w € V nao nulo e indique vy := vg + mw. Logo, ja que T é linear,

J

mHT(w)W

1T (v1) = T(wo) | = [T (01 — wo)l| =

Dal, posto que [|v; — vg]| = §/2 < §, obtemos

o
2w HHT( w)ll <1, isto &, [|T(w )H<—HwH

Portanto, T" é limitado.
(b) Segue diretamente de (a). |

Quando V' é um K-espago normado, reservamos um nome espacial para B(V, K).

Definicao 0.178 (Dual topolégico). Seja V' um K-espago normado. O conjunto dos
funcionais lineares definidos em V que sao Tp-continuos é chamado de espago dual

topologico de V' e indicado por V*.
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O enunciado abaixo aponta uma condigao suficiente para que um funcional linear
definido em um espaco normado seja continuo. Nele, utilizamos uma propriedade elementar

da Algebra Linear: todo operador linear mapeia vetor nulo em vetor nulo.

Proposicao 0.179. Considere um espaco normado V' e um funcional linear [ definido
em V. Se existe uma vizinhanga A de 0 tal que f(A) € limitado, entio f € V*.

Demonstra¢ao. Conforme o Lema 0.177, basta mostrar que f é continua em 0. Assim,
seja U uma vizinhanga de 0. Como f(A) é limitado e contém 0, existe ¢ > 0 real tal que
f(A) Ct-U. Por linearidade, f(% - A) CU. Uma vez que % - A é aberto, concluimos que f
¢ continua em 0. [ ]

Uma vez que o dual topologico V* de um espaco normado é outro espago de norma

|| - ||+, podemos obter o dual topolégico de V* de modo anédlogo ao feito para V.

Definicao 0.180 (Espago bidual). Seja V' um K-espaco normado. O conjunto dos
funcionais lineares definidos em V* e continuos é chamado de espaco bidual de V e

indicado por V**.

A norma definida em V** pela aplicagdo da Proposi¢ao 0.173 serd indicada por || - ||ss.
Neste momento, conheceremos um dos grandes teoremas da Analise Funcional: a
Propriedade da Limitacao Uniforme. Partiremos de uma hipétese pontual de limitagao e

conquistaremos uma limitagao em sentido mais forte.

Proposigao 0.181 (Banach, Steinhaus'”). Considere um espago de Banach V, um
espaco normado U e uma familia {T;};c; de elementos de B(V,U). Suponha que, para

cada v € V' exista um numero real C, tal que
sup [ T5(v)]| < Ch. (4)
1€

Entao, sup ||T;||. < oo.
i€l

Demonstracao. Por continuidade, para quaisquer n € Ne i € I,
{veV Tl <n}=(-1loT)~'([0,n])

é fechado. Logo, dado um nimero natural n,

A= {oe v iswlnl <n} = e v Inwl <n)

el iel

é fechado. Da hipdtese em (4) decorre que V' = U A,. Desse modo, pelo Teorema de Baire
n=1
(Proposigao 0.99), existe m € N tal que A,, tem interior nao vazio. Por isso, podemos

"Wiadystaw Hugo Dionizy Steinhaus (1887-1972), matemaético e educador polonés. Colaborou com descober-
tas em diversas dreas da Matemadtica, tais como: Andlise Funcional, Geometria e Logica.
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tomar B(a;r) C A,,. Em seguida, seja u € By arbitrario. Note que, se w = a + ru, entao

|lw —al| <r, isto é, w € A,,. Em vista disso, para qualquer i € I,

ITw)l = 21T — o) < (T + ITa)]) <

Uma vez que m e r nao dependem de ¢ € [ nem de u € By, temos que

2m
T

2m
i€l r

Seja V' um espaco vetorial. Dados f e g funcionais lineares definidos em subconjuntos

de V, diremos que g estende f, ou que g é uma extensao de f, se
Dom(f) C Dom(g) e f(v)=g(v) vV v € Dom(f).

Nosso objetivo subsequente é conhecer o importante Teorema de Extensdo de Hahn'®-Banach
(Lema 0.183), o qual garante “extensdo méxima” a funcionais lineares definidos em subespagos,
sob algumas condicoes. Para tanto, expandiremos nossas fronteiras e conheceremos uma

classe de funcionais mais geral que a dos funcionais lineares.

Defini¢ao 0.182 (Funcional sublinear positivamente homogéneo). Dado um R-
espaco vetorial V', nomeamos por funcional sublinear positivamente homogéneo uma
funcao p: V — R tal que, para todos u,v € V ek >0,

p(kv) = kp(v) e p(u+v) < p(u) +p(v).

Lema 0.183 (Hahn, Banach). Sejam V' um R-espaco vetorial, W C V um subespago e
p um funcional sublinear positivamente homogéneo definido em V. Se f for um funcional
linear de dominio W tal que f(w) < p(w) para cada w € W, entao existe um funcional

linear F' em V tal que Flyw = f e F(v) < p(v) qualquer que sejav € V.

Dica para a demonstracao. Seja € o conjunto de todas as extensoes lineares g de f tais que

g(v) < p(v) para todo v € Dom(g). Estabelega uma ordem parcial < em & expressa por:
g=h < héuma extensdo de g.

Tome uma cadeia C' C £ e defina g em U Dom(g) como g(v) := g(v) se v € Dom(g).

geC
Temos que g esta bem definida e é uma cota superior para C. Logo, pelo Lema de Zorn

(Proposicao 0.12), £ apresenta um elemento maximal F'.
Resta-nos provar que Dom(F) = V. Supondo o contrario, tome w € V\ Dom(F) e

indique U := (Dom(F') U {w}). Note que qualquer u € U pode ser escrito, de forma unica,

como u = d + kw, em que d € Dom(F') e k € R. Entao, mostraremos que existe ¢ € R

¥Hans Hahn (1879-1934), matematico austrfaco. Analise Funcional, Topologia, Teoria dos Conjuntos e
Anilise Real s@o alguns dos ramos da matemaética aos quais se dedicou.
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tal que h : U — R dada por h(d + kw) := F(d) + kc pertence a €. Isso nos conduz a um
absurdo, pois Dom(F') esta estritamente contido em U e F' é maximal em £. Com esse

intento, sejam a,b € Dom(F'). Temos:
F(a) = F(b) < pla+w) +p(—w —b), ouseja, —p(—w—0b)—F(b) <pla+w)—F(a).

Tome o supremo sobre b € Dom(F") no primeiro membro e o infimo sobre a € Dom(F’) no
segundo. Em seguida, denote por ¢ a média aritmética dos dois valores anteriores. Dessa
forma,

(1) —p(—w—=0b)—F(b)<c VbeDom(F) e

(i71) ¢<pla+w)—F(a) ¥ ae€ Dom(F).
Por fim, escolha v = d + kw em U. Se k < 0, substitua b por % em (i) e multiplique
a desigualdade por —k para concluir que h(u) < p(u). Caso k > 0, proceda de forma

semelhante usando (i7). Quando k = 0, h(u) < p(u) trivialmente. Do exposto, decorre que

h € £, uma contradicao. O

Prosseguimos expondo algumas conclusoes provenientes do lema precedente.

Proposicao 0.184. Sejam V um espagco normado, U C V um subespaco e f € U*.
Entao, existe F' € V* tal que F estende f e || F|lv- = | f|

[E][ve = sup{|F(v)] - v e Vi[loll =1} e |[fllu- = sup{[f(u)] - w € U, |lul] = 1}.

Ux, em que:

Dica para a demonstra¢io. Para todo u € U, defina p(u) := || f|
O

v+||ul|. Use o lema anterior.

Proposicao 0.185. Suponha que V' seja um espago normado e que vy € V\{0}. Entdo,
existe F' € V* tal que ||F|l« =1 e F(vy) = ||vo]|-

Dica para a demonstragao. Defina f em U := (vy) por f(kvg) := kl||vg]|. Descubra que,

para qualquer x € U, |f(z)| = ||z| e, assim, que || f||y= = 1. Depois, aplique a proposigao

anterior. O

Corolario 0.186. Se V' for um espaco normado e v € V', entao

f(v
ol = sup 0L
revagor 1f 1l

Dica para a demonstragao. (<) Use a proposigao precedente.
(=) Note que || f()[| < [[f[[]lv]]- O

Observagao 0.187. Outra consequéncia imediata da Proposicao 0.185 que julgamos vélido
destacar é enunciada a seguir. Dados um espaco normado V' e um vetor nao nulo vy € V,
existe G € V* nao nulo tal que G(vy) = 1. Com efeito, faga G := ﬁ, em que F' é o funcional
obtido pela proposicao citada.
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Adiante, caminharemos rumo a duas consequéncias geométricas do Teorema de Extensao
de Hahn-Banach. Iremos denominé-las por Primeiro Teorema de Separacao de Hahn-Banach
(Proposigao 0.195) e Segundo Teorema de Separagao de Hahn-Banach (Proposigao 0.196).

Iniciaremos com o conceito de hiperplano seguido de uma propriedade relacionada a ele.

Definigao 0.188 (Hiperplano). Dado um R-espago vetorial V', um hiperplano de V' é
um congunto da forma H :={v € V : f(v) =k}, em que f € um funcional linear ndao

nulo definido em V' e k € uma constante real. Denotamos H = [f = k].

Proposicao 0.189. Sejam V um R-espago normado e H = [f = k] um hiperplano em
V. Entao, H € fechado se, e somente se, f € continua.

Demonstracao. Se f for continua, entao H é fechado, pois é preimagem de um fechado.

Na outra dire¢ao, suponha que H seja fechado. Entao, V\H é aberto. Além disso,
ja que f é nao nulo, V\H # (). Tome vy € V\H e seja f(vg) < k. Trata-se o outro
caso analogamente. Em seguida, escolha ¢ > 0 tal que B(vg;€) C V\H. Afirmamos que
f(v) < k para todo v em B(vg;€). De fato, considere que ug € B(vg; €) e que f(ug) > k.
Dali, por convexidade, o vetor

(T P N
fluo) = f(vo) fuo) = f(wo)

estd em B(vg;€) e é mapeado em k por f, o que é uma contradi¢ao. Logo, a afirmacao esta
provada, e dela segue que f(vo+ew) < k paratodo w € B(0;1). Assim, f(w) < L[k—f(vo)],

qualquer que seja w € B(0;1). Consequentemente, pela Proposi¢ao 0.179, f é continua. W

Os teoremas de separacao que desejamos obter dependem ainda de conclusoes acerca

de um novo elemento de nossa teoria, o qual serd anunciado na sequeéencia.

Definigao 0.190 (Funcional de Minkowski'®). Suponha que V' seja um espago veto-
rial e que W C V. A funcao uw : V — R dada por:

pw (v) :=inf{A > 0:v/X € W} VovelV,

¢ denominada funcional de Minkowski em W .

Vejamos agora propriedades associadas a esse conceito.

Lema 0.191. Considere um espago vetorial real V e um convexo C C V contendo 0.
Entao:

(@) {veV iuc) <1} CCC{veV:uc(v) <1},

(b) Caso V' for um espago vetorial topolégico e C' for um aberto, temos C = {v € V :
pe(v) < 1}

Y9Hermann Minkowski (1864-1909), matemdtico alemao. Dedicou-se, entre outras dreas, a Teoria dos Nimeros.
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(c) Se V' for um espago normado e C' for um fechado, temos C ={v € V : uc(v) < 1}. ‘

Demonstracao. (a) Escolha v € V' tal que pc(v) < 1. Logo, existe A € (0,1) tal que
v/ € C. Segue por convexidade que

v:)\§+(1—>\)0€C.

Por isso, a primeira inclusao vale. A segunda inclusao é ébvia, ja que v/1 € C para todo
veC.

(b) Mostraremos que C' C {v € V : uc(v) < 1}, pois jd garantimos a outra inclusao. Tome
c € Cedefina f: R — V por f(\) := Ac¢, qualquer que seja A € R. Uma vez que C é
aberto e f é continua em A\ = 1, existe 6 > 1 tal que dc € C. Portanto, uc(c) < 1/6 < 1,
COMO esperavamos.

(c) Escolhamos v € V' tal que pc(v) = 1 e provemos que v € C. Pela definicao de pc,

existe uma sequéncia de reais (\,) convergindo para 1 tal que A, > 1 e /\iv € (' para todo

1

n. Desse modo, 5
n

v — v. Decorre, pelas hipéteses sobre C, que

1 —1
v:lim(—v—l—)\n O) e,

An An

como desejado. De acordo com o item (a), a prova estd completa. [

Lema 0.192. Sejam V' um espaco vetorial sobre R e C C V um convexo contendo O

tais que U AC' = V. Entao, puc € um funcional sublinear positivamente homogéneo.
A>0

Demonstracao. Em primeiro lugar, comprovemos que pc ¢ uma fungao com valores reais.
Escolha v € V. Por hipétese, existem A > 0 e ¢ € C tais que v = A¢. Logo, v/ € C. Por
esse fato, uc(v) € R.

Além do mais, dados v € V e k > 0,

pc(kv) =inf{A > 0: (kv)/A € C} = k-inf{\ > 0: v/ € C} = kuc(v).

Finalmente, sejam v,w € V. Fixe s > uc(v) e t > pc(w). Por definicao, existe
sp < s tal que v/sg € C. Alegamos que soC C sC. Realmente, 0 € sC' e, dado ¢ € C,

soc:s—osc—i— (1—@>0€80,
s s

pela convexidade de sC. Assim, v € sC. Analogamente, w € tC. Logo, por convexidade,
S t
t C C) C t)C.
v+w€(s+)<5+t +S+t)_(s+)

Portanto, pc(v + w) < s+ t. Em vista da escolha de s e t, segue que puc(v + w) <

te(v)+ pe(w). Concluimos que e é um funcional sublinear positivamente homogéneo. W

Observacao 0.193. Se V for um espaco vetorial topoldgico sobre R e C' C V for um

conjunto aberto e convexo que contém 0, entao U AC' = V. De fato, tome v € V' e considere
A>0



68 | 0.7. Analise Funcional

fo : R = V dada por f,()\) := \v. Assim, f é continua e f(0) = 0 € C. Por essa razao,

existe 6 > 0 tal que dv € C. Logo, v € %C’. Assim, V C U AC' e a alegagao esta provada,

A>0
pois a outra inclusao é trivial.

O ultimo requisito para os teoremas de separagao é a proposicao que segue.

Proposicao 0.194. Considere um R-espaco vetorial topologico V., C' C V' um conjunto
aberto e convexo que contém 0 e vy € V\C'. Nessas condigoes, existe um funcional linear
e continuo F : V — R tal que F(vg) =1 e F(c) <1 para todo ¢ € C.

Demonstragao. Defina f : (vg) — R por f(kvg) := k para cada k € R. Claramente, f
é linear. Agora mostraremos que f(v) < pc(v) para cada v € (vg). De fato, se k < 0

f(kvg) =k < 0 < pc(kuvg), obviamente. Finalmente, caso k > 0, temos

f(kvo) =k < kpc(vo) = pe(kuo),

visto que pc(vg) > 1 pelo Lema 0.191. Decorre do Teorema de Extensao de Hahn-Banach
(Lema 0.183) que existe um funcional linear F' : V' — R tal que F estende f e F'(v) < pc(v)
para qualquer v € V. Observe que F(vg) = 1 e que, pelo Lema 0.191, F(v) < 1 quando
vedl.

Em seguida, veremos que F' é continuo. Por linearidade, basta verificarmos que F' é
continuo na origem. Para tanto, fixe € > 0. Encontraremos uma vizinhanca A. CV de 0
tal que F'(A.) C (—¢,€). Com esse propdsito, tome A, := (—eC') N (eC'), que é um conjunto
nao vazio, pois 0 € A.. Entao, para cada a € A, +a € €C, isto é, ta/e € C. Logo, pelo
Lema 0.191, puc(4a) < € para todo a € A,. Isso implica que |F(a)| < € quando a € A, e a

prova se encerra. [ |

Proposicao 0.195 (Hahn, Banach). Considere um R-espago vetorial topoldgico V' e
dois subconjuntos de V nao vazios, disjuntos e convexos A e B. Se A for aberto, entao

existem um funcional linear continuo F':'V — R e um numero real k tais que:

Fla)<k<F() VaecAbeB.

Demonstracao. Fixe ay € A, by € B e defina:
C’::A—B—a0+b0:{a—b—a0—|—bo:aEA,bEB}.
Conforme a Observacao 0.75,
C=|JA-b—ay+b)
beB
é aberto. Além disso, facilmente descobrimos que C é convexo e 0 € C. Em adicao,
by — ag € C, pois AN B = (). Desse modo, decorre da proposi¢cao precedente que existe

um funcional linear e continuo F' : V. — R tal que F(by —ap) = 1 e F(c¢) < 1 para
todo ¢ € C. Pela definicao de C segue que para quaisquer a € A e b € B temos
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Fla—b—ag+by) < F(by—ap), ou seja, F'(a) < F(b). Indicando k := gnlg F(b) concluimos
€
que
Fla)<k<F®) VaecAbeB. (5)

Resta-nos provar que F'(a) < k para todo a € A. Com esse propdsito, suponha que exista
x € Atal que F(x) = k. Seja h: R — V dada pela lei: h(\) := 2z + A(by — ap), em que
A € R. Como h é continua em A = 0 e A é aberto, existe € > 0 tal que x + ¢(by — ag) € A.
Logo, segundo (5), F(z + €(bg — ag)) < k. Todavia, dessa expressao obtemos € < 0, o que

¢ uma contradigao. [ |

Proposicao 0.196 (Hahn, Banach). Seja V' um R-espago localmente convexo e sejam
C e D subconjuntos de V' nao vazios, convexos e disjuntos. Considere que C' seja um
compacto e D seja um fechado. Entao, existem um funcional linear continuo F :V — R

e numeros k,l € R tais que:

F(e) <k << F(d) VeeC,de D.

Demonstrag¢ao. Adote B := D — C'. Claramente, B é convexo e 0 ¢ B. Em adicao, B é
fechado, conforme a Proposicao 0.77. Entao, visto que V' é localmente convexo, existe
um conjunto aberto e convexo A C V\ B contendo o vetor nulo. Assim, pela proposi¢ao

anterior, existem um funcional linear continuo F' : V' — R e um numero real r tais que:
F(a) <r < F(b) VaecAbeB.
Note que 7 > 0 ja que 0 € A e F(0) = 0. Logo, pela linearidade de F', encontramos:
0<r<F(d)— F(c) VeeC,deD.

Portanto, tomando k := sup F(c) e [ := inf F(d) temos:
ceC deD

Fl)<k<I<F() VceCdeD,

como desejado. [ |

Corolario 0.197. Sejam V' um R-espaco normado e U C'V um subespago. Entao, U é

denso em V' se, e somente se, o unico f € V* que anula U € o funcional nulo (isto é€,

também anula V).

Demonstracdo. Admita que U = V e que f € V* anula U. Depois, tome v € V. Por
densidade, existe uma sequéncia (u,) em U tal que u,, — v. Entao, pela continuidade de
f, flu,) = f(v). Logo, f(v) =0, ou seja, f é o vetor nulo de V*.

Reciprocamente, suponha que U # V e tome vy € V\U. Observe que o Lema 0.163
revela que U é convexo. Pela proposicao precedente, existem f € V* e k € R tais que

f(u) < k < f(vy) para qualquer v € U. Uma vez que U é um subespago vetorial, decorre
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que f(u) = 0 para todo u € U. Concluimos que f é um funcional nao nulo de V* que
anula U. [

Encerradas as consequéncias geométricas do Teorema de Extensao de Hahn-Banach,
veremos a seguir um resultado que nao depende do teorema, mas que envolve a nocao de

separacao.

Proposicao 0.198. Seja U um subespago fechado de um R-espago mormado V. Se
v ¢ U, entao existe F' € Sy« tal que F(v) = 0 para qualquer v € U e F(vg) = dist(vg, U).

Demonstracao. Indique d := dist(vg, U) e W := (UU{vp}). Considere a fungao f : W — R
dada por f(u+ kvg) := kd, em que u € U e k € R. Mostraremos, em primeiro lugar, que f
estd bem determinada. Suponha que u; + kjvg = us + kovg, em que uy, us € U e ki, ky € R.
Entao, u; — us = (ko — k1)vg. Uma vez que U é um subespago e ndo contém vy, segue que
Uy = ug € ky = kg, como esperavamos. Além do mais, f é claramente linear.

Em adigao, para todo w = u + kvy € W nao nulo,

kdlw) diel djwl
w) = kd = = < = )
fw) ot ool Too— o1 = a1l

Portanto, ||f||w+ < 1. Por outro lado, pela definigao de d, existe uma sequéncia (u,) em U

tal que ||u, — vo|| = d. Também, f|y = 0. Assim, para todo ntimero natural n,
d=|—1d| = [f(u, — vo)| < || fllw

Tomando o limite quando n — oo, conseguimos d < || f|lw+d. Em vista disso, temos

U, — Vo]

| fllw+ =1e f(vy) = d. Finalmente, pela Proposicao 0.184, o resultado segue. [

Finalizamos esta se¢ao introduzindo um conceito e verificando um resultado simples

relacionado a ele.

Definigao 0.199 (Operador adjunto). Sejam V e W espagos de Banach e T €
B(V,W). O operador T* : W* — V* tal que, dado v € W*,
(M) =~[Tw)] VoveV

¢ chamado de adjunto de T

Lema 0.200. Considere os espagos de Banach Ve W e seja T € B(V,W). Entao:
(a) T* € linear.
(b) T* € limitado.

(c) T* é uma isometria bijetiva quando T for uma isometria bijetiva.

Demonstragao. (a) A prova é direta.

(b) Qualquer que seja v € W*,
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TNl = sup [[T*(9)](0)] = sup [T (v)]| < ”Stnlgllhll*lT(v)l = AN

loll<1 loll<1

Portanto, T™* é limitado.
(c) Suponha que T seja uma isometria bijetiva. Depois, admita que T™*(y) = T*(#). Logo,
para todo v € V| y[T'(v)] = O[T (v)]. Posto que T é sobrejetiva, temos y(w) = 6(w) para
cada w € W. Assim, v = 6 e T™* é injetiva.

Agora, tome 6 € V*. J4 que T' é uma isometria bijetiva, 7! é continua. Por isso,
GoT e W*eT*(0oT ') =0. Concluimos que T* é sobrejetiva.

Finalmente, dado v € W*, decorre das hipdéteses sobre T" que

|T* ()|« = sup Y[T'(v)]| = supllv(w)l = |17l

loll<t f[wl|<

Dessa forma, T™ é uma isometria. [ |

0.8 Topologias fracas
Comecamos com uma definicao.

Defini¢ao 0.201 (Dual algébrico). Dado um espaco vetorial V' o conjunto V' de todos

0s funcionais lineares definidos em V' € denominado espa¢o dual algébrico de V.

Dados um espago vetorial V' e uma familia 7 C V', considere a tarefa de se definir
uma topologia 7 em V tal que todo f € F seja continuo em relacao a ela. Poderiamos nos
contentar em escolher 7 = P(X), o que tornaria continuo todo elemento de V'. Contudo,
h& um revés nessa escolha: quando “aumentamos” 7, podemos “aumentar a chance” de um
elemento de V' ser continuo, mas podemos também “diminuir o nimero” de compactos de 7.
Para perceber isso, basta observar o Lema 0.40 e a Definicao 0.51.

Esta secao nos orientara diante dessa indecisao. Na sequeéncia, temos um resultado

topoldgico fundamental.

Proposigao 0.202. Sejam X um conjunto, {Y;}ier uma familia de espagos topoldgicos
e {fi}ier uma colegao de funcgoes da forma f; : X — Y;. Para cada i € I e cada aberto

A; em'Y;, considere o conjunto:

fFHA) ={r e X: fi(x) € A;}.

(2

Além disso, seja B a colecdo de todas as intersecies finitas de conjuntos da forma f;'(A;).

Entao, existe uma topologia T em X que tem B como base.

Demonstracdo. Basta mostrar que a familia formada por todas as unioes de elementos de

B é uma topologia em X. A prova é direta. [ |

A topologia 7 obtida na proposicao anterior é denominada topologia gerada por

{fi}i61~
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Notagao 0.203. Dado um espaco vetorial V', tome vy € V., F C V', f1,...,fn € Fe
e > 0. Indicamos:

U(vo; fiy-- -y fos€) i={v eV |fi(v) = fi(vo)| <€ Vi€ [n]}

Repare que U(vg; f1,..., fuj€) = ﬂ f7H(fi(vo) — €, fi(vo) +€)]. Logo, a familia de todos

i=1
os conjuntos da forma U(vg; f1,..., fni€),em quevg € V., n €N, fi,... . [ e Fee>06¢
uma base para a topologia em V' gerada por F.

Continuando, exibimos um enunciado simples que envolve a Defini¢ao 0.74.

Lema 0.204. Considere que V' seja um espago vetorial sobre R e tome F C V'. Dessa

forma, V', munido da topologia gerada por F, é um espago vetorial topoldgico.

Dica para a demonstragdo. Seja v : V xV — V tal que ¢(u,v) := u+wv. Dada a vizinhanca
U(0; f1,. .., [n;€) do vetor nulo de V', mostre que

V(U(O0; fr,- s fus €/2) X U(0; f1, ..., fa;€/2)) S U(O; fi,..., fase).

Depois, aplique o Lema 0.177. De modo semelhante, verifique que ¢ : R x V' — V tal que
o(k,v) := kv é continua.

Trataremos, neste momento, um caso especifico do problema apresentado no inicio da
secao. Fixado um espaco normado V', suponha que queiramos definir em V' uma topologia
que preserve a continuidade dos elementos de V* e que “maximize” o nimero de compactos.

Estamos falando da topologia fraca em V.

Defini¢ao 0.205 (Topologia fraca). A topologia fraca no espago normado V', denotada

por 1,(V,V*), € a topologia gerada pelos elementos de V*.

Quando V' for conhecido, indicaremos 7,(V,V*) por 7,. Em acréscimo, dados um
’ . . —Jw
espaco normado V e A C V' o 7,-fecho de A serd sinalizado por A . Repare que 7, C 7p.
Em seguida, verificaremos algumas caracteristicas elementares que envolvem a topologia

fraca.

Lema 0.206. Considere um R-espaco normado V' e um conjunto C' C V' convero. Entao,

(a) C € fechado se, e somente se, é T,-fechado.
(b) C=C".

Dica para a demonstragdo. (a) (=) Se C = V, o resultado é imediato. Sendo, tome
vo € V\C. Use a Proposi¢ao 0.196 para obter uma vizinhanca de vy na topologia fraca
disjunta de C.

(<) Trivial.

(b) Aplique o 7,-fecho em C' C C e use (a) para concluir que C* C C. Depois, proceda de

modo similar com C' C C" .
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Lema 0.207. Suponha que V' seja um R-espago normado. Entao, (V,7,) € um espago
de Hausdorff.

Demonstracao. Sejam u e v pontos distintos de V. Pelo Segundo Teorema de Separagao
de Hahn-Banach, existem f € V* e k € R tais que u € f~1{(—o00,k)} e v € f{(k, o)},
isto é, u e v pertencem a abertos da topologia fraca disjuntos. Sendo u e v arbitrarios,
segue que (V,7,) é de Hausdorff. [ |

Neste momento, apresentaremos um género de funcionais definidos no espaco dual V*
)
que participara de muitas discussoes dos capitulos 3 e 4.

Proposigao 0.208. Seja V' um K-espago normado e fire v € V. Defina §, : V* - K
por 8,(f) := f(v) para todo f € V*. Nesse caso:

(a) 0, € V**.

(b) A funcdo J : V. — V** que associa cada v € V ao funcional §, é uma isometria

linear.

Demonstragao. (a) Claramente, 0, é linear. Além do mais,
sup [0,(f)[ = sup [f(v)] < sup [[f].[[v]] < v]].
I fll.<1 Ifll.<1 I£ll.<1

Logo, ¢, é também continuo. Portanto, ¢, € V**.

(b) A linearidade de J também se verifica facilmente. Em acréscimo, usando o Corolério
0.186, temos:

0 1)
51} Kk -
100l = sup Jrge™ = sup S

= [Jv]l

Escolha um espago normado V. O resultado anterior revela-nos que existe uma isometria
bijetiva entre V' e um subconjunto de V**. Quando esse subconjunto for o proprio bidual,

alcancamos uma classe especial de espagos.

Defini¢ao 0.209 (Espago reflexivo). Um K-espag¢o normado V' é nomeado reflexivo
se a aplicagao J definida na Proposi¢ao 0.208 é sobrejetiva, isto €, se J(V) = V**.

O préximo resultado revela que, quando V' é um espaco de Banach, sua reflexividade
depende da reflexividade de V*.

Lema 0.210. Seja V um espaco de Banach. Entao, V ¢é reflexivo se, e somente se, V*
¢ reflexivo.
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Dica para a demonstra¢ao. (=) Além de J : V. — V** considere J* : V* — V** tal
que [J*()](y) = v(f). Tome A € V***. Precisamos mostrar que existe g € V* tal que
A = J*(g). Faga g :== Ao J e use a reflexividade de V.

(«=) Em primeiro lugar, mostre que J(V') é um subespago fechado de V**. Para isso,
observe que J é uma isometria linear e que V' é de Banach. Em seguida, suponha que
v € V**\J(V). Decorre da Proposi¢ao 0.198 e da reflexividade de V* que existe f € V*
tal que A = J*(f), em que A é conforme o funcional na tese da proposicao citada. Por um
lado, f(v) =0V v € V. Por outro, v(f) # 0, uma contradicao. O

Observacao 0.211. Seja V' um espago normado. Entao, J(By) é fechado em V**. Para
demonstrarmos isso, iniciamos tomando uma sequéncia (4,,, ) em J(By) tal que 6,, — v € V**.
Conforme o Lema 0.90, basta mostrarmos que v € J(By) para concluirmos a demonstracao.
E, realmente, uma vez que J é uma isometria e By é um fechado, existe v € By tal que

Uy — v. Assim, v = 0, € J(By), como queriamos.

O dual de um espago normado, além das topologias forte e fraca, admite outra to-
pologia importante. Abaixo, iremos apresenta-la e, posteriormente, observaremos algumas

propriedades interessantes relacionadas a ela.

Definicao 0.212 (Topologia fraca-estrela). A topologia fraca-estrela no dual V* do

espago normado V', simbolizada por 7.(V*, V'), é a topologia gerada pelos elementos de

J(V) = {6, :v e VY.

Informalmente, 7.(V*, V') é a “menor” topologia em V* em que todo elemento de J(V)
é continuo.
Quando nao houver risco de ambiguidade, indicaremos 7. (V, V*) como .. Além disso,

7’ 7’ ¥
se V é um espaco normado e A C V* o 7,-fecho de A sera representado por A .

Observacao 0.213. Admita que V seja um espaco normado e que K C V* seja compacto.
Entao, K é 7,-compacto. Com efeito, uma vez que 7, C 7r, essa afirmagao segue facilmente

pela definicao de compacidade.

A seguir, anunciamos algumas propriedades importantes da topologia .

Proposicao 0.214. Dados 79 € V*, € > 0 e um conjunto finito {vy,vq, ..., vx} em V,

considere a colecdo:
U(o; 1,09, ..., Uk €) :={y € V" = |y(v;) — ()| <€ Vi€ [k]}.

Entao, U(vo; v1,v2,...,0k; €) € uma vizinhanga de o para a topologia fraca-estrela. Uma
base de vizinhancas de vy em T, é obtida ao variarmos k € N, ¢ > 0 ev; € V, para
i€ [k].
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Demonstragao. Para provar a primeira alegacao, escrevemos:

U(vo; 01,02, .. ups€) = {yeV* @ vylv) —e <v(v;) <y(vi) +e Vie[k]}
= {veV" : 6,(7) € ((vi) —€70(vi) +€) Vie [k]}

- ﬂ 8y { (Y0 (i) — €70 (vi) + ).

A segunda afirmacao é ébvia. [ |

Lema 0.215. Seja V' um espag¢o normado real. Entao, (V*,1.) € de Hausdorff.

Demonstracao. Escolha fi, fo € V* disjuntos. Entao, existe v € V' tal que f1(v) # fa(v).
Suponha, sem perda de generalidade, que fi(v) < k < fo(v). Entao, f; e fo pertencem a
elementos disjuntos de 7, pois f; € 6, {(—o00,k)} e fo € 0, {(k,0)}. |

Proposigao 0.216. A topologia 7. no espaco normado V* € localmente conveza.

Demonstragao. Mostraremos que todo U = U(7y; vy, Vs, ...,V €) € Ty é convexo, o que

garante o resultado. De fato, escolha 1,72 € U e t € [0, 1]. Entao, para todo i € [k],

[ty + (1= t)yel(vi) =)l = [tn(vi) + (1 = t)ye(vi) — ty(vi) — (1 —t)y(vi)|
< tm(vs) = ()l + (1 = 1)[ya(vi) = 7 (v)]
< te+ (1 —t)e
Portanto, ty; + (1 — t)y2 € U. Desse modo, U é convexo. |

Seja V um K-espago normado. Por defini¢ao, todo funcional linear da forma 9, : V* — K
é T,-continuo. Através dos dois enunciados adiante veremos que vale a reciproca: qualquer

funcional linear v : V* — K continuo na topologia fraca-estrela é um elemento de J(V').

Lema 0.217. Suponha que V' seja um K-espaco vetorial e que f, fi, fa, ..., fn sejam

funcionais lineares definidos em V. Se ﬂ Ker(f;) C Ker(f), entao f € uma combinagao
i=1

linear de fi, fa, ..., fn, isto €, existem ki, ks, ... k, € K tais que f = Zk‘lfz

=1

Demonstragao. Considere as transformagoes lineares T': V — K" e U : T(V) — K dadas

por:

T(v) = (fr(v), .- fu(w)) e Ufi(v),..., fulv)) = f(v)
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para cada v € V. Verifiquemos que U estd bem definida. Seja (fi(x),..., fo(x)) =
(fiy),..., fa(y)). Entao, por linearidade, x —y € ﬂKer(fi) C Ker(f). Desse modo,

i=1
f(z —y) =0, ou seja, f(z) = f(y), como esperdvamos. Além disso, U é linear. Assim,

podemos empregar o Teorema de Extensao de Hahn-Banach e tomar U : K" — K extensao
linear de U. Logo, uma vez que U é uma transformacao linear entre espacos vetoriais de

dimensao finita, existem ki, ko, ..., k, € K tais que

F@) = U(fi0); s ful0) = U(fi(0). - fulv)) = Zk’ifi(v),

qualquer que seja v € V. [ |

Proposicao 0.218. Sejam V um K-espago normado e v : V* — K um funcional linear

Te-continuo. Entao, existe v € V tal que v = 0,.

Demonstragao. Dado que 7 é 7,-continuo e (0) = 0, existe uma vizinhanca U =
U(0;v1,v9, .. .,v,; €) da origem de V* na topologia fraca-estrela tal que |y(f)| < 1 para todo
f € U. Afirmamos que ﬂ Ker(d,,) C Ker(vy). Realmente, suponha que 4,,(f) = f(v;) =0

i=1
para cada i € [n]. Isso implica que mf € U, qualquer que seja m € N. Portanto, para

todo nimero natural m temos |y(mf)| < 1, isto é, |v(f)| < 1/m. Assim, |y(f)] =0e
f € Ker(v). Desse modo, verificamos a afirmagao. Em seguida, pelo lema anterior, existem

ki, ko, ... k, € K tais que v = Z k;0,,. Indicando v := Z kiv;, segue que v = 6,. |

i=1 i=1

Em seguida apresentamos outras propriedades da topologia fraca-estrela.

Lema 0.219. Sejam V' um espagco normado e Y wum espaco topoldgico. Entdo, uma
aplicacao v : Y — V* € 1,-continua se, e somente se, 0,0 : Y — R € continua para
todo v € V.

Dica para a demonstracdo. (=) Trivial.
(«<=) Tome um aberto A C V* na topologia fraca-estrela e expresse-o considerando a base
sugerida pela Proposigao 0.214. Adiante, calcule v~ !(A) lembrando-se de que a inversa de

uma fungao preserva unioes e intersegoes. 0

Lema 0.220 (Banach, Alaoglu®). Considere que V seja um espago normado. Entao,

o conjunto By« € T.-compacto.

20Leonidas Alaoglu (1914-1981), mateméatico americano. Contribuiu em 4reas como Topologia e An4lise
Funcional.
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Dica para a demonstragao. Para cada v € V| considere I, := [—||v||, ||v]|]. Pelo Teorema

de Tychonoff (Proposi¢ao 0.73), P := H I, é um espaco topolégico compacto. Defina

veV
¢ : By« — P por ¢(f) := (f(v))yey. Claramente, ¢ ¢ injetiva. Use o Lema 0.47 e o lema
precedente para mostrar que ¢ e @ !
I, := ¢(By~) é fechado. Para tanto, tome F = (F,),ev € I,. Verifique que f : V — R

dada por f(v) := F, estd em By~. Dai, F' = (f(v))yev € F € L,. O

sao T,-continuas. Resta-nos agora constatar que

Proposicao 0.221. Considere um espaco de Banach V' e um conjunto U C V*. Entao,

U € 1.-compacto se, e somente se, U é T,-fechado e limitado em norma.

Demonstracdo. Suponha que U seja compacto na topologia fraca-estrela. Uma vez que
(V*,7.) é de Hausdorff, U é 7,-fechado. Além disso, o Lema 0.61 mostrou-nos que a imagem

continua de compacto é compacto. Sendo assim, para todo v € V,
sup | f(v)] = sup [d,(f)[ < oo.
feu feu

Por essa razao, do Principio da Limitagao Uniforme (Proposi¢ao 0.181) segue que sup || f||«
feu

¢ um numero real. Logo, U ¢ limitado em norma.
Reciprocamente, admita que U seja 7,-fechado e limitado em norma. Assim, existe
t > 0 tal que U C t- By-. Portanto, decorre do Teorema de Banach-Alaoglu e do Lema

0.55 que U é compacto na topologia fraca-estrela. [ |

Prosseguimos exibindo dois resultados que associam metrizabilidade e separabilidade

nas topologias fracas.

Lema 0.222. Seja V' um espago normado. Entao, V ¢é separdvel se, e somente se, By«

€ T.-metrizavel.

Dica para a demonstra¢do. (=) Tome {z, : n € N} C By denso em By. Defina d em

By« X By« por:

oo

A(f,9) =3 5ol w) — gl

n=1
Entao, d ¢ uma métrica em By+. Resta-nos mostrar que a topologia induzida por d ¢ a
topologia induzida em By por 7,. Faremos isso invocando a Proposicao 0.33.

Para tanto, fixamos f; € By« e tomamos uma vizinhanga
U:={f € By~ :|f(vi) = fo(vi)| <€, Vie[m]}

de fy na topologia fraca-estrela de By +. Suponha, sem perda de generalidade, que os vetores

U1, V2, . .., Uy s80 nao nulos. Além disso, indique M := max{||vi||,..., |[|[vn|}, 6 :==€/M e

o
U = 2
Ll

n; tal que ||z,, — u;|| < d/4. Escolha r > 0 tal que

para cada i € [m]. Por densidade, para todo i € [m] existe um nimero natural
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) o
r<ming oy i € [m] ¢ .
Logo, se f € By« e d(f, fo) <,

[ (ui) = folus)] |f (ui = @n,) = folwi — 2n,) + f(2n,) = folzn,)
LI+ foll)§ 4 27

J

IN A CIA

para todo i € [m]. Sendo assim,

B(fo;r) :={f € By« :d(f, fo) <r} C{f € By : |f(w) — folu;)| <6 Vie[m]} CU.

Agora, considere a bola aberta B(fy;rg) do espago métrico (By«,d). Tome m € N
tal que

o0

1 To

=< —.
20 4

i=m-+1
Em seguida, escolha 0 < € < r¢/2 e defina W := {f € By« : | f(x;) — fo(z;)] < € Vi€ [m]}.
Entao, W C B(fo,10), pois, dado f € W,

m o0

A D) = 3 glf) — folw) + S 17w — fola)
i=1 i=m-+1
1 =1
< € <Z 5) +|Lf = foll« ( > 5”%\)
=1 i=m+1
< 7.

(«=) Seja d a métrica que induz a topologia 7, em By.. Para cada n € N, indique
B, := {f € By- : d(f,0) < 1/n} e seja A, C B, uma vizinhanga de 0 na topologia
fraca-estrela de V*. Podemos considerar que A, = {f € By~ : |f(v)| < €,, Y v € Q,},

sendo €, > 0 e €2, um subconjunto finito de V. Agora, defina D := U Q,. Se feV*

n=1
anula D, entao f € ﬂ A, C ﬂ B, isto é, f = 0. Entao, de acordo com o Corolario
n=1 n=1
0.197, (D) é denso em V. O

Lema 0.223. Seja V' um espaco de Banach. Entao, V* € separdvel se, e somente se,

By € 1,-metrizdvel.

Dica para a demonstragcio. (=) Use argumentos andlogos ao empregados no lema prece-
dente.

(=) Seja d uma métrica em By que induz a mesma topologia que 7,(V,V*). Para cada
n € N, indique P, := {v € By : d(v,0) < 1/n}. Em seguida, para todo n nimero natural

tome uma vizinhancga fraca @,, de 0 tal que @,, C P,. Admita que

Qn={veV |flv))<e, V[fe}
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sendo €, > 0 e £, C V* finito. Depois, represente por U o subespaco de V* gerado por

o,
n=1

Afirmamos que U é denso em V*, o que garante o resultado desejado. Com efeito,

suponha que U # V*. Decorre do Coroldrio 0.197 que existem p € V** e g € V* tais que:

lolle =1, plg)>1 e p(f)=0V[fel.

Agora, defina W := {v € By : |g(v)| < 1/2}. Entao, existe um nimero natural m > 1 tal

que Q,, € W. Além disso, existe vy € By satisfazendo:

{ (o) = p(f)] < ém ¥ [ €D,
lg(vo) — p(g)] < 1/2.

Do exposto, deduzimos que vy € Q,,, € que |g(vg)| > 1/2, 0 que nado pode ocorrer. O

Nosso ultimo proposito nesta secao é exibir um resultado que associa o conceito
geométrico de convexidade uniforme ao de reflexividade. Para tanto, precisamos de um
enunciado importante, chamado de Teorema de Goldstine*' (Proposi¢ao 0.226). Este teorema,

por sua vez, depende do enunciado que segue.

Lema 0.224. Considere que C' seja um subconjunto convezo e fechado de um R-espaco
normado V. Se vy & C, entdo eziste f € V* tal que f(vo) > sup{f(c):ce€ C}.

Demonstracao. A principio, suponha que 0 € C. Indicando § := dist(vg, C'), temos § > 0,
j& que C' é fechado. Agora, considere D := {v € V : dist(v,C) < §/2}. Visto que 0 € C,
conseguimos $By C D. Logo, 0 € Int(D). Além disso, D é fechado. De fato, seja (d,,)

uma sequéncia em D com limite d. Usando a desigualdade:
ld = cll < lld = dnl| + [|dn — c|

e aplicando os conceitos de convergéncia e de infimo, constatamos que d € D. Por isso, D
é fechado. Em adigao, D é convexo. Também, vy ¢ D, porquanto dist(vy,C) =6 > /2.
Concluimos, conforme o Lema 0.191, que up(vo) > 1.

Em seguida, defina f : (vg) — R por f(kvy) := kup(vy) para cada escalar k.
Afirmamos que f < pp em (vg). Por certo, se k& > 0, entdo, pela definicdo de up,
f(kvo) = kpp(ve) = pp(kvg). Caso k < 0, f(kvy) = kup(ve) < 0 < pp(kvo). Logo,
amparados pelo Lema 0.192 e pelo Lema 0.183, obtemos um funcional linear F' definido
em V tal que FF < pup em V.

Quando v = § € D, up(v) < 1. Por isso, F(v) < pp(v) < 1 para cada v € D. Além
do mais, ja que 0 € Int(D), F' é limitado em uma vizinhanga da origem. Assim, pela
Proposigao 0.179, F' € V*. Por fim, F(vy) = f(vo) = pp(vg) > 1 > sup{F(c) : ¢ € C},
pois C' C D.

2'Herman Heine Goldstine (1913-2004), matematico e cientista da computacio americano.
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Para tratar o caso geral, fixe ¢y € C' e aplique o resultado obtido para o subconjunto
C — ¢y e o vetor vy — ¢p. [ |

Corolario 0.225. Sejam V' um R-espaco normado e C C'V um aberto e convexo. Dado
vy & C, existe v € V* tal que y(c) < y(vo) para todo ¢ € C.

Demonstracao. Fixe ¢y € C' e considere D := C' — ¢y e y := vg — ¢y. Apos isso, estabeleca
f:{y) = R tal que f(ky) := kup(y) para cada escalar k. Como na proposigao acima,
verifica-se que f < up em (y) e que existe F' € V* tal que F' < up em V. Em seguida,
note que D é aberto e que y ¢ D. Desse modo, Lema 0.191 garante-nos que F(y) =
f(y) = pup(y) > 1. Também, pelo mesmo resultado, F(d) < up(d) < 1 se d € D. Portanto,
F(d) < F(y), qualquer que seja d € D. Logo, F(c — cy) < F(vyg — ¢y) para cada ¢ € C.
Sendo F' linear, o resultado segue. [

e

Proposicao 0.226 (Goldstine). Se V' for um R-espaco normado, entio J(By) é
Te-denso em By .

Demonstracao. Ja que J é uma isometria, J(By) C By«. Em adi¢ao, dos lemas 0.220 e
0.76, deduzimos que J(BV)* C By++. Admita que exista 6, € BV**\J(BV)*. Nesse caso,

pelo Lema 0.224, existe um funcional linear I" definido em V** tal que I' é T,-continuo e

—_—%

['(6y) > sup{I'(#) : 0 € J(By) }.

Agora, considere 6* : V* — V** em que, fixado f € V* [6*(f)](7) := v(f) para todo
v € V**. Posto que I' é 7,.-continuo, existe g € V* tal que I' = §*(g). Assim,

0o(g) > sup{I'(6) : 0 € J(By) }.
Por essa razao, e como, para cada v € By, [0*(9)](d,) = d,(g9) = g(v), obtemos:

sup{g(v) : v € By} < sup{T'(6) : 6 € J(Bv) } < bo(g) < [16o.-llgl. < llg]l-.

Entao, visto que By é simétrico, conseguimos sup{|g(v)| : v € By} < ||g/l«, que é um
absurdo. Por tudo isso, temos J(By) = By |

Enfim, podemos apresentar o tltimo resultado desta secao.

Proposigao 0.227 (Milman??, Pettis®®). Todo espago de Banach real e uniformemente

convexo € reflexivo.

22David Pinhusovich Milman (1912-1982), matemético soviético e, posteriormente, israelita. Especializou-se
em Anadlise Funcional.

Billy James Pettis (1912-1979), matemético americano. Conhecido por suas contribui¢oes na Andlise
Funcional.
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Demonstra¢ao. Admita que V seja um espaco de Banach uniformemente convexo e escolha
v € V** de norma igual a 1. Devemos mostrar que v € J(By ). Primeiramente, note que

J(By) é fechado, conforme revelou a Observacao 0.211. Nesse caso, é suficiente provar que
Ve>03veEBy:|v—0dx<e (6)
Assim, fixe € > 0. Por hipétese, existe d > 0 tal que
T,y € By,lz—yl=ze = |z+yl|<2-2d

Em seguida, tome f na esfera unitaria de V* tal que v(f) > 1 — d/2, o que é possivel, ja

que ||7v][«+ = 1. Agora, indique:
Ap:={0e V™ y(f) - 0(f)| <d/2}.

Note que A; é uma vizinhanga de v na topologia fraca-estrela de V**. Entao, conforme a
proposicao precedente, A; N J(By) # 0. Por isso, existe u € By tal que 6, € A;.

Afirmamos que u cumpre (6). Realmente, suponha que ||y — 6,]| > €. Desse modo,
definindo Ay := V**\(0, + €By+«), temos v € As. Dos lemas 0.220 e 0.215 inferimos
que By« é um conjunto fechado na topologia fraca-estrela. Portanto, As também é uma
vizinhanga de 7 na topologia fraca-estrela. Por essa razao, o Teorema de Goldstine assegura
que (A; N Az) N J(By) # 0, ou seja, existe w € By tal que §,, € A; N Ay. Uma vez que
Ou, 0y € Ay, temos:

V() =Nl <d/2 e y(f) =0l < d/2,

de onde decorre que
29(f) < flu+w) +d < ||Ju+w| +d.

Por isso e pela escolha de f, encontramos ||u+w|| > 2—2d. Dali, visto que V' é uniformemente
convexo, segue que |ju—w|| < e. Porquanto J é uma isometria, conseguimos [|d,, — 0y ||« < €.
Todavia, isso contradiz a hipdtese de que d,, € As. Do exposto, a afirmacdo estd provada e,

assim, a prova esta completa. [ |

0.9 Redes

Na Secao 0.4, vimos que uma funcao f : X — Y entre espagos métricos é continua em
um ponto = € X se, e somente se, x,, — x implica que f(z,) — f(x). Para descrever uma
funcao continua entre espacos topoldgicos quaisquer, precisamos de um conceito mais amplo
que o de sequéncia. Por isso, estudaremos as chamadas redes em espacos topoldgicos. Antes

de conhecé-las, introduzimos os conjuntos dirigidos.

Definicao 0.228 (Conjunto dirigido). Um conjunto dirigido é um par (A, <) em que
A € um conjunto e < € uma relacao em A satisfazendo:

(a) d < d para todo d € A.

(b) Se dy,dy,ds € A, dy < dy e dy <ds, entao dy < dj.



82 | 0.9. Redes

(c) Para quaisquer dy,dy € A existe d3 € A tal que dy < dg e dy < dj.
Escreveremos dy > do quando dy < dy. Além do mais, representaremos um conjunto

dirigido (A, <) por A quando < € conhecida ou arbitraria.

Definigao 0.229 (Rede). Uma rede em um conjunto X é uma funcao f : A — X,
em que A € um congunto dirigido. Usualmente, denotaremos o ponto f(d) por x4, e

indicaremos a rede f por (Tq)aen, iSto €, por seu conjunto imagem.
A partir do conceito de redes, surge a nocao de convergéncia a seguir.

Definicao 0.230. Dizemos que a rede (x4)gen no espago topoldgico X converge para
x € X, e escrevemos x4 — x se, para cada vizinhanca U de x existir dy € A tal que
xq € U para todo d > dy.

. w * . .
Indicaremos x4 — x por x4 — x ou por xgy — x conforme a topologia em X seja 7, ou

Ty, Tespectivamente.

Exemplo 0.231. Sejam X um espaco topoldgico, x € X e B, uma base de vizinhangas de
x. O conjunto B, munido pela relagao:

UL <U;, & U;CU
¢ um conjunto dirigido. Neste caso, escolhendo zyy € U para cada U € B,, conseguimos uma

rede (zy)pep, em X que converge para .

Prosseguimos com dois resultados que generalizam propriedades ja conhecidas em

espacos métricos.

Lema 0.232. Sejam X um espaco topoldgico e A C X. Entdo, v € A se, e somente se,

existe uma rede (xq)gen em A tal que xq — x.

Demonstragdo. Suponha que z € A e que B, seja uma base de vizinhancas de z. Para
cada B € B,, selecione xg € BN A. Empregando em B, a relacao descrita no exemplo
acima, vemos que (rg)pep, ¢ uma rede que converge para x. Por construgao, essa rede
estd contida em A.

Reciprocamente, admita que exista uma rede (z4)qea em A tal que z4 — z. Seja
U uma vizinhanca de z. Pela hipotese de convergéncia, existe dy € A tal que x4 € U
para todo d > dy. Se x4 = x para todo d > dy, entao x € A e o resultado esta garantido.
Caso contrario, podemos escolher d’ > d tal que x4 # x. Dessa forma, xy é um elemento
de U N A diferente de z. Portanto, x é um ponto de acumulacao de A e, sendo assim,
x € A. |
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Proposicao 0.233. Considere os espagos topologicos X e Y. Uma funcao f: X =Y é

continua se, e somente se,

rg—x = f(zq) = f(2), para toda rede (xq)gen em X.

Demonstragao. Suponha que f seja continua e que (z4)4ea seja uma rede em X tal que
g — z. Por continuidade, dada uma vizinhanca U de f(z), existe uma vizinhanga V' de
x tal que f(V) C U. Além disso, pela hipétese de convergéncia, existe dy € A tal que
xq € V sempre que d > dy. Por isso, f(xg) € f(V) C U desde que d > dy. Concluimos,
desse modo, que f(xy) — f(z).

Reciprocamente, suponha que f(x4) — f(z) para toda rede (x4)qep em X tal que
g — x. Ambicionando usar a Proposicdo 0.42, tomemos A C X e z € A. De acordo
com o lema anterior, existe uma rede (24)qea em A convergindo para x € X. Nesse caso,
(f(x4))aen é uma rede em f(A) e, por hipétese, f(z4) — f(z). Pelo mesmo lema, decorre

que f(z) € f(A). Isto prova que f(A) C f(A) para todo A C X. Portanto, conforme a

Proposigao 0.42, f é continua. |

Seja V' um espago normado real. Descobrimos na segao anterior que (V,7,) e (V*, )
sao espacos de Hausdorff. Com esse fato lucramos a unicidade do limite de redes convergentes

nesses espacos, conforme anuncia a proxima proposigao.

Proposicao 0.234. Um espaco topologico X € de Hausdorff se, e somente se, toda rede

em X converge para, no mazrimo, um elemento de X.

Demonstragao. Suponha que X seja um espago de Hausdorff e que (x4)g4en seja uma rede
em X tal que x4 — x e x4 — y. Provaremos que x = y. Com efeito, considere x # y.
Entao, tome A; > x e Ay 3 y abertos disjuntos. Pelas hipoteses de convergéncia, existem
dy,dy € A tais que 4 € Ay sed > dy e xqg € Ay se d > dy. Em seguida, escolha d' € A tal
que d > dy e d > dy. Logo, xg € A1 N Ay, um absurdo. Por essa razao, x = y, ou seja, o
limite ¢é tnico.

Reciprocamente, admita que toda rede em X convirja para, no maximo, um elemento
de X. Como preparagao, afirmamos que F := {(z,z) : z € X} C X x X é fechado em
X x X com a topologia produto. Realmente, do contrario, o Lema 0.232 garante que
existe uma rede (x4, Z4)den em F que converge para (z,y) € (X x X)\F. Assim, usando a
continuidade das projegoes na primeira e na segunda coordenada e a proposicao precedente,
temos r4 — x e x4 — y. Contudo, isso é uma contradicao, ja que x # y. Consequentemente,
F' ¢ fechado.

Agora, tome z,y € X distintos. Mostraremos que podemos separa-los por abertos
disjuntos. De fato, uma vez que (z,y) € (X x X)\F e (X x X)\F é aberto, existem
abertos A; 3 x e Ay 3 y tais que A; X Ay C (X x X)\F. Entéao, pela defini¢ao de F,

temos A; N Ay = (), como queriamos. [
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Na sequéncia conheceremos uma caracterizacao de convergéncia na topologia fraca-

estrela.

Lema 0.235. Considere que V' seja um espago normado real, (74)aen seja uma rede em

V* e quey € V*. Entdo, v4 — «y se, e somente se, y4(v) — v(v) para todo v € V.

Demonstragio. Suponha que 74 — v e tome v € V. Dada uma vizinhanca A de (v),
existe € > 0 tal que (y(v) — €,7(v) +€) C A. Pela hipétese, existe dy € A tal que
va € U(vy;v;€) para todo d > dy. Logo, |ya(v) — v(v)| < € quando d > dy. Assim,
va(v) € (7(v) — €,7(v) + €) C A desde que d > dy. Portanto, y4(v) — v(v).
Reciprocamente, admita que y4(v) — (v) para todo v € V. Considere a vizinhanga
U(v;v1,...,0x; €) de v na topologia fraca-estrela. Por hipStese, yq(v;) — v(v;), com i € [k].
Desse modo, para cada 1 < i < k existe d; € A tal que d > d; implica |yq(v;) — v(v;)| < e.
Em vista disso, escolhendo m > d; para todo i € [k], teremos 4 € U(7;v1, ..., vg; €) para

qualquer d > m. Por isso, 74 — 7. [ |

Encerramos a secao revelando uma qualidade dos operadores adjuntos, os quais foram

apresentados na Defini¢ao 0.199.

Proposicao 0.236. Todo operador adjunto € T,-T,-continuo.

Demonstragao. Considere o operador adjunto 7% : W* — V* e tome uma rede (74) em

W* tal que 74 — =, com v em W*. Entéo, conforme o lema anterior,
Y

[T (va))(v) = 7a[T (v)] = A[T(v)] = [T (7)](v)
para todo v € V. Empregando novamente o Lema 0.235, concluimos que T*(7yg) — T*(7).

A Proposicao 0.233 completa a prova. |




Capitulo 1
Um ensaio sobre dois espacos de Banach

Uma vez finalizada a preparacao teorica, iremos, no presente capitulo, estudar os
seguintes conjuntos:
E, :={z €C'0,1] : 2(0) = z(1) = 0}

FEy:={x:[0,1] = R | z é diferencidvel, 2’ é limitada, z(0) = z(1) = 0}.

Visto que os dois conjuntos compartilham diversas caracteristicas, iremos representa-los
simplesmente por F, voltando a designacao precisa quando necessario.

Logo abaixo daremos a eles estruturas de espacos normados e mostraremos que tais
espacos sao de Banach. Depois, exploraremos propriedades topolégicas e geométricas de Fjy,

E5 e de seus duais topoldgicos.

Proposicao 1.1. (a) O conjunto E munido das operagdes usuais de soma e produto por
escalar real € um R-espaco vetorial.

(b) A funcdo || - ||g que associa, a cada x € E, o nimero:
1l = [|2'lloc = sup [a'(#)]
te€[0,1]

é uma norma em E.

Demonstragao. (a) A demonstragao é direta.
(b) Mostraremos apenas que o inico vetor de £ com norma 0 é o vetor nulo. As outras
verificagoes sdo diretas. Suponha que ||z||p = 0. Entao, 2’ é nula. Disso e da continuidade

de x segue que x é constante. Logo, como z(0) = 0, temos x = 0. [ |

No resultado que segue empregamos a notagao || - ||« estabelecida no Exemplo 0.149 (p.
56) e o simbolo A para designar a medida de Lebesgue, cuja origem é a Proposi¢ao 0.140 (p.
54).

Proposicao 1.2. (a) As fungoes || - ||+ e || - ||max definidas em E por:

[zll+ = lzlloe + 12l € [[@llmax := max{[|z]loo, [[2"]loc}

sao normas em E.

85
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(b) As normas || - ||g, || - ||+ € |l - [lmax SG0 equivalentes aos pares.

Demonstracao. (a) A verificacao é direta.

(b) Primeiramente, consideremos £ = FE;. Fixado x € Fj, observamos que, para todo
t €0,1],

|z (t)]

’x(O) + fot x'(s)ds

Jo l'(s)|ds

< t- sup [2'(s)|
s€[0,1]

, pelas proposic¢oes 0.127 (p. 51) e 0.125 (p. 50)

IN

IN

]| 2,
pois t € [0,1]. Assim, ||z]|oc < ||z|lg,.- Portanto, ||z||g, < ||z]l+ < 2||z||lg,. Como z
é arbitrario, concluimos que || - ||g, ~ || - ||+. Além disso, de || - oo < || - ||5,, temos
|- llmax = || - l|z1- Logo, || - [lmax ~ || - ||z - Por transitividade, a prova estéd completa.
Agora, tratamos o caso em que E = FE5. Escolha x € FE;. Por defini¢ao, = é
diferenciavel em [0,1]. Em adicao, pela definicao de derivada, 2’ é o limite pontual de
fungdes continuas. Por continuidade, tais fungdes sdo Bor(]0, 1])-mensuréveis. Por isso,
x’ é Bor([0,1])-mensuravel, conforme a Proposi¢ao 0.137 (p. 53). Ainda, como z’ é
limitada e A([0, 1]) = 1, 2 pertence a L([0, 1], Bor([0, 1]), A). Logo, para qualquer ¢ € [0, 1],
x(t) = z(t) — z(0) = fg 2'(s) ds. Desse modo, valem os mesmos argumentos do primeiro
caso. [

Proposicao 1.3. (E,|| - ||g) € um espago de Banach.

Demonstracao. Seja (x,) uma sequéncia de Cauchy em (Ey, || - ||g,). Assim, (z,) é de

Cauchy em (C([0,1)),] - ||oo). Uma vez que ||zo||ec < [|z0ll,, qualquer que seja zy € Fy,
descobrimos que (z,,) é de Cauchy em (C([0,1]), || ||o). Entao, como esse espago é completo,
existe x € C([0,1]) tal que x,, — = na norma do sup. Mostraremos que essa convergéncia
também ocorre na norma || ||g,. De fato, do exposto até aqui, concluimos que (z/,) converge
uniformemente para uma funcao continua y e que, para qualquer s € [0, 1], (z,(s)) converge
em R. Logo, pela Proposi¢ao 0.117 (p. 48), 2’ = y. Portanto, x € F;. Finalmente, da
convergencia uniforme obtida acima, segue o resultado desejado.

Agora, seja (z,,) uma sequéncia de Cauchy em (Es, || - || z,). Entao,

lim sup |2/, (¢t) — 2 (¢)| = 0.

m,n—o0 tE[O,l]

Por isso, para cada s € [0,1], (2/,(s)) é de Cauchy em R. Defina y : [0,1] — R por
y(t) == lima/ (t) ¥V ¢t € [0,1]. Vamos mostrar que tal convergéncia é uniforme. Com
efeito, da hipétese sobre (x,,) resulta que, dado € > 0 existe um niimero natural N tal que

m,n > N = ||z, — Tp||p, <€ Assim,

m>N = |y —Tnl|le <€

= lim ||Jzy — 2n|lE, <€
m—r0o0

= sup |ziy(t) —y@)| < e
te(0,1]
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Em acréscimo, a sequéncia (x,,(0)) converge, pois é constante. Entéo, conforme a Proposicao
0.117, (x,) converge uniformemente para uma fungao x derivavel, tal que ' = y. Além disso,

o Lema 0.110 (p. 47) garante que x € Fy. Consequentemente, a prova estd concluida. W

Em seguida, analisaremos o espaco E*. Comecamos conhecendo alguns de seus elemen-

tos.

Lema 1.4. Escolha t € [0,1] e defina ¢, : E — R por ¢,(x) := x(t) para cada x € E.
Entao:

(a) ¢ € £

(b) Para qualquer s € [0, 1], temos [|@r — sl < |t — s].

(c) leell < 5

(d) A funcdo u:[0,1] — E*, dada por u(s) := @5 para todo s € [0, 1], é continua.

Demonstragao. (a) Claramente, ¢; é linear. Além disso, para qualquer z € E, temos
loe(@)| = |z(t)] < ||z||oe < ||2]|E. Logo, @i é continuo. Portanto, ¢, € E*.

(b) Tome s € [0,1]. Pelo Teorema do Valor Médio, se |z(t) — z(s)| > |t — s| para algum
x € E, entao ||z|]|g > 1. Usando a contrapositiva dessa afirmagao, conseguimos:

lpr = @sll« = sup |(pr = @s)(@)] = sup |a(t) —a(s)] <[t = s|.

lzllz<1 lzllz<1
(c) Basta analisar os casos em que t < 1/2 e t > 1/2 usando argumentos semelhantes aos
do item anterior.
(d) Substituindo ¢ = 0 em (b), conseguimos ||¢s||« < |s| V s € [0,1]. Assim, [|u(s)||« < |$]
para qualquer s € [0,1]. Logo, p é continua. [ |

Lema 1.5. Fize t € [0,1] e defina ¢y : E — R por: ¢ (x) := 2'(t) para cada x € E.
Nesse caso:

(a) Yr € £

(b) Para qualquer s € [0,1]\{t}, temos ||y — V||« = 2.

(c) [[eell. = 1.

Demonstragao. (a) A linearidade de 1, é de simples verificacao. Além do mais, para todo
x € B, |h(x)| = |2/ (t)| < ||z||g. Logo, 1y é continuo. Desse modo, 1, € E*.
(b) Tome s € [0, 1] diferente de t. Primeiramente, veja que

[thr = Walls = sup |( = ¥s)(x)] < sup [2(t)]+ sup |2'(s)] S1T+1=2.

=l p<1 lzllz<1 lzllz<1

Assim, para conseguirmos a igualdade desejada, basta obtermos xg € B tal que

(¥ — ¥a)(wo)| = |ao(t) — x(s)] = 2.

Mostraremos como construir esse elemento quando 0 <t < s < 1. Os demais casos podem

ser tratados de modo andlogo. Considere a fungao y : [0,1] — R cujo gréfico é exibido na
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Figura 1.1. Os nimeros reais § e € foram escolhidos de modo que fol y(u) du = 0. Entao,
podemos definir z : [0, 1] — R fixando, para cada a € [0, 1], zo(a) := foa y(u) du.

1¢

—14

Figura 1.1: Construcao para a prova do Lema 1.5, item (b).

(c) A verificagao é semelhante a do item prévio. [

A conclusao anterior revela-nos algo muito curioso sobre a geometria de E*: existe um
conjunto nao enumeravel de elementos da esfera Sg+ tal que quaisquer dois de seus pontos
sao “diametralmente opostos”!

Continuemos investigando outras propriedades topolédgicas do espago E*.

Teorema 1.6. E* ndo ¢ separdvel.

Demonstragao. Suponha que A C E* seja denso. Para cada ¢ € [0, 1], defina:

By:={y € E":||v =« <1/2}.

De acordo com o item (b) do Lema 1.5, { B, };¢(0,1] ¢ um conjunto nao enumerdvel de abertos
disjuntos aos pares na topologia forte de £*. Uma vez que A deve conter algum elemento
de cada By, segue que A é nao enumeravel. Concluimos que todo A C E* denso em E*

nao ¢é enumeravel. Portanto, £* nao é separavel. [ |

Lema 1.7. Considere A C [0,1] enumerdvel e denso. Entdo, M = ({¢; : t € A}) nao é

denso em E*.

Demonstracao. Seja {@y, }neny uma enumeracao do conjunto {¢, : t € A}. Para cadan € N,

defina C), := Z aek - @ € Q ». Repare que, para qualquer n, existe bijecao entre C),

k=1
o0

e Q. Logo, cada C, é enumeravel. Como consequéncia, M’ := U C, é enumeravel.
n=1

Em acréscimo, uma vez que Q é denso em R, concluimos que M’ é denso em M. Agora,



Capitulo 1. Um ensaio sobre dois espacos de Banach | 89

suponha que M seja denso em E*. Entao, M’ é denso em E*. Mas isso contraria a nao

separabilidade de E*, ja provada. Por isso, M nao pode ser denso em E*. |

Observamos que a notacao 9, na prova do teorema que segue foi fixada no Exemplo
172 (p. 61).

Teorema 1.8. (a) E* ndo € 1,-separdvel.

(b) E* € 1.-separdvel.

Demonstracao. (a) Seja (7,) uma sequéncia em E* e considere G := ({7, : n € N}). Ja
que G é convexo, pelo Lema 0.206 (p. 72), G = G . Essa igualdade e o Teorema 1.6
garantem que G # E*. Logo, {7, : n € N} nao pode ser 7,-denso em E*. Em vista disso,
E* nao é 7,-separavel.

(b) Considere M’ e A como no lema anterior. Mostraremos que M’ é 7,-denso em E*,
logrando o resultado. Suponha que exista z € E tal que §, anule M’. Nesse caso, para
todot € A §,(¢:) =0, ou seja, x(t) = 0. Por continuidade e como z(0) = 0, decorre que
x = 0. Logo, d, = 0. Dessa forma, o Corolario 0.197 (p. 69) revela que M’ é 7,-denso em
Ex. [

Proposigao 1.9. (a) O conjunto S := ({¢px : t € [0,1]}) € T.-denso em E*.
(b) Para todo t € [0,1], Sy := ({ts : s # t}) € Tu-denso em E*.

Demonstragao. As provas sao similares a do item (b) no teorema anterior. |

s’

Lema 1.10. A fung¢do n : [0,1] — EY, dada por n(t) := i para cada t € [0,1], é

T.-continua.

Demonstracao. Escolha t € [0, 1] arbitrariamente e seja (t4) uma rede em [0, 1] com limite
t. Por continuidade, para qualquer = € E, temos que z'(t4) — 2'(t), isto é, ¢y, () = Y(x).

Conforme o Lema 0.235 (p. 84), 1, — 1;. Portanto, n é 7,-continua. [ |

Corolério 1.11. O conjunto {¢; : t € [0,1]} C EY € T.-fechado.

Demonstragao. Segue da proposi¢ao anterior e da Proposicao 0.221 (p. 77). [ |
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Proposicao 1.12. Considere um conjunto D C [0, 1] enumerdvel e denso, e estabeleca
Sp = ({¢y : t € D}). Entao, Sp € T.-denso em EY.

Demonstra¢ao. Suponha que §, anule Sp. Entao, para qualquer t € D, 0,(¢;) = ¥y (x) =
2'(t) = 0. Por continuidade, temos ' = 0. Uma vez que z é continua, descobrimos que z é
constante. Dai, x = 0, pois z(0) = 0. Portanto, ¢, é nulo. Desse modo, o Corolario 0.197

(p. 69) assegura que Sp é T,-denso em Ef. |

Conferiremos, por fim, algumas propriedades geométricas de E*.

Proposigao 1.13. (a) Para quaisquert,s,a € [0, 1], temos ||(1 — )iy +ar)s||« = 1. Em
particular, E* nao € estritamente convexo.

(b) E* nao € uniformemente convero.

Demonstracao. (a) Utilizando a desigualdade triangular e o Lema 1.5, vemos facilmente
que ||(1—a); + atbsll. < 1. Em seguida, por uma construgao semelhante & feita no mesmo
lema, garantimos que existe zy € Sg tal que z((t) = z{(s) = 1. Por isso, a igualdade estd
provada.

(b) Escolha t, s, € [0,1], com t # s. Certamente, ||[¢; + ¥l < 2. Em adigao, conseguimos
|4 + ||« > 2 ao consideramos zy como no item acima. Logo, |[¢; + 1], = 2. Desse
modo, ¥y, Y5 € Bg, mas || + ¥l > 2(1 — 0), qualquer que seja § > 0. Portanto, E* nao

é uniformemente convexo. [ |

Prosseguimos voltando nossa atencao para o espaco E. Se necessério, recorde as notagoes
definidas na Proposigao 0.208 (p. 73).

Teorema 1.14. E nao € reflexivo.

Demonstracao. Tome os conjuntos A e M como no Lema 1.7. Por ele e pelo Corolario
0.197 (p. 69), existe I' € E** nao nulo que anula M. Afirmamos que I' ¢ J(F). Com efeito,
suponha que I' = ¢, para algum x € E. Entao, para todo t € A, d,(p;) = T'(¢y), isto é,
x(t) = 0. J& que x é continua e A é denso em [0, 1], deduzimos que x é a fungao constante
nula. Contudo, isso implica a nulidade do funcional I', o que é uma contradicao. Assim, a

afirmagao estd provada. Dessa maneira, J(F) # E*™, isto é, E nao é reflexivo. [ |

Corolario 1.15. (a) E nao € uniformemente convezo.
(b) M nao é 7,-denso em E*.

(c) E* nao é reflexivo.
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Demonstragao. (a) Resulta da Proposi¢ao 0.227 (p. 80).
(b) Segue do Coroldrio 0.197 (p. 69) tomando o funcional I' obtido no teorema acima.

(c) Decorre da Proposicao 1.3, do Lema 0.210 (p. 73) e do teorema precedente. |

Em seguida, exibiremos outra prova de que F nao é reflexivo. Lembramos que [n]

denota o conjunto dos inteiros positivos inferiores ou iguais a n.

Lema 1.16. Fizet € [0,1] e considere S; := ({1p, : s # t}). Entdo, 1; ¢ S;.

Demonstragao. Comegamos afirmando que |[¢; — 7|« > 1, qualquer que seja v € S;.

De fato, tome v € S;. Entao, podemos escrever v = Zakdjsk, em que a,...,a, € Re
k=1
S1y- -, 8, € [0,1]\{t}. Amparados por uma construcao semelhante & do Lema 1.5, tomemos

xo € Sg tal que x;(t) =1 e x((sk) = 0 para cada k € [n]. Logo,
[r =l = sup [(¢r =) (@)] = [(¥e = 7)(x0)| = 1.

llz|| z <1

Provada a afirmacdo, segue que B(i;1/2) NSy = 0. Por isso, 1; ¢ S;. [ |

Teorema 1.17. E nao € reflexivo.

Demonstra¢ao. Primeiramente, afirmamos que, fixado t € [0, 1],

dist (¢, Sy) = inf{||y — ¥y]|« : v € S;} > 0.

Realmente, suponha que dist(¢, S;) = 0. Entdo, pela definicio de infimo, existe v € S; tal
que ||y — ||« < 3. Seja (7,) uma sequéncia em S; tal que 7, — 7. Logo, pela continuidade
da norma e pelo lema anterior,

17 = @ells = [[Tm(yn — ) [+ = Lim [y — el = 1.

Dessa forma, obtemos um absurdo. Em vista disso, dist (1, S;) > 0.

Agora, empregamos a Proposigao 0.198 (p. 70) e o Lema 1.16 e tomamos I' € Sp
que anula S; e mapeia 1), em dist (1), S;). Provaremos que I' ¢ J(E), o que garante o
resultado desejado. Pretendendo uma contradigao, suponha que I' = ¢, para algum x € E.
Em particular, para todo s # t, 6,(1s) = I'(¢)s), ou seja, 2'(s) = 0. A continuidade de x e
o fato de que z(0) = 0 implicam que x = 0, contrariando o fato de I" ter norma igual a
1. [ |

Corolario 1.18. S; nao € 7,,-denso em E*.

Demonstragao. Basta aplicar o Corolario 0.197 (p. 69) tomando o funcional I" obtido no

teorema acima. [ |
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Teorema 1.19. E; ¢ separdvel.

Demonstragao. Defina || - || : C([0,1]) x C([0,1]) — R por [|(z,y)|| := ||z|l + ||¥llo Para
qualquer (z,y) € C([0,1]) x C([0,1]). Facilmente vemos que || - || é uma norma. Agora,
estabeleca T': By — C([0,1]) x C([0,1]) expressa por T'(x) := (z,2’) para qualquer x € Fj.
Claramente, T é linear. Em acréscimo, se atribuimos a E; a norma || - ||+, 7' torna-se uma
isometria. No Exemplo 0.167 (p. 59), vimos que C([0, 1]) é separavel. Entao, aplicando o
Lema 0.49 (p. 31) e o Lema 0.85 (p. 41), concluimos que T'(E}) é separavel. Finalmente,

como T é uma isometria, temos que F; é separavel. [ |

Corolério 1.20. (a) Bg: ¢ T.-metrizdvel.

(b) Bg ndo é t,-metrizdvel.

Demonstracao. (a) Provém do teorema acima e do Lema 0.222 (p. 77).
(b) Procede do Teorema 1.6 ¢ do Lema 0.223 (p. 78). |

Proposicao 1.21. Toda sequéncia em E* limitada em norma possui subsequéncia con-

vergente na topologia .

Demonstragao. Primeiramente, note que o Lema 0.220 (p. 76) e o item (a) do corolério
precedente asseguram que o espaco topologico (BE;, T.) é compacto e metrizavel. Logo,
conforme a Proposi¢ao 0.103 (p. 45), ele é sequencialmente compacto. Posto isso, tome
uma sequéncia (7,) em E* limitada em norma. Sendo assim, existe um nimero real C' > 0
tal que ||y, |+ < C para todo n € N. Uma vez que (%) ¢ uma sequéncia em Bg:, existem
uma subsequéncia (%7’“) ey € Bgy tais que % X ~. Portanto, Ve A C. |

Nosso proximo propésito neste capitulo é demonstrar que, ao contrario de E, Fy nao é

separavel. Preparamo-nos para essa tarefa investigando dois resultados.

Lema 1.22. Considere os conjuntos:

W:={x:[0,1] —» R | z € limitada e derivativa} e V :={x € W :Ker(z) = [0, 1]}.
Entao:
(a) W € um R-espago vetorial.
(b) V' € um subespago de W.
(c) V|| |lc) € um espago de Banach.

Demonstragao. (a) A prova é direta.

(b) Admita que (x,) seja uma sequéncia em V' e, para cada n € N indique K,, := Ker(z,,).
[e.@]

Como preparacao, provaremos que ﬂ K, é denso em [0, 1]. Para esse fim, come¢amos

n=1
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afirmando que, dado n nimero natural, existe uma sequéncia (A, ), de abertos da reta tal
o

que K, = ﬂ A, . Por simplicidade e mantendo a generalidade, verificaremos a declaragao

k=1
fixando n = 1. Seja F} uma primitiva de z;. Estabeleca, para todo m € N, a funcao f,,

F(t) = At+s) _Fl(t), te [0,1 _ l} .

m

expressa por:

L
m

Assim, dado t € [0,1], lim f,,(t) = F(t) = x1(t). Por essa razao, segue que
m—0o0

s € Ker(zy) < |zi1(s)| =0
< liminf | f,.(s)] =0
o VijeN L3 |fuls) <1/

[c el e o)

e s UL

i=1j=1L=j

em que U; == {t € R:|fL(t)] < 1/i}. Entao,

[ e oo o)

Ker(z;) = ﬂ ﬂ U Ui,

i=1j=1 L=j
0 que comprova a afirmagao.
Finalmente, note que cada A,, ¢ denso em [0, 1], ja que A,, 2O K,. Logo, pelo

Teorema de Baire (p. 44),

(15 =14
n=1 n=1k=1

¢ denso em [0, 1], como queriamos.

Agora, passemos para a demonstracao do lema. Sejam x,y € V e a € R. Entao, pelo
item (a), ax € W. Além disso, Ker(az) = aKer(x) é denso em [0, 1]. Constatamos que
ax € V. Em adigao, certamente x —y € W e Ker(z — y) 2D Ker(z) N Ker(y). Logo, do
exposto acima, segue que Ker(z — y) é denso em [0, 1]. Assim, temos que z —y € V.

(c) Inicialmente, observamos que || - ||« ¢ uma norma em V', pois V' C B([0, 1]). Entao, seja
(x,) uma sequéncia de Cauchy em (V| - ||). Consoante o Exemplo 0.161 (p. 58), vemos
que (x,) converge uniformemente para uma fungao z : [0,1] — R limitada. Para cada
n, seja y, uma primitiva de x,,. Em seguida, defina, para todo n, a funcao transladada
Zn = Yn — Yn(0). Logo, z, é uma primitiva de x,, e 2,(0) — 0. Portanto, de acordo com a
Proposicao 0.117 (p. 48), existe z : [0,1] — R derivavel tal que z, — z e 2’ = 2. Dessa

forma, x ¢ uma funcao derivativa.

Resta-nos mostrar que Ker(z) ¢ denso em [0, 1]. Afirmamos que Ker(z) D ﬂ Ker(x,),
n=1

o que, observado o item acima, garante o resultado. Com efeito, tome s € ﬂ Ker(z,).
n=1
Dessa forma, para todo n € N, x,(s) = 0. Uma vez que z,, — z, segue que x(s) = 0, ou

seja, s € Ker(z).
Do exposto, temos x € V', o que certifica a completude de V. [ |
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Proposicao 1.23. V nao € separdvel.

Demonstragao. Como preparacao, sejam P e () subconjuntos de [0, 1] disjuntos, enu-
merdveis e densos. Por exemplo, selecione P:= QN [0,1] e Q := {g+v2:¢€ Q}NJ0,1].
Baseados no Lema 0.118 (p. 49), sabemos que existe f : [0, 1] — R diferenciavel tal que
|f'(t)] < 1 para todo t € [0, 1], f' é positiva em P e negativa em Q. Logo, f' € W. Seja
(a,b) C [0,1]. Entao, existem p,q € (a,b) tais que p < q, p € P e ¢ € Q). Conforme o
Teorema de Darboux (p. 49), existe ¢ € (p, q) tal que f'(c) = 0. Assim, ¢ € Ker(f’). Disso
decorre que Ker(f’) é denso em [0, 1]. Portanto, f' € V.

Agora, tome uma sequéncia (z,) em V. Mostraremos que {x, : n € N} nao Oe; denso
em V. Denotando K, := Ker(z,), sabemos, pelo lema precedente, que K := ﬂ K, é
denso em [0, 1]. Em seguida, tome s € K N P. Dessa forma, i
1f" = @nllo = 1f'(s) = zn(s)| = f'(s) >0 VneN.

Por isso, a interse¢ao de B(f'; f'(s)/2) e {x,, : n € N} é vazia. Logo, {z, : n € N} nédo é
denso em V. Consequentemente, V' nao é separavel. [ |

Teorema 1.24. E, nao é separdvel.

Demonstragao. Comegamos tomando v : V' — R tal que, para cada z € V, v(x) :=
fol z(t)dt. O Lema 0.147 (p. 55) torna 7 bem definida. Claramente, v é linear. Em

acréscimo,

[v(z)| = /Olrc(t)dt‘S/Olla:(t)|dt§||:c||oo VzeV.

Logo, v é continua. Seja K := Ker(y). Se v =0, entdo K =V e, segundo a proposi¢ao
acima, K nao é separdvel. Caso contrario, dim(V/K) = 1, garante o Lema 0.17 (p. 25).
Nesse caso, existe g € V tal que V/K = {a7g : @ € R}. Afirmamos que d : V/K xV/K —
R dada por d(aZg, fTg) := |a — | é uma métrica em V/K. Verificaremos apenas que d
estd bem definida, pois o trabalho restante é simples. Como K # V e K é um subespago,
segue que xg € K. Logo, se axry € K, teremos o = 0. Assim, suponha que axg = (7.
Dal, (« — B)xg = k para algum k € K. Por isso, (o — 8)zg € K, o que implica que a = (3.
Portanto, d estd bem definida. Em vista disso, i : V/K — R dada por i(aZp) := a é uma
isometria bijetiva. Consequentemente, V/K e R sdo isométricos. Logo, V/K é separdvel,
pois R o é. Assim sendo, decorre da proposi¢ao anterior e do Lema 0.168 (p. 60) que K
nao é separavel.

Agora, recordamos o seguinte fato elementar do Calculo: se f é uma fungao derivativa
e F' é uma primitiva de f, entao G é uma primitiva de f se, e somente se, F' — G é uma
constante. Diante disso, dado x € V| existe uma unica primitiva F, de z tal que F,(0) = 0.
Logo, podemos definir 7" em K tal que T'(z) := F, para todo x € K. Afirmamos que
F, € E,. De fato, F,, possui derivada limitada, a qual é x. Além do mais, por construcao,
F,(0) = 0. Também,
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sendo a ultima igualdade garantida pelo fato de x estar em K. Completamos, assim, a

prova da alegacao. Note, ainda, que T ¢é linear. Em acréscimo, para qualquer x € K,
1T (@), = 1Fellz = [1F2lloo = 120

Portanto, T' é continua e é uma isometria. Dessa maneira, T'(K) nao é separavel, pois K

nao o é. Finalmente, obtemos que Fy D T(K) nao é separdvel. |

Encerramos o capitulo apresentando um atributo geométrico de E.

Proposicao 1.25. E nao é um espago estritamente convexo.

Demonstracao. Tome x,y € Sk tais que x # y e 2/(s) = y/(s) = 1 para algum s € [0, 1].
Entao, para todo a € [0, 1],
I(1 = )z + aylle = sup [(1—a)z'(t) + oy ()] = (1 — a)a'(s) + ay/(s)] = 1.
te(0,1]
Além do mais, a desigualdade triangular nos da ||(1 —«a)z + ay||g < 1. Logo, para qualquer

a € [0,1], (1 — a)z + ay||g = 1. Portanto, F nao é estritamente convexo. |






Capitulo 2

Pontos extremos

2.1 Definicao

Suponha que C' seja um subconjunto convexo de um espaco normado V. No presente
capitulo daremos nossa atencao aos elementos de C' que se comportam como “vértices” de C.

Sao os chamados pontos extremos.

Definicao 2.1 (Ponto extremo). Sejam V' um espago vetorial e C C V' um convezo.

Dizemos que w € C' é um ponto extremo de C' se, para quaisquer a € (0,1), ¢1,¢5 € C,
w=ac+(l—a)cg = ¢ =c=w.
Indicaremos por Ext(C) o conjunto dos pontos extremos de C.

Assim, quando w € Ext(C), a inica maneira de expressar w como combinagao convexa
de dois elementos de C' é escrevendo w = (1 — @)w + aw, ou seja, é a forma trivial.
Geometricamente, isso significa que nenhum segmento de reta com extremidades em C passa
por w.

A observacgao abaixo revela que se queremos encontrar pontos extremos de C', podemos

restringir nossa exploracao a “fronteira” de C.

Observagao 2.2. Tome um espaco normado V' e um subconjunto C' C V' convexo. Temos
que Ext(C) NInt(C) = 0.

Com efeito, considere v € Int(C'). Logo, existe € > 0 tal que B(v;e) C C. Em seguida,
seja S :={kv:k € R,k > 0}. Geometricamente, S é a semirreta com origem em 0 e que
passa por v. Entao, para [ > 0 suficientemente pequeno, (1 —1)v, (1+1)v € SN B(v;¢). Uma
vez que

Y (I=Dv+ (1 +10v

2

v nao é um ponto extremo de C.

2.2 Exemplos

Como preparagao para os proximos capitulos, iniciaremos uma busca por pontos

extremos em alguns espacos de Banach simples. Ao tratarmos esses espacos, sera comum o

97
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emprego das notagoes Bx e Sy adotadas na Defini¢ao 0.82 (p. 40).

Proposigao 2.3. Considere X := (C([0,1]),] - |lc). Entao, os pontos extremos de Bx
sao as funcoes constantes x1 =1 e x9 = —1.

Demonstrag¢ao. Primeiramente, provaremos que x; e x5 pertencem a Ext(By). Suponha

que existam a € (0,1) e ¢1, ¢y € By tais que:
1=a1(t) = aci(t) + (1 — a)ea(t)
qualquer que seja t € [0,1]. J& que 1 é o valor maximo que ¢; e ¢; podem assumir, devemos
ter ¢1(t) = co(t) = 1 para todo t € [0, 1]. Isso implica que x; € Ext(By). De forma similar,
x9 € Ext(By). Portanto, {z1, 22} C Ext(Bx).
Para conseguirmos a inclusao reversa, precisamos de um argumento mais sofisticado.

Comegamos escolhendo = € Ext(Bx). Depois, definimos as fungoes y, z em [0, 1] por:

1 1
y(t) := x(t) + —sen[mz(t)] e =z(t):=x(t) — —sen[nx(t)], Vtelo,1].
T T
Claramente, y, z € X. Em seguida, vamos mostrar que ||y|lcc = ||2z]/cc = 1. Realmente,

como ||zl = 1, existe s € [0, 1] tal que z(s) = £1. Logo,

[Ylloo > |2(s) + %SGH[?T.Z‘(S)] -1

1
= 'il + —sen(=%m)
m

Agora, considere a fungao f: [-1,1] — R dada por:

f(a) ::a+%sen(7ra) Vael[-1,1].

Observe que f(—1) = —1, f(1) =1 e f’ é positiva em (—1,1). Por isso, |f| <1 em [—1,1].
Entdo, 0 <t <1= —1<y(t) <1=|y(t)] <1. Assim, ||y||cc < 1. Do exposto, segue que

|y]|lsc = 1. De modo semelhante prova-se que [|z||o = 1.

y+z
2

Além disso, r = . Portanto,

r€Ext(Bx) = y==z
= sen[mxz(t)] = sen[—mx(t)] Vte€]0,1]
= mx(t) =7k, k€Z,
qualquer que seja t € [0, 1]. Disso e do fato de z ser continua, decorre que = é constante.
Dado que ||z||o = 1, concluimos que = € {x1,x2}. |

Na observagao adiante, fazemos algumas reflexdes sobre o mesmo espaco tratado
anteriormente. Elas nao sao necessarias para a compreensao do restante do texto e, por isso,

a leitura da observacao ¢ facultativa.

Observacgao 2.4. Considere X := (C([0,1]), || ||oc). Além disso, seja A = (a,,) uma sequéncia
em [0, 1] com termos distintos aos pares. Para cada n € N, indicamos A,, := {aq,as,...,a,}
e X, ={reX:z(t)=0 VteA,}. Dessemodo,

(a) X, é subespago de X.
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(b) By, nao possui pontos extremos, qualquer que seja n € N.

(c) Se A for denso em [0, 1], entao ﬂ X, = {0}.
n=1

(d) dim(X,,—1/X,) = 1 para cada n > 1.

Demonstragao. (a) A prova é direta.
(b) Fixe n € N e considere « € By, . Defina as fungoes y e z como na proposi¢ao anterior.
Dai, y,z € By, e v = Y3%. Para obtermos = ¢ Ext(By, ), ¢ com isso o resultado esperado,

é suficiente mostramos que y e 2z sao elementos distintos. Realmente, se y = 2, entao, como

sabemos, terfamos x = 1 ou x = —1. Todavia, nenhum dos casos ocorre, ja que z se anula
em X,. Logo, ¢ Ext(By,)

(c) Decorre facilmente da continuidade dos elementos de X.

(d) Escolha n > 1 e seja v : X,_1 — R expressa por y(z) := z(a,) para cada z € X,,_;.
Logo, v é um funcional linear ndo nulo de ntcleo X,,. Assim, pelo Lema 0.17 (p. 25),

dim(X,_1/X,) = 1. m

Na sequéncia, analisaremos dois espagos normados tendo X := C([0,1]) como espaco
vetorial. No primeiro caso, nao revelaremos Ext(By) completamente. Todavia, exploraremos
algumas propriedades.

Proposigao 2.5. Seja X := C'([0,1]) e estabelega || - ||max : X — R tal que

][ max := max{|z]|oc, [¢'llc} V€ X.
Logo:
(@) [ - lmax € uma norma em X.
(b) Se z € Ext(Bx), entao ||z|lco > ||2'||co-
(c) Quando x € Ext(Bx) € ||z]|oc > ||2']|oo, entdo z = —1 ou x = 1.

(d) As fungoes x1, x9, x5 e x4 definidas em [0, 1] pelas leis:
x1(t) :=t, xo(t):=—t, x3(t):=t—1 e zy(t):=—-t+1 Vtelo,1]

pertencem a Ext(Bx).

(e) Considere que x € Ext(By) € diferente dos elementos mencionados em (c) e (d).

Sendo assim, T nao possui raizes reais.

(f) A distancia entre dois pontos extremos distintos, escolhidos entre aqueles explicitados
em (c) e (d), €1 ou 2.

Demonstracao. (a) A verificacao é direta.
(b) Tome z € Sx e suponha que ||z||o < ||2']|co. Veremos que = ¢ Ext(Bx). Comegamos

definindo fungoes y, z em [0, 1] sendo que, para cada t € [0, 1],

y(t) :==z(t) + % e z(t) == x(t)

Obviamente, y, z € X. Além do mais,

B et 16415
R
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2 14|17l
=25 e
2 2

1 7]
= [l + g2

oy 1= lolls
p— 2 - .

Por isso, e sabendo que [|2/||o = 1, conseguimos:

() + %Hw , ||x'||oo} ~1.

4w = m { 2

De modo semelhante, [|z|lmax = 1. Em resumo, x é o ponto médio de dois elementos
distintos de Bx. Consequentemente, © ¢ Ext(Bx).
(c) Escolha x € Ext(Bx) tal que ||z]/o > ||2/]|s. Depois, tome v € C'([—1,1]) tal que:

(=1 =~(1) =0,
v é positiva em (—1,1) e
7 lle < 1.

Considere as funcoes:
f=x+7yo0x e g:=x—"7ouxw

definidas em [0, 1]. Assim, f,g € X. A seguir, mostraremos que f e g possuem norma 1.

Primeiramente, sejam F' e G fungoes de [—1,1] em R dadas por:
F(u) =u+vyu) e Gu):=u—"y(u) Vue[-1,1].

Entao, F'(u) = 1++'(u). Ja que ||7||oo < 1, F' é positiva. Logo, F' é estritamente crescente.
Assim, visto que F(—1) = —1 e F(1) = 1, temos || F|| = 1. Porquanto f = F o z, segue
que ||fllee < 1. Em acréscimo, como ||z||. = 1, existe s € [0, 1] tal que |z(s)| = 1. Dali,
|f(s)| = 1. Portanto, [|f|lec = 1. Se derivamos G(u) = u — y(u) e usamos argumento
parecido, obtemos também que ||g]| = 1.

Agora, observe que
1 loe = ll2" + 2"y 0 2lloc < ll2"[loo(L + 17" 0 2lloc) < 2" [loo (L + (7]l o0)-

Como [|2']|s < 1 e 7y é continua, é possivel escolher v que também nos garanta || f/||.. < 1.
Analogamente, [|¢'[| < 1. Desse modo, || f[lmax = [|gllmax = 1 € 2 = L3¢, Em vista disso,
x & Ext(Bx) se f # g. Entao,

re€Ext(By) = f=g = ~oxr=0 = zx=loux=-1.

Finalmente, repetindo a exposicao feita na prova da Proposicao 2.3, concluimos que z; = —1
e ro = 1 sdo os tnicos elementos de Ext(Bx), neste caso.
(d) Suponha que existam wy, ws € Bx e o € [0, 1] tais que

t=oaw(t) + (1 — a)wsy(t) (2.1)
para cada t € [0,1]. Posto que ||w] ||, ||w)]|ec < 1, pelo Teorema do Valor Médio concluimos
que wy(t) <t e wy(t) <t para todo t € [0,1]. Disso e de (2.1), segue que wy = wy = ;.
Portanto, =1 € Ext(Bx). De modo andlogo, x5 é um ponto extremo de By.

Agora, tome vy, vy € Bx e « € [0, 1] tais que:

t—1=oav(t)+ (1 —a)vat) (2.2)
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para todo t € [0,1]. Derivando, obtemos 1 = av|(t) + (1 — a)v)(t). Entao, ja que
101 |0, 95|00 < 1, concluimos que v; e v sdo fungbes de valor constante igual a 1. Por isso,
v1(t) =t+ ¢y e va(t) =t + co, em que ¢y, ¢y s80 nimeros reais fixos. Em adigao, porquanto
|1V1]|00s [|V2]|loo < 1, obtemos ¢1,ce € [—1,0]. Em seguida, substituindo vy(t) =t +¢; e
va(t) = t 4 ¢ na expressao (2.2), deduzimos que ¢; = ¢ = —1. Assim, x3 € Ext(Bx).
Analogamente, x4 € Ext(By).

(e) Seja z € X tal que ||7]|o = ||2'||oc = 1. Suponha que r € [0, 1] seja uma raiz de z.

Defina as fungoes p e ¢ em [0, 1] por

p(t) :==2'(t) +9[2' ()] e q(t):=2'(t) —~["(t)]  Vie[0,1],

sendo 7y a fungao da prova de (c¢). Claramente, p e ¢ sao continuas. Além disso, por andlise

semelhante aquela feita em (c), obtemos ||p[loc =1 € |g||c = 1. Também, 2’ = 224

Agora, recorra as aplicagoes P e () definidas em [0, 1| por:

P(t) ::/p(s)ds e Qi) ::/ q(s)ds  Vtelo,1].

Note que P,@Q € X. Afirmamos que P e ) estao em Bx. Realmente,

/T tp(s) ds

Desse modo, || P||max = 1. Analogamente, ||Q||max = 1.

<lt-r[<1 e |[P|w=sup [p(t)] =1
te(0,1]

| Pl|c = sup
tel0,1]

Em seguida, observe que P(t) + Q(t) = f:p(s) + q(s) ds, o que nos conduz a:
w = /rt 2'(s)ds = x(t) — z(r) = x(t).

Entao, uma vez que z possui uma raiz,

yoxr'#0 = p#q = P#Q = x¢&Ext(Byx).

Consequentemente, se € Ext(Bx) nao corresponde aos casos em (c) e (d), entdo = nao
admite raizes reais.
(f) A verificacao é direta. |

Proposigao 2.6. Considere X :=C([0,1]) e || ||; : X — R dada por:
2]+ == |zl + [|2"]| o0 VzoelX.

Entao:

@) || - |l+ € uma norma em X.

(b) Ext(Bx) ={zr =—1,2 = 1}.

(c) Seja Y o subespaco de X formado pelas fungoes da forma t — at + b, com a,b € R.

Logo, Ext(By) possui 4 elementos.

Demonstragao. (a) A prova é direta.
(b) Escolha z na esfera Sx. Perceba que nao podemos ter ||z]joc = 0 € ||2'||oc = 1. Em

acréscimo, se ||z]| = 1 € ||2]| = 0, entao x é uma fungao de valor constante —1 ou 1.
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Assim, resta-nos investigar o caso em que
m:= |zl <1 e n:i=|2]eo <1, com m+n+ 1. (2.3)

Como veremos, nao existem pontos extremos sob essas circunstancias.
Para tanto, tome x € Bx que cumpre (2.3). Também, seja g : R — R uma fun¢ao

impar e continua tal que
0<g(r)<3a, 0<r<e
g(r) =a, r>ee
Js 9(s) ds = ae

em que a e € sao numeros positivos a serem escolhidos mais adiante. Uma vez que g é
continua, g possui primitivas. Dentre elas, seja G a que mapeia 0 em —a. Dessa forma, G

¢ uma funcao par e

— >
G(r):{ar a, Tr>E€

—ar —a, r< —e€ '
Agora, estabelecemos em [0, 1] seguintes aplicagoes y e z:
y(t) == z(t) + Glz(t)] e =2(t) :=z(t) — Gz(t)] Vtelo1].

Afirmamos que y € By. Para a verificagao, analisaremos trés casos:

Caso 1. Suponha que z(t) > €. Entdo, para a pequeno o suficiente,

ly(t)| = |=(t) + ax(t) —a| = |(1+ a)z(t) —a| < (1 +a)m —a

' ()] = |2'(t) + 'O G [e@)]] = [' @) (1 + a)| < n(1+a).
Logo, ly(t)|+ |y (t)] < (14+a)m —a+n(l + a) = 1. Decorre dai que ||y|+ < 1.

Caso 2. Admita que z(t) < —e. Escolhendo a suficientemente pequeno, encontramos:

[yl = |2(t) — azx(t) — o] < |(1 = a)z(®)] + |a| < (1 —a)m +a

Y/ ()] = |2'(t) + 2" () Gz @)]| = [2'(H)(1 = a)] < (1 = a)n.

Novamente, somando as inequagoes, temos ||y||+ < 1.
Caso 3. Considere |z(t)| < e. Desse modo, para a e € suficientemente pequenos,
@I+ 1y O] < |a@)| + [Gle@)]] + |2/ ()] + [2/(1) G'[=(@)]]
< e+lae+al+n+n-3a <1
Do exposto, y € Bx, como esperavamos. De modo correlato, temos que z € By.

Sendo assim, se x = % ¢ um ponto extremo de By, entao y = z. Em seguida, repare que
y=z = Gz(t))=0 Vte]|0,1].

Ademais, da construgao de G para € < 1 decorre que G[z(s)] =0 < z(s) = £1. Posto que
x é continua, deveriamos ter, nessa situacao, x = 1 ou x = —1. Entretanto, em nenhum

dos casos temos m,n < 1. Portanto, x ¢ Ext(C).

(c) Considere a norma || - || em R? dada por:
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|(a,b)|| := sup{|at +b| : t € [0,1]} + |a|

para cada (a,b) € R?, e a fungao 0 : Y — R? tal que (ax + b) := (a,b). Obviamente, 0 ¢
uma isometria bijetiva. Revelaremos que Bg2 com essa norma apresenta 4 pontos extremos.
Para isso, construiremos Bp2 explorando diversos casos:

Caso 1. Sejam a,b > 0. Entao, ||(a,b)|| = |a+ b + |a] =2a +b. Assim, ||(a,b)]| <1 b <
1 —2a.

Caso II. Admita que a,b < 0. Nessa situacao, temos:
|(a,b)|| =|a+bl+|a] = —a —b—a=—2a—b.

Dai, ||(a,b)]| <1< b> —2a — 1.

Caso III. Tome a > 0 e b <0, com |b| > a. Logo, ||(a,b)|| = |b| + |a| = —b+ a. Por isso,
|(a,0)|| <1<b>a—1.

Caso IV. Sejam a > 0 e b <0, com |b] < a. Desse modo,

|(a,b)|| = max{|b|, |a + b|} + a = max{—b,a + b} + a.

Primeiramente, suponha que max{—b,a + b} = —b. Isso ocorre se, e somente se, b < —a /2.
Além do mais, sob essa hipétese, ||(a,b)|| <1< b > a— 1. Ainda neste caso, considere

que max{—b,a + b} = a +b. Logo, b > —a/2. Também, nessas condigoes,
l(a,b)|| <1lea+b+a<1l&b<1-—2a.

Caso V. Considere a < 0 e b > 0. Entao, procedemos como nos casos III e IV.

Apés essas ponderagoes, constatamos que a bola desejada é a regiao cinza na Figura
2.1. Inferimos, pois, que P, := (%, —%), Py :=(0,1), Py := (—%, %) e P, :=(0,—1) séo os
elementos de Ext(Bgz). Visto que 6 é uma isometria, descobrimos que By possui 4 pontos

extremos.

Py

Py

Figura 2.1: Representacao de Bpo.
P, Py, P3 e Py sao seus pontos extremos.
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2.3 Teoria

Observados os resultados anteriores, passaremos agora a teoria que nos permitira, nos

capitulos seguintes, determinar pontos extremos em duais topoldgicos.

Defini¢ao 2.7 (Envoltéria convexa). Sejam V um espago vetorial real e A C V.

Chamamos envoltdria convexa de A o conjunto conv(A) definido por:

conv(A) = {Z)\jxj :neN z; € A N\ >0, Z)\j = 1}'

j=1 j=1

Demonstra-se com facilidade que conv(A) é a intersecao de todos os subconjuntos

convexos de V' contendo A. Em particular, conv(A) é um convexo.

Defini¢ao 2.8 (Subconjunto extremo). Considere um espago vetorial Ve C C'V
um convexo. Ainda, admita que P C C' seja convexo. Dizemos que P é um subconjunto
extremo de C' quando se verifica a sequinte implicacdo:

p € P ep é combinagao convexa de u,v € C = wu,v € P.

Repare que se {w} é um subconjunto extremo de C, entdo w é um ponto extremo de C',

Um dos elementos mais importantes na teoria reservada para esta secao é o Teorema
de Krein'-Milman, o qual decorre do lema adiante. Antes de observé-lo, gostarfamos de
salientar que o sfmbolo V* designa o dual topoldgico do espaco normado V' e que 7, se refere
a topologia fraca-estrela.

Lema 2.9 (Krein, Milman). Sejam V' um espago vetorial topoldgico localmente convezo
e K CV nao vazio, convexo e compacto. Se f € V*, entdao o conjunto dos pontos de

K nos quais f atinge o valor mdximo é um subconjunto extremo de K. Em particular,

Ext(K) # 0.

Dica para a demonstragao. Observando a Proposicao 0.63 (p. 33) fixamos
m::rglaé(f(k) e M:={ke K: f(k)=m}.
€
Facilmente vemos que M, além de nao vazio, é fechado e convexo. Por fim, admita que

w € M e que existam a € [0,1] e u,v € K tais que w = au+ (1 — a)v. Precisamos mostrar
que u,v € M. Para isso, note que m = f(w) = af(u) + (1 —a)f(v) e f(u), f(v) <m. O

Proposicao 2.10 (Krein, Milman). Sejam V um R-espaco normado e K C V' nao
vazio, convero e compacto. Entao, K = conv(Ext(K)). Em particular, Ext(K) # (.

IMark Krein (1907-1989), matemético soviético. Teoria dos Operadores e Teoria das Representagoes foram
algumas das areas nas quais se destacou.
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Demonstragao. Indiquemos A := Ext(K) e C' := conv(A). Desejamos provar que K = C.

Inicialmente, vemos que C' C K, ja que K é convexo por hipdtese, e fechado, conforme os

lemas 0.76 (p. 38) e 0.58 (p. 33). Suponha que exista vy € K\C. Pelo Lema 2.9, A # (),

o que nos da C' # ). Logo, o Lema 0.224 (p. 79) revela-nos que existe f € V* tal que

f(vo) > su;c)f(v). Em adigao, o Lema 0.55 (p. 32) mostra que C' C K é compacto. Disto e
ve

do fato de A C C, obtemos

f(vo) > max f(v) > max f(v). (2.4)

Em seguida, designe m := max f(v). Assim, pelo Lema 2.9, M := f~1({m}) N K possui
um ponto extremo. Nesse caso, escolha w € Ext(M). Afirmamos que w € Ext(K) = A.
Com efeito, sejam ky, ks € K e a € [0,1] tais que w = aky + (1 — a)ky. Entao, aplicando
f nos membros da equacao, deduzimos, da definicao de m, que ky, ks € M. Visto que w é

um ponto extremo de M, segue que k; = ky = w. Desse modo, provamos a afirmagao. Por

isso,
fw) > fw),  poisweM
> max f(v), segundo (2.4)
vEA
> f(w),
visto que w € A. Através desta contradigcao, conseguimos C' = K, como esperado. |

Observacao 2.11. (a) A prova anterior depende do Lema de Zorn (p. 24), pois o Lema
0.224 (p. 79) é provado mediante o Lema 0.183 (p. 64). Contudo, caso V possua dimensao
finita, podemos verificar a proposi¢ao acima sem recorrermos ao resultado de Zorn. Isso é
feito em [36], p. 275.

(b) Considere o espago X := (C([0,1]), ]| - || ), indicado na Proposigao 2.3. Podemos utilizar
o teorema acima para mostrarmos que, se V' for um espaco de Banach, entao V* 22 X. De
fato, pelo Teorema de Banach-Alaoglu (p. 76), By« é T.,-compacto. Entao, pelo Teorema de
Krein-Milman, By~ = conv(Ext(By-+)) .

Sabemos, pela proposi¢ao acima citada, que Ext(X) possui apenas dois pontos: x; = 1

e x9 = —1. Logo, conv(Ext(X)) é um segmento de reta. Afirmamos que conv(Ext(X)) é
T.-fechado. Com efeito, considere g : R — X tal que g(r) := (1 — r)x1 + rzq para cada r real.
Uma vez que g é continua, ¢([0,1]) = conv(Ext(X)) é compacto e, por isso, é T.-compacto.

Por isso e pelo Lema 0.58 (p. 33), a afirmagao estd provada.

Assim, conv(Ext(X)) tem dimensdo 2. Por outro lado, X tem dimensao infinita. Desse

modo, Bx % conv(Ext(X)) . Consequentemente, V* nio é isométrico a X.

Finalizamos o capitulo com uma proposi¢ao que, assim como o Teorema de Krein-
Milman, sera ferramenta essencial para as aplicagoes que as proximas paginas compreendem.

Para prova-la, precisamos do lema que segue.

Lema 2.12. Sejam V' um R-espaco vetorial e Cy,Csy, ..., C, subconjuntos convexos de
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V. Indique:

U:UCZ P2201XCQX"'XCn

S={(tr, . t) ER™ ;> 0V i, ty+...+1t, =1}

Também defina T' : S x P — V estabelecendo, para quaisquer t := (t1,...,t,) € S e
c:=(c1,...,c) €EP,

Dessa forma, I'(S x P) = conv(U).

Demonstragao. Vamos atestar que conv(U) C T'(S x P). A inclusdo reversa é 6bvia. Tome
n

u € conv(U) e suponha, sem perda de generalidade, que u = Z tic;, com (t1,tg, ..., t,) €S
i=1
e (c1,...,¢,) € P. Entao,

u = F[(tl,tg, R ,tn), (Cl,CQ,. .. ,Cn>] € F(S X P)
Por isso, conv(U) C T'(S x P). |

Note que, no lema acima, se admitirmos também que V' é um espaco vetorial topoldgico
e que cada C} é um compacto, entao conv(U) serd compacto, porque I' é continua.
No préximo enunciado encontramos a notacao V' fixada na Definigao 0.201 (p. 71) e o

conceito de topologia gerada, cuja origem é a Proposicao 0.202 (p. 71).

Proposicao 2.13. Seja (V,7) um espago de Hausdorff tal que V' € um espaco vetorial
sobre R e 7 é gerada por P CV'. Tome C CV convexo e compacto e F C C fechado
tais que conv(F) = C. Entdo, Ext(C) C F.

Demonstracao. Desejando uma contradigao, suponha que exista v € Ext(C)\F. Como F

é fechado, existe uma vizinhanca W de v disjunta de F'. Escolha W’ := ﬂ v (A) C W,
i=1
em que v € W’  os 7; estao em P e os A; sao abertos da reta. Para cada ¢ € [m], escolha

m

um intervalo aberto limitado I; C A; de modo que ﬂ%_ YL) # 0. Uma vez que cada
i=1

I; é intersecao de duas semirretas abertas, concluimos que existe uma vizinhanca de v

disjunta de F' da forma U := ﬂ v *(L;), de modo que ; € P e L; é um intervalo aberto
i=1
e ilimitado para cada i € [n]. Notemos U; := 7; *(L;). Assim, v ¢ UV\Ui. De acordo
i=1
com o Lema 0.15 (p. 25), U; e V\U; sao convexos para todo i € [n|. Agora, indiquemos
K;:=(WV\U)NnCeK := U K;. Observe que cada K; é convexo, porque ¢ a intersecao

i=1
de conjuntos convexos. Uma vez que V é de Hausdorff e C' é compacto, vemos que C' é
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fechado. Logo, cada K; é fechado. Além disso, temos K; C C' para todo i, de modo que
todos esses n conjuntos sao compactos. Portanto, segundo a observagao que fizemos apds o
lema anterior, conv(K) é compacto. Por essa razao, conv(K) é fechado.

Agora, mostraremos que v € conv(K). Dado que U N F = (), temos F C K.
Realmente, se x € F C (V\U), entdo existe j € [n] tal que z € V\U;. Segue que
x € K; C K. Por isso, conv(F) C conv(K). Em adi¢do, como conv(K) é fechado,
conv(F) C conv(K). Dai, usando a hipétese do enunciado, obtemos Ext(C) € C =
conv(F) C conv(K). Consequentemente, v € conv(K).

Por fim, passemos a construcao do absurdo. Inicialmente, afirmamos que se v é
combinacao convexa de n elementos de K, entao v € igual a pelo menos um desses elementos.
Com efeito, se n = 2, a afirmagao é valida, ja que v é um ponto extremo de C'. Em seguida,
suponha que o resultado valha para n — 1 elementos e seja \jv; + Aovg + ... + A\, v, uma

combinagao convexa de valor v, na qual v; € K, qualquer que seja i € [n]. Entao,

n—1
Ai
V=S (Z—UZ) + A Un, com S := A+ ...+ A_1.
— s
=1
n—1 ‘
Visto que v € Ext(C'), temos que v = v, ou v = Z “;. Por esta razao e pela hipdtese
s
i=1
de inducdo, v = v; para algum i € [n]. Dessa forma, a afirmagao estd provada. Através

dela, concluimos que:

v%UV\Ui = v¢gK = v¢conv(K),

i=1

o que é uma contradicao. [ |






Capitulo 3
Aplicacao 1: Pontos extremos em duais

Chegou o momento de analisarmos Ext(By-) para alguns espagos familiares X. Cada

secao que segue recebe o titulo do espaco X considerado.

3.1 Espaco C([0,1]) com a norma do sup

Nesta segao estudaremos dual do espago X := (C([0,1]),] - |lw). Dado t € [0,1],
indicamos por ¢; a fungao de X em R expressa por ¢;(x) := z(t) para cada z € X.
Além disso, definimos &% := {¢; : t € [0,1]}, ? = {—¢; : t € [0,1]} e D := DT U D",
Descobriremos que Ext(Bx+) = ®.

Proposicao 3.1. (a) ¢, € X* para todo t € [0, 1].

(b) lleell = 1, qualquer que seja t € [0,1].

(c) conv(®™) e conv(P™) estio contidos em Sx-.

(d) Sejam p e n fungoes de [0,1] em @ tais que, para cada t € [0,1], u(t) := ¢; e

n(t) == —p;. Entao, p e n sao T.-continuas. Em particular, ® € T.-compacto.

(e) conv(®P) € T.-denso em Bx-.

Demonstragao. (a) A prova é direta.
(b) Fixe t € [0,1]. Observe que

lpelle = sup |@i(z)[ = sup [a(t)] < 1.

llzlleo<1 llzlloo<1

Além do mais, seja xg € X a funcao de valor constante 1. Porquanto zy tem norma 1, fica
leelle = |zo(t)] = 1. Assim, [lop]l. = 1.
(c) Provaremos que conv(®*) C Sy« por indugao sobre o niimero n de termos da combinagao
convexa. Sejam tq,ts,a € [0,1]. Desse modo, pela desigualdade triangular e pelo item
acima, ||apy, + (1 — @)ey |« < alleg |l + (1 — a)||l¢sll« = 1. Usando a mesma fungao
constante do item anterior, conseguimos [|ay, + (1 — @)y, ||« = 1. Logo, o resultado

vale para n = 2. Agora, admita que ele seja verdadeiro para n — 1 termos e considere

a1, + Qpp, + ... + app, uma combinagao convexa de elementos de @*. Repare que

109



110 | 3.1. Espaco C([0,1]) com a norma do sup
podemos escrevé-la como

1
s <Zzl ;@ti> + anpt,,,
com §:= a1 + ...+ a,_1. Entao, pela hipétese de indugao e pela desigualdade triangular,
a expressao acima tem norma igual ou inferior a s -1+ «a,, = 1. Mais uma vez, repetimos o
raciocinio do item precedente para obtermos a desigualdade reversa. Como consequéncia,
a1, + aopr, + ... + anpy, ||« = 1 e a demonstragao estd completa. De modo semelhante
garantimos que conv(®~) C Sy-.
(d) Comprovaremos que p é T-continua. O outro caso tem tratamento andlogo. Seja (t4)
uma rede em [0, 1] com limite ¢. Por continuidade, z(t;) — x(t), qualquer que seja x € X.
Equivalentemente, ¢y, (z) — ¢;(z) para todo € X. Por essa razdo, ¢;, — @3, de acordo
com o Lema 0.235 (p. 84).
(e) Pelo item (b), segue facilmente que conv(®) C Bx+. Uma vez que Bx+ ¢ T,-compacto
e (X*,7.) é de Hausdorff, entdo By é 7,-fechado. Por isso, conv(®) C By-. Suponha
que exista 6 € By \conv(®) . Observe que, pela Proposicio 0.221 (p. 77), conv(®) &
Te-compacto. Logo, pelo Segundo Teorema de Separacao de Hahn-Banach (p. 69), existe
dzo € X ™ tal que 6,y (7) < 1 < d,,(0), qualquer que seja v € ®. Assim, fazendo + percorrer
®, descobrimos que, para todo ¢ € [0, 1], |zo(t)| < 1. Portanto, ||zl < 1 € 0(xg) > 1.
Dessa forma,

6] = sup 10(z)] > O(z0) > 1,

l[z]loo <1

0 que nega a hipdtese de que 6 € Bx-. [ |

Teorema 3.2. Ext(By+) = ®.

Demonstragao. Conforme o Teorema de Banach-Alaoglu (p. 76), Bx+ é T.-compacto. Além
disso, pelo item (d) da proposicao anterior e pela Proposicao 0.221 (p. 77), ® é 7.-fechado.
Também ja sabemos que m* = Bx-~. Por tudo isso, decorre da Proposigao 2.13 (p.
106) que Ext(Bx+) C ®.

Para conseguirmos a inclusao reversa, comegamos fixando s € [0, 1]. Para cadan € N,
seja x, a funcao cujo grafico é exibido na Figura 3.1. Note que essas funcoes estao na
esfera Sx.

Em seguida, defina, para todo n natural, o conjunto H, :={y € X* : y(z,) =1} e
designe H := ﬂ H,. Ja que H, =6, '({1}), cada H, é 7,-fechado. Por isso, H ¢é 7,-fechado.

i=1
Também, como cada H,, é convexo, H é convexo. Além disso, segue do Lema 0.55 (p. 32)

que H N Bx« ¢é T,-compacto. Perceba que esse conjunto é nao vazio, pois ¢, € H N By«.
Logo, pelo Teorema de Krein-Milman (p. 104), Ext(H N Bx+) # 0.

Afirmamos que Ext(H N Bx+) C Ext(Bx+). De fato, tome v € Ext(H N Bx+) e
suponha que v = af + (1 — a)g, com f,g € Bx- e a € [0, 1]. Entao,

l=af(z,)+(1—a)g(z,) VneN. (3.1)
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Figura 3.1: Gréfico da funcao x,,.

Repare que

L= flls = sup [f(2)] = [f(zn)],

Izl <1

qualquer que seja n € N. Analogamente, para todo nimero natural n, |g(x,)| < 1. Assim,
decorre de (3.1) que f(z,) = g(x,) = 1 para todo n € N. Dai, temos f,g € H N Bx-.
Visto que v € Ext(H N By ), segue que f = g. Concluimos a prova da afirmacao.

Agora, observe que ® N (H N Bx+) = ¢5. Como

inferimos que p,; € Ext(HNBx-+), e dai, que ¢, € Ext(Bx~). Por simetria, —¢, € Ext(Bx+).

Uma vez que s é arbitrario em [0, 1], constatamos que ® C Ext(Bx~). |

Ao descrevermos Ext(Bx+), concluimos o propdsito principal desta se¢do. Adiante,
complementamos nosso estudo explorando algumas propriedades geométricas de By e de
Bx+. Mais especificamente, estamos interessados em investigar as arestas e as faces dessas
bolas, caso haja. Tratam-se de elementos que identificaremos a seguir, apés definirmos os

segmentos de reta.

Definicao 3.3 (Segmento de reta). Dados um R-espago vetorial V' e dois vetores
v,w €V distintos, definimos os sequintes conjuntos:

(a) [v,w] :={kv+ (1 —Fk)w:ke€|0,1]}, chamado de segmento de reta fechado.

(b) (v,w) :={kv+ (1 —Fk)w: ke (0,1)}, chamado de segmento de reta aberto.

Definicao 3.4 (Aresta, face). Seja V' um espaco normado.

(a) Uma aresta de By € um segmento de reta [u,v] tal que u,v € Ext(By), [u,v] C Sy e
(u,v) € disjunto de qualquer outro segmento aberto com extremidades em Ext(By ).

(b) Suponha que II(V') := {A C Ext(By) : conv(A) C Sy}, com a relagao de inclusio C,
possua um elemento mazximal M. Nesse caso, o conjunto conv(M) é chamado face de
By.
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Exemplo 3.5. (a) Obviamente, se V' é um espaco normado e Ext(By) = ), entdo By nao
possui arestas nem faces.

(b) Na Proposi¢ao 2.3 (p. 98) tratamos o espaco X := (C([0,1]),] - ||oc) € vimos que
Ext(Bx) = {x1, 22}, em que 1 e 29 s@o as fungdes constantes de Sx. Repare que

T+ T2
2

=0,

[e.e]

e, assim, M;”Q ¢ Sx. Portanto, Bx nao possui arestas e as Unicas faces de By sao os
conjuntos {1} e {za}.

(c) Seja V um espago normado estritamente convexo. Facilmente, vemos que By nao possui
arestas. Em seguida, verificaremos que Ext(By) = Sy. Isso mostra que II(V) = ), o que
evidencia que By também nao possui faces. Provaremos que Sy C Ext(By ), pois a outra
inclusdo é clara. Tome x € V'\ Ext(By). Primeiramente, se ¢ By, temos z € V\Sy. Num
segundo caso, considere que = € By. Logo, existem y,z € By tais que y # z e & = y—;rz
Se y,z € Sy, entao ||z]l« < 1 pela hip6tese sobre V. Senao, a desigualdade triangular da
norma nos dé, mais uma vez, ||z]|« < 1. De todo modo, obtemos = € V\ Sy e terminamos a
verificacao.

(d) Considere f,g € ® com f # g. Entao, [f,g] é uma aresta de Bx+, em que X :=
(C([0,1]),]] + [|so)- De fato, admita que f = ¢; e g = —ps. Em primeiro lugar, ja sabemos
que f,g € Ext(Bx+). Em seguida, veremos que [f,g] C Sx«. Para isso, fixe k € [0, 1].
Claramente, ||kf 4+ (1 — k)g||« < 1. Além disso, existe g € X de norma igual a 1 tal que
zo(t) =1 e zo(s) = —1. Entdo, usando a defini¢ao de || - ||«, obtemos ||kf + (1 — k)g||. = 1.
Portanto, [f, g] C Sx+. Finalmente, suponha que existam hy, hy € Ext(Bx+) e o, 8 € (0,1)
cumprindo

af + (1 —a)g = Bhy+ (1 — B)hs. (3.2)

Percebemos facilmente que existe 1 € X tal que x4 (t) = 1, 21(s) = —1 e hy(z1) = ha(z2) = 0.
Assim, de (3.2) decorre que 1 = 0, um absurdo. Do exposto, concluimos que [f, g] C Sx+. Os

demais casos sao tratados de maneira similar.

Na sequéncia, conheceremos algumas arestas de By«, em que X := (C([0,1)), ] - |loc)-

Proposicao 3.6. Se s, t € [0,1] e s # t, entao [ps, ] € [—ps, —@t| sao arestas de Bx«.

Demonstracao. Consideraremos apenas o primeiro tipo de segmento de reta, pois a prova
relativa ao outro é semelhante. J4 sabemos que ¢, ¢; € Ext(Bx~). Além disso, uma vez
que s, pr € Sx=, temos ||(1—k)ps + ke« < 1 paratodo k € [0, 1]. Em adigao, claramente

existe ry € By tal que xo(s) = zo(t) = 1. Desse modo,
I(1 = K)ps + kel = [(1 = F)gs(0) + keu(wo)| = (1 = k)zo(s) + kxo(t)] = 1

para cada k € [0,1]. Por isso, ||(1 — k)ps + kpi|l« = 1 para todo k € [0,1], isto &,
(s, 0] € Sx+. Por fim, suponha que existam k,l € (0,1) e f,g € Ext(Bx«) tais que

(1 —Fk)ps + ko= (1—=1)f+1g. (3.3)
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Sejam f = ¢, e g = vy, com u # v, e escolha z; € X tal que z1(s) = z1(u) = 0 e
x1(t) = z1(v) = 1. Entao, de (3.3) decorre que k = [. Logo, s = u e t = v. Para as outras
possiveis escolhas de f, g € Ext(Bx+) podem ser necesséarios argumentos diferentes, mas
todos sao simples e envolvem apenas a escolha de uma funcao especial x € X. Por tudo

isso, concluimos que [ps, ¢;] é uma aresta de By«. |

Adiante revelaremos uma face de By«. Para isso, um lema é necessario.

Lema 3.7. Sejam Ay e Ay subconjuntos de [0, 1] tais que A1 U Ay =10,1] e Ay N Ay = 0.
Estabeleca @1 :={p, :t € A1} e Py :={—p, : t € Ay}. Entao, conv(P; U Py) C Sy-.

Demonstragao. Tome v € conv(P; U $y) e escreva:

Y= Ay e Ay, + )‘n+1(_90tn+1> +.o+ )‘m(_SOtm)'
Servindo-nos da desigualdade triangular da norma, obtemos ||v||. < 1. Para obtermos a
igualdade, seja xy a fun¢ao definida em [0, 1] por:

ZL‘o(t) =1lsete {tl,tg, ce ,tn}\{O, ]_}

Qfo(t) =—1sete {tn+1,tn+2, . ,tm}\{O, 1}

xo € afim nos subintervalos determinados por t1,ts, ..., ¢,

Dessa maneira, ||zglloc = 1 € |7(z0)| = 1. Consequentemente, |||, = 1. |

Proposicao 3.8. Suponha que Ay e As sejam subconjuntos de [0,1] tais que Ay U Ay =
[0,1] e Ay N Ay = 0. Defina ®1 := {p; : t € A1} e Dy := {—¢ : t € Ay}. Assim,

conv(®; U Dy) € uma face de Bx~.

Demonstragao. Ja sabemos que (&1 U ®y) C Ext(Bx+). Além disso, segundo o Lema 3.7,
conv(®y U Py) C Sy-. Logo, (P U Py) € II(X*). Resta-nos mostrar que ¢; U Py é um
elemento maximal de II(X*). Com efeito, suponha que B € TI(X*) contenha ®; U &,
estritamente. Logo, existe v € B\(®; U ®3). Indique v = ¢, s € [0,1]. Como v & Py,
entdo s € As. Por essa razdo, ¢,, —ps € B, 0 que nos traz 0 € conv(B). Desse modo,
conv(B)  Sx+« e B nao pode pertencer a II(X*). O mesmo ocorre se pressupusermos

v = —¢;, r € 0,1]. Concluimos que ®; U Py é maximal em II(X*). |

3.2 Subespaco de C'([0,1]) com a norma do sup da derivada

Neste momento nos dedicaremos ao espaco (Fi,| - ||g), conhecido no Capitulo 1.
Empregando a notagao estabelecida do Lema 1.5 (p. 87), adotaremos ¥ := {£¢, : ¢ € [0, 1]}.
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Teorema 3.9. Ext(Bg:) = V.

Demonstragao. Amparados pelo Lema 1.10 (p. 89), descobrimos que ¥ é uniao de dois
conjuntos 7,-compactos: {¢; : t € [0,1]} e {—1, : t € [0,1]}. Por isso, ¥ é 1.-compacto.
Uma vez que (E7, 7.) é de Hausdorff, ¥ é 7,-fechado. Em acréscimo, um juizo andlogo ao
apresentado na prova da Proposicao 3.1 assegura que conv(V) ¢é 7,.-denso em Bp:. A vista
da Proposicdo 2.13 (p. 106), temos que Ext(Bg:) C V.

Para conseguirmos a inclusdo reversa, comecemos fixando s € [0, 1]. Para cada nimero
natural n, seja x, € Sg, tal que @/,(s) = 1 e 2/, é nula fora do intervalo (s — 2, s+ 1). A
seguir, conheceremos uma maneira de se obter essa sequéncia de fungoes. Na Figura 3.2
temos o grafico da fungao y,, definida em [0, 1]. A aplicagdo é afim por partes e os pontos
A, B, C e D sobre o eixo horizontal possuem abscissas valendo s — %, s — %, s+ % e
s + =, nessa ordem. Entao, podemos construir z, declarando z,(u) := [ y.(t) dt para
todo u € [0,1]. Agora, para cada n € N considere H, := {y € E} : v(x,) = 1} e seja

oo
H = ﬂ H,. Repetindo a argumentacao usada na verificagao do Teorema 3.2, concluimos

n=1

que ¥ C Ext(Bg:). [

Yn(t)
1

B

Figura 3.2: Construgao para a prova do Teorema 3.9.

3.3 Espaco C!([0,1]) com a norma do méaximo

Agora analisaremos o espago Y := (C*([0, 1)), || - |lmax), em que

[Yllmax == max{l|yll, |¥'ll} Yy €C((0,1]).
Dado t € [0,1], definimos em Y as fungoes ¢; e ¥, de modo afim ao ja estabelecido no
texto. Além disso, indicamos ® := {£¢; : t € [0,1]}, ¥ :={£¢y : t € [0,1]} e Q:= DU V.
Claramente, 2 C Y.

Iniciamos com uma proposi¢ao.
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Proposicao 3.10. (a) Q2 C Sy-.
(b) Q é 7.-compacto.

(c) conv(Q?) € 7.-denso em By-.

Demonstracao. (a) Escolha s € [0,1]. Uma vez que, para todo y € Y, |y(s)] < ||[y]loc <
|Y||max, segue naturalmente da defini¢ao de || - ||« que ||gs|l« < 1. Ademais, seja yo a
fungao de [0,1] em {1}. Entao, yo € Sy e ||¢sll« > |ps(yo)| = 1. Portanto, ||¢s|l. = 1.
De modo semelhante, |¢/(s)| < |/ |loo < ||yllmax- Dai, ||ts]l« < 1. Além disso, se y; é a
fungdo identidade em [0, 1], temos y; € Sy e |[¢s(y1)| = 1. Logo, ||1)s]|« = 1. Posto que s é
arbitrario, a verificacao esta completa.

(b) Segue pelas mesmas alegagoes feitas nas provas do Lema 1.10 (p. 89) e da Proposigao
3.1.

(c) Decorre do item (a) que conv(f2) C Bys. Além disso, m* C By+, conforme os
lemas 0.220 (p. 76) e 0.58 (p. 33). Agora, suponha que 0 € By*\coT(Q)*. De acordo com
a Proposigao 0.221 (p. 77), m* é T,-compacto. Assim, pelo Segundo Teorema de
Separacao de Hahn-Banach (p. 69), existe d,, € Y** tal que d,,(7) < 1 < §,,(9), qualquer
que seja v € Q. Da primeira desigualdade, segue que, para qualquer t € [0, 1], £¢;(yo) < 1
e £ (yo) < 1. Logo, ||Yolleos [[U6llee < 1. Por isso, ||yollmax < 1. Por outro lado, a segunda
desigualdade nos conduz a ||0||. > |0(yo)| > 1, uma contradigao, ja que 6 € By-. [ |

Teorema 3.11. Ext(By-) = Q.

Demonstragao. De acordo com o item (c) da proposi¢ao anterior e a Proposi¢ao 2.13 (p.
106), segue que Ext(By+) C .
Pretendendo a inclusao reversa, selecione s € [0,1] e seja y € By dada por:
y(s) =1,
y(t) <1, Vit#s
y'(t) <1, Vtelo,1]

Por exemplo, se s € (0, 1), podemos tomar:

OZS_Ql(t—s)Q%—l, t €0, s]
y(t) = 7
%(t—sﬁ%—l, te[s, 1]

para «, 5 < 1 e suficientemente préximos de 1. Caso s € {0, 1}, basta usar apenas uma
das parabolas. Apos isso, indique H := {v € Y* : v(y) = 1}. Por raciocinio similar ao
usado diante do Teorema 3.2, concluimos que ® C Ext(By+). Sublinhamos que, nesse caso,
empregamos a fungdo y para provarmos que Ext(H N By+) C Ext(By+).
Agora, escolha s € [0,1] e considere y € By que satisfaz:

y'(s) =1,

y(t) <1, Vt#s

y(t) <1, Vte]l01]
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Particularmente, se s € (0, 1), podemos estabelecer:

1
—t, t €10, s
s

z(t) == ) 3.4
v ! t— ! , tels, 1] o
s—1 s—1
e, posteriormente, y(u) := fou z(t) dt, qualquer que seja u € [0, 1]. Observamos que o gréfico
de z sao lados do triangulo com vértices em (0,0), (1,0) e (s,1). Quando s € {0,1}, é

suficiente considerar apenas um dos segmentos de reta descritos em (3.4). Em seguida,

designe H := {v € Y* : y(y) = 1}. Entao, por argumento préximo ao exposto acima,
conseguimos ¥ C Ext(By). Portanto, Q C Ext(By=). [

Para finalizar a secao, analisaremos algumas caracteristicas geométricas de By-.

Proposigao 3.12. (a) Considere t,s € [0, 1] distintos. Entao, [¢r, ps] € uma aresta de
By-.

(b) Quaisquer que sejam s,t € [0,1], [¢¢, —ps| ndo é uma aresta de By-.

(c) Sejam t,s € [0,1] distintos. Logo, [+, 5] € [tbt, —1)s] sao arestas de By~.

Demonstracao. (a) Primeiro, verificaremos que [, ¢5] C Sy«. Adote t < s e seja k € [0, 1]

arbitrario. Pela desigualdade triangular, ||kp; + (1 — k)ps]l« < 1. Em acréscimo, para

a, f < 1 e suficientemente préximos de 1, a fun¢ao y definida em [0, 1] por:

( O‘;1<u—t)2+1, we 0,4
y(u) =< 1, u € [t, ]
\ %(u—s)z—kl, u € [s,1]

estd na esfera de Y. Logo, ||kg: + (1 — k)os|l« > [[ker + (1 — k)ps](y)| = 1. Sendo assim,
ke + (1 — k)|« = 1. Uma vez que k é arbitrario, [¢;, ¢s] C Sy+, como queriamos.

A condicao restante pode ser certificada procedendo-se como na Proposicao 3.6. Aqui
precisamos construir fungoes um pouco mais complexas, ja que estamos lidando com o
conjunto C'([0,1]). Além disso, a nova discussao pode ser mais longa, pois em Ext(By)
encontramos funcionais da forma +¢,; e do tipo £1);.

(b) Pelo Teorema do Valor Médio, se yo € Y e |yo(t) — yo(s)| > 1, ent@o ||yo|/max > 1. Por

essa razao,

lor — wsll« = sup  |y(t) —y(s)] <1, e, assim, H—% — s < 1.
[[9llmax<1 2 .

Logo, [+, —ps] nao esté contido na esfera de Y.

(c) Provaremos que [iy, 1] é uma aresta, pois o outro caso tem tratamento correlato.
Através de raciocinio semelhante ao do item (a), obtemos [i, 1] C Sy«. Nesse caso, a
fungao identidade em [0, 1] pode ser usada para mostrarmos que ||k + (1 — k)l > 1.
Mais uma vez, o resto da prova é analogo ao argumento construido na Proposicao 3.6. W
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3.4 Espaco C!([0,1]) com a norma da soma

Finalizamos o capitulo tratando o espago Z := (C'([0,1]),] - ||+), em que
Izll+ = llzlloe + 12l ¥ 2z € CY([0, 1))
Neste ultimo caso, nao seremos capazes de determinar Ext(Byz:). Todavia, conheceremos

alguns de seus elementos.

Dados t, s € [0,1], indicaremos por As; € por os; as fungoes definidas em Z por:
Asi(2) :=2'(s)+ 2(t) e os4(2):=2(s)—2(t) VzeZ
Além disso, designaremos: A := {£Xs;:s,t € [0,1]}, ¥ :={tos:t,s€ [0, 1]} e A:=AUX.

Comegaremos apresentando um lema.

Lema 3.13. A C S-.

Demonstracao. Claramente, A C Z*. Para confirmarmos que os elementos de A possuem

norma igual a 1, basta recorrermos a definigao de || - ||« é a funcao zy € Z de valor constante
1. [

Na prova do enunciado abaixo, empregamos um fato simples sobre desigualdades de
numeros reais: se a, b e k sdo nimeros reais tais que |a + b] < k e |a — b| < k, entao
la| + [b| < k. Essa propriedade pode ser verificada facilmente considerando-se quatro casos,

cada um correspondente a uma das possiveis combinacoes de sinais de a e de b.

Proposicao 3.14. Ext(Byz) C A.

Demonstracao. Considere as fungoes f e g definidas em [0, 1] x [0, 1] por:
f(s,t) :=Xsp e g(s,t) =044 Y (s,t) € [0,1] x [0,1].

Por juizo afim ao exibido na prova do Lema 1.10 (p. 89), concluimos que f e g Sa0 T,-
continuas. Logo, A e Y sdo 7,-compactos, implicando que A também o é. Agora, provaremos
que o fecho de conv(A) na topologia fraca-estrela é igual a Bz«. Inicialmente, note que
conv(A) C By, pelo lema acima. Mais ainda, ja que Bz« é T.-fechado, m* C By-.
Suponha que exista 6 € BZ*\W*. Entao, pelo Segundo Teorema de Separacao de
Hahn-Banach (p. 69), existe d,, € Z** tal que d,,(7) < 1 < 6,,(0) para qualquer v € A. Em
vista disso, dados t1,ts € [0,1], |25(t1) + 20(t2)| < 1 e |z(t1) — z0(t2)| < 1. Dessa maneira,
|20(t1)] + |20(t2)] < 1. Tomando o supremo, encontramos ||2]l+ = ||20|oc + [|2h]]cc <1 <
0(zp). Todavia,

|z0l|+ = sup [y(z0)| > 0(20)
Iyl <1

e, portanto, temos um absurdo. Assim, COHV(A)* = Byz«. Finalmente, pela Proposicao
2.13 (p. 106), obtemos Ext(Bz-) C A. |
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Infelizmente, nao sabemos se todo elemento de A é ponto extremo de Bz«. Entre-
tanto, veremos que existe um subconjunto “grande” de A contido em Ext(By«). Com isso

concluiremos nossa analise.

Teorema 3.15. Adote
A i={EtXs, s, €[0,1],s At} U{Los, : t,s € [0,1],t # s}.
Entao, A" C Ext(Byz+).

Demonstra¢ao. Em primeiro lugar, fixe a,b € [0,1] com a < b. Seja x : [0, 1] — R a fungao
cujo grafico é formado pelos segmentos de reta que ligam os pontos (0,0) a (a, q), (a,q)
a (b,0) e (b,0) a (1,—¢), em que ¢ = 1;4%2 e € > 0 sera determinado depois. A Figura 3.3
ilustra essa aplicagao.

Figura 3.3: A funcao z.

Além disso, considere a funcao z em [0, 1] dada por z(t) := fg z(u) du para cada
t € [0,1]. Claramente, t = b é o tinico ponto de maximo absoluto de z e u = a é 0 tnico
ponto de mdximo absoluto de 2’. Escolha € € (0, ¢) pequeno o suficiente para que z(1) > 0.

Note que z € Z e que
bq 2

b
7
5 " hr2 bhre

’

isto é, z € Sy.
Prosseguindo, seja H := {y € Z* : y(z) = 1}. Uma vez que H = §;'({1}), H ¢é
Ty-fechado. Logo, H N By« é 1,-compacto. Em adicao,
bg

Aap(2) = 2'(a) + z(b) = ¢ + 5 = 1.

Dai, A\, € H N Bz+, o que mostra que a intersecao nao ¢ o conjunto vazio. Em seguida,
afirmamos que A, ¢ o tnico elemento de A que pertence a H N Bz-. Realmente, selecione
s,t € [0, 1] de modo aleatério. Admita que Ay € HNByz«. Entao, A, (z) = 2/(s) +2(t) = L.

Por inspecao, vemos facilmente que devemos ter s = a e t = b. Agora, note que
2(s)+2(t) > —e+2(1) > —e > —¢ > —1.

Portanto, —Ag:(z) # 1, ou seja, —As¢ & H N Bz«. Também, o,,(2) = 2'(s) — 2(t) < ¢ < 1,
de onde obtemos o,y ¢ H N Byz«. Além do mais,

b b
_O's,t(Z> = —z/(s) + Z(t) > —€ — Eq > —q — Eq =1,
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mostrando que —os; € H N Bz«. Encerramos, assim, a prova da afirmacao.

Por argumento similar ao usado para o Teorema 3.2 e pela proposicao anterior,
conseguimos Ext(H NByz) C Ext(Bz«) C A. Em consequéncia, \,; € Ext(Bz«), quaisquer
que sejam a, b € [0, 1] distintos. Ponderando de forma semelhante com a funcao w : [0, 1] —
R dada por w(t) := z(1 —t) V t € [0, 1], revelamos que o, € Ext(Bz«), em que a,b € [0, 1]
¢ a # b. Por simetria, concluimos que A" C Ext(Bgz-). [






Capitulo 4

Aplicacao 2: O Teorema de
Banach-Stone

Neste capitulo usaremos a teoria de pontos extremos para lucrarmos um resultado
cldssico da Andlise Funcional. Comeg¢amos com um enunciado que envolve a no¢ao de separar

um ponto de um conjunto.

Proposicao 4.1. Considere um R-espaco normado Ve A C V* um conjunto convexo e
Te-fechado. Se f € V*\ A, entdo existe v € V tal que f(v) > sup{g(v) : g € A}.

Demonstracao. Porquanto V*\ A é T,-aberto, existe uma vizinhanca U de 0 na topologia
fraca-estrela tal que (f+U)NA = (. Sendo (V*, 7,.) um espaco localmente convexo, podemos
supor que U é uma vizinhanga convexa de zero e escrever U = {g € V* : |g(v;)| < ¢, i € [n]}
para certos vy,...,v, € V e e > 0.

Pela simetria de U, f ¢ A+ U. Também, A 4+ U é aberto na topologia fraca-estrela,
conforme garante a Observacao 0.75 (p. 38). Decorre disso que A+ U é aberto na topologia
forte. Em adigdo, A+ U é convexo. Entao, pelo Coroldrio 0.225 (p. 80), existe v € V** tal

que

v(f) > hsggU{’v(h)} > Egg{v(g)}- (4.1)

Afirmamos que v = 4, para algum v € V. De fato, fixe g9 € A. Indique C :=
sup{y(h)}. De (4.1), decorre que
helU

v(f) > ilelg{v(h +9)} > v(9) + C.
heU

Portanto, C' € R. Agora, seja p € ﬂ Ker(d,,). Nesse caso, tp € U para todo t > 0. Segue

=1

que v(tp) < C, ou seja, y(p) < % De modo afim, y(—p) < % para cada t > 0. Logo,
v(p) = 0. Assim, conforme o Lema 0.217 (p. 75), existem escalares ki, ..., k, tais que:
v = Zki&]i =90,, comuv= Zkivi,
i=1 i=1
o que prova a afirmagao. Consequentemente, o resultado segue por (4.1). [

121
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Nossa tltima etapa de preparacao para o Teorema de Banach-Stone! envolve resultados
relacionados ao conceito de variedade suporte. Antes de conhecé-lo, apresentamos um outro

elemento.

Definicao 4.2 (Subespago afim). Seja V' um R-espago vetorial e A C V. Dizemos

que A é um subespaco afim de V' se existem um vetor v € V. e um subespaco S C'V tais

que A=v+8S.
Observagao 4.3. Todo subespaco afim é um conjunto convexo. A verificacao é direta.

Prosseguimos exibindo uma propriedade elementar sobre subespacos afins.

Lema 4.4. Considere um R-espago vetorial V' e uma familia {A; : 1 € I} de subespagos

afins de V. Nesse caso, ﬂAi € um subespago afim de V.
i€l

Demonstracao. Por hipdtese, para cada ¢ € I podemos escolher v; € V e S; C V subespaco

tais que A; = v; + 5;. Selecione u € ﬂAi. Dado 7 € I, tome s; € S; tal que u = v; + s;.
i€l
Afirmamos que A; = u + S; para cada i € I. De fato, se w € A;, existe r; € S; de

modo que w = v; +1r; = u+ (r; — s;) € u+ S;. Além do mais, dado r; € 5;, temos
u+r; =uv; + (s; +r;) € A;. Assim, a afirmagao estd comprovada.

Agora, mostraremos que ﬂ A = u—i—ﬂ S;. Desse modo, concluiremos a demonstragao,

iel i€l

pois a intersegao de subespagos é um subespago. Seja r = u+1y, com y € ﬂ S;. Decorre da
iel
afirmacao anterior que = € A; para todo i € I, isto é, x € m A;. Logo, u + ﬂ S; C m A;.
iel iel iel
Em seguida, tome x € ﬂ A;. Entao, para qualquer i € I existe t; € S; tal que
iel

Portanto, x € u + ﬂ S;. Por isso, ﬂAi Cu+ ﬂSi. |

i€l i€l i€l

Podemos, afinal, definir uma variedade suporte.

Defini¢ao 4.5 (Variedade suporte). Sejam V um R-espago vetorial, C C V um
convero e A um subespaco afim de V. A é uma variedade suporte para C se:

(a) ANC #0.

(b) [c1,¢2) CC e (e1,ca) NA# D implicam ey, c] C A.

Avangamos notando algumas conclusoes relativas ao conceito anterior.

!Marshall Harvey Stone (1903-1989), matemdtico americano. Contribuiu em reas como Andlise Real, Anélise
Funcional e Topologia.
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Lema 4.6. Seja C' um subconjunto convexo de um espaco normado V. Se H é uma
variedade suporte para C' tal que H N C = {v}, entdo v € Ext(C).

Demonstra¢ao. Suponha que v € Ext(C). Como v € C, segue que existem vy, vy € C
distintos tais que v = % Entao, ja que [vy,v5] € C, v € (v1,v9) N H e H é uma
variedade suporte para C, [v1,v5] € H. Assim, [v1,v2] € H N C, o que nao pode ocorrer,
pois HNC = {v}. Desse modo, v € Ext(C). |

Lema 4.7. Considere V' um espaco normado, C' C V* um convexo e 9, € V** nao nulo.

Também admita que exista o € C tal que sup d,(7y) = 6,(v0) = a. Entdo, H := ;' ({a})
yeC
€ uma variedade suporte para C.

Demonstracao. Em primeiro lugar, verificaremos que H é um subespago afim de V*. Tome
0 € V* tal que 0,(0) = 0(v) # 0, o que é possivel, porquanto 0, # 0. Em seguida, denote
Oy = ﬁ@. Afirmamos que H = 6y + Ker(d,). Realmente, dado 6y + k € 6y + Ker(4,),

temos:
50 (B0 + K) = 6,(60) + 6,(r) = 0u(B) = Bo(v) = %9@) ~a.

Logo, 0y + Ker(d,) C H. Agora, escolha v € H e faga pu := v — p. Uma vez que
du (1) = 6u(7) — 0u(bh) = a—a =0,

obtemos p € Ker(d,). Dai, v = 0y + p € 0y + Ker(d,). Concluimos, assim, a prova da
afirmacao.
Depois disso, repare que vy € H N C, garantindo que H N C # ().
Por fim, suponha que [y,0] C C e que exista t € (0,1) tal que ty+ (1 —t)0 € H.
Logo,
to, () + (1 = 1),(0) = a.

Portanto, d,[sy + (1 — s)0] = a,

Pela definigao de a, inferimos que 6,(v) = §,(0) = a.
qualquer que seja s € [0,1]. Por essa razao, [y,0] C H. Consequentemente, H é uma

variedade suporte para C'. |

Proposigao 4.8. Considere que V' seja um espaco normado e que K C V* seja convexo
e To-compacto. Se {A;}ier € uma cadeia de conjuntos T.-fechados e variedades suporte

para K, entdao ﬂ A; € uma variedade suporte para K.
iel

Demonstracao. De acordo com o Lema 4.4, ﬂ A; é um subespaco afim de V*. Adiante,
iel

(ﬂ Al-) NK=()AnNK)#0 (4.2)

i€l i€l

mostraremos que
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através do Lema 0.64 (p. 34). Como preparacao, afirmamos que, dado i € I, A; N K
é 1.-fechado. Com efeito, sendo K 7,-compacto, entao K é 7,-fechado. Logo, A; N K é
T-fechado. Agora, seja {iy,is,...,i,} C I. Dado que {A;}ic; é uma cadeia, podemos
supor que A;, C A;, C...C A, , de modo que (4;, NK) C (A, NK)C...C (A, NK).

Nesse caso, ﬂ(Aij NK)=A,NK # 0, j4 que A;, é uma variedade suporte para K.
j=1
Assim, como K é T,-compacto, o lema citado justifica (4.2).
Por 1ltimo, suponha que [y,0] C K e que exista ¢t € (0,1) tal que ty+(1—t)f € m A;.
il
Uma vez que cada A; é uma variedade suporte para K, [y, 0] C A; paratodo i € I. Portanto,
.01 €[ A n

el

O préximo passo rumo ao Teorema de Banach-Stone é a descrigao de Ext(Be(xy+), em
que K é um espago compacto e de Hausdorff. Ela ocorrera logo apés os dois enunciados

posteriores.

Lema 4.9. Seja K um espago compacto e de Hausdorff. Entdo:
(a) Dados a,b € K distintos, existe x € C(K) tal que x(a) # x(b).
(b) {0k : ke K},7) e ({—0k : k € K}, 7.) sao homeomorfos a K.

Demonstragao. (a) Sabemos, pelo Lema 0.70 (p. 35), que K é normal. Em adigao, do
Corolério 0.59 (p. 33) decorre que {a} e {b} sao fechados. Sendo assim, o Lema de Urysohn
(p. 35) garante que existe z € C(K) tal que z(a) # x(b), como querfamos.
(b) Defina pu: K — {0y : k € K} por: u(k) := 6 para cada k € K. Afirmamos que u é
injetiva. De fato, se p(a) = u(b), entdo, 6, = d. Assim, pelo item anterior, devemos ter
a = b. Por construcao, u é também sobrejetiva. Agora, mostraremos que j é T,-continua.
Seja (k;)ier uma rede em K convergindo para k € K. De acordo com a Proposigao 0.233 (p.
83), x(k;) — z(k) para todo = € C(K). Entdo, conforme o Lema 0.235 (p. 84), oz, — 6.
Logo, p é T.-continua. Finalmente, pela Proposigao 0.68 (p. 35), u é um homeomorfismo.
De modo similar verifica-se que ({—dy : k € K}, 7.) ~ K. |

Proposigao 4.10. Sejam V um espagco normado, C' C V* um conjunto convexo e Ty-
compacto e A C V* um 7,-fechado. Se A é uma variedade suporte para C, entdo A

contém algum ponto extremo de C.

Demonstracao. Indique por F a familia de todos os subconjuntos de A que sao 7,.-fechados
e variedades suporte para C. Por hipdtese, F # (). Considere uma cadeia {A;};c; em F.
Claramente, ﬂ A; é 1y-fechado. Além disso, a Proposicao 4.8 assegura-nos de que essa
iel
intersegao é uma variedade suporte para C'. Logo, ﬂ A; € F. Dessa maneira, toda cadeia
iel
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em F possui uma cota inferior. Entao, pelo Lema de Zorn (p. 24), existe um elemento
minimal M € F.

Em seguida, veremos que M N C' é um conjunto unitario. Primeiro, note que M N C'
é nao vazio, posto que M é uma variedade suporte para C. Agora, suponha que existam
T,72 € M N C distintos. Dali, existe v € V' tal que 71 (v) # y2(v). Assim, §,(71) # 0u(72)-
Uma vez que M N C' é 1,-compacto (pelo Lema 0.55, p. 32), existe § € M N C tal que

0,(0) = sup d,(7).
yeMNC

Observe que 9, é nao nulo, pois v # 0. Em adicao, M N C' é convexo, porque € a intersegao
de dois convexos. Logo, fixando a = d,(6), obtemos, aplicando o Lema 4.7, que §,*({a}) é
uma variedade suporte para M N C.

Adiante, conseguiremos uma contradicio ao descobrirmos que M’ := M N §;({a}) €
F e que M’ esta estritamente contido em M. Inicialmente, note que 6 € M’, garantindo
que M’ # (). Além disso, M' C A, obviamente. Também, M’ é 7,-fechado, pois é intersecao
de conjuntos 7,-fechados. Para concluirmos que M’ € F, resta-nos mostrar que M’ é uma
variedade suporte para C, o que faremos agora. Segundo o Lema 4.4, M’ é um subespaco

afim de V*. Em adigao,
M'NC=6"{a})yNn(MnNC)+#0,

ja que 6, '({a}) é uma variedade suporte para M N C. Em seguida, admita que [, 5] C C
e que (o, B) N M’ # (). Como M é uma variedade suporte para C, segue que [a, ] C M.
Assim, [o, ] ST M NC e (a,8) N6 ({a}) # 0. Unma vez que §;'({a}) é uma variedade
suporte para M N C, [a, 8] C §;*({a}). Do exposto, [a, 3] € M’. Por isso, M’ é uma
variedade suporte para C. Concluimos que M’ € F.

Finalmente, visto que d,(71) # 0,(72) e que M’ C 6, ({a}), M’ possui, no maximo,
um elemento de {7;,72}. Consequentemente, M’ estd estritamente contido em M, o que é
um absurdo, pois M é minimal em F. Dessa forma, M N C' é unitario. Logo, conforme o

Lema 4.6, M C A contém um ponto extremo de C', garantindo o resultado esperado. W

Proposigao 4.11. Seja K um espago compacto e de Hausdorff. Nesse caso, Ext(Be ()

Demonstragio. (C) Adote A := {0, : k € K} e A := conv(A) . Primeiramente,
afirmamos que A = Be(x)-. Com efeito, baseando-nos no Exemplo 0.175 (p. 61), vemos
que A C Beky«. Uma vez que Bek)- é convexa, conv(A) C Be(xy-. Aplicando o fecho
e observando o Teorema de Banach-Alaoglu (p. 76) e o Lema 0.58 (p. 33), obtemos
A C Beky-. Para a inclusao reversa, suponha que exista 6 € Bek)-\A. Logo, pela
Proposigao 4.1, existe x € C(K) tal que 6(z) > sup{7y(x) : 7 € A}. Note que = # 0. Além
do mais, como A é simétrico, sup{y(z) : v € A} = sup{|y(z)| : v € A}. Posto isso, adote
p = sup{|y(z)| : v € A}. Uma vez que x nao é o vetor nulo e A C A, segue que p > 0.

Em seguida, tome y := x/p. Entao, 6(y) = %G(SL’) > %p = 1. Em acréscimo,
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sup{[7(y)| : 7 € A} = }Dsup{w)r yeA}=1

Portanto,

lylloo = sup |y(k)| = sup [0k (y)| < sup|y(y)| = 1.
keK keK veA

Dai, 6(y) < 10(y)| < |19]] - [|yllo < 1-1 =1, 0 que é uma contradi¢ao, ja que haviamos
obtido (y) > 1. Concluimos que B¢k~ C A.
Justificada a afirmacao, observamos, mediante o Lema 4.9, que

A:{ékikGK}U{—ékikeK}

é compacto na topologia fraca-estrela. Logo, A é fechado em 7,. Assim, aplicando a
Proposicao 2.13 (p. 106), descobrimos que Ext(Be(k)«) C {%0; : k € K}.

(D) Fixe ko € K e considere a familia A4 de todas as vizinhangas de ky. Segundo o Lema
de Urysohn (p. 35), dado U € A, existe xy € Bek) tal que zy se anula em K\U e
xy (ko) = 1.

Alegamos que Hy := {y € C(K)* : yv(zy) = 1} é uma variedade suporte de Be(x)-.
Primeiramente, verificaremos que Hy é um subespago afim de C(K)*. Para isso, comegamos
escolhendo p € C(K)* nao nulo tal que p(zy) = 1, o que é possivel segundo a Observagao
0.187 (p. 65). Nesse caso, obtemos H = 0,.'({1}) = 0,1 ({0}) + p. Uma vez que o} ({0}) é
um subespago de C(K)*, concluimos que Hy é um subespago afim de C(K)*.

Em acréscimo, 0x, € Hy N Be(ky», de modo que Hy N Beky # 0. Além disso, admita
que existam [y,0] C Beky- e t € (0, 1) tais que ty+ (1 —t)0 € HU. Visto que v € Be(x)-,

Y(w) < y(ao)l < [l - llzvlle < 1.
De modo correlato, 0(zy) < 1. Se y(zy) < 1, entdo
L= [ty + (1= 00)(z0) = ty(zw) + (1= D0(p) < t+(1—) = 1,

um absurdo. Logo, v(zy) = 1. Analogamente, 6(x;) = 1. Assim, para todo s € [0, 1],
sy(zy) + (1 — s)f(xy) = 1. Portanto [y,0] C Hy e a alegacao esta provada. Em adigao,
Hy =0, ({1}) é 7-fechado.

Posteriormente, defina H := ﬂ Hy. Mostraremos que H é uma variedade suporte

UeA
para Be(k)«. Do Lema 4.4 decorre que H ¢é um subespaco afim de C(K)*. Ainda, 0z, €

H N Be(ky, revelando que a interse¢ao nao é nula. Finalmente, suponha que existam
[7,0] C Beky- et € (0,1) tais que ty+ (1 —¢)§ € H. Entao, ty+ (1 — t)§ € Hy para
cada U € A. Assim, observando os paragrafos anteriores, concluimos que, dado U € A,
[v,0] € Hy. Porisso, [y,0] € H e H é uma variedade suporte para Be(k)-. Em acréscimo,
H é fechado na topologia fraca-estrela, visto que é interse¢ao de conjuntos 7,-fechados.
Nesse caso, a proposicao precedente garante que H contém algum ponto extremo de Beky«.
Por essa razao, H N {+d, : k € K} # 0.

Afirmamos que H N {+d; : k € K\{ko}} = 0. Realmente, admita que §; € H, com
k # ko. Como K é um espaco de Hausdorff, existem abertos P 2 k e ) 5 ky disjuntos.
Temos xy (k) = dx(zy) = 1 para qualquer U € A, porquanto 0, € H. Em particular,

zg(k) = dk(zg) = 1. Todavia, por construgao, zo é nula em K\Q e, logo, zo(k) = 0.
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Devido a essa contradicao, oy ¢ H quando k # ky. Além do mais, visto que H é um
subespago, —d, € H se k # k.
Decorre da afirmacao que o conjunto {0y, } contém algum ponto extremo de Be(fys.

Por simetria e pelo fato de kq ter sido escolhido arbitrariamente, concluimos que

{:i:ék ke K} - EXt(Bc(K)*).

Resta-nos observar apenas um resultado simples.

Lema 4.12. Sejam V e W espacos normados, T : V — W uma bijecao linear e C CV
um convezo. Entao, T[Ext(C)] = Ext[T(C)].

Demonstra¢ao. Primeiramente, mostraremos que T[Ext(C)] C Ext[T(C)]. Escolha w €
W\ Ext[T(C)]. Se w € T(C'), obtemos imediatamente que w ¢ T[Ext(C)]. Caso contrério,

existem z,y € T'(C) distintos tais que w = ¥, Sejam = = T'(a) e y = T'(b). Porquanto
T ¢ injetiva e linear, vemos que w = T(‘%b) nao ¢é imagem de um ponto extremo de C.
Dai, w ¢ T[Ext(C)]. Provamos, dessa forma, que W\ Ext[T(C)] C W\T[Ext(C)], o que
garante a inclusao inicial.

Por fim, revelaremos que W\T[Ext(C)] C W\ Ext[T(C)] para completar a prova.

Selecione w € W\T[Ext(C)]. Caso w ¢ T(C), entao w ¢ Ext[T(C)]. Do contrario, w é

imagem de um ponto em C'\ Ext(C'). Logo, w = T(C‘T“’)7 em que a e b sdo pontos distintos
de C. Dado que T ¢ linear e injetiva, concluimos que w = w nao é ponto extremo
de T(C). [

Finalmente, possuimos todas as disposi¢oes necessarias para obtermos o teorema
aguardado.

Teorema 4.13 (Banach, Stone). Sejam K e L espagos compactos e de Hausdorff.

Entdo, K e L sao homeomorfos se, e somente se, existe uma isometria linear e bijetiva

de C(K) em C(L).

Demonstracao. (=-) Suponha que h : K — L seja um homeomorfismo. Defina 7 : C(K) —
C(L) por T(z) :=xoh !, V2 € C(K). Uma vez que h é uma bijecao, segue que, para
cada z € C(K),

IT(@)lloe = llz © A~ [l = sup [(z 0 A7) (1)] = sup |z (k)| = ||
leL keK

Logo, T' é uma isometria. Claramente, T é também linear. Resta-nos mostrar que 7' é
sobrejetiva. Com efeito, tome y € C(L). Assim, yo h € C(K) e T(y o h) = y. Portanto, T'
¢ uma isometria linear e bijetiva, como queriamos.

(<=) Suponha que T': C(K) — C(L) seja uma isometria linear e bijetiva. De acordo com
o Lema 0.200 (p. 70), T* é uma isometria linear e bijetiva. Aplicando sucessivamente o

Lema 4.12, o fato de T* ser isometria bijetiva e a Proposicao 4.11, conseguimos:
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T*[EXt(BC(L)*)] = EXt[T*(Bc(L)*)] = EXt(Bc(K)*) = {iék}keK
Pela mesma proposicao, Ext(Be(r)+) = {£6 }ier. Por tudo isso, T*[{£8 }ier] = {£0k }rex-

Posto que T* é uma bijecao, para cada | € L existem um unico h(l) € K e um
tnico (1) € {—1,1} tais que 7%(6;) = €(I)dnq). Definimos, assim, funcoes h : L — K e
e: L =R

Afirmamos que € é continua. De fato, seja (l,) uma rede em L tal que I, — [ € L.
Pela Proposigao 0.233 (p. 83), z(l,) — z(l) para todo z € C(L). Entao, d;, () — §;(x) para
cada x € C(L). Sendo assim, conforme o Lema 0.235 (p. 84), 6, — &;. Depois disso, recorde
que T* é T,-T,-continua, segundo a Proposicdo 0.236 (p. 84). Portanto, T%(&;,) — T*(6;),
isto ¢, £(1,)0n,) — €(1)dn@y. Logo, novamente pelo Lema 0.235, &(1,)nu,) (2)—(1)dnay(z)
para qualquer x € C(K). Em particular, quando = é a fungao constante de valor 1, temos
g(ly) — e(l). Assim, € é continua.

Por fim, provaremos que h é um homeomorfismo. Para garantir que h é injetiva,
suponha que h(l) = h(m). Afirmamos que, nesse caso, £(I) = e(m). Com efeito, se
e(l) # e(m), T*(0;) + T*(0,,) = 0. Entao, j& que T™ é linear e injetiva, temos ; + 0, = 0.
Portanto, x(l) + z(m) = 0 para todo = € C(K), o que nao ocorre. Desse modo, quando
h(l) = h(m), e(l) = e(m) e, nesse caso, T*(6;) = T*(,,). Usando novamente a injetividade
de T, revelamos que ¢; = 6,,. Consequentemente, [ = m.

Em seguida, tome k € K. Temos que 5, € Ext(Bek)) = T*[Ext(Be(r)«)]. Porquanto
T* é uma bijecao, existe um tnico [ € L tal que 6, = T*(£0;) = €(1)dp). Por essa razao,
Or(z) = e()dn)(x), qualquer que seja x € C(K). Tomando = de imagem {1}, descobrimos
que £(I) = 1. Assim, 6, = d5(). Consequentemente, k = h(l) e h é sobrejetiva.

Agora, veremos que h é continua. Admita que (I,) seja uma rede em L tal que [, — .
Nesse caso, jé sabemos que €(l,)da,) — £(1)0nay € que €(l,) — (). Dai, a partir de certo
indice, £(I,) = €(l) e temos &y,,) — pa)- Resulta da prova do Lema 4.9 que h(l,) — h(l).
Em vista disso, h é continua.

Em conclusao, h é um homeomorfismo, pois é uma bijecao continua definida em um

compacto. [ |

Observagao 4.14. (a) Sejam K e L espagos compactos e considere que h : K — L seja
uma sobrejecao. Nessas condigoes, existe uma isometria linear de C(L) em C(K). Realmente,
considere T : C(L) — C(K) tal que, fixado y € C(L),

[T(W)(k) :=ylh(k)], VEkeK
Evidentemente, T é linear. Além do mais,
1T (W) lloe = sup y[h(k)]| = sup [y(1)] = [|y]l,
keK leL

qualquer que seja y € C(L). Por essa razao, T' é uma isometria.
(b) Considere os espagos K := [—1,1] e L := {(cosa,sena) : 0 < a < 27}, os quais sao
compactos e de Hausdorff. Em seguida, defina 7" : C(K) — C(L) tal que, fixado = € C(K),

[T(x)][(cos a, sen )] := x(cos a), V (cosa,sena) € L.
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Escolhido = € C(K), temos

1T (@)l = sup [T(@)](D)] = sup |x(cosa)| = [[z]|,

0<a<2m
uma vez que cos a percorre K quando « percorre o intervalo [0,27). Por isso, T é uma

isometria.
Agora, seja U : C(L) — C(K) em que, dado y € C(L),

[Uy)](k) == y(e™ ™), VEeK.
Assim, para qualquer y € C(L),
U (1) ]|oo = sup |[[U(m)](k)] = sup |y(em*+D)| = sup [y(1)] = [|y]|oo-
keK keK leL

Logo, U também ¢é uma isometria. Em adigao, T e U sao claramente lineares. Por outro lado,

K e L nao sao homeomorfos, conforme o Exemplo 0.67 (p. 34).
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Apéndice B
Fotos dos matematicos citados no texto

Se tivemos a oportunidade de apresentar nossas modestas consideracoes a teoria dos
pontos extremos em espagos de Banach, devemos tudo aos grandes cientistas que nos
precederam. Os matematicos ilustrados logo abaixo sao citados no texto. Nao conseguimos

as fotos de Leonidas Alaoglu, David Pinhusovich Milman e de Billy James Pettis.

As fontes das imagens sdo apresentadas posteriormente. Os sites foram acessados no dia

18 de Junho de 2019. Alteramos as imagens apenas por meio de cortes e redimensionamentos.

1\

Figura B.1: Andrey Figura B.2: Augustin-Louis Figura B.3: Bernardus Placidus
Nikolayevich Tikhonov Cauchy (1789-1857) J. N. G. Bolzano (1781-1848)
(1906-1993)

Figura B.4: Félix Edouard Figura B.5: Felix Hausdorff Figura B.6: Georg Ferdinand

Justin Emile Borel (1871-1956) (1868-1942) Ludwig Philipp Cantor
(1845-1918)
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Figura B.7: Hans Hahn Figura B.8: Heinrich Eduard Figura B.9: Henri Léon
(1879-1934) Heine (1821-1881) Lebesgue (1875-1941)

3
Figura B.10: Herman Heine Figura B.11: Hermann Figura B.12: James Waddell
Goldstine (1913-2004) Minkowski (1864-1909) Alexander IT (1888-1971)

Figura B.13: Jean-Gaston Figura B.14: Karl Theodor Figura B.15: Mark Krein
Darboux (1842-1917) Wilhelm Weierstrass (1815-1897) (1907-1989)

Figura B.16: Marshall Harvey Figura B.17: Max August Zorn Figura B.18: Michel Rolle
Stone (1903-1989) (1906-1993) (1652-1719)



Figura B.19: Pavel Samuilovich
Urysohn (1898-1924)
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Figura B.21: Stefan Banach
(1892-1945)

Figura B.20: René-Louis Baire
(1874-1932)

Figura B.22: Wiladystaw Hugo
Dionizy Steinhaus (1887-1972)

Fontes das figuras
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