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RESUMO

Seja [y um corpo finito com g elementos. Neste trabalho serdo abordados essencialmente
dois tipos de problemas sobre polinémios irredutiveis. O primeiro é a construcéo de po-
linémios irredutiveis a partir da composicio de um polinémio irredutivel com o polindmio
x". Este é um problema particular de um problema mais geral sobre fatoracéo de polino-
mios irredutiveis, quando fazemos composicdo deste com um outro polindmio ao qual
conhecemos totalmente sua fatoracdo. Em particular, neste trabalho, impondo algumas
condi¢des sobre q, n, a ordem e o grau do polinémio f, encontramos uma fatoracéao de
f(x™), que pode ser implementada computacionalmente para determinar explicitamente
os fatores irredutiveis desta composicdo. Além disso, no processo também é determinada
uma férmula explicita do nimero de fatores irredutiveis. Este resultado generaliza os
resultados encontrados em [4], [29], [7] e [37].

Como consequéncia, no caso em que f(x) =x—1, o numero de fatores irredutiveis de
x" —1 é também o nimero de elementos normais da extensao [F,» sobre [,.

Na segunda parte do trabalho, restringimos nosso foco ao estudo de binémios irredu-
tiveis, pois existe um critério de irredutibilidade classico para este tipo de polinémio.
Este critério foi explorado por Heyman e Shparlinski em [17] para determinar cotas
superiores e inferiores para o nimero total de binomios sobre [, de grau limitado por
T, com T suficientemente grande. No trabalho deles, também sao encontradas cotas
superior e inferior para o nimero total de binémios de grau ¢ sobre os corpos [, quando
q esta limitado por uma constante @, mas achamos que este tipo de estimativa nao é
muito interessante, pois sdo contados objetos que pertencem a corpos com caracteristicas
distintas. Assim, nesta segunda parte sdo determinadas férmulas, que sdo assintoti-
camente corretas, para o nimero de bindmios irredutiveis sobre [, e de grau menor
que T, melhorando substancialmente o resultado de Heyman e Shparlinski. Também
sao encontradas formulas para cotas superior e inferior que séo validas para valores
pequenos de T'.

Palavras Chaves: polindmios irredutiveis, polindmios ciclotomicos e corpos finitos.
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ABSTRACT

Let [, be a finite field with g elements. In this thesis, we focus on two types of problems
about irreducible polynomials. The first one is the construction of irreducible polynomials
from the composition of an irreducible polynomial with the polynomial x". This is a par-
ticular case of a more general problem about finding irreducible polynomial factorization,
when it composes f(x) with another polynomial to which its factorization is complete
known. In particular, imposing some conditions on g, n, the order and the degree of the
polynomial f, we find a procedure, which can be computationally implemented in order
to determine explicitly the irreducible factors of this composition f(x"). In addition, an
explicit formula for the number of irreducible factors is determined in the process. This
result generalizes the results found in [4], [29], [7] and [37].
Consequently, in the case when f(x) = x — 1, the number of irreducible factors of x” —1 is
also the number of normal elements of the extension Fy» over [Fy.
In the second part this these, we restringe our study to irreducible binomials, because
there is a classic irreducibility criterion for this type of polynomial. This criterion was
explored by Heyman and Shparlinski in [17] to find upper and lower bounds for the total
number of binomials over [, with degree ¢t < T, where T is large enough. In their work,
they also find upper and lower bounds for the total number of irreducible binomials of
degree t over the field [, when q is limited by a constant @, but we think that this type
of estimate is not very interesting because they count objects that are belong fields with
different characteristics. Thus, in this second part, we determine formulas, which are
asymptotically correct, for the number of irreducible binomials over F, and degree less
than 7. This formulas substantially improves the result of Heyman and Shparlinski.
Also found formulas for upper and lower bounds that are valid for small values of T'.
Keywords: irreducible polynomials, cyclotomic polynomials, finite fields.
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INTRODUCAO

A fatoracdo de polindmios sobre corpos finitos desempenha um papel importante em
uma ampla variedade de situagoes tecnolégicas, entre elas podemos citar os codigos de
correcdo de erros assim como alguns sistemas criptograficos. Observamos que todo cédigo
ciclico linear de comprimento n pode ser representado por um ideal do anel ([;Z—[_xi), onde
F, € um corpo finito com g elementos. Além disso, todo ideal pode ser gerado por um
fator de x™ —1 em [, [x]. A fatoracdo x™ —1 quando n é uma poténcia de 2 suficientemente
grande e ¢ =1 (mod 4) é consequéncia direta do Teorema 3.35 em [26], e neste caso basta

2" 11, onde a = vo(g — 1). Os primeiros trabalhos

encontrar os fatores irredutiveis de x
sobre os fatores irredutiveis de x" + 1, onde n é um poténcia de 2 e ¢ =3 (mod 4), podem
ser encontrados em [4] e [29].

Em uma série de artigos posteriores, varios autores estudaram a fatoracéao de x2'm 1,
com m sobre uma familia bem restrita de valores tais como m poténcia de um primo que
divide g —1 ([12]) , m produto de dois primos que divide g — 1 ([25]). Nos trabalhos [7],
[8], os autores determinam totalmente a fatoracédo de x” — 1 quando todo divisor primo
de n divide g — 1. Neste caso os fatores irredutiveis sempre sdo binémios ou trindémios,
desta forma sao encontradas familias infinitas de binémios e trindmios irredutiveis.
Finalmente em [37], Wu, Yue e Fan consideram a fatoragdo deste mesmo polinémio no
caso que todo divisor primo de n divide ¢° — 1, onde s é um nimero primo.

Aplicacoes dos resultados anteriores podem ser encontrado em [24], onde os autores
determinam todos os cédigos ciclicos lineares minimais para uma familia infinita de
comprimento n, e em [31] onde o autor mostrar que se todo divisor primo de n divide
p(q — 1), entdo existe elemento £-normal de [F;» sobre [, para todo 1<%k <n.

Um dos objetivos deste trabalho é fornecer a fatoracao do polinémio f(x") onde f
é um polindémio irredutivel, impondo algumas condi¢des sobre a ordem e o grau de f,
que sao satisfeitas trivialmente no caso que f(x) = x — 1. Além disso, sdo encontradas
formulas explicitas em cada caso, para o numero de fatores irredutiveis de f(x"). Esta
formula é usada no C71orolario 2.21 para estimar a densidade minima de elementos

normais para uma familia infinita de extensdes do corpo .

1



TABELA DE CONTEUDO

Um segundo objetivo deste trabalho é estimar o nimero de binémios irredutiveis de
grau t <T. Este tipo de problema foi inicialmente estudado por Heyman e Shparlinski
em [17], onde os autores estimam em média o numero total de binémios irredutiveis em
termos de g ou ¢. A prova de seus resultados fazem uso de resultados fortes de teoria
analitica dos nimeros, principalmente resultados relativos a distribuicdo de nimeros
primos em progressoes aritméticas. Em nosso trabalho, fixado g, encontramos de forma
elementar cotas assintéticas exatas para o numero de bindmios irredutiveis de grau
menor ou igual a 7', assim como encontramos cotas superiores e inferiores no caso que 7'
seja relativamente pequeno.

Esta tese esta organizada da seguinte forma: No primeiro capitulo apresentamos uma
breve revisao de resultados conhecidos que serao necessarios para o desenvolvimento do
nosso trabalho.

No segundo capitulo, considerando f € F,[x] um polinémio irredutivel de grau &,
ordem ¢ e impondo algumas condi¢oes sobre n que tornam o polindmio f(x") reduti-
vel, discutimos a fatoracéo de f(x") sobre [F,. As condi¢des impostas sobre n sdo uma
generalizacdo das condi¢des imposta pelos autores em [7] e [37].

No terceiro capitulo, obtemos a ordem "exata'"para ordem média do nimero de bino-

mios irredutiveis da forma x!

—a com a € F; em Fy4[x] quando limitamos o valor de ¢.
Este resultado melhora o resultado apresentado por Heyman e Shparlinski em [17]. Em
particular, é mostrado que o numero de bindmios de grau menor que 7', se comporta
assintoticamente com a funcédo C(logT)?, onde C é uma constande adequada e s é o
numero de divisores primos de qT_l, se ¢ =3 (mod 4), e o nimero de divisores primos de
g — 1 em outro caso (Corolario 3.8 pagina 53). Por fim, fornecemos uma cota inferior e
superior para o nimero de binémios irredutiveis quando 7 néo é necessariamente um

numero muito grande.



CAPITULO

PRELIMINARES

Neste capitulo, apresentaremos alguns fatos relevantes sobre a teoria de corpos finitos,
isto é, um corpo com um numero finito de elementos. Tais resultados serdo necessarios
no desenvolvimento dos capitulos posteriores. Devido a maioria desses resultados serem
conhecidos, muitos deles serdo apresentados aqui sem demonstracéo. Para um estudo
mais aprofudando destes resultados o leitor pode consultar o livro de Lidl e Niederreiter

[26], que € principal referéncia deste capitulo.

1.1 Caracterizacao de Corpos Finitos

Neste trabalho, p sempre denotara um nimero primo. E conhecido que o anel dos inteiros
modulo n é um corpo se, e somente se, n € um numero primo. Neste caso o anel de classes
Z, é um corpo que também sera denotado por [,. Dados dois corpos finitos L e K com
q elementos, sera mostrado que eles sdo isomorfos (Observacéo 1.5), o que nos permite
denotar tais corpos por [F,.

Seja K um corpo que contém o corpo [,. Ignorando a estrutura multiplicativa de K,

podemos olhar para K como um F,-espaco vetorial de dimensé&o finita. De fato:

Teorema 1.1. Seja K um corpo finito e F; um subcorpo de K contendo q elementos. Entdo

K possui ™ elementos, onde m é a dimensdo do espaco vetorial K sobre [F,.

Observacao 1.2. Denotaremos a dimensdo do espaco vetorial K sobre o corpo [ por
[K:F]



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Um invariante fundamental dos corpos finitos é sua caracteristica.

Definicao 1.3. A caracteristica de um corpo K é o menor inteiro positivo n tal que n-a =0

para cada a € K. Quando este n ndo existir, dizemos que a caracteristica do corpo é zero.

E possivel mostrar, a partir da minimalidade da caracteristica de um corpo, que ela
ou é um nuimero primo ou é zero e portanto, se p é a caracteristica do corpo finito [, e

a,b € F, sdo elementos arbitrarios entéo
n n n
(a+b)Y =aP +b? .

Seja f(x) € F[x] um polinémio n&o constante e b € F seu coeficiente lider. Chamamos de
corpo de decomposicéo do polinémio f(x), o menor corpo K que contém [ tal que existem

elementos a1,a9, -+, a, € K satisfazendo
fx)=bx—a)(x—az) - (x—ap).

O corpo de decomposicdo de um polinémio sempre existe e é inico a menos de
isomorfismo ([26], Teorema 1.91).

Seja K um corpo com g elementos e caracteristica p. Se 1 € K é o elemento neutro com
respeito a multiplicacdo entéao o conjunto {0,1,2-1,---,(p —1)-1} forma um corpo contido
em K. Este corpo é chamado de subcorpo primo de K, que é o menor corpo contido em K.

Se a ordem do corpo finito ndo é um numero primo entéo, essa ordem é necessaria-

mente uma poténcia de um primo, mais especificamente temos o seguinte resultado

Teorema 1.4. Existem corpos de ordem q se, e somente se, q é uma poténcia de primo.

Demonstracio. Seja [, um corpo com g elementos, entdo [, possui caracteristica prima
p. Tomando E um subcorpo primo de [, temos que E é isomorfo ao corpo Z,, portanto
contém p elementos e segue do Teorema 1.1 que g = p”, onde n =[F, : E].
Reciprocamente, tomemos q¢ = p” e consideremos F' o corpo de decomposicdo do
polindmio f(x) =x?—x € Fp,[x]. Como f ‘@)=-1o0 polindmio f possui g raizes distintas,
Teoremal.7. Seja S = {a € F;a? —a = 0} o conjunto cujos os elementos sdo raizes do

polindomio f. Observemos que
* 0,18
* Para quaisquer a,b € S temos que (¢ —b)? =a?—-b%=a—-blogo,a—-beS

* Para quaisquer a,b € S com b # 0 temos que (ab 1?7 =a?b 7 =ab~ ! 0 que implica

queableS.



1.2. RAIZES E POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

Portanto, S é um subcorpo de F. Por outro lado, S contém todas as raizes de f assim,

F =8 ou seja F' é um corpo finito com g elementos. |

Observacao 1.5. Segue da prova do resultado anterior que, a menos de isomorfismo um
corpo finito com q elementos é tinico, pois este é o corpo de decomposi¢do do polinémio

x9 —x.

Como [, é o corpo de decomposi¢do do polinémio x? —x, temos que se a € [, entdo
a? = a. No caso que a # 0 segue que a9~ =1, isto 6, (Fg,*) é um grupo multiplicativo com

q — 1 elementos. Pode ser mostrado que este grupo é ciclico ([26], Teorema 2.8).

1.2 Raizes e Polinomios Irredutiveis

Seja F um corpo qualquer e f(x) € F[x] um polinémio nao constante. Dizemos que f(x)
é irredutivel sobre [ se néo é possivel escrevé-lo como produto de dois polinémios néo

constantes.

Definicao 1.6. Seja a € F uma raiz do polinémio f € Flx] e k um inteiro positivo. Dizemos
que a é uma raiz de multiplicidade k do polinémio f(x), se f(x) é divisivel por (x — a)k,

)k+1

mas ndo é divisivel por (x —a)*"*. No caso k =1, a raiz a é chamada de raiz simples e se

k =2 dizemos que a raiz a é uma raiz miltipla.
A caracterizacao de raiz multipla é dada pelo seguinte resultado.

Teorema 1.7. Um elemento a € F ¢ uma raiz miltipla de f € Flx] se, e somente se, é raiz

dos polinémio f(x) e da sua derivada f (x).

Seja F um subcorpo de K, f(x) € Flx] e a € K. Se a é raiz do polindmio f(x), isto é,
f(a) =0 dizemos que a é algébrico sobre o corpo F. Quando cada elemento de K é algébrico
sobre [ dizemos que K é uma extensao algébrica de F.

Suponhamos que @ € K é algébrico sobre F e consideremos o conjunto
J ={f e Flx]; f(a)=0}.

Notemos que J é um ideal de F[x] e sendo a € K algébrico sobre F temos que J # (0).
Como todo ideal de F[x] é principal, existe um tinico polinémio ménico g(x) € F[x] tal que
J = (g(x)). Observe que o polinomio g(x) é irredutivel sobre F[x], pois se g(x) = h1(x)ha(x)
com 1 < gr(hi(x)) < gr(g(x)), (i =1,2) entdo 0 = g(a) = hi(a)ho(a) o que implica que
hi(a)=0ou ho(a) =0, logo A1 € J ou ho € J e consequentemente h1 =g.f1ouhgo=g.f2 0

que é impossivel. Portanto g(x) o gerador do ideal J é um polinémio irredutivel.

5



CAPITULO 1. PRELIMINARES

Definicao 1.8. O unico polinémio ménico que gera o ideal J ={f € Flx]; f(a) =0} de F[x] é
chamado de polinémio minimal de a sobre [F, e como mostrado anteriormente, o polinémio

minimal é irredutivel.

Observacao 1.9. Seja a € K algébrico sobre [ e g(x) seu polinémio minimal. Para

f(x) € Flx] temos que
f(a) =0 se, e somente se, g(x) divide f(x).
Segue da definicdo de polindmio minimal e da observacéo acima que

Proposition 1.10. Seja f(x) € Fylx] um polinémio irredutivel sobre o corpo finito F; e
uma raiz de f(x) em alguma extensdo do corpo Fy. Entdo para um polinémio h(x) € F4[x]

temos que h(a) =0 se, e somente se, f(x) divide h(x).

. A . . . F .
Seja f € Fplx] um polinémio irredutivel sobre [, de grau n, entao f}f] é um corpo

com g = p" elementos. Desta forma, polinémios irredutiveis de mesmo grau fornecem
representacoes isomorfas do mesmo corpo. Assim, encontrar polindmios irredutiveis
com algumas caracteristicas especiais como, por exemplo, poucos mondmios distintos
de zero, dario representacoes computacionamente mais simples. A existéncia deste tipo
de polinomios irredutiveis com caracteristicas especiais explica o interesse de muitos

pesquisadores em questoes envolvendo polindomios irredutiveis.

Exemplo 1.11. Seja F1; um corpo com onze elementos. Seja f(x) = x% —a € Fy1[x] um
polinémio onde a € F}, é um gerador do grupo ciclico F},. Observemos que f(x) é irredutivel
em F11lx], pois do contrdrio teriamos a seguinte fatoracdo, (x — b)(x + b) sobre F11, com
belFi1 e b2 =a o que implica que b1° = (b2)12_0 —a? = 1, absurdo uma vez que a gera o

grupo multiplicativo F},. Tomando

_ Fulx]
" (x2-a)

pode se verificar que K é um anel comutativo com unidade. Afirmamos que K é um

2 _a é irredutivel sobre F11 temos que

corpo. De fato, tomemos g(x) € K\ {0}, como x
mdec(g(x),x2—a) = 1 e segue do Teorema de Bézout que existem h1(x), hao(x) € F11[x] tais que
hi(x)g(x) + ho(x)(x2—a) = 1. Logo h1(x)g(x)+ho(x)(x2 —a) = h1(x)g(x) = 1 em K. Assim,

hi(x)= g(x)_l, ou seja, todo elemento de K \ {0} admite inverso. Portanto, K é um corpo.

Como os elementos de K sdo da forma ax +b com a,b € F11 temos que K é um corpo com
112 = 121 elementos.



1.2. RAIZES E POLINOMIOS IRREDUTIVEIS

o ~ . - 2
Definicéao 1.12. Seja Fy» uma extensdo do corpo Fy e a € Fgn. Os elementos a,a?,a? ,---, a9

sdo chamados conjugados de a com respeito a [Fy.

Agora, expomos um resultado fundamental sobre polinémios irredutiveis cuja sua

importancia ficara clara no decorrer do trabalho.

Teorema 1.13. Se f € Fy[x] é um polinémio irredutivel de grau n, entdo f possui uma
raiz a € Fgn; além disso, todas as raizes de f sdo simples e dadas pelos n elementos

. . 2 n-1
distintos a,a?,a? ,---,a?  de Fyn.

Segue do resultado acima que cada extenséo finita F,» de um corpo finito F, é uma
extensao normal e além disso, como cada polinémio irredutivel sobre um corpo finito
possui apenas raizes simples, temos que cada corpo finito é um corpo perfeito.

Seja a € Fgn. Quando a,a?, an, . ,aqn_l sdo linearmente indepedentes sobre [y, isto
é, quando o conjunto B = {a,aq,an,--- ,aqnfl} constituido de todos os conjugados de
a € Fgn forma uma base para [F,» sobre [y, dizemos que B é uma base normal e a € Fyn é
chamado elemento normal sobre [,.

Observemos que em geral as raizes do polinomio irredutivel ndo sdo necessariamente

linearmente independentes sobre [F,, como pode ser visto no seguinte exemplo.

Exemplo 1.14. Seja a uma raiz do polinémio f(x) = x* +x+ 1 € Folx]. Como f(x) é

irredutivel sobre Fo temos que a € Fy4 e as demais raizes sdo os conjungados de a, isto é,

az, a4:a:+1, a®=a+1.

2 4

8=—a+a?+(a+1)+(a®+1)=0em Fy temos que {a,a?,a*,a’}

Uma vez que, a+a’+a*+a

ndo sdo linearmente independentes.

Teorema 1.15. Um conjungado de a € F; com respeito a qualquer subcorpo de [y possui

a mesma ordem de a no grupo multiplicativo Fy.
Consideremos a extenséo F4» do corpo finito [, e definimos a aplicacéo

g q . [Fqn — I]:q”
a — af.
Note que 0, é um morfismo de corpos sobre F,; o qual chamamos de automorfismo de

Frobenius de Fy» sobre F,. Em outras palavras, o automorfismo de Frobenius de Fy»

sobre [F; é um automorfismo de F4» que fixa os elementos de [F,.

7
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De igual forma, por abuso de nota¢éo denotaremos por o, 0 automorfismo sobre o anel
de polindmios F,[x], onde aplicamos o automorfismo de Frobenius sobre os coeficientes

de f(x), isto é, se
f)=ap+ai1(x)+ - +apx" €Fynlx] entdo o4(f(x)) =04(ag) +04(a)x+---+04(a,)x"

O teorema seguinte mostra que existe uma relacéo entre os conjugados de a € Fyn e

os automorfismos de F4» sobre [F,,.

Teorema 1.16. Os automorfismos distintos de Fyn sobre [y sdo exatamente as aplicacdes

0 1 -1 : J _q .
aq,aq,---,ag definidas por og(a) = a? para a€FgneO0<j<n-1

Seja T uma transformacéo linear em um espacgo vetorial V de dimensao finita sobre
m

um corpo arbitrario F. Recordemos que um polinémio f(x) = Z aix' € Flx] é aniquilado
=1
pela transformacao linear T se

aol +a1T+--+a, T" =0,

onde I é a transformacao identidade. O polinémio moénico de menor grau que aniquila
T é chamado de polindmio minimal de 7. Em particular, o polinémio minimal da trans-
formacao linear T' divide o polinémio caracteristico g(x) da transformacéo linear T o
qual é dado por g(x) = det(xI — T') cujo grau é igual a dimensao do espaco vetorial V
sobre o corpo F. Recordemos ainda que, um vetor v € V é dito um vetor ciclico para a
transformacao linear 7' quando os vetores T*(v) para k =0,1,... geram o espaco vetorial

V. E conhecido o seguinte resultado.

Teorema 1.17. Seja V um espaco vetorial de dimensdo finita e T :V — V um operador
linear. Entdo T possui um vetor ciclico se, e somente se, os polinémios caracteristico e

minimal para T sdo iguais.

Da definicdo de o, temos que 0, é uma transformacao linear do espaco vetorial de

N ~ . ~ n .
dimensdo finita F4» sobre F,. Tomemos a € F4» entéo og(a) = a? =a. Assim oy —1=0
e o polindmio x" —1 é aniquilado por o,. Portanto, o polindmio minimal de o, divide

o polinomio x" — 1. Afirmamos que o polinémio minimal de o4 é o polinémio x" — 1. De
n—1
. . e A . _ i
fato, assumindo que existe um polinémio f(x) = Z a;o, €Fq4lx] de grau menor que n que
i=1
aniquila o, isto é,

n-1 .

l
Z a0, = 0,
=1

8
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entdo para qualquer a € Fy» temos que

n-1 . n-1 ;
0= Zaiaﬁl a= Zalqu
=1 1=
n—1 ;
Logo, o polinémio F(x) = Z a;x? possui g" raizes, o que é impossivel uma vez que grau
i=1

de F(x) é menor ou igual a ¢”~ 1. Portanto o polinémio de menor grau que aniquila oqé
o polinémio x" — 1, ou seja, x* — 1 é o polinémio minimal da transformacéo linear oy e,
sendo o polindmio caracteristico um polinémio monico de grau n que divide o polinémio
minimal, ele coincide com o polindmio x"” — 1. Segue do Teorema 1.17 que existe um
a € Fgn tal que a,aq(a),ag(a),...,G’ql_l(a) gera o corpo F4» e portanto forma uma base
para [Fg» sobre F,. Como esta base consiste de a € F,» e seus conjugados, temos que

a € Fgn é um elemento normal e temos o seguinte resultado.

Teorema 1.18 (Teorema da Base Normal). Para qualquer corpo finito F, e qualquer

extensdo Fyn do corpo [y, existe uma base normal de Fyn sobre [F.

O teorema acima garante a existéncia de elemento normal, ou seja, dada qualquer
extensdo [F4» do corpo finito [, sempre vai existir pelo menos um elemento a € [y tal
que a e seus conjugados forma uma base para o espaco vetorial F4» sobre o corpo F,. A
questdo é determinar quando a € F4» e seus conjugados com respeito ao corpo [F, séo

linearmente independentes. Isso passa pela aplicacéo direta do seguinte teorema.

Teorema 1.19. (/26], Coroldrio 2.38) Sejam a1,ag,...,a, € Fgn. Entdo {ay,az,...,a,} é

uma base de Fyn sobre [y se, e somente se,

al az oo an
al! ol - al
det| ' P " |#o
n-1 n-1 n-1
aj @ an |

Segue do Teorema 1.19 que, um elemento a € Fy» gera uma base normal se, e somente

se, a matriz

n-1 7
a qu e qu
2
a? a? ..«
B =
n-1 n-2
Clq a e er

é nao singular.
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Para continuar precisaremos da seguinte proposicdo que pode ser encontrada em
[14].

Proposition 1.20. Seja K um corpo. Para quaisquer ag,a1,...,a,-1 € K a matriz circu-

lante n x n )
ao ai Tt Qp-1
Gn-1 QAo - QAp-2
c[ao,al,...,an_l] = an-2 QAp-1 -+ Ap-3
a]_ az oo ao
n-1 .
é ndo singular se, e somente se, 0os polinémios Z a;x' e x" — 1 sdo relativamente primos.
1=0

Note que, se invertermos as ordens das linhas da matriz B a partir da segunda linha
da seguinte forma: A segunda linha com a ultima linha, a terceira linha coma pentltima
linha e assim por diante, obtemos a matriz circulante cl[a,a?,..., ocqn_l] e, pelo Lema 1.20

n—1

~ ~ . PN . n-1 -
esta é nao singular se, e somente se, os polindmios a9 x" " +---+a%x+a e x"” -1 séo

relativamente primos e, temos a seguinte caracterizacdo para elementos normais.

Teorema 1.21. Seja a € Fy», a gera uma base normal de Fyn sobre [, se, e somente se, 0s
n-1 .

polinémios )_ a? x' e x™ — 1 sdo relativamente primos.
i=0

Exemplo 1.22. Seja a uma raiz do polinémio f(x) = x3 +x? + 1 € Fo[x]. Como f(x) é

irredutivel em [y segue do Teorema 1.13 que a € [Fg e as demais raizes sao

ocz::aQ:a3+1€[F8 e a3::a4:a-a3:a-(a2+1):a3+a:a2+a+1€[F8
e temos que
a a® at
det| a® a* a |=1.
at a a?

Portanto, {a,a?,a*} = {a,a?,a® + a + 1} forma uma base para espaco vetorial Fg sobre o

corpo Fo, 0 que implica que a € Fg é um elemento normal sobre Fo.

Observamos que o Teorema anterior caracteriza totalmente os elementos normais de
uma extensdo, mas ele néo nos permite determinar de forma direta, quantos elementos
normais tem uma extensao. Para essa contagem, precisaremos de alguns resultados e

definicoes que serao dadas a seguir.
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Definicdo 1.23. Seja f(x) € Fylx] um polinémio de grau n. Denotaremos por ®y(f) o
nuimero de polinémios em F4[x] de grau menor que n que sdo relativamente primos com f.

A funcdo @4(f) é chamada Fungdo ® de Euler para polindmios sobre corpos finitos.

Proposition 1.24. Sejam f, g € F,lx] polindmios ndo nulos. Se mde(f,g) = 1 entdo
Dy (fg) =Dy (f)DPy(2).

Observe que o Teorema 1.21 relaciona elementos normais e um tipo especial de
polinémios primos relativos com x™ — 1, mas os polindmios desta forma construidos nao
estdo em [F,[x]. Assim, de forma imediata ndo podemos relacioné-los com os polinémios
primos com x" —1 em [,. De fato estes polinomios estéo relacionados, como pode ser

verificado no seguinte teorema.

Teorema 1.25. (Teorema 3.73 [26]) Em [, existem exatamente @y (x" — 1) elementos a

n-1
tal que {a,a?,---,a? "} é uma base de Fyn sobre [Fy.

A funcédo ®,(f) depende essencialmente da fatoracdo de f em fatores irredutiveis.
De fato, se f(x) € F4[x] é um polinémio irredutivel de grau n > 1 entdo ®,(f)=q" - 1. Se
h(x) € F4[x] € um polinémio cujo grau é menor que o grau do polinémio (f (x)),onde L€ Z,,
e nio relativamente primo com (f (x)), entdo f(x)|h(x) e portanto A(x) = f(x)g(x) com
gr(g(x)) <ln—n =n(l —1). Logo existem g " escolhas para g(x) e daqui concluimos que
D, ((F(x)) = gl — g1 = g™ (1 - q—ln) Finalmente, se f(x) = 111 ZlQ .- fls & a fatoracdo
de f em fatores irredutiveis distintos, isto é, os f; sdo polindmios irredutiveis distintos

de grau n, segue da Proposicdo 1.24 que :

Du(f)=q"(1—q™™)---(1—q~"). (1.1)

Desta forma, para determinar o nimero de elementos normais de uma extensao de

grau n, é suficiente determinar os fatores irredutiveis de x” — 1 em [,.

1.3 Polinomios Ciclotomicos

Seja K um corpo de caracteristica p e g(x) = x — 1 € K[x]. As raizes do polinémio g(x) sao
chamadas raizes n-ésimas da unidade. Denotamos por E” o conjunto de todas as raizes
do polinémio g(x). A multiplicacédo definida em K induz no conjunto E” uma estrutura

de grupo. Além disso, se n = pm com p {m, entdo E" possui m elementos. Se p {n esse

11
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grupo € ciclico e o gerador deste grupo é chamado de raiz n- ésima primitiva da unidade
sobre K
Seja n um inteiro positivo tal que mde(r,q) =1 e a € F, uma raiz n-ésima primitiva

da unidade. O polinémio
n

Q)= [] x-a)

s=1
mdc(s,n)=1

é chamado n-ésimo polindémio ciclotomico sobre F.
Afirmamos que

xt-1= H Dy(x).
dln

De fato, suponhamos que f é uma raiz arbitraria de ®;(x), logo f é uma raiz d-ésima
primitiva da unidade e desta forma ¢ = 1. Como d | n segue que § é raiz de x” — 1, o
que implica que ®4(x) divide x™ — 1, pois ®;(x) possui apenas raizes simples. Além disso,
como o0 mde(®g, (x), Py, (x)) = 1 para todo d1 # d2, pois um elemento néo pode ter duas
ordens distintas, segue que

[]®ax) divide ™ - 1.
din

Por outro lado, x™ — 1 tem apenas raizes simples, pois mdc(n,q) =1 e se f é uma raiz
de x" — 1, entdo " =1 o que implica que d := ord(f) | n, assim B é uma raiz de P (x).

Logo toda raiz de x™ — 1 é raiz do produto H ®4(x). Portanto
dln

" =1=[[®ax) (1.2)
dln

Segue da Equacédo 1.2 que
e Pi(x)=x-1
¢ Dy(x)Pax) =% -1 Pylax) =x+1
* P1(0)Ps(x) =23 - 1= Dgx)=x®+x+1

procedendo dessa forma podemos obter recursivamente todos os polinémios ciclotomicos

a partir da formula

x" -1
Op0) = (1.3)
IS
&

Além disso, se denotamos por f(n) o grau de ®@,(x), da Equacao 1.2 obtemos a relacao

entre os graus n = Z f(d) e aplicando a formula de inversdo de Mobius obtemos que
dln

f(n)= Z,u(%)d.

dln
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Como a funcao identidade é multiplicativa, segue que f também é multiplicativa e esta

determinada por seus valores em poténcia de primos.

k k
p " -
F6 = 3 w( B )d = e =t -t = i),
dlp* J=0
onde p é um primo que divide n. Desta forma concluimos que f(n) = ¢(n), ou seja, o grau
do polinémio ciclotomico @, (x) é igual a ¢(n).
O polinémio ®,(x) € F,[x] ndo é necessariamente irredutivel. O seguinte resultado

determina o nimero de fatores na decomposicédo de @, (x).

Teorema 1.26. Seja [, um corpo cuja caracteristica ndo divide n e d o menor inteiro
positivo tal que ¢% =1 (mod n). Entdo ®,(x) se decompde em % fatores irredutiveis

sobre Fy4lx], todos com o mesmo grau d.

Observacio 1.27. O menor inteiro d tal que ¢® =1 (mod n) é chamado ordem multipli-

cativa de ¢ médulo n e serd denotado por ord,, q.

Exemplo 1.28. Considermos o polinémio x%7 — 1 € Fo[x]. Segue da Equacdo 1.2 que

27
x40 =1
2T -1= H Dy(x) > =——— = Doq(x) = Dor(x) = xB+x9+1 em Fo.
d27 [T ®alx)
d|32
Como a ordg72 = 18 temos que 0%22:)2 =1 e a partir do Teorema 1.26 concluimos que

27-ésimo polinémio ciclotémico ®Pg7(x) é irredutivel em Fo.

Exemplo 1.29. Segue do Teorema 1.26 que o 15-ésimo polinémio ciclotémico @15 é

redutivel sobre qualquer corpo finito o qual ele estd definido, pois
ordisq | mmc(ordsq,ords q) | mmc(p(3),p(5)) =4,
assim toda raiz do polinémio ciclotémico é um divisor de 4

E um fato conhecido (Proposicdo 1.75 em [10]) que, se p é um nimero primo impar e a
é um inteiro positivo tal que mde(a,p) =1 e ordz2a = @(p?) =p(p — 1) entédo ordys a = p(p®)
para qualquer s = 1. Em outras palavras, se a é raiz primitiva médulo p? entéo a é
raiz primitiva médulo p® para qualquer s = 1. Em particular, a partir do Teorema 1.26

obtemos o seguinte resultado.
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Teorema 1.30. Seja p um numero primo impar tal que ord,2q = p(p?), isto é, q é raiz
primitiva médulo p?. Entao, para qualquer s=1el<i<s, <Dpi(x) é irredutivel sobre [F.

Em particular, para s = 1 a fatoracdo em fatores irredutiveis de %" —1 sobre F, é dada por
s S
¥ —-1=(x-1) Hld)pi(x).
l:

Exemplo 1.31. Seja p =3 um primo impar. Como ords2 2 = ¢(3?) temos que os 3i-ésimo

e : - . . A 35
polinémios ciclotémicos com 1 <i <5 sao irredutiveis em Fo. Assim, o polinomio x> —1 se
decompoe sobre o corpo Fy da seguinte forma:

5
P -1=@-D ] 0,i(0) = - D@ +x+ D +2° + D@ +2”+ D+ + D' P +251+1).
i=1

1.4 Construcao de Polinomios Irredutiveis

Seja f(x) € F; um polinémio ménico de grau n = 1 néo divisivel por x. Desta forma as
: F ) - . F .
classes x/ +(f) € % com j=0,1,---,9" —1 séo todas ndo nulas. Como % contém ¢ —1

classes nao nulas, existem inteiros r e s com 0 <r <s < ¢”" —1 tais que

*=x" (mod )= fx)|x"(x* "),

onde 0 <s—r =< gq" —1. Portanto, dado um polinémio ménico f(x) € F,[x] tal que f(0) #0

sempre existe um inteiro positivo ¢ < g” — 1 tal que f(x) | (x* - 1).

Definicao 1.32. Seja f(x) € Fylx] um polinémio ndo nulo tal que f(0) # 0. Chamamos de
ordem do polinémio f(x), o qual denotaremos por ord(f(x)), ao menor inteiro positivo ¢
tal que f(x) divide x* — 1.

Seja f(x) € F; um polindmio irredutivel de grau n tal que f(0) # 0 e @ uma raiz de f(x).
Segue do Teorema 1.13 que Fyn é o corpo decomposicdo do polindémio f(x). Pelo Teorema
1.15, as raizes de f(x) possuem a mesma ordem no grupo multiplicativo [F; ea=1se,
e somente se, f(x) divide x* — 1 Proposicéo 1.10. A partir da defini¢cdo de ordem de um

polindmio temos o seguinte resultado.

Teorema 1.33. Seja f(x) € Fylx] um polinémio irredutivel de grau n tal que f(0) # 0.

Entdao, a ordem de f é igual a ordem de qualquer raiz de f no grupo multiplicativo [F;‘n.

Suponhamos que f(x) € F4[x] € um polindmio irredutivel sobre [, de grau n e que a é
uma raiz de f. Segue do Teorema 1.13 que a € [y, logo a?" = a e como a # 0 temos que

a? ~1=1, 0 que implica que ord(a) | (¢" — 1) e portanto, ord(f(x)) | (¢g" —1).
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Definicao 1.34. Definimos o radical de um inteiro positivo n, o qual serd denotado
por rad(n), como o produto de todos os fatores primos distintos de n, ou seja, se n =

piquz...pgk entdo rad(n) = p1pa--- pe.

O problema de determinar se um determinado polinémio é irredutivel néo é trivial.
O resultado seguinte fornece um critério para irredutibilidade de polinémios da forma

f(x™).

Teorema 1.35 ([26], Teorema 3.35 ). Seja n um inteiro positivo e f(x) € Fy[x] um poliné-
mio irredutivel de grau k e ordem ¢. Entdo o polinémio f(x") é irredutivel sobre [, se, e

somente se, as seguintes condi¢oes sao satisfeitas:

(1) rad(n) divide e,

(2) ged (n, (qk_l)) =1le

¢
(3) Se 4 divide n entdo ¢* =1 (mod 4).
Além disso, neste caso o polinémio f(x") possui grau kn e ordem ¢n.

Como ja mencionamos, determinar se um polinémio é irreduutivel ndo é uma tarefa
facil na maioria das vezes. Quando este polinémio é um binémio, é conhecido um critério

para determinar se tal bindmio é irredutivel.

Teorema 1.36 ([26], Teorema 3.75). Seja t =2 um inteiroe a € [F;;. Entdo o binémio x! —a

é irredutivel em [, se, e somente se, as seguintes condicbes s@o satisfeitas:

(1) rad(t) divide ordya,

(2) mdc (t (q_l)) =1le

b
ordga

(3) Se 4 divide t entdo g =1 (mod 4).

Dado que um polinémio é irredutivel sobre F,, uma questéo 1util é decidir se este
polinémio continua sendo irredutivel em uma extensdo de F,. O seguinte resultado

dirige-se a esta questao.

Teorema 1.37 ([26], Teorema 3.46 ). Seja k um inteiro positivo e f um polinémio irre-
dutivel sobre Fq de grau n. Entdo f se decompde em F 1 em d := mdc(k,n) polinémios

irredutiveis de grau 7.
Como consequéncia imediata deste resultado obtemos o corolario abaixo.
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Corolario 1.38. Um polinémio irredutivel sobre F, de grau n permanece irredutivel

sobre [Fqk se, e somente se, k e n sdo relativamente primos.

1.5 Valorizacao p-adica

Definicao 1.39. A valorizagdo p-ddica de um inteiro positivo n, a qual denotaremos por

vp(n), é a maior poténcia de p que divide n. Em outras palavras, se n :p‘flpgz - -pzk éa

decomposicdo de n em fatores primos, entdo vy, (n) = a;.

O resultado seguinte fornece algumas propriedades sobre a valorizacao p-adica de

ndmeros da forma @/ —1 com @ =1 (mod p).

Lema 1.40 (Lifting the Exponent Lemma). Seja p um primo e v, a valorizacdo p-ddica.

As seguintes afirmacdo sdo verdadeiras:
(1) Se p é um primo impar tal que p divide a — 1 entdo vp(ak —D=vpla—-1)+vy(k);
(2) Se p=2e aéum nimero impar, entdo

vola — 1) se k é impar,
vaat—1)=4 ° P
vo(@®?—1)+va(k)—1 sek é par
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CAPITULO

FATORACAO DA COMPOSICAO DE POLINOMIOS E
APLICACOES

2.1 Explicitando os Fatores de f(x")

Sejam n um inteiro positivo e f(x) € F;[x] um polinémio irredutivel de grau & e ordem e.
O Teorema 1.35 fornece as condigoes que k&, ¢, ¢ e n devem cumprir para que o polindmio
f(x™) também seja irredutivel sobre F,[x]. Nesta secdo, supondo que todo fator primo de
n divide g — 1 mostraremos, assumindo algumas condic¢ées "genéricas", como encontrar
os fatores irredutiveis de f(x") em F,[x].

O principal resultado deste capitulo é uma generalizacéo de [7], em que os autores
obtém uma fatoracio explicita do bindmio x™ — 1 .

Agora, apresentamos um lema, o qual sera fundamental para mostrarmos o resultado

principal deste capitulo.

Lema 2.1. Seja n um inteiro positivo tal que rad(n)|(q — 1), e f(x) € Fylx] um polinémio
irredutivel de grau k e ordem ¢, tal que mdc(ek,n) =1; além disso, ¢ =1 (mod 4) se 8|n.
Seja r um inteiro positivo tal que nr =1 (mod ¢). Se a € Fq éumaraizde f(x), 0 € F; éum
elemento de ordem d, onde d =mdc(n,q —1) e t é um divisor de %. Entdo,
k-1 .
a) Para t =1 g4(x):= H (x—al)éum polindémio irredutivel sobre Fylx] com grau k e

1=0
ordem ¢;
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CAPITULO 2. FATORACAO DA COMPOSICAO DE POLINOMIOS E APLICACOES

b)

Para cada inteiro ndo negativo u =0 tal que mdc(u,t) = 1, o polinémio g;(0%x?) é

irredutivel em Fy e divide f(x").

Demonstracdo. a) Como a é raiz do polinomio irredutivel f(x) € F,[x] de grau &

b)

k-1 A k-1 .
entdo a €T+, logo a? = q. Em particular, o4(g(x)) = H (x—a' 1) = H (x—al™®)
i=0 i=0

e concluimos que g;(x) € Fq[x].

Resta mostrar que g;(x) é irredutivel, ou seja, que o menor inteiro positivo i para o

i L.
qual @ =a" éi=k.

Uma vez que, atrd’ = o't se, e somente se, a4~ = 1 e sabemos por hipétese
que ord(a) = ¢. Segue que ri(g’ —1) = 0 (mod ¢), mas por hipétese mde(e,tr) = 1,

portanto ¢|(¢* — 1) o que implica que ord.q =% | i.

Como g:(0“x) é irredutivel sobre [F,;, somente precisamos verificar que g;(0%x) e ¢
satisfaz as condicoes do Teorema 1.35. Observemos que cada raiz de g;(6“x) é da

_ i
forma 6 %a’"? , consequentemente:

ed

ord g,(0"x) = ord(®“a'™®’) = ord(a’™®)-ord(@*) = ——
mdc(u, d)

onde a segunda igualdade segue do fato que as ordens dos elementos 7% e a'” ¢’

séo coprimas, pois ord(07%) | d | n, ord(a”qi) | ¢ e por hipétese mdc(e,n) = 1.

Como mdc(u,t) =1 e rad(¢) | d, temos que rad(¢) | m. Em particular, rad(¢)
divide ord g;(6%x).

k-1
Agora, precisamos verificar que mdc (t, q—) =
ord g;(0%x)
De fato,
gt -1 (¢* - 1)mdc(u,d)
mde| ¢, ————— :mdc(t, . )
. d ed
mdc(u,d)

Além disso, mdc(u, t) = mdc(n, ¢) =1 e rad(¢) | d (que divide n). Logo, mdc(¢,¢)=1e

assim

mdc

(¢* = )mdc(u,d) _ qk—l)
t, d )—mdc (t, R

Seja p um divisor primo de ¢, logo p também divide n e como o mdc(n,k) =1,

temos que p ndo divide 2. Em particular, v,(k) = 0. Segue do Lema 1.40 que
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2.1. EXPLICITANDO OS FATORES DE f(x")

vp(qk -1 =v,(qg-1)+vy(k)=v,(qg—1). Uma vez que ¢ | % temos que v,(n) > v,(d)
e sendo

vp(d) =vp(ged(n,q — 1)) =min{v,(n), v,(qg — 1)},
q" -1

deduzimos que v,(d) = v,(g—1) e vp( ) = 0. Mas, p é um divisor primo

k
arbitrario de ¢ e concluimos que mdc (t, a 7 ) =1.

Finalmente, precisamos verificar que ¢ =1 (mod 4) se 4 | ¢.

Como ¢ | temos que rad(¢) | rad(n) (consequentemente divide ¢ —1). Assim,

n
mdc(n,g—1)
se 4|t temos que mdc(n,q —1) é par e m é divisivel por 4. Portanto, 8 | n e

segue da hipétese que g =1 (mod 4).
Resta mostrarmos que g;(0%x?) divide f(x").

Suponhamos que A é uma raiz de g;(0%x’) ou, equivalentemente, que 1% é uma

raiz de g,(x). Entéo existe j € N tal que A'0% = a?"? . Em particular,

n
t

erj — anrqj — (atrqj) — (Ateu)

n
t

= A"

Portanto, A" = a? é uma raiz de f(x) e sendo A uma raiz arbitraria segue que,
qualquer raiz de g,(0%x?) é também raiz de f(x"*). Uma vez que g;(6%x?) possui
somente raizes simples (Teorema 1.13), concluimos que g;(0%x") divide f(x").

[ ]

Observacao 2.2. Notemos que o fato de g(x) possuir ordem ¢ segue da irredutibilidade
de g(x). Basta observarmos que a ordem da raiz a'™?" do polinémio g,(x) com i € [0,k —1]

ée.

Agora estamos em condi¢des para enunciar e mostrar o principal resultado deste

capitulo.

Teorema 2.3. Seja f € Fylx] um polinémio ménico irredutivel de grau k e ordem ¢. Sejam
q,n,r,0 e gi(x) como no Lema 2.1. Entdo f(x") se decompbe em polinémios moénicos

irredutiveis sobre [y da seguinte forma.:

f(x")zt]j 1Hd 0~k g,(0%x") (2.1)
m <us<
mde(u,t)=1

_n _ n
onde m := d = micng=D"
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CAPITULO 2. FATORACAO DA COMPOSICAO DE POLINOMIOS E APLICACOES

Demonstracio. Afirmamos que os fatores de g;(0%x’) para 1 <u <d com mdc(u, t) =1
séo distintos dois a dois.

De fato, se g;(0%x") = g;(0%«x?) para alguns 1 < u <w < d com mdc(z,¢) = mde(w, t) = 1
estes polindmios tém as mesmas raizes e como eles sdo irredutiveis, suas raizes sao
conjugadas. Como cada fator de g;(0%x?) é simples, segue que existe um inteiro néo

negativo i tal que 0~%a!" = 0~%al™? isto é, H*~* = a'"¢'~V Portanto,
(Bu_w)e = (at’"(qi—l))e =1.

Da 1ultima igualdade obtemos que a ordem de 6 divide (w — u)e. Agora, por hipétese,
mdc(n,e) = 1, consequentemente mdc(d,¢) =1 e assim d divide w —u. Como |w—u| <d,
temos necessariamente que w = u.

Seja h(x) o polinomio definido pelo duplo produto da equacéo (2.1). Uma vez que,
cada fator deste produto é polinémio monico, irredutivel que divide f(x"), h(x) é monico
e divide f(x"). Em particular, a igualdade f(x™) = h(x) é verdadeira se, e somente se, h(x)
e f(x") tem o mesmo grau, isto €, deg(h(x)) = nk. Como ¢ divide m, rad(¢) divide rad(n)
(consequetemente divide g — 1) e assim rad(¢) divide d. Logo, para cada divisor ¢ de 7, o

ndmero de polindmios da forma 0 %*g,(0%x") com 1 <u <d e ged(u,t) =1 é igual a

d d(t)
- ad(t)) = ——
rad "I =T
onde ¢ é a funcdo de Euler. Em particular, o grau de h(x) é igual a
do(t
y ‘p( O = ak Y ()= dkem = nk.
tim tlm

Portanto, o grau de h(x) é nk e desta forma A(x) = f(x"). como queriamos. [ |

A partir deste resultado, podemos obter uma férmula explicita que fornece o niimero

total de fatores irredutiveis de f(x") sobre [F,.

Corolario 2.4. Sejam f(x), n e m como no Teorema 2.3. Para cada divisor t de m, o
o(t)

niimero de fatores irredutiveis de f(x") de grau kt é e -mdc(n, g —1). O nimero total

de fatores irredutiveis de f(x") em Fylx] é igual a

-1
mdc(n, g —1). H (1 + vp(m)p—) )
plm D
p primo

Demonstracao. Identificamos no Teorema 2.3 que os fatores irredutiveis de f(x") sao
da forma 0 **g,(0%x?) com 1 <u < d e mde(u,t) = 1, ou seja, mde(u,rad(?)) = 1 pois
d =mdc(n,q—1).
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2.1. EXPLICITANDO OS FATORES DE f(x")

Particionando o intervalo [1,d] em %&—1) subintervalos de tamanho rad(¢), em

cada subintervalo temos ¢(rad(¢)) escolhas para v com mdc(u,t) = 1. Desta forma o

numero de u que cumprem a condicdo é

p(rad(?)) d= p(rad(¢))
rad(¢) ~ rad(z)

mdce(n,g—1) = @mdc(n, qg—1)

Portanto, o nimero total de fatores irredutiveis de f(x") é:

t
Z(p( ) mdc(n, ¢ — 1) =mde(n, g — 1)Z(p( ) (2.2)
tlm t tlm t
Como ‘p( ) 6 uma funcdo aritmética multiplicativa, basta calcularmos para cada poténcia

de primo, ou seja:

J i J-1
o) & (p) s (p) s pl-pl pi—1
Ik TP R
tp3 J=0 J=1 Dp; j=1 p; Di
Assim, se m = p{*---p}’ entéo
(2) (t) 1
201 % 22 = T (1 vom 2]
tim U Jj=1, 9 ¢ pilm Di

Segue da equacéo 2.2 que o nimero de fatores irredutiveis de f(x") sobre [, é dado por

mde(n,g—1) []

p;ilm
p; primo

;—1
1+vpi(m)pl ),
D

14

como queriamos mostrar.

Exemplo 2.5. Seja f(x) = x3 + 452 + 6x + 1 € F11[x]. Explicitemos a decomposi¢cdo do
polinémio f(x™) com n=5%a =1.
Observemos primeiro que f(x) é um polinémio irredutivel de ordem 14 sobre [F11. De

fato,
14 _ 1

_r 7
(x7 = 1)(x+1)

onde h(x) = x> + 6x% + 4x + 1. Em particular, f(x) e n satisfazem as condicoes do Teorema

D14(x) = = f(x)h(x) e ord14(11) = 3,

2.3. Tomando 6 =3, para n =5 temos quer=3e
g1(x) = (x - a®)x - a®)x — a'®) = h().
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CAPITULO 2. FATORACAO DA COMPOSICAO DE POLINOMIOS E APLICACOES

Portanto,

f&®= T] 9“h(3 ).

1<sus<b

Se a =2, tomando r =3% e para cada inteiro 0<b<a-1,

x-a)x—a”)x—all) seb-aépar
8,,(x) =
13)

(x—a®)x—ad)x—a se b—a éimpar.

Logo, a decomposicdo do polinémio f(x") em fatores monicos e irredutiveis é:

4 4
&= T 9*r@*0- [T []9“re*®) 1 [ 9“AE*s>).
1<u<b b1$b<a u=1 . 1sb<a u=1
—a par —a impar

2.1.1 Aplicacoes do Teorema 2.3

Nesta secdo apresentamos algumas situacoes interessantes onde o Teorema 2.3 fornece
um resultado mais explicito.

Sabemos da secdo 1.3 que, para um inteiro positivo ¢ tal que mdc(e,q) =1, o ¢e-ésimo
polindémio ciclotémico ®.(x) € Fy4[x] é definido recursivamente pela identidade

x =1=[]Dnx).

mle

O resultado seguinte nos garante que se conhecemos a fatoracdo do polinémio ®.(x)
(respectivamente x° — 1) sob condi¢des adequadas do inteiro positivo n, podemos obter a

fatoracao de ®.(x") (respectivamente x*"* —1).

Teorema 2.6. Seja ¢ um inteiro positivo tal que mdc(e,q) =1 e sejam k =ord.q e l =
@. Além disso, suponhamos que n é um inteiro positivo tal que rad(n) divide g — 1,
mdc(n,ke)=1e g =1 (mod 4) se n é divisivel por 8. Se P (x) =[[1<;<; fi(x) é a fatoracdao
em fatores irredutiveis de ®.(x) sobre [y, entdo a fatoracdo em fatores irredutiveis de

®.(x") sobre [ é dado por:

l
o« =[][1 I 0 “fi6“xh, (2.3)
L

onde d = mde(n,qg—1), m = % e 0 € Fy é um elemento de ordem d. Em particular, se
x*—1=TI¥ Fi(x) é a fatoragdo de x° — 1 sobre [, entdo a fatoracdo de x*" — 1 sobre Fy é
dada por:
N
" =1=T[[] I 6@ “*e* F;6"x". (2.4)

i=1¢tlm 1s<usd
mde(u,t)=1
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2.1. EXPLICITANDO OS FATORES DE f(x")

Demonstracao. Notemos que, para qualquer 1 <i </, f;(x) possui ordem ¢ e, pelo
Teorema 1.26, f; possui grau k. Em particular, das hipéteses, estamos sobre as condicoes
do Teorema 2.3.

Para cada t | m, seja g;; o polindmio de grau % e ordem ¢ associado a f; como no Lema
2.1. Pelo Teorema 2.3, temos que:

fiam =11 I 6 g.i0"x",
tlm 1lsusd
mde(u,t)=1
consequentemente
[ l
oM =1 =11 ] 6 “*g.:0"x).
=1 i=1tlm 1su=d
mde(u,t)=1
Agora observemos que, para obtermos a equacéo (2.3) é suficiente mostrarmos que,

para cada divisor ¢ | m vale a seguinte igualdade:

[ l
[1g:it) =] fi. (2.5)
i=1 i=1

Como cada g;; é irredutivel de ordem ¢ e g;; divide @ (x) =[]1<;<; fi(x), a equacdo (2.5)
é verdadeira se, e somente se, os polindomios g;; com 1<i </ séo dois a dois distintos.
De fato, se g;; = g;j para algum 1<i < j </, entdo existem raizes «a;,a; de f; e f},

respectivamente, tais que

para algum A = 0, onde r é um inteiro positivo tal que rn =1 (mod ¢). Elevando a %-

h h
ésima poténcia ambos os lados da igualdade acima, obtemos a; = a? ,isto é, a; e ag sdo

conjugados sobre [F,. Portanto, eles possuem o mesmo polinémio minimal sobre [, isto é,
fi =fj e desta forma i = j. Isto conclui a prova da equacéo (2.3).

Agora, verifiquemos que a equacéo (2.4) é verdadeira. Por hipétese,

N
" =1=[]Fi(«™) = [[ Pmx™).
i=1

mle
Notemos que, para provar a veracidade da equacéao (2.4), somente precisamos verificar
que a equacao (2.3) é verdadeira quando substituimos ¢ por qualquer um de seus divisores.
Se m divide ¢ entdo k' := ord,, g divide k = ord, q. Portanto, mdc(n,ke¢) = 1 implica que

mdc(n,k'm) = 1. Logo, a equacéo (2.3) é verdadeira para ®,,. |

No que segue, fornecemos algumas situacgoes especiais onde o Teorema 2.6 se aplica
naturalmente. Em particular, o seguinte corolario é uma consequéncia imediata do

Teorema 2.6 mais especificamente, equacéo 2.3 juntamente com o Corolario 1.30.
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CAPITULO 2. FATORACAO DA COMPOSICAO DE POLINOMIOS E APLICACOES

Corolario 2.7. Seja n um inteiro positivo tal que rad(n) | (¢ —1) e P um niimero primo
impar tal que ordp2q = (p(Pz) =P(P - 1), isto é, q é uma raiz primitiva médulo P?. Seja
d =mdc(n,q —1) e m = . Além disso, suponhamos que mdc(n,P —1)=1e que 0 é um
elemento qualquer em [, de ordem d. Entdo, para qualquer s = 1, a fatoracdo de ®ps(x™)

S ~
e xF°" — 1 sobre Fq s@o dadas por:

OpsaM =[] [] 0“7 0ps(6*xh,
tim 1susd
mde(u,t)=1

Lro1=T1 1 @ -09x| TTTT 1 04" @p@“sh|.

tim 1susd 1<i<stlm 1su=sd
mde(u,t)=1 mde(u,t)=1

Observemos que o Corolario 2.7 extende o Lema 5.3 em [9], onde n é uma poténcia de
um primo r # P que divide g — 1, mas néo divide P — 1.

Agora, exibimos alguns exemplos que sao aplicacées do Corolario 2.7.

Exemplo 2.8. Seja q uma poténcia de primo tal que g —1= 3,6 (mod 9) e ¢ uma raiz
primitiva médulo 25 = 52. Vejamos como obter a partir do resultado acima a fatoragdo de

Ops(x™)com P=5en=3% a=1.
Primeiro, observemos que existem 2 - ¢(20) = 16 restos médulo 225 =9-25 tal que

qg—1=3,6 (mod9)
¢?°=1 (mod 25)

Como d =mdc(q-1,3")=83em =15 = 321 tomando 0 € F, um elemento qualquer de

ordem 3 e aplicando o Corolario 2.7 para qualquer s = 1, obtemos:

a-1 s a-1 )
258 1= H H (x?’t —6%) | x l—[ H 1—[ H_u'(p(5l)q)5i(6ux3t) ’
t=0 i=1¢=0

1<u<3 1=u=<3
mde(u,3t)=1 mde(u,3t)=1

3.5i-1 5i- 5i-1

Ei-1 . 1
onde @y (x) = x%% +x +x25 445 + 1.

Exemplo 2.9. Seja q uma poténcia de primo tal que mdc(q — 1,25) = 5. Suponhamos
ainda que q é uma raiz primitiva médulo 9, assim existem 4 -@(6) = 8 restos modulo
225 = 25-9 com esta propriedade. Tomando P =3 e n = 5% com a =1 temos que, d =

mde(g—1,5%)=5em =5%"1. Seja O e Fq um elemento qualquer de ordem 5. Aplicando o

24
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Coroldrio 2.7 para qualquer s = 1, temos que:

a—1 s a-1 .
DFo1=(T] 1 @@ -09|x[[IT] I 6 “* @u0“®)|,
t=0 1=1t=0

1<u<b 1<u<b
mde(u,5%)=1 mde(u,5!)=1

onde ®gi(x) =23 +x3" +1para i=1.

Exemplo 2.10. Seja q uma poténcia de primo tal que q é uma raiz primitiva médulo
289 = 172 e mdc(q — 1,225) = 15. Tomemos P =17, n = 35%. Para quaisquer a,b,s = 1le,
qualquer elemento 0 € F, de ordem d = 15 =mdc(q — 1, 325%), segue do Coroldrio 2.7 que

3a5017s

fatoracdo do polinémio x —1é dada por:

3e5b17s 3'15%2 u —u-p17" u, 31552

x 1= T] [T &5 -09x| [T Tl [T 0“9 Pd,:0"x*'5%) ],
0<ty<a-1 1<u<15 1<i<s Osti=a-1 1<u<15
0<tg<b-1 mde(u,3/15!2)=1 0<tg<b-1 mde(u,31152)=1

onde ®17:(x) = 3% 17 paraiz=1.
Sea=0eb=1entdon=5°ed=mde(q-1,5°) = 5. Basta tomar 0 € F, um elemento

qualquer de ordem 5 e aplicando novamente o Coroldrio 2.7, para qualquer s =1 obtemos

que:
50178 5t —u-p(17 ¢
S 1= T T & -09x|[TT T1I TII 6% o.6"sh]|,
O<t<b-1 1lsuss l<i<sOst<b-1 1suss
mdc(u,5t):1 mdc(u,5t):1

1711 :
onde ®i(x) = Z}goxf 177 para i = 1.

2.2 O Caso Geral

Na secéo anterior, fornecemos a fatoragéo de f(x") sobre [, impondo algumas condicdes
ao polindmio f e ao numero natural n; entre elas, assumimos que rad(n) [(g—1)eg=1
(mod 4) se 8| n. Nesta secao, estendemos este resultado removendo estas condicoes sobre
o numero natural n.

Com este objetivo, se faz necessaria a seguinte definicéo:
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CAPITULO 2. FATORACAO DA COMPOSICAO DE POLINOMIOS E APLICACOES

Definicao 2.11. Sejam n um inteiro positivo tal que ged(n,q) =1 e S, = ordyadqmn)q-
Definimos o inteiro positivo s, como:
28, seqS»=3 (mod4)e8in,
Sp =
S,  caso contrdrio.
Observamos que na secdo anterior s, = 1.
Ao longo desta secéo, fixamos f € F;[x] um polindmio irredutivel de grau % e ordem
¢. Consideramos n um inteiro positivo tal que mdc(n,¢k) =1, s, > 1 e mdc(s,, k) = 1.

Além disso, como uma extensiao natural da secido anterior, d := mdc(n,qg*” —1) e m := % =

n
mdc(n,q$n-1)°
Como, mdc(s,,%k) = 1, o polinémio f permanece irredutivel sobre Fys» (ver Corola-

rio 1.38).
Seja @ uma raiz de f. Segue do Teorema 2.3 que os fatores irredutiveis de f(x") em

Fgsn[x] sdo os polinémios:
k-1 isp
Gru(x):= [[x"-67%a™™), (2.6)
i=0

onde

* r é um inteiro positivo tal que rn =1 (mod ¢);

t é um divisor de m;

* fe [F;S,L é um elemento de ordem d;

mde(¢,u)=1,1<u=<d.

Agora, para cada polinomio G ,(x), precisamos determinar qual é a menor extenséo
de [, que contém os seus coeficientes. Isto nés fornecera a relacdo entre G; ,(x) e os

fatores irredutiveis de f(x™) sobre [, associados.

Definicao 2.12. Para t e u como acima, definimos por l;,, o menor inteiro positivo v tal
que Gy (x) € Fyolx].
Observacio 2.13. Como G ,,(x) € Fgsnlx], 14, é um divisor de s,. Usando o automorfismo
de Frobenius concluimos que cada fator irredutivel de f(x") em F,[x] é da forma

liu—1

[T 0(Gru(@).

Jj=0
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Segue da definicao de automorfismo de Frobenius que:

liu—1 leu=1k-1 sy
[T ob@Grue = ] H(x —ol (@ alr™)). (2.7)
Jj=0 j=0 i=0

e A liuw—1 j . . , . .
Observamos que o polindmio Hjt;"o U{I(Gt,u(x)) possui peso, isto €, o namero de coeficien-
tes nao nulos, limitado por
k-liy+1l<k-s,+1.

Em particular, se f(x) =x—1, o peso de cada fator irredutivel de x” —1 é no maximo

s, +1.

Observacao 2.14. O caso s, =1 e alguns casos especiais com s, = 2 sdo tratados em [7],

onde os fatores irredutiveis sdo binémios e trinémios, respectivamente.

O seguinte lema fornece uma maneira de obter o nimero /; .

mdce(n, g —-1) . .
Lema 2.15. O niimero l;, é o menor inteiro positivo v tal que (g ) divide u.
’ mdc(n,q? —1)

Demonstrac¢ao. Por definicéo, /;, é o menor inteiro positivo v tal que G, € Fyo[x]. Esta

condicio é equivalente a mostrar que

O ta i) = 6‘”a_t’qi8n para algum inteiro i, 0 <i < k. (2.8)

isp isn _

Portanto, 0~%@"~1 = q~#@""~4¢") Em particular, temos que ord(9~*¢" V) = ord(a~"@"" ~1"),

Uma vez que as ordens de 0 e a sdo relativamente primas, concluimos que:
d B e 3
mde(d,u(g” - 1)  mdcle, tr(gi*" —g"))

Em particular, d = mde(n, g®» — 1) divide u(g¥ — 1). Como v divide s,,, g — 1 divide ¢°» —1

e temos que mdc(mdc(n, g*” —1),q¥ — 1) = mde(n, g° — 1). Portanto, I:f(fc((n’—‘zvll)) divide .

Reciprocamente, se v é um inteiro positivo tal que rrrﬁé(nn’—‘zvll)) divide u, entéo
mde(n, g -1
d =mdc(n,q®* — 1) = (g )-mdc(n,qv—l)lu-mdc(n,q”—l)lu(qv—l).

mdc(n,q? —1)

Uma vez que mdc(k,s,) =1, existe i tal que is, =v (mod k) e desta forma

aqiSn_qU _ 1 _ e_u(qv_l)’
logo a!(@°"=a") = g=u(@"~1) ¢ segue da igualdade em (2.8) que Gty €Fgolx]. [
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Observacao 2.16. O nimero l;, ndo depende de t e a partir de agora o denotaremos

apenas por 1.

Nosso objetivo agora é contar o nimero de fatores irredutiveis de f(x™) sobre [F,. Para

este proposito, apresentamos a seguinte definicao.
Definicao 2.17. Para cada divisor s de s,, definimos:

Ai(s) =[G,y € Fyslx]; Gy, divide f(x™)}]

Q4(s) = Gy € Fyslx]l; Gy divide f(x") e Gty € Fqelx] para qualquer v < s},

onde os polinémios G, s@o dados pela formula (2.6).
O seguinte lema determina os valores das fun¢oes definidas anteriormente.

Lema 2.18. Sejam t € Z, um divisor de m e r, ; o menor divisor inteiro positivo de s, tal
mdc(n,q®" — 1)

que mdc t| = 1. Para qualquer divisor s de s,, sdo verdadeiras:

mdc(n, g ™t —1)’

(@) Se rp; ndo divide s entdo Ay(s)=Q(s)=0;

(b) Se ry,; divide s entdo

Ai(s) = @mdc(n,qs -1)

(0

Qi(s) = Z u (i) mde(n,q” - 1),

Tntlvls
onde | é a funcdo de Mobius .

mdc(n,qg®" —1)
> mdc(n,g5-1)

t) =1, pois mdc(¢,u) = 1.

Demonstracao. Do Lema 2.15, temos que G, ; € Fys[x] se, e somente se

mdc(n,q*" —1)

divide u. Assim, se G ;(x) estd em F,s[x] entdo mdc (qu—l)’

Suponhamos por contradi¢éo que r, ; ndo divide s e que As(s) # 0. Por hipétese

Sn _ Sn _
mde mdc(n,q 1) t) 1o dc(mdc(n,q 1) )

mdc(n,q ™t —1)’ mde(n,q5—1)’

Como ¢ | n, para cada divisor primo p de ¢ temos que v,(n) =1 e como rad(n) | (¢°* — 1)

temos que p | (g°» — 1) e portanto:

min{v,(n),vp(g°® — 1)} = min{v,(n),v,(@"™* — 1)} = min{v,(n),v,(¢° - 1)} = 1.
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Seja s’ =mdc(r, ,s) entdo, existem inteiros positivos a e b tais que s’ =ar, ; —bs. Assim,

Vp(qS, 1= Vp(qarn,t—bs -1)= Vp(qar”’t _ qbs)
= min{vy (g™ ~1),vp(¢" -~ 1}

=min{v,(q"™ —1),v,(q° — D}

Em particular, min{v,(n),v,(g*" — 1)} = min{vp(n),vp(qs, — 1)} para cada divisor primo p
de t, 0 que gera uma contradi¢do uma vez que s’ <r, ;. Portanto, se r, ;1s entdo A:(s) = 0.
Agora, seja s um divisor positivo de s, tal que r, (|s. Sabemos que qualquer fator G;

de f(x") com coeficientes em [ s satisfaz as condicdes:
* mdc(u,t)=1 com 1<u <mdc(n,qg®" —1);

mdc(n,g*7—-1) 1. .
* Mg D divide u.
mdc(n,q®" —1)

mu’ com mdc(u',t)=1e 1 <u' <mde(n,q°-1).

Assim, u =

Além disso, se p é um divisor primo de ¢ entdo p | m e temos que v,(n) > v,(g°»—1) = 1.
mdc(n,q*" —1)
mdc(n,qg5-1) ?

que rad(?) | (¢° — 1). Concluimos que o nimero de v’ é igual a:

Entretanto, como mde(u,t) = 1 temos que p t logo p divide ¢®*—1, o que implica

mdc(n,q® -1)  ¢(2)
rad(t) ¢t

Por fim, observamos que As(s) =Y ;s Q:(v) e aplicando a férmula de inversdo de Mobius

Ay(s) = p(rad(?))- mdc(n,q® - 1).

obtemos a igualdade:

Q;(s) = Z,u(s)At(v) = Z u(%) @mdc(n,q” -1).

s U Tntlvls

A partir do lema anterior, obtemos uma férmula explicita para o nimero de fatores

irredutiveis de f(x™) sobre F,.

Teorema 2.19. Sejam f € F4[x] polinémio irredutivel de grau k e ordem ¢. Seja n um in-

teiro positivo tal que mdce(n,ek) = mdc(k,s,) = 1. Como antes, m := O numero

n
mdc(n,qs7-1)°
de fatores irredutiveis de f(x") em Fylx] é igual a:

1 t n
-y o) Y mde(n, g’ —1)¢ (%)

Snim t r,iols,
ou equivalentemente,
1 s p-1
- Z mdc(n,q” —1)g (f) H (1 + Vp(mv)T) s

Sn vlsy plmy
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onde m, = max{t‘ t divide m e mdc(ﬁ?ﬂ’—fﬂ,t) = 1} e o produto acima é sobre os

divisores primos de m,,.

Demonstraciao. Da demonstracédo do lema acima, temos que o nimero de fatores irre-

dutiveis de f(x") em F,[x] é igual a:

(t) 1 ,
Y Yo=Y 2 ¥ 2 ¥ (= |mdeng -
timsls, S tim rnlslsn S v’|i T'n,tU
(P(t) Z Z ( ) v'r
) mdc(n,q” "™ —1)
tm ¢ ’|s" rntsvls

(p(t) mdc(n,q””"’f -1)
=2 — X >

r
tim v |r - n,t vllsllrsnt

(p(t) mde(n, gV nt — 1) (s
Z U/rn,t s//lzsi S
rn t v'rp s

@(t) mdc(n,q” —1) u(s)
=X X >

v g S

v

tlm v |

tim ¢ Tntlvlsn

1 t n
==Y ¢ Y mdc(n,q” - 1)<p(%).

Snitm T rnilvlse

Corolario 2.20. Seja n um inteiro positivo e primo relativo com q. O niimero de elementos

normais da extensdo Fn sobre Fy é dado por:

VLT[ ) O
tim s|sm,
Demonstracao. A prova segue diretamente da formula 1.2 e do Lema 2.18 H

d,(x"-1)
g s

n

Corolario 2.21. Seja F um corpo finito e € = {n € N|s,, = 1}. Seja x(x" - 1) =

densidade de elementos normais na extensdo Fgn sobre Fq. Entdo liminfx(x" — 1) pertence
nee
ao intervalo (a,b) onde

1 @)
radg-n 4" —0,5 ¢

y 1 P(t)
rad(t)|(g—1) qt —-0,557305 ¢

a:exp(— (q—l)) e b=exp|- —A(q —1))
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Demonstracao. No caso que n € € temos que

xk(x"-1)=

(t)
[0) (xn _ 1) 1 ‘medc(n,q—l)
= - ) (2.9)

q” 1 (1__

t
n
¢l mdc(g—1,n) 9

Observemos que para todo n se tem que mdc(n,g—1) < g—1, e aigualdade é verdadeira
quando n é um maultiplo de ¢ — 1. Como no caso considerado todo divisor primo de n é

também divisor primo de g — 1, segue que o limite inferior de (2.9) é dado por:

(t)
D, (x" —1) 1\ @D
liminf —4——— " = (1——)
n—oo qn 3 qt
nee, rad(¢)l(g—1)

Agora, como um exercicio direto de calculo diferencial, é possivel mostrar que para

todo k=g =2
1 k—-0.5 1 1 k—f(q)
1-— <-<[(1--— ,
( k) e ( k)
1
onde f(q)=q+ p— €(0.5,0.557305) para todo g = 2. Segue deste resultado que
In(£%)
119705 1 1\¢-f@
1-— <-<|1-— (2.10)
q* e q*
1
Da segunda desigualdade temos (1 - %) > (1)«r@, portanto
@)
(-1 0
(1 - l) t > e_qt—lf(q)(pT(q_l)
qt
o(t)
—(g-1) __1 @& _
De forma analoga obtermos (1 - %) ! <e 705 ¢t 4D Agsim:
B T/ O PO 1) @D — @1
e d-fp t 1TV < (1 — _t) < H e a-05 t 4
rad()l(g—1) rad(t)/(g—1) q rad(t)l(g—1)

2.3 Fatores de f(x") quando s, é um nimero primo

Nesta secdo, como aplicacédo dos resultados anteriores, consideramos alguns casos onde
Sp € um numero primo. Ao longo dessa secéo, para cada d com mdc(q,d) = 1, denotaremos

por ~4 a relacéo de equivaléncia definida por:
a~gb seexiste jeN tal que a = bqj (mod d),

isto é, ~4 define as classes g-ciclotomicas médulo d.
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2.3.1 O casorad(n)|(qg—1)

No Teorema 2.3 assumimos que g =1 (mod 4) se 8 | n. Aqui, apresentamos o caso comple-
mentar do Teorema 2.3, ou seja, assumimos que ¢ =3 (mod 4) e 8|n, mas mantemos as

demais condicoes, em particular a condic¢éo rad(n)|(qg —1).

Teorema 2.22. Sejam n um inteiro, g uma poténcia de primo tais que 8|n e g =3 (mod 4).
Sejam 6 um elemento em [F;2 com ordem d =mdc(n,q?—1) e f(x) um polinémio irredutivel
de grau k e ordem ¢. Além disso, seja g(x) como no Lema 2.1 . Entdo d = 2! mde(n,q — 1),

onde I =min{vy (§), va(g + 1}, e f(x") é fatorado em fatores irredutiveis em Fgylx] como:

fam=T] 1 B epxH]] [] Ha, (2.11)
, tm 1§w§Tdc()n,t{—1) timueR;
impar mdc(w, t)=

_ l, .
com Hu =0 uk(q+1)gt(0uxt)gt(9u‘1xt)’ m = % = qu—l)’ ﬁ = 62 eumaraiz de(n,q - 1)'

ésima primitiva da unidade e RZ; é o conjunto das q- classes ciclotémicas
g ={ueNIl<u<d, mde(u,)=1,2' fu}/~g,

Além disso, o niimero total de fatores irredutiveis de f(x") em Fylx] é:

mdc(n,q—1>(%+2l—2(2+m(m») I (1+vp<m)1%1),
plm

p primo
Demonstracao. Como g =3 (mod 4) e 8|n, da Defini¢do 2.11 obtemos que s, = 2. Assim:

_ 2_1y— nag-l _ n q__l) i
d =mdc(n, g 1)—2mdc(2, 5 (q+1))—2mdc(2, 5~ |mde(5.q+1),

onde
mde(2,q +1) = gminla(Dosta ) gt

mdc(n,g? 1)

Segue do Lema 2.15 que Gy (x) = 0% g,(0%x") ¢ F,lx] se = 2! nao

mdc(n,q—1)

divide u, isto é, a classe de u esta em %;. Entéo a fatoracdo em (2.11) segue da Equacao
2.7. Uma vez que s, =2 e r,; é um divisor de s,, para determinar quantos fatores de
cada grau, é necessario analizar dois casos: r,;=1our,;=2.

Se rp: =1, temos que ¢ satisfaz a seguinte igualdade:

mdec(n,g? —1)

t| =mde(2',) = 1.
mdc(n,qg—1)’ mdc(2’,?)

mdc

Em particular, ¢ deve ser impar.

32
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mdc(n,g%-1) t)_
mdce(n,g2-1)"") —

1, concluimos que ¢ é par. Posto isto, do Teorema 2.19 obtemos que o namero de fatores

Ser, : =2, recordando que r, ; é o menor divisor positivo de s, tal que mdc(

irredutiveis de f(x") em F,[x] é igual a

1 v 1o (2 p-1
EZmdc(n,q 1)(p(v) I1 (1+vp(mv) . )

v|2 plmy

1 1) 1 1
= “mde(n,q -1 [] 1+vp(m)p—)+—mdc(n,q2—1) I (1+vp(m)p—)

2 plmy p 2 plmeg p

1 1) 1 1
= —mde(n,q- D[] (1+vp(m)p—) + =mde(n, g2 -] (1 +vp(m)p—)

2 plm D 2 plm P

p#2

1 1 1
= -mdec(n,q - 1)(1 +2! (1+ —vz(m))) Il (1 +vp(m)p—).

2 2 plg P

P

Na proxima subsecao supomos que rad(n)|(g? — 1) onde p é um primo impar.

2.3.2 Caso rad(n)|(¢g” —1) com p primo impar e rad(n){(qg — 1)

Nas secoes anteriores, descrevemos o caso em que rad(n)|(q —1). Agora, iremos considerar

0 caso em que n tem pelo menos um fator que néo divide g — 1.

Teorema 2.23. Sejam n um inteiro positivo tal que ordyaqmn)q € um primo impar p e
f €Fglx] um polinémio irredutivel de grau k e ordem ¢ tal que mdc(ke,n) = mdc(k,p) =1;
além disso, suponhamos que ¢ =1 (mod 4) se 8|n. Seja 6 um elemento em [F;p com ordem
d :=mdc(n,q? -1), m:= 5 = qu,_l) e g4(x) como no Lema 2.1. O polinémio f(x™) se

decompée em fatores irredutiveis sobre Fy[x] como

[T TII B8%ewxH ] [l Ha

tim 1<v<d’ tm  yeRy
rad(®)I(g—1) mde(v,#)=1 rad($)f(g—1)

com H, = 0~ 4k+-+a" D g (guyt)... g (09" xt),

[lide . . o .
1) d' :=mdc(n,q-1), f:= 04T ¢ uma d'-ésima raiz primitiva da unidade e

g’ -1
g-1

Rt:{LLEN

l1<u=<d, mdc(n, ))(u, mdc(u,t):l}/~d

nos casos em que pfnou pf(g—1) ou vy(n)>vy(g—-1)= 1.

33



CAPITULO 2. FATORACAO DA COMPOSICAO DE POLINOMIOS E APLICACOES

?-1

n 1
2)d:=p -mdc(%,q -1), B:= Hmdc(P’P -1 ) é uma d’'-ésima raiz primitiva da unidade e

1gP -1
l<u=<d, mdc(z,—q
ppg-1

Rt:{UEN

)J(u, mdec(u,t)=1 }/~d
no caso em que p divide mdc(n,q —1) e vp(n) <v,(q —1).

Demonstracao. Por hipétese o mdce(k, p) = 1, o que implica que f(x) é irredutivel em
Fqrlx] (ver Corolario 1.38). Como q =1 (mod 4) se 8| n temos que g” =1 (mod 4) se 8|n
e segue diretamente do Teorema 2.3 que a decomposicido de f(x") em fatores irredutiveis

em [F,r[x] é:

fan=T1 T (07" gu0"xh),
A et

onde 0 é um elemento em [F;p com ordem d = mdc(n,qP —1).

Afirmamos que 0% g,(0%x?) estd em F,[x] se, e somente se, d | u(q —1). De fato, como
k-1 ;
Q—uk gt(euxt) — l_[ (xt _ G—ua—trq ),
=0

temos que 0% g, (0%xt) € F,[x] se para cada inteiro i existe j tal que (H_ua_”qi)q =
0 %a~ ' ou equivalentemente 8 *(¢~D = atr@'-4) Em particular, temos que

¢ ¢

tr(qm_qj)): . — = : :
mdc(e,tr(qi*1 —q7)) mdc(e,qi*l —qgJ)

ord(a

d

ord0 = D= e utg )

sdo iguais. Uma vez que mdc(e,d) = 1, estas ordens sdo iguais a 1 e portanto ¢ | (g"*! —g7)
e d|u(g—1). Como a primeira condicdo pode ser obtida por uma escolha adequada de
J, temos que 0% g, (0%xt) € F,[x] se, e somente se, d | u(q —1). Assim, a condicédo deste
polinémio estar no corpo [, foi transformada em uma condicédo aritmética que pode ser

analizada considerando os seguintes casos:

1. pfn ou pt(g—1); em ambos os casos temos que:

g’ -1 g’ -1
mdc(n, g —1) =mdc|n, —l(q —1)| =mdc|n, il .mdec(n,q —1). (2.12)
q-—- q-
Logo, mdc(n, g? — 1)|u(q — 1) se, e somente se, mdc (n ﬂ) lu.

» g—1
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2. pln e p|(g —1); temos que:

pP_1 1(qgP -1
mdc(n, qp—l):mdc(n,q (q—l)) :p-mdc(z,—(q )(q—l))
g-1 pprlg-1

1g7-1
:p~mdc(z,—q 1)~mdc(%,q—1). (2.13)

P _
(2,1‘1 1)-mdc(%,q—1)|u(q—1). (2.14)

que sera dividido em dois subcasos:

2.1. Se vp(n) <v,(q —1), a condicdo (2.14) é equivalente a

2.2. Se vp(n)>vp(g —1), a condi¢do (2.14) é equivalente a

p_1
mdc(n,—q )Iu.
g—1

Note que, nos Casos 1 e 2.2 a concluséo é a mesma. Portanto, nestes casos 0~ %% g,(0%x?) €

g°-1
» g-1

Como 1 <u <mdc(n,q? —1), segue diretamente de 2.12 que 1 <v < gecd(n,q —1). Além

F,[x] se, e somente se, u = mdc (n ) -v para algum inteiro positivo v.
disso, uma vez que mdc(u, ¢) = 1, temos que mdc(v,t) =1 e v, (qP —1) = v, (q — 1) para
cada primo p'|¢.

Portanto, nos Casos 1 e 2.2 os numeros v e ¢ satisfaz as condi¢cdoes mdc(v,t) =1 e
rad(?)l(g — D).

Agora, no Caso 2.1 temos que 0~ g ,(0%x?) € Fqlx] se, e somente se, u = mdc (

%’ p% qu_— 11) v
para algum inteiro v.

Como 1 <u <ged(n,q? — 1), segue da Equacdo 2.13 que 1<sv<p -mdc(%,q - 1). Da
mesma forma como foi analisado o caso anterior, obtemos que v e ¢ satisfaz as condicoes
mdc(v,t) =1 e rad(¢)|(q — 1). Desta forma concluimos que os fatores irredutiveis de f(x")

em Fyr[x] que estdo F,[x] sdo da forma
e—ukgt(euxt) — ﬁ_vkgt(ﬁvxt),
onde rad(¢)|(g — 1) e f é um elemento de [F; de ordem d’'.

35



CAPITULO 2. FATORACAO DA COMPOSICAO DE POLINOMIOS E APLICACOES

Por fim, se rad(¢){ (g — 1), temos que 0~k g, (O%xt) € Fqrlx]\F4lx]. Assim o polinomio
p-1 i i
l_[ G—ukq gt(euq xt)
i=0

é o produto dos conjugados distintos de %% g,(0%x") pelo o automorfismo de Frobenius

0 4. Além disso, tal polinomio é moénico e irredutivel sobre [F. [ |

Admitindo as condi¢oes do Teorema 2.23, apresentamos um resultado que nos fornece

informacdes sobre o nimero de fatores irredutiveis de f(x").

Corolario 2.24. Sejam n,m,q e f € Fy[x] como no Teorema 2.23. Entdo o nimero de

fatores irredutiveis f(x") em Fqlx] é igual a

-1 '~1) mde(n, g -1
Pl detn,q-1) [] [(1+vy(mP—t), mden.a" 1)
p p

!/
-1
M [1+vymZ=—],
p

!

!/
plim! p p'im
p'primo p! primo
lgo-1 -
> g1 Se vplg—1)=vp(n)>0

onde m' é o maior divisor de m que é relativamente primo com

-1

= caso contrdrio.

Demonstracao. Desde que s, = p, segue do Teorema 2.19 que o nimero de fatores

irredutiveis de f(x") sobre F,[x] é igual a

+mdec(n, g? — 1)¢(1) H (1+Vp’(mp)pp—_/1))

7
p |mp

1 -1
1_7 mdc(n,q — 1e(p) H (1+vp/(m1)pp,

p'lmy

!/

-1 d P_1 -1
)+m C(naq ) ]_+Vp/(mp)1)—,),
p

-1
= p—mdc(n,q—l) I1 (1+Vp’(m1)p [1
p p'lmy P p'lmp
p'primo p' primo

g P ..
onde m, é o maior divisor ¢ de m tal que mdc(%,t) =1, (o que se tem trivial-

mdc(n,qP-1)
mdc(n,g—1) °

que m, = m. Das Equacdes (2.12) e (2.13), obtemos a seguinte igualdade:

mente) e m1 é o maior divisor ¢ de m tal que mdc( t) = 1. Em particular, temos

n 1¢°-1
p’p q-1

mdc( ) se vp(q—1)=v,(n) >0,

mdc(n,qP —1)

mde(n,g—1)
qP-1 L.
mdc|n, T caso contrario.
mde(n,qP-1)
mdc(n,g—1) °

segue do seguinte fato: v,/(m’) = v,/ (m) para cada divisor primo p’ de m’. [ |

Como m é relativamente primo com temos que m1 = m'. Portanto, o resultado

36



24. q=3 (mod 4)E8|n

24 g=3 (mod4)e8|n

Nesta secéo, iremos considerar o caso complementar do Teorema 2.23, isto é, ¢ =3
(mod 4) e 8| n. Aqui, f(x) € F4[x] é um polinémio irredutivel de grau £ e ordem ¢ com
mdc(e,n) = mde(k, p(¢?? — 1)) =1 e rad(n) | (g? — 1).

Da hipétese ¢ =3 (mod 4) temos que ¢?? =1 (mod 4) e sendo mde(k, p(¢?? -1)) =1
concluimos que mdc(k,2p) = 1. Consequetemente, f(x) € irredutivel em F 2, (Corola-

rio 1.38) e, pelo Teorema 2.3, f(x") se decompde em fatores irredutiveis sobre [ 2y [x]

como,
faem=T] I1 0~ g, (6"x") (2.15)
tlm 1<u<mdc(n,q2p—1)
mde(u,t)=1
onde m =

___n___
mdc(r,q%P —1) e
k-1 2pi k-1 ;
Q—ukgt(euxt) — l_[ (xt _ e—ua—trq ) — l_[ (xt _ e—ua—trq )’
i=0 1=0

Afirmamos que cada um dos fatores da Equacéo (2.15) esta em algum anel de polindmios

do seguinte diagrama abaixo:

[Fq2p [x]

/N

Fqrlx] [qu [x]

N/

Fqlx]

De fato, temos que 6 **g,(6%x!) € Fqslx] onde s € {1,2, p} se, e somente se, para cada

. . . . . . . _ —trat\o’ — —tra’ .

inteiro i, existe um inteiro j, tal que (0 %a~"?7)? =0 “a~ "% ou equivalentemente
s_ _ J_i+s

Hu(q 1 _ a tr(q¢’—q ).

Seguindo os mesmos passos da prova do Teorema 2.22, obtemos que a condig¢io acima

é equivalente a
D) mde(n,q?? —1) | u(q® —1)
ID el(q’/ ~q"*)
Uma vez que, o item Il sempre admite solucao, precisamos analisar apenas o item I.
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Como

2p _
d::mdc(n,qu—1):mdc(n,(qs—1)(q 1)),

q°-1

seguindo os mesmos passos da prova do Teorema 2.23, obtemos:

Do fato de que:

mdc(n, g’ — 1)mdc(%,

2p _
mdc(z,q
2" gP -

onde [ = min{va(5),v2(q + 1)}, temos

(n q?? -1
mdc|—,

2 g-1
e

2p_1

mdc (n, qz_) =mdc (n,
1

q_

p_q
):mdc (z,q—(qp+l)) =mdc (n,q
2 qg-1

q’-1 ¢ +1 qf -1 qf +1
_— =mdc(n, mdec|n, ——
g-1 qg+1 1 1

&__11) septnoupt(g—1)ese{l,p}

qS
mdc(%,qs—l)mdc(n,%) septnoupt(g—-1)es=2
mdc(%,qs —1)mdc(%, q::_‘ll) se pln, pl(g—1) e se{1,p}

mdc(%,qs—l)mdc(n,%) se pln, pl(g—1)es=2.

1

1 ) :mdc(%,qp+1):2l,

q- q+

Concluimos que 9_”kgt(6uxt) € Fy¢s se, e somente se, u = usv,, onde vg €N e,

1

1 qp_
2 mdc(n,—q_l) se
_ qgP-1
Us = mdc(n,ﬁ) se

2l

se

2! sepinesefl,p}
s=1

21p seplnes=1
s=2 =

1 sepfnes=2
S=p

p seplnes=2

=mdc (n,

(2.16)

(2.17)

Agora, definimos 6, := 0%s para cada s € {1,2, p,2p}, temos que 6; € uma ds-ésima raiz

primitiva da unidade, onde:

mdc(n,q® —1)

< mdc(z,q°—1)

mdc(f—),qs -1)

mdc(%,qs -1)

septnoupt(g—1)ese{l,p}
septnoupt(g—1es=2
sepln,pl@g—1)ese{l,p}
sepln,pl(g—1)es=2
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Além disso, como 1 <u <d e mdc(u,t) =1, segue que 1 <vgs <d; e mde(vs,t) = 1. Logo, ¢
é impar se s € {1,p} e, ptt se p|n. Por fim, observemos que rad(¢)|rad(n)|(g?? — 1), mas
rad(n)t %, entao rad(¢)|(¢® — 1).

Para simplificar a notacéo seja 03, := 0 e vg, = u, desta forma o polinémio 04k g, (O%xt) =
0, 2,07 x") esta contido no anel de polindmios Fgs[x] com s € {1,2, p,2p} se, e somente

se, as seguintes condicoes sao satisfeitas:
a) 1<svg<dsegecd(t,vg) =1,
b) 21t se se{l,p},
c) pttseplnes#2p,
d) rad(®)|(q® - 1).

Além disso, se Fys[x] é 0 menor anel de polindmios que contém 6 vsk g, (0% x!) entdo

s-1 i _ gt S i
Go,0,(0) = [] 0% g0 x') = 0, T g(07° «") (2.19)
i=0 i=0
é invariante pelo automorfismo de Frobenius o, e portanto Gy, , (x) é um polinémio
monico irredutivel em F,[x] que divide f(x™).

Com isso, concluimos o seguinte resultado:

Teorema 2.25. Seja p um primo impar tal que ord,qq(n)q = p e [ (x) € Fglx]um polinémio
irredutivel de grau k e ordem e tal que ged(k, p(g?P —1)) = ged(e, n) = 1. Além disso,
suponhamos que q =3 (mod 4) e 8|n, definimos ug, ds e Gy, 9,(x) como nas equacdes
(2.17), (2.18) e (2.19). Entdo

1. O polinoémio f(x™) se decompde em fatores irredutiveis sobre Fq[x] como:

H H Gv1,91(x)' H H GU2,92(x)' H H vaﬁp(x)

tim 1<v1<dy tim voleR tim U ER
mde(t,2p)=1 mdc(vy,8)=1 mdec(t,p)=1 [v2] 2t mde(£,2p)=1 L p] Pt
rad(#)l(g—1) rad(t)(g—1) rad(t)t(g—1)
rad(9)l(g2-1) rad(t)(gP -1)
H [T Gupo,@
tm [vpleRop s
rad(f(g2-1)  © p’
rad(t}(gP 1)
— n ~ _ . A . .
onde m = edr D)’ Rot, Rpi e Rap s sGo as q-classes ciclotomicas:

R = {vz eN|1 <=vg =dg, mde(ve,t) =1, 2! J(02}/~2’q,
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r-1
Rps = {vp eEN1=v, <dp, mdc(vp,t) = l,mdc(n,q—l)fvp}/ﬁu,q
q_

P_1
Ropt = {vzp N1 = vy, <dgp, mde(vgy,t) =1, 2! J(vgp, mdc (n, g T ) J(vgp}/~2p,q
q_

definidas pela relacdo de equivaléncia: a ~;4 b se, existe j € N tal que a = bqg’

(mod d,).

2. O niimero de fatores irredutiveis de f(x") em Fylx] é:

gcd(n,q—l)( l( p—l))( B gcd(n,qp—l)( Vz(m))) p' -1
BECTEE 1+2 1+vp(m)—p p—1+ ced(n.a D) 1+ = 1,1:,[,1 1+vp(m)—;
p'ei2,p}
(2.20)

Demonstracao. Observamos que a primeira parte do resultado ja foi mostrada. Resta
calcularmos o numero de fatores irredutiveis. Sabemos que o nimero de fatores irreduti-

veis que aparecem na Equacéo (2.15) que estdo em Fys[x] para s € {1,2,p,2p} é

¢ -1
Ne= Y Pgding’-D=mdetng*-n [ [1+v,mP 1),
tlm p'im p
mdc(t,QTp]:l gcd(p’,z?p):l

Portanto o nimero de fatores em Foelx] \[Fg4[x] é N2 — N1, o nimero de fatores em Fgr[x]\
Fqlx] € Np — N1 e o numero de fatores em F2p[x]\ (F2[x]UFgr[x]) € Nop — Np — No + Nj.

Agora, tomando um par de fatores adequado em [ 2[x] \F,[x] e fazendo o produto
destes fatores obtemos um fator irredutivel em F,[x]. Da mesma maneira, tomando p
fatores adequados em Fgr[x]\F4[x] e 2p fatores adequados em F 2p[x] \[Fq[x] geramos um

fator irredutivel em [F,[x]. Portanto, o nimero de fatores irredutiveis de f(x") em F,[x] é

1 1

1 1 1
N1+§(N2_Nl)+;(Np_N1)+5(N2p —Np—-N3+Ny) = (2 5

1
)(N1+N2>+5(Np +Nsp)
(2.21)

Além disso, temos que:

p -1

pl

!/
-1
Ni1+Ny=mdc(n,g-1) [] (1 +Vy(m) ) +mde(n,g? - 1) I1 (1 + vpr(m)p -
"m "\m p
mdc(l}):',2p):1 mdcfp’,p):l
!/

1+21(1+V2(2m))] [ (1+'Vp'(m)pp_1) (2.22)

=mdc(n,qg—1)

!

p'im
mde(p’,2p)=1
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e

p'-1 p'-1

Np+Ngp=mdc(n, g’ -1) [] (1 +vp(m)— ) +mde(n, g?? —1) I1 (1 +vp(m)—;

p'Im p p'lm D

mdc(p’,2)=1
! vo(m) p' -1
=mdc(n,g? —1)|1+2° |1+ 5 1_[ 1+vy(m)——|. (2.23)
m p
mch(Jp",Q)z 1

Substituindo (2.22) e (2.23) na equacédo (2.21) obtemos o resultado em (2.20), como

queriamos mostrar. [ ]

Exemplo 2.26. Seja q =83 =3 (mod 4). Note que o polinémio ciclotomico ®19(x) € Fy[x]

se decompoe da seguinte forma em [,
(23 + 45 — 36x — 1)(x3 + 1022 — 25x — 1)(x® + 15x% — 10x — 1)

(x3 +24x2 + 5x — 1)(x® + 36x% — 4x — 1)(x® — 5x% — 24x — 1)

Tomemos o fator f(x) = x3 +4x% — 36x — 1. Observe que f(x) é um polindémio irredutivel
sobre Fylx], de grau 3 e ordem 19.
Seja n=2%-7"-11°-13°, onde a =5 e b,¢,0 = 1. Temos que S, = ordyaam)(q) = sp = 20

em= =20-4.70-1.11¢71.13%"1, Seguindo a mesma notacdo do Teorema 2.19,

n
ged(n,q?9-1)
obtemos a seguinte tabela:

20
v | ged(n,g®—1) % my
1 2 23.7.11-13 1
2 23.7 2.11-13 70-1
4 24.7.13 11 ga—4.7b-1.930-1
5 2 23.7.11-13 1
10| 23.7-11 2-13 70-1.11¢71
20| 2*.7-11-13 1 go—4.7b-1.17¢-1.130-1

Portanto,o niimero de fatores irredutiveis de f(x") sobre F, é igual a

288abcd + 24abc + 144abd + 48acd — 576bcd + 12ab + 4ac — 24bc + 24a0 — 288b0 — 96¢0
+2a0—-12b—-4¢—-480-1

Esta formula também funciona no caso em que a=3e b,¢,0=0.

No cason=2%7°.11°-13°, com a<2e b,c,0 = 1, temos que s, =S, = ordradn)(q) = 20

em =7%"1.111.13°"1. De maneira similar obtemos a seguinte tabela:

[ (S
ged(n,ql0-1)
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ged(n,q?’ - 1)

cd(n,q’ -1 -
v | ged(n,q—1) zcd(n.q" — 1) My
1 9min{a,1} 2max{0,a—1} .7.11-183 1
2 0.7 11-13 70-1
4| 2°.7-13 11 7°-1.13°1
5 9min{a,1} gmax{0,a-1} ' 7.11.13 1
10 20.7.11 13 7b-1.11¢1
20| 2%-7-11-13 1 7b-1.11¢-1.130-1

e o niimero de fatores irredutiveis é:

2%(36bcd + 6bc + 1860 +6¢d + 3b + ¢ + 30) + 2971 4 gmin{a—1,0}

Esta formula também funciona para o caso em que b,c,0 = 0.
Estas formulas foram comparadas com os resultados obtidos através do Software

SageMath, implementando um programa que verifica o niimero de fatores irredutiveis de

fx™).

SageMath Code

#Determine o tamanho do corpo
sage: g=83;
#defina um corpo finito k com q elementos e um gerador a
sage: k=GF(q,’a’);
#defina o anel de polindmios em uma varidvel sobre o corpo k
sage: R = PolynomialRing(k,’x’)
#defina o gerador do anel R (defines the generator of R)
sage: x = R.gen();
#Encontre os fatores irredutiveis de $\Phi_{19}(x)$ em R
sage: factor(cyclotomic_polynomial(19) (x));
#forneca a sequéncia onde cada termo & um fator irredutivel de $f(x~{n})$
sage: A=[(x~(3%n) + 4xx~(2*n) + 47*x"n + 82).factor() for n in range (0,500)];
sage: for n in range(0,500):n, len(A[n]);

Este tiltimo comando gera uma sequéncia de pares
(n, o niimero de fatores irredutiveis de f(x") sobre [Fg)
paran=1,...,499.
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Exemplo 2.27. No caso n =2%-5°-7¢.11°.13%, com a=5e b =2 ¢,0,t = 1, temos S,, =

ordradn)(q) =20 € 5, =40 e m = gLy =270 502 7e-1.110-1. 137,

40
v ged(n,q’ - 1) % my
1 2 24.52.7.11-13 1
2 23.7 22.52.11-13 7¢-1
4 24.5.7-13 2-5-11 7¢-1.13%1
5 2 24.52.7.11-13 1
8 25.5.7-13 5-11 20-8.7¢-1.13v-1
10 23.7.11 22.52.13 7¢-1.11°-1
20 | 24.52.7-11-13 2 50-2.7¢-1.119-1.13%1
40 | 25.5%2.7.11-13 1 205,502 7¢-1.970-1. 731

Portanto o niimero de fatores irredutiveis de f(x") é
5760abc0t+480abcr+576abcr+960abdr—4320acdt—11520b¢0t+48abc+80abd —360acd

—-960b¢0 +96abt + 144act — 1152bct — 7200t — 1920b0t + 8640¢dt + 8ab + 12ac — 96b¢

—600a0 — 16000 + 744¢0 + 24ar — 192bt — 288ct + 14400t + 2a — 16b — 12¢ + 1240 - 48r -1

No caso b =1 temos

7200ac0t + 600acd + 1296act + 1200a0t — 14400¢0t + 108ac + 100ad

—1176¢0 +216ae — 2592ct — 24000t + 18a — 204¢ — 1960 — 432t — 33
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CAPITULO

A ESTIMATIVA DO NUMERO DE BINOMIOS
IRREDUTIVEIS

Determinar uma formula assintética para o nimero de polinémios monicos irredutiveis
em [, de grau ¢ que satisfacam algumas condi¢des é uma questéo interessante. Por
exemplo, em [11] podem ser encontradas varias formulas assintéticas para o numero de
polinémios monicos irredutiveis com alguns coeficientes fixos, e em [19] encontra-se uma
formula assintética para o nimero de polinémios irredutiveis que sdo invariantes por
uma ac¢do de PGL(2,F,). Nesta direcdo, uma questéo natural é encontrar uma funcéo
assintética para o numero de polindmios irredutiveis com peso baixo. Em particular,
polinémios com apenas dois coeficientes nédo nulos, ou seja, que possuem peso dois. Neste

caso, € bem conhecido um critério de irredutibilidade para binémios (Teorema 1.36).

Fixamos q e denotamos por N,(¢) o nimero de elementos a € F, tal que o binémio
x! —a é irredutivel sobre o corpo Fqlx]. Uma pergunta natural é, qual é a ordem de
crescimento desta funcdo, mas como esta fungao pode ter um comportamento ndo muito
uniforme, se faz necessario responder outro tipo de pergunta, como por exemplo qual seu
valor maximo, minimo ou valor médio quando limitamos o valor de ¢. Em particular, qual

é uma estimativa para Z N,4(t) para T grande.
t<T
Recordando que rad(¢) é o produto dos primos p que dividem ¢, definimos

d(z 41t
rad(t) = rad(t) se4{

2rad(¢) caso contrario.
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+1 "onde I é um inteiro positivo tal que ¢ | (¢—1)" obtemos que cada

Tomando n =(g—1)
binémio da forma x‘ —a € F4[x] é um fator do polinémio x™ —1 [7, ver Lema 2.3]. Portanto,
a partir do Corolario 2.4, o qual é essencialmente o mesmo resultado do Corolario 3.25

em [7] juntamente com o teorema de irredutibilidade de binémios temos que:

Lema 3.1. Sejam [, um corpo com q elementos e N4(t) o niimero de binémios monicos
irredutiveis de grau t em F,. Entdo
5 (g—-1), se rads(®)l(g—-1)

Ny(®) =
0, caso contrdrio,

onde ¢ é a fungdo de Euler.

Este resultado também pode ser encontrado em [17] Lema 7. A soma Z N,4(¢) foi
t<T
estudada por Heyman e Shparlinski em [17] usando resultados de Teoria Analitica dos

Numeros. Neste trabalho, os autores apresentam uma cota superior para a ordem média
do nimero de bindmios irredutiveis quando g esta fixo e t < T para T suficientemente

grande. O resultado mencionado é o seguinte.

Teorema 3.2 ([17], Teorema 3). Sejam Fy um corpo finito, A e € niimeros positivos fixos e

T um niimero real tal que

T > (10g(q _ 1))(1+€)A10g3 q/log4q_

Entdo se tem que

T
<(g-1)—————.
L Ni0=@- Do

Neste capitulo sera mostrado que este limite superior ndo esta préoximo da ordem de
crescimento esperada. De fato, obtivemos a ordem de crescimento "exata" para ordem
média do nimero de binémios irredutiveis de grau menor ou igual a 7' com q fixo. Assim,
este resultado melhora o resultado apresentado por Heyman e Shparlinski.

Ao longo deste capitulo, Ny e N denotam respectivamente o conjunto dos inteiros
nao negativos e o conjunto dos inteiros positivos e, p1 < p2 < --- < ps; denotam ndmeros
primos tais que

1= p{t-pst  seq#3 (mod4)
2p'---ps*  caso contrério,
onde s = 2. Observemos que no caso que s = 1, isto é, ¢ — 1 tem unicamente um fator
primo, temos que
pk—lzp‘f1 com k€N (3.1)
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assim:

* Se k,a; =2 segue do Teorema de Mihailescu (Conjectura de Catalan) [30] que a
Unica solucdode 3.1é p=3,k=2,p1=2e a1 =3.

* Se k =1 segue da equacio 3.1 que p = p;“ +1 o que implica que pi = 2, pois se
p1 € um primo impar entao p‘fl +1=2(k1+1) com k1 =1 nao é um primo. Logo,
p=2%+1, com a; =28, €N em outras palavras, p é um primo de Fermat (ver
[10]).

e Se a; =1 entdo p; = p¥ —1 0 que implica que p =2, logo p1 =2% —1 com £ € N um

numero primo em outras palavras, p; € um primo de Mersenne (ver [10])

portanto q = 2F 1 1e

l
t;qu(t) = ZET% q-1)= (1 + Llogz—zTJ) (g—1).
Além disso, para cada U = (vq,...,Us) € Ng°, denotaremos por #() o nimero p’{l D e
por [; o nimero logp;com j=1,...,s.

No que segue, apresentaremos alguns resultados sobre pontos reticulares no tetrae-
dro s-dimensional limitado pelos hiperplanos coordenados e algum outro plano. Estes
resultados serao utilizados para determinarmos quantos numeros inteiros positivos ¢
satisfazem ¢ < T com rad(¢) | (g — 1). Mais especificamente, queremos saber quantos nu-
meros da forma pi'--- pg* sdo menores ou iguais a T Para isto, necessitamos de algumas

definicoes e resultados, o qual passaremos a lista-los.

3.1 Alguns Resultados Sobre Pontos Reticulados

Definicao 3.3. Sejam a1,...,as e A nimeros reais positivos. Denotamos por Q(A;a1,...,as)
o conjunto de pontos do tetraedro limitado pelos hiperplanos coordenados e pelo hiper-

plano a1xi1+---+agsxs = A, isto é,

QAzaq,...,as) ={(x1,...,x) ER®|x; =0 e ajxy +---+asxs <A}, e,
denotamos por Ng(A;ai,...,as) o nimero de pontos do conjunto Nj N Q(A;az,...,as), isto
é,

NoAsan,...,a5) = {(x1,...,205) ENlagay + -+ s < A,
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A estimativa para o nimero de pontos reticulados no tetraedro é um resultado
classico. Se consideramos, para cada ponto de Q(A;a1,...,as) com coordenadas inteiras,
um hipercubo de lado 1 localizado na direcéo positiva com respeito a todos os eixos e cada
um destes pontos, o s6lido 65 obtido pela unido dos hipercubos contém Q(A;aq,...,as).

Portanto,

1352 A8
J%(/l;al,...,as):Vol(‘€3)>Vol(Q(/l;al,...,as)):—H—:—. (3.2)
s!J-Zl a;j slai---ag

Como €, também esta contido em Q(A+a1+---+as;aq,...,as), temos

A+ai+---+as)
N a) < VOUQO+ a1+t ayian,..as) = a'l as) (3.3)
sla1---ag

Uma vez que,

s

(/13 +3 ("’)(A)S—J(a1 +otag) | = _r +0(As™h,
= k slai---ag

A+a1+---+ag)® 1
slai---ag slai---ag

A funcao A; pode ser limitada superior e inferiormente por dois polindmios de grau s na

variavel A para todo A > 0 e, assintoticamente temos que
AS
M(Aaq,...,a5) = ———+O0(A° 7).
slai--ag

Em [21], Lehmer determina dois outros polinomios Py, . 4, (1) € Qq,... a,(1) 0s quais
fornecem uma cota mais exata para limitar inferiormente e superiomente a funcéo .A;
para todo A > 0. Resultados analogos foram encontrados por Lochs [28] (equacéo I] e
equacdo I1I). No seguinte teorema, apresentamos um resumo destes resultados de uma

forma simplificada:

Teorema 3.4 ([21] e [28]). Sejam a1,...,as ntimeros reais. Entdo,

A+ 5@+ +agdAs ! A+ 3(2a1+-+-+ay))®

< Ns(A;aq,...,a5) <

, para todo A>0.
slai---ag slai---ag

(3.4)

Por outro lado, em [33], Spencer encontrar uma férmula assintética para funcéao A5
no caso em que ai,...,as sdo genéricos. Uma versio elementar do resultado de Spencer

pode ser encontrado em [3]. Especificamente.

Teorema 3.5 ([3, Theorem 1, Equation (1)]). Sejam a1,...,as niimeros reais linearmente

independentes sobre Q). Entdo:

As 1 ay+-+a,

N(Asaq,...,as)= A roas™h.

+
slai-ras 2(s=1) ai---ag
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3.2 Numero de Binomios Irredutiveis

Nesta secdo, apresentamos o resultado principal deste capitulo, o qual fornece uma
férmula assintética correta para o nimero de binémios irredutiveis sobre F, de grau
menor ou igual a T'. Para cada inteiro positivo T', denotaremos por Y(T') o conjunto dos

pontos reticulados
QQogT;ly,...,ls)NNG, onde [; =logp; para j=1,...,s,

por Y*(T') os elementos de Y(T') em que cada coordenada é positiva, ou seja, Y*(T') =
Y(T)nN? e, Y;(T) o subconjunto de Y(T') que tem a j-ésima coordenada igual a zero e as

outras coordenadas séo positivas. Observemos que, pela definicdo de Y(T'),
U:=(v1,...,05) € Y(T) se, e somente se, £(0) :plil pe<T.

Além disso, os conjuntos Y+ (T),Y1(T),...,Y(T) sdo dois a dois disjuntos. Por fim, deno-

taremos por Yo(7) € Y(T') o subconjunto complementar
YN (T)uY(T)u---uY(T)),

isto €, o subconjunto dos elementos com duas ou mais coordenadas iguais a zero.

No que segue, apresentamos um lema técnico que sera util para estimar o niimero de

. . d(g-1 : ,
bindémios irredutiveis ménicos de grau ¢ < T com ria(g( 5 ) sendo igual a 1 ou um nimero

. — D1 . . oA d(g-1) _ .
primo. A ideia essencial é a seguinte: O nimero de binémios em que rara(g( 5 )= ¢ igual a 1

ou um numero primo é assintoticamente maior do que outros tipos de binémios com grau

menor ou igual a T'.

Lema 3.6. Seja T um inteiro com T >rad(q — 1). Entdo:

(@)
pt@®)  @l@-1) s(, slog(rad(g —1)) 1
seyr(m t0) C(g- l)s!ll---ls(IOgT) 1 2log T +0((ogT) ™)
v (t(v)) (g-1) l
s (ptﬁ _ o(q — s—ls pil; 3_2
j;lﬁeYj(T) t@)  (q-1)s—1)1---1 (logT) ]; p—j 1 +0((ogT)*™*)

Demonstracio. (a) Como rad(¢(7)) =rad(q — 1) para todo ¥ € Y*(T'), temos que:

P(t@))  @rad(t(®))) ¢(radg-1)) ¢lg—1)
t@  rad@@)  rad(g-1)  ¢g-1
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CAPITULO 3. A ESTIMATIVA DO NUMERO DE BINOMIOS IRREDUTIVEIS

Logo,
Q@) _ plg-1)

sey~(ry t0) q-1

Y (D). (3.5)

Por outro lado, sabemos que:

(v1,v9,...,Us) € YY(T) se, e somente se, (vl—l,vz—l,...,vs—l)eY( )
DP1Ds

Portanto,
Y ™(T)| =

:J&/S(log( );ll,...,ls). (3.6)

T
ey
P1-Ps

Agora, pelo Teorema 3.5 e usando o fato que

P1-Ps

k
(log(plflip )) = (logT)* — klog(p1 -+ ps)log TY* " + O((log T)* %)

para todo £ = 1, concluimos que

s s—1
IY*(T)| = ! (log( T )) +§(l1+---+ls)(log( T ) )+o((1ogT)s_1)
slly---ls P1*Ds 2 P1Ds

= ((logT)S —slog(p1---ps)logT)* 1+ glog(pr"Ps)(logT)S_l) +o((log T)*™Y)
-1

_ (logT)® (1 B slog(rad(q — 1))
syl 2log T

) +o((logT)*™1).

O resultado segue desta dltima identidade e da Equacéo 3.5.
(b) Se ¥ € Y,(T), entdio rad(¢(7)) = =L e

. (rad(q—l))
P@)) _ P\ p; _¢adig-1) pj _¢lg-1) p,
t(V) % rad(g-1) p;-1 g-1 pj-1
J
Assim,
S (@) (-1 & j
y ¥y LTINS By, 3.7)
A, HO) q-1 mpj-1

Como cada ponto em Y ;(T') possui a j-ésima coordenada igual a zero, podemos eliminar

esta coordenada e, seguindo os mesmos passos do item anterior obtemos que:

T -
|Y‘](T)|:¢/‘/s—1(log( ;lla-"aljr",ls
P1-Pj-1Pj+1" " Ps
1
(ogT)* ™1 + O((log T')*2), (3.8)

B (s=DWq--lj-alji1--1s

onde /; significa que /; ndo aparece como parametro na funcdo. O resultado segue a

partir das Equacoes 3.7 e 3.8. [ |
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3.2. NUMERO DE BINOMIOS IRREDUTIVEIS

Agora estamos prontos para enunciar e mostrar o resultado principal.

Teorema 3.7. Sejam [, um corpo finito com q elementos e N4(t) o nimero de binémios

moénicos irredutiveis de grau t em Fq[x].
1. Seqg#3 (mod 4)eqg—-1= p‘fl ...ps* é a fatoracdo de q — 1 em fatores primos, entdo

-1 s (p;+DI j
Y Nyt = —297D [ogry s Sy RITDIBDS o pet) o (ogy ).
1272T sllogp1---logps 2J-:1 p;i—1

2. Seq=3 (mod 4)e g—1=2p7'...ps", entdo

i (pj+1)logp; _ log2

3p(g—-1)
N,(t) =
Z q st pj- 1 3

1<1=T 2-s!logp1---logps
o((ogT)*™).

S
logT)® + =
(log )+2

(logT)S_l) +

Demonstracao. Suponhamos que g #3 (mod 4), entdo 4|(¢g—1) ou g — 1 é impar.
Como N,(#) =0 se rads(#) 1 (g — 1) segue do Lema 3.1 que:

(t)
Y N,= Y N,w=@-1n Y £ (3.9)
t<T t<T t<T
rady(t)l(g—1) rady(t)|(g—1)

Uma vez que g Z 3 (mod 4) temos que ¢ =1 (mod 4) ou g é par. Em ambos os casos,
rads(t) | (g —1) e rad(¢) | (¢ — 1) sdo equivalentes, pois no primeiro caso 4 | (¢ — 1) implica
que rZ\T_(lt) é par e no segundo caso rad(¢) é impar e portanto rady(¢) = rad(¢).

Segue da Equacéo 3.9 que

Y N0=@-» Y 2

t<T t=T t
rad(¢)|(g—1)

(3.10)

As condicoes ¢t < T e rad(t) | (g — 1) sdo equivalentes a ¢ = plil --pe® < T onde cada v
é um inteiro nao negativo. Esta ultima inequacéo é equivalente a inequacao linear
vilogpi+---+vgslogps <logT,isto é, 0 = (vy,...,vs) € Y(T) = QogT;ly,...,15)NNG. Desta

forma temos que

@
Y. Ny®)=(g-1) ) (’)(—El)» =(@-1)(A+B+0),
t<T FEY(T) t(v)
rad(#)l(g—1)
onde
p(t(©)) 5 p(t(v)) p(t(v))
A= — B = — e C:= —. (3.11)
sexm () ) jglaeYj(T) t(v) seYor W)
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Notemos, as somas A e B correspondem aos itens (a) e (b) do Lema 3.6. Logo:

_ (P(q_l) ' s S s—1 s—1 > pjlj s—1
(q—1)A+B)= (logT)° — =(log T)* 'log(rad(g — 1)) + sog T)* " ) ———| + 0 ((logT)»* ")
sy, | 2 =V
plg-1) | s R 1w Pl 1

=—"|(ogT)’ —=QogT)*® l; log T')? _— logT)®
slly---l L(og ) 2(0g ) i=1 j+s(log) J;pj—l +0((ogT)™)
(P(q -1) s, S : Dj +1 s—1 s—1

= logT — l:(logT logT
sl 1 (logT) +2J;pj—lj(og ) +0((og ) )

Finalmente, a dltima soma pode ser limitada da seguinte forma

-
y 2O v s s v, (3.12)

sevar t0)  seYory  1=i<iss

onde
Y (T):={teYo(T)v;=0ev;=0}|. (3.13)

A~

Usando o fato Y, ;(T') = ths_g(logT;ll,...,li,...,fj,...,ls) = O((log T)*2) concluimos que o

ultimo termo é assintoticamente pequeno quando comparado as duas primeiras somas.

Portanto
-1 s +1Dlogp;
Y Ny =297 (qogry o &y LIt DIBP o0 mst] 4o (og Ty Y,
dt(s)\T( 1 sthy---Ls 2j=1 bj—=
radg (8)l(g—

donde temos o item 1.
Agora consideremos o caso em que ¢ =3 mod 4, ou seja, vo(q —1) = 1. Observemos

que
* Set é par entdo t = 2k para algum k € N. Assim, se & for par, temos que
rad4(¢) =rad4(2k) = 2rad(k)

e consequetemente 4 | (¢ — 1) absurdo. Logo, £ é impar e rad4(2k) = 2rad(k) o que

implica rad(k) | qT_l.
* Se t é impar entdo rady(t) =rad(¢) e rad(?) | qT_l.
Segue da Equacédo 3.9 que:

Y Ng@)= > Ng®)= Y Ng®+ > Ng@20.
t<T t<T t<T t<T/2
radg(0l(g-1) rad(n 452 rad(®) 25
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Do item (1) temos que:

_plg-1)
ZT N"(t)_s!zl---zs(
rad(t) 25

(logTy + 5y PitDlogn;
=1 pi—1

5 (1ogT)s—1) +o((ogT)*™) (3.14)

t<T/2 t<T/2 2t 2 t<T/2 ¢
rad(t) 25 rad(®) 25 rad(t) L5
¢(q—1) 1( T)s s & (pj+1)1ogpj( T)s—l o1
= log= | 42 Y " log=|  |+0((ogT
s!ll---ls(z 8% 4; -1 (%2 o ((log ™)
-1 s i+ 1logp;
_ 99D (Lo tegay+ Sy LI DIBP) 10691 o (Gog T )
S!ll"'ls 2 4,]:1 p.]_

Agora, utizando o Teorema binémio de Newton obtemos

1 1
E(IOgT - 10g2)s = 5

S
(logT)* —s(log T)* *log2+ Y (s_
j=2

(log T)*~/(~log2y ) e

S . .
(logT —1og2)* ! = (logT)*~ ! + Z (S_)(]OgT)S—](_logz)j,
j=1\J
portanto,
BCLCERAN B PRI ESWPRER TR 2.1 P
z;& Nq(20) = syl (2(logT) 9 log2+ 4J; pi—1 (logT) +0((ogT)y ™)
rad(t)|q2;1

(3.15)
Somando as Equacgoes 3.14 e 3.15 temos que

3p(g-1) s | < (pj+Dlogp; 2 1 1
N, =—2" 7 [(ogT)y += |} L2 _Z10g2| (logT)* 1| +o0 ((ogT)*
2, Na® 2.3!11---13((°g "3 ]; p-1 31082\ (eeD) +o(les D)
radg ()l(g-1)
como queriamos mostrar. [ |

Como consequéncia direta do teorema acima temos o seguinte corolario:

a1 ds
. : . . Py P se ¢ #3 (mod 4)
Corolario 3.8. Seja g uma poténcia de primo tal que g—1 = 1 :
2p{'---ps*  caso contrdrio.

Entao

o(g—1) Tooo  (logT)* 3

sllogpi---logps lim letsTNq(t) _ 1 seqg#3 (mod4)
5 caso contrdrio.
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CAPITULO 3. A ESTIMATIVA DO NUMERO DE BINOMIOS IRREDUTIVEIS

3.3 Uma Cota para o Numero de Binomios

Irredutiveis com T pequeno

Nesta sec¢ao, fornecemos uma cota inferior e superior para o nimero de bindmios irredu-
tiveis quando 7' ndo é um nimero muito grande.

Supondo que q # 3 (mod 4), segue da Equacéao 3.10 que:

Y N0=g-» ¥ 22

t<T =t 1
rad(?)l(g-1)

plg-1) _ 9@ _
i = =

Observando que -1 = 1 para qualquer ¢ tal que rad(¢)|(qg — 1) obtemos

Y Ne@®=z=p(g-1) Y 1=¢(q-DIY(DI=plqg—1)N:;ogT;l1+++15)

t<T t<T
rad(#)|(g—1)

Y Ny < (g - DIY(D)] = (g - DA(log T 11 +--- + 1)
t<T

para qualquer T > 1, e concluimos a partir do Teorema 3.4 que:

-1
Y N> olg— 1) ((1ogT)S+f(logp2+---+1ogps))
{=T stlogpy---logps 2
-1 1 d(g - 1)/
S (1ogT)S(1+s°*"3‘(m g )pl))
sllogpi---logps 2logT
e
(g-1) 1 s
ZNq(t)< ' ((logT)+—(210gp1+10gp2+---+logps))
{=T s!logpi---logps 2
qg-1

gy 1 2 adla =)

:sllogp1-~-logps 2logT

O teorema seguinte fornece uma cota superior para o nimero de binémios em F,[x].

Teorema 3.9. Para qualquer T =rad(q — 1), o ntimero de binémios irredutiveis de grau

menor ou igual a T em Fylx] é limitado superiormente por:

-1 log(rad(q - 1 los(rad(a — 1))\2
a-D) (logT)s(1+sM1M+3(3_1)M2(M)),
s!logpi---logps logT logT
" AT 3 +loglog(slog(slog(s))) 1
c(s—1)
M= (I‘ad(q—l))_ZlogT.(l_i_ +loglog 32Og3 og(s )_5
s
’ -2
M2;:1+w.(§)
8 2s¢p(g—-1) \2
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Demonstracao. Sabemos que o nimero de binémios monicos irredutiveis é dado pela
formula (¢ — 1) (A +B +C), onde A, B e C sao definidos pela Equacéao 3.11. Assim, para
obter uma cota superior para o nimero de binémios irredutiveis em [,[x] é suficiente

obter uma cota superior para A, B e C.

A partir das Equacoes 3.5, 3.6 e do Teorema 3.4 obtemos que

_plg-1) ( ( T ))‘_wq—l) ( ( T ) )
A= Y|l =1 N [log T D1yl

q-1 8\ rad(g- 1)
- a-l slly-e-1
= " _‘Pl(;i!_lll.). - (logT —log(rad(qg — 1)) + %log(rad(q B 1)))3
= (q _<P1(;i;11.). 1 (logT)* (1 _ %)s
< _<Pl(;ls;11.). - (logT)* (1 _ S% rs(s— 1)(10g(;23§_,,;21)))2) .

Da Equacéo 3.7 e do Teorema 3.4, temos que:

1 S
- LIRS Py

-1 lepJ
p;T 1 5
<(p(q—1) S, pj (log(radé_l))+—(ll+---+lj_1+lj+1+---+ls))
- q—l j:lpj_l (S 1)'[1 ]1lj+1 l
rad(g—1) s=1

_ plg-1) (log T)*~ IZSPJIngJ 1— IOg( p1p; )
(q—1)sly---1, o opi-1 2logT

pq@-1) (logT)s_l i spjlogp; (1_ clog(rad(q — 1)))3_1
(@q—1)s!ly---1g -1 pi—1 2logT

log(p1ps)

onde ¢ =1- log(rad(g—-1))"

Agora, utilizando a inequacéo (1 +x) < e* obtemos

c(s—1)
(rad(q — 1)) 2MeT

i spjlogp; 1— clog(rad(q —1))\* ! - i spjlogp;
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uma vez que

IA

S logp; & —1)+1llogp; & logp; s S slogp;
Zsp] gD ZS[(I)J ) ] gPj _ Z(Slogpj+s gij)zzslogpj_i_Zﬂ
J=1 P . .

= pi—1 pj—1 j=1 i j=1 s pi—1
<i log +(1i1g )(12 . ) log(rad( 1))(+1i : )
<) slogp;i+|— ogpill—) s = log(rad(q — s+ -
j=1 ’ S j=1 ’ si1 pj—1 sioipj—1
1 1
<log(rad(g—1)[s+=[1+ Y =]|, (3.17)
S pe{primeiros D

(s—1) primos}

onde na penultima desigualdade utilizamos a inequacgao soma de Chebyshev (secdo 2.17
de [16]).

Usando o fato que o (s —1)-ésimo primo é menor que (s — 1)[In(s—1)+1Inln(s—1)] e que
(s—1DIn(s—1)+(s—1)Inln(s — 1) < sIn(s - In(s)) (ver [32]), obtemos a partir da Inequacao
3.17 que
i spjlog 1p j

» <log(rad(g—-1)) (s + % (1 + Z 1)) <log(rad(g—1))|s+ %(3 +InIn(sln(s - In(s)))|,
j=1 Pj—

p<sln(s) p

onde na ultima desigualdade usamos que

1
Z — =Inln(x) + B+ 0(1) <Inln(x)+2, para todox=2,

p=x

onde B = 0.261497 é a constante de Mertens (ver [34, Teorema 9]) . Portanto,

p(g—1) (log T Mog(rad(g—1) s+ 3 +loglog(slog(s -log(s)))

c(s-1)
d(g—1)) 2MeT,
(@q—1)s!lq---1 S (rad(g=1)) =

(3.18)
Finalmente, a partir das Equacdes 3.12 e 3.13 e usando os mesmos argumentos

usados anteriormente obtemos:

Cs< ) YD)

1<i<j<s

< Y Memo(ogTsla,..., Ly ljyeniyls)

1<i<js<s
s—2
log (rad(qul))
<—— (logT)* 2 L1+ — 22
PEE TR ISEJ.SS ”( 2log T
1 _ log(rad(q —1))\* 2
<——(logT)* 2. z-z~-(1+ )
(s=2)M1...1; lsi;.ss v 2log T
1 s—2
= logT)*2-[1+1 d(q — 1))70eT l;l;. 3.19
G, 008T) 1+ ogtrad(q - 1) 1S§J~ss” @19
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Usando a inequacédo de Maclaurin ).  x;x; < —( Y xl) (que se mostra a partir da
1<i<j<s 1<i<s

desigualdade de Cauchy-Schwarz), segue da Inequacao 3.19 que

<o tee D -2 3‘1(10 (rad( —1)))2-(1+1o (rad( —1))ﬁ)s'2 (3.20)
Gs—2)7.. % g q g q .

1
Por hipétese, rad(g —1) < T o que implica que 1+log(rad(q — 1))20eT < % e, concluimos a

partir da 3.20 que

L qeeTy2S 2(3)8—2
“Go.1, gD - logtradg - 1) (3.21)

Denotando w =rad(q — 1) obtemos a partir das Equacoes 3.16, 3.18 e 3.21 que:

(p(q 1)

- loglog(s] 11
- +B+C) = B ogTy 145 (w 2(1°ng)-(1+3+ oglog(s ogs))__) 0g(®)
sty 52 2) TogT
(g - ) s [ L 6-Dg-D) (3)8—2] (1og(rad(q—1)))2
1, g Ts(s 1 il e A R
slly - (log®)sts =1 25¢p(g—-1) \2 logT
w(q 0y [ log(ew) (1og(w>)2]
logT M -1)M
'l]_ ( og ) + s 1 10 T +S(S ) 2 logT
Portanto,
1 -1 1 -1 2
(q—l)(A+B+C)<M(l gT) |1 M1M+s_(s_1)M2( og(rad(q ))) ]
sty logT logT
onde M = (rad(q ~1)) fhef (1.4 o) -} o pp= e STRER ()0
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