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Resumo

Usando métodos variacionais, neste trabalho estudamos existência e multiplicidade

de soluções para uma classe de problema elíptico envolvendo crescimento subcrítico

e crítico do tipo Trudinger-Moser. Tratamos também de uma classe de problema

elíptico envolvendo crescimento crítico de Sobolev.

Palavras-chave: Métodos variacionais, expoente crítico, desigualdade de

Trudinger-Moser.
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Abstract

Using variational methods, we study the existence and multiplicity of solutions to

an elliptic problem class involving subcritical and critical Trudinger-Moser growth.

We are also dealing with an elliptical problem class involving Sobolev’s critical

growth.

Keywords: Variational methods, critical exponent, Trudinger-Moser inequality.
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Introdução

São várias as dificuldades quando se trabalha com equações diferenciais: o tipo de

operador, a falta de compacidade das imersões de Sobolev e o comportamento da

não-linearidade são algumas delas. Neste trabalho apresentaremos resultados de

existência e multiplicidade para equações envolvendo operadores não-locais. Mais

precisamente, no Capítulo 1 estudamos o seguinte problema





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(1)

sendo Ω ⊂ RN um domínio limitado suave, com 0 < s < 1, λ > 0, a ∈ R e

não-linearidades f do tipo exponencial (no sentido Trudinger-Moser)

(i) subcrítico, isto é, lim
|t|→∞

|f(t)|

exp
(
α|t|

N
N−s

) = 0, para todo α > 0 e

(ii) crítico, no sentido que existe α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|f(t)|

exp
(
α|t|

N
N−s

) =





∞, se 0 < α < α0

0, se α > α0,

e no Capítulo 2 estudamos o problema:





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ b(u+)p
∗
s−1 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(2)

2



3

sendo Ω ⊂ RN um domínio limitado suave, com 0 < s < 1, λ > 0, a ∈ R e

p∗s =





pN

N − sp
, se sp < N,

∞, se sp ≥ N,

o exponente crítico fracionário de Sobolev.

Os problemas (1) e (2) podem ser colocados na forma





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(3)

sendo Ω ⊂ RN um domínio limitado suave, com 0 < s < 1, λ > 0, a ∈ R e

diferentes não-linearidades f .

O operador p-laplaciano fracionário (−∆)sp é definido por

(−∆)spu(x) = 2 lim
ǫ→0

∫

RN\B(x,ǫ)

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+sp
dy,

para uma função mensurável u e x ∈ RN . Para mais informações sobre estes

operadores, consulte o Apêndice A.

Recentemente, problemas envolvendo operadores não-locais têm sido ampla-

mente estudados na literatura e atraído a atenção de muitos matemáticos de di-

ferentes áreas de pesquisa. Esse tipo de operador não-local surge na descrição de

vários fenômenos nas ciências aplicadas, como otimização, finanças, transições de

fase, materiais estratificados, difusão anômala, luxação de cristais, limites ultra-

relativísticos da mecânica quântica, fluxos quase-geostróficos, dispersão múltipla,

superfícies mínimas, ciência dos materiais e ondas de água. Para uma introdução

elementar a este tópico e uma lista ainda não exaustiva de referências relacionadas,

consulte, por exemplo, [44].

O espaço de funções no qual esperamos encontrar soluções para o problema (3)
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é o espaço de Sobolev fracionário dado por:

W s,p(RN) :=

{
u ∈ Lp(RN) :

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy <∞

}
.

Como estas soluções devem ser nulas fora de Ω, é natural considerarmos como

espaço ambiente o subconjunto Xs
p ⊂ W s,p(RN) dado por

Xs
p =

{
u ∈ W s,p(RN) : u = 0 em R

N \ Ω

}
.

Um dos primeiros problemas do tipo (3) - no caso, envolvendo o operador

laplaciano e f = 0 - foi exposto em 1994 por Ambrosetti, Brezis e Cerami [5].

Mais precisamente, foi abordado o problema





−∆u = λuq + up , em Ω,

u > 0 em Ω,

u = 0 em ∂Ω,

(4)

com 0 < q < 1 < p. Os autores mostraram a existência de um valor Λ > 0 para o

qual o problema (4) possui pelo menos duas soluções positivas se λ ∈ (0,Λ); pelo

menos uma solução se λ = Λ; e nenhuma solução positiva se λ > Λ.

Este trabalho deu origem a uma preocupação crescente sobre a multiplicidade

de soluções de problemas semilineares elípticos do tipo

−∆u = µ|u|q−2u+ g(u) em Ω

no caso em que g é assintoticamente linear e assimétrica, ou seja, g satisfaz uma

condição do tipo Ambrosetti-Prodi dada por

g− = lim
t→−∞

g(t)

t
< λk < g+ = lim

t→+∞

g(t)

t
,

sendo λk um autovalor do operador laplaciano. Este problema foi abordado, entre
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outros (veja[27, 66]), por Paiva e Massa [36] e Paiva e Presoto [37].

Em [36], estudaram o problema





−∆u = −λ|u|q−2u+ au+ g(u) em Ω,

u = 0 sobre∂Ω,
(5)

sendo Ω ⊂ RN um domínio limitado suave com 1 < q < 2, λ > 0, a ∈ [λk, λk+1),

com {λj}j≥1 denotando a sequência de autovalores do operador (−∆) no espaço

H1
0 (Ω) e em que a não-linearidade g, entre outras condições, possui crescimento

tipo polinomial. Nesse trabalho, foi provada a existência de um valor Λ > 0 para o

qual o problema (5) possui pelo menos três soluções se λ ∈ (0,Λ), uma delas sendo

positiva e outra negativa.

Em [37], os autores estudaram o problema (5) com não-linearidade do tipo

g(t) = (t+)p−1, com 2 < p ≤
N + 2

N − 2
e N > 2. Utilizando a técnica das autofunções

aproximadas, os autores também encontraram pelo menos três soluções, uma delas

sendo positiva e outra negativa.

Miyagaki, Montreanu e Pereira [65], utilizando argumentos distintos de [37],

estudaram o problema (5) envolvendo o operador fracionário e não-linearidade do

tipo g(t) = (t+)2
∗
s−1.

O problema (3) pode ser visto como uma versão não-local da equação elíptica

semilinear [36] e como uma extensão do problema estudado em [65].

Equações elípticas com não-linearidades côncavas da forma −λ|u|q−2u, 1 <

q < 2, para λ < 0 e g possuindo crescimento polinomial foram estudados por

vários autores para o operador laplaciano (veja [4], [5], [31], [79] e suas referências).

Também, estudos relacionados ao problema (5) foram realizados para equações

elípticas envolvendo tanto o operador laplaciano fracionário (veja [10], [13], [14],

[18], [65] e suas referências) como o operador p-laplaciano fracionário (veja [15],

[53], [54], [67], [29] e suas referências).

Com respeito ao crescimento exponencial da não-linearidade em problemas do
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tipo (3) no caso limite N = sp, Bahrouni [9] abordou o problema não-local com

não-linearidade exponencial subcrítica h





(−∆)spu = −|u|p−2u+ f(u) + h(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

sendo Ω ⊂ RN um domínio limitado suave, 0 < s < 1 e p ≥ 2, f ∈ L∞(RN).

Neste trabalho, o autor encontrou uma solução não-trivial. Para isso provou uma

versão da desigualdade de Trudinger-Moser utilizada em espaços fracionários. Mais

precisamente, se 0 < s < 1 e p ≥ 2 são tais que N = sp, provou que existem

constantes positivas α∗
s,N = α(s,N) e Hα > 0 tais que

∫

Ω

exp
(
α|u|

N
N−s

)
dx ≤ Hα, (6)

para todo u ∈ Xs
p com ‖u‖Xs

p
≤ 1 e para todo 0 ≤ α < α∗

s,N .

No caso particular em que sp = N e p = 2, temos N = 1 (pois 0 < s < 1) e

consequentemente s = 1/2. Neste caso, denotamos

X := X
1/2
2 = {u ∈ W 1/2,2(R) : u = 0 em R \ (0, 1)}.

Takahashi [88] estudou a desigualdade de Trudinger-Moser em espaços fracio-

nários W 1/2,2(R), mostrando a existência de K > 0 tal que

sup
u∈X,‖u‖X≤1

∫ 1

0

exp
(
α|u|2

)
dx ≤ K, para α ≤ π (7)

Se α > π, então essa constanteK não existe, isto é, o lado esquerdo da desigualdade

é infinito

A desigualdade (7) permite a obtenção de resultados de imersão, que são fun-

damentais para as técnicas variacionais utilizadas no espaço Xs
p . Assim, as desi-

gualdades (6) e (7) desempenham um papel crucial no estudo de problemas que
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envolvem não-linearidades com crescimento exponencial subcrítico ou crítico no

sentido Trudinger-Moser.

Brezis e Merle [21] tem um papel pioneiro no estudo de problemas envolvendo

crescimento exponencial. Várias hipóteses diferentes foram feitas para permitir

a obtenção de existência e multiplicidade de soluções em problemas desse tipo

(consulte [41], [42] e [90]).

Problemas com o p-laplaciano fracionário tem sido objeto de muitos estudos.

Por exemplo, Iannizzoto e Squassina [55] mostraram a existência e multiplicidade

de soluções para o problema:





(−∆)1/2u = f(u) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(8)

a não-linearidade f tendo crescimento exponencial e, embora não explicitamente

informado, satisfazendo a condição de Ambrosetti e Rabinowitz (AR) (veja [42,

p.142]). Isto é, existem µ > p e R > 0 tais que

0 < µF (t) ≤ f(t)t, para todo |t| ≥ R, sendo F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

Neste caso,

lim
|t|→+∞

F (t)

|t|p
= +∞ (9)

é uma consequência de (AR).

Em geral, a condição (AR) garante a limitação de sequências de Palais-Smale.

Nos últimos anos, muitos autores tentaram estudar problemas sem a condição (AR),

aceitando (9) como válido e adicionando hipóteses (veja [25], [60], [71], [72], [73]

[84] e suas referências). Na maioria dos casos, nessas hipóteses adicionais existem

exigências de monotonicidade para F (x, t) ou f(x,t)
t

, ou então alguma propriedade

de convexidade para a função tf(x, t)− 2F (x, t).

Trabalhos envolvendo o operador laplaciano e operador N -laplaciano com não-
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linearidades com crescimento exponencial e sem usar a condição (AR) podem ser

encontrados em Nguyen e Gouzhen [69] e Liu e Wang [70], respectivamente.

Recentemente, Ruichang [82], provou a existência de uma solução não-trivial

para o problema 



(−∆)spu = f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(10)

onde, dentre outras condições para a não-linearidade f não usa a condição (AR),

possui crescimento exponencial e verifica (9).

Motivados pelos artigos de Iannizzoto e Squassina [55], Ruichang [82], Paiva e

Massa [36] e Paiva e Presoto [37], neste trabalho obtemos resultados de existência e

multiplicidade de soluções para a equação (3). Mais precisamente, como nos artigos

de Paiva e Massa [36] e Paiva e Presoto [37], conseguimos provar a existência de

pelo menos três soluções não-triviais para (3).

Considerando o problema (5), notamos que em [36, 37] um resultado de mi-

nimização local para funcionais definidas em espaços de Sobolev H1 e com não-

linearidades com crescimento polinomial é de suma importância para verificar a

geometria do Teorema do Passo da Montanha, o que permite a obtenção de uma

solução positiva e outra negativa. (Uma terceira solução é obtida ao aplicar o

Teorema de Linking).

Resultados de minimização local para funcionais definidas em espaços de So-

bolev fracionario Xs
2 foram obtido por Barrios, Colorado, De Pablo e Sanchez [14]

e Iannizzoto , Mosconi e Squassina [57]. Mais precisamente, seja Φ : Xs
2 → R o

funcional em C1(Xs
2 ,R) definido por

Φ(u) =
1

2
‖u‖2Xs

2
−

∫

Ω

G(u)dx,

com G(t) =

∫ t

0

g(s)ds e g ∈ C(Ω) satisfazendo a condição de crescimento

|g(t)| ≤ C(1 + |t|q−1), para algum 1 ≤ q ≤ 2∗s e C > 0.
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Foi mostrado que, se a função nula for um mínimo local de Φ na topologia C0
δ (Ω),

então ela será um mínimo local de Φ na topologia Xs
2 .

No Capítulo 2 estudaremos o problema (2). Naquele capítulo, seguindo as idéias

de Barrios, Colorado, De Pablo e Sanchez [14] e Iannizzoto, Mosconi e Squassina

[57], demonstraremos um resultado de minimização local para funcionais definidos

em espaços de Sobolev fracionário Xs
p , a não-linearidade f tendo crescimento poli-

nomial. Esse resultado generaliza o resultado de de minimização local obtidos em

Barrios, Colorado, De Pablo e Sanchez [14] e Iannizzoto , Mosconi e Squassina [57].

Como antes, esse resultado é fundamental para provar a geometria do Teorema do

Passo da Montanha e obtenção de uma solução positiva e outra negativa.

Esse resultado, contudo, é insuficiente para o estudo de problemas envolvendo

o operador p-laplaciano fracionário e não-linearidade f do tipo exponencial. Adap-

tando ideias feitas expostas em Barrios, Colorado, De Pablo e Sanchez [14], Ianniz-

zoto, Mosconi e Squassina [57] e Giacomoni, Prashanth e Sreenadh [50], provamos

um resultado de minimização local para funcionais definidas em espaços de Sobolev

fracionário Xs
p , a não-linearidade f tendo crescimento exponencial.

Mais especificamente, seja Φ : Xs
p → R o funcional C1(Xs

p ,R) definido por

Φ(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
−

∫

Ω

G(u)dx,

com G(t) =

∫ t

0

g(s)ds. Suponha que g satisfaça uma das condições

(i) Para todo α > 0,

lim
|t|→∞

|g(t)|

exp(α|t|
N

N−s )
= 0,

(ii) existe α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|g(t)|

exp(α|t|
N

N−s )
=





∞, se 0 < α < α0

0, se α > α0.
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Provamos que, se a função nula dor um mínimo local de Φ na topologia C0
δ (Ω),

então ela é um mínimo local de Φ na topologia Xs
p .

Esse resultado é a principal contribução desta tese. Fora seu interesse intrínseco,

ele complementa o resultado de minimização local obtido no capítulo 2.

A seguir apresentaremos um panorama geral dos resultados apresentados neste

trabalho. e, para facilitar a leitura, vamos repetir os problemas e os enunciados

dos teoremas no inicio de cada capítulo.

No Capítulo 1 estudamos a existência e multiplicidade de soluções fracas para

o problema





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(11)

sendo (−∆)sp o operador p-laplaciano fracionário, Ω ⊂ RN um domínio limitado,

suave, com 1 < q < 2 ≤ p, 0 < s < 1, λ > 0, a ∈ R, e a não- linearidade f tem

crescimento exponencial subcrítico ou crítico no sentido Trudinger-Moser e satisfaz

as seguintes condições:

(f1,p) f ∈ C(R,R), f(0) = 0 e F (t) ≥ 0 para todo t ∈ R;

(f3,p) lim
|t|→0

f(t)

|t|p−2t
= 0;

(f5,p)
f(t)

|t|p−2t
é crescente se t > 0, e decrescente se t < 0.

(f6,p) Para cada (un) ⊂ Xs
p , se





un ⇀ u, em Xs
p ,

f(un) → f(u), em L1(Ω),

então F (un) → F (u) em L1(Ω).
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(f7,p) Existem r > p e Cr > 0 tais que F (t) ≥
Cr

r
|t|r, para todo t ∈ R, com

Cr >
1

C


2N

s

(
α0

α∗
s,N

)N−s
s

(r − p)

pr




r−p
p

,

onde C (encontrada em (1.107)) e α∗
s,N são constantes positivas (veja a Pro-

posição A.9.

Observação 0.1 A condição (f7,p) implica a condição

(f4,p) lim
|t|→∞

F (t)

|t|p
= +∞, sendo F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

Antes de enunciar nossos resultados principais apresentamos uma decomposição

adequada em soma direta do espaço Xs
p . Para tal decomposição seguimos a ideias

de [3] definindo

λ∗ = inf
{
‖u‖pXs

p
: u ∈ W e ‖u‖pLp(Ω) = 1

}
,

sendo

W = {u ∈ Xs
p : 〈A(ϕ1), u〉 = 0}

e o operador não linear A : Xs
p → (Xp

s )
∗ sendo definido, para todo u, v ∈ Xs

p , por

〈A(u), v〉 =

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy.

Provamos que

Xs
p = W ⊕ span{ϕ1},

ϕ1 denotando a autofunção positiva e normalizada associada ao primeiro autovalor

λ1 do operador (−∆)sp no espaço Xs
p , com λ1 < λ∗ (veja Apêndice A).

Os principais resultados do Capítulo 1 são:
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Teorema 0.2 Seja Φ : Xs
p → R o funcional C1(Xs

p ,R) definido por

Φ(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
−

∫

Ω

G(u)dx,

com G(t) =

∫ t

0

g(s)ds. Suponha que g satisfaça uma das condições abaixo

(i) Para todo α > 0,

lim
|t|→∞

|g(t)|

exp(α|t|
N

N−s )
= 0,

(ii) existe α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|g(t)|

exp(α|t|
N

N−s )
=





∞, se 0 < α < α0

0, se α > α0.

Seja 0 um mínimo local de Φ na topologia C0
δ (Ω), isto é, existe r1 > 0 tal que

Φ(0) ≤ Φ(z), ∀ z ∈ Xs
p ∩ C

0
δ (Ω), ‖z‖0,δ ≤ r1.

Então 0 é um mínimo local de Φ na topologia Xs
p , isto é, existe r2 > 0 tal que

Φ(0) ≤ Φ(z), ∀ z ∈ Xs
p , ‖z‖Xs

p
≤ r2.

Teorema 0.3 (caso subcrítico) Suponha que λ1 ≤ a < λ∗ e que f possua cres-

cimento exponencial subcrítico e satisfaça as condições (f1,p), (f3,p) e (f4,p), então

para λ suficientemente pequeno, o problema (11) possui pelo menos três soluções

não-triviais. Além disso, adicionanando a hipótese de f ser ímpar obtemos que o

problema (11) possui infinitas soluções.

Teorema 0.4 (caso crítico) Suponha que λ1 ≤ a < λ∗ e que a não-linearidade

f possua um crescimento exponencial crítico e satisfaça as condições (f1,p), (f3,p)

e (f5,p)− (f7,p), então para λ suficientemente pequeno, o problema (11) possui pelo

menos três soluções não-triviais.
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Para a prova dos Teoremas (0.3) e (0.4) utilizamos métodos minimax em combi-

nação com uma desigualdade de Trudinger-Moser adequada (no caso, a estimativa

(6)) para o espaço de Sobolev fracionário Xs
p . Mais precisamente, usamos o Teo-

rema do Passo da Montanha para obter uma solução negativa e uma positiva. Para

encontrar uma terceira solução não-trivial do problema (11) aplicamos o Teorema

de Linking.

Observações:

(1) O problema (11) foi abordado em Ruichang [82] no caso a = 0 e λ = 0.

Porém, para o problema com crescimento crítico, no lugar da hipótese (f7,p)

do Teorema 0.4, foi assumida a condição:

lim
t→∞

f(t) exp
(
−α0|t|

N
N−s

)
t ≥ β > 0. (12)

Por sua vez, em Anouar [9] foi provado a existência de solução fraca para

o problema (11) no caso em que a = −1 e, ao invés do termo −λ|u|q−2u

foi considerada uma função h ∈ L∞(RN) e uma não-linearidade f possuindo

crescimento exponencial subcrítico.

(2) Os Teoremas 0.3 e 0.4 generalizam, respectivamente, os Teoremas 1.3 e 1.5 de

[82], uma vez que consideramos o caso λ 6= 0 e a 6= 0. Além disso, a hipótese

(f7,p) é menos restritiva que a condição (12). Também é importante notar

que o Teorema 0.3 complementa o resultado principal de [9].

(3) Optamos por utilizar a desiguldade de Trudinger-Moser no espaço Xs
p como

no artigo [9] (onde o autor considera o caso p ≥ 2). Não poderíamos utilizar

a versão dada em [82] pois este assume a igualdade Hs,p = W s,p(RN), sendo

o espaço Hs,p =

{
u ∈ Lp(RN) : (−∆)s/2u ∈ Lp(RN)

}
para qualquer p > 1,

mas sabemos que a igualdade entre aqueles espaços só é verdadeira quando

p = 2.

Finalizando o Capítulo, estudamos ainda a equação (11) no caso em que N = 1,
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s = 1/2 e p = 2, ou seja,





(−∆)1/2u = −λ|u|q−2u+ au+ f(u) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(13)

sendo (−∆)1/2 o operador 1/2-laplaciano fracionário, λ > 0, a ∈ R, 1 < q < 2 e

a não-linearidade f tendo crescimento exponencial subcrítico ou crítico no sentido

Trudinger-Moser. Além disso, supomos também as seguintes condições sobre f :

(f1) f ∈ C(R,R), f(0) = 0 e F (t) ≥ 0 para todo t ∈ R;

(f3) lim
|t|→0

|f(t)|

|t|
= 0;

(f4) lim
|t|→∞

F (t)

t2
= +∞, sendo F (t) =

∫ t

0

f(s)ds;

(f5)
f(t)
t

é crescente se t > 0, e decrescente se t < 0;

(f6) Para cada (un) ⊂ X, se





un ⇀ u, em X,

f(un) → f(u), em L1(0, 1),

então F (un) → F (u) em L1(0, 1);

(f7) Existem r > 2 e Cr > 0 tais que

F (t) ≥
Cr

r
|t|r, para todo t ∈ R,

com Cr >
1

C

[
4
(α0

π

) (r − 2)

2r

] r−2
2

, onde a constante C > 0 é obtida em

(B.55) (ver Apêndice B).

Lembramos que {λj}j≥1 denota uma sequência de autovalores do operador (−∆)1/2

no espaço X, escolhida de acordo com o exposto no Apêndice A.

Os principais resultados deste capítulo são enunciados como segue:
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Teorema 0.5 (caso subcrítico) Suponha que λk ≤ a < λk+1 para algum k ∈

N (k ≥ 1) e que f possua crescimento exponencial subcrítico e satisfaça as condições

(f1), (f3) e (f4). Então para λ suficientemente pequeno, o problema (13) possui pelo

menos três soluções não-triviais. Além disso, se f for ímpar, (13)) possui infinitas

soluções.

Teorema 0.6 (caso crítico) Suponha que λk ≤ a < λk+1 para algum k ∈ N

e que f tenha crescimento exponencial crítico e satisfaça as condições (f1), (f3)

(f5) − (f7). Então para λ suficientemente pequeno, o problema (13) possui pelo

menos três soluções não-triviais.

A prova destes resultados segue argumentos similares aos do Capítulo 1.

Observações

(1) Problemas elípticos envolvendo o operador laplaciano e crescimento expo-

nencial no sentido de Trudinger-Moser em domínios limitados de R2 foram

abordados em [1], [2], [21], [35] [90] para o caso λ = 0 e a = 0. Já os problemas

para o 1/2-laplaciano com crescimento exponencial em termos da desigual-

dade de Trudinger-Moser em domínios limitados de R, foram estudados em

[51], [55], [59], considerando o caso λ = 0 e a = 0. Em [51], os autores es-

tudaram um problema com uma não-linearidade particular no caso quando

λ = λ(x) muda de sinal.

(2) O estudo dos resultados deste capítulo foi motivado pelos trabalhos [36], [55] e

pelo artigo de Zhang e Shen [91], onde eles provaram a limitação da sequência

(PS), sem usar a condição (AR).

(3) Os resultados deste capítulo generalizam os resultados principais de [51] e

[55] no sentido em que consideramos o caso λ 6= 0 e a 6= 0. Além disso,

nossos resultados complementam [51] e [55], pois, em nosso caso, λ = λ(x)

não muda de sinal e as não-linearidades de [51] e [55] satisfazem a condição

(AR) que é mais restritiva que a nossa hipótese (f4).
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No Capítulo 2 estudamos a existência e multiplicidade de soluções fracas para

problema:





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ b(u+)p
∗
s−1 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(14)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira regular, λ > 0, 1 < q < p,

a ∈ R, b > 0, u+ = max{0, u}, u− = min{0, u} (Note que neste caso u = u+ + u−

e |u| = u+ − u−) e p∗s = pN/(N − sp) é o exponente crítico fracionário de Sobolev.

Observe que a não-linearidade crítica em nosso problema (14) é assimétrica sendo

expressa através da parte positiva u+ da função u. Iniciando com o artigo seminal de

Ambrosetti e Prodi [6], problemas elípticos com valor na fronteira e não-linearidades

assimétricas, foram estudados amplamente em [16], [34], [37] e [61]. Em particular,

em [11], [23], [38], [43], e [92] obtiveram resultados de existência e multiplicidade

para problemas semilineares do tipo Ambrosetti-Prodi com não-linearidades críticas

usando métodos variacionais. Em [37], os autores mostraram que o problema





(−∆)u = −λ|u|q−2u+ au+ b(u+)p−1 em Ω,

u = 0 em R \ Ω,
(15)

onde Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira regular, λ > 0, 1 < q <

2 < p ≤ 2∗ := 2N
N−2

, a ∈ R, b > 0, possui três soluções não-triviais via o método

das autofunções aproximadas. Como as equações (14) e (15) possuem um termo

sublinear |u|q−2u e um termo superlinear (crítico) (u+)p
∗
s−1, elas pertencem à classe

de problemas com não-linearidade especifica do tipo sublinear-superlinear, cujo

estudo começou com Ambrosetti-Brezis-Cerami [5]. O problema (15) envolvendo

o operador laplaciano fracionário foi estudado em [65], os autores mostraram um

resultado de multiplicidade de soluções. No caso de problemas com o operador

p-laplaciano fracionário, resultados recentes foram obtidos, citamos [54], [62] e [68].

Neste capítulo usamos a mesma decomposição do espaço e notações do capítulo
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anterior, isto é, Xs
p = W⊕span{ϕ1} e λ∗ = inf

{
‖u‖pXs

p
: u ∈ W e ‖u‖pLp(Ω) = 1

}
.

Motivado pelos trabalhos [37], [42] e por um recente trabalho devido a Miyagaki,

Motreanu e Pereira [65], nós obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.7 Suponha 1 < q < p, λ1 < a < λ∗ e b > 0.

(i) Se N > sp2 e 1 < p ≤
2N

N + s
, então para λ suficientemente pequeno, o

problema (14) possui pelo menos três soluções não-triviais.

(ii) Se N > sp((p− 1)2 + p) e p >
2N

N + s
, então para λ suficientemente pequeno,

o problema (14) possui pelo menos três soluções não-triviais.

A prova deste resultado segue argumentos similares aos feitos em [65] que são

distintos aos usados em [37], pois o operador fracionário impossibilita o uso das au-

tofunções aproximadas. No entanto, como nosso problema (14) envolve o operador

p-laplaciano fracionário e uma não-linearidade com crescimento polinomial crítico,

surgiram novas dificuldades, como por exemplo a adaptação do resultado de mini-

mização local para o nosso problema (14) com crescimento polinomial semelhante

ao do capítulo anterior. Além disso, uma outra dificuldade dos problemas críticos

que envolvem o p laplaciano fracionário, é a falta de uma fórmula explícita para os

minimizadores de

Ss = inf





‖u‖pXs
p(∫

Ω

|u|p
∗
sdx
) p

p∗s

; u ∈ Xs
p , u 6= 0




.

Ss é a melhor constante de Sobolev da imersão Xs
p →֒ Lp∗s(Ω), que muitas vezes é

uma ferramenta essencial para lidar com as estimativas que tratam com a compa-

cidade do funcional associado ao problema. Essa dificuldade foi superada em [30] e

[67] pelo comportamento assintótico ideal dos minimizadores, obtido recentemente

em [17]. Usando o mesmo comportamento assintótico ideal do minimizador de Ss,
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estabelecemos um intervalo de compacidade adequada para o funcional associado

a nosso problema.

Consideração final: Considerando o problema





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ f(u+) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

onde f possui crescimento exponencial (subcrítico ou crítico no sentido Trudinger-

Moser) e satisfaz as condições no capítulo 1, podemos obter uma solução positiva

como no capítulo 1 e uma solução negativa seguindo as ideias do Capítulo 2.



Capítulo 1

Problema não-linear envolvendo o

p-laplaciano fracionário com

crescimento exponencial sem a

condição de Ambrosetti-Rabinowitz

Neste capítulo estamos interessados em provar a existência e multiplicidade de

soluções para o problema de Dirichlet:





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(1.1)

em que Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira regular, λ > 0, a ∈ R,

0 < s < 1 < q < 2 ≤ p e com não-linearidade f com crescimento exponencial

subcrítico ou crítico no sentido de Trudinger-Moser. Note que u ≡ 0 é uma solução

trivial do problema (1.1).

Além disso estudamos o caso particular em que sp = N = 1, p = 2 e s = 1/2,

19
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isto é, estudamos o problema





(−∆)1/2u = −λ|u|q−2u+ au+ f(u) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(1.2)

correspondente ao caso crítico N = sp e p = 2 (já que 0 < s < 1).

O espaço de funções no qual esperamos encontrar soluções para o problema

(1.1) é o espaço de Sobolev fracionário

W s,p(RN) :=

{
u ∈ Lp(RN) :

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy <∞

}
.

Como estas soluções devem ser nulas fora de Ω é natural que consideremos como

espaço ambiente o subconjunto Xs
p ⊂ W s,p(RN) dado por

Xs
p =

{
u ∈ W s,p(RN) : u = 0 em R

N \ Ω

}
.

Nossa proposta de trabalho consiste na utilização das seguintes hipóteses sobre

a não-linearidade f , com crescimento exponencial subcrítico:

(f1,p) f ∈ C(R,R), f(0) = 0 e F (t) ≥ 0 para todo t ∈ R, sendo F (t) =
∫ t

0

f(s)ds;

(f2,p) lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(α|t|
N

N−s )
= 0, para todo α > 0;

(f3,p) lim
|t|→0

f(t)

|t|p−2t
= 0;

(f4,p) lim
|t|→∞

F (t)

|t|p
= +∞.

No caso crítico, no sentido de Trudinger-Moser, substituímos a condição (f2,p),

pela condição
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(f ′
2,p) existe α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(α|t|
N

N−s )
=





∞, se 0 < α < α0

0, se α > α0.

Além disso, mantemos as condições (f1,p) e (f3,p), mas acrescentamos as seguintes

condições:

(f5,p)
f(t)

|t|p−2t
é crescente se t > 0, e decrescente se t < 0;

(f6,p) Para cada (un) ⊂ Xs
p , se





un ⇀ u, em Xs
p ,

f(un) → f(u), em L1(Ω),

então F (un) → F (u) em L1(Ω);

(f7,p) Existem r > p e Cr > 0 tais que F (t) ≥
Cr

r
|t|r, para todo t ∈ R, em que

Cr >


2N

s

(
α0

α∗
s,N

)N−s
s

(r − p)

pr




r−p
p

1

C
,

em que a constante C > 0 será obtida em (1.107) e α∗
s,N foi definida na

Proposição A.9.

Observação 1.1

(1) A condição (f6,p) foi usada em [69], [70] e [82] para u = 0.

(2) A condição (f7,p) implica a condição (f4,p).

Observação 1.2 Exemplos de não-linearidade

(1) Um protótipo de não-linearidade que satisfaz as hipóteses (f1,p) − (f4,p)

é f(t) = |t|p−2t log(1 + |t|), uma função que não satisfaz a condição de

Ambrosetti-Rabinowitz (AR).
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(2) Um exemplo de não-linearidade que satisfaz as hipóteses (f1,p), (f ′
2,p), (f3,p)

e (f5,p)− (f7,p) é uma função do tipo:

f(t) =





σtr−1 + Crt
r−1, se 0 ≤ t ≤ (p− 1)

N−s
N ,

t
N

N−s exp
(
t

N
N−s − (p− 1)

)
+ Crt

r−1

+σ(p− 1)
N−s
N

(r−1) − (p− 1)
s
N , se t > (p− 1)

N−s
N ,

com 0 < σ < 1 e f(t) = −f(−t), se t < 0.

Seja

λ∗ = inf
{
‖u‖pXs

p
: u ∈ W e ‖u‖pLp(Ω) = 1

}
,

em que

W =

{
u ∈ Xs

p : 〈A(ϕ1), u〉 = 0

}

com o operador não-linear A : Xs
p → (Xp

s )
∗ sendo definido para todo u, v ∈ Xs

p por

〈A(u), v〉 =

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy. (1.3)

Vamos provar que Xs
p = W ⊕ span{ϕ1} se λ1 < λ∗, em que ϕ1 é a autofunção

associada ao primeiro autovalor λ1 do operador (−∆)sp no espaço Xs
p , positiva e

normalizada, veja o Apêndice A.

O resultado central deste capítulo é o de minimização local, que será apresen-

tado na Seção 1.2. Ele desempenhará um papel fundamental para a obtenção dos

seguintes resultados principais:

Teorema 1.3 (caso subcrítico) Suponha que λ1 ≤ a < λ∗ e que f satisfaça as

condições (f1,p), (f2,p), (f3,p) e (f4,p). Então, para λ suficientemente pequeno, o

problema (1.1) possui pelo menos três soluções não-triviais. Adicionalmente, se f

for ímpar, o problema (1.1) possui infinitas soluções.

Teorema 1.4 (caso crítico) Suponha que λ1 ≤ a < λ∗ e que f satisfaça as con-

dições (f1,p)(f
′
2,p), (f3,p) e (f5,p)− (f7,p). Então, para λ suficientemente pequeno, o
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problema (1.1) possui pelo menos três soluções não-triviais.

Considerando a sequência de autovalores {λj}j≥1 do operador (−∆)1/2 em X
1/2
2 ,

demonstraremos

Teorema 1.5 (caso subcrítico) Suponha que λk ≤ a < λk+1 para algum k ∈

N (k ≥ 1) e que f satisfaça as condições (f1,2), (f2,2), (f3,2) e (f4,2). Então,

para λ suficientemente pequeno, o problema (1.2) possui pelo menos três soluções

não-triviais. Se f for ímpar, então o problema (1.2) possui infinitas soluções.

Teorema 1.6 (caso crítico) Suponha que λk ≤ a < λk+1 para algum k ∈ N (k ≥

1) e que a não-linearidade f satisfaça as condições (f1,2), (f ′
2,2), (f3,2) e (f5,2)−(f7,2).

Então, para λ suficientemente pequeno, o problema (1.2) possui pelo menos três

soluções não-triviais.

1.1 Preliminares

Nesta seção apresentamos algumas definições e resultados que serão utilizados no

decorrer deste capítulo.

1.1.1 Formulação variacional

Definição 1.7 Dizemos que u ∈ Xp
s é uma solução fraca de (1.1) se

〈A(u), v〉 = −λ

∫

Ω

|u|q−2uvdx+ a

∫

Ω

|u|p−2uvdx+
∫

Ω

f(u)vdx,

para todo v ∈ Xs
p , o operador não-linear A : Xs

p → (Xp
s )

∗ sendo definido, para todo

u, v ∈ Xs
p , por (1.3).

No caso sp = N = 1, p = 2 e s = 1/2, temos que o operador dado em (1.3) define

um produto interno no espaço X1/2
2 , que denotaremos por 〈A(u), v〉 = 〈u, v〉

X
1/2
2

.

Assim, temos a seguinte definição:
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Definição 1.8 Dizemos que u ∈ X
1/2
2 é solução fraca do problema (1.2) se

〈u, v〉
X

1/2
2

= −λ

∫ 1

0

|u|q−2uvdx+ a

∫ 1

0

uvdx+
∫ 1

0

f(u)vdx, para todo v ∈ X
1/2
2 .

1.1.2 Algumas propriedades do subespaço Xs
p

Iniciamos esta subseção relembrando a definição do espaço de Sobolev fracionário

W s,p(RN) :=

{
u ∈ Lp(RN) :

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy <∞

}
,

da seminorma de Gagliardo

[u]W s,p(RN ) :=

(∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

)1/p

e da norma natural de W s,p(RN):

‖u‖W s,p(RN ) :=
(
‖u‖p

Lp(RN )
+ [u]p

W s,p(RN )

)1/p
, (1.4)

norma que faz de W s,p(RN) um espaço de Banach.

Sendo Ω ⊂ RN um domínio limitado com fronteira regular e 0 < s < 1 < p, a

única função constante em

Xs
p =

{
u ∈ W s,p(RN) : u = 0 em R

N \ Ω)

}

é a função nula. Note que Xs
p é um subespaço de W s,p(RN).

O próximo resultado, encontrado em Di Nezza, Palatucci e Valdinoci [44, Teo-

rema 7.1], é uma versão da Desigualdade de Poincaré para o espaço Xs
p . Definimos

λ1 = inf

{
[u]p

W s,p(RN )
: u ∈ Xs

p e ‖u‖Lp(Ω) = 1

}
.
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Proposição 1.9 λ1 é atingido e é positivo. Consequentemente

‖u‖Lp(Ω) ≤ λ
−1/p
1 [u]W s,p(RN ), para todo u ∈ Xs

p .

Decorre então da Proposição 1.9:

Proposição 1.10 [u]W s,p(RN ) define uma norma no espaço Xs
p , equivalente à

norma ‖ · ‖Xs
p
.

Assim, vamos considerar ‖ · ‖Xs
p
= [·]W s,p(RN ) como a norma em Xs

p . A demons-

tração do próximo resultado pode ser encontrada em [56, p.4].

Proposição 1.11 (Xs
p , ‖ · ‖Xs

p
) é um espaço de Banach uniformemente convexo.

Como pode ser visto em [44, Teorema 6.5, 7.1], também vale:

Proposição 1.12 O espaço Xs
p está imerso continuamente em Lr(Ω) para todo

1 ≤ r ≤ ∞ e compactamente em Lr(Ω) para todo 1 ≤ r <∞.

No caso particular p = 2, s = 1/2 e N = 1 denotaremos W 1/2,2(R) := H1/2(R)

e X1/2
2 := X. Ou seja,

H1/2(R) :=

{
u ∈ L2(R) :

∫

R2

(u(x)− u(y))2

|x− y|2
dxdy <∞

}
,

X = {u ∈ H1/2(R) : u = 0 em R \ (0, 1)},

com H1/2(R) considerado com a norma

‖u‖H1/2(R) :=
(
‖u‖2L2(R) + [u]2H1/2(R)

)1/2
, (1.5)

em que

[u]H1/2(R) :=

(∫

R2

(u(x)− u(y))2

|x− y|2
dxdy

)1/2

é a seminorma de Gagliardo. Com essa norma, H1/2(R) é um espaço de Hilbert.
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A demonstração do próximo resultado pode ser encontrada em [55, Proposição

2.3]:

Lema 1.13 A aplicação 〈·, ·〉 : X ×X → R, dada por

〈u, v〉X =

∫

R2

(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|2
dxdy,

define um produto interno em X que o torna um espaço de Hilbert.

1.2 Resultados válidos para os casos subcrítico e

crítico

Sejam p > 1 e 0 < s < 1. Definimos o funcional Iλ,p : Xs
p → R por

Iλ,p(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
∫

Ω

F (u)dx.

No caso em que p = 2, s = 1/2 e N = 1 denotaremos Iλ = Iλ,p.

O seguinte resultado imediato será útil para a multiplicidade de soluções.

Lema 1.14 Se a não-linearidade f for ímpar, então o funcional Iλ,p é par.

1.2.1 Limitação das sequências (PS) associadas aos funcio-

nais Iλ,p

Relembramos que uma sequência (un) ⊂ Xs
p é de Palais-Smale (que abreviaremos

simplesmente por (PS)) para Iλ,p se satisfizer

(i) Iλ,p(un) é limitada;

(ii) I ′λ,p(un) → 0 no dual de Xs
p quando n→ ∞.

Seguindo as ideias de Zhang e Shen [91, Lema 2], mostraremos que cada sequên-

cia (PS) para o funcional Iλ,p é limitada.
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Lema 1.15 (Casos subcrítico e crítico) Suponha que f satisfaça (f1,p), (f2,p)

(ou (f ′
2,p) e (f4,p)). Então cada sequência (PS) para Iλ,p é limitada.

Demonstração: Seja (un) ⊂ Xs
p uma sequência (PS) para Iλ,p. Então,

1

p
‖un‖

p
Xs

p
+
λ

q

∫

Ω

|un|
qdx−

a

p

∫

Ω

|un|
pdx−

∫

Ω

F (un)dx→ c (1.6)

e para todo ϕ ∈ Xs
p , verifica

〈A(un), ϕ〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2unϕdx− a

∫

Ω

|un|
p−2unϕdx−

∫

Ω

f(un)ϕdx = o(1)‖ϕ‖Xs
p
.

(1.7)

Inicialmente mostraremos, por contradição, que (un) é limitada em Xs
p . Para

isso, suponha que ‖un‖Xs
p
→ ∞ quando n → ∞. Passando a uma subsequência,

se necessário, podemos excluir os termos em que ‖un‖Xs
p
= 0 e definir a sequência

vn ⊂ Xs
p por

vn =
un

‖un‖Xs
p

.

Como vn é limitada em Xs
p , podemos supor que, a menos de subsequência,

vn ⇀ v em Xs
p e vn → v em Lr(0, 1), para todo r ≥ 1 e vn(x) → v(x) q.t.p. em Ω.

Se v não for a função nula, o conjunto Θ = {x ∈ Ω : v(x) 6= 0} tem medida

de Lebesgue positiva e

|un(x)| = |vn(x)|‖un(x)‖X → ∞ para todo x ∈ Θ,

pois estamos supondo ‖un‖Xs
p
→ ∞.

Uma vez que
F (un(x))

‖un‖
p
Xs

p

=
F (un(x))

|un|p
vpn,
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decorre da condição (f4) que

lim inf
n→∞

F (un(x))

|un|p
|vn|

p = lim inf
n→∞

F (un(x))

‖un‖
p
Xs

p

= ∞, para todo x ∈ Θ.

Assim, o Lema de Fatou implica que

lim sup
n→∞

∫

v 6=0

F (un(x))

‖un‖
p
Xs

p

= lim sup
n→∞

∫

v 6=0

F (un(x))

|un|p
|vn|

p ≥ lim inf
n→∞

∫

v 6=0

F (un(x))

|un|p
|vn|

p

≥

∫

v 6=0

lim inf
n→∞

F (un(x))

|un|p
|vn|

p.

Portanto,

lim sup
n→∞

∫

v 6=0

F (un(x))

‖un‖
p
Xs

p

= ∞. (1.8)

Por outro lado, de (1.6) obtemos que

c+ o(1) = Iλ(un) =
1

p
‖un‖

p
Xs

p
+
λ

q

∫

Ω

|un|
qdx−

a

p

∫

Ω

|un|
pdx−

∫

Ω

F (un)dx.

Logo

1

p
−
c+ o(1)

‖un‖
p
Xs

p

=

∫

Ω

F (un(x))

‖un‖
p
Xs

p

dx−
λ

q‖un‖
p
Xs

p

∫

Ω

|un|
qdx+

a

p‖un‖
p
Xs

p

∫ 1

0

|un|
pdx

≥

∫

Ω

F (un(x))

‖un‖
p
Xs

p

dx−
λ

q‖un‖
p
Xs

p

∫

Ω

|un|
qdx.

Decorre da imersão contínua de Xs
p em Lq(Ω) - veja a Proposição A.34 - a existência

de C > 0 tal que

1

p
−
c+ o(1)

‖un‖
p
Xs

p

≥

∫

Ω

F (un(x))

‖un‖
p
Xs

p

dx−
λC

q‖un‖
p
Xs

p

‖un‖
q
Xs

p

=

∫

Ω

F (un(x))

‖un‖
p
Xs

p

dx−
λC

q‖un‖
p−q
Xs

p

.
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Logo, a condição (f1,p) implica que

1

p
−
c+ o(1)

‖un‖
p
Xs

p

≥

(∫

v 6=0

+

∫

v=0

)
F (un(x))

|un|p
|vn|

pdx−
λC

q‖un‖
p−q
Xs

p

.

≥

∫

v 6=0

F (un(x))

|un|p
|vn|

pdx−
λC

q‖un‖
p−q
Xs

p

.

Como 1 < q < p, temos

lim sup
n→∞

∫

v 6=0

F (un(x))

‖un‖
p
Xs

p

≤
1

p

o que é contradiz (1.8).

Suponhamos agora v = 0. Dividindo (1.7) por ‖un‖
p−1
Xs

p
obtemos,

〈
A(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

, ϕ

〉
+ λ

∫

Ω

|un|
q−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕdx− a

∫

Ω

|un|
p−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕdx

−

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕdx = o(1)
‖ϕ‖Xs

p

‖un‖
p−1
Xs

p

, ∀ ϕ ∈ Xs
p .

Note que 〈 A(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

, ϕ〉 = 〈A(vn), ϕ〉, de modo que temos, para todo ϕ ∈ Xs
p ,

〈A(vn), ϕ〉+
λ

‖un‖
p−q
Xs

p

∫

Ω

|vn|
q−2vnϕdx− a

∫

Ω

|vn|
p−2vnϕdx−

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕdx

= o(1)
‖ϕ‖Xs

p

‖un‖
p−1
Xs

p

. (1.9)

Como vn → v em Lq(Ω), decorre do Teorema A.37 a existência de h ∈ Lq(Ω)

e de uma subsequência de (vn), que ainda denotaremos simplesmente por (vn), tal

que |vn| ≤ h q.t.p. em Ω. Então, para cada ϕ ∈ Xs
p , decorre que

||vn|
q−2vnϕ| = ||vn|

q−1ϕ| ≤ hq−1|ϕ|, q.t.p. em Ω.
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A desigualdade de Hölder então implica que

∫

Ω

|hq−1|ϕ||dx ≤

(∫

Ω

|h|qdx
) q−1

q
(∫

Ω

|ϕ|qdx
) 1

q

<∞,

a última desigualdade sendo consequência da Proposição 1.12 e de h ∈ Lq(Ω).

Portanto,

hq−1|ϕ| ∈ L1(Ω), ∀ϕ ∈ Xs
p .

De vn → v q.t.p. em Ω concluímos que |vn|
q−2vnϕ → |vn|

q−2vnϕ q.t.p. em Ω.

Logo, o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (Teorema A.36) garante

que

∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ→

∫

Ω

|v|q−2vϕ, ∀ϕ ∈ Xs
p . (1.10)

Analogamente,

∫

Ω

|vn|
p−2vnϕ→

∫

Ω

|v|p−2vϕ, ∀ϕ ∈ Xs
p . (1.11)

Como vn ⇀ v, aplicando o Lema A.52, obtemos

〈A(vn), ϕ〉 → 〈A(v), ϕ〉, para todo ϕ ∈ Xs
p . (1.12)

De (1.9) (1.10), (1.11),(1.12) e do fato que vn ⇀ v em Xs
p , lembrando que v = 0,

obtemos ∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕdx→ 0, ∀ϕ ∈ Xs
p .

Logo, existe C > 0 tal que

∣∣∣∣∣

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕ

∣∣∣∣∣ ≤ C, ∀n ∈ N, ∀ϕ ∈ Xs
p . (1.13)
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Uma vez que ∣∣∣∣∣

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕ

‖ϕ‖Xs
p

∣∣∣∣∣ ≤ C, ∀ϕ ∈ Xs
p ,

temos ∣∣∣∣∣

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕ

∣∣∣∣∣ ≤ C‖ϕ‖Xs
p
, ∀ϕ ∈ Xs

p .

Definindo, para cada n ∈ N,

Tn(ϕ) =

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕdx,

temos que {Tn} é uma família de funcionais lineares limitados. Além disso, (1.13)

implica que

sup
n∈N

|Tn(ϕ)| < C, ∀ϕ ∈ Xs
p .

Decorre então do Princípio de Limitação Uniforme (Lemma A.44) que

supn∈N{‖Tn‖} <∞, sendo ‖Tn‖ a norma de Tn(ϕ) definida em Xs
p . Ou seja,

‖Tn‖ ≤ K, ∀n ∈ N. (1.14)

Uma vez que Xs
p ⊂ Lr(Ω), aplicando o Teorema de Hahn-Banach concluímos a

existência de um funcional linear contínuo T̂n definido en Lr(Ω) tal que

T̂n(ϕ) = Tn(ϕ), e ‖T̂n‖(Lr(Ω))′ = ‖Tn‖ ; ∀ϕ ∈ Xs
p . (1.15)

Assim, aplicando o Teorema da Representação de Riesz (Teorema A.38) para

Lr(Ω) e Lr′(Ω), com
1

r
+

1

r′
= 1, concluímos a existência de funções hn ∈ Lr′(Ω)

tais que

T̂n(ϕ) =

∫ 1

0

hn(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ Lr(Ω), (1.16a)

‖T̂n‖(Lr(Ω))′ = ‖hn‖Lr′ (Ω). (1.16b)
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Decorre de (1.15) e (1.16a) que

∫

Ω

hn(x)ϕ(x)dx =

∫ 1

0

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕdx, ∀ϕ ∈ X,

isto é, ∫

Ω

(
hn(x)−

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

)
ϕ(x)dx = 0, ∀ϕ ∈ Xs

p . (1.17)

De acordo com o Lema A.16, para α > 0 (no caso crítico tomar α > α0) existe

C > 0 tal que

|f(un)| ≤ C exp
(
α|un|

N
N−s

)
.

Logo,
∫

Ω

∣∣∣∣∣
f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

∣∣∣∣∣

r′

≤
Cr′

‖un‖
r′(p−1)
Xs

p

∫

Ω

exp
(
αr′|un|

N
N−s

)
.

Decorre então da Proposição A.11 que

∫

Ω

∣∣∣∣∣
f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

∣∣∣∣∣

r′

dx <∞,

isto é,
f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

∈ Lr′(Ω).

Como hn ∈ Lr′(Ω), concluímos que

(
hn −

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

)
∈ Lr′(Ω) ⊂ L1

loc(Ω).

Portanto, aplicando o Lema de Du Bois-Reymond (Lema A.45) a (1.17) vem

hn(x) =
f(un)

‖un‖
p−1
X

q.t.p. para x ∈ Ω. (1.18)
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Decorre então de (1.15), (1.14) e (1.16b) que

‖hn‖Lr′ (Ω) = ‖T̂n‖(Lr(Ω))∗ = ‖Tn‖ ≤ K. (1.19)

Mas então a desigualdade de Hölder, (1.18) e (1.19) implicam que

∣∣∣∣
∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
X

vn

∣∣∣∣ ≤
∥∥∥∥
f(un)

‖un‖
p−1
X

∥∥∥∥
Lr′ (Ω)

‖vn‖Lr(Ω)

= ‖hn‖Lr′ (Ω)‖vn‖Lr(Ω)

≤ K‖vn‖Lr(Ω).

Logo, ∣∣∣∣∣

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

vn

∣∣∣∣∣ ≤ K‖vn‖Lr(Ω).

Como vn → 0 em Lr(Ω), concluímos que

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

vn → 0. (1.20)
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Mas então

‖vn‖
p
Xs

p
= 〈A(vn), vn〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx− a

∫

Ω

|un|
p−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx

= −

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx− λ

∫

Ω

|un|
q−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx+ a

∫

Ω

|un|
p−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx

+

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx

=
1

‖un‖
p−1
Xs

p

[
〈A(un), vn〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2unvndx− a

∫

Ω

|un|
p−2unvndx

−

∫

Ω

f(un)vndx
]
− λ

∫

Ω

|un|
q−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx+ a

∫

Ω

|un|
p−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx

+

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx

=
1

‖un‖Xs
p

〈I ′λ,p(un), vn〉 − λ

∫

Ω

|un|
q−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx+ a

∫

Ω

|un|
p−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx

+

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx.

Portanto,

‖vn‖
p
Xs

p
=

1

‖un‖Xs
p

〈I ′λ,p(un), vn〉 − λ

∫

Ω

|un|
q−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx+ a

∫

Ω

|un|
p−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx

+

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx.

Ou seja,

‖vn‖
p
Xs

p
=

1

‖un‖Xs
p

〈I ′λ,p(un), vn〉 −
λ

‖un‖
p−q
Xs

p

∫

Ω

|vn|
q−2vndx+ a

∫

Ω

|vn|
p−2vndx

+

∫

Ω

f(un)

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx. (1.21)

De (1.20), (1.21), I ′λ,p(un) → 0 e vn ⇀ 0 em Xs
p , obtemos que vn → 0 em Xs

p . Isto

é uma contradição, pois ‖vn‖Xs
p
= 1. Portanto (un) é limitada em Xs

p .
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Como consequência do Lema 1.15 obtemos a limitação de sequência (PS) do

funcional Iλ, associado ao problema (1.2).

Lema 1.16 (Casos subcrítico e crítico) Suponha que f satisfaça (f1,2), (f2,2)

(ou (f ′
2,2) e (f4,2)). Então cada sequência (PS) de Iλ é limitada.

Também definimos a parte positiva do funcional Iλ,p, que nos permitirá encon-

trar soluções positivas para o problema com não-linearidade f com crescimento

exponencial subcrítico ou crítico no sentido Trudinger-Moser.

Considere o funcional:

I+λ,p : X
s
p → R

I+λ,p(u) =
1

p
‖u‖p +

λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
a

p

∫

Ω

|u+|pdx−
∫

Ω

F (u+)dx.

Pelo mesmo argumento utilizado no Lema A.56, o funcional I+λ,p é de classe

C1(Xs
p ,R) e para todo u, h ∈ Xs

p ,

〈(I+λ,p)
′(u), h〉 =〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u+|q−1hdx− a

∫

Ω

|u+|p−1hdx

−

∫

Ω

f(u+)hdx. (1.22)

Note que encontrar um ponto crítico para o funcional I+λ,p equivale a encontrar uma

função u ∈ Xs
p que satisfaz a equação:

〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u+|q−1hdx− a

∫

Ω

|u+|p−1hdx−
∫

Ω

f(u+)hdx = 0, ∀ h ∈ Xs
p ,

ou seja, temos uma solução fraca para a equação :





(−∆)spu = −λ|u+|q−1 + a|u+|p−1 + f(u+) em Ω,

u = 0 em R \ Ω,
(1.23)

em que a ∈ R, λ ∈ R+, 1 < q < p e u+ = max{u, 0}.
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Note que, se u for um ponto crítico de I+λ,p, então 〈(I+λ,p)
′(u), h〉 = 0, ∀ h ∈ Xs

p .

Em particular, para h = u−, assim aplicando o Lema A.23, temos

0 = 〈(I+λ,p)
′(u), u−〉 = 〈A(u), u−〉 ≥

∫

R2N

|u−(x)− u−(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy = ‖u−‖p

e consequentemente, u− = 0. Portanto, o ponto crítico u de I+λ,p satisfaz u = u+ ≥

0, ou seja, é uma função não negativa de Xs
p .

Aplicando o mesmo raciocínio utilizado na demonstração do Lema 1.15, obtemos

Lema 1.17 Suponha que f satisfaça (f1,p), (f2,p), (f3,p) e (f4,p). Então cada

sequência (PS) de I+λ,p é limitada.

Agora vamos considerar a parte negativa do funcional Iλ,p, o que nos possi-

bilitará encontrar soluções negativas para o problema com não-linearidade f com

crescimento exponencial subcrítico ou crítico. Para isso, definimos

I−λ,p : X
s
p → R

I−λ,p(u) =
1

p
‖u‖p +

λ

q

∫

Ω

|u−|qdx−
a

p

∫

Ω

|u−|pdx−
∫

Ω

F (u−)dx.

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, o funcional I−λ,p é de classe

C1(Xs
p ,R) e para todo u, h ∈ Xs

p verifica

〈(I−λ,p)
′(u), h〉 =〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u−|q−1hdx− a

∫

Ω

|u−|p−1hdx

−

∫

Ω

f(u−)hdx. (1.24)

Como antes, encontrar um ponto crítico para o funcional I−λ,p equivale a encontrar

uma função u ∈ Xs
p que satisfaz a equação:

〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u−|q−1hdx− a

∫

Ω

|u−|p−1hdx−
∫

Ω

f(u−)hdx = 0, ∀ h ∈ Xs
p ,
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ou seja, temos uma solução fraca para a equação:





(−∆)spu = −λ|u−|q−1 + a|u−|p−1 + f(u−) em Ω,

u = 0 em R \ Ω,
(1.25)

em que a ∈ R, λ ∈ R+, 1 < q < p e u− = max{u, 0}.

Se u for um ponto crítico de I−λ,p, então 〈(I−λ,p)
′(u), h〉 = 0, ∀ h ∈ Xs

p . Em particular,

para h = u+. Aplicando o Lema A.23, temos

0 = 〈(I−λ,p)
′(u), u+〉 = 〈A(u), u+〉 ≥

∫

R2N

|u+(x)− u+(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy = ‖u+‖p.

Logo, u+ = 0 e o ponto crítico u de I−λ,p satisfaz u = u− ≤ 0, ou seja, é uma função

não positiva de Xs
p .

Como no Lema 1.17, temos que toda sequência (PS) do funcional I−λ,p associado

ao problema (1.25) é limitada.

1.3 Minimização em C0
δ versus minimização em Xs

p

para crescimento exponencial

Nossos resultados principais são a contrapartida não local do resultado principal

de De Paiva e Massa [36]. Neste artigo eles aplicam um resultado de minimização

local na topologia C1 para funcionais associados a problemas com não-linearidade

com crescimento polinomial (veja também Brezis e Nirenberg [22]).

Assim, inspirados nas ideias contidas nos artigos [14], [50] e [57], provaremos

um resultado de minimização local para funcionais associados a problemas com

não-linearidade com crescimento exponencial. Este resultado foi fundamental para

provar que Iλ,p satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Iniciamos demonstrando um resultado de regularidade que será útil na prova

de nosso resultado de minimização.



38

Proposição 1.18 Sejam Ω ⊂ RN um domínio limitado suave e f uma função

satisfazendo (f2,p) ou (f ′
2,p). Seja (vǫ)ǫ∈(0,1) ⊆ Xs

p uma família de soluções do

problema





(−∆)spu =

(
1

1− ξǫ

)
f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

(1.26)

com ξǫ ≤ 0 e ‖vǫ‖Xs
p
≤ 1, para todo ǫ ∈ (0, 1). Então sup

ǫ∈(0,1)

‖vǫ‖L∞(Ω) <∞.

Demonstração: Definimos, para k > 0,

Tk(s) =





s+ k, se s ≤ −k,

0, se − k < s < k,

s− k, se s ≥ k

e

Ωk = {x ∈ Ω : |vǫ(x)| ≥ k}.

Observe que Tk(vǫ) ∈ Xs
p , já que Tk é Lipschitz e, portanto

‖Tk(vǫ)‖
p
Xs

p
=

∫

R2N

|Tk(vǫ(x))− Tk(vǫ(y))|
p

|x− y|p
dxdy ≤ Cp

∫

R2N

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p

|x− y|p
dxdy

= Cp‖vǫ‖
p
Xs

p
<∞.

Tomando Tk(vǫ) como função teste em (1.26), como ξǫ ≤ 0, temos

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉 =

(
1

1− ξǫ

)∫

Ω

f(vǫ)Tk(vǫ)dx

≤

∫

Ω

|f(vǫ)||Tk(vǫ)|dx. (1.27)

Afirmamos que

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉Xs
p
≤ C

(∫

Ω

|Tk(vǫ)|
rdx
)1/r

|Ωk|
p/r. (1.28)



39

Suponhamos que f possua crescimento subcrítico, isto é, satisfaça (f2,p).

Aplicando o Lema A.16 para 0 < α < α∗
s,N , obtemos a existência de C1 > 0 tal

que ∫

Ω

|f(vǫ)||Tk(vǫ)|dx ≤ C1

∫

Ω

exp(α|vǫ|
N

N−s )|Tk(vǫ)|dx. (1.29)

Como 0 < α < α∗
s,N , podemos fixar θ > 1 de modo que ainda se tenha 0 < θα <

α∗
s,N . Logo, aplicando a desigualdade de Hölder generalizada no lado direito de

(1.29) com η =
p+ 1

θ − 1
e r = θη, temos

∫

Ω

|f(vǫ)||Tk(vǫ)|dx ≤ C1

(∫

Ω

exp(θα|vǫ|
N

N−s )

)1/θ (∫

Ω

|Tk(vǫ)|
rdx
)1/r

|Ωk|
(r−1−η)/r.

Mas, uma vez que ‖vǫ‖Xs
p
≤ 1, aplicando a Proposição A.9 podemos encontrar

C > 0 tal que

∫

Ω

|f(vǫ)||Tk(vǫ)|dx ≤ C

(∫

Ω

|Tk(vǫ)|
rdx
)1/r

|Ωk|
(r−1−η)/r,

provando o afirmado.

A demonstração no caso em que f possui crescimento crítico, isto é, satisfaz

(f ′
2,p), é completamente análoga.

Por outro lado, denotando E = 〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉Xs
p
, temos

E =

∫

R2N

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(TK(vǫ)(x)− TK(vǫ)(y))

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫

RN

[∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y))

|x− y|N+sp
dx
]

dy

+

∫

RN

[∫

|vǫ(x)|<k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y))

|x− y|N+sp
dx
]

dy

+

∫

RN

[∫

vǫ(x)≥k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y))

|x− y|N+sp
dx
]

dy.
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Vamos denotar

E1 =

∫

RN

[∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y))

|x− y|N+sp
dx
]

dy,

E2 =

∫

RN

[∫

|vǫ(x)|<k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y))

|x− y|N+sp
dx
]

dy,

E3 =

∫

RN

[∫

vǫ(x)≥k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y))

|x− y|N+sp
dx
]

dy.

de modo que

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉Xs
p
= E1 + E2 + E3. (1.30)

Consideremos E1. Da definição de Tk temos

E1 =

∫

vǫ(y)≤−k

[∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy

+

∫

|vǫ(y)|<k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(vǫ(x) + k)

|x− y|N+sp
dxdy

+

∫

vǫ(y)≥k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))((vǫ(x)− vǫ(y) + 2k)

|x− y|N+sp
dxdy.

Vamos denotar

A =

∫

|vǫ(y)|<k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(vǫ(x) + k)

|x− y|N+sp
dxdy

e

B =

∫

vǫ(y)≥k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))((vǫ(x)− vǫ(y) + 2k)

|x− y|N+sp
dxdy,

de modo que

E1 =

∫

vǫ(y)≤−k

∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dxdy + A+B. (1.31)
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Observe que

A =

∫

|vǫ(y)|<k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(vǫ(x) + k)

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫

|vǫ(y)|<k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(y)− vǫ(x))(−vǫ(x)− k)

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫

|vǫ(y)|<k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−1|vǫ(x) + k|

|x− y|N+sp
dxdy.

Assim,

A =

∫

|vǫ(y)|<k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−1|vǫ(x) + k|

|x− y|N+sp
dxdy. (1.32)

Como vǫ(x) ≤ −k e −k < vǫ(y) < k, temos vǫ(y) − vǫ(x) > −vǫ(x) − k ≥ 0 e

consequentemente |vǫ(x)− vǫ(y)| > |vǫ(x) + k|. Portanto,

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−1 > |vǫ(x) + k|p−1. (1.33)

De (1.32) e (1.33) segue-se que

A >

∫

|vǫ(y)|<k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x) + k|p

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫

|vǫ(y)|<k

[∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x) + k − Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy

=

∫

|vǫ(y)|<k

[∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy,

o que nos permite concluir que

A >

∫

|vǫ(y)|<k




∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx


 dy. (1.34)
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Observe também que

B =

∫

vǫ(y)≥k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(x)− vǫ(y))(vǫ(x)− vǫ(y) + 2k)

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫

vǫ(y)≥k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(y)− vǫ(x))(−vǫ(x) + vǫ(y)− 2k)

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫

vǫ(y)≥k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−2(vǫ(y)− vǫ(x))(−vǫ(x)− k + vǫ(y)− k)

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫

vǫ(y)≥k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−1|vǫ(x)− vǫ(y) + 2k|

|x− y|N+sp
dxdy,

de maneira que

B =

∫

vǫ(y)≥k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−1|vǫ(x)− vǫ(y) + 2k|

|x− y|N+sp
dxdy. (1.35)

Como vǫ(x) ≤ −k e vǫ(y) ≥ k, temos vǫ(y) − vǫ(x) ≥ vǫ(y) − vǫ(x) − 2k ≥ 0.

Consequentemente, |vǫ(x)− vǫ(y)| ≥ |vǫ(x)− vǫ(y) + 2k|, o que implica que

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p−1 ≥ |vǫ(x)− vǫ(y) + 2k|p−1. (1.36)

De (1.35) e (1.36) decorre que

B ≥

∫

vǫ(y)≥k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x)− vǫ(y) + 2k|p

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫

vǫ(y)≥k

∫

vǫ(x)≤−k

|vǫ(x) + k − (vǫ(y)− k)|p

|x− y|N+sp
dxdy

=

∫

vǫ(y)≥k

[∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy,

o que nos permite concluir que

B ≥

∫

vǫ(y)≥k

[∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy. (1.37)
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Logo, de (1.31), (1.34) e (1.37) deduzimos que

E1 ≥

∫

vǫ(y)≤−k

[∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy

+

∫

|vǫ(y)|<k

[∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(x)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy

+

∫

vǫ(y)≥k

[∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy

=

∫

RN

[∫

vǫ(x)≤−k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy. (1.38)

Analogamente, obtemos

E2 ≥

∫

RN

[∫

|vǫ(x)|<k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy. (1.39)

e

E3 ≥

∫

RN

[∫

vǫ(x)≥k

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dx
]

dy. (1.40)

Somando as expressões (1.38), (1.39) e (1.40), obtemos

E1 + E2 + E3 ≥

∫

R2N

|Tk(vǫ)(x)− Tk(vǫ)(y)|
p

|x− y|N+sp
dxdy.

Ou seja, (1.30) implica que

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉 ≥ ‖Tk(vǫ)‖
p
Xs

p
. (1.41)

A imersão contínua Xs
p →֒ Lr(Ω) (veja a Proposição A.34) nos dá

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉 ≥ ‖Tk(vǫ)‖
p
Xs

p
≥ C1

(∫

Ω

|Tk(vǫ)|
rdx
)p/r

.
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Portanto,

C1

(∫

Ω

|Tk(vǫ)|
rdx
)p/r

≤ 〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉. (1.42)

Logo, de (1.28)) e (1.42) concluímos a existência de C > 0 tal que

∫

Ω

|Tk(vǫ)|
rdx ≤ C|Ωk|

p/(p−1). (1.43)

Mas |Tk(s)| = (|s| − k)(1− χ[−k,k](s)), para todo s ∈ R. Logo, para 0 < k < h,

obtemos que Ωh ⊂ Ωk. Então,

∫

Ω

|Tk(vǫ)|
rdx =

∫

Ωk

(|vǫ| − k)r ≥

∫

Ωh

(|vǫ| − k)r ≥ (h− k)r|Ωh|. (1.44)

Definindo

φ(k) = |Ωk|, para k > 0,

de (1.43) e (1.44) concluímos que, para 0 < k < h,

φ(h) ≤ C(h− k)−rφ(k)p/(p−1). (1.45)

Seja d = 2pC1/r|Ω|1/(p−1)r. Definindo a sequência (kn) por k0 = 0 e kn =

kn−1 +
d

2n
para n = 1, 2, 3, . . . de (1.45) obtemos, por indução,

φ(kn) ≤
φ(0)

2nr(p−1)
, para todo n ∈ N.

Então

lim
n→∞

φ(kn) = 0. (1.46)

Uma vez que kn = d

(
1−

1

2n

)
para todo n ∈ N, segue-se

kn < d para todo n ∈ N.
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Logo, como φ é não-crescente, temos

φ(kn) ≥ φ(d).

De (1.46) concluímos que

φ(d) = 0,

mostrando que Ωd tem medida nula. Consequentemente,

|vǫ(x)| ≤ d q.t.p. em Ω, para todo ǫ ∈ (0, 1).

Logo,

‖vǫ‖L∞(Ω) ≤ d para todo ǫ ∈ (0, 1)

e, portanto, sup
ǫ∈(0,1)

‖vǫ‖L∞(Ω) <∞.

Relembramos as definições dos espaços normados C0
δ (Ω) e C0,α

δ (Ω). Para isto

definimos δ : Ω → R+ por δ(x) = dist(x,RN \ Ω), para x ∈ Ω. Para 0 < α < 1,

definimos

C0
δ (Ω) =

{
u ∈ C0(Ω) :

u

δs
tem uma extensão contínua em Ω

}
,

C0,α
δ (Ω) =

{
u ∈ C0(Ω) :

u

δs
tem uma extensão α-Hölder contínua em Ω

}

com normas

‖u‖0,δ =
∥∥∥ u
δs

∥∥∥
L∞(Ω)

e

‖u‖α,δ = ‖u‖0,δ + sup
x,y∈Ω, x 6=y.

|u(x)/δ(x)s − u(y)/δ(y)s|

|x− y|α
,

respectivamente.

No que segue enunciamos e demonstramos o resultado de minimização local:
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Teorema 1.19 Seja Φ : Xs
p → R o funcional C1(Xs

p ,R) definido por

Φ(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
−

∫

Ω

G(u)dx,

com G(t) =

∫ t

0

g(s)ds. Suponha que g satisfaça (f2,p) ou (f ′
2,p). Seja 0 um mínimo

local de Φ na topologia C0
δ (Ω), isto é, existe r1 > 0 tal que

Φ(0) ≤ Φ(z), ∀ z ∈ Xs
p ∩ C

0
δ (Ω), ‖z‖0,δ ≤ r1. (1.47)

Então 0 é um mínimo local de Φ na topologia Xs
p , isto é, existe r2 > 0 tal que

Φ(0) ≤ Φ(z), ∀ z ∈ Xs
p , ‖z‖Xs

p
≤ r2.

Demonstração: Para 0 < ǫ < 1, seja Bǫ[0] = {z ∈ Xs
p : ‖z‖Xs

p
≤ ǫ}. Vamos

mostrar o resultado por contradição. Vamos supor que, para cada ǫ > 0, exista

uǫ ∈ Bǫ[0] tal que

Φ(uǫ) < Φ(0). (1.48)

Afirmação: Φ : Bǫ[0] → R é fracamente semicontínua inferiormente, para todo

0 < ǫ < 1.

De fato, seja (un) ⊆ Bǫ[0] e u0 ∈ Bǫ[0] tais que un ⇀ u0. Provaremos que

lim inf
n→∞

Φ(un) ≥ Φ(u0). Como un ⇀ u0, temos




un → u em Lp(Ω) para todo p ≥ 1 e

un(x) → u(x) q.t.p. em Ω.

(1.49)

Se f satisfizer (f2,p), isto é, se f possuir crescimento subcrítico, pelo Lema A.17,

para 0 < α < α∗
s,N existe C > 0 tal que

|G(t)| ≤ C|t|+ exp(α|t|
N

N−s ), para todo t ∈ R. (1.50)
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Logo, ∫

Ω

|G(un)|dx ≤ C

∫

Ω

|un|dx+
∫

Ω

exp(α|un|
N

N−s )dx.

Decorre então de (1.49) e da Proposição A.11 que

G(un) ∈ L1(Ω). (1.51)

Analogamente podemos mostrar

G(u0) ∈ L1(Ω). (1.52)

De (1.50) segue-se que

∫

Ω

|G(un)un|dx ≤

∫

Ω

(C|un|+ exp(α|un|
N

N−s ))|un|dx

=C

∫

Ω

|un|
2dx+

∫

Ω

exp(α|un|
N

N−s )|un|dx.

Então ∫

Ω

|G(un)un|dx ≤ C

∫

Ω

|un|
2dx+

∫

Ω

exp(α|un|
N

N−s )|un|dx. (1.53)

Como 0 < α < α∗
s,N , podemos fixar r > 1 de modo que ainda se tenha 0 < rα <

α∗
s,N . Aplicando a desigualdade de Hölder em (1.53), com r e r′ conjugados temos

∫

Ω

|G(un)un|dx ≤ C

∫

Ω

|un|
2dx+

(∫

Ω

exp(αr|un|
N

N−s )dx
)1/r (∫

Ω

|un|
r′dx

)1/r′

.

(1.54)

De (1.49) e da Proposição A.9 temos a existência de C > 0 tal que

∫

Ω

|G(un)un|dx ≤ C. (1.55)
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Portanto, de (1.49), (1.51), (1.52), (1.55) e do Lema A.46, obtemos

lim
n→∞

∫

Ω

G(un)dx =

∫

Ω

G(u0)dx. (1.56)

Mas então (1.56) implica que

lim inf
n→∞

Φ(un) =lim inf
n→∞

(
1

p
‖un‖

p
Xs

p
−

∫

Ω

G(un)dx
)

≥lim inf
n→∞

(
1

p
‖un‖

p
Xs

p

)
+ lim inf

n→∞

(
−

∫

Ω

G(un)dx
)

≥
1

p
‖u0‖

p
Xs

p
− lim sup

n→∞

∫

Ω

G(un)dx

≥
1

p
‖u0‖

p
Xs

p
−

∫

Ω

G(u0)dx

=Φ(u0).

Isso prova nossa afirmação no caso em que (f2,p) é satisfeita.

O caso em que f satisfaz (f ′
2,p), ou seja, em que f possui crescimento crítico é

análogo. Isso finaliza a demonstração de nossa afirmação.

Continuando com nossa demonstração, como Bǫ[0] é um espaço topológico fra-

camente compacto, o Teorema A.47 garante a existência de vǫ ∈ Bǫ[0] tal que

inf
u∈Bǫ[0]

Φ(u) = Φ(vǫ). Logo, decorre de (1.48) que

Φ(vǫ) = inf
u∈Bǫ[0]

Φ(u) ≤ Φ(uǫ) < Φ(0), para todo 0 < ǫ < 1.

Queremos provar que

vǫ → 0 em C0
δ (Ω) quando ǫ→ 0, (1.57)

pois isso implicaria que, para r1 > 0, existiria z ∈ C0
δ (Ω), com ‖z‖0,δ < r1, tal que

Φ(z) < Φ(0) (mais precisamente, z = vǫ para algum ǫ), contradizendo a hipótese
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(1.47).

Afirmamos que, para todo ǫ ∈ (0, 1), existe ξǫ ≤ 0 tal que, para todo φ ∈ Xs
p ,

vale

〈Φ′(vǫ), φ〉 = ξǫ〈vǫ, φ〉. (1.58)

De fato, se vǫ ∈ Bǫ(0), então vǫ é um mínimo local de Φ em Xs
p e, portanto, um

ponto crítico. Assim (1.58) é satisfeita para ξǫ = 0. Por outro lado, se vǫ ∈ ∂Bǫ[0],

então ‖u‖Xs
p
= ǫ e consequentemente F (u) = ‖u‖pXs

p
/p − ǫp/p = 0. Se M = {u ∈

Xs
p : F (u) = 0}, então vǫ minimiza Φ restrito ao conjunto M . Assim podemos

encontrar o multiplicador de Lagrange ξǫ ∈ R satisfazendo (1.58). como

〈Φ′(vǫ),−vǫ〉 =lim
r→0

Φ(vǫ + r(−vǫ))− Φ(vǫ)

r

=lim
r→0

Φ((1− r)vǫ)− Φ(vǫ)

r
,

para r > 0 suficientemente pequeno, temos (1− r)vǫ ∈ Bǫ(0) e, consequentemente,

como vǫ é um minimo de Φ em Bǫ[0], segue-se que

〈Φ′(vǫ),−vǫ〉 ≥ 0,

ou seja,

〈Φ′(vǫ), vǫ〉 ≤ 0,

o que nos permite concluir que

ξǫ =
〈Φ′(vǫ), vǫ〉

‖vǫ‖2Xs
p

≤ 0. (1.59)

Mas (1.58) garante a existência de vǫ satisfazendo





(−∆)spvǫ =

(
1

1− ξǫ

)
g(vǫ) =: gǫ(vǫ) em Ω,

vǫ = 0 em R\Ω,
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Dado ‖vǫ‖Xs
p
≤ ǫ < 1, a Proposição 1.18 implica a existência de uma constante

C1 > 0, independente de ǫ, tal que

‖vǫ‖L∞(Ω) ≤ C1. (1.60)

Como consequência desta última desigualdade, de (1.59) e do Lema A.16, po-

demos afirmar que existe C2 > 0 tal que

‖gǫ(vǫ)‖L∞(0,1) ≤ C2. (1.61)

De fato, de (1.60) decorre que

exp(|vǫ(x)|) ≤ exp(C1) q.t.p. em Ω e para todo ǫ > 0.

Logo, para α > 0 (no caso crítico usar α > α0), o Lema A.16 assegura que

existe C3 > 0 tal que

|gǫ(vǫ)(x)| ≤ |g(vǫ)(x)| ≤ C3 exp(α|vǫ|
2) ≤ C3 exp(αC1), q.t.p. em Ω.

Assim, para C2 = C3 exp(αC1) > 0 temos

|gǫ(vǫ)(x)| ≤ C2 q.t.p. em Ω,

provando (1.61).

Decorre então do Teorema A.53 que ‖vǫ‖C0,β(Ω) ≤ C3, para 0 < β ≤ s e para

alguma constante C3 independente de ǫ.

Denotando C0,β(Ω) = Cβ(Ω), temos que existe M > 0 tal que ‖vǫ‖Cβ(Ω) ≤ M ,

isto é,

‖vǫ‖Cβ(Ω) = ‖vǫ‖C(Ω) +max
x∈Ω

[vǫ]Cβ(Ω) < M.
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Logo,

|vǫ(x)| < M para todo x ∈ Ω e para todo ǫ ∈ (0, 1),

implicando que a sequência vǫ é uniformemente limitada e

|vǫ(x)− vǫ(y)| ≤M |x− y|β para todo x ∈ Ω e para todo ǫ ∈ (0, 1),

isto é, a sequência vǫ é uniformemente eqüicontínua. Assim, de acordo com o

Teorema de Arzelá-Ascoli, existe uma subsequência, que continuaremos denotando

por vǫ, tal que vǫ → 0 uniformemente quando ǫ → 0. Uma vez que vǫ → 0 em Xs
p

quando ǫ→ 0, passando para uma subsequência, podemos supor vǫ → 0 q.t.p. em

Ω. Daí deduzimos que vǫ → 0, uniformemente em Ω. Mas, aplicando o Teorema

A.54 obtemos, para uma constante adequada C,

‖vǫ‖0,δ =

∥∥∥∥
vǫ
δs

∥∥∥∥
L∞(Ω)

≤ C sup
x∈(0,1)

|gǫ(vǫ(x))|.

Daí podemos concluir a validade de (1.57).

Observação 1.20 Uma consequência deste resultado é que, se 0 for mínimo local

estrito na topologia C0
δ (Ω), então 0 também é um mínimo local estrito na topologia

Xs
p .

No caso particular quando p = 2, s = 1/2 e N = 1, temos os seguintes resultados:

Proposição 1.21 Seja (vǫ)ǫ∈(0,1) ⊆ X uma família de soluções para





(−∆)1/2u =

(
1

1− ξǫ

)
f(u) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),

(1.62)

com ξǫ ≤ 0, ‖vǫ‖X ≤ 1, para todo ǫ ∈ (0, 1) e com f satisfazendo uma das condições

(f2,2) Para todo α > 0,

lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(αt2)
= 0;
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(f ′
2,2) existe α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(αt2)
=





∞, se 0 < α < α0

0, se α > α0.

Então sup
ǫ∈(0,1)

‖vǫ‖L∞ <∞.

A demonstração segue o mesmo raciocínio daquela da Proposição 1.15. Observe

que, neste caso, a prova da estimativa (1.41) é mais simples:

〈vǫ, Tk(vǫ)〉X = 〈vǫ ± k, Tk(vǫ)〉X ∓ 〈k, Tk(vǫ)〉X

= 〈Tk(vǫ), Tk(vǫ)〉X ∓ 0

= ‖Tk(vǫ)‖
2
X .

Teorema 1.22 Seja Φ : X → R um funcional de C1(X,R) definido por

Φ(u) =
1

2
‖u‖2 −

∫ 1

0

G(u)dx,

com G(t) =

∫ t

0

g(s)ds e g satisfazendo (f2,2) ou (f ′
2,2). Seja 0 é um mínimo local

de Φ na topologia C0
δ ([0, 1]), isto é, existe r1 > 0 tal que

Φ(0) ≤ Φ(z), ∀ z ∈ X ∩ C0
δ ([0, 1]), ‖z‖0,δ ≤ r1,

então 0 é um mínimo local de Φ na topologia X, isto é, existe r2 > 0 tal que

Φ(0) ≤ Φ(z), ∀ z ∈ X, ‖z‖X ≤ r2.
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1.4 Soluções para o problema subcrítico

Nesta seção tratamos, via métodos minimax, da existência e da multiplicidade de

solução para o problema (1.1) no caso em que f possui crescimento subcrítico.

Para isso, utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha (veja o Teorema A.49) e

o Teorema de Linking (veja o Teorema A.51).

Posteriormente, adicionando a hipótese de f ser ímpar e aplicando uma versão

simétrica do Teorema do Passo da Montanha (veja o Teorema A.50) obtemos a

multiplicidade de solução para o problema.

Tornando mais precisa a nossa proposta de trabalho, estudamos a existência e

multiplicidade de soluções para o problema





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(1.63)

em que λ > 0, a ∈ R+ e 1 < q < p com não-linearidade f com crescimento

exponencial subcrítico no sentido Trudinger-Moser.

Vamos supor que a não-linearidade f satisfaça:

(f1,p) f ∈ C(R,R), f(0) = 0 e F (t) ≥ 0 para todo t ∈ R, sendo F (t) =
∫ t

0

f(s)ds;

(f2,p) lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(α|t|
N

N−s )
= 0, para todo α > 0;

(f3,p) lim
|t|→0

f(t)

|t|p−2t
= 0;

(f4,p) lim
|t|→∞

F (t)

|t|p
= +∞.

Lembramos que soluções fracas do problema (1.63) correspondem aos pontos

críticos do funcional Iλ,p : Xs
p → R dado por

Iλ,p(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
∫

Ω

F (u)dx.

Vamos provar o seguinte resultado:
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Teorema 1.23 Suponha que f satisfaça as condições (f1,p), (f2,p), (f3,p) (f4,p), e

que λ1 ≤ a < λ∗. Então, para λ suficientemente pequeno, o problema (1.63) possui

pelo menos três soluções não-triviais. Se f for ímpar, então o problema (1.63)

possui infinitas soluções.

A prova desse Teorema será dividida em 4 subseções:

Na primeira subseção, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter

pelo menos uma solução positiva. De forma análoga, na segunda subseção, obtemos

pelo menos uma solução negativa. Na terceira subseção obtemos uma terceira

solução via Teorema de Linking. Finalmente na quarta seção demonstramos o

resultado principal, isto é, o Teorema 1.23.

Mostraremos que o funcional I+λ,p associado ao problema (1.23) satisfaz a con-

dição (PS) em todos os níveis, para todo λ > 0.

1.4.1 Solução positiva para o funcional Iλ,p

Lema 1.24 Suponha que f satisfaça (f1,p), (f2,p), (f3,p) e (f4,p). Então o funcional

I+λ,p satisfaz a condição (PS) em todos os níveis, para todo λ > 0.

Demonstração: Seja (un) ⊂ Xs
p uma sequência (PS) de Iλ,p, isto é, uma sequência

(un) ⊂ Xs
p que satisfaz I+λ,p(un) → c e (I+λ,p)

′(un) → 0 no dual deXs
p quando n→ ∞.

Pelo Lema 1.17, existe M > 0 tal que ‖un‖Xs
p
≤M para todo n ∈ N. Portanto,

existe u0 ∈ Xs
p tal que un ⇀ u0 em Xs

p . Logo, podemos supor que

un → u0 em Lr(Ω) com r ≥ 1 e un(x) → u0(x) q.t.p. em Ω. (1.64)

Decorre da desigualdade de Hölder que

∣∣∣∣
∫

Ω

|u+n |
q−2u+n (un − u0)

∣∣∣∣ ≤
(∫

Ω

|u+n |
qdx
)(q−1)/q (∫

Ω

|un − u0|
qdx
)1/q

.
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Portanto, (1.64) implica que

∫

Ω

|u+n |
q−2u+n (un − u0) → 0. (1.65)

Analogamente

∫

Ω

|u+n |
p−2u+n (un − u0) → 0. (1.66)

Note que

un − u0 ⇀ 0, então 〈(I+λ,p)
′(un), un − u0〉 → 0 (1.67)

Por outro lado, de (1.64), (1.65), (1.66) e (1.67), temos

〈A(un), un − u0〉 =〈(I+λ,p)
′(un), un − u0〉 − λ

∫

Ω

|u+n |
q−2u+n (un − u0)

+ a

∫

Ω

|u+n |
p−2u+n (un − u0) +

∫

Ω

f(u+n )(un − u0)

=

∫

Ω

f(u+n )(un − u0) + o(1).

Portanto, aplicando o Lema A.16, tomando 0 < α <
α∗
s,N

rM
N

N−s

, temos que existe

C > 0 tal que

〈A(un), un − u0〉 ≤

∫

Ω

|f(u+n )||un − u0|+ o(1)

≤ C

∫

Ω

exp(α|un|
N

N−s )|un − u0|+ o(1)
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Logo, decorre da desigualdade de Hölder que

〈A(un), un − u〉

= C

(∫

Ω

exp(rα|un|
N

N−s )

)1/r (∫

Ω

|un − u0|
r/(r−1)

)(r−1)/r

+ o(1)

= C



∫

Ω

exp


rα|un|

N
N−s

‖un‖
N

N−s

Xs
p

‖un‖
N

N−s

Xs
p






1/r (∫

Ω

|un − u0|
r/(r−1)

)(r−1)/r

+ o(1)

≤ C



∫ 1

0

exp


rαM N

N−s

∣∣∣∣∣
un

‖un‖Xs
p

∣∣∣∣∣

N
N−s






1/r (∫

Ω

|un − u0|
r/(r−1)

)(r−1)/r

+ o(1).

Note que a última desigualdade é consequência de (un) ser limitada em Xs
p . Por

outro lado, pela escolha de α, temos que 0 < rαM
N

N−s < α∗
s,N . Decorre então da

Proposição A.9 a existência de uma constante C1 > 0 verificando

〈A(un), un − u0〉 ≤ CC1

(∫

Ω

|un − u0|
r/(r−1)

)(r−1)/r

+ o(1).

De (1.64) implica que

〈A(un), un − u0〉 → 0

Logo, pelo Lema A.58, concluímos que un → u0 em Xs
p .

Agora mostraremos alguns resultados que serão úteis para se obter as condições

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso, para cada u ∈ Xs
p , sejam

Jλ,p(u) := Iλ,p(u)−
1

p
‖u‖pXs

p

=
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
∫

Ω

F (u)dx
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e

J+
λ,p(u) := I+λ,p(u)−

1

p
‖u‖pXs

p

=
λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
a

p

∫

Ω

|u+|pdx−
∫

Ω

F (u+)dx.

Lema 1.25 (Casos subcrítico e crítico) Suponhamos (f3,p) e a > 0. Então a

solução trivial u = 0 é um minimizador local estrito de J+
λ,p, para todo λ > 0.

Demonstração: Pelo Teorema 1.19, basta mostrar que u = 0 é um mínimo lo-

cal estrito de J+
λ,p na topologia C0

δ (Ω). Pela condição (f3,p), aplicando L’Hôpital

obtemos que

lim
|t|→0

F (t)

|t|p
= 0.

Logo, para ǫ = 1, existe ω > 0 tal que

|F (t)| < |t|p, para todo 0 < |t| ≤ ω.

Agora, para cada u ∈ (C0
δ (Ω)∩X

s
p) \ {0}, com ‖u‖0,δ ≤ 1 e, consequentemente,

0 < |u+| < ω ( pois |u+| ≤M‖u‖0,δ, para algum M > 0), vale

J+
λ,p(u) =

λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
a

p

∫

Ω

|u+|pdx−
∫

Ω

|u+|pdx

=
λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
(
a

p
+ 1

)∫

Ω

|u+|pdx (1.68)

Como ‖u‖0,δ = ‖u/δs‖L∞(Ω),

|u+| ≤ |u| ≤ k1‖u‖0,δ para algum k1 > 0.
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Como 1 < q < p, resulta que |u+|p−q ≤ (k1)
p−q‖u‖p−q

0,δ e, consequentemente,

∫

Ω

|u+|pdx ≤ (k1)
p−q‖u‖p−q

0,δ

∫

Ω

|u+|qdx.

Desta última desigualdade, como a
p
+ 1 > 0, podemos concluir que

−

(
a

p
+ 1

)∫

Ω

|u+|pdx ≥ −

(
a

p
+ 1

)
(k1)

p−q‖u‖p−q
0,δ

∫

Ω

|u+|qdx. (1.69)

Decorre então (1.68) e (1.69) que

J+
λ,p(u) ≥

λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
(
a

p
+ 1

)
(k1)

p−q‖u‖p−q
0,δ

∫

Ω

|u+|qdx

=

[
λ

q
−

(
a

p
+ 1

)
(k1)

p−q‖u‖p−q
0,δ

] ∫

Ω

|u+|qdx. (1.70)

Seja

R =
(λ/q)1/(p−q)

k1

(
a

p
+ 1

)1/(p−q)
.

Se ‖u‖0,δ < R, então

λ

q
−

(
a

p
+ 1

)
(k1)

p−q‖u‖p−q
0,δ > 0, ∀ ‖u‖0,δ < R. (1.71)

Como ‖u‖0,δ > 0 (pois u ∈ (C0
δ (Ω) ∩X

s
p) \ {0}), concluímos de (1.70) e (1.71) que

J+
λ,p(u) > 0 = J+

λ,p(0), ∀ 0 < ‖u‖0,δ < R.

Portanto, u = 0 é um mínimo local estrito de J+
λ,p na topologia C0

δ (Ω).

Observação 1.26 O Lema anterior é válido se trocamos o funcional J+
λ,p por Jλ,p.

Lema 1.27 (Casos subcrítico e crítico) Suponha que f satisfaça (f4,p) e a >
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0. Então, fixado Λ, existe t0 = t0(Λ) tal que

I+λ,p(tϕ1) < 0,

para todo t ≥ t0 e 0 < λ < Λ.

Demonstração: Para t > 0, aplicando o Lema A.19 para M >
λ1
p

obtemos

I+λ,p(tϕ1) ≤
|t|p

p
‖ϕ1‖

p
X +

|t|qλ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

∫

Ω

F (tϕ1)dx

≤
|t|p

p
‖ϕ1‖

p
X +

|t|qλ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

∫

Ω

(M |t|p|ϕ1|
p + CM)dx

Lembrando que ϕ1 é a autofunção positiva associada a λ1 com ‖ϕ1‖Lp(Ω) = 1,

obtemos

I+λ,p(tϕ1) ≤
λ1|t|

p

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

|t|qλ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−M |t|p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+ CM |Ω|

= tp
[
λ

q

1

tp−q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx+

1

tp
CM |Ω| −

(
M −

λ1
p

)]
. (1.72)

Fixando Λ > 0, como M > λ1

p
, t > 0, 1 < q < p e ϕ1 > 0 em Ω, podemos

escolher t0 = t0(Λ) > 0 tal que

Λ

q

1

tp−q
0

∫

Ω

ϕq
1dx+

CM

tp0
|Ω| −

(
M −

λ1
p

)
< 0.

Para t ≥ t0 e λ < Λ temos que

λ

q

1

tp−q

∫

Ω

ϕq
1dx+

CM

tp
|Ω|−

(
M −

λ1
p

)
≤

Λ

q

1

tp−q
0

∫

Ω

ϕq
1dx+

CM

tp0
|Ω|−

(
M −

λ1
p

)
< 0.

Destas últimas desigualdades e de (1.72) decorre que I+λ,p(tϕ1) <

0, para todo t ≥ t0, e λ < Λ.

Agora estamos em condições de obter uma solução positiva aplicando o Teorema

do Passo da Montanha.
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Proposição 1.28 Suponha que f satisfaça as condições (f1,p), (f2,p), (f3,p) (f4,p)

e a > 0. Então o problema (1.63) possui pelo menos uma solução positiva, para

todo λ como no Lema 1.27.

Demonstração: Já vimos, no Lema 1.24 (que considera apenas o caso subcrí-

tico), que o funcional I+λ,p satisfaz a condição (PS) em todos os níveis, para todo

λ > 0. Além disso, como I+λ,p(0) = 0, então basta provar as seguintes condições

geométricas:

(a) existem constantes ρ, α > 0 tais que I+λ,p

∣∣∣
∂Bρ

> α e

(b) existe um elemento e ∈ Xs
p\Bρ tal que I+λ,p(e) < 0.

A afirmativa (a) decorre do Lema 1.25, pois existe R > 0 tal que

I+λ,p(u) >
1

p
‖u‖pXs

p
, ∀ 0 < ‖u‖Xs

p
< R. (1.73)

Tomando α = 1
p
‖u‖pXs

p
, obtemos que existem constantes ρ, α > 0 tais que I+λ,p(u) >

α, ∀ ‖u‖Xs
p
= ρ.

O Lema 1.27 garante a existência de e = t0ϕ1 ∈ Xs
p , com t0 > 0, tal que

I+λ,p(e) < 0 = I+λ,p(0), para todo λ > 0 obtido no Lema 1.27. Aplicando este fato,

decorre de (1.73) que 0 < ρ < R. Portanto, podemos deduzir que ‖e‖ > ρ, isto é,

e ∈ Xs
p\Bρ. Assim, existe e ∈ Xs

p\Bρ tal que I+λ,p(e) < 0.

Logo, pelo teorema do Passo da Montanha, I+λ,p possui um valor crítico C+
λ ≥ α,

com

C+
λ = inf

g∈Γ+
max

u∈g([0,1])
I+λ,p(u),

sendo Γ+ = {g ∈ C([0, 1], Xs
p) ; g(0) = 0 , g(1) = t0ϕ1}.

1.4.2 Solução negativa para o funcional Iλ,p

A condição de Palais-Smale é obtida no seguinte resultado, cuja demonstração é

análoga àquela do Lema 1.24.
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Lema 1.29 Suponha que f satisfaça (f1,p), (f2,p) e (f4,p). Então o funcional I−λ,p

satisfaz a condição (PS) em todos os níveis para todo λ > 0.

Para cada u ∈ Xs
p definimos

J−
λ,p(u) := I−λ,p(u)−

1

p
‖u‖pXs

p

=
λ

q

∫

Ω

|u−|qdx−
a

p

∫

Ω

|u−|pdx−
∫

Ω

F (u−)dx.

Temos então o seguinte resultado, cuja demonstração é análoga àquela do Lema

1.25:

Lema 1.30 Suponhamos (f3,p) e a > 0. Então a solução trivial u = 0 é um

minimizador local estrito de J−
λ,p, para todo λ > 0.

A demonstração do próximo resultado é análoga àquela do Lema 1.27.

Lema 1.31 (Casos subcrítico e crítico) Suponha que f satisfaça (f4,P ) e que

a > 0. Então, fixando Λ > 0, existe t0 = t0(Λ) > 0 tal que

I−λ,p(−tϕ1) < 0,

para todo t ≥ t0 e 0 < λ < Λ.

Agora garantimos a existência de solução negativa. A prova deste resultado é

análoga à da Proposição 1.28.

Proposição 1.32 Suponha que f satisfaça as condições (f1,p), (f2,p), (f3,p) (f4,p)

e que a > 0. Então o problema (1.63) possui pelo menos uma solução negativa,

para todo λ obtido no Lema 1.31.

1.4.3 Solução via o Teorema de Linking

A ferramenta variacional que utilizaremos nessa subseção é o Teorema de Linking.

O principal resultado que vamos obter é
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Proposição 1.33 Suponha que as condições (f1,p) − (f4,p) sejam verificadas. Se

λ1 ≤ a < λ∗ então, para λ suficientemente pequeno, o problema (1.63) possui pelo

menos uma solução não-trivial,distinta das soluções positiva e negativa já encon-

tradas.

No próximo resultado mostramos que, no caso subcrítico, o funcional Iλ,p satisfaz

a condição (PS) em todos os níveis para todo λ > 0. Sua demonstração é análoga

àquela do Lema 1.24.

Lema 1.34 Suponha que f satisfaça (f1,p), (f2,p), (f3,p) e (f4,p). Então o funcional

Iλ,p satisfaz a condição (PS) em todos os níveis para todo λ > 0.

Para obter a geometria do Teorema de Linking precisamos de uma decomposição

de soma direta adequada do espaço Xs
p . Para tal decomposição seguimos as ideias

de [3]. No que segue, definimos

λ∗ = inf

{
‖u‖pXs

p
: u ∈ W e ‖u‖pLp(Ω) = 1

}
, (1.74)

em que

W =

{
u ∈ Xs

p : 〈A(ϕ1), u〉 = 0

}
,

com ϕ1 denotando a primeira autofunção, positiva e normalizada, do operador

(−∆)sp, veja o Apêndice A. Faremos uso da seguinte decomposição do espaço Xs
p .

Proposição 1.35 Xs
p = W ⊕ span{ϕ1}.

Demonstração: Denote W = (A(ϕ1))
−1({0}). Lembrando que A(ϕ1) ∈ (Xs

p)
∗,

temos W é fechado em Xs
p . Agora provaremos que W ∩ span{ϕ1} = {0}. Para

isso, seja u ∈ W ∩ span{ϕ1}, então u ∈ W e u = tϕ1, para todo t ∈ R. Logo

〈A(ϕ1), tϕ1〉 = 0, isto é, t‖ϕ1‖
p
Xs

p
= 0. Portanto t = 0 e consequentemente u = 0,

mostrando nossa afirmação. Finalmente,temos Xs
p = W + span{ϕ1}, pois

u =

(
u−

〈A(ϕ1), u〉

‖ϕ1‖
p
Xs

p

ϕ1

)
+

〈A(ϕ1), u〉

‖ϕ1‖
p
Xs

p

ϕ1.
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Como
(
u− 〈A(ϕ1),u〉

‖ϕ1‖
p
Xs

p

ϕ1

)
∈ W , temos o afirmado.

Seguindo as ideias de [3] mostraremos o próximo resultado.

Proposição 1.36 λ1 < λ∗.

Demonstração: Da inclusão

{
‖u‖pXs

p
: u ∈ W e ‖u‖pLp(Ω) = 1

}
⊂

{
‖u‖pXs

p
: ‖u‖pLp(Ω) = 1

}
,

podemos obter a desigualdade

λ1 = inf

{
‖u‖pXs

p
: ‖u‖pLp(Ω) = 1

}
≤ inf

{
‖u‖pXs

p
: u ∈ W e ‖u‖pLp(Ω) = 1

}
= λ∗.

Suponha, por contradição, λ1 = λ∗ = λ. Pela definição de λ∗, existe uma

sequência (un) em W tal que

‖un‖
p
Lp(Ω) = 1 e lim

n→∞
‖un‖

p
Xs

p
= λ∗ = λ1 = λ.

Logo (un) é limitada em Xs
p . Portanto, existe u ∈ Xs

p e uma subsequência (que

ainda denotaremos por (un)) tal que





un ⇀ u em Xs
p ,

un → u em Lq(Ω), para todo q ≥ 1 e

un(x) → u(x) q.t.p. em Ω.

Observe

λ1 ≤ ‖u‖pXs
p
≤ lim inf

k→∞
‖uk‖

p = lim inf
k→∞

λk = λ1.

Da observação A.65 segue-se

u = tϕ1, para t 6= 0. (1.75)
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Por outro lado da convergência fraca un ⇀ u, obtemos 〈A(ϕ1), un〉 → 〈A(ϕ1), u〉.

Como 〈A(ϕ1), un〉 = 0 (pois (un ⊂ W )). Temos 〈A(ϕ1), u〉 = 0. Usando (1.75)

concluímos t‖ϕ1‖
p
Xs

p
= 0, consequentemente t = 0, isso contradiz (1.75).

Os próximos resultados serão úteis para mostrar as condições geométricas do

Teorema de Linking.

Lema 1.37 Seja a < λ∗. Então, existem β, ρ > 0 tais que Iλ,p(u) ≥ β sempre que

u ∈ W e ‖u‖Xs
p
= ρ.

Demonstração: Fixe θ > p e 0 < α < α∗
s,N . Pelo Lema A.18 existem 0 ≤ µ <

λ∗ − a e C > 0 satisfazendo

F (t) ≤
µ

p
tP + C exp(α|t|

N
N−s )|t|θ, para todo t ∈ R.

Logo, para cada u ∈ W com ‖u‖Xs
p
≤ 1, temos

Iλ,p(u) ≥
‖u‖pXs

p

p
−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
∫

Ω

[
µ|u|p

p
+ C exp(α|u|

N
N−s )|u|θ

]
dx

=
‖u‖pXs

p

p
−
(a
2
+
µ

2

)∫

Ω

|u|pdx− C

∫

Ω

exp(α|u|
N

N−s )|u|θdx.

Agora, da definição de λ∗ decorre que

Iλ,p(u) ≥
‖u‖pXs

p

p
− (a+ µ)

‖u‖pXs
p

pλ∗
− C

∫

Ω

exp(αu2)|u|θdx. (1.76)

Além disso, como 0 < α < α∗
s,N , podemos fixar r > 1 de modo que ainda se

tenha 0 < rα < α∗
s,N . Aplicando a Desigualdade de Hölder em (1.76), com r e r′
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conjugados, temos

Iλ,p(u) ≥

(
1

p
−
a+ µ

pλ∗

)
‖u‖pXs

p
− C

(∫

Ω

exp(αr|u|
N

N−s )dx
)1/r (∫

Ω

|u|θr
′

dx
)1/r′

=
1

p

(
1−

a+ µ

λ∗

)
‖u‖pXs

p
− C

(∫

Ω

exp(αr|u|
N

N−s )dx
)1/r

‖u‖θ
Lr′θ(Ω)

.

Mas, como ‖u‖Xs
p
≤ 1, aplicando a Proposição A.9 e o fato de Xs

p estar imerso

continuamente em Lr′q(Ω) (veja a Proposição 1.12), podemos encontrar C1 > 0 tal

que

Iλ,p(u) ≥
1

p

(
1−

a+ µ

λ∗

)
‖u‖2Xs

p
− C1‖u‖

θ
Xs

p
.

Uma vez θ > p e 1 −
a+ µ

λ∗
> 0, podemos escolher ρ > 0, suficientemente

pequeno, com ‖u‖Xs
p
= ρ, tal que

Iλ,p(u) ≥ ρp
{
1

p

(
1−

a+ µ

λ∗

)
− C1ρ

θ−p

}
> 0.

Portanto, para todo u ∈ W com ‖u‖ = ρ, temos que I(u) ≥ β, com

β = ρp
{
1

p

(
1−

a+ µ

λ∗

)
− C1ρ

θ−p

}
. Assim temos a prova do Lema.

Lema 1.38 Suponha que (f4,p) seja válida. Se Y ⊂ Xs
p for um subespaço vetorial

com dimY <∞, então

lim
u∈Y,‖u‖Xs

p
→∞

Iλ,p(u) = −∞.

Demonstração: Seja u ∈ Y . Como todas as normas em Y são equivalentes (pois

a dimensão de Y é finita), podemos encontrar C1 > 0 e C2 > 0 de modo que

‖u‖pXs
p
≤ C1‖u‖

p
Lp(Ω) e ‖u‖qLq(Ω) ≤ C2‖u‖

q
Xs

p
(1.77)
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Logo, pelo Lema A.19 para M > C1

(
1

p
+
λC2

q

)
, temos

Iλ,p(u) ≤
‖u‖pXs

p

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
∫

Ω

(M |u|p − CM)dx

≤
‖u‖pXs

p

p
+
λ

q
‖u‖qLq(Ω) −M‖u‖pLp(Ω) + CM |Ω|.

Decorre então de (1.77) que

Iλ,p(u) ≤
‖u‖pXs

p

p
+
λC2

q
‖u‖pXs

p
−
M

C1

‖u‖pXs
p
+ CM |Ω|

= ‖u‖pXs
p

(
1

p
+
λC2

q
−
M

C1

)
+ CM |Ω|. (1.78)

Da escolha de M e de (1.78)), conluímos que

lim
u∈Y,‖u‖Xs

p
→∞

Iλ,p(u) = −∞. (1.79)

Isso prova o Lema.

O próximo resultado será útil para controlar os níveis mini-max das soluções

positiva e negativa e, assim, obter uma terceira solução.

Lema 1.39 Suponha que (f4,p) seja válida e que λ1 ≤ a < λ∗. Então existe η =

η(λ) > 0 tal que

Iλ,p(u) ≤ η(λ) e lim
λ→0

η(λ) = 0, para todo u ∈ span{ϕ1}.

Demonstração: Como u ∈ span{ϕ1},vale

Iλ,p(u) ≤

(
λ1 − a

p

)∫

Ω

updx+
λ

q
‖u‖qLq(Ω) −

∫

Ω

F (u)dx.
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Mas λ1 ≤ a < λ∗ implica que

Iλ,p(u) ≤
λ

q
‖u‖qLq(Ω) −

∫

Ω

F (u)dx.

Agora pela imersão contínua de Sobolev existe Kq > 0 tal que

Iλ,p(u) ≤
λ

q
Kq‖u‖

q
Xs

p
−

∫

Ω

F (u)dx. (1.80)

Do (1.80) e dp Lema A.19 decorre que

Iλ,p(u) ≤
λKq

q
‖u‖qXs

p
−M‖u‖pLp(Ω) + CM

≤
λKq

q
‖u‖qXs

p
−MK2‖u‖

p
Xs

p
+ CM . (1.81)

Uma vez 1 < q < p, obtemos

lim
u∈span{ϕ1},‖u‖Xs

p
→∞

Iλ,p(u) = −∞.

Logo, existe R > 0 tal que

Iλ,p(u) < 0 para todo u ∈ span{ϕ1}, ‖u‖Xs
p
> R. (1.82)

Se u ∈ span{ϕ1} com ‖u‖Xs
p
≤ R, decorre de (1.80) que

0 ≤ Iλ,p(u) ≤
λ

q
Kq‖u‖

q
Xs

p
−

∫

Ω

F (u)dx ≤
λ

q
KqR

q −

∫

Ω

F (u)dx.

A condição F (t) ≥ 0, ∀ t ∈ R nos permite concluir que

Iλ,p(u) ≤
λ

q
KqR

q para todo u ∈ span{ϕ1}, ‖u‖Xs
p
≤ R. (1.83)
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Tomando η(λ) =
λ

q
KqR

q, segue-se de (1.82) e (1.83) que

Iλ,p(u) ≤ η(λ), para todo u ∈ span{ϕ1}, com lim
λ→0

η(λ) = 0.

Isso prova o Lema.

Agora estamos em condições de provar o resultado principal desta subseção.

Proposição 1.40 Suponha que as condições (f1,p) − (f4,p) sejam verificadas. Se

λ1 ≤ a < λ∗ então, para λ suficientemente pequeno, o problema (1.63) possui

pelo menos uma solução não-trivial, distinta das soluções positiva e negativa já

encontradas.

Demonstração: Para obter essa solução, precisamos verificar que as condições

do Teorema de Linking são satisfeitas. De acordo com o Lema 1.35, temos Xs
p =

W ⊕ span{ϕ1}. De acordo com o Lema 1.34, o funcional Iλ,p satisfaz a condição

Palais-Smale em todos os níveis, para todo λ > 0. Além disso, devemos ter

(a) existem constantes ρ, β > 0 tais que Iλ,p
∣∣∣
∂Bρ∩W

≥ β e

(b) existem um elemento e ∈ (∂B1) ∩ W , constantes R > ρ e α > 0 tais que

Iλ,p

∣∣∣
∂Q

< α < β, com Q = (BR ∩ span{ϕ1})⊕ (0, Re).

Assim, o teorema de Linking garante que Iλ,p possui um valor crítico C ≥ β carac-

terizado por

C = inf
γ∈Γ

max
u∈Q

Iλ,p(γ(u))

em que Γ = {γ ∈ C(Q,E) ; γ = Id em ∂Q}.

A condição (a) resulta diretamente do Lema 1.37.

Para verificarmos (b), tome ϕ ∈ W (fixo) tal que ‖ϕ‖Xs
p
= 1. De acordo com o

Lema 1.38, existe R > 0 tal que

Iλ,p(u) < 0 para todo u ∈ span{ϕ1, ϕ}, ‖u‖Xs
p
≥ R. (1.84)
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Como ρϕ ∈ span{ϕ1, ϕ} e ‖ρϕ‖Xs
p
= ρ,decorre de (a) que

Iλ,p(ρϕ) ≥ β > 0.

Assim, (1.84)) implica R > ρ.

Consideremos então

Q = {u : u = w + tϕ, w ∈ span{ϕ1} ∩ BR, 0 ≤ t ≤ R}

e particionemos a fronteira ∂Q =
3⋃

i=1

Γi:

(1) Γ1 = BR(0) ∩ span{ϕ1},

(2) Γ2 = {u ∈ Xs
p : u = w +Rϕ,w ∈ BR(0) ∩ span{ϕ1}},

(3) Γ3 = {u ∈ Xs
p : u = w + rϕ, w ∈ span{ϕ1}, ‖w‖Xs

p
= R, e 0 ≤ r ≤ R}.

Mostraremos que, em cada Γi, vale Iλ,p
∣∣∣
Γi

≤ η(λ), para i = 1, 2, 3.

Tome u ∈ Γ1 ⊂ span{ϕ1}. Logo, do Lema 1.39 obtemos

Iλ,p(u) ≤ η(λ), ∀ u ∈ Γ1 e lim
λ→0

η(λ) = 0.

Assim, tomando λ > 0 suficientemente pequeno, Iλ,p(u) ≤ η(λ) < β.

Se u ∈ Γ2 ou u ∈ Γ3, então temos uma consequência imediata de (1.84), pois

sempre podemos escolher um R > 0 suficientemente grande tal que ‖u‖Xs
p
≥ R,

para u ∈ Γ2 ou u ∈ Γ3.

Assim, para todo u ∈ ∂Q, existe λ∗ tal que

Iλ,p(u) ≤ η(λ) < β, ∀ λ ≤ λ∗
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e podemos tomar αλ = η(λ) tal que, para qualquer λ ≤ λ∗,

Iλ,p(u) ≤ η(λ) < α, ∀ u ∈ ∂Q.

Então, pelo Teorema de Linking, existe uλ ∈ Xs
p solução fraca do problema

(1.63)) tal que

0 < η(λ) < β ≤ Iλ,p(uλ) = Cλ.

Note que uλ é não nula, pois Iλ,p(0) = 0.

Provaremos posteriormente que uλ é diferente das soluções positiva e negativa

já encontradas.

1.4.4 Demonstração do Teorema 1.23:

Demonstração: Para demonstrar a primeira parte de Teorema 1.23, basta mos-

trar que uλ é distinto dos pontos críticos encontrados para os funcionais I+λ,p e I−λ,p

para λ > 0 suficientemente pequeno.

Para isso, seja g+0 : [0, 1] → Xs
p dado por g+0 (t) = t(t0ϕ1), para t0 obtido no

Lema 1.27. Logo,

g+0 ∈ Γ+ = {g ∈ C([0, 1], Xs
p) ; g(0) = 0 , g(1) = t0ϕ1}.

Como g+0 (t) ∈ span{ϕ1} para todo t ∈ [0, 1], decorre do Lema 1.39 que

I+λ,p(g
+
0 (t)) = Iλ,p(g

+
0 (t)) ≤ η(λ), para todo t ∈ [0, 1]. (1.85)

Analogamente, aplicando o Lema 1.31, podemos definir g−0 ∈ Γ− satisfazendo

uma propriedade análoga à estimativa (1.85). Portanto, existe λ0 > 0

C+
λ ≤ max

t∈[0,1]
I+λ,p(g

+
0 (t)) ≤ η(λ) < α ≤ Iλ,p(uλ) para todo 0 < λ ≤ λ0.
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e

C−
λ ≤ max

t∈[0,1]
I−λ,p(g

−
0 (t)) ≤ η(λ) < α ≤ Iλ,p(uλ), para todo 0 < λ ≤ λ0.

Portanto, para λ fixo suficientemente pequeno, o problema (1.63) possui pelo

menos três soluções não triviais, provando assim, a primeira parte do Teorema 1.23.

Se f for ímpar, o Lema 1.14 garante que Iλ,p é par.

Agora provaremos a segunda parte, isto é, que o problema (1.63) possui infinitas

soluções.

Considere Y um subespaço de dimensão finita em Xs
p . Então o subespaço Y é

complementado (veja o [19], p. 38), isto é, existe um subespaço fechado Z de Xs
p

tal que Xs
p = Y ⊕ Z .

Mostraremos que existem constantes ρ, α > 0 tais que Iλ,p
∣∣∣
∂Bρ∩Z

> α.

De fato, como feito na prova da Proposição 1.28 (ou 1.32), existem uma bola

Bρ(0) ⊂ Xs
p e α > 0 tais que

Iλ,p

∣∣∣
∂Bρ(0)

> α.

Assim, para u ∈ ∂Bρ(0) ∩ Z (⊂ Z), obtemos I(u) > α, mostrando assim, o item

(1) do Teorema A.50.

Para provar o item (2), notamos que, como consequência do Lema 1.38, para

cada Y de dimensão finita, podemos encontrar R = R(Y ) > 0 tal que

Iλ,p(u) < 0, sempre que u ∈ Y e ‖u‖Xs
p
> R(Y ).

Portanto, pelo Teorema A.50, o problema (1.63) possui uma infinidades de

soluções não-triviais.
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1.5 Soluções para o problema crítico

Neste seção, mostraremos um resultado de existência de soluções para o problema





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(1.86)

no caso em que λ > 0, a ∈ R+, 1 < q < p e com a não-linearidade f tendo

crescimento exponencial crítico no sentido Trudinger-Moser.

Nossa principal referência nesta seção é o artigo de Iannizzotto e Squassina [55],

no qual uma solução não-trivial foi obtida.

Aqui, vamos supor que a não-linearidade f satisfaça:

(f1,p) f ∈ C(R,R), f(0) = 0 e F (t) ≥ 0 para todo t ∈ R;

(f ′
2,p) existe α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(α|t|
N

N−s )
=





∞, se 0 < α < α0

0, se α > α0;

(f3,p) lim
|t|→0

|f(t)|

|t|p−2t
= 0;

(f5,p)
f(t)

|t|p−2t
é crescente se t > 0, e decrescente se t < 0;

(f6,p) Para cada (un) ⊂ Xs
p , se





un ⇀ u, em Xs
p

f(un) → f(u), em L1(Ω),

então F (un) → F (u) em L1(Ω);

(f7,p) Existem r > p e Cr tais que

F (t) ≥
Cr

r
|t|r−1, para todo t ∈ R,
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com

Cr >


2N

s

(
α0

α∗
s,N

)N−s
s

(r − p)

pr




r−p
p

1

C
,

com C > 0 dado em (1.107) .

Observação 1.41 A condição (f7,p) implica a condição

(f4,p) lim
|t|→∞

F (t)

|t|p
= +∞, sendo F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

O principal resultado deste capítulo é:

Teorema 1.42 Suponha que f satisfaça as condições (f1), (f
′
2,p), (f3,p) e (f5,p) −

(f7,p), e que λ1 ≤ a < λ∗. Então, para λ suficientemente pequeno, o problema

(1.86) possui pelo menos três soluções não-triviais.

A prova desse Teorema será dividida em 4 subseções:

Na primeira subseção, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para ob-

ter pelo menos uma solução positiva e, de forma análoga, na segunda subseção

obteremos pelo menos uma solução negativa. Na terceira subseção aplicaremos

o Teorema de Linking para obter uma terceira solução. Finalmente na quarta

subseção demonstramos o resultado principal, isto é, o Teorema 1.42.

1.5.1 Solução positiva para o funcional Iλ,p

Como já mencionamos, provaremos que a condição de Palais-Smale é satisfeita

apenas para níveis em um certo intervalo. É importante ressaltar que, no caso

exponencial crítico, o Lema A.16 é valido somente para α > α0, isto é, para todo

α > α0 existe C > 0 tal que

|f(t)| ≤ C exp(α|t|
N

N−s ), para todo t ∈ R.

Note também que o Lema A.17 é valido somente para α > α0.
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Lema 1.43 Suponha que f satisfaça as hipóteses desta seção. Então o funcional

Iλ,p(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
∫

Ω

F (u)dx,

satisfaz a condição (PS) em qualquer nível c <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

Demonstração: Seja c < s
N

(
α∗

s,N

α0

)N−s
s

e suponha que (un) seja uma sequência

(PS) em Xs
p

O Lema 1.15 garante que (un) é limitada em Xs
p . Assim, a menos de subsequên-

cia, podemos supor





‖un‖Xs
p
≤ K,

un ⇀ u em Xs
p ,

un → u em Lq(Ω) para todo q ≥ 1 e

un(x) → u(x) quase sempre em Ω.

Como λ > 0, (‖I ′λ,p(un)‖(Xs
p)

∗) e (Iλ,p(un)) são sequências limitadas em R. Logo,

∫

Ω

f(un)undx ≤ ‖un‖
p
Xs

p
+ λ

∫

Ω

|un|
qdx+ a

∫

Ω

|un|
pdx+ ‖I ′λ,p(un)‖‖un‖Xs

p
≤ C1

∫

Ω

F (un)dx ≤
‖un‖

p
Xs

p

p
+
λ

q

∫

Ω

|un|
qdx+

a

p

∫

Ω

|un|
pdx+ |Iλ,p(un)| ≤ C2.

Tendo em vista o Lema A.22, podemos encontrar uma constante C > 0 verifi-

cando

max

{
‖un‖

2
Xs

p
,

∫

Ω

f(un)undx,
∫

Ω

F (un)dx
}

≤ C. (1.87)

Pelo Lema A.16 e pela Proposição A.11 também temos que

∫

Ω

|f(u)|dx ≤ C2

∫

Ω

exp
(
α|u|

N
N−s

)
dx <∞
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e ∫

Ω

|f(un)|dx ≤ C3

∫

Ω

exp
(
α|u|

N
N−s

)
dx <∞,

ou seja, f(un), f(u) estão em L1(Ω). Então como un → u em L1(Ω) e
∫
Ω
f(un)undx ≤ C, do Lema A.46 concluímos que

f(un) → f(u) em L1(Ω). (1.88)

Logo de (1.88) e de (f6,p) obtemos

F (un) → F (u) em L1(Ω). (1.89)

Assim,
‖un‖

p
Xs

p

p
→ c−

λ

q

∫

Ω

|u|qdx+
a

p

∫

Ω

|u|pdx+
∫

Ω

F (u)dx. (1.90)

Como I ′λ(un) → 0 em (Xs
p)

∗ e (un) é limitada em Xs
p , decorre de (1.90) que

∫

Ω

f(un)undx→ pc+ λ

(
1−

p

q

)∫

Ω

|u|qdx+ p

∫

Ω

F (u)dx. (1.91)

De acordo com o Lema A.22 temos

∫

Ω

f(un)undx− p

∫

Ω

F (un)dx ≥ 0.

Tomando o limite quando n→ ∞ na expressão acima, de (1.91) obtemos

pc ≥ λ

(
p

q
− 1

)∫

Ω

|u|q, (1.92)

o que implica c ≥ 0, pois 1 < q < p. Assim, o nível mini-max é não negativo.

Agora, vejamos que 〈I ′λ,p(u), v〉 = 0 para todo v ∈ Xs
p , ou seja, o limite fraco u

da sequência (PS) é uma solução para o problema em questão.
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Primeiro, considere v ∈ C∞
0 (Ω). Note que, quando n→ +∞, temos

∣∣∣∣
∫

Ω

f(un)v −

∫

Ω

f(u)vdx

∣∣∣∣ ≤ ‖f(un)− f(u)‖L1(Ω)‖v‖∞ → 0. (1.93)

Como un → u em Lq(Ω), decorre do Teorema A.37 a existência de uma sub-

sequência de (un), ainda denotada por (un), e h ∈ Lq(Ω) tais que |un| ≤ h q.t.p.

em Ω. Então, para cada v ∈ Xs
p , temos

||un|
q−2unv| = |un|

q−1|v| ≤ hq−1|v|, q.t.p. em Ω.

Assim, a desigualdade de Hölder, a Proposição 1.12 e h ∈ Lq(Ω) implicam que

∫

Ω

|hq−1|v||dx ≤

(∫

Ω

|h|qdx
) q−1

q
(∫

Ω

|v|qdx
) 1

q

<∞.

Portanto,

hq−1|v| ∈ L1(Ω) ∀ v ∈ Xs
p .

De un → u q.t.p. em Ω podemos concluir que |un|
q−2unv → |un|

q−2unv q.t.p.

em Ω. Logo, o Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue (veja o Teorema

A.36) garante que

∫

Ω

|un|
q−2unv →

∫

Ω

|u|q−2uv, ∀ v ∈ Xs
p . (1.94)

Analogamente, podemos obter

∫

Ω

|un|
p−2unv →

∫

Ω

|u|p−2uv, ∀ v ∈ Xs
p . (1.95)

e, como I ′λ,p(un) → 0,

0 ≤ |〈I ′λ,p(un), v〉| ≤ ‖I ′λ,p(un)‖‖v‖Xs
p
→ 0, quando n→ ∞.
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Assim,

〈I ′λ,p(un), v〉 → 0, para todo v ∈ C∞
0 (Ω). (1.96)

Aplicando o Lema A.52, temos

〈A(un), v〉 → 〈A(u), v〉, para todo v ∈ Xs
p . (1.97)

Combinando (1.93), (1.94), (1.95), (1.96) e (1.97) concluímos que

〈I ′λ,p(u), v〉 = lim
n→∞

(
〈A(un), v〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2unvdx− a

∫

Ω

unvdx−
∫

Ω

f(un)vdx
)

= lim
n→∞

〈I ′λ,p(un), v〉 = 0.

Logo, 〈I ′λ,p(u), v〉 = 0, para toda v ∈ C∞
0 (Ω). Como C∞

0 (Ω) é denso em Xs
p , o

mesmo resultado vale para todo v ∈ Xs
p .

Aplicando o Lema A.22, temos então

Iλ,p(u) ≥
1

p

(
‖u‖pXs

p
+
pλ

q

∫

Ω

|u|q − a

∫

Ω

|u|pdx−
∫

Ω

f(u)udx
)

>
1

p

(
‖u‖pXs

p
+ λ

∫

Ω

|u|q − a

∫

Ω

|u|2dx−
∫

Ω

f(u)udx
)

=
1

p
〈I ′λ,p(u), u〉 = 0

Logo Iλ,p(u) > 0. Se u = 0, então Iλ,p(u) = 0.

Como temos (1.92) e 1 < q < p, concluímos que o nível mini-max c é estrita-

mente positivo e u 6= 0.

Agora, mostraremos que un → u forte em Xs
p .

Para isso é suficientemente provar que Iλ,p(u) = c, isto é, ‖un‖Xs
p
→ ‖u‖Xs

p
, pois

(1.90)) garante que

lim
n→∞

‖un‖
p
Xs

p

p
= Iλ,p(u)−

λ

q

∫

Ω

|u|q +
a

p

∫

Ω

|u|pdx+
∫

Ω

F (u)dx =
‖u‖pXs

p

p
.
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Assim, tendo un ⇀ u em Xs
p e limn→∞‖un‖Xs

p
= ‖u‖Xs

p
, o fato de Xs

p ser um

espaço de Banach uniformemente convexo nos permite concluir que un → u em Xs
p .

Para provar Iλ,p(u) = c, notamos que a Proposição A.35 e (1.89) implicam que

Iλ,p(u) ≤ lim inf
n→∞

(
1

p
‖un‖

p
Xs

p

)
+ lim inf

n→∞

(
λ

q

∫

Ω

|un|
q −

a

p

∫

Ω

|un|
pdx−

∫

Ω

F (un)dx
)

≤ lim inf
n→∞

(
1

p
‖un‖

p
Xs

p
+
λ

q

∫

Ω

|un|
q −

a

p

∫

Ω

|un|
pdx−

∫

Ω

F (un)dx
)

= lim inf
n→∞

Iλ,p(un) = c.

Vamos agora supor, por contradição, que Iλ,p(u) < c. Então (1.90) implicaria

lim
n→∞

‖un‖
p
Xs

p
= p

(
c−

λ

q

∫

Ω

|u|q +
a

p

∫

Ω

|u|pdx+
∫

Ω

F (u)dx
)

> p

(
Iλ,p(u)−

λ

q

∫

Ω

|u|q +
a

p

∫

Ω

|u|2dx+
∫

Ω

F (u)dx
)

= ‖u‖pXs
p
. (1.98)

Definamos então vn =
un

‖un‖Xs
p

e v =
u

c0
, sendo

c0 =

(
pc−

pλ

q

∫

Ω

|u|q + a

∫

Ω

|u|pdx+ p

∫

Ω

F (u)dx
)−1/p

> 0.

Como ‖vn‖Xs
p
= 1, a estimativa (1.98) implica que

‖v‖Xs
p
=

‖u‖Xs
p

c0
<

‖u‖Xs
p

‖u‖Xs
p

= 1.

Assim, 0 < ‖v‖Xs
p
< 1.

Uma vez que
un

‖un‖Xs
p

⇀
u

c0
em Xs

p , decorre de (1.98) que, para todo h ∈ (Xs
p)

∗,

vale

h(vn) = h

(
un

‖un‖Xs
p

)
→ h

(
u

c0

)
= h(v),

e portanto, vn ⇀ v em Xs
p .
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Como c < s
N

(
α∗

s,N

α0

)N−s
s

, podemos encontrar r > 1, próximo de 1, e α0 < α <

α∗
s,N , próximo de α0, tais que

1 < r
N−s

s <

s

N

(
α∗
s,N

α

)N−s
s

c
,

isto é,

pr
N−s

s α
N−s

s <

(
α∗
s,N

)N−s
s

c
,

Como Iλ,p(u) > 0, obtemos

pr
N−s

s α
N−s

s <

(
α∗
s,N

)N−s
s

c− Iλ,p(u)
. (1.99)

Consequentemente, decorre de (1.98) que

lim
n→∞

r
N−s

s α
N−s

s ‖un‖
p
Xs

p
= r

N−s
s α

N−s
s cp0

<
(
α∗
s,N

)N−s
s

(
cp0

p(c− Iλ,p(u))

)
. (1.100)

Afirmamos agora que

cp0
p(c− Iλ)(u)

=
1

1− ‖v‖pXs
p

. (1.101)

Com efeito, note que

1

1− ‖v‖pXs
p

=
1

1−
‖u‖p

Xs
p

cp0

=
cp0

cp0 − ‖u‖pXs
p

.

Por outro lado,
c0
p

= c− Iλ,p(u) +
‖u‖pXs

p

p
.
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Logo,

1

1− ‖v‖pXs
p

=
cp0

cp0 − ‖u‖pXs
p

=
cp0

p(c− Iλ,p(u))
,

provando o afirmado.

Decorre então de (1.100) e (1.101)) que

b = lim
n→∞

r
N−s

s α
N−s

s ‖un‖
p
Xs

p
<

(
α∗
s,N

)N−s
s

1− ‖v‖pXs
p

.

Então, escolha ǫ > 0, suficientemente pequeno, tal que

rα‖un‖
N

N−s

Xs
p
< ǫ+ b <

α∗
s,N

(1− ‖v‖pXs
p
)

s
N−s

,

para todo n ∈ N suficientemente grande. Consequentemente, podemos encontrar

1 < µ < 1

(1−‖v‖p
Xs

p
)

s
N−s

e 0 < γ < α∗
s,N verificando

rα‖un‖
N

N−s

Xs
p
< γµ <

α∗
s,N

(1− ‖v‖pXs
p
)

s
N−s

.

Além disso, de acordo com o Lema A.16, vale

∫

Ω

|f(un)|
rdx ≤ C

∫

Ω

exp(rα|un|
N

N−s )dx

= C

∫

Ω

exp


rα‖un‖

N
N−s

Xs
p

∣∣∣∣∣
un

‖un‖Xs
p

∣∣∣∣∣

N
N−s


 dx

≤ C

∫

Ω

exp
(
γµ|vn|

N
N−s

)
dx.

Mas, como já provado, (vn) é uma sequência em Xs
p com ‖vn‖Xs

p
= 1 para todo

n ∈ N, tal que vn ⇀ v em Xs
p e 0 < ‖v‖Xs

p
< 1. Uma vez que 0 < γ < α∗

s,N e

1 < µ < 1

(1−‖v‖p
Xs

p
)

s
N−s

, estamos sob as hipóteses da Proposição A.15, que garante
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que a sequência
(
exp

(
γ|vn|

N
N−s

))
é limitada em Lµ(Ω). Assim existe K > 0 tal

que ∫

Ω

|f(un)|
rdx ≤ K,

isto é, (f(un)) é limitada em Lr(Ω) para algum r > 1.

Pelo Lema A.41, temos f(un)⇀ f(u) em Lr(0, 1) e, como un → u em Lr′(0, 1),

a Definição A.40 e a estimativa

∣∣∣∣
∫

Ω

f(un)undx−
∫

Ω

f(u)udx

∣∣∣∣ ≤ ‖f(un)‖r‖un − u‖r′ +

∣∣∣∣
∫

Ω

(f(un)− f(u))udx

∣∣∣∣ ,

implicam que

lim
n→∞

∫

Ω

f(un)undx =

∫

Ω

f(u)udx. (1.102)

Uma vez que I ′λ,p(un) → 0 em (Xs
p)

∗ e (un) é limitada em Xs
p , decorre de (1.102)

que

lim
n→∞

‖un‖
p
Xs

p
= lim

n→∞

(
〈I ′λ,p(un), un〉 −

λ

q

∫

Ω

|un|
q + a

∫

Ω

|un|
pdx+

∫

Ω

f(un)undx
)

= −
λ

q

∫

Ω

|u|q + a

∫

Ω

|u|pdx+
∫

Ω

f(u)udx

= ‖u‖pXs
p
− 〈I ′λ,p(u), u〉 = ‖u‖pXs

p
.

Isso contradiz (1.98). Portanto, Iλ,p(u) = c.

Observação 1.44 O Lema anterior continua válido se trocarmos o funcional Iλ,p

por I+λ,p ou I−λ .

Proposição 1.45 Suponha que f satisfaça as condições (f1,p), (f ′
2,p), (f3,p)− (f7,p)

e que a ≥ λ1. Então o problema (1.86) possui pelo menos uma solução positiva,

para todo λ suficientemente pequeno.

Demonstração: Análogo ao que foi feito no caso subcrítico, apresentado na Seção

1.4, o funcional I+λ,p satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha.
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Mostraremos que o funcional I+λ,p satisfaz a condição (PS) no nível C+
λ definido

por

C+
λ = inf

g∈Γ+
max

u∈g([0,1])
I+λ,p(u),

em que Γ+ = {g ∈ C([0, 1], Xs
p) ; g(0) = 0 , g(1) = t0ϕ1} e t0 foi obtido no Lema

1.27.

Inicialmente, note que

max
t∈[0,1]

I+λ,p(g(t)) ≥ I+λ,p(g(0)) = I+λ,p(0) = 0, ∀ g ∈ Γ+.

Logo, max
t∈[0,1]

I+λ,p(g(t)) ≥ 0, ∀g ∈ Γ+, Consequentemente,

0 ≤ inf
g∈Γ+

max
u∈g([0,1])

I+λ,p(u) = C+
λ <∞.

Seguindo os mesmos passos utilizados na demonstração do Lema 1.43, obtemos

que I+λ,p satisfaz a condição (PS) no nível c < s
N

(
α∗

s,N

α0

)N−s
s

, para todo λ > 0.

Agora mostraremos que C+
λ < s

N

(
α∗

s,N

α0

)N−s
s

, para λ > 0 suficientemente pe-

queno.

De fato, defina g+0 : [0, 1] → Xs
p dado por g+0 (t) = t(t0ϕ1). Temos g+0 ∈ Γ+ e

sua imagem está contida em span{ϕ1}. Do Lema 1.39 obtemos

C+
λ ≤ I+λ,p(g

+
0 ) < η(λ) <

s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

,

para λ suficientemente pequeno.

Finalmente, para λ > 0 suficientemente pequeno, o Teorema de Passo da Mon-

tanha garante a existência de u 6= 0 emXs
p tal que I−λ,p(u) = C+

λ e (I+λ,p)
′(u) = 0, isto

é, u é um ponto crítico de I+λ,p e, portanto, uma solução positiva para o problema

(1.86).
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1.5.2 Solução negativa para o funcional Iλ,p

A demonstração do próximo resultado é análoga àquela da Proposição 1.45. Para

λ > 0 suficientemente pequeno, o Teorema de Passo da Montanha garante a existên-

cia de u 6= 0 em Xs
p tal que I−λ,p(u) = C−

λ ≤ I−λ,p(g
−
0 ) < η(λ), para λ suficientemente

pequeno e (I−λ,p)
′(u) = 0.

Proposição 1.46 Suponha que f satisfaça as condições (f1,p), (f
′
2,p), (f3,p)− (f7,p)

e a ≥ λ1. Então o problema (1.86)) possui pelo menos uma solução negativa, para

todo λ suficientemente pequeno.

1.5.3 Solução via o Teorema de Linking

Proposição 1.47 Se valem (f1,p), (f
′
2,p), (f3,p)−(f7,p) e se λ1 ≤ a < λ∗ então, para

λ > 0 suficientemente pequeno, o problema (1.86) possui pelo menos uma solução

não-trivial, distinta das soluções positiva e negativa já encontradas.

Demonstração: Vamos obter uma ponto crítico u ∈ Xs
p do funcional Iλ,p : Xs

p →

R. Para isso, utilizaremos o Teorema de Linking com a condição (P.S)Cλ
(veja o

Teorema A.51) com Cλ <
s
N

(
α∗

s,N

α0

)N−s
s

, para λ > 0 suficientemente pequeno.

De acordo com os Lemas 1.37 e 1.38, o funcional Iλ,p satisfaz a geometria exigida

pelo Teorema de Linking.

Continuaremos a utilizar as notações da Seção 1.4, com Q = (BR∩span{ϕ1})⊕

([0, Rϕ]), para ϕ ∈ W . Basta então provar que

(iii) sup
u∈Q

Iλ,p(u) <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

.

Mostraremos que, sob a hipótese (f7,p), temos

max
u∈Q

Iλ,p(u) <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

, (1.103)
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para λ > 0 suficientemente pequeno. Para isso, escrevemos o funcional Iλ,p na

forma

Iλ,p(u) = J(u) +
λ

q

∫

Ω

|u|qdx,

sendo

J(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
∫

Ω

F (u)dx.

Para provar (iii) é suficiente verificar que

sup
u∈Q

J(u) <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

. (1.104)

De fato, daí decorre que

s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

− sup
u∈Q

J(u) > 0.

Portanto, para λ > 0 suficientemente pequeno, vale

λ

q
sup
u∈Q

|u|qLq(Ω) <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

− sup
u∈Q

J(u),

isto é,

sup
u∈Q

Iλ,p(u) ≤ sup
u∈Q

J(u) +
λ

q
sup
u∈Q

|u|qLq(Ω) <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

,

para λ > 0 suficientemente pequeno. Isto mostra (iii).

Vamos então provar (1.104). Então iniciamos a prova mostrando que

sup
u∈Q

J(u) <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

.

Seja F = span{ϕ1, ϕ}, para ϕ ∈ W tal que Q ⊂ F. Como F é um subespaço vetorial
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obtemos que

sup
u∈Q

J(u) ≤ max
u∈F

J(u) = max
u∈F,t 6=0

J

(
|t|
u

|t|

)
= max

u∈F,t>0
J(tu) ≤ max

u∈F,t≥0
J(tu). (1.105)

Seja u ∈ F e t ≥ 0. Temos

J(tu) =
tp

p
‖u‖pXs

p
−
a

p
tp
∫

Ω

|u|pdx−
∫

Ω

F (tu)dx

≤
tp

p
‖u‖pXs

p
−

∫

Ω

F (tu)dx. (1.106)

Defina η : [0,+∞) → R por

η(t) =
tp

p
‖u‖pXs

p
−

∫

Ω

F (tu)dx.

Pela hipótese (f7,p) e do fato que no espaço de dimensão finita F as normas são

equivalentes, isto é, existe C > 0 tal que

∫

Ω

F (tu)dx ≥
Cr

r

∫

Ω

tr|u|rdx =
Cr

r
tr‖u‖rLr(Ω) ≥ C

Cr

r
tr‖u‖rXs

p
. (1.107)

Daí

η(t) ≤
tp

p
‖u‖pXs

p
− C

Cr

r
tr‖u‖rXs

p
≤ max

t≥0

(
tp

p
‖u‖pXs

p
− C

Cr

r
tr‖u‖rXs

p

)
. (1.108)

Considerando g(t) =
tp

p
‖u‖pXs

p
− C

Cr

r
‖u‖rXs

p
tr, vamos obter max

t≥0
g(t). Observe

que,

g′(t) = tp−1‖u‖pX − CCr‖u‖
r
Xs

p
tr−1.

Logo, g′(t) = 0 se, e somente se, t = 0 ou t =
(

‖u‖p−r
Xs

p

CCr

) 1
r−p

.

Por outro lado,

g′′(t) = (p− 1)tp−2‖u‖pX − CCr(r − 1)‖u‖rXs
p
tr−2.
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Então, para t =

(
‖u‖p−r

Xs
p

CCr

) 1
r−p

, note que

g′′

((
‖u‖p−r

X

CCr

) 1
r−p

)
=(p− 1)‖u‖pXs

p

[
‖u‖p−r

Xs
p

CCr

] p−2
r−p

− CCr(r − 1)‖u‖rXs
p

[
‖u‖p−r

Xs
p

CCr

] r−2
r−p

=‖u‖2Xs
p

1

(CCr)
p−2
r−p

(p− r)

<0,

pois r > p. Logo, g assume máximo global em t =

(
‖u‖p−r

X

CCr

) 1
r−p

.

Assim,

g

((
‖u‖p−r

X

CCr

) 1
r−p

)
=
1

p

[(
‖u‖p−r

X

CCr

) 1
r−p

]p
‖u‖pX − CCr‖u‖

r
X

[(
‖u‖p−r

X

CCr

) 1
r−p

]r

=
1

p

(
1

CCr

) p
r−p

−
1

r

(
1

CCr

) p
r−p

,

=

(
1

CCr

) p
r−p
(
r − p

pr

)
.

Logo,

max
t≥0

g(t) =

(
1

CCr

) p
r−p
(
r − p

pr

)
> 0.

Decorre da hipótese (f7,p) que

max
t≥0

g(t) =

(
1

CCr

) p
r−p
(
r − p

pr

)

<
1

2

s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s
(

pr

r − p

)(
r − p

pr

)

=
1

2

s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

.

Portanto, de (1.108) decorre que η(t) < 1
2

s

N

(
α∗

s,N

α0

)N−s
s

. Assim, (1.106) implica
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que

max
u∈F, t≥0

J(tu) ≤ max
t≥0

η(t) ≤
1

2

s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

<
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

.

Portanto, de 1.105 deduzimos que

sup
u∈Q

J(u) <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

.

Observação 1.48 Agora estamos em condições de mostrar que, para λ > 0 sufi-

cientemente pequeno, o funcional Iλ,p satisfaz a condição (PS) no nível

Cλ = inf
h∈Γ

sup
u∈Q

Iλ,p(h(u)), em que Γ = {h ∈ C(Q,Xs
p) ; h = id em ∂Q}.

De fato, de (1.103) obtemos

sup
u∈Q

Iλ,p(u) <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

, para λ > 0 suficientemente pequeno .

Assim, para λ > 0 suficientemente pequeno

inf
h∈Γ

sup
u∈Q

Iλ,p(h(u)) ≤ sup
u∈Q

Iλ,p(u) <
s

N

(
α∗
s,N

α0

)N−s
s

.

Portanto, para λ > 0 sufcientemente pequeno, o Lema 1.43 garante que Iλ,p satisfaz

a condição (P.S)Cλ
.

Logo, tomando λ > 0 suficientemente pequeno, pelo Teorema de Linking com

a condição (P.S)C (veja o Teorema A.51) obtemos que Cλ = inf
h∈Γ

sup
u∈Q

Iλ,p(h(u)) é

um valor crítico do funcional Iλ,p com Cλ ≥ β, isto é, existe uλ ∈ Xs
p solução fraca

do problema (1.86) tal que 0 < β ≤ Iλ,p(uλ). Logo uλ é não nula, pois Iλ,p(0) = 0.

Mostraremos posteriormente que essa solução uλ é diferente das soluções positiva

e negativa já obtidas.
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1.5.4 Demonstração do Teorema 1.42:

Demonstração: Agora mostraremos que uλ é distinto dos demais pontos críticos

encontrados para os funcionais I+λ,p e I−λ,p.

De fato, analogamente como foi feito na prova do Teorema 1.23, segue do Lema

1.39, que para λ > 0 suficientemente pequeno, obtemos que 0 < C+
λ , C

−
λ < η(λ) <

β ≤ Cλ. Portanto, para λ > 0 suficientemente pequeno, o problema (1.86) possui

pelo menos três soluções não-triviais.

1.6 Problema não-linear envolvendo o 1/2-

laplaciano fracionário com crescimento ex-

ponencial sem a condição de Ambrosetti-

Rabinowitz

Nesta seção, estamos interessados em provar a existência e multiplicidade de solu-

ções para o problema de Dirichlet:





(−∆)1/2u = −λ|u|q−2u+ au+ f(u) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(1.109)

em que λ > 0, a ∈ R, 1 < q < 2 e com não-linearidade f com crescimento exponen-

cial subcrítico e crítico no sentido Trudinger-Moser. Lembramos que denotamos

X := X
1/2
2 .

Nossa proposta de trabalho consiste na utilização das seguintes hipóteses, sobre

a não-linearidade f , com crescimento exponencial subcrítico:

(f1,2) f ∈ C(R,R), f(0) = 0 e F (t) ≥ 0 para todo t ∈ R, sendo F (t) :=
∫ t

0

f(s)ds;

(f2,2) lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(αt2)
= 0, para todo α > 0;
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(f3,2) lim
|t|→0

|f(t)|

|t|
= 0;

(f4,2) lim
|t|→∞

F (t)

t2
= +∞.

E, no caso crítico no sentido Trudinger-Moser, nós substituímos a condição (f2,2)

pela seguinte condição

(f ′
2,2) existe α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(αt2)
=





∞, se 0 < α < α0

0, se α > α0.

Além disso, mantemos as condições (f1,2), (f3,2) e incluímos as seguintes condições

(f5,2)
f(t)

t
é crescente em (0,+∞), e decrescente em (−∞, 0);

(f6,2) para cada (un) ⊂ X, se





un ⇀ u, em X,

f(un) → f(u), em L1(0, 1),

então F (un) → F (u) em L1(0, 1).

(f7,2) existem r > 2 e Cr > 0 tais que

F (t) ≥
Cr

r
|t|r, para todo t ∈ R,

com Cr >
1

C

[
4
(α0

π

) (r − 2)

2r

] r−2
2

, para uma constante C > 0.

Consideramos a sequência de autovalores {λj}j≥1 do operador (−∆)1/2 no es-

paço X. Os principais resultados desta seção são:
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Teorema 1.49 (caso subcrítico) Suponha que λk ≤ a < λk+1 para algum k ∈

N (k ≥ 1) e que f satisfaça as condições (f1,2), (f2,2), (f3,2) e (f4,2). Então, para λ

suficientemente pequeno, o problema (1.109) possui pelo menos três soluções não-

triviais. Se f for ímpar, então o problema (1.109) possui infinitas soluções.

Teorema 1.50 (caso crítico) Suponha que λk ≤ a < λk+1 para algum k ∈

N (k ≥ 1) e que a não-linearidade f satisfaça as condições (f1,2), (f
′
2,2), (f3,2) e

(f5,2) − (f7,2). Então para λ suficientemente pequeno, o problema (1.109) possui

pelo menos três soluções não-triviais.

As demonstrações dos Teoremas 1.49 e 1.50 seguem basicamente os mesmos argu-

mentos desenvolvidos nas demonstrações dos Teoremas 1.3 e 1.4 respectivamente,

com a diferença que, neste caso, para encontrar a terceira solução aplicamos tam-

bém o Teorema de Linking, mas usando a decomposição do espaço X dada por

X = Vk ⊕Wk,

em que k ∈ N (k ≥ 1) está fixo e Vk = span{ϕ1, . . . , ϕk} é o espaço gerado pelas

autofunções do operador fracionário (−∆)1/2 (escolhidos de acordo com o exposto

no Apêndice A) correspondentes aos autovalores λ1, . . . , λk, e Wk = V ⊥
k .



Capítulo 2

Problema não linear envolvendo o

operador p-laplaciano fracionário

Neste capítulo estamos interessados em provar, via métodos de minimax, a exis-

tência e multiplicidade de soluções para o problema de Dirichlet:





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ b(u+)p
∗
s−1 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(2.1)

em que Ω ⊂ RN é um domínio limitado com fronteira regular, λ > 0, 1 < q < p,

a > 0, b > 0, u+ = max{0, u}, u− = min{0, u} (note que neste caso u = u+ + u−

e |u| = u+ − u−) e p∗s =
pN

N − sp
é o exponente crítico fracionário de Sobolev.

Estudamos o problema (2.1) seguindo as mesmas ideias feitas no artigo submetido

[65]. O espaço de funções no qual esperamos encontrar soluções para o problema

(2.1), é o espaço de Sobolev fracionário

W s,p(RN) :=

{
u ∈ Lp(RN) :

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy <∞

}
.
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Como estas soluções devem ser nulas fora de Ω é natural que consideremos como

espaço ambiente o subconjunto Xs
p ⊂ W s,p(RN) dado por

Xs
p = {u ∈ W s,p(RN) : u = 0 em R

N \ Ω)}.

Seja λ∗ definido em (1.74), o principal resultado deste capítulo é

Teorema 2.1 Suponha λ1 < a < λ∗, 1 < q < p, λ > 0 e b > 0.

(i) Se N > sp2 e 1 < p ≤
2N

N + s
, então para λ suficientemente pequeno, o

problema (2.1) possui pelo menos três soluções não triviais.

(ii) Se N > sp((p− 1)2 + p) e p >
2N

N + s
, então para λ suficientemente pequeno,

o problema (2.1) possui pelo menos três soluções não triviais.

Observação 2.2 No teorema enunciado acima, apenas consideramos dois casos

das seis posibilidades:

(a) 1 < p ≤
2N

N + s
e





(1) N > sp2,

(2) N = sp2,

(3) sp < N < sp2.

(b)

[
p >

2N

N + s
e N > sp

(
(p− 1)2 + p

)]
e





(1) N > sp2,

(2) N = sp2,

(3) sp < N < sp2.

Destes seis casos, vamos considerar os itens (a)− (1), como nosso primeiro caso,

e os itens (b) − (1), como nosso segundo caso. Não vamos considerar os outros

itens, pois não existem N ≥ 1, 0 < s < 1 e p > 1 que verificam os itens (a)− (2),

(a) − (3), (b) − (2) e (b) − (3), respectivamente. Veja a observação A.26 do

Apêndice A.

A prova desse Teorema será dividida em cinco seções:

Na primeira seção, apresentamos a formulação variacional do problema (2.1) e

a regularidade do funcional associado ao dito problema e demonstramos resultados
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que serão usados ao longo do capítulo. Na segunda seção, usaremos o Teorema

do Passo da Montanha para obter pelo menos uma solução positiva. De forma

análoga, na terceira seção, obtemos pelo menos uma solução negativa. Na quarta

seção obtemos uma terceira solução via Teorema de Linking. Finalmente na quinta

seção demonstramos o resultado principal, isto é, o Teorema 2.1.

2.1 Resultados válidos para nosso problema

Apresentamos algumas definições e resultados que serão usados no desenvolvimento

deste trabalho.

2.1.1 Formulação variacional do problema (2.1)

Definição 2.3 Dizemos que u ∈ Xs
p é solução fraca de (2.1) se

〈A(u), v〉 = −λ

∫

Ω

|u|q−2uvdx+ a

∫

Ω

|u|p−2uvdx+ b

∫

Ω

(u+)p
∗
s−1vdx,

para todo v ∈ Xs
p .

2.1.2 Regularidade do funcional

Usando o Teorema A.58 do Apêndice A obtemos o próximo resultado que mostra

que os pontos críticos do funcional Iλ,s : Xs
p → R dado por

Iλ,s(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx (2.2)

correspondem as soluções fracas do problema (2.1).

Lema 2.4 O funcional Iλ,s esta bem definida e é de classe C1(Xs
p ,R) e sua deri-

vada de Fréchet é dada por:

〈I ′λ,s(u), h〉 = 〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u|q−2uhdx− a

∫

Ω

|u|p−2uhdx− b

∫

Ω

(u+)p
∗
s−1hdx,
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para todo u, h ∈ Xs
p .

2.1.3 Limitação da sequência (PS) associada ao funcional Iλ,s

No seguinte lema mostraremos que cada sequência (PS) de Iλ,s associado ao pro-

blema (2.1) é limitada.

Lema 2.5 Sejam λ1 < a, 1 < q < p e λ > 0, então cada sequência (PS) de Iλ,s é

limitada.

Demonstração: Por hipótese (un) ⊂ Xs
p satisfaz as condições abaixo

|Iλ,s(un)| =

∣∣∣∣∣
1

p
‖un‖

p
Xs

p
dx+

λ

q

∫

Ω

|un|
qdx−

a

p

∫

Ω

|un|
pdx−

b

p∗s

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

∣∣∣∣∣ ≤M,

(2.3)

|〈I ′λ,s(un), h〉|

=

∣∣∣∣∣〈A(un), h〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2unhdx− a

∫

Ω

|un|
p−2unhdx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1hdx

∣∣∣∣∣
≤ ǫn‖h‖Xs

p
, para todo h ∈ Xs

p , com ǫn → 0, quando n→ ∞. (2.4)

De (2.3), (2.4) e

∣∣∣∣Iλ,s(un)−
1

p
〈I ′(un), un〉

∣∣∣∣ ≤ |Iλ,s(un)| +

∣∣∣∣
1

p
〈I ′(un), un〉

∣∣∣∣ (desigual-

dade triangular), obtemos

M + ǫn‖un‖Xs
p

≥

∣∣∣∣∣
1

p
‖un‖

pdx+
λ

q

∫

Ω

|un|
qdx−

a

p

∫

Ω

|un|
pdx−

b

p∗s

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

−
1

p

(
〈A(un), un〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2u2ndx− a

∫

Ω

|un|
pdx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1undx

) ∣∣∣∣∣
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Assim, segue que

M + ǫn‖un‖Xs
p

≥

∣∣∣∣
λ

q

∫

Ω

|un|
qdx−

b

p∗s

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx−

λ

p

∫

Ω

|un|
qdx+

b

p

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1undx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
λ

q

∫

Ω

|un|
qdx−

b

p∗s

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx−

λ

p

∫

Ω

|un|
qdx+

b

p

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1(u+n + u−n )dx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
(
λ

q
−
λ

p

)∫

Ω

|un|
qdx+

(
b

p
−

b

p∗s

)∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

∣∣∣∣ .

Como λ > 0, b > 0 e 1 < q < p, segue que

M + ǫn‖un‖Xs
p
≥

(
b

p
−

b

p∗s

)∫

Ω

(u+n )
p∗sdx.

Como p∗s > p e b > 0, obtemos

M

(
b

p
−

b

p∗s

)−1

+ ǫn

(
b

p
−

b

p∗s

)−1

‖un‖Xs
p
≥

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx.

Sem perda de generalidade, podemos considerar M em vez de M
(
b

p
−

b

p∗s

)−1

e ǫn

em vez de ǫn

(
b

p
−

b

p∗s

)−1

, logo

M + ǫn‖un‖Xs
p
≥

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx. (2.5)

Por outro lado,

〈I ′λ,s(un), u
+
n 〉

= 〈A(un), u
+
n 〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2unu

+
n dx− a

∫

Ω

|un|
p−2unu

+
n dx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1u+n dx

= 〈A(un), u
+
n 〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2(u+n + u−n )u

+
n dx− a

∫

Ω

|un|
p−2(u+n + u−n )u

+
n dx

−b

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx.
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Usando os fatos |un| = u+n − u−n e (u+n )
2 = (u+n )

q−2(u+n )
4−q, temos

〈I ′λ,s(un), u
+
n 〉

= 〈A(un), u
+
n 〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2(u+n )

2dx− a

∫

Ω

|un|
p−2(u+n )

2dx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

= 〈A(un), u
+
n 〉+ λ

∫

Ω

(u+n − u−n )
q−2(u+n )

q−2(u+n )
4−qdx

−a

∫

Ω

(u+n − u−n )
p−2(u+n )

p−2(u+n )
4−pdx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx.

Assim, como λ > 0 obtemos

〈I ′λ,s(un), u
+
n 〉 = 〈A(un), u

+
n 〉+ λ

∫

Ω

(u+n )
qdx− a

∫

Ω

(u+n )
pdx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

≥ 〈A(un), u
+
n 〉 − a

∫

Ω

(u+n )
pdx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx.

Daí concluímos que

〈A(un), u
+
n 〉 ≤ a

∫

Ω

(u+n )
pdx+ b

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx+ 〈I ′λ,s(un), u

+
n 〉.

Usando este fato e o Lema A.23 (ver Apêndice A), obtemos que

‖u+n ‖
p
Xs

p
≤ a

∫

Ω

(u+n )
pdx+ b

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx+ |〈I ′λ,s(un), u

+
n 〉|.

Como p∗s > p e Ω ⊂ RN é aberto e limitado, temos Lp∗s →֒ Lp. Assim, existe T > 0

tal que
∫

Ω

(u+n )
pdx ≤ T p

(∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

) p
p∗s

. Agora pela desigualdade de Young ,

temos que T p

(∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

) p
p∗s

≤

(
p∗s − p

p∗s

)
(T p)

p∗s
p∗s−p +

p

p∗s

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx, então

∫

Ω

(u+n )
pdx ≤

(
p∗s − p

p∗s

)
(T p)

p∗s
p∗s−p +

p

p∗s

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx.
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Daí

‖u+n ‖
p
Xs

p
≤ a

(
p∗s − p

p∗s

)
(T p)

p∗s
p∗s−p +

ap

p∗s

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx+ b

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx+ |〈I ′λ,s(un), u

+
n 〉|.

Sem perda da generalidade consideremos M em vez de a
(
p∗s − p

p∗s

)
(T p)

p∗s
p∗s−p , logo

‖u+n ‖
p
Xs

p
≤

(
ap

p∗s
+ b

)∫

Ω

(u+n )
p∗sdx+ |〈I ′λ,s(un), u

+
n 〉|+M.

Portanto, segue que :

‖u+n ‖
p
Xs

p
≤ C

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx+ |〈I ′λ,s(un), u

+
n 〉|+M, sendo C é uma constante positiva.

Agora, substuindo (2.4) e (2.5) na desigualdade acima, obtemos:

‖u+n ‖
p
Xs

p
≤ C(M + ǫn‖un‖Xs

p
) + ǫn‖u

+
n ‖Xs

p
+M. (2.6)

Como ǫn é limitada, existe uma constante positiva K tal que

‖u+n ‖
p
Xs

p
≤ K‖un‖Xs

p
+K‖u+n ‖Xs

p
+M. (2.7)

Mostraremos que (un) é limitada em Xs
p . Antes disso, primeiro mostraremos que

(u+n ) é limitada em Xs
p .

De fato, suponha por absurdo que ‖u+n ‖Xs
p
→ ∞. Por (2.7) e pela desigualdade

triangular ‖un‖Xs
p
= ‖u+n + u−n ‖Xs

p
≤ ‖u+n ‖Xs

p
+ ‖u−n ‖Xs

p
, segue que

‖u+n ‖
p
Xs

p
≤ K(‖u+n ‖Xs

p
+ ‖u−n ‖Xs

p
) +K‖u+n ‖Xs

p
+M.

Assim,

‖u+n ‖Xs
p

(
‖u+n ‖

p−1
Xs

p
− 2K

)
≤ K‖u−n ‖Xs

p
+M.
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Isto significa que como ‖u+n ‖Xs
p
→ ∞ quando n→ ∞, então

‖u−n ‖Xs
p
→ ∞ quando n→ ∞.

Além disso, pelo Lema A.23 (ver Apêndice A) temos

‖un‖
p
Xs

p
= 〈A(un), un〉 = 〈A(un), u

+
n 〉+ 〈A(un), u

−
n 〉 ≥ ‖u+n ‖

p
Xs

p
+ ‖u−n ‖

p
Xs

p
. (2.8)

Logo podemos deduzir que

‖un‖Xs
p
→ ∞ quando n→ ∞. (2.9)

Agora, defina vn =
un

‖un‖Xs
p

. Como (vn) é limitada em Xs
p , então existe uma

subsequência (vnj
) de (vn) e v ∈ Xs

p tais que vnj
⇀ v em Xs

p e vnj
→ v q.t.p em Ω.

Sem perda de generalidade, podemos trocar (vnj
) por (vn), donde vn ⇀ v em Xs

p e

vn → v, q.t.p. em Ω. Pela Proposição A.34 (ver Apêndice A),

vn → v em Lr, 1 ≤ r < p∗s e vn → v, q.t.p em Ω. (2.10)

Por outro lado, segue de (2.7) e novamente pela desigualdade triangular que

‖u+n ‖
p
Xs

p
≤ K‖un‖Xs

p
+K‖u+n ‖Xs

p
+M

≤ K(‖u+n ‖Xs
p
+ ‖u−n ‖Xs

p
) +K‖u+n ‖Xs

p
+M

= 2K‖u+n ‖Xs
p
+K‖u−n ‖Xs

p
+M.

Dividindo ambos os lados por ‖u+n ‖
p
Xs

p
, segue

1 ≤
2K

‖u+n ‖
p−1
Xs

p

+
K‖u−n ‖Xs

p

‖u+n ‖
p
Xs

p

+
M

‖u+n ‖
p
Xs

p

. (2.11)
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Como ‖u+n ‖ → ∞ e p > q > 1, então existe n0 ∈ N tal que

2K

‖u+n ‖
p−1
Xs

p

+
M

‖u+n ‖
p
Xs

p

<
7

8
, ∀ n ≥ n0.

Assim, por (2.11),

1 ≤
K‖u−n ‖Xs

p

‖u+n ‖
p
Xs

p

+
7

8
, ∀ n ≥ n0.

e, consequentemente,
1

8K
≤

‖u−n ‖Xs
p

‖u+n ‖
p
Xs

p

, ∀ n ≥ n0.

Tomando δ =
1

8K
, observanos que

‖u−n ‖Xs
p
≥ δ‖u+n ‖

p
Xs

p
, ∀ n ≥ n0. (2.12)

Desse modo, elevando ambos os lados ao expoente p, segue que

‖u−n ‖
p
X ≥ δp‖u+n ‖

p2

Xs
p
, ∀ n ≥ n0.

Usando o Lema A.23 (ver Apêndice A) e algumas manipulações algébricas,

obtemos

‖un‖Xs
p
= (〈A(un), un〉)

1
p ≥ (‖u−n ‖

p
Xs

p
+‖u+n ‖

p
Xs

p
)
1
p ≥ (‖u+n ‖

p
Xs

p
+δp‖u+n ‖

p2

Xs
p
)
1
p , ∀ n ≥ n0.

Portanto, segue que
‖u+n ‖Xs

p

(‖u+n ‖
p
Xs

p
+ δp‖u+n ‖

p2

Xs
p
)
1
p

≥
‖u+n ‖

‖un‖
, ∀ n ≥ n0, ou seja

‖u+n ‖Xs
p

(‖u+n ‖
2
Xs

p
+ δp‖u+n ‖

p2

Xs
p
)
1
p

≥ ‖v+n ‖Xs
p
≥ 0, ∀ n ≥ n0. (2.13)

Como 0 ≤ ‖v+n ‖Xs
p
≤ 1

δ‖u+
n ‖p

Xs
p

→ 0, pois ‖u+n ‖Xs
p
→ +∞ e p > 1, então v+n → 0 em
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Xs
p , quando n→ ∞ e segue da Proposição A.34 (ver Apêndice A)

v+n → 0 em Lp(Ω), quando n→ ∞. (2.14)

Lembrando que vn → v em Lp(Ω) e v+n = max{0, vn} =
vn + |vn|

2
, então v+n → v+

em Lp(Ω). Portanto decorre de (2.14) que, v+ = 0 em Lp(Ω) e como v = v+ + v−,

segue que

v = v− = min{0, v} =
v − |v|

2
≤ 0. (2.15)

isto é,

v ≤ 0. (2.16)

Além disso, usando (2.8) segue que

‖v−n ‖Xs
p
=

‖u−n ‖Xs
p

‖un‖Xs
p

≤
‖u−n ‖Xs

p

(‖u+n ‖
p
p + ‖u−n ‖

p
Xs

p
)
1
p

.

Logo,

‖v−n ‖Xs
p
=

‖u−n ‖Xs
p

(‖u+n ‖
p
Xs

p
+ ‖u−n ‖

p
Xs

p
)
1
p

≤
‖u−n ‖Xs

p

(‖u−n ‖
p
Xs

p
)
1
p

.

Assim, podemos concluir que

‖v−n ‖Xs
p
≤ 1. (2.17)

Pela seguinte desigualdade encontrada em [86, p.122 ].

||b|p − |a|p − |b− a|p| ≤ Kp

(
|b− a|p−1|a|+ |a|p−1|b− a|

)
, ∀ a, b ∈ R, e ∀ p > 1

para alguma constante Kp que depende de p. Temos para b = ‖u+n ‖Xs
p
+ ‖u−n ‖Xs

p
e
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a = ‖u+n ‖Xs
p

‖un‖
p
Xs

p
≤ (‖u+n ‖Xs

p
+ ‖u−n ‖Xs

p
)p

≤ ‖u+n ‖
p
Xs

p
+ ‖u−n ‖

p
Xs

p
+Kp

(
‖u−n ‖

p−1
Xs

p
‖u+n ‖Xs

p
+ ‖u+n ‖

p−1
Xs

p
‖u−n ‖Xs

p

)
.

Agora por (2.12),

‖un‖
p
Xs

p
≤

1

δ
‖u−n ‖Xs

p
+ ‖u−n ‖

p
Xs

p
+Kp‖u

−
n ‖

p−1+ 1
p

Xs
p

1

δp
+Kp

1

δ
p−1
p

‖u−n ‖
2− 1

p

Xs
p
.

Por conseguinte

‖u−n ‖
p
Xs

p

1

δ
‖u−n ‖Xs

p
+ ‖u−n ‖

p
Xs

p
+Kp‖u−n ‖

p−1+ 1
p

Xs
p

1

δp
+Kp

1

δ
p−1
p

‖u−n ‖
2− 1

p

Xs
p

≤
‖u−n ‖

p
Xs

p

‖un‖
p
Xs

p

.

Logo, nós concluímos que

‖u−n ‖
p
Xs

p

1

δ
‖u−n ‖Xs

p
+ ‖u−n ‖

p
Xs

p
+Kp‖u−n ‖

p−1+ 1
p

Xs
p

1

δp
+Kp

1

δ
p−1
p

‖u−n ‖
2− 1

p

Xs
p

≤ ‖v−n ‖
p.

Portanto, por (2.17), vale a seguinte estimativa para ‖v−n ‖ :

‖u−n ‖
p
Xs

p

‖u−n ‖
p
Xs

p

(
1

δ

1

‖u−n ‖
p−1
Xs

p

+ 1 +Kp‖u−n ‖
−1+ 1

p

Xs
p

1

δp
+Kp

1

δ
p−1
p

‖u−n ‖
2− 1

p
−p

Xs
p

) ≤ ‖v−n ‖
p
Xs

p
≤ 1.

Como p > 1, −1+
1

p
< 0, 2−

1

p
−p = −

(p− 1)2

p
< 0 e ‖u−n ‖Xs

p
→ ∞, quando n→

∞ podemos deduzir que

‖v−n ‖Xs
p
→ 1, quando n→ ∞. (2.18)
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Por outro lado, como u−n ≤ 0, segue que

|〈I ′λ,s(un), u
−
n 〉| =

∣∣∣∣∣〈A(un), u
−
n 〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2(−u−n )

2dx− a

∫

Ω

|un|
p−2(−u−n )

2dx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣〈A(un), u
−
n 〉+ λ

∫

Ω

(u+n − u−n )
q−2(−u−n )

q−2(−u−n )
4−qdx

− a

∫

Ω

(u+n − u−n )
p−2(−u−n )

p−2(−u−n )
4−pdx

∣∣∣∣∣

=

∣∣∣∣∣〈A(un), u
−
n 〉+ λ

∫

Ω

|u−n |
qdx− a

∫

Ω

|u−n |
pdx

∣∣∣∣∣.

Logo, pela desigualdade em (2.4), tem-se

∣∣∣∣∣
〈A(un), u

−
n 〉

‖u−n ‖
p
Xs

p

+ λ
‖u−n ‖

q
Lq(Ω)

‖u−n ‖
p
Xs

p

− a
‖u−n ‖

p
Lp(Ω)

‖u−n ‖
2

∣∣∣∣∣ ≤ ǫn
1

‖u−n ‖
p
. (2.19)

Usando o Lema A.23 (ver Apêndice A) e a propriedade do operador não linear A

‖u−n ‖
p
Xs

p
≤ 〈A(un), u

−
n 〉 ≤ |〈A(un), u

−
n 〉| ≤ ‖un‖

p−1
Xs

p
‖u−n ‖Xs

p
.

Portanto,

1 ≤
〈A(un), u

−
n 〉

‖un‖
p
Xs

p

≤

(
1∥∥∥ u−
n

‖un‖Xs
p

∥∥∥

)p−1

=

(
1

‖v−n ‖

)p−1

.

Daí, de (2.18) tem-se
〈A(un), u

−
n 〉

‖u−n ‖
p
Xs

p

→ 1 (2.20)

Lembrando que ǫn → 0, usando (2.19) e (2.20) concluímos que

−
λ‖u−n ‖

q
Lq(Ω)

‖u−n ‖
p
Xs

p

+
a‖u−n ‖

p
Lp(Ω)

‖u−n ‖
p
Xs

p

→ 1, quando n→ ∞. (2.21)
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Note agora que podemos reescrever a expressão acima da seguinte forma

−
λ‖u−n ‖

q
Lq(Ω)

‖u−n ‖
p
Xs

p

+
a‖u−n ‖

p
Lp(Ω)

‖u−n ‖
p
Xs

p

= −
λ‖un‖

p
Xs

p

‖u−n ‖
p
Xs

p

‖u−n ‖
q
Lq(Ω)

‖un‖
p
Xs

p

+
a‖un‖

p
Xs

p

‖u−n ‖
p
Xs

p

‖u−n ‖
p
Lp(Ω)

‖un‖
p
Xs

p

= −
λ

‖v−n ‖
p
Xs

p

‖u−n ‖
q
Lq(Ω)

‖un‖
p
Xs

p

+
a

‖v−n ‖
p
Xs

p

‖v−n ‖
p
Lp(Ω).

Logo,

−
λ‖u−n ‖

q
Lq(Ω)

‖u−n ‖
p
Xs

p

+
a‖u−n ‖

p
Lp(Ω)

‖u−n ‖
p
Xs

p

=
1

‖v−n ‖
p
Xs

p

(
−λ

‖u−n ‖
q
Lq(Ω)

‖un‖
p
Xs

p

+ a‖v−n ‖
p
Lp(Ω)

)
. (2.22)

Assim, como vn → v em Lr para todo 1 ≤ r < p∗s e 1 < q < p < p∗s, então vn → v

em Lq(Ω). Logo, a sequência (vn) é limitada em Lq(Ω) e portanto (v−n ) é limitada

em Lq(Ω). Como ‖un‖ → ∞, usando a limitação de (v−n ) temos que

− λ
‖u−n ‖

q
Lq(Ω)

‖un‖
p
Xs

p

=
−λ

‖un‖
p−q
Xs

p

‖v−n ‖
q
Lq(Ω) → 0, quando n→ ∞. (2.23)

Então, por (2.18), (2.21), (2.23) em (2.22), podemos concluir que

a‖v−n ‖
p
Lp(Ω) → 1, quando n→ ∞,

e assim,

‖v−n ‖Lp(Ω) →
1

a
1
p

, quando n→ ∞.

Logo

‖v−‖Lp(Ω) =
1

a
1
p

em Lp(Ω)

e consequentemente de (2.15), temos

‖v‖Lp(Ω) =
1

a
1
p

6= 0. (2.24)



104

Agora, tomando h = ϕ1 em (2.4) segue-se,

ǫn‖ϕ1‖Xs
p
=

∣∣∣∣〈A(un), ϕ1〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2unϕ1dx− a

∫

Ω

|un|
p−2unϕ1dx

−b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1ϕ1dx

∣∣∣∣ .

Dividindo por ‖un‖
p−1
Xs

p
, obtemos

o(1)
‖ϕ1‖Xs

p

‖un‖
p−1
Xs

p

=〈A(un),
ϕ1

‖un‖
p−1
Xs

p

〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕ1dx

− a

∫

Ω

|un|
p−2 un

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕ1dx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕ1dx. (2.25)

Note que ‖un‖
p−1
Xs

p
= ‖un‖

p−2
Xs

p
‖un‖Xs

p
e consequentemente

〈A(un),
ϕ1

‖un‖
p−1
Xs

p

〉 =

∫

R2N

|un(x)− un(y)|
p−2(un(x)− un(y))

(
ϕ1(x)

‖un‖
p−1
Xs

p

− ϕ1(y)

‖un‖
p−1
Xs

p

)

|x− y|N+sp

=

∫

R2N

∣∣∣un(x)
‖un‖

− un(y)
‖un‖Xs

p

∣∣∣
p−2 (

un(x)
‖un‖Xs

p

− un(y)
‖un‖Xs

p

)
(ϕ1(x)− ϕ1(y))

|x− y|N+sp

= 〈A(vn), ϕ1〉.

Reescrevendo o segundo e terceiro termo da expressão do lado direito de (2.25)

segue

o(1)
‖ϕ1‖Xs

p

‖un‖
p−1
Xs

p

=〈A(vn), ϕ1〉+
λ

‖un‖
p−q
Xs

p

∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1dx− a

∫

Ω

|vn|
p−2vnϕ1dx

− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1

‖un‖
p−1
Xs

p

ϕ1dx.
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Como ϕ1 é autofunção associada ao autovalor λ1, vemos que

ǫn‖ϕ1‖

‖un‖
p−1
Xs

p

≥

∣∣∣∣∣(λ1 − a)

∫

Ω

|vn|
p−2vnϕ1dx+

λ

‖un‖
p−q
Xs

p

∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1dx

−
b

‖un‖
p−1
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1ϕ1dx

∣∣∣∣∣

Usando o fato que ǫn → 0 e
1

‖un‖
p−1
Xs

p

→ 0, quando n→ ∞, temos

(λ1−a)

∫

Ω

|vn|
p−2vnϕ1dx+

λ

‖un‖
p−q
Xs

p

∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1dx−

b

‖un‖
p−1
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1ϕ1dx→ 0.

(2.26)

Vamos mostrar que os dois últimos termos do limite acima tendem a zero, quando

n tende ao infinito.

Afirmação 1)
λ

‖un‖
p−q
Xs

p

∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1dx→ 0, quando n→ ∞.

De fato, basta provar que
∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1 é limitada. Note que

∣∣∣∣
∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1dx

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

| vn|
q−1|ϕ1|dx.

Além disso, como ϕ1 é regular e Ω é compacto, temos que existe M1 > 0 tal

que |ϕ1(x)| ≤M1, ∀ x ∈ Ω. Deste modo,

∣∣∣∣
∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1dx

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣
∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1dx

∣∣∣∣ ≤M1

∫

Ω

|vn|
q−1dx.

Agora usando a desigualdade de Hölder na última integral,

∣∣∣∣
∫

Ω

|vn|
q−2vnϕ1dx

∣∣∣∣ ≤M1‖|vn|
q−1‖

L
1

q−1 (Ω)
‖1‖

L
1

2−q (Ω)

=M1

(∫

Ω

|vn|dx
)q−1

|med(Ω)|2−q.

Assim, a prova da afirmação segue-se de vn → v em L1 e Ω é compacto.

Afirmação 2)
b

‖un‖
p−1
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1ϕ1dx→ 0 quando n→ ∞.
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De fato, de forma similar ao procedimento da afirmação 1), como ϕ1 é limitada

podemos obter que

∣∣∣∣∣
b

‖un‖
p−1
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1ϕ1dx

∣∣∣∣∣ ≤
M1b

‖un‖
p−1
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1dx. (2.27)

Por outro lado, decorre de (2.5) que

1

‖un‖
p∗s(p−1)

p∗s−1

Xs
p

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx ≤

M1

‖un‖
p∗s(p−1)

p∗s−1

Xs
p

+
ǫn‖un‖Xs

p

‖un‖
p∗s(p−1)

p∗s−1

Xs
p

.

Logo, obtemos

∫

Ω

[
(u+)p

∗
s−1

‖un‖
p−1
Xs

p

] p∗s
p∗s−1

dx ≤
M1

‖un‖
p∗s

p∗s−1

Xs
p

+
ǫn

‖un‖
1

p∗s−1

Xs
p

,

pois
p∗s(p− 1)

p∗s − 1
− 1 >

1

p∗s − 1
e ‖un‖Xs

p
> 1.

Lembrando que p∗s > p > q > 1 e ‖un‖Xs
p
→ ∞, se conclui que

(u+n )
p∗s−1

‖un‖
p−1
Xs

p

→ 0 em L
p∗s

p∗s−1 (Ω).

Daí, pela proposição A.34 (ver Apêndice A)

(u+n )
p∗s−1

‖un‖
p−1
Xs

p

→ 0 em L1(Ω),

isto é,
1

‖un‖
p−1
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1dx→ 0, quando n→ ∞.

Agora, como em (2.27), M1 e b são constantes positivas, podemos concluir que

b

‖un‖
p−1
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1ϕ1dx→ 0 quando n→ ∞.
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Afirmação 3)
∫

Ω

|vn|
p−2vnϕ1dx→

∫

Ω

|v|p−2vϕ1dx, quando n→ ∞.

De fato, Como vn → v em Lp(Ω), segue pelo Teorema A.37 (ver Apêndice A) ,

existe uma subsequência de (vn) ainda denotada por (vn) e h ∈ Lp(Ω) tal que

|vn| ≤ h, q.t.p em Ω, então

||vn|
p−2vnϕ1| = |vn|

p−1|ϕ1| ≤ hp−1|ϕ1|, q.t.p em Ω.

Agora, pela desigualdade de Hölder,

∫

Ω

|hp−1|ϕ1||dx ≤

(∫

Ω

|h|pdx
) p−1

p
(∫

Ω

|ϕ1|
pdx
) 1

p

<∞,

em que a última desigualdade decorre da Proposição A.34 (ver Apêndice A) e do

fato que h ∈ Lp(Ω). Portanto,

hp−1|ϕ1| ∈ L1(Ω).

Também podemos concluir de vn → v q.t.p em Ω que |vn|
p−2vnϕ1 → |v|p−2vϕ1

q.t.p em Ω. Logo, o Teorema da convergência dominada de Lebesgue (ver Teorema

A.36, Apêndice A) garante que

∫

Ω

|vn|
p−2vnϕ1 →

∫

Ω

|v|p−2vϕ1.

Agora, mostraremos que o limite fraco v da sequência (vn) é nulo.

De fato, por (2.26) e pelas afirmações 1), 2) e 3) podemos deduzir que

(λ1 − a)

∫

Ω

|v|p−2vϕ1dx = 0.

Pela hipótese λ1 < a, segue que
∫

Ω

|v|p−2(−v)ϕ1dx = 0. Assim, |v|p−1ϕ1 =

0 q.t.p em Ω (pois, por (2.16), −v ≥ 0.)

Usando o fato que ϕ1 > 0 em Ω é autofunção associada ao primeiro autovalor λ1,
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obtemos v = 0 q.t.p. em Ω, o que é um absurdo, pois por (2.24), v 6= 0. Portanto

(u+n ) é, de fato, limitada em Xs
p .

Voltando ao nosso objetivo, agora mostraremos que a sucessão (un) é limi-

tada em Xs
p . Suponha por absurdo que ‖un‖Xs

p
→ ∞. Pela Proposição A.34 (ver

Apêndice A) existe k > 0 tal que ‖u+n ‖Lp∗s (Ω) ≤ k‖u+n ‖Xs
p

para todo n ∈ N, então

‖u+n ‖Lp∗s (Ω) ≤ Ck para todo n ∈ N (pois como foi provado acima (u+n ) é limitada

em Xs
p). Isto significa que

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx < (Ck)p

∗
s , portanto

1

‖un‖
p
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx→ 0, quando n→ ∞. (2.28)

Por outro lado, tomando h = vn em (2.4), obtemos

∣∣∣∣〈A(un), vn〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2unvndx− a

∫

Ω

|un|
p−2unvndx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1vndx

∣∣∣∣ ≤ ǫn.

Pela definição de vn =
un

‖un‖Xs
p

, dividindo a desigualdade acima por ‖un‖
p−1
Xs

p
, segue

que

ǫn

‖un‖
p−1
Xs

p

≥

∣∣∣∣∣〈A(un),
vn

‖un‖
p−1
Xs

p

〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2un

‖un‖
p−1
Xs

p

vndx− a

∫

Ω

|un|
p−2unvn

‖un‖
p−1
Xs

p

dx

−
b

‖un‖
p
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

∣∣∣∣∣.

Note que 〈A(un),
vn

‖un‖
p−1
Xs

p

〉 = 〈A(vn), vn〉 = ‖vn‖
p
Xs

p
= 1 e reescrevendo o segundo e

terceiro termos da expressão do lado dereito segue

∣∣∣∣∣1 +
λ

‖un‖
p−q
Xs

p

∫

Ω

|vn|
qdx− a

∫

Ω

|vn|
pdx−

b

‖un‖
p
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

∣∣∣∣∣ ≤
ǫn

‖un‖
p−1
Xs

p

(2.29)
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e, consequentemente,

∣∣∣∣∣1 +
λ

‖un‖
p−q
Xs

p

‖vn‖
q
Lq(Ω) − a‖vn‖

p
Lp(Ω) −

b

‖un‖
p
Xs

p

∫

Ω

(u+n )
p∗sdx

∣∣∣∣∣ ≤
ǫn

‖un‖
p−1
Xs

p

.

Sabemos que (vn) é limitada em Lq para 1 < q < p < p∗s e ‖un‖Xs
p
→ ∞, quando

n→ ∞, assim por (2.28) e pela estimativa acima, decorre que

a‖vn‖
p
Lp(Ω) → 1, quando n→ ∞. (2.30)

Agora, lembrando que vn → v em Lr(Ω), para todo 1 ≤ r < p∗s; em particular,

vn → v em Lp, usando (2.30), obtemos que

v 6= 0. (2.31)

Note que em (2.24), mostramos também que v 6= 0, mas neste caso estamos com

hipóteses distintas do caso em que provamos que v 6= 0 em (2.24).

Mostraremos agora que v ≤ 0 em Ω.

De fato, como (u+n ) é limitada em Xs
p , podemos afirmar que v+n → 0 em Xs

p ,

quando n → ∞, sendo v+n =
u+n

‖un‖Xs
p

. Segue-se da Proposição A.34 (ver Apêndice

A) que v+n → 0, em Lp(Ω), v+n → 0, q.t.p em Ω, quando n → ∞. Da desigualdade

vn = v+n + v−n ≤ v+n resulta que

v ≤ 0, q.t.p em Ω. (2.32)

Por outro lado, o resultado obtido em (2.4) nos dá que cada h ∈ Xs
p verifica a

estimativa

∣∣∣∣〈A(un), h〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2unhdx− a

∫

Ω

|un|
p−2unhdx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1hdx

∣∣∣∣ ≤ ǫn‖h‖Xs
p
.
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Dividindo esta desigualdade por ‖un‖
p−1
Xs

p
segue que

ǫn

‖un‖
p−1
Xs

p

‖h‖Xs
p
≥

∣∣∣∣∣〈A(un),
h

‖un‖
p−1
Xs

p

〉+ λ

∫

Ω

|un|
q−2un

‖un‖
p−1
Xs

p

hdx− a

∫

Ω

|un|
p−2un

‖un‖
p−1
Xs

p

hdx

− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1

‖un‖
p−1
Xs

p

hdx

∣∣∣∣∣.

Agora, usando a definição de vn =
un

‖un‖Xs
p

, obtemos

ǫn

‖un‖
p−1
Xs

p

‖h‖Xs
p
≥

∣∣∣∣∣〈A(vn), h〉+
λ

‖u‖p−q
Xs

p

∫

Ω

|vn|
q−2vnhdx− a

∫

Ω

|vn|
p−2vnhdx

− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1

‖un‖
p−1
Xs

p

hdx

∣∣∣∣∣. (2.33)

Usando o Lema A.52 (ver Apêndice A), temos

〈A(vn), h〉 → 〈A(v), h〉, para todo h ∈ Xs
p . (2.34)

Repetindo os mesmos argumentos feitos nas afirmações 1), 2) e 3) temos
λ

‖u‖p−q
Xs

p

∫

Ω

|vn|
q−2vnhdx→ 0, b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1

‖un‖
p−1
Xs

p

hdx→ 0 e
∫

Ω

|vn|
p−2vnh→

∫

Ω

|v|p−2vh,

quando n→ ∞, para todo h ∈ Xs
p . Portanto, por (2.34) e (2.33)

〈A(v), h〉 = a

∫

Ω

|v|p−2vhdx, para todo h ∈ Xp
s .

Agora, tomando h = ϕ1, integrando por partes e usando que ϕ1 é autofunção

associada ao autovalor λ1, obtemos

(λ1 − a)

∫

Ω

|v|p−2vϕ1dx = 0.

Pela hipótese, λ1 < a e por (2.32), conclui-se |v|p−1vϕ1 = 0 q.t.p. em Ω. Assim

usando o fato que ϕ1 > 0 em Ω, podemos deduzir que v = 0 q.t.p. em Ω, o que é
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um absurdo, pois por (2.31) v 6= 0. Portanto a sequência (un) é limitada.

2.1.4 Compacidade do funcional Iλ,s

A maior dificuldade aqui é que o funcional Iλ,s definido acima, não satisfaz a con-

dição (P.S) em todos os níveis, devido a falta de compacidade da imersão de X

em Lp∗s . Este problema é resolvido utilizando a técnica desenvolvida por Brézis-

Nirenberg [20], mostrando que a compacidade ocorre abaixo de um certo nível que

será obtido no próximo lema desse capítulo.

Assim, seja

Ss = inf





‖u‖pXs
p(∫

Ω

|u|p
∗
sdx
) p

p∗s

; u ∈ Xs
p , u 6= 0




.

Ss é a melhor constante de Sobolev da imersão Xs
p →֒ Lp∗s(Ω).

Lema 2.6 Seja λ1 < a, para cada λ > 0, o funcional Iλ,s satisfaz a condição Palais

Smale para todo nível

C <
s

N
b

sp−N
sp S

N
sp
s .

Demonstração: Seja (un) ⊂ Xs
p uma sequência que satisfaça Iλ,s(un) → C e

|〈I ′λ,s(un), v〉| ≤ ǫn‖v‖Xs
p
, ∀ v ∈ Xs

p com ǫn → 0, quando n→ ∞.

Pelo Lema 2.5, temos que (un) é limitada em Xs
p , assim, existe uma subsequên-

cia, ainda denotada por (un) e existe u ∈ Xs
p tal que un ⇀ u em Xs

p . Logo, pela

Proposição A.34 (ver Apêndice A) podemos deduzir que un → u em Lr, ∀ 1 ≤ r <

p∗ e un → u q.t.p. em Ω. Vê-se facilmente que como 1 < q < p < p∗s, então

un → u em Lq(Ω) e un → u em Lp(Ω). (2.35)

Também, pela Proposição A.34 (ver Apêndice A) existe uma constante K > 0 tal
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que ‖u+n ‖Lp∗s (Ω) ≤ K‖u+n ‖Xs
p
. Note que

‖u+‖Xs
p
=

∥∥∥∥
u+ |u|

2

∥∥∥∥
Xs

p

≤
‖u‖Xs

p
+ ‖|u|‖Xs

p

2
≤ ‖u‖Xs

p
,

então

‖u+n ‖Lp∗s (Ω) ≤ K‖un‖Xs
p
.

Assim, lembrando que (un) é limitada em Xs
p , segue que

(u+n ) é limitada em Lp∗s(Ω). (2.36)

Por outro lado, pela hipótese 〈I ′λ,s(un), v〉 → 0, quando n→ ∞, ∀ v ∈ Xs
p . Assim,

se v ∈ Xs
p , então

〈A(un), v〉+λ

∫

Ω

|un|
q−2unvdx−a

∫

Ω

|un|
p−2unvdx− b

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1vdx→ 0, (2.37)

quando n→ ∞.

Agora vamos calcular o limite de cada parcela e mostrar que u é solução fraca

do problema





(−∆)spu = −λ|u|q−2u+ a|u|p−2u+ b(u+)p
∗
s−1 , em Ω,

u = 0 , em RN \ Ω.
(2.38)

De fato, como un → u em Lq(Ω), segue pelo Teorema A.37 (ver Apêndice A), existe

uma subsequência de (un) ainda denotada por (un) e h ∈ Lq(Ω) tal que |un| ≤ h,

q.t.p em Ω, então para cada v ∈ Xs
p decorre que

||un|
q−2unv| = |un|

q−1|v| ≤ hq−1|v|, q.t.p em Ω.
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Agora, pela desiguadade de Hölder,

∫

Ω

|hq−1|v||dx ≤

(∫

Ω

|h|qdx
) q−1

q
(∫

Ω

|v|qdx
) 1

q

<∞,

em que a última desigualdade segue-se da Proposição A.34 (ver Apêndice A) e do

fato que h ∈ Lq(Ω). Portanto,

hq−1|v| ∈ L1(Ω) ∀ v ∈ Xs
p .

Também podemos concluir de un → u q.t.p em Ω que |un|
q−2unv → |un|

q−2unv

q.t.p em Ω. Logo, o Teorema da convergência dominada de Lebesgue (ver Teorema

A.36 (ver Apêndice A) garante que

∫

Ω

|un|
q−2unv →

∫

Ω

|u|q−2uv, ∀ v ∈ Xs
p . (2.39)

Analogamente podemos obter que

∫

Ω

|un|
p−2unv →

∫

Ω

|u|p−2uv, ∀ v ∈ Xs
p . (2.40)

Usando Lema A.52 (ver Apêndice A), segue que

〈A(un), v〉 → 〈A(u), v〉, para todo v ∈ Xs
p . (2.41)

Finalmente, por (2.36), a sequência ((u+n )
p∗s−1) é limitada em L

p∗s
p∗s−1 (Ω). Notando

também que (u+n )
p∗s−1 → (u+)p

∗
s−1 q.t.p em Ω, pelo Lema de Brézis-Lieb (ver Lema

A.41 Apêndice A)) obtemos que

(u+n )
p∗s−1 ⇀ (u+)p

∗
s−1, em L

p∗s
p∗s−1 (Ω),
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ou seja, ∫

Ω

(u+n )
p∗s−1vdx→

∫

Ω

(u+)p
∗
s−1vdx, ∀ v ∈ Lp∗s ,

em particular

∫

Ω

(u+n )
p∗s−1vdx→

∫

Ω

(u+)p
∗
s−1vdx, ∀ v ∈ Xs

p . (2.42)

Substituindo (2.39), (2.40), (2.41), (2.42) em (2.37), obtemos

〈A(u), v〉+ λ

∫

Ω

|u|q−2uvdx− a

∫

Ω

|u|p−2uvdx− b

∫

Ω

(u+)p
∗
s−1vdx = 0, ∀ v ∈ Xs

p .

Isto mostra que u é solução fraca para o problema (2.38) .

Tomando v = u, na igualdade acima, segue que

‖u‖pXs
p
+ λ

∫

Ω

|u|qdx− a

∫

Ω

|u|pdx− b

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx = 0,

isto é,

〈I ′λ,s(u), u〉 = 0. (2.43)

Assim, por (2.43), vemos que

Iλ,s(u) = Iλ,s(u)−
1

p
〈I ′λ,s(u), u〉.

Por outro lado, temos que

Iλ,s(u)−
1

p
〈I ′λ,s(u), u〉 =

(
λ

q
−
λ

p

)
‖u‖qLq(Ω) +

(
b

p
−

b

p∗s

)
‖u+‖

p∗s
LP∗

s (Ω)
,

em que 1 < q < p < p∗s e b > 0. Portanto,

Iλ,s(u) =

(
λ

q
−
λ

p

)
‖u‖qLq(Ω) +

(
b

p
−

b

p∗s

)
‖u+‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

≥ 0. (2.44)

Como sabíamos que un → u em Lr(Ω), 1 ≤ r < p∗s, segue que u+n → u+ em
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Lr(Ω), 1 ≤ r < p∗s, daí resulta que (u+n ) é limitada em Lr(Ω), para 1 ≤ r < p∗s. Por

(2.36), (u+n ) é limitada em Lp∗s , consequentemente

(u+n ) é uma sequência limitada em Lr(Ω), para 1 ≤ r ≤ p∗s.

Além disso, como un → u, q.t.p em Ω, então u+n → u+, q.t.p em Ω. Logo pelo

Lema Brézis-Lieb (ver Lema A.43 Apêndice A)), temos que

lim
n→∞

(‖u+n ‖
r
Lr(Ω) − ‖(u− un)

+‖rLr(Ω)) = ‖u+‖rLr(Ω), para 1 ≤ r ≤ p∗s. (2.45)

Note que, por (2.35), temos que vn → 0 em Lp(Ω) e assim,

lim
n→∞

(‖vn‖
p
Lp(Ω) + ‖u‖pLp(Ω)) = ‖u‖pLp(Ω) e lim

n→∞
‖un‖

p
Lp(Ω) = ‖u‖pLp(Ω).

Portanto

lim
n→∞

(‖vn‖
p
Lp(Ω) + ‖u‖pLp(Ω)) = lim

n→∞
‖un‖

p
Lp(Ω). (2.46)

De modo análogo, por (2.35), vn → 0 em Lq(Ω) e consequentemente

lim
n→∞

(‖vn‖
q
Lq(Ω) + ‖u‖qLq(Ω)) = lim

n→∞
‖un‖

q
Lq(Ω). (2.47)

Note que
∥∥∥∥∥
un(x)− un(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

= ‖un‖
p
Xs

p
((un) é limitado em Xs

p),

∥∥∥∥∥
u(x)− u(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

= ‖u‖pXs
p
,

∥∥∥∥∥
un(x)− un(y)

|x− y|
N
p
+s

−
u(x)− u(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

= ‖un − u‖pXs
p
= ‖vn‖

p
Xs

p
.

Pelo Lema Brézis-Lieb (ver Lema A.42 Apêndice A))
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lim
n→∞



∥∥∥∥∥
un(x)− un(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

−

∥∥∥∥∥
un(x)− un(y)

|x− y|
N
p
+s

−
u(x)− u(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )




=

∥∥∥∥∥
u(x)− u(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

,

e assim, segue que

lim
n→∞

(
‖vn‖

p
Xs

p
+ ‖u‖pXs

p

)
= lim

n→∞
‖un‖

p
Xs

p
. (2.48)

Novamente, como (un) é limitada em Xs
p , então existe M > 0 tal que ‖un‖Xs

p
< M ,

para todo n ∈ N. Deste modo, a sequência (‖un‖Xs
p
) dos números reais é limitada

e portanto, passando a uma subsequência se necessário, podemos supor que

existe lim
n→∞

‖un‖
p
Xs

p
. (2.49)

Além disso,

Iλ,s(u) +Iλ,s(vn) =
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q
‖u‖qLq(Ω) −

a

p
‖u‖pLp(Ω) −

b

p∗s
‖u+‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

+
1

p
‖vn‖

p
Xs

p
+
λ

q
‖vn‖

q
Lq(Ω) −

a

p
‖vn‖

p
Lp(Ω) −

b

p∗s
‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

.

Isto mostra que

Iλ,s(u) +Iλ,s(vn) =

(
1

p
‖u‖pXs

p
+

1

p
‖vn‖

p
Xs

p

)
+
λ

q

(
‖u‖qLq(Ω) + ‖vn‖

q
Lq(Ω)

)

−
a

p

(
‖u‖pLp(Ω) + ‖vn‖

p
Lp(Ω)

)
−

b

p∗s

(
‖u+‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

+ ‖v+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

)
.
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Portanto, por (2.54), (2.46), (2.47) e (2.48), obtemos

lim
n→∞

(Iλ,s(u) + Iλ,s(vn)) = lim
n→∞

1

p
‖un‖

p
Xs

p
+ lim

n→∞

λ

q

(
‖u‖qLq(Ω) + ‖vn‖

q
Lq(Ω)

)

− lim
n→∞

a

p

(
‖u‖pLp(Ω) + ‖vn‖

p
Lp(Ω)

)

− lim
n→∞

b

p∗s

(
‖u+‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

+ ‖v+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

)
.

= lim
n→∞

1

p
‖un‖

p
Xs

p
+ lim

n→∞

λ

q
‖un‖

q
Lq(Ω)

− lim
n→∞

a

p
‖un‖

p
Lp(Ω) − lim

n→∞

b

p∗s
‖u+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

= lim
n→∞

(
1

p
‖un‖

p
Xs

p
+
λ

q
‖un‖

q
Lq(Ω) −

a

p
‖un‖

p
Lp(Ω) −

b

p∗s
‖u+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)

= lim
n→∞

Iλ,s(un).

Agora, lembrando que (un) é uma sequência tal que lim
n→∞

Iλ,s(un) = C, concluí-

mos

lim
n→∞

(Iλ,s(u) + Iλ,s(vn)) = C. (2.50)

Por outro lado,

lim
n→∞

(
‖vn‖

p
Xs

p
+ λ‖vn‖

q
Lq(Ω) − a‖vn‖

p
Lp(Ω) − b‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)

= lim
n→∞

‖vn‖
p
Xs

p
+ λ lim

n→∞
‖vn‖

q
Lq(Ω) − a lim

n→∞
‖vn‖

p
Lp(Ω) − b lim

n→∞
‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

= lim
n→∞

‖vn‖
p
Xs

p
+ λ lim

n→∞

(
‖un‖

q
Lq(Ω) − ‖u‖qLq(Ω)

)
− a lim

n→∞

(
‖un‖

p
Lp(Ω) − ‖u‖pLp(Ω)

)

−b lim
n→∞

(
‖u+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

− ‖u+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

)

= lim
n→∞

[
‖vn‖

p
Xs

p
+ λ

(
‖un‖

q
Lq(Ω) − ‖u‖qLq(Ω)

)
− a

(
‖un‖

p
Lp(Ω) − ‖u‖pLp(Ω)

)

−b
(
‖u+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

− ‖u+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

)]
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e assim,

lim
n→∞

(
‖vn‖

p
Xs

p
+ λ‖vn‖

q
Lq(Ω) − a‖vn‖

p
Lp(Ω) − b‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)

= lim
n→∞

[
‖vn‖

p
Xs

p
+ λ

(
‖un‖

q
Lq(Ω) − ‖u‖qLq(Ω)

)
− a

(
‖un‖

p
Lp(Ω) − ‖u‖pLp(Ω)

)

−b
(
‖u+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

− ‖u+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

)]
.

De (2.48) temos que

lim
n→∞

(
‖vn‖

p
Xs

p
+ λ‖vn‖

q
Lq(Ω) − a‖vn‖

p
Lp(Ω) − b‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)

= lim
n→∞

[
‖un‖

p
Xs

p
− ‖u‖pXs

p
+ λ‖un‖

q
Lq(Ω) − λ‖u‖qLq(Ω) − a‖un‖

p
Lp(Ω) + a‖u‖pLp(Ω)

−b‖u+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

+ b‖u+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

]

= lim
n→∞

[(
‖un‖

p
Xs

p
+ λ‖un‖

q
Lq(Ω) − a‖un‖

p
Lp(Ω) − b‖u+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)

−
(
‖u‖pXs

p
+ λ‖u‖qLq(Ω) − a‖u‖pLp(Ω) − b‖u+‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)]
.

Por outro lado, usando a expressão da derivada do funcional (para v = un e v = u),

〈I ′λ,s(un), un〉 = ‖un‖
p
Xs

p
+ λ‖un‖

q
Lq(Ω) − a‖un‖

p
Lp(Ω) − b‖un‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

e

〈I ′λ,s(u), u〉) = ‖u‖pXs
p
+ λ‖u‖qLq(Ω) − a‖u‖pLp(Ω) − b‖u+‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

,

resultando que

lim
n→∞

(
‖vn‖

p
Xs

p
+ λ‖vn‖

q
Lq(Ω) − a‖vn‖

p
Lp(Ω) − b‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)

= lim
n→∞

(
〈I ′λ,s(un), un〉 − 〈I ′λ,s(u), u〉

)
.
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Sabemos, por (2.43), que 〈I ′λ,s(u), u〉 = 0, em consequência, vale a equação

lim
n→∞

(
‖vn‖

p
Xs

p
+ λ‖vn‖

q
Lq(Ω) − a‖vn‖

p
Lp(Ω) − b‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)
= lim

n→∞
〈I ′λ,s(un), un〉.

Agora, como I ′λ,s(un) → 0 no dual de Xs
p e (un) é limitada em Xs

p , temos que

〈I ′λ,s(un), un〉 → 0 e consequentemente

lim
n→∞

(
‖vn‖

p
Xs

p
+ λ‖vn‖

q
Lq(Ω) − a‖vn‖

p
Lp(Ω) − b‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)
= 0.

Portanto, por (2.35), temos que vn → 0 em Lq(Ω) e vn → 0 em Lp(Ω), assim, segue

do limite acima que

lim
n→∞

(
‖vn‖

p
Xs

p
− b‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)
= 0. (2.51)

Por outro lado, nós temos que denotando vn = u − un e colocando r = p∗s na

equação (2.45), segue que,

lim
n→∞

(‖u+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

− ‖u+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

+ ‖v+n ‖
p∗s
Lp∗ (Ω)

) = 0. (2.52)

Novamente lembrando de (2.36) que (u+n ) é limitada em Lp∗s(Ω), existe M > 0 tal

que ‖u+n ‖Lp∗s ≤ M , para todo n ∈ N. Logo a sequência (‖u+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

) de números

reais é limitada, então ao passar a uma subsequência se necessário, temos que

existe lim
n→∞

‖u+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

. (2.53)

De (2.52) e (2.53), tem-se

lim
n→∞

(‖u+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

+ ‖v+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

) = lim
n→∞

‖u+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

. (2.54)

Note que, por (2.54), existe lim
n→∞

‖v+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

, então por (2.51), existe lim
n→∞

‖vn‖
p
Xs

p
.
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Denotamos por

lim
n→∞

‖vn‖
p
Xs

p
= d ≥ 0.

Assim, podemos ter duas situações

d > 0 ou d = 0.

Inicialmente vamos supor d > 0, ou seja (vn) não converge a zero em Xs
p .

Por (2.51), como b > 0, resulta que limn→∞ ‖v+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

= db−1, isto mostra que

lim
n→∞

‖v+n ‖
p

Lp∗s (Ω)
= (db−1)

p
p∗s . (2.55)

Como Ss = inf





‖u‖pXs
p(∫

Ω

|u|p
∗
sdx
) p

p∗s

; u ∈ Xs
p , u 6= 0





, então

‖v+n ‖
p
Xs

p
≥ Ss‖v

+
n ‖

p

Lp∗s (Ω)
.

Note que ‖v+n ‖Xs
p
=

∥∥∥∥
vn + |vn|

2

∥∥∥∥
Xs

p

≤
‖vn‖Xs

p
+ ‖|vn|‖Xs

p

2
≤ ‖vn‖Xs

p
, então

‖vn‖
p
Xs

p
≥ Ss‖v

+
n ‖

p

Lp∗s (Ω)
.

Passando ao limite esta última desigualdade, por (2.55), vemos que

d ≥ Ss(db
−1)

p
p∗s .

Logo, como d > 0, segue que d1−
p
p∗s ≥ Ss.b

−p
p∗s e consequentemente

d

N
≥
b

sp−N
sp S

N
sp
s

N
. (2.56)
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Notando de (2.44), Iλ,s(u) ≥ 0, segue que Iλ,s(u) + Iλ,s(vn) ≥ Iλ,s(vn) e portanto,

lim
n→∞

(
Iλ,s(u)+Iλ,s(vn)

)
≥ lim

n→∞

(
1

p
‖vn‖

p
Xs

p
+
λ

q
‖vn‖

q
Lq(Ω) −

a

p
‖vn‖

p
Lp(Ω) −

b

p∗s
‖v+n ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

)
.

Como vn → 0 em Lq(Ω) e vn → 0 em Lp(Ω) (por (2.35)) e lim
n→∞

(Iλ,s(u)+Iλ,s(vn)) =

C (por (2.50)), temos que

C ≥
1

p
lim
n→∞

‖vn‖
p
Xs

p
−

b

p∗s
lim
n→∞

‖v+n ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

.

Assim, por (2.55), segue que

C ≥

(
1

p
−

1

p∗s

)
d.

Por outro lado,
s

N
=

1

p
−

1

p∗s
, assim, podemos reescrever a estimativa acima, na

forma
C

s
≥

d

N
. (2.57)

Assim, por (2.56), (2.57) e pela hipótese do lema, obtemos que

b
sp−N

sp S
N
sp
s

N
≤

d

N
≤
C

s
<
b

sp−N
sp S

N
sp
s

N
,

isto é uma contradição, portanto podemos concluir que d = 0. Finalmente como

d = lim
n→∞

‖vn‖
p
Xs

p
, então lim

n→∞
‖vn‖Xs

p
= 0, isto é, vn = un − u converge a zero em

Xs
p e consequentemente (un) converge a u em Xs

p . Assim, temos que existe uma

subsequência de (un) tal que converge em Xs
p .

2.1.5 Minimização em C0

δ versus minimização em Xs
p para

crescimento polinomial

Devido ao fato de estamos estudando um problema envolvendo o operador p-

laplaciano fracionário com não linearidade do tipo polinomial, nesta subseção de-
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monstraremos um resultado de minimização local para funcionais definidas em

espaços de Sobolev fracionário Xs
p e que tem crescimento polinomial seguindo as

idéias feitas em [14], [50] e [57]. Esse resultado é mais geral do que os demais

encontrados em [14] e [57] no sentido de que iremos considerar p > 1. Além disso,

será de suma importância para demonstarmos uma das condições da geometria do

Teorema do Passo da Montanha.

Começamos demonstrando um resultado de regularidade seguindo a técnica

usada na demonstração da proposição 1.18, que será útil para provar nosso resul-

tado de minimização.

Proposição 2.7 Suponha que |f(t)| ≤ C(1 + |t|q−1), para algum 1 ≤ q ≤ p∗s, e

C > 0. Seja (vǫ)ǫ∈(0,1) ⊆ Xs
p uma família limitada em Xs

p de soluções para





(−∆)spu =

(
1

1− ξǫ

)
f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,

(2.58)

com ξǫ ≤ 0. Então sup
ǫ∈(0,1)

‖vǫ‖L∞(Ω) <∞.

Demonstração: Definimos, para k > 0

Tk(s) =





s+ k, se s ≤ −k,

0, se − k < s < k,

s− k, se s ≥ k

e seja

Ωk = {x ∈ Ω : |vǫ(x)| ≥ k}.
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Observe que Tk(vǫ) ∈ Xs
p , já que Tk é Lipschitz e, portanto

‖Tk(vǫ)‖
p
Xs

p
=

∫

R2N

|Tk(vǫ(x))− Tk(vǫ(y))|
p

|x− y|p
dxdy

≤ Cp

∫

R2N

|vǫ(x)− vǫ(y)|
p

|x− y|p
dxdy

= Cp‖vǫ‖
p
Xs

p
<∞.

Agora tomando Tk(vǫ) como uma função de teste em (2.58) e usando que ξǫ ≤ 0,

obtemos

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉 =

(
1

1− ξǫ

)∫

Ω

f(vǫ)Tk(vǫ)dx

≤

∫

Ω

|f(vǫ)||Tk(vǫ)|dx

≤

∫

Ω

C(1 + |vǫ|
p∗s−1)|Tk(vǫ)|dx

=

∫

Ωk

C|Tk(vǫ)|dx+ C

∫

Ωk

|vǫ|
p∗s−1|Tk(vǫ)|dx.

Logo,

Aplicando a desigualdade de Hölder generalizada em cada termo da expressão

no lado direito para os coeficientes 1 < θ3 < θ2 < p, p <
θ2
θ3

+1 e (p∗s − 1)θ1 < p∗s

tal que
1

θ1
+

1

θ2
+

1

θ3
= 1, temos que

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉X ≤

[∫

Ω

(C)θ1dx
]1/θ1 (∫

Ω

|Tk(vǫ)|
θ2dx

)1/θ2

|Ωk|
1/θ3

+

[∫

Ω

|vǫ|
(p∗s−1)θ1dx

]1/θ1 (∫

Ω

|Tk(vǫ)|
θ2dx

)1/θ2

|Ωk|
1/θ3 .

Usando o fato que (vǫ)ǫ∈(0,1) é uma família de funções limitada em Xs
p , pela Pro-

posição A.34 (ver Apêndice A) podemos encontrar uma constante positiva ainda
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denotada por C > 0 tal que

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉Xs
p
≤ C

(∫

Ω

|Tk(vǫ)|
θ2dx

)1/θ2

|Ωk|
1/θ3 . (2.59)

Por outro lado, seguindo o mesmo mesmo raciocínio da Proposição 1.18, segue que

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉 ≥ ‖Tk(vǫ)‖
p
Xs

p
.

Logo, usando o fato da imersão contínua Xs
p →֒ Lθ2(Ω). segue que

〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉 ≥ ‖Tk(vǫ)‖
p
Xs

p

≥ C1

(∫

Ω

|Tk(vǫ)|
θ2dx

)p/θ2

.

Portanto,

C1

(∫

Ω

|Tk(vǫ)|
θ2dx

)p/θ2

≤ 〈A(vǫ), Tk(vǫ)〉. (2.60)

Logo, de (2.59) e (2.60) temos que existe C > 0 tal que

∫

Ω

|Tk(vǫ)|
θ2dx ≤ C|Ωk|

θ2/θ3(p−1). (2.61)

Note que do fato p <
θ2
θ3

+1 obtemos que θ2 − θ3(p− 1) > 0. Logo podemos definir

β =
θ2

θ2 − θ3(p− 1)
> 1.

Como

θ2
θ3(p− 1)

=

θ2
θ2 − θ3(p− 1)

θ2
θ2 − θ3(p− 1)

− 1

.

Podemos escrever
θ2

θ3(p− 1)
=

β

β − 1
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e conseqüentemente de (2.61) segue-se

∫

Ω

|Tk(vǫ)|
θ2dx ≤ C|Ωk|

β/β−1. (2.62)

Como |Tk(s)| = (|s| − k)(1 − χ[−k,k](s)), para todo s ∈ R. Logo, para 0 < k < h,

obtemos que Ωh ⊂ Ωk. Então

∫

Ω

|Tk(vǫ)|
θ2dx =

∫

Ωk

(|vǫ| − k)θ2dx

≥

∫

Ωh

(|vǫ| − k)θ2dx

≥(h− k)θ2 |Ωh|.

Portanto

(h− k)θ2 |Ωh| ≤

∫

Ω

|Tk(vǫ)|
θ2dx. (2.63)

Definindo

φ(k) = |Ωk|, para k > 0.

De (2.62) e (2.63) segue-se para todo 0 < k < h

φ(h) ≤ C(h− k)−θ2φ(k)β/(β−1). (2.64)

Seja d = 2βC1/θ2 |Ω|1/(p−1)θ2 . Definindo a sequência (kn) com k0 = 0 e kn = kn−1+
d

2n

para n = 1, 2, 3, . . . Logo de (2.64) obtemos por indução

0 ≤ φ(kn) ≤
φ(0)

2nr(β−1)
, para todo n ∈ N.

Então

lim
n→∞

φ(kn) = 0. (2.65)
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Agora reescrevendo kn = d

(
1−

1

2n

)
para todo n ∈ N, segue-se

kn < d para todo n ∈ N.

Logo, do fato que φ é não crescente, temos

φ(kn) ≥ φ(d).

Portanto de (2.65) segue-se e consequentemente

φ(d) = 0,

assim Ωd tem medida nula. Portanto

|vǫ(x)| ≤ d q.t.p em Ω, para todo ǫ ∈ (0, 1).

Logo,

‖vǫ‖L∞(Ω) ≤ d para todo ǫ ∈ (0, 1).

Concluindo sup
ǫ∈(0,1)

‖vǫ‖L∞(Ω) <∞.

Antes de demonstrar um resultado de minimização, seguindo as ideias de [13],

[50] e [56] lembraremos os seguintes espaços normados C0
δ (Ω) e C0,α

δ (Ω). Para isto

definimos δ : Ω → R+ por δ(x) = dist(x,RN \ Ω), com x ∈ Ω. Para 0 < α < 1.

C0
δ (Ω) = {u ∈ C0(Ω) :

u

δs
tem uma extensão contínua em Ω}

C0,α
δ (Ω) = {u ∈ C0(Ω) :

u

δs
tem uma extensão α− Hölder contínua em Ω},

com normas

‖u‖0,δ =
∥∥∥ u
δs

∥∥∥
L∞(Ω)
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e

‖u‖α,δ = ‖u‖0,δ + sup
x,y∈Ω, x 6=y.

|u(x)/δ(x)s − u(y)/δ(y)s|

|x− y|α

respectivamente.

Teorema 2.8 Seja Φ : Xs
p → R um funcional de C1(Xs

p ,R) definida por

Φ(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
−

∫

Ω

G(u)dx,

com G(t) =

∫ t

0

g(s)ds e g ∈ C(Ω) satisfazendo a condição de crescimento

|g(t)| ≤ C(1 + |t|q−1), para algum 1 ≤ q ≤ p∗s e C > 0. (2.66)

Seja 0 é um mínimo local de Φ na topologia C0
δ (Ω), isto é, existe r1 > 0 tal que

Φ(0) ≤ Φ(z), ∀ z ∈ Xs
p ∩ C

0
δ (Ω), ‖z‖0,δ ≤ r1, (2.67)

então 0 é um mínimo local de Φ na topologia Xs
p , isto é, existe r2 > 0 tal que

Φ(0) ≤ Φ(z), ∀ z ∈ Xs
p , ‖z‖Xs

p
≤ r2.

Demonstração: Notamos que Φ(0) = 0, por isso a nossa hipótese é reformula

como

0 = Φ(0) ≤ Φ(z), ∀ z ∈ Xs
p ∩ C

0
δ (Ω), ‖z‖0,δ ≤ r1, (2.68)

Consideramos separadamente os casos subcrítico e crítico.

Caso Subcrítico: q < p∗s.

Seja 0 < ǫ < 1, Bǫ[0] = {z ∈ Xs
p : ‖z‖Xs

p
≤ ǫ}. Vamos mostrar por contradição.

Vamos supor que para cada ǫ > 0 tenhamos que existe uǫ ∈ Bǫ[0] tal que

Φ(uǫ) < Φ(0). (2.69)



128

Por (2.66) e a imersão compacta Xs
p →֒ Lq(Ω), o funcional Φ é fracamente semicon-

tínuo inferiormente em Xs
p . Agora, como Bǫ[0] é um espaço topológico fracamente

compacto, então pelo Teorema A.47 (ver Apêndice A) obtemos que existe vǫ ∈ Bǫ[0]

tal que inf
u∈Bǫ[0]

Φ(u) = Φ(vǫ). Logo de (2.69) temos

Φ(vǫ) = inf
u∈Bǫ[0]

Φ(u) ≤ Φ(uǫ) < Φ(0), para todo 0 < ǫ < 1.

Queremos provar que

vǫ → 0 em C0
δ (Ω) quando ǫ→ 0, (2.70)

pois, isso implicaria que para r1 > 0, existe um z ∈ C0
δ (Ω), com ‖z‖0,δ < r1 tal

que Φ(z) < Φ(0) (de fato, z = vǫ para algum ǫ), contradizendo a hipótese (2.68).

Afirmamos que, para todo ǫ ∈ (0, 1), existe ξǫ ≤ 0 tal que para todo φ ∈ Xs
p .

〈Φ′(vǫ), φ〉 = ξǫ〈A(vǫ), φ〉. (2.71)

De fato, se vǫ ∈ Bǫ(0), então vǫ é um mínimo local de Φ em Xs
p , portanto um ponto

crítico, assim (2.71) é verificado com ξǫ = 0. Se vǫ ∈ ∂Bǫ[0], então vǫ minimiza Φ

restrito ao conjunto {
u ∈ Xs

p :
‖u‖pXs

p

p
=
ǫp

p

}
,

assim podemos encontrar o multiplicador de Lagrange ξǫ ∈ R tal que (2.71) verifica.

Agora

〈Φ′(vǫ),−vǫ〉 =lim
r→0

Φ(vǫ + r(−vǫ))− Φ(vǫ)

r

=lim
r→0

Φ((1− r)vǫ)− Φ(vǫ)

r
.

Logo, para r > 0 suficientemente pequeno temos (1− r)vǫ ∈ Bǫ(0) e consequente-
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mente do fato que vǫ é um mínimo de Φ em Bǫ[0], segue que

〈Φ′(vǫ),−vǫ〉 ≥ 0,

ou seja

〈Φ′(vǫ), vǫ〉 ≤ 0.

Portanto

ξǫ =
〈Φ′(vǫ), vǫ〉

‖vǫ‖
p
Xs

p

≤ 0. (2.72)

Por (2.71), obtemos vǫ satisfazendo





(−∆)spvǫ =

(
1

1− ξǫ

)
g(vǫ) =: gǫ(vǫ) em Ω,

vǫ = 0 em R\Ω,

Dado ‖vǫ‖Xs
p
≤ ǫ < 1, pela Proposição 2.7 existe uma constante C1 > 0 indepen-

dente de ǫ tal que ‖vǫ‖L∞(Ω) ≤ C1. Agora, usando esta última desigualdade, (2.72)

e (2.66), obtemos existe C2 > 0 tal que

‖gǫ(vǫ)‖L∞(Ω) ≤ C2. (2.73)

Portanto, por Teorema A.53 (ver Apéndice A) temos que ‖vǫ‖C0,β(Ω) ≤ C3, com

0 < β ≤ s e alguma constante C3 independente de ǫ. Usando a seguinte notação

C0,β(Ω) = Cβ(Ω), temos que existe M > 0 tal que ‖vǫ‖Cβ(Ω) ≤M , isto é,

‖vǫ‖Cβ(Ω) = ‖vǫ‖C(Ω) +max
x∈Ω

[vǫ]Cβ(Ω) < M.

Logo,

|vǫ(x)| < M para todo x ∈ Ω e para todo ǫ ∈ (0, 1),
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o que implica que a seqüência vǫ é uniformemente limitada, e

|vǫ(x)− vǫ(y)| ≤M |x− y|β para todo x ∈ Ω e para todo ǫ ∈ (0, 1),

o que implica que a sequência vǫ é uniformemente eqüicontínua. Pelo teorema de

Arzelá-Ascoli existe uma subsequência, que denotamos por vǫ, tal que vǫ converge

uniformemente em Ω, quando ǫ → 0. Desde que vǫ → 0, em Xs
p , quando ǫ → 0.

passando para uma subsequência, podemos assumir vǫ → 0 q.t.p em Ω. então de-

duzimos vǫ → 0, uniformemente em Ω. Também, por Teorema A.54 (ver Apéndice

A) temos que obtemos, para uma constante adequada C,

‖vǫ‖0,δ =

∥∥∥∥
vǫ
δs

∥∥∥∥
L∞(Ω)

≤ C sup
x∈Ω

|gǫ(vǫ(x))|.

Dado que o último termo tende a zero quando ǫ→ 0, (2.70) está provado.

Caso crítico: q = p∗s.

Mais uma vez argumentamos por contradição, Vamos supor que para cada ǫ > 0

tenhamos que existe wǫ ∈ Bǫ[0] tal que

Φ(wǫ) < Φ(0). (2.74)

Para cada k > 0 definimos gk, Gk : R → R definindo para todo s ∈ R

gk(s) = g(tk(s)) e Gk(t) =

∫ t

0

gk(s)ds,

em que

tk(s) =





−k, se s ≤ −k

s, se − k < s < k

k, se s ≥ k.
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Assim, definimos os funcionais Φk ∈ C1(Xs
p ,R) dado por u ∈ Xs

p

Φk(u) =
‖u‖pXs

p

p
−

∫

Ω

Gk(t)dt.

Pelo teorema da convergência dominada, para todo u ∈ Xs
p temos Φk(u) → Φ(u),

quando k → ∞. Então, para todo ǫ ∈ (0, 1) podemos encontrar kǫ ≥ 1 tal que

Φkǫ(wǫ) < Φ(0). Desde que para cada k > 0, gk tem crescimento subcrítico, assim

para todo ǫ ∈ (0, 1), existe uǫ ∈ Bǫ[0] tal que

Φkǫ(uǫ) = inf
u∈Bǫ[0]

Φkǫ(u) ≤ Φkǫ(wǫ) < Φ(0).

Como no caso anterior, para todo ǫ ∈ (0, 1) encontramos ξǫ ≤ 0 tal que uǫ é uma

solução fraca de





(−∆)spu =

(
1

1− ξǫ

)
gkǫ(u) =: gǫkǫ(u) em Ω,

vǫ = 0 em R\Ω.

Note que

|gkǫ(s)| = |g(tkǫ(s))| ≤ C(1 + |tkǫ(s)|
q−1) =





C(1 + |kǫ|
q−1), se |s| ≥ kǫ,

C(1 + |s|q−1), se |s| < kǫ.

Agora usando o fato que kǫ > 0,

|gkǫ(s)| ≤





C(1 + |s|q−1), se |s| ≥ kǫ,

C(1 + |s|q−1), se |s| < kǫ.

Logo,

|gkǫ(s)| ≤ C(1 + |s|q−1), para q = p∗s e C > 0.

Como ‖uǫ‖Xs
p
≤ ǫ < 1, temos que uǫ é limitada em Xs

p . Assim, estamos nas
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condições da Proposição 2.58 e com isto obtemos que existe C2 > 0 satisfazendo

‖gǫkǫ(uǫ)‖L∞(Ω) ≤ C2.

Portanto, por Teorema A.53 (ver Apéndice A) temos que ‖uǫ‖C0,β(Ω) ≤ C3, com

0 < β ≤ s e alguma constante C3 independente de ǫ. Lembrando que C0,β(Ω) =

Cβ(Ω), temos que existe M > 0 tal que ‖uǫ‖Cβ(Ω) ≤M , isto é,

‖uǫ‖Cβ(Ω) = ‖uǫ‖C(Ω) +max
x∈Ω

[uǫ]Cβ(Ω) < M.

Logo,

|uǫ(x)| < M para todo x ∈ Ω e para todo ǫ ∈ (0, 1).

Portanto a seqüência vǫ é uniformemente limitada, e

|uǫ(x)− uǫ(y)| ≤M |x− y|β para todo x ∈ Ω e para todo ǫ ∈ (0, 1),

o que implica que a sequência vǫ é uniformemente eqüicontínua. Pelo teorema de

Arzelá-Ascoli existe uma subsequência, que denotamos por uǫ, tal que uǫ converge

uniformemente em Ω, quando ǫ → 0. Desde que uǫ → 0, em Xs
p , quando ǫ →

0. passando a uma subsequência, podemos assumir uǫ → 0 q.t.p em Ω. Então

deduzimos que uǫ → 0 uniformemente em Ω. Também, por Teorema A.54 (ver

Apéndice A), obtemos, para uma constante adequada C,

‖uǫ‖0,δ =

∥∥∥∥
uǫ
δs

∥∥∥∥
L∞(Ω)

≤ C sup
x∈Ω

|gǫkǫ(uǫ(x))|.

Dado que o último tende a zero quando ǫ→ 0, (2.70) está provado.

Uma consequência deste resultado, é que um míníimo local estrito na topologia

C0
δ (Ω) é também um mínimo local estrita na topologia de Xs

p .
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Corolário 2.9 Seja Φ : Xs
p → R um funcional de C1(Xs

p ,R) definida por

Φ(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
−

∫

Ω

G(u)dx,

com G(t) =

∫ t

0

g(s)ds e g ∈ C(Ω) satisfazendo a condição de crescimento

|g(t)| ≤ C(1 + |t|q−1), para algum 1 ≤ q ≤ p∗s e C > 0. (2.75)

Seja 0 é um mínimo local estrita de Φ na topologia C0
δ (Ω), isto é, existe r1 > 0 tal

que

Φ(0) < Φ(z), ∀ z ∈ Xs
p ∩ C

0
δ (Ω), 0 < ‖z‖0,δ ≤ r1, (2.76)

então 0 é um mínimo local estrita de Φ na topologia de Xs
p , isto é, existe r2 > 0

tal que

Φ(0) < Φ(z), ∀ z ∈ Xs
p , 0 < ‖z‖Xs

p
≤ r2.

Demonstração: Seguir as mesmas ideias do Teorema 2.8.

2.2 Solução positiva do funcional Iλ,s

Nesta seção, definiremos a parte positiva do funcional Iλ,s para encontrarmos solu-

ções positivas. Considere o funcional:

I+λ,s : X
s
p → R

I+λ,s(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
a

p

∫

Ω

|u+|pdx−
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx.
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Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, o funcional I+λ,s é de classe

C1(Xs
p ,R) e para todo u, h ∈ Xs

p ,

〈(I+λ,s)
′(u), h〉 =〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u+|q−1hdx− a

∫

Ω

|u+|p−1hdx

−
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
s−1hdx. (2.77)

Note que, encontrar um ponto crítico para o funcional I+λ,s equivale a encontrar

uma função u ∈ Xs
p que satisfaz a equação:

〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u+|q−1hdx− a

∫

Ω

|u+|p−1hdx−
∫

Ω

(u+)p
∗
s−1hdx = 0, ∀ h ∈ Xs

p ,

ou seja, obter uma solução fraca para a equação :





(−∆)spu = −λ|u+|q−1 + a|u+|p−1 + (u+)p
∗
s−1 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(2.78)

em que a ∈ R, λ ∈ R+, 1 < q < p e u+ = max{u, 0}.

Se u for um ponto crítico de I+λ,s, então 〈(I+λ,s)
′(u), h〉 = 0, ∀ h ∈ Xs

p , em particular

para h = u−, usando o Lema A.23 (ver Apêndice A), temos

0 = 〈(I+λ,s)
′(u), u−〉 = 〈A(u), u−〉 ≥

∫

R2N

|u−(x)− u−(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy = ‖u−‖pXs

p

e consequentemente, u− = 0. Portanto, o ponto crítico u de I+λ,s satisfaz u = u+ ≥ 0,

ou seja, é uma função não negativa de Xs
p .

2.2.0.1 Compacidade do funcional I+λ,s

Lema 2.10 Seja λ1 < a, então I+λ,s satisfaz a condição Palais Smale para todo

nível

C <
s

N
b

sp−N
sp S

N
sp
s , para cada λ > 0.

Demonstração: Usar um raciocínio análogo como foi feito na demonstração do
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Teorema 2.6.

2.2.0.2 Geometria do Teorema do Passo da Montanha do funcional I+λ,s

Agora mostraremos alguns resultados que serão úteis para se obter as condições

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso, para cada u ∈ Xs
p , seja

Jλ,s(u) := Iλ,s(u)−
1

p
‖u‖pXs

p

=
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
b

p∗s

∫

Ω

|u+|p
∗
sdx.

Lema 2.11 Sejam 0 < a e 1 < q < p, então a solução trivial u = 0 é um

minimizador local estrito de J+
λ,s, para todo λ > 0.

Demonstração: Pelo Corolário 2.9, basta mostrar que u = 0 é um mínimo local

estrito de I+λ,s na topologia C0
δ (Ω). Seja u ∈ C0

δ (Ω)

J+
λ,s(u) := I+λ,s(u)−

1

p
‖u‖pXs

p

=
λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
a

p

∫

Ω

|u+|pdx−
b

p∗s

∫

Ω

|u+|p
∗
sdx. (2.79)

Usando ‖u‖0,δ = ‖u/δs‖L∞(Ω), sendo δ : Ω → R+ definido por δ(x) = dist(x,Rn\Ω),

obtemos

|u+(x)| ≤ |u(x)| ≤ k1‖u‖0,δ para algum k1 > 0.

como 1 < q < p resulta que (u+)p−q ≤ ‖u‖p−q
0,δ e consequentemente para alguma

constante C1 > 0, ∫

Ω

|u+|pdx ≤ C1‖u‖
p−q
0,δ

∫

Ω

|u+|qdx.

Desta última desigualdade e do fato que a > 0, podemos concluir que

−
a

p

∫

Ω

(u+)pdx ≥ −
aC1

p
‖u‖p−q

0,δ

∫

Ω

|u+|qdx. (2.80)
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Analogamente, obtemos

−
b

p

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx ≥ −

bC2

p∗s
‖u‖

p∗s−q
0,δ

∫

Ω

|u+|qdx, (2.81)

para alguma constante C2 > 0. De (2.79), (2.80) e (2.81), segue-se

J+
λ,s(u) ≥

λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
aC1

p
‖u‖p−q

0,δ

∫

Ω

|u+|qdx−
bC2

p∗s
‖u‖

p∗s−q
0,δ

∫

Ω

|u+|qdx

=

(
λ

q
−
aC1

p
‖u‖p−q

0,δ −
bC2

p∗s
‖u‖

p∗s−q
0,δ

)∫

Ω

|u+|qdx (2.82)

Agora, seja R = min

{(
pλ

q(aC1 + bC2)

) 1
p−q

,

(
p∗sλ

q(aC1 + bC2)

) 1
p∗s−q

}
.

Se ‖u‖0,δ < R, então

‖u‖0,δ <

(
pλ

q(aC1 + bC2)

) 1
p−q

e ‖u‖0,δ <

(
p∗sλ

q(aC1 + bC2)

) 1
p∗s−q

e consequentemente

aC1

p
‖u‖p−q

0,δ <
aC1λ

q(aC1 + bC2)
e

bC2

p∗s
‖u‖

p∗s−q
0,δ <

bC2λ

q(aC1 + bC2)
.

Somando estas útimas desigualdades, temos
aC1

p
‖u‖p−q

0,δ +
bC2

p∗s
‖u‖

p∗s−q
0,δ <

λ

q
, ou seja:

λ

q
−
aC1

p
‖u‖p−q

C1 −
bC2

p∗s
‖u‖

p∗s−q
0,δ > 0, ∀ 0 < ‖u‖0,δ < R. (2.83)

Finalmente (2.82) e (2.83) implicam que

J+
λ,s(u) > 0 = J+

λ,s(0), ∀ 0 < ‖u‖0,δ < R.

Portanto, concluímos que u = 0 é um mínimo local de J+
λ,s na topologia C0

δ (Ω).

Lema 2.12 Sejam, λ1 < a 1 < q < p, e b > 0, então fixando Λ > 0 existe
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t0 = t0(Λ) > 0 tal que

I+λ,s(tϕ1) < 0,

para todo t ≥ t0 e λ < Λ.

Demonstração: Para t > 0, segue que :

I+λ,s(tϕ1) =
‖tϕ1‖

p
Xs

p

p
+
λ

q

∫

Ω

|(tϕ1)
+|qdx−

a

p

∫

Ω

|(tϕ1)
+|pdx−

b

p∗s

∫

Ω

((tϕ1)
+)p

∗
sdx

=
|t|p

p
‖ϕ1‖

p
Xs

p
+

|t|qλ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

a|t|p

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx−

b|t|p
∗
s

p∗s

∫

Ω

|ϕ1|
p∗sdx.

Lembrando que ϕ1 é a autofunção positiva associado ao λ1, obtemos

I+λ,s(tϕ1) =
λ1|t|

p

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

|t|qλ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

a|t|p

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx−

b|t|p
∗
s

p∗s

∫

Ω

|ϕ1|
p∗sdx

=
tp

p
(λ1 − a)

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

tqλ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

btp
∗
s

p∗s

∫

Ω

|ϕ1|
p∗sdx.

Logo, para todo t > 0

I+λ,s(tϕ1) = tp
∗
s

[
(λ1 − a)

p

1

tp∗s−p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

λ

q

1

tp∗s−q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

b

p∗s

∫

Ω

|ϕ1|
p∗sdx

]
.

(2.84)

Agora fixando Λ > 0, segue dos fatos λ1 < a, 1 < q < p < p∗s, e ϕ1 > 0 em Ω

podemos escolher t0 = t0(Λ) > 0 tal que

(λ1 − a)

p

1

t
p∗s−p
0

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

Λ

q

1

t
p∗s−q
0

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

b

p∗s

∫

Ω

|ϕ1|
p∗sdx < 0.

Se t ≥ t0 e λ < Λ, nós temos que

(λ1 − a)

p

1

tp∗s−p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

λ

q

1

tp∗s−q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

b

p∗s

∫

Ω

|ϕ1|
p∗sdx

≤
(λ1 − a)

p

1

t
p∗s−p
0

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

Λ

q

1

t
p∗s−q
0

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

b

p∗s

∫

Ω

|ϕ1|
p∗sdx

< 0.
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Destas desigualdades e por (2.84), segue I+λ,s(tϕ1) < 0, para todo t ≥ t0 e λ < Λ.

2.2.0.3 Solução positiva via o Teorema do Passo da Montanha

Proposição 2.13 Suponha que λ > 0, 1 < q < p, λ1 < a e b > 0. Então existe

λ0 > 0 tal que, se

0 < λ < λ0, (2.85)

então o problema (2.1) possui pelo menos uma solução positiva.

Demonstração: Note que toda solução fraca não negativa para o problema (2.1)

satisfaz a equação:





(−∆)spu = −λ|u+|q−1 + a|u+|p−1 + (u+)p
∗
s−1 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(2.86)

em que a ∈ R, λ ∈ R+, 1 < q < p e u+ = max{u, 0}.

Agora, encontrar uma solução fraca para o problema (2.86) é equivalente a encon-

trar um ponto crítico do funcional

I+λ,s : X
s
p → R

I+λ,s(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
a

p

∫

Ω

(u+)pdx−
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx.

Nosso objetivo é mostrar que I+λ,s satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da

Montanha, como I+λ,s(0) = 0, então começamos por provar as seguintes condições

geométricas:

(a) existem constantes ρ, α > 0 tais que I+λ,p

∣∣∣
∂Bρ

> α e

(b) existe um elemento e ∈ Xs
p\Bρ tal que I+λ,s(e) < 0.

Prova do item (a): Lembrando que pelo Lema 2.11, temos que existe R > 0 tal
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que

I+λ,s(u) >
1

p
‖u‖pXs

p
, ∀ 0 < ‖u‖Xs

p
< R. (2.87)

Tomando α =
1

p
‖u‖pXs

p
, obtemos que existem ρ, α > 0 tais que

I+λ,s(u) > α, ∀ ‖u‖Xs
p
= ρ,

provando assim, o item (a).

Prova do item (b): Fixando Λ > 0, pelo Lema 2.12, temos que existe e = t0ϕ1 ∈

Xs
p com t0 = t0(Λ) > 0 tal que I+λ,s(e) < 0 = I+λ,s(0), para todo Λ > λ > 0.

Usando esta última desigualdade e por (2.87), segue que ‖e‖ ≥ R > ρ. Portanto,

podemos deduzir que ‖e‖ > ρ, isto é, e ∈ Xs
p\Bρ. Assim, existe e ∈ Xs

p\Bρ tal que

I+λ,s(e) < 0. Isto prova o item (b).

Agora, mostraremos que existe λ0 > 0 tal que si 0 < λ < λ0, então que o funcional

I+λ,s satisfaz a condição (PS), no nível C+
λ definido por

C+
λ = inf

g∈Γ+
max

u∈g([0,1])
I+λ,s(u),

sendo Γ+ = {g ∈ C([0, 1], Xs
p) ; g(0) = 0 , g(1) = t0ϕ1} e com t0 obtido no Lema

2.12. De fato, inicialmente note que

0 ≤ inf
g∈Γ+

max
u∈g([0,1])

I+λ,s(u) = C+
λ <∞.

defina g0 : [0, 1] → Xs
p dado por g0(t) = t(t0ϕ1). Segue que g0 ∈ Γ+ e além disso,

para λ > 0

I+λ,s(g0(t)) =
1

p
‖tt0ϕ1‖

p
Xs

p
+
λ

q

∫

Ω

|(tt0ϕ1)
+|qdx−

a

p

∫

Ω

|(tt0ϕ1)
+|pdx−

b

p∗s

∫

Ω

[
(tt0ϕ1)

+
]p∗sdx.
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Como ϕ1 é a autofunção positiva associado ao autovalor λ1, temos

I+λ,s(g0(t)) =
(tt0)

pλ1
p

∫

Ω

ϕp
1dx+

λ(tt0)
q

q

∫

Ω

ϕq
1dx−

a(tt0)
p

p

∫

Ω

ϕp
1dx−

b(tt0)
p∗s

p∗s

∫

Ω

ϕ
p∗s
1 dx

=
(tt0)

p(λ1 − a)

p

∫

Ω

ϕp
1dx+

λ(tt0)
q

q

∫

Ω

ϕq
1dx−

b(tt0)
p∗s

p∗s

∫

Ω

ϕ
p∗s
1 dx.

As condições λ1 < a <, b > 0, t0 > 0 e 0 ≤ t ≤ 1 resultam que

I+λ,s(g0(t)) ≤
λtq0
q
|ϕ1|

q
Lq(Ω), para todo 0 ≤ t ≤ 1.

Como conseqüência da estimativa acima, concluímos

max
u∈g0([0,1])

I+λ,s(u) = max
t∈[0,1]

I+λ,s(g0(t)) ≤
λtq0
q
|ϕ1|

q
Lq(Ω).

Agora, observando que

inf
g∈Γ+

max
u∈g([0,1])

I+λ,s(u) ≤ max
u∈g0([0,1])

I+λ,s(u) = max
t∈[0,1]

I+λ,s(g0(t)),

obtemos

inf
g∈Γ+

max
u∈g([0,1])

I+λ,s(u) ≤
λtq0
q
|ϕ1|

q
q,

isto é,

0 ≤ C+
λ ≤

λtq0
q
|ϕ1|

q
q, para todo λ > 0. (2.88)

Portanto existe λ0 > 0 tal que

C+
λ <

s

N
b

sp−N
sp S

N
sp
s , para todo 0 < λ < λ0 < Λ (Λ obtido no Lema 2.12).

Logo, pelo Lema 2.10 o funcional I+λ,s satisfaz a condição (PS) no nível

C+
λ <

s

N
b

sp−N
sp S

N
sp
s , para todo 0 < λ < λ0.
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Portanto, o Teorema A.49 de Passo da Montanha (ver Apêndice A) garante que

existe u 6= 0 em Xs
p tal que I+λ,s(u) = C+

λ e (I+λ,s)
′(u) = 0, isto é, u é um ponto

crítico de I+λ,s e consequentemente, uma solução positiva para o problema (2.1).

2.3 Solução negativa do funcional Iλ,s

Nesta seção, definiremos a parte negativa do funcional Iλ,s para encontrarmos so-

luções negativas para o problema

I−λ,s : X
s
p → R

I−λ,s(u) =
1

p
‖u‖p +

λ

q

∫

Ω

|u−|qdx−
a

p

∫

Ω

|u−|pdx.

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, o funcional I−λ,s é de classe

C1(Xs
p ,R) e

〈(I−λ,s)
′(u), h〉 = 〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u−|q−1hdx− a

∫

Ω

|u−|p−1hdx, ∀ u, h ∈ Xs
p .

(2.89)

Note que, encontrar um ponto crítico para o funcional I−λ,s equivale a encontrar

uma função u ∈ Xs
p que satisfaz a equação:

〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u−|q−1hdx− a

∫

Ω

|u−|p−1hdx = 0, ∀ h ∈ Xs
p ,

ou seja, obtem-se uma solução fraca para a equação :





(−∆)spu = −λ|u−|q−1 + a|u−|p−1 em Ω,

u = 0 em R \ Ω,
(2.90)

em que a ∈ R, λ ∈ R+, 1 < q < p e u− = max{u, 0}.

Se u for um ponto crítico de I−λ,s, então 〈(I−λ,s)
′(u), h〉 = 0, ∀ h ∈ Xs

p , em particular
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para h = u+, assim usando o Lema A.23 (ver Apêndice A), temos

0 = 〈(I−λ,s)
′(u), u+〉 = 〈A(u), u+〉 ≥

∫

R2N

|u+(x)− u+(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy = ‖u+‖pXs

p

e consequentemente, u+ = 0. Portanto, o ponto crítico u de I−λ,s satisfaz u = u− ≤ 0,

ou seja, é uma função não positiva de Xs
p .

2.3.0.1 Geometria do Teorema do Passo da Montanha do funcional I−λ,s

Agora mostraremos alguns resultados que serão úteis para se obter as condições

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso seja u ∈ Xs
p ,

J−
λ,s(u) := I−λ,s(u)−

1

p
‖u‖pXs

p

=
λ

q

∫

Ω

|u−|qdx−
a

p

∫

Ω

|u−|pdx. (2.91)

Lema 2.14 Sejam 0 < a e 1 < q < p, então a solução trivial u = 0 é um

minimizador local estrito de J−
λ,s, para todo λ > 0.

Demonstração: Pelo Corolário 2.9, basta mostrar que u = 0 é um mínimo local es-

trita de J−
λ,s na topologia C0

δ (Ω). Seja u ∈ C0
δ (Ω)\{0}, usando ‖u‖0,δ = ‖u/δs‖L∞(Ω),

com δ : Ω → R+ definido por δ(x) = dist(x,Rn \ Ω), obtemos

|u−| ≤ |u| ≤ k1‖u‖0,δ para algum k1 > 0.

como 1 < q < p resulta que (u−)p−q ≤ ‖u‖p−q
0,δ e consequentemente

∫

Ω

|u−|pdx ≤ ‖u‖p−q
0,δ

∫

Ω

|u−|qdx.
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Desta última desigualdade e do fato que a > 0, podemos concluir que

−
a

p

∫

Ω

(u−)pdx ≥ −
a

p
‖u‖p−q

0,δ

∫

Ω

|u−|qdx. (2.92)

De (2.91) e (2.92), segue-se

J−
λ,s(u) >

λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
a

p
‖u‖p−q

0,δ

∫

Ω

|u−|qdx

=

(
λ

q
−
a

p
‖u‖p−q

0,δ

)∫

Ω

|u−|qdx. (2.93)

Agora, fixando λ > 0, seja R =
λ

q

p

a
, assim se ‖u‖0,δ < R, então

a

p
‖u‖p−q

0,δ <
λ

q
,

ou seja,
λ

q
−
a

p
‖u‖p−q

0,δ > 0, ∀ 0 < ‖u‖0,δ < R. (2.94)

Finalmente (2.93) e (2.94) implicam que

J−
λ,s(u) > 0 = J−

λ,s(0), ∀ 0 < ‖u‖0,δ < R

e assim, concluímos que u = 0 é um mínimo local de J−
λ,s na topologia C0

δ (Ω).

O seguinte lema será utilizado para provar uma das condições geométricas exi-

gidas pelo Teorema do Passo da Montanha.

Lema 2.15 Sejam a > λ1, 1 < q < p e b > 0, então fixando Λ > 0 existe

t′0 = t′0(Λ) > 0 tal que

I−λ,s(−tϕ1) < 0,

para todo t ≥ t′0 e λ < Λ.
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Demonstração: Para t > 0, segue que :

I−λ,s(−tϕ1) =
‖ − tϕ1‖

p
Xs

p

p
+
λ

q

∫

Ω

|(−tϕ1)
−|qdx−

a

p

∫

Ω

|(−tϕ1)
−|pdx

=
|t|p

p
‖ϕ1‖

p
Xs

p
+

|t|qλ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

a|t|p

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx.

Lembrando que ϕ1 é a autofunção positiva associado ao λ1, obtemos

I−λ,s(−tϕ1) =
λ1|t|

p

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

|t|qλ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

a|t|p

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx

=
tp

p
(λ1 − a)

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

tqλ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx.

Logo, para todo t > 0

I−λ,s(−tϕ1) = tp
[
(λ1 − a)

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

λ

q

1

tp−q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx
]
. (2.95)

Agora fixando Λ > 0, segue dos fatos λ1 < a, 1 < q < p e ϕ1 > 0 em Ω, podemos

escolher t′0 = t′0(Λ) > 0 tal que

(λ1 − a)

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

Λ

q

1

tp−q
0

∫

Ω

|ϕ1|
qdx < 0.

Se t ≥ t′0 e 0 < λ < Λ, nós temos que

(λ1 − a)

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

λ

q

1

tp−q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx ≤

(λ1 − a)

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

Λ

q

1

tp−q
0

∫

Ω

|ϕ1|
qdx < 0

Logo, por (2.95), segue que I−λ,s(−tϕ1) < 0, para todo t ≥ t′0, e λ < Λ.

2.3.0.2 Solução negativa via o Teorema do Passo da Montanha

Proposição 2.16 Suponha que λ > 0, 1 < q < p, λ1 < a e b > 0. Então o

problema (2.1) possui pelo menos uma solução negativa para 0 < λ < Λ, sendo Λ

a constante fixada no Lema 2.15.
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Demonstração: Note que toda solução fraca não positiva para o problema (2.1)

satisfaz a equação:





(−∆)spu = −λ|u−|q−1 + a|u−|p−1 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(2.96)

em que a ∈ R, λ ∈ R∗
+, 1 < q < p e u− = min{u, 0}.

Agora, encontrar uma solução fraca para o problema (2.96) é equivalente a encon-

trar um ponto crítico do funcional

I−λ,s : X
s
p → R

I−λ,s(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u−|qdx−
a

p

∫

Ω

(u−)pdx.

Nosso objetivo é mostrar que I−λ,s satisfaça as hipóteses do Teorema do Passo da

Montanha, como I−λ,s(0) = 0, então começamos por provar as seguintes condições

geométricas:

(a) existem constantes ρ, α > 0 tais que I−λ,p

∣∣∣
∂Bρ

> α e

(b) existe um elemento e ∈ Xs
p\Bρ tal que I−λ,s(e) < 0.

Prova do item (a): Lembrando que pelo Lema 2.14 temos que existe R > 0 tal

que

I−λ,s(u) >
1

p
‖u‖pXs

p
, ∀ 0 < ‖u‖Xs

p
< R. (2.97)

Tomando α =
1

p
‖u‖pXs

p
, existem constantes ρ, α > 0 tais que

I−λ,s(u) > α, ∀ ‖u‖Xs
p
= ρ,

provando assim, o item (a).

Prova do item (b): Fixando λ > 0, pelo Lema 2.15, temos que existe e = t′0ϕ1 ∈

Xs
p com t′0 = t′0(Λ) > 0 tal que I−λ,s(e) < 0 = I−λ,s(0), para todo Λ > λ > 0.
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Usando esta última desigualdade e por (2.97) segue-se ‖e‖ ≥ R > ρ. Portanto,

podemos deduzir que ‖e‖ > ρ, isto é, e ∈ Xs
p\Bρ. Assim, existe e ∈ Xs

p\Bρ tal que

I+λ,s(e) < 0. Isto prova o item (b).

Observação 2.17 Note que neste caso, o funcional I−λ,s satisfaz a condição Palais

Smale (ou condição (PS)) em todos os níveis para todo λ > 0, devido ao fato

de que a não-linearidade da equação diferencial (2.96) não possui potência crítica

fracionária.

Portanto, o Teorema A.49 de Passo da Montanha (ver Apêndice A) garante que

existe u 6= 0 em Xs
p tal que I−λ,s(u) = C−

λ e (I−λ,s)
′(u) = 0, isto é, u é um ponto

crítico de I−λ,s e consequentemente, uma solução negativa para o problema (2.1).

Neste caso, de forma análoga ao que fizemos em (2.88), também obtemos a seguinte

desigualdade que será útil para controlar os níveis minimax.

0 ≤ C−
λ ≤

λ(t′0)
q

q
|ϕ1|

q
q, para todo λ > 0. (2.98)

2.4 Solução via o Teorema de Linking

A ferramenta variacional dessa seção que utilizaremos é o Teorema de Linking (ver

Apêndice A, Teorema A.51). Seja λ∗ uma constante definida em (1.74)

Nosso principal resultado é

Proposição 2.18 Suponha que λ1 < a < λ∗, 1 < q < p, λ > 0 e b > 0.

(i) Se N > sp2 e 1 < p ≤
2N

N + s
, então para λ suficientemente pequeno, o

problema (2.1) possui pelo menos uma solução não trivial.

(ii) Se N > sp((p− 1)2 + p) e p >
2N

N + s
, então para λ suficientemente pequeno,

o problema (2.1) possui pelo menos uma solução não trivial.
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2.4.1 Minimizadores para a desigualdade de Sobolev

Os seguintes resultados podem ser encontrados em [67]. Seja

Ss = inf





‖u‖pXs
p(∫

Ω

|u|p
∗
sdx
) p

p∗s

; u ∈ Xs
p , u 6= 0




. (2.99)

Ss é a melhor constante de Sobolev da imersão Xs
p →֒ Lp∗s(Ω), que é positivo pela

desigualdade fracionária de Sobolev. Devido a falta de uma fórmula explícita para

um minimizador para Ss nós trabalhamos com certas estimativas assintóticas para

minimizadores recentemente obtidos em [17]. Nós temos a seguinte proposição que

pode ser encontrada em [17], em relação ao problema de minimização (2.99).

Proposição 2.19 Sejam 1 < p <∞, s ∈ (0, 1), N > sp e Ss como (2.99). Então

(i) Existe um minimizador para Ss;

(ii) Para cada minimizador U , existe x0 ∈ R e uma função monótona de sinal

constante u : R → R tal que U(x) = u(|x− x0|);

(iii) Para cada minimizador U , existe λU tal que

∫

R2N

(U(x)− U(y))p−1(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy = λU

∫

R2N

Up∗s−1vdx ∀ v ∈ Xs
p .

A seguir, vamos fixar um minimizador decrescente não negativo radialmente simé-

trico U = U(r) para Ss. Multiplicando U por uma constante positiva, se necessário,

podemos supor que

(−∆)spU = Up∗s−1. (2.100)

Testando esta equação com U e usando (2.99) mostra que

‖U‖pXs
p
= ‖U‖

p∗s
Lp∗s (RN )

= SN/sp
s . (2.101)
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Para qualquer ε > 0, as funções

Uε(x) =
1

ε(N−sp)/p
U

(
|x|

ε

)
(2.102)

formam uma família de minimizadores para Ss satisfazendo (2.100) e (2.101), então

após de uma mudança de variável podemos supor que U(0) = 1. Daqui em diante,

U indicará um minimizador normalizado (em relação a múltiplas constantes e a

mudança de variável). Na ausência de uma fórmula explícita para U , usaremos as

seguintes estimativas assintóticas demonstrada em [67] e [17].

Lema 2.20 Existem c1, c2 > 0 e θ > 1 tal que para cada r ≥ 1,

c1
r(N−sp)/(p−1)

≤ U(r) ≤
c2

r(N−sp)/(p−1)

e
U(θr)

U(r)
≤

1

2
.

2.4.2 Geometria do Teorema de Linking

Nesta seção, nós começamos fazendo uma escolha de uma decomposição do espaço

Xs
p que será utilizada no problema . Assim, pela Proposição 1.35 podemos obter a

seguinte decomposição

Xs
p = span{ϕ1} ⊕W, (2.103)

em que span{ϕ1} é o espaço gerado pela autofunção do operador fracionário (−∆)sp

correspondente ao autovalor λ1 e

W = {u ∈ Xs
p : 〈A(ϕ1), u〉 = 0},

com

〈A(ϕ1), v〉 =

∫

R2N

|ϕ1(x)− ϕ1(y)|
p−2(ϕ1(x)− ϕ1(y))(u(x)− u(y))

|x− y|N+sp
dxdy.
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Denote por P s
− e P s

+ as projeções do espaço Xs
p em span{ϕ1} e W , respectivamente.

Nesta seção, suponha que 0 < s < 1, N > sp, λ > 0, λ1 < a < λ∗ e b > 0.

A proposição a seguir nos dá uma das condições da geometria do Teorema de

Linking.

Proposição 2.21 Seja a < λ∗. Então, existem α, ρ > 0 tais que Iλ,s(u) ≥ α

sempre que u ∈ W e ‖u‖ = ρ.

Demonstração: Seja u ∈ W , lembrando que λ > 0 e q > 0, tem-se

Iλ,s(u) ≥
1

p
‖u‖pXs

p
−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
b

p∗s

∫

Ω

|u+|p
∗
sdx. (2.104)

Agora, pela caracterização de λ∗ = inf
u∈W

‖u‖pXs
p∫

Ω

|u|pdx
, obtemos

λ∗ ≤
‖u‖pXs

p

‖u‖pLp(Ω)

.

Logo, usando a desigualdade anterior e o fato que a > 0, segue que

−
a

p

∫

Ω

updx ≥ −
a

pλ∗
‖u‖pXs

p
. (2.105)

Agora, como |u| ≥ u+, então |u|p
∗
s ≥ (u+)p

∗
s , e consequentemente,

−
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx ≥ −

b

p∗s

∫

Ω

|u|p
∗
sdx. (2.106)

Por outro lado, como Xs
p →֒ Lr, para todo r ∈ [p, p∗s], existe C > 0 tal que

‖u‖Lp∗s (Ω) ≤ C‖u‖Xs
p
. Logo,

−
b

p∗s

∫

Ω

|u|p
∗
sdx ≥ −

bCp∗s

p∗s
‖u‖

p∗s
Xs

p
. (2.107)
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Assim, por (2.106) e (2.107), obtemos

−
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx ≥ −

bCp∗s

p∗s
‖u‖

p∗s
Xs

p
. (2.108)

Substituindo (2.105), (2.108) em (2.104), obtemos

Iλ,s(u) ≥
1

p
‖u‖pXs

p
−

a

pλ∗
‖u‖pXs

p
−
bCp∗s

p∗s
‖u‖

p∗s
Xs

p

=
1

p

(
1−

a

λ∗

)
‖u‖pXs

p
−
bCp∗s

p∗s
‖u‖

p∗s
Xs

p
.

Agora, como a < λ∗ e definindo A =
1

p

(
1−

a

λ∗

)
> 0 e B =

bCp∗s

p∗s
> 0, segue que

Iλ,s(u) ≥ ‖u‖pXs
p
(A− B‖u‖

p∗s−p
Xs

p
).

Assim, se ‖u‖Xs
p
= ρ for suficientemente pequeno

(
0 < ρ <

(
A

B

) 1
p∗s−p

)
, temos que

Iλ,s(u) ≥ ρp(A− Bρp
∗
s−p) = α > 0.

Portanto, existem 0 < ρ <

(
A

B

) 1
p∗s−p

e α = ρp(A − Bρp
∗
s−p) tais que Iλ,s(u) ≥ α

sempre que u ∈ W e ‖u‖Xs
p
= ρ.

Para aplicar o Teorema de Linking ( ver Apêndice A, Teorema A.51 ) em relação

à decomposição (2.103) é necessário construir um vetor e ∈ W com as propriedades

declaradas no teorema. Para conseguir isso, contamos com a família de funções

{Uε}ε>0 introduzidas em (2.102). Sem perda de generalidade, supomos que 0 ∈ Ω.

Como em [29], para cada ε, δ > 0, seja

mε,δ =
Uε(δ)

Uε(δ)− Uε(θδ)
,
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e defina

gε,δ(t) :=





0, se 0 ≤ t ≤ Uε(θδ),

mp
ε,δ(t− Uε(θδ)), se Uε(θδ) ≤ t ≤ Uε(δ),

t− Uε(δ)(m
p−1
ε,δ − 1), se t ≥ Uε(δ),

Assim como

Gε,δ(t) :=

∫ t

0

(g′ε,δ(τ))
1
pdτ

=





0, se 0 ≤ t ≤ Uε(θδ),

mε,δ(t− Uε(θδ)), se Uε(θδ) ≤ t ≤ Uε(δ),

t, se t ≥ Uε(δ).

(2.109)

As funções gε,δ e Gε,δ são não decrescentes e absolutamente contínuas. Considere

a função não-crescente radialmente simétrica,

uε,δ(r) = Gε,δ(Uε(r))

que satisfaz

uε,δ(r) =





Uε(r), se r ≤ δ,

0, se r ≥ θδ.
(2.110)

Por [7, p.17], Uε é não crescente radialmente simétrico, para qualquer δ ≤ r ≤ θδ

obtemos

0 ≤ mε,δ

(
Uε(r)− Uε(θδ)

)
= Uε(δ)

[
Uε(r)− Uε(θδ)

Uε(δ)− Uε(θδ)

]
≤ Uε(δ).

Logo, de (2.109) e (2.110) segue que

uε,δ(r) ≤





Uε(r), se r < θδ,

0, se r ≥ θδ.
(2.111)
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Tomamos

eε,δ = P s
+uε,δ ∈ W, (2.112)

que é uma função contínua porque eε,δ = uε,δ − P s
−uε,δ, P

s
−uε,δ ∈ span{ϕ1} e como

mostrado em [17] nós sabemos que U ∈ L∞(RN) ∩ C0(RN).

2.4.2.1 Estimativas

No que segue mostraremos algumas estimativas que serão úteis em nosso trabalho.

Para 0 < ε ≤ 2δ < θ−1δΩ, em que θ é dado no Lema 2.20 e δΩ := dist(0, ∂Ω). Pelo

Lema A.27 do Apêndice A obtemos o seguinte resultado para β = 1

‖uε,δ‖L1(Ω) ≤





C1ε
N
p | log( ε

δ
)|, se p = 2N

N+s

C1ε
N−N−sp

p , se 1 < p < 2N
N+s

,

C1δ
N−N−sp

p−1 ε
N−sp
p(p−1) , se p > 2N

N+s
.

(2.113)

Além disso, como (p∗s − 1)
p

p− 1
> p∗s, segue do Lema A.27 do Apêndice A (para

β = p∗s − 1), que

‖uε,δ‖
p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
≤ Cp∗s−1ε

N−sp
p , (2.114)

em que C1 > 0 e Cp∗s−1 > 0 são constantes. Usando argumentos como em [26],

podemos encontrar as seguintes estimativas.

Estimativas para ‖P s
−uε,δ‖L∞(Ω) :

Escrevemos P s
−uε,δ = αϕ1 (pois P s

−uε,δ ∈ span{ϕ1}). Logo, como P s
+uε,δ ∈ W ,

temos

α = 〈A(ϕ1), P
s
−uε,δ〉 = 〈A(ϕ1), uε,δ − P s

+uε,δ〉 = 〈A(ϕ1), uε,δ〉,

e consequentemente

P s
−uε,δ = 〈A(ϕ1), uε,δ〉ϕ1.
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Então, pela definição do operador A

|P s
−uε,δ| ≤ ‖ϕ1‖L∞(Ω)|〈A(ϕ1), uε,δ〉| ≤ ‖ϕ1‖L∞(Ω)

∫

Ω

|ϕ1|
p−1|uε,δ|dx

≤ ‖ϕ1‖
p
L∞(Ω)‖uε,δ‖L1(Ω).

Usando (2.113)

‖P s
−uε,δ‖L∞(Ω) ≤





‖ϕ1‖
p
L∞(Ω)C1ε

N
p | log( ε

δ
)|, se p = 2N

N+s

‖ϕ1‖
p
L∞(Ω)C1ε

N−N−sp
p , se 1 < p < 2N

N+s
,

‖ϕ1‖
p
L∞(Ω)C1δ

N−N−sp
p−1 ε

N−sp
p(p−1) , se p > 2N

N+s
.

(2.115)

Estimativas para ‖eε,δ‖L1(Ω) :

‖eε,δ‖L1(Ω) = ‖P s
+uε,δ‖L1(Ω) ≤ ‖uε,δ − P s

−uε,δ‖L1(Ω) ≤ ‖uε,δ‖L1(Ω) + ‖P s
−uε,δ‖L1(Ω).

Usando que as normas ‖ · ‖L1(Ω), ‖ · ‖L∞(Ω) são equivalentes no espaço de dimensão

finita span{ϕ1}, (note que P s
−uε,δ ∈ span{ϕ1}), segue de (2.113) e (2.115) que

‖eε,δ‖L1(Ω) ≤





C0ε
N
p | log( ε

δ
)|, se p = 2N

N+s

C0ε
N−N−sp

p , se 1 < p < 2N
N+s

,

C0δ
N−N−sp

p−1 ε
N−sp
p(p−1) , se p > 2N

N+s
,

(2.116)

em que C0 > 0 é constante.

Estimativas para ‖eε,δ‖
p
Lp(Ω) :

‖eε,δ‖
p
Lp(Ω) = ‖P s

+uε,δ‖
p
Lp(Ω)

≤ ‖uε,δ − P s
−uε,δ‖

p
Lp(Ω)

≤ (‖uε,δ‖Lp(Ω) + ‖P s
−uε,δ‖Lp(Ω))

p

≤ 2p(‖uε,δ‖
p
Lp(Ω) + ‖P s

−uε,δ‖
p
Lp(Ω)).
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Agora supondo que N > sp2 e usando que as normas ‖ · ‖L∞(Ω), ‖ · ‖Lp(Ω) são

equivalentes no espaço de dimensão finita span{ϕ1}, (note que P s
−uε,δ ∈ span{ϕ1},

), segue de [7, Lema 2.4], (2.115), N > sp , lim
ε→0

∣∣∣ log(ε
δ
)
∣∣∣ = +∞ e

N − sp

p− 1
> sp, que

‖eε,δ‖
p
Lp(Ω) ≤





K1ε
sp| log( ε

δ
)|p, se p = 2N

N+s
e N > sp2

K1ε
sp, se 1 < p < 2N

N+s
e N > sp2

K1ε
sp, se p > 2N

N+s
e N > sp2,

(2.117)

em que K1 > 0 é constante.

Estimativas para ‖eε,δ‖
p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
:

Analogamente como no caso anterior,

‖eε,δ‖
p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
≤ 2p

∗
s−1(‖uε,δ‖

p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
+ ‖P s

−uε,δ‖
p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
).

Usando que as normas ‖·‖L∞(Ω), ‖·‖Lp∗s−1(Ω) são equivalentes no espaço de dimensão

finita span{ϕ1}, (note que P s
−uε,δ ∈ span{ϕ1}, ), segue de (2.114), (2.115),

(p∗s − 1)
N

p
> N −

N

p
=
N − sp

p
,
(

pois p =
2N

N + s

)
, lim
ε→0

∣∣∣ log(ε
δ
)
∣∣∣ = +∞ e (p∗s −

1)

(
N − sp

p(p− 1)

)
>
N − sp

p
, que

‖eε,δ‖
p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
≤





K2ε
N−sp

p | log( ε
δ
)|p

∗
s−1, se p = 2N

N+s
,

K2ε
N−sp

p , se 1 < p < 2N
N+s

,

K2ε
N−sp

p , se p > 2N
N+s

,

(2.118)

em que K2 > 0 é constante.

Estimativas para

∣∣∣∣
∫

Ω

(
|eε,δ|

p∗s − |uε,δ|
p∗s
)
dx

∣∣∣∣ :
Seguindo as mesmas ideias de [26, p.286], obtemos

∣∣∣∣
∫

Ω

(
|eε,δ|

p∗s − |uε,δ|
p∗s
)
dx

∣∣∣∣ ≤ C‖uε,δ‖
p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
‖P s

−uε,δ‖L∞(Ω) + C‖P s
−uε,δ‖

p∗s
Lp(Ω).

Usando que as normas ‖·‖L∞(Ω), ‖·‖Lp∗s−1(Ω) são equivalentes no espaço de dimensão
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finita span{ϕ1}, (note que P s
−uε,δ ∈ span{ϕ1}, ), segue de (2.114), (2.115),

N − sp

p
+

N

p
=

2N − sp

p
= N

(
pois p =

2N

N + s

)
, lim

ε→0

∣∣∣ log(ε
δ
)
∣∣∣ = +∞,

p∗s

(
N − sp

p(p− 1)

)
>
N − sp

p− 1
=
N − sp

p
+

N − sp

p(p− 1)
, e

N − sp

p
p∗s = N que

∣∣∣∣
∫

Ω

|eε,δ|
p∗sdx−

∫

Ω

|uε,δ|
p∗sdx

∣∣∣∣ ≤





K3ε
N | log( ε

δ
)|p

∗
s , se p = 2N

N+s
,

K3ε
N +K3ε

N(p∗s−1), se 1 < p < 2N
N+s

,

K3ε
N−sp
p−1 , se p > 2N

N+s
,

(2.119)

em que K3 > 0 é constante.

Um fato essencial que será empregado é que para K > 0 (fixo) existem ε(K) > 0

e σ > 0 tais que

Bσ(0) ⊂ {x ∈ Ω : eε,δ(x) > K} := Ωε,K sempre que 0 < ε ≤ ε(K). (2.120)

De fato, pela definição de uε,δ e Lema 2.20, temos

eε,δ(0) = uε,δ(0)− P s
−uε,δ(0)

= Uε(0)− P s
−uε,δ(0)

=
1

ε(N−sp)/p
− P s

−uε,δ(0)

≥
1

ε(N−sp)/p
− ‖P s

−uε,δ‖L∞(Ω)

De (2.115), obtemos

eε,δ(0) ≥
1

ε(N−sp)/p
− ‖P s

−uε,δ‖L∞(Ω) → +∞, (2.121)

quando ε→ 0, porque N > sp, o qual estabelece a afirmação (2.120) pois para K >

0, existe ε(K) > 0 tal que eε,δ(0) > K, para todo 0 < ε ≤ ε(K), e consequentemente

pela continuidade de eε,δ existe σ > 0 tal que Bσ(0) ⊂ {x ∈ Ω : eε,δ(x) > K} .
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Portanto, por [33, Lema 2.4] e usando (2.119) temos a seguinte estimativa

∣∣∣∣∣

∫

Ωε,K

|eε,δ|
p∗sdx−

∫

Ω

|uε,δ|
p∗sdx

∣∣∣∣∣ ≤





K4ε
N | log( ε

δ
)|p

∗
s , se p = 2N

N+s
,

K4ε
N +K4ε

N(p∗s−1), se 1 < p < 2N
N+s

,

K4ε
N−sp
p−1 , se p > 2N

N+s
,

(2.122)

em que K4 > 0 é constante. Em particular (2.120) verifica para um ε0 > 0 tal que

eε,δ 6= 0 para todo 0 < ε ≤ ε0. (2.123)

Devido a (2.123), podemos escolher e = eε,δ no Teorema de Linking (ver Apêndice

A, Teorema A.51). Sejam ε ∈ (0, ε0], R1, R2 > 0 e a função eε,δ definida em (2.112),

assim introduzimos o seguinte conjunto

Qε,R1,R2 := {u ∈ Xs
p : u = u1 + reε,δ, u1 ∈ (span{ϕ1}) ∩ BR1(0), 0 ≤ r ≤ R2}.

(2.124)

Por (2.123), a construção em (2.124) é significativa. Denote por ∂Qε,R1,R2 a fron-

teira (relativa) de Qε,R1,R2 no espaço de dimensão finita span{ϕ1} ⊕ Reε,δ. O re-

sultado abaixo é fundamental para a existência de uma terceira solução não trivial

para o problema (2.1). No que segue, o símbolo O(εω) para algum ω ≥ 0 designa

uma função satisfazendo |O(εω)| ≤ Cεω para algum C > 0 independente de ε > 0.

Tal símbolo nem sempre é positivo.

Proposição 2.22 Existem R1 > 0 e R2 > 0 suficientemente grandes tais que

Iλ,s(u) ≤
λ

q

∫

Ω

|u|qdx, ∀ u ∈ ∂Qε,R1,R2 , (2.125)

para todo ε > 0 suficientemente pequeno e para todo λ > 0.

Demonstração: Nós dividimos a fronteira ∂Qε,R1,R2 em três partes:

∂Qε,R1,R2 = Γ1 ∪ Γ2 ∪ Γ3, (2.126)
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com

Γ1 = BR1 ∩ span{ϕ1}, (2.127)

Γ2 = {u ∈ Xs
p : u = u1 + reε,δ, u1 ∈ span{ϕ1}, ‖u1‖Xs

p
= R1, 0 ≤ r ≤ R2},

(2.128)

Γ3 = {u ∈ Xs
p : u = u1 +R2eε,δ, u1 ∈ span{ϕ1}, ‖u1‖Xs

p
≤ R1}. (2.129)

Na demonstração usamos a seguinte desigualdade encontrada em [67, p.17]: dado

k > 1, p > 1 e p− 1 < τ < p existe uma constante C(k, τ) > 0 tal que

|a+ b|p ≤ k|a|p + |b|p + C|a|p−τ |b|τ , ∀ a, b ∈ R. (2.130)

Aplicando a desigualdade de Young com expoentes
p

τ
> 1 e

p

p− τ
> 1 em (2.130),

obtemos que existem constantes C1, C2 > 0 tais que

|a+ b|p ≤ C1|a|
p + C2|b|

p, ∀ a, b ∈ R. (2.131)

De fato,

C|a|p−τ |b|q ≤
(p− τ)C

p
|a|p +

τC

p
|b|p.

De (2.130) segue a afirmação (2.131).

Agora, para a = ‖reε,δ‖Lp(Ω), b = ‖u1 + reε,δ‖Lp(Ω) em (2.130), temos

‖u1‖
p
Lp(Ω) = ‖ − reε,δ + (u1 + reε,δ)‖

p
Lp(Ω)

≤
(
‖reε,δ‖Lp(Ω) + ‖u1 + reε,δ‖Lp(Ω)

)p

≤ k‖reε,δ‖
p
Lp(Ω) + ‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω) + C‖reε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)‖u1 + reε,δ‖

τ
Lp(Ω).

Logo pela desigualdade triangular,

‖u1‖
p
Lp(Ω) ≤k‖reε,δ‖

p
Lp(Ω) + ‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω)

+ C‖reε,δ‖
p−τ
Lp(Ω)

(
‖u1‖Lp(Ω) + ‖reε,δ‖Lp(Ω)

)τ
. (2.132)
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(Primeiro caso). 0 < τ ≤ 1 : Do Lema A.12 segue-se

‖u1‖
p
Lp(Ω) ≤k‖reε,δ‖

p
Lp(Ω) + ‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω)

+ C‖reε,δ‖
p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Lp(Ω) + C‖reε,δ‖

p
Lp(Ω)

=(k + C)‖reε,δ‖
p
Lp(Ω) + ‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω) + C‖reε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Lp(Ω).

(2.133)

(Segundo caso). τ > 1 : Pelas estimativa (2.131) e (2.132)

‖u1‖
p
Lp(Ω) ≤k‖reε,δ‖

p
Lp(Ω) + ‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω)

+ C‖reε,δ‖
p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Lp(Ω)

=(k + C)‖reε,δ‖
p
Lp(Ω) + ‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω) + C‖reε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Lp(Ω).

(2.134)

Concluindo por (2.133) e (2.134) que para todo p−1 < τ < p é verificado a seguinte

estimativa

‖u1‖
p
Lp(Ω) ≤ (k + C)‖reε,δ‖

p
Lp(Ω) + ‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω) + C‖reε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Lp(Ω).

Usando que as normas ‖ · ‖Lp(Ω), ‖ · ‖Xs
p

são equivalentes no espaço de dimensão

finita span{ϕ1}, (note que u1 ∈ span{ϕ1} ), obtemos

−‖u1 + reε,δ‖
p
Lp(Ω) ≤ −‖u1‖

p
Lp(Ω) + (k + C)rp‖eε,δ‖

p
Lp(Ω) + Crp−τ‖eε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Xs

p
.

(2.135)

Por outro lado, usando (2.130) com b = ‖u1‖Xs
p

e a = ‖reε,δ‖,

‖u1 + reε,δ‖
p
Xs

p
≤
(
‖u1‖Xs

p
+ ‖reε,δ‖Xs

p

)p

≤ k′rp‖eε,δ‖
p
Xs

p
+ ‖u1‖

p
Xs

p
+ C ′rp−τ‖eε,δ‖

p−τ
Xs

p
‖u1‖

τ
Xs

p
.
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Usando que as normas ‖ · ‖Lp(Ω), ‖ · ‖Xs
p

são equivalentes no espaço de dimensão

finita span{ϕ1, eε,δ}, temos

‖u1 + reε,δ‖
p
Xs

p
≤ ‖u1‖

p
Xs

p
+ k′rp‖eε,δ‖

p
Lp(Ω) + C ′rp−τ‖eε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Xs

p
. (2.136)

Portanto de (2.135) e (2.136), segue que existe uma constante C∗ > 0 tal que

1

p
‖u1 + reε,δ‖

p
Xs

p
−
a

p
‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω) ≤

1

p
‖u1‖

p
Xs

p
−
a

p
‖u1‖

p
Lp(Ω) + C∗r

p‖eε,δ‖
p
Lp(Ω)

+ C∗r
p−τ‖eε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Xs

p
. (2.137)

Discutimos separadamente o comportamento do funcional Iλ,s em cada parte

da fronteira de Qδ,R1,R2 em (2.126).

(i) u ∈ Γ1 : Por (2.127), temos que u ∈ span{ϕ1}. Escrevendo u = αϕ1, como ϕ1

satisfaz ‖ϕ1‖
p
Xs

p
= λ1

∫

Ω

|ϕ1|
p, temos

Iλ,s(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx

≤
1

p
‖u‖pXs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u|pdx

=
|t|p

p
‖ϕ1‖

p
Xs

p
+
λ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx−

a|t|p

p

∫

Ω

|ϕ1|
pdx

=
|t|p

p
(λ1 − a)

∫

Ω

|ϕ1|
pdx+

λ

q

∫

Ω

|ϕ1|
qdx.

Agora usando o fato que λ1 < a, concluímos

Iλ,s(u) ≤
λ

q

∫

Ω

|u|qdx, ∀ u ∈ Γ1.

(ii) u ∈ Γ2 : Por (2.128) escrevemos u = u1 + reε,δ com u1 ∈ span{ϕ1} e ‖u1‖Xs
p
=

R1. Como o operador projação P s
+ é linear e limitado (ver [19, p.38]) no espaço Xs

p ,
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segue-se que existe C1 > 0 tal que

‖eε,δ‖Xs
p
= ‖P s

+uε,δ‖Xs
p
≤ C1‖uε,δ‖Xs

p
.

Logo, pelo Lema A.28 do Apêndice A, existe C > 0 tal que para qualquer 0 < ε ≤

min
{
δ/2, ε0

}
= ε̂0.

‖eε,δ‖
p
Xs

p
≤ Cp

1‖uε,δ‖
p
Xs

p
≤ Cp

1S
N/sp
s + Cp

1C
(ε
δ

)(N−sp)/(p−1)

. (2.138)

Assim, η := sup
0<ε≤ε̂0

‖eε,δ‖Xs
p

é finito. A fim de cumprir com a condição R2‖eǫ,δ‖ > ρ

no Teorema de Linking (ver Apêndice A, Teorema A.51) para ε suficientemente

pequeno (≤ ε̂0) que serão fixados mais adiante, e δ <
θ−1δΩ
2

(ver seção 2.4.2.1)

para ρ > 0 dada na Proposição 2.21. Consequentemente

R2η ≥ R2‖eε,δ‖Xs
p
> ρ.

Logo
ρ

η
é uma cota inferior do admissível R2. Seja r0 = max{ρ/η, 1}. Em nossa

análise, distinguimos dois casos.

Primeiro caso: 0 ≤ r ≤ r0.

Pela desigualdade (2.137), usando que as normas ‖·‖Lp(Ω), ‖·‖Xs
p

são equialentes
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no espaço de dimensão finita span{ϕ1, eε,δ}, e u1 ∈ span{ϕ1}.

Iλ,s(u) =
1

p
‖u1 + reε,δ‖

p
Xs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u1 + reε,δ|
pdx−

b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx

≤
1

p
‖u1‖

p
Xs

p
−
a

p
‖u1‖

p
Lp(Ω) + C∗r

p‖eε,δ‖
p
Lp(Ω) + C∗r

p−τ‖eε,δ‖
p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Xs

p

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx

≤
1

p

(
1−

a

λ1

)
‖u1‖

p
Xs

p
+ C∗r

p‖eε,δ‖
p
Xs

p
+ C∗r

p−τ‖eε,δ‖
p−τ
Xs

p
‖u1‖

τ
Xs

p

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx

≤
1

p

(
1−

a

λ1

)
Rp

1 + C∗r
p
0η

p + C∗r
p−τ
0 ηp−τRτ

1 +
λ

q

∫

Ω

|u|qdx.

Tomando R1 > 0 suficientemente grande, chegamos à conclusão que Iλ(u) ≤
λ

q

∫
Ω
|u|qdx, pois λ1 < a e τ < p.

Segundo caso: r > r0.

Sem perda de generalidade, podemos supor que R1 ≥ 1. Denote

K(R1) :=
1

r0
sup

{
‖u1‖L∞(Ω) : u1 ∈ span{ϕ1}, ‖u1‖Xs

p
= R1

}
∈ [c0R1, c1R1],

(2.139)

com constantes c0 > 0 e c1 > 0, pois, o espaço span{ϕ1} de dimensão finita.

Nós introduzimos o conjunto aberto

Ωε,δ = {x ∈ Ω : eε,δ(x) > K(R1)} . (2.140)

De (2.121) notamos que

eε,δ(0) ≥ ε−
N−sp

p − ‖P s
−uε,δ‖L∞(Ω) → +∞,

quando ε→ 0, O qual garante que 0 ∈ Ωε,δ sempre que ε ∈ (0, ε̂0], com ε0 > 0.
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Note que, se x ∈ Ωε,δ, r > r0 e por u1 ∈ span{ϕ1} com ‖u1‖Xs
p
= R1, obtemos

eε,δ(x) > K(R1) ≥
1

r0
‖u1‖L∞(Ω) ≥

1

r
|u1(x)| ≥ −

u1(x)

r
, q.t.p em Ω.

Logo,

eε,δ(x) +
u1(x)

r
> 0 (2.141)

para todo x ∈ Ωε,δ, r > r0 e u1 ∈ span{ϕ1} com ‖u1‖Xs
p
= R1.

Escolhendo R2 = 2R1. Pela desigualdade (2.137), usando que as normas ‖ ·

‖Lp(Ω), ‖ · ‖Xs
p

são equialentes no espaço de dimensão finita span{ϕ1, eε,δ} , u1 ∈

span{ϕ1} e (2.138) com uma constante C0 > 0, obtemos

Iλ,s(u) =
1

p
‖u1 + reε,δ‖

p
Xs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u1 + reε,δ|
pdx−

b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx

≤
1

p
‖u1‖

p
Xs

p
−
a

p
‖u1‖

p
Lp(Ω) + C∗r

p‖eε,δ‖
p
Lp(Ω) + C∗r

p−τ‖eε,δ‖
p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Xs

p

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
b

p∗s
rp

∗
s

∫

Ωε,δ

(u1
r

+ eε,δ

)p∗s

≤
1

p

(
1−

a

λ1

)
‖u1‖

p
Xs

p
+ C∗r

p‖eε,δ‖
p
Xs

p
+ C∗R

p−τ
2 ‖eε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)R

τ
1

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
b

p∗s
rp

∗
s

∫

Ωε,δ

(u1
r

+ eε,δ

)p∗s

≤
1

p

(
1−

a

λ1

)
Rp

1 + C∗r
p
(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
+ 2p−τC∗R

p
1‖eε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)

−
b

p∗s
rp

∗
s

∫

Ωε,δ

(u1
r

+ eε,δ

)p∗s
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx.
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Agora pelo Lema A.25 (ver Apêndice A) para u =
u1
r

, v = eε,δ e ω = Ωε,δ, temos

Iλ,s(u) ≤
1

p

(
1−

a

λ1

)
Rp

1 + C∗r
p
(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
+ 2p−τC∗R

p
1‖eε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)

−
b

p∗s
rp

∗
s

[∫

Ωε,δ

∣∣∣u1
r

∣∣∣
p∗s
+

∫

Ωε,δ

|eε,δ|
p∗s

− C

(∫

Ωε,δ

∣∣∣u1
r

∣∣∣
p∗s−1

|eε,δ|dx+
∫

Ωε,δ

∣∣∣u1
r

∣∣∣ |eε,δ|p
∗
s−1dx

)]

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx.

com uma constante C > 0. Lembrando que r > r0 e por (2.140) segue que

Iλ,s(u) ≤
1

p

(
1−

a

λ1

)
Rp

1 + C∗r
p
(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
+ 2p−τC∗R

p
1‖eε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)

−
b

p∗s
rp

∗
s

[
‖eε,δ‖

p∗s
Lp∗s (Ωε,δ)

− C2

(
‖eε,δ‖L1(Ωε,δ)R

p∗s−1
1 + ‖eε,δ‖

p∗s−1

Lp∗s−1(Ωε,δ)
R1

)]

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx

≤
1

p

(
1−

a

λ1

)
Rp

1 + C∗r
p
(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
+ 2p−τC∗R

p
1‖eε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)

−
b

p∗s
rp

∗
s

[
‖eε,δ‖

p∗s
Lp∗s (Ωε,δ)

− C2

(
‖eε,δ‖L1(Ω)R

p∗s−1
1 + ‖eε,δ‖

p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
R1

)]

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx

com uma constante C2 > 0.

Estudaremos o caso p >
2N

N + s
e N > sp2 ( os seguintes casos são análogos

a este) (a) 1 < p <
2N

N + s
e N > sp2, (b) p =

2N

N + s
e N > sp2. Usando as

estimativas (2.116), (2.117), (2.118) e (2.122)
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Iλ,s(u) ≤
1

p

[(
1−

a

λ1

)
+ 2p−τC∗ε

s(p−τ)

]
Rp

1 + C∗r
p
(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)

−
b

p∗s
rp

∗
s

[∫

Ω

|uε,δ|
p∗sdx+O(ε

N−sp
p−1 )− C2

(
ε

N−sp
p(p−1)R

p∗s−1
1 + ε

N−sp
p R1

)]

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx.

Pelo [7, Lema 2.3], segue que

Iλ,s(u) ≤
1

p

[(
1−

a

λ1

)
+ 2p−τC∗ε

s(p−τ)

]
Rp

1 + C∗r
p
(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)

−
b

p∗s
rp

∗
s

[
SN/sp
s +O(ε

N−sp
p−1 )− C2ε

N−sp
p(p−1)R

p∗s−1
1 − C2ε

N−sp
p R1

]

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx.

Considerar R1 = ε−γ, tal que 0 < γ < min

{
N − sp

p(p− 1)(p∗s − 1)
,
N − sp

p

}
. Então

Iλ,s(u) ≤
1

p

[(
1−

a

λ1

)
+ 2p−τC∗ε

s(p−τ)

]
Rp

1 + C∗r
p
(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)

−
b

p∗s
rp

∗
s

[
SN/sp
s +O(ε

N−sp
p−1 )− C2ε

N−sp
p(p−1)

−γp∗s−1

− C2ε
N−sp

p
−γ
]

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx.

Sejam A =

(
1−

a

λ1

)
+ 2p−τC∗ε

s(p−τ), B = C∗p
(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
e C = bS

N/sp
s +

O(ε
N−sp
p−1 )−bC2ε

N−sp
p(p−1)

−γp∗s−1

−bC2ε
N−sp

p
−γ. Agora, como λ1 < a e 0 < τ < p, podemos

escolher 0 < ε < ε1 < ε̂0 tal que A < 0 e C > 0. Logo,

Iλ,s(u) ≤
A

p
Rp

1 +
B

p
rp −

C

p∗s
rp

∗
s +

λ

q

∫

Ω

|u|qdx.

Aplicando o Lema A.24 (ver Apêncice A) para a função h(r) =
B

p
rp −

C

p∗s
rp

∗
s ,
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obtemos

Iλ,s(u) ≤
A

p
Rp

1 +
1

N

(
C∗p

(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)

bS
N/sp
s +O(ε

N−sp
p−1 )− bC2ε

N−sp
p(p−1)

−γp∗s−1

− bC2ε
N−sp

p
−γ

)

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx.

Portanto como A < 0, devido ao fato de que 0 < ε < ε̂1 < ε0 pode ser escolhido

arbitrariamente pequeno e R1 > 0 ( devido a condição R = ε−γ) pode ser tomado

arbitrariamente grande, segue a conclusão para u ∈ Γ2.

(iii) u ∈ Γ3 : Ele pode ser expresso por (2.129) como u = u1 + R2eε,δ com u1 ∈

span{ϕ1} e ‖u1‖Xs
p
≤ R1. Lembrando que R2 = 2R1. Pela desigualdade (2.137),

usando que as normas ‖ · ‖Lp(Ω), ‖ · ‖Xs
p

são equivalentes no espaço de dimensão

finita span{ϕ1, eε,δ}, (note u1 ∈ span{ϕ1}), λ1 < a e (2.138) com uma constante

C0 > 0, obtemos

Iλ,s(u) =
1

p
‖u1 +R2eε,δ‖

p
Xs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u1 +R2eε,δ|
pdx−

b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx

≤
1

p
‖u1‖

p
Xs

p
−
a

p
‖u1‖

p
Lp(Ω) + C∗R

p
2‖eε,δ‖

p
Lp(Ω) + C∗R

p−τ
2 ‖eε,δ‖

p−τ
Lp(Ω)‖u1‖

τ
Xs

p

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
b

p∗s
R

p∗s
2

∫

Ω

((
u1
R2

+ eε,δ

)+
)p∗s

≤
1

p

(
1−

a

λ1

)
‖u1‖

p
Xs

p
+ C∗R

p
2‖eε,δ‖

p
Xs

p
+ C∗R

p−τ
2 ‖eε,δ‖

p−τ
Xs

p
Rτ

1

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
b

p∗s
R

p∗s
2

∫

Ω

((
u1
R2

+ eε,δ

)+
)p∗s

≤ C∗R
p
2

(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
+
C∗

2τ
Rp

2‖eε,δ‖
p−τ
Xs

p
−

b

p∗s
R

p∗s
2

∫

Ω

((
u1
R2

+ eε,δ

)+
)p∗s

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx.
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Por (2.138), temos que ‖eε,δ‖Xs
p

é limitada e consequentêmente

Iλ,s(u) ≤

[
C∗

(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
+
C∗C2

2τ

]
Rp

2 −
b

p∗s
R

p∗s
2

∫

Ω

((
u1
R2

+ eε,δ

)+
)p∗s

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx. (2.142)

Tendo em conta que o espaço span{ϕ1} é finito dimensional, existe uma constante

C3 > 0 tal que

‖u1‖L∞(Ω) ≤ C3‖u1‖Xs
p
≤ C3R1, para todo u1 ∈ span{ϕ1} com ‖u1‖Xs

p
≤ R1.

(2.143)

De (2.120) é evidente que

Ω′
ε :=

{
x ∈ Ω : eε,δ(x) >

C3

2
+ 1

}
⊃ {x ∈ Ω : eε,δ(x) > C3 + 1} := Dε (2.144)

com a medida de Lebesgue |Dε| > 0 desde que ε > 0 é suficientemente pequeno,

isto é, 0 < ε < ε0. Para cada x ∈ Ω′, por (2.141), (2.144) e R2 = 2R1 encontramos

u1(x)

R2

+ eε,δ(x) >
u1(x)

R2

+
C3

2
+ 1 =

u1(x)

R2

+
C3R1

R2

+ 1 ≥
u1(x)

R2

+
‖u1‖L∞(Ω)

R2

+ 1

≥ 1. (2.145)
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Substituindo (2.144) e (2.145) em (2.142)

Iλ,s(u) ≤

[
C∗

(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
+
C∗C2

2τ

]
Rp

2 −
b

p∗s
R

p∗s
2

∫

Ω

((
u1
R2

+ eε,δ

)+
)p∗s

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx

[
C∗

(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
+
C∗C2

2τ

]
Rp

2 −
b

p∗s
R

p∗s
2

∫

Ω′
ε

(
u1
R2

+ eε,δ

)p∗s

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx
[
C∗

(
Cp

1S
N/sp
s + C0

)
+
C∗C2

2τ

]
Rp

2 −
b

p∗s
R

p∗s
2 |Dε|+

λ

q

∫

Ω

|u|qdx, (2.146)

para todo u ∈ Γ3. A partir de (2.146) chegamos à conclusão da proposição para R2

suficientemente grande. Isso completa a prova.

Observação 2.23 Vale a pena notar que R1, R2 e ε na Proposição 2.22 são in-

dependentes de λ.

2.4.3 Nível Mini-max

Sejam ε > 0 suficientemente pequeno e R1, R2 > 0 suficientemente grandes em con-

formidade com as proposições 2.21 e 2.22, nesta subseção nós nos concentraremos

no conjunto Qε,R1,R2 construído em (2.124). Nosso propósito na presente subseção,

é mostrar que podemos manter os valores do funcional Iλ,s restrito ao conjunto

Qε,R1,R2 , abaixo do nível admissível para a condição (PS) dado no Lema 2.6. A

idéia é levar ε > 0 e λ > 0 tão pequenos quanto necessário. O lema abaixo é o

principal passo nessa direção.

Lema 2.24 Suponha que N > sp. Se ε > 0 for suficientemente pequeno, então a
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seguinte estimativa é verificada.

Iλ,s(u) ≤
s

N

(
1

b

)N−sp
sp

(
‖eε,δ‖

p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

)N
sp

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx

+





K0ε
s(p−1)| log( ε

δ
)|p

∗
s , se p = 2N

N+s
e N > sp2

K0ε
s(p−1), se 1 < p < 2N

N+s
e N > sp2

K0ε
s(p−1) +K0ε

s, se p > 2N
N+s

e N > sp2,

(2.147)

para todo u ∈ Qε,R1,R2, com uma constante K0 > 0 independente de ε.

Demonstração: Seja u = u1 + rQε,R1,R2 com u1 ∈ span{ϕ1}, ‖u1‖Xs
p
≤ R1 e

0 ≤ r ≤ R2. Na demonstração usamos a seguinte desigualdade encontrada em [86,

p.122]:

||b|p − |a|p − |b− a|p| ≤ Kp

(
|b− a|p−1|a|+ |a|p−1|b− a|

)
(2.148)

para todo a, b ∈ R, p > 1 e para alguma constante Kp > 0 que depende de p.

Agora para a = u1(x), b = u1(x) + reε,δ(x) em (2.148), temos

−|u1(x) + reε,δ(x)|
p ≤− |u1(x)|

p − |reε,δ(x)|
p

+Kp

(
|reε,δ(x)|

p−1|u1(x)|+ |u1(x)|
p−1|reε,δ(x)|

)
.

Pela estimativa acima e pela desigualdade de Hölder

−
1

p

∫

Ω

|u1(x) + reε,δ(x)|
pdx ≤−

1

p

∫

Ω

|u1(x)|
pdx−

1

p

∫

Ω

|reε,δ(x)|
pdx

+
Kp

p

∫

Ω

|reε,δ(x)|
p−1|u1(x)|dx

+
Kp

p

∫

Ω

|u1(x)|
p−1|reε,δ(x)|dx

≤−
1

p
‖u1‖

p
Lp(Ω) −

1

p
‖reε,δ‖

p
Lp(Ω) +

Kp

p
‖reε,δ‖

p−1
Lp(Ω)‖u1‖Lp(Ω)

+
Kp

p
‖u1‖

p−1
Lp(Ω)‖reε,δ‖Lp(Ω)
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Portanto, como as normas ‖ · ‖Lp(Ω), ‖ · ‖Xs
p

são equivalentes no espaço de dimensão

finita span{ϕ1, eε,δ}, omitindo a constante de equivalência, nós obtemos

−
1

p
‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω) ≤−

1

p
‖u1‖

p
Lp(Ω) −

rp

p
‖eε,δ‖

p
Lp(Ω) +

Kp

p
Rp−1

2 ‖eε,δ‖
p−1
Lp(Ω)‖u1‖Xs

p

+
KpR2

p
‖u1‖

p−1
Xs

p
‖eε,δ‖Lp(Ω). (2.149)

Por outro lado, usando (2.148) com a = ‖u1‖Xs
p

e b = ‖u1‖Xs
p
+ ‖reε,δ‖,

1

p
‖u1 + reε,δ‖

p
Xs

p
≤
1

p

(
‖u1‖Xs

p
+ ‖reε,δ‖Xs

p

)p

≤
1

p
‖u1‖

p
Xs

p
+
rp

p
‖eε,δ‖

p
Xs

p
+
K ′

p

p
‖reε,δ‖

p−1
Xs

p
‖u1‖Xs

p

+
K ′

p

p
‖u1‖

p−1
Xs

p
‖reε,δ‖Xs

p
.

Novamente como as normas ‖·‖Lp(Ω), ‖·‖Xs
p

são equivalentes no espaço de dimensão

finita span{ϕ1, eε,δ}, temos

1

p
‖u1 + reε,δ‖

p
Xs

p
≤
1

p
‖u1‖

p
Xs

p
+
rp

p
‖eε,δ‖

p
Xs

p
+
K ′

pR
p−1
2

p
‖eε,δ‖

p−1
Lp(Ω)‖u1‖Xs

p

+
K ′

pR

p
‖u1‖

p−1
Xs

p
‖eε,δ‖Lp(Ω). (2.150)

Portanto, de (2.149) e (2.150), segue que existe uma constante C > 0 tal que

1

p
‖u1 + reε,δ‖

p
Xs

p
−
a

p
‖u1 + reε,δ‖

p
Lp(Ω) ≤

1

p

(
‖u1‖

p
Xs

p
− a‖u1‖

p
Lp(Ω)

)

+
rp

p

(
‖eε,δ‖

p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

)

+ CRp−1
2 ‖eε,δ‖

p−1
Lp(Ω)‖u1‖Xs

p

+ CR2‖u1‖
p−1
Xs

p
‖eε,δ‖Lp(Ω). (2.151)
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De (2.137), u1 ∈ span{ϕ1} com ‖u1‖Xs
p
≤ R1, λ1 < a e pela definição do funcional

Iλ,s,

Iλ,s(u) ≤
1

p

(
‖u1‖

p
Xs

p
− a‖u1‖

p
Lp(Ω)

)
+
rp

p

(
‖eε,δ‖

p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

)

+ CR1R
p−1
2 ‖eε,δ‖

p−1
Lp(Ω) + CRp−1

1 R2‖eε,δ‖Lp(Ω) −
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx

=
1

p

(
1−

a

λ1

)
‖u1‖

p
Xs

p
+
rp

p

(
‖eε,δ‖

p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

)

+ CR1R
p−1
2 ‖eε,δ‖

p−1
Lp(Ω) + CRp−1

1 R2‖eε,δ‖Lp(Ω) −
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx

+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx

≤
rp

p

(
‖eε,δ‖

p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

)
+ CR1R

p−1
2 ‖eε,δ‖

p−1
Lp(Ω) + CRp−1

1 R2‖eε,δ‖Lp(Ω)

−
b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx+

λ

q

∫

Ω

|u|qdx. (2.152)

Das estimativas (2.117), para uma constante C ′ > 0, temos

CR1R
p−1
2 ‖eε,δ‖

p−1
Lp(Ω) + CRp−1

1 R2‖eε,δ‖Lp(Ω)

≤





C ′εs(p−1)| log( ε
δ
)|p−1 + C ′εs| log( ε

δ
)|, se p = 2N

N+s
e N > sp2

C ′εs(p−1) + C ′εs, se 1 < p < 2N
N+s

e N > sp2

C ′εs(p−1) + C ′εs, se p > 2N
N+s

e N > sp2,

≤





2C ′εs(p−1)| log( ε
δ
)|, se p = 2N

N+s
e N > sp2

2C ′εs(p−1), se 1 < p < 2N
N+s

e N > sp2

C ′εs(p−1) + C ′εs, se p > 2N
N+s

e N > sp2.

(2.153)
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De (2.152) e (2.153), obtemos

Iλ,s(u) ≤
rp

p

(
‖eε,δ‖

p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

)
−

b

p∗s

∫

Ω

(u+)p
∗
sdx+

λ

q

∫

Ω

|u|qdx

+





2C ′εs(p−1)| log( ε
δ
)|, se p = 2N

N+s
e N > sp2

2C ′εs(p−1), se 1 < p < 2N
N+s

e N > sp2

C ′εs(p−1) + C ′εs, se p > 2N
N+s

e N > sp2.

(2.154)

Para estimar o termo −b/p∗s‖u
+‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

é conveniente expressar u ∈ Qε,R1,R2 como

u = ũ1 + reε,δ, para ũ1 = u1 − rP s
−uε,δ, (2.155)

pois u = u1 + reε,δ = u1 + rP s
+uε,δ = u1 + r(u1 − P s

−uε,δ) = uε,δ − rP s
−uε,δ + ruε,δ.

Então (2.155), a continuidade absoluta da função Lipschitz contínua

t→
((
tu1(x) + reε,δ(x)

)+)

em [0, 1] com x ∈ Ω (fixado) e uε,δ ≥ 0, temos

∫

Ω

((
ũ1 + ruε,δ

)+)p∗sdx−
∫

Ω

(
(ũ1)

+
)p∗sdx−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx

=

∫

Ω

∫ 1

0

d

dt

[(
(tũ1 + ruε,δ)

+
)p∗s −

(
(tũ1)

+
)p∗s] dtdx

= p∗s

∫

Ω

∫ 1

0

[(
(tũ1 + ruε,δ)

+
)p∗s−1 d

dt

(
(tũ1 + ruε,δ)

+
)
−
(
(tũ1)

+
)p∗s−1

ũ1

]
dtdx.

Pelo Teorema de Fubini (ver Teorema A.39, Apêndice A) em Ω×(0, 1) e a expressão

da derivada em t

d

dt

(
(tũ1(x) + ruε,δ(x))

+
)
=





ũ1(x), se tũ1(x) + ruε,δ > 0,

0, se tũ1(x) + ruε,δ < 0.
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Segue que

∫

Ω

((
ũ1 + ruε,δ

)+)p∗sdx−
∫

Ω

(
(ũ1)

+
)p∗sdx−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx

= p∗s

∫ 1

0

∫

Ω

[(
(tũ1 + ruε,δ)

+
)p∗s−1

−
(
(tũ1)

+
)p∗s−1

]
ũ1dxdt. (2.156)

Pelo teorema do valor médio aplicado à função ξ → ξp
∗
s−1 em (0,∞), a última

igualdade em (2.156) assume a forma

∫

Ω

((
ũ1 + ruε,δ

)+)p∗sdx−
∫

Ω

(
(ũ1)

+
)p∗sdx−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx

= p∗s(p
∗
s − 1)

∫ 1

0

∫

Ω

{
tũ1

+(x) + θ(t, x)
[
(tũ1(x) + ruε,δ(x))

+ − t(ũ1)
+(x)

]}p∗s−2

×
[(
tũ1 + ruε,δ(x)

)+
− tũ1

+(x)
]
ũ1(x)dxdt, (2.157)

com θ(x, t) ∈ (0, 1). Note que

∣∣∣∣tũ1
+(x) + θ(t, x)

[
(tũ1(x) + ruε,δ(x))

+ − t(ũ1)
+(x)

]∣∣∣∣

≤ max

{
t(ũ1)

+(x), (tũ1(x) + ruε,δ(x))
+

}

≤ tũ1
+(x) + ruε,δ(x).

Tendo em conta que a função ξ → ξ+ sob R é uma contração, também temos

∣∣∣∣(tũ1(x) + ruε,δ(x))
+ − tũ1

+(x)

∣∣∣∣ ≤ ruε,δ(x).
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Consequentemente, (2.157) implica

∣∣∣∣
∫

Ω

((
ũ1 + ruε,δ

)+)p∗sdx−
∫

Ω

(
(ũ1)

+
)p∗sdx−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx
∣∣∣∣

≤ p∗s(p
∗
s − 1)

∫ 1

0

∫

Ω

(
tũ1

+(x) + ruε,δ(x)
)p∗s−2

ruε,δ(x)|ũ1(x)|dxdt

≤ p∗s(p
∗
s − 1)2p

∗
s−1

∫ 1

0

∫

Ω

(
(tũ1

+(x))p
∗
s−2 + (ruε,δ(x))

p∗s−2
)
ruε,δ(x)|ũ1(x)|dxdt

= p∗s(p
∗
s − 1)2p

∗
s−1

∫ 1

0

tp
∗
s−2dt

∫

Ω

[
(ũ1

+(x))p
∗
s−2ruε,δ(x) + (ruε,δ(x))

p∗s−1
]
|ũ1(x)|dxdt

= C1

∫

Ω

[
(ũ1

+(x))p
∗
s−2ruε,δ(x) + (ruε,δ(x))

p∗s−1

]
|ũ1(x)|dxdt,

em que C1 = p∗s(p
∗
s − 1)2p

∗
s−1. Agora usando que |ũ1| = ũ1

+ − ũ1
−, obtemos

∣∣∣∣
∫

Ω

((
ũ1 + ruε,δ

)+)p∗sdx−
∫

Ω

(
(ũ1)

+
)p∗sdx−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx
∣∣∣∣

≤ C

∫

Ω

[
(ũ1

+(x))p
∗
s−1ruε,δ(x) + (ruε,δ(x))

p∗s−1|ũ1(x)|

]
dx. (2.158)

Pela desigualdade de Hölder, pela equivalência das normas no espaço de dimensão

finita span{ϕ1} (note que ũ1 ∈ span{ϕ1}, pois ũ1 = u1 − P s
−uε,δ e u1, P s

−uε,δ ∈

span{ϕ1}) e pela limitação uniforme de ũ1
(
isto é, devido a (2.115), temos ‖ũ1‖∞ ≤

‖u1‖∞ + r‖P s
−uε,δ‖∞ ≤ c0‖u1‖X +R2c1 ≤ c0R1 + c1R2

)
, obtemos de (2.158),

∣∣∣∣
∫

Ω

((
ũ1 + ruε,δ

)+)p∗sdx−
∫

Ω

(
(ũ1)

+
)p∗sdx−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx
∣∣∣∣

≤ C

(
r‖uε,δ‖L1(Ω)‖ũ1

+‖
p∗s−1
L∞(Ω) + ‖ũ1‖L∞(Ω)‖uε,δ‖

p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
rp

∗
s−1

)

≤ C2‖uε,δ‖L1(Ω)‖ũ1
+‖

p∗s−1

Lp∗s (Ω)
+ C2‖uε,δ‖

p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)

=
p∗s

(p∗s − 1)p

(
C2(p

∗
s − 1)p

p∗s
‖uε,δ‖L1(Ω)

)
‖ũ1

+‖
p∗s−1

Lp∗s (Ω)
+ C2‖uε,δ‖

p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
.
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Usando a desigualdade de Young para os expoentes p1 =
p∗s

p∗s − 1
e p2 = p∗s,

∣∣∣∣
∫

Ω

((
ũ1 + ruε,δ

)+)p∗sdx−
∫

Ω

(
(ũ1)

+
)p∗sdx−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx
∣∣∣∣

≤
p∗s

(p∗s − 1)p

[
1

p∗s

(
C2(p

∗
s − 1)p

p∗s

)p∗s

‖uε,δ‖
p∗s
L1(Ω) +

p∗s − 1

p∗s
‖ũ1

+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

]

+ C2‖uε,δ‖
p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)

=
1

(p∗s − 1)p

(
C2(p

∗
s − 1)p

p∗s

)p∗s

‖uε,δ‖
p∗s
L1(Ω) +

1

p
‖ũ1

+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

+ C2‖uε,δ‖
p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)

= C3‖uε,δ‖
p∗s
L1(Ω) +

1

p
‖ũ1

+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

+ C2‖uε,δ‖
p∗s−1

Lp∗s−1(Ω)
,

em que C3 =
1

(p∗s − 1)p

(
C2(p

∗
s − 1)p

p∗s

)p∗s

. Das estimativas (2.113) e (2.114),

∣∣∣∣
∫

Ω

((
ũ1 + ruε,δ

)+)p∗sdx−
∫

Ω

(
(ũ1)

+
)p∗sdx−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx
∣∣∣∣

≤
1

p
‖ũ1

+‖
p∗s−1

Lp∗s (Ω)
+ C2Cp∗s−1ε

N−sp
p

+





C3C4ε
N

p−1 | log( ε
δ
)|p

∗
s , se p = 2N

N+s

C3C4ε
N(p∗s−1), se 1 < p < 2N

N+s
,

C3C4ε
N

p−1 , se p > 2N
N+s

,

,

em que C4 > 0, Cp∗s > 0 são constantes. Logo como
N

p− 1
>
N − sp

p
, temos

∣∣∣∣
∫

Ω

((
ũ1 + ruε,δ

)+)p∗sdx−
∫

Ω

(
(ũ1)

+
)p∗sdx−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx
∣∣∣∣

≤
1

p
‖ũ1

+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

+





C5ε
N−sp

p | log( ε
δ
)|p

∗
s , se p = 2N

N+s
,

C2Cp∗s−1ε
N−sp

p + C3C4ε
N(p∗s−1), se 1 < p < 2N

N+s
.

C5ε
N−sp

p , se p > 2N
N+s

,
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Lembrando que
(
ũ1 + ruε,δ

)+
:= u+, deduzimos que

−

∫

Ω

(
u+
)p∗sdx ≤

(
1

p
− 1

)
‖ũ1

+‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx

+





C5ε
N−sp

p | log( ε
δ
)|p

∗
s , se p = 2N

N+s
,

C2Cp∗s−1ε
N−sp

p + C3C4ε
N(p∗s−1), se 1 < p < 2N

N+s
,

C5ε
N−sp

p , se p > 2N
N+s

.

≤−

∫

Ω

(
ruε,δ

)p∗sdx

+





C5ε
N−sp

p | log( ε
δ
)|p

∗
s , se p = 2N

N+s
,

C2Cp∗s−1ε
N−sp

p + C3C4ε
N(p∗s−1), se 1 < p < 2N

N+s
,

C5ε
N−sp

p , se p > 2N
N+s

.

Portanto existe uma constante C6 > 0 tal que

−
b

p∗s

∫

Ω

(
u+
)p∗sdx ≤−

brp
∗
s

p∗s

∫

Ω

(
uε,δ
)p∗sdx

+





C6ε
N−sp

p | log( ε
δ
)|p

∗
s , se p = 2N

N+s
,

C6ε
N−sp

p + C6ε
N(p∗s−1), se 1 < p < 2N

N+s
,

C6ε
N−sp

p , se p > 2N
N+s

.

(2.159)

De (2.154) e (2.159), existe uma constante K0 > 0 tal que

Iλ,s(u) ≤
rp

p

(
‖eε,δ‖

p
X − a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

)
−
brp

∗
s

p∗s

∫

Ω

|uε,δ|
p∗sdx+

λ

q

∫

Ω

|u|qdx

+





K0ε
s(p−1)| log( ε

δ
)|p

∗
s , se p = 2N

N+s
e N > sp2

K0ε
s(p−1), se 1 < p < 2N

N+s
e N > sp2

K0ε
s(p−1) +K0ε

s, se p > 2N
N+s

e N > sp2.

(2.160)

Pelo Lema A.24 (ver Apêndice A) a função f : [0,+∞) → R dada por

f(t) =
tp

p

(
‖eε,δ‖

p
X − a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

)
−
btp

∗
s

p∗s
‖uε,δ‖

p∗s
Lp∗s (Ω)

,
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admite o ponto de máximo

tM :=


‖eε,δ‖

p
X − a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

b‖uε,δ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)




1
p∗s−p

,

com o máximo valor

f(tM) =
s

N

(
1

b

)N−sp
sp

(
‖eε,δ‖

p
X − a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

b‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

)N
sp

.

Então de (2.160) resulta a validade de (2.147), que completa a prova.

A estimativa abaixo nos diz que sobre certas condições, o nível mini-max do fun-

cional Iλ,s sobre Qε,R1,R2 está abaixo da constante
s

N
b

sp−N
sp S

N
sp
s , mais precisamente

temos o seguinte Lema:

Lema 2.25 Suponha N > sp2 e 1 < p ≤
2N

N + s
. Então a seguinte estimativa é

verificada

cs := inf
h∈Γ

sup
u∈Qε,R1,R2

Iλ,s(h(u)) <
s

N
b

sp−N
sp S

N
sp
s , (2.161)

em que

Γ =

{
h ∈ C(Qε,R1,R2 , X) : h = id em ∂Qε,R1,R2

}

se ε > 0 e λ > 0 forem suficientemente pequenos.

Além disso, se N > sp
(
(p − 1)2 + p

)
e p >

2N

N + s
, a estimativa (2.161) é

satisfeita desde que ε > 0 e λ > 0 são suficientemente pequenos.

Demonstração: Note que h = idQε,R1,R2
∈ Γ, assim pela definição de cs em

(2.161), temos que

cs ≤ max
u∈Qε,R1,R2

Iλ,s(u).

Portanto, para provar a desigualdade estrita (2.161) é suficiente mostrar que

Iλ,s(u) <
s

N
b

sp−N
sp S

N
sp
s , ∀ u ∈ Qε,R1,R2 . (2.162)
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Usando a desigualdade (2.131) para a = uε,δ − P−uε,δ = eε,δ e b = P s
+uε,δ, existe

uma constante c0 > 0 tal que

|uε,δ|
p ≤ c0|eε,δ|

p + c0|P
s
−uε,δ|

p.

Logo,

‖eε,δ‖
p
Lp(Ω) ≥

1

c0
‖uε,δ‖

p
Lp(Ω) − ‖P s

−uε,δ‖
p
Lp(Ω). (2.163)

Como N > sp2, segue-se pelo Lema A.28 item 2 (ver Apêncice A) temos que existe

c2 > 0 constante tal que

‖uε,δ‖
p
Lp(Ω) ≥ c2ε

sp. (2.164)

De (2.115) e pelas normas ‖ · ‖Lp(Ω), ‖ · ‖L∞(Ω) equivalentes no espaço de dimensão

finita span{ϕ1, eε,δ}, existe uma constante c1 > 0 tal que

‖P s
−uε,δ‖

p
Lp(Ω) ≤





c1ε
N | log( ε

δ
)|p, se p = 2N

N+s

c1ε
N(p−1)+sp, se 1 < p < 2N

N+s
,

c1ε
N−sp
p−1 , se p > 2N

N+s
,

(2.165)

Agora de (2.164) e (2.165) em (2.163), segue que

‖eε,δ‖
p
Lp(Ω) ≥

c2
c0
εsp−





c1ε
N | log( ε

δ
)|p, se p = 2N

N+s
e N > sp2,

c1ε
N(p−1)+sp, se 1 < p < 2N

N+s
e N > sp2,

c1ε
N−sp
p−1 , se p > 2N

N+s
e N > sp2.

(2.166)

Por outro lado, pelo Lema A.29 (ver Apêncice A),

‖uε,δ‖
p∗s
Lp∗s

≥ S
N
sp
s +O(ε

N
p−1 ). (2.167)

Notando que ‖u‖pX =

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy =

∥∥∥∥
u(x)− u(y)

|x− y|N/p+s

∥∥∥∥
p

Lp(R2N)

, e seguindo

as mesmas ideias de [26, p.286], e usando que P−uε,δ pertence ao subespaço de

dimensão finita, e portanto as suas normas são equivalentes obtemos que existe
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uma constante c3 > 0 tal que

∣∣∣∣‖eε,δ‖
p
Xs

p
− ‖uε,δ‖

p
Xs

p

∣∣∣∣ ≤ c3‖uε,δ‖
p−1
Xs

p
‖P s

−uε,δ‖L∞(Ω) + c3‖P
s
−uε,δ‖

p
L∞(Ω).

A limitação de uε,δ em Xs
p (ver o Lema A.29 no Apêncice A) e (2.115), temos que

existe c4 > 0 constante tal que

‖eε,δ‖
p
Xs

p
≤ ‖uε,δ‖

p
Xs

p
+





c4ε
N
p | log( ε

δ
)|, se p = 2N

N+s

c4ε
N−N−sp

p , se 1 < p < 2N
N+s

,

c4ε
N−sp
p(p−1) , se p > 2N

N+s
.

(2.168)

Suponha que N > sp2 e 1 < p ≤
2N

N + s
.

Caso 1: N > sp2 e p =
2N

N + s
.

De (2.166), (2.167), (2.168) e pela estimativa dado no Lema A.29( ver Apêncice

A), temos que

‖eε,δ‖
p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

≤

S
N
sp
s +O(ε

N−sp
p−1 ) + c4ε

N
p | log( ε

δ
)| − a

(
c2
c0
εsp − c1ε

N | log( ε
δ
)|

)

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

≤

S
N
sp
s +O(ε

N−sp
p−1 ) +

(
c4 + ac2

)
ε

N
p | log( ε

δ
)| − a

c2
c0
εsp

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

.
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Logo, restando e somando a expressão
(
1 + S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

)N−sp
N

S
N
sp
s ,

‖eε,δ‖
p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

≤

S
N
sp
s −

(
1 + S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

)N−sp
N

S
N
sp
s +

(
1 + S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

)N−sp
N

S
N
sp
s

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

+

O(ε
N−sp
p−1 ) +

(
c4 + ac2

)
ε

N
p | log( ε

δ
)| − a

c2
c0
εsp

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

.

Colocando em evidência o termo S
N
sp
s ,

‖eε,δ‖
p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

≤

S
N
sp
s

[
1−

(
1 + S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

)N−sp
N

]
+

(
1 + S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

)N−sp
N

S
N
sp
s

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

+

O(ε
N−sp
p−1 ) +

(
c4 + ac2

)
ε

N
p | log( ε

δ
)| − a

c2
c0
εsp

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

=

S
N
sp
s

[
1−

(
1 + S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

)N−sp
N

]

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

+ Ss +

O(ε
N−sp
p−1 ) +

(
c4 + ac2

)
ε

N
p | log( ε

δ
)|

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

−
a
c2
c0
εsp

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

. (2.169)
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Usando o teorema do valor médio para a função f(t) = (1 + t)
N−sp

N , temos que

∣∣∣∣f(0)− f

(
S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

)∣∣ =
∣∣∣∣
(
N − sp

N

)
f ′(C)S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

∣∣∣∣,

em que C ∈

(
0, S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

)
ou C ∈

(
S
−N

sp
s O(ε

N
p−1 ), 0

)
. Logo,

∣∣∣∣1−
(
1 + S

−N
sp

s O(ε
N

p−1 )

)N−sp
N
∣∣∣∣ = O(ε

N
p−1 ). (2.170)

De (2.170) em (2.169),

‖eε,δ‖
p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

≤ Ss +

O(ε
N

p−1 ) +O(ε
N−sp
p−1 ) +

(
c4 + ac2

)
ε

N
p | log( ε

δ
)| − a

c2
c0
εsp

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

= Ss +

εsp
[
O(ε

N
p−1

−sp) +O(ε
N−sp
p−1

−sp) +

(
c4 + ac2

)
ε(

N
p
−sp)| log( ε

δ
)| − a

c2
c0

]

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

.

Como N > sp2 e a > 0 deduzimos que
N

p− 1
−sp > 0,

N − sp

p− 1
−sp > 0,

N

p
−sp > 0,

e consequentemente
‖eε,δ‖

p
X − a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

< Ss,

para ε > 0 suficientemente pequeno. Logo,

s

N

(
1

b

)N−sp
sp

(
‖eε,δ‖

p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

)N
sp

<
s

N

(
1

b

)N−sp
sp

S
N
sp
s ,

Portanto, pela limitação do conjunto Qε,R1,R2 em Xs
p e pelo Lema 2.24 (especifi-

camente, de (2.147)) inferimos que (2.162) é verificado desde que ambos ε > 0 e
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λ > 0 são suficientemente pequenos.

Caso 2: N > sp2 e 1 < p <
2N

N + s
.

Seguindo as mesmas ideias do caso 1, temos

‖eε,δ‖
p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

≤ Ss +

O(ε
N

p−1 ) +O(ε
N−sp
p−1 ) + c4ε

N−N−sp
p − a

(
c2
c0
εsp − c1ε

N(p−1)+sp

)

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

= Ss +

εsp
[
O(ε

N
p−1

−sp) +O(ε
N−sp
p−1

−sp) + c4ε
(N−N−sp

p
−sp) − a

(
c2
c0

− c1ε
N(p−1)

)]

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

.

Como N > sp2, N > sp e a > 0 deduzimos que
N

p− 1
− sp > 0,

N − sp

p− 1
− sp > 0,

N −
N − sp

p
− sp > 0, e consequentemente

‖eε,δ‖
p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

< Ss,

para ε > 0 suficientemente pequeno. Da mesma forma, como no caso 1, podemos

concluir que (2.162) é verificado quando ε > 0 e λ > 0 são suficientemente

pequenos, provando assim o primeiro resultado.

Agora, para finalizar a prova do Lema 2.25, provaremos o segundo resultado,

assim suponha que N > sp
(
(p− 1)2 + p

)
, e p >

2N

N + s
.
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Prosseguindo o mesmo raciocínio como no caso 1, obtemos

‖eε,δ‖
p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

≤ Ss +

O(ε
N

p−1 ) +O(ε
N−sp
p−1 ) + c4ε

N−sp
p(p−1) − a

(
c2
c0
εsp − c1ε

N−sp
p−1

)

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

= Ss +

εsp
[
O(ε

N
p−1

−sp) +O(ε
N−sp
p−1

−sp) + c4ε
( N−sp
p(p−1)

−sp) − a

(
c2
c0

− c1ε
N−sp
p−1

−sp

)]

(
S
N/sp
s +O(ε

N
p−1 )

)N−sp
N

.

Como N > sp
(
(p−1)2+p

)
e a > 0 deduzimos que

N

p− 1
−sp > 0,

N − sp

p− 1
−sp > 0,

N − sp

p(p− 1)
− sp > 0, N −

N − sp

p
− sp > 0, e consequentemente

‖eε,δ‖
p
Xs

p
− a‖eε,δ‖

p
Lp(Ω)

‖uε,δ‖
p

Lp∗s (Ω)

< Ss,

para ε > 0 suficientemente pequeno. Da mesma forma que no caso 1, podemos

concluir que (2.162) é satisfeito quando ε > 0 e λ > 0 são suficientemente pequenos.

2.4.4 Solução via o Teorema de Linking

Proposição 2.26 Suponha que λ1 < a < λ∗, 1 < q < p, λ > 0 e b > 0.

(i) Se N > sp2 e 1 < p ≤
2N

N + s
então, para λ suficientemente pequeno, o

problema (2.1) possui pelo menos uma solução não trivial.

(ii) Se N > sp((p− 1)2 + p) e p >
2N

N + s
, então para λ suficientemente pequeno,

o problema (2.1) possui pelo menos uma solução não trivial.

Demonstração: Provaremos o item (i), a prova do item (ii) é analoga. Vamos
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obter uma função u ∈ Xs
p que seja um ponto crítico para o funcional

Iλ,s : X
s
p → R

Iλ,s(u) =
1

p
‖u‖Xs

p
+
λ

q

∫

Ω

|u|qdx−
a

p

∫

Ω

|u|pdx−
b

p∗

∫

Ω

(u+)p
∗

dx.

Para isso, utilizaremos o teorema de Linking com a condição (P.S)C (ver Teorema

A.51, Apêndice A) com C <
s

N
b

sp−N
sp S

N
sp
s , sendo Ss a melhor constante de Sobolev

da imersão Xs
p →֒ Lp∗s(Ω). De fato, mostraremos a geometria exigida pelo teorema

de Linking. Continuaremos a utilizar as mesmas notações da Seção 1.1, isto é,

Xs
p = span{ϕ1}⊕W , em que ϕ1 é uma autofunção associada ao primeiro autovalor

do operador (−∆)sp no espaçoXs
p eW = {u ∈ Xs

p : 〈A(ϕ1), u〉 = 0}. Nosso objetivo

é obter uma esfera Sρ = ∂Bρ ∩W e um retângulo Qε,R1,R2 =
(
BR1 ∩ span{ϕ1}

)
⊕

[0, R2eε,δ], tais que:

(a) Iλ,s

∣∣∣
Sρ

≥ α > 0,

(b) Iλ,s

∣∣∣
∂Qε,R1,R2

< β < α; 0 < ρ < R2‖eε,δ‖Xs
p
.

Prova do item (a): Pelo Lema 2.21, existe α > 0 e ρ > 0 tal que Iλ,s
∣∣∣
Sρ

≥ α,

provando assim, o item (a) da geometria de Linking.

Prova do item (b): Pelo Lema 2.22, existem R1 > 0 e R2 > 0
(
0 < ρ <

R2‖eε,δ‖Xs
p

)
suficientemente grandes tais que

Iλ,s(u) ≤
λ

q

∫

Ω

|u|qdx, ∀ u ∈ ∂Qε,R1,R2 , (2.171)

para todo ε > 0 suficientemente pequeno e para todo λ > 0. Como as normas

‖.‖Lq(Ω) e ‖.‖Xs
p

no espaço de dimensão finita span{ϕ1, eε,δ} são normas equivalentes,

então existe K0 > 0 tal que ‖u‖Lq(Ω) ≤ K0‖u‖Xs
p
, ∀ u ∈ ∂Qε,R1,R2 e portanto, como

Qε,R1,R2 é limitada em Xs
p , existe K1 > 0 tal que

‖u‖Lq(Ω) ≤ K1, ∀ u ∈ ∂Qε,R1,R2 . (2.172)
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Portanto, por (2.171) , (2.172) e tomando λ > 0 suficientemente pequeno, obtemos

que existe β > 0 tal que

Iλ,s(u) < β < α,

para todo u ∈ ∂Qε,R1,R2 , com Qε,R1,R2 =
(
BR1 ∩ span{ϕ1}

)
⊕ [0, R2eε,δ]. Por outro

lado, Os Lemas 2.6 e 2.25 garantem que o Iλ,s satisfaz a condição (P.S)cs , com

cs = inf
h∈Γ

sup
u∈Qε,R1,R2

Iλ(h(u)) <
s

N
b

sp−N
sp S

N
sp
s ,

com Γ = {h ∈ C(Qε,R1,R2 , X
s
p) ; h = id em ∂Qε,R1,R2}. Para ε > 0 e λ > 0

suficientemente pequenos.

Portanto para R1 > 0 e R2 > 0 suficientemente grandes e λ > 0 e ε > 0

suficientemente pequenos, temos pelo teorema de Linking com a condição (P.S)cs

que c := cs = inf
h∈Γ

sup
u∈Qε,R1,R2

Iλ,s(h(u)) é um valor crítico do funcional Iλ,s com c ≥ α,

isto é, existe u3 ∈ Xs
p solução fraca para o problema (2.1) tal que 0 < α ≤ Iλ,s(u3).

Logo u3 é não nula, pois Iλ,s(0) = 0.

2.5 Demonstração do Teorema 2.1:

Demonstração: O Teorema 2.13 fornece uma solução positiva u1 ∈ Xs
p do pro-

blema (2.1) para cada λ > 0 suficientemente pequeno (veja (2.85)) e o Teorema

2.16 fornece uma solução negativa u2 ∈ Xs
p para o problema (2.1) para cada λ > 0.

Obviamente, essas duas soluções são distintas. Finalmente pela proposição 2.26

obtemos também uma solução u3 ∈ Xs
p para o problema (2.1). Resta mostrar que

u3 6= u1 e u3 6= u2, resultando assim na existência de três soluções não triviais

distintas. Isto será feito provando que Iλ,s(u3) 6= Iλ,s(u1) e Iλ,s(u3) 6= Iλ,s(u2) com

qualquer λ > 0 suficientemente pequeno. Usando que a solução u1 é positiva, as

definições dos valores minimax C+
λ e cs em (2.88) e (2.161) respectivamente, em
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conjunto com a Proposição 2.21, nós temos

Iλ,s(u1) = I+λ,s(u1) = C+
λ ≤

λtq0
q

∫

Ω

ϕq
1dx < α ≤ cs = Iλ,s(u3), (2.173)

desde que λ > 0 é suficientemente pequeno para satisfazer a desigualdade estrita

em (2.173). Procedendo de forma análoga com a solução negativa u2, encontramos

a partir de (2.98) e da Proposição 2.21 que

Iλ,s(u2) = I−λ,s(u2) = C−
λ ≤

λ(t′0)
q

q

∫

Ω

ϕq
1dx < α ≤ cs = Iλ,s(u3), (2.174)

desde que λ > 0 é suficientemente pequeno para satisfazer a desigualdade estrita

em (2.174). Isto conclui a prova do Teorema 2.1.

Observação 2.27 De (2.173) e (2.174), é claro que, se 0 < λ < qα/
∫
Ω
ϕqdx, as

soluções ui, com i = 1, 2, 3, obtidas no Teorema 2.1 são distintas, em que α > 0

foi dada na Proposição 2.21 e não depende de λ.



Apêndice A

Resultados Auxiliares

Para tornar a leitura mais simples, apresentamos e daremos a prova de alguns

resultados utilizados nos capítulos anteriores.

A.1 Operador p-laplaciano fracionário

Definição A.1 Sejam u ∈ C∞
0 e s ∈ (0, 1). O operador p-laplaciano fracionário

(−∆)sp o qual, omitindo uma constante multiplicativa C(N, s) é definido por

(−∆)spu(x) := P.V.

∫

RN

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+ps
dy

= lim
ε→0

∫

|x−y|>ε

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))

|x− y|N+ps
dy,

para x ∈ RN , onde P.V. é o valor principal da integral

Para o caso p = 2, temos a definição do operador laplaciano fracionário.

186
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A.1.1 Operador laplaciano fracionário

Definição A.2 Sejam ϕ ∈ C∞
0 e s ∈ (0, 1). O operador laplaciano fracionario

(−∆)s é definido por

(−∆)sϕ(x) := C(N, s)P.V.

∫

RN

ϕ(x)− ϕ(y)

|x− y|N+2s
dy = C(N, s) lim

ε→0

∫

|x−y|>ε

ϕ(x)− ϕ(y)

|x− y|N+2s
dy,

(A.1)

para x ∈ RN , onde P.V. é entendido como o valor principal da integral e

C(N, s) =
4sΓ(N

2
+ s)

π
N
2 Γ(−s)

. (A.2)

Ao longo deste trabalho, evitamos escrever a constante C(N, s) para facilitar os

cálculos. Temos as seguintes observações:

(1) Fazendo uma mudança de variável (ver [44, Lema 3.1]), (A.1) resulta

(−∆)sϕ(x) := −
1

2

∫

RN

ϕ(x+ y) + ϕ(x− y)− 2ϕ(x)

|y|N+2s
dy. (A.3)

(2) Via transformada de Fourier, (A.1) é equivalente a (ver[44, Proposição 3.3])

(̂−∆)sϕ(ξ) = C|ξ|2sϕ̂(ξ), para ξ ∈ R
N , (A.4)

onde C é uma constante positiva que depende de N e s.

Lema A.3 Para qualquer ϕ ∈ C∞
0 temos a estimativa

|(−∆)sϕ(x)| ≤ C
‖ϕ‖C2(RN )

1 + |x|N+2s
, com x ∈ R

N , (A.5)

onde C é uma constante que depende do suporte de ϕ.

Demonstração: Ver [46, Lema 2.1].
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Definição A.4 O espaço L1
s consiste de todas as funções mensuráveis u : RN → R

tais que ∫

RN

|u(x)|

1 + |x|N+2s
dx <∞. (A.6)

Pela da desigualdade de Hölder, temos

∫

RN

|u(x)|

1 + |x|N+2s
dx ≤ C‖u‖Hs , ∀u ∈ Hs, (A.7)

com C > 0. Em outras palavras, o espaço de Sobolev fracionário

Hs(RN) :=

{
u ∈ L2(RN) :

∫

RN

|u(x)− u(y)|2

|x− y|N+2s
dxdy <∞

}

Hs está imerso continuamente em L1
s.

Definição A.5 Seja u ∈ Hs(RN), 0 < s < 1. Definimos (−∆)su, como uma

distribuição, por

〈(−∆)su, ϕ〉 :=

∫

RN

u(x)(−∆)sϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ C∞
0 (RN).

Da Observação (A.4), via transformada de Fourier para distribuições, a Definição

A.5 é equivalente a

(̂−∆)su(ξ) := |ξ|2sû(ξ), ξ ∈ R
N . (A.8)

Antes de mostrar o próximo resultado, precisamos do seguinte lema,

Lema A.6 (A fórmula de multiplicação) Para quaisquer f, g ∈ L1(RN), en-

tão

(i)

∫

RN

f̂ g(x)dx =

∫

RN

f ǧ(x)dx =

∫

RN

f ĝ(x)dx, (A.9)

(ii)

∫

RN

f̌ g(x)dx =

∫

RN

f ĝ(x)dx =

∫

RN

f ǧ(x)dx. (A.10)

Demonstração: Ver [64, Lema 2.7].
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Lembrando que o espaço X =

{
u ∈ Hs(R) : u = 0 em R \ (0, 1)

}
. Obtemos

o seguinte resultado

Proposição A.7 Seja u ∈ X. Então:

(i) ‖u‖X = ‖(−∆)1/4u‖L2(R), (A.11)

(ii) 〈u, v〉X =

∫

R

(−∆)1/2u(x)v(x)dx =

∫

R

u(x)(−∆)1/2v(x)dx. (A.12)

Demonstração: (i) Ver [44, Proposição 3.6].

(ii) De (A.11) segue que

1

2
‖u‖2X =

1

2
‖(−∆)1/4u(x)‖2L2(R) para todo u ∈ X.

Derivando esta expressão no sentido de Gateux obtemos

〈u, v〉X =

∫

R

(−∆)1/4u(x)(−∆)1/4v(x)dx.

Resulta de (A.8)

〈u, v〉X =

∫

R

F−1(|x|1/2û(x))F−1(|x|1/2v̂(x))dx.

Da primeira igualdade de (A.10) temos,

〈u, v〉X =

∫

R

|x|1/2û(x)|x|1/2v̂(x)dx =

∫

R

(|x|û(x))v̂(x)dx =

∫

R

̂(−∆)1/2u(x)v̂(x)dx.

A prova segue da primeira igualdade de (A.9).

O espectro de (−∆)1/2 em X consiste em uma sequência de autovalores {λj}j≥1

satisfazendo 0 < λ1 < λ2 ≤ · · · ≤ λj · · · , λj → ∞, quando j → ∞, onde cada

autovalor λj é repetido com sua multiplicidade. Cada autofunção ϕj tem a regu-

laridade ϕj ∈ C0,σ[0, 1] para algum σ ∈ (0, 1). Para o resto do trabalho fixamos

uma sequência {ϕj}j≥1 de autofunções formando uma base ortonormal em L2(0, 1)
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e uma base ortogonal em X. Além disso, podemos escolher ϕ1 > 0.

Proposição A.8 Definindo X = Vk⊕Wk onde Vk = span{ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk} e Wk =

V ⊥
k , para algum k ∈ N, temos as seguintes estimativas:

(i) ‖u‖2X ≤ λk‖u‖
2
L2(0,1) ∀ u ∈ Vk;

(ii) ‖u‖2X ≥ λk+1‖u‖
2
L2(0,1) ∀ u ∈ Wk.

Demonstração: Mostraremos o item (i). Seja u ∈ Vk, logo existem constantes

reais ξi′s tais que u =
k∑

i=1

ξiϕi. Logo da Proposição A.7 obtemos

‖u‖2X =

∫ 1

0

(−∆)1/2u(x)u(x)dx

=

∫ 1

0

(
k∑

i=1

ξi((−∆)1/2ϕi)

)(
k∑

i=1

ξiϕi

)
dx

=

∫ 1

0

(
k∑

i=1

ξi(λiϕi)

)(
k∑

i=1

ξiϕi

)
dx

=

∫ 1

0

k∑

i=1

λiξ
2
i ϕ

2
i dx.

Logo,

‖u‖2X =

∫ 1

0

k∑

i=1

λiξ
2
i ϕ

2
i dx

≤ λk

∫ 1

0

k∑

i=1

ξ2i ϕ
2
i dx

= λk

∫ 1

0

(
k∑

i=1

ξiϕi

)(
k∑

i=1

ξiϕi

)
dx

= λk

∫ 1

0

u2dx

= λk‖u‖
2
L2(0,1),

isto termina a prova do item (i), de modo semelhante mostra-se o item (ii).
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A.2 Uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser

para os espaços Xs
p e X

Para uma prova da desigualdade do tipo Trudinger-Moser para o espaço Xs
p ver [9,

Lema 2.5]. Bahrouni [9] provou uma versão da desigualdade de Trudinger-Moser.

Mais precisamente,

Proposição A.9 Seja 0 < s < 1 e p ≥ 2 talque N = sp. Então existe α∗
s,N =

α(s,N) tal que para todo 0 ≤ α < α∗
s,N existe Hα > 0 tal que

∫

Ω

exp
(
α|u|

N
N−s

)
dx ≤ Hα, (A.13)

para todo u ∈ Xs
p e ‖u‖Xs

p
≤ 1.

Para o caso p = 2, s = 1/2 e N = 1, temos a seguinte desigualdade do tipo

Trudinger-Moser para o espaço X.

Proposição A.10 Existe K > 0 tal que

sup
u∈X,‖u‖X≤1

∫ 1

0

exp
(
α|u|2

)
dx ≤ K, para α ≤ π.

A desigualdade é ótima para qualquer crescimento exp (α|t|2) com α > π, o corres-

pondente supremo é infinito.

Demonstração: Ver [88, Teorema 1] e [63, Proposição 1.1]

Proposição A.11 Seja α > 0. Então exp(α|u|
N

N−s ) ∈ L1(Ω) para todo u ∈ X.

Demonstração: Considere u ∈ X e ǫ > 0. Como C∞
0 (Ω) é denso em X (ver [47],
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Teorema 6), existe φ ∈ C∞
0 (Ω) tal que ‖u− φ‖X < ǫ. Note que

|u|
N

N−s = |u− φ+ φ|
N

N−s

≤ (|u− φ|+ |φ|)
N

N−s

≤ 2
N

N−s max{|u− φ|
N

N−s , |φ|
N

N−s}

≤ 2
N

N−s (|u− φ|
N

N−s + |φ|
N

N−s ),

daí, pela desigualdade de Young

exp(α|u|
N

N−s ) ≤ exp(α2
N

N−s (|u− φ|
N

N−s + |φ|
N

N−s ))

= exp(α2
N

N−s |u− φ|
N

N−s ) exp(α2
N

N−s |φ|
N

N−s )

≤
s

N
exp

(
α
N

s
2

N
N−s |u− φ|

N
N−s

)
+
N − s

N
exp

(
α

N

N − s
2

N
N−s |φ|

N
N−s

)
,

disto segue-se

∫

Ω

exp(α|u|
N

N−s ) ≤
s

N

∫

Ω

exp

(
α
N

s
2

N
N−s‖u− φ‖

N
N−s

X

∣∣∣∣
u− φ

‖u− φ‖X

∣∣∣∣
N

N−s

)
dx

+
N − s

N

∫

Ω

exp

(
α

N

N − s
2

N
N−s |φ|

N
N−s

)
dx.

Escolhendo ǫ > 0 de modo que α
N

s
2

N
N−s ǫ

N
N−s ≤ α∗

s,N , pela Proposição A.9 temos

que

∫

Ω

exp(α|u|
N

N−s ) ≤ C +
N − s

N

∫

Ω

exp

(
α

N

N − s
2

N
N−s |φ|

N
N−s

)
dx

= C +
N − s

N

∫

supp(φ)

exp

(
α

N

N − s
2

N
N−s |φ|

N
N−s

)
dx

<∞.

Portanto, exp(α|u|
N

N−s ) ∈ L1(Ω) para todo α > 0.
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Lema A.12

(a+ b)p < ap + bp,

onde a > 0, b > 0 e 0 < p < 1.

Demonstração: A função f(t) = 1 + tp − (1 + t)p, para t ≥ 0, se anula em t = 0

e tem derivada

f ′(t) = ptp−1 − p(1 + t)p−1 = ptp−1

[
1−

(
1 +

1

t

)p−1
]
> 0 se t > 0.

Então f é estritamente crescente e consequentemente

(1 + t)p < 1 + tp, se t > 0.

Substituindo t = a/b na desigualdade verificada tem-se (a+ b)p < ap + bp.

Proposição A.13 Seja (un) uma sequência que converge fortemente em

W s,p(RN). Então existe uma subsequência (unk
) de (un) e existe v em W s,p(RN)

satisfazzendo

|unk
(x)| ≤ v(x), quase sempre em R

N .

Demonstração: Siga o mesmo raciocínio de [19, Teorema 4.9]).

Corolário A.14 Seja (un) uma sequência que converge fortemente em Xs
p . Então

existe uma subsequência (unk
) de (un) e existe v em Xs

p satisfazzendo

|unk
(x)| ≤ v(x), quase sempre em R

N .

Demonstração: Segue da Proposição 1.10 e Proposição A.13

Proposição A.15 Se (vn) é uma sequência em Xs
p com ‖vn‖Xs

p
= 1 para todo

n ∈ N, vn ⇀ v em Xs
p e 0 < ‖v‖ < 1, então para todo 0 < α < α∗

s,N e todo

1 < r <
(
1− ‖v‖

N
s
Xs

p

) −s
N−s

a sequencia (exp(α|vn|
N

N−s )) é limitada em Lr(Ω).
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Demonstração: Usaremos a seguinte desigualdade encontrada em [29, p. 3082].

Dado ε > 0 existe Cε > 0 constante tal que

∣∣|a+ b|p − |a|p
∣∣ ≤ ε|a|p + Cε|b|

p, para p > 1 e a, b ∈ R.

Seja γ1 e γ2 > 1 tal que γ1α < α∗
s,N e

1

γ1
+

1

γ2
= 1. Fixando um ε > 0 tal que

ε <
α∗
s,N − γ1α

γ1α
. (A.14)

Agora para a = vn − v e b = v pela desigualdade acima, temos

|vn|
N

N−s = |(vn − v) + v|
N

N−s ≤ (1 + ε)|vn − v|
N

N−s + Cε|v|
N

N−s .

Logo,

exp
(
αr|vn|

N
N−s

)
≤ exp

(
αr(1 + ε)|vn − v|

N
N−s

)
exp

[
αrCε|v|

N
N−s

]
.

Agora aplicando a desigualdade de Hölder com expoentes γ1 e γ2 > 1

∫

Ω

exp
(
αr|vn|

N
N−s

)
≤ A

1
γ1
1 A

1
γ2
2 , (A.15)

onde A1 =

∫

Ω

exp
(
γ1αr(1 + ε)|vn − v|

N
N−s

)
dx e A2 =

∫

Ω

exp
[
γ2αrCε|v|

N
N−s

]
. Es-

timamos as duas integrais separadamente. Primeiro, notamos pela hipótese (vn) é

uma sequência limitada; além disso, do fato vn ⇀ v, temos que (vn) converge em

quase todo ponto para v. Então usando o Teorema de Brezis-Lieb (ver Apêndice
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A, Teorema A.42).

lim
n→∞



∥∥∥∥∥
vn(x)− vn(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

−

∥∥∥∥∥
vn(x)− vn(y)

|x− y|
N
p
+s

−
v(x)− v(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )




=

∥∥∥∥∥
v(x)− v(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

.

Note que

∥∥∥∥∥
vn(x)− vn(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

= ‖vn‖
p
X ,

∥∥∥∥∥
v(x)− v(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

= ‖v‖pX ,

∥∥∥∥∥
vn(x)− vn(y)

|x− y|
N
p
+s

−
v(x)− v(y)

|x− y|
N
p
+s

∥∥∥∥∥

p

Lp(R2N )

= ‖vn−v‖
p
X . Portanto da hipotese ‖vn‖X = 1,

segue-se

lim
n→∞

‖vn − v‖pX = 1− ‖v‖pX .

Logo lembrando que p =
N

s
,

lim
n→∞

‖vn − v‖
N

N−s

X =
(
1− ‖v‖

N
s
X

) s
N−s

.

Pela hipotese
(
1− ‖v‖

N
s
X

) s
N−s

<
1

r
, tem-se para n suficientemente grande

r <
1

‖vn − v‖
N

N−s

X

.

Daí, por (A.14)

A1 =

∫

Ω

exp
(
γ1αr(1 + ε)|vn − v|

N
N−s

)
dx ≤

∫

Ω

exp


γ1α(1 + ε)

∣∣∣∣∣
vn − v

‖vn − v‖X

∣∣∣∣∣

N
N−s


 dx

≤ Kγ1,α, (A.16)

para alguma constante Kγ1,α,ε > 0.
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Finalmente note pela proposição A.11, obtemos

A2 <∞. (A.17)

De (A.15), (A.16) e (A.17) podemos concluir que a sequência (exp(α|vn|
N

N−s )) é

limitada em Lr(Ω).

Lema A.16 Suponha que (f2,p) é satisfeita. Então para todo α > 0 existe C > 0

tal que

|f(t)| ≤ C exp(α|t|
N

N−s ), para todo t ∈ R.

Demonstração: Imediato.

Lema A.17 Suponha que (f2,p) é satisfeita. Então para todo α > 0, dado ǫ > 0

existe Cǫ > 0 tal que

|F (t)| ≤ Cǫ|t|+ ǫ exp(α|t|
N

N−s ), para todo t ∈ R.

Demonstração: Pela condição (f2,p) : lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(α|t|
N

N−s )
= 0 e por L’Hôspital

segue-se,

lim
|t|→∞

F (t)

exp(α|t|
N

N−s )
= 0.

Logo dado ǫ > 0, existe t0 ∈ R tal que

|F (t)| < ǫ exp(α|t|
N

N−s ), para todo |t| > |t0|. (A.18)

Usando L’Hôspital a função

g(t) =





F (t)

t
, se t 6= 0,

0, se t = 0,

é contínua em t = 0 e consequentemente contínua no intervalo [−|t0|, |t0|]. Portanto
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existe Cǫ > 0, tal que

|F (t)| ≤ Cǫ|t|, para todo t ∈ [−|t0|, |t0|]. (A.19)

Portanto de (A.18) e (A.19) segue a prova do Lema.

Lema A.18 Suponha que as hipóteses (f2,p) e (f3,p) são válidas. Dado q >
N

s
,

para todo α > 0, existe 0 ≤ µ < λ1 − a e C > 0 tais que

|F (t)| ≤
µ

p
|t|p + C exp(α|t|

N
N−s )|t|q, para todo t ∈ R.

Demonstração: Pela condição (f3) : lim
|t|→0

f(t)

|t|p−2t
= 0 e por L’Hôspital segue-se,

lim
|t|→0

F (t)

|t|p
= 0. (A.20)

Logo dado ǫ > 0, existe δ > 0 tal que

|F (t)| < ǫ|t|p, para todo 0 < |t| ≤ δ.

Como λ1 − a > 0, então podemos escolher ǫ > 0 suficientemente pequeno tal que

ǫ <
λ1 − a

p
,

isso implica

|F (t)| <
λ1 − a

p
|t|p, para todo 0 < |t| ≤ δ,

equivalentemente

p|F (t)|

|t|p
< λ1 − a, para todo 0 < |t| ≤ δ. (A.21)
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Por outro lado de (A.20), obtemos que a função

g(t) =





p|F (t)|

|t|p
, se t 6= 0,

0, se t = 0,

é contínua em t = 0 e consequentemente contínua no intervalo [−δ, δ]. Portanto

g(t) atinge seu máximo no intervalo [−δ, δ], isto é, existe t0 ∈ [−δ, δ] tal que

g(t) ≤ g(t0); ∀t ∈ [−δ, δ]. (A.22)

Como λ1 − a > 0, segue de (A.21) que

0 = g(0) ≤ g(t0) < λ1 − a.

Seja µ = g(t0), então de (A.22) obtemos

|F (t)| ≤
µ|t|p

p
; ∀t ∈ [−δ, δ] \ {0},

como F (0) = 0, temos que

|F (t)| ≤
µ|t|p

p
; ∀t ∈ [−δ, δ].

Assim existe 0 ≤ µ < λ1 − a tal que

|F (t)| ≤
µ

p
|t|p; ∀|t| ≤ δ. (A.23)

Agora, estimaremos |F (t)| quando |t| ≥ δ. Mostraremos que

|F (t)| ≤ C|t|q exp(α|t|
N

N−s ); ∀|t| ≥ δ.
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Usando o Lema A.16, existe C1 > 0 tal que, para todo α > 0

|F (t)| ≤

∫ t

0

|f(ξ)|dξ ≤ C1

∫ t

0

exp(α|ξ|
N

N−s )dξ, ∀|t| ≥ δ.

Daí, segue que

|F (t)| ≤ C1

∫ t

0

exp(α|ξ|
N

N−s )dξ ≤ C1 exp(α|t|
N

N−s )

∫ t

0

ds ≤ C1|t| exp(α|t|
N

N−s ), ∀|t| ≥ δ.

Isto é,

|F (t)| ≤ C1|t| exp(α|t|
N

N−s ), ∀|t| ≥ δ. (A.24)

Se δ ≥ 1, por (A.24) e usando o fato que q >
N

s
, obtemos

|F (t)| ≤ C1|t|
q exp(α|t|

N
N−s ), ∀|t| ≥ δ.

Suponha que δ seja suficientemente menor que 1 e seja R0 > 0 suficientemente

maior que 1. Novamente por Lema A.16 e usando que q >
N

s
, temos

|F (t)| ≤ C1|t|
q exp(α|t|

N
N−s ), ∀|t| ≥ R0.

Agora, basta estimar |F (t)| nos intervalos [δ, R0] e [−R0,−δ]. Note que sendo F

contínua, então
|F (t)|

exp(α|t|
N

N−s )|t|q
é contínua, logo limitada no compacto [δ, R0],

assim, existe C2 > 0 tal que

|F (t)| ≤ C2|t|
q exp(α|t|

N
N−s ), ∀t ∈ [δ, R0].

Analogamente, podemos obter uma constante C3 > 0 com

|F (t)| ≤ C3|t|
q exp(α|t|

N
N−s ), ∀t ∈ [−δ,−R0].
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Finalmente, considerando C = max{C1, C2, C3} e usando (A.23), obtemos que

|F (t)| ≤
µ

p
|t|p + C|t|q exp(α|t|

N
N−s ), para todo t ∈ R.

Isso completa a prova do Lema.

Lema A.19 Suponha que f satisfaz (f4,p), então dado M > 0, existe CM > 0 tal

que

F (t) ≥M |t|p − CM , ∀ t ∈ R.

Demonstração: De (f4,p), temos que dado M > 0, existe t1 ∈ R \ {0} tal que

F (t) ≥M |t|p, ∀|t| ≥ |t1|. (A.25)

Além disso como F é contínua no conjunto compacto [−|t1|, |t1|], então existe C > 0

tal que |F (t)| ≤ C, para todo |t| ≤ |t1|. Tomando CM = C +M |t1|
p, obtemos para

todo |t| ≤ |t1| que F (t) ≥ −C =M |t1|
p − CM ≥M |t|p − CM . Portanto,

F (t) ≥M |t|p − CM , ∀|t| ≤ |t1|. (A.26)

Concluindo de (A.25) e (A.26) que dado M > 0, existe CM > 0 tal que

F (t) ≥M |t|p − CM , ∀ t ∈ R.

Lema A.20 Suponha que f satisfaz (f5), então existe R > 0 tal que ℑ(t) é cres-

cente em t ≥ R e decrescente em t ≤ −R, onde ℑ(t) = f(t)t−pF (t). Em particular,

existe C1 > 0 tal que

ℑ(t) ≤ ℑ(t) + C1.

Para cada 0 ≤ s ≤ t ou t ≤ s ≤ 0.
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Demonstração: Ver [87].

Lema A.21 Suponha que f satisfaz (f ′
5), então ℑ(t) é crescente em t > 0 e de-

crescente em t < 0, onde ℑ(s) = f(t)t− pF (t).

Demonstração: Analoga ao Lema A.20.

Lema A.22 Suponha que f satisfaz (f5,p), então pF (t) ≤ f(t)t, para todo t 6= 0.

Demonstração: seja ℑ(t) = f(t)t−pF (t), então para t > 0, temos do Lema A.21

ℑ(t) ≥ ℑ(ǫ), para t > ǫ > 0

fazendo ǫ→ 0, obtemos

ℑ(t) ≥ 0, para t > 0.

Analogamente podemos obter ℑ(t) ≥ 0, para t < 0. Concluindo

ℑ(t) ≥ 0, para t 6= 0.

Lema A.23 Sejam u : RN → R e p > 1, então para todo x, y ∈ RN verifica

(i) |u+(x)− u+(y)|p ≤ |u(x)− u(y)|p−2
(
u(x)− u(y)

)(
u+(x)− u+(y)

)
,

(ii) |u−(x)− u−(y)|p ≤ |u(x)− u(y)|p−2
(
u(x)− u(y)

)(
u−(x)− u−(y)

)
.

Demonstração: Provaremos o item(i). A prova do item(ii) é semelhante. Para

verificar isso suponha que u(x) ≥ u(y). Não há perda de generalidade nisso, já

que os papéis de x e y podem ser trocados. Assim, temos os seguintes casos

u(y) ≤ u(x) ≤ 0, 0 ≤ u(y) ≤ u(x) e u(y) ≤ 0 ≤ u(x). Note que nos casos

u(y) ≤ u(x) ≤ 0 e 0 ≤ u(y) ≤ u(x) a desigualdade do item (i) verifica trivialmente.

Portanto estudamos so o último caso, isto é, suponha que u(y) ≤ 0 ≤ u(x). Então

u(x)− u(y) ≥ u(x),
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consequentemente

(u(x)− u(y))p−1u(x) ≥ (u(x))p,

o que é equivalente ao item (i) desde que u(y) ≤ 0 ≤ u(x).

Lema A.24 Sejam B > 0 e C > 0 constantes positivas, então

max
t≥0

(
Btp

p
−
Ctp

∗
s

p∗s

)
=

1

N

(
B

C
p
p∗s

)N
p

.

Demonstração: Defina a função f : [0,∞) → R dada por f(t) =
Btp

p
−
Ctp

∗
s

p∗s
. O

ponto crítico t0 =

(
B

C

) 1
p∗s−p

é ponto de máximo global para f e o valor máximo

de f é

f(t0) =
1

N

(
B

C
p
p∗s

)N
p

.

Em nosso trabalho, precisamos de um resultado auxiliar que aparece em [33,

Lema 2.5]) quando s = 1 e p = 2. A prova é similar para s ∈ (0, 1). p > 1

Lema A.25 Sejam u, v ∈ Lr(Ω) com p ≤ r ≤ p∗s. Se ω ⊂ Ω e u + v > 0 em ω,

então

∣∣∣∣
∫

ω

(u+ v)rdx−

∫

ω

|u|rdx−

∫

ω

|v|rdx

∣∣∣∣ ≤ C

∫

ω

(
|u|r−1|v|+ |u||v|r−1

)
dx.

Observação A.26 Estudamos os seguintes casos:

(a) 1 < p ≤
2N

N + s
e





(1) N > sp2,

(2) N = sp2,

(3) sp < N < sp2.

(b)

[
p >

2N

N + s
e N > sp

(
(p− 1)2 + p

)]
e





(1) N > sp2,

(2) N = sp2,

(3) sp < N < sp2.
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caso (i) Existem N ≥ 1, 0 < s < 1 e p > 1 que verificam (a) − (1) : De fato,

existem N ≥ 1 e 0 < s < 1 tais que (N − s)2 > 0 e consequentemente existe p > 1

tal que 1 < p ≤
2N

N + s
<

(
N

s

)1/2

. Assim existem N ≥ 1, 0 < s < 1 e p > 1 tais

que que verificam (a)− (1)

caso (ii) Existem N ≥ 1, 0 < s < 1 e p > 1 que verificam (b)− (1) : De fato, para

p = 2, bastará tomar N > 6 > 6s e algum 0 < s < 1. Agora suponha que p 6= 2.

Logo existem N ≥ 1 e p > 1 e 0 < s < 1 tais que

N(p− 2)

p
[
(p− 1)3 − 1

] > s > 0. (A.27)

Se p > 2, temos trivialmente sp > N(2−p) e consequentemente p >
2N

N + s
. Agora,

de (A.27) segue N > sp((p − 1)2 + p). Assim existem N ≥ 1, 0 < s < 1 e p > 1

tais que que verificam (b) e (1). Se p < 2, então

p

2− p
> p((p− 1)2 + p).

Logo existe 0 < s < 1 tal que
1

s
<

1

2− p
− ((p − 1)2 + p). Portanto existe N > 1

tal que p((p− 1)2 + p) <
N

s
<

p

2− p
. Assim existem N ≥ 1, 0 < s < 1 e p > 1 tais

que que verificam (b)− (1).

Nos demais casos temos que não existem N ≥ 1, 0 < s < 1 e p > 1 que verificam

(a)− (2), (a)− (3), (b)− (2) e (b)− (3), respectivamente.

Lema A.27 (Ver [29, Lema 2.11]) Para qualquer β > 0 e 0 < 2ε ≤ δ <

θ−1dis(0, ∂Ω), temos

‖uε,δ‖Lβ(Ω) ≤





Cβε
N−N−ps

p
β| log( ε

δ
)|, se β = p∗s

p′

Cβε
N−sp
p(p−1)

βδN−N−sp
p−1

β, se β < p∗s
p′
,

Cβδ
N−N−sp

p
β, se β > p∗s

p′
,

(A.28)
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onde p′ =
p

p− 1
.

Lema A.28 (Ver [67, Lema 2.7]) Existe uma constante C = C(N,P, s) > 0 tal

que para qualquer ε ≤ δ/2,

(1) ‖uε,δ‖
p
W s,p

0
≤ SN/sp + C

(
ε
δ

)(N−sp)/(p−1)
.

(2) ‖uε,δ‖
p
Lp(Ω) ≥





1
C
εsp log

(
δ
ε

)
, N = sp2

1
C
εsp, N > sp2.

(3) ‖uε,δ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

≥ SN/sp − C
(
ε
δ

)N/(p−1)
.

Lema A.29 (Ver [7, Lema 2.3]) Existe C = C(N, p, s) > 0 tal que para qualquer

ε ≤ ε/δ as seguintes estimativas são válidas

‖uε,δ‖
p
W s,p

0
≤ S

N
p
∗ + C

(ε
δ

)N−sp
p−1

e ‖uε,δ‖
p∗s
Lp∗s (Ω)

≥ S
N
γp
∗ − C

(ε
δ

) N
p−1

,

onde S∗ é a melhor constante de Sobolev da imersão W s,p
0 (Ω) →֒ Lp∗s(Ω).

Lema A.30 Seja K > 0 e β ∈ [0, (N−sp)/p) constantes. Então, para cada ε > 0,

a seguinte inclução verifica

Dε :=

{
x ∈ Ω : Uε(x) >

K

εβ

}
⊃ Bρ(ε)(0) com ρ(ε) = C(K)ε

β(p−1)
N−sp

+ 1
p ,

onde C(K) é uma constante positiva que depende de K. Além disso, temos a

seguinte estimativa ∫

Dε

Up∗s
ε dx ≥

∫

Bρ(ε)(0)

Up∗s
ε ≥ SN/sp

s .

Demonstração: Seja x ∈ Dε \ {0} com 0 < ε < |x|. Então pelo Lema 2.20 existe

c2 > 0 tal que

1

c2

(
|x|

ε

)N−sp
p−1

≤
1

U

(
|x|

ε

) =
1

ε
N−sp

p Uε(x)
.
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Logo usando que x ∈ Dε,

1

c2

(
|x|

ε

)N−sp
p−1

<
εβ−

N−sp
p

K
.

Assim,

|x| <
( c2
K

) p−1
N−sp

ε
β(p−1)
N−sp

+ 1
p .

Seja C̃(K) =
( c2
K

) p−1
N−sp

, então

|x| < C̃(K)ε
β(p−1)
N−sp

+ 1
p , para todo x ∈ Dε \ {0}.

Portanto,

Dε ⊂ Bρ̃(ε)(0) com ρ̃(ε) = C̃(K)ε
β(p−1)
N−sp

+ 1
p . (A.29)

Por outro lado como β ∈ [0, (N−sp)/p), temos
N − sp

p
−β > 0 e consequentemente

para ε > 0 suficientemente pequeno segue-se

1

K
> ε

N−sp
p

−β

Logo,

Uε(0) =
1

ε
N−sp

p

>
K

εβ
,

isto é,

0 ∈ Dε (A.30)

De (A.29) e (A.30) podemos tomar uma constante C(K) > 0 suficientemente pe-

quena (K muito grande) tal que

Dε ⊃ Bρ(ε)(0) com ρ(ε) = C(K)ε
β(p−1)
N−sp

+ 1
p , (A.31)



206

isto mostra uma parte do Lema. Agora usando (A.31) obtemos,

∫

Dε

Up∗s
ε dx ≥

∫

Bρ(ε)(0)

Up∗s
ε dx

=

∫

RN

Up∗s
ε dx−

∫

RN\Bρ(ε)(0)

Up∗s
ε (x)dx

= SN/sp
s −

∫

RN\Bρ(ε)(0)

Up∗s
ε (x)dx,

assim, para demonstrar a outra parte do lema, basta demonstrar a seguinte afir-

mação,

lim
ε→0

∫

RN\Bρ(ε)(0)

Up∗s
ε (x)dx = 0. (A.32)

De fato, fazendo uma mudança de variável e usando o Lema 2.20 segue que

∫

RN\Bρ(ε)(0)

Up∗s
ε (x)dx = NwN

∫ +∞

ρ(ε)

Up∗s
ε (r)rN−1dr

= NwN

∫ +∞

ρ(ε)

[
ε−

N−sp
p U

(r
ε

)] Np
N−sp

rN−1dr

= NwNε
−N

∫ +∞

ρ(ε)

[
U
(r
ε

)] Np
N−sp

rN−1dr

≤ NwNε
N

p−1

∫ +∞

ρ(ε)

r−
N

p−1
−1dr,

como
∫ +∞

ρ(ε)

r−
N

p−1
−1dr = −ρ(ε)−

N
p−1 , temos por (A.31)

∫

RN\Bρ(ε)(0)

Up∗s
ε (x)dx ≤ −NwNε

N
p−1ρ(ε)−

N
p−1

= −NwNε
(β(p−1)

N−sp
+ 1

p
−1)(− N

p−1).

Agora observe que
β(p− 1)

N − sp
+

1

p
− 1 < 0 (pois β ∈ [0, (N − sp)/p). Portanto nós

concluímos lim
ε→0

∫

RN\Bρ(ε)(0)

Up∗s
ε (x)dx = 0.
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A.3 Funcionais Diferenciáveis

A finalidade dessa seção é apresentar as definições da diferencial de Gateaux e

Frechet e um resultado que será útil para mostrar que nosso funcional associado ao

problema é classe C1.

Definição A.31 Seja F : U ⊂ V → R uma função, onde U é um aberto em V . O

limite

lim
t→0

F (u0 + th)− F (u0)

t

se existir, será chamado derivada de Gateaux de F em u0 na direção h ∈ V e será

denotada por 〈F ′(u0), h〉.

Definição A.32 Diz-se que F é diferenciável em u0 no sentido de Frechet ou

Frechet diferenciável em u0 se existir uma aplicação linear contínua L : V → R tal

que

lim
h→0

F (u0 + h)− F (u0)− L(h)

‖h‖
= 0.

Teorema A.33 (Ver [89, Proposição 1.3]) Seja φ : E → R onde E é um sub-

conjunto aberto de um espaço vetorial normado X. Se φ possui uma derivada de

Gateaux contínua em E, então φ ∈ C1(E,R).

Proposição A.34 (ver [44, Teorema 6.7 e Corolario 7.2]) A imersão Xs
p →֒ Lq(Ω)

é contínua para q ∈ [1, p∗s] e compacta para todo q ∈ [1, p∗s).

A.4 Alguns resultados da Análise Funcional

Proposição A.35 (Ver [19, Proposição 3.5]). Seja X um espaço de Banach e

(xn) uma sequência em X. Se (xn) converge fracamente para x ∈ X, então ‖xn‖X

é limitada e

‖x‖X ≤ lim inf
n→∞

‖xn‖X .
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Teorema A.36 (Ver [19, Teorema 4.2])[ Teorema da convergência dominada de

Lebesgue ]. Sejam fn uma sequência de funções em L1(Ω), satisfazendo :

(a) fn → f q.t.p. em Ω;

(b) Existe g ∈ L1(Ω) tal que |fn| ≤ g para todo n ∈ N.

Então f ∈ L1(Ω) e ∫

Ω

fndx→

∫

Ω

fdx

Teorema A.37 (Ver [19, Teorema 4.9]). Seja (un) uma sequência em Lp(Ω) e

u ∈ Lp(Ω) tal que un → u. Então existe uma subsequência (unk
) de (un) e existe

h ∈ Lp(Ω) tais que

(i) unk
→ u, q.t.p. em Ω,

(ii) |unk
| ≤ h, para todo k ∈ N e q.t.p em Ω.

Teorema A.38 (Ver [19, Teorema 4.11])[ Teorema da representação de Riesz ].

Sejam p, p′ > 1 com
1

p
+

1

p′
= 1 e φ ∈ (Lp(Ω))′. Então existe uma única função

u ∈ Lp′(Ω) tal que

〈φ, f〉 =

∫

Ω

ufdx para todo f ∈ Lp(Ω),

além disso

‖u‖Lp(Ω) = ‖φ‖Lp′ (Ω).

Teorema A.39 (Ver [19, Teorema 4.5])[ Teorema de Fubini ] Suponha que F ∈

L1(Ω1 × Ω2). Então

∫

Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy =

∫

Ω1

∫

Ω2

F (x, y)dxdy =

∫

Ω2

∫

Ω1

F (x, y)dydx.

Definição A.40 (Ver [74, Definição 1.1.1]). Sejam 1 < p < ∞ e q = p/(p − 1).

Uma sequência (un) ⊂ Lp(Ω) converge fracamente para u ∈ Lp(Ω), escrevemos

un ⇀ u, em Lp(Ω),
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quando

lim
n→∞

∫

Ω

unv =

∫

Ω

uv, para toda v ∈ Lq(Ω).

Lema A.41 (Ver [89, p. 22])[ Brézis-Lieb, primera versão ]. Seja Ω um subcon-

junto aberto de RN e seja (un) ⊂ Lp(Ω), 1 < p <∞. Se

(a) un é limitada em Lp(Ω);

(b) un → u q.t.p. em Ω.

Então

un ⇀ u em Lp(Ω).

Lema A.42 (Ver [20, Teorema 1]) [Brézis-Lieb, segunda versão] Sejam 1 ≤ p <

∞,Ω ⊂ RN e (fn) uma sequência limitada de funções em Lp(Ω) que converge em

quase todo ponto para f , então

f ∈ Lp(Ω) e lim
n→∞

(|fn|
p
p − |f − fn|

p
p) = |f |pp.

Lema A.43 (Ver [20, Teorema 2]) [Brézis-Lieb, mais geral] Sejam 1 ≤ p <

∞,Ω ⊂ RN e j : C → C é uma função contínua com j(0) = 0 que satisfaz a

seguinte hipotese: Para cada ǫ > 0 suficientemente pequeno, existem duas funções

contínuas, ϕǫ e ψǫ não negativas tais que

|j(a+ b)− j(a)| ≤ ǫϕǫ(a) + ψǫ(b), para todo a, b ∈ C.

Seja fn = f + gn uma sequência de funções em Lp(Ω) tal que

(a) gn → 0 q.t.p em Ω.

(b) j(f) ∈ L1.

(c)
∫

Ω

ϕǫ(gn(x))dx ≤ C <∞, para alguma constante C, independente de ǫ e n.
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(d)
∫

Ω

ψǫ(f(x))dx <∞, para todo ǫ > 0.

Então lim
n→∞

∫
[j(f + gn)− j(gn)− j(f)]dx = 0, quando n→ ∞

Teorema A.44 (Ver [19, Teorema 2.2])[ Banach-Steinhaus, Princípio de Limite

Uniforme ]. Seja X um espaço de Banach, Y um espaço vetorial normado e Λ

uma família de operadores lineares contínuos de X a Y . Suponha que a família Λ

seja "pontualmente limitada", ou seja,

sup
L∈Λ

{L(x)} <∞, ∀ x ∈ X.

Então existe uma constante C tal que

‖L‖ < C, ∀L ∈ Λ.

Lema A.45 (Ver [32, Lema 1.7])[ Du Bois Raymond ] Sejam u ∈ L1
loc(Ω) tal que

∫

Ω

u(x)ϕ(x)dx = 0 para todo ϕ ∈ C∞
0 (Ω),

então u = 0 quase sempre em Ω.

Lema A.46 (Ver [35, Lema 2.1]) Seja (un) uma sequência de funções em L1(Ω)

convergindo para u em L1(Ω). Suponha que f(un(x)) e f(u(x)) estão também em

L1(Ω). se ∫

Ω

|f(un(x))un(x)dx| ≤ C

então, f(un) converge para f(u) em L1(Ω).

A.5 Resultados da Teoria dos Pontos Críticos

Teorema A.47 (Ver [24, Teorema 1.1.1 ]) Sejam X um espaço topológico com-

pacto e I : X → R um funcional semicontínuo inferiormente. Então I é limitado
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inferiormente e existe um u0 ∈ X tal que

I(u0) = min
u∈X

I(u).

Teorema A.48 (Ver [40, Teorema 5.10 ]) [Sobre a natureza de mínimos locais

] Seja Φ ∈ C1(X,R) que satisfaz a condição de Palais-Smale (P.S). Suponha que

u0 ∈ X é um mínimo local, isto é, existe ǫ > 0 tal que Φ(u0) ≤ Φ(u), ∀ ‖u−u0‖ ≤ ǫ.

Então para qualquer 0 < ǫ0 < ǫ se obtem ou

(i) existe 0 < α < ǫ0, tal que Φ(u0) < inf{Φ(u) : ‖u− u0‖ = α} ou

(ii) para cada α com 0 < α < ǫ0, Φ tem um mínimo local em um ponto uα com

‖uα − u0‖ = α e Φ(uα) = Φ(u0).

Teorema A.49 (Ver [89, Teorema 2.10]) Sejam X um espaço de Banach, Φ ∈

C1(X,R), e ∈ X e ρ > 0 tais que ‖e‖ > ρ e

b = inf
‖u‖=ρ

Φ(u) > Φ(0) ≥ Φ(e).

Se Φ satisfaz (P.S)C com

C = inf
g∈Γ

max
u∈g([0,1])

Φ(u),

onde Γ = {g ∈ C([0, 1], X) ; g(0) = 0 , g(1) = e},

então C é um valor crítico de Φ.

Teorema A.50 (Ver [81, Teorema 9.12]) Sejam E um espaço de Banach de di-

mensão infinita e Φ ∈ C1(E,R) par, satisfazendo a condição (PS). Suponha que

Φ(0) = 0. Se E = Y ⊕ Z, onde Y tem dimensão finita, e

(1) existem constantes ρ, α > 0 tais que Φ
∣∣∣
∂Bρ∩Z

> α e

(2) para cada subespaço Y ⊂ E com dimY < ∞ existe un R = R(Y ) tal que

Φ < 0 sobre Y \BR(Y ).

Então, Φ possui uma sequência ilimitada de valores críticos.
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Teorema A.51 (Ver [89, Teorema 2.12]) Seja E um espaço de Banach com E =

V ⊕W, onde V é um espaço de dimensão finita, Φ ∈ C1(E,R), suponha que

(a) existem constantes ρ, α > 0 tais que Φ
∣∣∣
∂Bρ∩W

≥ α e

(b) existem e ∈ (∂B1) ∩ W, 0 < β < α e uma constante real R > ρ tal que

Φ
∣∣∣
∂Q

< β onde Q = (BR ∩ V )⊕ (0, Re).

Se Φ satisfaz (P.S)C com

C = inf
γ∈Γ

max
u∈Q

Φ(γ(u)),

onde Γ = {γ ∈ C(Q,E) ; γ = Id em ∂Q}.

Então Φ possui um valor crítico C ≥ α

Teorema A.52 (Ver [80, Lema 2]) O funcional J : W → R dado por J(w) =
1

p
‖w‖pW é de classe C1 (W,R) e sua derivada de Fréchet em w ∈ W é dada por

〈J ′(w), v〉 = 〈(−∆)spw, v〉, para toda v ∈ W . Além disso se wn ⇀ w fracamente

em W, então 〈(−∆)spwn, ϕ〉 → 〈(−∆)spw,ϕ〉, para toda ϕ ∈ W , quando n→ ∞.

Seja o problema de Dirichlet:





(−∆)spu = f(u) em Ω,

u = 0 em RN \ Ω,
(A.33)

onde Ω ⊂ RN (N > 1) um domínio limitado suave, s ∈ (0, 1), p > 1 e f ∈ L∞(Ω).

Teorema A.53 (Ver [58, Teorema 1.1]) Existe α ∈ (0, s] e CΩ > 0 dependendo

apenas de N, p, s e Ω, tal que, para toda solução fraca de (A.33), u ∈ C(Ω) e

‖u‖Cα(Ω) ≤ CΩ‖f‖
1

p−1

L∞(Ω).

Teorema A.54 (Ver [58, Teorema 4.4]) Seja u ∈ W s,p
0 (Ω) satisfazendo

∣∣(−∆)spu
∣∣ ≤ K fracamente em Ω para algum K > 0. Então

|u| ≤ (CΩK)
1

p−1 δs q.t.p em Ω,
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para algum CΩ = C(N, p, s,Ω)

A.6 Regularidade dos funcionais Iλ,p e Iλ.

O próximo resultado mostra que os pontos críticos do funcional Iλ,p correspondem

as soluções fracas do Problema (1.1)

Observação A.55 As hipóteses (f1,p) e (f2, p) (ou (f ′
2,p)) são utilizadas para ga-

rantir que o funcional Iλ,p está bem definida e é de clase C1(Xs
p ,R).

Lema A.56 (Casos subcrítico e crítico) Se f satisfaz (f1,p) e (f2,p) ( ou

(f ′
2,p)), então o funcional Iλ,p esta bem definida e é de classe C1(Xs

p ,R) e sua

derivada é dada por:

〈I ′λ,p(u), h〉 = 〈A(u), h〉+λ

∫

Ω

|u|q−2uhdx−a

∫

Ω

|u|p−2uhdx−

∫

Ω

f(u)hdx, ∀ u, h ∈ Xs
p .

Demonstração: Tomamos I1, I2, I3 : Xs
p → R, da seguinte maneira:

I1(u) =
1

p
‖u‖pXs

p
,

I2(u) =
1

γ

∫

Ω

|u|γdx, para 1 < γ ≤ p,

I3(u) =

∫

Ω

F (u)dx,

primeiro provaremos a boa definição de cada parcela do funcional Iλ,p. Com efeito,

I1 está bem definida, pois corresponde a norma do espaço Xs
p . Agora note que

pela imersão, Xs
p →֒ Lγ(Ω), I2 está bem definida. Finalmente já para mostrar que

I3 está bem definido, considere u ∈ Xs
p . Pelo Lema A.16 (ver Apêndice A) (aqui
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usamos a condição (f2,p) ( ou (f ′
2,p)), para alguma constante C > 0 temos que

∫

Ω

|F (u)|dx =

∫

Ω

∣∣∣∣
∫ u

0

f(t)dt

∣∣∣∣ dx

≤

∫

Ω

[∫ u

0

|f(t)|dt

]
dx

≤ C

∫

Ω

[∫ u

0

exp(α|t|
N

N−s )dt

]
dx

≤ C

∫

Ω

exp(α|u|
N

N−s )

[∫ u

0

dt

]
dx

≤ C

∫

Ω

exp(α|u|
N

N−s )|u|dx

Usando a desigualdade de Hölder e a Proposição 1.9 (ver Apêndice A), segue-se

que

∫

Ω

|F (u)|dx ≤ C

[∫

Ω

exp

(
N

N − s
α|u|

N
N−s

)
dx

](N−s)/N

‖u‖
s/N
Lp(Ω)

≤ Cλ
−1/p
1 ‖u‖Xs

p

[∫

Ω

exp

(
N

N − s
α|u|

N
N−s

)
dx

](N−s)/N

.

Mas, a Proposição A.11 (ver Apêndice A) garante que exp
(

N
N−s

α|u|
N

N−s

)
∈ L1(Ω),

logo
∫

Ω

|F (u)|dx <∞. Portanto, o funcional Iλ,p está bem definido.

Agora iremos provar que I1, I2 e I3 são de classe C1(Xs
p ,R).

Afirmação 1) I1 é de classe C1(Xs
p ,R) e sua derivada é dada por

〈I ′1(u), h〉 = 〈A(u), h〉.

De fato, isto segue de [80, Lema 2]

Afirmação 2) I2 é de classe C1(Xs
p ,R) e sua derivada é dada por

〈I ′1(u), h〉 =

∫

Ω

|u|γ−2uhdx.

De fato, isto segue do Teorema A.33 (ver Apêndice A) e pelo Teorema A.37 (ver
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Apêndice A).

Afirmação 3) I3 é de classe C1(Xs
p ,R) e sua derivada é dada por

〈I ′3(u), h〉 =

∫

Ω

f(u)h.

De fato, seja u ∈ Xs
p . Para cada h ∈ Xs

p denotemos

r(h) = I3(u+ h)− I3(u)−

∫

Ω

f(u)hdx. (A.34)

Mostraremos que lim
‖v‖X→0

r(v)

‖v‖Xs
p

= 0, ou equivalente, que lim
‖vn‖X→0

r(vn)

‖vn‖X
= 0.

Defina g : [0, 1] → R, por g(t) = F (u+ tvn). Note que g é derivável e pela regra

da cadeia

g′(t) = f(u+ tvn)vn.

Pelo Teorema Fundamental do Cálculo, segue-se que

F (u+ vn)− F (u) = g(1)− g(0) =

∫ 1

0

g′(t)dt.

Assim,

F (u+ vn)− F (u) =

∫ 1

0

f(u+ tvn)vn.

Daí,

|r(vn)| =

∣∣∣∣I3(u+ vn)− I3(u)−

∫ 1

0

f(u)vndx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Ω

(F (u+ vn)− F (u))dx−

∫ 1

0

f(u)vndx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Ω

∫ 1

0

f(u+ tvn)vndtdx−

∫ 1

0

f(u)vndx

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
∫

Ω

∫ 1

0

[f(u+ tvn)− f(u)]vndtdx

∣∣∣∣ ,
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implicando que

|r(vn)| =

∣∣∣∣
∫

Ω

∫ 1

0

[f(u+ tvn)− f(u)]vndtdx

∣∣∣∣ . (A.35)

Agora, para cada n ∈ N, definimos gn : Ω× [0, 1] → R, por

gn(x, t) =
[
f
(
u(x) + tvn(x)

)
− f(u(x))

]
vn(x),

e que por simplicidade, a denotaremos por

gn = [f(u+ tvn)− f(u)]vn.

Vejamos que gn ∈ L1(Ω× [0, 1]). De fato, pela desigualdade de Young

|gn| = |f(u+ tvn)− f(u)||vn|

≤
|f(u+ tvn)− f(u)|2

2
+

|vn|
2

2
,

mas,

|f(u+ tvn)− f(u)|2 ≤ (|f(u+ tvn)|+ |f(u)|)2

e como (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), para todo a, b > 0, temos que

(|f(u+ tvn)|+ |f(u)|)2 ≤ 2[|f(u+ tvn)|
2 + |f(u)|2],

logo,

|f(u+ tvn)− f(u)|2 ≤ 2[|f(u+ tvn)|
2 + |f(u)|2].

Além disso, pelo Lema A.16 (ver Apêndice A) (aqui nós usamos a condição (f2,p)

(ou (f ′
2,p)) , podemos encontrar constantes C1, C2 > 0 tais que

|f(u+ tvn)| ≤ C1 exp
(
α(|u|+ t|vn|)

N
N−s

)
e |f(u)| ≤ C2 exp

(
αu

N
N−s

)
.
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e desde que, para todo t ∈ [0, 1], temos (|u|+ t|vn|)
N

N−s ≤ (|u|+ |vn|)
N

N−s . Então,

|f(u+ tvn)| ≤ C1 exp
(
α(|u|+ |vn|)

N
N−s

)
e |f(u)| ≤ C2 exp

(
αu

N
N−s

)
.

Assim,

|f(u+ tvn)− f(u)|2 ≤ 2

[
C3 exp

(
2α(|u|+ |vn|)

N
N−s

)
+C4 exp

(
2αu

N
N−s

)]
(A.36)

e consequentemente

|gn| ≤ C3 exp
(
2α(|u|+ |vn|)

N
N−s

)
+ C4 exp

(
2αu

N
N−s

)
+

|vn|
2

2
.

Uma vez que, a Proposição A.11 (ver Apêndice A) garante que

exp
(
2α(|u|+ |vn|)

N
N−s

)
e exp

(
2αu

N
N−s

)
) pertencem a L1(Ω), e como vn ∈ L2(Ω),

então ∫

Ω×[0,1]

|gn(x, t)|dxdt <∞,

ou seja para cada n ∈ N, gn é integrável. Assim podemos usar o Teorema de Fubini

Teorema A.39 (ver Apêndice A) em (A.35), para obter

|r(vn)| =

∣∣∣∣
∫ 1

0

∫

Ω

[f(u+ tvn)− f(u)]vndxdt

∣∣∣∣ .

Daí, aplicando a desigualdade de Hölder obtemos

|r(vn)| ≤

∫ 1

0

‖f(u+ tvn)− f(u)‖L2(Ω)‖vn‖L2(Ω)dt.

Uma vez que X →֒ L2(Ω) continuamente, existe C > 0 tal que

|r(vn)| ≤ C‖vn‖X

∫ 1

0

‖f(u+ tvn)− f(u)‖L2(Ω)dt. (A.37)

Por outro lado, como (vn) converge fortemente em X, pelo Corolário A.14 ver
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Apêndice A), a menos de subsequência, existe w ∈ X, verificando

|vn(x)| ≤ w(x), quase sempre em Ω,

dessa estimativa e por (A.36), obtemos

|f(u+ tvn)− f(u)|2 ≤ 2

[
C3 exp

(
2α(|u|+ |w|)

N
N−s

)
+ C4 exp

(
2αu

N
N−s

)]
,

quase sempre em Ω. Denotemos

l := 2

[
C3 exp

(
2α(|u|+ |wn|)

N
N−s

)
) + C4 exp

(
2αu

N
N−s

)]
.

Pela Proposição Proposição A.11 (ver Apêndice A), l ∈ L1(Ω). Assim, provamos

a existência de uma função l ∈ L1(Ω), satisfazendo

|f(u(x)) + tvn(x)− f((u(x)))|2 ≤ l(x), quase sempre em Ω. (A.38)

Novamente, como Xs
p →֒ L2(Ω) continuamente e o fato de ‖vn‖Xs

p
→ 0, nos fornece

que para alguma constante C > 0 tal que

‖u+ tvn − u‖L2(Ω) ≤ ‖vn‖L2(Ω) ≤ C‖vn‖Xs
p
→ 0,

ou seja, u+ tvn → u em L2(0, 1). Então, a menos de subsequência,

u(x) + tvn(x) → u(x) quase sempre em Ω.

Daí, usando a continuidade de f (condição (f1,p)), segue-se que

f(u(x) + tvn(x)) → f(u(x)), quase sempre em Ω,
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resultando que,

|f(u(x) + tvn(x))− f(u(x))|2 → 0, quase sempre em Ω. (A.39)

Desde que valem (A.38) e (A.39), pelo Teorema da Conergência Dominada de

Lebesgue Teorema A.36 (ver Apêndice A), concluímos que

‖f(u+ tvn)− f(u)‖L2(Ω) → 0. (A.40)

Agora, por (A.37)

r(vn)

‖vn‖Xs
p

≤ C

∫ 1

0

‖f(u+ tvn)− f(u)‖L2(Ω)dt,

daí, tomando o limite quando ‖vn‖Xs
p
→ 0, obtemos

lim
‖vn‖Xs

p
→0

r(vn)

‖vn‖Xs
p

= 0.

Resta mostrar que I ′3(u) : X
s
p → R é um funcional linear contínuo. A linearidade de

I ′3 resulta por propriedades de integrais. Vejamos sua limitação. Pela desigualdade

de Hölder, temos

|〈I ′3(u), h〉| =

∣∣∣∣
∫

Ω

f(u)hdx

∣∣∣∣ ≤ ‖f(u)‖L2(Ω)‖h‖Xp
s
.

A Proposição A.11 (ver Apêndice A) garante que exp
(
2α|u|

N
N−s

)
∈ L1(Ω), então

obtemos uma constante C > 0, que depende de u, tal que

|〈I ′3, h〉| ≤ C‖h‖Xs
p
, para todo v ∈ Xs

p ;

ou seja, I ′3(u) é limitado. Portanto, I ′3 é Frechét diferenciável e sua derivada é dada

por 〈I ′3(u), h〉 =

∫

Ω

f(u)hdx.
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Agora mostraremos que I3 é contínua. Seja (un) ⊂ Xs
p tal que un → u em Xs

p .

Logo,

‖I ′3(un)− I ′3(u)‖(Xs
p)

∗ = sup
h∈Xs

p , ‖h‖Xs
p
=1

|〈I ′3(un)− I ′3(u), h〉|

= sup
h∈Xs

p , ‖h‖Xs
p
=1

∣∣∣∣
∫

Ω

(f(un)− f(u))hdx

∣∣∣∣

= sup
h∈Xs

p , ‖h‖Xs
p
=1

∫

Ω

|f(un)− f(u)||h|dx,

Usando a adesigualdade de Hölder e a imersão contínua Xs
p →֒ L2(Ω), para alguma

constante C > 0, temos

‖I ′3(un)− I ′3(u)‖(Xs
p)

∗ ≤ sup
h∈Xs

p , ‖h‖Xs
p
=1

‖f(un)− f(u)‖L2(Ω)‖h‖L2(Ω).

Como un → u em Xs
p , por um argumento analogo ao que usamos para provar

(A.40), concluímos que

‖f(un)− f(u)‖L2(Ω) → 0,

o que mostra a continuidade de I ′3. Finalmente, unindo todas estas afirmações

obtemos Iλ,p ∈ C1(Xs
p ,R) e

〈I ′λ,p(u), h〉 = 〈A(u), h〉+ λ

∫

Ω

|u|q−2uhdx− a

∫

Ω

uhdx−

∫

Ω

f(u)hdx, ∀u, h ∈ Xs
p .

Como caso particular do Lema A.56 temos o próximo resultado, que mostra

que os pontos críticos do funcional Iλ correspondem as soluções fracas do problema

(B.1).

Lema A.57 (Casos subcrítico e crítico) Se f satisfaz (f1) e (f2) ( ou (f ′
2)),

então o funcional Iλ esta bem definida e é de classe C1(X,R) e sua derivada é
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dada por:

〈I ′λ(u), h〉 = 〈u, h〉X + λ

∫ 1

0

|u|q−2uhdx− a

∫ 1

0

uhdx−

∫ 1

0

f(u)hdx, ∀ u, h ∈ X.

A.7 Um princípio do mínimo

O espaço dual de (Xs
p , ‖.‖Xs

p
) é denotado por ((Xs

p)
∗, ‖.‖(Xs

p)
∗). Reformulamos varia-

cionalmente o p-laplaciano fracionario como o operador não linear A : Xs
p → (Xs

p)
∗

definido, para todo u, v ∈ Xs
p , por

〈A(u), v〉 =

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp
dxdy. (A.41)

O operador satisfaz, para todo u, v ∈ Xs
p ,

〈A(u), u〉 = ‖u‖pXs
p

e |〈A(u), v〉| ≤ ‖u‖p−1
Xs

p
‖v‖Xs

p
.

Lema A.58 Se un ⇀ u em Xs
p e 〈A(un), un − u〉 → 0, então un → u em Xs

p .

Demonstração: ver [77, Proposição 1.3.]

Para a seguinte definição ver [39, p.5]. Dizemos que u ∈ Xs
p é uma supersolução

fraca para





(−∆)spu = 0 em Ω,

u = 0 em RN \ Ω.
(A.42)

Se 〈A(u), v〉 ≥ 0 para todo v ∈ Xs
p e v ≥ 0. Agora enunciaremos o princípio do

mínimo para supersoluções fracas, cuja demonstração pode ser encontrada em [39,

Teorema 2.10].
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Teorema A.59 (Princípio do mínimo para supersoluções fracas) Se u é

uma supersolução fraca não negativa de (A.42) e u 6≡ 0 em Ω, então u > 0

q.t.p em Ω.

A.8 O primeiro autovalor

Os seguintes resultados podem ser encontrados em [39]. Seja o problema de auto-

valor não local e não linear





(−∆)spu = λ|u|p−2u em Ω,

u = 0 em RN \ Ω.
(A.43)

onde Ω ⊂ RN , N ≥ 1, é um dominio limitado suave, 0 < s < 1 < p < ∞ e λ ∈ R.

Dizemos que uma função u ∈ Xs
p é uma solução fraca de (A.43) se

〈A(u), v〉 = λ

∫

Ω

|u|p−2uvdx, para todo v ∈ Xs
p .

Neste contexto, dizemos que λ ∈ R é um autovalor se existe uma solução fraca

não trivial u ∈ Xs
p de (A.43). A função u é a correspondente autofunção. Note

que como consequência do Teorema A.59 (Princípio do mínimo para supersoluções

fracas) temos

Lema A.60 Se u é uma autofunção não negativa associada a λ, temos u > 0 q.t.p

em Ω.

Nosso objetivo será mostrar que o primeiro autovalor do problema (A.43)

λ1 = inf{‖u‖pXs
p
: ‖u‖Lp(Ω) = 1}

é simples e isolado.
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Note que pela imersão Xs
p →֒ Lp(Ω), para p ≥ 1, λ1 está bem definido. Além

disso, a Proposição 1.9 (ver Apêndice A) garante que λ1 é atingido.

Observação A.61 Qualquer autofunção u construído na proposição 1.9 (ver

Apêndice A) pode ser escolhida positiva.

De fato, seja u ∈ Xs
p tal que λ1 = ‖u‖pXs

p
e ‖u‖p = 1. Como ||u(x)| − |u(y)|| ≤

|u(x)− u(y)|, para todo x, y ∈ R, então

λ1 ≤ ‖|u|‖pXs
p
≤ ‖u‖pXs

p
= λ1. (A.44)

Agora pelo Teorema do multiplicador de Lagrange temos,

〈A(|u|), φ〉 = µ

∫

Ω

||u||p−2|u|φdx, para todo φ ∈ Xs
p .

Tomando φ = |u| segue-se λ1 = µ e consequentemente

〈A(|u|), φ〉 = λ1

∫

Ω

||u||p−2|u|φdx, para todo φ ∈ Xs
p ,

isto é |u| é autofunção associada a λ1. Usando o Lema A.60 obtemos

|u| > 0 q.t.p em Ω.

Deste fato e por (A.44) podemos concluir nossa observação.

Para provar que o primeiro autovalor λ1 é simples precisamos da seguinte identidade

do tipo Picone ver [8, Lema 6.2].

Lema A.62 Seja p ∈ (0, 1). Para u, v : Ω → R tal que u ≥ 0 e v > 0, temos

L(u, v) ≥ 0 em Ω× Ω,
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onde

L(u, v)(x, y) = |u(x)−u(y)|p−|v(x)−v(y)|p−2(v(x)−v(y))

(
up(x)

vp−1(x)
−

up(y)

vp−1(y)

)
.

A igualdade é verificada se e somente se u = kv em Ω para alguma constante k.

Também precisamos que as autofunções sejam limitadas. Mas especificamente [8,

Lema 6.2], isto é,

Lema A.63 Se u é uma autofunção associada a λ, então u ∈ L∞(Ω).

Teorema A.64 Suponha que u é uma autofunção positiva correspondente a λ1 (ver

observação A.61). Então se λ > 0 é tal que existe uma autofunção não negativa v

do problema (A.43) com autovalor λ, então λ = λ1 e existe k ∈ R tal que v = ku

q.t.p em Ω.

Demonstração: Começamos lembrando da seguinte desigualdade ([49, p. 391])

||x|p−2x− |y|p−2y| ≤





CP |x− y|(|x|+ |y|)p−2, se p ≥ 2

Cp|x− y|p−1, se 1 ≤ p ≤ 2,
, (A.45)

que se verifica para x, y ∈ RN .

Da definição de λ1, segue-se λ1 ≤ λ. Por outro lado, pelo Lema A.60, v > 0 q.t.p

em Ω. Seja m ∈ N e vm = v +
1

m
. Primeiro provaremos que wm =

up

vp−1
m

∈ Xs
p para

todo m ∈ N. Observe que wm = 0 em RN \Ω e wm ∈ Lp(Ω) pois wm ∈ L∞(Ω), ver

Lema A.63. Agora, para todo (x, y) ∈ RN × RN , temos
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|wm(x)− wm(y)| =

∣∣∣∣
up(x)

vp−1
m (x)

−
up(y)

vp−1
m (y)

∣∣∣∣

=

∣∣∣∣
up(x)

vp−1
m (x)

−
up(y)

vp−1
m (x)

+
up(y)

vp−1
m (x)

+
up(y)

vp−1
m (y)

∣∣∣∣

≤
1

|vm(x)|p−1
|up(x)− up(y)|+

|u(y)|p|vp−1
m (y)− vp−1

m (x)|

vp−1
m (x)vp−1

m (y)

≤ mp−1|up(x)− up(y)|+ ‖u‖p∞
|vp−1

m (y)− vp−1
m (x)|

vp−1
m (x)vp−1

m (y)
.

Então

|wm(x)− wm(y)| ≤ mp−1|up(x)− up(y)|+ ‖u‖p∞
|vp−1

m (y)− vp−1
m (x)|

vp−1
m (x)vp−1

m (y)
.

Logo usando a desigualdade (A.45) segue-se

|wm(x)− wm(y)| ≤ mp−1|up(x)− up(y)|+ ‖u‖p∞
|vp−1

m (y)− vp−1
m (x)|

vp−1
m (x)vp−1

m (y)

≤ mp−1Cp(u(x)− u(y))p−1|u(x)− u(y)|

+ ‖u‖p∞C
′
p

(vm(y)− vm(x))
p−2|vm(y)− vm(x)|

vp−1
m (x)vp−1

m (y)

≤ 2p−1mp−1Cp(u
p−1(x)− up−1(y))|u(x)− u(y)|

+ ‖u‖p∞C
′
p2

p−2 (v
p−2
m (y) + vp−2

m (x))|vm(y)− vm(x)|

vp−1
m (x)vp−1

m (y)

≤ 2pmp−1Cp‖u‖
p−1
∞ |u(x)− u(y)|

+ ‖u‖p∞C
′
p2

p−2

(
1

vp−1
m (x)vm(y)

+
1

vm(x)v
p−1
m (y)

)
|v(y)− v(x)|.
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Portanto,

|wm(x)− wm(y)| ≤ 2pmp−1Cp‖u‖
p−1
∞ |u(x)− u(y)|

+ ‖u‖p∞C
′
p2

p−2

(
1

vp−1
m (x)vm(y)

+
1

vm(x)v
p−1
m (y)

)
|v(y)− v(x)|

≤ C(m, p, ‖u‖∞)(|u(x)− u(y)|+ |v(y)− v(x)|).

Logo,

|wm(x)− wm(y)|
p ≤ Cp(m, p, ‖u‖∞)(|u(x)− u(y)|+ |v(y)− v(x)|)p

≤ 2pCp(m, p, ‖u‖∞)|u(x)− u(y)|p + |v(y)− v(x)|p,

segue-se

∫

Ω

|wm(x)− wm(y)|
p

|x− y|N+sp
≤ 2pCp(m, p, ‖u‖∞)

(∫

Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
+

∫

Ω

|v(x)− v(y)|p

|x− y|N+sp

)
.

Como u, v ∈ Xs
p obtemos para cada m ∈ N

wm ∈ Xs
p , (A.46)

isso mostra nossa afirmação.

Agora lembramos que u, v ∈ Xs
p , são autofunções do problema (A.43) com
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autovalores λ1 e λ respectivamente. Então usando o Lema A.62, deduzimos que

0 ≤

∫

Ω×Ω

L(u, vm)(x, y)

|x− y|N+sp
dxdy

≤

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

−

∫

R2N

|vm(x)− vm(y)|
p−2(vm(x)− vm(y))

|x− y|N+sp

(
up(x)

vp−1
m (x)

−
up(y)

vp−1
m (y)

)
dxdy

=

∫

Ω

|u(x)− u(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy

−

∫

Ω

|v(x)− v(y)|p−2(v(x)− v(y))

|x− y|N+sp

(
up(x)

vp−1
m (x)

−
up(y)

vp−1
m (y)

)
dxdy

=λ1

∫

Ω

|u(x)|pdx− λ

∫

Ω

vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

dx

≤λ

∫

Ω

|u(x)|pdx− λ

∫

Ω

vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

dx,

onde a última desigualdade usamos o fato λ1 ≤ λ. Portanto,

0 ≤

∫

Ω×Ω

L(u, vm)(x, y)

|x− y|N+sp
dxdy ≤ λ

∫

Ω

|u(x)|pdx− λ

∫

Ω

vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

dx. (A.47)

Como

|vp−1wm| =

∣∣∣∣
vp−1

vp−1
m

up
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
v

vm

∣∣∣∣
p−1

|u|p ≤ |u|p, q.t.p em Ω.

Agora, note que u ∈ Lp(Ω). Também podemos concluir de vm(x) → v(x) q.t.p em

Ω que vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

→ vp−1(x)
up(x)

vp−1(x)
= up(x) q.t.p em Ω. Logo, o Teorema da

convergência dominada de Lebesgue Teorema A.36 (ver Apêndice A)

∫

Ω

vp−1(x)
up(x)

vp−1
m (x)

dx→

∫

Ω

up. (A.48)

Logo de (A.47) e (A.48)

lim
m→∞

∫

Ω×Ω

L(u, vm)(x, y)

|x− y|N+sp
dxdy = 0.
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Segue-se pelo Lema de Fatou’s

0 ≤

∫

Ω×Ω

L(u, v)(x, y)

|x− y|N+sp
dxdy ≤ lim inf

m→∞

∫

Ω×Ω

L(u, vm)(x, y)

|x− y|N+sp
dxdy = 0.

Disso, ∫

Ω×Ω

L(u, v)(x, y)

|x− y|N+sp
dxdy = 0,

assim obtemos que

L(u, v)(x, y) = 0 q.t.p em Ω.

Portanto pelo Lema A.62 concluimos u = kv para alguma constante k > 0.

Observação A.65 Como consequência do Teorema anterior, λ1 é simples e existe

uma única autofunção positiva u ∈ Xs
p associada a λ1 tal que ‖u‖Lp(Ω) = 1.

Agora provaremos que λ1 é isolado. Para isso primeiro provaremos que a medida

de conjuntos nodais é limitada inferiormente.

Lema A.66 Se u é uma autofunção associada a λ > λ1, então

(
1

C(|λ|+ 1)

)r/r−p

≤ |Ω±|,

onde r ∈ (p, p∗s), C > 0 é uma constante independente de λ, u e |Ω±| é a medida

de Lebesgue de Ω± = {x ∈ RN : u(x) 6= 0}.

Demonstração: Pelo Teorema A.64 temos v+ e v− são funções não triviais. Nós

provaremos então a desigualdade para |Ω+|, a prova da outra desigualdade é seme-

lhante. Usando o Lema A.23 (ver Apêndice A) segue-se

|u+(x)− u+(y)|p ≤ |u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(u+(x)− u+(y)),

de onde se conclui que

∫

R2N

|u+(x)− u+(y)|p

|x− y|N+sp
dxdy ≤

∫

R2N

|u(x)− u(y)|p−2(u(x)− u(y))(u+(x)− u+(y))

|x− y|N+sp
dxdy,
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isto é,

‖u+‖pXs
p
≤ 〈A(u), u+〉.

Logo, usando a desigualdade de Hölder

‖u+‖pXs
p
≤ 〈A(u), u+〉

= λ

∫

Ω

(u+)pdx

≤ |λ|

∫

Ω+

|u+|pdx

≤ (|λ|+ 1)|Ω+|
(r−p)/r‖u+‖pLr(Ω). (A.49)

Então pela imersão contínua Xs
p →֒ Lr(Ω) e (A.49), segue a demonstração

Teorema A.67 O primeiro autovalor λ1 é isolado

Demonstração: Pela definição λ1 é isolado à esquerda. Para provar que λ1 é

isolado pela dereita, argumentamos por contradição. Suponha que existe uma

sequência de autovalores (λk) tal que λk → λ1 quando k → ∞. Seja uk autofunção

associada a λk com ‖uk‖Lp(Ω) = 1. Então como

〈A(uk), φ〉 = λk

∫

Ω

|uk|
p−2ukφdx, para todo φ ∈ Xs

p

Tomando φ = uk obtemos

‖uk‖
p
Xs

p
= λk.

Agora de λk → λ1 segue-se que a sequência (uk) é limitada em Xs
p . Logo, podemos

extraer uma subsequência que ainda denotaremos por (uk) tal que





uk ⇀ u em Xs
p ,

uk → u em Lp(Ω), para todo p ≥ 1 e

uk(x) → u(x) quase sempre em Ω.
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Observe

‖u‖pXs
p
≤ lim inf

k→∞
‖uk‖

p = lim inf
k→∞

λk = λ1.

Como λ1 ≤ ‖u‖pXs
p
, temos ‖u‖pXs

p
= λ1. Seguindo o mesmo raciocínio feito na

observação A.61, temos

u > 0 q.t.p em Ω. (A.50)

Por outro lado do Lema A.66, obtemos

(
1

C(|λk|+ 1)

)r/r−p

≤ |{x ∈ R
N uk(x) < 0}|.

Usando o Teorema de Egorov’s, para qualquer ǫ > 0, existe um subconjunto Uǫ ⊂ Ω

tal que |Uǫ| < ǫ e uk → u uniformemente em Ω \ Uǫ. Obtemos,

(
1

C(|λ1|+ 1|)

)r/(r−p)

= lim
k→∞

(
1

C(|λk|+ 1|)

)r/(r−p)

≤ 0,

isto é uma contradição.



Apêndice B

Problema não linear envolvendo

1/2-laplaciano fracionário com

crescimento exponencial sem a

condição de Ambrosetti-Rabinowitz

Neste capítulo, estamos interessados em provar a existência e multiplicidade de

soluções para o problema de Dirichlet:





(−∆)1/2u = −λ|u|q−2u+ au+ f(u) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(B.1)

onde λ > 0, a ∈ R, 1 < q < 2 e com não linearidade f com crescimento ex-

ponencial subcrítico e crítico no sentido Trudinger-Moser. O espaço de funções

onde esperamos encontrar soluções para o problema (B.1) é o espaço de Sobolev

fracionário

H1/2(R) :=

{
u ∈ L2(R) :

∫

R2

(u(x)− u(y))2

|x− y|2
dxdy <∞

}
.
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Como estas soluções devem ser nulas fora de intervalo (0, 1), é natural que consi-

deremos como espaço ambiente o subconjunto X ⊂ H1/2(R) dado por

X = {u ∈ H1/2(R) : u = 0 em R \ (0, 1)}.

Nossa proposta de trabalho consiste na utilização das seguintes hipóteses, sobre a

não linearidade f, com crescimento exponencial subcrítico:

(f1,2) f ∈ C(R,R), f(0) = 0 e F (t) ≥ 0 para todo t ∈ R, sendo F (t) :=
∫ t

0

f(s)ds;

(f2,2) lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(αt2)
= 0, para todo α > 0;

(f3,2) lim
|t|→0

|f(t)|

|t|
= 0;

(f4,2) lim
|t|→∞

F (t)

t2
= +∞.

E, no caso crítico no sentido Trudinger-Moser, nós substituímos a condição (f2,2)

pela seguinte condição

(f ′
2,2) existe α0 > 0 tal que

lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(αt2)
=





∞, se 0 < α < α0

0, se α > α0.

Além disso, mantemos as condições (f1,2), (f3,2) e incluímos as seguintes condições

(f5,2)
f(t)

t
é crescente em (0,+∞), e decrescente em (−∞, 0);

(f6,2) para cada (un) ⊂ X, se





un ⇀ u, em X,

f(un) → f(u), em L1(0, 1),
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então F (un) → F (u) em L1(0, 1).

(f7,2) existem r > 2 e Cr > 0 tais que

F (t) ≥
Cr

r
|t|r, para todo t ∈ R,

com Cr >
1

C

[
4
(α0

π

) (r − 2)

2r

] r−2
2

, onde a constante C > 0 é obtida em

(B.55).

Observação B.1

(1) A condição (f7,2) implica a condição (f4,2).

(2) A condição (f6,2) foi usada em [69], [70] e [82] para u = 0.

(3) Um protótipo de não linearidade que satisfaz as hipóteses (f1,2)− (f4,2) é uma

função do tipo f(t) = t log(|t| + 1) e como mencionado na introdução f não

satisfaz a condição de Ambrosetti-Rabinowitz (AR). Note que u ≡ 0 é uma

solução trivial do problema (B.1).

(4) Um exemplo de não linearidade que satisfaz as hipóteses (f1,2), (f ′
2,2), (f3,2)

e (f5,2)− (f7,2) é uma função do tipo

f(t) =





σtr−1 + Crt
r−1, se 0 ≤ t ≤ 1,

t exp (t2 − 1) + Crt
r−1 + σ1− 1, se t > 1.

com σ ∈ (0, 1) e f(t) = −f(−t), se t < 0.

Vejamos agora os principais resultados deste capítulo, os quais para uma fácil

referência dividiremos em dois casos:

Teorema B.2 (caso subcrítico) Suponha que λk ≤ a < λk+1 para algum k ∈

N (k ≥ 1) e que f possua crescimento exponencial subcrítico e satisfaça as condições

(f1,2), (f3,2) e (f4,2). Então para λ suficientemente pequeno, o problema (B.1) possui
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pelo menos três soluções não triviais. Além disso, adicionanando a hipótese de f

ser ímpar obtemos que o problema (B.1) possui infinitas soluções.

Teorema B.3 (caso crítico) Suponha que λk ≤ a < λk+1 para algum k ∈

N (k ≥ 1) e que f tenha crescimento exponencial crítico e satisfaça as condi-

ções (f1,2), (f3,2) e (f5,2)− (f7,2), então para λ suficientemente pequeno, o problema

(B.1) possui pelo menos três soluções não triviais.

B.1 Soluções para o problema subcrítico

Nesta seção tratamos, via métodos minimax, da existência e da multiplicidade de

solução para o problema (B.1) no caso em que f possui crescimento subcrítico.

Para isso, utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de Linking.

Posteriormente, adicionando a hipótese de f ser ímpar e aplicando uma versão

simétrica do Teorema do Passo da Montanha (ver Teorema A.50 no Apêndice A),

foi possível obter a multiplicidade de solução para o problema. Tornando mais

precisa a nossa proposta de trabalho, estudamos a existência e multiplicidade de

soluções para o problema





(−∆)1/2u = −λ|u|q−2u+ au+ f(u) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(B.2)

onde λ > 0, 1 < q < 2 e a ∈ R+ com não linearidade f com crescimento exponencial

subcrítico no sentido Trudinger-Moser. Nossa proposta de trabalho consiste na

utilização das seguintes hipóteses sobre a não linearidade f :

(f1,2) f ∈ C(R,R), f(0) = 0 e F (t) ≥ 0 para todo t ∈ R, sendo F (t) =
∫ t

0

f(s)ds;

(f2,2) lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(αt2)
= 0, para todo α > 0;

(f3,2) lim
|t|→0

|f(t)|

|t|
= 0;
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(f4,2) lim
|t|→∞

F (t)

t2
= +∞.

Lembramos que as soluções fracas do problema (B.2) correspondem aos pontos

críticos do funcional Iλ : X → R dado por

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2X +

λ

q

∫ 1

0

|u|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

F (u)dx.

Aqui, temos como principal finalidade provar o seguinte resultado:

Teorema B.4 Se f satisfaz as condições (f1,2), (f2,2), (f3,2) (f4,2), e λk ≤ a < λk+1

para algum k ∈ N, então para λ suficientemente pequeno, o problema (B.2) possui

pelo menos três soluções não triviais. Além disso, adicionando a hipótese de f ser

ímpar obtemos que o problema (B.2) possui infinitas soluções.

A prova desse Teorema será dividida em 4 subseções:

Na primeira subseção, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter

pelo menos uma solução positiva. De forma análoga, na segunda subseção, obtemos

pelo menos uma solução negativa. Na terceira subseção obtemos uma terceira

solução via Teorema de Linking. Finalmente na quarta seção demonstramos o

resultado principal, isto é, o Teorema B.4.

B.1.1 Solução positiva para o funcional Iλ

Nesta subseção, definiremos a parte positiva do funcional Iλ para encontrarmos

soluções positivas para o problema com não linearidade f com crescimento expo-

nencial subcrítico.

Considere o funcional:

I+λ : X → R

I+λ (u) =
1

2
‖u‖2 +

λ

q

∫ 1

0

|u+|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u+|2dx−

∫ 1

0

F (u+)dx.

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente no Lema A.57 o funcional I+λ é de
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classe C1(X,R) e para todo u, h ∈ X, verifica

〈(I+λ )
′(u), h〉 = 〈u, h〉X + λ

∫ 1

0

|u+|q−1hdx− a

∫ 1

0

u+hdx−

∫ 1

0

f(u+)hdx. (B.3)

Note que, encontrar um ponto crítico para o funcional I+λ equivale a encontrar

uma função u ∈ X que satisfaz a equação:

〈u, h〉X + λ

∫ 1

0

|u+|q−1hdx− a

∫ 1

0

u+hdx−

∫ 1

0

f(u+)hdx = 0, ∀ h ∈ X,

ou seja, obtem-se uma solução fraca para a equação :





(−∆)1/2u = −λ|u+|q−1 + au+ + f(u+) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(B.4)

onde a ∈ R, λ ∈ R+, 1 < q < 2 e u+ = max{u, 0}.

Se u é um ponto crítico de I+λ , então 〈(I+λ )
′(u), h〉 = 0, ∀ h ∈ X, em particular

para h = u−, assim

0 = 〈(I+λ )
′(u), u−〉 = 〈u, u−〉X = 〈u+, u−〉X + 〈u−, u−〉X ≥ 〈u−, u−〉X = ‖u−‖2

e consequentemente, u− = 0. Portanto, o ponto crítico u de I+λ satisfaz u = u+ ≥ 0,

ou seja, é uma função não negativa de X.

B.1.1.1 Limitação da sequência (PS) associado ao funcional I+λ

Mostraremos que toda sequência (PS) do funcional associada ao problema (B.4) é

limitada, ou seja, temos o seguinte resultado.

Lema B.5 (Casos subcrítico e crítico) Suponha que f satisfaça (f1,2), (f2,2)

(ou (f ′
2,2)) e (f4,2). Então cada sequência (PS) de I+λ é limitada.
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Demonstração: Seja (un) ⊂ X uma sequência de Palais Smale associada a I+λ .

Então,

1

2
‖un‖

2
X +

λ

q

∫ 1

0

|u+n |
qdx−

a

2

∫ 1

0

|u+n |
2dx−

∫ 1

0

F (u+n )dx→ c (B.5)

e para todo ϕ ∈ X, temos

〈un, ϕ〉X + λ

∫ 1

0

|u+n |
q−2u+nϕdx− a

∫ 1

0

u+nϕdx−

∫ 1

0

f(u+n )ϕdx = o(1). (B.6)

Mostraremos por contradição, que (un) é limitada em X. Para isso suponha que

‖un‖X → ∞ quando n → ∞. Passando a uma subsequência se necessário, para

excluir os possíveis termos onde ‖un‖X = 0, vamos definir a sequência vn ⊂ X por

vn =
un

‖un‖X
.

Como vn é limitada em X segue que, a menos de subsequência, vn ⇀ v em X e

vn → v em Lr(0, 1), para todo r ≥ 1 e vn(x) → v(x) q.t.p em (0, 1). Tomando

ϕ = u−n = min{0, un} em (B.6),

0 ≤ ‖u−n ‖
2
X ≤ 〈u+n , u

−
n 〉X + ‖u−n ‖

2
X = o(1)‖u−n ‖X .

Logo, 0 ≤ ‖u−n ‖X ≤ o(1), isto é, lim
n→∞

‖u−n ‖X = 0. Então

lim
n→∞

‖v−n ‖X = 0 onde v−n =
u−n

‖un‖X
.

Consequentemente

v−n ⇀ 0 em X.

Daí,

v−n → 0 em Lr(0, 1).
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Portanto

v− = 0 em X.

Como v = v+ + v−, então

v = v+ em X. (B.7)

Se v não é a função nula.

De (B.7) o conjunto Θ = {x ∈ (0, 1) : v+(x) 6= 0} tem medida de Lebesgue

positiva e seguindo as mesmas ideias da Proposição 1.15 obtemos uma contradição.

Se v é a função nula.

Seguindo as mesmas ideias da Proposição 1.15 obtemos contradição. Portanto (un)

é limitada em X.

B.1.1.2 Compacidade do funcional I+λ

Agora mostraremos que o funcional I+λ associado ao problema (B.4) satisfaz a

condição Palais-Smale (ou condição (PS)) em todos os níveis para todo λ > 0.

Lema B.6 Suponha que f satisfaça (f1,2), (f2,2) e (f4,2) então o funcional I+λ sa-

tisfaz a condição Palais-Smale (ou condição (PS)) em todos os níveis para todo

λ > 0.

Demonstração: Seja (un) ⊂ X uma sequência (PS) de Iλ, isto é, uma sequencia

(un) ⊂ X que satisfaz I+λ (un) → c e (I+λ )
′(un) → 0 no dual de X quando n → ∞.

Pelo Lema B.5, a sequência (un) é limitada em X, logo, existe M > 0 tal que

‖un‖X ≤M para todo n ∈ N.

Portanto existe u0 ∈ X tal que

un ⇀ u0 em X.

Pela imersão de Sobolev,

un → u0 em Lr(0, 1) com r ≥ 1 e un(x) → u0(x) q.t.p em (0, 1). (B.8)
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Pela desiguadade de Hölder,

∣∣∣∣
∫ 1

0

|u+n |
q−2u+n (un − u0)

∣∣∣∣ ≤
(∫ 1

0

|u+n |
qdx

)(q−1)/q (∫ 1

0

|un − u0|
qdx

)1/q

.

Portanto, de (B.8)

∫ 1

0

|u+n |
q−2u+n (un − u0) → 0. (B.9)

Note que, se

un − u0 ⇀ 0, então 〈(I+λ )
′(un), un − u0〉 → 0. (B.10)

Por outro lado,

‖un − u0‖
2
X =〈un − u0, un − u0〉X

=〈un, un − u0〉X − 〈u0, un − u0〉X

Logo,

‖un − u0‖
2
X =〈un, un − u0〉X + λ

∫ 1

0

|u+n |
q−2u+n (un − u0)− a

∫ 1

0

u+n (un − u0)

−

∫ 1

0

f(u+n )(un − u0)− λ

∫ 1

0

|u+n |
q−2u+n (un − u0) + a

∫ 1

0

u+n (un − u0)

+

∫ 1

0

f(u+n )(un − u0)− 〈u0, un − u0〉X

=〈(I+λ )
′(un), un − u0〉 − λ

∫ 1

0

|u+n |
q−2u+n (un − u0) + a

∫ 1

0

u+n (un − u0)

+

∫ 1

0

f(u+n )(un − u0)− 〈u0, un − u0〉X

=

∫ 1

0

f(u+n )(un − u0) + o(1).
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Note que a última igualdade segue-se de (B.8), (B.9) e (B.10). Portanto, do Lema

A.16 (ver Apêndice A), temos tomando 0 < α <
π

2M2
, existe C > 0 tal que

‖un − u0‖
2
X ≤

∫ 1

0

|f(u+n )||un − u0|+ o(1)

≤

∫ 1

0

C exp(α(u+n )
2)|un − u0|+ o(1)

≤

∫ 1

0

C exp(α(un)
2)|un − u0|+ o(1)

=C

∫ 1

0

exp(αu2n)|un − u0|+ o(1)

Logo pela desigualdade de Hölder,

‖un − u0‖
2
X ≤C

(∫ 1

0

exp(2αu2n)

)1/2(∫ 1

0

|un − u0|
2

)1/2

+ o(1)

=C

(∫ 1

0

exp

(
2αu2n

‖un‖
2
X

‖un‖2X

))1/2(∫ 1

0

|un − u0|
2

)1/2

+ o(1)

≤C

(∫ 1

0

exp

(
2αM2

(
un

‖un‖X

)2
))1/2(∫ 1

0

|un − u0|
2

)1/2

+ o(1)

Note que a última desigualdade segue-se do fato que (un) é limitada em X. Por

outro lado, pela escolha de α, temos que 0 < 2αM2 < π, então da Proposição A.10

(ver Apêndice A) obtemos uma constante K > 0, verificando

‖un − u0‖
2
X ≤ CK

(∫ 1

0

|un − u0|
2

)1/2

+ o(1).

De (B.8) implica que un → u0 em X

B.1.1.3 Geometria do Teorema do Passo da Montanha do funcional I+λ

Agora mostraremos alguns resultados que serão úteis para se obter as condições

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso, para cada u ∈ Xs
p ,
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sejam

Jλ(u) := Iλ(u)−
1

2
‖u‖2X

=
λ

q

∫ 1

0

|u|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

F (u)dx.

J+
λ (u) := I+λ (u)−

1

2
‖u‖2X

=
λ

q

∫ 1

0

|u+|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u+|2dx−

∫ 1

0

F (u+)dx.

Lema B.7 (Casos subcrítico e crítico) Sob as hipóteses (f3,2) e a > 0, então

a solução trivial u = 0 é um minimizador local estrito para J+
λ , para todo λ > 0.

Demonstração: Pelo Teorema 1.22, basta mostrar que u = 0 é um mínimo local

estrita de I+λ na topologia C0
δ ([0, 1]). Pela condição (f3,2) : lim

|t|→0

|f(t)|

|t|
= 0 e usando

a regra de L’Hôpital segue-se,

lim
|t|→0

F (t)

t2
= 0.

Logo para ǫ = 1, existe ω > 0 tal que

|F (t)| < t2, para todo 0 < |t| ≤ ω.

Agora , para cada u ∈ (C0
δ ([0, 1]) ∩X) \ {0}, com ‖u‖0,δ ≤ 1 e, consequentemente,

0 < |u+| < ω ( pois |u+| ≤M‖u‖0,δ, para algum M > 0). Portanto

J+
λ (u) =

λ

q

∫ 1

0

|u+|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u+|2dx−

∫ 1

0

F (u+)dx

=
λ

q

∫ 1

0

|u+|qdx−
(a
2
+ 1
)∫ 1

0

|u+|2dx (B.11)
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Note que a desigualdade é estrita pois u 6= 0. Usando ‖u‖0,δ = ‖u/δs‖∞, onde

δ : [0, 1] → R+ definida por δ(x) = dist(x,Rn \ Ω), obtemos

0 ≤ u+ ≤ |u| ≤ k1‖u‖0,δ para algum k1 > 0.

Como 1 < q < 2 resulta que (u+)2−q ≤ (k1)
2−q‖u‖2−q

0,δ e, consequentemente,

∫ 1

0

|u+|2dx ≤ (k1)
2−q‖u‖2−q

0,δ

∫ 1

0

|u+|qdx.

Desta última desigualdade e do fato que
a

2
+ 1 > 0 podemos concluir que

−
(a
2
+ 1
)∫ 1

0

(u+)2dx ≥ −
(a
2
+ 1
)
(k1)

2−q‖u‖2−q
0,δ

∫ 1

0

|u+|qdx. (B.12)

De (B.11) e (B.12), segue-se

J+
λ (u) ≥

λ

q

∫

Ω

|u+|qdx−
(a
2
+ 1
)
(k1)

2−q‖u‖2−q
0,δ

∫ 1

0

|u+|qdx

=

(
λ

q
−
(a
2
+ 1
)
(k1)

2−q‖u‖2−q
0,δ

)∫ 1

0

|u+|qdx (B.13)

Agora, seja R =
(λ/q)1/(2−q)

k1

(a
2
+ 1
)1/(2−q)

. Se ‖u‖0,δ < R, então

λ

q
−
(a
2
+ 1
)
(k1)

2−q‖u‖2−q
0,δ > 0, ∀ ‖u‖0,δ < R. (B.14)

Como ‖u‖0,δ > 0 (pois u ∈ (C0
δ ([0, 1]) ∩ X) \ {0}), temos finalmente de (B.13) e

(B.14) que

J+
λ (u) > 0 = J+

λ (0), ∀ 0 < ‖u‖0,δ < R.

Portanto, concluímos que u = 0 é um mínimo local estrito de J+
λ na topologia

C0
δ ([0, 1]).
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Observação B.8 O Lema anterior é válido se trocamos o funcional J+
λ por Jλ.

Lema B.9 (Casos subcrítico e crítico) Suponha que f satisfaz (f4,2) e a > 0,

então fixando Λ > 0 existe t0 = t0(Λ) > 0 tal que

I+λ (tϕ1) < 0,

para todo t ≥ t0 e 0 < λ < Λ.

Demonstração: Para t > 0 e usando o Lema A.19 (ver Apêndice A) para M >
λ1
2

segue que:

I+λ (tϕ1) =
‖tϕ1‖

2
X

2
+
λ

q

∫ 1

0

|(tϕ1)
+|qdx−

a

2

∫ 1

0

|(tϕ1)
+|2dx−

∫ 1

0

F ((tϕ1)
+)dx

≤
t2

2
‖ϕ1‖

2
X +

tqλ

q

∫ 1

0

ϕq
1dx−

∫ 1

0

(Mt2ϕ2
1 − CM)dx

Lembrando que ϕ1 é a autofunção positiva associado ao λ1 e ‖ϕ1‖L2(0,1) = 1, obte-

mos para t > 0

I+λ (tϕ1) ≤
λ1t

2

2

∫ 1

0

ϕ2
1dx+

tqλ

q

∫ 1

0

ϕq
1dx−Mt2

∫ 1

0

ϕ2
1dx+ CM

= t2
[
λ

q

1

t2−q

∫

Ω

ϕq
1dx+

CM

t2
−

(
M −

λ1
2

)]
. (B.15)

Agora fixando Λ > 0, segue dos fatos que M >
λ1
2
, t > 0, 1 < q < 2, e ϕ1 > 0 em

(0, 1) podemos escolher t0 = t0(Λ) > 0 tal que

Λ

q

1

t2−q
0

∫

Ω

ϕq
1dx+

CM

t20
−

(
M −

λ1
2

)
< 0.

Se t ≥ t0 e λ < Λ, nós temos que

λ

q

1

t2−q

∫

Ω

ϕq
1dx+

CM

t2
−

(
M −

λ1
2

)
≤

Λ

q

1

t2−q
0

∫

Ω

ϕq
1dx+

CM

t20
−

(
M −

λ1
2

)
< 0.

Logo por (B.15), segue I+λ (tϕ1) < 0, para todo t ≥ t0, e λ < Λ.
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B.1.1.4 Solução positiva via o Teorema do Passo da Montanha

Proposição B.10 Se f satisfaz as condições (f1,2), (f2,2), (f3,2) (f4,2) e a > 0.

Então O problema (B.2) possui pelo menos uma solução positiva, para todo λ obtido

no Lema B.9.

Demonstração: Note que toda solução fraca não negativa para o problema (B.2)

satisfaz a equação:





(−∆)1/2u = −λ|u+|q−1 + au+ + f(u+) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(B.16)

onde a ∈ R, λ ∈ R+, 1 < q < 2 e u+ = max{u, 0}.

Agora, como na subseção B.1.1 , encontrar uma solução fraca para o problema

(B.16) é equivalente a encontrar um ponto crítico do funcional

I+λ : X → R

I+λ (u) =
1

2
‖u‖2X +

λ

q

∫ 1

0

|u+|qdx−
a

2

∫ 1

0

(u+)2dx−

∫ 1

0

F (u+)dx.

Observemos que, pelo Lema B.6 mostramos no caso subcrítico, o funcional I+λ

satisfaz a condição Palais Smale (ou condição (PS)) em todos os níveis para todo

λ > 0. Além disso, como I+λ (0) = 0, então basta provar as seguintes condições

geométricas:

(a) existem constantes ρ, α > 0 tais que I+λ

∣∣∣
∂Bρ

> α e

(b) existe um elemento e ∈ X\Bρ tal que I+λ (e) < 0.

Prova do item (a): Lembrando que pelo Lema B.7 temos que existe R > 0 tal

que

I+λ (u) >
1

2
‖u‖2X , ∀ 0 < ‖u‖X < R. (B.17)
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Tomando α =
1

2
‖u‖2X . Portanto, existem constantes ρ, α > 0 tais que

I+λ (u) > α, ∀ ‖u‖X = ρ,

provando assim, o item (a).

Prova do item (b): Pelo Lema B.9, temos que existe e = t0ϕ1 ∈ X com t0 > 0 tal

que I+λ (e) < 0 = I+λ (0), para todo λ > 0 obtido no Lema B.9. Usando está última

desigualdade e por (B.17) segue-se ‖e‖ ≥ R > ρ. Portanto, podemos deduzir que

‖e‖ > ρ, isto é, e ∈ X\Bρ.

Assim, existe e ∈ X\Bρ tal que I+λ (e) < 0. Isto prova o item (b).

Logo, pelo teorema do Passo da Montanha, I+λ possui um valor crítico C+
λ ≥ α,

com

C+
λ = inf

g∈Γ+
max

u∈g([0,1])
I+λ (u),

onde Γ+ = {g ∈ C([0, 1], X) ; g(0) = 0 , g(1) = t0ϕ1}.

B.1.2 Solução negativa para o funcional Iλ

Nesta subseção, definiremos a parte negativa do funcional Iλ para encontrarmos

soluções negativas para o problema com não linearidade f com crescimento expo-

nencial subcrítico.

Considere o funcional:

I−λ : X → R

I−λ (u) =
1

2
‖u‖2 +

λ

q

∫ 1

0

|u−|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u−|2dx−

∫ 1

0

F (u−)dx.

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, o funcional I−λ é de classe C1(X,R)

e

〈(I−λ )
′(u), h〉 = 〈u, h〉X+λ

∫ 1

0

|u−|q−1hdx−a

∫ 1

0

u−hdx−

∫ 1

0

f(u−)hdx, ∀ u, h ∈ X.
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Note que, encontrar um ponto crítico para o funcional I−λ equivale a encontrar uma

função u ∈ X que satisfaz a equação:

〈u, h〉X + λ

∫ 1

0

|u−|q−1ϕdx− a

∫ 1

0

u−ϕdx−

∫ 1

0

f(u−)ϕdx = 0, ∀ ϕ ∈ X,

ou seja, a obter uma solução fraca para a equação :





(−∆)1/2u = −λ|u−|q−1 + au− + f(u−) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(B.18)

onde a ∈ R, λ ∈ R+, 1 < q < 2 e u− = min{u, 0}.

Se u é um ponto crítico de I−λ , então 〈(I−λ )
′(u), h〉 = 0, ∀ h ∈ X, em particular

para h = u+, assim

0 = 〈(I−λ )
′(u), u+〉 = 〈u, u+〉X = 〈u+, u+〉X + 〈u−, u+〉X ≥ 〈u+, u+〉X = ‖u+‖2

e consequentemente, u+ = 0. Portanto, o ponto crítico u de I−λ satisfaz u = u− ≤ 0,

ou seja, é uma função não positiva de X.

B.1.2.1 Limitação da sequência (PS) associado ao funcional I−λ

Analogamente como foi feito no Lema B.5 temos que para a parte negativa do

funcional toda sequência (PS) é limitada, ou seja, temos o seguinte resultado.

Lema B.11 (Casos subcrítico e crítico) Suponha que f satisfaça (f1,2), (f2,2),

(f3,2) e (f4,2) então cada sequência (PS) de I−λ é limitada.

Demonstração: Análogo ao que foi feito no Lema B.5.

B.1.2.2 Compacidade do funcional I−λ

A condição de Palais-Smale é obtida no seguinte Lema:
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Lema B.12 Suponha que f satisfaça (f1,2), (f2,2) e (f4,2) então o funcional I−λ

satisfaz a condição Palais-Smale (ou condição(PS)) em todos os níveis para todo

λ > 0.

Demonstração: Análogo ao que foi feito no Lema B.6.

B.1.2.3 Geometria do Teorema do Passo da Montanha do funcional I−λ

Agora mostraremos alguns resultados que serão útiles para se obter as condições

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso, para cada u ∈ Xs
p , seja

J−
λ (u) := I−λ (u)−

1

2
‖u‖2X

=
λ

q

∫ 1

0

|u−|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u−|2dx−

∫ 1

0

F (u−)dx.

Lema B.13 (Casos subcrítico e crítico) Sob as hipóteses (f3,2) e a > 0, então

a solução trivial u = 0 é um minimizador local estrito para J−
λ , para todo λ > 0.

Demonstração: Pelo Teorema 1.22, basta mostrar que u = 0 é um mínimo local

estrita de I+λ na topologia C0
δ ([0, 1]). Pela condição (f3,2) : lim

|t|→0

|f(t)|

|t|
= 0 e usando

a regra de L’Hôspital segue-se,

lim
|t|→0

F (t)

t2
= 0.

Logo para ǫ = 1, existe ω > 0 tal que

|F (t)| < t2, para todo 0 < |t| ≤ ω.
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Agora , para cada u ∈ (C0
δ ([0, 1]) ∩X) \ {0}, com ‖u‖0,δ ≤ 1 e consequentemente

0 < |u−| < ω ( pois |u−| ≤M‖u‖0,δ, para algum M > 0). Portanto

J−
λ (u) =

λ

q

∫ 1

0

|u−|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u−|2dx−

∫ 1

0

F (u−)dx

≥
λ

q

∫ 1

0

|u−|qdx−
(a
2
+ 1
)∫ 1

0

|u−|2dx (B.19)

Usando ‖u‖0,δ = ‖u/δs‖∞, onde δ : [0, 1] → R+ definida por δ(x) = dist(x,Rn \Ω),

obtemos

0 ≤ −u− = |u−| ≤ |u| ≤ k1‖u‖0,δ para algum k1 > 0.

Como 1 < q < 2 resulta que |u−|2−q ≤ (k1)
2−q‖u‖2−q

0,δ e, consequentemente,

∫ 1

0

|u−|2dx ≤ (k1)
2−q‖u‖2−q

0,δ

∫ 1

0

|u−|qdx.

Desta última desigualdade e do fato que
a

2
+ 1 > 0 podemos concluir que

−
(a
2
+ 1
)∫ 1

0

(u−)2dx ≥ −
(a
2
+ 1
)
(k1)

2−q‖u‖2−q
0,δ

∫ 1

0

|u−|qdx. (B.20)

De (B.19) e (B.20), segue-se

J−
λ (u) ≥

λ

q

∫

Ω

|u−|qdx−
(a
2
+ 1
)
(k1)

2−q‖u‖2−q
0,δ

∫ 1

0

|u−|qdx

=

[
λ

q
−
(a
2
+ 1
)
(k1)

2−q‖u‖2−q
0,δ

] ∫ 1

0

|u−|qdx (B.21)

Agora, seja R =
(λ/q)1/(2−q)

k1

(a
2
+ 1
)1/(2−q)

, assim se ‖u‖0,δ < R, então

λ

q
−
(a
2
+ 1
)
(k1)

2−q‖u‖2−q
0,δ > 0, ∀ ‖u‖0,δ < R. (B.22)
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Como ‖u‖0,δ > 0 (pois u ∈ (C0
δ ([0, 1]) ∩ X) \ {0}), temos finalmente de (B.21) e

(B.22) que

J−
λ (u) > 0 = J−

λ (0), ∀ 0 < ‖u‖0,δ < R.

Portanto, u = 0 é um mínimo local estrito de J−
λ na topologia C0

δ ([0, 1]).

Observação B.14 O Lema anterior é válido se trocamos o funcional J−
λ por Jλ.

Lema B.15 (Casos subcrítico e crítico) Suponha que f satisfaz (f4,2) e a > 0,

então fixando Λ > 0 existe t0 = t0(Λ) > 0 tal que

I−λ (−tϕ1) < 0,

para todo t ≥ t0 e 0 < λ < Λ.

Demonstração: Para t > 0 e usando o Lema A.19 (ver Apêndice A) para M >
λ1
2

segue que:

I−λ (−tϕ1) =
‖tϕ1‖

2
X

2
+
λ

q

∫ 1

0

|(−tϕ1)
−|qdx−

a

2

∫ 1

0

|(−tϕ1)
−|2dx−

∫ 1

0

F ((−tϕ1)
−)dx

≤
t2

2
‖ϕ1‖

2
X +

tqλ

q

∫ 1

0

ϕq
1dx−

∫ 1

0

(Mt2ϕ2
1 − CM)dx

Lembrando que ϕ1 é a autofunção positiva associado ao λ1 e ‖u‖L2(0,1) = 1, obtemos

para t > 0,

I−λ (tϕ1) ≤
λ1t

2

2

∫ 1

0

ϕ2
1dx+

tqλ

q

∫ 1

0

ϕq
1dx−Mt2

∫ 1

0

ϕ2
1dx+ CM

= t2
[
λ

q

1

t2−q

∫ 1

0

ϕq
1dx+

CM

t2
−

(
M −

λ1
2

)]
. (B.23)

Agora fixando Λ > 0, Como M >
λ1
2
, t > 0, 1 < q < 2, e ϕ1 > 0 em (0, 1) podemos

escolher t0 = t0(Λ) > 0 tal que

Λ

q

1

t2−q
0

∫ 1

0

aϕq
1dx+

CM

t20
−

(
M −

λ1
2

)
< 0.
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Se t ≥ t0 e λ < Λ, nós temos que

λ

q

1

t2−q

∫ 1

0

ϕq
1dx+

CM

t2
−

(
M −

λ1
2

)
≤

Λ

q

1

t2−q
0

∫ 1

0

ϕq
1dx+

CM

t20
−

(
M − λ1

2

)
< 0.

Logo por (B.23), segue I−λ (tϕ1) < 0, para todo t ≥ t0, e λ < Λ.

B.1.2.4 Solução negativa via o Teorema do Passo da Montanha

Proposição B.16 Se f satisfaz as condições (f1,2), (f2,2), (f3,2) (f4,2) e a > 0.

Então o problema (B.2) possui pelo menos uma solução negativa, para todo λ obtido

no Lema B.15.

Demonstração: Observemos que toda solução negativa para o problema (B.2)

satisfaz a equação:





(−∆)1/2u = −λ|u−|q−1 + au− + f(u−) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(B.24)

no sentido fraco, onde a ∈ R, λ ∈ R+, 1 < q < 2 e u− = min{u, 0}. Lembrando

pela subseção B.1.2, encontrar uma solução para o problema (B.24) é equivalente

a encontrar um ponto crítico do funcional

I−λ : X → R

I−λ (u) =
1

2
‖u‖2 +

λ

q

∫ 1

0

|u−|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u−|2dx−

∫ 1

0

F (u−)dx.

Mostraremos que I−λ também satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Mon-

tanha. Segue-se do Lema B.12, que no caso subcrítico o funcional I−λ satisfaz

a condição de compacidade (PS) em todos os níveis, para todo λ > 0. Como

I−λ (0) = 0, mostraremos então que o funcional satisfaz a geometria do Teorema do

passo da Montanha.

(a) existem constantes ρ, α > 0 tais que I−λ

∣∣∣
∂Bρ

> α e
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(b) existe um e ∈ X\Bρ tal que I−λ (e) < 0.

Prova do item (a): Usando o Lema B.13 temos que existe R > 0 tal que

I−λ (u) >
1

2
‖u‖2X , ∀ 0 < ‖u‖X < R. (B.25)

Tomando α =
1

2
‖u‖2X , segue que existem ρ, α > 0 tal que α < I−λ (u), ∀ ‖u‖X = ρ.

Prova do item (b): Pelo Lema B.15, temos que existe e = −t0ϕ1 ∈

X tal que I−λ (e) < 0 = I−λ (0), para todo λ > 0 obtido no Lema B.15. Usando esta

última desigualdade e por (B.17) segue-se ‖e‖ ≥ R > 0. Assim, ‖e‖ > ρ, isto é,

e ∈ X\Bρ. Portanto, existe e ∈ X\Bρ tal que I−λ (e) < 0, isto conclui a prova do

item (b).

Logo, pelo Teorema do Passo da Montanha, I−λ possui um valor crítico C−
λ ≥ α,

com

C−
λ = inf

g∈Γ−

max
u∈g([0,1])

I−λ (u),

onde Γ− = {g ∈ C([0, 1], X) ; g(0) = 0 , g(1) = −t0ϕ1}.

B.1.3 Solução via o Teorema de Linking

A ferramenta variacional dessa subseção que utilizaremos é o teorema de Linking.

Nosso principal resultado nesta subseção é

Proposição B.17 Suponha que λk ≤ a < λk+1, para algum k ∈ N (k ≥ 1) e que

f satisfaça as condições (f1,2), (f2,2), (f3,2) e (f4,2), então para λ suficientemente

pequeno, o problema (B.2) possui pelo menos uma solução não trivial.

B.1.3.1 Compacidade

No seguinte resultado mostraremos que, no caso subcrítico, o funcional Iλ satisfaz

a condição Palais-Smale (ou condição(PS)) em todos os níveis para todo λ > 0.
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Lema B.18 Suponha que f satisfaça (f1,2), (f2,2), (f3,2) e (f4,2) então o funcional

Iλ satisfaz a condição Palais-Smale (ou condição(PS)) em todos os níveis para todo

λ > 0.

Demonstração: Analoga ao que foi feito na demonstração do Lema B.6

B.1.3.2 Geometria do Teorema de Linking

Nesta seção, nós começamos fazendo uma escolha de uma decomposição do espaço

X que será utilizada no problema tanto no caso com não linearidade f com cresci-

mento exponencial subcrítico, quanto no caso crítico no sentido Trudinger-Moser..

Assim, tomando k ∈ N (k ≥ 1) fixo seja X = Vk⊕Wk, onde Vk =< ϕ1, . . . , ϕk >

é o espaço gerado pelas autofunções do operador fracionario ((−∆)1/2) correspon-

dentes aos autovalores λ1, . . . , λk, e Wk = V ⊥
k . Os próximos lemas serão usados

para mostrar as condições geométricas do Teorema de Linking.

Lema B.19 Seja a < λk+1, para algum k ∈ N (k ≥ 1). Então, existem β, ρ > 0

tais que Iλ(u) ≥ β sempre que u ∈ Wk e ‖u‖X = ρ.

Demonstração: Fixe θ > 2 e 0 < α < π, então o Lema A.18 (ver Apêndice A)

nos garante que existem 0 ≤ µ < λk+1 − a e C > 0 satisfazendo

F (t) ≤
µ

2
t2 + C exp(αt2)|t|θ, para todo t ∈ R.

Logo, para cada u ∈ Wk = V ⊥
k com ‖u‖X ≤ 1.

Iλ(u) =
‖u‖2X
2

+
λ

q

∫ 1

0

|u|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

F (u)dx

≥
‖u‖2X
2

−
a

2

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

[
µ|u|2

2
+ C exp(αu2)|u|θ

]
dx

=
‖u‖2X
2

−
(a
2
+
µ

2

)∫ 1

0

|u|2dx− C

∫ 1

0

exp(αu2)|u|θdx.
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Agora, pela caracterização de λk+1 = inf
u∈Wk

‖u‖2X∫

Ω

|u|2dx

, obtemos

Iλ(u) ≥
‖u‖2X
2

−
(a+ µ)

2

‖u‖2X
λk+1

− C

∫ 1

0

exp(αu2)|u|θdx. (B.26)

Além disso, como 0 < α < π, podemos fixar r > 1 de modo que ainda se tenha

0 < rα < π. Aplicando a Desigualdade de Hölder em (B.26), com r e r′ conjugados

temos

I(u) ≥
1

2

(
1−

a+ µ

λk+1

)
‖u‖2X − C

(∫ 1

0

exp(αru2)dx

)1/r (∫ 1

0

|u|θr
′

dx

)1/r′

=
1

2

(
1−

a+ µ

λk+1

)
‖u‖2X − C

(∫ 1

0

exp(αru2)dx

)1/r

‖u‖θ
Lr′θ(0,1)

.

Mas, como ‖u‖X ≤ 1, usando a Proposição A.10 (ver Apêndice A) e o fato de que,

pela Proposição 1.12 (ver Apêndice A) , X está imerso continuamente em Lr′θ(0, 1),

podemos encontrar C1 > 0 tal que

I(u) ≥
1

2

(
1−

a+ µ

λk+1

)
‖u‖2X − C1‖u‖

θ
X .

Desde que θ > 2 e 1−
a+ µ

λk+1

> 0, podemos escolher ρ > 0, suficientemente pequeno,

com ‖u‖X = ρ, tal que

I(u) ≥ ρ2
{
1

2

(
1−

a+ µ

λk+1

)
− C1ρ

θ−2

}
> 0.

Portanto, para todo u ∈ Wk com ‖u‖X = ρ, temos que I(u) ≥ β, onde denotaremos

β = ρ2
{
1

2

(
1−

a+ µ

λk+1

)
− C1ρ

θ−2

}
. Assim concluímos a prova do Lema.

Lema B.20 Suponha que (f4,2) é valida. Se Y ⊂ X é um subespaço vetorial com

dim(Y ) <∞, então

lim
u∈Y,‖u‖X→∞

Iλ(u) = −∞.
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Demonstração: Seja u ∈ Y. Como a dimensão de Y é finita, e em um espaço

de dimensão finita todas as normas são equivalentes, podemos encontrar C1 > 0 e

C2 > 0 de modo que

‖u‖2X ≤ C1‖u‖
2
L2(0,1) e ‖u‖qLq(0,1) ≤ C2‖u‖

q
X (B.27)

Aplicando o Lema A.19 (ver Apêndice A), para M > C1

(
1

2
+
λC2

q

)
, existe

CM > 0 tal que

F (t) ≥Mt2 − CM , t ∈ R.

Então,

I(u) =
1

2
‖u‖2X +

λ

q

∫ 1

0

|u|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

F (u)dx

≤
‖u‖2X
2

+
λ

q
‖u‖qLq(0,1) −M‖u‖2L2(0,1) + CM .

Segue de (B.27), para ‖u‖X suficientemente grande, temos ‖u‖qX ≤ ‖u‖2X e conse-

quentêmente

I(u) ≤
‖u‖2X
2

+
λC2

q
‖u‖qX −

M

C1

‖u‖2X + CM

≤
‖u‖2X
2

+
λC2

q
‖u‖2X −

M

C1

‖u‖2X + CM

= ‖u‖2X

(
1

2
+
λC2

q
−
M

C1

)
+ CM . (B.28)

Desde que M > C1

(
1

2
+
λC2

q

)
e usando (B.28), obtemos que

lim
u∈Y,‖u‖X→∞

I(u) = −∞. (B.29)
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B.1.3.3 Controle dos níveis Mini-max

O lema abaixo será útil para controlar os níveis mini-max das soluções positiva e

negativa e assim, obter uma terceira solução.

Lema B.21 Suponha que (f4,2) seja válida e λk ≤ a < λk+1 para algum k ≥ 1.

Então existe η = η(λ) tal que

Iλ(u) ≤ η(λ) e lim
λ→0

η(λ) = 0, para todo u ∈ Vk.

Demonstração: Para u ∈ Vk, usando a Proposição A.8 item (i) (ver Apêndice

A). Temos,

Iλ(u) ≤

(
λk − a

2

)∫ 1

0

u2dx+
λ

q
‖u‖qLq(0,1) −

∫ 1

0

F (u)dx,

Como λk ≤ a < λk+1, obtemos

Iλ(u) ≤
λ

q
‖u‖qLq(0,1) −

∫ 1

0

F (u)dx.

Agora, pela imersão contínua de Sobolev existe Kq > 0 tal que

Iλ(u) ≤
λ

q
Kq‖u‖

q
X −

∫ 1

0

F (u)dx. (B.30)

Do Lema A.19 (ver Apêndice A) e as normas em Vk são equivalentes, segue que

Iλ(u) ≤
λKq

q
‖u‖qX −M‖u‖2L2(0,1) + CM

≤
λKq

q
‖u‖qX −MK2‖u‖

2
X + CM . (B.31)

Desde que 1 < q < 2, obtemos que

lim
u∈Vk,‖u‖X→∞

Iλ(u) = −∞.
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Então existe R > 0 tal que

Iλ(u) < 0 para todo u ∈ Vk com ‖u‖X > R. (B.32)

Se u ∈ Vk com ‖u‖X ≤ R, obtemos de (B.30) que

Iλ(u) ≤
λ

q
Kq‖u‖

q
X −

∫ 1

0

F (u)dx ≤
λ

q
KqR

q −

∫ 1

0

F (u)dx.

Da condição (f1,2), temos

Iλ(u) ≤
λ

q
KqR

q para todo u ∈ Vk com ‖u‖X ≤ R. (B.33)

Tomando η(λ) =
λ

q
KqR

q, segue de (B.32) e (B.33) que

Iλ(u) ≤ η(λ), para todo u ∈ Vk, onde lim
λ→0

η(λ) = 0.

Isso prova o Lema.

B.1.3.4 Solução via o Teorema de Linking

Proposição B.22 Suponha (f1,2) a (f4,2) e que λk ≤ a < λk+1 para algum k ≥ 1.

Então para λ suficientemente pequeno, o problema (B.2) possui pelo menos uma

solução não trivial.

Demonstração: Lembrando que as soluções fracas do problema (B.2) correspon-

dem aos pontos críticos do funcional de classe C1(X,R) (ver Lema A.57) dado

por

Iλ : X → R

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2X +

λ

q

∫ 1

0

|u|qdx−
a

2

∫

Ω

|u|2dx−

∫ 1

0

F (u)dx,

mostraremos que o funcional Iλ satisfaz as condições do Teorema de Linking, ou

seja, Iλ satisfaz a condição Palais Smale (ou condição (PS)), o espaço X é Banach
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e pode ser decomposto na forma X = V ⊕W , onde V é um espaço de dimensão

finita e o funcional Iλ satisfaz

(a) existem constantes ρ, β > 0 tais que Iλ
∣∣∣
∂Bρ∩W

≥ β e

(b) existe um elemento e ∈ (∂B1) ∩W, existem constantes reais R > ρ e α > 0

tais que Iλ
∣∣∣
∂Q

< α < β onde Q = (BR ∩ V )⊕ (0, Re).

Assim, o Teorema garante que Iλ possui um valor crítico C ≥ β caracterizado por

C = inf
γ∈Γ

max
u∈Q

Iλ(γ(u)),

onde Γ = {γ ∈ C(Q,E) ; γ = Id em ∂Q}.

Sabemos que X é um espaço de Banach que se decompõe na forma X = Vk ⊕Wk,

para algum k ≥ 1, onde Vk = span{ϕ1, ϕ2, · · · , ϕk} é um espaço de dimensão finita

e Wk := V ⊥
k

‖.‖X

Além disso, pelo Lema B.18, temos que no caso subcrítico, o funcional Iλ satisfaz

a condição Palais Smale em todos os níveis, para todo λ > 0. Assim, provaremos

que o funcional Iλ satisfaz a geométria do Teorema de Linking, ou seja, as condições

(a) e (b) informadas acima.

Prova do item(a): Resulta diretamente do Lema B.19.

Prova do item(b): Do Lemma B.20, existe R > 0 tal que

Iλ(u) < 0 para todo u ∈ Vk+1 com ‖u‖X ≥ R. (B.34)

Como ρϕk+1 ∈ Vk+1 ∩ Wk e ‖ρϕk+1‖X = ρ (sem perder generalidade podemos

considerar ‖ϕk+1‖X = 1), obtemos pelo item (a), Iλ(ρϕk+1) ≥ β > 0. Logo de

(B.34) segue R > ρ. Definimos

Q = {w ∈ X : w = u+ rϕk+1, u ∈ Vk ∩ BR(0), 0 ≤ r ≤ R}.
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Denotamos a fronteira de Q por ∂Q =
3⋃

i=1

Γi, onde

(1) Γ1 = BR(0) ∩ Vk,

(2) Γ2 = {v ∈ X : v = u+Rϕk+1, u ∈ BR(0) ∩ Vk},

(3) Γ3 = {v ∈ X : v = u+ rϕk+1, u ∈ Vk+1, ‖u‖ = R, 0 ≤ r ≤ R}.

Mostraremos que em cada Γi, temos Iλ
∣∣∣
Γi

≤ α < β, onde β foi obtido no item (a).

Caso (1): Seja u ∈ Γ1 ⊂ Vk. Logo, pelo Lema B.21, seque que

Iλ(u) ≤ η(λ), ∀ u ∈ Γ1, e lim
λ→0

η(λ) = 0.

Assim, tomando λ > 0 suficientemente pequeno

Iλ(u) ≤ η(λ) < β.

Casos (2) e (3): Segue de (1.84), pois, ‖u+Rϕk+1‖ ≥ R > 0 (segue do fato que

〈u, ϕk+1〉X = 0), então Iλ(u+Rϕk+1) < 0.

Assim, para todo u ∈ ∂Q, segue que existe λ∗ tal que

Iλ(u) ≤ η(λ) < β para todo λ ≤ λ∗.

Portanto podemos tomar αλ = η(λ), para qualquer λ ≤ λ∗.

Iλ(u) ≤ η(λ), ∀ u ∈ ∂Q.

Isto termina a prova o item (b).

Então pelo Teorema de Linking, Iλ possui um valor crítico Cλ ≥ α caracterizado
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por

Cλ∗ = inf
h∈Γ

max
u∈Q

Iλ∗(h(u)),

onde Γ = {h ∈ C(Q,X) ; h = Id em ∂Q}.

Isto é, existe uλ ∈ X solução fraca de (B.2) tal que 0 < η(λ) < β ≤ Iλ(uλ) = Cλ.

Note que uλ é não nula, pois Iλ(0) = 0.

B.1.4 Demonstração do Teorema B.4:

Demonstração: Para demonstrar a primera parte de Teorema B.4, basta mostrar

que uλ é distinto dos pontos críticos encontrados para os funcionais I+λ e I−λ para

λ > 0 suficientemente pequeno. De fato, seja g+0 : [0, 1] → X dado por g+0 (t) =

t(t0ϕ1) onde t0 foi obtido no Lema B.9. Logo,

g+0 ∈ Γ+ = {g ∈ C([0, 1], X) ; g(0) = 0 , g(1) = t0ϕ1}.

Como g+0 (t) ∈ Vk para todo t ∈ [0, 1], temos do Lema B.21 que

I+λ (g
+
0 (t)) = Iλ(g

+
0 (t)) ≤ η(λ), para todo t ∈ [0, 1]. (B.35)

Analogamente, podemos definir g−0 ∈ Γ−(usando o Lema B.15) satisfazendo uma

propriedade análoga à estimativa (B.35). Portanto, existe λ0 > 0

C+
λ ≤ max

t∈[0,1]
I+λ (g

+
0 (t)) ≤ η(λ) < α ≤ Iλ(uλ) para todo 0 < λ ≤ λ0.

e

C−
λ ≤ max

t∈[0,1]
I−λ (g

−
0 (t)) ≤ η(λ) < α ≤ Iλ(uλ), para todo 0 < λ ≤ λ0.

Portanto para λ fixo suficientemente pequeno, o problema (B.2) possui pelo menos

três soluções não trivias, provando assim, a primeira parte do Teorema B.4.

Agora provaremos a segunda parte, isto é, que o problema (B.2) possui infinitas
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soluções se o funcional for par. Assim, supondo que o f é ímpar, pelo Lema 1.14,

segue que Iλ é par.

Como X é um espaço de Hilbert, podemos escrever X = Y ⊕Y ⊥, onde Y é um

subespaço de dimensão finita de X e Y é fechado em X.

Mostraremos que existem constantes ρ, α > 0 tais que Iλ

∣∣∣
∂Bρ∩Y ⊥

> α. De

fato, analogamente, como foi feito na Proposição B.10 (ou B.16), existe uma bola

Bρ(0) ⊂ X e existe α > 0 tais que

Iλ

∣∣∣
∂Bρ(0)

> α.

Assim, para u ∈ ∂Bρ(0)∩Y
⊥ (⊂ Y ⊥), nós obtemos que I(u) > α, mostrando assim,

o item (1) do Teorema A.50 (ver Apêndice B). Para provar o item (2), segue do

Lema B.20, que para cada Y de dimensão finita, podemos encontrar R = R(Y ) > 0

tal que

Iλ(u) < 0, sempre que u ∈ Y e ‖u‖X > R(Y ).

Portanto, pelo Teorema A.50 (ver Apêndice B) o problema (B.2) possui uma infi-

nidades de soluções não triviais.

B.2 Soluções para o problema crítico

Nesta seção, mostraremos um resultado de existência de soluções para o seguinte

problema





(−∆)1/2u = −λ|u|q−2u+ au+ f(u) em (0, 1),

u = 0 em R \ (0, 1),
(B.36)

onde λ > 0, 1 < q < 2 e a ∈ R+ com não linearidade f com crescimento ex-

ponencial crítico no sentido Trudinger-Moser. Assim, considere o funcional de
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Euler-Lagrange

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2X +

λ

q

∫ 1

0

|u|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

F (u)dx.

Note que, pontos críticos de Iλ são soluções fracas para o problema (B.36). Neste

caso, nossa principal referência é o artigo [55], onde os autores obtiveram uma

solução não trivial. Aqui, a não linearidade f satisfaz, as seguintes hipóteses:

(f1,2) f ∈ C(R,R), f(0) = 0 e F (t) ≥ 0 para todo t ∈ R, sendo F (t) =
∫ t

0

f(s)ds;

(f ′
2,2) existe 0 < α0 < π tal que

lim
|t|→∞

|f(t)|

exp(αt2)
=





∞, se 0 < α < α0

0, se α > α0,

(f3,2) lim
|t|→0

|f(t)|

|t|
= 0;

(f5,2)
f(t)

t
é crescente se t > 0 e decrescente se t < 0;

(f6,2) Para cada (un) ⊂ X, se





un ⇀ u, em X

f(un) → f(u), em L1(0, 1),

então F (un) → F (u) em L1(0, 1);

(f7,2) Existem r > 2 e Cr > 0 tais que

F (t) ≥
Cr

r
|t|r, para todo t ∈ R,

com Cr >
1

C

[
4
(α0

π

) (r − 2)

2r

] r−2
2

, onde a constante C > 0 é obtida em

(B.55).
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Observação B.23 A condição (f7,2) implica a condição

(f4,2) lim
|t|→∞

F (t)

|t|2
= +∞, sendo F (t) =

∫ t

0

f(s)ds.

O principal resultado deste capítulo é:

Teorema B.24 Suponha que f satisfaz as condições (f1,2), (f
′
2,2), (f3,2) e (f5,2) −

(f7), e λk ≤ a < λk+1 para algum k ∈ N (k ≥ 1), então para λ suficientemente

pequeno, o problema (B.36) possui pelo menos três soluções não triviais.

A prova desse Teorema será dividida em 4 subseções:

Na primeira subseção, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter

pelo menos uma solução positiva. e de forma análoga, na segunda subseção, obte-

mos pelo menos uma solução negativa. Na terceira subseção obtemos uma terceira

solução via Teorema de Linking. Finalmente na quarta subseção demonstramos o

resultado principal, isto é, o Teorema B.24.

B.2.1 A condição de Palais-Smale

Como já mencionamos provaremos que a condição de Palais-Smale é satisfeita ape-

nas para níveis em um certo intervalo. É importante ressaltar que no caso expo-

nencial crítico, o Lema A.16 (ver Apêndice A) é válido somente para α > α0, isto

é, para todo α > α0, existe C > 0 tal que

|f(t)| ≤ C exp(αt2), para todo t ∈ R.

Note também que o Lema A.17 (ver Apêndice A) é válido somente para α > α0.

Lema B.25 Seja α0 > 0 como em (f ′
2,2) e suponha que f satisfaz as condições

(f1,2), (f
′
2,2), (f3,2) e (f5,2)− (f7,2), então o funcional

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2X +

λ

q

∫ 1

0

|u|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

F (u)dx,
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satisfaz a condição de Palais-Smale em qualquer nível c <
π

2α0

.

Demonstração: Seja c <
π

2α0

e suponha (un) uma sequência em X, tal que

Iλ(un) → c e I ′λ(un) → 0 em X∗.

Pelo Lema 1.15, segue-se que (un) é limitada em X e a menos de subsequência,





‖un‖X ≤ K,

un ⇀ u em X,

un → u; em Lq(0, 1) para todo q ≥ 1 e

un(x) → u(x) quase sempre em (0, 1).

Além disso, como λ > 0 e (‖I ′λ(un)‖), (Iλ(un)) são sequências limitadas em R, daí,

para constantes C1 > 0, C2 > 0, temos

∣∣∣∣
∫ 1

0

f(un)undx

∣∣∣∣ ≤ ‖un‖
2
X + λ

∫ 1

0

|un|
q + a

∫ 1

0

|un|
2 + ‖I ′λ(un)‖‖un‖X ≤ C1 e

∣∣∣∣
∫ 1

0

F (un)dx

∣∣∣∣ ≤
‖un‖

2
X

2
+
λ

q

∫ 1

0

|un|
q +

a

2

∫ 1

0

|un|
2 + |Iλ(un)| ≤ C2.

Mas, pelo Lema A.22 (ver Apêndice A),
∫ 1

0

f(un)undx,

∫ 1

0

F (un)dx ≥ 0. Logo,

podemos encontrar uma constante C > 0 verificando

sup

{
‖un‖

2
X ,

∫ 1

0

f(un)undx,

∫ 1

0

F (un)dx

}
≤ C. (B.37)

Pelo Lema A.16 (ver Apêncice A) e pela Proposição A.11 (ver Apêncice A) também

temos que

∫ 1

0

|f(u)|dx ≤ C2

∫ 1

0

exp(αu2)dx <∞ e
∫ 1

0

|f(un)|dx ≤ C3

∫ 1

0

exp(αu2n)dx <∞,
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ou seja, f(un), f(u) estão em L1(0, 1). Então como un → u em L1(0, 1) e∫ 1

0

f(un)undx ≤ C, pelo Lema A.46 (ver Apêncice B), concluímos que

f(un) converge para f(u) em L1(0, 1). (B.38)

Logo, de (B.38) e usando a condição (f6,2) obtemos que

F (un) → F (u) em L1(0, 1). (B.39)

Assim,
‖un‖

2
X

2
→ c−

λ

q

∫ 1

0

|u|q +
a

2

∫ 1

0

|u|2dx+

∫ 1

0

F (u)dx. (B.40)

Como I ′λ(un) → 0 em X∗ e (un) é limitada em X, então por (B.40) temos

∫ 1

0

f(un)undx→ 2c+ λ

(
1−

2

q

)∫ 1

0

|u|q + 2

∫ 1

0

F (u)dx. (B.41)

Mas pelo Lema A.22, temos
∫ 1

0

f(un)undx−2

∫ 1

0

F (un)dx ≥ 0, ∀n ∈ N. Tomando

o limite quando n→ ∞ na expressão acima e usando (B.41)

2c ≥ λ

(
2

q
− 1

)∫ 1

0

|u|q (B.42)

o que implica c ≥ 0 (pois 1 < q < 2). Assim, o nível mini-max é não negativo.

Agora, vejamos que 〈I ′λ(u), v〉 = 0, para toda v ∈ X, ou seja , o limite fraco u

da sequência (PS) é uma solução para o problema em questão. Primeiro, considere

v ∈ C∞
0 (0, 1). Note que quando n→ +∞,

∣∣∣∣
∫ 1

0

f(un)v −

∫ 1

0

f(u)vdx

∣∣∣∣ ≤ ‖f(un)− f(u)‖L1(0,1)‖v‖∞ → 0. (B.43)

Como un → u em Lq(0, 1), segue pelo Teorema A.37 (ver Apêncice B), existe

uma subsequência de (un) ainda denotada por (un) e h ∈ Lq(0, 1) tal que |un| ≤ h,
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q.t.p em Ω. Então para cada v ∈ X decorre que

||un|
q−2unv| = |un|

q−1|v| ≤ hq−1|v|, q.t.p em Ω.

Agora, pela desiguadade de Hölder, Proposição 1.12 (ver Apêncice A) e do fato

que h ∈ Lq(0, 1) segue

∫ 1

0

|hq−1|v||dx ≤

(∫ 1

0

|h|qdx

) q−1
q
(∫ 1

0

|v|qdx

) 1
q

<∞.

Portanto,

hq−1|v| ∈ L1(0, 1), ∀ v ∈ X.

Também podemos concluir de un → u q.t.p em Ω que |un|
q−2unv → |un|

q−2unv

q.t.p em Ω. Logo, o Teorema da convergência dominada de Lebesgue, Teorema

A.36 (ver Apêncice B) garante que

∫ 1

0

|un|
q−2unv →

∫ 1

0

|u|q−2uv, ∀ v ∈ X. (B.44)

e como I ′λ(un) → 0,

0 ≤ |〈I ′λ(un), v〉| ≤ ‖I ′λ(un)‖‖v‖X → 0, quando n→ ∞, para cada v ∈ X.

Assim,

〈I ′λ(un), v〉 → 0, para todo v ∈ C∞
0 (0, 1). (B.45)

Combinando (B.43), (B.44) e (B.45) e o fato de un ⇀ u em X, temos

〈I ′λ(u), v〉 = lim
n→∞

(
〈un, v〉X + λ

∫ 1

0

|un|
q−2unv − b

∫ 1

0

unv −

∫ 1

0

f(un)vdx

)

= lim
n→∞

〈I ′λ(un), v〉 = 0.

Logo, 〈I ′λ(u), v〉 = 0, para toda v ∈ C∞
0 (0, 1). Mas como C∞

0 (0, 1) é denso em
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H1/2(0, 1), para cada v ∈ X, existe uma sequência (vn) em C∞
0 (0, 1) tal que vn → v

em X, então

〈I ′λ(u), v〉 = lim
n→∞

〈I ′λ(u), vn〉 = 0

ou seja,

〈I ′λ(u), v〉 = 0, para todo v ∈ X, (B.46)

provando assim, a afirmação. Agora mostraremos que a solução u é não nula.

Usando o Lema A.22 (ver Apêndice A) e (B.46), segue-se

Iλ(u) ≥
1

2

(
‖u‖2X +

2λ

q

∫ 1

0

|u|q − a

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

f(u)udx

)

>
1

2

(
‖u‖2X + λ

∫ 1

0

|u|q − a

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

f(u)udx

)

=
1

2
〈I ′λ(u), u〉 = 0.

Logo Iλ(u) > 0. Se u = 0, então Iλ(0) = 0, contradizendo Iλ(0) > 0.

Afirmação: O nível mini-max c é estritamente positivo.

De fato, por (B.42) e 1 < q < 2, obtemos c > 0. Concluindo

c > 0 e u 6= 0.

Agora, mostraremos que un → u fortemente em X. Para isso é suficientemente

provar que Iλ(u) = c, pois desta maneira teremos por (B.40) que

lim
n→∞

‖un‖
2
X

2
= Iλ(u)−

λ

q

∫ 1

0

|u|q +
a

2

∫ 1

0

|u|2dx+

∫ 1

0

F (u)dx =
‖u‖2X
2

,

ou seja, ‖un‖X → ‖u‖X .

Assim, usando que un ⇀ u em X, lim
n→∞

‖un‖X = ‖u‖X e X é espaço de Hilbert

podemos concluir que un → u em X. De fato, inicialmente, usando a proposição
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A.33 (ver Apêncice B) e (B.39) observe que

Iλ(u) ≤ lim inf
n→∞

(
1

2
‖un‖

2
X

)
+ lim inf

n→∞

(
λ

q

∫ 1

0

|un|
q −

a

2

∫ 1

0

|un|
2dx−

∫ 1

0

F (un)dx

)

≤ lim inf
n→∞

(
1

2
‖un‖

2
X +

λ

q

∫ 1

0

|un|
q −

a

2

∫ 1

0

|un|
2dx−

∫ 1

0

F (un)dx

)

= lim inf
n→∞

Iλ(un) = c.

Isto é, Iλ(u) ≤ c. Vamos supor por contradição que ocorra Iλ < c. Então por (B.40)

lim
n→∞

‖un‖
2
X = 2

(
c−

λ

q

∫ 1

0

|u|q +
a

2

∫ 1

0

|u|2dx+

∫ 1

0

F (u)dx

)

> 2

(
Iλ(u)−

λ

q

∫ 1

0

|u|q +
a

2

∫ 1

0

|u|2dx+

∫ 1

0

F (u)dx

)

= ‖u‖2X . (B.47)

Definamos vn =
un

‖un‖X
e v =

u

c0
, onde

c0 =

(
2c−

2λ

q

∫ 1

0

|u|q + a

∫ 1

0

|u|2dx+ 2

∫ 1

0

F (u)dx

)−1/2

> 0.

Por ‖vn‖X = 1, u 6= 0 e pela estimativa (B.47)

‖v‖X =
‖u‖X
c0

<
‖u‖X
‖u‖X

= 1.

Assim, 0 < ‖v‖X < 1. Lembrando que
un

‖un‖X
⇀

u

c0
em X, por (B.47) temos que

para todo h ∈ X∗,

h(vn) = h

(
un

‖un‖X

)
→ h

(
u

c0

)
= h(v),

e portanto, vn ⇀ v em X.

Uma vez que c <
π

2α0

, podemos encontrar r > 1, suficientemente próximo de

1 e α0 < α < π, próximo de α0, tais que 2α0 < 2αr <
π

c
e como 0 < Iλ(u) < c,
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obtemos que

2αr <
π

c− Iλ(u)
. (B.48)

Consequentemente,

lim
n→∞

rα‖un‖
2
X = rαc20 < π

(
c20

2(c− Iλ(u))

)
.

Então

lim
n→∞

rα‖un‖
2
X < π

(
c20

2(c− Iλ(u))

)
. (B.49)

Afirmação:
c20

2(c− Iλ(u))
=

1

1− ‖v‖2X
. (B.50)

Com efeito, note que

1

1− ‖v‖2X
=

1

1−
‖u‖2X
c20

=
c20

c20 − ‖u‖2X
.

Por outro lado,
c20
2

= c− Iλ(u) +
‖u‖2X
2

,

logo,

1

1− ‖v‖2X
=

c20
c20 − ‖u‖2X

=
c20

2(c− Iλ(u))
.

Concluindo assim a afirmação. De (B.49) e (B.50), nós obtemos

b := lim
n→∞

rα‖un‖
2
X <

π

1− ‖v‖2X
.

Então, escolha ǫ > 0 suficientemente pequeno, tal que,

rα‖un‖
2
X < ǫ+ b <

π

1− ‖v‖2X
,
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para todo n ∈ N suficientemente grande. Consequentemente, podemos encontrar p

suficientemente próximo de
1

1− ‖v‖2X
tal que 1 < p <

1

1− ‖v‖2X
e γ suficientemente

próximo de π tal que 0 < γ < π verificando

rα‖un‖
2
X < γp <

π

1− ‖v‖2X
.

Além disso pelo Lema A.16 (ver Apendice A)

∫ 1

0

|f(un)|
rdx ≤ C

∫ 1

0

exp(rαu2n)dx = C

∫ 1

0

exp

(
rα‖un‖

2
X

(
un

‖un‖X

)2
)
dx

≤ C

∫ 1

0

exp
(
pγv2n

)
dx.

Mas, pelo que já foi provado, (vn) é uma sequência em X com ‖vn‖X = 1 para

todo n ∈ N, tal que vn ⇀ v em X e 0 < ‖v‖X < 1. Desde que, 0 < γ < π e

1 < p < 1
1−‖v‖2X

, estamos sob as hipóteses da proposição A.15 (ver Apêndice A),

então a sequência (exp(γv2n)) é limitada em Lp(0, 1). Assim existe K > 0 tal que

∫ 1

0

|f(un)|
rdx ≤ K.

Isto é, (f(un)) é limitada em Lr(0, 1), para algum r > 1 e próximo de 1 escolhido

anteriormente. Pelo Teorema A.41 (ver Apêncice B), temos que f(un) ⇀ f(u) em

Lr(0, 1) e como un → u em Lr′(0, 1), pela definição A.40 (ver Apêncice B) e pela

estimativa

∣∣∣∣
∫ 1

0

f(un)undx−

∫ 1

0

f(u)udx

∣∣∣∣ ≤ ‖f(un)‖r‖un − u‖r′ +

∣∣∣∣
∫ 1

0

(f(un)− f(u))udx

∣∣∣∣ ,

obtemos que

lim
n→∞

∫ 1

0

f(un)undx =

∫ 1

0

f(u)udx. (B.51)
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Desde que, I ′λ(un) → 0 em X∗ e (un) é limitada em X, então por (B.51) temos

lim
n→∞

‖un‖
2
X = lim

n→∞

(
〈I ′λ(un), un〉 −

λ

q

∫ 1

0

|un|
q + a

∫ 1

0

|un|
2dx+

∫ 1

0

f(un)undx

)

= −
λ

q

∫ 1

0

|u|q + a

∫ 1

0

|u|2dx+

∫ 1

0

f(u)udx

= ‖u‖2X − 〈I ′λ(u), u〉

e consequentemente, por (B.46)

lim
n→∞

‖un‖
2
X = ‖u‖2X − 〈I ′λ(u), u〉 = ‖u‖2X .

O que por (B.47) é uma contradição. Portanto, Iλ(u) = c.

Observação B.26 O Lema anterior é válido se trocarmos o funcional Iλ por I+λ (

ou I−λ ).

B.2.2 Solução positiva para o funcional Iλ

B.2.2.1 Solução positiva via o Teorema do Passo da Montanha

Proposição B.27 Suponha que f satisfaz as condições (f1,2), (f ′
2,2), (f3,2) e (f5,2)−

(f7,2) e a > 0. Então O problema (B.36) possui pelo menos uma solução positiva,

para todo λ suficientemente pequeno.

Demonstração: Análogo ao que foi feito no caso subcrítico (Seção B.1) o funcional

I+λ satisfaz as hipóteses do Teorema do Passo da Montanha.

Agora, mostraremos que o funcional I+λ satisfaz a condição (PS), para λ > 0

suficientemente pequeno no nível C+
λ definido por C+

λ = inf
g∈Γ+

max
u∈g([0,1])

I+λ (u), onde

Γ+ = {g ∈ C([0, 1], X) ; g(0) = 0 , g(1) = t0ϕ1} e t0 obtido no Lema B.9.

Inicialmente, note que max
t∈[0,1]

I+λ (g(t)) ≥ I+λ (g(0)) = I+λ (0) = 0, ∀ g ∈ Γ+. Logo,
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max
t∈[0,1]

I+λ (g(t)) ≥ 0, ∀g ∈ Γ+ e consequentemente,

0 ≤ inf
g∈Γ+

max
u∈g([0,1])

I+λ (u) = C+
λ <∞.

Seguindo os mesmos passos feitos no Lema B.25, obtemos que I+λ satisfaz a condição

Palais Smale no nível c <
π

2α0

para todo λ > 0.

Agora mostraremos que C+
λ <

π

2α0

, para λ > 0 suficientemente pequeno. De fato,

defina g+0 : [0, 1] → X dado por g+0 (t) = t(t0ϕ1). Segue que g0 ∈ Γ+ e além disso,

como g+0 (t) ∈ Vk, para todo t ∈ [0, 1], temos do Lema B.21 que

I+λ (g
+
0 (t)) = Iλ(g

+
0 (t)) ≤ η(λ) <

π

2α0

, ∀ t ∈ [0, 1] e para λ suficientemente pequeno.

Portanto, C+
λ ≤ max

t∈[0,1]
I+λ (g(t)) ≤ η(λ) <

π

2α0

, para λ suficientemente pequeno.

Finalmente, para λ > 0 suficientemente pequeno, o Teorema de Passo da Montanha

garante que existe u 6= 0 em X tal que I+λ (u) = C+
λ e (I+λ )

′(u) = 0, isto é, u é um

ponto crítico de I+λ e portanto, uma solução positiva para o problema (B.36).

B.2.3 Solução negativa para o funcional Iλ

B.2.3.1 Solução negativa via o Teorema do Passo da Montanha

Proposição B.28 Suponha que f satisfaz as condições (f1,2), (f ′
2,2), (f3,2) e (f5,2)−

(f7,2) e a > 0. Então o problema (B.36) possui pelo menos uma solução negativa,

para todo λ suficientemente pequeno.

Demonstração: Análogo ao que foi feito na Proposição B.27. Para λ > 0 sufi-

cientemente pequeno, o Teorema de Passo da Montanha garante que existe u 6= 0

em X tal que I−λ (u) = C−
λ ≤ I−λ (g

−
0 ) < η(λ), para λ suficientemente pequena e

(I−λ )
′(u) = 0, isto é, u é um ponto crítico de I−λ e portanto, uma solução negativa

para o problema (B.36).
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B.2.4 Solução via o Teorema de Linking

Proposição B.29 Se valem (f1,2), (f
′
2,2), (f3,2) e (f5,2)− (f7,2) e suponha λk ≤ a <

λk+1 para algum k ∈ N (k ≥ 1). Então para λ > 0 suficientemente pequeno, o

problema (B.36) possui pelo menos uma solução não trivial.

Demonstração: Vamos obter uma função u ∈ X que seja um ponto crítico para

o funcional

Iλ : X → R

Iλ(u) =
1

2
‖u‖2X +

λ

q

∫ 1

0

|u|qdx−
a

2

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

F (u)dx.

Para isso, utilizaremos o teorema de Linking Teorema A.51 (ver Apêndice B) com

a condição (P.S)Cλ
com Cλ <

π

2α0

, para λ > 0 suficientemente pequeno.

Para garantirmos a existência desse ponto crítico (não nulo) para o funcional

Iλ usaremos os Lemas B.19 e B.20 que garantem que o funcional Iλ satisfaz a

geometria exigida pelo teorema de Linking. Continuaremos a utilizar as mesmas

notações da seção B.1, isto é,

X = Vk ⊕Wk, onde Vk = 〈ϕ1, . . . , ϕk〉 e Wk = V ⊥
k . Nosso objetivo é obter uma

esfera Sρ = ∂Bρ ∩Wk e um retângulo Q = (BR ∩ Vk)⊕ ([0, Rϕk+1]) tais que:

(i) Iλ

∣∣∣
Sρ

≥ β > 0,

(ii) Iλ

∣∣∣
∂Q

< τ < α; 0 < ρ < R,

(iii) sup
u∈Q

Iλ(u) <
π

2α0

.

Demonstração da Geometria de Linking

Prova do item (i): Seja α tal que 0 < α0 < α < π, analogamente ao que foi

feito no Lema B.19, existe β > 0 e ρ > 0 tal que Iλ
∣∣∣
Sρ

≥ β.

Prova do item (ii): A prova é igual ao que foi feito no caso subcrítico.

Prova do item (iii): Mostraremos que sob a hipótese (f7,2), nós temos que

max
u∈Q

Iλ(u) <
π

2α0

, para λ > 0 suficientemente pequeno. (B.52)
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Para isso, podemos escrever o funcional Iλ da seguinte forma

Iλ(u) = J(u) +
λ

q

∫ 1

0

|u|qdx, onde J(u) =
1

2
‖u‖2X −

a

2

∫ 1

0

|u|2dx−

∫ 1

0

F (u)dx.

Para provar a nossa afirmação é suficiente provar que sup
u∈Q

J(u) <
π

2α0

. De fato,

suponha que

sup
u∈Q

J(u) <
π

2α0

.

Então
π

2α0

− sup
u∈Q

J(u) > 0.

Portanto, para λ > 0 suficientemente pequeno, obtemos

0 <
λ

q
sup
u∈Q

‖u‖qLq(0,1) <
π

2α0

− sup
u∈Q

J(u),

isto é,

sup
u∈Q

Iλ(u) ≤ sup
u∈Q

J(u) +
λ

q
sup
u∈Q

‖u‖qLq(0,1) <
π

2α0

,

para λ > 0 suficientemente pequeno, o que prova a nossa afirmação.

Então iniciamos a prova mostrando que

sup
u∈Q

J(u) <
π

2α0

.

Seja F := Vk+1 = 〈ϕ1, ϕ2, . . . , ϕk+1〉. Como Q ⊂ F e F é um subespaço vetorial de

dimensão finita, obtemos que, para todo t ≥ 0 e todo u ∈ Q.

sup
u∈Q

J(u) ≤ sup
u∈F

J(u) = sup
u∈F,t 6=0

J

(
|t|
u

|t|

)
= sup

u∈F,t>0
J(tu) ≤ sup

u∈F,t≥0
J(tu). (B.53)
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Assim,

J(tu) =
t2

2
‖u‖2X −

a

2
t2
∫ 1

0

|u|2dx−

∫

Ω

F (tu)dx

≤
t2

2
‖u‖2X −

∫ 1

0

F (tu)dx, para todo u ∈ F e t ≥ 0. (B.54)

Seja η : [0,+∞) → R, dado por η(t) =
t2

2
‖u‖2X −

∫ 1

0

F (tu)dx. Pela hipótese (f7) e

do fato que no espaço de dimenão finita F as normas são equivalentes, isto é, existe

C > 0 tal que

∫

Ω

F (tu)dx ≥
Cr

r

∫

Ω

tr|u|rdx =
Cr

r
tr‖u‖rLr(Ω) ≥ C

Cr

r
tr‖u‖rXs

p
. (B.55)

Daí

η(t) ≤
t2

2
‖u‖2X − C

Cr

r
tr‖u‖rX ≤ max

t≥0

(
t2

2
‖u‖2X − C

Cr

r
tr‖u‖rX

)
. (B.56)

Denotando por g(t) :=
t2

2
‖u‖2X −C

Cr

r
‖u‖rXt

r, agora vamos obter max
t≥0

g(t). Observe

que,

g′(t) = t‖u‖2X − CCr‖u‖
r
Xt

r−1.

Logo, g′(t) = 0 se, e só se, t = 0 ou t =

(
‖u‖2−r

X

CCr

) 1
r−2

. Por outro lado,

g′′(t) = ‖u‖2X − CCr(r − 1)‖u‖rXt
r−2.

Então, para t =
(
‖u‖2−r

X

CCr

) 1
r−2

, note que

g′′

{(
‖u‖2−r

X

CCr

) 1
r−2

}
= ‖u‖2X − (r − 1)‖u‖2X = ‖u‖2X(2− r) < 0 ( pois r > 2).
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Logo, g assume máximo global em t =

(
‖u‖2−r

X

CCr

) 1
r−2

. Assim,

g

{(
‖u‖2−r

X

CCr

) 1
r−2

}
=
1

2

(
‖u‖2−r

X

CCr

) 2
r−2

‖u‖2X − C
Cr

r
‖u‖rX

(
‖u‖2−r

X

CCr

) r
r−2

=

(
1

CCr

) 2
r−2
(
r − 2

2r

)

Logo,

max
t≥0

g(t) =

(
1

CCr

) 2
r−2
(
r − 2

2r

)
> 0.

Pela hipótese (f7,2),

max
t≥0

g(t) =

(
1

CCr

) 2
r−2
(
r − 2

2r

)

<

(
1

CCr

) 2
r−2
(
r − 2

2r

)
1

4

(
π

α0

)(
2r

r − 2

)
(CCr)

2
r−2

=
1

4

(
π

α0

)
,

Portanto de (B.56) e obtemos que η(t) <
π

4α0

, consequentemente

max
u∈F, t≥0

J(tu) ≤ max
t≥0

η(t) ≤
π

4α0

<
π

2α0

.

Portanto de (B.53) segue-se

sup
u∈Q

J(u) <
π

2α0

. (B.57)

Finalizando a prova do item (iii).

Observação B.30 Agora estamos aptos a mostrar que para λ > 0 suficientemente

pequeno, o funcional Iλ satisfaz a condição Palais-Smale no nível

Cλ = inf
h∈Γ

sup
u∈Q

Iλ(h(u)), onde Γ = {h ∈ C(Q,X) ; h = id em ∂Q}.
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De fato, de (B.52), temos

sup
u∈Q

Iλ(u) <
π

2α0

, para λ > 0 suficientemente pequeno .

Assim, para λ > 0 suficientemente pequeno

inf
h∈Γ

sup
u∈Q

Iλ(h(u)) ≤ sup
u∈Q

Iλ(u) <
π

2α0

.

Portanto, pelo Lema B.25 para λ > 0 suficientemente pequeno Iλ satisfaz a condição

Palais Smale (P.S)Cλ
, onde Cλ = inf

h∈Γ
sup
u∈Q

Iλ(h(u)).

Logo, tomando λ > 0 suficientemente pequeno, pelo Teorema de Linking

com a condição (P.S)Cλ
(ver Apêndice B, Teorema A.51) obtemos que Cλ =

inf
h∈Γ

sup
u∈Q

Iλ(h(u)) é um valor crítico do funcional Iλ com Cλ ≥ β, isto é, existe

uλ ∈ X solução fraca do problema B.36 tal que 0 < β ≤ Iλ(uλ). Logo uλ é não

nula, pois Iλ(0) = 0.

B.2.5 Demonstração do Teorema B.24:

Agora mostraremos que uλ é distinto dos demais pontos críticos encontrados para

os funcionais I+λ e I−λ .

De fato, analogamente como foi feito na prueva do Teorema B.4, segue do Lema

B.21, que para λ > 0 suficientemente pequeno, obtemos que 0 < C+
λ , C

−
λ < η(λ) <

β ≤ Cλ. Portanto, para λ > 0 suficientemente pequeno, o problema B.36 possui

pelo menos três soluções não triviais.
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