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Resumo

Usando métodos variacionais, neste trabalho estudamos existéncia e multiplicidade
de solucoes para uma classe de problema eliptico envolvendo crescimento subcritico
e critico do tipo Trudinger-Moser. Tratamos também de uma classe de problema

eliptico envolvendo crescimento critico de Sobolev.

Palavras-chave: Métodos variacionais, expoente critico, desigualdade de

Trudinger-Moser.

vil



Abstract

Using variational methods, we study the existence and multiplicity of solutions to
an elliptic problem class involving subcritical and critical Trudinger-Moser growth.
We are also dealing with an elliptical problem class involving Sobolev’s critical

growth.

Keywords: Variational methods, critical exponent, Trudinger-Moser inequality.
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Introducao

Sao varias as dificuldades quando se trabalha com equacgoes diferenciais: o tipo de
operador, a falta de compacidade das imersoes de Sobolev e o comportamento da
nao-linearidade sao algumas delas. Neste trabalho apresentaremos resultados de
existéncia e multiplicidade para equagoes envolvendo operadores nao-locais. Mais

precisamente, no Capitulo 1 estudamos o seguinte problema

(=AYu = —MNul"%u+ alulP?u+ f(u) em €,

(1)
v =0 em RN\ Q

sendo 2 C RY um dominio limitado suave, com 0 < s < 1, A > 0, a € R e

nao-linearidades f do tipo exponencial (no sentido Trudinger-Moser)

t
(7) subecritico, isto é, lim ()]

A ? =0, para todo a > 0 e
* exp <a t N—s)

(17) critico, no sentido que existe oy > 0 tal que

] |f(t)| 00, se 0<a<a
lim —————~ =
120 exp <a|t|m> 0, se o>y,

e no Capitulo 2 estudamos o problema:

(=APu = —Aul"%u+ alulP"2u+b(ut)P=" em

u = 0 em RV \ Q,



sendo 2 C RY um dominio limitado suave, com 0 < s <1, A>0,a € Re

pN
Pt = N —sp’

se sp <N,

oo, se sp> N,

o exponente critico fracionario de Sobolev.

Os problemas (1) e (2) podem ser colocados na forma

(=A¥u = —Mu|"?u+alulP?u+ f(u) em Q,
u =0 em RV \ Q,

sendo 2 C RY um dominio limitado suave, com 0 < s < 1, A > 0, a € R e
diferentes nao-linearidades f.

O operador p-laplaciano fraciondrio (—A); é definido por

[u(@) = u(y)l"*(u(z) —u(y)) ,

|z —y| Ve

(—A)u(zr) = 2lim

p
€0 JRN\ B(z,¢)

)

para uma funcao mensuravel u e x € RY. Para mais informacoes sobre estes
operadores, consulte o Apéndice A.

Recentemente, problemas envolvendo operadores nao-locais tém sido ampla-
mente estudados na literatura e atraido a atencao de muitos matemaéticos de di-
ferentes areas de pesquisa. Esse tipo de operador nao-local surge na descrigao de
varios fendmenos nas ciéncias aplicadas, como otimizacao, finangas, transi¢coes de
fase, materiais estratificados, difusao andémala, luxacao de cristais, limites ultra-
relativisticos da mecénica quantica, fluxos quase-geostroficos, dispersao multipla,
superficies minimas, ciéncia dos materiais e ondas de agua. Para uma introdugao
elementar a este topico e uma lista ainda nao exaustiva de referéncias relacionadas,
consulte, por exemplo, [44].

O espaco de fungoes no qual esperamos encontrar solugoes para o problema (3)



é o espaco de Sobolev fracionario dado por:

WeP(RY) = {u c LP(RY): /R dedy < oo} :

2N |ZE — y|N+5p

Como estas solucoes devem ser nulas fora de €2, é natural considerarmos como

espago ambiente o subconjunto X; C W*? (RY) dado por

p

XS—{uEWs’p(RN):u—OemRN\Q}.

Um dos primeiros problemas do tipo (3) - no caso, envolvendo o operador
laplaciano e f = 0 - foi exposto em 1994 por Ambrosetti, Brezis e Cerami [5].

Mais precisamente, foi abordado o problema

—Au =M u?+uP, em (,
u>0 em (), (4)
u=>0 em Of),

com 0 < ¢ < 1 < p. Os autores mostraram a existéncia de um valor A > 0 para o
qual o problema (4) possui pelo menos duas solugoes positivas se A € (0, A); pelo
menos uma solucao se A = A; e nenhuma solugao positiva se A > A.

Este trabalho deu origem a uma preocupagao crescente sobre a multiplicidade

de solugoes de problemas semilineares elipticos do tipo
—Au = plu|”%u+ g(u) em

no caso em que g ¢ assintoticamente linear e assimétrica, ou seja, g satisfaz uma

condicao do tipo Ambrosetti-Prodi dada por

t t
g_ = lim ¥<)\k<g+: lim @7

t——o00 t—+oo

sendo A\, um autovalor do operador laplaciano. Este problema foi abordado, entre



outros (vejal27, 66]), por Paiva e Massa [36] e Paiva e Presoto [37].

Em [36], estudaram o problema

—Au = —Aul"?u+au+ g(u) em Q,
u = 0 sobredf),

(5)

sendo  C RY um dominio limitado suave com 1 < ¢ < 2, A > 0, a € [Ag, Apy1),
com {\;};>1 denotando a sequéncia de autovalores do operador (—A) no espaco
H}(Q) e em que a nao-linearidade g, entre outras condigdes, possui crescimento
tipo polinomial. Nesse trabalho, foi provada a existéncia de um valor A > 0 para o
qual o problema (5) possui pelo menos trés solugoes se A € (0, A), uma delas sendo
positiva e outra negativa.

Em [37], os autores estudaram o problema (5) com nao-linearidade do tipo

g(t) = (TP com 2 < p < ]]g—i_z e N > 2. Utilizando a técnica das autofuncoes
aproximadas, os autores também encontraram pelo menos trés solugoes, uma delas
sendo positiva e outra negativa.

Miyagaki, Montreanu e Pereira [65], utilizando argumentos distintos de [37],
estudaram o problema (5) envolvendo o operador fracionario e nao-linearidade do
tipo g(t) = (t+)* .

O problema (3) pode ser visto como uma versao nao-local da equagao eliptica
semilinear [36] e como uma extensao do problema estudado em [65].

Equagoes elipticas com nao-linearidades concavas da forma —A|u|72u, 1 <
g < 2, para A < 0 e g possuindo crescimento polinomial foram estudados por
varios autores para o operador laplaciano (veja [4], [5], [31], [79] e suas referéncias).
Também, estudos relacionados ao problema (5) foram realizados para equagoes
elipticas envolvendo tanto o operador laplaciano fracionério (veja [10], [13], [14],
[18], [65] e suas referéncias) como o operador p-laplaciano fracionario (veja [15],
[53], [54], |67], [29] e suas referéncias).

Com respeito ao crescimento exponencial da nao-linearidade em problemas do



tipo (3) no caso limite N = sp, Bahrouni [9] abordou o problema nao-local com

nao-linearidade exponencial subcritica h

(=Aju = —[ulu+ f(u)+h(u) em Q,
u = 0 em RN\Q,

sendo 2 C RY um dominio limitado suave, 0 < s < 1 ep > 2, f € L®(RY).
Neste trabalho, o autor encontrou uma solugao nao-trivial. Para isso provou uma
versao da desigualdade de Trudinger-Moser utilizada em espagos fracionarios. Mais
precisamente, se 0 < s < 1 e p > 2 sao tais que N = sp, provou que existem

constantes positivas o y = a(s, N) e H, > 0 tais que

/Qexp (a|u|%> dx < H,, (6)

para todo u € X, com |[Jullxs <1 e para todo 0 < a < & -
No caso particular em que sp = N ep =2, temos N =1 (pois0 < s < 1) e

consequentemente s = 1/2. Neste caso, denotamos
X=X, ={ueW"?*R):u=0em R\ (0,1)}.

Takahashi [88] estudou a desigualdade de Trudinger-Moser em espagos fracio-

narios W/22(R), mostrando a existéncia de K > 0 tal que

sup /1 exp (a|u\2) dr < K, para a < (7)
ueX,||ul|lx<1J0
Se a > 7, entao essa constante K nao existe, isto é, o lado esquerdo da desigualdade
¢ infinito
A desigualdade (7) permite a obtengao de resultados de imersao, que sao fun-
damentais para as técnicas variacionais utilizadas no espago X,. Assim, as desi-

gualdades (6) e (7) desempenham um papel crucial no estudo de problemas que



envolvem nao-linearidades com crescimento exponencial subcritico ou critico no
sentido Trudinger-Moser.

Brezis e Merle [21] tem um papel pioneiro no estudo de problemas envolvendo
crescimento exponencial. Varias hipoteses diferentes foram feitas para permitir
a obtencao de existéncia e multiplicidade de solugoes em problemas desse tipo
(consulte [41], [42] e [90]).

Problemas com o p-laplaciano fracionario tem sido objeto de muitos estudos.
Por exemplo, lannizzoto e Squassina [55] mostraram a existéncia e multiplicidade

de solugoes para o problema:

(=A)2u = f(u) em (0,1),
u = 0 em R\ (0,1),

(8)

a nao-linearidade f tendo crescimento exponencial e, embora nao explicitamente
informado, satisfazendo a condi¢gdo de Ambrosetti e Rabinowitz (AR) (veja [42,

p.142]). Isto &, existem pu > p e R > 0 tais que
t
0 < pF(t) < f(t)t, paratodo |t| > R, sendo F(t) :/ f(s)ds.
0

Neste caso,
F(t)

1m =
[t|]—+o0 ’t‘p

(9)

¢ uma consequéncia de (AR).

Em geral, a condigao (AR) garante a limitagao de sequéncias de Palais-Smale.
Nos tltimos anos, muitos autores tentaram estudar problemas sem a condigao (AR),
aceitando (9) como vélido e adicionando hipoteses (veja [25], [60], [71], [72], |73]
[84] e suas referéncias). Na maioria dos casos, nessas hipoteses adicionais existem
exigéncias de monotonicidade para F(z,t) ou @, ou entao alguma propriedade

de convexidade para a funcao tf(x,t) — 2F(z,t).

Trabalhos envolvendo o operador laplaciano e operador N-laplaciano com nao-



linearidades com crescimento exponencial e sem usar a condigao (AR) podem ser
encontrados em Nguyen e Gouzhen [69] e Liu e Wang |70], respectivamente.
Recentemente, Ruichang [82], provou a existéncia de uma solugao nao-trivial

para o problema

(=A)u = f(u) em Q, (10)
u = 0 em RV \ Q,

onde, dentre outras condigoes para a nao-linearidade f nao usa a condi¢ao (AR),
possui crescimento exponencial e verifica (9).

Motivados pelos artigos de lannizzoto e Squassina [55], Ruichang [82], Paiva e
Massa [36] e Paiva e Presoto [37], neste trabalho obtemos resultados de existéncia e
multiplicidade de solugoes para a equagao (3). Mais precisamente, como nos artigos
de Paiva e Massa [36] e Paiva e Presoto 37|, conseguimos provar a existéncia de
pelo menos trés solugdes nao-triviais para (3).

Considerando o problema (5), notamos que em [36, 37| um resultado de mi-
nimizacao local para funcionais definidas em espacos de Sobolev H' e com nao-
linearidades com crescimento polinomial é de suma importancia para verificar a
geometria do Teorema do Passo da Montanha, o que permite a obtencao de uma
solugdo positiva e outra negativa. (Uma terceira solugao é obtida ao aplicar o
Teorema de Linking).

Resultados de minimizacao local para funcionais definidas em espagos de So-
bolev fracionario X3 foram obtido por Barrios, Colorado, De Pablo e Sanchez [14]

e Tannizzoto , Mosconi e Squassina [57]. Mais precisamente, seja ® : X5 — R o

funcional em C'(X5,R) definido por

1
o) = 3llul}; - [ Gluda,

t
com G(t) = / g(s)ds e g € C(9) satisfazendo a condi¢ao de crescimento
0

lg(t)] < C(1+ [t|71), paraalgum 1<¢<2" e C>0.



Foi mostrado que, se a fungao nula for um minimo local de ® na topologia C§ (Q),
entao ela serd um minimo local de ® na topologia X3.

No Capitulo 2 estudaremos o problema (2). Naquele capitulo, seguindo as idéias
de Barrios, Colorado, De Pablo e Sanchez [14] e lannizzoto, Mosconi e Squassina
[57], demonstraremos um resultado de minimizacao local para funcionais definidos
em espagos de Sobolev fraciondrio X, a nao-linearidade f tendo crescimento poli-
nomial. Esse resultado generaliza o resultado de de minimizagao local obtidos em
Barrios, Colorado, De Pablo e Sanchez [14] e Iannizzoto , Mosconi e Squassina [57].
Como antes, esse resultado é fundamental para provar a geometria do Teorema do
Passo da Montanha e obtencao de uma solugao positiva e outra negativa.

Esse resultado, contudo, é insuficiente para o estudo de problemas envolvendo
o operador p-laplaciano fracionario e nao-linearidade f do tipo exponencial. Adap-
tando ideias feitas expostas em Barrios, Colorado, De Pablo e Sanchez [14], Ianniz-
zoto, Mosconi e Squassina [57] e Giacomoni, Prashanth e Sreenadh [50], provamos
um resultado de minimizacao local para funcionais definidas em espacos de Sobolev
fracionario X, a nao-linearidade f tendo crescimento exponencial.

Mais especificamente, seja @ : X — R o funcional C 1(X;, R) definido por

1
P(u) = —[lull,s — / G(u)dz,
p P Q

t
com G(t) = / g(s)ds. Suponha que g satisfaga uma das condigoes
0

(i) Para todo a > 0,

t
i L0
1% explalt]77)
(1) existe ap > 0 tal que
]g(t)| 00, se 0<a<a

ltl=o0 exp(a|t| ¥=) 0, se  «a > ayg.
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Provamos que, se a fungdo nula dor um minimo local de ® na topologia C§ (Q),
entao ela € um minimo local de ® na topologia X7.

Esse resultado é a principal contribugao desta tese. Fora seu interesse intrinseco,
ele complementa o resultado de minimizacao local obtido no capitulo 2.

A seguir apresentaremos um panorama geral dos resultados apresentados neste
trabalho. e, para facilitar a leitura, vamos repetir os problemas e os enunciados
dos teoremas no inicio de cada capitulo.

No Capitulo 1 estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas para

o problema

(=A¥u = —Mu|"?u+alulP?u+ f(u) em Q,

(11)
u = 0 em RY\ Q,

sendo (—A)$ o operador p-laplaciano fracionario, © € RY um dominio limitado,
suave, com 1 < ¢<2<p, 0<s <1, A>0,a€ R, e anao- lincaridade f tem
crescimento exponencial subcritico ou critico no sentido Trudinger-Moser e satisfaz

as seguintes condigoes:
(fip) f€CR,R), f(0)=0e F(t) >0 para todo t € R;

(fop) lim 4O

im0 |72t

/(@)

(f5.0) = ¢ crescente se t > 0, e decrescente se ¢t < 0.

b

(fo,p) Para cada (u,) C X, se

Up —u, em X7,

flun) = f(u),  em LY(Q),

entdao F(u,) — F(u) em L'(Q).
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(f7p) Existem r > p e C, > 0 tais que F(t) > —|t|", para todo t € R, com
r

r—p

onde C' (encontrada em (1.107)) e a}  sdo constantes positivas (veja a Pro-

posicao A.9.

Observagao 0.1 A condigao (f7,) implica a condi¢do

(fap) lim Fl)

|t o0 [E]P

= 400, sendo F(t) = /tf(s)ds.
0

Antes de enunciar nossos resultados principais apresentamos uma decomposi¢ao
adequada em soma direta do espago X. Para tal decomposigao seguimos a ideias

de [3] definindo
= inf {Jlullf, s we W e fullq =1},

sendo

W={ueX; : (Alpr).u) =0}

e o operador nao linear A : X — (XP)* sendo definido, para todo u,v € X,, por

= [ 1201 ) ) 00) )

Provamos que

X, =W @ span{p: },

1 denotando a autofungao positiva e normalizada associada ao primeiro autovalor
A1 do operador (—A)s no espago X, com A; < \* (veja Apéndice A).

Os principais resultados do Capitulo 1 sao:
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Teorema 0.2 Seja @ : X3 — R o funcional C*(X},R) definido por

B(u) =l — [ Gl

t
com G(t) = / g(s)ds. Suponha que g satisfaca uma das condigoes abaizo
0

(1) Para todo o > 0,

l9(0)]

152 exp(alt] ¥7)

(17) existe ag > 0 tal que
lg(®)| 00, se 0<a<a

ltl=o0 exp(a|t|¥—+) 0, se  a > .

Seja 0 um minimo local de ® na topologia Cg(ﬁ), i1sto €, existe r1 > 0 tal que
P(0) <P(2), Vze X;N C), |12llos < 71
Entao 0 € um minimo local de ® na topologia X, isto €, existe ro > 0 tal que
P(0) <P(2), V2 e X, [2]lxs <o

Teorema 0.3 (caso subcritico) Suponha que \y < a < \* e que [ possua cres-
cimento exponencial subcritico e satisfaga as condigoes (f1,), (fsp) € (f1p), entao
para \ suficientemente pequeno, o problema (11) possui pelo menos trés solugoes
nao-triviais. Além disso, adicionanando a hipdtese de f ser impar obtemos que o

problema (11) possui infinitas solugoes.

Teorema 0.4 (caso critico) Suponha que \y < a < X\* e que a nao-linearidade
f possua um crescimento exponencial critico e satisfaga as condigoes (f1,), (fs,)
e (fsp) — (frp), entao para A suficientemente pequeno, o problema (11) possui pelo

menos trés solugoes nao-triviais.
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Para a prova dos Teoremas (0.3) e (0.4) utilizamos métodos minimax em combi-

nacao com uma desigualdade de Trudinger-Moser adequada (no caso, a estimativa

(6)) para o espaco de Sobolev fracionario X;. Mais precisamente, usamos o Teo-

rema do Passo da Montanha para obter uma solucao negativa e uma positiva. Para

encontrar uma terceira solu¢ao nao-trivial do problema (11) aplicamos o Teorema

de Linking.

Observagoes:

(1)

O problema (11) foi abordado em Ruichang [82] no caso a = 0 e A = 0.
Porém, para o problema com crescimento critico, no lugar da hipotese (f7,,)

do Teorema 0.4, foi assumida a condigao:
tlim f(t) exp (—adﬂﬁ) t>p5>0. (12)
—00

Por sua vez, em Anouar [9] foi provado a existéncia de soluc¢ao fraca para
o problema (11) no caso em que a = —1 e, ao invés do termo —\u|?%u
foi considerada uma funcao h € L>®(R”) e uma nao-linearidade f possuindo

crescimento exponencial subcritico.

Os Teoremas 0.3 e 0.4 generalizam, respectivamente, os Teoremas 1.3 e 1.5 de
[82], uma vez que consideramos o caso A # 0 e a # 0. Além disso, a hipotese
(f7p) € menos restritiva que a condi¢ao (12). Também é importante notar

que o Teorema 0.3 complementa o resultado principal de [9].

Optamos por utilizar a desiguldade de Trudinger-Moser no espago X, como
no artigo [9] (onde o autor considera o caso p > 2). Nao poderiamos utilizar
a versao dada em [82] pois este assume a igualdade H*P = W*P(R"), sendo
o0 espago H*P = {u € LP(RY) : (—A)*%u € LP(RN)} para qualquer p > 1,
mas sabemos que a igualdade entre aqueles espacos s6 é verdadeira quando

p=2.

Finalizando o Capitulo, estudamos ainda a equagao (11) no caso em que N = 1,
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s=1/2ep=2, ou seja,

(=A)2u = —ANu|"%u+au+ f(u) em (0,1),
u = 0 em R\ (0,1),

(13)

sendo (—A)'2 o operador 1/2-laplaciano fracionario, A > 0, a € R, 1 < ¢ < 2e
a nao-linearidade f tendo crescimento exponencial subcritico ou critico no sentido

Trudinger-Moser. Além disso, supomos também as seguintes condigoes sobre f:

(f1) feC@®RR), f(0)=0e F(t) >0 para todo t € R;

LSO
(f1) |llim F;(? = 400, sendo F(t) = /tf(s)ds;
t|—o0 0

(f5) @ é crescente se t > 0, e decrescente se ¢t < 0;

(fe) Para cada (u,) C X, se

Up - u, em X,

flup) = f(u), em LY0,1),
entdao F(u,) — F(u) em L'(0,1);

(f7) Existem r > 2 e C, > 0 tais que

C
F(t) > —|t|", paratodo t € R,
r

C T
(B.55) (ver Apéndice B).

r—2
1 —2)] 2
com C, > — |4 (ﬁ) %—)} , onde a constante C' > 0 é obtida em
r

Lembramos que {);};>1 denota uma sequéncia de autovalores do operador (—A)/2

no espaco X, escolhida de acordo com o exposto no Apéndice A.

Os principais resultados deste capitulo sao enunciados como segue:
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Teorema 0.5 (caso subcritico) Suponha que Ny < a < Apy1 para algum k €

N (k > 1) e que f possua crescimento exponencial subcritico e satisfa¢a as condigoes

(f1), (f3) € (f1). Entao para A suficientemente pequeno, o problema (13) possui pelo

menos trés solugoes nao-triviais. Além disso, se f for impar, (13)) possui infinitas

solugoes.

Teorema 0.6 (caso critico) Suponha que Ay < a < Mgy1 para algum k € N

e que [ tenha crescimento exponencial critico e satisfaca as condigées (f1), (fs)

(fs) — (f7). Entao para \ suficientemente pequeno, o problema (13) possui pelo

menos trés solucoes nao-triviais.

A prova destes resultados segue argumentos similares aos do Capitulo 1.

Observacgoes

(1)

Problemas elipticos envolvendo o operador laplaciano e crescimento expo-
nencial no sentido de Trudinger-Moser em dominios limitados de R? foram
abordados em [1], [2], [21], [35] [90] para o caso A = 0 e a = 0. J& os problemas
para o 1/2-laplaciano com crescimento exponencial em termos da desigual-
dade de Trudinger-Moser em dominios limitados de R, foram estudados em
[51], [55], [59], considerando o caso A = 0 e a = 0. Em [51], os autores es-
tudaram um problema com uma nao-linearidade particular no caso quando

A = A(x) muda de sinal.

O estudo dos resultados deste capitulo foi motivado pelos trabalhos [36], [55] e
pelo artigo de Zhang e Shen [91], onde eles provaram a limitagao da sequéncia

(PS), sem usar a condigio (AR).

Os resultados deste capitulo generalizam os resultados principais de [51] e
[55] no sentido em que consideramos o caso A # 0 e a # 0. Além disso,
nossos resultados complementam [51] e [55], pois, em nosso caso, A = A(z)
nao muda de sinal e as nao-linearidades de [51] e [55| satisfazem a condigao

(AR) que ¢ mais restritiva que a nossa hipotese (fy).
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No Capitulo 2 estudamos a existéncia e multiplicidade de solugoes fracas para
problema:
(=A)u = —Aul"%u+ alulP~2u+b(ut)P="! em Q,

g (14)
u = 0 em RV \ Q,

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular, A > 0, 1 < ¢ < p,
a€R,b>0, u" =max{0,u}, v~ = min{0,u} (Note que neste caso u = u™ + u~
elul =ut —u") ept=pN/(N — sp) é o exponente critico fracionéario de Sobolev.
Observe que a nao-linearidade critica em nosso problema (14) é assimétrica sendo
expressa através da parte positiva v da fun¢ao u. Iniciando com o artigo seminal de
Ambrosetti e Prodi [6], problemas elipticos com valor na fronteira e nao-linearidades
assimétricas, foram estudados amplamente em [16], [34], [37] e [61]. Em particular,
em [11], 23], [38], [43], e [92] obtiveram resultados de existéncia e multiplicidade
para problemas semilineares do tipo Ambrosetti-Prodi com nao-linearidades criticas

usando métodos variacionais. Em [37], os autores mostraram que o problema

(=A)u = —Au|"%u+au+b(u™)P' em Q,
u = 0 em R\ Q,

(15)

onde Q C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular, A > 0, 1 < ¢ <
2<p <2 = %, a € R, b > 0, possui trés solugoes nao-triviais via o método
das autofungdes aproximadas. Como as equagoes (14) e (15) possuem um termo
sublinear |u|9"2u e um termo superlinear (critico) (u*)P=~1, elas pertencem a classe
de problemas com nao-linearidade especifica do tipo sublinear-superlinear, cujo
estudo comegou com Ambrosetti-Brezis-Cerami [5]. O problema (15) envolvendo
o operador laplaciano fracionario foi estudado em [65], os autores mostraram um
resultado de multiplicidade de solugoes. No caso de problemas com o operador

p-laplaciano fracionério, resultados recentes foram obtidos, citamos [54], [62] e [68].

Neste capitulo usamos a mesma decomposicao do espaco e notagoes do capitulo
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anterior, isto ¢, X3 = W®span{y;} e \* = inf {||u||p; rueW e lullf,q) = 1} :
Motivado pelos trabalhos [37], [42] e por um recente trabalho devido a Miyagaki,

Motreanu e Pereira [65], nés obtemos o seguinte resultado:

Teorema 0.7 Suponha 1 < q<p, My <a< X\ eb>0.

2N

N +s
problema (14) possui pelo menos trés solugoes nao-triviais.

(i) Se N > sp* el < p < , entdo para A\ suficientemente pequeno, o

2
, entao para \ suficientemente pequeno,
N +s
o problema (14) possui pelo menos trés solugoes nao-triviais.

(ii) Se N > sp((p—1)2+p) ep >

A prova deste resultado segue argumentos similares aos feitos em [65] que sao
distintos aos usados em [37], pois o operador fracionério impossibilita o uso das au-
tofungdes aproximadas. No entanto, como nosso problema (14) envolve o operador
p-laplaciano fracionario e uma nao-linearidade com crescimento polinomial critico,
surgiram novas dificuldades, como por exemplo a adaptacao do resultado de mini-
mizagao local para o nosso problema (14) com crescimento polinomial semelhante
ao do capitulo anterior. Além disso, uma outra dificuldade dos problemas criticos
que envolvem o p laplaciano fracionario, é a falta de uma férmula explicita para os

minimizadores de

S, ¢ a melhor constante de Sobolev da imersdo X5 < LP*(Q), que muitas vezes é
uma ferramenta essencial para lidar com as estimativas que tratam com a compa-
cidade do funcional associado ao problema. Essa dificuldade foi superada em [30] e
[67] pelo comportamento assintotico ideal dos minimizadores, obtido recentemente

em [17]. Usando o mesmo comportamento assintotico ideal do minimizador de S,
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estabelecemos um intervalo de compacidade adequada para o funcional associado

a nosso problema.

Consideragao final: Considerando o problema

(=Au = =AMu|"?u+alul’?u+ f(ut) em Q,
u = 0 em RM\Q,

onde f possui crescimento exponencial (subcritico ou critico no sentido Trudinger-
Moser) e satisfaz as condigoes no capitulo 1, podemos obter uma solugao positiva

como no capitulo 1 e uma solugao negativa seguindo as ideias do Capitulo 2.



Capitulo 1

Problema nao-linear envolvendo o
p-laplaciano fracionario com
crescimento exponencial sem a

condicao de Ambrosetti-Rabinowitz

Neste capitulo estamos interessados em provar a existéncia e multiplicidade de

solugoes para o problema de Dirichlet:

(1.1)

(=A¥u = —Mu|"?u+alulP2u+ f(u) em Q,
u = 0 em RV \ Q,

em que  C RY ¢ um dominio limitado com fronteira regular, X > 0, a € R,
0 <s<1<gq<2< pecom nao-linearidade f com crescimento exponencial
subcritico ou critico no sentido de Trudinger-Moser. Note que u© = 0 é uma solugao
trivial do problema (1.1).

Além disso estudamos o caso particular em que sp=N =1, p=2es=1/2,

19
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isto é, estudamos o problema

(=A% = —Mul"2u+au+ f(u) em (0,1),
u = 0 em R\ (0,1),

(1.2)

correspondente ao caso critico N =spep=2 (jaque 0 < s < 1).
O espago de fungoes no qual esperamos encontrar solugoes para o problema

(1.1) é o espago de Sobolev fracionario

|z —y| Vo

WeP(RY) = {u c LP(RY): /w dedy < oo} :

Como estas solugoes devem ser nulas fora de {2 é natural que consideremos como

espago ambiente o subconjunto X; C W*? (RY) dado por

p

X5 = {u c WP(RY) :u =0 em RN\Q}.

Nossa proposta de trabalho consiste na utilizagao das seguintes hipoteses sobre

a nao-linearidade f, com crescimento exponencial subcritico:

(fip) f€CRR), f(0)=0e F(t) > 0 para todo t € R, sendo F(t) = /Otf(s)ds;

t
(fop) lim L)’N = 0, para todo a > 0;
[t|—o0 exp(a’t‘m)
. f(@)
1 _ 0.
(f&p) |t|1£I)10 |t|p_2t 07
P
(fap) |t1|1inoo T +00

No caso critico, no sentido de Trudinger-Moser, substituimos a condico (fa,),

pela condicao
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(f2,) existe ap > 0 tal que

) |f(®)] 00, se 0<a<ag
lim ————— =
ltl=o0 exp(ar|t| V=) 0, se  a > ayp.

Além disso, mantemos as condigoes (f1,) e (fs3,), mas acrescentamos as seguintes

condigoes:

t
(f5.0) ’t‘]|;(—)2t é crescente se t > 0, e decrescente se t < 0;

(fo,p) Para cada (u,) C X, se

Un, -, em X,

flun) = fu), em L),

entao F(u,) — F(u) em L'(Q);

T

(frp) Existem r > pe C, > 0 tais que F(t) > —|t|", paratodo t € R, em que
r

r—
N-—s pp

N{ a )\ = (r—p 1
9t -

s \agy pr

em que a constante C' > 0 serd obtida em (1.107) e «f y foi definida na
Proposicao A.9.
Observacao 1.1

(1) A condigao (fep) foi usada em [69], [70] e [82] para u = 0.
(2) A condigao (fr,) implica a condigao (fi,).
Observagao 1.2 Ezxemplos de nao-linearidade

(1) Um protdtipo de ndao-linearidade que satisfaz as hipdteses (fip) — (fap)
€ f(t) = [t|P2tlog(l + |t]), uma fungdo que nao satisfaz a condi¢io de

Ambrosetti-Rabinowitz (AR).
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(2) Um exemplo de néo-linearidade que satisfaz as hipdteses (fi,), (fo,), (f3p)

e (fsp) — (frp) € uma fungao do tipo:

O'tr—l —+ CfrtT_ly se 0 S t S (p - 1)N]\75’
) =4 75 exp (tNL ~(p- 1)) + Gt
tolp—1)" D (p— )7, set>(p—1)"%,

com0<o<lef(t)=—f(—t), set <O.

Seja

N = inf {flull% s we W e fullq =1},

em que
W= {u € X2 (Alpr),u) = o}

com o operador nao-linear A : X7 — (X?)* sendo definido para todo u,v € X’ por

Vamos provar que X, = W & span{p} se Ay < A*, em que ¢ é a autofungao

s

associada ao primeiro autovalor \; do operador (—A)s

no espago X, positiva e
normalizada, veja o Apéndice A.

O resultado central deste capitulo é o de minimizacao local, que sera apresen-
tado na Secao 1.2. Ele desempenhara um papel fundamental para a obtencao dos

seguintes resultados principais:

Teorema 1.3 (caso subcritico) Suponha que \; < a < \* e que f satisfaca as
condigoes (f1,), (fop), (fsp) € (fip). Entao, para \ suficientemente pequeno, o
problema (1.1) possui pelo menos trés solugoes nao-triviais. Adicionalmente, se f

for impar, o problema (1.1) possui infinitas solugoes.

Teorema 1.4 (caso critico) Suponha que \y < a < \* e que f satisfaca as con-

dicoes (f1)(f5,), (f3p) € (fsp) — (fzp). Entdo, para A suficientemente pequeno, o
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problema (1.1) possui pelo menos trés solug¢oes nao-triviais.

Considerando a sequéncia de autovalores {\;},= do operador (—A)/2 em X,/?,

demonstraremos

Teorema 1.5 (caso subcritico) Suponha que Ny < a < A\py1 para algum k €

N (k > 1) e que [ satisfaga as condiges (fi2), (f22), (f32) € (fi2). Entao,
para \ suficientemente pequeno, o problema (1.2) possui pelo menos trés solugoes

nao-triviais. Se [ for impar, entao o problema (1.2) possui infinitas solugaes.

Teorema 1.6 (caso critico) Suponha que Ay < a < A\py1 para algum k € N (k >

1) e que a nao-linearidade f satisfaga as condigoes (f12), (f22), (f32) € (f52)—(fr2)-
Entao, para \ suficientemente pequeno, o problema (1.2) possui pelo menos trés

solucoes nao-triviais.

1.1 Preliminares

Nesta se¢ao apresentamos algumas defini¢oes e resultados que serao utilizados no

decorrer deste capitulo.

1.1.1 Formulagao variacional

Definigao 1.7 Dizemos que u € XP? € uma solugdo fraca de (1.1) se

(A(u),v) = —)\/ |u|q_2uvdm—|—a/ |u|p_2uvdx+/f(u)vdx,
Q Q Q

para todo v € X, o operador nao-linear A : X; — (X?)* sendo definido, para todo
u,v € X5, por (1.3).
Nocasosp=N =1,p=2es = 1/2, temos que o operador dado em (1.3) define
um produto interno no espaco X21/2, que denotaremos por (A(u),v) = (u,v) /2.
2

Assim, temos a seguinte definig¢ao:
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Definigao 1.8 Dizemos que u € X21/2 ¢ solugao fraca do problema (1.2) se
1 1 1
(U, v) 172 = —)\/ |u|q_2uvdx+a/ uvd$+/ f(w)vdz, para todo v € X21/2.
2 0 0 0

1.1.2  Algumas propriedades do subespago X

Iniciamos esta subsec¢ao relembrando a definicao do espaco de Sobolev fracionério

— p
WP RN .— LP(RN) - / |U(l‘) u(y)| dzd

da seminorma de Gagliardo

. u(z) — uly)|? e
[u]wep@yy = </RQN —|x Wi dxdy

e da norma natural de W*P(R"V):

1/p
oy o= (el ny + Wliyeny) (1.4)

norma que faz de W*?(R") um espago de Banach.
Sendo © € RY um dominio limitado com fronteira regular e 0 < s < 1 < p, a

unica funcao constante em
s _ sp(mNY ., N
Xp_{uew P(RY):u=0emR \Q)}

¢ a fungao nula. Note que X, ¢ um subespago de W*P (RM).
O proximo resultado, encontrado em Di Nezza, Palatucci e Valdinoci [44, Teo-

rema 7.1], ¢ uma versao da Desigualdade de Poincaré para o espago X, Definimos

A = inf {[u]gvsvp(RN) tu € X, e |lullzr) = 1}.
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Proposicao 1.9 \; € atingido e € positivo. Consequentemente

-1

wllr@) < A /p[u]w.s,p(RN), para todo u € X,.

Decorre entao da Proposicao 1.9:

Proposicao 1.10 [u]ysrm®yy define uma norma no espago X,, equivalente a

norma || - || x;.

Assim, vamos considerar || - [[xs = [-Jysr@n~) como a norma em X;. A demons-

tragao do proximo resultado pode ser encontrada em [56, p.4].
Proposicao 1.11 (X}, | - |lx3) € um espago de Banach uniformemente convezo.
Como pode ser visto em [44, Teorema 6.5, 7.1], também vale:

Proposicao 1.12 O espago X, estd imerso continuamente em L"(Q) para todo

1 <r < oo e compactamente em L™ () para todo 1 < r < oo.

No caso particular p = 2,5 = 1/2 e N = 1 denotaremos W'/22(R) := H'/?(R)
e le/2 = X. Ou seja,

(u(z) — u(y))*

|z —y|?

HY2(R) := {u c L*(R) : /R dzdy < oo} :

X={ueH”?R):u=0em R\ (0,1)},

com H'/?(R) considerado com a norma

1/2
llli ey = (elZaqmy + Wl ) (1.5)

em que

(U] 172y = </R2 (u(z) — U(y))2dl‘dy) 1/2

|z —y|?

é a seminorma de Gagliardo. Com essa norma, H'/2(R) é um espago de Hilbert.
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A demonstracao do proximo resultado pode ser encontrada em [55, Proposicao

2.3]:

Lema 1.13 A aplicagao (-,-) : X x X — R, dada por

e = [ LU=,

|z —y|?

define um produto interno em X que o torna um espago de Hilbert.

1.2 Resultados validos para os casos subcritico e
critico

Sejam p > 1 e 0 < s < 1. Definimos o funcional I, : X; — R por

f+ /|u|qu——/|u|pdx—/ Fu)dz.

No caso em que p =2, s =1/2 ¢ N =1 denotaremos [ = I, .

Dyp(u) = —IIUI

O seguinte resultado imediato sera tutil para a multiplicidade de solugoes.

Lema 1.14 Se a nao-linearidade f for impar, entao o funcional I, € par.

1.2.1 Limitagao das sequéncias (PS) associadas aos funcio-

nais [,

Relembramos que uma sequéncia (u,) C X, ¢ de Palais-Smale (que abreviaremos

simplesmente por (PS)) para I, se satisfizer
(i) Inp(u,) ¢ limitada,;
(4i) I} ,(un) — 0 no dual de X quando n — oo.

Seguindo as ideias de Zhang e Shen |91, Lema 2|, mostraremos que cada sequén-

cia (PS) para o funcional I, ¢ limitada.
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Lema 1.15 (Casos subcritico e critico) Suponha que f satisfaca (f1,), (fop)
(ou (f3,) € (fip)). Entdo cada sequéncia (PS) para I, ¢ limitada
Demonstragao: Seja (u,) C X uma sequéncia (PS) para I,. Entao

/ |un|*de — —/ |un|pdx—/ F(u,)dz — ¢

(1.6)

—Hunl g+

e para todo ¢ € X, verifica

(A(uy,) —i—)\/ \un\qzungodx—a/gluﬂp2ungpdx—/gf(un)g0dx:0( M|l x
(1.7)

Inicialmente mostraremos, por contradi¢ao, que (u,) é limitada em X?*. Para
Y

isso, suponha que ||u,||xs — oo quando n — oco. Passando a uma subsequéncia
xs = 0 e definir a sequéncia

se necessario, podemos excluir os termos em que ||u,|

S
v, C X, por
Un,
’Un =

Como v, ¢ limitada em X, podemos supor que, a menos de subsequéncia

v, =~ vem X:ev, — vem L"(0,1), paratodor > 1ewv,(z) = v(z) qt.p. em Q
: v(z) # 0} tem medida

Se v nao for a fungdo nula, o conjunto © = {z € Q

de Lebesgue positiva e

[un(z)] = |vn(2)|||un(x)||x — 00 para todo = € ©

pois estamos supondo ||u, || x5 — oc.

Uma vez que
Flun(z)) _ Flun(z)) ,
|un’p "

Teall,
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decorre da condigao (fy) que

lim inf Mh)nlp — liminf F(un(x))

=00, paratodox € ©.
n—00 ’un’p n—00 Hu’fl|

P
Xp

Assim, o Lema de Fatou implica que

limsup/ Flun(x)) :limsup/ M\vnV’ > liminf/ M\vnV’
#0 v#£0 v#£0

n—o00 Hun| g('g n—o0 |un‘p n—00 |un‘p
F
2/ liminth)nV?.
v#0 n—oo ’un|p
Portanto,
F

limsup/ Lg» = 00. (1.8)
n—oo  Ju£0 ”UnHX;

Por outro lado, de (1.6) obtemos que

A
"§<S+—/ |un|qu_2/ |Un|pd5”_/F(“n>dx'
P q Jo P Ja Q

1
c+o(1) =I\(u,) = Z_9||un|

Logo

L_ctol) _f Flnts)

A a !
— = 5——dr — 5 /|un|‘1d:p—|——p/ |uy, [Pda
P Tl o Tl allunleg Ja Plualle; Jo

F
Q Xs JQ

= Jo Tl
Decorre da imersao continua de X, em LI(Q2) - veja a Proposicao A.34 - a existéncia

A
qllun]

de C > 0 tal que

1 +o(1 F(u, \C
__C 05?)2/ (U (;:»dx— 5 ||un|g(S
p ||un|X; Q ||un|X; QHUan; v
F(u,(z AC
[ e, e
0 Tl 7 el
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Logo, a condigao (f;,) implica que

1 A
_ C+O (/ / ) |’Un|pd$ Cp_q
p #0 0 Unllxs

Z/ M|vn|pdx _x

o Jup i

Como 1 < g < p, temos

hmsup/ Flun(@)) 1

n—00 v#£0 HUTLH])?(; p

o que ¢ contradiz (1.8).

Suponhamos agora v = 0. Dividindo (1.7) por Huanggl obtemos,

A( Up, U,
(18 i [

( ") cpdr = o(1)———*5 ”SO,XS VepelX,.

[[un [

Note que <|IA(F)1 ;) = (A(v,), ¥), de modo que temos, para todo ¢ € X,

(A(vn), @) /]vn|q zvnwdx—a/ o [P Q’Ungodx—

Como v, — v em L?(2), decorre do Teorema A.37 a existéncia de h € L((Q2)
e de uma subsequéncia de (v,), que ainda denotaremos simplesmente por (v,), tal

que |v,| < h q.t.p. em Q. Entdo, para cada ¢ € X, decorre que

10" *vnpl = [Ja]* 0| < "], q.t.p. em Q.
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A desigualdade de Holder entao implica que

q=1 1
[ ietiar < () ([ o) < o,
Q Q Q

a tultima desigualdade sendo consequéncia da Proposicao 1.12 e de h € LI(Q).

Portanto,

i ol € LNQ), Ve X,

De v, — v q.t.p. em Q concluimos que |v,|9 2v,0 — |v,|9 %V q.t.p. em Q.
Logo, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema A.36) garante

que
/ |Un |7 20000 — / | Pvp, Ve X (1.10)

Q Q

Analogamente,

/ U [P 200 — / [P~ ?ve, Ve e X (1.11)

Q Q

Como v,, — v, aplicando o Lema A.52, obtemos

(A(vn), ) = (A(v), ), para todo p € X. (1.12)

De (1.9) (1.10), (1.11),(1.12) e do fato que v, — v em X, lembrando que v = 0,

obtemos

f(un s
Q nllX;s

Logo, existe C' > 0 tal que

/{2%4 <C, VneN, Vpe X5, (1.13)
nl|| xs
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Uma vez que

a |lun| X3 || X3
temos
Up, s
[lnkol < Cllolng, voex;
Q Hun’ be

Definindo, para cada n € N,

Tu(p) = /Q f<“;:31 pdz,

”un X

temos que {7,,} ¢ uma familia de funcionais lineares limitados. Além disso, (1.13)
implica que

sup|T,(¢)| < C, Vp € X,

neN
Decorre entdao do Principio de Limitagdo Uniforme (Lemma A.44) que

sup,en 1l Tnll} < 0o, sendo [|T,|| a norma de T,,(y) definida em X;. Ou seja,
|T.|| < K, Vn € N, (1.14)

Uma vez que X C L"(€), aplicando o Teorema de Hahn-Banach concluimos a

existéncia de um funcional linear continuo 7}, definido en L™(Q) tal que
() =Tule), e |Tallwr@y = Tull; Ve € X;. (1.15)

Assim, aplicando o Teorema da Representagao de Riesz (Teorema A.38) para
, 1 1 ,
L"(Q2) e L™ (), com ~ + — = 1, concluimos a existéncia de fungoes h,, € L™ (£2)
roor
tais que

1

7o) = | h(@)plalds, Vo € L'(@), (1.16a)
0

1Tl (e @)y = ||hn||LT’(Q)' (1.16Db)
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Decorre de (1.15) e (1.16a) que

! f(un)
p—1
Xp

/ hp(x)p(x)dz = edx, Vo € X,
Q

isto é,

/ (hn(x) - f(uZL) p(r)dr =0, Yo € X;. (1.17)

De acordo com o Lema A.16, para a > 0 (no caso critico tomar a > «) existe

C > 0 tal que
‘f(un)’ < Cexp (alun’%) )
Logo,
n ol N
/ f(upl > (1) / exp (ar/’un’ szs) .
o | luall’; a5 o

Decorre entao da Proposicao A.11 que

/

/ f(uzzl dr < oo,
o | Tuall%;
isto é,

f(u;le e L"(Q).

[ un| X3

Como h,, € L' (Q), concluimos que

<hn f(tn) > e L"(Q) C LL.(Q).

foaallc!

Portanto, aplicando o Lema de Du Bois-Reymond (Lema A.45) a (1.17) vem

[

hn(z) =

q.t.p. para z € Q. (1.18)
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Decorre entao de (1.15), (1.14) e (1.16b) que
1nller @) = ITalleriy = ITall < K. (1.19)

Mas entao a desigualdade de Holder, (1.18) e (1.19) implicam que

f(un)

o [[unllx

f(un)

-1
[[unll

[vn ]| L)
L (@)

1¥n

= 1l 1 () llon | (@)

< Klvn] - (@)

Logo,
f(un) v

o flulli "

< Kljval -

Como v, — 0 em L"(€2), concluimos que

RN (1.20)

p—1°1"
Xp




34

Mas entao

- f( p 1 ndx_ /’un|q 2 tn Und$+a/ ‘Un‘p 2 np /Und:lj'
Md
= |— {(A( )y Un) —1—)\/ |un|q_2unvndx—a/ |t [P 200, da
Q
—/f(un)vndx} — /]un]q 2__ Un vndw~|—a/\un\p 2_ Un vndx
MH
—<]/\p(un) Un) _)\/ |Un|q_2 tn Undfl’+a/ |Un|p_2 tn — Updz
5 2" Tl AT

Portanto,

_ Unp,
[on % = (T} (), v /| -2 volx+a/|u|1”2 —7Undz
s = Tl (im0 T g o el

/wwwl"

Ou seja,
P 1 / q—2 p—2
||Un| X5 = HU H <I)\,p(u )7 n Hu ” |Un| Undx +a |Un‘ Undx
n > n

(1.21)

MH

De (1.20), (1.21), I} ,(u,) = 0 e v, — 0 em X3, obtemos que v, — 0 em X. Isto

¢ uma contradigdo, pois [|v,[|xs = 1. Portanto (u,) ¢ limitada em X;. m
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Como consequéncia do Lema 1.15 obtemos a limita¢ao de sequéncia (PS) do

funcional I, associado ao problema (1.2).

Lema 1.16 (Casos subcritico e critico) Suponha que f satisfaca (f12), (f22)
(ou (f32) € (fa2)). Entdo cada sequéncia (PS) de I\ € limitada.

Também definimos a parte positiva do funcional I} ,, que nos permitira encon-
trar solugoes positivas para o problema com nao-linearidade f com crescimento
exponencial subcritico ou critico no sentido Trudinger-Moser.

Considere o funcional:

Iy, X; >R

By =l + 2 [ e =2 [ e - [ Pty

Pelo mesmo argumento utilizado no Lema A.56, o funcional [;\f , € de classe

C'(X3,R) e para todo u, h € X},
((13,) (), by =(A(u), h) + A / [t hdz — a / [t hda
Q 0

- / f(u™)hdz. (1.22)
Q

Note que encontrar um ponto critico para o funcional I;Lp equivale a encontrar uma

fungao u € X que satisfaz a equagao:
h) + )\/ lut |9 hdx — a/ lut [P~ hdz — / fw hdr =0, Vhe X,
Q Q Q
ou seja, temos uma solucgao fraca para a equacao :

(=A)pu = =Afut [ +alut [P+ f(ut) em Q,
u=0 em R\,

(1.23)

emque a € R, N\ € R 1 <¢g<peu" =max{u,0}.
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syt —+
Note que, se u for um ponto critico de Iy,

entao ((Iy,)'(u),h) =0, Vh e X;.

Em particular, para h = u~, assim aplicando o Lema A.23, temos

0= (1 w.u) = () = [ P gy —

|z — y|Ntp

e consequentemente, u~ = 0. Portanto, o ponto critico u de ]jp satisfaz v = u™ >
0, ou seja, ¢ uma fungao nao negativa de X;.

Aplicando o mesmo raciocinio utilizado na demonstragao do Lema 1.15, obtemos

Lema 1.17 Suponha que f satisfaca (fip), (fap), (fsp) € (fap). Entio cada

sequéncia (PS) de Iy € limitada.

Agora vamos considerar a parte negativa do funcional I, ,, o que nos possi-
bilitara encontrar solugoes negativas para o problema com nao-linearidade f com

crescimento exponencial subcritico ou critico. Para isso, definimos

];p:X;%R

1 A
Iy (u) = —Hqu—l——/ |u|qu—9/ |u|pdx—/F(u)dx.
’ p 4 Jo P Ja Q
Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, o funcional I  ¢é de classe

CI(XZ7R) e para todo u, h € X verifica
((I5,) (), h) =(A(u), h) + A/!ul“hdx - a/ fu™ [P hda
Q Q
- / f(u™)hdx. (1.24)
Q

Como antes, encontrar um ponto critico para o funcional Iy equivale a encontrar

uma fungao u € X que satisfaz a equagao:

(A(u), h) + )\/Q lu™ |7 hd — a/ﬂ lu” [P~ hdr — /Qf(u_)hdx =0,VheX,,
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ou seja, temos uma solugao fraca para a equacgao:

—APu=-ANu | +alum P+ f(uT) em ©Q,
(=g = =N + el 4 f) .
u=0 em R\,

emquea € R, \e R 1 <¢g<peu =max{u,0}.

Se u for um ponto critico de I, , entao (I, ,) (v),h) =0, V h € X,. Em particular,

para h = u™. Aplicando o Lema A.23, temos

dady = [lu™]".

- ut(z) —u'(y)
0= {((I 'u,u+:Au,u+>/ |
<( )\,p)( ) > < ( ) >— R2N ‘x_y‘NJrsp
Logo, u™ = 0 e o ponto critico u de I, satisfaz uw = u~ < 0, ou seja, é uma fungao
nao positiva de X.
Como no Lema 1.17, temos que toda sequéncia (PS) do funcional [ \p associado

ao problema (1.25) ¢é limitada.

1.3 Minimizac¢ao em C} versus minimizagao em X,
para crescimento exponencial

Nossos resultados principais sao a contrapartida nao local do resultado principal
de De Paiva e Massa [36]. Neste artigo eles aplicam um resultado de minimizagao
local na topologia C! para funcionais associados a problemas com nao-linearidade
com crescimento polinomial (veja também Brezis e Nirenberg [22]).

Assim, inspirados nas ideias contidas nos artigos [14], [50] e [57], provaremos
um resultado de minimizacao local para funcionais associados a problemas com
nao-linearidade com crescimento exponencial. Este resultado foi fundamental para
provar que I, satisfaz a geometria do Teorema do Passo da Montanha.

Iniciamos demonstrando um resultado de regularidade que sera tutil na prova

de nosso resultado de minimizagcao.
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Proposicao 1.18 Sejam Q C RY um dominio limitado suave e f uma funcao
satisfazendo (fap) ou (f3,). Seja (vi)ecory € X, uma familia de solugoes do

problema

o = (12 ) e o

u = 0 em RN\ Q,

(1.26)

com & <0 e |lve|lxs <1, para todo € € (0,1). Entdo sup [|ve||p(o) < oo.

e€(0,1)
Demonstracgao: Definimos, para k > 0,
s+ k, se s< —k,
Ty(s) = 0, se —k<s<k,
s —k, se s>k

Qe ={x€Q: |v(z)| > k}.

Observe que T (v.) € X,, Ja que T}, é Lipschitz e, portanto

_ p _ p
P :/ T (ve(x)) — Ti(ve(y))| dxdygcp/ [ve() — ve(y)| dady
P Jpen |z —ylP RN T —ylP

1T (ve)

= Cllucll%,; < oc.

Tomando T} (ve) como fungado teste em (1.26), como &, < 0, temos

(400, 10) = (15 ) [ 70 T(0de

géummnmmm (1.27)

Afirmamos que

meEwmﬁsc<Luummmf”mwﬁ (1.28)
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Suponhamos que f possua crescimento subcritico, isto ¢é, satisfaca (f2,).
Aplicando o Lema A.16 para 0 < a < af y, obtemos a existéncia de Cy > 0 tal
que

/Q|f(vE)HTk('U€)|dx§C’l/Qexp(&\v€|NNs)\Tk(ve)]da:. (1.29)

Como 0 < a < af y, podemos fixar ¢ > 1 de modo que ainda se tenha 0 < fa <
ag y- Logo, aplicando a desigualdade de Holder generalizada no lado direito de

1
(1.29) com 7 = gf :

N 1/0 1/r
/ [ (Wl T (ve)|dz < C ( / exp(0a|ve|Ns)> < / |Tk(v€)|rdx) Q|1
Q Q Q

Mas, uma vez que ||v|

e r = 0n, temos

x; < 1, aplicando a Proposigao A.9 podemos encontrar

C > 0 tal que

1/r
/|f<ve)||Tk(Ue)|dl’ <C (/ |Tk(ve)|7"dx> Q|1
@ Q

provando o afirmado.
A demonstragdao no caso em que f possui crescimento critico, isto é, satisfaz
(f2,), € completamente analoga.

Por outro lado, denotando E = (A(v.), Tx(v.)) xs, temos

po [ bide) =l ode) — ) D)) =Tl o,
R2N |z — y[N e

al o) = 0el) P> () = v () (Talw) () = Tile) () o]0
RN [ Jov(z)

<—k |z — y|Ntsp
ve(®) = ve()[P* (ve(@) = ve(y)(Th(ve) (%) — Ti(ve) ()
" /RN [/ve(x>|<k |z — y|Nrep dx} v
ve(®) = ve(®)[P*(ve(@) — ve(y) (Th(ve) (@) — Ti(ve) (y))
+ /RN |:/Ue(x)>k |z — y[Ntsp dl’] dy.
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Vamos denotar

_ i [ve(@) = v )" (vel(x) = v(Y)) (T (v (@) = T(v) () |
b= /]RN _/ve(:c)s—k |z — y|NFsp 4 1 4.
_ [ |Ue(x) - UE(y)|p72(v6(x) - Ue(y))(Tk(UE)(I) - Tk(”E)(y)) "
b2 = /]RN A} () <k |z — y|[NFsp 4 ] .
_ i [ve(2) = ve()IP~ (ve() = ve(y)) (Ti(ve) (2) = Tr(v) (W) 4
P = /]RN _/ve(x)>k: |z — y|[ Nt d ] .
de modo que
(A(ve), Ti(ve)) xs = Er + Ea + Ej. (1.30)
Consideremos F;. Da definicao de T} temos
_ [ Zi(ve) () = Te(v) )P |
E1—/ [/ ) |x—y|N+5P dx| dy
/ JREEC T EARTECET e
lve(y)|<k ()< |ZE - |N+sp
o |ve — )P 0l) = v ) (o) ) +20)
V>k |z — y|[Ntsp '
Vamos denotar
|ve(z Y2 (ve(x) — ve(y)) (ve(z) + F)
A )<k /(:p |z — y|NHep drdy
/” (/’ We y) [P~ %vxx)—?k@D)«vxz)—1k@0-+2k)dxdy
Y>k |z — y|NEsp 7
de modo que
_ [Tk (ve) (2) — Th(we) )P
Ei = / / i drdy + A+ B (1.31)

ve()S—k ve(@)<—k
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Observe que

P B g B T E O
lve(v)|<k wve(z)<—k

_ () — v () P2(0(y) — vl (vl R

|z —y| Ve

ve(y)|<k ve(z)<—k

|
[ve(x) — ve(y) [P ve(x) + K|
/ / |z — y|N+ep dedy.
|

ve(y)|<k wve(z)<—k

Assim,

|ve(x) — ve(y) P~ ve(x) + K|

A=
|z —y|Nrr

lve(y)|<k ve(z)<—k

dzdy. (1.32)

Como v(z) < —k e —k < v(y) < k, temos v (y) — ve(x) > —v(x) —k >0 e

consequentemente |v.(x) — ve(y)| > |ve(z) + k|. Portanto,
[ve(z) = ve()I"™" > [ve(a) + kP (1.33)

De (1.32) e (1.33) segue-se que

|ve(x) + k|P
A= / /ve(z <k T — |N+Spd =y
lve(y)|<k

k—1T, P
:/ V jve(x) + Nﬁ(ve)(yﬂ dx} N
loe()l<k LJve(x)<—k |w — y|Ntsp
T; - T p
- / [ / 7i(0)() = T (1)) dx} 0
lve (y)|<k ve(z)<—k |gj — y| sp

0 que nos permite concluir que

A > / / |Tk(U€>(x) — Tk<ve)<y)|pdx dy. (134>

N
|:C _ y| +sp
[ve(y)I<k  |ve(z)<—k



Observe também que

|z —y| Ve

/ / [ve(x) = ve ()" *(ve(x) = ve(y)) (ve(x) — ve(y) + 2F)
ve(y)>k Jve(z)<—k
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dxdy

/ / |U5 v ()P (ve(y) — Uegvg?)(_%(x> + ve(y) — dzdy
ve(y) >k Jve(x)< |l’— | P
_ p—2 — — — —
[ ) — v e) nD) o) k) <K
ve(y)>k Jve(z)< |.T - y| P
[ e —ve<y>|p1|ve]<vai> SOREL
vel) 2k Juc@)<—k |z —y|rer
de maneira que
— p—1 2k
/ / o)~ ) ) + 24, )
)>k |z — y| Nt
Como ve(z) < —k e v (y) > k, temos v (y) — ve(z) > ve(y) — ve(x) — 2k > 0.
Consequentemente, |ve(z) — ve(y)| > |ve(x) — ve(y) + 2k|, 0 que implica que
[ve(z) = ve(y) P > [ve(z) — vely) + 2k~ (1.36)
De (1.35) e (1.36) decorre que
|Ue ve(y) + 2k[”
B> dzd
/ k/ |:c— e
|ve )tk — (ve(y) — k)"
dazd
/ - / e —g¥re
T -1, P
ve(y)>k ve(z)<—k ’.I' - y’ P
0 que nos permite concluir que
T, — T, P
ve(y)>k ve(z)<—k |ZE‘ - y| P
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Logo, de (1.31), (1.34) e (1.37) deduzimos que

— p
By > / [ / 73 (0)() = T (v2)(s) d;,;] 0
ve(y)<—k LJve(z)<—k |z — y|Ntsp
— P
4 / [ / Ti(v)(x) = Ti(vo)(x) dx] Ny
lwe)l<k LJve(z)<—k |z — y|Ntsp

N /UE(M [ /ve(m_k ITk(ve)éxz;'ﬁ(;;)(y)lp dx} dy
_ /RN [ /w) ITk(veig ;VIV“Z(;;)(y)IP dl} dy. (138)

<—k

Analogamente, obtemos

B> /R ) l /| . ITk(veif)— ;VIV“Z(;;)(@/)IP dx} dy. (1.39)
B> /RN [/Ué(xpk |Tk(ve)|izz—y|£li(81;s)(y)’pdl} dy. (1.40)

Somando as expressoes (1.38), (1.39) e (1.40), obtemos

p
B+ Fy+ By > / [ ( “f|( 7) — Ti(v) ()| dzdy.

T — |N+sp
R2N

Ou seja, (1.30) implica que

(A(ve), Te(ve)) = [[Th(ve) I (1.41)

A imersdao continua X < L"(€2) (veja a Proposi¢ao A.34) nos dé

Xs_ (/|Tk ve|dx) :

(A(ve), Tr(ve)) 2> [T (ve)|
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Portanto, .,
Ch (/Q ]Tk(v€)|’”dx)p < (A(ve), T (ve))- (1.42)

Logo, de (1.28)) e (1.42) concluimos a existéncia de C' > 0 tal que
/ T, (ve)|"da < O, [P/ P~ (1.43)
Q

Mas |Ty(s)| = (|s| = k)(1 — x[-kx(5)), para todo s € R. Logo, para 0 < k < h,

obtemos que €2, C ;. Entao,

1}n@mwx—lng—mrz¢;wu—krz<h—mwm» (1.44)

Definindo
o(k) = ||, parak >0,

de (1.43) e (1.44) concluimos que, para 0 < k < h,
o) < C(h — k)" (k)"0 (1.45)

Seja d = 2°CV/7|Q|Y/®P=1r Definindo a sequéncia (k,) por kg = 0 e k, =

d
kn_1+ — paran =1,2,3,... de (1.45) obtemos, por indugao,

on
¢(0)
o(ky) < Swrponye  Para todo n € N.
Entao
lim ¢(k,) = 0. (1.46)
n—oo

1
Uma vez que k, = d <1 — 2—n) para todo n € N, segue-se

k, < d para todo n € N.
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Logo, como ¢ ¢é nao-crescente, temos

¢(kn) = o(d).

De (1.46) concluimos que

mostrando que €y tem medida nula. Consequentemente,
lve(z)] <d qt.p. em €, paratodo e e (0,1).
Logo,
|ve|l Loy < d para todo € € (0,1)

e, portanto, sup ||ve|[ze@) < 0. ®m
€€(0,1)

Relembramos as definigdes dos espagos normados C2(Q) e C*(Q). Para isto
definimos § : Q — R* por §(z) = dist(z, RV \ Q), para z € Q. Para 0 < o < 1,

definimos

C(Q) = {u e C’(Q) : % tem uma extensao continua em ﬁ},

CP(Q) = {u €C’(Q) : % tem uma extensao a-Holder continua em ﬁ}

CO11l normas

U
U =||l=
lello.s ‘ 0% 1l Lo ()
e
||u|| 5= ||u||05 + sup \u(w)/é(x)s _ u(y)/é(y)s‘
7 , x,yE€Q, THYy. ‘Qf - y‘a
respectivamente.

No que segue enunciamos e demonstramos o resultado de minimizacao local:
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Teorema 1.19 Seja @ : X3 — R o funcional C*(X},R) definido por

B(u) =l — [ Gl

t
com G(t) = / g(s)ds. Suponha que g satisfaga (fap) ou (f3,). Seja 0 um minimo

0
local de ® na topologia CR(RY), isto €, existe ry > 0 tal que
®(0) < P(2), Vz € X;NCQ), 2llos <71 (1.47)
Entao 0 € um minimo local de ® na topologia X, isto €, existe ro > 0 tal que

D(0) < D(2), V2 € X5, ||2]

X3 < 1.

Demonstragao: Para 0 < e < 1, seja B[0] = {z € X; : ||

x5 < e}. Vamos
mostrar o resultado por contradigao. Vamos supor que, para cada € > 0, exista
u. € Be[0] tal que

O (ue) < ©(0). (1.48)

Afirmacao: ¢ : B.[0] — R ¢ fracamente semicontinua inferiormente, para todo
0<e<l.

De fato, seja (u,) C B.[0] e up € B[0] tais que u, — wug. Provaremos que
lim inf®(u,) > ®(up). Como u,, — up, temos

n—oo

Up, — u em LP(Q)) para todop > 1e
(1.49)

up () — u(zr) q.t.p. em .

Se f satisfizer (fs,), isto é, se f possuir crescimento subcritico, pelo Lema A.17,

para 0 < a < of y existe C' > 0 tal que

IG(t)| < C|t| + exp(alt|™=), para todo t € R. (1.50)
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Logo,

/|G(un)|dx§0/|un|dx+/exp(a|un|NNs)dx.
0 Q 0

Decorre entao de (1.49) e da Proposigao A.11 que
G(u,) € LY(Q). (1.51)
Analogamente podemos mostrar
G(u) € L*(Q). (1.52)
De (1.50) segue-se que

/ G un)unlde < / (Clun] + exp(afun| 7)) fuglda
Q Q

:C/ |un|2dx—|—/exp(a|un|NN—s)
Q Q

Uy |de.

Entao

/|G(un)un|dx§0/ |un|2dx+/exp(a|un|NN—s)un|dm. (1.53)
Q Q Q

Como 0 < a < a} y, podemos fixar r > 1 de modo que ainda se tenha 0 < ra <

o y- Aplicando a desigualdade de Hélder em (1.53), com r e 1’ conjugados temos

N 1/r ) /7’
/ |G () up|de < C/ |u, |*dz + </ exp(oz7’|un|Ns)dx) (/ [t |” d:r:) :
Q Q Q Q

1
(1.54)
De (1.49) e da Proposicao A.9 temos a existéncia de C' > 0 tal que

/ |G (up)uy|de < C. (1.55)
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Portanto, de (1.49), (1.51), (1.52), (1.55) e do Lema A.46, obtemos

n—oo

lim G (up)dz = / G(ug)d (1.56)

Mas entao (1.56) implica que

n—0o0 n—o0

1
lim inf®(u,,) =lim inf (—Hun|
p

7 /Q G(un)dx)
%;) + lim inf (— /Q G(un)dx)
1

> — || uo % —limsup/ G(uy,)dz
D P Q

n—o0

1
>=luoll, —/G(Uo)dx
p Q

1
>lim inf <—Hun|
n—o0 p

Isso prova nossa afirmagao no caso em que (fa,) ¢ satisfeita.

O caso em que f satisfaz (f;,), ou seja, em que f possui crescimento critico ¢
anélogo. Isso finaliza a demonstragao de nossa afirmacao.
Continuando com nossa demonstragao, como B.[0] é um espago topolégico fra-

camente compacto, o Teorema A.47 garante a existéncia de v, € B.[0] tal que
igf[o]q)(u) = ®(v,). Logo, decorre de (1.48) que
UEbe

P(v.) = igf[o}@(u) < ®(u.) < ®(0), paratodo 0 < e < 1.
UEDe

Queremos provar que

ve =0 em CY(Q) quando € —0, (1.57)

pois isso implicaria que, para 7, > 0, existiria 2 € C2(Q2), com ||z]jos < 71, tal que

®(z) < ®(0) (mais precisamente, z = v, para algum ¢), contradizendo a hipotese
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(1.47).
Afirmamos que, para todo € € (0,1), existe { < 0 tal que, para todo ¢ € X,

vale

<CI)/(U€>7¢> = £€<Uea¢>' (158)

De fato, se v. € B(0), entdo v. ¢ um minimo local de ® em X e, portanto, um

ponto critico. Assim (1.58) é satisfeita para £ = 0. Por outro lado, se v, € 9B,[0],

entao [luflx; = € e consequentemente F'(u) = [lu| g(g/p —e?/p=0. Se M ={u €
X5 ¢+ F(u) = 0}, entdo v, minimiza ® restrito ao conjunto M. Assim podemos

encontrar o multiplicador de Lagrange £ € R satisfazendo (1.58). como

S (ve +r(—ve)) — D(ve)

(@' (ve), —ve) =lim

r—0 r
:th((l — 7)) — (I)(Ue)’
r—0 r

para r > 0 suficientemente pequeno, temos (1 — r)v. € B.(0) e, consequentemente,

como v, ¢ um minimo de ® em B,[0], segue-se que
(®"(ve), —ve) > 0,
ou seja,
(@'(ve),ve) <0,
0 que nos permite concluir que

(P (ve), ve)

uel,

£ = <0. (1.59)

Mas (1.58) garante a existéncia de v, satisfazendo

(8= (2 o) = () em 2

ve =10 em R\,
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Dado ||ve||xs < e < 1, a Proposi¢do 1.18 implica a existéncia de uma constante
p

C7 > 0, independente de ¢, tal que
[Vell (@) < Ch. (1.60)

Como consequéncia desta tultima desigualdade, de (1.59) e do Lema A.16, po-

demos afirmar que existe Cy > 0 tal que
19°(ve)ll Lo 0,1) < Co. (1.61)
De fato, de (1.60) decorre que
exp(|ve(x)]) < exp(Ci) q.t.p. em Q e para todo € > 0.

Logo, para a > 0 (no caso critico usar a > «p), o Lema A.16 assegura que

existe C3 > 0 tal que
19°(ve) (7)] < |g(ve)(7)] < Cyexp(alv®) < Czexp(aCy), q.t.p. em Q.
Assim, para Cy = C3exp(aC}) > 0 temos
9°(v)(2)] < C2 q.t.p. em ©Q,

provando (1.61).

Decorre entao do Teorema A.53 que [[vel|cos@ < Cs, para 0 < B < s e para
alguma constante C'3 independente de .

Denotando C%#(Q) = C#(Q), temos que existe M > 0 tal que [vellos @y < M,
isto é,

[vellcs@) = llvell ey + max [ve]es() < M.
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Logo,
|ve(z)] < M para todo = € Q e para todo € € (0,1),

implicando que a sequéncia v, é uniformemente limitada e
[ve(z) — ve(y)| < M|z —y|® para todo = € Q e para todo € € (0, 1),

isto é, a sequéncia v, é uniformemente eqiiicontinua. Assim, de acordo com o
Teorema de Arzela-Ascoli, existe uma subsequéncia, que continuaremos denotando
por v, tal que v — 0 uniformemente quando € — 0. Uma vez que v — 0 em X7
quando € — 0, passando para uma subsequéncia, podemos supor v, — 0 q.t.p. em
Q. Dai deduzimos que v, — 0, uniformemente em . Mas, aplicando o Teorema

A.54 obtemos, para uma constante adequada C,

< C sup |g°(ve(2))].
L®(Q) z€(0,1)

Dai podemos concluir a validade de (1.57).

Observacao 1.20 Uma consequéncia deste resultado € que, se 0 for minimo local

estrito na topologia C’g(ﬁ), entao 0 também é um minimo local estrito na topologia

X,
No caso particular quando p =2, s = 1/2 ¢ N = 1, temos os seguintes resultados:
Proposigao 1.21 Seja (ve)ec(o,1) & X uma familia de solugoes para

o = (g ) ) en @)

u = 0 em R\ (0,1),

(1.62)

com&. <0, [|v]lx <1, para todo € € (0,1) e com f satisfazendo uma das condigées

(fa2) Para todo a > 0,
e,

lt|—oo exp(ait?) ’
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(foo) existe ag > 0 tal que

t 00, se D<a<a
VG ;

|t 00 exp(at?) 0, se a>ag

Entao sup ||vel|p~ < oo.
e€(0,1)

A demonstragao segue o mesmo raciocinio daquela da Proposi¢ao 1.15. Observe

que, neste caso, a prova da estimativa (1.41) é mais simples:

<Uev Tk(ve»X = <U€ + k>Tk(U6)>X + <k7Tk(Ue)>X
= <Tk(ve)7Tk(U6)>X F0

= [T (ve) %

Teorema 1.22 Seja ® : X — R um funcional de C*'(X,R) definido por
I !
®u) = S flull” - i G(u)dz,

¢

com G(t) = / g(s)ds e g satisfazendo (faz2) ou (fy,). Seja 0 € um minimo local
0

de ® na topologia C§([0,1]), isto é, existe ry > 0 tal que

©(0) < @(2), V2 € X NCF([0,1)), [Izllos < 71,
entao 0 € um minimo local de ® na topologia X, isto é, existe ro > 0 tal que

(0) < @(2), Vz € X, [|z]lx <72



53

1.4 Solucoes para o problema subcritico

Nesta secao tratamos, via métodos minimax, da existéncia e da multiplicidade de
solugdo para o problema (1.1) no caso em que f possui crescimento subcritico.
Para isso, utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha (veja o Teorema A.49) e
o Teorema de Linking (veja o Teorema A.51).

Posteriormente, adicionando a hipotese de f ser impar e aplicando uma versao
simétrica do Teorema do Passo da Montanha (veja o Teorema A.50) obtemos a
multiplicidade de solu¢ao para o problema.

Tornando mais precisa a nossa proposta de trabalho, estudamos a existéncia e
multiplicidade de solugoes para o problema

(=APu = —=Au|"?u+ alulP~u+ f(u) em Q, (163)
u = 0 em RV \ Q,
em que A > 0, a € R" e 1 < ¢ < p com nao-linearidade f com crescimento
exponencial subcritico no sentido Trudinger-Moser.

Vamos supor que a nao-linearidade f satisfaca:

(fip) f€CRR), f(0)=0e F(t) >0 para todo t € R, sendo F(t /f

(fop) lim & = 0, para todo a > 0;
[t|—o0 exp(a|t|N )
@)
(fap) 1 |t|ao|t|P—2t 0;
<f4,p) F(t) = 400

|t|%oo |t|P
Lembramos que solugoes fracas do problema (1.63) correspondem aos pontos

criticos do funcional Iy, : X7 — R dado por

f+ /|u|qu——/|u|pdx—/ Fu)dz.

Vamos provar o seguinte resultado:

Dyp(u) = IIUI
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Teorema 1.23 Suponha que f satisfaca as condi¢oes (f1,), (fop), (f3p) (fip), €
que A\ < a < \*. Entao, para A suficientemente pequeno, o problema (1.63) possui
pelo menos trés solugoes nao-triviais. Se f for impar, entao o problema (1.63)

possui infinitas solugoes.

A prova desse Teorema sera dividida em 4 subsecgoes:

Na primeira subsecao, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter
pelo menos uma solugao positiva. De forma analoga, na segunda subseg¢ao, obtemos
pelo menos uma solugao negativa. Na terceira subsecao obtemos uma terceira
solugao via Teorema de Linking. Finalmente na quarta secao demonstramos o
resultado principal, isto é, o Teorema 1.23.

Mostraremos que o funcional I;:p associado ao problema (1.23) satisfaz a con-

digdo (PS) em todos os niveis, para todo A > 0.

1.4.1 Solucao positiva para o funcional I,

Lema 1.24 Suponha que f satisfaca (fip), (fop)s (fap) € (f1p). Entdo o funcional

I;\fp satisfaz a condi¢ao (PS) em todos os niveis, para todo \ > 0.

Demonstragao: Seja (u,) C X, uma sequéncia (PS) de I ,, isto ¢, uma sequéncia
(un) C X5 quesatisfaz I3 (u,) — ce (I},) (un) — 0no dual de X quando n — oco.
Pelo Lema 1.17, existe M > 0 tal que [|u,||xs < M para todo n € N. Portanto,

existe ug € X, tal que u, =~ up em X;. Logo, podemos supor que
up, > uy em L'(Q) comr>1 e wuy(x) = ug(x) qt.p.em Q. (1.64)

Decorre da desigualdade de Holder que

(¢=1)/q 1/q
< (/ \uquz) (/ [t — uolqu> .
Q Q

[t =
Q




%)

Portanto, (1.64) implica que

/Q it 120 (1 — 1g) — 0. (1.65)
Analogamente
/Q i P2 (uy, — ) — 0. (1.66)
Note que
Uy —ug =0, entao (1)) (un), un —uo) — 0 (1.67)

Por outro lado, de (1.64), (1.65), (1.66) e (1.67), temos

(At), 1 — 110 =((T},) (1), t — 1) — A / 720 (ty — 0)
a wl P20t (uy, — g u) (u, — ug
T /Q|n| + (i )+/Qf(n)( )

_ / F () (1 — 0) + o(1).

*

o
Portanto, aplicando o Lema A.16, tomando 0 < a < LJYV, temos que existe
rMN=s

C > 0 tal que

(A(tn), 1 — g) < / )t — o] + (1)

<c / exp(afun| 75)
9]

U, — Up| + o(1)
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Logo, decorre da desigualdade de Holder que

Aluy), uy, —

1/r (r—=1)/r
=C (/ exp(ralu, |N E ) (/ |un, —u0|’"/(7"_1)) +o(1)
Q Q

S

1/r
| (r—=1)/r

C exp ray, |N S—i (/ |t — 1|~ ”) +o(1)

N—s (9]

Xp
% r (r=1)/r

(/ |, — uo\r/(rl)> + o(1).
Q

Note que a tltima desigualdade ¢ consequéncia de (u,) ser limitada em X;. Por

Un,

[

IA

C /exp raM¥=s
0

X5

N
outro lado, pela escolha de «, temos que 0 < raM~= < ag . Decorre entao da

Proposigao A.9 a existéncia de uma constante C; > 0 verificando

(r—=1)/r
(A(up), up — ug) < CCYy (/ |t — uolr/(r_l)) + o(1).
Q

De (1.64) implica que
(A(up), up — ug) — 0

Logo, pelo Lema A.58, concluimos que u, = up em X;.

Agora mostraremos alguns resultados que serao tteis para se obter as condi¢oes

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso, para cada u € X, sejam

1
Trp(w) 1= Diplu) =l A

X5

:é/ |u|qu—g/|u|pdx—/F(u)dx
4 Jo D Ja Q
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1
Tap(u) o= I, () = = [lullk,

p
A
:—/ ]uﬂqu—g/ ]u+]pdx—/F(u+)dx.
qJao P Ja Q

Lema 1.25 (Casos subcritico e critico) Suponhamos (fs,) e a > 0. Entdo a

solucao trivial u =0 é um minimizador local estrito de J, , para todo \ > 0.

A.p’

Demonstracao: Pelo Teorema 1.19, basta mostrar que v = 0 ¢ um minimo lo-
cal estrito de J/\f , ha topologia C9(2). Pela condicio (fs,), aplicando L’Hopital

obtemos que
F(t)

11m =
lt|—=0 |t|P

Logo, para € = 1, existe w > 0 tal que
|F(t)] < |t|P, paratodo 0 < |t| < w.

Agora, para cada u € (C9(Q) N X;)\ {0}, com [|ulo,s < 1 e, consequentemente,

0 < |ut] <w ( pois |ut| < M||ullos, para algum M > 0), vale

A
I (u) :—/ |u+|qu—g/ |u+|pdx—/ lut|Pdz
qJo D Ja Q

:i/ lut|9de — <9+1)/|u+|pdx (1.68)
qJo p Q

Como ||ullos = [|u/0°|| L0,

[ut| < |u] < kyl|ullos para algum k; > 0.
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Como 1 < ¢ < p, resulta que |u™ [P~ < (k)P7||ullg 5" e, consequentemente,
[ tutpde < Gl [ jut s,
0 0

Desta tltima desigualdade, como % + 1 > 0, podemos concluir que

— (g + 1) / lut|Pdr > — (2 + 1) (kl)P—qHqugq/ |u™|9dz. (1.69)
p Q p T Ja

Decorre entao (1.68) e (1.69) que

A _
5y 22 [ s - (1—) i 1) (ol [ futioas
A
[— — (% + 1) (kl)ququ’gq} /Q|u+|qd::r;. (1.70)

q
Seja
X))/ P=9)
po e
a /(p—q)
o (201)
p
Se |lullos < R, entdo
A a — p—q
o) G uliEs > 0,9 lules < B (1.71)

Como [[ullo,s > 0 (pois u € (C§(2) N X$) \ {0}), concluimos de (1.70) e (1.71) que
Jy (u) >0=JF (0), V0 < [lullos < R.

Portanto, u = 0 ¢ um minimo local estrito de J;, na topologia CQ). m

Observagao 1.26 O Lema anterior € vdlido se trocamos o funcional J;fp por Jxp.

Lema 1.27 (Casos subcritico e critico) Suponha que f satisfaca (f1,) € a >



59

0. Entao, firado A, existe to = to(A) tal que
[;tp(thl) < O,

para todot >ty e 0 < XA < A.

A
Demonstragao: Para t > 0, aplicando o Lema A.19 para M > 2L obtemos

N < ﬁ P ’t‘_q)\ 9dr — F(t d
aplten) < —llell + |ip1|?d (tor)dz
p q Q Q
B TR 1z — [ (MtP|oy P + Cap)d
< el + |1|?dz (M[t[P]r[” + Chr)dz
p q Q Q

Lembrando que ¢; é a autofungao positiva associada a Ay com |1 e = 1,

obtemos

A |tlP I\
It (1) < i / |so1|pdx+L / 1| — Mt / erlPda + Oyl
A1
_ q _
_ [qtp q/|<p1|dx+ Lol - <M p)] (1.72)

A

FixandoA>O,comoM>j,t>0,1<q<pe<,01>0emQ,podemos

escolher ¢ty = to(A) > 0 tal que

AL d+—m| (M—ﬁ><o.
gty /o p

Para t >ty e A < A temos que
A1 ; Cu A1 Al Cu A1
- de+—Q— (M- — | < ——— ddo+—|Q|—( M - — | <O.
2 [ taae o= (302 < 2o [ e S0 )

Destas tltimas desigualdades e de (1.72) decorre que I (tp1) <
0, paratodo t>1t5, e A<A. m
Agora estamos em condi¢oes de obter uma solucao positiva aplicando o Teorema

do Passo da Montanha.
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Proposigao 1.28 Suponha que f satisfaca as condigoes (f1,), (fop)s (fsp) (fap)
e a > 0. Entao o problema (1.63) possui pelo menos uma solu¢ao positiva, para

todo A como no Lema 1.27.

Demonstragao: Ja vimos, no Lema 1.24 (que considera apenas o caso subcri-
tico), que o funcional I;rp satisfaz a condi¢ao (PS) em todos os niveis, para todo
A > 0. Além disso, como I;rp(O) = 0, entao basta provar as seguintes condigoes
geométricas:
(a) existem constantes p,a > 0 tais que I} >a e
Plop,

(b) existe um elemento e € X\ B, tal que Iy, (e) <0.

A afirmativa (a) decorre do Lema 1.25, pois existe R > 0 tal que

1
I3, (u) > ~lu|
Ap p

B ¥ 0< [l

X3 < R. (173)

Tomando o = %||u||§(s, obtemos que existem constantes p, o > 0 tais que I3 (u) >
P 2.
Q, v ”U'ng = p-

O Lema 1.27 garante a existéncia de e = top; € X, com ¢, > 0, tal que
Iy, (e) <0 =1y (0), para todo A > 0 obtido no Lema 1.27. Aplicando este fato,
decorre de (1.73) que 0 < p < R. Portanto, podemos deduzir que |e|| > p, isto é,
e € X;\B,. Assim, existe e € X;\B, tal que I} (e) < 0.

Logo, pelo teorema do Passo da Montanha, I;p possui um valor critico C{ > a,
com

Oy = inf I (u),
§ = Ay el

sendo I'" = {g € C([0,1], X;7) ; ¢(0) =0, g(1) =top1}. =

1.4.2 Solucao negativa para o funcional I,

A condigao de Palais-Smale é obtida no seguinte resultado, cuja demonstragao é

analoga aquela do Lema 1.24.
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Lema 1.29 Suponha que f satisfaga (fip), (fop) € (fap). Entdo o funcional Iy,
satisfaz a condi¢ao (PS) em todos os niveis para todo \ > 0.

Para cada u € X; definimos

_ _ 1
‘])\,p<u) = I)\,p(u) - _Hu”pzﬁ

p
:é/ |u_|qu—g/ |u_|pdx—/F(u_)d:E.
qJo P Ja Q

Temos entao o seguinte resultado, cuja demonstracao é analoga aquela do Lema

1.25:

Lema 1.30 Suponhamos (fs,) e a > 0. Entdo a solugdo trivial w = 0 € um

minimizador local estrito de Jy , para todo A > 0.
A demonstragao do proximo resultado é analoga aquela do Lema 1.27.

Lema 1.31 (Casos subcritico e critico) Suponha que f satisfaca (fsp) e que

a > 0. Entao, firando A > 0, existe to = to(A) > 0 tal que
[;’p(—twl) <0,

para todot >ty e 0 < A < A.

Agora garantimos a existéncia de solucao negativa. A prova deste resultado é

anédloga a da Proposicao 1.28.

Proposicao 1.32 Suponha que f satisfaca as condicoes (f1,), (fop), (f3p) (fap)
e que a > 0. Entao o problema (1.63) possui pelo menos uma solugao negativa,

para todo X obtido no Lema 1.51.

1.4.3 Solucgao via o Teorema de Linking

A ferramenta variacional que utilizaremos nessa subse¢ao é o Teorema de Linking.

O principal resultado que vamos obter é
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Proposigao 1.33 Suponha que as condi¢oes (f1,) — (fap) sejam verificadas. Se
A1 < a < A* entao, para A suficientemente pequeno, o problema (1.63) possui pelo
menos uma solu¢ao nao-trivial, distinta das solugoes positiva e negativa jd encon-

tradas.

No préximo resultado mostramos que, no caso subcritico, o funcional I, , satisfaz
a condigao (PS) em todos os niveis para todo A > 0. Sua demonstracdo é analoga

aquela do Lema 1.24.

Lema 1.34 Suponha que f satisfaca (fip), (fop), (fsp) € (fap). Entdo o funcional

I, satisfaz a condigao (PS) em todos os niveis para todo X > 0.

Para obter a geometria do Teorema de Linking precisamos de uma decomposicao
de soma direta adequada do espago X;. Para tal decomposi¢ao seguimos as ideias

de [3]. No que segue, definimos
A" = inf {Hu”pg rueW e |l = 1}, (1.74)

em que

W= {uexg : <A(¢1>,u>:o},

com ¢; denotando a primeira autofuncao, positiva e normalizada, do operador

(=A)5, veja o Apéndice A. Faremos uso da seguinte decomposicio do espago X
Proposicao 1.35 X = W @ span{y; }.

Demonstragao: Denote W = (A(p1))~'({0}). Lembrando que A(p1) € (X)),
temos W ¢é fechado em X;. Agora provaremos que W Mspan{p;} = {0}. Para
isso, seja u € W Nspan{y1}, entdo u € W e u = tp;, paratodot € R. Logo
(A1), 1) = 0, isto &, tl]|

mostrando nossa afirmagao. Finalmente,temos X5 =W + span{p1 }, pois

fs = 0. Portanto t = 0 e consequentemente u = 0,
P

©1.

el ™ 1]

P P
X5 X5
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Como (u — %(pl) € W, temos o afirmado. m
X3

Seguindo as ideias de [3] mostraremos o proximo resultado.
Proposicao 1.36 )\ < \*.

Demonstracao: Da inclusao

Lty wew o ol =1} € Jlalfy Mokt =1},

podemos obter a desigualdade

it {Julf ¢ bt =1} <int {llf - weW e ulfyg =1} =

Suponha, por contradicao, Ay = A* = A. Pela definicao de \*, existe uma

sequéncia (u,) em W tal que
Hun”ip(g) =1le nh_?oloHuang =N"=M=A

Logo (uy) ¢ limitada em X . Portanto, existe u € X e uma subsequéncia (que

ainda denotaremos por (u,)) tal que

(

Up —u em X7,
u, — uem LI(§), paratodog>1le

up(z) = u(x) q.t.p. em Q.

\

Observe

A1 < lu

4 s < lim inf||u||? = liminf )\, = .
x; = [ 1 k 1
Da observa(;éo A.65 segue-se

u=tyy, para t#0. (1.75)
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Por outro lado da convergéncia fraca u, — u, obtemos (A(p1),u,) — (A(v1),u).

Como (A(p1),u,) = 0 (pois (u, C W)). Temos (A(p1),u) = 0. Usando (1.75)

concluimos ||| 7;(5 = 0, consequentemente ¢ = 0, isso contradiz (1.75). =

Os proximos resultados serao tteis para mostrar as condi¢oes geométricas do

Teorema de Linking.

Lema 1.37 Seja a < \*. Entao, existem [, p > 0 tais que I ,(u) > (B sempre que

ue W elul

X; = P

Demonstragao: Fixe ¢ > pe 0 < a < af y. Pelo Lema A.18 existem 0 < p <

A —a e C > 0 satisfazendo

1

F(t) <5t + Cexp(oz|t|ﬁ) t|?, paratodo t € R.
p

Logo, para cada u € W com ||ul[x; <1, temos

lull;
I p(u) > ——/ |ulPde — / [ plul” +Cexp(a|u|N Dul?| dz
p
HUHP; a N o
= - (— + —> lulPde — C' | exp(a|u|¥=3)|u|’dz.
p 22/ Jq Q
Agora, da definicao de A* decorre que
Jul%, s o
I p(u) > s —(a+p)—" —C [ exp(au”)|ul’dz. (1.76)
p PA Q

Além disso, como 0 < o < a} y, podemos fixar r > 1 de modo que ainda se

tenha 0 < ra < aj 5. Aplicando a Desigualdade de Holder em (1.76), com r e 7’
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conjugados, temos

Bo) = (5= S

p  pAN

1 a+p
—2(1=

p( N >Hu|

Mas, como ||ul

N 1/r ) 1/r’
1))(; -C (/ exp(ozr|u|Ns)dx) </ || dx>
Q Q
1/r

N
1)7(; _ C’ (/ eXp(OKT’u|N75 )dx) HuHiT/g(Q)
Q

x; < 1, aplicando a Proposigao A.9 e o fato de X estar imerso

continuamente em L"¢(Q) (veja a Proposicao 1.12), podemos encontrar C; > 0 tal

que
1 a—+u
o) = 5 (1= 52l = Gl
a+ [ .
Uma vez > pe 1l — BYE > 0, podemos escolher p > 0, suficientemente

pequeno, com [[ul|xs = p, tal que

1
Dp(u) = p” {5 <1 - aj\—*,u) - Clpe_p} > 0.

Portanto, para todo w € W com |lu|| = p, temos que I(u) > [, com
1

B =p’ {— (1 — a;p) - C’lpe_p}. Assim temos a prova do Lema. m
p

Lema 1.38 Suponha que (fip) seja vdlida. Se'Y C X for um subespago vetorial

com dimY < oo, entao

lim Iy p(u) = —o0.
ueY, [lullxg—o0

Demonstragao: Seja u € Y. Como todas as normas em Y sao equivalentes (pois

a dimensdo de Y é finita), podemos encontrar C; > 0 e Cy > 0 de modo que

[ully < Crllullzeq) © llullzoq) < Collullsy (1.77)



66

1 AC
Logo, pelo Lema A.19 para M > C} (— + —2), temos
p q

[Julls
L\p(“) < as

A
+—/ |u|qd$—/(M|u|p—CM)dx
p qJa Q

lull; A
» -+ EH“”%q(m — Mlull7, ) + Cul€.

<

Decorre entao de (1.77) que

lullk; A M
Dp(u) < o 2 ey — -l + Carl
P P (& P

1 MOy M
= [lull%. —+———)+C Ql. 1.78
fulf (5 + 22 = &) + Culel (1.78)

Da escolha de M e de (1.78)), conluimos que
lim 1) ,(u) = —o0. (1.79)

ueY; Jull x3 o0

Isso prova o Lema. m
O préximo resultado serd ttil para controlar os niveis mini-max das solugoes

positiva e negativa e, assim, obter uma terceira solucao.

Lema 1.39 Suponha que (fi1,) seja vilida e que \y < a < \*. Entdo existe n =

n(A) > 0 tal que

I,y(u) <n(A\) e ;ir% n(A) =0, para todo u € span{y }.
—

Demonstragao: Como u € span{; },vale

A — A
Bt < (222 [ w2l - [ Pl
p Q q Q




Mas A1 < a < A* implica que
A q
Lp(u) < —ullfag) = [ Flu)dz.
q Q
Agora pela imersao continua de Sobolev existe K, > 0 tal que

A
Dp(w) < S ully = [ Plajds,

Do (1.80) e dp Lema A.19 decorre que

MK,
g ) < Z 2l = Mlfulle + Cos

MK,
< = lulli = MEllulli; + Car.
Uma vez 1 < g < p, obtemos

ueSPan {1} lull x; o0

Logo, existe R > 0 tal que

Ip(u) <0 paratodo u € span{p1}, [lullxs > R.

Se u € span{y;} com [lux; < R, decorre de (1.80) que

A A
0 < @,(u) < =K,lull% — / F(u)dx < EKqRq — / F(u)dz.
q ? Q Q

A condigao F(t) > 0, V¥t € R nos permite concluir que

A
I,(u) < =K, R? paratodo u € span{p1}, ||ul|xs < R.
q P
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(1.80)

(1.81)

(1.82)

(1.83)
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A
Tomando n(\) = —K,R?, segue-se de (1.82) e (1.83) que
q
I,(u) <n(N), paratodo u € span{y;}, com iir% n(A) =0.
_)

Isso prova o Lema. m

Agora estamos em condigoes de provar o resultado principal desta subsecao.

Proposigao 1.40 Suponha que as condigoes (f1,) — (fap) sejam verificadas. Se
A1 < a < A entdo, para A suficientemente pequeno, o problema (1.63) possui
pelo menos uma solugao nao-trivial, distinta das solugoes positiva e negativa jd

encontradas.

Demonstragao: Para obter essa solucao, precisamos verificar que as condigoes
do Teorema de Linking sao satisfeitas. De acordo com o Lema 1.35, temos X =
W @ span{p; }. De acordo com o Lema 1.34, o funcional I, satisfaz a condicao

Palais-Smale em todos os niveis, para todo A > 0. Além disso, devemos ter

(a) existem constantes p, 5 > 0 tais que I, >3 e
OB,NW

(b) existem um elemento e € (0B;) N W, constantes R > p e o > 0 tais que

Inp 50 < a < f8,com Q= (BrNspan{yp;}) @ (0, Re).

Assim, o teorema de Linking garante que I, possui um valor critico C' > 3 carac-
terizado por

C = inf max I ,(7(u))

emque ' ={y € C(Q,E) ; v=1; em 0Q}.

A condigdo (a) resulta diretamente do Lema 1.37.

Para verificarmos (b), tome ¢ € W (fixo) tal que |[|¢[/xs = 1. De acordo com o

Lema 1.38, existe R > 0 tal que

Ip(u) <0 para todo u € span{ey, p}, |lullxs > R. (1.84)
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Como pp € span{y, p} e ||pp|lxs = p,decorre de (a) que

Assim, (1.84)) implica R > p.
Consideremos entao
Q={u : u=w+tp, wespan{p;} N By, 0 <t < R}
3

e particionemos a fronteira 9Q) = U I
i=1

(1) T'1 = Bg(0) Nspan{e:},
(2) Ty ={u€ X::u=w+ Rp,w € Bg(0) Nspan{p1}},
B) Ts={ue X, u=w+rp, we span{y}, Hw||X;) =R, e 0<r <R}

Mostraremos que, em cada I';, vale I, ,| < n()), parai=1,2,3.
1_‘.

7

Tome u € I'y C span{¢;}. Logo, do Lema 1.39 obtemos
I p(u) <nA), Vuel; e limn(A) =0.
A—=0

Assim, tomando A > 0 suficientemente pequeno, I ,(u) < n(X) < B.

Se u € T'y ou u € I's, entdo temos uma consequéncia imediata de (1.84), pois
sempre podemos escolher um R > 0 suficientemente grande tal que ||ul| X5 > R,
parau € I'ys ou u € I's.

Assim, para todo u € 0Q), existe \* tal que

Lyp(u) <nA) < B, VAN
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e podemos tomar ay = n(A) tal que, para qualquer A < \*,
I p(u) <n\) <o, VuedQ.

Entao, pelo Teorema de Linking, existe uy € X, solugao fraca do problema
(1.63)) tal que
0< 77()\) < 5 < [)\7P(U)\) = ().

Note que uy é nao nula, pois I, ,(0) = 0.
Provaremos posteriormente que u) é diferente das solugoes positiva e negativa

ja encontradas. m

1.4.4 Demonstracao do Teorema 1.23:

Demonstragao: Para demonstrar a primeira parte de Teorema 1.23, basta mos-
trar que uy € distinto dos pontos criticos encontrados para os funcionais I;L’p ely,
para A > 0 suficientemente pequeno.

Para isso, seja gy : [0,1] — X dado por gy (t) = t(toe1), para to obtido no
Lema 1.27. Logo,

g €T ={g€C([0,1],X;) 5 9(0)=0, g(1) = top:}.
Como g7 (t) € span{y; } para todo t € [0, 1], decorre do Lema 1.39 que
I3, (90 (1)) = Dap(gg (1)) < m(X), para todo ¢ € [0, 1]. (1.85)

Analogamente, aplicando o Lema 1.31, podemos definir g, € I'” satisfazendo

uma propriedade anéloga a estimativa (1.85). Portanto, existe \g > 0

CcYy < m[goﬁljp(gar(t)) <n(\) < a < I),(uy) paratodo 0 <X < Ag.
te|0, ’
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Cy < m[guﬁl/\_p(gg(t)) <n(A) <a <I,,(uy), paratodo 0 <X < ).
tel0, ’

Portanto, para A fixo suficientemente pequeno, o problema (1.63) possui pelo
menos trés solugoes nao triviais, provando assim, a primeira parte do Teorema 1.23.

Se f for impar, o Lema 1.14 garante que I, ¢ par.

Agora provaremos a segunda parte, isto é, que o problema (1.63) possui infinitas
solugoes.

Considere Y um subespago de dimensao finita em X. Entao o subespago Y &
complementado (veja o [19], p. 38), isto ¢, existe um subespaco fechado Z de X
tal que X; =Y & 7 .

Mostraremos que existem constantes p, a > 0 tais que I, 05,17 > .

De fato, como feito na prova da Proposi¢ao 1.28 (ou 1.32), existem uma bola
B,(0) C X, e a > 0 tais que

I > .

FloB, )
Assim, para v € 0B,(0) N Z (C Z), obtemos I(u) > «, mostrando assim, o item
(1) do Teorema A.50.

Para provar o item (2), notamos que, como consequéncia do Lema 1.38, para

cada Y de dimensao finita, podemos encontrar R = R(Y) > 0 tal que
Ip(u) <0, sempre que u €Y e |ullx; > R(Y).

Portanto, pelo Teorema A.50, o problema (1.63) possui uma infinidades de

solugoes nao-triviais. m
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1.5 Solucoes para o problema critico

Neste secao, mostraremos um resultado de existéncia de solugoes para o problema

(=A¥u = —Mu|"%u+ alulP?u+ f(u) em Q,

(1.86)
u = 0 em RV \ Q,

no caso em que A > 0, a € RT, 1 < ¢ < p e com a nao-linearidade f tendo
crescimento exponencial critico no sentido Trudinger-Moser.

Nossa principal referéncia nesta se¢ao é o artigo de Tannizzotto e Squassina [55],
no qual uma solucao nao-trivial foi obtida.

Aqui, vamos supor que a nao-linearidade f satisfaca:

(fip) feCR,R), f(0)=0e F(t) >0 para todo t € R;

(f2,) existe ap > 0 tal que

] |f ()] 00, se 0<a<a
lim —————— =
t=o0 exp(alt|¥=) 0, se a > ap;

oL
<f37p) |t|1g0 |t|p_2t — Yy

ON o e .
<f5,p) |t|p—2t ¢ crescente se ¢ > 0, e decrescente se t < 0;

(fﬁ,p) Para cada (un) C XZL; se

Uy, — U, em X,

flup) = f(u), em LY(Q),
entdao F(u,) — F(u) em L'(Q);

(frp) Existem r > p e C, tais que

C,
F(t) > —|t|"', paratodo t € R,
T
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com

C. > 25( o%)) > (r—p) i,
s \aly pr C
com C' > 0 dado em (1.107) .

Observacgao 1.41 A condi¢ao (f7,) implica a condigdo

(fiop) lm Z10)

|t o0 [t]P

= +o0, sendo F(t)= /tf(s)ds.
0

O principal resultado deste capitulo é:

Teorema 1.42 Suponha que f satisfaga as condigoes (f1),(f3,), (fsp) € (f5) —
(frp), € que Ay < a < A*. Entdo, para \ suficientemente pequeno, o problema

(1.86) possui pelo menos trés solugdes nao-triviais.

A prova desse Teorema sera dividida em 4 subsecoes:

Na primeira subsecao, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para ob-
ter pelo menos uma solugao positiva e, de forma analoga, na segunda subsegao
obteremos pelo menos uma solucao negativa. Na terceira subsecao aplicaremos
o Teorema de Linking para obter uma terceira solucao. Finalmente na quarta

subse¢ao demonstramos o resultado principal, isto é, o Teorema 1.42.

1.5.1 Solucao positiva para o funcional I,

Como ja mencionamos, provaremos que a condicao de Palais-Smale é satisfeita
apenas para niveis em um certo intervalo. E importante ressaltar que, no caso
exponencial critico, o Lema A.16 é valido somente para o > «y, isto é, para todo

a > ap existe C' > 0 tal que
|f()] < CeXp(Oz|t|%), para todo t € R.

Note também que o Lema A.17 é valido somente para a > ay.
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Lema 1.43 Suponha que f satisfaca as hipoteses desta se¢ao. Entao o funcional

D) = lulf + = [ fuptar =% [ jupde [ P,

N-—s

s [a; s
satisfaz a condi¢ao (PS) em qualquer nivel ¢ < N (—N>
Qo

N—s

~ . Of; s . ~ .
Demonstragao: Seja ¢ < < <—N) e suponha que (u,) seja uma sequéncia

N ag
(PS) em X

O Lema 1.15 garante que (uy) ¢ limitada em X;. Assim, a menos de subsequén-

cia, podemos supor

(

[unllxs < K,
U, — U em X;’,

u, — u em LI(Q) para todo g > 1 e

\un(m) — u(x) quase sempre em (2.

Como A > 0, (|13 ,(un)|l(xs)-) € (Inp(un)) sd0 sequéncias limitadas em R. Logo,

<

[ fnunde < B+ [ fualtde - [ funlrds -+ 1)
Q Y Q Q ’

||un||§(; A a
F(uy)dz < + — | |up|'de 4+ = | |upPdz + [ L, (uy)| < Cs.
Q 4 Ja P Ja
Tendo em vista o Lema A.22, podemos encontrar uma constante C' > 0 verifi-
max { || wn |

Pelo Lema A.16 e pela Proposicao A.11 também temos que

/Q | f(u)ldz < Cz/QeXp (a\u|%) dr < o0

cando

X /Q f(un)undz, /Q F(un)dx} <C. (1.87)
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/ [ Fun)lda < C / exp (aul ¥7) dz < oo,
Q Q

ou seja, f(u,),f(u) estao em L'(Q). Entdo como u, — u em L'Y(Q) e

Jo f(up)updz < C, do Lema A.46 concluimos que

fuy) = f(u) em L'(9). (1.88)
Logo de (1.88) e de (fs,) obtemos

F(u,) — F(u) em L'(Q). (1.89)

Assim,

[ A a
E—wc—— | |uffde+ - [ |ufPdz+ | F(u)dz. (1.90)
p qJo P Ja Q

Como I (u,) — 0 em (X;)* e (u,) é limitada em X7, decorre de (1.90) que

/Qf(un)undac s pe+ A (1 - g) /Q\uyqu+p/QF(u)dx. (1.91)

De acordo com o Lema A.22 temos

/Qf(un)undx —p/Q F(u,)dz > 0.

Tomando o limite quando n — oo na expressao acima, de (1.91) obtemos

pe> A (g - 1) /Q ul?, (1.92)

o que implica ¢ > 0, pois 1 < ¢ < p. Assim, o nivel mini-max é nao negativo.
Agora, vejamos que (I} ,(u),v) = 0 para todo v € X7, ou seja, o limite fraco u

da sequéncia (PS) é uma solugao para o problema em questao.
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Primeiro, considere v € C§°(2). Note que, quando n — +00, temos

/Qf(un)v—/ﬂf(u)vdx

Como u, — u em L%(£2), decorre do Teorema A.37 a existéncia de uma sub-

< f (un) = f)llr@llvlloe = 0. (1.93)

sequéncia de (u,), ainda denotada por (u,), e h € L1(Q) tais que |u,| < h q.t.p.

em (). Entao, para cada v € X}, temos
[l "1 0] = "~ o] < WM o], q.tp. em Q.

Assim, a desigualdade de Hélder, a Proposigao 1.12 e h € L9(£2) implicam que

/|hq_1|v||dx < (/ |h|qda:) ' (/ |v|qu)q < 00.
Q Q Q

h ol € LNQ) Yo e X

Portanto,

De u,, — u q.t.p. em Q podemos concluir que |u,|9 ?u,v — |u,|? *u,v q.t.p.
em €. Logo, o Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (veja o Teorema

A.36) garante que
/ |, |7 2 U0 — / |u|9"2uv, Vv € X, (1.94)
Q Q
Analogamente, podemos obter
/ P — / P ~2uv, Yo € X, (1.95)
Q Q
e, como Iﬁ\m(un) — 0,

0 < (L), )] < 174, () llell g — 0, quando n — oc.
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Assim,

(I\,(un),v) = 0, para todo v € C5°(Q). (1.96)

Aplicando o Lema A.52, temos
(A(un),v) — (A(u),v), paratodo v € X. (1.97)

Combinando (1.93), (1.94), (1.95), (1.96) e (1.97) concluimos que

n—oo

(T4, (u),v) = lim ((A(un),v> 1A /Q 2w odz — /Q wyodz — /Q f(un)vd:c)

= lim (I} ,(uy),v) = 0.

n—oo

Logo, (I} ,(u),v) = 0, para toda v € Cg°(2). Como Cg°(Q2) é denso em X, o
mesmo resultado vale para todo v € X.

Aplicando o Lema A.22; temos entao

1 A
L) > (I!qus+p— [t =a [ furac— | f<u>uda:)
P P q Jo Q Q

1

. (Hqust)\/ yu\q—a/ |u|2dx—/f(u)udx>
p P Q Q Q
1

= (I ,(u),u) =0

i)

Logo I ,(u) > 0. Se uw =0, entéo I ,(u) = 0.

Como temos (1.92) e 1 < ¢ < p, concluimos que o nivel mini-max ¢ é estrita-
mente positivo e u # 0.

Agora, mostraremos que u,, — u forte em X.

Para isso ¢ suficientemente provar que I ,(u) = ¢, isto &, [[u,||xs — [lul|x;, pois

(1.90)) garante que

1)?(; A a (|| g{;
=Lp(u)——= [ Jul?+ - [ |ufde+ | F(u)dz = :
qJa P Ja 9 p

[en ]
im

n—oo p
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Assim, tendo u, — u em X, e lim,,oof[unl[xs = [[ullxs, o fato de X, ser um
espago de Banach uniformemente convexo nos permite concluir que u,, = u em X .

Para provar I ,(u) = ¢, notamos que a Proposicao A.35 e (1.89) implicam que

1 A a
I, ,(u) < liminf —unps)+liminf<—/ unq——/ unpdx—/Fundx)
o) < timint (el )+ it (5[ fualt = 2 [ i = [ Fa)

1 A\
< liminf (—Huans—{——/ yun|q—9/ |un\pdx—/F(un)daz)
n—oo \ P g Ja P Ja Q

= hrfggolf I p(u,) =c.

Vamos agora supor, por contradi¢ao, que I ,(u) < c. Entao (1.90) implicaria

A
lim |Ju,||%s = p <c — —/ |u|? + 2/ |ulPdz + / F(u)dx)
n—00 P q.Jo P Jo Q
A a 9
>pl Dp(u)—— [ |ul?+ = [ |u*de+ [ F(u)dx
qJo P Ja Q

= [full%,. (1.98)
. U, u
Definamos entao v,, = e v = —, sendo
[ | x; Co

PA -1/p
= (o= [ursa [ urasp [ Far) o
q Jao Q Q

Como ||v,|lxs = 1, a estimativa (1.98) implica que

lullx;  [lul
X3 =

X5

co  llullx;

= 1.

[v]

Assim, 0 < ||v]

X3 < 1.
un

]

Uma vez que ~2em X, decorre de (1.98) que, para todo h € (X;))*,

X3 Co

h(wn) = (HUZﬁX;> () = he

e portanto, v, — v em X.

vale
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N-—s

Oé* S s .
Como ¢ < (;—ON> , podemos encontrar r > 1, proximo de 1, e ap < o <

g n, proximo de ayp, tais que

isto é,

Y s G

=z

Como I ,(u) > 0, obtemos

" N
N—s N—s (Ofs’N) ®

s o s < . 1.99

Consequentemente, decorre de (1.98) que

<(afy) ™ <L) . (1.100)

Afirmamos agora que

& |

= . (1.101)

ple—Ly(w) 11—l

Com efeito, note que
1 B 1 B ch
e ] P e T
0

Por outro lado,

0 Jull%,

—:C—])\,p<u)+ .

g~
S
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Logo,

1 & &

T [l ~ &l

R ple—Ty(w)

provando o afirmado.

Decorre entao de (1.100) e (1.101)) que

N-—s

T g E » (a:,N) °
= limr=sa™s ||unHX;’<W

p
Xp
Entao, escolha € > 0, suficientemente pequeno, tal que

*
as,N

N
raflu,||¥s° <e+b<
’ (1= vl

s
N—s

2

para todo n € N suficientemente grande. Consequentemente, podemos encontrar

1 <p<————e0<y<ajy verificando

(A= loll5ey) ™=

O‘:,N
1= ol

N
ralunlx;® <yp <

s .
)N—s

p
X5

Além disso, de acordo com o Lema A.16, vale

/ |f(u,)|"dz < C/ exp(ra|un|ﬁ)dx
Q Q

N
:C/exp ro|u,| ¥
Q p

Mas, como ja provado, (v,) é uma sequéncia em X, com ||v,|

x; = 1 para todo

n € N, tal que v, =~ vem X, e0 < |v[lxs <1 Uma vez que 0 <y <ajye

1l<pu< W, estamos sob as hipoteses da Proposigao A.15, que garante
—llv Xf) —8
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que a sequéncia (exp <7|vn|%>> ¢ limitada em L*(§2). Assim existe K > 0 tal
que

/ ) dz < K,
[9]

isto é, (f(u,)) é limitada em L"(Q2) para algum r > 1.
Pelo Lema A 41, temos f(u,) — f(u) em L7(0,1) e, como u,, — u em L" (0,1),

a Defini¢ao A.40 e a estimativa

/Qf(un)undx—/ﬂf(u)udx

implicam que

< Hf(un)”rnun - UHT’ +

/ (F () — f(w))udz]
Q

lim f(un)undx:/f(u)udx. (1.102)

Uma vez que I (u,) — 0 em (X;)* e (uy) é limitada em X, decorre de (1.102)

g(; :7}1_{20 ((IAP Up)y Up) — /]unlq—ira/ \un\pdx—l—/f U, undx)
A
:——/ |u|q+a/ |u|pdx—|—/f(u)udx
qJo Q Q

e — {5 (0 ) = [lully,.

que

lim [Juy|
n—oo

= [|u|

Isso contradiz (1.98). Portanto, Iy ,(u) =c. =

Observacao 1.44 O Lema anterior continua vdlido se trocarmos o funcional I,

J’_ —
por Iy, ou Iy .

Proposicao 1.45 Suponha que f satisfaga as condigoes (f1,), (f5,), (f3p) = (frp)
e que a > A\1. Entao o problema (1.86) possui pelo menos uma solugao positiva,

para todo \ suficientemente pequeno.

Demonstracao: Anélogo ao que foi feito no caso subcritico, apresentado na Secao

1.4, o funcional ij satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha.
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Mostraremos que o funcional I;r’p satisfaz a condigao (PS) no nivel C} definido
por

C’;r: inf max I;fp
gelt ueg([0,1]) ™

(u),
em que ' = {g € C([0,1], X;7) ; ¢(0) =0, g(1) = top1} e to foi obtido no Lema
1.27.

Inicialmente, note que

mas L (9(1) > 13, (0(0)) = I{,(0) =0. ¥ g € T*,

Logo, max Iy (g(t)) > 0, Vg € T'", Consequentemente,
te|0, ’

0 < inf max Iy (u) =Cy < o0.
= ger+ ueg((0,1]) ap(t) =G

Seguindo os mesmos passos utilizados na demonstracao do Lema 1.43, obtemos
N—s

que IZP satisfaz a condigao (PS) no nivel ¢ < & (aS—N) * , para todo A > 0.

«@Q

N-—s

Agora mostraremos que Cy < ~ (O;—ON> *, para A > 0 suficientemente pe-

queno.
De fato, defina gy : [0,1] — X3 dado por g (t) = t(tow1). Temos g; € T'" e

sua imagem esta contida em span{¢;}. Do Lema 1.39 obtemos

N—s

R s ()
ci <ty o) <o < (2) T

para A suficientemente pequeno.

Finalmente, para A > 0 suficientemente pequeno, o Teorema de Passo da Mon-
tanha garante a existéncia de u # 0 em X tal que I, (u) = CY e (Iy,)'(u) = 0, isto
é, u € um ponto critico de I)tp e, portanto, uma solucao positiva para o problema

(1.86). m
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1.5.2 Solucao negativa para o funcional I,

A demonstragao do proximo resultado é analoga aquela da Proposi¢ao 1.45. Para
A > 0 suficientemente pequeno, o Teorema de Passo da Montanha garante a existén-
cia de u # 0 em X tal que I, (u) = Cy < I, (g5) < n(A), para A suficientemente
pequeno e (I ) (u) = 0.

Proposigao 1.46 Suponha que f satisfaga as condigoes (f1,), (f5,), (f3p) = (frp)
e a > \. Entao o problema (1.86)) possui pelo menos uma solu¢ao negativa, para

todo \ suficientemente pequeno.

1.5.3 Solugao via o Teorema de Linking

Proposicao 1.47 Se valem (f1,), (f5,), (f3p)—(frp) € se A < a < A* entdo, para
A > 0 suficientemente pequeno, o problema (1.86) possui pelo menos uma solug¢ao

nao-trivial, distinta das solugoes positiva e negativa jd encontradas.

Demonstragao: Vamos obter uma ponto critico v € X do funcional Iy, : X; —

R. Para isso, utilizaremos o Teorema de Linking com a condi¢ao (P.S)¢, (veja o
N—s

@Q

Teorema A.51) com C) < % (al‘,N> ° , para A > 0 suficientemente pequeno.

De acordo com os Lemas 1.37 e 1.38, o funcional I} , satisfaz a geometria exigida
pelo Teorema de Linking.

Continuaremos a utilizar as notagoes da Segao 1.4, com @ = (BgrNspan{y;})®

([0, Rp]), para ¢ € W. Basta entao provar que

N-—s

s (ag :
(13i) sup Iy ,(u) < N ( ’N) :

ueQ Qo

Mostraremos que, sob a hipotese (f7,), temos

N-—s

s [agy s
I <2 (= 1.103
max ap(t) N ( - > : ( )
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para A > 0 suficientemente pequeno. Para isso, escrevemos o funcional [, na

forma

A
I,(u) = J(u) + —/ lul?dz,
qJa

’%s—g/|u|pdx—/F(u)d$.
P PJa Q

Para provar (iii) é suficiente verificar que

sendo

ﬂwzﬁm

N-—s
S a: N s
sup J(u <—( : ) . 1.104
s J() < (7 (1.104)
De fato, dai decorre que
% N—s
(8% £
=l (S—N) —sup J(u) > 0.
N (7)) weQ

Portanto, para A > 0 suficientemente pequeno, vale

N-—s
A s (AN °
ﬂwmmg<—(;ﬂ ~ sup J(u),
ueQ @ N o ueQ
isto é,
)\ S Oé* %
s,N
sup Inp(u) < sup J(u) + —sup [ull, ) < = <_) :
uweQ . ueQ 4 weq L) = N\ ag

para A > 0 suficientemente pequeno. Isto mostra (ii7).

Vamos entao provar (1.104). Entao iniciamos a prova mostrando que

N-—s

sup J(u) < % (%,N) !

uE@ Qo

Seja F = span{y, ¢}, para ¢ € W tal que Q C F. Como F ¢ um subespaco vetorial
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obtemos que

sup J(u) < max J(u) = max J(|t\|?—’> = max J(tu) < max J(tu). (1.105)

wel u€eF u€F t£0 u€F,t>0 u€F,t>0

Sejau € F et >0. Temos

P a
J(tu) = — ups——tp/
() = Sl - 2 [
4P
< —JJullses —/F(tu)dx. (1.106)
p ! Q

u]pdx—/F(tu)dx
Q

Defina 7 : [0, +00) — R por

) ="l
nt) = —|u
p

I;(;—/F(tu)dx.
Q

Pela hipotese (f7,,) e do fato que no espago de dimensao finita F as normas sao

equivalentes, isto é, existe C' > 0 tal que

C, C, C,
F(tuw)de >— [ t"|u|"de = —=t"[|ul|5r oy > C—t"||u|/%-. 1.107
| Pt =S [ rlaras = Sl > €l (on
Dai
tP C, tP C,
- P Trar T -z P —Trar r
o0 <l crt||u|X5sIg§0x(p||u|X; Ortuuu;). (1.108)

. v
Considerando g(t) = —||ul/%s — C—||u|
p b r

X;t", vamos obter max g(t). Observe
t=>
que,

g'(t) =t Hull% — CCllullgt™"

flullhs"\ =P
Logo, ¢'(t) = 0 se, e somente se, t =0 ou t = (C—gf) .

Por outro lado,

g'(t) = (p — D |lullf — CC.(r = 1)Jullx;t".



i\ 7
Entao, para t = - , note que
p ( cC, q

(BTN L [l ] ,
g (( o ==Vl | 5 COr = Dllull; | =g
1
—ully ——— (p—
(CC)r=r
<0,

u p=r r—p
pois r > p. Logo, g assume méximo global em ¢ = (H I ) .

cc,
Assim,
1 1 9P 1 AT
el X"\ ) 1| (el p lullx™
g<( 2o ) ) = (B )l = e | (Y
1 1
B r
(e ) ( p)
Logo,

z
.
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que
1s a:N B S a:N s
< < | =L | SV
Portanto, de 1.105 deduzimos que

weQ N (7))

sup J(u) <

Observagao 1.48 Agora estamos em condigoes de mostrar que, para X > 0 sufi-

cientemente pequeno, o funcional I, satisfaz a condicao (PS) no nivel

Cy = }1ln£ sup I ,(h(u)), em que T = {h € C(Q, X)) 5 h=id em 0Q}.
€ ueQ

De fato, de (1.103) obtemos

N-—s

s (o s .
sup I)“p(u) < N ( 7N) , para A>0 suﬁczentemente pequeno .
uG@ Qo

Assim, para X\ > 0 suficientemente pequeno

N-—s

. s (agn) ¢
inf itelg Lp(h(u)) < ilelg]/\,p(u) <N (a_o)

Portanto, para A > 0 sufcientemente pequeno, o Lema 1.43 garante que Iy, satisfaz

a condigdo (P.S)c,.

Logo, tomando A > 0 suficientemente pequeno, pelo Teorema de Linking com
a condi¢ao (P.S)¢ (veja o Teorema A.51) obtemos que C) = }Lrellﬁ ilelg I p(h(u)) &
um valor critico do funcional I, com Cy > 3, isto ¢, existe uy € X solugao fraca
do problema (1.86) tal que 0 < 5 < I ,(uy). Logo uy é nao nula, pois ) ,(0) = 0.

Mostraremos posteriormente que essa solucao u, é diferente das solugoes positiva

e negativa ja obtidas. m
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1.5.4 Demonstracao do Teorema 1.42:

Demonstragao: Agora mostraremos que u) é distinto dos demais pontos criticos
encontrados para os funcionais I;fp el Ap

De fato, analogamente como foi feito na prova do Teorema 1.23, segue do Lema
1.39, que para A > 0 suficientemente pequeno, obtemos que 0 < Cy,Cy < n(\) <
B < C,. Portanto, para A > 0 suficientemente pequeno, o problema (1.86) possui

pelo menos trés solugoes nao-triviais. m

1.6 Problema nao-linear envolvendo o 1/2-
laplaciano fracionario com crescimento ex-
ponencial sem a condicao de Ambrosetti-
Rabinowitz

Nesta se¢ao, estamos interessados em provar a existéncia e multiplicidade de solu-

¢oes para o problema de Dirichlet:

(=A)Y2u = —MNu|"?u+au+ f(u) em (0,1),
u = 0 em R\ (0,1),

(1.109)

emque A > 0,a € R, 1 < g < 2ecom nao-linearidade f com crescimento exponen-
cial subcritico e critico no sentido Trudinger-Moser. Lembramos que denotamos
X =X,

Nossa proposta de trabalho consiste na utilizagao das seguintes hipoteses, sobre

a nao-linearidade f, com crescimento exponencial subcritico:

(fi2) f € CR,R), f(0)=0e F(t) > 0 para todo t € R, sendo F(t) := /tf(s)ds;
0

) 1 )

= 0, para todo a > 0;
|t o0 exp(at?) P
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O
(f32) Illliﬂow = 0;
(f12) |t1|i—I>n<x> F;f(? - e

E, no caso critico no sentido Trudinger-Moser, noés substituimos a condi¢ao (fs2)

pela seguinte condigao

(f32) existe ag > 0 tal que

] |f(t)| 00, se 0<a<a
im —~+— =

tl—+oc exp(at?) 0, se a>ao.

Além disso, mantemos as condicoes (f12), (fs2) e incluimos as seguintes condigoes

(f5.2)
ft)

e ¢ crescente em (0,4+00), e decrescente em (—o0,0);
(fe2) para cada (u,) C X, se

Uy — U, em X,

fun) = f(u),  em LY(0,1),
entdo F(u,) — F(u) em L'(0,1).

(fr2) existem r > 2 e C, > 0 tais que

F(t) > —|t|", paratodo t € R,

r
1 )T
— 2
com C, > — |4 <@> (r—) , para uma constante C' > 0.
C T 2r
Consideramos a sequéncia de autovalores {\;};>; do operador (—A)Y2 no es-

paco X. Os principais resultados desta secao sao:
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Teorema 1.49 (caso subcritico) Suponha que Ny < a < A\py1 para algum k €
N (k > 1) e que f satisfaca as condigoes (f12), (f22), (fs2) € (fa2). Entdo, para A
suficientemente pequeno, o problema (1.109) possui pelo menos trés solugoes nao-

triviais. Se f for impar, entao o problema (1.109) possui infinitas solugoes.

Teorema 1.50 (caso critico) Suponha que A\, < a < M1 para algum k €
N (K > 1) e que a nao-linearidade f satisfaca as condigoes (fi2),(fo2), (f32) €
(fs2) — (fr2). Entdo para A suficientemente pequeno, o problema (1.109) possui

pelo menos trés solugoes nao-triviais.

As demonstragoes dos Teoremas 1.49 e 1.50 seguem basicamente os mesmos argu-
mentos desenvolvidos nas demonstragoes dos Teoremas 1.3 e 1.4 respectivamente,
com a diferencga que, neste caso, para encontrar a terceira solugao aplicamos tam-

bém o Teorema de Linking, mas usando a decomposi¢ao do espago X dada por
X =V, ® Wi,

em que k € N (k > 1) esta fixo e Vi, = span{¢1,...,pr} é o espago gerado pelas
autofuncdes do operador fracionario (—A)'/? (escolhidos de acordo com o exposto

no Apéndice A) correspondentes aos autovalores A, ..., A\, e Wy = V1.



Capitulo 2

Problema nao linear envolvendo o

operador p-laplaciano fracionario

Neste capitulo estamos interessados em provar, via métodos de minimax, a exis-
téncia e multiplicidade de solugoes para o problema de Dirichlet:
(=A)u = —Aul"%u+ alulP~2u + b(ut)P="! em Q,

P (2.1)
u = 0 em RM\Q,

em que Q C RY & um domifnio limitado com fronteira regular, A > 0, 1 < ¢ < p,

a>0,b>0,u" =max{0,u}, v~ = min{0,u} (note que neste caso u = u™ + u~

e lul = ut —u) e pt = ¢ o exponente critico fracionario de Sobolev.

N —
Estudamos o problema (2.1) seguindo as mesmas ideias feitas no artigo submetido
[65]. O espago de fungoes no qual esperamos encontrar solugoes para o problema
(2.1), é o espago de Sobolev fracionario

|u(z) — uy)[”

2N |$ — y|N+S7’

WHP(RY) .= {u € LP(RY): /R drdy < oo} :

91
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Como estas solugoes devem ser nulas fora de §2 é natural que consideremos como

espago ambiente o subconjunto X C W*? (RY) dado por
s s, Ny ., — N
X, ={ue W"P(R") :u=0em R"\Q)}.

Seja A* definido em (1.74), o principal resultado deste capitulo é

Teorema 2.1 Suponha A\ <a < X, 1<qg<p, A>0eb>0.

2N
(i) Se N > sp* el < p < N1 entao para \ suficientemente pequeno, o
s

problema (2.1) possui pelo menos trés solugoes nao triviais.

(it) Se N > sp((p—1)*+p) ep >

2N . :
, entao para A\ suficientemente pequeno,
N +s
o problema (2.1) possui pelo menos trés solugdes nao triviais.

Observacao 2.2 No teorema enunciado acima, apenas consideramos dois casos

das seis posibilidades:

(1) N> sp
2N )
(a)1<p§N+s (2) N = sp?,
(3) sp< N < sp*
(1) N>sp?
2N , )
(b) p>N—|—s e N>sp((p—1)?2+p) e (2) N = sp?,

(3) sp< N < sp.

Destes seis casos, vamos considerar os itens (a) — (1), como nosso primeiro caso,
e os itens (b) — (1), como nosso sequndo caso. Nao vamos considerar os outros
itens, pois nao existem N >1,0<s <1 ep>1 que verificam os itens (a) — (2),
(@) —(3), (b) —(2) e (b) — (3), respectivamente. Veja a observacdao A.26 do
Apéndice A.

A prova desse Teorema sera dividida em cinco segoes:

Na primeira se¢ao, apresentamos a formulagao variacional do problema (2.1) e

a regularidade do funcional associado ao dito problema e demonstramos resultados
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que serao usados ao longo do capitulo. Na segunda se¢ao, usaremos o Teorema
do Passo da Montanha para obter pelo menos uma solucao positiva. De forma
andloga, na terceira secao, obtemos pelo menos uma solugao negativa. Na quarta
secao obtemos uma terceira solucao via Teorema de Linking. Finalmente na quinta

secao demonstramos o resultado principal, isto é, o Teorema 2.1.

2.1 Resultados validos para nosso problema

Apresentamos algumas defini¢oes e resultados que serao usados no desenvolvimento

deste trabalho.

2.1.1 Formulagao variacional do problema (2.1)

Definigao 2.3 Dizemos que u € X, € solugdo fraca de (2.1) se

(A(u),v) = —)\/ |u|q_2uvdx+a/ |u|p_2uvdm—l—b/(u*)pz_lvdx,
Q Q Q

para todo v € X3.

2.1.2 Regularidade do funcional

Usando o Teorema A.58 do Apéndice A obtemos o proximo resultado que mostra

que os pontos criticos do funcional I, : X; — R dado por

1 A a b .
[Su:—ups+—/uqu——/ updw——/zﬁdex 2.2
As(W) pHHp qﬂll pQI\ p:Q() (2.2)

correspondem as solugoes fracas do problema (2.1).

Lema 2.4 O funcional I, s esta bem definida e € de classe CI(X;,R) e sua deri-

vada de Fréchet é dada por:

(I\4(u), h) = (A(u), h) + )\/ lu|??uhdx — a/ lu[P~2uhdz — b/(u+)p§_lhd3:,
Q Q Q
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para todo u, h € X.

2.1.3 Limitacao da sequéncia (PS) associada ao funcional I)

No seguinte lema mostraremos que cada sequéncia (PS) de I, s associado ao pro-

blema (2.1) é limitada.

Lema 2.5 Sejam Ay <a, 1 <qg<peX>0, entao cada sequéncia (PS) de I, €

limitada.

Demonstragao: Por hipotese (u,) C X, satisfaz as condigoes abaixo

< M,

]_ )\ a b .
Lo (tn :—Unpsdl”r—/ unqu——/ unpda:——/u:{dex
[ D ()| ‘pll g+ [ T AL ALY

(2.3)

(13 s (n), )]
(Alun), ) + A/|un|q‘2unhdx - @/|un|p_2unhdx = b/(u;>p:—1hda:
Q Q Q

< elhl

x3, para todo h € X, com €, — 0, quando n — oc. (2.4)

De (2.3), (2.4) e (desigual-

Iy s(uy,) — %(I’(un), Up)

dade triangular), obtemos

< Ins(un)| + \ {0 ) )

M + €, ||un|

X;

| A b *
—Hun||pdac+—/ |un|qc1x—9/ |un|pdx——/(u:{)p5dx
P q Ja P Ja Ps Ja

]. *
—— ((A(un),un> + )\/ | |9 202 da — a/ |un|[Pde — b/(uj{)ps_lundx)
p Q Q Q

>
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Assim, segue que

M + e |unl|x;

_ /h%mu___/ %:w——/hM%x+ /( Dt 4 0 )da
- (———)/WWM+(———)/<D%M-

Como A >0,b>0e1l<qg<p, segue que

b b .
Xs Z (— — —> \/(U:’;)psdw
! P pPs) Ja

Vv

M + €, ||un|

Como pf > p e b > 0, obtemos

—1 —1
M(2-2) e (B-2) 2 [
P Ds P Ds g Q

b b\
Sem perda de generalidade, podemos considerar M em vez de M (— — —) e €,

) P DS

b b\

em vez de €, (— — —*) , logo
P Ds

> / (ut )P da. (2.5)
Q

Por outro lado,

(T3 s (un), uy)
= <A(un), U, —|—)\/ ’un’q 2unu+dx—a/ ‘un‘p 2un +dl’—b/( )ps 1 +dx

Q

= (Aup),uf) + )\/ |72 (w4 u Yutdr — a/ |, P2 (u) + ) Yut do
0 0

—b/(u:{)p:dx.
v
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Usando os fatos |u,| = u —u,; e (u})? = (uf)72(u,})*"9, temos

(I (), )
— (A, ) + A / a2 (2 — a / P20 — b / (wfPida
Q Q Q

= (Alun),ut) + A / (uf — )2 ()2 (w0

—a [ (=) e b [ (e
Q Q
Assim, como A > 0 obtemos

(T4 () ) = (A(un), ) + A / (u})ida — a / (uf Pz — b / (uf P da

Dai concluimos que
(Aw)oaf) < o [ (wipde+ [ (e (1, (0n). ).
Q Q

Usando este fato e o Lema A.23 (ver Apéndice A), obtemos que

. <a / (u?)Pda + b / ()P e+ (T () ).
[9] [9]

Como p > p e Q C RN é aberto e limitado, temos LP* < LP. Assim, existe T > 0

p

tal que / (uf)Pde < TP ( / (uh)Ps dx) " Agora pela desigualdade de Young ,
Q Q

P . .
temos que T? (/ (uj{)p:dx) " < (u) (Tp)pg%p + L /(uj{)p:dm, entao
Q s ps Jo

Jrar < (B22) @nifs o 2 [ yas
0 DPs
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Dai

— p: a * *
ot %, S<z(p;ﬁ p)(??)ﬁ-p+—;§ [wryide +b [ (e -+ 10, () )l

s

Sem perda da generalidade consideremos M em vez de a (ps_:p) (17 )P:%P, logo
Ps

ol < (2 +0) [ ian + () udl +
Portanto, segue que :
Hu:;Hp; < C’/Q(u:{)p:da: + [(I} s (un), uy )| + M, sendo C' € uma constante positiva.
Agora, substuindo (2.4) e (2.5) na desigualdade acima, obtemos:
lun 15y < C(M + enllunllx;) + enlluy llx; + M. (2.6)
Como €, é limitada, existe uma constante positiva K tal que

[ [Py < Kllunllxg + Klluy llx; + M. (2.7)

Mostraremos que (u,,) é limitada em X, Antes disso, primeiro mostraremos que

(u,}) € limitada em X

De fato, suponha por absurdo que [|u, ||xs — oo. Por (2.7) e pela desigualdade

triangular [|u, || xs = llu; + uy, || xs < [luf|lxs + [luy, ||xs, segue que

lun 1%, < K(llugllxg + lug llxg) + K llug llx; + M.

Assim,

et g (It 1B = 26 ) < K g s + M.
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Isto significa que como ||} ||xs — 0o quando n — oo, entédo
|uy, [ x5 — oo quando n — oo.
Além disso, pelo Lema A.23 (ver Apéndice A) temos
lunlley = (Alun), un) = (A(un), wr) + (Alun), ) = Jug I + lug ;- (2.8)
Logo podemos deduzir que

|tn]|xs — 0o quando n — oo. (2.9)

U,

[[nl x;
subsequéncia (vy,;) de (v,) e v € X tais que v,, — v em X, e v, — v q.t.p em Q.

Agora, defina v, = Como (v,) é limitada em X7, entdo existe uma

Sem perda de generalidade, podemos trocar (v,;) por (v,), donde v, — v em X, e

v, — v, q.t.p. em . Pela Proposigdo A.34 (ver Apéndice A),
v, mvem L' 1<r<p: e wv,—v, qt.pem . (2.10)
Por outro lado, segue de (2.7) e novamente pela desigualdade triangular que

g % < Kllunllxg + Kl llx; + M

< K(|luy)]

xp + llug llxg) + Klluy llx; + M

= 2K |Juy|

xs + Klu, |

xs + M.

Dividindo ambos os lados por ||| Z;(;, segue

2K Klu,|

=gl T

X M

_l’_
P Tl

(2.11)

-
X5
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Como ||uf|| = oo e p > ¢q > 1, entdo existe ng € N tal que

2K n M - 7 VIS
_ - n -=ng.
luflf sl 8
p
Assim, por (2.11),
Kllu||xs 7
% + =, Vn>mn.
Tzl 8
e, consequentemente,
Ll o
S S T = Ng.
8K ||U;Lr|l))<g
it do 6 = L b
omando § = K observanos que
lam Ly > 8l Py, ¥ 1> . (2.12)

Desse modo, elevando ambos os lados ao expoente p, segue que
a5 = 6l s ¥ m = o,

Usando o Lema A.23 (ver Apéndice A) e algumas manipulagdes algébricas,

obtemos

1 _ 1 2 (1
lunllxy = ((Alun), un))? 2 (g, g+l )7 = (lug 1 +67luy 5,7, ¥ = no.

w || xs +
Portanto, segue que s T 2 o H, V n > ng, ou seja
(I, + oPllut I, )» [l
+
ul || xs
H nHXp T > H’U:H_Xg > O, Y n > ng. (213)
(Nl s + 0P llustIl,)»

Como 0 < v

x5 < — 0, pois ||u;|

1 So ot
S S x; — tooep > 1, entao v, — 0 em
P
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X, quando n — oo e segue da Proposicao A.34 (ver Apéndice A)

vi — 0em LP(Q), quando n — oo. (2.14)

Un + |Un]

Lembrando que v, — v em LP(2) e v} = max{0,v,} = , entao v — vt

em LP(Q). Portanto decorre de (2.14) que, v™ =0 em LP(Q) e como v = v + v,

segue que
N v —|v]
v=v =min{0,v} = — <0. (2.15)
isto é,
v <0. (2.16)
Além disso, usando (2.8) segue que
_ [y, |lx; [y, |lx;
||Un||Xf,:||u| PS P ip 1-
llxg (e + flug )7
Logo,
_ ([, [l xs [, 1] xs
||Un|X§: i _p lg e N E
(g s + Tz Bes)> sz )7
Assim, podemos concluir que
oyl < 1. (2.17)

Pela seguinte desigualdade encontrada em [86, p.122 |.
o]P — |a|P — [b—al’| < K, (Jb—al’"|a| +|a[""'b—al]), VabeR, eVp>1

para alguma constante K, que depende de p. Temos para b = |||

xp + llug llx; e
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a = [luyllx;

lunllf; < (e llxg + Il l1x;)”

< et W + N Wy + 65 (Il s et g + et s ol ) -
Agora por (2.12),
p— + 1 1 _2-1
lun %y < 5Hun\xe+ e 155 + Kpllu Nl x ngKpaijuon;”-
p
Por conseguinte
oz %, oz 1%,
1+1 1 1 2-2 = gy |2
Sl g + iz g + Kol g =+ Ky ey g 5~ el
57’ 6 m P
Logo, nés concluimos que
[z 1%
< v [
p— + 1 1 2-1 — lI'n
|| Uy llx + llug [l + Kpllug Ilx, §+Kp5pz||u— ’
p

Portanto, por (2.17), vale a seguinte estimativa para ||v,, || :
e 1

1 1 L] 1 2-2-p
§5<_u——+ + Ky llu;, 5p+Kp5ijugHX;” )

p

< oy Iy, < 1.

[z |

(p—1)

1 1
Comop >1, -1+-<0, 2—-—p=—-—"—<0e|[Ju,[|xs = 0o, quando n —
p p p

oo podemos deduzir que

v, lxs — 1, quando n — oo. (2.18)
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Por outro lado, como wu,, <0, segue que

|ugwwmmw:mmmmm+A[ﬁM%%ﬂ@ﬂm—aAhww%ﬂgﬂm

=@Mw%%>+{AWI—%¥”@%D“%ﬂQV”M

Y R e A e SR
Q

mmmmm+A/MQMM—q/mm%x
Q Q

Logo, pela desigualdade em (2.4), tem-se

1

N

{(Alun), uy,)

vy |

Hur_LH(II/Z(Q) . HUT_LHIJ;P(Q)

S e

+A

];(g vy |

(2.19)

Usando o Lema A.23 (ver Apéndice A) e a propriedade do operador nao linear A
o ey < (A Cun), ) < [{ACun), u)] < Jlunll Tz [lx;-

Portanto,

Un
Tunllxz

1<MS<;>‘:

o ||Un|§(5

Dai, de (2.18) tem-se
(Alun), uy)

|y, |

—1 (2.20)

P
Xp

Lembrando que €, — 0, usando (2.19) e (2.20) concluimos que

_ )‘HU;”qu(Q) Cl”U;Hip(Q)

Fan e, T

— 1, quando n — oo. (2.21)

P
X5
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Note agora que podemos reescrever a expressao acima da seguinte forma

_)\HU;H%Q(Q) a”u;HiP(Q) _ _>‘||un|§(g u;H%q(Q) a||un|§(5 ur_L”II),p(Q)
ol Tl Tl Tl Toale Tl
B A HUT_LH%Q(Q) a o 12, o
- (O
ol Tunlls + Top g 12 Moree
Logo,
Mg llLag) | allun ) 1 w1170 0
+ —(|p = _ —A D || Up, ”Lz7 Q) (222>
Funly Tl Tonl \ Tl

Assim, como v, v em L" paratodo 1 <r <plel <q<p<pi entao v, = v
em L7(Q). Logo, a sequéncia (v,) é limitada em L7(2) e portanto (v, ) é limitada

em L9(2). Como ||u,|| — oo, usando a limitagao de (v, ) temos que

HUEHqu(Q) —)\ .
TN ||vn 1Z4() — 0, quando n — oo. (2.23)
nllxs

Entao, por (2.18), (2.21), (2.23) em (2.22), podemos concluir que

allv, @

)~ 1, quando n — oo,

e assim,
1
v, | zr@) = —» quando n — oo.
ar
Logo
_ 1
lv7||zr) = — em LP(Q)
ar

e consequentemente de (2.15), temos

1
oll ooy = — #0. (2.24)

ar
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Agora, tomando h = p; em (2.4) segue-se,
enllorllx; = ‘<A(Un), p1) + A/ |tn | 2 upprda — a/ |un [P upipr da
Q )

—b/(u;’)p;_lgoldx :
Q

-1
., obtemos
p

Dividindo por ||u,|

||<101|X5 U,
o)y P ~(Alun), =) 44 [ e
[ I I nH [ [
(u )IDS’1
/yunv’ 2__Un b/”— L (22)
[[n I [[n
Note que | = ||un|%- ; ?||n| Xxs € consequentemente
() )P0 (0) = ) (2 — L)
<A(u)L):/ nix; nlxg
" §<§1 R2N |z —y| Vo
p
un(@) _ un(y) H(un(x) _ un<y>) _
B / Tunll ~ Tunllxg Tunlixg ~ Tnllng ) (P1(8) = #1(y)
R2N |z — y|N+sp
= (A(vn), ¢1)-

Reescrevendo o segundo e terceiro termo da expressao do lado direito de (2.25)

segue

1

Xs
pfpl =(A(vn), ¢ /| U |?” Ungoldx_a/ | |P™ Un@ldx
Xp
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Como ¢ é autofuncao associada ao autovalor \;, vemos que

enusoplul Z‘ R T / 0" uprda
(9] TL

b .
N p—1/(“j§)ps Yoida
Xz JQ

1
Usando o fato que ¢, — 0 e — — 0, quando n — oo, temos

||w
/‘ n‘q Un§01dl'—

Vamos mostrar que os dois tiltimos termos do limite acima tendem a zero, quando

/(un) slppde — 0.
(2.26)

(\—a) / N P
Q

n tende ao infinito.

Afirmagao 1) ——— / |07 20 01dz — 0, quando n — co.

De fato, basta provar que /|vn|q_2vng01 ¢ limitada. Note que

Q
/|vn|q_2vngpldx = /|vn|q_21)ng01dx §/|vn|q_1|g01|dx.
Q Q Q

Além disso, como ¢; é regular e () é compacto, temos que existe M; > 0 tal

que |p1(z)| < My, Vo € Q. Deste modo,

‘/ |Un|q_2vng01dx = ‘/]Un|q_21)ncp1dx
Q Q

Agora usando a desigualdade de Holder na ultima integral,

‘/ |Un|q QUn@Idx

SM1/ v, |7 da.
Q

< Mol g 11

o ( [lunfar) 1\med< )

Assim, a prova da afirmacao segue-se de v, — v em L' e Q é compacto.

~ b .
Afirmagao 2) W /(uz)m—lgpldx — 0 quando n — oo.
n Q
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De fato, de forma similar ao procedimento da afirmagao 1), como ¢; é limitada

podemos obter que

b .
T /Q (uf > rorda
n ng

Por outro lado, decorre de (2.5) que

< _AMb / () de. (2.27)

 [lual !

Q

p—1
X3

1 . M,y €nlltnllxs
ps(p—1) /Sz(U+)psdx < ps(p—1) + P;(P*ZZ) :
¥ _q *_1 *_ 1
Juall el

Logo, obtemos

*
Ps

)Pt rst M €
/ ()ﬁ dz < et
Q Hun”X; | P ps—1

‘un X; ||U'n X;

p—1 1
poisw—1> .
ps_]- Ps —

Lembrando que pf >p > g > 1 e ||uy,]

e lunllxs > 1.

x5 — 00, se conclul que

(i

ET—— — 0 em Lﬁ(Q)

|| ];(;

Dai, pela proposi¢ao A.34 (ver Apéndice A)

()P

— — 0 em L'(Q),
[[en ]

p—1
X5

isto é,

]. >k
———— [ (u})P*'dx — 0, quando n — oo.
[t I))(Sl a

Agora, como em (2.27), M; e b sdo constantes positivas, podemos concluir que

b *
[ |p—_1 /(UZ)pSI%dx — 0 quando n — oo.
nilxs
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Afirmagao 3) / U [P 2001 dz — / lv[P~?vpda, quando n — oco.

0 Q
De fato, Como v, — v em LP(2), segue pelo Teorema A.37 (ver Apéndice A) ,
existe uma subsequéncia de (v,) ainda denotada por (v,) e h € LP(Q) tal que

lun] < h, q.t.p em €, entdo
[[vnlPvapr] = [0aP~ r| < AP al, q.t.p em €.

Agora, pela desigualdade de Holder,

p=1 1
Lt < ([ par) " ([lapar)” <o
Q Q Q

em que a ultima desigualdade decorre da Proposi¢ao A.34 (ver Apéndice A) e do

fato que h € LP(2). Portanto,
W ei| € LY(Q).

Também podemos concluir de v, — v q.t.p em Q que |v,[P 2v,01 — |[V|P 2V
q.t.p em €. Logo, o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver Teorema

A.36, Apéndice A) garante que

/”UnpoUnwl%/h}‘pzvgpl-
Q Q

Agora, mostraremos que o limite fraco v da sequéncia (v,,) é nulo.

De fato, por (2.26) e pelas afirmagoes 1), 2) e 3) podemos deduzir que
O —a) / P 2vpydz = 0.
Q

Pela hipotese A\; < a, segue que /]v]p_Q(—v)gpldx = 0. Assim, |v[P7lp; =
Q
0 q.t.p em © (pois, por (2.16), —v > 0.)

Usando o fato que ¢ > 0 em €2 é autofuncao associada ao primeiro autovalor Aq,
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obtemos v = 0 q.t.p. em 2, o que é um absurdo, pois por (2.24), v # 0. Portanto
(uy) €, de fato, limitada em X.

Voltando ao nosso objetivo, agora mostraremos que a sucessao (u,) é limi-
tada em X,. Suponha por absurdo que [u,||xs — oo. Pela Proposigio A.34 (ver

Apéndice A) existe k > 0 tal que [luy || 1o ) < Klluy|

x; para todo n € N, entao
[t I zrs @) < Ck para todo n € N (pois como foi provado acima (u;) é limitada

em X). Isto significa que /(uf{)p:dx < (Ck)P*, portanto
Q

1

| /(u:)p:dx — 0, quando n — oo. (2.28)
Q

Por outro lado, tomando h = v,, em (2.4), obtemos

< €.

‘(A(un),vn> + )\/ |t |9 2 v, AT — a/ | [P 20, v, dz — b/(u:)p:_lvndx
Q Q Q

Pela defini¢io de v, = ——, dividindo a desigualdade acima por ||u, |%." s 5 segue

Huons
que
€n (Aluy), —2 ) un] Pun [ P g,
n
[ o
b .
- uwl)Pdz|.
ol )
p

Note que (A(uy,), %) = (A(vn),vn) = an||p; = 1 e reescrevendo o segundo e

u

terceiro termos da expressao do lado dereito segue

‘ /|vn|qu—a/|vn|pdx T

XS/( +)P: x‘ﬁ# (2.29)
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e, consequentemente,

A b N €
T2 ol — allonl e — / (uida| < —
g [F TR [y S [

Sabemos que (vy,) é limitada em L7 para 1 < ¢ < p < p; e [[u||xs — oo, quando

n — 00, assim por (2.28) e pela estimativa acima, decorre que
allvall7pq) — 1, quando n — oc. (2.30)

Agora, lembrando que v, — v em L"(2), para todo 1 < r < p¥; em particular,

v, — v em LP, usando (2.30), obtemos que
v # 0. (2.31)

Note que em (2.24), mostramos também que v # 0, mas neste caso estamos com
hipoteses distintas do caso em que provamos que v # 0 em (2.24).

Mostraremos agora que v < 0 em .

De fato, como (u,) ¢ limitada em X, podemos afirmar que v — 0 em X5,

u
quando n — oo, sendo v = % Segue-se da Proposi¢ao A.34 (ver Apéndice

 luallx;
A) que vf — 0, em LP(Q), v — 0, q.t.p em €, quando n — oo. Da desigualdade

v, = vf + v, <ot resulta que
v <0, q.t.p em Q. (2.32)

Por outro lado, o resultado obtido em (2.4) nos da que cada h € X verifica a

estimativa

[t unhd — a / |t [P~ 2t hdzz — b / ()P L hda
Q Q

< enllhllx;
Q

‘(A(un), h) + A/
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Dividindo esta desigualdade por Huan{gl segue que

h |un| =2y [t |P 2y,
Up, Xf?
+)pi—1
—b / %hdx .
Q X3
Agora, usando a defini¢ao de v,, = #, obtemos
Unp, X3

s = [(A(on), h

H ’ /|vn|q 2vnhd:1:—a/ |0 [P~ %0, hdx

[ n!

+\pi—1
—b/ %hdx. (2.33)
Q .
Xp
Usando o Lema A.52 (ver Apéndice A), temos
(A(vn), h) — (A(v), h), paratodo h € X. (2.34)

Repetmdo os mesmos argumentos feitos nas afirmagoes 1), 2) e 3) temos

+\ps—1
/| vn|" ?vphdz — 0, b/ &hdx—ﬂ]e/hﬂp QUnh—>/ lv[P~2vh,

[l [

quando n — oo, para todo h € X Portanto, por (2.34) e (2.33)
(A(v), h) = a/ |v[P~?vhdz, para todo h € XP.
Q

Agora, tomando h = 1, integrando por partes e usando que ¢; é autofuncao

associada ao autovalor \;, obtemos
(A — a)/ lv[P2vpdz = 0.
Q

Pela hipotese, A\; < a e por (2.32), conclui-se |v|P"lvp; = 0 q.t.p. em Q. Assim

usando o fato que ¢; > 0 em {2, podemos deduzir que v = 0 q.t.p. em €2, o que é
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um absurdo, pois por (2.31) v # 0. Portanto a sequéncia (u,) ¢ limitada. =

2.1.4 Compacidade do funcional I}

A maior dificuldade aqui é que o funcional I, 4 definido acima, nao satisfaz a con-
digdo (P.S) em todos os niveis, devido a falta de compacidade da imersao de X
em LPs. Este problema é resolvido utilizando a técnica desenvolvida por Brézis-
Nirenberg [20], mostrando que a compacidade ocorre abaixo de um certo nivel que
sera obtido no préximo lema desse capitulo.

Assim, seja

Jull% s
+; u€ X u#0
* p:
lu dex)
(

S, & a melhor constante de Sobolev da imersao X < L5 ().

S, = inf

Lema 2.6 Seja Ay < a, para cada A > 0, o funcional I s satisfaz a condi¢ao Palais

Smale para todo nivel

sp—

O < Syt
<N s .

Demonstragao: Seja (u,) C X, uma sequéncia que satisfaca I (u,) — C e
(13 s(un), v)| < €ullvf|xs, Vv € X, com e, — 0, quando n — oo.

Pelo Lema 2.5, temos que (u,) ¢ limitada em X, assim, existe uma subsequén-
cia, ainda denotada por (u,) e existe u € X3 tal que u, — u em X;. Logo, pela
Proposigao A.34 (ver Apéndice A) podemos deduzir que u,, - uwem L', V1 <71 <

p* e u, = u q.t.p. em ). Vé-se facilmente que como 1 < ¢ < p < p?, entao
U, — uem LY(Q) e u, — uem LP(Q). (2.35)

Também, pela Proposi¢ao A.34 (ver Apéndice A) existe uma constante K > 0 tal



112

que [ |z oy < Kl ;- Note que

s lul]_ llls + lulllx;
It =[5 < T <
XS
p
entao
[t 1| o3 ) < Kl x -
Assim, lembrando que (u,) ¢ limitada em X, segue que
(u,) ¢ limitada em LP*(). (2.36)

Por outro lado, pela hipétese (I} (uy,),v) — 0, quando n — oo, Vv € X;. Assim,

se v € X, entao

(A(un),v>+)\/ \un\q%nvdx—a/ ]ud”%wdx—b/(uf{)p:lvdx — 0, (2.37)
0 Q Q

quando n — oo.
Agora vamos calcular o limite de cada parcela e mostrar que u é solucao fraca
do problema
—A)Pu = —Aul"2u + aulP2u+ b(ut)PsL, em Q,
(=)0 = Nl =u-+ alul~u + () .
u=0, em RV\Q.
De fato, como wu,, — u em L4(2), segue pelo Teorema A.37 (ver Apéndice A), existe
uma subsequéncia de (u,) ainda denotada por (u,) e h € L%(2) tal que |u,| < h,

q.t.p em (2, entao para cada v € X} decorre que

||t |9 20| = |up |9 o| < RTHo|, q.t.p em Q.
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Agora, pela desiguadade de Holder,

g-=1 1
/|hq1|v||dx§ (/\h|qu> q (/ \Uyqda;)q < o0,
Q Q Q

em que a tltima desigualdade segue-se da Proposigao A.34 (ver Apéndice A) e do

fato que h € L4(Q2). Portanto,
hi Mol € L'(Q) Vv e X;.

Também podemos concluir de u, — u q.t.p em Q que |u, |7 2uv — |u, |9 2u,v
q.t.p em €. Logo, o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (ver Teorema

A.36 (ver Apéndice A) garante que

/|un|q2unv—>/|u|q2uv, Voe X, (2.39)
Q Q

Analogamente podemos obter que

/ |, [P 2w — / lulP2uv, Yo e X;. (2.40)
Q Q
Usando Lema A.52 (ver Apéndice A), segue que

(A(un),v) — (A(u),v), paratodo v € X. (2.41)

Finalmente, por (2.36), a sequéncia ((u,)P*~!) é limitada em L?:-1(2). Notando
também que (u;)P>~1 — (u)P=~! q.t.p em Q, pelo Lema de Brézis-Lieb (ver Lema

A.41 Apéndice A)) obtemos que

*

1(Q),

P

()t = (W), em Lt
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ou seja,
/(uf{)p:_lvdx — /(uﬂpz_lvdx, Yove L,
Q Q

em particular

/Q(u;[)p:lvdx o /Q(qu)p:lvdx, VoeX;. (2.42)

Substituindo (2.39), (2.40), (2.41), (2.42) em (2.37), obtemos

(A(u),v) + )\/ |u|?*uvdz — a/ lulP*uvdz — b/(qu)p:lde =0,VveX,.
0 Q

Q

Isto mostra que u é solugao fraca para o problema (2.38) .

Tomando v = u, na igualdade acima, segue que
s + )\/ lul?dz — a/ lulPdx — b/(u+)p:dx =0,
P Q Q Q

isto é,
(Ig7s(u), u) = 0. (2.43)

lul

Assim, por (2.43), vemos que

Iya(1s) = Iya(u) - ]§<J;,S<u>, u).

Por outro lado, temos que

1 / . A A q b b +|Ps
al) = 5B = (3= 2l + (5 = 2 ) 107 e
em que 1 < ¢ <p<p:eb>0.Portanto,
3
17t () > 0. (2.44)

A A b b
Bat) = (2= ) Ity + (2 = )

Como sabiamos que u, — u em L"(Q), 1 < r < pi, segue que u; — ut em
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L™(Q), 1 <r < p¥, dai resulta que (u)) é limitada em L"(Q2), para 1 < r < p*. Por

(2.36), (u}) é limitada em LP*, consequentemente

(u) é uma sequéncia limitada em L"(2), para 1 <r < p.

Além disso, como u, — u, q.t.p em Q, entdo u,;” — ut, q.t.p em . Logo pelo

Lema Brézis-Lieb (ver Lema A.43 Apéndice A)), temos que

T ([ ey — 110 = 00) ) = e [ para 1 <7 < .

Note que, por (2.35), temos que v, — 0 em LP(Q2) e assim,

1im (ol + Nl @) = [ulmqy € B funllfogy = 1l

Portanto

i (o ooy + el) = B e 0y

De modo analogo, por (2.35), v, — 0 em L9(2) e consequentemente

T}E&(H“ﬂ”%q(ﬂ) + ”uHLq(Q)) = hm |7

Note que
(z) = ua() ||
M ((uy,) € limitado em X%),
N p
|£E - yl P LP(R2N)
p
TEERI0]
N = pel
|Z)3 - y| P Lp(R2N)
p
un(z) —unly)  u(z) —uly) e, — ol
N N - n Xs — il
|x_y|p ‘x_y‘p Lr(R2N)

Pelo Lema Brézis-Lieb (ver Lema A.42 Apéndice A))

(2.45)

(2.46)

(2.47)



116

p p
Mm@ - ne @ - @ )
Ng Nyg Nis
nee |x_y|p+ LP(R2N) |;p—y|v+ |x_y|p+ LP(R2N)
p
u(z) — u(y)
ol e ,
|£L'_y|1JJr Lr(R2N)
e assim, segue que
: p p I p
Tim (lfoall + lull; ) = Tim flun % (2.48)

Novamente, como (u,) ¢ limitada em X, entao existe M > 0 tal que |lu,|xs < M,
para todo n € N. Deste modo, a sequéncia (||u, | xs) dos nimeros reais ¢ limitada

e portanto, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos supor que

existe lim ||u,,|
n—o0

% (2.49)

Além disso,

A a b
P n q _Z P — |yt
X +q||u||LL1(Q) p”uHLP(Q) p:H“

PE
LP3 (Q)

1
IA,S(“) +I)\,s(vn) :5“10‘

1 A a b .
+ ];||Un| .Z;(; +E‘|Un||qm(9) _];anulzp(g) _p_:HU: ZSIJ;(Q)'
[sto mostra que
1 p 1 p )\ q q
Do) +Ins(vn) = <l + < vl ) + = (lullfaey + lonllfae))
p p q
iy + ol ) = o (12 g+ 2 )

p LP(Q) nllLr(Q) Pt LPE(Q) nllprpi Q) /) -
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Portanto, por (2.54), (2.46), (2.47) e (2.48), obtemos

1 A
i P N q q
i (Dys(u) + Das(vn)) = Bl + lim = (Hu\|Lq(m+an||Lqm))

n—oo
lim ¢ <Hu”p anHp >
" nsoo p )t Lr(Q)

I b
Tl pt <| i ( pt (ﬂ))
1 )\
= lim —Huans + lim —HunH
n—00 n—00
—_ i _ p
AT A h%op A

1 A b
L - P A q _ 2 p
= hrilo (pHunH s + p HunHLq(Q) pHUnHLp( Lm(Q))

n—
S

=20 Dholtn)

Agora, lembrando que (u,) ¢ uma sequéncia tal que lim I, 4(u,) = C, conclui-
n— oo
mos

nlglgo([)\,s(u) + I)\,S(Un)) =C. (250)

Por outro lado,

r}glolO <||Un| ggzg + )‘anHqLQ(Q) B CL||U7l||1llzﬂ’(§2) Lﬁs (Q))
- . » . q . . p . : +1Ps
= Tim [Joa|%; + A lim floa] 7, agggg””n”m(m b Jim [l o

= nh_g)lo [[on 5 st A lim (HuanLq(Q) - HUH%Q(Q)) - anli_)rgo <HunHIIJ,p(Q) - HUHJZP(Q))

_bgﬁ‘o< @) ot <ﬂ>>
= lim [|Ivn| S T A <||un|| — 1wl Toy ) —a (Ilunll’ip — lellfr @ )

<||u Lps( LPs(Q))]
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e assim,

Tim (oall%; + Allvala) = allvalo = It 175 )

A (lnlacey = el ) = @ (el = el

) |

— lim [||vn|
n—ro0

b (I

De (2.48) temos que

Lps (

Tim ([Junl; + Mvnlaiay = allenloay = bllvd s )
:7&&bWM%—%WW;+MWN%my—MWan allun g+ allull e
+|Ps
Lps LPs (Q)]
- Jgnl:(Huans Mt = @l = bl 1% )

—(mwg+Mmmmn—mmm

Lps (Q)) ] :

Por outro lado, usando a expressao da derivada do funcional (para v = u, e v = u),

(T (atn), 1) = [y + Al 0y = Y ©
(T o), ) = Il + Ml = allaley = Dl s -
resultando que
T ([Jonll; + Monlaiay = allenloay = bllod s

= lim ({7 (), ) = (I3 (), ).

n—oo
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Sabemos, por (2.43), que (I} ,(u),u) = 0, em consequéncia, vale a equagao
Tim (Jloal; + Mvallf oy = allvalloq) = Bl 175 o)) = lim (75 (), ),

Agora, como I3 ,(u,) — 0 no dual de X7 e (u,) ¢ limitada em X, temos que

(I3 s(un), un) — 0 e consequentemente

K3 + Allvnl o) — allvallq

llm <||vn|

+||P _
i) =0

Portanto, por (2.35), temos que v,, — 0 em L9(Q2) e v,, — 0 em LP(2), assim, segue

do limite acima que

lim (||vn| »
n—oo

XS

7 Q)) —0. (2.51)

Por outro lado, nés temos que denotando v, = w — u, e colocando r = pI na

equagao (2.45), segue que,

+ [lof ) = 0. (2.52)

hm (\

Lpe () Lpe () )

Novamente lembrando de (2.36) que () é limitada em LP: (), existe M > 0 tal
que ||uf||l;s < M, para todo n € N. Logo a sequéncia (HUIHIE(Q)) de nimeros

reais ¢ limitada, entao ao passar a uma subsequéncia se necessario, temos que

existe hm e fQ) (2.53)
De (2.52) e (2.53), tem-se
hm ( LPs LPs (Q)) = nhm Lp S (2.54)
. . ps ~ . . p
Note que, por (2.54), existe 111220 v () Cntao por (2.51), existe nlg& ||Vl g
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Denotamos por

: P __
Tim o, [[5y = d > 0.

Assim, podemos ter duas situagoes

d>0 ou d=0.

Inicialmente vamos supor d > 0, ou seja (v,) nao converge a zero em X7
= db™!, isto mostra que

Por (2.51), LP 2@

: 15

T 71,1 ) = (@7)75. (2:55)
ol S
Como S, = inf %;ueXp,u#O , entao
- Ps
( |u|P=dx
Q
o W, = Sullof 1
/UTL + TL
Note que | + [vn] < [onllx; + llonlllx; < lvnllxs, entdo
2 s 2
P
anHp s > Sy HU+HLpS(Q)
Passando ao limite esta tltima desigualdade, por (2.55), vemos que
P
d > Sy(db™ 1)t
Logo, como d > 0, segue que 4\ > Ss.b% e consequentemente
4 v
sp

—_—> = 2.56
o> (2:56)

N
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Notando de (2.44), I) s(u) > 0, segue que Iy s(u) + Iy s(v,) > I s(v,) e portanto,

1 A a b .
1 1 - p _ q _ p ||y ||Ps
lim (I)\,s<u>+[)\,s(vn)> > lim <pHUnH s + q anHLq(Q) pHUnHLP(Q) Dt an Hij;(Q)> .

n—o0 n—oo s

Como v, — 0 em L(2) e v, — 0 em LP(2) (por (2.35)) e lim (L) s(u)+ ) s(vs)) =

n—oo
C (por (2.50)), temos que
C> ! lim ||v,||5 _ b lim [jo; ||
T pn—oo niXg P n—oo nlps ()
Assim, por (2.55), segue que
1 1
> (_ - _*) d
P Ds
S 1 1 ) . . .
Por outro lado, N3 o assim, podemos reescrever a estimativa acima, na
P Ds
forma
c _d
- > —. 2.57
s — N ( )

sp—N == sp—N N
d C - b sp Sg”
N N~ s N

isto ¢ uma contradigao, portanto podemos concluir que d = 0. Finalmente como

d = lim [jv,[/x, entdo lim v, xs = 0, isto é, v, = u, — u converge a zero em
n—oo p n—oo
X; e consequentemente (u,) converge a u em X; . Assim, temos que existe uma

subsequéncia de (u,) tal que converge em X. m

2.1.5 Minimizagdo em C) versus minimizagao em X, para

crescimento polinomial

Devido ao fato de estamos estudando um problema envolvendo o operador p-

laplaciano fracionario com nao linearidade do tipo polinomial, nesta subsegao de-
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monstraremos um resultado de minimizacao local para funcionais definidas em
espacos de Sobolev fraciondrio X e que tem crescimento polinomial seguindo as
idéias feitas em [14], [50] e [57]. Esse resultado é mais geral do que os demais
encontrados em [14] e [57] no sentido de que iremos considerar p > 1. Além disso,
sera de suma importancia para demonstarmos uma das condi¢oes da geometria do
Teorema do Passo da Montanha.

Comecamos demonstrando um resultado de regularidade seguindo a técnica
usada na demonstracao da proposicao 1.18, que sera ttil para provar nosso resul-

tado de minimizagao.

Proposigao 2.7 Suponha que |f(t)] < C(1 + [t]971), para algum 1 < q < p%, e

C > 0. Seja (ve)ﬁe(ovl) C X, uma familia limitada em X, de solucgoes para

o = (12 ) e o

u = 0 em RN\ Q,

(2.58)

com & < 0. Entao sup ||ve|| () < 00.
€€(0,1)

Demonstracao: Definimos, para k > 0

s+ k, se s< —k,
Ty(s) = 0, se —k<s<k,
s —k, se s>k

e seja

Qe ={ze€Q: |v(z)| > k}.
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Observe que Ty (ve) € X, ja que Ty é Lipschitz e, portanto

HTk(UE)”p; — /R2N Ty (ve(z)) — Tk(ve(y)ﬂpdxdy

|z —yl
— p
co [ OBy,
R2N |z —ylP
= C?||v| 7;(5 < 00.

Agora tomando Ty (v.) como uma funcdo de teste em (2.58) e usando que & < 0,

obtemos
(0. 100) = (12 ) [ Feomitees
< [ 1#@IT e ae
< [ C+ Pl
:/ ClTy(ve)|dz + C |ve p§_1|Tk(Ue)|dx'
Q Qp
Logo,

Aplicando a desigualdade de Holder generalizada em cada termo da expressao
02

+1 e (pi—1)0 <p;
05

no lado direito para os coeficientes 1 < 3 < 0y < p, p <

tal ! + ! + ! 1, ¢
al que — — — = €Imos que

(A0 T < | [ € o ([ mora) Y i

1/61 1/62
+ [/ |v6|(p:1)91dx} (/ |Tk(ve)]92dx) |Qk|1/03.
Q Q

Usando o fato que (v¢)ee(o,1) ¢ uma familia de fungoes limitada em X7, pela Pro-

posicao A.34 (ver Apéndice A) podemos encontrar uma constante positiva ainda
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denotada por C' > 0 tal que

1/6,
(A0, T <€ ([ 1Tteaan) - g (25

Por outro lado, seguindo o mesmo mesmo raciocinio da Proposicao 1.18, segue que

(A(ve), Ti(ve)) = [Tk (ve)]

p
X
Logo, usando o fato da imersao continua X < L%2(Q). segue que

(A(ve), Ti(ve)) = [Tk (ve)] I))(Ig

p/92
e (/ |Tk(v5)|92dx) |
Q

) ( /Q |Tk(ve)]92dx)p/92 < (A(v,), Ta(v.)). (2.60)

Portanto,

Logo, de (2.59) e (2.60) temos que existe C' > 0 tal que

/uumexgcmwmwll (2.61)
Q

)
Note que do fato p < ~2 4 1 obtemos que 03 — 05(p — 1) > 0. Logo podemos definir

t3
0o
= > 1.
& By — 93(p - 1)
Como
0
0 _ 92—93(]9_1)
Q3(p - 1) 02 _ 1'
02 — 83(}9 — 1)
Podemos escrever
6> B

93(17—1) g—1
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e conseqlientemente de (2.61) segue-se
/ (T () |2da < ClQu |75, (2.62)
0

Como |Ty(s)| = (|s| = k)(1 — X[-kx(5)), para todo s € R. Logo, para 0 < k < h,

obtemos que €2, C ;. Entao

/|Tk(ve)|92dx:/ (Jue] — k)2d
Q Qp

2/ (|v€|—k:)92dm
Qp
>(h — k)% |Q4).

Portanto
(h — k)%2|Qy| < / |Th (ve)|*2d. (2.63)
Q

Definindo
o(k) = ||, parak > 0.

De (2.62) e (2.63) segue-se para todo 0 < k < h

d(h) < C(h — k)~ ®2¢ (k)P B, (2.64)
Seja d = 28C1/%2|Q|Y/ (P12 Definindo a sequéncia (k,) com kg = 0 e k,, = kn_ﬁ—;in
paran =1,2,3,... Logo de (2.64) obtemos por inducao
¢(0)
0 < olky) < (s~ bara todo n € N.
Entao
lim (k) = 0. (2.65)
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1
Agora reescrevendo k,, = d (1 — 2—n) para todo n € N, segue-se
k, < d para todo n € N.

Logo, do fato que ¢ é nao crescente, temos

¢(kn) 2 ¢(d).

Portanto de (2.65) segue-se e consequentemente

assim €2, tem medida nula. Portanto
lve(x)| <d qt.p em Q, paratodo e e (0,1).

Logo,
||| Lo () < d para todo € € (0,1).
Concluindo sup ||ve|[ze@) < 0o. m
€€(0,1)
Antes de demonstrar um resultado de minimizagao, seguindo as ideias de [13],

[50] e [56] lembraremos os seguintes espagos normados C2(Q) e C3*(Q). Para isto

definimos d : @ — R* por §(x) = dist(x, RN\ Q), com z € Q. Para 0 < a < 1.
CAUQ) = {u e C°Q) : 5—2 tem uma extensio continua em }
CP Q) = {ue Q) : Y tem uma extensdo o — Holder continua em Q},

55

CcOoIm normas
u

b5

Jullos = |
Lo (Q)
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llas = lfullos +  sup  AD/OE) ~uly)/00)"

z,y€Q, r#y. |fL’ - y|a

respectivamente.
Teorema 2.8 Seja @ : X — R um funcional de C’l(X;,]R) definida por

®(u) = - lu

t - [ Gl
Q

com G(t) = /tg(s)ds e g € C(Q) satisfazendo a condi¢io de crescimento
0
lg(t)| < C(1+[t|7Y), para algum 1 < q<pf e C>0. (2.66)
Seja O € um minimo local de ® na topologia C’g(ﬁ), i1sto €, existe r1 > 0 tal que
D(0) < @(), V2 € X3 N CXQ), [2los < 11, (2.67)
entao 0 € um minimo local de ® na topologia X, isto €, existe ro > 0 tal que

D(0) < D(2), ¥ 2 € X5, ||2]

X3 < 7.

Demonstragao: Notamos que ®(0) = 0, por isso a nossa hipotese é reformula
como

0==(0) <P(2), Vze X:NCQ), [zl <71, (2.68)

Consideramos separadamente os casos subcritico e critico.
Caso Subcritico: ¢ < pZ.
Seja 0 < e <1, B[0] = {z € X, : |z]

xs < €}. Vamos mostrar por contradigdo.

Vamos supor que para cada € > 0 tenhamos que existe u. € B[0] tal que

®(u.) < ©(0). (2.69)
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Por (2.66) e a imersao compacta X, < L4(2), o funcional ® ¢ fracamente semicon-
tinuo inferiormente em X7. Agora, como B.[0] é um espago topologico fracamente
compacto, entdo pelo Teorema A.47 (ver Apéndice A) obtemos que existe v, € B.[0]

tal que igf[o]q)(u) = ®(v.). Logo de (2.69) temos
uUEbe

b (ve) = igf[o]fl)(u) < P(ue) < ®(0), paratodo 0 < e < 1.
UEDe

Queremos provar que
ve =0 em C2(Q) quando €—0, (2.70)

pois, isso implicaria que para 7; > 0, existe um z € C(Q), com ||z[jos < r tal
que ®(z) < ®(0) (de fato, z = v, para algum ¢), contradizendo a hipotese (2.68).

Afirmamos que, para todo € € (0, 1), existe { < 0 tal que para todo ¢ € X.

(@' (ve), @) = E(A(ve), D). (2.71)

De fato, se v, € B,(0), entao v, ¢ um minimo local de ¢ em X,, portanto um ponto

critico, assim (2.71) é verificado com & = 0. Se v, € 0B.[0], entdo v, minimiza ®

Julles e
{UGX;: X & ,
p p

assim podemos encontrar o multiplicador de Lagrange &, € R tal que (2.71) verifica.

restrito ao conjunto

Agora

D (ve + 1r(—ve)) — P(ve)

(®'(ve), —ve) =lim

r—0 r
iy 2L = 1)ve) — Plve).
r—0 r

Logo, para r > 0 suficientemente pequeno temos (1 — r)v. € B.(0) e consequente-
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mente do fato que v, € um minimo de ® em B.[0], segue que
(@' (v,), —ve) >0,

ou seja

(D' (ve),ve) <O0.

Portanto

(&, 0) (2.72)

Tl

fe:

Por (2.71), obtemos v, satisfazendo

ve =20 em R\Q,

Dado [|ve|lxs < € < 1, pela Proposigao 2.7 existe uma constante C; > 0 indepen-
dente de € tal que ||ve|| L) < C1. Agora, usando esta tltima desigualdade, (2.72)
e (2.66), obtemos existe Cy > 0 tal que

19°(ve) |l ) < Co. (2.73)

Portanto, por Teorema A.53 (ver Apéndice A) temos que [[vc|[cos@ < C3, com
0 < B < s e alguma constante C3 independente de e. Usando a seguinte notacao

C%3(Q) = C#(Q), temos que existe M > 0 tal que [vellos@) < M, isto &,

HUeHCﬁ(ﬁ) = HveHo(ﬁ) + meaﬁx [Ue]cﬁ(Q) < M.

Logo,
|ve(z)] < M para todo = € Q e para todo € € (0,1),
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o que implica que a seqiiéncia v, é uniformemente limitada, e
[ve(2) — ve(y)| < M|z —y|® para todo = € Q e para todo € € (0, 1),

o que implica que a sequéncia v, é uniformemente eqiiicontinua. Pelo teorema de
Arzelé-Ascoli existe uma subsequéncia, que denotamos por v,, tal que v, converge
uniformemente em €, quando ¢ — 0. Desde que v, — 0, em X,, quando € — 0.
passando para uma subsequéncia, podemos assumir v, — 0 q.t.p em 2. entao de-
duzimos v, — 0, uniformemente em 2. Também, por Teorema A.54 (ver Apéndice

A) temos que obtemos, para uma constante adequada C,

Ve

5

< Csup [g*(ve())].
Loo() LSS

||Ue 0,6 —

Dado que o ultimo termo tende a zero quando € — 0, (2.70) esta provado.
Caso critico: ¢ = p}.
Mais uma vez argumentamos por contradi¢ao, Vamos supor que para cada € > 0

tenhamos que existe w. € B.[0] tal que
O (w.) < ®(0). (2.74)
Para cada k > 0 definimos g, Gy : R — R definindo para todo s € R

%@=ww»e@@=é%@®

em que
—k, se s<—k
tr(s) = s, se —k<s<k

k, se s> k.
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Assim, definimos os funcionais ®, € C'(X;,R) dado por u € X

i,

<I>k(u) = D —/QGk(t>dt.

Pelo teorema da convergéncia dominada, para todo u € X, temos ®(u) — ®(u),

quando k£ — oo. Entdo, para todo ¢ € (0,1) podemos encontrar k. > 1 tal que
Py, (we) < ®(0). Desde que para cada k > 0, gx tem crescimento subcritico, assim

para todo € € (0,1), existe u. € B[0] tal que

O (u) = ueigf[o]cbke(u) < Py (we) < P(0).

Como no caso anterior, para todo € € (0,1) encontramos & < 0 tal que u, é uma

solucao fraca de

Note que

C(1+ k™Y, se |s| > ke,

l9r. ()] = [g(te.(s))] < C(L+ [ty (s)]"7") = _
C(1+|s|971), se |s| < k..

Agora usando o fato que k. > 0,

C(L+[s|77h),  se |s| >k,

|9k ()] <
C(1+s]7h), se |s| < k.

Logo,
9. ()] < C(L+[s|"™"), para g=p; e C>0.

Como ||u,| x; < € < 1, temos que u, € limitada em X. Assim, estamos nas
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condic¢oes da Proposicao 2.58 e com isto obtemos que existe Cy > 0 satisfazendo

gk, (ue) || =) < Ca.

Portanto, por Teorema A.53 (ver Apéndice A) temos que [[uclcos@ < C3, com
0 < B < s e alguma constante C3 independente de e. Lembrando que C%#(Q) =

CA(€Q), temos que existe M > 0 tal que [uellos@ < M, isto &,

uellcs@y = luelle@) + max [uelos ) < M.

Logo,
|ue(z)| < M para todo x € Q e para todo € € (0,1).

Portanto a seqiiéncia v, é uniformemente limitada, e
ue(x) — uc(y)| < M|z —y|® para todo x € Q e para todo € € (0,1),

o que implica que a sequéncia v, é uniformemente eqiiicontinua. Pelo teorema de
Arzela-Ascoli existe uma subsequéncia, que denotamos por u., tal que u,. converge
uniformemente em 0, quando € — 0. Desde que u, — 0, em X,, quando € —
0. passando a uma subsequéncia, podemos assumir u. — 0 q.t.p em (2. Entao
deduzimos que u, — 0 uniformemente em . Também, por Teorema A.54 (ver

Apéndice A), obtemos, para uma constante adequada C,

Ue

el < s lg (uo)l

Lo(Q) z€N

uello.s =

Dado que o ultimo tende a zero quando € — 0, (2.70) esta provado. m
Uma consequéncia deste resultado, é que um minfimo local estrito na topologia

C9(Q) é também um minimo local estrita na topologia de X,
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Corolario 2.9 Seja @ : X2 — R um funcional de C*(X},R) definida por
1
B(a) = - ull, - | Gluds
p b Q

t
com G(t) = / g(s)ds e g € C(Q) satisfazendo a condi¢ao de crescimento
0
lg(t)| < C(1+[t|71), para algum 1 < q<pf e C>0. (2.75)

Seja 0 € um minimo local estrita de ® na topologia Cg(ﬁ), isto €, existe ry > 0 tal
que

D(0) < D(z), Vz e X;NCHQ), 0< ||z]los <11, (2.76)

entao 0 € um minimo local estrita de ® na topologia de X3, isto €, existe ro > 0
tal que
P(0) < ®(2), Vz e X;, 0<|z]xs <o

Demonstracgao: Seguir as mesmas ideias do Teorema 2.8. =

2.2 Solugao positiva do funcional 1) ,

Nesta secao, definiremos a parte positiva do funcional I ; para encontrarmos solu-

¢oes positivas. Considere o funcional:

I, X; >R

A b "
fes + —/ lu™|?dx — g/ lut Pdx — —*/(u+)p5dx.
g Jg P Ja Ds Ja

1
IT (u) = =lu
vs() p|| |
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Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, o funcional I}, ¢ de classe

C'(X;,R) e para todo u, h € X,

((I3,) (), hy =(A(u), h) + /\/Q|u+|q_1hdx - a/ﬂ|u+|p_1hdx
b

— Q(u+yﬁ—1hdx. (2.77)

Note que, encontrar um ponto critico para o funcional I, equivale a encontrar
uma fungao u € X que satisfaz a equagao:
(A(u), h) + /\/ lut |7 hdx — a/ Jut [P~ hdz — /(uJ’)p;_lhdm =0,VheX,,
Q Q Q
ou seja, obter uma solucao fraca para a equacgao :

(=A)u = =Aut|r™ +alu™ [P~ 4+ (uT)P !t em €,

(2.78)
u=0 em RY\Q,

emquea € R, A€ R, 1 <¢g<peu" =max{u,0}.
Se u for um ponto critico de I3, entao ((1},)'(u),h) =0, V h € X3, em particular

para h = u~, usando o Lema A.23 (ver Apéndice A), temos

u”(z) —u(y)]

p
— (T V -\ _ - T
0= (1) ) = (A > [ D B ey =
e consequentemente, u~ = 0. Portanto, o ponto critico v de I;fs satisfaz u = ut > 0,

ou seja, ¢ uma fungao nao negativa de X .

2.2.0.1 Compacidade do funcional [;s

Lema 2.10 Seja A\ < a, entao I;S satisfaz a condi¢ao Palais Smale para todo
nivel

5 sp=N N
C < Nb s S¢7, para cada X > 0.

Demonstracao: Usar um raciocinio anélogo como foi feito na demonstragao do
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Teorema 2.6. m

2.2.0.2 Geometria do Teorema do Passo da Montanha do funcional [;fs

Agora mostraremos alguns resultados que serao tteis para se obter as condigoes

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso, para cada u € X, seja

Tna(t) = Iya(u) — 1Hunps

/|u|qu——/|u|pdx——/|u

Lema 2.11 Sejam 0 < a e 1 < q < p, entao a solugao trivial uw = 0 € um

p.s dl'

manimizador local estrito de JY, para todo A > 0,

Demonstracgao: Pelo Corolario 2.9, basta mostrar que v = 0 € um minimo local

estrito de I}, na topologia CJ(). Seja u € C7(€)

Tys(w) = I (u )__||U|X5

/ lut|9dz — — / |u+\pdx—

Usando ||ullos = [[u/8%||=(q), sendo & : © — R* definido por d(z) = dist(x, R"\Q),

(2.79)

obtemos

lut(z)] < |u(z)| < ki||lullos para algum k; > 0.

como 1 < g < p resulta que (u™)P™? < ||lul|gs? e consequentemente para alguma

/|u+|pdx<C’1||u|| /|u+|qu

Desta tultima desigualdade e do fato que a > 0, podemos concluir que

constante Cp > 0,

_ E/Q( HPdz > —a—cl|| 165 /|u+|qu (2.80)

p
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Analogamente, obtemos

b * b
—-/<u+)ps L T ‘1/ ft|7da, (2.81)
Q D3

p

para alguma constante Cy > 0. De (2.79), (2.80) e (2.81), segue-se

C
Tt = 5 [ e = <2l / u i [ e

_ (E—“—Cln I3 - 2 ) / |u+|qu (2.8
Q

ng

Agora, seja R = min <L)pq (L)plq
T q(aCy + bCs) "\ q(aCy +bCy) '

Se lullos < R, entdo

A = *\ T2
lllos < (p—) e lullos < (p—)
q(aCy + bCy) q(aCy + bCy)

e consequentemente

ClCl aCl)\ bCQ pr—q ng)\
—lulles’ < —=——==~5 ¢ —lulles” < ——=——=
p q(aCy +bCs) P q(aCy +0Cs)
C bC: )\
Somando estas utimas desigualdades, temos et} lullb 5%+ —2 || | —, ou seja;
p ’ q
A C bC
o=l = =2l > 0,V 0 < ullos < R (283)

Finalmente (2.82) e (2.83) implicam que
Iy (u) >0=J5(0), ¥V 0<|ullos < R.

Portanto, concluimos que u = 0 ¢ um minimo local de J}, na topologia C Q). m

Lema 2.12 Sejam, \y < a1l < ¢ < p, eb > 0, entao fixtando A > 0 existe
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to = to(A) > 0 tal que
];:s(t@l) < 0,

para todo t >ty e X < A.

Demonstragao: Para t > 0, segue que :

Ht%

I3 (1) = /H%I%F—/H%VM——/W%WWM

A alt
%+%;med A [t /m

Lembrando que ¢ é a autofuncgao positiva associado ao A, obtemos

ps dﬂj

[t \
= — &1
p

A [t|P |2\
o) = 28 [ s+ 2 [ g i - H/| M [ e
p Q 4 Ja
tP » tI q -
=— M\ —a) | |gPde+ — [ |e1] dx——* |p1|Psdex.
p Q qa Ja Ps Ja
Logo, para todo t > 0
* A - CL) 1 b *
+ _ 4Pk (M Ay — s
I3 (tpr) =t { b i /Q |01 e |“d - /Q |01 dw} -
(2:84)

Agora fixando A > 0, segue dos fatos \y < a, 1 < ¢ <p < pi ep; >0em

podemos escolher ¢y = to(A) > 0 tal que

(M —a) 1 / LA / b
PR el T el o |

Set>1tye A <A, nos temos que

Psdgy < 0.

ps d:B

|“dz — _/ o1
[9dx — _/ |1

ps dx

A
< (thps / |1
0

<
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Destas desigualdades e por (2.84), segue I;S(tgol) < 0, para todo t >ty e A < A.

2.2.0.3 Solugao positiva via o Teorema do Passo da Montanha

Proposicao 2.13 Suponha que X > 0, 1 < q < p, A\ < a eb > 0. Entao existe
Ao > 0 tal que, se
0 <A<, (2.85)

entio o problema (2.1) possui pelo menos uma solu¢ao positiva.

Demonstragao: Note que toda solugao fraca nao negativa para o problema (2.1)

satisfaz a equacao:

(—A)u = —MNut|" ! +alut P+ (ut)P"! em Q,

(2.86)
u=0 em RY\Q,

emquea € R, N € R, 1 <¢<peu" =max{u,0}.
Agora, encontrar uma solugao fraca para o problema (2.86) é equivalente a encon-

trar um ponto critico do funcional

I, X; >R

Iy (u) = _H“Hp : / u”|*dz — — /Q(qu)pdx - Z%/Q(u*)pzdx.

Nosso objetivo é mostrar que I, satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da
Montanha, como ];8(0) = 0, entao comecamos por provar as seguintes condigoes
geométricas:
(a) existem constantes p,a > 0 tais que I3 >a e
0B,

(b) existe um elemento e € X3\B, tal que I} (e) < 0.

Prova do item (a): Lembrando que pelo Lema 2.11, temos que existe R > 0 tal
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que

1
IV (u) > =|Jul/%s, ¥V 0 < |jullxs < R. (2.87)
’ p D p

1 . .
Tomando a = —||ul/%., obtemos que existem p, v > 0 tais que
P

I3 (u) > o, V [|ul

X;Zpa

provando assim, o item (a).

Prova do item (b): Fixando A > 0, pelo Lema 2.12, temos que existe e = top; €
Xy com ty = to(A) > 0 tal que Iy (e) < 0 = I} (0), para todo A > X > 0.
Usando esta tltima desigualdade e por (2.87), segue que |le| > R > p. Portanto,
podemos deduzir que ||e]| > p, isto ¢, e € X;\Fp. Assim, existe e € X;\Fp tal que
Iy, (e) < 0. Isto prova o item (b).

Agora, mostraremos que existe \g > 0 tal que si 0 < A < Ao, entao que o funcional

I3, satisfaz a condigao (PS), no nivel O definido por

Cf = inf max I (u),
AT ger+ ueg((0,1)) rs(t)

sendo I'" = {g € C([0,1], X;7) ; ¢(0) =0, g(1) = top1} e com ty obtido no Lema

2.12. De fato, inicialmente note que

0< inf max Iy (u)=Cf < oo.
gel* ueg([0,1]) ™

defina go : [0,1] — X dado por go(t) = t(tow1). Segue que gy € I'* e além disso,
para A > 0

1 A a b *
fis(go(t)):—Httowlli}#—/!(ttowl)ﬂqu——/\(ttosol)*I”dw——*/ [(ttopr) ™|tz
p PqJo P Ja PsJa
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Como ¢ é a autofuncao positiva associado ao autovalor A;, temos

*

tto)P A A(ttg)? tty)? b(ttg)Ps *
() = P2 [ o 20 [ g - ST [ g MO [t
Q q Q p Q Dy Q

p

tto)P( N\ — A(tto)4 b(tty)Ps "
:—( )" (M a)/cpzfdx—i-—( 0) /go‘fdx— ( Z) /gp’fsdx.
Q q Q Q

p s

As condigoes A\ < a <,b>0,t5>0e0<t<1resultam que

Al
I (g0(t)) < 70\%@[,(9), para todo 0 <t < 1.

Como conseqiiéncia da estimativa acima, concluimos

Atd
N = I+ ) < 20 ¢
UET;()I?[gfl]) Avs(u) trél[g?l{] )\75(90( )) — q |¢1 L1(Q)

Agora, observando que

inf max I (v) < max I (u)= max [ t)),
geT+ ueg([0,1]) )\,s( )_UEQO([O,H) )\,s( ) te[0.1] /\,s(go( ))

obtemos
inf It (u) < M0), o
inf max U — ,
geltueg(fo,1)) M T g Pl
isto é,

At
0<Cy < 70|g01|g, para todo A > 0. (2.88)

Portanto existe \g > 0 tal que
s sp-N N
CY < Nb v Sg7, paratodo 0 < A< Xy <A (A obtido no Lema 2.12).
Logo, pelo Lema 2.10 o funcional I;r’s satisfaz a condigao (PS) no nivel

+_ SN G
Cy < Nb se Sg7, para todo 0 < A < .
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Portanto, o Teorema A.49 de Passo da Montanha (ver Apéndice A) garante que
existe u # 0 em X7 tal que Iy (u) = CY e (Iy,)'(u) = 0, isto ¢, u ¢ um ponto

critico de I}, e consequentemente, uma solugio positiva para o problema (2.1). =

2.3 Solugao negativa do funcional I) ,

Nesta secao, definiremos a parte negativa do funcional I, ; para encontrarmos so-

lugoes negativas para o problema

I, X; =R

1 A
L) = ol + 2 [ e =2 [ o pas
’ p qJo D Ja

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, o funcional I, ¢ de classe

C'(X;R) e

)

(I.,) (w), h) = (A(u), h) + )\/Q]u|q1hd:v — a/Q]u]plhdx, Vu,heX,.

(2.89)

Note que, encontrar um ponto critico para o funcional I, , equivale a encontrar

uma fungao u € X, que satisfaz a equagao:

(A(w), h) + A /

lu™ |7 Thdr — a/ lu™[P"'hdz =0, Vh € X3,
Q Q

ou seja, obtem-se uma solugao fraca para a equagao :

—AYu=-MNu | +alu[P7! em Q,
u=0 em R\,
emquea € R, \e R", 1 <¢<pewu =max{u,0}.

Se u for um ponto critico de I} , entdo ((I,,)'(u), h) = 0, V h € X}, em particular
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para h = u™, assim usando o Lema A.23 (ver Apéndice A), temos

dady = u* %

0= ((I,,) (w),u") = (A(u),u") > / jut(z) —ur(y)”

' R2N |z — y|NFep
e consequentemente, u™ = 0. Portanto, o ponto critico u de I, , satisfaz u = v~ < 0,

ou seja, é uma fungao nao positiva de X.

2.3.0.1 Geometria do Teorema do Passo da Montanha do funcional / s

Agora mostraremos alguns resultados que serao tteis para se obter as condigoes

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso seja u € X7,

_ _ 1
Sys(w) = I (u) = ]—QHUHP;

A
:E/ \u_|qu—g/ |u~|Pde. (2.91)
0 0

Lema 2.14 Sejam 0 < a e 1 < q < p, entdao a solugdo trivial uw = 0 é um

manimizador local estrito de Jy ,, para todo A > 0.

Demonstracgao: Pelo Corolério 2.9, basta mostrar que v = 0 € um minimo local es-
trita de .J; , na topologia C§ (Q). Seja u € C3(Q)\{0}, usando [[ullo.s = ||u/5°] L= (),
com 6 : Q — R* definido por 6(z) = dist(z, R™ \ ), obtemos

lu™| < |u| < ky||luljos para algum k; > 0.

como 1 < ¢ < p resulta que (u™)P~7 < ||lullfs* e consequentemente

/ juPdz < fu5? / fu~|7da.
Q 9]
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Desta ultima desigualdade e do fato que a > 0, podemos concluir que

a

_ —/Q(u)pda: > %ywug;/{z = |da. (2.92)

p

De (2.91) e (2.92), segue-se

> 2 [ e = Sl [ oo
- (5——HuH ) [ uleac (2.09)

A
Agora, fixando A > 0, seja R = —2—9, assim se ||ullos < R, entao
qa

ou seja,

A a _
E — j—)||u||€75q >0,V 0<|ulos < R. (2.94)

Finalmente (2.93) e (2.94) implicam que

Jraw) > 0= Ty (0), ¥ 0 < [lullos < R

)

e assim, concluimos que u = 0 é um minimo local de J , na topologia CJ(Q2). =
O seguinte lema seré utilizado para provar uma das condi¢oes geométricas exi-

gidas pelo Teorema do Passo da Montanha.

Lema 2.15 Sejam a > A\, 1 < g < p eb > 0, entao fitando A > 0 existe
to =to(A) > 0 tal que
I):S<—t(p1) < 0,

para todo t >t e A < A.
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Demonstragao: Para t > 0, segue que :

Il = teullsy wlllp

I (~tgn) = / (—tr)|tde — & / (—tr) Pde

P Q)\ t
_ e H 1|X5 || /\ _ ot /I%Ipdx-
P Q

Lembrando que ¢ é a autofungao positiva associado ao A\, obtemos

M |EIP tlI\ alt/P
Iy () = 2l / r[pda + 17 / orftda — / 1Pz
p Q q Q p Q
tP IAD
~Zu-a) [ Jepds+ 22 [ jopra.
p Q q Jao

Logo, para todo t > 0

fteton =0 [P [opar 25 [opad . 9

Agora fixando A > 0, segue dos fatos \; < a, 1 < ¢ <pe p; >0 em (2, podemos
escolher t{ = t((A) > 0 tal que

/|g01|pdx+——/|<,01|qu<0

Set >t e0<A<A, nos temos que

Lot [apar o [laar < Qo [ jopar 2o [ laras <o

Logo, por (2.95), segue que I, (—tp1) <0, paratodo t >t e A<A m

2.3.0.2 Solucgao negativa via o Teorema do Passo da Montanha

Proposicao 2.16 Suponha que A > 0, 1 < g < p, M1 < a eb > 0. Entio o
problema (2.1) possui pelo menos uma solugao negativa para 0 < A < A, sendo A

a constante fixada no Lema 2.15.
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Demonstracao: Note que toda solugao fraca nao positiva para o problema (2.1)
satisfaz a equacao:
—AYu=-MNu | +alu[P7! em Q,
(~A)gu = =Au [~ + alu| 296)
u=0 em RV\Q,
emquea € R, AeR,, 1< qg<peu =minfu,0}.
Agora, encontrar uma solugao fraca para o problema (2.96) é equivalente a encon-

trar um ponto critico do funcional

I;,: X: >R

Iy o(u) = —HUHps /|u |9dx — —/( “)Pdx.

Nosso objetivo € mostrar que I, , satisfaga as hipoteses do Teorema do Passo da
Montanha, como I, ,(0) = 0, entdo comecamos por provar as seguintes condigoes

geométricas:

(a) existem constantes p,a > 0 tais que I}, plop = €
By

(b) existe um elemento e € X3\ B, tal que I5 (e) < 0.

Prova do item (a): Lembrando que pelo Lema 2.14 temos que existe R > 0 tal

que

B ¥ 0< [l

1
I3 (u) > 5HU| xs < R. (2.97)

1 : :
Tomando a = —||ul|%., existem constantes p,a > 0 tais que
P

Iy (u) > a, V ||ul

X?f:pa

provando assim, o item (a).
Prova do item (b): Fixando A > 0, pelo Lema 2.15, temos que existe e =ty €
X, com t; = to(A) > 0 tal que Iy (e) < 0 = I, (0), para todo A > XA > 0.
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Usando esta tultima desigualdade e por (2.97) segue-se |le|| > R > p. Portanto,
podemos deduzir que |le| > p, isto ¢, e € X3\B,. Assim, existe ¢ € X$\B, tal que

Iy, (e) < 0. Isto prova o item (b).

Observagao 2.17 Note que neste caso, o funcional I ; satisfaz a condi¢ao Palais
Smale (ou condigao (PS)) em todos os niveis para todo A > 0, devido ao fato
de que a nao-linearidade da equagao diferencial (2.96) néao possui poténcia critica

fraciondria.

Portanto, o Teorema A.49 de Passo da Montanha (ver Apéndice A) garante que
existe u # 0 em X tal que Iy (u) = C) e (I;,)(u) = 0, isto é, u é um ponto
critico de I, e consequentemente, uma solugao negativa para o problema (2.1).
Neste caso, de forma anéloga ao que fizemos em (2.88), também obtemos a seguinte
desigualdade que sera ttil para controlar os niveis minimax.

’\q

lg1]d,  para todo X > 0. (2.98)

2.4 Solucao via o Teorema de Linking

A ferramenta variacional dessa segao que utilizaremos ¢ o Teorema de Linking (ver
Apéndice A, Teorema A.51). Seja \* uma constante definida em (1.74)

Nosso principal resultado é

Proposigao 2.18 Suponha que \y <a <X, 1<qg<p, A>0eb>0.

2N
N +s

problema (2.1) possui pelo menos uma solug¢ao nao trivial.

(i) Se N > spP el < p < , entao para A suficientemente pequeno, o

2N . .
, entdo para A suficientemente pequeno,
N +s

o problema (2.1) possui pelo menos uma solug¢ao nao trivial.

(it) Se N > sp((p—1)*+p) ep >
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2.4.1 Minimizadores para a desigualdade de Sobolev

Os seguintes resultados podem ser encontrados em [67]. Seja

Jull,

(

S, ¢ a melhor constante de Sobolev da imersao X — LP:(2), que é positivo pela

S, = inf

;u€ X, u#05. (2.99)

D
. 3
psdx

desigualdade fracionaria de Sobolev. Devido a falta de uma férmula explicita para
um minimizador para Ss nos trabalhamos com certas estimativas assintoticas para
minimizadores recentemente obtidos em [17]. N6s temos a seguinte proposi¢ao que

pode ser encontrada em [17], em relagdo ao problema de minimizagao (2.99).
Proposicao 2.19 Sejam 1 <p < oo, s € (0,1), N > sp e Ss como (2.99). Entao
(1) Eziste um minimizador para Ss;

(17) Para cada minimizador U, eziste xo € R e uma func¢io mondtona de sinal

constante u : R — R tal que U(z) = u(]z — xol);

(7i1) Para cada minimizador U, existe Ay tal que

_ p—1 —
R2N |z — y|NFsp R2N ’

A seguir, vamos fixar um minimizador decrescente nao negativo radialmente simé-
trico U = U(r) para Ss. Multiplicando U por uma constante positiva, se necessario,

podemos supor que

(—ARU =UP1 (2.100)

Testando esta equagao com U e usando (2.99) mostra que

U = NU NG ey = 527" (2.101)

LP5 (RN
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Para qualquer € > 0, as fungoes

_ 1 ||

formam uma familia de minimizadores para S; satisfazendo (2.100) e (2.101), entao
ap6s de uma mudanga de variavel podemos supor que U(0) = 1. Daqui em diante,
U indicarda um minimizador normalizado (em relagdo a multiplas constantes e a
mudanga de variavel). Na auséncia de uma formula explicita para U, usaremos as

seguintes estimativas assintoticas demonstrada em [67] e [17].

Lema 2.20 Existem c¢1,co >0 e 8 > 1 tal que para cada v > 1,

(&1 Ca
ey = U S e
e
U(0r) < 1
U(r) — 2

2.4.2 Geometria do Teorema de Linking

Nesta se¢ao, nés comecamos fazendo uma escolha de uma decomposicao do espago
X, que sera utilizada no problema . Assim, pela Proposigao 1.35 podemos obter a
seguinte decomposicao

X, =span{p1} O W, (2.103)

em que span{y; } ¢ o espago gerado pela autofungao do operador fracionario (—A)3

correspondente ao autovalor \; e
W ={uc¢e X, (A(p1),u) = 0},

com

(Alp), v) = /RQN o1 () — wl(y)|p_2’(;01_(13;)’1\[_+§)1(y))<U(x) - U(y))dmdy.
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Denote por P e P? as projegoes do espago X em span{p; } e W, respectivamente.
Nesta se¢ao, suponha que 0 < s <1, N >sp, A >0, \y <a< A eb>0.
A proposi¢ao a seguir nos da uma das condigoes da geometria do Teorema de

Linking.

Proposigao 2.21 Seja a < A*. Entao, existem o, p > 0 tais que I s(u) > «

sempre que u € W e ||u|| = p.

Demonstracao: Seja u € W, lembrando que A > 0 e ¢ > 0, tem-se

D)2 ulf =2 [ e - / e (2.10)
- [l
Agora, pela caracterizagao de \* = inf ———— obtemos
" /|u|pdx
Q
\- [l
B ||u||12p(9)

Logo, usando a desigualdade anterior e o fato que a > 0, segue que

2
P Ja

Agora, como |u| > u™, entao |u

b . b
- —*/(u+)p5dx > ——*/ lu
ps Q ps Q

Por outro lado, como X < L', para todo r € [p,p;], existe C' > 0 tal que

. (2.105)

Ps > (ut)Ps, e consequentemente,

Pida. (2.106)

[l ot () < Cllullx;- Logo,

b
Ps Ja

P

(2.107)
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Assim, por (2.106) e (2.107), obtemos

P3
- [ryiae = =2
Ps Ja D

.. (2.108)

Substituindo (2.105), (2.108) em (2.104), obtemos

1 a bO'Ps *
Dos(u) > =llull%s — =< llull%s — ——llull%,
p PoopA poopk P

1 a bC'Ps «
— _ P _ Ps
= (1 55) el — 2l

s

*

Ps

1
Agora, como a < A\* e definindo A = — (1 — i) >0eB= > (, segue que

D A* P

Dys(u) = lul

he (A~ Bl

)

. . A\ ri-r
Assim, se [|ul|xs = p for suficientemente pequeno | 0 < p < B , temos que

Is(u) > pP(A— Bp»P) =a > 0.

AN\ ri-p "
Portanto, existem 0 < p < <§> e a= pP(A— BpP7P) tais que I s(u) > «

x;=p N

sempre que u € W e ||ul

Para aplicar o Teorema de Linking ( ver Apéndice A, Teorema A.51 ) em relacao
a decomposigao (2.103) é necessario construir um vetor e € W com as propriedades
declaradas no teorema. Para conseguir isso, contamos com a familia de funcoes
{U:}e>0 introduzidas em (2.102). Sem perda de generalidade, supomos que 0 € €.

Como em [29], para cada ,d > 0, seja
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e defina

0, se 0<t<UA(0)),
ge5(t) = m? s(t — U-(09)), se U.(00) <t <U(9),
t— UE(CS)(m’;_(;1 — 1), se t>U.(9),
Assim como
t
Guslt) = [ (sl dr
0
0, se 0<t<UA(09),
=1 mos(t—U(05), se U(05) <t <U6), (2.109)
t, se t>U.(9).

As funcoes g. 5 e G5 sao nao decrescentes e absolutamente continuas. Considere

a fungao nao-crescente radialmente simétrica,

que satisfaz

Uue5(r) = (2.110)

{ U.(r), se <4,

0, se 1> 00.

Por |7, p.17|, U. é nao crescente radialmente simétrico, para qualquer § < r < 64

obtemos

0 < me s (U(r) — U.(06)) = U.(0) [

Logo, de (2.109) e (2.110) segue que

U.(r), se 1 <69,
ue 5(r) < (2.111)
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Tomamos

s = Plu.s € W, (2.112)
que ¢ uma fungao continua porque e. s = u. 5 — P°u. s, P°u.s € span{y;} e como
mostrado em [17] nés sabemos que U € L>®(RY) N CO(RY).
2.4.2.1 Estimativas

No que segue mostraremos algumas estimativas que serao tteis em nosso trabalho.
Para 0 < ¢ < 2§ < 0710, em que 6 é dado no Lema 2.20 e dq := dist(0,99). Pelo

Lema A.27 do Apéndice A obtemos o seguinte resultado para § =1

N
Cre v [log(5)], e D= s
N-—s
[uesllzr (@) < CieN se 1<p< (2.113)
N—s N-—s
CyoN e, se P> 7

Além disso, como (pf — 1)L > p¥, segue do Lema A.27 do Apéndice A (para
p —

B =pi—1), que
*_1 N—sp

i S Cpae 7 (2.114)

||u5,5

em que C; > 0 e Cp:—y > 0 sdo constantes. Usando argumentos como em [26],
podemos encontrar as seguintes estimativas.
Estimativas para ||P°u. ||z :

Escrevemos P*u. 5 = oy (pois PPu. s € span{¢;}). Logo, como Piu.s € W,

temos

a = (A(pr), Plucs) = (A1), tes = Pluc5) = (A1), te),

e consequentemente

Pluc s = (A(p1), Ues) 1
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Entao, pela definicao do operador A

[P2uc s < florllzee @ [(Alpr), ues)| < H%Hmm/ [P~ e ]da
Q

< HS01Hioo(g)Hus,zSHLl(ﬂ)'

Usando (2.113)

N
lrll7oe ) Cre™ og (51, s P = s
N-—s
| P2t 5| oo ) < ||<,01||Z£OO(Q)C’15Npr7 se 1<p< ]\QIJJ\:S, (2.115)
o1]7 015N_%€p7p_’s%a se p> 22
Lo (Q) N+s
Estimativas para |le.s|[11(0) :
lleesll i) = | Pitesl i) < |Jtues — Plucs||ri@) < |tesl| i) + || Pt s]| 1)
Usando que as normas || - |[1(q), || - ||z () s@0 equivalentes no espago de dimensao

finita span{¢s }, (note que Pu. s € span{p;}), segue de (2.113) e (2.115) que

Coe» [ 1og(%)), se p= 2L
le<sllzi@) < Coe™ 7", se 1<p< 2L (2.116)
—s N—s
G A, e > R

em que Cy > 0 é constante.

Estimativas para [le. |7, :

leesllToi) = 1P5ue sl Tn(q)
< |te,s — Pfusﬁ”ip(m
< (Juesllr@) + 1 P2uc sl o))’

< 2°([|uc,

ip(g) + ||Pfu675||72p(9)).
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Agora supondo que N > sp? e usando que as normas || - ||r<(q), || - ||zr@) s@o

equivalentes no espacgo de dimensao finita span{¢; }, (note que P*u. s € span{¢},

€ N —
), segue de |7, Lema 2.4|, (2.115), N > sp, lim‘ log(—)‘ =+4ooe LS sp, que
e—0 1) p—1
Ke%[log(5)7, se p=2L e N> sp?
Hes,JHiP(Q) < K e, se 1<p< ﬁ—ﬁ; e N > sp? (2.117)
K&, se p> jg—ﬂ\; e N > sp?
em que K; > 0 é constante.
. . -1 )
Estimativas para ||e. s ’;p;ﬂ(m :
Analogamente como no caso anterior,
1 * -1 s -1
H68,5 ip’g—l(ﬂ) S 2P 1(”“’575 ipg—l(g) + ||P—U’E,5 Il)/p;‘—l(g))‘
Usando que as normas [|-{| (), || || 1os-1(0) s80 equivalentes no espago de dimenséao

finita span{¢; }, (note que P*u.s € span{ep;}, ), segue de (2.114), (2.115),
N N N-—sp .

(pt—1)—>N—-— = , | pois p=
p

. £ .
il log(5)| = +oc e (7

p p N+ s
N — N —
1) ( P sp) que
p(p—1)
N—sp «
K T g, se p= 2
-1 N-—sp
lec.s ip;_l(m < Koe 7, se 1<p< ]\Zf—i\;, (2.118)
KzaN;SP, se p> 1\2/_]4:]5’

em que K5 > (0 é constante.

/Q (les

Seguindo as mesmas ideias de [26, p.286], obtemos

[ (e

Usando que as normas || -{| (), ||| zps-1(0) s80 equivalentes no espago de dimenséao

Estimativas para

Ps |u€75|p;)dx‘ :

p?)dx

Py _ |u575 < CHUE,(S ps_11(Q)||Piu€’5”Loo(Q) -+ CHPE’LLQ(; %’p(ﬂ)

Lps—
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finita span{¢; }, (note que P*u.s € span{ep;}, ), segue de (2.114), (2.115),

N—-sp N 2N — sp . _ c
» + ; = —p = N | pois p_N—Jrs , }sl_I)I(l))log(g)‘ = +oo,
N — N — N — N — N —
p(p—1) p—1 p p(p—1) p
K3e™|log (%), se p—ifs,
'/|e€’épl‘dx—/|u€’6 pzdx < K3€N+K3€N(p: 1) se 1<p< ]\2]]_:87
Q (9] .
Kae vt se P> s,
(2.119)

em que K3 > 0 é constante.
Um fato essencial que sera empregado é que para K > 0 (fixo) existem e(K) > 0

e o0 > 0 tais que
B,(0) C{z € Q : e.5(x) > K} :=Q. x sempre que 0 <e <¢e(K). (2.120)
De fato, pela defini¢ao de u. s e Lema 2.20, temos

6575(0) = u&(s(O) - PfU&(s(O)

= UE(O) - Pju‘g,g(O)

1 S
= m — P_u575(0)

1 S
> m - ”P,UE,JHLOO(Q)

De (2.115), obtemos

1 S
¢es(0) 2 Sy — I1P2uesllioo@) = +oo, (2.121)

quando € — 0, porque N > sp, o qual estabelece a afirmagao (2.120) pois para K >
0, existe e(K) > 0 tal que e, 5(0) > K, paratodo 0 < ¢ < ¢(K), e consequentemente

pela continuidade de e.; existe ¢ > 0 tal que B,(0) C {x € Q : e.5(z) > K}.
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Portanto, por [33, Lema 2.4] e usando (2.119) temos a seguinte estimativa

* IN
K4eNlog (%), se p=
/Q |€s,6’psdx - /Q |Ue,5|psd$ < KV + K45N(p3_1), se 1<p< 13]157
e, K N—sp
Kyer-1, se p> ]3—]}:5,
(2.122)

em que K, > 0 é constante. Em particular (2.120) verifica para um g5 > 0 tal que
e.s 7 0 para todo 0 < e < &y. (2.123)

Devido a (2.123), podemos escolher e = e. s no Teorema de Linking (ver Apéndice
A, Teorema A.51). Sejam € € (0,¢¢], Ry, R2 > 0 e a funcéo e, 5 definida em (2.112),

assim introduzimos o seguinte conjunto

Qeryry = {u € X, 1 u=1uy +1ecs, ur € (span{p}) N Br,(0), 0 <7r < Ry}.
(2.124)
Por (2.123), a construcao em (2.124) ¢ significativa. Denote por 0Q: g, r, & fron-
teira (relativa) de Q. g, r, no espaco de dimensao finita span{¢;} & Re.s. O re-
sultado abaixo ¢ fundamental para a existéncia de uma terceira solu¢ao nao trivial
para o problema (2.1). No que segue, o simbolo O(g¥) para algum w > 0 designa
uma funcao satisfazendo |O(e*)| < Ce para algum C > 0 independente de € > 0.

Tal simbolo nem sempre ¢é positivo.

Proposicao 2.22 FExistem Ry > 0 e Ry > 0 suficientemente grandes tais que

A
I s(u) < E/ |ul?dz, Vu € 0Q: Ry Ry, (2.125)
0

para todo € > 0 suficientemente pequeno e para todo \ > 0.

Demonstracao: Noés dividimos a fronteira 0Q). g, g, em trés partes:

O0Qc.r, r, = T1 Ul UL, (2.126)
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co1m

I'y = Bg, Nspan{y; }, (2.127)

Iy ={u€ X, : u=wus +res, u €span{p1}, |lurllxs = R, 0 <7 < R},
(2.128)
xs <R} (2129)

I3 ={ue X, u=u + Rye.s5, uy €span{p}, [lui]

Na demonstragao usamos a seguinte desigualdade encontrada em [67, p.17]: dado

k>1,p>1lep—1<7 < pexiste uma constante C'(k,7) > 0 tal que

la +b|" < kla? + |b|" + ClaP~"|b|]", Ya,beR. (2.130)

Aplicando a desigualdade de Young com expoentes b >1le > 1 em (2.130),

T p—T
obtemos que existem constantes Cp,Cy > 0 tais que

|a+b\p < Cl|a|p—|—C’2|b|p, Va,beR (2131)

De fato,
Clafr-pt < =D 4 1 T ppe
P P

De (2.130) segue a afirmagao (2.131).

Agora, para a = [|re.s||rr), b = ||u1 + 7€ 5| Lr(@) em (2.130), temos

||U1||Z£p(g) = || —Tees + (u1 + 7“65,5)”;21,(9)

< (||7’€e,6 Lr(Q) T HU1 + T€E,§||LP(Q))p

< kllrezolloiq) + lur + recslliog) + Cliressllin gl + reesl Lo -
Logo pela desigualdade triangular,

Huluip(ﬂ) Sk!lms,aﬂﬁp(m + [Jur + Tes,éuip(g)

+ Cllrecslofo (lull o) + llrecsllzo@) " (2.132)
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(Primeiro caso). 0 <7 <1: Do Lema A.12 segue-se

HulHLp Q) </€HT€E,5H[£;3 ot [Juy + rez—:ﬁ“ip(g)

T Q)HUIHLP + Cllre, 5HLp(Q

=(k +C) LP(Q) + Jur + Teaﬁ”yp(n)
(2.133)
(Segundo caso). 7 > 1: Pelas estimativa (2.131) e (2.132)
luallZogy SEllresllin@) + llur + recslimq)
+ Cllrecsl7s Q)HUIHLP
(b + O)llrecsluey + llun + reesl
(2.134)

Concluindo por (2.133) e (2.134) que para todo p—1 < 7 < p é verificado a seguinte

estimativa

”UlHﬁp(Q) < (k+0)

T ot CHTGE,(S”]E;(TQ)”ulHEP(Q)

Usando que as normas || - ||zr), || - | X3 820 equivalentes no espaco de dimensao

finita span{¢s }, (note que u; € span{y;} ), obtemos

—llur +recsllin@) < =llullfog) + (& + C)rPllecsloq) + CrP 7 lleesllzaellualls

XS
(2.135)
Por outro lado, usando (2.130) com b = |[u1]|xs e a = ||re 4],
Jur + rez sl < ([l x5 x;)"
< K1 leeslli + llulli + C'r % el
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Usando que as normas || - |zro), || - ||xs sdo equivalentes no espago de dimensao

finita span{¢1, e. s}, temos

s < llualls + KrPllecsllToq) + C 7 T llecsl i luallxy (2.136)

lug + rec 5|5

Portanto de (2.135) e (2.136), segue que existe uma constante C, > 0 tal que

||u1HLP(Q + Carllecs|| 7o

1 p a p
5““1 + r6€,5| x5~ 2_9””1 + Tea,éHLp(Q) <

+ C*TP*T||€<-:,5HL§(Q)HU1H§<;- (2.137)

Discutimos separadamente o comportamento do funcional I, s em cada parte
da fronteira de Qs g, r, em (2.126).
(1) uw € I'y : Por (2.127), temos que u € span{¢, }. Escrevendo u = agp;, como ¢

satisfaz nglﬂp; = )\1/ lo1|P, temos
0

1 A
D) = Sl + / ufde — 2 / R
1 » . )
<l + 2 [ Julvao -2 |u| 0

it g
= —|l¢all s+— o1 |%da — &
p P qJo Q
2 by ’
=—M\—a) [ |pffdz+ = [ |o1]'da.
b Q q Ja

Agora usando o fato que \; < a, concluimos

[Pdz

I s(u /|u|qd$ Vuel;.

(i1) w € 'y : Por (2.128) escrevemos u = uy + re. 5 com uy € span{y;} e |lug] X3 =

R;. Como o operador projagao P ¢ linear e limitado (ver [19, p.38]) no espago X,
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segue-se que existe C; > 0 tal que

lecsllxy = [1P2uesllxs < Crllucslixg-

Logo, pelo Lema A.28 do Apéndice A, existe C' > 0 tal que para qualquer 0 < & <
min {6/2,50} = &p.

‘Z(s < C'fSéV/Sp n C’fC' (E)(N—sp)/(p—l) .

e sllis < CYlues] )

(2.138)

Assim, n:= sup |le.s]
0<e<ép
no Teorema de Linking (ver Apéndice A, Teorema A.51) para e suficientemente
—1

xg ¢ finito. A fim de cumprir com a condigao Ryllec s/ > p

£ (ver se¢io 2.4.2.1)

pequeno (< £y) que serao fixados mais adiante, e § <

para p > 0 dada na Proposicao 2.21. Consequentemente

Ron > Rslle. s

X;>p

Logo P & uma cota inferior do admissivel Rsy. Seja 1o = max{p/n,1}. Em nossa
analise, distinguimos dois casos.
Primeiro caso: 0 < r < rg.

Pela desigualdade (2.137), usando que as normas |- || z»(), |||/ x; sdo equialentes
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no espacgo de dimensao finita span{y1,e. 5}, ¢ u1 € span{y; }.

1 A a b .
Do) =l + recsll + = [ fuptde =2 [ ot resgrae == [ (i
p P P Ja bs Ja

1 _
< Sl = HulH @+ CerPllecsloq) + Cor

/|u|qu
s—(l—;) Jun
/|u|qu

A
1—— | R+ Curbn? + Cirh™ p_TRTqL—/uqu.
p( >\1) o’ 0 ! q Q||

g(g + C*rp||6€,5| g(;

T
s
Xp

Tomando R; > 0 suficientemente grande, chegamos a conclusao que Iy(u) <
A

= Jo lu|?dz, pois Ay < aeT < p.

q

Segundo caso: r > ry.

Sem perda de generalidade, podemos supor que R; > 1. Denote

x3 = Ri} € [cRy, 1Ry,
(2.139)

1
K(Ry) = T—OSHP{||U1||LOO(Q) tuy € span{y1}, [lua]

com constantes ¢g > 0 e ¢; > 0, pois, o espago span{p;} de dimensao finita.

No6s introduzimos o conjunto aberto
Qes={r€Q :e.s(x)>K(Ry)}. (2.140)

De (2.121) notamos que

_N7
e.5(0) > ¢ — | P2 e || oo () — +00,

quando € — 0, O qual garante que 0 € €. 5 sempre que € € (0,&p], com g9 > 0.
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Note que, se x € Q. 5, 7 > 719 e por uy € span{p;} com [Jus|[xs = R, obtemos

1 1 u(x
ces(®) > K(I) 2 —lunllze) = —lur(2)] = — 1£ ), q.t.p em €.
0
Logo,
e s(z) + 1) S g (2.141)
T
X; == Rl-

para todo x € Q. 5, 7 > 19 € uy € span{y;} com ||u|
Escolhendo Ry, = 2R;. Pela desigualdade (2.137), usando que as normas ||

xs s80 equialentes no espago de dimensao finita span{py,e.s}, uy €

Iz, | - |

span{y} e (2.138) com uma constante Cj > 0, obtemos
1 A a b .
I s(u) ==||us +re-s%s + —/ lu|?dx — —/ luy + reg s[Pde — — /(u+)p5dm
p ? b Ja Ds Ja
1 . o
—||U1| X; ||U1|| a) T Cerllecsl o) + C- 1 X;

P
/ |u|qu Tpg/ (E —|—65,5>
s Qe,é r
<o e+ CLRY T |lec s oion BT
—]_3 _)\_1 ||U1| X;—i— xLlg ||ea,6|Lp(Q)
A b . P
+ —/ |u|?dx — —*7“”8/ (E +65,5>
(9] ps Q ) r

(1 - )\_) RY + G (CSY + Co) + 20 Cu Ry |lec sll70

b - P
——TPS/ <ﬂ—|—68’5> +—/ |u|?dz.
r q.Ja

*
ps Qs,6

";5 + C.rPllec s




163
Agora pelo Lema A.25 (ver Apéndice A) para u = Qﬂ, v=-¢e.5 ew =4, temos
T

1
Do) < 3 (1= ) R+ (827 4 o) 4 27 C. R ewall
p 1

b . D3
_ _*/rps / +/
Dy Qs Qs

ps_l u
—C / \eaﬁld.r—l—/ -
Qs,é QE,6
com uma constante C' > 0. Lembrando que r > 1 e por (2.140) segue que

Uy

r

Uy

A
—i——/\ulqu.
q.Jq

1
Iaw) < (1 - %) RY+ Cr? (CVSN 1 Co) + 20 "R lecsl2niey
1

b
= o el = Co

/ lu|?dx

p (1 - —) R + Cr? (CPSNI*P 4 Cy) + 2P77C, RYlle< sl o0

At
Lps1 (@Rlﬂ

-1
DB el B )|

_ ﬁrps [H € s

/ |ul?dx

com uma constante Cy > 0.

pz* —Cg(

Lps (Qs,é)

e N > sp? ( os seguintes casos sao analogos

2N 2N
aeste) (a) 1 < p< N+SeN>sp2, (b) p = N+SeN>sp2. Usando as

estimativas (2.116), (2.117), (2.118) e (2.122)

Estudaremos o caso p >




164

1
Iys(u) < - [(1 — /\i) + 2PTC*58<’”)] RY + Cr? (CPSN/ 4 )
p

1

——rps [/ e 5|psd$+0(€ 1) — Oy (5”(” URPS +e Rl)}

+—/ lul?dz.
4 Jo

Pelo |7, Lema 2.3|, segue que

1
Is(u) < . [(1 - Aﬁ) + 2p‘TC*5S(”‘T)] R+ CorP(CPSN* 4 Cy)

1

b Newp o
- —7"’5 [SN/SP+O(5 ) — Cpertih RPN Cye’ Rl}

/ |u|?dz.

Considerar R; = ¢77, tal que 0 < v < min {

N —sp N —sp
plp—=D:—1)" »p

} . Entao

1
Iy s(u) < E {(1 — )\i) + 2p_TC*€S(p_T)} RY + C*Tp(CfséV/Sp + Co)
1

b « N—sp N—sp _ pi—1 N—sp
— —rPs [Sév/sp + O(er1 ) — Coere-0 7" — Che™ v 7]
Dy

A
+—/ fuf?dz.
q.Jq

Sejam A = (1 - Ai) T 2p—fc*gs<p—f>, B = C.p(CPSY™ + Cy) e C = bS2/* +

1

O(&t = ) bC'25P<P H l—bC’Qg » . Agora,como \; < ae(0 < 7 < p, podemos

escolher 0 < e <e; < &y tal que A <0 e C > 0. Logo,

A B c .« A
Is(u) < =R+ —rP — —rPs + —/ |u|?dx.
p p p q Jo

s

B C
Aplicando o Lema A.24 (ver Apéncice A) para a fungao h(r) = —r? — —rP%,

p 2
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obtemos

A 1 C.p(crsiie 4 ¢
I)\,S(U/> S _R€ + N N/ N—sp ( : N—sp 3’21
p bSs ' + O(e» 1) — bCoe?e=1" "7 —bCoe »

A
+—/ lu|?dz.
q Jao

Portanto como A < 0, devido ao fato de que 0 < € < & < gy pode ser escolhido
arbitrariamente pequeno e R; > 0 ( devido a condi¢ao R = £~7) pode ser tomado
arbitrariamente grande, segue a conclusao para u € I's.

(i4) w € I's : Ele pode ser expresso por (2.129) como u = u; + Rse. 5 com uy €

span{p;} e |lu1l|xs < Ri. Lembrando que Ry = 2R;. Pela desigualdade (2.137),

usando que as normas || - [|zr(o), || - [|xs s@o equivalentes no espago de dimensao

finita span{yi,e.s}, (note u; € span{p;}), A1 < a e (2.138) com uma constante

Cy > 0, obtemos

1 A a b .
I s(u) ==||us + Raecsl|%s + —/ |ul?dz — —/ |uy + Rae. s|Pdz — —*/(u+)p8dx
p P4 Jo b Ja bs Ja

1 a -7 -7 T
< Sl = Zllwllzog) + Coltallecsling) + Col " llewslrao ul

X3
T\ Pf
/|U|qu——Rp5/ <<E+685) >
1 a
<-(1-—
< (1= 1) b
p3
A b u *
+ - uqu——Rps/ (——ireg)
[ upar — 2 ( ot e
N C* —T b M Uy - "
< C.Ry(CYS] /SP+CO)+§R§’ sl ——*RQS/ (R——Fee’(;)
ps (9] 2

+é/|u|qu.
4 Ja

g(; + C*RIZDHBE,éHp; + C*Rg_T”ea,(SH])D{;;TRI
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Por (2.138), temos que [[e. s]|x; ¢ limitada e consequentémente

* b * + p;’f
Ls(u) < |CL(CTSY + o) + C.Ch RY — —RY: / Dt es
s 2T p* Q R2 ,

s

A
+—/ |u|?dz. (2.142)
qJo

Tendo em conta que o espago span{¢; } € finito dimensional, existe uma constante

C3 > 0 tal que

[t 2oy < Csl|uaxs < C3Ry, para todo uy € span{p;} com |lusl|xs < Ry.

(2.143)
De (2.120) ¢ evidente que

QL = {x € e 5(r) > % + 1} D{reQ :es(x)>Cs+1}:=D. (2.144)

com a medida de Lebesgue |D.| > 0 desde que € > 0 é suficientemente pequeno,

isto é, 0 < € < gg. Para cada x € ', por (2.141), (2.144) e Ry = 2R; encontramos

up(x)

R ul(x) 03 Ul(l') X CgRl ul(x) 4 ||u1||Loo(Q)
2

— 4+ 1= 1>
R2+2+ Ry R2+_R2 Ry

> 1. (2.145)

+1

+ e 5(x) >
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Substituindo (2.144) e (2.145) em (2.142)

C.C b * +\ Ps
Lys(u) < |CL(CTSYP + Co) + 2| Ry — —RYy / Moy
| 2T p: 0 R2 ’

A
+ —/ |u|?dz
q.Ja
" b . f 2
[0*(0{’55/“’ +Co) + 02921 RY — —RY / (% + e5,5>
Ps QL 2
A
+ —/ |u|?dz
4 Jo
x b _p A
[O*(Cfsgv/sp +Co) + 02?2] Rb — ERQS D.|+ 5/ lu|fdz,  (2.146)
s Q

para todo u € I's. A partir de (2.146) chegamos & conclusao da proposi¢do para Ry

suficientemente grande. Isso completa a prova. m

Observacao 2.23 Vale a pena notar que Ry, Ry e € na Proposi¢cio 2.22 sdo in-

dependentes de \.

2.4.3 Nivel Mini-max

Sejam £ > 0 suficientemente pequeno e Ry, Ry > 0 suficientemente grandes em con-
formidade com as proposigoes 2.21 e 2.22, nesta subsegao nds nos concentraremos
no conjunto Q. g, g, construido em (2.124). Nosso proposito na presente subsegao,
¢ mostrar que podemos manter os valores do funcional I, 4 restrito ao conjunto
Qe k1 Ry, abaixo do nivel admissivel para a condi¢do (PS) dado no Lema 2.6. A
idéia é levar ¢ > 0 e A > 0 tao pequenos quanto necessario. O lema abaixo é o

principal passo nessa diregao.

Lema 2.24 Suponha que N > sp. Se € > 0 for suficientemente pequeno, entao a
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sequinte estimativa € verificada.

s (T (Neesll = alleasllie) \ ™ A
€,0 LP:(Q) q Q

Koe*®=D]log(£)|P*, se p=2- e N> sp?
+ Koes=1), se 1<p< 1\%—]4\:5 e N > sp? (2.147)
Koes®P=1) 4 Kge®, se p> s e N> sp?,

para todo u € Qe R, Ry, com uma constante Ky > 0 independente de €.

Demonstragao: Seja u = uy + rQc g, ,r, com u; € span{pi}, [[uilxs < Ry e

0 <r < Ry. Na demonstragao usamos a seguinte desigualdade encontrada em [86,

p.122]:
bP — |alP — [b—al’| < K, (|b—al’|a] + |a|*~*|b— al) (2.148)

para todo a,b € R, p > 1 e para alguma constante K, > 0 que depende de p.
Agora para a = uy(x), b = uy(z) + re. 5(z) em (2.148), temos

—lua (@) +recs (@) < = |ua (@) = |recs(x)[”

+ K (Irecs(@)[7Hua ()] + [us (@) ree s(2)]).

Pela estimativa acima e pela desigualdade de Holder

1 1 1
——/ |ur () + rec s(z)|Pde < — —/ |uq (z)[Pdz — —/ |re.s(x)|Pda
b Ja b Ja P Ja

K. _
—i——p/ [recs(x)|? Yy (2)]da
+—/ |uq (z |re€5( )|dx
1 K _
< - 1—)||U1|| p||7”€e<s|| @t ?p||7‘€e,6||’£p(19)||U1||LP(Q)

—1
+ ?pﬂul||’£p(g)||7“65,5||m(9)
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Portanto, como as normas | - [|»(), || - [|x; so equivalentes no espago de dimensao

finita span{¢1, e. s}, omitindo a constante de equivaléncia, nos obtemos

1 1 rP K, . 1
_]_9||u1 + 7’65,5”121,(9) < - ]_?HU’lHiP(Q) - ;Hes,énip(g) + ?pRg ||66,5||§p(9)||ul| X3
K,R _
+ = 2||u1|§(;1 65,<5||L10(Q)~ (2.149)
Por outro lado, usando (2.148) com a = [jus[|xs e b = |lus||xs + [|re<s]l,
1||u + rec s <1(||u lxs + [|recs| s)p
P 1 €,0 X3 _p X3 e,0 11 X5
1 rP ; —1
S;Hm\ Xyt —llecsllis + ?pH?"ea,é e lluallx;
!
+ f!lul\!%lllma,s!lxg-
Novamente como as normas || - ||zr(q), || - || xs sao equivalentes no espacgo de dimensao
(©) 5
finita span{¢1,e. s}, temos
1 1 rP 'Ry
—1
-+ reaslfp <l + lecally + =2t lleaslrto sl
;R p—1
+ D ||U1| X; 65’5”[/1)(9). (2150)

Portanto, de (2.149) e (2.150), segue que existe uma constante C' > 0 tal que

. 1
P, — i +reesllig < P <Hu1|

1
s+ rees b — o))

rp p p
2 (leealli; = allewsltoey)

-1 -1
+ CRY easllioylhun)

X5

+ CRy || ees|lr (@) (2.151)

p—1
Xp
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De (2.137), u; € span{ip;} com [Jui][xs < Ry, A\ < a e pela definigdo do funcional
I)\ S5

Do) < 2l

Tp
s~ allullhu) + = (el — allecslu)

’B

_ b .
+ CRURS eyl + CRY Rallezll o) —E/(lﬁ)psdx
s JQ

A
—|——/ |u|?dx
q Ja
1 a rP
(1= Yl + = el ~ allecslfa)
+ CRy R lec sl iay + CRY Rallec sl oo ——/ )Prda
/\u!qu
sp (le-alli; — alleesliaey ) + CRIRE lecllintg) + CRY™ Rollecll ooy
b * A
b e+ 2 / lufde. (2.152)
Ps Ja qJq

Das estimativas (2.117), para uma constante C’ > 0, temos

ORlRp e sty + CRI Ryl

([ Crest-) Mog(£)[P~ 4 C'e*| log(£)], se p=2- e N> sp’
< C'esr=1) 4 V¢, se l<p< N—+s e N > sp?
\ C'esP=1) 4 e, se p> ]\Q,—i e N > sp?,
( 20'55(p*1)|10g(5)| se p= N+S e N > sp?
< 20" gsP=1) se 1<p<s e N>sp? (2.153)
C'esP=1) 4 (e se p>]3—ieN>sp2.
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De (2.152) e (2.153), obtemos

rP b . A
Ins(u §—<e75ps—ae’5p >——/u+p5d:c—|——/ ul?dz
(w) P lecslxs — allecsllzo@) - Q( ) . Q| |

2C"e*P= | log(£)], se p=q2- e N> sp?
+ 20" gsP=1) se 1<p< 1\27]4\:5 e N > sp? (2.154)

Cles=1) 4 Ve, se p> ]315 e N > sp?.
Para estimar o termo —b/p?||u™ %;S @ ¢ conveniente expressar u € () g, g, COMO
u=u +re.s5, para u; =u; —rPu.g, (2.155)

pois u = uy +1recs = Uy + rPiucs = up +r(ur — Plucs) = Ues — TP U5 4 TUc s

Entao (2.155), a continuidade absoluta da fungdo Lipschitz continua
t— ((tur(z) +res(x)) ")

em [0,1] com x € Q (fixado) e u.s > 0, temos

/Q((@—l—rug,(s)jL)p;dx—/Q((@V)pzdx—/ (rus,(;)pzdx

— /Q/OI% [((tﬁi%-rua,&ﬁ)la;‘ B ((t[[l)Jr)p:] dide

1
= pi// [((tlﬁ+Tu€,5)+)ps_1%((t{[1+ru575)+)—((tilvl)J“)ps_l{[l dtdz.
aJo

Pelo Teorema de Fubini (ver Teorema A.39, Apéndice A) em ©2x (0, 1) e a expressao

da derivada em t

uy (), se tui(x . 0,
i((t[{l(@ + Tug,s(x))Jr) = () tui () + rue s >

dt 0, se tup(x) +ru.s <O0.
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Segue que

/Q((’Lﬂerug,&)Jr)pzdx—/ ((’ll])Jr)p:dx—/Q(rus,g)p:dx

Q

— /O 1 /Q [((tmwua,gﬁ)p*l—((tﬁm)p*l] adzdt.  (2.156)

Pelo teorema do valor médio aplicado & funcao & — €P<~! em (0,00), a tltima

igualdade em (2.156) assume a forma

/Q((171+7"ug,5)+)p:dx—/g((lﬁ)+)p:dx—/(rug,(;)p:dx

= pi(pi — 1)/01/9{tﬁ+(w)+9(t,$)[(w~1($)+7’us,5(~’v))+—t(ﬁl)+($ﬂ }pH

X [(tﬁl + 7“11&-7(;(:16))Jr — t{[ﬁ(x)} uy (z)dzdt, (2.157)
com O(z,t) € (0,1). Note que

tiy " (z) + 0(t, @) [(tur (z) + rues(2)t — (@) (2)] ‘

< max {u) ). (620) + o)

<t (x) + TUe ().

Tendo em conta que a funcao & — £* sob R é uma contracao, também temos

‘(tﬁl(:c) +rues(2))T =ty T (2)| < rus(z).
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Consequentemente, (2.157) implica

‘/ (@1 + rues) )dea:—/ ((@)* )”édx—/g(rueg) " da
< B - 1) / [ @)+ () ) ) o

< Pt - 12" / [ (07 @) ues) ) ) o)t

— Pl - 12 / v [<~+< D2 ) + (rue () i () ol
= 0 [ @ @) rula) + (rucste) 1 ot

em que C; = p*(pt — 1)2P~1. Agora usando que |u;| = u; " — @1, obtemos

*

/Q (@ + rues) ) dar — /ﬂ (1)) o — /Q (rues) "
< ¢ [ @ @P truss(o) + Gusa) o) |do. (2155)

Pela desigualdade de Hélder, pela equivaléncia das normas no espago de dimensao
finita span{¢y;} (note que u; € span{¢;}, pois u3 = uy — Pu.5 e uy, Pu.s €
span{¢p; }) e pela limita¢ao uniforme de 4 (isto é, devido a (2.115), temos ||t [|oc <

|u]loo + 7| P2tc 5l|oo < collur]lx + Raci < coRy + 1Ry ), obtemos de (2.158),

‘/Q((m+rua’5)+)p:dx_/ﬂ((171)+)p;dx—/ﬂ(ru€75)p;dx

-1 ps—1
Lpsfl(Q)r )

< (r||u55||m||u1+||p L+ e

~ -1
< Collucsll@yll@ I gy + Collueall %zt o

_ Ds (OQ(ps _ ]') Hus,(sHLl ) H ~ +

(pr—1)p J2

-1
i T Calluesl,

Lp* 1 )
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Usando a desigualdade de Young para os expoentes p; = — ;e P2= DL,
Ps —
’/ ((fﬁ + ru€,5)+)psdx —/ ((ul) )pédx —/ (rus,g)psdx
Q Q Q
R R A N s S
S@?ﬂﬁﬁ(‘@?‘ sl + =51 s
~1
+ Oy Lps—l(Q)
1 Co(pt — Dp\ ™
(Pt —Dp P} T v 0 (@)
1 -1
_ p
= 03 1( ) Lps + 02 Lp 71(9)
1 C *_ 1 P
em que U3 = — ( 2P . )p) . Das estimativas (2.113) e (2.114),
(Pt = 1p P
/ ((a + ru575)+)p:dx —/ ((a)* )psdx —/ (rua(;)p:dz
Q Q Q
_|| Lps + CoC: _15 ==
03046F| log (%) Ps se p= 1\2/14\:5
+ 0304€N(p271)7 se 1<p< ]\QI—J_L, )
et 2N
C3Cer—T1, se P>y
N N —
em que Cy > 0,C): > 0 sao constantes. Logo como 7 > sp’ temos
p p—

[ (@ ruea) Vs = [ (@)= [ (s

N—sp .
056 ’ Ilog(E)l”s se P = wns
< 1||Ul+|| + 9 CoChs e 4 CyC0yeN @D se 1<p< 2
— P LP3 () 2 -1 3“4 ) N+s®
N-—s
Cse Pp, se p> 1\2/]1;7
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Lembrando que (171 + ru575)+ = u", deduzimos que

. 1 :
—/Q (u")Pde < <]—9 - 1) Hu1+HLp ‘@) /Q(rus,(g)p dx

N—s «
056 ppllog(g) pe se p= 25,
+ CQO 18 S —I— 03046 -1 s se 1 <p< 1\3']4\-[3’
N-—sp
Cse 7 | se p>13]15.
§—/ (ru&(;)p:dx
Q
N-—s *
056 ppllog(é) P se P = s
+ O2Cp*_15 P OCyeN w1, se 1<p< L,
Cse Psp, se p> J\Q/ﬂ\rfs
Portanto existe uma constante Cg > 0 tal que
b . brPs «
b / (e < - 2 / (ueg)" da
ps Q ps Q
N-—s "
Caé? v |log ()P se P = s,

+{ Coe' 7+ CeeNwi), se 1<p< 22 (2159)

N-—sp

Cee 7 se p>

De (2.154) e (2.159), existe uma constante K, > 0 tal que

As(u) < p leeslls — alle=sll7y Q) |Uea x + |u| x
Koes(p_l)ﬂog(%) Ps se p= ]3+S e N > sp?
+ Koe*P=1), se 1<p< —S e N > sp? (2.160)
Koet®=Y + Ke®, se p> N+S e N > sp?.

Pelo Lema A.24 (ver Apéndice A) a fungao f : [0,4+00) — R dada por

*

tr P btPs I
706 = = (eeally = alleesllfoy) = 7 el oy

s
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admite o ponto de méximo

1
pPs—P

lecolls — alless ﬁp(g)

com 0 maximo valor

INYFE (NleaslB — allecsloen |
o= ()7 (e lelion )
N \b bl|ue,s HLpé Q)

Entao de (2.160) resulta a validade de (2.147), que completa a prova. =

A estimativa abaixo nos diz que sobre certas condi¢oes, o nivel mini-max do fun-
N

. . . S  sp=N _ = . .
cional I s sobre Q). r, g, esta abaixo da constante Nb s S¢¥, mais precisamente

temos o seguinte Lema:

2N
Lema 2.25 Suponha N > sp?> e 1 < p < N . Entao a sequinte estimativa €
s

verificada

S  sp—N N
cs:=1inf sup I s(h(u)) < Nb - S57, (2.161)

hel ueQE,Rl,RQ

em que

= {h € C(Qecry.ry, X) : h=1d em 8Q5,R1,R2}

see >0 e\ >0 forem suficientemente pequenos.

-

Além disso, se N > sp((p —1)* +p) ep > , a estimativa (2.161) é

2
N +s
satisfeita desde que € > 0 e X > 0 sao suficientemente pequenos.
Demonstragao: Note que h = idq,_, , € ', assim pela defini¢do de ¢, em

(2.161), temos que

s < max I 4(u).
UEQE,Rl,RQ

Portanto, para provar a desigualdade estrita (2.161) é suficiente mostrar que

sp—N

8 —
I)\’S(U,) < Nb sp

N
', Vu € QE,R1,R2' (2162)
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Usando a desigualdade (2.131) para a = u.5 — P_u.5 = e.5 € b = Pju.;, existe

uma constante ¢y > 0 tal que
|U€,5|p S CO|65,6|p + CO|PEUE,6|p'
Logo,

1 S
||ea,5||:zp(g) > C_OHUE,(SH]zp(Q) - ||P—Ua,5||12p(n)- (2.163)

Como N > sp?, segue-se pelo Lema A.28 item 2 (ver Apéncice A) temos que existe

co > 0 constante tal que

e 61|70y = €28 (2.164)

De (2.115) e pelas normas || - [|zr(q), || - ||z () equivalentes no espago de dimensao

finita span{¢y, e. s}, existe uma constante ¢; > 0 tal que

c1e™]log(5) P, se p= ﬁfs
1P el < @m0 se 1 <p < B (2.165)
cle]\;:ip, se P> s,
Agora de (2.164) e (2.165) em (2.163), segue que
eV log(5)[, se p= N+S e N> sp?
c
leesllfpiey = Ze¥ =1 aee 0w se T<p< B e N> sp?, (2166)
0 —3S8
clgﬁ—lp, se p> N+S e N > sp?.
Por outro lado, pelo Lema A.29 (ver Apéncice A),
> 57 1+ 0. (2.167)
— p _ p
Notando que ||ul/%, = / dedy = u(:zc)—;j(gi) , € seguindo
R2N |I’ - y| P |x - y| prs Lp(R2N)

as mesmas ideias de [26, p.286], e usando que P~ u. s pertence ao subespago de

dimensao finita, e portanto as suas normas sao equivalentes obtemos que existe
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uma constante c3 > 0 tal que

ez g{; - Hus,énp; < c3|ue o] I)D(;lePfue,éHL”(Q) + C3||Pfu€,5||poo(ﬂ)'

A limitagao de u. s em X7 (ver o Lema A.29 no Apéncice A) e (2.115), temos que

existe ¢4 > 0 constante tal que

N
cae v [log(5)], se P = -
N-—s
ezl < lluesll; + e se T<p< 2 (2.168)
N-—s
04510(?*{7), se p> ]\Q,fs
Suponha que N > sp? el <p< )
p q P 2Np_ N ts
Caso 1: N > sp’ep= .
pep N +s

De (2.166), (2.167), (2.168) e pela estimativa dado no Lema A.29( ver Apéncice

A), temos que

le<sll; — allecsllzoq)

[ te,s Hip;‘ )

N —s
SsP + 0(51\;—1;7) + c4a%| log(5)] — a(c—255p — 16| log(§)|>
Co
N—sp
GW”+0@ﬂ0
N N—sp N Co
ST +0(e#7 1) + | ca+acy |ev|log(5)| — a—eP
Co

<&W”+0@fg)

IN

IN

N—sp
N
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N—sp

sp

_N N
Logo, restando e somando a expressao (1 + S5 S”O(ezﬂNl)> S,

Hes,ﬁHp; - auea,éuip(g)

Hus,é Hip;‘ Q)

N—sp N—sp
N N

N _N N N X -= N sp
S (1 + S, S”O(ep—l)) Ss” + (1 + S, S"O(sp—l)> Ss"
S N—sp

(sév/sp 1 O(Eﬂ))

O(cr 1)+ (04 + acg>€¥| log($)| — a2es
Co

+ N—sp N

N/sp N N

(S,g + O(gpl))

N
Colocando em evidéncia o termo S,

Hes,&”p; - a’Heff#;Hip(Q)

[[te,s Hipg )

N N N N N
Sssp [1 — <1 -+ Ss spO(cfp_l)) + <1 + Ss 5p0<€p_1)> Sssp
S N—sp
(Sév/sp - 0(51351))
O(a%) + (64 + acg) 5%\ log($)| — a2
Co
+ N—sp
(sév/s” + O(Eﬁ))
-ﬂ -z N w N—sp N
57 1= (145770 ) O + (ex ey )3 1oa(s)
- N—sp + SS + N—sp
(séwsp + O(apJL)) (Sﬁv/sp + O(EJL)>
a2
- “ — (2.169)
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Usando o teorema do valor médio para a fungao f(t) = (1 + t) , temos que

10~ (s o )| = | (FF2) s Foe|

em que C' € <0, SSSPO(»Sle)) ouC € (SSSPO(Sle),O) . Logo,

N N\ R N
'1 — (1 + S5 SpO(ap—l)> = O(er1). (2.170)
De (2.170) em (2.169),
||66,5| g{; - a||6€,5||1£p(g)
ual e
ﬂ 2
O(ﬁp 1)+O(€P T cqs+ acy |er log§ | — a—e*
Co

< Si+

)
(SN/ T+ 0l >
( ca

5P [0(61’1_81)) +0(e )+ (et CL02> )‘ log(5)| —a—

(SN/SP +O(er )) |

= S, +

N — N
Sp—sp >0, ——sp >0,
1 p

Como N > sp? e a > 0 deduzimos que 1 —sp >0,
p —_—

e consequentemente
lezsll% — allecslzoq)

<S8
||u5,6||12p; Q) >

para € > 0 suficientemente pequeno. Logo,

N—sp p p Sﬂ N—sp
5 (1) sp [€<,s] X5 aHea,cSHLp(Q) g - s (1) sp S%
N \b Tteall e N \b :

Portanto, pela limitacdo do conjunto Q. g, r, em X, e pelo Lema 2.24 (especifi-

camente, de (2.147)) inferimos que (2.162) ¢ verificado desde que ambos ¢ > 0 e
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A > 0 sao suficientemente pequenos.

C 2: N>splel<p< .
aso sp” e P Nis

Seguindo as mesmas ideias do caso 1, temos

Hes,éHp; - aHesﬁH[;ﬁ(Q)

p
||u5,5 LPs (Q)
N N-—s _N-—s C
O(gp—l) + O(g p—lp) + C4gN P . —aQa (_26513 _ Cl€N(p_1)+Sp)
Co
S SS + N-—sp
N

(sév/sp 1 O(sle))

—sp

P {O(Epj—vl—sx)) + O(e%—sp) + 045(N_Np =sp) _ ¢ (_2 _ ClgN(p_l))}
- Ss _|_ N—sp
N

(55 “p+0<e#‘>)

p—sp>0,

Como N > sp?, N > sp e a > 0 deduzimos que
p
N —sp

—sp>0
1819,

N — — sp > 0, e consequentemente

lecsllx; — allecsllzoq)

“UE,JHZ;);‘ Q) i

para € > 0 suficientemente pequeno. Da mesma forma, como no caso 1, podemos
concluir que (2.162) ¢é verificado quando ¢ > 0 e A > 0 sdo suficientemente

pequenos, provando assim o primeiro resultado.

Agora, para finalizar a prova do Lema 2.25, provaremos o segundo resultado,
2N

N+s'

assim suponha que N > sp((p —1)2 +p), ep>
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Prosseguindo o mesmo raciocinio como no caso 1, obtemos

||65,6 2)7(5 - a||65,5||1£10(9)

Huaﬁ ”]Zp: Q)

N N—sp N—sp Co N—sp
O(er=1) 4+ O(e 71 ) + cye?@e1) — @ (—651” — e ! )
Co
< S, + N_sp

(sév/sp + o<gzﬁ1))

&P |:O(€pN1_5p) + 0(8%_“)) + 045(%—573) 4 (% _ 0151\;_?_51”)}
Co
N Ss + N—sp
N

(55/5” + O(ep]—vl))

N —
Como N > sp((p—1)2+p) e a > 0 deduzimos que [P > 0, ip—sp > 0,
N — N —
S sp>0, N— b _ sp > 0, e consequentemente
p(p—1)
[€<,s] g{g - a||€€,5||1£p(§2)

S

||u576||§p§ )

para € > 0 suficientemente pequeno. Da mesma forma que no caso 1, podemos
concluir que (2.162) é satisfeito quando € > 0 e A > 0 sao suficientemente pequenos.

2.4.4 Solucao via o Teorema de Linking

Proposigao 2.26 Suponha que \y <a <X, 1<qg<p, A>0eb>0.

(i) Se N > sp> el < p <

entdo, para A suficientemente pequeno, o
N +s

problema (2.1) possui pelo menos uma solu¢ao nao trivial.

2N . .
, entdo para A suficientemente pequeno,
N +s

o problema (2.1) possui pelo menos uma solug¢ao nao trivial.

(it) Se N > sp((p—1)*+p) ep >

Demonstragao: Provaremos o item (i), a prova do item (i7) é analoga. Vamos
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obter uma fungao u € X que seja um ponto critico para o funcional

Lt X =R

D) =l + = [ fuptao =5 [ fupdo - 4 [ wyas.

Para isso, utilizaremos o teorema de Linking com a condi¢do (P.S)¢c (ver Teorema
A.51, Apéndice A) com C' < %Z)LPN S;ﬂp , sendo Ss a melhor constante de Sobolev
da imersao X < L?5(Q). De fato, mostraremos a geometria exigida pelo teorema
de Linking. Continuaremos a utilizar as mesmas notacgoes da Secao 1.1, isto é,
X, = span{p; } ® W, em que ¢; é uma autofungao associada ao primeiro autovalor
do operador (—A)? no espago Xy e W = {u € X : (A(¢1),u) = 0}. Nosso objetivo
é obter uma esfera S, = 9B, N W e um retangulo Q. g, r, = (Br, Nspan{p:}) &
0, Roe. s, tais que:

(a) Iy

>a>0,

Sp

(b) Ins <Pf<a 0<p<R

QE,RLRZ

>«

’

Prova do item (a): Pelo Lema 2.21, existe o > 0 e p > 0 tal que I, ;
P

provando assim, o item (a) da geometria de Linking.

Prova do item (b): Pelo Lema 2.22, existem R; > 0 e Ry > 0 (0 < p <

Rallec ]

X;) suficientemente grandes tais que

I s(u /\u|qu YV u € 0Qc Ry Ry (2.171)

para todo € > 0 suficientemente pequeno e para todo A > 0. Como as normas

[llza(0) € [|-[| xs no espago de dimensdo finita span{¢i, €. s} sdo normas equivalentes,

entao existe Ko > 0 tal que [|ul| L) < Kollullxs, ¥ u € 0Qc g, r, € portanto, como

Qe,R, R, € limitada em X, existe K > 0 tal que

|ullLagy < K1, YV u € 0Q: R, R, (2.172)
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Portanto, por (2.171) , (2.172) e tomando A > 0 suficientemente pequeno, obtemos
que existe S > 0 tal que

Is(u) < B <a,

para todo u € OQ: g, r,, com Q- g, r, = (B, Nspan{y:}) ® [0, Ree. 5]. Por outro

lado, Os Lemas 2.6 e 2.25 garantem que o I, s satisfaz a condigdo (P.S).,, com

. S _sp—N N
cs =1inf  sup ILy(h(uw)) < =b s S7,
hel’ uEQE,Rl,RQ N

com I' = {h € C(Qcr,r,X;) ; b = idem OQ. g, r,}- Parac > 0e A > 0
suficientemente pequenos.

Portanto para Ry > 0 e Ry > 0 suficientemente grandes e A > 0 e ¢ > 0
suficientemente pequenos, temos pelo teorema de Linking com a condigao (P.5).,
que ¢ :=cs = inf sup I)s(h(u)) é um valor critico do funcional I, s com ¢ > «,

UEQe, Ry, Ry

isto ¢, existe uz € X, solugao fraca para o problema (2.1) tal que 0 < a < I 5(ug).

Logo ug é ndo nula, pois I, (0) =0. =

2.5 Demonstracao do Teorema 2.1:

Demonstragao: O Teorema 2.13 fornece uma solugao positiva u; € X do pro-
blema (2.1) para cada A > 0 suficientemente pequeno (veja (2.85)) e o Teorema
2.16 fornece uma solugao negativa uy € X, para o problema (2.1) para cada A > 0.
Obviamente, essas duas solugoes sao distintas. Finalmente pela proposicao 2.26
obtemos também uma solugao uz € X, para o problema (2.1). Resta mostrar que
us # Uy € uz # ug, resultando assim na existéncia de trés solu¢bes nao triviais
distintas. Isto sera feito provando que I s(us) # Iy s(u1) € Iy s(us) # Iy s(ug) com
qualquer A > 0 suficientemente pequeno. Usando que a solucao u; é positiva, as

definigoes dos valores minimax C e ¢ em (2.88) e (2.161) respectivamente, em
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conjunto com a Proposicao 2.21, nés temos
n LM [
Iys(u) =17 (u) =CF < — [ ¢ide < a <cy =1 4(us), (2.173)
' qa Jo

desde que A > 0 é suficientemente pequeno para satisfazer a desigualdade estrita
em (2.173). Procedendo de forma analoga com a solugao negativa uy, encontramos

a partir de (2.98) e da Proposigao 2.21 que

Alto)”

Ds(u2) = Iy ((u2) = Oy < .

/ pldr < a < ¢, = I s(us), (2.174)
Q

desde que A > 0 ¢é suficientemente pequeno para satisfazer a desigualdade estrita

em (2.174). Isto conclui a prova do Teorema 2.1. m

Observagao 2.27 De (2.173) e (2.174), € claro que, se 0 < X\ < qar/ [, p?dz, as
solugoes u;, com i = 1,2,3, obtidas no Teorema 2.1 sao distintas, em que o > 0

foi dada na Proposicao 2.21 e nao depende de .



Apéndice A
Resultados Auxiliares

Para tornar a leitura mais simples, apresentamos e daremos a prova de alguns

resultados utilizados nos capitulos anteriores.

A.1 Operador p-laplaciano fracionario

Definigao A.1 Sejam u € C§° e s € (0,1). O operador p-laplaciano fraciondrio

(=A)s o qual, omitindo uma constante multiplicativa C(N,s) € definido por

(—A);u(x) — PV. /RN \u(x) - u(y>’p_2(u(x) — u(y))dy

|z — y| N+
L [ ) — ()P ) — uly)
0 Sy o — g |

para x € RN onde P.V. € o valor principal da integral

Para o caso p = 2, temos a definicao do operador laplaciano fracionario.

186
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A.1.1 Operador laplaciano fracionario

Definigao A.2 Sejam ¢ € C§° e s € (0,1). O operador laplaciano fracionario
(—A)® € definido por

(—=A)*p(z) := C(N, s)P.V. /RN %dy = C(N, s)lim . %@,
(A.1)

para x € RN, onde P.V. é entendido como o valor principal da integral e

AT +9)

C(N,s) = () (A.2)

Ao longo deste trabalho, evitamos escrever a constante C'(V,s) para facilitar os

calculos. Temos as seguintes observagoes:

(1) Fazendo uma mudanga de variavel (ver [44, Lema 3.1]), (A.1) resulta

(—A)SQO(Z‘) — _% /RN QO(‘T + y) +|§|(]f+;5y) — 290(1') dy. (AS)

(2) Via transformada de Fourier, (A.1) é equivalente a (ver|44, Proposigao 3.3|)

(—A)p(€) = CIE*P(€), para € € RY, (A4)
onde C' é uma constante positiva que depende de N e s.

Lema A.3 Para qualquer ¢ € C3° temos a estimativa

. lellc2qe
(—A)*p()] < CWM? com = € RY, (A.5)

onde C' € uma constante que depende do suporte de .

Demonstracao: Ver [46, Lema 2.1|. =
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Definigao A.4 O espaco L} consiste de todas as fungoes mensurdveis u : RN — R

tais que

/ Mdm < 0. (A.6)

N1+ \x|N+25

Pela da desigualdade de Hélder, temos

[ <

~ 1 + |x|N+28

Hs, Yu € HS, (A7>
com C' > 0. Em outras palavras, o espago de Sobolev fracionario

H*(RY) = {u € L*(RY): /RN Mdmdy < oo}

N+2
| — y| Ve
H* esta imerso continuamente em L.

Definicao A.5 Seja u € H*(RY),0 < s < 1. Definimos (—A)*u, como uma

distribuicao, por

(=8Fug) = [ u(@)(=AFpla)ds, Vo e CFERY)

Da Observacao (A.4), via transformada de Fourier para distribuigdes, a Defini¢ao

A.5 é equivalente a

—

(—A)u() = [g*u(g), ¢eR™N. (A.8)
Antes de mostrar o préximo resultado, precisamos do seguinte lema,

Lema A.6 (A féormula de multiplicagao) Para quaisquer f,g € L*(RY), en-

tao

*h>
||
Q(
||

b)
||
%\4 %\
—
Q¢
—_
=
IS
8
S
—_
=

0 [ ToG= | 150
@ [, o= [ 5

Demonstracao: Ver [64, Lema 2.7|. =
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Lembrando que o espago X = {u € H°(R) : u=0 em R\ (0, 1)} Obtemos
o seguinte resultado

Proposicao A.7 Seja u € X. Entao:

() lullx = [[(=A)*ul 2w, (A.11)
(1) (w,0)x = /R (—A)2u(z)o(z)dz = /R w(@)(—A)2u(z)dz.  (A12)

Demonstracao: (i) Ver |44, Proposi¢ao 3.6].
(77) De (A.11) segue que

1

1
Slhullz = 5|

=3 (—A)1/4U($)||%2(R) para todo u € X.

Derivando esta expressao no sentido de Gateux obtemos

(u,v)x = /IR(—A)l/A‘u(x)(—A)1/4v(x)dx.

Resulta de (A.8)
<u,v>x:/RJ-"‘l(lxll/Qﬂ(x))J"l(|x|1/25(x))dx.

Da primeira igualdade de (A.10) temos,

(4, v)x = / 12]2() || 20 () d = / (|2[a(z))o(z)dz = / (T 2u(w) () de

A prova segue da primeira igualdade de (A.9). =

O espectro de (—A)Y2 em X consiste em uma sequéncia de autovalores {\;};>1
satisfazendo 0 < Ay < Ag < --- < Aj---, A\j — 00, quando j — o0, onde cada
autovalor \; é repetido com sua multiplicidade. Cada autofungao ¢; tem a regu-
laridade ¢; € C%?[0, 1] para algum o € (0,1). Para o resto do trabalho fixamos

uma sequéncia {¢;},;>1 de autofungoes formando uma base ortonormal em L?(0, 1)
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e uma base ortogonal em X. Além disso, podemos escolher ¢; > 0.

Proposicao A.8 Definindo X = Vi, ® Wy, onde Vi, = span{p1, @2, ..., ok} e Wi, =

Vkl, para algum k € N, temos as sequintes estimativas:
(@) Nullix < Aellullfzg,y Vu € Vi
() Tl = Al Yo € Wi

Demonstragao: Mostraremos o item (7). Seja u € Vi, logo existem constantes
k

reais & tais que u = Z &p;. Logo da Proposicao A.7 obtemos
i=1

ulk = / (—A) 2u(a)u(z)d
:/0 (Zfi((—A)l/z%)> (Zfz%) dx

1 k k
Z/ <Zfz(/\z%)> <Z§z%> dz
0 \i=1 i=1
1 k
= [ Yo agtan
0 =1
Logo,
1 k
Julfe = [ Yo nghida
0 =1
1 k
§>\k/ Z@Q%de
0 =1
1 k k
= )\k:/ <Z fz‘%) (Z&%) dx
0 \i=1 i=1
1
:)\k/ uldx
0

= AellullZ2(0.1);

isto termina a prova do item (i), de modo semelhante mostra-se o item (iz). =
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A.2 Uma desigualdade do tipo Trudinger-Moser
para os espagos X, e X

Para uma prova da desigualdade do tipo Trudinger-Moser para o espago X ver [9,
Lema 2.5]. Bahrouni [9] provou uma versao da desigualdade de Trudinger-Moser.

Mais precisamente,

Proposigao A.9 Seja 0 < s < 1 ep > 2 talque N = sp. Entao existe a y =

a(s, N) tal que para todo 0 < o < o y existe Hy, > 0 tal que

/Qexp <a|u|%) dx < H,, (A.13)

para todo u € X; e [lufxs < 1.

Para o caso p = 2, s = 1/2 e N = 1, temos a seguinte desigualdade do tipo

Trudinger-Moser para o espago X.

Proposicao A.10 FExziste K > 0 tal que

1
sup / exp (a|u|2) dv < K, para o < .
wex,Jullx<1 Jo

A desigualdade é étima para qualquer crescimento exp (alt|?) com a > 7, o corres-

pondente supremo € infinito.
Demonstracao: Ver [88, Teorema 1] e [63, Proposicao 1.1| m
Proposicao A.11 Seja o > 0. Entado exp(a|u|ﬁ) € LY(Q) para todo u € X.

Demonstragao: Considere u € X e € > 0. Como C§°(2) é denso em X (ver [47],
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Teorema 6), existe ¢ € C5°(Q) tal que ||u — ¢||x < e. Note que

[ul ¥ = Ju — ¢+ 9|7
< (Ju—¢| + |6)) 7

N N
< 27— max{|u — ¢|N-+,

|7}
|7 + |¢|7),

< 2% (

dai, pela desigualdade de Young

u— ¥ + 9] 7))
u— | %) exp(a27

exp(alul ) < exp(a2¥ (

o|7=)

N N — N
<N (QSQNbu—¢|Ns>+ Nsexp<aN_S2NNs\¢\NNs),

= eXp(aQ%

disto segue-se

N s N — ¢ ws
exp(alu|¥=) < —/exp A 2% — dx
fyetau ) < % | ( Ll irerr

N — N
Tl Qexp(aN Szzwm)dx.

Escolhendo € > 0 de modo que QL OF NS < a} y, pela Proposicao A.9 temos
8 b

que

N — N
/Qexp(oz|u|NN—s) <C+ TS exp <aN 52% ¢|NJX8) dx

Portanto, exp(a|u]%) € L'(Q) para todo a > 0. =
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Lema A.12
(a+b)P <al +b°,

onde a>0,0>0e0<p<l.

Demonstragao: A fungao f(t) =1+ ” — (1 +¢)?, parat > 0, se anula em ¢ = 0

e tem derivada
I
fl@&)=ptr ' —p(l+t)P "t =ptP |1 - (1 + ;> >0 se t>0.
Entao f ¢ estritamente crescente e consequentemente
(1+6)P <141t7, set>0.

Substituindo ¢ = a/b na desigualdade verificada tem-se (a + b)? < a” + b°. ®

Proposicao A.13 Seja (u,) wuma sequéncia que converge fortemente em
WeP(RN). Entio existe uma subsequéncia (uy,) de (u,) e existe v em WP(RY)
satisfazzendo

U, ()] < v(z), quase sempre em RY.

Demonstragao: Siga o mesmo raciocinio de [19, Teorema 4.9]). =
Corolario A.14 Seja (u,) uma sequéncia que converge fortemente em X;. Entao
existe uma subsequéncia (uy,) de (u,) e existe v em X, satisfazzendo

Up, ()| < v(x uase sempre em RY.
|ty ()] , q p

Demonstracao: Segue da Proposigao 1.10 e Proposigao A.13 m

Proposigao A.15 Se (v,) € uma sequéncia em X, com |lv,|xs = 1 para todo

n €N v, =vemX;e0<|v| <1, entdo para todo 0 < o < a} y e todo

N\ N5
l<r< (1 — Hij(g) "7 a sequencia (exp(oz|vn]%)) ¢ limitada em L"(2).
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Demonstracao: Usaremos a seguinte desigualdade encontrada em [29, p. 3082].

Dado £ > 0 existe C. > 0 constante tal que
lla+bP — |al’| < elal” + C.|b]", para p>1 e a,beR.

1 1
Seja 71 e 72 > 1 tal que i < o y e — + — = 1. Fixando um ¢ > 0 tal que

772
al Ny — o
< eN T MY (A.14)
gates
Agora para a = v, — v e b = v pela desigualdade acima, temos
00| V5 = [(0n — 0) + 0|5 < (14 €)[vn — 0|7 + Culo| ¥,
Logo,
exp (ar|vn]%) < exp <a7’(1 +€)|vn — U’NL*) exp [arC’AM%} :
Agora aplicando a desigualdade de Holder com expoentes 71 e 75 > 1
N 11
/ exp <a7’\vn|m> < AT Az, (A.15)
Q

onde A; = / exp (’)/1047“(1 + )|, — U‘NL—S> dr e Ay = / exp |:’}/QO{TCE‘U|NL—S . Es-
Q Q

timamos as duas integrais separadamente. Primeiro, notamos pela hipotese (v,) é

uma sequéncia limitada; além disso, do fato v, — v, temos que (v,) converge em

quase todo ponto para v. Entao usando o Teorema de Brezis-Lieb (ver Apéndice



A, Teorema A.42).

p

() = vn(y)
w—yl>*

n—oo

LP(R2N)

vn () — v (y) .

|z — yl%Jr LP(R2N)
va(@) —valy) v(@) = o |

N N
lz—y|? ™ | —ylp ™
Segue—se

Note que

Lr(R2N)

N
Logo lembrando que p= —,
S

T o, — w3 =

Pela hipotese (1 — v

r <

Dai, por (A.14)

A = / exp (fylow“(l +&)|v, — U|N s
Q
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p
vn(2) —valy)  v(z) —v(y)
N, N
‘x_y‘p |3§'—y|1’ LP(R2N)
p
v(z) —v(y)
N
|3j - y| T LP(R2N)
p
v(x) —v(y)
v % — N [v]l%
’x_y’p LP(R2N)

= ||lv,—v|%. Portanto da hipotese ||v,||x = 1,
Tim [|o, = olf = 1= olf%-
ﬁ‘ Ns—s
(1 o X) .
LA = ! .
X) < - tem-se para n suficientemente grande
1
lon — oIl
N
V. — N—s
exp na(l+¢e)|———— dx
[vn = vllx
< K, a0 (A.16)

para alguma constante K, o . > 0.
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Finalmente note pela proposicao A.11, obtemos
A2 < 00. <A17>

De (A.15), (A.16) e (A.17) podemos concluir que a sequéncia (exp(a|vn|%)) é
limitada em L"(£2). m

Lema A.16 Suponha que (fs,) € satisfeita. Entao para todo o > 0 existe C > 0

tal que

I£(£)] < Cexplalt|™), para todo t € R.

Demonstracao: Imediato. m

Lema A.17 Suponha que (f2,) € satisfeita. Entao para todo oo > 0, dado € > 0

existe Ce > 0 tal que
|F(t)] < Celt| + eexp(a|t|%), para todo t € R.

t
Demonstracao: Pela condicao (fz,) : lim )] = 0 e por L’Hospital

N
12 explalt] ¥)
segue-se,

lim rt)

————=0.
172 exp(alt]| <)

Logo dado € > 0, existe ¢y € R tal que
|F(t)] < eexp(a|t|%), para todo [t| > |to]. (A.18)

Usando L’Héspital a fungao

F(t
Q, se t#0,

g(t) = L
0, se t=0,

¢ continua em ¢ = 0 e consequentemente continua no intervalo [—|¢o|, |£o|]. Portanto
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existe C. > 0, tal que
|F(t)] < Cc|t|, paratodo t € [—|to], |to]]- (A.19)

Portanto de (A.18) e (A.19) segue a prova do Lema. =

N
Lema A.18 Suponha que as hipdteses (fa,) € (f3p) sao vdlidas. Dado ¢ > —,
s

para todo o > 0, existe 0 < u < Ay —a e C' > 0 tais que

IF(t)] < gw + C exp(alt|7)

t|?, para todo t € R.

t
Demonstracao: Pela condicao (f3) : lim 7(t) = 0 e por L’Hospital segue-se,
lt|—0 |t[P—2t
F(t
im (t) = (A.20)
tl=0 |t[P

Logo dado € > 0, existe § > 0 tal que

|F(t)] < e€|t]P, paratodo 0 < || <.

Como A\; — a > 0, entao podemos escolher € > 0 suficientemente pequeno tal que

A\ —
e < 2 &,
p
isso implica
A —

IF(1)] < 22—, para todo 0 < |t <6,

equivalentemente
F(t
PIF()] < A1 —a, paratodo 0< [t| <6. (A.21)

g
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Por outro lado de (A.20), obtemos que a fun¢ao

p|F(#)|

gty =95 "
0, se t=0,

se t#0,

é continua em t = 0 e consequentemente continua no intervalo [—d,d]. Portanto

g(t) atinge seu méaximo no intervalo [—¢, 8], isto é, existe ¢y € [—4, ] tal que

g(t) < g(to); Vte[=6,0]. (A.22)

Como A\; —a > 0, segue de (A.21) que

0=g(0) < g(ty) < A1 — a.

Seja 1 = g(ty), entao de (A.22) obtemos

P
Py <

; vt e [=0,0]\ {0},

como F(0) = 0, temos que

tp
F(t) < “'p' . Vi€ [=6,9].

Assim existe 0 < p < A\; — a tal que
F(0)] < DJes il <6 (A.23)
p
Agora, estimaremos |F'(t)| quando |t| > §. Mostraremos que

|F(t)] < C|t]* exp(alt|¥); V|t > 6.
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Usando o Lema A.16, existe C; > 0 tal que, para todo o > 0
t t N
FO1< [ 5@k < [ exlalg e, Vil 2 5
0 0

Dai, segue que

t N N t N
[F(t)] < Cl/ exp(alg|~=s)dE < Cy exp(a\tlf“)/ ds < Chlt]exp(alt|¥=), V|t[ = 0.

0 0

Isto é,

IF(t)| < Cylt|exp(alt|™=), V|t| > 6. (A.24)

N
Se 6 > 1, por (A.24) e usando o fato que ¢ > —, obtemos
s
[F(1)] < Cult]” exp(alt]¥=), V]t 2 6.

Suponha que ¢§ seja suficientemente menor que 1 e seja Ry > 0 suficientemente

N

maior que 1. Novamente por Lema A.16 e usando que ¢ > —, temos
S
|F(1)] < Gyt exp(alt|7), V|t| > Ry.

Agora, basta estimar |F(¢)| nos intervalos [d, Ry] e [—Ro, —¢]. Note que sendo F

)
[F(@)|

exp(alt| =)
assim, existe Cy > 0 tal que

continua, entao ¢ continua, logo limitada no compacto [d, Ry,

t]a

[F(1)] < Colt| exp(alt| ), Vi € [6, Ry).
Analogamente, podemos obter uma constante C3 > 0 com

|F(t)] < Cy|t|? exp(alt| ™), Vt € [, —Ry.
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Finalmente, considerando C' = max{C, Cs, C3} e usando (A.23), obtemos que
|F(t)] < H|t|p + C|t]qexp(a|t|%), para todo ¢ € R.
p

Isso completa a prova do Lema. m

Lema A.19 Suponha que f satisfaz (fs,), entdo dado M > 0, existe Cpy > 0 tal
que

F(t) > M[t]P — Cy, ViteR.

Demonstracao: De (fy,), temos que dado M > 0, existe t; € R\ {0} tal que
F(t) > Mt[*, V[t| = |t]. (A.25)

Além disso como F' é continua no conjunto compacto [—|t1|, |¢1]], entao existe C' > 0
tal que |F'(t)| < C, para todo |t| < |t1]. Tomando Cy = C' + M]|t;|P, obtemos para
todo [t| < |t1| que F(t) > —C = M|t;|P — Cpy > M|t|P — C)yy. Portanto,

F(t) > M|t]P = Cyr, YIE| < |t1]. (A.26)
Concluindo de (A.25) e (A.26) que dado M > 0, existe Cy > 0 tal que

F(t) ZM‘t’p—CM, VteR.

Lema A.20 Suponha que f satisfaz (f5), entao existe R > 0 tal que (t) € cres-
cente emt > R e decrescente emt < —R, onde I(t) = f(t)t—pF(t). Em particular,
existe C7 > 0 tal que

S(t) < S(t) + Ch.

Para cada 0 < s<tout<s<0.
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Demonstracao: Ver [87]. =

Lema A.21 Suponha que f satisfaz (fi), entdo (t) é crescente em t > 0 e de-

crescente em t < 0, onde (s) = f(t)t — pF(t).
Demonstracao: Analoga ao Lema A.20. m
Lema A.22 Suponha que f satisfaz (fs,), entao pF(t) < f(t)t, para todo t # 0.

Demonstracao: seja 3(t) = f(t)t —pF(t), entdo para t > 0, temos do Lema A.21
J(t) > S(e), para t>€e>0
fazendo € — 0, obtemos

$(t) > 0, para t > 0.

Analogamente podemos obter (¢) > 0, para t < 0. Concluindo
$(t) > 0, para t#0.

Lema A.23 Sejam u:RY — R e p > 1, entdo para todo x,y € RN verifica
(i) Ju*(2) —ut (Y < Ju(z) = uly) P~ (u(z) — uly)) (u* (@) - u(y)),

(i) [u(2) —u= ()" < |u(@) —u@)P? (ul@) —uly)) (u™(2) —u(y)).

Demonstragao: Provaremos o item(i). A prova do item(ii) é semelhante. Para
verificar isso suponha que u(x) > u(y). Nao ha perda de generalidade nisso, ja
que os papéis de z e y podem ser trocados. Assim, temos os seguintes casos
uw(y) < u(z) < 0,0 < uly) < ulz) e uly) <0 < u(z). Note que nos casos
u(y) <wu(z) <0 e 0 <u(y) <u(x)adesigualdade do item (i) verifica trivialmente.

Portanto estudamos so o ultimo caso, isto ¢, suponha que u(y) < 0 < u(x). Entao

u(z) — uly) = u(z),
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consequentemente
(u(z) — u())" u(z) > (u(x))?,
o que é equivalente ao item (i) desde que u(y) <0 < u(z). m

Lema A.24 Sejam B > 0 e C' > 0 constantes positivas, entao

N

<Btp Otpé) 1 ( B ),,
max [ — — = — 5 .
0 \ p i N \ ot

. 3 Bt Ctps
Demonstragao: Defina a fungao f : [0,00) — R dada por f(t) = — — —.
p Ps

. B\ ri-r o o
ponto critico tg = (E) é ponto de maximo global para f e o valor méximo
de f é

1/ B\
to) = —

[ |

Em nosso trabalho, precisamos de um resultado auxiliar que aparece em [33,

Lema 2.5|) quando s = 1 e p = 2. A prova ¢é similar para s € (0,1). p > 1

Lema A.25 Sejam u,v € L"(Q) comp <r <pi. Sew CQeu+v>0emuw,

entao

‘/(u+v)’"d:c—/]u\’"da;—/\v|’”d:c

Observagao A.26 FEstudamos os sequintes casos:

<C / (jul o] + Jullol ) de.

(1) N>sp?,
(a)1<p§N+S e (2) N = sp?,
(3) sp< N < sp?.
(1) N> sp?
) \p> 57 e N>s(b-1)+p)| e (2)  N=sp?,

(3) sp< N < sp*.
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caso (i) Existem N > 1,0 < s < 1ep > 1 que verificam (a) — (1) : De fato,

existem N > 1e0 < s <1 tais que (N — s)? > 0 e consequentemente existe p > 1

2N N\'?

tal que 1 < p < < (—) . Assim existem N > 1,0 < s<1ep>1 tais
N +s s

que que verificam (a) — (1)

caso (i7) Existem N > 1,0 < s < 1ep> 1 que verificam (b) — (1) : De fato, para

p = 2, bastard tomar N > 6 > 6s e algum 0 < s < 1. Agora suponha que p # 2.

Logo existem N >1ep>1e(0 < s <1 tais que

N(p—2)
p[lp—1)? —1]

> 5> 0. (A.27)

Se p > 2, temos trivialmente sp > N(2—p) e consequentemente p >

2N
Nis Agora,
de (A.27) segue N > sp((p — 1)® + p). Assim existem N > 1,0<s<lep>1

tais que que verificam (b) e (1). Se p < 2, entdo

5o > P =1+ p),

1 1
Logo existe 0 < s < 1 tal que — < 5 ((p — 1)? + p). Portanto existe N > 1
s —p
N
tal que p((p—1)?+p) < — < QL Assim existem N > 1,0< s <1lep > 1 tais
S -Pp
que que verificam (b) — (1).

Nos demais casos temos que nao existem N > 1,0 < s < 1 e p > 1 que verificam

(@) —(2), (a) = (3), (b) —(2) e (b) — (3), respectivamente.

Lema A.27 (Ver [29, Lema 2.11]) Para qualquer § > 0 e 0 < 2 < § <
0=1dis(0,09), temos

N—

— ps *
Coe™ 77 Pllog(5)l,  se =15
N—s —s *
lucsllio@ < § Coer 6N 570 se g < B (A.28)
_N-—sp *
Cpo" 577 se B>5,
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p

de p' =
onde p p—
Lema A.28 (Ver [67, Lema 2.7]) Eziste uma constante C = C(N, P,s) > 0 tal

que para qualquer e < §/2,

Lema A.29 (Ver [7, Lema 2.3]) Existe C' = C(N,p,s) > 0 tal que para qualquer

e <e/d as sequintes estimativas sio vdlidas

noossr oo ()
rs(Q) = 2% 5 )

e\ 5t
-) e e

N
htesliyen < 7+ (5

onde S, é a melhor constante de Sobolev da imersio Wy(Q) < LP+(Q)
Lema A.30 Seja K >0ep € [0,(N—sp)/p) constantes. Entao, para cada e > 0,

a sequinte inclugdo verifica
B(P*l)_i_

K 1
} D B,(0) com p(e) = C(K)eN=» 5,

D, = {J;EQ 2 Ue(z) > e

onde C(K) € uma constante positiva que depende de K. Além disso, temos a

sequinte estimativa
/ UP:dg > / Urs > SN/s,
€ Bp(e)(o)

Demonstracao: Seja z € D, \ {0} com 0 < ¢ < |z|. Entéo pelo Lema 2.20 existe

1

1
N—sp

L (u) < _ |
Co € o U (M) e P Ue(x)

€

co > 0 tal que
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Logo usando que x € D.,

Assim,
cz> N5 B-D 1
< [ — N—-sp ' p
E G AE
Seja C(K) = (2> A entao
J - K )
~ B(p*1)+1
|z] < C(K)e ~N=sr "7, paratodo x € D, \ {0}.
Portanto,
~ (=1)
D. € Bys(0) com j(e) = C(K)e N . (A.29)
N —sp
Por outro lado como g € [0, (N—sp)/p), temos —f > 0 e consequentemente
para £ > 0 suficientemente pequeno segue-se
% > 5¥75
Logo,
1 K
Ug(o) = N-—sp > 6_67
e »p
isto é,
0€ D, (A.30)

De (A.29) e (A.30) podemos tomar uma constante C'(/) > 0 suficientemente pe-

quena (K muito grande) tal que

B(pfl)_i_
D. D By (0) com ple) = C(K)e ™

v, (A.31)
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isto mostra uma parte do Lema. Agora usando (A.31) obtemos,

/ UPs dx > / UPs da
£ Bp(e)(o)
= / UPsdx — / UPs (x)dx
RN RN\B,.)(0)

sy | U (2)da,
RN \Bp(s) (0)

assim, para demonstrar a outra parte do lema, basta demonstrar a seguinte afir-
magao,

lim UP: (x)dx = 0. (A.32)

€0 RN\Bp(e) (0)

De fato, fazendo uma mudanca de varidvel e usando o Lema 2.20 segue que

—+00

/ UPs (z)dx = NwN/ UPs (r)yr™N ~tdr
RN\B/J(S)(O)

p(e)

oo N—sp T Nprsp
= NwN/ [a_TU <—>} rNoldr
ple) €

v [T INEE S
= Nwye [U (—)} r o dr
p(e) €

o~ [t N
< Nwpyer-T ror=1 dr,
ple)

+o00 N N
COmo r »=1 dr = —p(e) 71, temos por (A.31)
p(e)

N

/ UPs (z)dx < —N’wNEP%lp(e)fpf1
RN\Bp(s)(O)

= —Nng(%_sy+%_l)(_p%)_

Blp—1)
N — sp

concluimos lim UPs(z)dr =0. m
=70 JRN\B ) (0)

1
Agora observe que +—-—1<0 (pois g € [0,(N — sp)/p). Portanto nos
p
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A.3 Funcionais Diferenciaveis

A finalidade dessa se¢do é apresentar as defini¢des da diferencial de Gateaux e
Frechet e um resultado que seré util para mostrar que nosso funcional associado ao

problema é classe C1.

Definicao A.31 Seja F: U C V — R uma funcao, onde U € um aberto em V. O

limite
t—0 t

se existir, serd chamado deriwada de Gateauxr de F' em ug na direcao h € V' e serd

denotada por (F'(ug), h).

Definicao A.32 Diz-se que F € diferencidvel em ug no sentido de Frechet ou
Frechet diferencidvel em ug se existir uma aplicacao linear continua L : V — R tal

que

lim F(ug+ h) — F(ug) — L(h)

=0.
h—0 Al

Teorema A.33 (Ver [89, Proposi¢ao 1.3]) Seja ¢ : E — R onde E é um sub-
conjunto aberto de um espago vetorial normado X. Se ¢ possui uma derivada de

Gateauz continua em E, entao ¢ € C'(E,R).

Proposicao A.34 (ver [{4, Teorema 6.7 e Corolario 7.2]) A imersao X, — L(€2)

¢ continua para q € [1,p%] e compacta para todo q € [1,p%).

A.4 Alguns resultados da Analise Funcional

Proposicao A.35 (Ver [19, Proposi¢ao 3.5]). Seja X um espago de Banach e
() uma sequéncia em X. Se (x,) converge fracamente para x € X, entao ||x,||x
é limitada e

|z||x < liminf||z,]| x.
n—oo
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Teorema A.36 (Ver [19, Teorema 4.2])] Teorema da convergéncia dominada de

Lebesgue |. Sejam f, uma sequéncia de fungoes em L*(S2), satisfazendo :
(a) fn— f qt.p. em

(b) FEziste g € LY(Q) tal que |f,| < g para todo n € N.

/andx—>/9fdx

Teorema A.37 (Ver [19, Teorema 4.9]). Seja (u,) uma sequéncia em LP(Q) e

Entio f € L'(Q) e

u € LP(Q) tal que u, — u. Entdao existe uma subsequéncia (u,, ) de (u,) e existe

h € LP(Q) tais que
(i) un, = u, q.t.p. em €,
(1) |un,| < h, para todo k € N e g.t.p em 2.

Teorema A.38 (Ver [19, Teorema 4.11])[ Teorema da representacao de Riesz |.
1 1

Sejam p,p’ > 1 com —+ — =1 e ¢ € (LP(Q))'. Entao existe uma tinica fungdo
p p

u € LY (Q) tal que

(@, f) = / ufdr  para todo f € LP(S),
Q

além disso

lullzri@) = 191l 1 ()
Teorema A.39 (Ver [19, Teorema 4.5])] Teorema de Fubini | Suponha que F €
LY(Qy x Q). Entdo

/ F(x,y)dxdy:/ / F(x,y)dxdy:/ / F(z,y)dydx.
QlXQQ Ql QQ 92 Ql

Definicao A.40 (Ver [74, Definicao 1.1.1]). Sejam 1 < p < oo e ¢ = p/(p —1).

Uma sequéncia (u,) C LP(S2) converge fracamente para u € LP (), escrevemos

u, — u, em LP(Q),
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quando

n—0o0

lim /unvz/uv, para toda v € L(S2).
Q Q

Lema A.41 (Ver [89, p. 22])] Brézis-Lieb, primera versao |. Seja  um subcon-

junto aberto de RN e seja (u,) C LP(2), 1 < p < co. Se
(a) u, € limitada em LP());
(b) u, — u q.t.p. em Q.

Entao

U, = u em LP(Q).

Lema A.42 (Ver [20, Teorema 1]) [Brézis-Lieb, sequnda versao] Sejam 1 < p <
00, C RY e (f,) uma sequéncia limitada de fungoes em LP() que converge em

quase todo ponto para f, entao

felP( @) e T ([fulp —[f = ful}) = |£15-

Lema A.43 (Ver [20, Teorema 2]) [Brézis-Lieb, mais geral] Sejam 1 < p <
0, C RY ¢j: C — C ¢ uma funcio continua com j(0) = 0 que satisfaz a
sequinte hipotese: Para cada € > 0 suficientemente pequeno, existem duas fungoes

continuas, p. € Y. nao negativas tais que
lj(a+b) —j(a)| < epc(a) +e(b), para todo a,b e C.

Seja f, = f + g, uma sequéncia de funcoes em LP(Q2) tal que
(a) gn — 0 g.t.p em Q.
(b) j(f) € L".

(c) / ©Ye(gn(x))dx < C < 00, para alguma constante C, independente de € e n.
Q
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(d) /we(f(x))dx < 00, para todo € > 0.
0
Entdo lim U(f+9n) —J(gn) — j(f)]dz =0, quando n — oo

Teorema A.44 (Ver [19, Teorema 2.2])] Banach-Steinhaus, Principio de Limite
Uniforme [. Seja X um espago de Banach, Y um espago vetorial normado e A
uma familia de operadores lineares continuos de X a'Y . Suponha que a familia A

seja "pontualmente limitada”, ou seja,

sup{L(z)} < o0, Va € X.
LeA

Entao existe uma constante C' tal que
|L|| < C, VL € A.

Lema A.45 (Ver [32, Lema 1.7])] Du Bois Raymond | Sejam u € L}, () tal que

loc

/ u(x)e(x)dr =0 para todo ¢ € C5°(R),
Q

entao u =0 quase sempre em 2.

Lema A.46 (Ver [35, Lema 2.1]) Seja (u,) uma sequéncia de fungoes em L'(£2)
convergindo para u em L'(Q). Suponha que f(u,(z)) e f(u(x)) estao também em
LY(Q). se

[ V(e a)iel <

entao, f(u,) converge para f(u) em L'(2).

A.5 Resultados da Teoria dos Pontos Criticos

Teorema A.47 (Ver [24, Teorema 1.1.1 |) Sejam X wum espago topoldgico com-

pacto e I : X — R um funcional semicontinuo inferiormente. Entao I é limitado
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inferiormente e existe um uy € X tal que

I(up) = min I (u).

ueX

Teorema A.48 (Ver [/0, Teorema 5.10 |) [Sobre a natureza de minimos locais
| Seja ® € C*(X,R) que satisfaz a condigiao de Palais-Smale (P.S). Suponha que
uyg € X € um minimo local, isto é, existe € > 0 tal que P(ug) < P(u), V ||lu—ug|| < e.
Entao para qualquer 0 < €y < € se obtem ou

(1) existe 0 < o < €g, tal que P(up) < inf{P(u) : ||u— wo| = a} ou

(i1) para cada o com 0 < a < €y, ® tem um minimo local em um ponto u, com

|ua — upll = @ e P(uq) = P(up).

Teorema A.49 (Ver [89, Teorema 2.10]) Sejam X wum espa¢o de Banach, ® €
CHX,R), e € X e p>0 tais que |le] > p e

b= inf ®(u) > &(0) > P(e).

l[ull=p

Se @ satisfaz (P.S)c com

C =inf max ®(u),
g€l ueg([0,1])

onde I'={g € C([0,1],X) ; ¢(0) =0, g(1) = e},
entao C' € um valor critico de ®.

Teorema A.50 (Ver [81, Teorema 9.12]) Sejam E um espaco de Banach de di-
mensao infinita e ® € C*(E,R) par, satisfazendo a condi¢ao (PS). Suponha que
®(0)=0. Se E=Y @& Z, onde Y tem dimensao finita, e

(1) existem constantes p, o > 0 tais que ® >ae
0B,NZ

(2) para cada subespago Y C E com dimY < oo eziste un R = R(Y) tal que
® < 0 sobre Y \ Bpgy).

Entao, ® possui uma sequéncia ilimitada de valores criticos.
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Teorema A.51 (Ver [89, Teorema 2.12]) Seja E um espago de Banach com E =
V & W, onde V é um espago de dimensao finita, ® € C'(E,R), suponha que

(a) existem constantes p,c > 0 tais que >ae
dB,NW

(b) existem e € (0B1) N W, 0 < < « e uma constante real R > p tal que
P "0 < f onde @ = (BrNV)® (0, Re).
Se @ satisfaz (P.S)c com
C = inf max ®(y(u)),

Y€l we@

onde I ={y€ C(Q,E) ; v=1; em 0Q}.

Entao ® possui um valor critico C' > «

Teorema A.52 (Ver [80, Lema 2]) O funcional J : W — R dado por J(w) =
1
—|lw|f% € de classe C* (W,R) e sua derivada de Fréchet em w € W ¢é dada por
p
(J'(w),v) = ((=A),w,v), para toda v € W. Além disso se w, — w fracamente

em W, entio ((—=A), wn, ) — ((=A), w, ¢), para toda p € W, quando n — oc.

Seja o problema de Dirichlet:

—A)u = u) em £,
(A = S s
u = 0 em RV \ Q,
onde Q C RY (N > 1) um dominio limitado suave, s € (0,1), p > 1 e f € L®(Q).

Teorema A.53 (Ver [58, Teorema 1.1]) Existe a € (0,s] e Cq > 0 dependendo

apenas de N, p, s e Q, tal que, para toda solugao fraca de (A.33), u € C(Q) e

1
1

lull oy < Call fll7=q):

Teorema A.54 (Ver [58, Teorema 4.4]) Seja uw € WP (Q) satisfazendo

‘(—A)Zu‘ < K fracamente em Q) para algum K > 0. Entdo

lu| < (OQK)T; 6 q.tp em,
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para algum Co = C(N,p,s, Q)

A.6 Regularidade dos funcionais I, e I,.

O proximo resultado mostra que os pontos criticos do funcional Iy, correspondem

as solugoes fracas do Problema (1.1)

Observacao A.55 As hipdteses (fip) e (fa,p) (ou (fs,)) sdo utilizadas para ga-

rantir que o funcional Iy, estd bem definida e € de clase C' (X}, R).

Lema A.56 (Casos subcritico e critico) Se f satisfaz (fi1,) e (fap) ( ou
(f5,)), entdo o funcional I\, esta bem definida e € de classe C'(X;,R) e sua

derivada € dada por:

(14, (), by = (Au), h)+A /Q u|"2uhdz—a /Q P 2uhdz— /Q fw)hdz, ¥ uh € X5,

Demonstragao: Tomamos I, I, I3 : X; — R, da seguinte maneira:
1 p
() = ulfy;

.
h(w = [ P

1
Ir(u) = —/ ju|Ydz, para 1<~y <p,
Q

primeiro provaremos a boa definigao de cada parcela do funcional I, ,. Com efeito,
I, estéd bem definida, pois corresponde a norma do espago X;. Agora note que
pela imersao, X < L7(€2), I, estd bem definida. Finalmente ja para mostrar que

I3 estd bem definido, considere u € X;. Pelo Lema A.16 (ver Apéndice A) (aqui
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usamos a condicdo (fz,) (ou (f3,)), para alguma constante C' > 0 temos que

/Q]F(u)|dx: Al
< [\ 1rwlar] a
<c/ U exp(alt| s)dt] da
< C’/Qexp(oz|u|Ns) {/Oudt] dx

< C/exp(alulNNS)
Q

f(t)dt| dz

u|dx

Usando a desigualdade de Holder e a Proposigao 1.9 (ver Apéndice A), segue-se

que

N N
ol )ds| -l

N (N—s)/N
alu|N= ) dx :
s

1 (N—s)/N

N

Flu)ldz < C /exp(
[irels < | [ (5
. N
< ON P lullx; Vg o (N -

Mas, a Proposigao A.11 (ver Apéndice A) garante que exp (%OAUP\%) e L'(Q),

logo / |F'(u)|dx < oco. Portanto, o funcional Iy, estd bem definido.
Q
Agora iremos provar que Iy, Iy e I3 sao de classe Cl(X;, R).

Afirmacao 1) I; é de classe C'(X;,R) e sua derivada é dada por

(11 (u), h) = (A(u), h).

De fato, isto segue de [80, Lema 2]

Afirmagao 2) I, ¢ de classe C'(X3,R) e sua derivada ¢ dada por

(1L (), b = jg|zqv—zuhdx.

De fato, isto segue do Teorema A.33 (ver Apéndice A) e pelo Teorema A.37 (ver
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Apéndice A).

Afirmacao 3) I3 é de classe C'(X;,R) e sua derivada é dada por

m:lﬁmm

De fato, seja u € X;. Para cada h € X denotemos
r(h) = I3(u+ h) / f(u)hdz. (A.34)

=0.

= 0, ou equivalente, que lim M
lonllx—0 [|vn|| x

Defina ¢ : [0,1] — R, por g( ) = F(u+tv,). Note que g é derivavel e pela regra

Mostraremos que lim rv)
lollx =0 [|v]| x

da cadeia

g ) = flu+tv,)v,

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, segue-se que

Fm+%%JWO:ﬂU—m®=AgﬁMt

Assim,

Flu+wv,) — /fU—I—tUn

Dai,

r(on)] = |Ts(u+ va) — Ts(u /f Yond

— /(F(u—i—vn d:c—/ f(uw)v,dz
_ // fu+ to, vndtd:v—/ F(u)vondz
_ /Q /0 [+ ton) — f(w)]ondtde|,
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implicando que

/Q /0 F(u+ tvn) — F(u)]ondtdz] (A.35)

[ (on)| =

Agora, para cada n € N, definimos g, : Q x [0,1] — R, por
gn(@,t) = [f (u(@) + tva(2)) — f(u(z))]va(2),
e que por simplicidade, a denotaremos por
gn = [ (u+ton) = f(u)]on.

Vejamos que g, € L'(Q x [0,1]). De fato, pela desigualdade de Young

|gn| = [f(u + ton) = f(u)[[vn]

Wt = f@P | o
- 2 2

mas,

[f(u+tvn) = F(@)]* < (I (u+ tva) + [ f(u)])?

e como (a + b)? < 2(a® + b?), para todo a,b > 0, temos que

(1f (w4 ton)| + [ £ ())* < 2(1f (u + ton)|* + [ f(w) ],

logo,
[f(utvn) = F)] < 21 f (u+ tva)]* + | () ).

Além disso, pelo Lema A.16 (ver Apéndice A) (aqui nos usamos a condicao (f2,)

(ou (f3,)) , podemos encontrar constantes C1,Cy > 0 tais que

|f(u+tv,)| < Crexp (a(|u| +t|vn|)N]!s> e |f(u)] < Cyexp (auN]!s> )
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e desde que, para todo t € [0, 1], temos (|u| + t|vn|)N]zs < (Ju] + |vn|)NL— Entao,

[+ to)| < Crexp (alul + ) ¥7) e [f(w)] < Crexp (aur™s ).

Assim,

|+ tv,) — f(u)]? <2 [03 exp <2a(|u| + ivn|)zv]fs) + Cyexp <2auNN>] (A.36)

e consequentemente

2
|9n| < C5 exp <2a(|u] + ’%DNJZS) + Cyexp (QauN]zs) + _’Ugl ‘

Uma vez que, a Proposicao A.11 (ver Apéndice A) garante que

N

exp (2a(|ul + |Un|)N]is) e exp <2auNfs)) pertencem a L'(€2), e como v, € L*(Q),

entao

/ |gn(z,t)|dzdt < o0,
Qx10,1]

ou seja para cada n € N, g, é integravel. Assim podemos usar o Teorema de Fubini

Teorema A.39 (ver Apéndice A) em (A.35), para obter

el = | [ 1 [t tw) = plundaa].

Dai, aplicando a desigualdade de Holder obtemos

1
Ir(w)] < / 1+ ) — F) 2ol gy

Uma vez que X — L*(Q) continuamente, existe C' > 0 tal que

1
[r(on)] < Cllvnllx/o 1f (u+ tvn) = fu)ll 2@t (A.37)

Por outro lado, como (v,) converge fortemente em X, pelo Corolario A.14 ver
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Apéndice A), a menos de subsequéncia, existe w € X, verificando

lun(z)| < w(x), quase sempre em €,

dessa estimativa e por (A.36), obtemos

-+ ton) = £ < 2|Caexp (2alful + ) #) + Crexp (200 |

quase sempre em (). Denotemos

[:=2 [Cg exp <2a(|u| + ]wn|)N1is)) Cyexp (Qau%) } :

Pela Proposigao Proposigao A.11 (ver Apéndice A), [ € L'(€). Assim, provamos

a existéncia de uma fungao [ € L'(Q), satisfazendo

|f(u(x)) + tva(z) — f((u()))]* < I(x), quase sempre em €. (A.38)

Novamente, como X; < L*(2) continuamente ¢ o fato de ||v,||x; — 0, nos fornece

que para alguma constante C' > 0 tal que

[+ tvn — ullL2(@) < [lonllr2@) < Cllonllx; = 0,
ou seja, u + tv, — u em L*(0,1). Entdo, a menos de subsequéncia,
u(x) + tv,(x) = u(x) quase sempre em £

Dai, usando a continuidade de f (condigao (f1,)), segue-se que

f(u(z) + tv,(z)) = f(u(x)), quase sempre em 2,
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resultando que,
|f(u(z) + tv, (7)) — f(u(x))]* = 0, quase sempre em €. (A.39)

Desde que valem (A.38) e (A.39), pelo Teorema da Conergéncia Dominada de

Lebesgue Teorema A.36 (ver Apéndice A), concluimos que

Agora, por (A.37)

dai, tomando o limite quando [|v,[|xs — 0, obtemos

T(Un)

1m _—
lonllx5 =0 [|vn | xs

=0.

Resta mostrar que I3(u) : X; — R é um funcional linear continuo. A linearidade de
I resulta por propriedades de integrais. Vejamos sua limitacao. Pela desigualdade

de Holder, temos

[(T3(u), h)| = ‘/Q f(u)hdz

A Proposi¢ao A.11 (ver Apéndice A) garante que exp <20z\u|%> € LY(Q), entao

< [[f(u)

obtemos uma constante C' > 0, que depende de u, tal que

(L5, h)| < C'[|A)|

X3, bara todo v € Xp;

ou seja, [5(u) é limitado. Portanto, I} é Frechét diferenciavel e sua derivada ¢ dada

por (I5(u /f Yhdz.
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Agora mostraremos que I3 é continua. Seja (u,) C X, tal que u, — u em X.

Logo,
M)~ Bl = sup [{Ty(u) — Iy(un), )
heXs, bl xg=1

= sup
heXg, bl xg =1

— s / ) — F ()| [Bldz,

he X3, |Ihllx=1

/Q (F(wn) — f(u))hda

Usando a adesigualdade de Holder e a imersao continua X — L?(Q), para alguma

constante C' > 0, temos

115(un) — (W)l xp < sup [[f(un) = F(@)z2(@) 12l 2(0)-
heXy, |1kl x3=1

Como wu, — w em X, por um argumento analogo ao que usamos para provar

(A.40), concluimos que
[1f (un) = f (W)l L2() = 0,
o que mostra a continuidade de 5. Finalmente, unindo todas estas afirmagoes

obtemos I, € C'(X},R) e

(I, (), h) = (A(u), h) + /\/Q|u|q_2uhdx — a/ﬁuhdm —/Q f(u)hdz, Vu,h € X;.

Como caso particular do Lema A.56 temos o proximo resultado, que mostra

que os pontos criticos do funcional Iy correspondem as solucgoes fracas do problema

(B.1).

Lema A.57 (Casos subcritico e critico) Se f satisfaz (f1) e (f2) ( ou (f3)),

entdo o funcional I esta bem definida e é de classe C'(X,R) e sua derivada é
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dada por:

1 1 1
(I\(u), h) = (u,hyx + )\/ |u|*"*uhdz — a/ uhdz — / f(u)hdz, ¥ u,h € X.
0 0 0

A.7 Um principio do minimo

O espago dual de (X, |||

x3) ¢ denotado por ((X;)*, [[.[/(xs)-). Reformulamos varia-
cionalmente o p-laplaciano fracionario como o operador nao linear A : X — (X;)*
definido, para todo u,v € X, por

(A(u),v) = /RQN lu(z) —u(y) P~ |(;L(_xi|7vfs(py))(v(x) — U(y))dxdy. (A41)

O operador satisfaz, para todo u,v € X,

(Au), u) = [ul

5 e (A, o)l < Jlull vl

p—1
X5

Lema A.58 Seu, —u em X e (A(uy), u, —u) — 0, entdo u, — u em X.

Demonstragao: ver |77, Proposigao 1.3.] =
Para a seguinte defini¢ao ver [39, p.5|. Dizemos que u € X, € uma supersolugao
fraca para
(—Au = 0 em Q,

b (A.42)
v = 0 em RV\Q.

Se (A(u),v) > 0 para todo v € X; e v > 0. Agora enunciaremos o principio do
minimo para supersolugdes fracas, cuja demonstrac¢do pode ser encontrada em |39,

Teorema 2.10].
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Teorema A.59 (Principio do minimo para supersolugoes fracas) Se u ¢
uma supersolugao fraca nao negativa de (A.42) e w Z 0 em Q, entao u > 0

q.t.p em €.

A.8 O primeiro autovalor

Os seguintes resultados podem ser encontrados em [39]. Seja o problema de auto-

valor nao local e nao linear

(=APu = AMu[u em Q,
(A.43)
u =0 em RN\ Q.

onde Q C RY, N > 1, ¢ um dominio limitado suave, 0 < s <1 <p <ooe \ € R.

Dizemos que uma fungao u € X, & uma solugao fraca de (A.43) se

-2 s
(A(u),v) = )\/Q [u[P"“uvdr, paratodo v € X

Neste contexto, dizemos que A € R é um autovalor se existe uma solucao fraca
nao trivial v € X, de (A.43). A fungdo u é a correspondente autofuncio. Note
que como consequéncia do Teorema A.59 (Principio do minimo para supersoluges

fracas) temos

Lema A.60 Se u é uma autofuncao nao negativa associada a A, temos u > 0 q.t.p

em €.

Nosso objetivo serd mostrar que o primeiro autovalor do problema (A.43)
)\1 = 1nf{||u||p; . ||U||Lp(Q) = 1}

é simples e isolado.
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Note que pela imersao X — LP(Q2), para p > 1, A\; estd bem definido. Além

disso, a Proposigao 1.9 (ver Apéndice A) garante que \; é atingido.

Observagao A.61 Qualquer autofunc¢io u construido na proposicio 1.9 (ver

Apeéndice A) pode ser escolhida positiva.

De fato, seja u € Xp tal que Ay = [Jull, e [luf, = 1. Como [|u(z)| — |u(y)]| <
|u(z) — u(y)|, para todo z,y € R, entdo
M < Ml < Nl = (A1)

Agora pelo Teorema do multiplicador de Lagrange temos,
(Al é) = o [ Ilull?fudods, para todo 6 € X,
Tomando ¢ = |u| segue-se \; = u e consequentemente
(Al é) = [ 1l ?fulodz, para todo 6 € X;,
isto ¢ |u| é autofungdo associada a A;. Usando o Lema A.60 obtemos
lu| >0 q.t.p em Q.

Deste fato e por (A.44) podemos concluir nossa observagao.
Para provar que o primeiro autovalor \; é simples precisamos da seguinte identidade

do tipo Picone ver [8, Lema 6.2].

Lema A.62 Sejap € (0,1). Para u,v:Q — R tal que u >0 e v > 0, temos

L(u,v) >0 em Q xQ,
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onde

L(u, v)(x,y) = [u(z) —u(y)]” = [v(@) —v(@m)"*(v(2) —v(y)) (

A igualdade € verificada se e somente se u = kv em §Q para alguma constante k.

Também precisamos que as autofungoes sejam limitadas. Mas especificamente |8,

Lema 6.2], isto é,

Lema A.63 Se u é uma autofun¢do associada a A, entao u € L>(£2).

Teorema A.64 Suponha queu € uma autofungao positiva correspondente a Ay (ver
observagao A.61). Entio se X > 0 € tal que existe uma autofun¢ao nao negativa v
do problema (A.43) com autovalor \, entdo A = A\, e existe k € R tal que v = ku

q.t.p em 2.

Demonstragao: Comegamos lembrando da seguinte desigualdade (|49, p. 391])

Cplz — y|(|z| + |y|)P~2, se > 2
ol — g2y < { 7T VIR PR )
Colz —ylP™, se 1<p<2,

que se verifica para z,y € RV,

Da definicao de A, segue-se \; < \. Por outro lado, pelo Lema A.60, v > 0 q.t.p
em (2. SejameNewv, =v+ o Primeiro provaremos que w,, = ZJ—: € X, para
todo m € N. Observe que w,, = 0 em RN\ Q e w,, € LP(Q) pois wzme L>(Q), ver

Lema A.63. Agora, para todo (z,y) € RY x RY, temos
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w(r)  uPly) | wPly) | wP(y)
vh, (x) ob () oby 1(95) v (y)

L () -y + M HW H(y) — b\ (2)
< () —uP(y)| + ot ( )

< mP Nl (@) — () + “’() b

Entao

(W () — Wi (y)| < mP~HuP (2) — uP(y)| + [Jull? v (y) = v ()]

oo @ ()

Logo usando a desigualdade (A.45) segue-se

v (@)

b (y)

) — )| < 7 2) = )]+ [t <y(>

<mP Gy u(e) — u(y))P~ ulz) — uly)]
€2 ) = 00l (4) = 0}
G
< 227 PO (P () — uP T (y) |u(x) — u(y)]
ulf?.Cr 2 2 (Vh (y)+v” 2(z ))|vm( ) — V()|
< 2PmP G llul P u(x) — uly)]
1 n 1
vh (@) vm(y)  vm(@)vh ()

T luln.cl2r (
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Portanto,

| () = Wi (y)| < 2PmP Gy llullB u(z) — u(y)]
1 1
vg@_l(:v)vm(y) Um(x)vg@_l(y)

< C(m, p, [[ulloo)(Ju(z) = u(y)] + [v(y) = v(@)])-

T lulncl2r? (

Logo,

Wi () = wn(y)[” < CP(m, p, [[ullco) (Julz) = u(y)] + o(y) — v(@)[)?
< 2°CP(m, p, |[ulloo)[u(z) = u(y)” + |v(y) — v(@)[",
segue-se

| () = Wi (y)|
|z — y|N+sp

" < 2°CP(m, p, ||ul) ( ) lu(x) — u(y)[? lv(z) — v<y)|p) .

Q |z — y|N+sp q |z —y|Nter

Como u,v € X, obtemos para cada m € N
wy € X, (A.46)

isso mostra nossa afirmacao.

Agora lembramos que u,v € X, sao autofungoes do problema (A.43) com
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autovalores A\ e A respectivamente. Entao usando o Lema A.62, deduzimos que

oo [ Huvaleal,,

|z — y|N+ep
juf) — u(y)l
: /RQN ey ey
@) = o @)P P om(@) — vny) (@) w)
b o = gl (vfn%m) vmy))d "

u(e) —u)?

|JI _ |N+sp

/ o) — v() 2 (u(z) — v(y)) ( (@) ) )dxdy

|z — y|Nt+sp

/|u Pz — A /v” (z) ;i(fi)dx
<)\/ u(z)Pdz — A /vp (@)= Ez)daz,

onde a ultima desigualdade usamos o fato A\; < \. Portanto,

Q

0< /Q Ll vm)@,9) g0y < / u(z) Pz — A /Q 1)) (AT

<o |r—y[VEer vin ()
Como )
p—1 pP—
[P~ w,,,| = Y —uf| = |—| |ul’ < |ul’, q.t.p em Q.
’ng m

Agora, note que u € LP(§2). Também podemos concluir de v,,(z) — v(z) q.t.p em

uP(x) N uP(x)

Q p—1 — P! = uP t. Q. L T d
que v <x>vﬁfl(a}) VP (2) 1 (1) uP(z) q.t.p em 0go, o Teorema da
convergéncia dominada de Lebesgue Teorema A.36 (ver Apéndice A)

/Q vp‘l(x)vggg)dx = /Q uP. (A.48)

Logo de (A.47) e (A.48)

lim Ll on)(@.9) 40—

m—oo Jo g |T—y|NTeP



228

Segue-se pelo Lema de Fatou’s

0< / L 0)(@.9) ) < i / Ll om)@.) 40—
Q QxO

wq |T —y|Nter m—00 |z — y|Ntep

Disso,

[ e,
i ,

— N
xQ |:13 y| tep
assim obtemos que

L(u,v)(z,y) =0 g.t.p em €.

Portanto pelo Lema A.62 concluimos u = kv para alguma constante £ > 0. =

Observacao A.65 Como consequéncia do Teorema anterior, A1 € simples e existe

uma tinica autofungdo positiva u € X associada a Ay tal que ||ul[zr) = 1.

Agora provaremos que A; é isolado. Para isso primeiro provaremos que a medida

de conjuntos nodais é limitada inferiormente.

Lema A.66 Se u ¢ uma autofuncao associada a A > A\, entdo

1 r/r—p
- < Q)
(aw+n> < 191,

onde r € (p,p%), C > 0 é uma constante independente de \, u e |Q+| é a medida

de Lebesque de Qy = {x € RY : u(x) # 0}.

Demonstragao: Pelo Teorema A.64 temos v e v~ sdo fungoes nao triviais. Nos
provaremos entao a desigualdade para |{), |, a prova da outra desigualdade é seme-

lhante. Usando o Lema A.23 (ver Apéndice A) segue-se

[u (z) = (Y < Jul@) —uly) P (w(z) - u(y)) (' (@) —u'(y),

de onde se conclui que

[ IOl [ = s ) ),
R2N |$—y|N+sP R2N |x_y|N+sp
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isto é,

7l

ot %, < {ACw), ).

Logo, usando a desigualdade de Holder

lut %, < (Alw),u™)

- /Q (ut)Pd

<At Pde
Q4

< (N + DI TPt g (A.49)
Entao pela imersao continua X, — L"(Q2) e (A.49), segue a demonstracio m
Teorema A.67 O primeiro autovalor \; € isolado

Demonstracgao: Pela definicao A; é isolado & esquerda. Para provar que \; é
isolado pela dereita, argumentamos por contradicao. Suponha que existe uma
sequéncia de autovalores (M) tal que A\, — A; quando k& — 0o. Seja uy, autofungao

associada a A, com ||uy|| rr(o) = 1. Entdo como

(A(ug), @) = \i /Q |ug|"urpdz, para todo ¢ € X

Tomando ¢ = uy obtemos

||uk| g(; = M-

Agora de A\, — \; segue-se que a sequéncia (uy) é limitada em X, Logo, podemos
extraer uma subsequéncia que ainda denotaremos por (uy) tal que

(
up = u em X7,

§ur — uem LP(Q), paratodop>1e

u(x) — u(x) quase sempre em (.

\
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Observe
l|w|%. < liminf|jug|? = liminf, = A;.
p k—o0 k—o0

Como A\ < |ull%., temos |ull%. = A1. Seguindo o mesmo raciocinio feito na
p p
observagao A.61, temos

u>0 q.t.pem €. (A.50)

Por outro lado do Lema A.66, obtemos

1 r/r—p N

Usando o Teorema de Egorov’s, para qualquer € > 0, existe um subconjunto U, C 2

tal que |U,| < € e uy — u uniformemente em 2\ U.. Obtemos,

1 r/(r—p) 1 r/(r—p)
S — S [T . — <0,
(C(|A1| + 1\)) koo (C(Mk\ +1!)) -

isto ¢ uma contradicao. m



Apéndice B

Problema nao linear envolvendo
1/2-laplaciano fracionario com
crescimento exponencial sem a

condicao de Ambrosetti-Rabinowitz

Neste capitulo, estamos interessados em provar a existéncia e multiplicidade de

solugoes para o problema de Dirichlet:

{ (=A% = —Au|"2u+au+ f(u) em (0,1), (B.1)

u = 0 em R\ (0,1),

onde A > 0,a € R, 1 < ¢ < 2 e com nao linearidade f com crescimento ex-
ponencial subcritico e critico no sentido Trudinger-Moser. O espago de fungoes
onde esperamos encontrar solugoes para o problema (B.1) é o espago de Sobolev

fracionério

HY2(R) = {u e I*(R) : /RQ (w(x) = u®)” ) 4 - oo} .

|z —y|?
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Como estas solugoes devem ser nulas fora de intervalo (0, 1), é natural que consi-

deremos como espaco ambiente o subconjunto X C H'/2(R) dado por
X={ue H”R):u=0em R\ (0,1)}.

Nossa proposta de trabalho consiste na utilizacao das seguintes hipoteses, sobre a

nao linearidade f, com crescimento exponencial subcritico:

(fi2) f€CR,R), f(0)=0e F(t) > 0 para todo ¢t € R, sendo F(t) := /tf(s)ds;
0

. fel .
<f2,2) |t1|1£1<1>o M = 0, para todo a > 0;
@O
<f372) |}5|1§0 |t| - 07
P
1 =
(f2) Jim = +00

E, no caso critico no sentido Trudinger-Moser, nos substituimos a condi¢ao (fs2)

pela seguinte condigao

(f3.2) existe ag > 0 tal que

] |f(t)| 00, se 0<a<a
hm —2 =
[t|—oc exp(at?) 0, se o > qp.

Além disso, mantemos as condigoes (f12), (f32) e incluimos as seguintes condigoes

(f5.2)
[
t

é crescente em (0,+00), e decrescente em (—o0,0);

(f62) para cada (u,) C X, se

Uy — U, em X,

flun) = f(u),  em LY(0,1),
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entdo F(u,) — F(u) em L'(0,1).

(fr2) existem r > 2 ¢ C, > 0 tais que

c,
F(t) > —|t|", paratodo t € R,
r
1 2 7‘52
com C, > — [4 <%> (r= )} , onde a constante C' > 0 é obtida em
C T 2r

(B.55).
Observagao B.1
(1) A condigao (f72) implica a condigao (f12).
(2) A condigao (fs2) foi usada em [69], [70] e [82] para u = 0.

(3) Um protétipo de nao linearidade que satisfaz as hipoteses (f12) — (fa2) € uma
fungao do tipo f(t) = tlog(|t| +1) e como mencionado na introdugdo f nao
satisfaz a condigao de Ambrosetti-Rabinowitz (AR). Note que u = 0 € uma

solugao trivial do problema (B.1).

(4) Um exemplo de nao linearidade que satisfaz as hipdteses (fi2), (f§2), (f32)
e (fs2) — (fr2) € uma fungao do tipo
ot 4+ Ctr L, se 0 <t <1,

ft) =
texp(*—1)+Ct" ' +0l—1, set>1.

como € (0,1) e f(t) = —f(=t), set <O0.

Vejamos agora os principais resultados deste capitulo, os quais para uma facil

referéncia dividiremos em dois casos:

Teorema B.2 (caso subcritico) Suponha que Ny < a < A\py1 para algum k €
N (k > 1) e que f possua crescimento exponencial subcritico e satisfaga as condigoes

(f12), (f5.2) € (fa2). Entao para A suficientemente pequeno, o problema (B.1) possui
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pelo menos trés solugoes nao triviais. Além disso, adicionanando a hipdtese de f

ser impar obtemos que o problema (B.1) possui infinitas solugaoes.

Teorema B.3 (caso critico) Suponha que A\, < a < Mgy1 para algum k €
N (k > 1) e que f tenha crescimento exponencial critico e satisfaca as condi-
¢oes (f12), (f32) e (fs2) — (fr2), entdo para A suficientemente pequeno, o problema

(B.1) possui pelo menos trés solugoes nao triviais.

B.1 Solucoes para o problema subcritico

Nesta secao tratamos, via métodos minimax, da existéncia e da multiplicidade de
solugdo para o problema (B.1) no caso em que f possui crescimento subcritico.
Para isso, utilizaremos o Teorema do Passo da Montanha e o Teorema de Linking.
Posteriormente, adicionando a hipotese de f ser impar e aplicando uma versao
simétrica do Teorema do Passo da Montanha (ver Teorema A.50 no Apéndice A),
foi possivel obter a multiplicidade de solugao para o problema. Tornando mais
precisa a nossa proposta de trabalho, estudamos a existéncia e multiplicidade de

solucoes para o problema

(=A)Y2u = —Mul"2u+au+ f(u) em (0,1),
u =0 em R\ (0,1),

(B.2)

onde A > 0,1 < g<2ea € R" com nao linearidade f com crescimento exponencial
subcritico no sentido Trudinger-Moser. Nossa proposta de trabalho consiste na

utilizagao das seguintes hipoteses sobre a nao linearidade f:
t
(fi2) feCR,R), f(0)=0e F(t) > 0 para todo t € R, sendo F(t) = / f(s)ds;
0

/@)

lim ——————— =0, para todo o > 0;
(£22) |t|1inoo exp(at?) bar @

- fer
(f3.2) |1|1£>HOT =0;
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(fa2) lim Ft) = +00

[t|—oo 12

Lembramos que as solugoes fracas do problema (B.2) correspondem aos pontos

criticos do funcional I : X — R dado por

1 )\ 1 a 1 1
I(w) = Slaf% + 2 / jul?dz — & / ful?dz — / F(u)de.
2 q Jo 2 0 0

Aqui, temos como principal finalidade provar o seguinte resultado:

Teorema B.4 Se f satisfaz as condigoes (f12), (f22), (fs2) (fa2), € e < a < Mgy
para algum k € N, entdo para A suficientemente pequeno, o problema (B.2) possui
pelo menos trés solucoes nao triviais. Além disso, adicionando a hipotese de f ser

impar obtemos que o problema (B.2) possui infinitas solugaes.

A prova desse Teorema sera dividida em 4 subsecgoes:

Na primeira subsec¢ao, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter
pelo menos uma solugao positiva. De forma analoga, na segunda subseg¢ao, obtemos
pelo menos uma solucao negativa. Na terceira subsecao obtemos uma terceira
solugao via Teorema de Linking. Finalmente na quarta secao demonstramos o

resultado principal, isto é, o Teorema B.4.

B.1.1 Solucao positiva para o funcional I,

Nesta subsegao, definiremos a parte positiva do funcional I, para encontrarmos
solucoes positivas para o problema com nao linearidade f com crescimento expo-
nencial subcritico.

Considere o funcional:

IF: X >R

I3 () = gl + / e — / jut2do — / P(u*)da.

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente no Lema A.57 o funcional I} é de
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classe C*(X,R) e para todo u, h € X, verifica

<(Ij)’(u),h>:<u,h>x+)\/0 yuﬂqlhdx—a/o u+hdx—/0 F(ut)hdz.  (B.3)

Note que, encontrar um ponto critico para o funcional I equivale a encontrar

uma funcao u € X que satisfaz a equagao:
1 1 1
(u,h)x + )\/ lu™ |9 hdw — a/ uthdr — / f(uMhdx =0, Vh € X,
0 0 0

ou seja, obtem-se uma solucao fraca para a equagao :

(=A)Y2u = —Aut|? ! + aut + f(ut) em (0,1),
u=0 em R\ (0,1),

ondea € R, \e R, 1 < ¢<2eut =max{u,0}.
Se u & um ponto critico de I, entdo ((Iy)(u),h) = 0, ¥V h € X, em particular

para h = u~, assim
0= (1) (w),u”) = (u,u")x = (' u)x + (w0 )x = (u”,u”)x = Ju”|?

e consequentemente, v~ = 0. Portanto, o ponto critico u de I} satisfaz u = u™ > 0,
ou seja, ¢ uma fungao nao negativa de X.
B.1.1.1 Limitacao da sequéncia (PS) associado ao funcional I,

Mostraremos que toda sequéncia (PS) do funcional associada ao problema (B.4) é

limitada, ou seja, temos o seguinte resultado.

Lema B.5 (Casos subcritico e critico) Suponha que f satisfaca (fi2), (f22)
(ou (f3,)) € (fa2). Entio cada sequéncia (PS) de I ¢ limitada.
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Demonstragao: Seja (u,) C X uma sequéncia de Palais Smale associada a I} .

Entao,

||un||X / lul|9dz — = / ut [Pdx — / F(ul)dx — ¢ (B.5)

e para todo ¢ € X, temos

1 1 1
(1t @) x + A / 2t pde — a / ut odi — / Fu)pde = o1).  (B.6)
0 0 0

Mostraremos por contradi¢ao, que (u,) ¢ limitada em X. Para isso suponha que
lun|lx — oo quando n — oo. Passando a uma subsequéncia se necessério, para

excluir os possiveis termos onde ||u,||x = 0, vamos definir a sequéncia v,, C X por

Up

lunllx

Unp =

Como v, é limitada em X segue que, a menos de subsequéncia, v, — v em X e
v, — v em L"(0,1), para todo r > 1 e v,(x) — v(z) q.t.p em (0,1). Tomando

¢ = u, = min{0, u,} em (B.6),
0 < fluy I < Cursun)x + [z [ = o(1) [y Ilx

Logo, 0 < ||u, ||x < o(1), isto é, lim ||u, ||x = 0. Entao
n—oo

Uy,

[P

x =0 onde v, =

Jim Jog |

Consequentemente
v, =0 em X.

Dai,
v, — 0 em L"(0,1).
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Portanto
v- =0 em X.
Como v = vt + v, entdo
v=ov" em X. (B.7)
Se v nao é a funcao nula.
De (B.7) o conjunto © = {z € (0,1) : v (z) # 0} tem medida de Lebesgue

positiva e seguindo as mesmas ideias da Proposicao 1.15 obtemos uma contradicgao.
Se v é a fungao nula.
Seguindo as mesmas ideias da Proposigao 1.15 obtemos contradi¢ao. Portanto (u,,)

é limitada em X. m

B.1.1.2 Compacidade do funcional I

Agora mostraremos que o funcional I} associado ao problema (B.4) satisfaz a

condigao Palais-Smale (ou condigao (PS)) em todos os niveis para todo A > 0.

Lema B.6 Suponha que f satisfaca (f12), (fo2) € (fa2) entio o funcional I sa-
tisfaz a condi¢io Palais-Smale (ou condigao (PS)) em todos os niveis para todo

A > 0.

Demonstracao: Seja (u,) C X uma sequéncia (PS) de I, isto é, uma sequencia
(u,) C X que satisfaz I} (u,) = ¢ e (1)) (u,) — 0 no dual de X quando n — oo.
Pelo Lema B.5, a sequéncia (u,) é limitada em X, logo, existe M > 0 tal que
|un]lx < M para todo n € N.

Portanto existe ug € X tal que
Uy, — Uug em  X.
Pela imersao de Sobolev,

Up, —up em L7(0,1) comr>1 e wu,(x)— up(r) qtpem (0,1). (B.8)



239

Pela desiguadade de Holder,

1 (a=1)/q 1 1/q
< (/ |u:|qu) </ |, — u0|qu) :
0 0

1
/ e[t — g)
0

Portanto, de (B.8)
1
/ [t 172wt (u, — ug) — 0. (B.9)
0

Note que, se

U, —up — 0, entdao {((I)) (un),un — up) — 0. (B.10)
Por outro lado,

lun — wollk =(un — o, un — uo)x

=<Um Up — U0>X - <U0, Up — U0>X

Logo,

1 1
ltm — tol% = {2ttt — 10} x + A / [t — o) — / w (t — o)
1 0 1 0 1
- / £ (1 — ) — A / 70t (t, — ) + @ / i (1 — w0)
0 0 0
1
+/ f(u:z_)(un — ug) — (ug, Uy, — Up) x
0 1 1
(B ) = ) = A [ a1 = )+ 0 [ = )
0 0
1
+ [ A~ ) — (0,0 — )
0

- / £ )t — o) + 0(1).
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Note que a ultima igualdade segue-se de (B.8), (B.9) e (B.10). Portanto, do Lema

A.16 (ver Apéndice A), temos tomando 0 < o < 5 T_ existe C' > 0 tal que

M?’

it — o3 < /‘u It — o] + of1)

< i Cexp(a( ) tn — u| + o(1)

g/o C exp(a(u,)?)|un — ug| + o(1)

1
:C/ exp(ou?) |u, — ug| + o(1)
0

Logo pela desigualdade de Hélder,

[tn — uoll% <C (/Olexp 20u2) ) < |un—u0]2)1/2—|—0(1)
o oot elh))” ([ o) s
§O<A¥@<%”F<Mﬁx>)> (A'%‘““> +ell)

Note que a ultima desigualdade segue-se do fato que (u,) é limitada em X. Por

outro lado, pela escolha de «, temos que 0 < 2aM? < 7, entdao da Proposicao A.10

(ver Apéndice A) obtemos uma constante K > 0, verificando

1/2

1
Hw—uﬂ%SCK(/!w—uﬁ> of1).
0
De (B.8) implica que u,, = ugp em X m

B.1.1.3 Geometria do Teorema do Passo da Montanha do funcional I;\r

Agora mostraremos alguns resultados que serao tteis para se obter as condigoes

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso, para cada u € X,
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sejam

() = L) — 2 ullk

A 1 1 1
= —/ lu|?dx — g/ |u|?dx —/ F(u)dz.
q Jo 2 Jo 0

1
T () = I (u) = 5k

N [ 0 [ 1
= —/ |ut|9dx — —/ lut Pdr — / F(u")dux.
q.Jo 2 Jo 0

Lema B.7 (Casos subcritico e critico) Sob as hipdteses (f32) e a > 0, entdo

a solugdo trivial u = 0 € um minimizador local estrito para Jy, para todo \ > 0.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.22, basta mostrar que v = 0 € um minimo local

t
estrita de ;" na topologia C9([0, 1]). Pela condigao (f32) : lim /)]

~“— =0 e usando
=0 |t

a regra de L’Hopital segue-se,

F
lim (*)
[t}—0 t2

=0.

Logo para € = 1, existe w > 0 tal que
|F(t)| < t*, paratodo 0 < [t| < w.

Agora , para cada u € (C§([0,1]) N X) \ {0}, com |Jullos < 1 e, consequentemente,

0 <|ut| <w (pois |u"| < M|ulos, para algum M > 0). Portanto

A 1 a 1 1
J;(u):—/ ]u*\qu——/ |u+]2dx—/ F(u")dx
q Jo 2 Jo 0
A 1 ny a 1
== de — (= +1 *12d B.11
[Pt = (5 1) [t (B.11)



242

Note que a desigualdade ¢ estrita pois u # 0. Usando |jullos = ||u/6°||co, onde

9 :[0,1] — R* definida por §(x) = dist(z,R™\ ), obtemos
0 <u' < |u| < kyljullos para algum k; > 0.

Como 1 < g < 2 resulta que (ut)?7? < (k1)2_q||u||§:;q e, consequentemente,

/ |u+| dr < ( 2 q||u|| / lut|9dz.

Desta ultima desigualdade e do fato que g + 1 > 0 podemos concluir que

(5 0) [0z - (1) oty [ e @2

De (B.11) e (B.12), segue-se

+ +|q _ 2—q +1q
i ( /yu 9dx (2+1) ()2~ 12 / lut|9da
A
= (E = (§+1) (k)2 w12 )/ lut|9d (B.13)

\/g)1/20)
Agora, seja R = <a/Q) eEnE Se |lullos < R, entao
ky (5 + 1)
A a 2—q 2—q
. (5 +1) (k2> lullss > 0, ¥ fJullos < B (B.14)

Como |lullos > 0 (pois u € (C§([0,1]) N X) \ {0}), temos finalmente de (B.13) e
(B.14) que
THu) > 0= JF(0), V0 < Jullos < R

Portanto, concluimos que v = 0 ¢ um minimo local estrito de J;" na topologia

C9([0,1]). m
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Observagao B.8 O Lema anterior é vdlido se trocamos o funcional Jy por Jy.

Lema B.9 (Casos subcritico e critico) Suponha que f satisfaz (fi2) e a > 0,

entdo firando A > 0 existe tg = to(A) > 0 tal que
I;—(t(pl) < 0,

para todot > tg e 0 < X\ < A.

A
Demonstragao: Parat > 0 e usando o Lema A.19 (ver Apéndice A) para M > ?1

segue que:
I (tg)) = it I “"”'X /yw \qczx——/ I(to1) |dx—/ F((tg:))dz
—||¢1||X+— / Pz — / (MPGE — Co)de
0

Lembrando que ¢; é a autofungao positiva associado ao A; e ||¢1]|z2(0,1) = 1, obte-

mos para t >0

1
Iy (75901)<—/ 2d33+—/ go‘{da:—Mtz/ ©rdx + Cy
0
Al Cur Ap
2|2 e M (A= 2 B.1
[qt“/gwl S ( 2)] (B.15)

A
Agora fixando A > 0, segue dos fatos que M > ?1, t>0,1<qg<2,ep; >0em

(0,1) podemos escolher ty = to(A) > 0 tal que

Al CM >\1
Gdw + -2 (- 2L .
qt /%Ht% ( 2)<0

Set>tye A< A, nos temos que

)\ 1 OM )\1 A 1 CYM )\1
- 1d — I M—-—= < = 9d — — | M- —= )
qtz—q/g v < 2>‘qt§q/g%x+ t 2 ) <"

Logo por (B.15), segue I (tp;) < 0, paratodo t >ty e A<A. m
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B.1.1.4 Solucao positiva via o Teorema do Passo da Montanha

Proposicao B.10 Se f satisfaz as condicoes (fi2), (fo2), (f32) (fa2) e a > 0.
Entao O problema (B.2) possui pelo menos uma solugao positiva, para todo A obtido

no Lema B.9.

Demonstragao: Note que toda solucao fraca nao negativa para o problema (B.2)

satisfaz a equacao:

(=A)Y2u = —Aut|?! + aut + f(ut) em (0,1),
u=0 em R\ (0,1),

(B.16)

onde a € R, A€ R", 1 < ¢<2ewu" =max{u,0}.
Agora, como na subse¢ao B.1.1 , encontrar uma solucao fraca para o problema

(B.16) ¢é equivalente a encontrar um ponto critico do funcional

I X >R

() = gl + / o — & / (w2 — /01F<u+>dx_

Observemos que, pelo Lema B.6 mostramos no caso subcritico, o funcional I3
satisfaz a condi¢ao Palais Smale (ou condi¢ao (PS)) em todos os niveis para todo
A > 0. Além disso, como Iy (0) = 0, entdo basta provar as seguintes condigoes

geométricas:

(a) existem constantes p, > 0 tais que I, > e
0B,

(b) existe um elemento e € X\B, tal que I, (e) < 0.

Prova do item (a): Lembrando que pelo Lema B.7 temos que existe R > 0 tal
que

1
I (u) > §y\u\|§<, V0 < ||lullx < R. (B.17)
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Lo . :
Tomando o = 5”““){ Portanto, existem constantes p, « > 0 tais que
I () > a, ¥ lullx = p,

provando assim, o item (a).
Prova do item (b): Pelo Lema B.9, temos que existe e = top; € X com ¢y > 0 tal
que I (e) < 0 =I;(0), para todo A > 0 obtido no Lema B.9. Usando est4 tltima
desigualdade e por (B.17) segue-se |le|| > R > p. Portanto, podemos deduzir que
le|| > p, isto &, e € X\B,.

Assim, existe e € X\B, tal que I} (e) < 0. Isto prova o item (b).

Logo, pelo teorema do Passo da Montanha, I5 possui um valor critico Cyf > a,

co1m

Cy = inf max I (u),
A g€t ueg([0,1]) /\( )

onde I'" = {g € C([0,1], X) ; g(0) =0, g(1) = top1}. =

B.1.2 Solucao negativa para o funcional [,

Nesta subsecao, definiremos a parte negativa do funcional I, para encontrarmos
solucoes negativas para o problema com nao linearidade f com crescimento expo-
nencial subcritico.

Counsidere o funcional:

X —R

Iy () = gl + /|u |de——/ ju |dx—/ F(u™)dz.

Pelo mesmo argumento utilizado anteriormente, o funcional I, ¢ de classe C' (X, R)

e

1 1 1
((I7) (uw), h) = (u,h)x + A |u_|q_1hdx—a/ u_hdx—/ f(u™)hdz, Y u,h € X.
0 0 0
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Note que, encontrar um ponto critico para o funcional I, equivale a encontrar uma

funcao u € X que satisfaz a equagao:

1 1 1
(u, h)x + )\/ lu™ |7 pdr — a/ u pdr — / fu )pder =0, Ve X,

0 0 0

ou seja, a obter uma solugao fraca para a equagao :

(=AY 2u = - Au |9 4 au™ + f(u™) em (0,1),
u=0 em R\ (0,1),

(B.18)

ondea e R, \e R") 1 <¢<2ewu =min{u,0}.
Se u ¢ um ponto critico de I, , entdo ((I, ) (u),h) = 0, V h € X, em particular

para h = u™, assim
0= ((Iy) (w),u?) = (u,u™)x = (uh uF)x + (u,ut)x > (uh ut)x = [Ju’|?

e consequentemente, ut = 0. Portanto, o ponto critico u de I, satisfaz u = u~ <0,

ou seja, ¢ uma fungao nao positiva de X.

B.1.2.1 Limitacao da sequéncia (PS) associado ao funcional I,

Analogamente como foi feito no Lema B.5 temos que para a parte negativa do

funcional toda sequéncia (P.S) é limitada, ou seja, temos o seguinte resultado.

Lema B.11 (Casos subcritico e critico) Suponha que f satisfaca (f12), (f22),
(fs2) € (fa2) entao cada sequéncia (PS) de I, € limitada.

Demonstracao: Analogo ao que foi feito no Lema B.5. =

B.1.2.2 Compacidade do funcional I,

A condi¢ao de Palais-Smale é obtida no seguinte Lema:
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Lema B.12 Suponha que f satisfaca (f12), (fo2) € (fa2) entdao o funcional I
satisfaz a condi¢ao Palais-Smale (ou condi¢ao(PS)) em todos os niveis para todo

A > 0.

Demonstracao: Analogo ao que foi feito no Lema B.6. m

B.1.2.3 Geometria do Teorema do Passo da Montanha do funcional I,

Agora mostraremos alguns resultados que serao tutiles para se obter as condigoes

geométricas do Teorema do Passo da Montanha. Para isso, para cada u € X, seja

Ty () = 15 () — 3l

/ - |de—-/ - |2d:p—/ F(u~)da.

Lema B.13 (Casos subcritico e critico) Sob as hipdteses (f32) e a > 0, entao

a solugao trivial u =0 € um minimizador local estrito para J, , para todo A > 0.

Demonstracgao: Pelo Teorema 1.22, basta mostrar que v = 0 ¢ um minimo local

m = 0 e usando
-0 |t

estrita de I} na topologia C2([0, 1]). Pela condigao (f35) :
a regra de L’Hospital segue-se,

lim E(t)
[t|—0 t2

=0.

Logo para € = 1, existe w > 0 tal que

|F(t)] < t*, paratodo 0 < [t| < w.
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Agora , para cada u € (C§([0,1]) N X) \ {0}, com |Juljos < 1 e consequentemente

0< |u"| <w (pois |u"| < M||ullos, para algum M > 0). Portanto

1 1 1

:é/ |u—|qu_ﬂ/ |u_|2dx—/ F(u™)dz
4 Jo 2 Jo 0
A ! a !

> = Tl — (5 +1 1 B.19
> [Cpde = (5+1) [P (B.19)

Usando [Jullos = ||u/6%||co, onde 0 : [0,1] — RT definida por §(x) = dist(x, R™\ ),
obtemos

0<—u" =|u"| <|u|] <Eki|lullos para algum k; > 0.

Como 1 < ¢ < 2 resulta que [u~ >4 < (k1)*~7||ul|§ 5" e, consequentemente,

1 1
/ u Pde < (k2257 / Y.
0 0

Desta ultima desigualdade e do fato que g + 1 > 0 podemos concluir que

(54 0) [0z - (1) Gty [ oo @20

De (B.19) e (B.20), segue-se

J5 (u /|u 9da — (2+1) ()2 12 / u~|9da
A

_ [5—(5+1) (o oulty] [ o (B.21)

\ g\ 2=a)
Agora, seja R = <a/Q) gy Assim se |lullos < R, entao
ky (5 + 1)
A a 2— —q
2= (5+1) ) lulis > 0. flullos < R (B.22)
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Como |lullos > 0 (pois u € (C{([0,1]) N X) \ {0}), temos finalmente de (B.21) e
(B.22) que
Jo(w) > 0= J5(0), ¥ 0 < [[ullos < R

Portanto, « = 0 é um minimo local estrito de J5 na topologia C{([0,1]). m

Observacao B.14 O Lema anterior € vdlido se trocamos o funcional Jy por Jy.

Lema B.15 (Casos subcritico e critico) Suponha que f satisfaz (fi2) e a >0,

entao fitando A > 0 existe tg = to(A) > 0 tal que
I)T(_t901> < 07

para todot >ty e 0 < A < A.

A
Demonstragao: Parat > 0 e usando o Lema A.19 (ver Apéndice A) para M > ?1

segue que:
—(_ ” 901HX Uy — — — — -
Iy (=tpr) = | —tpr)"["dx | —tp1) " [dx F((=tpr)” )dx
Sttt 2 [ otaa - / 8 Gy
0

Lembrando que ¢, ¢ a autofuncao positiva associado ao Ay e ||u||z2(0,1) = 1, obtemos

para t > 0,

Al ! Cum A1
2 | A q
=t {q o /0 oldr + " (M 5 >] . (B.23)

A
Agora fixando A > 0, Como M > ?1, t>0,1<qg<2ep;>0em(0,1) podemos
escolher ¢ty = to(A) > 0 tal que

A1 C A
0 0
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Set >ty e A< A, nos temos que

A1t A A1l ot M — )
0 qty " Jo £ 2

Logo por (B.23), segue I, (t¢1) <0, paratodo t>t;, e A<A. =

B.1.2.4  Solugao negativa via o Teorema do Passo da Montanha

Proposigao B.16 Se f satisfaz as condig¢oes (f12), (f22), (f32) (fi2) € a > 0.
Entao o problema (B.2) possui pelo menos uma solu¢ao negativa, para todo A obtido

no Lema B.15.

Demonstragao: Observemos que toda solugao negativa para o problema (B.2)

satisfaz a equacao:

(=A)Y2u = —Au~ |7 +au + f(u™) em (0,1),
u=0 em R\ (0,1),

(B.24)

no sentido fraco, onde a € R, A € R, 1 < ¢ < 2 e u~ = min{u,0}. Lembrando
pela subsegao B.1.2, encontrar uma solu¢do para o problema (B.24) é equivalente

a encontrar um ponto critico do funcional

I;:X >R

1 e a ! 1
I-(u) :—Hu\|2+—/ |u|qd:c——/ ]u!Zda:—/ Flu~)da.
2 4 Jo 2 Jo 0
Mostraremos que I, também satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Mon-
tanha. Segue-se do Lema B.12, que no caso subcritico o funcional I, satisfaz
a condigdo de compacidade (PS) em todos os niveis, para todo A > 0. Como
I (0) = 0, mostraremos entdao que o funcional satisfaz a geometria do Teorema do

passo da Montanha.

(a) existem constantes p,a > 0 tais que I, >a e
2B,
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(b) existe um e € X\B, tal que I (e) < 0.

Prova do item (a): Usando o Lema B.13 temos que existe R > 0 tal que
_ Lo
Iy (u) > Slluflx, ¥ 0 <lufx < R. (B.25)
Lo . -
Tomando o = §||u||X, segue que existem p,a > 0 tal que a < I} (u), Y |lul]|x = p.

Prova do item (b): Pelo Lema B.15, temos que existe e = —typ; €
X tal que I (e) < 0= 1, (0), para todo A > 0 obtido no Lema B.15. Usando esta
ultima desigualdade e por (B.17) segue-se |le|| > R > 0. Assim, |le|| > p, isto é,
e € X\B,. Portanto, existe e € X\B, tal que I, (¢) < 0, isto conclui a prova do
item (b).

Logo, pelo Teorema do Passo da Montanha, I, possui um valor critico C > a,
com

Cy = inf max I (u),
A gel'— ueg([0,1]) )‘( )

onde I'" ={g € C([0,1], X) ; ¢(0) =0, g(1) = ~top:}. =

B.1.3 Solucao via o Teorema de Linking

A ferramenta variacional dessa subsecao que utilizaremos é o teorema de Linking.

Nosso principal resultado nesta subsecao é

Proposicao B.17 Suponha que A\, < a < Ay, para algum k € N(k > 1) e que
f satisfaca as condigoes (f12), (f22), (fs2) € (fa2), entdo para A suficientemente

pequeno, o problema (B.2) possui pelo menos uma solug¢ao nao trivial.

B.1.3.1 Compacidade

No seguinte resultado mostraremos que, no caso subcritico, o funcional I satisfaz

a condi¢ao Palais-Smale (ou condi¢ao(PS)) em todos os niveis para todo A > 0.
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Lema B.18 Suponha que f satisfaca (fi2), (f22), (fs2) e (faz2) entdo o funcional
I satisfaz a condi¢ao Palais-Smale (ou condi¢ao(PS)) em todos os niveis para todo

A > 0.

Demonstracao: Analoga ao que foi feito na demonstracao do Lema B.6 m

B.1.3.2 Geometria do Teorema de Linking

Nesta se¢ao, nés comecamos fazendo uma escolha de uma decomposicao do espago
X que sera utilizada no problema tanto no caso com nao linearidade f com cresci-
mento exponencial subcritico, quanto no caso critico no sentido Trudinger-Moser..

Assim, tomando k € N (k > 1) fixo seja X = V, Wy, onde Vi, =< @1,..., 0 >
é o espaco gerado pelas autofuncdes do operador fracionario ((—A)'?) correspon-
dentes aos autovalores Aj,...,\x, e W;, = V=, Os proximos lemas serdo usados

para mostrar as condi¢oes geométricas do Teorema de Linking.

Lema B.19 Seja a < A\gi1, para algum k € N (k > 1). Entao, existem (3, p > 0

tais que I(u) > B sempre que u € Wy e ||ul|x = p.

Demonstracao: Fixe § > 2 e 0 < a < m, entdo o Lema A.18 (ver Apéndice A)

nos garante que existem 0 < pu < A1 —a e C' > 0 satisfazendo

F(t) < %tz + Cexp(at?)|t|’, para todo t € R.

Logo, para cada u € Wy, = V- com |ulx < 1.
|U||X a7 @ _
I\(u) = | |%dx |u] dx F(u)dz
2
HUHX - —/ |ul d:v—/ [,u|2| +Cexp(au2)|u\0] dx

— Hu2HX / lu|?dx — C / exp(au®)|u|’dz.
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2
Agora, pela caracterizacao de Ay 1 = irIl/If/ w, obtemos
e / |u|*dw
Q
2 2 1
I(u) > HuQHX — (a_gm H)\u”X — C/ exp(au?)|u|’dz. (B.26)
k+1 0

Além disso, como 0 < o < 7, podemos fixar 7 > 1 de modo que ainda se tenha
0 < ra < m. Aplicando a Desigualdade de Holder em (B.26), com r e 7’ conjugados

temos
I 1 1/r 1 )
102 5 (1= 52 )l ¢ ([ exptarayac) ([ i)
2 Ak+1 0 0
1/r
1 a—+ p ! 0
=5 (1= 5 s - ¢ ([ explaniae)  ullag

Mas, como |Ju||x < 1, usando a Proposi¢ao A.10 (ver Apéndice A) e o fato de que,

1/r

pela Proposicio 1.12 (ver Apéndice A) , X esta imerso continuamente em L"?(0, 1),
podemos encontrar C; > 0 tal que

1 a+p
12 5 (1= 552 Julk - e
2 Akt 1

a—+p

Akt
com |lu|lx = p, tal que

1
I(u) > p? {— (1 - a—i—,u) —C’lpe_Q} > 0.
2 Akt1

Portanto, para todo u € Wy, com ||ul]|x = p, temos que I(u) > 3, onde denotaremos

1
B = p? {5 (1 _at M) — C’lpe_Q} . Assim concluimos a prova do Lema. =

Desde que # > 2e1— > 0, podemos escolher p > 0, suficientemente pequeno,

Lema B.20 Suponha que (fy2) € valida. Se'Y C X é um subespago vetorial com
dim(Y') < oo, entdao

lim  Iy(u) = —oc.
u€eY,||u|| x —oo
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Demonstracao: Seja u € Y. Como a dimensao de Y é finita, e em um espago
de dimensao finita todas as normas sao equivalentes, podemos encontrar C; > 0 e

C5 > 0 de modo que

lullx < Cillullizq) € llullfogy < Collullk (B.27)

1 MO
Aplicando o Lema A.19 (ver Apéndice A), para M > C} <2 + T2> , existe

Chr > 0 tal que
F(t) > Mt* —Cy, teR.

Entao,

1oy A a ', 1
I(u) = —HuHX —|— — |u|qu —5 |ul*dx — F(u)dx
0 0

[Jull3
> —X _H “Lq 0,1) M““H%Q(O,l) + Cur.

Segue de (B.27), para |lul|x suficientemente grande, temos |Jul|% < |Jul|% e conse-

quentémente
[k )\02
I(u) < 5=+ = lull% - —HUIIX +Cu
u|3 )\C'
< Bl ) 2% g — Zuli + o
1 AC M
2 2
= -4 — — — Cu. B.28
Jull (5+252 = &) + Cu (B.25)
1 Ao
Desde que M > (4 5 + — | e usando (B.28), obtemos que
q
lim  I(u) = —o0. (B.29)

u€eY,||ul| x —oo
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B.1.3.3 Controle dos niveis Mini-max

O lema abaixo sera tutil para controlar os niveis mini-max das solugoes positiva e

negativa e assim, obter uma terceira solugao.

Lema B.21 Suponha que (fi2) seja vdlida e A, < a < Agy1 para algum k > 1.
Entao existe n = n(\) tal que
I(u) <n(A) e limnp(A) =0, paratodo u € Vj.

A—0

Demonstracao: Para u € Vi, usando a Proposicao A.8 item (i) (ver Apéndice

A). Temos,
)\ —a 1 1
B < (2570) [ e+ 2l - [ P
0 0

Como Ay < a < Agy1, obtemos

A 1
O T
q 0
Agora, pela imersao continua de Sobolev existe K, > 0 tal que
A . '
I(u) < EKQHUHX — [ F(u)dz. (B.30)
0

Do Lema A.19 (ver Apéndice A) e as normas em V} sdo equivalentes, segue que

MK
In(u) < —ull% — Mlul72(01) + Cur
MK,
< TqHUHg( —MK2HU||§(+CM- (B.Sl)

Desde que 1 < ¢ < 2, obtemos que

lim I(u) = —o0.
u€ Vi, |Jull x o0
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Entao existe R > 0 tal que
I\(u) <0 paratodo u €V, com |ulx > R. (B.32)

Se u € Vi, com ||ul]|x < R, obtemos de (B.30) que

A ! A !
L(u) < 2K, Jullt _/ Flu)de < 2K, R? —/ Fu)ds.
q 0 q 0
Da condicao (f12), temos

A
I\(u) < —K,R? paratodo u €V, com |ul]|x <R. (B.33)
q

A
Tomando n(\) = —K,R?, segue de (B.32) e (B.33) que
q
I\(u) <n(N\), paratodo u € Vg, onde /l\ir%n()\) = 0.
—
Isso prova o Lema. m

B.1.3.4 Solugao via o Teorema de Linking

Proposicao B.22 Suponha (f12) a (fi2) € que Ay < a < Apy1 para algum k > 1.
Entao para A\ suficientemente pequeno, o problema (B.2) possui pelo menos uma

solucao nao trivial.

Demonstragao: Lembrando que as solugoes fracas do problema (B.2) correspon-
dem aos pontos criticos do funcional de classe C'(X,R) (ver Lema A.57) dado
por

X —

R
() = Sllull% + / ultds =5 [ ufde - / F(u)dz,

mostraremos que o funcional I satisfaz as condi¢oes do Teorema de Linking, ou

seja, I satisfaz a condi¢ao Palais Smale (ou condigao (PS)), o espago X é Banach
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e pode ser decomposto na forma X =V @& W, onde V é um espaco de dimensao

finita e o funcional I, satisfaz
(a) existem constantes p, 5 > 0 tais que I >0 e
0

(b) existe um elemento e € (0B;) N W, existem constantes reais R > pe o > 0

tais que I, 20 <a<pfonde@=(BrNV)® (0, Re).

Assim, o Teorema garante que I, possui um valor critico C' > ( caracterizado por

C = inf max I, (y(u)),

~yel' ueQ
onde '={y € C(Q,E) ; v=1; em 0Q}.

Sabemos que X é um espago de Banach que se decompoe na forma X =V, @ Wy,
para algum k£ > 1, onde Vi, = span{¢1, pa, -, pr} € um espago de dimensao finita
e W, = V_kJ_H'”X

Além disso, pelo Lema B.18, temos que no caso subcritico, o funcional I satisfaz
a condicao Palais Smale em todos os niveis, para todo A > 0. Assim, provaremos
que o funcional I, satisfaz a geométria do Teorema de Linking, ou seja, as condi¢oes
(a) e (b) informadas acima.
Prova do item(a): Resulta diretamente do Lema B.19.

Prova do item(b): Do Lemma B.20, existe R > 0 tal que
I\(u) <0 paratodo u € Viy; com |jul|x > R. (B.34)

Como ppri1 € Viyr N Wy e ||pors1llx = p (sem perder generalidade podemos
considerar ||@ri1]lx = 1), obtemos pelo item (a), Ix(ppri1) > 5 > 0. Logo de

(B.34) segue R > p. Definimos

Q={weX : w=u+rpp1, uec VpNBxr(0), 0<r <R}
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3
Denotamos a fronteira de () por 0Q) = U I';, onde

=1

(1) T'1 = Bg(0) N V4,
(2) Ty={ve X :v=u+ Rypi1,u € B(0) N V;},
(3) s ={ve X :v=u+rpgp1,u € Vis, |ul| = R,0 <r < R}.

Mostraremos que em cada I';, temos I,| < a < 3, onde § foi obtido no item (a).

(3

Caso (1): Seja u € T'; C Vi. Logo, pelo Lema B.21, seque que
I(u) <n(A\), Yuely, e limn(\)=0.
A—=0
Assim, tomando A\ > 0 suficientemente pequeno
I(u) <n(X) < B.

Casos (2) e (3): Segue de (1.84), pois, ||u+ Rppi1| > R > 0 (segue do fato que
(u, pri1)x = 0), entdo I)(u + Rppi1) < 0.

Assim, para todo u € 0Q), segue que existe A* tal que
I\(u) < n(A\) < paratodo A <A™
Portanto podemos tomar «y = n(\), para qualquer A < \*.
I(u) <n(A), Vu e dQ.

Isto termina a prova o item (b).

Entao pelo Teorema de Linking, I, possui um valor critico Cy > « caracterizado
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por

OA* = Hlf max ])\* (h(U))7

hel ue@

onde ' ={hec C(Q,X) ; h=1; em 0Q}.

Isto é, existe uy € X solugao fraca de (B.2) tal que 0 < n(A) < 8 < I)(uy) = Ch.

Note que uy é nao nula, pois I,(0) = 0. m

B.1.4 Demonstracao do Teorema B.4:

Demonstracgao: Para demonstrar a primera parte de Teorema B.4, basta mostrar
que uy ¢ distinto dos pontos criticos encontrados para os funcionais I} e I, para
A > 0 suficientemente pequeno. De fato, seja gf : [0,1] — X dado por gd () =

t(top1) onde to foi obtido no Lema B.9. Logo,

g €T ={9€C([0,1],X) ; g(0)=0, g(1) = top}.
Como g7 (t) € Vj, para todo t € [0, 1], temos do Lema B.21 que
I (g5 (1)) = In(gy (1)) < n()), para todo ¢ € [0,1]. (B.35)

Analogamente, podemos definir g; € I'"(usando o Lema B.15) satisfazendo uma

propriedade anéloga a estimativa (B.35). Portanto, existe Ay > 0

cY < m[ax}_f;“(gar(t)) <n(A\) < a < I)(uy) paratodo 0 < A < .
t€[0,1

Cy < m[gf][/\_(ga(t)) <n(\) < a < I)(uy), paratodo 0 <A < .
tel0,

Portanto para A fixo suficientemente pequeno, o problema (B.2) possui pelo menos
trés solugoes nao trivias, provando assim, a primeira parte do Teorema B.4.

Agora provaremos a segunda parte, isto é, que o problema (B.2) possui infinitas
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solucoes se o funcional for par. Assim, supondo que o f é fmpar, pelo Lema 1.14,
segue que [y é par.

Como X é um espaco de Hilbert, podemos escrever X =Y @Y+, onde Y é um
subespaco de dimensao finita de X e Y é fechado em X.

Mostraremos que existem constantes p,a > 0 tais que I, J— > «. De

fato, analogamente, como foi feito na Proposi¢ao B.10 (ou B.16), existe uma bola

B,(0) C X e existe a > 0 tais que

I > Q.
0B,(0)

Assim, para u € 9B,(0)NY* (C Y*), nés obtemos que I(u) > «, mostrando assim,
o item (1) do Teorema A.50 (ver Apéndice B). Para provar o item (2), segue do
Lema B.20, que para cada Y de dimensao finita, podemos encontrar R = R(Y') > 0
tal que

I\(u) <0, sempre que u €Y e |ullx > R(Y).

Portanto, pelo Teorema A.50 (ver Apéndice B) o problema (B.2) possui uma infi-

nidades de solugoes nao triviais. m

B.2 Solucoes para o problema critico

Nesta secao, mostraremos um resultado de existéncia de solugoes para o seguinte

problema

(=8)Y?u = —Aul"?u+au+ f(u) em (0,1),
u = 0 em R\ (0,1),

(B.36)

onde A > 0,1 < qg<2 e acR"comnao linearidade f com crescimento ex-

ponencial critico no sentido Trudinger-Moser. Assim, considere o funcional de
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Euler-Lagrange

1 \ [ a [ 1
L(u) = =|lullx + —/ |ul?dx — —/ lu|?dx — / F(u)dzx.
2 q.Jo 2 Jo 0

Note que, pontos criticos de I sdo solugoes fracas para o problema (B.36). Neste
caso, nossa principal referéncia é o artigo [55|, onde os autores obtiveram uma

solucao nao trivial. Aqui, a nao linearidade f satisfaz, as seguintes hipoteses:
t
(fi2) f€CR,R), f(0)=0e F(t) > 0 para todo t € R, sendo F(t) = / f(s)ds;
0

(fég) existe 0 < ap < 7 tal que

lim |f ()] _ 00, se 0<a<a
lt| o0 exp(at?) 0, se a > a,
()]
1 = 0;
<f3,2) |t|1210 |t| )
f@) .
(fs52) ¢ crescente se t > 0 e decrescente se ¢ < 0;

(fe.2) Para cada (u,) C X, se

Uy — U, em X

flun) = f(u), em L'(0,1),
entdao F(u,) — F(u) em L'(0,1);
(fr2) Existem r > 2 e C, > 0 tais que

C
F(t) > —|t|", paratodo t € R,
r

r—2

1 —2)] 2
com C, > — [4 <%> (r )1 , onde a constante C' > 0 é obtida em

2r
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Observacao B.23 A condigao (f72) implica a condi¢ao

(fa, 2) ];j(é) = 400, sendo F(t /f

O principal resultado deste capitulo é:

Teorema B.24 Suponha que f satisfaz as condicoes (fi2), (faz): (f32) € (f52) —
(f7), e e < a < Aggq1 para algum k € N (k > 1), entdo para A suficientemente

pequeno, o problema (B.36) possui pelo menos trés solugoes nao triviais.

A prova desse Teorema sera dividida em 4 subsecoes:

Na primeira subsec¢ao, usaremos o Teorema do Passo da Montanha para obter
pelo menos uma solugao positiva. e de forma analoga, na segunda subsecao, obte-
mos pelo menos uma solucao negativa. Na terceira subsecao obtemos uma terceira
solucao via Teorema de Linking. Finalmente na quarta subse¢ao demonstramos o

resultado principal, isto é, o Teorema B.24.

B.2.1 A condigao de Palais-Smale

Como ja mencionamos provaremos que a condi¢ao de Palais-Smale é satisfeita ape-
nas para niveis em um certo intervalo. E importante ressaltar que no caso expo-
nencial critico, o Lema A.16 (ver Apéndice A) é vélido somente para a > ay, isto

é, para todo o > «p, existe C' > 0 tal que
|f(t)] < Cexp(at?), paratodo t € R.

Note também que o Lema A.17 (ver Apéndice A) é valido somente para a > .

Lema B.25 Seja ag > 0 como em (fy,) e suponha que f satisfaz as condigoes

(f1.2); (f22), (f32) € (f52) — (fr2), entdo o funcional

() = gllullk + / juftda — 2 / juf?de — / F(u)dz,
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70
satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale em qualquer nivel ¢ < C
Qo

~ . T .
Demonstracao: Seja ¢ < o e suponha (u,) uma sequéncia em X, tal que
Qo

I(uy) = ¢ e I{(u,) = 0 em X*.

Pelo Lema 1.15, segue-se que (u,,) é limitada em X e a menos de subsequéncia,

(
Junllx < K,

Uy, — u em X,

u, — u; em L7(0,1) para todo ¢ > 1e

| un(®) — u(z) quase sempre em (0, 1).

Além disso, como A > 0 e (||Z}(un)]]), (Ix(uy,)) s@o sequéncias limitadas em R, dai,

para constantes C; > 0, Cy > 0, temos

1
/f(un)undx
0
! IIUn||X
/F(un)dx‘ /|n!q /|un| + [In(un)] < Co.
0

1 1
Mas, pelo Lema A.22 (ver Apéndice A), / f(un)undx,/ F(u,)dz > 0. Logo,
0 0

1 1
< unl% + A / a]? + / nl? + 174 () tnllx < G e

podemos encontrar uma constante C' > 0 verificando

Sup{HunH%(,/o f(un)undx,/o F(un)dw} <C. (B.37)

Pelo Lema A.16 (ver Apéncice A) e pela Proposi¢ao A.11 (ver Apéncice A) também

temos que

1 1 1 1
/ |f(u)|dz < CQ/ exp(au?)dz < 0o e | f (up)|dz < 03/ exp(au?)dr < oo,
0 0 0 0
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ou seja, f(un),f(u) estdo em L'(0,1). Entao como u, — u em L'(0,1) e
1

f(up)u,dx < C| pelo Lema A.46 (ver Apéncice B), concluimos que
0

f(u,) converge para f(u) em L'(0,1). (B.38)
Logo, de (B.38) e usando a condi¢ao (fs2) obtemos que
F(u,) — F(u) em L'(0,1). (B.39)

Assim,
a3 A 1 1
[[unl|% —>c——/ |u|q+g/ |u|2dx+/ F(u)da. (B.40)
2 q.Jo 2 Jo 0

Como I} (u,) — 0 em X* e (u,) ¢ limitada em X, entao por (B.40) temos

/01 f(un)undz — 2¢+ X\ (1 - 2) /01 Jul? + 2/01 F(u)dz. (B.41)

1 1
Mas pelo Lema A.22, temos / f(un)und:v—Q/ F(u,)dx > 0, Vn € N. Tomando
0 0

o limite quando n — oo na expressao acima e usando (B.41)

2>\ (g - 1) /01 ] (B.42)

o que implica ¢ > 0 (pois 1 < ¢ < 2). Assim, o nivel mini-max é ndo negativo.
Agora, vejamos que (I}(u),v) = 0, para toda v € X, ou seja , o limite fraco u
da sequéncia (PS) é uma solugao para o problema em questao. Primeiro, considere

v e C§°(0,1). Note que quando n — o0,

[ st [ st

Como u,, — u em L9(0,1), segue pelo Teorema A.37 (ver Apéncice B), existe

< [If (un) = F)ll o [[ollee = 0. (B.43)

uma subsequéncia de (u,) ainda denotada por (u,) e h € L(0, 1) tal que |u,| < h,
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q.t.p em €. Entao para cada v € X decorre que
||t |9 20| = |un |9 ol < R Ho|, q.t.p em Q.

Agora, pela desiguadade de Hoélder, Proposi¢ao 1.12 (ver Apéncice A) e do fato
que h € L(0,1) segue

qg—1 1

1 1 e 1 q
/|hq1|v]|dx§(/ \h|qd:c) </ |U|qu) < .
0 0 0

h? | € L'(0,1), Vv € X.

Portanto,

Também podemos concluir de u, — u q.t.p em Q que |u, |9 2u,v — |un |7 2u,w
q.t.p em €. Logo, o Teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, Teorema

A.36 (ver Apéncice B) garante que
1 1
/ |t |72 upv — / lu|"?uv, Vv € X. (B.44)
0 0
e como [} (u,) — 0,
0 < [(I3(un), v)| < [I\(un)|l|lv]lx = 0, quando n — oo, para cada v € X.

Assim,

(I} (uy,),v) — 0, para todo v € C5°(0,1). (B.45)

Combinando (B.43), (B.44) e (B.45) e o fato de u,, — u em X, temos

n—oo

(I\(u),v) = lim ((un,v>x+)\/ol |un|q_2unv—b/01unv—/Olf(un)vdx)

= lim (I} (u,),v) = 0.

n—oo

Logo, (Ii(u),v) = 0, para toda v € C§°(0,1). Mas como C§°(0,1) é denso em
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H'2(0,1), para cada v € X, existe uma sequéncia (v,) em C$°(0,1) tal que v, — v

em X, entao

(I\(u), v) = lim (I} (u),vn) =0

n—o0

ou seja,

(I\(u),v) =0, para todo v € X, (B.46)

provando assim, a afirmacao. Agora mostraremos que a solucao u é nao nula.

Usando o Lema A.22 (ver Apéndice A) e (B.46), segue-se

1 , 2\ [ v 1
L(u) > 5 (ullx +— [ [u—a [ |u[*de— [ f(u)uds
2 q Jo 0 0

1 1 1 1
> = (||u|\§( + /\/ lul? — a/ lu|?dx — / f(u)udx)
2 0 0 0

= %(If\(u),w = 0.

Logo I (u) > 0. Se u = 0, entao I,(0) = 0, contradizendo I,(0) > 0.
Afirmacao: O nivel mini-max c é estritamente positivo.

De fato, por (B.42) e 1 < ¢ < 2, obtemos ¢ > 0. Concluindo
c>0 e u#0.

Agora, mostraremos que u, — u fortemente em X. Para isso é suficientemente

provar que I(u) = ¢, pois desta maneira teremos por (B.40) que

2 )\ 1 1 1 9
g 11 _ Ix(u) — —/ Jul? + g/ |U|2dx+/ F(u)dz = el
2 4 Jo 2 0 0 2

n—oo

ou seja, ||un||x — ||u/lx.
Assim, usando que u, — v em X, lim ||u,||x = |Jul|x e X é espaco de Hilbert
n—oo

podemos concluir que u,, — u em X. De fato, inicialmente, usando a proposi¢ao
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A.33 (ver Apéncice B) e (B.39) observe que

i) < timint () +tmint (2 [ e =8 [tz [ ruga
U mint | =||ug, mint { — Up|? — = Up | dr — Uy, )AL
A ~ n—ooo 2 X n—00 q Jo 2 0 0

<t (Gl +2 [ ol = & [ ualide = [ Flun)ie)
< liminf | =||u, - Up|? — = uy, |*dr — uy, ) dx
n—oo \ 2 Y a )y 2 Jo 0

= liminf/,(u,) = c.
n—oo

Isto é, I (u) < ¢. Vamos supor por contradi¢ao que ocorra I < c¢. Entao por (B.40)

\ ! a [ 1
lim un2:2(c——/ uq—i-—/ u2dx—|—/Fudx)
Tim [l > [ g [Cpar [P

N [l a [ 1
> 2 (I,\(u) — —/ |u|? + —/ |u|®dx +/ F(u)dm)
q Jo 2 Jo 0

= [lull%- (B.A47)

Up, u
e v= —, onde
[[unllx o

ox 1 1 1 —1/2
co = <20 - —/ lul? + a/ lu|?dz + 2/ F(u)dx) > 0.
q Jo 0 0

Por ||v,||x = 1, u # 0 e pela estimativa (B.47)

Definamos v,, =

_ ullx _ Jlullx

=1.
co  lullx

[ollx

Unp

T ~ 2 em X, por (B.47) temos que
Un||Xx Co

) = (i) = (5) = #ee

e portanto, v,, = v em X.

Assim, 0 < ||[v||x < 1. Lembrando que

para todo h € X*,

T . ‘o
Uma vez que ¢ < Y podemos encontrar r > 1, suficientemente proximo de
Qo

. ) s
leay < a<m proximo de ay, tais que 20y < 2ar < — e como 0 < I)(u) < ¢,
c



obtemos que

2ar < il
ar T N
c— I\(u)
Consequentemente,
) 2 2 %
Jim roffualfy = racy < 7 { Ge—prs
Entao
2 Cg

li X <TS )

Jim rafju,|[x <7 <z(c—h(u}))
Afirmacao:

ct 1
20c—I\(w) 1—|lk

Com efeito, note que

1 B 1 B ct
T=folx ) llelk = lluli
2
&0
Por outro lado,
o lull%
B :c—[,\(u)+T,
logo,
1 ct ct

L=l g —llullk  2(c— Li(w)

Concluindo assim a afirmagao. De (B.49) e (B.50), nos obtemos

™

— 1 2
b= T}Lr{:ora||un||X <1 o

Entao, escolha € > 0 suficientemente pequeno, tal que,

™
raflu,||} <e+b< —
e 1= l%’
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para todo n € N suficientemente grande. Consequentemente, podemos encontrar p

suficientemente proximo de talquel < p < e 7 suficientemente

1—[loll% 1—[loll%
proximo de 7 tal que 0 < v < 7 verificando
raflua|x <p <
1—lvllx

Além disso pelo Lema A.16 (ver Apendice A)

1 1 1 2
[ 1rwrds < ¢ [ esantyis = ¢ [ exp ( rafu (“_) aa
: : : Tl

1
< C/ exp (pyvy) da.
0

Mas, pelo que ja foi provado, (v,) é uma sequéncia em X com ||v,|x = 1 para
todo n € N, tal que v, = vem X e 0 < [[v]|x < 1. Desde que, 0 < v < 7 e

l<p< estamos sob as hipoteses da proposigao A.15 (ver Apéndice A),

1
1—[vl1%

entdo a sequéncia (exp(yv?)) é limitada em LP(0,1). Assim existe K > 0 tal que

/1 |f(up)|"de < K.
0

Isto é, (f(uy)) € limitada em L7(0,1), para algum r > 1 e proximo de 1 escolhido
anteriormente. Pelo Teorema A.41 (ver Apéncice B), temos que f(u,) — f(u) em
L7(0,1) e como u, — u em L™ (0,1), pela definicio A.40 (ver Apéncice B) e pela

estimativa

/Olﬂun)“ndx—/olf(wudw < f () [l — il + '/Ol(f(un)—f(u))ud:c ,

obtemos que
1

lim f(un)undx:/o f(u)udz. (B.51)

n—oo 0
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Desde que, I}(u,) — 0 em X* e (u,) ¢ limitada em X, entdo por (B.51) temos

A
lim HunH%( = lim ((IA(un) Up) — / \un\q—l—a/ [ | dx—l—/ f(up undq:>
n—oo

n—oo

:——/ |u]‘1—i—a/ |ul d:l:—i—/f Yudx

= [[ullx — (I3 (u), u)

e consequentemente, por (B.46)

Jimn a5 = w3 = (23 (), ) =

O que por (B.47) é uma contradi¢ao. Portanto, Iy(u) =c. m

Observagao B.26 O Lema anterior é vdlido se trocarmos o funcional Iy por I} (

ouly ).

B.2.2 Solucao positiva para o funcional I,
B.2.2.1 Solugao positiva via o Teorema do Passo da Montanha

Proposicao B.27 Suponha que f satisfaz as condigoes (f12), (f22), (f32) € (f5.2)—
(fr2) e a > 0. Entao O problema (B.36) possui pelo menos uma solugdo positiva,

para todo A suficientemente pequeno.

Demonstragao: Analogo ao que foi feito no caso subcritico (Se¢ao B.1) o funcional
I satisfaz as hipoteses do Teorema do Passo da Montanha.

Agora, mostraremos que o funcional Iy satisfaz a condigao (PS), para A > 0
suficientemente pequeno no nivel C definido por Cy = glenrf+ uer;l(%xl ) I} (u), onde

={g € C([0,1],X) ; g¢g(0) =0, g(1) = top1} e ty obtido no Lema B.9.
Inicialmente, note que m[(é)Dl(] I (g(t)) > I (g(0)) = Iy (0) = 0, V g € T'". Logo,
telo,
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m{gx} I (g(t)) > 0, Vg eT'" e consequentemente,
tef0,1

0< inf max I(u)=Cf < occ.
gel't ueg([0,1])
Seguindo os mesmos passos feitos no Lema B.25, obtemos que I} satisfaz a condigao
s
Palais Smale no nivel ¢ < o para todo A > 0.
Qg

T
Agora mostraremos que C < 20 para A > 0 suficientemente pequeno. De fato,
o7y}
defina gj : [0,1] — X dado por gg (t) = t(top1). Segue que gy € ' e além disso,

como g; (t) € Vi, para todo t € [0, 1], temos do Lema B.21 que

I (gd (1) = Lu(gg (1) <n(\) < %«0, Vt € [0,1] e para A suficientemente pequeno.

Portanto, Oy < m[ax] I g(t) < n(\) < 2L, para A suficientemente pequeno.
t€lo,1 Qo

Finalmente, para A > 0 suficientemente pequeno, o Teorema de Passo da Montanha

garante que existe u # 0 em X tal que I} (u) = CY e (I})/(u) = 0, isto é, u é um

ponto critico de I5 e portanto, uma solugao positiva para o problema (B.36). m

B.2.3 Solucao negativa para o funcional [,
B.2.3.1 Solugao negativa via o Teorema do Passo da Montanha

Proposicao B.28 Suponha que f satisfaz as condigoes (f12), (f32), (f32) € (fs52)—
(fr2) e a > 0. Entao o problema (B.36) possui pelo menos uma solug¢io negativa,

para todo \ suficientemente pequeno.

Demonstracao: Analogo ao que foi feito na Proposicao B.27. Para A > 0 sufi-
cientemente pequeno, o Teorema de Passo da Montanha garante que existe u # 0
em X tal que I, (v) = Cy < I (g5) < n(A), para A suficientemente pequena e
(1) (u) = 0, isto é, u é um ponto critico de I, e portanto, uma solu¢do negativa

para o problema (B.36). =
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B.2.4 Solucao via o Teorema de Linking

Proposicao B.29 Se valem (fi12), (f52), (f32) € (fs.2) — (fr2) e suponha A\ < a <
Air1 para algum k € N (k > 1). Entao para A > 0 suficientemente pequeno, o

problema (B.36) possui pelo menos uma solu¢ao nao trivial.

Demonstracao: Vamos obter uma fungao u € X que seja um ponto critico para
o funcional

X —

R
() = Sllullk + / juftdz — / juf?dz — / F(u)dz.

Para isso, utilizaremos o teorema de Linking Teorema A.51 (ver Apéndice B) com
a condigao (P.5)¢, com C) < %«0, para A > 0 suficientemente pequeno.

Para garantirmos a existéncia desse ponto critico (ndo nulo) para o funcional
I, usaremos os Lemas B.19 e B.20 que garantem que o funcional I, satisfaz a
geometria exigida pelo teorema de Linking. Continuaremos a utilizar as mesmas
notagoes da secao B.1, isto é,

X = Vi ® Wy, onde Vi = (p1,..., 1) € W = V;-. Nosso objetivo ¢ obter uma
esfera S, = 0B, N W), e um retangulo Q = (Br N Vi) @ ([0, Rpp41]) tais que:

P

(17) IA‘ <7<a; 0<p<R,
oQ
™
(7i1) sup In(u) < —
uweQ 20(0

Demonstracao da Geometria de Linking

Prova do item (i): Seja « tal que 0 < oy < a < 7, analogamente ao que foi
feito no Lema B.19, existe 8 > 0 e p > 0 tal que I, ; > .

P
Prova do item (ii): A prova é igual ao que foi feito no caso subcritico.

Prova do item (iii): Mostraremos que sob a hipotese (f72), nos temos que

max/y(u) < 2L, para A > 0 suficientemente pequeno. (B.52)
UER Qo
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Para isso, podemos escrever o funcional I, da seguinte forma
! 1, a b, 1
I\(u) = J(u)+ = [ |u|%x, onde J(u)= =||ullx — = [ |u|*de— | F(u)dx.
4 Jo 2 2 Jo 0

. 7
Para provar a nossa afirmagao é suficiente provar que sup J(u) < —. De fato,
’U,EQ Qo
suponha que

Entao

Portanto, para A > 0 suficientemente pequeno, obtemos

A T
0<— 4 < — = J(u),
p sup HuHLq(o,l) 200 sup J (u)

uEQR ueQ
isto é,
A q T
sup I)\(u) S sup J(u) + = sup HUHL‘I(OJ) < 2_7
ueé ue@ q ueé Qo

para A > 0 suficientemente pequeno, o que prova a nossa afirmagao.

Entao iniciamos a prova mostrando que

Seja F := Vi1 = (01,02, ..., @rs1). Como Q C F e F é um subespaco vetorial de

dimensao finita, obtemos que, para todo t > 0 e todo u € Q.

sup J(u) <supJ(u) = sup J (|t|’—1;‘

=) u€F w€F,t£0

): sup J(tu) < sup J(tu). (B.53)

u€F t>0 u€elF,t>0
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Assim,

a

t2 1
Tttu) = 5l - 5#‘/0 |u|2daz—/QF(tu)dx

t2 1
< §||u||§( - / F(tu)dzx, paratodoue€ Fet>0. (B.54)
0

2

t 1

Seja n : [0,4+00) — R, dado por n(t) = 5||u||§( —/ F(tu)dz. Pela hipotese (f7) e
0

do fato que no espaco de dimenao finita IF' as normas sao equivalentes, isto é, existe

C > 0 tal que
C C C
F(tu)de >— [ t"|u"dz = —t"|Ju|}r ) = C—t"[Jul/.. B.55
| Fendr =S [ v = Sl 2 0l (859
Dai
t2 OT r T t2 OT’ r T
00 < Gl - S0l < max (Gl - S ul). (B30
tz 2 CT T 4T
Denotando por ¢(t) := 5||u||X — C—||ul|’xt", agora vamos obter I?%Xg(t)‘ Observe
T >
que,

g'(t) = tllullx — CCllufxt"".

lull %"
CC,

=
Logo, ¢'(t) =0 se, es6 se, t =0 ou t = < ) . Por outro lado,

g"(t) = lullx — CC(r — D)lullxt™.

lullx™

1
—z
, note que
cC, ) q

Entao, para t = (

" ull5" = .
I {(HCH(;( ) } = ullx = (r = Dljullk = [lull%(2 =) < 0 ( pois r > 2).
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2
Logo, g assume maximo global em ¢ = (HZ”C)'( ) . Assim,

lalB 72 lid o Cope (Ml ™2
g{(m s (ke ™l — e A
()" (52)

Logo,

m
Portanto de (B.56) e obtemos que 7(t) < 1o consequentemente

%]

™ ™
< < < —.
ST = 0gplt) S 100 < 50,

Portanto de (B.53) segue-se
sup J(u) < . (B.57)

uE@ Qo
Finalizando a prova do item (7iz).

Observacao B.30 Agora estamos aptos a mostrar que para X > 0 suficientemente

pequeno, o funcional I satisfaz a condicao Palais-Smale no nivel

Cy = }ibnﬁsup Ii(h(u)), onde T ={h e C(Q,X); h=1id em Q}.
€ ueQ
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De fato, de (B.52), temos

s
sup I (u) < o para A > 0 suficientemente pequeno .
uEQ Qo

Assim, para A > 0 suficientemente pequeno

™
1 < —.
g ) < TR < g,

Portanto, pelo Lema B.25 para A > 0 suficientemente pequeno I, satisfaz a condigao

Palais Smale (P.S)¢,, onde Cy = inf sup I (h(u)).
hel o
Logo, tomando A > 0 suficientemente pequeno, pelo Teorema de Linking
com a condi¢do (P.S)¢, (ver Apéndice B, Teorema A.51) obtemos que C) =
inf sup I (h(u)) ¢ um valor critico do funcional I, com C\ > f, isto &, existe
ueé
uy € X solucdo fraca do problema B.36 tal que 0 < 8 < I)(uy). Logo uy é nao

nula, pois 7,(0) =0. =

B.2.5 Demonstracao do Teorema B.24:

Agora mostraremos que u) ¢é distinto dos demais pontos criticos encontrados para
os funcionais Iy e I .

De fato, analogamente como foi feito na prueva do Teorema B.4, segue do Lema
B.21, que para A > 0 suficientemente pequeno, obtemos que 0 < Cy, C5 < n(A) <
£ < C,. Portanto, para A > 0 suficientemente pequeno, o problema B.36 possui

pelo menos trés solugoes nao triviais.
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