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“Nobody ever figures out what life is all about, and it doesn’t matter.
Ezxplore the world. Nearly everything is really interesting if you go into it deeply enough.”
(Richard P. Feynman)






Resumo

O entendimento de sistemas quéanticos fora do equilibrio e, mais especificamente, de
propriedades de suas correntes de energia e spin possui nao s6 um grande interesse tedrico
mas também tecnoldgico. Nesta dissertacdo, deixaremos mais claro a importancia dessa
area ao estudarmos certos modelos que apesar de simples ja apresentam a ocorréncia
de fendmenos interessantes. Estudou-se cadeias unidimensionais de spins do modelo de
Heisenberg e do modelo XXZ com uma estrutura graduada e que estdao acopladas a
reservatorios que tendem a fixar os spins das bordas em determinadas diregoes (“target
polarization”). A retificagao de corrente de spin e de energia e o recém descoberto fendémeno
“one-way street” [1] foram analisados tendo em vista as condigoes necesséarias para seu
surgimento e manutencao. Este tltimo, que consiste na nao alteragao do sentido da
corrente de energia ao invertermos os banhos de lugar, pode inicialmente parecer levar
a uma violacao da segunda lei da termodindmica mas esse nao ¢ o caso pois a corrente
de energia consiste nao apenas de uma contribuicao devido ao calor mas também uma
devido ao trabalho [2-4] 0 que nos leva a um paralelo com o emergente campo de estudo
da termodinamica quantica que também foi discutido brevemente. Em particular, o uso de
simetrias da equacao de Lindblad foi feito na dedugao da existéncia desses fenomenos o que
permitiu que os resultados encontrados fossem independentes do regime de transporte e do
tamanho da cadeia. Além disso, outros fendmenos interessantes ja descritos na literatura
encontrados através dessa abordagem também foram apresentados. Por ultimo, como um
resultado original da autora, com um artigo publicado na EPL (Europhysics Letters), foi
estendida a existéncia do fenémeno one-way street para banhos mais gerais (mas ainda do
tipo “target polarization”) com pares de polarizagdes que incluem diregdes com angulos

arbitrarios de um lado em relagao a uma diregao fixa do outro.

Palavras-chave: sistemas quanticos abertos, equacao de Lindblad, cadeia XXZ, modelo de
Heisenberg, retificacao, fendomeno one-way street, termodindmica quantica, calor quantico,

trabalho quantico.






Abstract

The understanding of non equilibrium quantum systems and, more specifically, of properties
of their energy and spin currents has not only a great theoretical interest but also
a technological one. In this dissertation, we will clarify the importance of this area by
studying certain models that, although simple, already present the occurrence of interesting
phenomena. We studied one-dimensional spin chains from the Heisenberg model and XXZ
model with a graded structure that are coupled with reservoirs that tend to fix the edge
spins in certain directions (target polarization). The rectification of the energy and spin
currents and the recent discovered “one-way street” phenomenon [1] were analyzed in
view of the conditions necessary for its emergence and maintenance. The latter, which
consists in the absence of change of direction of the energy current when the baths are
inverted, can initially seems to lead to a violation of the second law of thermodynamics
but this is not the case because the energy current consists not only of a contribution due
to heat but also one due to work [2-4] this leads us to a parallel with the emergent field
of study of quantum thermodynamics that also was discussed briefly. In particular, the
use of symmetries of the Lindblad equation was made in the deduction of the existence of
those phenomena which allowed that the results found were independent of the transport
regime and the size of the chain. Moreover, other interesting phenomena already described
in the literature found through this approach were also presented. Finally, as an original
result from the author, with a paper published in EPL (Europhysics Letters), the one-way
street phenomenon has been extended to more general baths (but still target polarization)
with pair of polarization that include directions with arbitrary angles on one side relative

to a fixed direction on the other.

Keywords: open quantum systems, Lindblad equation, XXZ chain, Heisenberg model, rec-
tification, one-way street phenomenon, quantum thermodynamics, quantum heat, quantum

work.
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1 Introducao

A ideia de energia é uma das mais fundamentais da ciéncia. Descrever um sistema
a partir de uma grandeza que muda de forma mas é conservada revolucionou a maneira de
explicar fendmenos naturais e facilitou a abordagem na resolucao de problemas. Como
exemplo das diversas formas de energia estudadas temos: potencial, cinética, quimica,

térmica, entre outras.

Com respeito a isso, a teoria termodinamica, que comegou por volta do século XIX,
foi desenvolvida com o foco na descricao de formas de energias como calor e trabalho.
Além disso, ela se preocupa com a relacao entre conceitos como temperatura, pressao,
magnetizacao, volume, entre outros, de um sistema a partir de suas interagdes com um am-
biente e de suas propriedades intrinsecas. A abordagem dessa teoria permitiu entendermos
certos fendomenos em larga escala que resultam de um grande niimero de entidades sem a
necessidade de entender o comportamento de cada uma delas separadamente. Apesar de
isso levar a uma perda de informacao em nivel de detalhes, o escopo da teoria se torna
bastante geral. Como exemplo mais tipico de sistema estudado em termodindmica temos o
de um gés ideal dentro de um reservatério em que geralmente é observado o que ocorre com
as grandezas citadas anteriormente ao deixarmos uma delas fixa. A partir desse exemplo,
podemos ficar convencidos de que a divisao entre sistema de interesse e ambiente é também
um importante aspecto a ser considerado na medida em que a imposicao da fronteira nos
permite entender até que ponto certos fendémenos sido intrinsecos ao sistema e até que
ponto eles dependem de fatores externos. A teoria se mostrou um grande sucesso, nao
s6 em termos tedricos, mas também praticos, pois foi um passo crucial na construcao de
maquinas térmicas a vapor que revolucionaram a forma de trabalho na sociedade e, em

consequéncia, todas as outras esferas sociais.

Apesar disso, alguns fisicos da época resolveram ir além das explicagOes gerais
da termodindmica. Com os trabalhos principalmente de Gibbs, Maxwell e Boltzmann
comecamos a entender melhor as suposi¢oes necessarias a serem feitas sobre a estrutura
microscopica dos sistemas e com isso derivar as leis da termodinamica por principios
probabilisticos. A teoria desenvolvida, denominada mecéanica estatistica, se mostrou de
enorme sucesso, ainda assim ela possui um alcance de aplicagao limitado: s6 é valida para
sistemas em equilibrio, ou seja, que ndo mudam suas propriedades macroscopicas com o

tempo.

Infelizmente, ainda nao existe uma estrutura teérica completa que descreva sistema
fora do equilibrio em termo gerais. Com isso, até hoje ainda sdo estudados fendmenos

particulares com a esperanca de que levem a generalizacdes. Um importante problema em
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relagdo a esses sistemas, é o de derivar a lei fenomenolégica de Fourier (que descreve a
condugao macroscopica de calor) a partir de mecanismos microscopicos e este é um dos
grande problemas em aberto em Fisica na atualidade [5]. Certamente ele sera beneficiado
com o aprofundamento e possivel construcao de uma estrutura tedrica completa para
sistemas fora do equilibrio. O estudo desses sistemas é uma area de pesquisa de muito
interesse na atualidade, nao apenas devido as motivagoes tedricas anteriores, mas também
porque a criacao e aperfeicoamento de diversas tecnologias dependem de fenomenos fora do
equilibrio. Mais importante ainda, com o atual ambiente de miniaturizacao de tecnologias,

a extensao desse estudo para sistemas quanticos se mostra indispensavel.

Brevemente introduzindo, podemos dizer que a mecanica quantica é uma teoria
geral que visa explicar fenomenos em todas as escalas mas que é de maior importancia em
escala muito pequena onde os fendmenos sao distintivos da teoria [6]. Um estado quéntico
é uma entidade matematica que descreve o sistema estudado a partir da qual podemos
calcular a probabilidade de certas varidveis dindmicas (energia, momento, etc...) desse
sistema terem certos valores medidos. A evolugao temporal desses estados é dada pela
equacao de Schrodinger, em que ¥(r,t) representa o estado quéntico do sistema e entre
colchetes temos o operador Hamiltoniano com um potencial V (r,?):

0 —h?

iha\ll(r,t): %VQ—l—V(r,t) W(r, 1) (1.1)

ou mais geralmente pela equacgao de von Neumann se estamos considerando um ensemble
de estados com uma adicional incerteza classica:
dp
th— = |H, 1.2
=[] (12)
em que H ¢ o operador Hamiltoniano e p é o chamado operador densidade do sistema e

descreve os estados quanticos possiveis do ensemble.

Esta teoria é a responsavel pela grande revolugao tecnolégica trazida com o de-
senvolvimento dos computadores e promete ainda mais inovagdes com o conceito de
computadores quanticos, isto é, computadores que fazem uso de fendmenos inteiramente
quanticos (como o emaranhamento quantico, quando é possivel descrever o estado geral
de um sistema composto mas nao o estado de cada ente independente). Mesmo com todo
seu éxito na descricao de uma grande variedade de fendmenos ela ainda possui certas
restricoes. Talvez a restrigao principal da teoria ¢ o fato de ela descrever fendomenos em
que nao ha perda de informacao. Com isso, fendmenos fora do equilibrio nao fazem parte
de seu escopo pois, pela propria defini¢ao, ha perda de informacao do sistema estudado
para o ambiente e assim devemos buscar uma outra abordagem tedrica para descrever tais

fenomenos.

A teoria de sistemas quanticos abertos, ou seja, sistemas quanticos de interesse

acoplados a um ambiente (reservatério), oferece uma estrutura a partir da qual podemos
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estudar sistemas fora do equilibrio em escala quéntica ja que o ultimo pode ser visto
como um caso particular do primeiro. Isso é devido ao fato de que em sistemas fora do
equilibrio estamos interessados em grandezas como correntes (de spin, energia, etc) e para
isso é necessario que tenhamos um gradiente de uma grandeza potencial o que pode ser
realizado através da imposicao de dois ou mais reservatérios interagindo com o sistema.
Por outro lado, o crescente e facilitado uso e manipulacao de atomos frios [7,8] é um dos
principais fatores que ajudam na realizacao de experimentos na escala quantica em que
sao estudados sistemas fora do equilibrio e por isso o entendimento tedrico desses sistemas
esta sendo crucial como guia na escolha de novos experimentos que ja sao permitidos.
Como um exemplo bastante geral de aplicagoes tecnologicas para esses sistemas temos
o desenvolvimento de estrutura analogas aos componentes eletronicos das tecnologias
atuais como diodos, transistores e outros, mas com o uso de correntes de calor ao invés
de corrente de elétrons [9]. Ao estudo e manipulagdo de correntes de calor foi dado o
nome fononica em analogia ao nome eletronica. Em particular, é desejavel que tenhamos
um dispositivo, um diodo térmico [10], em que a corrente de calor possua um sentido
preferencial, isto é, ao invertermos os banhos frio e quente de lugar o fluxo de calor nao
s6 muda de dire¢do mas também de valor. A esse fendmeno damos o nome de retificacao
térmica. Uma das possiveis aplicagoes do uso de diodos térmicos seria, por exemplo, na
reutilizagao da energia perdida em forma de calor nos dispositivos eletronicos atuais ja
que o diodo poderia impedir que ela fosse descartada no ambiente e redirecionaria essa

energia para ser usada de outra forma dentro do préprio dispositivo.

Matematicamente, para descrevermos sistemas quanticos abertos precisamos de
uma estrutura diferente da usada para estudar sistemas fechados, isto é, a equagao de
Schrodinger e sua generalizacao como equacao de Von Neumann nao sdo mais validas. Isso
ocorre por que estas equagoes descrevem evolugoes unitarias dos sistemas o que significa
que nao ha perda de informacao durante a evolugdo, mas para o caso de sistemas abertos a
informacao é perdida para o ambiente (que nao é considerado como de interesse) e devemos
encontrar uma forma de descrever essa perda em termos matematicos. Como ja foi dito,
sistemas quanticos fora do equilibrio sdo um caso particular de sistemas quanticos abertos,
ou seja, sistemas quanticos de interesse acoplados a reservatérios. O estado estacionario de
nao equilibrio (NESS) de alguns desses sistemas ¢ descrito pelo ponto fixo da equagao de

Lindblad que tem a forma geral:
. . 1 1
p(t) = —ilH, p] + - w(Aep AL = S AL Awp — 5 pArA]) (13)
k
em que consideramos h = 1, A, sdo os operadores de Lindblad que descrevem o ambiente
e v sao as fungoes relacionadas ao acoplamento ao ambiente.

Essa equacao descreve evolugoes nao unitarias de sistemas quanticos mas ela nao é
a mais geral possivel. Na realidade, ndo ha ainda uma equacgao geral que descreva todos os

tipos de sistemas quanticos abertos permitidos pela defini¢do. Por isso, ainda sdo necessarias
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certas restri¢oes nos tipos de sistemas analisados. No caso da equacao de Lindblad temos
como premissa principal a condi¢ao de Markov, ou seja, o sistema nao possui “memoria”
e seu estado atual depende apenas do estado anterior (esse conceito é mais complexo
de se entender em termos quéanticos). Os operadores de Lindblad representam a parte
nao unitaria da equacao e fisicamente estao relacionados a decoeréncia ou a presenca de
banhos térmicos ou outros reservatorios que podem, por exemplo, fixar alguma grandeza
do sistema no qual eles estao em contato. Um detalhe importante é o de que a forma dos
operadores de Lindblad dependem de como a equacao foi derivada. A equagao de Lindblad
do tipo “boundary-driven”, isto ¢, com reservatérios na borda que sao os responsaveis
pela origem da dindmica ¢ derivada usando-se o denominado “protocolo de interagoes
repetidas” [11]. Esse protocolo parte de uma forma discreta da equagao e representa um
processo fisico onde hé a evolugao de um acoplamento nao passivo do sistema com o banho.
Essa nao passividade acaba por se tornar importante quando se tenta especificar quais as

contribuiges de energia (trabalho ou calor) do banho ao sistema [2].

Um modelo que apresenta retificagao e que também possui interesse tedrico é o de

cadeia de spin XXZ unidimensional. Nele, o Hamiltoniano é:

-1 N

H =73 la(ofof, +ololyy) + Aofoi |+ hio} (1.4)

i=1 i=1

e representa as interacoes de troca entre primeiros vizinhos com a constante de acoplamento
idéntica para as dire¢coes X e Y e diferente para a direcao Z. Além disso, o tultimo termo
da equacao acima representa a interacao dos spins com um campo magnético externo h;.
A retificacao requer que haja uma certa assimetria no sistema e isso é geralmente feito
colocando uma estrutura graduada no pardmetro A (por exemplo, Aj 5 < Ag3 < Agy <
...). Mas essa condigao nao ¢ suficiente para assegurar a existéncia de retificagdo. Na
realidade, ainda nao se sabe exatamente quais as condigdes necessarias e suficientes para a
ocorréncia de retificagado. O estudo de retificacdo térmica para o caso classico também ja

foi aprofundado e é atualmente de grande interesse [10,12-16].

Para obtermos propriedades gerais do estado estacionario de nao equilibrio podemos
fazer uso de simetrias da equagdo de Lindblad ao invés de resolver analiticamente (ou
numericamente) as equagoes acima [17]. Denotando o lado direito da equagao de Lindblad
como L][p], dizemos que ela é invariante sob uma transformacao unitéria U caso L[UpUT] =
UL[p|UT. Desse modo, Up(t)UT é uma nova solugao da equagio de Lindblad. Caso fique

demonstrado que o estado estacionario de nao equilibrio (NESS) seja tinico, entao obtemos:

pness = UpnessU! (1.5)

esse fato pode levar a diversas conclusoes gerais em relagao aos observaveis do sistema
estudado. Esse uso de simetrias se mostra um atalho bastante util principalmente na

determinacao da existéncia ou nao de retificacdo nos modelos. Um resultado interessante
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obtido com esse método foi o de que na auséncia de campo magnético externo, a corrente
de energia ndo muda se invertermos os banhos de lugar. A esse fenémeno foi dado o nome
fendmeno “one-way street” [1]. Inicialmente, podemos pensar que isso leva a violagdo da
segunda lei da termodindmica, mas é importante ressaltar que esse nao é caso pois a
corrente de energia é composta por um contribuicao em forma de calor e outra em forma de

trabalho [3]. Com isso, voltamos a descrigao termodindmica mas agora em escala quintica.

Essa nova drea de pesquisa, que foi denominada termodindmica quantica, promete
diversas aplicagoes tecnologicas [18] assim como foi o caso para seu andlogo classico.
A presenca do fendmeno inteiramente quantico de emaranhamento é um fator extra
que diferencia os fenémenos classicos dos quanticos, abrindo a oportunidade de sua
exploracao na construcao de méaquinas térmicas quanticas. Na realidade, a relagao entre
termodindmica e informagao na escala quantica ja esta sendo estudada com um exemplo
muito importante de trabalho [19-23] em que uma aparente violagdo da segunda lei da
termodinamica foi resolvida ao se mostrar a transformacao de entropia em um quantificador

de emaranhamento.

Tendo em vista as motivagoes apresentadas acima, neste trabalho visamos investigar
melhor o fendmeno one-way street e o uso de simetrias em sistemas quanticos abertos.
Estaremos interessados em cadeias de spin unidimensionais com uma estrutura graduada,
com presenca ou nao de campo magnético externo e com reservatorios atuando nas
bordas do tipo “target polarization”, ou seja, reservatérios que tentam fixar os spins
da borda em certa diregao a partir de interagao com ele. A definicdo e entendimento
de todos esses conceitos ficardo claros no desenvolvimento deste trabalho. O restante
da dissertacao esta organizada da seguinte forma: no capitulo 2 explicamos os conceitos
relacionados a sistemas quanticos abertos que serao necessarios no resto do trabalho,
além de apresentarmos os modelos de cadeias de spin a serem estudados, os modelos
de Heisenberg e XXZ. No capitulo 3 é dado énfase ao fendmeno de retificacdo térmica
e one-way street além de também ser explicitado o papel fundamental de se dividir a
corrente de energia em contribuicoes de calor e trabalho. No capitulo 4 sao apresentados
diversos resultados interessantes da literatura que foram encontrados usando-se simetrias
da equacao de Lindblad. Ja no capitulo 5 temos a generalizacao do fendmeno one-way
street para varios outros banhos do tipo “target-polarization” o que resultou na publicagao
de um artigo na EPL (Europhysics Letters) que estd anexado no final dessa dissertagao.
Por fim, no capitulo 6 sao apresentadas as conclusoes obtidas assim como sugestoes de
futuras pesquisas que poderao se beneficiar dos resultados obtidos no presente trabalho.
Uma forma de se chegar na equacao de Lindblad é apresentada no apéndice A com uso do

chamado protocolo de interagoes repetidas.
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2 Sistemas Quanticos Abertos

A definicao de sistemas quénticos abertos é direta e abrangente: sao sistemas
quanticos de interesse acoplados a um outro, denominado ambiente, em que a interacao
entre eles é significativa, mas a descricao deste ultimo ¢é feita apenas de forma efetiva.
Por ter uma definicao tao geral, a abordagem para se estudar a dindmica desses sistemas
pode ser bem diferente dependendo da area de interesse [24] (éptica, informagao quéntica,
matéria condensada, etc.). A partir dessa generalidade também ja podemos concluir a
importancia do seu estudo mas, na realidade, esse estudo é ainda mais relevante por estar

relacionado a questoes de natureza fundamental para a mecanica quantica.

Geralmente, o que estabelecemos como ambiente é um reservatorio (banho) térmico
ou magnético que pode ter um nimero finito ou infinito de graus de liberdade. Entretanto,
devido a complexidade e ao tamanho dos banhos normalmente usados, o objetivo principal
da teoria de sistemas quanticos abertos se torna o de encontrar uma descricao também
efetiva da dinamica, ou seja, da matriz densidade do sistema de interesse e de seus
observaveis, ja que uma descricdo exata seria muito dificil ou até impossivel. Neste
trabalho, focaremos em observaveis relacionados a fendmenos de transporte quantico como

correntes de energia (separadas em calor e trabalho) e correntes de magnetizagao.

O sistema como um todo ¢é considerado fechado e portanto evolui unitariamente.
Na Figura 1 representamos essa situagao. No caso de termos um sistema total de dimensao
finita, podemos escrever o Hamiltoniano total H como uma soma dos Hamiltonianos
desacoplados do sistema de interesse Hg, do ambiente H4 e mais um termo de interacao

H[I
H=Hs®14+1s® Hy + H; (2.1)

Fechado

Figura 1 — Divisao entre sistema de interesse S e ambiente A em que a interacdo entre eles
esta representada pela seta azul e explicitamos que o sistema como um todo é
considerado fechado.
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Podemos também escrever a matriz densidade total inicial como o produto tensorial
entre a do sistema e a do ambiente caso consideremos que correlagoes iniciais entre eles

nao existam. Com isso, usando os mesmos subscritos:

p(0) = ps(0) ® pa(0) (2.2)
e o estado evoluido apds um tempo ¢ sera entao dado por:

p(t) = Up(0)U" (2.3)

em que U = e~ ¢ 0 operador unitario de evolucdo temporal e estaremos considerando
h = 1. Caso queiramos apenas informacao sobre o estado do sistema, nés somamos sobre

os graus de liberdade do ambiente e isso é feito através do trago parcial:

ps(t) = tra[U(ps(0) ® pa(0))UT] (2.4)

em que pg(t) é chamada matriz densidade reduzida do sistema. O objetivo entao se
torna encontrar uma equacgao de movimento que simbolize essa evolucao. Na maioria dos
casos, uma descri¢ao precisa dessa evolucao é impossivel e portanto sao feitas diversas
aproximacoes até se chegar numa equagao de movimento que seja satisfatoria o suficiente

dependendo do propdésito em vista.

Na pratica, todo sistema quantico é aberto e sua descricao com o uso da equacgao
de Schrodinger sera sempre uma idealizagdao. Este é o caso ndo apenas por que é impossivel
termos um total isolamento dos sistemas mas, mais importante ainda, é devido ao fato de
que a prépria descricao da evolugao do sistema que esta sendo estudado requer que sejam
feitas medic¢oes nele e isso é um processo exterior que inevitavelmente afeta seu estado
quantico. Com isso, percebemos que entender melhor esses sistemas pode nos ajudar a
esclarecer questoes envolvendo o “Problema da Medi¢ao”, ou seja, como o “colapso” da
funcao de onde ocorre ao ser feita uma medicao e, sem duividas, este é um dos problemas
mais elementares de mecanica quantica ainda sem resposta satisfatéria. Outra area de
pesquisa que é elementar e serd beneficiada com um melhor entendimento desses sistemas
¢é a da transi¢do entre o mundo classico e o quantico. Isso é verdadeiro porque a descri¢ao
idealizada através da equacao de Schrodinger se torna rapidamente ineficiente com a

expansao do sistema.

Para esclarecer melhor o que queremos dizer com medigao, explicitamos o efeito da
mediagao de um observavel A no estado do sistema num dado instante:

o PA<E)paPA(E)
P i (Pa(E)paPa(E))

(2.5)

em que pg denota o estado depois da medida, p, denota o estado antes e P4(E) é um
operador de medida projetiva do observavel A onde E é o conjunto de Borel (aqueles em

que podemos associar uma medida nos reais) em que a medicao de fato foi encontrada.
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Isso é um postulado da teoria que indica que além da medida mudar o estado do sistema,
essa mudanca ocorre de forma probabilistica o que torna o problema de descrever seus

efeitos ainda mais dificil.

Além do interesse tedrico discutido acima, esses sistemas possuem ainda uma
grande e diversa possibilidade de uso na criagdo de novas tecnologias. Como exemplo mais
significativo, podemos citar o do possivel uso na resolu¢ao do problema da decoeréncia na
construcao de computadores quanticos. Devido ao fato ja mencionado de que é impossivel
isolar por completo um sistema quantico, estados quanticos fabricados com o intuito de
serem feitas operagoes logicas com eles possuem um tempo de vida tao curto que se torna
invidvel que essas operacgoes sejam feitas de forma ou numa quantidade significativa. E
provavel que, modelando melhor o ambiente e sua interagao com o sistema, estaremos
mais aptos a combater a decoeréncia causada pelo ambiente no sentido de fazer com que

ela seja reduzida e se torne controlavel.

Finalmente, h& ainda outros dois problemas que estao relacionados entre si, de
interesse também fundamental em fisica que podem ser beneficiados pelo estudo de sistemas
quanticos abertos. O primeiro é o da deducao da equacgao de Fourier e suas condigoes
de aplicabilidade a partir de uma descrigao microscopica do sistema, e o segundo é o do
estabelecimento de um “framework” universal para descrevermos sistemas quanticos e
classicos fora do equilibrio, assim como temos um muito bem estabelecido (em termos de
ensembles ou equivalentes), com postulados e leis, para o caso de sistemas em equilibrio.
Resolver esses problemas poderd avancar nosso conhecimento em Fisica de uma forma
comparavel ao da revolucao trazida pelo estabelecimento da mecanica estatistica de
equilibrio como uma area de conhecimento por si, elevando a mecéanica estatistica fora do

equilibrio ao mesmo status.

2.1 Equacao de Lindblad

Uma das formas de classificarmos um sistema quantico é em relacao a quanto de
efeito sua “memoria” possui no seu presente estado. Classicamente, dizemos que sistemas
onde esse efeito é de curto alcance sao markovianos e onde o contrario ocorre, nao-
markovianos. Infelizmente, em mecanica quantica, definir fisicamente e em consequéncia
matematicamente conceitos similares nao é uma tarefa tao direta como pode-se inicialmente
pensar. E a jd citada perturbagdo causada por medi¢des um dos motivos que torna nossa
tarefa mais complicada. Podemos resumir essa dificuldade na seguinte frase: “Em mecanica
quantica, auséncia de medicdo nao é equivalente a uma medi¢cao onde nao se sabe o
resultado”. Como consequéncia, ha varias defini¢oes de processos markovianos quanticos

sendo usadas e abaixo apresentarei a mais aceita delas.

A equacdo de Lindblad é a mais geral possivel para a descricao de sistemas quanticos
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abertos markovianos. Nesse caso, o que ¢ entendido por sistemas markovianos é que as
correlagoes quanticas, ou seja, relagoes estatisticas lineares entre observaveis ou estados
(por exemplo, emaranhamento) vivem por um periodo de tempo curto o suficiente. Isso
pode ser realizado de varias formas e na préxima sessao serd apresentado uma delas. De
qualquer modo, a equagao para o qual seremos levados é a chamada equacado de Lindblad

que é:

DS it 1), ps(0)] + S (VelonsVi0) - S04 os(0}) 20

em que 7y, > 0 sdo as denominadas constantes de decaimento, Vi(t) sdo os chamados
operadores de Lindblad, ps(t) é a matriz densidade reduzida do sistema, Hg(t) é o
Hamiltoniano do sistema, e estamos considerado unidades em que A = 1. Através de
exemplos nos proximos capitulos entenderemos melhor o papel dessas quantidades e como

modeléd-las dado um sistema fisico.

Assim, vemos que a equacao de Lindblad é a equagao de Von Neumann para a
evolugao unitaria de matrizes densidades mas com um termo adicional que é comumente
chamado de dissipador. Este termo, em palavras gerais, modela o decaimento de correlagoes
entre sistema e ambiente com o passar do tempo. No estudo de sistemas quanticos fora do
equilibrio, que é o foco deste trabalho, o mais interessante é sabermos a forma de pg(t)
no limite de ¢ tendendo a infinito onde as propriedades macroscépicas do sistema nao
variam mais (estaciondrio) mas ainda podem existir correntes nao nulas (nao equilibrio).
A existéncia e unicidade desse estado, denominado “estado estacionario de nao equilibrio”
e simbolizado por pygss ¢ algo que deve ser entendido em detalhes para cada tipo de

sistema considerado.

Ainda que nao precisemos da forma explicita do estado estacionario para as
consideragoes dos proximos capitulos, vamos mostrar brevemente como podemos calculé-lo.
Se escrevermos o lado direito da equacao de Lindblad como L[p] o estado estaciondrio de

nao equilibrio satisfaz:
Llpness| =0 (2.7)

e assim queremos determinar o nicleo do operador L. Isso pode ser feito através de um
processo chamado “vectorization”, em que sao empilhadas as colunas de uma matriz tal

que seja formado um vetor da seguinte forma:

a1
11 Qa2 21
vec = (2.8)
(21 Qa22 Q12
22

Pode ser demonstrado que para matrizes quadradas A, B, C' quaisquer temos:

vec(ABC) = (CT @ A)vecB (2.9)
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em que o produto tensorial de matrizes é dado por:

an B GlQB)

(2.10)
CLQlB a22B

A@B:<

Cada termo da equagao de Lindblad pode ser transformado de uma das seguintes

trés formas:
vec(ApC) = CT ® Avec(p)
vec(Ap) = vec(Apl) = I @ Avec(p) (2.11)
vec(pA) = vec(IpA) = AT ® Tvec(p)

logo, a equagao fica:

dvec(p)

o = erc(p) (212)

e o problema de encontrar o estado estacionario se torna:
Wwec(pnpss) =0 (2.13)

em que W ¢é simplesmente uma matriz, isto ¢, um problema conceptualmente simples
de algebra linear. Computacionalmente, entretanto, devido a natureza exponencial da
complexidade de sistemas quanticos o problema se torna rapidamente impraticavel de ser

resolvido nos computadores atuais, requerendo simplificacoes.

Como ultima observagao, é importante deixarmos claro que no cenario de todos os
sistemas quénticos abertos possiveis (markovianos ou ndo, entre outras classificagoes) a
equagao de Lindblad possui um escopo de aplicagao limitado e que encontrar uma equagao
que seja, de fato, geral na descricao desses sistemas é um dos grande problemas em abertos

na area [25].

2.1.1 Protocolo de interacdes repetidas

Ha diversas formas de deduzirmos a equacgao de Lindblad dada a condicdo de
sistemas markovianos apresentada na secao anterior. Por exemplo, podemos traduzir
essa condi¢ao em termos de operadores quanticos e termos uma deducao inteiramente
matematica com o uso de mapas completamente positivos ou ainda podemos ter uma
dedugado microscopica com suposicoes fisicas mas que é perturbativa. Uma deducao que é
fisica mas que nao é perturbativa é dada pelo chamado “Protocolo de Intera¢oes Repetidas”.
Ainda que esse protocolo também necessite de certas aproximagoes, ha duas principais
vantagens nessa abordagem. A primeira é que nao requer conceitos muito intricados para
entender seu processo (no caso inteiramente mateméatico precisarfamos de um pouco mais
de esforgo nesse sentido) e em segundo lugar, e talvez mais importante, é que ele é realizavel

experimentalmente. A equagao de Lindblad deduzida dessa forma é comumente chamada
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de “boundary-drive”, ou seja, dirigida pelas bordas, e com a descricdo do protocolo a

seguir ficara mais claro o porqué deste nome ser adequado.

Tendo em vista os tipos de sistemas que estaremos interessados nessa dissertacdo, o
protocolo consistird no seguinte processo: consideraremos um sistema quantico Hg acoplado
a dois banhos H; e Hp e intervalos de tempos de medida 7. Inicialmente, no tempo ¢ = 0

e no comecgo de cada intervalo, o sistema estara desacoplado dos banhos:

p(0) = ps(0) @ pa(0) (2.14)

dai, acoplamos os banhos e deixamos tudo evoluir por um tempo 7. Apds isso, tomamos
o trago parcial sobre os banhos e acoplamos o sistema novamente a dois novos banhos
até o final do segundo intervalo de tempo. Repetimos esse procedimento indefinidamente.
No final, tomamos o limite 7 — 0. Em outras palavras, deixamos o sistema interagir com
o banho num intervalo curto de tempo, descartamos o banho usado e introduzimos um
novo para interagir com o sistema no mesmo intervalo de tempo, fazendo esse processo
indefinidamente. Percebemos que a condi¢ao de Markov é realizada quando descartamos
os banhos e fazemos o limite de intervalo de tempo tendendo a zero e portanto é como se a
memoria do sistema fosse atualizada a cada iteracao. No apéndice A estao feitas as contas

de forma detalhada para a deducao da equacao de Lindblad segundo este protocolo.

2.2 Heisenberg Graded

Além do hamiltoniano da cadeia XXZ, também é de grande interesse tedrico o
estudo do Hamiltoniano do modelo de Heisenberg isotrépico (XXX). No capitulo 5 veremos
mais de uma situacao onde ele serda usado. O Hamiltoniano para o caso “graded” ¢ dado

abaixo:
—1

H =) ay(070741 + 0ol + 0i0iiy) (2.15)
k=1

2.2.1 Corrente de Energia

As correntes sao as quantidades de maior interesse quando estamos estudando
fendmenos de transporte em sistemas fora do equilibrio. Abaixo, vamos deduzir por
primeiros principios uma forma fechada para o operador corrente de energia do modelo de

Heisenberg graduado e na proxima subsecao sera feito o mesmo para a corrente de spin.

Escrevemos:
N-1
H = Z €k, k+1 (2.16)
k=1
em que:
_ T T y_ Yy z __z
€kl = (0K} + 0)0% 1y + 05054 (2.17)

representa a energia da interagao entre o spin k e k + 1.
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Definimos, pela equagao de continuidade, o fluxo de energia JZ do spin k para o
spin k + 1:

d
dt<€k ki) = (JE) = (Ji) (2.18)
calculando:
d d d
E<€i’i+1> = %(Tr(p@i,ﬁl)) =Tr <E(p6i,i+l)> (2.19)

Como estamos interessados no fluxo no estado estacionario basta que o calculemos
para um spin no meio da cadeia pois nessa situagao o fluxo local em cada spin é o mesmo.

Com isso, para 1 <17 < N temos:

d .
E<€i7i+1> = —iI'r [H, ,0]61'71'-1—1)

(
= —iT’r(Hpei iv1 — pHe;, i+1)
= —Ir [,0(6Z iv1H — He; z+1)}

. ) 2.20
— —iTr(pleis, H]) = i{[H, e551]) (2.20)
N-1
= ZQZ (0} 0y + oo+ 0R0TL),
k=1

ai(ofoiy, + ool +oioi)])

em que foi usada a equagao de Lindblad para substituir a derivada e nao consideramos o
dissipador ja que ele atua nas bordas, e na terceira igualdade foi usado o fato de o trago

ser invariante por permutacoes ciclicas.

Quando k # 7 — 1,7 ou ¢ + 1 o comutador é nulo, assim:

d )
£<€m’+1> = Z([Ei—l,z‘, 6i,z‘+1] + [€i,i+1, 6i,i+1] + [6i+1,i+27 6i,i+1]> (2.21)
= i([€i—1,, €iit1] — {[€iit1, €it1,i42])
Logo, pela defini¢ao teremos:
(JF) = ileirs €111]) (2.22)
para 1 < < N.
Calculando:
JEY =illai_1 (07 0 + 0! 0! + 07 07),
(E) = iflass(07 107 + ot 10! + 07 107) -

O[Z(O’ Jz—i—l + U’L U’L-I—l + Uz z+1)]>
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dail:
<JE> {10 (0, 107070741 + 0710 Ufgfﬂ
o 070707, + O-i—lo-yo-xo-zx—i-l +ol 0ol
+Uz—1afaizoiz+1 + 071070705 +0;_0; Jololy
o7 00l 0 —of of0iof, — o _jofolol (2.24)
—07 070700, —of qolofol — ol jololal,
—o; 0fojol — o 100,041 — ol j0;0]07,,
—o; 1UZUZUf+1)>
Usando:
o'oY = —oY0" = io”
0Yc% = —o%0? =io” (2.25)
O_zo_:c — —O'xO'Z — iO’y
obtemos:
(JP) =i oulio} ool —iol jolof,
—i0]_10;074 + 10710707 +io] 0707,
—i0}_1070¢ 1 — Z‘U%ngizaﬁrl + wf—ﬂ?“ﬁul (2.26)
+io} oiol —io] 070}, —iof j0)07 4
+io}_ 0707, )
(JF) = airoi(—=o} 070l + 07 10]0f,,
+oi_y0} Oit1 — U?—lafafﬂ _057105”0211
+oi 070l + ol oiol, —oi0loly, (2.27)
—07 10708 + ol 070l + o) 0]07,
—Uiy—l‘ffaiiﬁ
Logo:
(IF) = 20,104{07 1007,y + 0¥ 1070,
+Uiz—1ai"caéy+1 - Uz‘x—laizaiyﬂ (2.28)

Y T __z z Yy _x
—0;-10;0;41 — 0,_10; 0i+1>

¢ a corrente de energia do modelo.

2.2.2 Corrente de Spin

Como a interagao de troca entre spins vizinhos afeta a direcdo desses spins de

forma a eles estarem no mesmo sentido ou contrario ao de seus vizinhos, em um certo
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instante, é como se tivéssemos “ondas de spins” acontecendo em varias dire¢oes e o efeito

geral delas é dado pela quantidade denominada corrente de spin.

Vamos considerar um spin no meio da cadeia: 1 < i < N. A equacdo abaixo define

o fluxo de magnetizagdo médio do spin i para o spin i + 1 denotado JM:

d
zZ\ __ M M

%(0& = (JiZ1) — (i) (2.29)

Novamente, como estaremos interessados no fluxo no estado estacionario, onde o fluxo em

cada spin é o mesmo, basta que o calculemos para um spin no meio da cadeia. Calculando

o lado esquerdo obtemos:

d O'Z'~z d P dp P . z z
O o) =1 (%) = ~iTe (oD + THDGD) (230
em que o ultimo termo é nulo. Assim:
d z . z
%<Uz’> = —iTr([H, plo;)

— —iTrlplot H — Ho?)]
= —iTr(plo?, H) 230
= i([H, o7])
N-1
= Z([Z ak(agalfﬂ + UIZUIZ-;-l + UZUZH)’ o;])
k=1
Quando k # 7,7 — 1 o comutador ¢ nulo e assim sobram os termos:
d .
407) = i (07107 + 0¥ 10Y + 07107, 07) .
taillofofy, +ololy toioiy, 0]}
dai:
d z - i xr __z Yy Yy __z z z _Z
£<‘7¢> = i{ai-1(0i_1070] + 0]_10]0] + 07 1070;
ot \0taT — oV 0tY, — oF 0707 (2,33
+ai(ojolofy, +oiojoly +oiololy,
—0;0707 — 0j0lo}y — 0]0707 )}
Usando 2.25 obtemos:
d . . .
£<05> = i{ai—1(—ioi_ 0] +io} 0]
—io;_,0] +i0{_107) (2.34)

sy -z y
‘o (—iofof, +iol o),

T c x Yy
—10;0;41 +10; Uz’+1>}
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e assim:

—(07) = O‘i—1<0f—1‘7§/ - ‘7%10?

dt "
+oi 0] — 0] 107) (2.35)
y x Y
—a;(—0joi +ojol,

Y _x T Y
—0;0,11 +0; Uz’+1>

Logo, pela definigao de (JM) da equagao 2.29 teremos:

(J") = 20i(0falyy — oloyyy) (2.36)

2.3 Cadeia XXZ Graded

O estudo de cadeias de spin unidimensionais, isto é, spins arranjados em uma
linha interagindo entre si por interacao de troca, ¢ um dos protétipos mais usados para se
entender sistemas quanticos abertos devido a sua relativa simplicidade. O Hamiltoniano

mais geral possivel para essas cadeias seria:

N-1 N
H = Z {Odi’i+10f0'f+l + 6171’4_10?0? + A@Hlafafﬂ} + Z BZO'ZZ (237)

i=1 =1
em que o representam as matrizes de Pauli para entes de spin %, a, 3,A sdo as constantes
que dao a intensidade da interacao de troca e B; é o campo magnético. Vemos que
estamos considerando que a interagao de troca pode ter intensidades diferentes para cada
par de spins e ainda que elas ndo sao necessariamente iguais nas trés dire¢oes espaciais.
Outra observagao ¢ que também permitimos a presenca de um campo magnético externo
interagindo com os spins da cadeia. Nos capitulos 3 e 4 apresentaremos algumas situacoes
em que a presenga ou auséncia do campo afeta de forma significativa o comportamento

qualitativo do sistema.

Entretanto, o modelo de cadeia de spin que é mais utilizado é o famoso modelo
XXZ. Isso ocorre por que sua homogeneidade quanto as interagdes de troca o torna um
modelo simples de ser estudado mas ao mesmo tempo a anisotropia introduzida no eixo Z

acaba por o tornar interessante o suficiente. Seu Hamiltoniano é:

N-1
H = Z {a(aialzsﬂ + UZUZH) + AU;U;H} (2.38)
k=1

Para os fendmenos que serao estudados nos préximos capitulos, s6 é interessante

considerarmos o caso “graded”, ou seja, ha uma inomogeneidade em A e além disso, ela é

gradual:
N-1

H = Z {Oé(alfalfﬂ + UzUiZH) + AW;U;H} (2.39)
k=1
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por exemplo, podemos fazer A; < A, < ... ou o inverso. Apesar de parecer um modelo
muito restrito e até artificial (que s6 poderia ser criado em laboratério), sistemas que
podem ser modelados dessa forma sao abundantes na natureza e ja foram feitos estudos
dedicados a estudar suas propriedades com focos em diversas areas do conhecimento [26]
além de ja ter sido construido um retificador térmico (capitulo 3) com uma estrutura
graduada [27]. Sua utilidade serd também reforcada com os fenémenos estudados nos

préximos capitulos.

2.4 Dissipadores do tipo Target Polarization

Neste trabalho, devido ao nosso foco em fendmenos de transporte quantico, estare-
mos interessados somente em dissipadores (banhos térmicos) que atuam nas bordas das
cadeias (“boundary driven”). Mais especificamente, os dissipadores considerados serao
ainda os chamados “target polarization”, e isso significa que a interacao deles com a cadeia
é realizada como se eles fossem spin extras nas bordas que tentarao induzir os tultimos
spins da cadeia na mesma direcao. Na Figura 2 temos um exemplo deste tipo de banho.
Matematicamente, isto é realizado através de operadores da seguinte forma:

o% +i0?
Ky = 7(1if)<—12 1)

o% Tio¥
Kf=\/~v(1Ff) (N#N)

(2.40)

nesse caso estamos tentando fixar os spins das bordas direita e esquerda nas direcoes Z
positiva e Z negativa, respectivamente. A constante v > 0 nos da a for¢a do acoplamento,
e a constante f € [0, 1] chamada “driving-strenght” nos da em que sentido os spins tendem
a se alinhar. Nos proximos capitulos encontramos diversos outros exemplos de dissipadores
desse tipo. A deducao dessa expressao para o dissipador é também realizada através do

uso do protocolo de interagoes repetidas e estd no Apéndice A.

Figura 2 — Banhos do tipo “target polarization”. Em particular estamos representando
banhos que tendem a polarizar os spins da borda em sentidos contrarios na
mesma dire¢ao (digamos Z).
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3 Retificacdo e fendmeno One-Way Street

E dito que uma corrente apresenta retificagao quando a sua intensidade depende
do seu sentido. Seja J uma corrente e f um parametro que muda de sinal para a corrente
no sentido contrario. Uma das formas de quantificar a retificacdo é usando a grandeza

abaixo:

(3.1)

denominada coeficiente de retificacao.

Essa grandeza é apropriada porque quando hé retificacdo, ou seja, J(—f) # —J(f),
ela é ndo nula e quando nao ha retificacao ela é nula. Mas é importante ressaltar que ha
outras maneiras igualmente validas de quantificar a retificacdo em um sistema [28]. Na
figura 3 mostramos esquematicamente o fendmeno de retificacdo da corrente de energia

para os sistemas em que estamos interessado.

O fenomeno da retificagdo térmica, ou seja, quando a corrente considerada é a de
calor é de grande interesse atual devido & possibilidade de criagdo de diodos térmicos [10].
A criacdo de analogos térmicos para componentes elétricos é uma area de pesquisa bastante

ativa, denominada fonoénica [9], e com promessas de reducao do gasto de energia futura.

3.1 Retificacdo de corrente de energia e magnetizacao

Obviamente, uma das condigdes necessarias para se ter o fenomeno da retificacao é
que seu sistema seja assimétrico, mas essa condicao nao é suficiente. No caso de sistemas
classicos, por exemplo, é necessario ainda que as interagoes consideradas sejam anarmoénicas
[15]. Para o caso quantico, foram feitas analogias em que o modelo X X ¢é considerado
harmonico por s6 conter termos quadraticos em seu Hamiltoniano, enquanto X XZ é
considerado anarmonico por ter termos quarticos e foi, de fato, encontrado que a retificagao
de energia s6 ocorre no segundo caso. Entretanto, essa analogia nao ¢ completamente
valida ja que também ha retificagdo em modelos quadraticos simples, como o modelo

quéantico de Ising, desde que haja interacao entre o primeiro e o tltimo spin [29].

Vamos focar nossa andlise no estudo de cadeias X XZ. A partir dos estudos ja
feitos para essas cadeias, foi deduzido que além da estrutura interna da cadeia e da dos
banhos, a presenca ou auséncia de um campo magnético externo e também sua natureza
afeta a existéncia de retificacdo. Além disso, afeta diferentemente para o fluxo de energia e

magnetizacao.
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Figura 3 — Retificacdo da corrente de energia. Os banhos frios (C) e quentes (H) estao
acoplados nas bordas da cadeia de spins (esferas azuis). A largura das setas
representa a magnitude do fluxo de energia para as cadeias correspondentes e
o gradiente em azul representa a assimetria gradual da cadeia.

3.2 Simetrias da equacdo de Lindblad

Uma maneira de encontrar propriedades das correntes é com o uso de simetrias da

equagao de Lindblad [17]. Considerando novamente essa equagao:

d ) 1 1
= —ilH, g+ 3w (AwpA = AL Awp = SpAcA]) (3.2)
k

onde consideramos h = 1. Nesse caso os dissipadores de Lindblad sdao dados por A e as

fungoes relacionadas ao acoplamento ao ambiente por ;.

Denotando o lado direito como L[p], dizemos que a equagao é invariante sob uma
transformacdo linear unitéria U se UL[p|UT = L[UpU"] e com isso teremos que p = UpUT
¢ uma nova solucao da equagao de Lindblad. Caso a solucao para o estado estaciondrio

seja unica, as duas solugoes vao convergir para tempos longos e poderemos escrever:

pness = UpnpssU! (3.3)

Além disso, o valor médio de grandezas calculadas no estado estacionario também tera
certas propriedades. Pela equacdo anterior podemos representar o valor médio de uma
grandeza G desse sistema como (G) = Tr(GUpngpssUT) no estado estacionario, e usando

o fato de que o trago ¢ ciclico obtemos:

(GY = Tr(GUpngssU') = Tr(U'GUpyEgss) = (UTGU) (3.4)

Em particular, se G muda de sinal sob a agao do operador unitario, entao:
(G) =(U'GU) = (G) = —(G) = (G) =0 (3.5)
No préximo capitulo mostraremos o uso dessa propriedade para concluir que em cadeias

XXZ homogéneas a média da corrente de energia ¢ nula.

Podemos também fazer o uso de um operador unitario tal que sejam mudados certos

parametros desejados na equacao de Lindblad. Com isso, pygss com 0s novos parametros
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é 0 mesmo que pypss com os pardmetros originais mas transformada por U (UpUT). Nesse
caso, usando a equagao 3.4 podemos escrever para o valor médio de grandezas no estado

estacionéario:

(G = (UTGU),, (3.6)

onde “nv” significa novos parametros e “vp” significa velhos parametros. E essa mudanca
de rotulo ocorre por que as matrizes densidades para as quais as médias sao tomadas sobre

sao solugbes da eq. de Lindblad com significados (parametros) diferentes.

Na secao seguinte vamos descrever um fenémeno interessante que foi descoberto
(com o uso de simetrias) ocorrer em cadeias de spin XXZ graded com certos pares de
banhos especificos [1]. No capitulo 5, vamos generalizar esse fenémeno para outros pares de
banhos usando simetrias da equacao de Lindblad mas com a posi¢ao relativa dos banhos

na cadeia como o tnico parametro que muda.

O que as simetrias fazem em esséncia é anular certas func¢oes de correlacio entre
membros da matriz densidade o que em consequéncia restringe a forma dos observaveis e
da prépria matriz densidade. Uma importante observacao a ser feita é a de que, devido
a sua generalidade, ao estudarmos sistemas em termos dessas simetrias, os resultados

encontrados nao dependem nem do tamanho da cadeia e nem do regime de transporte.

3.3 Fenomeno One-way street para a corrente de energia

Vamos estudar neste capitulo o Hamiltoniano da cadeia XXZ graded com um
campo homogéneo na diregao z:
N-1 N
H =73 {a(ofol, +ololiy) + Dignofoi, ) + Y Biof (3.7)
i=1 i=1
em que B; representa o campo magnético em cada spin. Essa cadeia serd estudada no
contexto em que ela esta entre dois banhos magnéticos de tal forma que no estado estado
estacionario tenha a possibilidade de haver correntes nao nulas de energia e magnetizacao
no sistema. Modelamos o efeito do banho no sistema a partir da parte dissipadora da
equacao de Lindblad D(p):

% — ilH, )+ D(o) (338)
em que:
D(p) = Dr(p) + Dr(p) (3.9)

representado os banhos da direita e esquerda. Em detalhes:

1
DL,R([)) - Z LspLi - i{LlLsa p} (310)

s=+
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Primeiramente, vamos considerar que os banhos tendem a fixar os spins da bordas

na dire¢cao Z nos sentidos positivos e negativos. Para o caso de Dj, temos:

Ly = ,/%(1 + f1)ok (3.11)

em que os operadores de criacdo e aniquilagdo sdo na dire¢do Z. Similarmente, para Dy
teremos a mesma expressao mas com fr no lugar de f; e o3 no lugar de of. A deducio

dessas formas para os dissipadores sao feitas no apéndice A.

Com o uso de simetrias da equacao de Lindblad, vamos deduzir propriedades gerais
das correntes de energia e magnetizacao. Mais especificamente, vamos descobrir que a
corrente de magnetizacao nao ¢ retificada e a corrente de energia tera uma direcao preferen-
cial, isto é, ela nao dependera da posicao dos banhos no final da cadeia. Denominaremos

esse fendmeno de “one-way street”. Na figura 4 abaixo ilustramos esse fenémeno.

B
R

e 02

Figura 4 — Fenomeno one-way street. Diferentemente da figura anterior, nesse caso a
mesma seta representa o fluxo de energia para as duas configuracoes da cadeia,
isto é, o fluxo nao muda nem de sentido nem de magnitude ao invertermos os
banhos.

A deducao da forma da corrente de spin e da de energia é andloga para o caso do
modelo de Heisenberg (XXX) feita no capitulo anterior. As formas finais do valor médio

delas estao dadas abaixo.

Corrente de spin:

(J5) = 2a(0ofod ) +ofof,y) (3.12)

Corrente de energia:

(Ej) = (F}*7) + (F7)
= 20010041 — 0;_10;0;,4)
+Aj1(0540505, —0;4050,,4) (3.13)
+ 84100100141 = 05_10;0541))

1 .
+ §Bj<Jj_1 + Jj>

em que ela foi dividida em duas partes: na primeira ha a contribuicdo apenas devido as

interagoes da cadeia, e na segunda apenas a do campo magnético.
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E importante notar que o caso em que temos os banhos tendendo a alinhar os spins
nas bordas na dire¢ao Z no sentido positivo e negativo, ja sabemos que essas grandezas
calculadas s@o nao nulas para a situacao graded. Deduzimos isso devido as contas em [30],
onde foram calculados analiticamente e numericamente para cadeia de tamanho pequeno

(trés spins) com o seguinte resultado no estado estaciondrio:

912 32(20224A* + 64256 A2 — 1083
(F)zBf( )+f25< ( + )

S ——— 2
969 + 48AZ (51 1 16A%)(323 + 16A2)2 ) +O(f) (314

emque f = —fp=f,a=1 Aa=A—-0§, Ay3 =A+§ e B, = B. Vemos que, em
geral, mesmo quando o campo magnético ¢ nulo, a corrente de energia nao é e mais ainda,
quando analisamos a expressao completa vemos que para B = 0 a corrente é uma funcao

par de f e, portanto, nao muda de dire¢cao ao mudarmos o sinal de f.

Esse fendmeno sera generalizado no capitulo 5 onde veremos que para diversos
outros dissipadores ele também ocorre. Tendo estabelecido isso, poderemos afirmar que este
¢ um fendmeno que esta relacionado com a cadeia de spin em si, ou seja, é caracteristico

do modelo XXZ graded (e também do XXX graded como veremos).

Com dissipadores boundary-driven que fixam os spin nas bordas na direcao Z

positiva e negativa temos:

Ju=(o5) (3.15)
Jr= <U}ZV+1>
em que:
f=fo=—fr (3.16)

Inverter banhos significa entdo f mudar de sinal. Usando as ideias de simetrias da

se¢ao anterior, um operador unitario U que faz essa troca de sinais no dissipador é:
U=0{®05;®... oy (3.17)

isso significa que H nao varia ao operarmos U nele o que pode ser visto facilmente se

considerarmos as identidades:

o%cY0" = —o¥ (3.18)

Assim, se p é a solucdo da LME com f entdo UpUT ¢ a solucdo com — f. Usando
tIXXZ7T _ pXXZ . PXXZ _ (FXXZ(_ : C i

U'FA22U = F; temos: (FX27(f)) = (F;*#(—f)) isso significa que a corrente de

energia nao muda de sinal ao invertermos os banhos, e esse é o denominado fenémeno

one-way street. Observamos que na equacao 3.14 ja poderiamos concluir isso pelo fato
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da corrente ser uma funcao par do pardametro f (mesmo em ordem superiores, isso fica

demonstrado na referéncia) quando o campo magnético externo ¢ nulo.

Podemos concluir entdo que para a cadeia nao homogénea, quando houver corrente
de energia, ela devera ser determinada por alguma estrutura na cadeia. Entretanto, ainda
ha a possibilidade que a dire¢ao da corrente (que nao foi calculada) dependa do PAR de
banhos mas nao da posicao relativa entre eles, e isso podera ser investigado em trabalhos

futuros.

Ja para o fluxo de magnetizacao:

U'J,U = —J; (3.19)
(J;) = tr(pJ;) = —tr(pU'J;U) (3.20)
= —tr(UpU"J;) = —tr[p(=[)J;]
isto é:
(Ji(f)) = ={J;(=1)) (3:21)

ou seja, nao apresenta retificagao.

Com a presenca de um campo magnético externo o fendmeno one-way street some,

mas ainda temos a retificacao de energia ja que [30]:
(Fj) = (F79) + B(J;) (3.22)

¢é a soma de um func¢ao par de f com uma que é impar, e que, a nao ser que seja nula, nao

¢ uma funcao par de f.

3.4 Calor e Trabalho

Inicialmente, pode parecer que o fendémeno one-way street viola a Segunda Lei
da Termodinamica, ja que o fluxo de energia também flui do reservatério de menor
temperatura para o de maior temperatura. Mas nao ha essa violagao pois o fluxo de energia
no sistema nesse caso nao consiste apenas de energia em forma de calor mas também
em forma de trabalho. Como ja foi demonstrado em [2], o acoplamento desses sistemas
“boundary driven” com os banhos nao é passivo, ou seja, é necessario que seja realizado

trabalho para que ele acontecga.

Para o caso em que deduzissemos a equacao de Lindblad num limite onde o
acoplamento ¢ fraco e feito de forma passiva com o ambiente, teriamos a seguinte definicao

valida para a energia interna do sistema:

U(t) := tr[Hs(t)ps(t)] (3.23)
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Pela Primeira Lei da Termodinamica, a taxa de variacao da energia interna é
dividida em duas partes: poténcia e fluxo de calor. Abaixo, temos a expressao para cada

uma delas:

Trabalho:
W(t) = TrlL,(0)ps(0) (3.24)

Calor devido a cada banho:

Q,(t) == Tr[H,(t)D,(ps(t))] (3.25)

O que é importante de ser observado é: no caso de estarmos estudando o sistema no
estado estacionario onde a matriz densidade ja deixou de depender do tempo, a existéncia
ou nao de corrente de trabalho estd inteiramente condicionada a dependéncia ou nao do

Hamiltoniano do sistema com o tempo.

No caso da equacao de Lindblad e os operadores de Lindblad serem deduzidos
a partir do protocolo de interagoes repetidas, as expressoes para corrente de calor e
poténcia mudam. Isso é muito importante, pois significa que a forma dessas grandezas
termodinamicas nao dependem apenas do conhecimento da forma da equacao de Lindblad

mas também dos detalhes do acoplamento com o ambiente e do ambiente em si.

A prépria natureza do processo realizado no protocolo de interagoes repetidas
(Apéndice A) faz com que exista um trabalho sendo feito no sistema. Este fato, juntamente
com a auséncia da restricdo para acoplamento fraco entre outras aproximacoes faz com
que, no final, obtenhamos uma expressao para o trabalho feito no sistema da seguinte

forma:

W) = [ dTrlpn) L) + V() (3.26)

Nessa expressao, é facil ver o motivo pelo qual o trabalho nao é necessariamente nulo. O
que acontece é que V() MUDA ao serem feitas as trocas de banhos (em um instante ela
existe, deixa de existir brevemente e volta a existir, isso ocorrendo indefinidamente). Logo,
V(t) # 0 e assim, mesmo na situacio onde Hg(t) nio dependa do tempo (e portanto H,(t)
seria nulo), W(t) ainda ¢ nao nulo. E isso nao aconteceria caso estivéssemos usando a

equacao 3.24, ou seja, considerando o acoplamento como passivo.
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4 Propriedades de Cadeias XXZ

Tendo em mente a completude deste trabalho vamos mostrar resultados conhecidos
na literatura em que foi feito o uso de simetrias da equacgao de Lindblad na deducao de
propriedades nao triviais de certos sistemas quanticos. Especificamente, neste capitulo
faremos o uso novamente da cadeia XXZ unidimensional. Estaremos interessados na cadeia
homogénea na auséncia de campo externo cujo Hamiltoniano é:

N-1

H= Z Oz{dszf/’iﬂ + 020% + AUZU}?H} (4.1)
k=1

onde por simplicidade consideraremos o = 1.

O argumento para a unicidade do NESS para cada sistema considerado neste

capitulo sera dado na tltima se¢ao do capitulo 5.

4.1 Corrente de Energia

Uma propriedade que é de crucial importancia para o estudo dessa cadeia é o fato
do valor médio da corrente de energia ser nula no estado estacionario de nao equilibrio
para um caso particular de banhos [17]. Isso significa que podemos ligar ou desligar a
corrente de energia com a escolha do banho. No caso, ela terd um valor nulo se os banhos

forem da forma:

oy
Ly =\y1F floy

ou seja, banhos que tentam fixar a polarizacdao dos spins das bordas na dire¢do Z como ja

(4.2)

vistos anteriormente.

A deducao dessa propriedade é feita mais facilmente usando-se simetrias. Para isso,

vamos demonstrar o seguinte resultado:
Q.RL[p| R, = L[Q, RpRQ,| (4.3)
em que:

=0, 00,® .00,

(4.4)
RA®B®..®2Z)=(Z®..@ B® AR

isto ¢é, €2, aplica o operador de Pauli da direcao X em todos os spins da cadeia e R reflete

operadores aplicados na cadeia em torno do centro dela.
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Além disso, mostraremos que:

Q.RIFRQ, = —JF (4.5)

Desse modo, a partir das observacdes na segao 3.2 concluimos que (JF) = 0 no
estado estacionario caso ele seja inico. Veremos que essa conclusao nao sera valida para o

caso graded devido ao efeito diferente que o operador R teria.

Pela equacao de Lindblad:
Q. RL[p|RQ, = —i2,.R[H, p| R, + Q. RD(p)RS), (4.6)
e para satisfazer a equacao 4.3 devemos chegar em:

Q. RL[p|RQ, = —i[H, Q0 RpRQ,) + D(QuRpRO,) (4.7)

Primeiro, considerando apenas a parte do Hamiltoniano, temos:

—iQR[H, p|RQ, = —iQ,RHpRQ, + iQ RpH RO,
= —iQ,RHIpRQ, + iQ Rpl HRQ,
= —iQ, RHRO,Q,RpRQ, + iQ, RpRQ, QL RHRQ,
= —i[Q, RHRQ,, Oy RpRY,]

(4.8)

em que substituimos I por R$2,€2, R, pois €1, é sua prépria inversa assim como R. Queremos:

= —i[H, Q. RpRY,] (4.9)

logo, basta que tenhamos:

O, RHRQ, = H (4.10)

O operador R refletird o par de banhos no qual os sigmas estao atuando em cada termo
da soma em torno do meio da cadeia. Como a soma ¢é sobre todos os pares possiveis e
ainda os operadores de cada termo do par sao os mesmos, o efeito de R é apenas trocar de
ordem os termos da soma, ou seja, nio ha efeito pois a soma é comutativa. E exatamente
nessa parte em que o argumento para o caso graded falha pois quando os termos em Z
trocam de ordem na soma, os 4; continuam no mesmo lugar e portanto o Hamiltoniano

se modifica. Quanto ao operador €2,, a partir das identidades abaixo:

c*c%c® = o”
o’cYo" = —a¥ (4.11)
oc*c?c® = —0*

obtemos facilmente o resultado pois os termos com ¢, nao sao modificados e como os
termos com o, e o, aparecem em pares, eles ganharao dois sinais de menos e assim também

nao mudam.
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Ja para o dissipador, que pode ser expandido como:

D(p) =v{(1 + f)[20{ por — (6701 p+ poyof)]

f)[201_,0<71 (U o, p—+ poy ‘71_)]

— 20k poy — (oxokp + poyoy)]
)

( (4.12)
1+ f)[205p0% — (ononp + poon)]}

+(1
+(1
+(

primeiro, vemos que R ira trocar de lugar os o7 com os oy e além disso, pela equacao
4.11, Q, trocard os ot com os o~. O efeito total das duas operagoes serd portanto nulo

nos operador ¢ (apenas trocando os temos da soma de lugar) e portanto obtemos:

Q.RD(p)RQ =v{(1 + f)[205Q:RpRQ0% — (05080 RpRQ, + QuRpRQ,0%0y)]

+ (1= f)[205Q2RpRQ 0y — (050 Qe RpRQ, + Q. RpRQo o)
+ (1 = f)[207 Q. RpRQ0 — (0 07 QuRpRQ, + Q. RpRQ 0 07 )]
+ (14 f)[207 Q. RpRQ 07 — (07 0f Qe RpRQ, + Q. RpRQ07 0]}
= D(Q,RpRS,)
(4.13)
como queriamos.
Para a corrente de energia, cuja expressao é:
Iy = =2a(oy_j0500 . — 0h_10;, Opi1)
+2A[0;_0b0i  — 00 10005 (4.14)

z .z Yy __x
+ 0n—10n0n+1 0n—10n0n+1]

temos que dividir entre casos. Caso N seja impar, escolhemos n como o spin no meio da

cadeia e com isso obtemos:
E T z Y
RJ R = —2OK< Op— 1an0n+1 Un—lanan+1)
z z Yy
+ 2A[ 10n0n+1 Un—10n0n+1
} (4.15)
T Yy _z

+ O'n,10'n0'n+1 - Un—10n0n+1]

= _JF

mas agora, (2., pelas identidades anteriores, ndo causard nenhum efeito na corrente pois a
Unica coisa que acontece é cada termo ganhar dois sinais negativos. Com isso, temos o
resultado desejado.

Para N par escolhemos n = % e assim do lado direito de n e seus 2 vizinhos
teremos =3 + 1 identidades e do esquerdo Y53 logo, usando R essa situacdo é invertida
e desse modo o spin n “pula” paran + 1 e os VIZIIlhOS sao invertidos, ou seja, no estado
estacionario:

RIFR=—Jl =-JF (4.16)

como, novamente, 2, nao tem efeito nessa expressao finalizamos a demonstracao.
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4.2 Corrente de magnetizacao

Um fenémeno também muito interessante que ocorre na cadeia XXZ homogénea

mas agora com os seguintes banhos:

le 5 (Uf‘f’lO’zf)

Wy = B (0f —ioY)
(4.17)

1— L

Vi= 5 (on +ioy)

1+ k L

Vo= [ 1a (o — i)

(isto é, estamos tentando fixar os spins das bordas nas dire¢oes X e Y) é o da alternancia
do sinal da corrente de magnetizagao com a paridade da cadeia que foi demonstrado por
V.Popkov em [31]. A dedugao desse fato serd feita com o uso de diferentes conjuntos de
simetrias para o caso em que a cadeia possua um nimero par de spins e um nimero impar

de spins.
A equacao de Lindblad sera escrita da seguinte maneira:

o _

i —i[H, p| + T'(Dr(p) + Dr(p)) (4.18)
em que: , ,
Du(p) = —5 S0 Wi W} + 3 WongW], (4.19)

e analogamente para Dg(p) mas com V substituindo W. A grandeza I" nos d4 a forga do
acoplamento e k£ nos da o driving strenght, ou seja, o gradiente de polarizagao entre o

primeiro e ultimo spin.

Novamente, a expressao para a corrente de spin é:

Jn = 2(030041 — 0307,) (4.20)
e para a de energia:
Jf = —=2(03_107,0041 — Op_10,0,11)
+ A[2(05_10005 11 — 03 _10,0511) (4.21)

+ 2(‘7721—1‘72‘72+1 - Ufplaiaiﬂ)]

Para a demonstragao, as seguintes transformacoes serao usadas:

U=U"= ][ o}
n=1,3,... (4.22)
Xy, = ZL =] ¥
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Denotando a matriz densidade na base em que ¢* é diagonal e no estado estacionario

como p(N,A) e considerando a unicidade do estado estacionario, iremos demonstrar que:

para o caso onde N é PAR. No final veremos a que conclusao sobre a corrente de spin isso

nos ird levar.

Isso significa que queremos demonstrar entao que:
ULIA, p|"U = L[-A,Up*U] (4.24)

Considerando primeiramente apenas a parte do Hamiltoniano e usando que:

oV = —g¥* (4.25)
obtemos:
H=H" (4.26)
{—i[H(a, D), p}* =iH"p* —ip"H* (4.27)
= —i{(=H)p" = p"(—H)}
logo:
{—i[H(oz,A),p]}* = _i[H(_a7 —A),p*] (4'28)

Agora, aplicando o operador U, nés obtemos:

U{—i[H(a,A), p|}'U = —iUH(—c, —A)UUp*U +iUp"UUH (—a, —A)U
= —iH(a, —-AUpU +iUp*UH(a, —A) (4.29)
= —i[H (o, —A),Up*U]

pois pelas propriedades de matrizes de Pauli abaixo:

O_Za_mo_Z:_O_ZE

oc*oY0% = —o? (4.30)
O_ZO_ZO_Z — O_Z
a agao de U faz com que os termos com o, fiquem inalterados e os outros termos ganhem

apenas um sinal negativo devido a presenca de apenas um spin impar com operador de

Pauli no termo, ou seja, a muda de sinal.
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Ja para o dissipador, podemos expandi-lo e obteremos:
D(p) = —4p + {kipojo] + kiojoip
+ 0ipoi + o1 poi — kiog pot + kiofpoy
— kipooy — kioyoyp + onpoy + oxpoy
+ kiokpos — kiokpoy}
usando 4.25 e conjugando:
D(p)" = —4p" — kip*oioy — kioto{p* + oip’o]
+ ofp o] + kio{p o] — kioip*ol — kip*oXok
— kioyoyp* +oypioy +oypioy + kioyptoy
— kio}p oy
agora, aplicando U e usando 4.30:
UD(p)'U = —4Up*U + kiU p*Uoio} + kiocjo{Up*U 4+ o;Up*Uo;
+oiUp Ucy — kioc{Up*Uo; + kio;Up*Uoy — kiUp*Ucioy
— kiok oy Up U + o Up*Ucl + o3 Up*Uc + kioyUp*Uo¥
— kiokUp*Uoy = D(Up*U)
como queriamos demonstrar.

Para N IMPAR, temos um resultado similar mas com:
p(N,=A) = E,Up*(N,A)UL,
O efeito de U na parte do Hamiltoniano é o mesmo:
U{—i[H, p]}"U = —i[H(=A),Up"U]

Mas, usando:

oY = —gY0”
ocY0* = —0%0Y
glc¥ =1

obteremos:
EyU{_i[Ha p]}*UEy = —i[H(—A), ZyUp*UEy]

pois H nao se alterara.

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

(4.36)

(4.37)

Para o caso do dissipador temos que lembrar que N agora é impar e portanto o

resultado anterior nao vale ja que a aplicacdo de U no N-ésimo spin agora possui efeito.
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Calculando:

UD(p)'U = —4Up*U + kiU p*Uoio] + kiocjo{Up*U + o;Up*Uo;
+oiUp*Uoy — kiotUp*Uoi + kiojUp*Uoy (4.38)
+ kiU p*Uc% 0% + kio%o%Up U + o4 Up*Ud, + o3 Up*Ucs '

— kioxyUp*Uoy + kioxUp*Uoy,
e com 1SSso:

S,UD(p)'US, = —4S,Up US, + kiS,Up US,07 0" + kio?o™S,Up US,
+ o078, Up"ULy0] + o7 L, Up UL 07 — kio{L,Up " UL,0]
+ kio} S, Up US,0f — kiX,Up*US 0% 0% — kiokox2,Up UL,
o Z,Up UL, 0% + oxE,Up UL 0% + kiox, Z,Up UL, 0%
— kioX X, Up*" UL, 0y
= D(2,Up'US,)

(4.39)

como queriamos demonstrar.

Com isso, podemos demonstrar o resultado principal. Usando o anterior resultado

para N par na corrente de spin obtemos:

J(=A) = tr(jup(N, —A))
= tr(j.Up"(N,A)U)
= tr(UjsUp*(N, A)) (4.40)
=tr(UjrUp(N,A))*
ZtT(U( ]n)Up(N A>)

(

tr(gnp(N, A)) = j(A)

em que na penultima igualdade nés usamos o fato de j ser um observavel e também:

Jn = 2(05(=0541) — (=07)o541)

_ x Yy Yy x .
- 2(0n0n+1 Ungn+1) = —Jn

(4.41)

e na ultima igualdade usamos:

Uj U =2[o’oroiol y — ololoior
[ +1 +1) (1.42)
—2(0p0011 — OhOn1) = —Jn
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Ja para o caso impar, também usando as duas equagoes anteriores:

J(=A) = trljnp(N, —A)]
[y Up™ (N, A)UL,]
= r[U%yj, 2, Up" (N, A)]
[U(=3n)Up" (N, A)]
ln P (N, A)] (4.43)

em que na quarta igualdade usamos que:

Syiny = 2cbonol(oni1)’ — (08) onyi0m10041]
= —2(op0h 1 —0Yopn. 1) (4.44)

= —Jn

Com isso, concluimos que a paridade da corrente spin em relacao a A depende
da paridade do tamanho da cadeia e além disso, a corrente muda de sinal com esse
tamanho. Observamos que esse fato invalida a possibilidade de um transporte balistico
ja que quando N tende a infinito nao mais diferenciamos par e impar e assim o seguinte

limite é verdadeiro:

j——0 (4.45)

N—oo

para qualquer valor de A e I'. Essa observagao é importante por que para outros tipos de

banhos nesse mesmo modelo ja foi mostrado a possibilidade de transporte balistico [32].

Podemos nos perguntar também qual seria a dependéncia da corrente de energia

com o parametro A. Para N PAR, usando os resultados anteriores, temos:

JE(=A) = tr(JF(=A)p(N, ~A))
( A)Up*(N,A)U)
UJE(=2)Up"(N, D))

(J
(J
(
= tr(U™*JP* (=AU p* (N, A))
(
(

=tr

=tir

(4.46)

= tr(UJ"*(=A)Up(N, A))x
= tr(UJ" (=A)Up(N,A))

em que na ultima igualdade, o complexo conjugado sumiu pois JZ é um observavel.
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Lembrando:
O_:c* — O_:c
o’ = —ag¥ (4.47)
O_Z* — O_Z
temos:
JEr = _JF (4.48)
Também temos:
UJE(-AU = JE(A) (4.49)
Logo:
JE(=A) = —JF(A) (4.50)
isto é, a corrente de energia para N par é uma funcao impar do parametro Delta.
Calculando agora para N impar:
TE(=A) = tr(JP(=A)p(N, =A))
= tr(JE(=A)S,Up*(N,A)UY,) (4.51)
= tr(U%,J"(=A)5,Up* (N, A))
onde:
2, JE (=A%, = JE(=A) (4.52)
Assim, usando a equagao anterior e a equacao 4.49, obtemos:
TE(=D) = tr(JP(A)p"(N, A))
= tr(J"(A)p* (N, A))
= tr(JE % (A)p(N, A))x (4.53)
= tr(J7(A)p(N, &)
= —tr(J"(A)p(N, A))
Logo:
JE(=A) = —JE(A) (4.54)

ou seja, novamente a corrente de energia ¢ uma funcao impar do parametro Delta.

Concluimos com isso que quando A = 0 a corrente de energia se anula e que apesar

da paridade ser a mesma para N par ou impar as correntes ainda podem ser diferentes

requerendo mais calculos para se deduzir isso.
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4.3 Retificacdo nula quando Delta é nulo

Um ultimo fendmeno que é também muito interessante e que ja foi citado no
capitulo anterior é o da auséncia de retificacdo de corrente de magnetizacdo nesse modelo
quando A = 0 que foi demonstrado por Gabriel T. Landi et al. em [28]. Relembrando, a

definicao de coeficiente de retificacao usada foi:

+J(—f
= T —J=h (4.55)

Como ja discutido, é necessario que tenhamos uma assimetria no sistema para ter
a possibilidade de retificacdo. Vamos introduzir essa assimetria no nosso sistema a partir
de um campo magnético nao homogéneo aplicado na direcado Z em cada spin. Logo, o
Hamiltoniano considerado sera:

N-1

N
H =73 {a(ofof, +ololyy) + Aofoi )+ hiof (4.56)

=1

Novamente, estaremos considerando banhos nas bordas que tendem a alinhar os

spins antiparalelamente na direcdo Z, como na equagao 4.2. Se expandirmos o dissipador,

encontramos:
D(p) ={(1 + fr)[20{ poy — (o707 p+ poy o)
+ (1= f1)[207 poi — (o707 p + poioy)] (457)
+(1+ fr)[20%poy — (onokp + poyoy)]
+ (1= fr)2oypol — (oonp + pooy)]}
e também, a corrente de magnetizacao é dada por:
Ji = 2a(0k 0}y + 030541) (4.58)
Assumiremos que o acoplamento é simétrico:
fo=1rf=—/r (4.59)

com isso, a inversao dos banhos é dada pela inversao do sinal de f.

Para simplificarmos ainda mais, vamos considerar que os valores h; estao interpo-

lados entre h e —h. Logo, para mostrarmos o que queremos, basta que mostremos que:

J<047 Aa ha f) = —J(Oé, _Aa ha _f) (460)

pois assim quando A = 0 obtemos:

J(a,0,h, f) = —=J(a,0,h, —f) (4.61)
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e substituindo em 4.55 temos R(A = 0) = 0. Essa demonstracao serd, novamente, feita
com o uso de simetrias. Seguindo os mesmos raciocinios anteriormente usados vamos

demonstrar separadamente as simetrias para o Hamiltoniano e para o dissipador.

A primeira simetria usada sera:

U= ][] of=U! (4.62)
i=1,3,...
O efeito no Hamiltoniano é:
UH(a, A, R)UT = H(—a, A, h) (4.63)

o que pode facilmente ser visto usando:

oc* =1
00" = —ao"0" (4.64)
oc*cY = —oY0”

ja que em cada termo da soma U s6 sera aplicado em um operador, o sinal menos continua

nos termos com c«.

Ja para o dissipador, teremos que:

UD(p)U'" = D(UpUT) (4.65)
Se Usarmos:
ot =1
oot = —0T 0" (4.66)
oc‘oc” =—0 07

concluimos que cada termo ganha dois sinais negativos e dai segue:

UD(p)U" = D(UpU") (4.67)

Com esses dois resultados, nés concluimos que:

p(—a, A h, f) = Up(a, A, h, fYUT (4.68)

No fluxo de magnetizacao, o efeito é:

<J(_Q7Aaha f>> tr[J(—a)p(—a,A, h7 fﬂ
tr[J(—a)Up(a, A, b, )UT] (4.69)

tr[UTJ(—a)Up(a, A, b, )]

I

I

em que na penultima igualdade usamos a eq. 4.68. mas usando eq. 4.64 temos:

UlJ(—a)U = J(a) (4.70)
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logo:
(J(=0, &b ) = trlT(@)plas A, f) .
- <J(a7 A’ h’ f)>
A segunda transformacao usada é:
N
V=][or=V"! (4.72)
i=1
Vamos mostrar que:
VH(a, A, )V = H(a, A, —h) (4.73)
usando a segunda igualdade em 4.64 e ainda:
oot =1
(4.74)
oY = —ogY0"

obteremos que apenas o termo do campo magnético recebe um sinal de menos enquanto

os outros recebem dois ou nenhum e portanto o resultado segue.

Ja para o dissipador teremos:

VD(p, )V =D(VpV',—f) (4.75)
Se usarmos nesse caso que:
oot =0 0"
(4.76)
occ” =oTo"

+

vemos que " e o~ trocam de posicao no dissipador e isso ¢ equivalente a trocar o sinal

de f.

Concluimos entao que:
pla, A, —h, —f) = Vpla, A, b, )V (4.77)

novamente, usando 4.76 obtemos:

VJ()VT = —J(a) (4.78)
Logo:
(J(a, A b, f)) = trlJ(@)p(a, A h, f)]
= tr[J(a)Vip(a, A, —h, — f)V]

[
[
= tr[VJ(a)Vip(a, A, —h, —f)] (4.79)
[=J(
(
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em que na segunda igualdade usamos a eq. 4.77 e na pentltima a eq. 4.76.

A terceira e tltima simetria usada é a conjugacao complexa. Mostraremos que:

{—i[H(a, A, h), p|}" = —i[H(—a, —A, —h), p] (4.80)
basta que usemos:
o,=0"
0, =—0o" (4.81)
o, =0"

pois assim:

{—i[H (o, A, B, p|}* = i{Hp* — p*H}
= —i{(=H)p" = p*(-H)} (4.82)
= —i[H(—a,—A, —h), p"]

Para o dissipador, temos:

D(p)" = D(p") (4.83)
para isso, basta que usemos:
ot =t
(4.84)
o =0"

pois assim a expressao continua a mesma apenas com p conjugado. Assim:
p (e, Ash, f) = p(—a, —A,—h, f) (4.85)
Logo, usando as equagoes 4.68,4.77,4.85 nesta ordem, obtemos:

VUp(a, A h, UV = Vp(—a, A, h, )YV
=p(—a, A, —h,—f) (4.86)
= p*(a, _A7 h7 —f)

Finalmente:

(J(a,A b, [)) = tr[J(a)p(a, A, h, [)]
= tr[UVIJ(a)VUp(a, A, b, f)]
= tr[J()VUp(a, A, b, fYUTVT]
= tr[J(a)"p* (o, = A, h, — f))] (4.87)
= tr[J(a) p(a, =A, h, = f)]"
= tr[—J(a)p(a,—A, h, —f)]

—(J(a,=A,h,=f))
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como queriamos demonstrar, em que na penultima igualdade usamos:
) (0 1 0 i 0 i 01
J(a)" =2a SN - . ®
\1 0 —1 0 —1 0 10
(01 0 —i 0 —i 01 (4.88)
=2a |— 1 . + 1. ®
10 1 0 1 0 10
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5 Generalizacao do fenomeno one-way street

para outros dissipadores

Neste capitulo, serdo feitas contas que demonstram que o fenémeno one-way street
que foi apresentado no capitulo 3 também ¢é valido para formas mais gerais dos banhos.
No caso, ainda estaremos restringidos a banhos do tipo “target polarization” (estudado
no final do capitulo 2) em que agora os spins da borda tendem a dire¢oes dadas por um

angulo 6 entre elas mas restritas a algum dos planos XZ, XY ou YZ.

Comegaremos com uma forma geral A de uma matriz unitaria 2z2 deduzida na

primeira se¢ao deste capitulo e com isso construiremos o operador unitario:
U=ARA®..0A (5.1)

que atua em todos os spins da cadeia.

Como condicao para construcao desses operadores, isto é, o de que eles tenham o

efeito de trocar os banhos de lugar na equacgao de Lindblad, usamos:
Dinysarns (UpU") = UDU (5.2)

em que D é o dissipador.

Logo, se p é uma solucdo da equacdo de Lindblad entdo UpUT é a solucdo corres-
pondente com os banhos trocados. Desse modo, para termos o fené6meno one-way street

entao basta que encontremos U tJEU = JE para todos os pares de banhos desse capitulo.

Lembramos que a partir das contas no capitulo 3 devemos ainda ter o Hamiltoniano

invariante sob a transformacao unitaria que representa a troca de banhos, isto é:

UHU'=H (5.3)

Com a intencao de facilitar referéncias futuras, apresentamos a seguir um resumo
desse do que sera visto nesse capitulo com os operadores de Lindblad representando os
pares de banhos considerados, o Hamiltoniano usado e a matriz unitaria de troca de banhos

correspondente.
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e Polarizagdo em X a esquerda e em um angulo 0 no plano XY a direita:

o +io?
Ky =\/v(1+f) (%)

Kf=\/y(1-f) (L > wi)

2
cos 0% + sen 0% + i0%
K= 7(1—f)< " N)
cos 0% + sen Qo — io%
K= 7(1+f)< B — N)

Hamiltoniano: XXZ graded. Matriz de troca de banhos:

= 1 0 144
V2 \=e®(1—i) 0
e Polarizagcdo em Y a esquerda e em um angulo # no plano XZ a direita:
of +1i07
Ki=\/v(1+Ff) <%>

KY=\/y(1-f) (Lw%)

2
cos 0c¥, + sen 00% + io*®
K= 7(1—f)< " N)
cos 0¥, + senfo% — io%
o T (=i

Hamiltoniano: XXX graded. Matriz de troca de banhos:

g 1 ivV1+ send v1— send
B —v/1—senf —iv/1+ senf

V2
e Polarizacdo em Z a esquerda e em um angulo ¢ no plano XZ a direita:

of +io?
Ky =1+ ) <ITI>

KL =\/y(1- ) (—Uf - wl)

2
cosBo% + sen ok + ioY
Ky = 7(1—f)< " )
cos0o% 4+ senfoi — i0Y
KPR = 7(1+f)< N > N )

Hamiltoniano: XXX graded. Matriz de troca de banhos:

i (\/1—(:089 \/1+(3059)

- E vV1+cosf —+/1—cos@
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e Trocar polarizagoes ortogonais na direcao X de um lado com as de Y do

outro, e as de Z entre si:

Ly = a(o] +i0})
Ly = B(o] —ioy)
Vi = p(of +io7)
V2 = q(o] —io;)
Wi = u(of + io7)

)

Hamiltoniano: XXZ graded. Matriz de troca de banhos:

1

V2

(

0

1+

-1+
0

L3 = B(oy +ioy)

Ly = aloyy, —iok)

Vs = v(o¥ +io%)

Vi=u(o} —ioy)

W5 = q(o + toy)

Wy = p(oy —ioy)
(0" ="

e Trocar polarizagoes ortogonais na direcao Y de um lado com as de Z do

outro, e as de X entre si:

Ly = oo} +i07)

Ly = B(o7 —ioy)
Vi = p(of +io7)
Vo = q(of —io})
Wi = u(of + io7)
Wy = v(o] — ioy)

Hamiltoniano: XXX graded. Matriz de troca de banhos:

1

V2

<@-

1

?

)

V2

Ly = v(oy +ioY)

Ly = u(oy —io%)

Vs = qloy +iok)

Vi = ploy —ioy)

W5 = B(oy +ioy)

Wy = a(oy —ioy)
(6" — o)

e Trocar polarizagoes ortogonais na direcao X de um lado com as de Z do

outro, e as de Y entre si:

Ly = a(o] +i0})

Ly = p(oy —ioY)

= p(of +io7)
Vo = q(of —ioy)
Wy = u(of + ioY)
Wy = v(of — ioy)

Ly = q(o} +ioy)
Ly = p(oy —ioy)
Vs = Bloy +ioy)
Vi=a(o} —iok)
W3 =v(oy +ioy)
Wy =u(oy —ioy)

Hamiltoniano: XXX graded. Matriz de troca de banhos:

A:

V2

(

—1

G-

?

)
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5.1 Forma Geral de Matriz Unitaria 2x2

Antes de mostrarmos com quais outros dissipadores também foi encontrada a
presenca do fendmeno one-way street vamos explicitar a forma geral de uma matriz

unitaria 2x2. Especificamente, vamos demonstrar que ela possui a seguinte forma:

emquea, beC,peRelal*+b? =1.

Comecando com uma matriz complexa 2x2 qualquer:

A= (Z 2) (5.5)

Pela definicdo de matriz unitéria devemos ter A~! = Af, ou seja:

AAT =T & (a b) (a* C*> - (1 0) (5.6)
¢ d) \v a 01

com a, b, ced e C.

aa* +bb* =1 (5.7a)
= qac+bd=0 (5.7b)
cc" +dd" =1 (5.7¢)
e também:
AfA=T o (“* C*) (“ b) - (1 0) (5.8)
b* d*) \c d 01

aa” +cct =1 (5.9a)
= a'b+cd=0 (5.9b)
bb* +dd* =1 (5.9¢)

De 5.7a e 5.9a temos:
cct = bb* (5.10)

De 5.7a e 5.9c temos:
dd" = aa” (5.11)

Com essas duas ultimas igualdades em vista, ha apenas 3 situagoes distintas que

podem ocorrer:
Se d = ¢ = 0 terfamos de 5.7c que 0 = 1, logo isso nao é possivel.

Se d =0 e ¢ # 0 teremos de 5.7c e de 5.10:

cc" =1=>bb" (5.12)
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e desse modo:
b b*

c* c

=1 (5.13)

b b

Assim, podemos denotar —e’¥? = - com ¢ € R pois pela equagao anterior — ¢ um

numero complexo de moédulo 1. Logo, por 5.13 obtemos:

c=—c¥b* (5.14)

b
I (5.15)
—eb* 0

Se d # 0 e ¢ # 0 obtemos de 5.11:

e assim a matriz A fica:

que ¢ da forma desejada.

—— =1 5.16
d* d ( )

Pelo mesmo argumento anterior, podemos renomear €' = 4+ De 5.9b obtemos:

*b . .
= _ad =—e"%b=c=—e"b" (5.17)
em que ¢ € R. Também temos:
*b ) )
d= _a* =—a"(—e¥) = d=e%a" (5.18)
c

como queriamos demonstrar.

Também serd 1til explicitar uma forma para matrizes 2x2 pertencentes a SU(2),
ou seja, matrizes unitarias com determinante 1. Nesse caso, basta fazermos ¢ = 0 pois

observamos que o determinante da matriz U é e*?

52 X-XY

Considere a situagao em que do lado esquerdo tentamos fixar o spin da borda na
dire¢do X e do lado direito tentamos fixd-lo no plano XY em um angulo 6 em relagao ao

eixo Y. Nesse caso, os op. de Lindblad serao:

Ky =\v(1+f) (M> (5.19)
_“’1> (5.20)

\/17_ <COS Oo% + sen QJN + mN> (5.21)

(5.22)
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em que vy é a constante de acoplamento e f é o “driving-strenght”.

Para a troca de banhos, devemos encontrar um operador unitario U = AQA®...QA

em que:

A(0Y +i0*) AT = cosfo” + senfo? — ic® (5.23)
A(o¥ —io*) A = cos0o® + senOa? + io” (5.24)
A(cos 0™ 4 sen fo¥ + io*) AT = 0¥ — io” (5.25)
A(cos 00 4 senfo¥ — io®) Al = 0¥ + io* (5.26)

podendo ainda ter fatores de —1, i ou —i do lado direito pois eles se cancelam nos

dissipadores.

Observando essas condigoes vemos que é suficiente encontrarmos uma matriz

unitaria A tal que a operacdo A - A" transforme:

¥ — cosfo”® + senfo¥ — oY
(1) (2)

c° — —o~
(3)

Calculando (3) :

AiAt = @ D V) 4
—e?b*  e'Pa* 0 —1

—b el
= “ “ (5.27)
—eh*r  —e' b* e *a

B |la)? — |b|2 —e " “%ab — e_iwab)

_eigob*al* . eigob*a* |b|2 _ |CL|2

Queremos:

Ao At = —¢% = (‘01 ?) (5.28)

Isso implica que |b> — |a]?* = 1 mas j4 sabemos que [b|> + |a|? = 1, logo |a|* = 0 e assim

a =0 e |b|* = 1. Substituindo isso na equagio 5.27 obtemos o desejado.

Explicitamente, a matriz A tem a forma:

I (5.29)
—eieh* 0



5.2. X-XY 61

Para encontrarmos os possivels valores para b vamos usar a condi¢ao (1):

AoV Al = Q AN Af

—epr 0] \i 0
b0 0 —e b 30
N0 detere ) \ b 0 (530)

B 0 —ie %2
-~ \eivp2 0

Queremos:

0 —i0
AoV A" = cos 00” + sen fo? = ( 0 60 ) (5.31)
e’l

Escolheremos ¢ = 6 e entdo para obtermos o desejado devemos ter —ib? = 1. Para

que isso ocorra, basta fazermos b = 1—\}%’ pois assim:

o (l1+d) (14i) 1+i+i-1 1
()R

Logo:

V2 \—e(1—i) 0

. 1( 0 1+ﬁ (5.3

¢ a matriz unitaria desejada.

Com isso, a condi¢ao (2) também serd satisfeita:

A(cos 0a™ + sen fo¥) Al =

O Hamiltoniano usado nesse caso serda o de uma cadeia XXZ graded:

N-1
H =73 aofof, +olol) + Nojoy, (5.35)
i=1
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Antes de descobrirmos como o operador U age em H, vamos ver como A age em

Y 0 1+i) (0 1
e )( )

Sl

2<1+,-
[
8

Do | —

DN | —

(cosf + isend)

Logo:

—1) (1—2

z0(1
0

")

—2i(cosf — isen 0))

0

Ac® A" = —sen00® + cos oY

Usando 5.28, 5.31 e 5.37 obtemos:
N-1

UHU' = 3~ a(Aoy AT Ao}, AT + Ao? AT Ac?,  AT)

=1

+ A AoP AT Ao?, AT

0

1
= > a[(—senfof + cos 0o?)(—sen o, + cosfo, )
i=1

_+_

=

-
Il
N

+ cos® @ola? | + cos® fol ol of 1+ senf cosboyol,,

+ sen @ cosfofo?l, | + sen’0ola? ] + Njofol,,

= Z a(ofoiy + olo? )+ Ao} 071

Assim:

UHU' =

H

Antes de avaliar o efeito de U nas correntes, vamos calcular:

AfawA:i< 0 —(e—ie)(ui)) (0 1>A
' 10

V2

1 (=) +9)
=3 .

10 —2ie
2\ 2i(e'?) 0

= —senfo® + cosba?

1—2 0

0
1—1

—i(}))

)

0

)1 =)

cos o} + senfo?)(cosbof , + senbo?, )] + Ai(—07)(—0o

142
0

)

—e7 (1 + z'))

i)

2
al[sen“fofof ; — senfcosboiol | — senf cosbo)of,

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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e também:

ya_ L [0 —(e7)(1+14)\ (0 —i
Al \/§<1—z 0 )(2 O)A

e ) 1+z 0 0 L+
—1—i) \—(e?)(1—14) 0
)

( —i(e ¥ 2) (5.41)
0

DN | —

1
2
= cosfBo” + senfo?

E além disso:

ATO'ZA*L 0 —(cosf —isenf)(14+4)\ (1 0 4
1—1 0 0 —1

2
1 [ 0  (cos® —isen0)(1+1i) 0 1+
C2\1—i 0 —(cosf +isenf)(1—1i) 0
1~ i) 0 i (-l4i-i-1 0
2 0 (1—14)(1+14) 2 0 l—i4+i+1
= —O'z
(5.42)
O operador corrente de energia é:
JE = 2afa(of_y0i0fy — 0 y07011)
+Aio1(07_107 074 — 07_1070711) (5.43)
+Ai(07_ 10707 — 0] 10707,)]
vejamos qual o resultado da acao de U nesse operador:
ULJPU = 20{a|(cos 0% | + senfo? |)(—o7)(— sen fof, , + cosbo?, )
—(—senfo; | + cosfo!_,)(—o7)(cos b0}, + senbo? )]
+A;1[(—07_1)(—sen o] + cosfo?)(cosfof  + senboy, (5.44)
—(—07_1)(cosOo; + senbo)(—senbof | + cosboy, )] .
+A;[(—senfof ; + cosbo?_;)(cosbof + senbo?)(—o7, ;)

—(cos oy | + senfo_)(—senbof + cosbo?)(—o7 )]}
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1t 7E17 __ x z T 2 z z Yy 20 .y z T
U'J*U = 2a{a[sen 0 cosOo;_ 070}, | — cos” 0o} o70] | + sen“0c] 070},

— senfcosfo?_joio? , — sen®0of_oio? | + cos*Oo)_ oiol,,

11—

— senfcosfo_ o070} | — senfcosbo; o707 ]

11—

. z xr T 2 z x Y o 2 z Y __x
+ A;_i[senfcosOo;_ 070}, + sen“0o;_ 070}, — cos*0o;_j0]07
z y .y z T T 2 z x Y
— senfcosfo;_j0]0f, | — senfcosbo;_,0;0; , + cos”Oo;_j070] (5.45)

Y

2n =z T z Yy ;Y
— sen“Oo;_ o]0}, + senfcosfo;_ o]0}, ]

Y

) T T _z 2n z 2 Y r =z

— senfcosfo!_olo? | — senfcoslol 0f0?, | + cos® 0ot 0l0r,,

71—

— sen 2007

71—

107074 + senfcosbo_jo)07 ]}
Apébs cancelar varios termos obtemos:

T7E7r _ Y z z z Y
UNJPU = 2ala(oi 10707, — 07 10;07},)
z r Y z Yy
+ A a(of 070} — 07 y0]07, ) (5.46)

x Yy _z Yy x __z
+Ai(07 y0f07 — ol_10707,)]

Logo:

UtJeu = JE (5.47)

e assim obtemos novamente o fenédmeno one-way street.

Corrente de spin:

JM = 2a(07 0}y — 0]07y,) (5.48)
operando com U:

ULTMU = 2a[Ato? AATGY A — Afo? AATo? | A]
= 2a[(—sen o} 4 cos 0o (cos 0o, | + senfol, ;)
— (cosfoy + senfoy)(—senboy, | + cosboy, )]

— T T 20 52 Y 20,9, T
= 2a[—senfcosbo;of, , — sen“Oo; 0] | + cos™ 0o}, (5.49)

Yy Y T T 2 T Y
+ sen ) cos o0, + senf coslojof, | — cos”Oofo;,
20 Y T Yy Y
+ sen“fo oy | — senfcosfoo}, ]

_ Yy x Y
= 20‘(% Oiv1 — 05 0i+1)

Logo:
UtjMy = —JjM (5.50)

ou seja, nao ha retificacdo de corrente de spin.
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5.3 X-Y ortogonal

Nesse caso consideraremos o conjunto de operadores de Lindblad abaixo:

al(o] +io})

1)

(of —io

p o1
:p(ai’ +107) (5.51)
= q(o1 —i07)
= u(o] +io7)
— (0% — i)
Ly = B(ofy +ioy)
Ly = a(oy —iok)
Vs =v(o} +io%) (5.52)
Vi=u(oy —ioy)
Ws = q(ok +ioy)
Wy = p(oy —ioy)

A troca de banhos sera representada por um operador unitario U = AR A®...Q A
tal que:
(1 Ac" AT = —o¥
(IAdY Al = —o° (5.53)
(IIT)Ao* AT = —

Pois teremos:

Ly — —ily
Lo — 1Ls
Vi— —iW,
Vo — W5
Wy — —iVy
W=l (5.54)
Ly — —1Ls
Ly —il4
Vi — —ilW,
Vy — W
W3 — —iV,
Wy — iV
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Vamos usar a forma

geral de uma matriz A € SU(2):

A= a, + Z.CLZ‘ br + sz
\=b+ib a, —ia

em que a,,a;,by e b € R e a? + a2 + 02 + 07 = 1.

Calculando ({):

Ao” At =
em que:
C11
C12
C21
C22
queremos:

com isso, devemos ter:

Pela condicao (111):

Ac? AT =

em que:

a, +ia; b, + ib; 0 1 At
_br + sz Ay — ?;Gi 1 0

br + Zbl a, + z’ai Ay — iai _br — Zbl
—br + sz br — sz a, + ’L.CLi

a, — 1a;
€11 C12
Co1 C22
= Q(Clrbf,« —+ Cbzbz)

=a’+ b7 —a? — b2+ 2(aa, — bib,)i

2
= a2+ b7 —aj — b2+ 2(bib, — a;a,)i
= —2(arbr + Clzbl)

Ac® Al = 0
— 0

arbr + aibi =0

az—al+ b —b2=0
1

ir_bibr:_
a;a 9

a, + iCLi bq« + Zbl 1 0 AT
_br + sz Ay — ?;CL,L' 0 —1

—br — ’Lbz a, — a; —br — ’Lbz
—a, + iai br — Zbl a, + ’ia,-

a, +ia;
—b, + ib;

dll d12
d21 d22

2 2 2 2
dll—ar—kai—br—bi

d12 - _arbr -

’L.CLTbi — iaibr + aibi - CLTbT - iaibr - ibiar — biai

d21 = —bTCLT + ’L.bTCLi + ibiGT + bz-ai — CLTbT + z'arbi + iaibT + aibi

dggzb?—i—bf—az—a?

2

(5.55)

(5.56)

(5.57)

(5.58)

(5.59)

(5.60)

(5.61)



5.8. X-Y ortogonal 67
queremos:
-1 0
Ao*AT = (5.62)
0 1
e assim devemos ter:
a?+al - —b=-1
bia,- — CLrbr =0 (563)
biar + aibr =0
Por inspegao, vemos que:
a, =0=aq;
1 5.64
b L, (5.64)
V2
satisfazem as equacgoes 5.59 e 5.63.
Logo:
1 0 -1+
A=— R (5.65)
V2\1+i 0
é a matriz unitaria procurada.
Verificando a condigao (11):
AoyAT:l 0 -1+ (0 — 0 1—1
2\1+14 0 t 0 —1—-2 0
RN 0 0 1—1 (5.66)
20 0 —i+1)\-1-i 0 '
1{0 =2 -
_= — = —0
2\-2 0
O Hamiltoniano para esse caso é o da cadeia XXZ graded:
N-1
H=73" =a(ofof, +0lols,) + Aiofoiy, (5.67)
i=1
Nesse caso, a corrente de energia ¢ dada por:
JE = 2afa(o] 0707y — 0i_10707,4)
+Ai1(07 070ty — 07_10l0]}4) (5.68)
+Ai(07_10]07 1 — 0 10707,1)]
Aplicando U, e usando que Af = —A implica que:
ATg® A = —gV
AlogYA = —0° (5.69)

Afg?A = —07
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teremos:
UtJEU = 2a[a(0 10707 — 010707, )

Ai (070 —071070711)

+ Ai(aiy—lai Oiy1 — Uf—laiyafﬂ)]

= QQ[O‘(Ug—lUiZUﬁrl — 07 10;041)

+ Ai—l(aiz—la?caiyﬂ - af_la?agﬁrl)

+ Ai(oi_ofof, — ol 0707 )]

Logo:

UtJjEU = JE

ou seja, novamente temos o fenémeno one-way street.

Para a corrente de spin:

A

JM = 2a(0f oy, — 0loiy)
Calculamos:

UtJMU = 2a(0j0fy — 0 0t})
— Yy __x
= —204((72' Ui+1 — 05 0z'+1)
——

ou seja, nao ha retificagao.

54 Y-YZ

(5.70)

(5.71)

(5.72)

(5.73)

Vamos considerar agora banhos em que do lado esquerdo tentamos fixar o tltimo

spin na direcao Y e do lado direito no plano Y Z com um angulo # em relagao ao eixo Z.

Desse modo, temos:

(5.74)

o +ioy
Ky = 7(1+f)( 5 >
Kl = \[v(1—f (U — )
KE = \/T(COSQO’N—F sen@aNerN)
cos 0¥, + senfo% — io%
K= 7(1+f)< B N)

Para a troca de banhos basta que A - AT transforme:

z

c? — cosfo? + senlo® — o
(1) (2)

o’ — —o”
3)
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Usaremos a forma mais restrita de uma matriz unitaria pertencente a SU(2):

T ) i br bz
A:<“+m o ) (5.75)

—b, +1b; a, —ia;
em que a? 4+ a? + b2 + b =1

Comegando com a condigao (3):

Ao At = (C” Cl?) (5.76)

Co1 C22

0 -1
= (_1 0) (5.77)

Como ja calculado anteriormente:

queremos:

c11 = 2(azb, + a;b;)
c1p = a2 + b7 —al — b2 + 2(a;a, — bib,)i

‘ (5.78)
co1 = a2 + b7 —a? — b2 + 2(bib, — a;a,)i
co2 = —2(a.b, + a;b;)
entdao devemos ter:
a,nb,n = —aibi
ArQ; = brbz
(5.79)
a4+ bl —ai —b =1

aZ+bi+al +b2=1

Se escolhermos a,, = b; = 0 as duas primeiras condi¢oes acima ficam satisfeitas e

A= (’a" br ) (5.80)
—b, —ia;

ficamos com:

em que a? + b = 1.

Com a condigao (1) devemos ter:

Aot at = (D1 2 (5.81)
d21 d22

queremos:

1cosf) —senf

senf —icosf
— ( ) (5.82)



70 Capitulo 5. Generaliza¢do do fendmeno one-way street para outros dissipadores

como também ja calculado anteriormente:

2 2
dn—ai—br

d12 = —2iaz~br
(5.83)
dgl = 2iaibT
dgg = bg — CL?
assim:
ai — b2 = sen
cos 0 (5.84)
aibr =
2
Escolhemos entéo:
V14 send
RV, A
(5.85)
v1— senf
b, = ———
V2
pois assim:
b — cosf | cos 0] (5.86)
2 2

quando 0 < 6 < 7 que sao os angulos em que estamos interessados. E também:

a?—i—bz: 1+Sen9—2kl—sen0_1
(5.87)
1 —1
af—bfz +sen92 +senﬁzsen0

Logo a forma final de A é:

1 (z'\/1+ sen 0 \/1—sen9>

(5.88)

B ﬁ —+v/1—senf —i\/1+ sené

Por fim, checando que a condig¢ao (2) também ¢ valida:

4 senf —icosf At 1 [iv1+4 senf /1 — senf senf —icos# At
icosfd —senb _\/5 —v/1—senf —iv/1+ senf) \icosf —senf

1 isenf+v/1+ senf +icosf+y/1 — senf) cosf+/1+ senf — senf+/1 — sen b
2 \ —senfv/1 — senf + cosOv/1 + senf icosfv/1 — senf +isenfv/ 1+ senf

—iv/1+ senf —+/1— senf
v1— send iv1+ senf

_[€f11 €12
€21 €22

(5.89)
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queremos:
€11 = 1
e =0
. (5.90)
€91 = 0
€99 — —1
E temos:
sen 0(1 + sen @) + cosf cos f 4 cos cos — sen (1 — sen0)
€11 =
2
B 2sen 20 + 2 cos? 0 _1
= 5 =
—isenfcosf —icosf(1 — senf)+icosf(1+ send) — isend cosb
€12 =
2
~ —isenfcosf +i1cosfsent +icosfsent —isenfcos
2 (5.91)
isenfcosf —icosf(1+ send) +icosf(l — senf) + isend cosb
€ =
21 5
=0
senf(1 — senf) — cos @ cosf — cosfcos — senf(1 + senb)
Coy =
22 5
_ —2sen?f —2cos’0 )
= 5 =
logo a matriz que encontramos é a procurada.
Ja sabemos que:
0 -1
Aot Al =
-1 0
Ao AT — ( s.ene ) (5.92)
—icosf
= cos fo¥ + senfo”
Calculando:
AoyAT:L iv/1+ senf \./1—sen0 —1 At
V2 \=v/1T=sen@ —i/1+ send
1 iv1—senf +/1+ senf —iv1+ senf —+/1— sené
2\ v/1+ senf iyv1— senf v1—senf iv1+ senf (5.93)

1 2cosf
2 \—i(1+ senf) +i(1l — senb)
B ( cosf isend

—isenfl —cosd

) = coso® — senfc?

—i(1 — senf) + i(1 + send)
—2cosf
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O Hamiltoniano a ser considerado é o do modelo de Heisenberg graded. Assim:

N-1
AHA" = ALY ai(ofofy +olol,, +ofof ) AT (5.94)

i=1
Vamos demonstrar que ele é invariante sob a agao de A. Temos:

N-1
AHA" = Y ai{(—07)(—0?f,)) + (cosfof — senOo!)(cosOoi,, — senfol,,)
i=1
+ (cos 0o} + senfo;)(cos oy, + senboy, )}
N-1
= ai{ofof + cos®fofo?,, — cosBsenfoio!
; { +1 +1 (5.95)

— senfcosfolof, | + sen’0ofo? | + cos® Oola?

Yz z Y 2n -z =z
+ cosOsenfo;o;,, + senf cosbojoi + sen“Oo;o;,

N-1

_ T T z __z Yy Y —

= > afofol,, +oioi, +olol ) =H
i=1

como esperé,vamos.

Considerando o fato que AT = —A entdo:
Ac®Al = (=A)Io%(—A) = ATo™A (5.96)

e o mesmo ¢ valido para ¢? e o”.

Agora, vejamos como a corrente de magnetizacao fica sob a transformacao:

AJMAT = A{20;(0F 0l — alot ) }AT
= 20,{(—07)(cos o7, — senbo}, )
— (cosOo? — sen o} )(—of

= 2a;{—cosfoj o, + senfo;oy,

Z T Yy
+cosbojof,, — senfo;oy,

= sen0J" + cosO(o70}, | — ofor,)

ou seja, é como se ela tivesse uma contribui¢do na dire¢do original Z e estivesse sendo
projetada na direcao Y também. Por fim, vamos demonstrar que o fendmeno one-way

street também é valido. Temos:

7E T x Yy =z Yy z T
AJPA" = A{(0] o]0} +0ol_q0i07,
z x Y x z Y
+ 010,041 — 0;_10; 041 (5.98)

Y T _z z Y _x T
—0i10;0441 — 0;10; Ui-i—l)}A
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Calculando:

AJEAT = 201 104{(= 07, ) (cos 0o — senOo?)(cos o,y + senfo7,,)
+ (cosfo?_; — senfo? ;)(cosfo! + senfo?)(—o7, ;)
+ (cosfof_; + senfo7)(—0])(cos Oo7,; — senfof, ;) (5.99)
— (=0i_1)(cos O] + senfo;)(cosOo;, | — senfo}, )
— (cosbo;_, — senbo_)(—oy)(cosbo? | + senbo;, ;)
— (

cosfo]_; + senfo;_,)(cosfo; — senbo})(—o7 1)}
dai:

7E At _ x z _z
AJPAY = 20;_ya;{— cos® Go7_070l, | — cosOsen ol 0707,
2
+ senfcos o (0l0}, | + sen-bof j0/07

— cos? 0o7 0!

opp —costsenfo;_oi0f,
+ senfcosfo?_ oo}, | + sen’0o!_ oio},,

—cos*Oo?_ 0707 — senfcosOo;_0f07
+ cos@senfo?_ofa? | + sen?0o; jotol,,

(5.100)

+ cos? o?_olo?, | — cosOsen ol jola?
+ sen@ cosOo?_oio7  — sen®0of oial,,
+ cos®Oo7_ 070! | + cosOsen o} of07,,
— senfcosfo?_jofol,, — sen’0o! 0707,
+ cos®Oo?_ 070t — cosOsenfo?_olal

Yy __x
+ senfcosfo;_joiof, — sen’o;_jolol,,

Com isso:
TE At — . . z zZ Y x Yy _z
AJFAT = 2042—1042{_0};10'2' Oit1 T 0,10,0;44
z Yy _x Y zZ T
— 010041 + 0,10, 054 (5.101)

Yy T _z z x Y
—0{_10707, + 07 107071}

Assim:

UtjPu = Jje (5.102)

como queriamos demonstrar.
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5,5 Y-Z ortogonal

Nesse caso os operadores de Lindblad do lado direito sao:

= oo +io})

e do lado esquerdo:

Ly =v(oy +io%)
Ly =u(of, —io%)
Vs = q(oy +io})
Vi=ploy —ioy)
W5 = B(oy + ioy)
Wy = a(oy —ioy)

(5.103)

(5.104)

ou seja, a constante de acoplamento na dire¢ao Y de um lado é a de Z (e o contrério) e a

de X nao muda. Nas trés direcoes a constante de acoplamento que de um lado representa

operador criagao, do outro representa aniquilagao.

Para a troca de banhos, basta que encontremos um operador unitario A tal que:

(Ao Al = —¢" & —0% = Alg"A
(INAGYAT = —0% & —0¥ = ATo* A
(IIAG*AT = —0¥ & —0° = AToVA

Pois assim:

Ly — —iW,
Ly — 1Ws
Vi— —iVy
Vo = iV3
Wy — —ily
Wo — 1l3

(5.105)

(5.106)
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e também:
Ly — —iWsy
Ly — iW;
Vs = —ilj
Vi— iV
W3 — —il,
Wy — ils

e com isso o dissipador fica:

AL(p)A" = L(p, banhostrocados)

(5.107)

(5.108)

Nesse caso sera suficiente usarmos a forma geral de um op. unitario em SU(2) que

A= a, + 'iCLi br + 'lbZ
_br + 'Lbz Ay — ia,—
em que a,,a;, b, e b € Re a?+a? +b? + b7 = 1.

Calculando (1):

gt [ et ia br+z‘bi> (0 1) r

—b, +1ib; a, —ia;

. br + Zbl a, + iai Ay — iai _br — Zbl
B Qp — iai _br + Zbl br — Zbl a, + iai

[ R ci2
291 222

em que:
Z11 = bTar — z'braz- + z'bl-a,« + biai + brar — iarbi + ibrai + aibi
219 = —b2 —ibib, — ibib, + b} + a? + ia;a, + i, — a?
291 = af —a,a; — 10,0, — af — bf + 1b;b, + 1b;b,. + bf
299 = —arbr — ibiGT + ibrai — aibi — bTCLr - iaibr + ibiar — aibi
Queremos:
0 -1
Ac® AT =
-1 0
Logo:

aibi + arbr =0

az—a? +b; — b= -1

(5.109)

(5.110)

(5.111)

(5.112)

(5.113)

(5.114)
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bi br = Q;Ap

Também temos de (I1):

P a, +ia; b, +ib; 0
o =
—b, +1b; a, —ia;) \t

(W1 Wi2
W1 W22

Queremos:
-1 0
AV AT =
0 1
Assim:
a;b, — a,b; = ——
a; Ay = _bzbr

az—al+ b —b =0

—1 A
0

B —b; +1b, a; —1a, a, —ta; —b, —ib;
-\ +ia,  bi+ib. ) \ b, —ib;

a, + 1a;

|

(5.115)

(5.116)

(5.117)

(5.118)

(5.119)

(5.120)

Temos que 5.115 e 5.119 = a;a, = 0 = b;b,.. Escolheremos a, = b; = 0 e com isso

as eq 5.114 e 5.120 nos darao:

7

e substituindo em 5.118 obtemos: .
b, = ———
V2

Finalmente, obtemos que A tem a forma:

Verificando (I11):

Ac? Al = 1
2

N
—
|
o~

) S

al=0"=—(-1+0b}) = —2a=—-1=aq; =

Sl

(5.121)

(5.122)

(5.123)

(5.124)

(5.125)
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0 2
) = v (5.126)
—2¢ 0

Vamos usar o Hamiltoniano do modelo de Heisenberg graded:

como desejado.

N-1
H =Y ai(cfof +0olol +0i0i,,) (5.127)
=1

Observe que a aplicagao de U em H ira apenas mudar z e y de lugar e assim:

UHU' = 3" aj(ofof,, +ofof, +olal,) = H (5.128)

Usando as relagoes 1,11 e 111 concluimos que para a corrente de magnetizacgao:
UtIMU = 20,(0f 07, — ofot,) (5.129)

o que pode ser interpretado como uma corrente na direcao Y.
Ja para a corrente de energia obtemos que:
t 3BT _ ) . z,. Yz Yy _x
UVJPU = 20i104(—07_1070(1, — 0710707,
Y T __z x Yy __z

z T Y Yy zZ T
+oi_0i0l, + ol 0707 )

Desse modo:

utjPu = jE (5.131)

ou seja, o fendmeno one way-street é novamente encontrado.

56 Z-XZ

Vamos considerar agora o caso em que queremos fixar um spin a esquerda no eixo
Z e a direita em um angulo 6 com o eixo Z no plano X Z. Nesse caso, os operadores de
Lindblad sao:

(5.132)

\/17_ <COS 90N + sen QJN + mN>
\/7 (cos@aN + sen 90N - ZO'N>
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Para encontrarmos um operador unitario que representa a troca de banhos, vamos

nos restringir a operadores em SU(2) que possuem a forma geral abaixo:
y (cu«+iqi br+—ﬂn> (5133
—b, +1b; a, —iq;
em que a,,a;, b, e b; € R e a? + a? + b2 + b = 1.
Para a troca de banhos, o operador unitario A devera satisfazer:
(I)AocT A" = cosfo” + senfo® — io?
(IT)Ao~ A" = cos0o™ + sen o° + ic?
(I11)A(cos 00" + senfo” +io?) Al = o~
(IV)A(cos0o° + senfo® — io¥) Al = o+

(5.134)

Calculando (1) :

At At — (a, + ia;)(b, — ib;) (a, +ia;)? (5.135)
(=by +1ib;) (b, —ib;)  (—b, +ib;)(a, + ia;) '

queremos:
:l senf)  cosf —1 (5.136)
2 \cos@+1 —senb
Com isso:
byt ab, = sen 0
2
aibr - arbi =0

a? —a? = (cosf —1)/2 € [-1,0]

r

2a;,a, =0=a, =0

(5.137)
b? — b = (cosf +1)/2
bibr + brbz - O
sen 6
_bz i br r—
Qa [0 9
biar — brai =0
usando que a, = 0 teremos:
CLibi = sen 0 = Cli,bi 7£ 0

2 (5.138)

aibT:0$br:O

logo:

V2 (5.139)
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escolheremos o sinal +.

Usando essas escolhas em a;b; = %‘19 obteremos:
V1 —cos@+/1 + cos@ _ | sen 0] (5.140)
2 2
que ¢é igual a %‘19 se senf > 0 e assim s6 consideramos # nessa situacao.
Assim, a matriz A é:
' 1-— 0 1 0
A KB v cos V1 + cos (5.141)
V2 \\V/1T+cos —/1—cosb
Verificando que ¢ consistente (11):
A AT 1 {v1—cosf +/1+cosf 0 0\ [V1—cosf +/1+cos@
o = —
2\vV1+4cos —+v1—cosf) \1 0) \v/1+cosf —+/1—cosf
1 v14+cosf 0 V1 —cos@ +/1+cosl (5.142)
2\ =T —cosf 0) \V1+cosf —/1—cosh .

1 senf)  cosf+1
= — ) = cosfo” + senbo® + ic?

2 \cosh—1 —senb

Para a condigao (I11), observa-se que A = —AT = —A~! dai, de (I1):
Ao~ AT = cos0o® + senfo® + io?
= AAc~ ATAT = A(cos o™ + sen fo” + ig¥) AT (5.143)
= o~ = A(cos00” + senfo* +io¥) Al
e (IV) é andlogo.

Vejamos como o operador U = A R A® ... ® A age no Hamiltoniano do modelo de

Heisenberg graded:
—1

H = ai(o7ofyy +ololy +oioi) (5.144)
i=1

Temos:

1 (/1 —cosf \/1—1-0080)(0 1) (\/1—0050 \/1+COSQ>

UotUT = =
‘ 2\V1+cos —1—cos@) \1 0) \V/1+4+cosf —+/1—cosf

1 V1+cosf /1 —cosl vV1—cosf +/1+cosé
—vV1—cosf +1+4cosf) \\/1+cosf —/1—-cosl

1 2sen 1+ cosf —1+cosb (5.145)
2\ 14 cosO+ 1+ cosh —2senf
B senf cosf

cos) —senb

= cos o] + senfo;
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também:
UVt V1 ——cosf /1+cosl 0 —i\ [V1—cosf /1+cosl
oV =3 .
V14cos —1—cosf) \i 0 V14 cos —+/1—cosf
1 iV1+cosf —iy/I—cosB) (VI—cosf 1+cosf (5.146)
2\ —ivT1—cosO —vT+cosO ) \VT+cosd —/1—cost '
1 0 i(2 + cosf — cosb) y
2 \—i(2+ cosf — cosb) 0
e ainda:
Uott 1 {v1—cosO +/1+cosb 1 0 V1 —cosf /14 cosl
(o = —
‘ 2 \v1+4+cos —v1—cosf) \0O —1) \V1+cosf —+/1—cosl
1 (v1—-cosf —v1+cosb V1 —cosf /14 cosl
2 \v1+4cosf +/1—cosl v1+cos —+/1—cosb
1 (1—cosf) —1~—cost 2sen 0 (5.147)
S 2 2sen 0 1+ cosf — 1+ cosf
_ [—cosf senf
~\ senf  cos®
= senfo; — cosfo;
Calculando, usando os resultados anteriores:
1 N-1
UHU' = 3 Zl a;[(cosOo; + senfo;)(cos oy, + sen oy, )
+ (=0} ) (=0, 1) + (senbof — cosfo7)(sen oy, — cosboy, )]
1 N-1
=52 [cos® OoF ol + cosOsenboior
i=1
+ sen 0 cos oo}, + sen’0ofor, (5.148)

+ sen 20o”

y Yy
+ 0,041 :

— cosfsenfo;

X
041
N-1

P 1 xr
i1

a;(ofo
i=1

mwl

ou seja, H é invariante sob a agao desse

X
Oiv1 —

+ cos? fo?

T _z
sen 0 cos foj oy,

i 0-54—1]

y_y z __z
+ojol +oi07)

operador.
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: IM _ x, Y Y x .
Para a corrente de spin J% = ofo;, | — 0;07, ;:

UtJMU = (cos Oof + senfo?)(—a?,,)
— (=0})(cos o}, + senboy, )
= —cosfofol | — senboiol (5.149)
+ cosfo}of, | + senbo)o;,,

= —cos0J" + senf(o0?,, — oiol,,)

Para 0 = 0:

UtgMy = —JgM (5.150)

ou seja, nao ha retificagdo como ja sabiamos.

A corrente de energia para o caso Heisenberg graded é:

7E __ ) (Y z T x z Y
J” =20, 104(0f_10; Oi11 = 0;-10; 0441

z x Y Y T __z
+ 071070041 — 0i-10; 04y (5.151)

x Yz z Yy T
+ 07107071 — 0;,10{0741)
sob a agao desse operador unitario:

UTTPU = 20;_y04](—0!_1)(senof — coso7)(cos Oo? | + sen o7, ,)
— (cosOo}_ + senfo?_)(senfof — cosbo;)(—o? ;)

+ (senfof | — cosfo;_)(cosbof + senbof)(—0o?, ;)

(
— (=07_1)(cosOo; + senbo;)(senboy,; — cosbo; ;)
(

Y
i

+ (cosfoy_ + senfo;_,)(—0o})(senbof, ; — cosbo;, )

(senfoy | —cosfo;_,)(—o})(cosbof, | + senbo? )] (5.152)
= 20,104 [(—senfo)_ 07 + cosOo]_ 07)(cos o7, + senboy, ;)
— (cosfof_ | + senfo;_,)(—senboio? | + cosOoio? )
senfof | + cosfo;_|)(—cosfoiol | — senboiol, )

(

(cosbo!_jof + senbo;_07)(senboy,, — cosbor )
(cosbof | + senbo;_,)(—senbo)of, | + cosbo)oy, ;)
(

T z Yy Y 2
senfoy_| — cosfo;_;)(cosfo]of, | + senbo]o;, )]
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U'JEU = 20;_104]—senf cos fo?_ o7 ol

2 Y z T Y z _z
+ cos” fo;_j0;07, | + senfcosblo;_ o007

+ cosOsenOo? jofo?, — cos® ot oiol,,
+ sen?0o;_jofol, — senfcosfo; joiol
— senfcosfof jofol , — sen’0of jof0?
+ cos® Qo707 ol + cosOsenlo;_ ool ,
+ cosOsenfo?_olol | — cos’Oo!_ ool

+ sen?0o? 070, — senfcoslo!_oiof,

T Yy __x 2 T Yy _z
— cos@sentoy_o]0f, | + cos”Oo;_oi0;

Yy _x

2 z z Yy _z
— sen“fo;_,0] 0}, : :

+ senf cosfo;_,0/0;,,

T Yy _x 2 x Yy _z
+ senf cosoy_0io; | + sen“Oo;_ 0707,

Y
7

Y

2 z T z z
— cos” Qo;_ 007 —cosOsenbo;_ol0;, ]

assim, usando cos® z + sen %z = 1 obtemos:

Assim:

A 1
T 7E — _[_~Y T 2 Yy zZ T
U'Jru = 2[ 0;10; 0541 + 010,041

x z Y z x Y
— 010,041+ 0,105 0,14

x Yy =z z Yy T
+ 0,070,411 — 0;,_10; 0i+1]
_ 1[ Yy zZ T _ x z. Y
= 519i-19;0i41 — 0,-10; 0441

2

z T Y i—1 _x =z
+0,10,04 —0, 0,0,
Yy Yy __x

2

x z z 7 )
+ 0107011 — 0;,_10; Uz'+1] =J

Ut JEU = JE

mais uma vez temos o fendmeno one-way street.

5.7

X-Z ortogonal

Nesse caso os operadores de Lindblad do lado direito sao:

Ly = a(o] +i0})
Ly = B(o7 —io})
Vi = p(of +io7)
V2 = q(of —io})
Wy = u(of +ioY)
Wy = v(o] —iof)

— sen 20q?

xr 4
i—10; 0441

(5.153)

(5.154)

(5.155)

(5.156)
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e do lado esquerdo:
Ls = q(oy + i0%)
Ly = p(oy —ioy)
Vs = (o} +ioy) (5.157)
Vi = a(of —iok)
W3 =v(o} +ioy)
Wy =u(oy —ioy)

ou seja, a constante de acoplamento na direcao X de um lado é a de Z (e o contrario) e a

de Y nao muda. Nas trés direcoes a constante de acoplamento que de um lado representa

operador criagao, do outro representa aniquilacao.

Para a troca de banhos, basta que encontremos um operador unitario A tal que:

(DAcYAl = —¢¥ & —g¥ = ATgVA
(INAG*AT = —0* & —0® = Alg°A
(II1)Ao" AT = —0° & —0° = ATo" A

Pois assim:

Ly — —iVy
Lo — V3
Vi— —ily
Vo —ils
W, — —iWy
Wy — W5

e também:

Ly — —iV,
Li— i1V}
Vi — —ils
Vi —ils
W3 — —iWs
Wy — W5

e com isso o dissipador fica:

AL(p)AT = L(p, banhostrocados)

(5.158)

(5.159)

(5.160)

(5.161)
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Em analogia aos dois resultados anteriores, vamos conjecturar que a forma da

matriz A é:

A=—

Y
K Z) (5.162)
2 1

(

V2

O raciocinio usado foi o seguinte, a parte de uma constante: nos casos anteriores,

em que primeiro fazemos a troca de banhos entre operadores na direcao X e Y, a matriz

da transformacao era i vezes a matriz de Pauli de X mais —i vezes a matriz de Pauli de Y

e, similarmente, para a troca entre Z e Y a matriz da transformacao era i vezes a matriz

de Pauli de Z mais —i vezes a matriz de Pauli de Y. No presente caso serd —i vezes a

matriz de Pauli de Z mais i vezes a matriz de Pauli de X. A semelhanca entre os casos é

o fato de uma das diregoes serem multiplicadas por ¢ e a outra por —i.

Verificando nossa conjectura, comegando pela condigao (I):

AcgY Al =

DN | —

Para a condigao (II) obtemos:

Ac® Al =

Finalmente, para a condigao (111

Ao At

1-1

—i i\ [0 —i\ [i —i
i i) \i o) \—i —i
1 =1\ [ =i
-1 1 i
(5.163)
i—i i+1) 1[0 2
—i—i —i+i)  2\=2 0
0 i o
—i 0
—i i\ [0 1\ (i —i
i i) \1 0) \=i —i
Ll S
= )( Z.) (5.164)
2\i i By —
“1-1 1-1 .
— = —C0
2\-14+1 1+1
) temos:
1(—i i\ (1 0 i —i
2\ i) \o =1/ \ =i —i
A S
= ( ! Z.) (Z. Z.) (5.165)
2\ ¢ —i B g —
(1—1 “1-1
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Vamos usar o Hamiltoniano do modelo de Heisenberg graded:
1 N-1

0= 9 Y. ai(ofoiyy +ololy +oiof) (5.166)
=1

Observe que a aplicagao de U em H ira apenas mudar Z e X de lugar e assim:

N-1
UHU' = Z ai(oiof, + ofolii + oioi) =H (5.167)
i—1

N —

Usando as relacoes I,11 e 111 concluimos que para a corrente de magnetizacao:
ULTMU = 20,(070Y,, — olo?,,) (5.168)

o que pode ser interpretado como uma corrente na direcao X.

J& para a corrente de energia:

jE = 2041',1041'(0'?7105? + O-erl
+ 07107 + 08
z x Y
+0;10; + 0741 (5.169)
— 0107 + 0l
— 0107 + 07
— o700 + 0} y)

obtemos que:

tTE — . (7 y . Y T _z
UNJPU = 2ai10i(=07 10707,y — 07107074,
x z Y z x Y
—0;10;0i41 T 0;10; 01 (5.170)
z zZ T T Yy __z
+oi 000 o 0]07)

Logo:

UtJeu = J* (5.171)

ou seja, o fen6meno one-way street é por tultima vez verificado.

5.8 Unicidade do NESS

Para que possamos afirmar que o estado estacionario encontrado com o uso de

simetrias ¢ o estado estacionario dos novos parametros precisamos que ele seja tnico.

O NESS sera tnico se o conjunto de operadores de Lindblad junto com o Hamilto-

niano gerar a algebra de Pauli [33,34].

Em cada caso das se¢oes anteriores, ou os op. de Lindblad incluem operadores o™

—_ . Yy s B2 _ Y_ 542 . z N
e 0~ de um dos lados do sistema, ou II* = 4% ¢ [I- = 5% ou ainda I't = ZH% e
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Z_ ;T . N . ’
I'" = 2=~ de um dos lados do sistema. Mas o segundo caso se reduz ao primeiro através

das relagoes:
[t 7] =o"
I+ 117 = oY (5.172)
(T —117)(~0) = o°
e também, o terceiro caso se reduz ao primeiro por:
—i[0T, 7] = oY
" 4+1" =o0° (5.173)
(T = T)(=i) = 0*

Vamos mostrar que ter o e 0~ de um dos lados do sistema ¢é suficiente para gerar
toda a algebra de Pauli e portanto os sistemas tratados nesse trabalho todos possuem
um estado estacionério tinico. Para isso, vamos provar que vale as rela¢oes de recorréncia

abaixo entre os spins da cadeia:

1 z z
o = oilot, [H.o7)
1 (5.174)
U;L = _O-;——Q - 505—1[0]'_—170;11:10;1]
para j = 3,4, ...,n e seus complexos conjugados:
- L 2] %
09 = Z[O-l ) [Ha 01]]0'1
1 (5.175)
05 = =0,y +5lofy, 0 Hoplos

2

onde [oF,07] = 0*.

Com isso teremos gerado o conjunto {a;-r, 0;;j =1,..,n} que gera a élgebra de

Pauli.
Primeiramente vamos reescrever o Hamiltoniano para a cadeia XXZ da seguinte
forma:
n—1
H=>Y (20]0;,+20;0/,,+Acioi,) (5.176)
j=1

vamos perceber pelas contas abaixo que as constantes a e A nao terdo importancia e mais
ainda, a diferenciacao entre A; e A;y; também nao serd importante e assim as conclusoes

valem para o modelo graded além do de Heisenberg também, sendo ele graded ou nao.
Calculando:
[H,07] = 2[0] 05, 07| + 2[oy 03, 07]
= 2|0}, 0f|oy + 2|0y, 050y (5.177)

_ + = -+
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com isso:
(07, [H, 07]] = =4[07, 01 03] + 4]0}, 01 07]
= 4lof, 07 ]oF (5.178)
= 4o%oy
assim: X
Joilot [, fl) = joidoiof = of (5.179)
como queriamos.
E também, calculando:
N—1
oj_Hol ) =0 ( Y 20805, + 20008, + Aooi1)0i
k=1
I+o7 :
= (04 2——"=0] + A(=0]_1)0] )i=j-10]_1
1 —o7%
+ ot 1(20;[2T‘71 +0+ Ao 1)k+1_] 1
=(I+0; )00/, — Ao/ 07 ;r 1 (5.180)
+ 07107 (I —05,) + Aof 107 40,
= (I +oj_1)o 0] + U;——2O-;_—l([ —05_1)
= 0'+ 10 + 0' 10 +o + - a;r_z(—aj_l)
= 20j_20j_1 + 20j_10j
em que os termos com A sumiram por que o = 0. Assim:
[Uj 1: 0 1H‘7 = 2[ O 17‘7]+ 2‘73+ n +2[‘7;—17‘7j+—1‘7j+]
= —2(0?_20;’_1 + aj_laf)
logo:
1 z z ¥4 +
—50; 1[(73—17 U]—1HU]—1] _50]‘—1(_2)(%—2%—1 +05_10; ) (5.182)
=0/, +0]
como desejado.
Quanto a adjunta de cada equagao temos:
— +\T 1 z z
Oy = (02) = (Zal [al 7[H7 1]])
1 z z 1 - z
= Z[Ul ’ [H7 O-l]]To-l = Z(_)[Ul ) [Ha 0-1]1.]0-1 (5183)
1 - z z z z
= Z(—)[% ,(D)[H, o1]lo] = S [0y, [H, o7]]o]



88 Capitulo 5. Generaliza¢do do fendmeno one-way street para outros dissipadores

em que na terceira e quarta igualdade usamos a identidade baixo para operadores A e B

quaisquer:
[A, B]' = (AB — BA)' = BTA" — ATB" =[BT, AT] = —[A', BT] (5.184)
Por fim, usando a equacao acima na terceira igualdade abaixo, também temos:
_ I, -
0; (UﬂT = (_U;r—Q - §0j—1[0-j—170-;_—1H0j—1])T
_ L. .
—0j-2 5[‘7]—17‘7;—11{0;11]%]'—1
1 (5.185)
_UJ—Q - 5(_>[O-]—17 O-]—IHO-]—I]O-;—l
_ 1 .
Ojgt i[a;‘r—p o, Hoj_]oj_y

e com isso, terminamos a demonstracao.
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6 Conclusoes

Nesta dissertacao foi possivel entender melhor diversos aspectos de sistemas quan-
ticos abertos. Foi dado énfase aos fendmenos de transporte em sistemas quanticos fora do
equilibrio ao estudarmos o comportamento de correntes de energia (calor e trabalho) e
spin enquanto sao variadas certas propriedades do sistema tendo em visto o fendmeno de
retificagdo e o fend6meno one-way street. A abordagem usada foi em termos de simetrias
da equacdo de Lindblad em contraste ao método analitico que é o mais comumente usado
para tratar esses modelos. Este tltimo apesar de exato tem a desvantagem de se tornar
exponencialmente complexo com o aumento do niimero de spins na cadeia. Mesmo que
o uso de simetrias nao permita que tenhamos uma forma explicita da matriz densidade
do sistema de interesse, nessa abordagem mais geral ha a vantagem de que os fendomenos
deduzidos valem independentemente do regime de transporte e do tamanho da cadeia.
O objetivo principal do trabalho foi o de confirmar a existéncia do fené6meno way-street
para banhos mais gerais do tipo “target polarization” e isso foi feito em um bom grau de

generalizagao no capitulo 5.

Inicialmente, no capitulo 2, definimos os termos de interesse assim como explicitamos
as condigoes de validade dos modelos e equagoes a serem estudados. Comegamos dizendo
0 que sao sistemas quanticos abertos e também discutimos o que o conceito de perda de
meméria (markovianicidade) pode significar no contexto quéntico. Introduzimos a equagao
para sistemas quanticos abertos markovianos, a chamada equacao de Lindblad e realgamos
que a equacao de Lindblad a ser usada foi derivada a partir do chamado protocolo de
interagoes repetidas que leva a um acoplamento nao passivo do sistema com o banho. O
modelo da cadeia XXZ graded foi apresentado assim como a forma final da expressao para
sua correntes de energia e magnetizagao. Ja para o modelo de Heisenberg graded foram
feitos explicitamente os calculos que levam as expressoes dessas correntes com o uso da
equagao de continuidade. Na tultima secao desse capitulo introduziu-se o tipo de dissipador
que seria de interesse no capitulos posteriores, isto é, um dissipador que tem como fungao

tender a alinhar os spins da borda da cadeia em uma dada direcao.

No capitulo 3, apresentamos o fendmeno de retificagdo e também de um analogo
mas que em certo sentido é ainda mais forte: fendmeno one-way street. Esse fendmeno foi
descoberto com o uso das chamadas simetrias da equacao de Lindblad, ou seja, o uso de
transformagoes unitarias que deixa a equagdo invariante (ou mude certos pardmetros como,
no caso, a posigao dos banhos) e que a partir da unicidade do NESS permite afirmar que o
sistema se comporta da mesma forma no estado estacionario apds o uso da transformacao.
O que esse fenomeno descreve é o fato de a corrente de energia possuir uma direcao

preferencial que nao se altera com a troca de banhos. Por causa do acoplamento ativo que
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o sistema tem com o banho, discutido no capitulo anterior, a importancia de separar a
corrente de energia em uma contribuicao devido ao calor e outra devido ao trabalho para

os modelos estudados foi também enfatizada na tltima se¢ao desse capitulo.

Apbs isso, no capitulo 4 foram discutidos ainda outros fendmenos interessantes
descobertos com o uso de simetrias. Na primeira secao foi demonstrado o fato de a corrente
de energia ser nula no estado estacionario de nao equilibrio para o modelo XXZ homogéneo
e apontado o fato de que esse nao é o caso para o caso graded ja que ja existem resultados
exatos confirmando isso. A alternancia de sinal de correntes de spin com o tamanho do
sistema para essas mesmas cadeias mas restrito a banhos que fixam o spin de um lado na
direcao X e do outro na direcao Y foi discutida na segunda se¢ao. Ja na ultima secao foi
apresentada uma derivacao do fato da auséncia de retificagdo de corrente de magnetizacao

nesse mesmo modelo quando o parametro delta é nulo.

Por fim, no capitulo 5, o fendmeno one-way street que havia sido descoberto apenas
para dois tipos especificos de banhos térmicos foi generalizado e mostrado valido para
banhos mais gerais. Isso foi feito ao se encontrar uma transformacao unitaria que estivesse
relacionada com a troca de banhos do sistema dado as formas particulares dos banhos.
Além disso, também ha uma discussao sobre a unicidade do estado estacionario de nao
equilibrio para estes sistemas que é um ponto muito importante para a validade dos

argumentos feitos baseados em simetria.

Reconhecemos que o resultado do capitulo 5 sugere a existéncia de uma forma
fechada para as matrizes de trocas de banhos que abranja todas as configuragoes possiveis
de pares de banhos de spins pertencentes a um mesmo plano (XY, XZ e YZ). A procura
dessas matrizes nao teve um resultado bem sucedido, possivelmente devido a limitagao de
tempo, mas é uma possivel continuagao deste trabalho. Quanto a outros trabalhos futuros
relacionados, podemos dizer que ha ainda varias perguntas a serem respondidas: Em qual
sentido exatamente a corrente de energia flui? De que maneira esse sentido depende da
estrutura gradual? Este sentido nao depende da posicao relativa dos banhos, mas ele
depende do par de banhos? Qual o papel do emaranhamento nesse fenomeno? Com a
resposta para essas perguntas e ainda outras que surgirao melhoraremos cada vez mais
nosso entendimento desses sistemas quanticos. Esperamos que as discussoes e calculos

feitos nessa dissertagao tenham servido como ajuda nesse sentido.
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APENDICE A - Derivacdo da Equacio de

Lindblad através do Protocolo de Interacoes

Repetidas

Uma das formas mais usadas para se derivar a equagao de Lindblad ¢ a chamada
“derivagao microscopica” que é uma abordagem perturbativa em que é feito o uso de diver-
sas suposigoes fisicas além de véarias aproximagoes mateméaticas. Uma maneira alternativa
e mais direta de se chegar na mesma equacao é com o uso do chamado “Protocolo de Inte-
racoes Repetidas”. Um significativo nimero de pesquisadores usam a equagao de Lindblad
derivada dessa forma e como vimos no capitulo 3 a maneira como se chega na equacao
de Lindblad ¢ de crucial importancia no célculo de grandezas (como calor e trabalho)
do sistema sendo estudado. Por esses motivos e pelo fato de nossos resultados anteriores
terem sido encontrados a partir do uso desse protocolo ressaltamos sua importancia neste

apéndice.

Em resumo, o processo feito é o seguinte: acoplamos nosso sistema de interesse a
um par de banhos e deixamos o sistema total evoluir por um periodo de tempo 7, apds
isso, “jogamos fora os banhos” (tomando o trago parcial em relagao a eles) e acoplamos
o sistema de interesse a um novo mas idéntico par de banhos. Novamente, deixamos o
sistema total evoluir pelo mesmo intervalo de tempo anterior e repetimos este processo
indefinidamente. Ao final, tomamos o limite de 7 — 0 e com isso chegaremos a equacao
de Lindblad. Um importante detalhe desse processo é que em cada comeco de intervalo o

sistema e o banho estao desacoplados e assim:

pror(m7) = pu(m7) @ ps(mr) ® pr(mr) (A1)

em que pg representa o sistema, m = 0,1,2,..., e pr g 0os banhos esquerdo e direito

respectivamente.

Escrevemos o Hamiltoniano dos banhos como:
H,=> H! (A.2)

em que r = L ou R e H" age no intervalo de tempo [(n — 1)7,n7). Usamos essa mesma
ideia de separar o Hamiltoniano em termos que agem em intervalos de tempos distintos

mas agora para a interagao sistema-banhos:

Vi)y=> v" (A.3)
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com V" = ~(V* + V}}), ou seja, separamos em uma contribui¢do do banho esquerdo e

outra do banho direito.

A matriz densidade que representa o estado dos banhos sera escrita como pp = ®;p;

em que cada termo do produto tensorial representa o estado no comeco de um intervalo e

tomamos:
pi = wg, (H},) ® ws (Hp) (A.4)
em que, com r = L, R:
o—BrHr
o =~ (A.5)

isto é, quando dizemos que tomamos um banho novo estamos nos referindo a um banho

em que o estado ¢ o estado de equilibrio de Gibbs com inverso da temperatura Sy, g.

A partir das defini¢oes acima e da descrigao do processo, no fim do passo n temos:

ps(nt) = Tr[Up{ps((n — 1)7) ® pa} U] (A.6)

em que T'r, é o trago sobre a n-ésima cépia dos banhos e U,, é a evolucao temporal do

sistema total que é fechado e ¢ dada por:
U, = exp|—it(Hs+ H + Hp + V") (A.7)

em que H é o Hamiltoniano do sistema e estamos considerando A = 1.

Como estivemos interessados apenas em cadeias de spins durante este trabalho,
vamos usar o Hamiltoniano desse modelo para derivar a equacao de Lindblad. Em particular,

usaremos:

N-1 N
H = Z {a(afafﬂ + Jiyag-rl) + Ai,i+1(7izaiz-|r1} + Z Bio; (A.8)
i=1 i=1

ou seja, o modelo XXZ graded com um campo magnético externo no eixo Z.

O Hamiltoniano do banho é:
HL = BLO'E (Ag)

e o mesmo para o banho da direita (R). J& o da interagdo sistema-banhos é no lado
esquerdo:
Vi =ojo] +olo} (A.10)

e no lado direito:

Vi = oNog + oXobh, (A.11)

observe que nao ha um termo com o, e isso sera importante na simplificagdo dos célculos

subsequentes.

Desse modo, o Hamiltoniano total é dado por:

HT:H—FBLO'E—FBRO'ZR—I—VL—FVR (A12)
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Se escrevermos pr, ® ps((n — 1)7) ® pr = prot, entao podemos escrever:

ps(nT) = Tr,[Un{pL ® ps((n — 1)7) ® pr}U]]

= Trp{e™" ™7} (A.13)
7_2
_[HT> [HTa ptot]] + }

2

em que na ultima igualdade foi usada a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff para A e B

= Trn{ptot - iT[HT7 ptot] -

operadores e x um parametro:

“; FIAA A B (A.14)

" Be ™ = B+ [B, Alx + [A, [A, B]] ot

Vamos analisar cada um dos trés termos da equacao A.13 separadamente. Sejam
as seguinte bases ortonormais para os espacos de Hilbert do banho esquerdo, direito e da

cadeia respectivamente:

{lam)} € My
{lbm)} € Hr (A.15)
{lem)} €M

Daqui para frente, vamos omitir o sinal do produto tensorial. Com isso, o primeiro

termo ficara:

Trn(prot) = Tralprps((n —1)7)pr]
= Z (aibj| prps((n — 1)7)pr |aib;)

(2

= (Z (ai| pr \ai>) ps((n —1)7) (Z (bj] pr |bs)

i .

J

) (A.16)

= ps((n—1)7)
ja que estamos usando matrizes densidades e portanto seus tragos sao 1.

Denotando pg(mt) = p,, para m = 1,2 3, ..., para o segundo termo, temos ao

substituir a forma do Hamiltoniano total:

Trn([Hr, prot]) = Z (aibj| [H + Bro}, + Brog + Vi + Vg, pLpn—1Pr] |aibj) (A17)
4.

pela linearidade do traco temos:

Tro([Hr, prot)) = Y (aibj| HpLpn-1pr — prpn-1prH |a;b))
,J
+ B Y (aibs| 05 pLpn-1pr — pLOR-1PROT |aib))
" (A.18)
+ Br Z (aibj| oRpPLPR-1PR — PLOR-1PROR |ai})
]

+ > {aibs| (Vi + VR)prpn-1Pr — pLon-1pr(VL + V&) |aib;)

.3
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dai:
Tro([Hr, prot]) = HI'r1(pr) pn—1TTr(pr) — Trr(pr)pn—1Trr(pr)H
+ B ATri(0LpL) pn-1TTr(pR) — Tri(pron—1Trr(pR)0L)}
+ Br{Trr(cxTrL(pL)pn-1pr) = Tri(pr)pn1TTr(PROR)}
+ W Trallogof + 0101)pLon-1pr — pLon-1pr(0L0T + 0p07)]
+ Tra[(oN0k + ONOR)PLAR-1PR — PLPn-1PR(ONT N1 + TR 0N 41)]}
(A.19)
Usando que o trago das matrizes densidade ¢ igual a 1, obtemos:
Tro([Hr, prot]) = [H, pn-1] + BLTr([0L, prpn-]) + BrRTTr([0%, pu-1PR])
+{Tre([ogot, ppn—1] + (060, prpn-i]) + Trr([ONON 11, PLAR-1]
+ [oNON 415 PLP-1])}

(A.20)
com isso:
Tro([Hr, prot]) = [H, pn—r] + H{Trr([0707, pron—1]) + Tro(lofof, prpa-i])} (A.21)
+ U Trr(lonog, po-1pr]) + Trr([0X 0k, pu-10r])}

e como o traco dos comutadores sao nulos, obtemos:

Tro([Hr, prot]) = [H, pn—1] (A.22)
Por fim, o terceiro termo ficara:

Tro([Hr, [Hr, prorl]) = Tra([Ve, Vi, protl]) + Tra([Vr, Vs prod]]) (A.23)

pois os outros termos sao nulos.

Logo:

Pn = Pn—1 — iT[Hu pn—l] - %{TTTL([VD [VL; ptot”) + Trn([VRa [VR7 ptot“)} (A24)

A aproximagao que precisamos fazer e que gera certa discussao € a de fazer com que
a interacao entre o sistema e o banho decaia com o tempo de tal maneira que a interacgao

se torne finita quando fizermos 7 — 0. Isso sera alcancado se reescrevermos:

Vi, = \/z(afazf +olay) (A.25)
e o mesmo para Vp.

Com isso, definimos o que chamaremos de dissipadores da equagao de Lindblad:

2

1, (S0 Wi ) = 7Dulp)

) (A.26)

o (- Wi ) = D)
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Dessa forma noés obtemos:

ps(nT) = ps((n—1)7)—it[H, ps((n—1)7)]+7DL(ps((n—1)7))+7Dr(ps((n—1)7))+O(7)

(A.27)
em que enfatizamos que no ultimo termo estamos descartando termos também com
expoentes fracionarios entre 1 e 2. Assim:

dps _ 1. ps(nt) — ps((n —1)7)

At 150 - = —i[H, ps] + Dr(ps) + Dr(ps) (A.28)

que ¢é a equacao de Lindblad.

Para encontrarmos a forma explicita dos dissipadores, observamos que devemos
antes ter uma forma explicita da matriz densidade. Sabemos que a matriz identidade
e as matrizes de Pauli formam uma base para o espaco de matrizes 2X2 com entradas

complexas. Desse modo, podemos escrever uma matriz densidade qualquer como:
p==(I+ad-a) (A.29)

em que @ = (a1, az,a3) é um vetor de nimeros reais e ¢ = (0,,0,,0,) ¢ um “vetor” de

matrizes de Pauli. Em detalhes:

P ( Ihag a = m2> (A.30)

2 CL1+’iCL2 1—0,3

Por definigao, temos que:
() =Tr(pd) (A.31)

e calculando obtemos:
L 1 { 1+as3 a1 —1as 0 1 0 —1 1 0
po = = . ’ . )
2 \a; +iay 1—as 10 i 0 0 -1
. 1 a; — ’iCLQ 1 + as as + ia1 —1 — iag 1 + as iag — ap
B 2 1—a3 a1+ia2 ’ i—ia3 ag—ial ’ 6L1+’I:CL2 a3—1

tomando o trago:

(A.32)

1
Tr(pd) = 5(2a1, 2a9,2a3) = d (A.33)

Vamos querer encontrar uma forma diagonal para a matriz densidade. Para isso,

vamos encontrar seus autovalores:

1+as )\ a1 —1ia2
2 2
ai+tian l—az
2 2 A

=0 (A.34)
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calculando:

(1+CL3_>\> <1—a3_)\>_(a1—ia2> <a1+ia2> —0
2 2 2 2
1 2

__a_g_é ﬂ_é_ﬂ )\2_a1_a% 0
4 4 2 2 2 2 4 4 (A.35)
)\2_)\_@§+a§+a§+l: '
4 4
1+4/1—1+a?+a3+ad3
\ = \/ 1T a;ras
2
logo os autovalores sao:
1 -
\ Lol
2 (A.36)
N
R

Podemos escolher um sistema de referencial em que apenas a componente 7 de a é

nao nula e assim:

1+ f 1—f
pr = —5 ) (el + =57 12-) (| (A.37)
em que |@| = a, = f;, = (0}). E similarmente:
1+ f 1—f
pr =5 le) (el + =57 o) (o] (A.38)

com fr = (0})
Por ultimo, demonstraremos que caso fagamos o scaling v — % os dissipadores

possuirao a forma:

1
DL,R = Z LkpSLL - §{L2Lk;/05} (A-39)
k=%

em que, para o lado esquerdo por exemplo:

L= 704 fu)ot (A.40)

e ja para o lado direito trocamos of, f; — 0%, fx.

Vamos fazer a demonstracao apenas para o lado esquerdo ja que para o lado direito

as contas sao analogas. Comecando com a expressao:

Di(pn) = =5Tra (Vi [Vis pra]) (A.41)

calculamos:
Tro([VL, VL, prot]]) = TTn(VLQPtot = 2VLpiot Vi + PtotVLz) (A.42)

Usando a equacao A.25 e a decomposicao de p;,; obtemos:

Tra((Vio Vi pral]) = 2Tral(07 0% + oot (0507 + otot)ouppn

= 2(or01 + o101)pLppr(orot + orot) (A-43)

+ prppr(ogo] + opoi)(ofo] + opoi)]
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em que estamos denotando a matriz densidade do sistema por p. Expandindo e colocando

os operadores no produto tensorial implicito:

/7
Tra([Ve, Vi pror]]) = ;Trn[(af)QpL(Uf)%PR + 0707 pLOT0L pPR
+ojofpLotoippr + (1) pL(0l)ppr
— 2(07prLoL07 POt PR + 0L PLOLOT pOY PR (A1)
+ 01proiolpoipr + ol prLofoipoipr)
+pu(07)?p(07) pr + projot potolpr
+ projoipototpr + pr(at)?p(ol) pr
Agora, calculando o traco usando as bases ja definidas em A.15, temos:
f)/
Tro([Ves Vi, pra]) = = > _l(ail (07)%pr lai) (07)2p (sl pr |bj)
ij
+(ai|oporpL lai) oyoip (bj| pr |b;)
+(ai| afoipr lai) olotp (bl pr |bs) + (@il (07)?pr |ai) (01)p (b;] pr |b;)
—2((ai| oppror |ai) o1 pot (bj| pr |bs) + (ai| opproy ai) o1 poi (bj| pr [bs)
+ {ail o1 prot |as) o1 poy (bj| pr|bj) + (a| oL proy |ai) of poi (bj| pr [b5))
+ (@il pr(07)? |ai) p(a7)? (bl pr |bs) + (@il protof |ai) potot (b] pr [b;
+

)
a;| profof ai) potot (bl pr |b;) + (ai| prlo])? |a:) p(ot)? (bj| pr |bj)]
(A.45)

Usando 7, (b;] pr |bj) = 1, e que o trago ¢é ciclico, podemos reescrever colocando os
operadores de Pauli a esquerda de py, e juntando os termos:
’Y X €T xr xT X
Tro([Vi, VL, prot]]) = ;{TTL((UL)QPL)K‘H)ZP + P(01)2 — 207 poy]
+Tri(oporpL)lotoip+ poyol — 201 poy] (A.46)
+Try(oforpr)lolorp+ poioy — 207 poi]
+Tri((07)*pr)[(07)p + p(of)? — 207 pot]}

em que T'ry, denota o trago em relagdo ao banho esquerdo. Usando as seguintes propriedades

de matrizes de Pauli:
(") = ()2 = I

oY = —gY0"

(A.47)

temos:
’Y xr x
Tra(lVe, Vi, peed]]) = —ATr1(pr)[2p — 207 po]
+ Tri(ofolpL) 2070l p + 2p070{ — 201 po7 + 207poy]  (AA48)
+Tri(pr)[2p — 207 poy]}
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Substituindo Try(pr) = 1 e que 0%¢¥ = ic?, obtemos:

Tro([Vi, Vi, protl]) = ~{4p — 207 po? — 20% o
T (A.49)

+2iTr(oppr)oioip+ poiol — ofpoi + o7 poi]}

vamos calcular separadamente T'rp (07 pr) usando a forma explicita da matriz densidade
pr, dada pela equagdo A.37 e usando a base de autovetores |z4) dos operados de Pauli na

diregao Z:

Tro(oips) = Trs {az [1 Iy e+ 2 <z_|]}

2 2
— (4]0} [# 2] e+ 2212 ) <z\] ) (AS0)
loclop | FEIE o) Gl 22 e

usando que 0% = % |z4):

Tru(oips) = Tr { [1 Iy e+ 22 <z_|]}

2 2
— ol [P e+ S e |l )
el | b a4 25 e e

e a partir da ortonormalidade da base obtemos:
Tri(opn) = o0t 12T g, (A52)

substituindo na expressao de Trp(py) =1 :

Tro([Vi, Vi protl]) = ~{4p — 207 pot — 207 po!
T (A.53)

+ 2ifilofotp + pofol — otpot + ofpot]}
Logo,substituindo em A.41:

Dr(pn) = v[-2p + oipoi + oipa! —ifr(ofoip+ poiol — oipoi + oipoi)]  (A.54)

Se quisermos escrever em termos dos operadores criacdo e destruicdo ot = % pode
ser demonstrado que encontraremos:
Dr(p) = (1 + fr)[207 por — (o701 p+ poyof)] (A.55)

+ (1= fu)[207 poi = (oF 07 p+ poior)]}
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juntando com o dissipador da direita, obtemos finalmente:

D(p) = Dr(p) + Dr(p)
=L+ fo)[207 poy — (o707 p+ poro])]
+ (1= fu)[207 poi — (0f o1 p+ pofor)] (A.56)
+ (14 fr)[20%poy — (onokp + poyo)]
+ (1= fr)[20yp0y — (0Xonp + pojoy)]}

Fazendo o scaling de v e expandindo a expressao A.39 com A.40 obtemos a mesma

expressao acima. Como queriamos demonstrar.
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ANEXO A - ARTIGO: One-way street for

the energy current: A ubiquitous phenomenon

in boundary driven quantum spin chains

A seguir estd anexado o artigo que resume os resultados encontrados no capitulo 5
assim como expoe a sua conexao com pesquisas atuais e importancia para futuros trabalhos.

Este artigo foi publicado na EPL (Europhysics Letters).



One-way street for the energy current: A ubiquitous phenomenon in boundary driven

quantum spin chains

Deborah Oliveira,! Emmanuel Pereira,'* and Humberto C. F. Lemos?

! Departamento de Fisica—Instituto de Ciéncias Ezatas, Universidade
Federal de Minas Gerais, CP 702, 30.161-970 Belo Horizonte MG, Brazil
?Departamento de Estatistica, Fisica e Matemdtica,
CAP — Universidade Federal de Sdo Joao del-Rei, 36.420-000, Ouro Branco, MG, Brazil

Focusing on the description of nontrivial properties of the energy transport at quantum scale,
we investigate asymmetrical quantum spin chains described by boundary-driven XXZ and XXX
Heisenberg models. We search for symmetries properties of the Lindblad master equation related
to the dynamics of the system in order to establish properties of the steady state. Under rather
general assumptions for the target polarization at the boundaries, we show the occurrence of an
effect related to (but stronger than) energy rectification, namely, the one-way street phenomenon,
which is the existence of an unique way for the energy flow. Precisely, the energy current does
not change in magnitude and direction as we invert the baths at the boundaries: its direction is
completely determined by the asymmetry in the bulk of the chain. The results follow independent
of the system size and of the transport regime. Our findings show the ubiquitous occurrence of the
one-way street phenomenon for the energy flow in boundary-driven spin systems and, we believe,
they shall be an useful contribution to the area devoted to the investigation and building of efficient

quantum devices used to control and manipulate the energy current.

Introduction: Understanding the properties of the en-
ergy transport at quantum scale is a problem of consider-
able theoretical and experimental interest that is taking
increasing attention in recent years.

The emerging field of quantum thermodynamics urges
to the detailed theoretical study of the quantum trans-
port properties, in particular, of the quantum energy cur-
rents. Moreover, the amazing on-going progress in exper-
imental manipulations of small quantum systems makes
mandatory the theoretical investigation of nonequilib-
rium features of quantum systems, in particular, their
transport characteristics, directly related to the under-
standing of their behavior out of equilibrium.

Some specific problems of theoretical and experimental
importance appear in this context, for example, the pos-
sibility of building quantum thermal rectifiers, i.e., the
possibility of finding systems with a preferential direc-
tion for the energy flow. The thermal rectifier, or ther-
mal diode, is a system in which the magnitude of the
energy current changes as we invert the device between
two baths. Its investigation is motivated by the success of
its electronic analog, the electrical diode, which, together
with transistor and other related nonlinear solid state
devices, were responsible for the amazing development
of modern electronics, with impact in our daily lives. In
fact, the interest in energy rectification is an old problem:
it appears already within the study of simpler classical
models describing the heat conduction and many works
are devoted to the theme [1-7].

In short, we stress, it is clear the general interest in
the investigation of the energy transport, importantly in

*Electronic address: emmanuel@fisica.ufmg.br
TElectronic address: humbertolemos@ufsj.edu.br

the quantum scale. In particular, a recurrent problem
is the search of conditions which allow an asymmetric
transport, i.e., a preferential direction for the currents.

In the present work, we investigate the energy current
in boundary-driven quantum spin Heisenberg (XXX)
and XXZ chains, the archetypal models of open quan-
tum systems, and so, a problem with significance to sev-
eral areas: nonequilibrium statistical physics, condensed
matter, optics, cold atoms, quantum information, etc.
[8]. As usual, we consider the dynamics given by a Lind-
blad master equation (LME). Under rather general as-
sumptions for the target polarization at the boundaries,
we show the existence of an intriguing one-way street
phenomenon for the energy current, i.e., in asymmetric
chains (e.g., graded systems) the direction of the energy
current is completely determined by the asymmetry in
the bulk of the system, precisely, the direction of the
energy flow does not change as we invert the baths at
the boundaries. It is important to recall that, in these
boundary-driven quantum systems, the energy current
involves heat and also power (work), and so, no ther-
modynamic inconsistency is present here [9-11]. More
details are presented ahead. To establish our results we
use symmetries of the density matrix, of the LME, and
show the energy current properties in the steady state.
That is, our strategy is inspired by the work of Popkov
and Livi [12]. Our results are independent of the system
size and of the existence of anomalous, normal or ballistic
transport on the chain.

The existence of this one-way street phenomenon has
been already shown for the simpler case of target ¢* po-
larization at the edges and another quite specific case
[13]. Here, in the present work, we extend the existence
of such phenomenon for rather general cases of boundary
spin polarizations, proving that the phenomenon ubiqui-
tously holds in boundary-driven quantum spin chains.



It is important to emphasize that the existence of
asymmetry in the bulk of the chain is not a guarantee for
the presence of asymmetry in the energy flow. For exam-
ple, for the case of classical chains of harmonic oscillators
with self-consistent inner stochastic reservoirs, an effec-
tive model used to study heat conduction (Fourier’s law
holds in such model [14], a footprint of anharmonicity,
since the law is absent in purely harmonic models [15]),
it is rigorously proved that, for any asymmetric chain,
there is no thermal rectification, i.e., there is no asym-
metry in the magnitude of the heat flow as we invert the
baths at the edges [16].

Models and Currrents: Now we introduce the spin
models. We assume, in what follows, A~ = 1. We take
quantum 1/2 spin chains and we first consider asymmet-
ric XXZ models with Hamiltonians

N-1
H= Z {a(ofoiy +ololiy) + Aiiraofof ), (1)
i=1
where af (8 = z,y,z) are the Pauli matrices. The

anisotropy parameters A; ;11 are assumed to be asym-
metrically distributed, for example, with a graded distri-
bution: ALQ < A2’3 <0< AN,LN.

As usual, the dynamics of the system is given by Lind-
blad master equations (LME) for the density matrix

dp .

E :Z[p”H] +£(p) ’ (2)
where the dissipator £(p) is local here, and describes the
coupling with the baths. It is given by

L(p) = Lr(p) + Lr(p) ,

1
Lrr(p) = Y Lepll— S {LlLsp} . ()
s==%

{-,-} above describes the anti-commutator. These models
are recurrently studied: see, e.g., Ref.[17] and references
therein. For £, in the simpler case of a XXZ chain with
target o* polarization at the edges, analyzed in Ref.[13]
and several other works, we have

L=

o2

(1+ fr)or (4)

where o are the spin creation and annihilation operators

J
oj»t = (0F £ i0¥)/2 ; and similarly for Lg, but with 0%
and fgr replacing Uli and fr. In the previous expressions,
~ denotes the coupling strength to the spin baths; f, and
fr describe the driving strength, and they are related to

the polarization of extra spin at the boundaries:

fr=1{05), fr=1{(0x11)

Ahead, we will investigate in details more general and
intricate dissipators.

The expressions for the spin and energy currents can be
obtained from the LME for the dynamics and a continuity

equation, as precisely described in Ref.[18]. We have, at
site j, for the magnetization (spin) current

(1) = 2alo%al,, — aloT,,) . (5)
If we add in the Hamiltonian (1) a term giving the inter-
action with an external magnetic field,

N

-/
ZBJUj )
j=1

for the energy current we obtain (again, details in
Ref.[18]),

(Fj) = (Fj7) +(F])

XXZ
(F7) = 2a(a(0f_of0f, —of_1050%,,)

. . z x Y _ 42 Y _x
+Aj-1 (05105 Oj41 — 0510 o511)

.. x Yz _ Y T _z
+Ajj+1 (Uj—lajaj+1 05105 Uj+1)> )

1
(FP) = SBitJi+17;) (6)
We need to make an important remark now. In most
of the studies of XXZ chains, the authors take homoge-
neous, symmetric chains. In such a case, considering the
energy investigation, both direct computation or sym-
metry arguments lead to (FJ»XXZ) = 0 [12, 18]. Conse-
quently, the remaining energy flow is proportional to the
magnetization current, and it vanishes in the absence of
an external magnetic field B = 0. But that is not the
scenario for asymmetric chains. We give a concrete ex-
ample. In a previous work [19], the density matrix is an-
alytically computed for a small chain of three spins, and
the spin and energy currents are precisely determined
for the case of target o* polarizations, with fr = f and
fr = —f at the edges. In particular, in the steady state,
for (F') = (Fj), an exact, huge expression is determined
for the three sites chain with @ = 1, Ao = A — 6,
As3 = A+, and B; = B. For simplicity and clear-
ness, we write below the dominant terms considering an
expansion in powers of f, the driving strength, and of §,
the asymmetry parameter. We have

912
(F) = Bf (969+48A2>

iy 32(20224A* + 64256 A2 — 1083)
(51 + 16A2)(323 + 16A2)2

From the expression above, we see that the energy cur-
rent is nonvanishing even for B = 0, in clear contrast
with the behavior present in symmetrical chains, which
are usually investigated. Again, for B = 0, the value (di-
rection and magnitude) of the energy current does not
change as we invert the baths, i.e., as we change f by
—f (it indeed follows, we stress, for the complete expres-
sion beyond O(f?) [19] - the complete current is an even
function of f). That is the one-way street phenomenon,
directly computed in Ref.[19] and derived by symmetry
arguments in Ref.[13].



Note that, here, we propose to show the general occur-
rence of such an effect, i.e., the occurrence of an energy
current whose direction depends only on the asymmetry
of the chain (it does not invert as we invert the baths
at the boundaries of the chain), and such an effect is,
say, stronger than the energy rectification, even the per-
fect rectification, that means current in one direction and
absence of current as we invert the baths.

Another important remark is convenient here. In some
works with boundary driven quantum systems, the en-
ergy current is wrongly taken as the heat current. In
such a case, thermodynamic inconsistencies are claimed
to occur, such as a heat flow from the colder to the hot-
ter bath without other interventions [20]. But, in fact,
as clearly explained in Ref.[9], besides heat we also have
work in the boundary driven processes, and so, thermo-
dynamic consistency is recovered. See also Ref.[10] for
the related analysis in these XXZ chains, and Ref.[11]
for general considerations (in particular, responding the
false inconsistency raised in Ref.[20]).

Results: The present work is devoted to extend the
one-way street phenomenon for the energy current to
XX7Z and XXX Heisenberg asymmetric chains with gen-
eral polarization at the edges. In other words, here,
after a considerable algebraic work, we show that such
“strange” phenomenon is ubiquitous in boundary driven
asymmetric quantum spin chains.

We proceed by taking the XXZ chain as given by
Egs.(1, 2, 3). We first consider the case in which one
edge of the chain is target in a given polarization, say,
o”®, and the other edge involves a polarization with arbi-
trary twisting angle in the XY plane. Precisely, now we
take the dissipators as

Kt - vanEDn (251
KR = JAUF] <cos(0)azN+si;(9)a§’vj:iafv) )

The Heisenberg (XXX) version of such model is investi-
gated in Refs.[21-23]. Our strategy here is to exploit the
symmetries in the steady state of the LME in order to
show that, if p is a steady state solution, then there exists
a unitary transformation U such that UpUT is a solution
of the steady state LME with inverted baths. Moreover,
for the LME with inverted baths, the energy current in
the absence of external magnetic field B is the same. In
resume, we want to show for the heat current

<F> = (FXXZ> =tr (ijXXZ) = tr (prleXXZU)
A ) — (. (8

We make an important statement here. By using the
approach described in Ref.[24], we can prove the unique-
ness for the steady state of all the LME treated in this
present work. Thus, if p is the steady distribution of
the initial system, then UpU~! is the unique steady dis-
tribution of the system with inverted baths. Another

important remark: for the studies of symmetries in the
LME, our operator U is indeed the tensorial product over
all N sites of 2 x 2 unitary transformations (they are the
same transformation, but each one acts on one site)

U=u®u®...Qu. 9)

For more details about the desired transformation U,
we note that, in the steady state the LME reads

0= —i[H,p] + L(p) -
Hence, we must find U such that
H =UHU", Liny.batns (UpU') = ULUT . (10)

Similarly results with the change U <« UT (e.g., H =
UYHU). le., for this first case, we need to present U
unitary such that (discarding the change 1 <> N)

UKLTUT = K30

To find this desired U, or each u, we start from a general
representation for an unitary matrix u

. a b
U= _e’itpb* eiapa* )

where a and b are complex numbers; a* is the complex
conjugated; ¢ is real; and |a|? + |b|> = 1. Then, we
investigate if it is possible to describe U which inverts
the baths and that satisfies all the previous relations de-
scribed above. Of course, we do not present the algebraic
manipulations carried out to find the desired U. But the
reader can check a posteriori that the desired relations
follow with the presented U.

For the first case in which the dissipators are given by
Kﬁ"L, i.e., for the case of one edge of the chain with a
o® polarization, and the other edge with a polarization
in a arbitrary direction in the XY plane, after a tedious
algebraic work we find u as given by

u = % <_ei0(01—z') 18”) . (11)

For emphasis, we repeat that, with such a matrix, it fol-
lows UM X2yt — pXXZ that is, the energy current
is the same as we invert the baths. As a further observa-
tion, we note that

1)z, () _ 0 —sinf —icosf
wrou B (—sin@—}—icos@ 0 ’

1)y, (D _ 0 cosf —isinf
wroTu o <cos€—|—isin9 0 ’

uM gzt = _57 .

Although we have awkward spin transformations, it still
follows that UMWHUMT = A as well.



In the next step, we consider a general case of LME in-
volving several dissipators: Lj, Lo, V1, Vo, Wy, Wy acting
on the first site, and Ls, Ly, V3, V4, W3, Wy acting on the
site N. Precisely,

Ly = a(of +ioY), Ly = B(oy +i0%) ,

Ly, = B(of —icl), Ly = a(oyy —io¥)

Vi = plof +iof) , Vs =v(o} +ioy) ,

Vo = q(of —io]), Vi=u(o} —ioy) ,

Wi = u(of +iot) , Wz =q(oy +iok) ,

Wy = wv(of —iol), Wy =p(ok —iok) . (12)

The parameters «, 3, p,q,u,v above can be taken as
nonegative real numbers. Note that we have the same
parameters acting both on first and last sites of the spin
chain, but they are linked to different target polarization
operators at each boundary. The operators Ly, Vi, and
Wi, when taken alone, target polarization along the axes
z,x and y, respectively.

Again, the procedure is the same, and we find U such
that U@ pUP1 satisfies the LME with inverted baths
and UG FXXZy@t = pXXZ e the one-way street
phenomenon holds. We obtain

1 (0 —1+i
@ _ L
u \/§<1—|—i 0 ) (13)

Moreover, we have

u@ery @t = gy

uP oyt — 57

W@y @ — g

We turn, now, to the investigation of asymmetric
Heisenberg XXX models, i.e., we extend the asymmetry

distribution also to the x and y coordinates. Precisely,
we consider the Hamiltonian
-1
H= Zozl ofol +olol  +oioi1) . (14)
i=1

where «; is assumed to be asymmetrically distributed.
In this case, we need to rewrite the expressions for the
currents. For the spin flow we have

(Jj) = 20‘j<0f‘7;/+1 - 05‘!0?+1> . (15)
And, for the energy current, we obtain

(FJXXZ> = 2041‘—1041‘<(O'?710-Jz'0';:+1 _U?—l"]z'agﬂ)
0571030}11)

o) j0f0%,1)) -

+ (071070741 —
+ (UZZIU?U;H —
(16)

In relation to the dissipators of the LME, we start
again with one of the edges of the chain target in a given

polarization, say o#, and the other edge with an arbitrary
polarization in the plane ZX.

Dt - vauEn (1)
DE = AT (cos(@)amN + si;(@)afv +io¥ )(17)

Again, after considerable algebraic manipulations, we
find the transformation U®) that inverts the baths and
shows the one-way street phenomenon for the energy cur-
rent. We have

W3 = 4 V1—cosf +/1+cosb o as)
V2 \W1+cosf —/1—cos@

It is interesting to note the intricate transformation for
the spin variables here,

u® Ty — sin 6 co§9
cosf —sin6) ’

u® Uy — _ v

u® g7y — ff:osé’ sin 6 '
sinf cosf

Anyway, as said, we still have USHUGT = H, and
UBRFUGT = F.

Finally, we consider the case of several dissipators,
which, alone, target polarization along the axes x,y and
z. We take

Ly = a(of +io}), Ly =v(o} +i0¥) ,

Ly = plof —io{), Ly =u(oy —ioy) ,

Vi = pof +io}) , Vs =q(ok +ick) ,

Vo = q(of—zal) s Vi _p(JN_ZUN) )

Wi = w(of +ioy), Ws = pB(ox +io%) ,

Wy = v(of —iol) , Wy=a(ck —iok), (19)

(note that they involve a combination different from the
previous one in the XXZ case). Again, the parameters
a, B, p,q,u,v above can be taken as nonegative real num-
bers.

The desired matrix changing the baths is now found

u® = \/% G :1) : (20)

For the spin transformations we get

U gty DT = 57 D gy Wt = 57
u® gz, Wt — v
Once more, we have UDHUWT = H, and

UD Pyt = p.



Conclusion: It is worth to recall that asymmetric sys-
tems, as considered in this work, are not only theoretical
proposals. For example, there is a proliferation of graded
materials in nature, i.e., inhomogeneous systems whose
structure changes gradually in space, and they can be
also manufactured. There is a great interest for such
materials in many areas: optics, mechanical engeneering,
material science, etc. [25]. Moreover, a simple exam-
ple of graded thermal rectifier has been already built:
a carbon and boron nitride nanotube, inhomogeneously
coated with heavy molecules [26].

We believe that we shall see experimental realizations
of such asymmetrical XXZ and Heisenberg (XXX ) mod-
els soon. We recall that it has been already shown the
possibility to engineer XXZ quantum spin Hamiltonians
with different values for the inner parameters « and A
[27, 28]. Moreover, Heisenberg (XXX ) and XXZ models
appear related to recent experimental works with Ryd-
berg atoms in optical traps [29, 30].

We show here that an interesting effect related to
(but stronger than) rectification is of ubiquitous occur-
rence in boundary driven quantum spin systems with tar-
get polarization, the archetypal models of quantum spin
nonequilibrium physics. In order to stress such a general-

ization of our results, a final technical comment is perti-
nent. Here, we show the one-way street phenomenon for
a XXZ chain in which one edge of the chain is target in
a given polarization, say, = direction, and the other edge
involves a polarization with arbitrary twisting angle (de-
scribed as 6 and taking any value) in the XY plane, for
example. We also show the phenomenon for arbitrary
choices of six operators, i.e., pairs of three kind of oper-
ators that, when taken alone, target polarization along
the axes z, y and z (one pair targets along z, the other y,
etc.). That is why we repeatedly say that we are consid-
ering general polarizations. Our findings are not resumed
as new examples of specific polarization involving quite
specific angles or some specific axis. Similar results have
been shown for the Heisenberg system.

We are confident that such results will stimulate more
theoretical and experimental research on the theme of
quantum transport.
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