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RESUMO

NEEMIAS S. MONTEIRO. Localização e Planejamento de Movimento de Robôs Móveis
em Ambientes Internos Utilizando Processos de Decisão de Markov . 2020. 106 f. Dis-
sertação (Mestrado Engenharia Elétrica) – Escola de Engenharia (UFMG), Belo Horizonte –
MG.

Os planejadores de movimento determinísticos apresentam bons resultados em ambientes si-
mulados, nos quais os sensores e atuadores são perfeitos. No entanto, estas suposições são
restritivas e consequentemente o planejamento de movimento terá desempenho comprometido se
aplicado em sistemas robóticos reais (ou em um simulador mais realístico), pois os mesmos são
inerentemente carregados de incertezas. Na maioria dos sistemas robóticos reais, os estados não
podem ser diretamente observados, e as medições recebidas pelo robô são projeções ruidosas
do verdadeiro estado. As ações executadas por um robô também têm incertezas, dado que os
atuadores do robô cometem erros ao seguir os comandos de controle desejados. Deste modo, o
robô deve fazer uso de uma nova classe de planejadores que levam em conta as incertezas do
sistema quando tiver que tomar uma decisão.

No presente trabalho, o Processo de Decisão de Markov Parcialmente Observável (PDMPO,
ou POMDP em inglês), é apresentado como alternativa para solucionar problemas imersos em
incertezas, selecionando ações ótimas com objetivo de realizar uma dada tarefa. O PDMPO
é um método probabilístico que considera: que os estados do robô não podem ser medidos
diretamente, mas são inferidos por meio de observações indiretas; que as decisões tomadas têm
resultados incertos; e que o resultado de uma ação em um estado depende apenas da ação e do
estado atual do processo (propriedade Markoviana). No PDMPO cada ação tem como resultado
uma observação, probabilisticamente relacionada aos estados do sistema. Em vez de um estado
atual do sistema, no PDMPO há uma distribuição de probabilidade sobre os estados, denominada
crença. Para estimativa da crença, este trabalho utiliza a estrutura probabilística do Modelo
Oculto de Markov (MOM, ou HMM em inglês).

O ferramental acima foi aplicado em um sistema simulado de localização e controle das ações
de um robô que se locomove por um galpão usado para estocagem de produtos, e também
para navegação de um robô real em um espaço de convivência. As simulações e experimentos
mostram a robustez e eficiência dos métodos utilizados.

Palavras-chave: Incertezas, Localização, Modelo Oculto de Markov, Planejamento de Movi-
mento, Processo de Decisão de Markov Parcialmente Observável, Robótica Probabilística.
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ABSTRACT

NEEMIAS S. MONTEIRO. Localização e Planejamento de Movimento de Robôs Móveis
em Ambientes Internos Utilizando Processos de Decisão de Markov . 2020. 106 f. Dis-
sertação (Mestrado Engenharia Elétrica) – Escola de Engenharia (UFMG), Belo Horizonte –
MG.

Deterministic motion planners perform well in simulated environments, where sensors and
actuators are perfect. However, these assumptions are restrictive and consequently motion
planning will have poor performance if applied to real robotic systems (or a more realistic
simulator), as they are inherently fraught with uncertainty. In most real robotic systems, states
cannot be directly observed, and measurements received by the robot are noisy projections of the
true state. The actions performed by a robot have uncertainties, given that the robot’s actuators
make mistakes when following the desired control commands. Thus, the robot must make use of
a new class of planners that take into account system uncertainties when making a decision.

In the present work, the Partially Observable Markov Decision Process (POMDP) is presented as
an alternative to solve problems immersed in uncertainties, selecting optimal actions aiming to
perform a given task. POMDP is a probabilistic method that considers: that robot states cannot
be measured directly, but are inferred through indirect observations; that the decisions taken
have uncertain results; and that the result of an action in a state depends only on the action and
the current state of the process (Markovian property). In POMDP, each action results in an
observation, probabilistically related to states of the system. Instead of a current system state, in
POMDP there is a probability distribution over states, called belief. To estimate the belief, this
work used the probabilistic structure of the Hidden Markov Model (HMM).

The above methodology was applied to a simulated system for localization and controlling the
actions of a robot that moves around a warehouse used for products storage, as well as for
navigating a real robot in a living space. Simulations and experiments show the robustness and
efficiency of the methods used.

Keywords: Uncertainty, Localization, Hidden Markov Model, Motion Planning, Partially
Observable Markov Decision Process, Probabilistic Robotics.
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CAPÍTULO

1
INTRODUÇÃO

Desde os primórdios, o homem sempre tem buscado maneiras de aprimorar seus pro-
cessos produtivos, tornando-os mais eficientes. Uma importante solução encontrada para tal
foi a criação de sistemas robóticos. O termo robô tem origem na palavra tcheca ‘robota’, que
significa ‘trabalhador forçado’. O termo foi apresentado pela primeira vez em 1921 na cidade de
Praga, pelo dramaturgo Karel Capek’s na peça teatral RUR (Rossum’s Universal Robots). A peça
conta a história do inventor Rossum, que desenvolve uma criatura com forma humana capaz
de substituir o ser humano em qualquer tipo de trabalho [Murphy, 2000b]. A partir desta peça,
o termo passou a ser usado em outros espetáculos e filmes de ficção científica. Entretanto, o
avanço da tecnologia permitiu que os sistemas robóticos móveis deixassem de ser uma utopia da
ficção, e passassem a serem desenvolvidos em grandes escalas e utilizados em várias aplicações.

De acordo com Dudek and Jenkin [2010], os robôs móveis podem ser classificados
com relação ao meio de locomoção em: terrestres, aquáticos, aéreos e espaciais. Um robô
é tipicamente constituído por uma combinação de componentes físicos (fontes de energia,
mecanismos de locomoção e sensores) e computacionais (que controlam o robô). A utilização de
sistemas robóticos móveis vai desde aplicações domésticas às industriais. Em geral, os robôs são
requisitados em situações que o ambiente de trabalho é: (i) inóspito, ou que possa trazer riscos à
saúde de um operador; (ii) remoto, no qual o envio de seres humanos é caro e demanda muito
tempo; e (iii) repetitivo, de modo a causar fadiga ao operador.

A robótica clássica assume que os sensores de um robô podem mensurar completamente
o estado do ambiente, e que os efeitos das ações de controle são determinísticos. Entretanto,
estas suposições são utópicas, pois na maioria das aplicações práticas os estados não podem ser
diretamente observados, e as medições recebidas pelo robô são projeções ruidosas do estado. As
ações executadas por um robô também têm incertezas, dado que os resultados das ações são não
determinísticos. Deste modo, o robô deve levar em conta as incertezas do ambiente e das suas
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ações quando tiver que tomar uma decisão [Thrun et al., 2005]. Em muitas situações, o ambiente
por onde os robôs se locomovem é imprevisível e dinâmico, implicando em grandes incertezas
durante a navegação. A família dos modelos Markov fornece um arcabouço para resolver estes
problemas robóticos estocásticos. Os modelos de Markov podem ser utilizados em diferentes
situações, dependendo se o estado é totalmente observável e se é alterado com a tomada de
decisão. Abaixo são mostradas variações do modelo de Markov discutidas neste trabalho.

• Cadeia de Markov: Modela um sistema totalmente observável, e são estabelecidas pro-
babilidades de transição entre os estados. Não é possível tomar decisões.

• Modelo Oculto de Markov (MOM): É um modelo de Markov no qual os estados não
são diretamente observáveis, ou seja, ocultos. Na cadeia de Markov considera-se que cada
estado corresponde a uma observação, já o MOM representa o cenário em que a observação
é uma distribuição de probabilidade sobre os estados. A tomada de decisão também não
é explicitada. Utilizando os procedimentos “forward” e “backward” calcula-se, a cada
iteração, a localização mais provável do sistema.

• Processo de Decisão de Markov (PDM): Assim como na cadeia de Markov, os estados
são totalmente observáveis. Porém, há possibilidade de um agente intervir no sistema
tomando decisões (executando ações), e cada decisão possui um resultado incerto. Para
cada ação é atribuída uma recompensa, que depende do estado que o sistema se encontra.
Para resolver um PDM deve-se encontrar a política (mapeamento de estados em ações)
ótima, que determina qual decisão tomar para maximizar a recompensa esperada da
sequência de decisões. Em suma, no PDM o modelo de percepção é determinístico e o
modelo de transição de estados é estocástico.

• Processo de Decisão de Markov Parcialmente Observável (PDMPO): A diferença do
PDMPO para o PDM, é que no PDMPO o estado do sistema não é conhecido quando
decisões são tomadas. As informações disponíveis para o tomador de decisões são: as
observações resultantes de cada decisão e a sequência de ações já tomadas.

Uma síntese dos modelos de Markov é mostrada na Tabela 1.1.

Tabela 1.1 – Família dos modelos de Markov.

Incerteza no sensor?Modelos de
Markov Não Sim

Não Cadeia de Markov
Modelo Oculto

de Markov - MOM
Problema de
controle? Sim

Processo de Decisão
de Markov

PDM

Processo de Decisão
de Markov Parcialmente
Observável - PDMPO
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1.1 Definição do problema
O problema que esta dissertação trata é estruturado da seguinte maneira:

Problema: Estimar a localização de um robô móvel terrestre em um ambiente topológico

interno conhecido usando marcos visuais distribuídos pelo ambiente. E a partir da estimativa

de localização, determinar políticas de controle ótimas a serem executadas pelo robô com o

propósito de alcançar um local predeterminado do ambiente.

Para modelar as incertezas da localização do robô móvel faremos uso do MOM. Em vez
de estabelecer uma única hipótese (único estado) de localização para o robô, o MOM fornecerá
uma distribuição de probabilidade sobre todos os estados possíveis. Baseado na estimativa de
localização do MOM, utilizaremos a estrutura do PDMPO para estabelecer políticas de controle
a fim de que o robô atinja um estado desejado.

1.2 Motivação
As estratégias tratadas nesta dissertação podem ser aplicadas em problemas de localização

e tomada de decisão de robôs móveis em ambientes internos grandes, simétricos e ambíguos,
como os mostrados na Figura 1.1. Nestes locais, a tomada de decisão se torna mais difícil devido
à indistinguibilidade entre várias partes do ambiente, e a falta de acesso às medições de GPS.

(a) Corredor de hospital. (b) Estacionamento de shopping.

(c) Armazém de estocagem de produtos. (d) Biblioteca.

Figura 1.1 – Ambientes internos grandes, simétricos e ambíguos.
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Apesar da indistinguibilidade presente nestes ambientes, o MOM consegue contorná-las
e fornecer uma boa estimativa de localização para que a tomada de decisão (com o PDMPO)
seja executada de forma coerente e com uma margem de segurança aceitável.

1.3 Objetivos
O principal objetivo deste trabalho é integrar a localização e planejamento de movimento

por meio da estrutura do PDMPO, a fim de selecionar ações de controle adequadas para navegação
de robôs em ambientes topológicos. Os objetivos específicos são listados abaixo:

1. Implementar um sistema de localização robusto para ambientes topológicos internos
usando o MOM. Nas aplicações propostas consideramos que os sistemas são ambíguos e
simétricos, e que não há conhecimento prévio sobre a localização inicial.

2. Implementar o PDMPO com baixo custo computacional através da otimização “gananci-
osa”, uma vez que os métodos (de solução) tradicionais têm alta complexidade computaci-
onal e aplicação limitada a problemas pequenos.

3. Implementar um gerador de trajetórias ótimas, sob restrições de controle e obstáculos,
para que o robô possa percorrer o trajeto entre os estados do mapa topológico. O método
utilizado para gerar as trajetórias é a Programação Dinâmica Diferencial (PDD).

4. Validar as estratégias propostas por meio de simulações e experimentos com um robô real.

1.4 Publicações
A principal contribuição deste trabalho é utilizar o MOM na fase de estimação de

estados do PDMPO. Desta forma, a tomada de decisão é realizada a partir de uma estimativa
de localização robusta. Esta dissertação contribuiu com três artigos publicados em congressos
nacionais:

• [Monteiro et al., 2019a] Monteiro, N. S., Maia, C. A., Gonçalves, V. M. Controle de
um robô móvel em um galpão de estoque utilizando Processo de Decisão de Markov
Parcialmente Observável (PDMPO). In: Anais do 14º Simpósio Brasileiro de Automação
Inteligente (SBAI), 2019, Ouro Preto.

- Neste artigo, foi simulado um sistema de controle das ações de um robô (usando o
PDMPO) que se locomove por um galpão utilizado para estocagem de produtos.

• [Monteiro et al., 2019b] Monteiro, N. S., Maia, C. A., Gonçalves, V. M. Estimação da
localização de um robô não holonômico utilizando Modelo Oculto de Markov (MOM) e o
Filtro de Kalman Estendido (FKE). In: Anais do 14º Simpósio Brasileiro de Automação
Inteligente (SBAI), 2019, Ouro Preto.
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- Neste artigo, utiliza-se o MOM e o FKE para estimar a posição de um robô móvel não
holonômico durante o rastreamento de trajetórias parametrizadas no tempo.

• [Monteiro et al., 2019c] Monteiro, N. S., Maia, C. A., Gonçalves, V. M. Geração de
trajetórias ótimas para o robô não holonômico usando Programação Dinâmica Diferencial
(PDD). In: Anais da 14ª Conferência Brasileira de Dinâmica Controle e Aplicações
(DINCON), 2019, São Carlos.

- Neste artigo é apresentada a PDD, método de geração de trajetórias ótimas para um
robô não holonômico, dado um funcional de custo quadrático.

1.5 Estrutura da dissertação
O Capítulo 1 apresentou as motivações e as principais contribuições da dissertação.

No Capítulo 2, fazemos uma revisão da literatura descrevendo alguns problemas recorrentes
da robótica. O Capítulo 3 discute métodos de localização de robôs em ambientes internos
definidos topologicamente, fazendo uso de uma variação do MOM, o ES-MOM. O Capítulo 4
discorre sobre a estrutura do PDMPO e a formulação encontrada para realização da otimização
“gananciosa”. Ao final dos Capítulos 3 e 4, são mostrados experimentos reais com uma plataforma
robótica e algumas simulações nos softwares Matlab e V-REP. No Capítulo 5, serão apresentadas
as conclusões e as propostas para trabalhos futuros.

O Apêndice A mostra o método utilizado neste trabalho para executar as políticas do
PDMPO: geração de trajetórias usando funções polinomiais sem considerar restrições de controle
e obstáculos. Já o Apêndice B, exibe uma alternativa para executar as políticas do PDMPO, sob
restrições de controle e obstáculos, usando a PDD.
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CAPÍTULO

2
REVISÃO BIBLIOGRÁFICA

Neste capítulo, é apresentada uma revisão dos principais problemas relacionados à
robótica móvel encontrados na literatura. Desta forma, discutimos cinco problemas (Seção 2.1)
recorrentes em aplicações robóticas: planejamento de caminho (Seção 2.2), localização (Seção
2.3), percepção (Seção 2.4), mapeamento (Seção 2.5) e SLAM (Seção 2.6).

2.1 Problemas fundamentais da robótica
Mover um robô envolve a mudança de estados, por exemplo, da configuração qinit para

qgoal . O estado do robô pode incluir diversas variáveis, como a pose, velocidade e dados dos
sensores. A pose compreende a localização e orientação do robô em relação a um sistema de
coordenadas global. Para um robô móvel planar não holonômico (que será o robô padrão do
presente trabalho), a pose xt = (x,y,θ)T é dada por três variáveis: coordenadas do robô no plano
(x e y) e a sua orientação θ . O conjunto de poses válidas para o robô atingir no ambiente é
conhecido como configurações livres C f ree. Já as poses que não são válidas são denominadas
regiões proibidas ou obstáculos [Thrun et al., 2005]. Dadas as definições acima, Dudek and
Jenkin [2010] estabelecem cinco problemas clássicos da robótica, que serão explanados com
mais detalhes nas próximas seções.

Problema 2.1. Planejamento de caminho: É possível levar o robô de uma configuração
qinit para outra qgoal permanecendo dentro de C f ree?

Problema 2.2. Localização: Como o robô pode determinar seu estado se possui medições
locais de C f ree?

Problema 2.3. Percepção: Como o robô pode determinar quais partes do seu ambiente
estão ocupadas? Ou seja, como determinar C f ree?
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Problema 2.4. Mapeamento: Como o robô pode determinar C f ree, assumindo que ele
sempre sabe onde está?

Problema 2.5. SLAM (Mapeamento e Localização Simultanêos): Como o robô pode deter-
minar sua pose e C f ree se elas não são conhecidas?

2.2 Planejamento de caminho
O planejamento de caminho envolve determinar um caminho pertencente ao conjunto

C f ree, que conecta as configurações qinit e qgoal . É desejável que o caminho seja uma curva
contínua em C f ree, como mostra a Figura 2.1. Existem vários critérios para determinar um
caminho, como o que possui menor distância, ou que levará menos tempo para ser percorrido.

  

q init

qgoal

Figura 2.1 – Planejamento do caminho para conectar a configuração qinit à qgoal .

Na literatura existem vários algoritmos para geração de caminhos para um robô móvel.
Portanto, o roboticista deve escolher o que mais se adéqua à aplicação a ser desenvolvida. Quatro
algoritmos de geração de caminhos (Bug, Dijkstra, PRM, RRT) são exibidos abaixo.

• Bug (Bug 0, Bug 1, Bug 2 e Tangent Bug): Encontram um caminho entre qinit e qgoal

em um ambiente desconhecido usando dados sensoriais. Estes algoritmos consideram
que o robô possui sensores de contato para detectar obstáculos. Inicialmente o robô deve
prosseguir em direção ao alvo, quando ele encontra um obstáculo deve contorná-lo até
poder mover na direção do alvo novamente. Este processo deve continuar até que o robô
atinja o alvo. O caminho encontrado será uma sequência de pares hit (ponto que o robô
“toca” no obstáculo ao encontrá-lo) e leave (ponto que o robô deixa de seguir a borda do
obstáculo) [Choset et al., 2005]. Os pares hit/leave são conhecidos como waypoints.

• Dijkstra: Encontra o caminho ótimo entre qinit e qgoal de acordo com algum critério de
otimalidade (distância, tempo, energia e etc). Para tal, o ambiente é representado por uma
estrutura de grafo (ou grid), no qual os nós (ou vértices) estão dispostos em C f ree. O
algoritmo de Dijkstra encontra o melhor caminho de qinit a todos os outros nós presentes
no ambiente, e consequente o caminho ótimo até qgoal [Cormen et al., 2009].
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• PRM (Probabilistic Roadmap): É um método probabilístico que através da geração de
configurações livres aleatórias constrói um mapa de rotas. Este mapa é produzido utilizando
um planejador local que conecta as configurações geradas. Ao invés de explorar todas
as configurações possíveis do ambiente, o PRM explora aleatoriamente um pequeno
subconjunto das possibilidades. Uma vez obtido o mapa de rotas, pode-se estabelecer
caminhos conectando qinit e qgoal [Karaman and Frazzoli, 2011].

• RRT (Rapidly-Exploring Random Tree): É um método probabilístico que constrói de
forma incremental uma árvore de percursos viáveis, tendo como raiz qinit . Inicializa-se o
algoritmo RRT com uma árvore possuindo apenas o nó qinit . Em cada iteração do RRT,
um ponto xrand ∈ C f ree é amostrado, e tenta-se conectá-lo ao nó mais próximo da árvore.
Se a conexão puder ser estabelecida xrand é adicionado à árvore. A iteração do algoritmo
é interrompida no momento que a árvore possuir um nó na região de qgoal , produzindo
assim um caminho factível entre qinit e qgoal [Karaman and Frazzoli, 2011].

2.3 Localização
Supondo que o robô está em uma pose xt = (x,y,θ)T , e foi executada uma ação ut que

move o robô para uma determinada pose xt+1 = (x+∆x,y+∆y,θ +∆θ)T , como saber onde
o robô está localizado em relação ao mapa do ambiente? Este problema também é conhecido
como estimativa da pose ou rastreamento da pose do robô [Dudek and Jenkin, 2010; Thrun et al.,
2005]. O modelo gráfico para o problema de localização é mostrado na Figura 2.2. A partir de
um mapa do ambiente m fornecido a priori, o objetivo é determinar a pose do robô com relação
a este mapa, dadas as percepções z e seus controles u. O grande problema é que a maioria dos
sistemas robóticos não possuem um sensor sem ruído capaz de medir diretamente a pose. Desta
forma, a pose deverá ser inferida a partir das percepções obtidas do ambiente.

Figura 2.2 – Modelo gráfico para localização de robôs móveis. O objetivo da localização é inferir a verdadeira pose
do robô x, a partir das variáveis conhecidas: mapa m, medições z e controles u [Thrun et al., 2005].

Todavia, deve-se estabelecer algum método robusto que seja responsável por estimar a
localização do robô durante seu trajeto. A odometria obtida a partir das revoluções das rodas
é um dos métodos mais usados na estimação da pose de um robô (existem outros tipos de
odometria, como a visual e a laser). A precisão da estimativa da odometria é relativamente boa
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para percursos curtos, já para trajetos maiores a odometria inevitavelmente acumulará erros
[Chong and Kleeman, 1997]. As fontes de incertezas da odometria são os erros sistemáticos
(desalinhamento das rodas, diâmetro desigual das rodas e etc) e não sistemáticos (acelerações
bruscas, forças externas, escorregamento das rodas e etc) [Balbinot and Brusamarello, 2010].
Para se obter uma estimativa de localização robusta a odometria não será suficiente. Logo, ela
deve ser usada em conjunto com técnicas mais eficientes.

Uma forma de localizar um robô no mapa é usando informações dos objetos presentes
no ambiente. As informações coletadas dos objetos são denominadas features. Geralmente,
utiliza-se um sistema de visão computacional para realizar a extração de features. Features

comuns de serem coletadas são: linhas, cantos, arestas, cores e etc. Uma feature também pode
ser uma informação fortemente distinguível no ambiente, como portais, janelas, extintores de
incêndio, placas, padrões de fácil reconhecimento e etc. É desejável que as features sejam de fácil
detecção e identificação. Desta forma, pode-se notar que há inúmeros aspectos do ambiente que
podem ser denotados como uma feature. Em robótica, costuma-se chamar as features utilizadas
para navegação e localização de landmarks. As landmarks geralmente são estáticas e assumem
a função de serem pontos de referência no ambiente. Se um robô encontrar uma landmark no
mundo, e esta aparece em um mapa, consequentemente o robô é localizado em relação ao mapa.
Uma questão importante é se as landmarks são naturais ou artificiais. As artificiais são colocadas
no ambiente especificamente para fins de localização, em locais fáceis de serem identificadas,
e geralmente são rotuladas como uma assinatura (id). Já as landmarks naturais são features

existentes no ambiente, e são selecionadas para auxiliar na localização (mesmo sem terem sido
projetadas para tal). Problemas podem surgir quando as landmarks não são rotuladas ou quando
o robô encontrar novas landmarks, momento em que deverá decidir se elas devem ou não ser
adicionadas ao mapa [Dudek and Jenkin, 2010; Murphy, 2000b; Thrun et al., 2005].

Na Figura 2.3 são mostrados exemplos de utilização de landmarks na etapa de localização.
Na Figura 2.3a temos uma aplicação desenvolvida por Montero et al. [2015], no qual é criada
uma estrutura para estimar a localização de robôs móveis a partir de landmarks naturais. As
landmarks a serem capturadas são quadros de pintura. Já a Figura 2.3b mostra uma aplicação
desenvolvida por Ghosh [2016], em que a landmark é um triângulo verde.

(a) Landmarks planares [Montero et al., 2015]. (b) Landmark triangular colorida [Ghosh, 2016].

Figura 2.3 – Exemplos de aplicações com robô móvel utilizando landmarks para se localizar no ambiente.
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Mais detalhes sobre a localização de robôs são vistos no Capítulo 3.

2.4 Percepção
A percepção das informações contidas no ambiente é algo primordial para o desenvol-

vimento de sistemas robóticos. Para perceber uma situação perigosa à frente, risco de queda
ou colisão, o robô deverá fazer uso de um sistema de sensoriamento. Além destas funções, os
sensores também podem ser úteis para estimar a pose do robô, construir mapas, medir distâncias
percorridas, medir mudanças inerciais e etc [Dudek and Jenkin, 2010; Murphy, 2000b]. Segundo
Balbinot and Brusamarello [2010], um sensor é um dispositivo que detecta um estímulo físico
ou químico, e fazendo uso de um transdutor pode transformar o sinal detectado (pressão, luz,
temperatura, tempo, força e etc) em um sinal analógico que pode ser lido pelo robô. Ou seja, o
sensor é o dispositivo que informará ao robô as alterações do mundo e das suas variáveis internas.
Portanto, o desafio para o robô é capturar os dados dos sensores e interpretá-los de forma correta,
para que possa se localizar e navegar por um ambiente. Exemplos de sensores utilizados na
robótica são os proprioceptivos, de posicionamento, de proximidade e visuais. Neste trabalho,
daremos destaque principalmente aos sensores visuais.

Com a utilização da visão, os seres humanos conseguem navegar por ambientes com-
plexos, desde que haja uma fonte de iluminação. Assim, é natural estender a visão como um
sensor de percepção do ambiente para os robôs móveis, no qual as câmeras serão usadas para
criar representações do ambiente de trabalho [Bonin-Font et al., 2008; Dudek and Jenkin, 2010].

Os sistemas robóticos baseados em visão computacional coletam informações do ambi-
ente por meio da energia eletromagnética emitida ou refletida pelos corpos no espectro visível,
produzindo uma imagem digital da cena observada. A partir das imagens capturadas, é possível
detectar features no ambiente, e medir distâncias e velocidades. As duas tecnologias de câmera
mais difundidas no mercado são a CCD (do inglês, Charge Coupled Device) e CMOS (do inglês,
Complementary Metal Oxide Semiconductor). As câmeras CCD geralmente têm imagens de
maior qualidade e menor ruído. Já as câmeras CMOS têm tamanhos e custos menores, além de
consumir menos energia e possuir maior velocidade. Por apresentar melhor qualidade, a tecnolo-
gia CCD foi a mais difundida nas últimas décadas, e virou sinônimo de qualidade. Entretanto,
nos últimos anos a tecnologia CMOS apresentou avanços na qualidade da imagem, e juntando
as vantagens mencionadas acima, o seu desempenho se torna superior ao da CCD [Ballard and
Brown, 1982; Dudek and Jenkin, 2010; Lomasney, 2019; Murphy, 2000b]. Pela Figura 2.4,
pode-se observar a tendência da câmera CMOS se tornar dominante no mercado. Devido ao
aprimoramento das tecnologias de desenvolvimento das câmeras e à queda de preço no decorrer
dos anos, a utilização de câmeras nos robôs tem se popularizado cada vez mais.
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Figura 2.4 – Comparação entre o desempenho das câmeras produzidas com a tecnologia CCD e CMOS, observa-se
que nos próximos anos a CMOS será dominante no mercado [Lomasney, 2019].

As imagens capturadas por uma câmera geralmente estão no modelo de cores RGB (do
inglês, Red Green Blue). Ou seja, a cor de cada pixel da imagem é denotada por uma tupla de
três valores: vermelho, verde e azul (recebendo um valor de 0 a 255). O modelo de cores RGB
pode ser representado por um cubo, como mostra a Figura 2.5a. Uma desvantagem do modelo
RGB é não conseguir mensurar a quantidade de luz e brilho presente na imagem. Isto é uma
característica ruim, pois os parâmetros de brilho e luz variam de ambiente para ambiente. Uma
alternativa é converter a imagem capturada do modelo de cores RGB para o HSV1 (do inglês,
Hue Saturation Value) [Ballard and Brown, 1982; Murphy, 2000b].

Na representação HSV cada cor possui uma: intensidade de brilho (Value), saturação
(Saturation) que é representada pela quantidade de luz branca presente na cor, e a matiz (Hue)
que é a tonalidade da cor predominante. Utilizando estes três parâmetros é possível realizar
uma representação espacial, de acordo com a Figura 2.5b. Os valores de intensidade de brilho e
saturação variam entre 0 a 100% e os valores da matiz variam de 0◦ a 360◦. Quando um filtro
de segmentação de cores HSV for implementado, o mesmo deverá passar por uma etapa de
calibração, uma vez que as componentes das cores dependem da incidência de luz do ambiente,
e esta variável não é controlada [Souto, 2003].

(a) Representação espacial do modelo de cores
RGB (Red Green Blue) [MathWorks, 2005].

(b) Representação espacial do modelo de cores
HSV (Hue Saturation Value) [Duarte, 2015].

Figura 2.5 – Modelo de cores RBG e HSV.

1 As fórmulas para a conversão do modelo de cores RGB para HSV podem ser encontradas em Chernov et al.
[2015].
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As câmeras tradicionais possuem apenas uma lente e são conhecidas como monoculares.
Porém, extrair a profundidade de uma imagem 2D capturada com uma câmera monocular é uma
tarefa complexa. Uma forma de estimar a profundidade é utilizando a visão estéreo, que consiste
na combinação de duas ou mais câmeras. O funcionamento da visão estéreo é semelhante ao
sensoriamento 3D da visão humana: ela identifica pixels que correspondem ao mesmo ponto
de uma cena, observados por diferentes câmeras. Uma vez que a distância entre as câmeras é
conhecida, pode-se determinar a posição 3D do ponto por meio da triangulação [Flir, 2019;
Murphy, 2000b]. A ilustração de um sistema estéreo com duas câmeras é vista na Figura 2.6a.

Outro método de determinar a profundidade dos objetos de uma cena é utilizando
as câmeras RGB-D (do inglês, Red Green Blue - Depth). As câmeras RGB-D combinam
as informações de cores RGB com as de profundidade para cada pixel da imagem. Além
de uma câmera monocular RGB, a câmera RGB-D possui um módulo emissor de feixes de
laser infravermelho e outro para capturar os sinais refletidos quando colidirem com algum
objeto da cena. Portanto, os dados de profundidade fornecidos pelo sensor infravermelho serão
correlacionados com os da câmeras RGB. Isto implica em uma imagem RGB com profundidade
associada a cada pixel [Litomisky, 2012]. A câmera RGB-D Kinect da Microsoft pode ser vista
na Figura 2.6b, enquanto a Figura 2.7 mostra imagens capturadas com uma câmera RGB-D da
Intel RealSense.

(a) Sistema de visão estéreo constituído
de duas câmeras [Source, 2019].

  

Projetor 
Infravermelho Câmera RGB

Sensor
Infravermelho

(b) Câmera RGB-D Kinect [Microsoft, 2019].

Figura 2.6 – Exemplos de câmeras que extraem informação 3D de uma cena.

Figura 2.7 – A ilustração da esquerda mostra a imagem de um ambiente capturada com o módulo RGB. Já a
ilustração da direita, mostra a imagem de profundidade, na qual os pontos mais próximos são mostrados
com cores azuis e os mais distantes com cores vermelhas. Os objetos de plano de fundo, que ultrapassam
o alcance do sensor, são representados em azul escuro [Bhowmik, 2017].

No contexto da robótica móvel, as câmeras de profundidade são utilizadas principalmente
para localização e mapeamento 3D.
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Nesta seção de percepção, citamos alguns sensores largamente utilizados em aplicações
robóticas (dando ênfase aos sensores visuais, pois foram os sensores usados nos experimentos e
simulações do presente trabalho). Porém, há de se salientar que os sensores reais são ruidosos
e retornam descrições incompletas do ambiente. Logo, deve-se escolher o sensor no qual as
especificações sejam adequadas para aplicação a ser desenvolvida. Em muitas situações, um
único sensor pode não ser suficiente para estimar uma variável do sistema. Então, utiliza-se
a fusão sensorial combinando dados oriundos de vários sensores em uma única percepção.
Segundo Murphy [2000b], a combinação dos sensores pode ser: redundante, quando os sensores
fornecem as mesmas informações sobre um objeto de interesse; complementar, quando os
sensores fornecem informações diferentes sobre um mesmo objeto de interesse; e coordenada,
quando os sensores são usados sequencialmente. A grande questão em relação à fusão sensorial
é como combinar os dados de diferentes fontes e como dar pesos a estas informações.

2.5 Mapeamento
Em muitas aplicações de robótica móvel assume-se que o mapa do ambiente é conhecido.

Entretanto, são raras as situações que o mapa é fornecido a priori. Os projetos arquitetônicos
também não são muito confiáveis, pois podem sofrer alterações durante a construção, e podem
não conter objetos transitórios como cadeiras, mesas, painéis, poofs e etc. Enfim, quase todos
os ambientes sofrem mudanças contínuas, e consequentemente, os robôs móveis devem ter a
capacidade de interpretar as alterações do ambiente e atualizar o mapa [Dudek and Jenkin, 2010].

Assumindo que as poses do robô durante um percurso são conhecidas, o problema de
mapeamento pode ser representado graficamente pela Figura 2.8a. Ou seja, considerando que as
variáveis poses x e medições z são conhecidas, como obter o mapa m do ambiente? Partindo da
suposição do conhecimento das poses do robô e de suas medições (provenientes de um laser), o
mapa do ambiente pode ser construído usando o algoritmo Occupancy grid map2, como mostra
a Figura 2.8b.

(a) Modelo gráfico do mapeamento m com poses
x e medições z conhecidas [Thrun et al., 2005].

(b) Occupancy grid map [Thrun et al., 2005].

Figura 2.8 – Mapeamento com poses conhecidas.

2 Mais detalhes sobre este algoritmo podem ser vistos no capítulo 9 do livro de Thrun et al. [2005].
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Como a verdadeira pose do robô geralmente não é conhecida, o mapa deverá estar
relacionado aos tipos de informações que o robô observa através dos sensores. Desta forma,
pode-se criar um mapa utilizando as medições dos sensores juntamente com as informações de
odometria. No entanto, os sensores são ruidosos e a odometria acumula erros, criando assim
dificuldades para o problema de mapeamento.

Alternativas aos mapas sensoriais são os mapas métricos e topológicos. Os mapas
métricos utilizam uma referência absoluta para representar espacialmente as regiões que estão
livres e ocupadas no ambiente. Os mapas métricos normalmente são construídos manualmente, o
que pode ser uma tarefa inviável para grandes ambientes. Por outro lado, os mapas topológicos
são mais simples e extraem as informações de conectividade do ambiente. A representação
topológica consiste em reproduzir o espaço de trabalho em grafos formados por nós e arestas.
Os nós podem representar locais de interesse no mapa (como portas, janelas, cruzamento de
corredores e etc), e as arestas as conexões entre estes locais. Há também a composição híbrida
entre os mapas métricos e topológicos, na qual as arestas do mapa topológico contêm informações
de distância [Murphy, 2000b]. As Figuras 2.9a e 2.9b mostram o exemplo de um mapa métrico e
topológico, respectivamente.

(a) Layout de um mapa métrico construído manu-
almente [Thrun et al., 2005].

(b) Mapa topológico construído em forma de um
grafo [Thrun et al., 2005].

Figura 2.9 – Exemplos de mapas utilizados para navegação de robôs.

2.6 SLAM
O problema de Localização e Mapeamento Simultâneos, abreviado por SLAM (do inglês,

Simultaneous Localization and Mapping), é um dos fundamentais da robótica. Este problema
surge quando o robô não conhece sua pose nem tem acesso ao mapa do ambiente. As informações
conhecidas são as medições z1:t e controles u1:t . O problema de SLAM é mais difícil que os
problemas anteriores, pois nele o robô deverá construir o mapa do ambiente enquanto se localiza
no mesmo [Dudek and Jenkin, 2010; Murphy, 2000b]. Segundo Thrun et al. [2005], o problema
de SLAM pode ser dividido em dois: online SLAM e full SLAM. Em ambos deseja-se encontrar
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o mapa, porém o online SLAM encontra somente a pose momentânea do robô xt , enquanto o full

SLAM busca encontrar a pose durante todo o percurso x1:t . As representações gráficas do online

SLAM e do full SLAM são exibidas na Figura 2.10a e Figura 2.10b, respectivamente.

(a) Modelo gráfico do online SLAM. O objetivo
é encontrar o mapa m e a pose atual xt [Thrun
et al., 2005].

(b) Modelo gráfico do full SLAM. O objetivo é
encontrar o mapa m e o caminho percorrido
pelo robô x1:t [Thrun et al., 2005].

Figura 2.10 – Modelo gráfico do online SLAM e full SLAM.

No SLAM, os erros locais geralmente são pequenos, mas o erros das estimativas do
mapa e da pose tendem a crescer para trajetos muito longos. Uma forma de corrigir estes erros é
usando o loop closure. No loop closure, o robô se move por um local desconhecido, e quando
encontrar uma feature já vista, ele detectará que retornou a um local visitado anteriormente e
atualizará a pose e o mapa. Um exemplo de loop closure é exibido Figura 2.11. A confirmação
do loop closure deve ser feita com cautela, pois pode haver um falso positivo. Por exemplo, o
robô pode encontrar uma feature já vista anteriormente, porém ela pode estar localizada em um
local distinto. Assim, a ambiguidade de features se torna uma complicação para confirmação do
loop closure [Corso, 2013; Thrun et al., 2005].

Figura 2.11 – Exemplo de loop closure. O trajeto azul indica um caminho típico sem utilizar o loop closure. O
caminho vermelho mostra o resultado da utilização do loop closure após detectar um local já visitado
[Corso, 2013].

No próximo capítulo, discutiremos sobre métodos de localização de robôs móveis em
ambientes topológicos internos.
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CAPÍTULO

3
LOCALIZAÇÃO DE ROBÔS MÓVEIS

TERRESTRES EM AMBIENTES INTERNOS

Os ambientes por onde os robôs se movem podem ser divididos em dois grupos: externos
(outdoors) e internos (indoors). Os ambientes externos também são conhecidos como locais a
céu aberto e os internos como locais fechados. Segundo Liu et al. [2019] e Jamali et al. [2017],
as pessoas vivem mais de 90% de suas vidas em ambientes internos. Exemplos de ambientes
internos são: casas, prédios, salas de aeroportos, supermercados, bibliotecas, escolas, lojas,
bancos, restaurantes, indústrias, armazéns e etc.

Os robôs móveis de serviço são desenvolvidos para auxiliarem os seres humanos princi-
palmente em ambientes internos. Algumas tarefas úteis realizadas pelos robôs de serviço em
ambientes internos são: limpeza [Yakoubi and Laskri, 2016], transportar pequenos objetos [Ni-
euwenhuisen et al., 2013; Veloso et al., 2015], guiar turistas em museus e exposições [Al-Wazzan
et al., 2016; Thrun et al., 1999], e vigilância [Correa et al., 2012; Song et al., 2011].

Nos ambientes externos, a pose de um robô móvel pode ser estimada com boa precisão
usando o GPS (desde que o local não tenha muitas oclusões). Entretanto, em um ambiente interno
o robô não terá acesso às medições do GPS, necessitando assim de outros artifícios para estimar
a sua localização. Desta forma, o foco do presente capítulo é fornecer alternativas para estimação
da localização de um robô móvel de serviço em ambientes internos, usando landmarks artificiais
e features do próprio ambiente.

Na Seção 3.1, apresentaremos o Modelo Oculto de Markov (MOM) e sua variação
ES-MOM, usados para estimar a localização de um robô móvel em um ambiente topológico. Na
Seção 3.2, mostraremos a estimação da localização de robôs em espaços de estados contínuos
usando o Filtro de Kalman Estendido (FKE). Por fim, exibiremos as simulações e os experimentos
na Seção 3.3, e uma breve conclusão do capítulo na Seção 3.4.
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3.1 Localização de robôs em ambientes topológicos
Para que o robô navegue de forma precisa pelo ambiente é necessário desenvolver

estratégias robustas de localização. Nesta seção, apresentamos um sistema de localização de
robôs móveis em um ambiente definido topologicamente3, usando o Modelo Oculto de Markov
(do inglês, Hidden Markov Models), abreviado pela sigla MOM. Segundo Gomez et al. [2017],
o MOM é um método probabilístico e faz uso de uma estrutura perceptiva (a partir de dados
de sensores) para obter informações relativas à pose do robô. O MOM fornece uma solução
estocástica aplicável à representações discretas, como eventos associados à ações sensoriais.
A seguir, definiremos a cadeia de Markov (modelo de Markov mais simples), e na sequência
mostraremos uma explanação sobre o MOM, destacando alguns trabalhos relacionados e a sua
fundamentação teórica.

3.1.1 Cadeia de Markov

Os modelos de Markov são estocásticos e são usados para representar a evolução de um
sistema não determinístico, como o ambiente em torno do robô e o seu estado [Peter, 2016].
Os modelos markovianos têm a propriedade de que a distribuição de probabilidade do próximo
estado st+1 depende apenas do estado atual st e não da sequência de estados que o precederam
s1:t−1 [Cassandras and Lafortune, 2009]. Assim, os estados anteriores são irrelevantes para
predição de estados futuros, isto é,

p(qt+1 = st+1|qt = st , ...,q0 = s0) = p(qt+1 = st+1|qt = st). (3.1)

Na Equação (3.1), os estados individuais são indicados por S = {s1,s2, ...,sN} e o estado
no instante de tempo t por qt . Existem variações do modelo de Markov que podem ser usadas em
diferentes situações, dependendo se o estado é totalmente observável e se o robô pode afetar este
estado tomando decisões. O modelo de Markov mais simples é a cadeia de Markov. Ela modela
sistemas totalmente observáveis, em que cada estado corresponde a um evento observável, por
exemplo, o ambiente em torno de um robô equipado com um sensor de observação perfeito
[Peter, 2016]. A cadeia de Markov (de tempo discreto) é definida por [Cassandras and Lafortune,
2009]:

• Um conjunto de estados finitos S, de tamanho N.

• Uma distribuição inicial de probabilidade ζ 4 = {ζi}, em que ζi = p[q0 = si] ∀ si ∈ S,
e ∑

N
i ζi = 1.

• Probabilidades de transição de estados.
3 Mais detalhes sobre os mapas topológicos podem ser encontrados na Seção 2.5.
4 Na literatura, a distribuição inicial de probabilidades é representada pela letra grega π . Porém, π será usada para

simbolizar a política no Capítulo 4. Portanto, substituímos a letra π por ζ .
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A principal característica da cadeia de Markov é seu comportamento estocástico defi-
nido pelas probabilidades de transição, que podem ser representadas na forma de uma matriz,
denominada matriz de transição Γ [Cassandras and Lafortune, 2009]:

Γ≡ [τi j(t)] i, j = 1,2, ...,N. (3.2)

no qual, τi j(t) é a probabilidade de se atingir o estado s j estando no estado si no instante t, ou de
maneira formal:

τi j(t)≡ p[qt+1 = s j|qt = si] i, j = 1,2, ...,N. (3.3)

Como o termo τi j é uma probabilidade, temos 0≤ τi j ≤ 1 e ∑ j τi j = 1 ∀ i.

A Figura 3.1 mostra uma representação gráfica de uma cadeia de Markov de três estados
S = {s1,s2,s3}, que possui matriz de transição de estados dada por:

Γ =

 0 τ12 τ13

τ21 0 τ23

0 τ32 τ33

 . (3.4)

Figura 3.1 – Representação gráfica de uma cadeia de Markov de três estados.

3.1.2 Modelo Oculto de Markov (MOM)

Ao modelar sistemas complexos do mundo real, o conjunto S raramente é observável.
Isso geralmente ocorre devido às oclusões naturais ou observações imperfeitas dos sensores
[Peter, 2016]. Tais situações podem ser modeladas pelo Modelo Oculto de Markov. O MOM
é um modelo de Markov no qual os estados não são diretamente observáveis, ou seja, ocultos.
Na cadeia de Markov, considera-se que cada estado corresponde a uma observação, já o MOM
representa o cenário no qual a observação é uma função probabilística do estado [Rabiner, 1990].

Um modelo simplificado do MOM é mostrado na Figura 3.2 (um modelo mais completo
será exibido na Figura 3.3). Na Figura 3.2, os estados s1:t são ocultos e as únicas informações
fornecidas são as observações dos sensores z1:t . Assim, uma resolução com MOM pode se
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resumir a determinar p(st |z1:t). Um exemplo de MOM aplicado em robótica é: determinar a
localização de um robô em um ambiente definido topologicamente (grafo), em que as observações
do espaço de trabalho são provenientes do sistema de percepção do robô. Nesta aplicação, os
estados seriam “observados indiretamente” por meio das informações dos sensores z1:t .

Figura 3.2 – Modelo gráfico simplificado para o MOM [Peter, 2016].

De acordo com Rabiner [1990], um MOM pode ser caracterizado por:

• Número de estados N do modelo. Os estados são denotados por S = {s1,s2, ...,sN}.

• Número de símbolos de observação distintos M. Os símbolos de observação correspon-
dem às saídas físicas do sistema que está sendo modelado. Os símbolos individuais são
denotados por L = {l1, l2, ..., lM}.

• Probabilidades de transição de estados Γ =
{

τi j
}

, como definido na Seção 3.1.1.

• Distribuição de probabilidade B =
{

b j(lk)
}

do símbolo de observação lk no estado s j:

b j(lk) = p[lk em t|qt = s j], j = 1,2, ...,N, k = 1,2, ...,M, ∑
k

b j(lk) = 1 ∀ j. (3.5)

• Distribuição inicial dos estados ζ = {ζi}, como definido na Seção 3.1.1.

Acima, podemos ver que a especificação completa de um MOM requer os parâmetros
do modelo (N e M), os símbolos de observação L, e as probabilidades Γ,B,ζ . Por conveniência,
uma representação compacta do MOM é mostrada na Equação (3.6).

λ = {Γ,B,ζ} . (3.6)

Desse modo, o MOM será simbolizado pela tupla λ . A expansão das matrizes ζ ,Γ,B,
podem ser vistas nas Equações (3.7), (3.8) e (3.9), respectivamente. Nas situações que o estado
inicial si é bem definido, a probabilidade inicial ζi recebe valor um, enquanto as demais recebem
zero. Quando o estado inicial é desconhecido, utiliza-se uma distribuição uniforme ∀ ζi. No caso
que o estado inicial for parcialmente conhecido, pode-se usar uma distribuição uniforme para
os estados próximos desta localização, e para os demais atribuir valor zero [Thrun et al., 2005].
Na Equação (3.9), as colunas correspondem às observações diferentes e as linhas aos estados.
Assim, cada elemento da matriz B indica a probabilidade de se perceber uma observação em
determinado estado. No MOM, também temos as observações O = o1,o2, ...,oT , no qual, cada



Capítulo 3. Localização de robôs móveis terrestres em ambientes internos 36

observação ot é um dos símbolos possíveis de L = {l1, l2, ..., lM}. E T é o número de observações
obtidas em sequência. Portanto, a probabilidade de observação também é representada por b j(ot),
indicando a probabilidade de se observar ot no estado s j.

ζ = (ζ1 ζ2 . . . ζn). (3.7)

Γ =


τ11 τ12 · · · τ1N

τ21 τ22 · · · τ2N
...

... . . . ...
τN1 τN2 · · · τNN

 . (3.8)

B =


b1(l1) b1(l2) · · · b1(lM)

b2(l1) b2(l2) · · · b2(lM)
...

... . . . ...
bN(l1) bN(l2) · · · bN(lM)

 . (3.9)

Dadas as definições acima, a Figura 3.3 exibe um modelo gráfico detalhado para o MOM.

Figura 3.3 – Modelo gráfico detalhado para o MOM [Yin and Meng, 2009].

A seguir, apresentamos um levantamento de trabalhos que usam a estrutura do MOM.

3.1.3 MOM: trabalhos relacionados

Os MOM’s podem ser usados em aplicações de navegação e localização de robôs, como
pode ser observado na sequência. Rahman and Zelinsky [1999] implementaram um método
de navegação de robôs móveis usando MOM, no qual o robô se localiza em um ambiente
previamente aprendido. Os dados de um laser foram utilizados para escanear o ambiente e
distinguir diferentes locais. O sistema gera uma rede representando uma sequência de locais



Capítulo 3. Localização de robôs móveis terrestres em ambientes internos 37

associados a uma missão. Muslim and Ishikawa [2008] propuseram uma abordagem baseada
em MOM para reconhecer o ambiente de um robô móvel, isto é, a partir de uma sequência de
rótulos (observações) o mapa do ambiente é gerado.

Abreu [2014] demonstra a solidez do MOM para resolver o problema da localização de
robôs em um ambiente topológico, inclusive para situações de sequestro e de rastreamento de
posição. Gomez et al. [2016, 2017] apresentaram um sistema capaz de estimar a localização
de um robô móvel em um ambiente definido topologicamente usando o MOM. O sistema
de localização desenvolvido requer: uma representação a priori do ambiente, a aquisição de
percepções relacionadas a eventos, e o planejamento de um caminho. Eles mostraram que a
incerteza da localização do robô pode ser consideravelmente diminuída com a aplicação do
MOM.

Nashed et al. [2018] apresentaram o MOM de estrutura variável que realiza a estimativa
da incerteza da localização topológica, e demonstraram a eficiência da estrutura em um veículo
autônomo. Savage et al. [2018] descrevem um sistema de localização para um robô baseado
no MOM. Além de ser usado para encontrar a região onde o robô está, o MOM também é
utilizado para estimar a orientação do robô. A estimativa da localização é obtida com o algoritmo
de Viterbi, a partir das leituras de um laser. Zhu et al. [2019] desenvolveram um método de
localização topológica para ambientes internos usando o MOM. Nesta aplicação, eles usam redes
neurais para identificar landmarks disponíveis no ambiente (escada, extintor, porta, elevador).
Por fim, uma série de aplicações usando o MOM podem ser vistas em Dymarski [2011].

3.1.4 Os três problemas do MOM

Com a formulação do MOM, exitem três problemas que devem ser solucionados para
que este tipo de modelo seja utilizado no mundo real [Rabiner, 1990]:

Problema 3.1. Dada a sequência de observações O = o1,o2, ...,oT , e um modelo λ , como
estimar o estado mais provável do sistema no instante de tempo t?

Problema 3.2. Dada a sequência de observações O = o1,o2, ...,oT , e um modelo λ , como
escolher a sequência de estados correspondente Q = q1,q2, ...,qT que é ótima em algum
sentido?

Problema 3.3. Como os parâmetros do modelo λ = {Γ,B,ζ} podem ser ajustados para
maximizar p(O|λ )?

O Problema 3.1 resume-se a estimar o estado atual do sistema, uma vez conhecido o
modelo λ e as observações O. Este problema é frequentemente resolvido por meio do procedi-
mento forward-backward [Baum and Eagon, 1967; Baum and Sell, 1968]. No Problema 3.2,
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deseja-se descobrir a parte oculta do modelo, ou seja, encontrar a sequência “correta” de estados
percorrida pelo sistema. Assim, a resolução deste problema é aconselhável para o rastreamento
dos estados, uma vez que fornece um histórico de estados mais prováveis, dada uma sequência
de observações. Existem várias formas de resolver o Problema 3.2, pois há vários critérios de
otimalidade que podem ser escolhidos. O método mais usado para encontrar a melhor solução,
dada uma sequência de observações O, é o algoritmo de Viterbi [Forney, 1973; Viterbi, 1967].
No Problema 3.3, tenta-se otimizar os parâmetros do modelo, de modo a descrever melhor como
uma dada sequência de observações ocorre. A sequência de observações é usada para ajustar os
parâmetros do modelo (“treinar o MOM”) [Baker, 1975; Baum and Sell, 1968].

No presente trabalho, o Problema 3.1 será utilizado para estimar a localização momentâ-
nea do robô em um mapa topológico, e o Problema 3.2 para estimar o percurso mais provável
percorrido pelo robô neste mapa. Já a aplicação do Problema 3.3 não se encontra no escopo deste
trabalho. As principais referências utilizadas para resolução destes problemas foram: Calinon
[2017]; Candy [2016]; Cappé et al. [2009]; Elliott et al. [2008]; Rabiner [1990]; Thrun et al.
[2005]. Antes de resolver os problemas, definimos alguns conceitos probabilísticos.

Definição 3.1. Distribuição conjunta: A distribuição conjunta de duas variáveis aleatórias X e Y

é dada por p(x,y) = p(X = x, Y = y), sendo x e y valores específicos que X e Y podem assumir.

Definição 3.2. Probabilidade condicional: Suponha que o valor de Y é um y conhecido, e é
desejado saber a probabilidade de que X assuma x condicionada a este fato. Tal probabilidade é
denotada por p(x|y) = p(X = x| Y = y) e é chamada de probabilidade condicional:

p(x|y) = p(x,y)
p(y)

. (3.10)

Definição 3.3. Independência condicional: A combinação de variáveis aleatórias condicionadas
na variável z é dada por: p(x,y|z) = p(x|z)p(y|z).

Definição 3.4. Teorema da probabilidade total: A partir da definição de probabilidade condicio-
nal, pode-se estabelecer o teorema da probabilidade total: p(x) = ∑y p(x|y)p(y).

Definição 3.5. Regra de Bayes: A regra de Bayes relaciona uma probabilidade condicional do
tipo p(x|y) à sua inversa p(y|x):

p(x|y) = p(y|x)p(x)
p(y)

. (3.11)

Estas definições serão usadas na solução do MOM.

3.1.4.1 Solução do Problema 3.1

No Problema 3.1, deseja-se estimar a probabilidade do sistema estar no estado s j no
instante de tempo t, dadas as observações parciais o1:t = {o1,o2, ...,ot}:

p(qt = s j|o1,o2, ...,ot) = p(qt = s j|o1:t)
Eq. (3.10)

=
p(qt = s j,o1:t)

p(o1:t)
=

αt( j)

∑
N
n=1 αt(n)

. (3.12)
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O termo αt( j) é conhecido como variável forward, e o ∑
N
n=1 αt(n) como fator de norma-

lização. A partir da propriedade markoviana, sabemos que o estado st depende do estado anterior
st−1, logo, deve-se verificar entre todos os estados do sistema, o mais provável de ser st−1. Este
processo é ilustrado na Figura 3.4. Então, podemos reescrever αt( j) = p(qt = s j,o1:t) como:

p(qt = s j,o1:t) =
N

∑
i=1

p(qt = s j,qt−1 = si,o1:t) =
N

∑
i=1

p(qt = s j,qt−1 = si,ot ,o1:t−1). (3.13)

Figura 3.4 – Procedimento forward: estado st em função do estado st−1 [Rabiner, 1990].

Aplicando a Definição 3.2 na Equação (3.13), obtemos:

p(qt = s j,o1:t) =
N

∑
i=1

p(ot |qt = s j,qt−1 = si,o1:t−1)p(qt = s j,qt−1 = si,o1:t−1). (3.14)

=
N

∑
i=1

p(ot |qt = s j,qt−1 = si,o1:t−1)p(qt = s j|qt−1 = si,o1:t−1)

× p(qt−1 = si,o1:t−1). (3.15)

Como a observação ot é condicionalmente dependente apenas de qt = s j, podemos
reduzir o primeiro termo da Equação (3.15): p(ot |qt = s j,qt−1 = si,o1:t−1) = p(ot |qt = s j). O
segundo termo da Equação (3.15) também pode ser modificado, pois qt = s j é condicionalmente
dependente apenas do estado anterior: p(qt = s j|qt−1 = si,o1:t−1) = p(qt = s j|qt−1 = si). A
partir destas simplificações temos:

p(qt = s j,o1:t) = p(ot |qt = s j)
N

∑
i=1

p(qt = s j|qt−1 = si)p(qt−1 = si,o1:t−1). (3.16)

As probabilidades p(ot |qt = s j) e p(qt = s j|qt−1 = si) são equivalentes à probabilidade
de observação b j(ot) e à probabilidade de transição de estados τi j, respectivamente. Uma vez que
b j(ot) e τi j são modeladas a priori no modelo λ , podemos computar αt( j) = p(qt = s j,o1:t) de
forma recursiva, a partir de αt−1(i) = p(qt−1 = si,o1:t−1). Desta forma, modificamos a Equação
(3.16) para que a mesma fique em função de α:

αt( j) = b j(ot)

[
N

∑
i=1

τi jαt−1(i)

]
. (3.17)
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Com posse de αt( j) podemos estimar a localização no sistema por meio do Algoritmo 1.

Algoritmo 1: PROCEDIMENTO FORWARD

1 inicio
2 [1] Inicialização:

3 Para todo j ∈ N faça
4 α1( j) = b j(o1)ζ j

5 α1( j)← α1( j)
∑

N
n=1 α1(n)

6 fim

7 [2] Indução:

8 Para t = 2 até T faça
9 Para todo j ∈ N faça

10 αt( j) = b j(ot)
[
∑

N
i=1 τi jαt−1(i)

]
11 αt( j)← αt( j)

∑
N
n=1 αt(n)

12 fim
13 fim
14 fin

Na primeira iteração do Algoritmo 1 não temos α0( j), então substituímos o termo

∑
N
i=1 τi jαt−1(i) por ζ j na etapa de inicialização. Nas linhas 5 e 11, normalizamos as distribuições

de probabilidade α1( j) e αt( j), respectivamente. Portanto, obtemos uma solução iterativa para o
Problema 3.1, ou seja, uma maneira de calcular p(qt = s j|o1:t).

Analogamente, podemos considerar a variável backward βt(i), outra alternativa de
resolver o Problema 3.1. A variável βt(i) determina a probabilidade de observação da sequência
parcial (a partir de t +1 até T ), dado o estado si (no tempo t):

βt(i) = p(ot+1,ot+2, ...,oT |qt = si) = p(ot+1:T |qt = si). (3.18)

As observações ot+1:T podem ser decompostas em
{

ot+1,ot+2:T ,qt+1 = s j
}

. O termo
qt+1 = s j foi adicionado, pois a observação ot+1 é dada explicitamente em função do estado no
instante de tempo t +1. A relação entre qt+1 = s j e qt = si é ilustrada na Figura 3.5, ela mostra
que para estar no estado si no tempo t (considerando a sequência de observações a partir do
tempo t+1), é necessário verificar todos os estados possíveis s j no tempo t+1. Então, utilizando
a Definição 3.2 sobre probabilidade condicional, podemos reescrever βt(i) = p(ot+1:T |qt = si):

βt(i) =
N

∑
j=1

p(ot+1,ot+2:T ,qt+1 = s j|qt = si). (3.19)

=
N

∑
j=1

p(ot+1,ot+2:T ,qt+1 = s j,qt = si)

p(qt = si)
. (3.20)

=
N

∑
j=1

p(ot+2:T |ot+1,qt+1 = s j,qt = si)p(ot+1,qt+1 = s j,qt = si)

p(qt = si)
. (3.21)
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Figura 3.5 – Procedimento backward: estado st em função do estado st+1 [Rabiner, 1990].

A sequência de observações ot+2:T não é condicionalmente dependente de ot+1 nem
de qt = si, ela dependerá apenas de qt+1 = s j, como mostra a Equação (3.18). Assim, o termo
p(ot+2:T |ot+1,qt+1 = s j,qt = si) se reduz à probabilidade p(ot+2:T |qt+1 = s j). Utilizando nova-
mente a probabilidade condicional obtemos:

βt(i) =
N

∑
j=1

p(ot+2:T |qt+1 = s j)p(ot+1|qt+1 = s j,qt = si)p(qt+1 = s j,qt = si)

p(qt = si)
. (3.22)

=
N

∑
j=1

p(ot+2:T |qt+1 = s j)p(ot+1|qt+1 = s j)p(qt+1 = s j|qt = si)p(qt = si)

p(qt = si)
. (3.23)

=
N

∑
j=1

p(ot+2:T |qt+1 = s j)p(ot+1|qt+1 = s j)p(qt+1 = s j|qt = si). (3.24)

Na Equação (3.23), usamos o fato que a observação ot+1 não é condicionalmente de-
pendente de qt = si, para reduzir p(ot+1|qt+1 = s j,qt = si) à probabilidade p(ot+1|qt+1 = s j).
As probabilidades p(ot+1|qt+1 = s j) e p(qt+1 = s j|qt = si) são equivalentes à probabilidade
de observação b j(ot+1) e à probabilidade de transição de estados τi j, respectivamente. Como
b j(ot) e τi j são modeladas a priori em λ , podemos computar βt(i) = p(ot+1:T |qt = si) de forma
recursiva, a partir de βt+1( j) = p(ot+2:T |qt+1 = s j). Desta forma, modificamos a Equação (3.24)
para que a mesma fique em função da variável β :

βt(i) =
N

∑
j=1

βt+1( j)b j(ot+1)τi j. (3.25)

Uma vez que derivamos um método para determinar βt(i), podemos estimar a localização
do sistema usando o Algoritmo 2. Na etapa de inicialização, βT (i) é arbitrariamente definida
como 1 ∀ i. A variável βt(i) (linha 9) mostra que para se ter estado no estado si no tempo t,
devem ser considerados todos os estados s j no tempo t +1, de acordo com as probabilidades de
transição τi j, bem como a probabilidade da observação ot+1 no estado s j

(
b j(ot+1)

)
, e βt+1( j).

A fim de que ∑i βt(i) = 1, normaliza-se a linha 9 do Algoritmo 2.



Capítulo 3. Localização de robôs móveis terrestres em ambientes internos 42

Algoritmo 2: PROCEDIMENTO BACKWARD

1 inicio
2 [1] Inicialização:

3 Para todo i ∈ N faça
4 βT (i) = 1
5 fim

6 [2] Indução:

7 Para t = T −1 até 1 faça
8 Para todo i ∈ N faça
9 βt(i) = ∑

N
j=1 βt+1( j)b j(ot+1)τi j

10 fim
11 fim
12 fin

É relevante dizer que o procedimento forward poderá ser realizado online e offline, pois
ele é dado em função da sequência de observações o1:t . Por outro lado, o procedimento backward

só poderá ser utilizado para estimar a localização no MOM de forma offline, isto é, quando todas
as observações do sistema tiverem sido coletadas, uma vez que ele é encontrado em função de
ot+1:T . Assim, o procedimento forward poderá ser aplicado em tempo real, e o backward como
pós-processamento. Nas situações que a estimativa da localização no MOM pode ser realizada a
posteriori, ela poderá ser refinada por meio da combinação das variáveis forward e backward. Ou
seja, dada a sequência de observações (completa) O = o1:T , a probabilidade de ot ser observada
no estado si é:

γt(i) = p(qt = si|o1:T ) =
p(qt = si,o1:T )

p(o1:T )
=

p(o1:T |qt = si)p(qt = si)

∑
N
i=1 p(qt = si,o1:t ,ot+1:T )

. (3.26)

De f . 3.3
=

p(o1:t |qt = si)p(ot+1:T |qt = si)p(qt = si)

∑
N
i=1 p(ot+1:T |qt = si,o1:t)p(qt = si,o1:t)

. (3.27)

Eq. (3.10)
=

Eq. (3.12)︷ ︸︸ ︷
p(qt = si,o1:t)

Eq. (3.18)︷ ︸︸ ︷
p(ot+1:T |qt = si)

∑
N
i=1 p(ot+1:T |qt = si)︸ ︷︷ ︸

Eq. (3.18)

p(qt = si,o1:t)︸ ︷︷ ︸
Eq. (3.12)

. (3.28)

=
αt(i)βt(i)

∑
N
i=1 αt(i)βt(i)

. (3.29)

O denominador da Equação (3.29) é um fator de normalização, que resulta em ∑
N
i=1 γt(i)=

1. Usando γt(i), o estado mais provável no instante de tempo t pode ser encontrado:

qt = argmax
1≤i≤N

[γt(i)] , 1≤ t ≤ T. (3.30)
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3.1.4.2 Solução do Problema 3.2

Existem várias formas de resolver o Problema 3.2 (diferente do Problema 3.1), pois há
vários critérios de otimalidade que podem ser escolhidos. Por exemplo, um critério pode ser
escolher o estado qt = s j que é o mais provável para uma dada observação. Entretanto, este
critério pode apresentar sequências de estados não factíveis caso o MOM possua transições
com probabilidade zero (τi j = 0). Para encontrar a melhor sequência de estados (única) Q =

q1,q2, ...,qT , para uma dada sequência de observações O = o1,o2, ...,oT , definimos a grandeza:

δt( j) = max
q1,q2,...,qt−1

p(q1,q2, ...,qt = s j,o1,o2, ...,ot), (3.31)

isto é, δt( j) representa a probabilidade da melhor sequência de estados que leva ao estado s j no
instante t, com as t primeiras observações.

Aplicando a Definição 3.2 na Equação (3.31), e procedendo de forma análoga ao processo
do cálculo das variáveis α e β , obtemos:

δt( j) = max
q1,q2,...,qt−1

p(q1,q2, ...,qt = s j,o1,o2, ...,ot). (3.32)

= max
q1:t−1

p(q1:t−1,qt = s j,o1:t−1,ot). (3.33)

= max
q1:t−1

p(ot |q1:t−1,qt = s j,o1:t−1)p(q1:t−1,qt = s j,o1:t−1). (3.34)

= max
q1:t−1

p(ot |q1:t−1,qt = s j,o1:t−1)p(qt = s j|q1:t−1,o1:t−1)p(q1:t−1,o1:t−1). (3.35)

= max
q1:t−1

p(ot |qt = s j)p(qt = s j|qt−1 = si)p(q1:t−2,qt−1 = si,o1:t−1). (3.36)

= p(ot |qt = s j) max
q1:t−1

[
p(qt = s j|qt−1 = si)p(q1:t−2,qt−1 = si,o1:t−1)

]
. (3.37)

= p(ot |qt = s j) max
qt−1=si

[
p(qt = s j|qt−1 = si) max

q1:t−2
p(q1:t−2,qt−1 = si,o1:t−1)

]
. (3.38)

= b j(ot) max
i

[
τi jδt−1(i)

]
. (3.39)

Assim, usando a Equação (3.39) podemos determinar δt( j) de forma recursiva. Com
posse de δt( j), o rastreamento dos estados q1,q2, ...,qT é encontrado a partir do Algoritmo 3
(Viterbi).

Na linha 10 do algoritmo de Viterbi, temos a probabilidade de terminar no estado s j

no instante de tempo t, seguindo o caminho mais provável. Para obter a sequência de estados,
é necessário manter o rastreamento do argumento que maximiza δt( j), para cada t e s j. O
rastreamento é feito usando ψt( j), presente na linha 11 do algoritmo de Viterbi, no qual ψt( j)

registra o índice do estado que maximiza δt( j). Na linha 16, é executada a etapa de terminação e
o estado final mais provável é armazenado em q∗T . Já na linha 19, o caminho mais provável é
recuperado na variável q∗t .
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Algoritmo 3: VITERBI

1 inicio
2 [1] Inicialização:

3 Para todo j ∈ N faça
4 δ1( j) = ζ jb j(o1)

5 ψ1( j) = 0.

6 fim

7 [2]Recursão:

8 Para t = 2 até T faça
9 Para todo j ∈ N faça

10 δt( j) = b j(ot)max1≤i≤N
[
δt−1(i)τi j

]
11 ψt( j) = argmax1≤i≤N

[
δt−1(i)τi j

]
.

12 fim
13 fim

14 [3] Terminação:

15 P∗ = max1≤ j≤N [δT ( j)]

16 q∗T = argmax1≤ j≤N [δT ( j)]

17 [4] Recriando o caminho (sequência de estados):

18 Para t = T −1 até 1 faça
19 q∗t = ψt+1(q∗t+1)

20 fim
21 fin

3.1.5 ES-MOM

Até o momento, o MOM é constituído basicamente pelas probabilidades de transição de
estados e observação. Uma adição ao MOM é assumir que a transição de estados e a observa-
bilidade dependem das ações de entradas A = a1,a2, ...,aT , como pode ser visto na Figura 3.6.

Figura 3.6 – Modelo gráfico simplificado para o ES-MOM [Françoise et al., 2011].
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Esta nova formulação do MOM é denominada Entrada Saída - Modelo Oculto de Markov

(ES-MOM), pois realiza o mapeamento das ações de entrada A nas saídas [Bengio and Frasconi,
1996; Françoise et al., 2011]. Os algoritmos anteriores (forward, backward e Viterbi) manterão a
mesma estrutura, porém as probabilidades de transição e observabilidade, e as variáveis α , β e δ

serão modificadas, de acordo com as Equações (3.40) a (3.44), respectivamente.

p(qt = s j|qt−1 = si,at−1). (3.40)

p(ot |qt = s j,at−1) = p(ot |qt = s j). (3.41)

αt( j) = p(qt = s j,o1:t |a1:t−1). (3.42)

βt(i) = p(ot+1:T |qt = si,a1:t−1). (3.43)

δt( j) = max
q1:t−1

p(q1:t−1,qt = s j,o1:t |a1:t−1). (3.44)

Na maioria das aplicações, o estado s j é suficiente para predizer a observação ot , as-
sim a ação at−1 será irrelevante, como mostra a Equação (3.41). Quando a Equação (3.42) é
normalizada, ela fornece a probabilidade de estar no estado s j no instante de tempo t, dadas as
observações parciais o1:t e controles a1:t−1:

p(qt = s j|o1:t ,a1:t−1) = p(ot |qt = s j)
N

∑
i=1

p(qt = s j|qt−1 = si,at−1)p(qt−1 = si|o1:t−1,a1:t−2).

(3.45)
A Equação (3.45) é a implementação discreta do filtro de Bayes, e a expressão p(qt =

s j|o1:t ,a1:t−1) é conhecida como crença sobre os estados. O filtro de Bayes e a crença serão
discutidos com mais detalhes na Seção 3.2.

3.1.6 Resumo da Seção 3.1

Na Seção 3.1 descrevemos o MOM para tempo, observações e estados discretos. O
MOM pode se resumir a solução dos três problemas apresentados na Seção 3.1.4. No contexto
de navegação robótica, o Problema 3.1 permite localizar em qual estado o robô está, isto é, dada
uma sequência de movimentos, o MOM avalia a localização mais provável para o robô, a partir
do modelo λ e da sequência de observações O. O Problema 3.2 permite avaliar o trajeto mais
provável do robô no espaço de estados até o instante T , ou seja, encontrar a sequência de estados
que melhor explica uma sequência de movimentos, a partir do modelo λ e da sequência de
observações O.

3.2 Localização de robôs em espaços contínuos
Nesta seção, focaremos nos métodos probabilísticos para localização de robôs móveis

em espaços de estados contínuos. Para tal, utilizaremos as mesmas ideias da Seção 3.1, porém
aplicadas em um ambiente contínuo. Abaixo apresentamos algumas definições que serão adotadas
na presente seção:
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• xt : pose (estado) do robô no instante de tempo t (o estado discreto era representado por st).

• zt : medição dos sensores no instante de tempo t.

• ut : ação de controle que pode alterar o estado do robô no instante de tempo t (a ação no
espaço de estados discreto era representada por at).

• p(xt |xt−1,ut−1): probabilidade de transição de estados.

• p(zt |xt): probabilidade de medição (observabilidade).

No paradigma probabilístico, a estimativa da localização momentânea do robô é re-
presentada pela crença (do inglês, belief ). A crença é descrita por meio de distribuições de
probabilidades condicionadas às medições e ações passadas. A crença sobre uma variável de
estado xt é denotada por bel(xt) [Thrun et al., 2005]:

bel(xt) = p(xt |z1:t ,u1:t−1). (3.46)

Usando as definições acima, podemos reescrever a Equação (3.45) no domínio contínuo:

bel(xt) = p(zt |xt)
∫

p(xt |xt−1,ut−1)bel(xt−1)dxt−1︸ ︷︷ ︸
bel(xt)

. (3.47)

A expressão bel(xt) é conhecida como predição no contexto de filtros probabilísticos.
A predição prevê o estado posterior, antes de serem incorporadas as medições no tempo t. A
etapa de calcular bel(xt) a partir de bel(xt) é chamada de correção ou atualização da medição. A
Equação (3.47) é a base do algoritmo do Filtro de Bayes, método mais tradicional para calcular
crenças a partir das medições e controles. O algoritmo do Filtro de Bayes é mostrado abaixo.

Algoritmo 4: FILTRO DE BAYES

Entrada: bel(xt−1),ut−1,zt

Saída: bel(xt)

1 inicio
2 Para todo xt faça
3 bel(xt) =

∫
p(xt |xt−1,ut−1)bel(xt−1)dxt−1

4 bel(xt) = p(zt |xt)bel(xt)

5 fim
6 fin

3.2.1 Filtro de Kalman

O Filtro de Kalman (FK) é um filtro recursivo proposto por Kalman [1960], e é a
implementação mais estudada do Filtro de Bayes. Ele estima o estado atual de um sistema
dinâmico linear a partir das observações adquiridas até o momento. Ele também pode ser
considerado como uma versão do algoritmo forward do ES-MOM, no qual as observações e
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os estados ocultos são contínuos. Existe também a versão contínua do procedimento backward,
o Suavizador de Kalman (do inglês, Kalman Smoother), que permite suavizar estimativas de
estados anteriores, a partir de observações posteriores. No FK, a crença é representada por uma
distribuição gaussiana multivariável, parametrizada por uma média µt e covariância Σt . A média
µ é um vetor que tem a mesma dimensão de x, enquanto a covariância Σ é uma matriz quadrada,
positiva semidefinida, com mesma dimensionalidade de x. Uma característica importante é que
as distribuições gaussianas são unimodais, ou seja, possuem um único máximo, possibilitando
então serem usadas para o rastreamento da pose em muitos problemas robóticos [Thrun et al.,
2005]. O modelo dinâmico linear da Equação (3.48) descreve a predição do estado usada no FK,
e a Equação (3.49) a predição da medição:

xt = Atxt−1 +But−1 + εx, εx ∼N (0, R), (3.48)

ẑt = Ctxt + εz, εz ∼N (0,Q). (3.49)

Sendo, xt ∈ℜn×1 e xt−1 ∈ℜn×1 os vetores de estado, ut−1 ∈ℜm×1 o vetor de controle e
ẑt ∈ℜk×1 o vetor de medição. At e Bt são matrizes ℜn×n e ℜn×m, respectivamente, e descrevem
a evolução temporal do estado. Os vetores gaussianos aleatórios εx ∈ ℜn×1 e εz ∈ ℜk×1, pos-
suem média zero e covariância denotada por R e Q, respectivamente, modelando as incertezas
introduzidas pela transição de estados e pela medição. A matriz Ct ∈ℜk×n realiza o mapeamento
entre xt e ẑt , no qual k é a dimensão do vetor de medição ẑt [Thrun et al., 2005]. Assim, o FK
estima (de forma ótima) o estado de um sistema dinâmico linear, a partir de medições ruidosas.
Para gerar uma estimativa dos estados, o FK utiliza o modelo do sistema, as entradas de controle
e as medições. O FK é mostrado no Algoritmo 5.

Algoritmo 5: FILTRO DE KALMAN

Entrada: µt−1,Σt−1,ut−1,zt

Saída: µt ,Σt

1 inicio
2 Predição:

3 µ̄t = At µt−1 +But−1

4 Σ̄t = AtΣt−1AT
t +Rt

5 Atualização:

6 Kt = Σ̄tCT
t (Ct Σ̄tCT

t +Qt)
−1

7 µt = µ̄t +Kt(zt−Ct µ̄t)

8 Σt = (I−KtCt)Σ̄t

9 fin

A dedução completa do algoritmo do Filtro de Kalman pode ser vista em Briers et al.
[2010]; Fraser [2008]; Russell and Norvig [2016]; Thrun et al. [2005]. A entrada do FK é a crença
no tempo t−1, representada por µt−1 e Σt−1. Para atualizar estes parâmetros utiliza-se a entrada
de controle ut−1 e a medição zt . A saída do FK é a crença no tempo t, representada por µt e Σt . A
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variável Kt representa ganho de Kalman, e especifica o grau em que a medida zt é incorporada na
nova estimativa do estado. Na linha 7, manipula-se a média µ̄t , ajustando-a proporcionalmente
ao ganho Kt e ao desvio da atual medida zt . Por fim, calcula-se na linha 8 a nova covariância da
crença. Os ruídos do processo e da medição são assumidos como independentes e normalmente
distribuídos com covariâncias Rt e Qt , respectivamente.

Em suma, o FK combina uma predição do estado de um sistema dinâmico linear com
uma nova medida usando média ponderada (atualização). O resultado da média é uma nova
estimativa do estado, que se localiza entre o estado predito e o medido, apresentando uma melhor
incerteza estimada que qualquer um dos dois unicamente. O processo é repetido a cada iteração,
com a nova estimativa e sua covariância sendo usadas na predição da iteração seguinte.

3.2.2 Filtro de Kalman Estendido

As suposições de linearidade das funções de observabilidade e transitoriedade são cruciais
para utilização do FK. Entretanto, estas funções raramente são lineares na prática. O Filtro de
Kalman Estendido (FKE) é usado quando o sistema apresenta não linearidade. O FKE lineariza
o modelo em torno da estimação atual e em seguida utiliza as equações do FK tradicional. O
FKE é baseado na linearização da função de transição de estados e da função de medição por
meio da aproximação por série de Taylor, fazendo o trucamento no termo de primeira ordem, e
desprezando os termos de ordem superior. Esta aproximação pode causar problemas se as não
linearidades são muito grandes, fazendo o algoritmo divergir [Särkkä, 2013; Thrun et al., 2005].
O FKE é mostrado no Algoritmo 6.

Algoritmo 6: FILTRO DE KALMAN ESTENDIDO

Entrada: µt−1,Σt−1,ut−1,zt

Saída: µt ,Σt

1 inicio
2 Predição:

3 µ̄t = g(ut−1,µt−1)

4 Σ̄t =GtΣt−1GT
t +Rt

5 Atualização:

6 Kt = Σ̄tHT
t (Ht Σ̄tHT

t +Qt)
−1

7 µt = µ̄t +Kt(zt−h(µ̄t))

8 Σt = (I−KtHt)Σ̄t

9 fin

Como pode ser visto no Algoritmo 6, as Equações (3.48) e (3.49) foram relaxadas,
e a probabilidade transição de estados e medição são descritas por xt = g(ut−1,xt−1)+ εx e
ẑt = h(xt)+ εz, respectivamente, para funções g e h arbitrárias. A ideia do FKE é linearizar as
funções g e h usando a aproximação via expansão de Taylor de primeira ordem:
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g(ut−1,xt−1)≈ g(ut−1,µt−1)+
∂g(ut−1,µt−1)

∂ µt−1︸ ︷︷ ︸
Gt

(xt−1−µt−1), (3.50)

h(xt)≈ h(µ̄t)+
∂h(µ̄t)

∂ µ̄t︸ ︷︷ ︸
Ht

(xt− µ̄t). (3.51)

As matrizes Gt e Ht são conhecidas como Jacobianas de g(·) e h(·), respectivamente.

3.2.2.1 Modelo cinemático do robô diferencial

Neste trabalho, o robô utilizado na maioria dos experimentos e simulações é o diferencial,
também conhecido como não holonômico. A Figura 3.7 exibe uma imagem do robô com
acionamento diferencial, sendo {XW ,YW} o frame inercial do mundo e {XR,YR} o frame do robô.

Figura 3.7 – Esboço da vista superior de um robô com acionamento diferencial [Antonelli et al., 2010].

O modelo da pose atual do robô µt = (xt ,yt ,θt)
T , após ser executado o comando de

movimento ut−1 = (υt−1, ωt−1)
T no estado µt−1 = (xt−1,yt−1,θt−1)

T , é dado por:xt

yt

θt


︸ ︷︷ ︸

µt

=

xt−1

yt−1

θt−1

+
∆t cos(θt−1) 0

∆t sen(θt−1) 0
0 ∆t

[υt−1

ωt−1

]
︸ ︷︷ ︸

g(ut−1,µt−1)

+N (0, R)︸ ︷︷ ︸
εx

. (3.52)

O parâmetro ∆t é o período de amostragem, υt−1 a velocidade linear, ωt−1 a velocidade
angular, e µt é a estimação da pose do robô. Pode-se observar na Equação (3.52) que g(ut−1,µt−1)

é claramente não linear, logo o FKE deverá ser utilizado para estimação da pose. A matriz Gt do
Algoritmo 6 é dada por:

Gt =
∂g(ut−1,µt−1)

∂ µt−1
=


∂g1

∂xt−1

∂g1
∂yt−1

∂g1
∂θt−1

∂g2
∂xt−1

∂g2
∂yt−1

∂g2
∂θt−1

∂g3
∂xt−1

∂g3
∂yt−1

∂g3
∂θt−1

=

1 0 −∆t υtsen(θt−1)

0 1 ∆t υtcos(θt−1)

0 0 1

 . (3.53)

Nota-se agora que a matriz Gt é linear, pois sen(θt−1) e cos(θt−1) são valores numéricos.
A matriz Gt não é constante e deve ser atualizada a cada iteração. O mesmo raciocínio de
linearização aplicado para obter a Jacobiana Gt para o robô não holonômico, também é válido
para encontrar a Jacobiana de h(µ̄t).
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3.3 Simulações e Experimentos

3.3.1 Plataforma robótica

Nos experimentos reais deste trabalho utilizamos a plataforma robótica mostrada na
Figura 3.8, composta por uma base móvel não holonômica iRobot Create, um computador
Intel Core i7-7500U CPU 2.7GHz x 4 com sistema operacional Ubuntu 16.04, duas câmeras
monoculares RGB, uma câmera RGB-D Intel RealSense D435 e uma câmera Intel RealSense
Tracking T265 (cedida pelo Instituto Tecnológico da Vale (ITV)). Apesar da plataforma ter quatro
câmeras, elas não foram usadas concomitantemente em todos os experimentos. O framework

usado para integrar o hardware e o software foi o ROS (Robot Operating System) Kinetic. O ROS
é uma coleção de ferramentas, bibliotecas e convenções que auxiliam na construção de aplicações
robóticas. Ele possui uma estrutura que padroniza a comunicação com hardwares de diferentes
fabricantes por meio da estrutura de nós e tópicos. Os nós são programas que podem receber
e enviar dados entre si, e estes dados são denominados tópicos. O processamento das imagens
capturadas pelas câmeras foi realizado por meio da biblioteca computacional OpenCV. O driver

de comunicação da base móvel com o ROS foi o create_autonomy. Os programas desenvolvidos
foram feitos em linguagem C++ e Matlab. A seguir, serão apresentadas as simulações e os
experimentos reais do capítulo.

  

Computador
Câmera  RGB-D

Câmera
 RGB 1

Câmera  
 RGB  2

Base móvel

Câmera Tracking

Figura 3.8 – Plataforma robótica utilizada nos experimentos reais.

3.3.2 Experimento com o Filtro de Kalman Estendido
Conforme descrito na Seção 2.3, a odometria não consegue estimar de forma robusta a

localização do robô devido ao acúmulo de erros. Desta forma, mostraremos na presente seção
alguns experimentos reais utilizando o FKE para estimar a localização do sistema robótico da
Figura 3.8 em corredores. Antes de relatar os experimentos, vamos descrever as medições z

obtidas com as câmeras RGB-D, Tracking e as RGB’s, usadas na fase de atualização do FKE.

http://wiki.ros.org/kinetic
https://opencv.org/
https://github.com/AutonomyLab/create_autonomy
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A câmera RGB-D foi acoplada na frente do robô, e é utilizada para estimar a pose dele
por meio do ORB-SLAM 2. O ORB-SLAM 2 é um pacote do ROS desenvolvido por Mur-Artal
and Tardós [2017], e implementa o SLAM em tempo real. Este pacote é capaz de realizar o
rastreamento da câmera RGB-D acoplada no robô, além de construir o mapa 3D do ambiente
(a partir das features capturadas), e detectar o loop closure. O ORB-SLAM 2 tem a opção de
ser usado no modo SLAM e no modo localização. O modo localização pode ser usado quando
o mapa de features do ambiente é fornecido a priori. Neste modo, o mapeamento e o loop

closure são desativados. Como o foco do capítulo está na parte de localização, utilizaremos
o pacote ORB-SLAM 2 no modo SLAM, porém só faremos uso da informação da pose e
ignoraremos o mapa do ambiente. Portanto, a partir da leitura da imagem RGB e das informações
de profundidade, o ORB-SLAM 2 fornece um tópico do ROS com a informação da pose do robô5

em tempo real. As features detectadas no ambiente (quadrados verdes) e o mapa de features

podem ser visualizados usando o Rviz, conforme mostra a Figura 3.9.

Figura 3.9 – Visualização do funcionamento do ORB-SLAM 2 no Rviz. Na imagem à esquerda, temos as features
identificadas no ambiente pela câmera RGB-D (destacadas pelos quadrados verdes). Na imagem à
direita, temos o mapa de features e o sistema de referência da câmera RGB-D.

A câmera Tracking também foi colocada na frente do robô, e baseado nas features do
ambiente implementa o SLAM internamente. Para tal, ela utiliza duas câmeras “olho de peixe” e
uma unidade de medida inercial (IMU). A câmera Tracking é integrada ao ROS, fornecendo o
rastreamento da pose da câmera/robô por meio de um tópico.

Enquanto as câmeras RGB-D e Tracking capturam features do ambiente (principalmente
quinas e locais com grande variação de gradiente na imagem), as câmeras RGB’s (colocadas nas
laterais do robô) são utilizadas para identificar landmarks. A landmark utilizada nos experimentos
foi o Aruco (exibido na Figura 3.10), um marcador robusto a variações de luminosidade, pontos
5 Para obter a pose do robô é necessário conhecer a transformação do sistema de referência da câmera RGB-D

para o sistema de referência do robô.

https://github.com/appliedAI-Initiative/orb_slam_2_ros
http://wiki.ros.org/rviz
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de vista e escalas nas imagens. O Aruco é denominado um marcador fiducial6 planar baseado em
quadrados com códigos binários desenvolvido por Garrido-Jurado et al. [2014]. O Aruco possui
uma borda preta e uma matriz binária interna que determina seu identificador (id). O tamanho da
matriz interna do Aruco da Figura 3.10 é 6x6. Garrido-Jurado et al. [2014] disponibilizaram 250
Arucos diferentes (de tamanho 6x6) para download, cada um possuindo uma id. Para identificar
os Arucos utilizamos a ArUco, biblioteca open source e escrita em linguagem C++.

Figura 3.10 – Marcador fiducial Aruco [Garrido-Jurado et al., 2014].

Após a detecção do Aruco, é possível estimar a pose da câmera. Para tal, é necessário
obter os parâmetros internos de distorção das câmeras monoculares. Estes parâmetros podem
ser encontrados por meio da calibração. Com posse dos parâmetros internos da câmera e dos
parâmetros do Aruco detectado, podemos estimar a transformação do sistema de referência
do Aruco em relação ao da câmera através da função solvePNP. Esta função retorna o vetor
de rotação rVec = (θx,θy,θz)

T e o de translação tVec = (tx, ty, tz)T . As componentes de tVec

representam as distâncias em X ,Y e Z do Aruco em relação ao sistema de referência da câmera.
Já rVec é o vetor de Rodrigues e é convertido para uma matriz de rotação MCâmera

Aruco ∈ SO(3).
Denotaremos a matriz de transformação homogênea HA

B ∈ SE(3) [Spong et al., 2006]:

HA
B =

[
MA

B tA
AB

0 1

]
, (3.54)

sendo MA
B ∈ SO(3) uma matriz de rotação do sistema de referência A para o B, e tA

AB ∈ℜ3x1 um
vetor de translação do sistema de referência A para o B, tomando o sistema A como referência.

Para o caso da transformação do sistema de referência do Aruco para câmera, temos a
seguinte matriz de transformação homogênea:

HCâmera
Aruco =

[
MCâmera

Aruco tVec

0 1

]
. (3.55)

De forma genérica, podemos definir uma matriz de transformação homogênea entre dois
sistemas através das matrizes de transformação “intermediárias”:

H0
n = H0

1 H1
2 ...H

n−1
n . (3.56)

Fazendo uso da Equação (3.56), podemos determinar a localização global do robô,
assumindo que a localização do Aruco no mundo é conhecida:

HWorld
Robô = HWorld

Aruco HAruco
CâmeraHCâmera

Robô . (3.57)
6 Um sistema de marcadores fiduciais é composto por um conjunto de marcadores válidos e um algoritmo que

realiza sua detecção em imagens.

https://www.uco.es/investiga/grupos/ava/sites/default/files/salinas/aruco_mip_36h12_dict.zip
https://www.uco.es/investiga/grupos/ava/node/26
https://docs.opencv.org/trunk/d9/d0c/group__calib3d.html#ga3207604e4b1a1758aa66acb6ed5aa65d
http://ros-developer.com/2017/04/23/camera-calibration-with-ros/
https://docs.opencv.org/trunk/d9/d0c/group__calib3d.html#ga549c2075fac14829ff4a58bc931c033d
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As transformações são ilustradas na Figura 3.11. Na Equação (3.57), HWorld
Aruco é a transfor-

mação do Aruco em relação ao frame inercial do mundo, e HCâmera
Robô é a transformação do frame

do robô em relação ao frame da câmera. Estas transformações serão constantes nos experimentos.
Já a transformação HAruco

Câmera será calculada toda vez que um Aruco for detectado, e será dada pelo
inverso da Equação (3.55): HAruco

Câmera = (HCâmera
Aruco )−1. Assim, a transformação do robô em relação

ao mundo HWorld
Robô é obtida. Utilizando a transformação homogênea HWorld

Robô , a pose do robô será
determinada pelas componentes de translação em X e Y , e pela rotação em relação ao eixo Z.

  

Y

Z

Y

Y

Y

X X

X X

Z

Z

Z

World

Figura 3.11 – Transformações necessárias para encontrar a pose do robô quando um Aruco é identificado.

Descrevemos acima os procedimentos para encontrar as medições z do FKE utilizando a
câmera RGB-D (mais ORB-SLAM 2), a câmera Tracking e as câmeras RGB’s (para identificar
os Arucos). A identificação dos Arucos também poderia ser feita com as câmeras RGB-D e
Tracking, porém elas estão apontadas para frente e em alguns testes realizados em corredores,
elas não conseguiram detectar com robustez os Arucos colados na parede. Portanto, foram
incluídas as câmeras RGB’s nas laterais do robô (apontadas para parede).

Na Figura 3.12, temos uma ilustração do funcionamento do FKE. O FKE inicia com a
crença (µ0,Σ0), e utilizando as ações de controle realiza a etapa de predição. Caso não tenha
nenhuma medição, o algoritmo retornará (µ1,Σ1) e realizará novamente a predição de forma
iterativa. Se no instante de tempo t o robô receber alguma medição do ambiente a etapa de
atualização é executada. A incerteza da pose calculada a partir dos Arucos é menor que a
incerteza fornecida pela câmeras RGB-D e Tracking. Isto se deve ao fato da medição das câmeras
RGB-D (mais ORB-SLAM 2) e Tracking integrarem erros de acordo com a evolução temporal
(erros pequenos, que não se comparam aos da odometria). Portanto, nos momentos que um
Aruco for detectado, a sua medição terá precedência e será usada na etapa de atualização. Se as
duas câmeras RGB’s detectarem Arucos, efetuamos a média entre as poses retornadas por elas.
Para aumentar a confiança do sistema de localização, a informação da pose das câmeras RGB-D
(mais ORB-SLAM 2) e Tracking é “resetada” toda vez que um Aruco for detectado, ou seja,
assumimos que a última medição da pose é igual a µt . Obs: o FKE não usa as câmeras RGB-D e
Tracking simultaneamente, a escolha da câmera deve ser feita antes da estimação iniciar.
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Figura 3.12 – Esquemático do funcionamento do Filtro de Kalman Estendido.

O resultado da estimação da localização da plataforma robótica usando o FKE, em
corredores, é apresentado nas Figuras 3.13 e 3.14. Nestas figuras, o robô é lançado na pose inicial
(1,0,0)T e se direciona à pose (33,−27,−π/2)T . Durante o percurso o robô observa 14 Arucos
diferentes, e sabe a posição deles no ambiente. O corredor é um local com poucas features (um
banco, portas e banners na parede), o que se torna uma complicação na estimação da localização
usando sensores visuais. Na Figura 3.13, podemos ver que a estimação usando a câmera RGB-D
+ ORB-SLAM 2 não foi satisfatória, pois houve um fator de escala de aproximadamente 1.8
entre a localização estimada e a real. Indicamos com uma seta pontilhada a última estimação da
localização via RGB-D + ORB-SLAM 2 antes de um Aruco ser encontrado. Já o resultado da
Figura 3.14 (usando a Tracking) foi satisfatório, apresentando um fator de escala de 1.15.

Figura 3.13 – Localização da plataforma robótica em corredores usando câmera RGB-D + ORB-SLAM 2.
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Figura 3.14 – Localização da plataforma robótica em corredores usando a câmera Tracking.

3.3.3 Modelo Oculto de Markov
3.3.3.1 Simulação com um robô pontual

Nesta seção, utilizaremos o MOM e o ES-MOM para estimar a localização de um robô
pontual diferencial em um ambiente definido topologicamente. O robô possui uma câmera virtual
acoplada que tem um ângulo de visão de 360◦ e alcance limitado. A localização do robô no mapa
é inferida a partir da detecção de landmarks coloridas presentes no ambiente. O mapa topológico
foi construído no Matlab, e é exibido na Figura 3.15. No mapa da Figura 3.15 existem 42 estados
simbolizados por “quadrados” e 62 landmarks coloridas. As landmarks são representadas por
“diamantes” de 8 cores (amarela, vermelha, azul, verde, laranja, rosa, marrom e preta). Em um
sistema real, os “diamantes” poderiam ser reproduzidos por cones coloridos ou por marcações
distinguíveis no ambiente. Sempre que o robô chegar em um estado, ele irá realizar buscas por
landmarks, e utilizará a câmera virtual para identificar as cores das landmarks próximas dele. As
linhas azuis mostram as conexões factíveis entre os estados e contêm as informações de distância
entre eles. Também há no mapa regiões proibidas (obstáculos) indicadas por retângulos pretos.
O mapa da Figura 3.15 pode representar o andar de um prédio, museu, escola e etc.

O mapa topológico é construído a priori e armazenado em um banco de dados. Os dados
armazenados são os estados, as conexões factíveis entre os estados e o modelo λ = {Γ,B,ζ}.
Ao todo, há 13 símbolos de observações possíveis (l1 a l13), conforme mostra a Tabela 3.1. Por
exemplo, o símbolo l1 é constituído de um “diamante” vermelho e dois amarelos, e pode ser visto
nos estados s1, s3, s7, s9. Uma particularidade do sistema é a sua simetria e indistinguibilidade.
Isto se torna uma dificuldade, pois há muita ambiguidade ao se relacionar uma observação a um
estado. Como no exemplo mostrado acima: quando o robô detecta um “diamante” vermelho e
dois amarelos ele não consegue distinguir se está no estado s1, s3, s7, ou s9.
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Figura 3.15 – Mapa do ambiente topológico utilizado para simulação do MOM.

Tabela 3.1 – Símbolos de observações referentes a cada estado (simulação).
Cores das landmakrs

Símbolos de
observações
[estados]

Amarela Azul Laranja Marrom Preta Rosa Verde Vermelha

l1
[s1− s3− s7− s9]

2 0 0 0 0 0 0 1

l2
[s2− s8]

2 0 0 0 0 0 0 2

l3
[s5− s11]

2 0 0 0 0 0 2 0

l4
[s13− s16]

0 2 0 0 0 2 0 0

l5
[s4− s6− s10− s12]

1 0 0 0 0 0 0 1

l6
[s17− s18]

0 0 0 0 0 0 2 0

l7
[s14− s15]

0 0 0 1 0 2 0 0

l8
[s19− s24− s29− s34]

0 1 0 0 0 0 0 0

l9
[s20− s25− s31− s35]

0 2 1 0 0 0 0 0

l10
[s21− s26− s30− s36]

0 2 0 0 0 0 0 0

l11
[s22− s27− s32− s37]

0 1 1 0 0 0 0 0

l12
[s23− s28− s33− s38]

0 0 0 2 0 0 0 0

l13
[s39− s40− s41− s42]

0 0 0 2 1 0 0 0

Se o símbolo li puder ser visto no estado s j, teremos b j(li)= 0.85 e b j(lk)= 0.15/(M−1)
para todos os outros M− 1 símbolos de observações lk possíveis. Este processo é repetido
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para todos os estados (N = 42) do sistema. Desta forma, utilizando a Tabela 3.1 a matriz de
observabilidade B é construída:

B =


b1(l1) b1(l2) · · · b1(l13)

b2(l1) b2(l2) · · · b2(l13)
...

... . . . ...
b42(l1) b42(l2) · · · b42(l13)

 . (3.58)

3.3.3.1.1 MOM

No MOM, a matriz Γ corresponde à probabilidade de transição de um estado para o outro
(sem considerar as ações executadas nos estados). As transições entre estados que não estão
conectados na Figura 3.15 recebem peso 0. Já as transições entre estados que estão conectados
recebem peso 1. As probabilidades das transições são normalizadas a fim de que ∑ j τi j = 1∀ i.
Como primeiro teste, supomos que a distribuição inicial de probabilidade ζ é bem definida
e que o robô saiu do estado s2 em direção ao estado s9, percorrendo a sequência de estados
[s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9]. Assim, definimos ζ2 = 0.9 e ζi = 0.1/(42−1) para
os outros estados si do sistema. Também estipulamos βT (9) = 0.9 e βT (i) = 0.1/(42−1) para os
outros estados si. As estimativas das variáveis α,β e γ (com base nas observações das landmarks),
para o referido trajeto, são mostradas nas Tabelas 3.2, 3.3 e 3.4, respectivamente. Nestas tabelas,
são exibidos os cinco maiores valores de probabilidade em cada instante de tempo.

Tabela 3.2 – Probabilidade α para o trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9] (com ζ e βT bem definidas).

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

α(2) = 0.99 α(13)= 0.99 α(14)= 0.99 α(23)= 0.49 α(18)= 0.50 α(11)= 0.50 α(10)= 0.25 α(9)= 0.25
α(8)= 0.01 α(16)= 0.01 α(15)= 0.01 α(28)= 0.49 α(17)= 0.50 α(5)= 0.50 α(12)= 0.25 α(7)= 0.25
α(6)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(22)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(4)= 0.25 α(3)= 0.25

α(12)= 0.00 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(27)= 0.00 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(6)= 0.25 α(1)= 0.25
α(4)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(13)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00

Tabela 3.3 – Probabilidade β para o trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9] (com ζ e βT bem definidas).

β1 β2 β3 β4 β5 β6 β7 β8

β (2)= 0.08 β (13)= 0.09 β (42)= 0.20 β (11)= 0.20 β (10)= 0.30 β (9)= 0.36 β (10)= 0.36 β (9)= 0.90
β (8)= 0.08 β (23)= 0.09 β (39)= 0.20 β (38)= 0.16 β (12)= 0.30 β (10)= 0.36 β (9)= 0.36 β (42)= 0.00
β (19)= 0.08 β (22)= 0.09 β (18)= 0.14 β (37)= 0.16 β (11)= 0.22 β (11)= 0.27 β (8)= 0.27 β (41)= 0.00
β (20)= 0.08 β (28)= 0.09 β (14)= 0.13 β (23)= 0.16 β (18)= 0.15 β (5)= 0.00 β (2)= 0.00 β (40)= 0.00
β (24)= 0.08 β (27)= 0.09 β (15)= 0.08 β (22)= 0.16 β (6)= 0.00 β (12)= 0.00 β (12)= 0.00 β (39)= 0.00

Tabela 3.4 – Probabilidade γ para o trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9] (com ζ e βT bem definidas).

γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6 γ7 γ8

γ(2)= 0.99 γ(13)= 0.99 γ(14)= 0.99 γ(23)= 0.99 γ(18)= 0.99 γ(11)= 0.99 γ(10)= 0.99 γ(9)= 0.99
γ(8)= 0.01 γ(16)= 0.01 γ(15)= 0.01 γ(28)= 0.01 γ(17)= 0.01 γ(5)= 0.01 γ(12)= 0.00 γ(1)= 0.00

γ(42)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(38)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(4)= 0.00 γ(3)= 0.00
γ(41)= 0.00 γ(41)= 0.00 γ(41)= 0.00 γ(33)= 0.00 γ(41)= 0.00 γ(41)= 0.00 γ(6)= 0.00 γ(7)= 0.00
γ(40)= 0.00 γ(40)= 0.00 γ(40)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(40)= 0.00 γ(40)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(42)= 0.00
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Com uma boa confiança inicial, a variável α apresentou bons resultados nas três primeiras
iterações. Já na quarta iteração, a observação coletada pode ser vista nos estados s23 e s28,
causando uma ambiguidade ao estimador. Nas demais iterações o procedimento f orward também
não conseguiu distinguir a ambiguidade presente no mapa topológico. Os valores da variável
β não foram muito precisos, e em várias iterações aconteceram erros. Apesar das variáveis α

e β não apresentarem bons resultados de forma isolada, a combinação delas γ é robusta para
estimação da localização, como pode ser verificado na Tabela 3.4.

Um segundo teste mais conservador foi realizado usando o trajeto [s2− s13− s14− s23−
s18− s11− s10− s9]. Todavia, considerando que o robô não tem nenhuma informação prévia
sobre o trajeto a ser percorrido. Assim, teremos distribuições uniformes ζi e βT (i) para todos
os estados si do sistema. As estimativas das variáveis α,β e γ , para o trajeto sem informação
prévia, são mostradas nas Tabelas 3.5, 3.6 e 3.7, respectivamente.

Tabela 3.5 – Probabilidade α para o trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9] (com ζ e βT desconhecidas).

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

α(2)= 0.43 α(13)= 0.50 α(14)= 0.50 α(23)= 0.25 α(18)= 0.50 α(11)= 0.50 α(10)= 0.25 α(9)= 0.25
α(8)= 0.43 α(16)= 0.50 α(15)= 0.50 α(28)= 0.25 α(17)= 0.50 α(5)= 0.50 α(12)= 0.25 α(7)= 0.25

α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(33)= 0.25 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(4)= 0.25 α(3)= 0.25
α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(38)= 0.25 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(6)= 0.25 α(1)= 0.25
α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00

Tabela 3.6 – Probabilidade β para o trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9] (com ζ e βT desconhecidas).

β1 β2 β3 β4 β5 β6 β7 β8

β (2)= 0.08 β (13)= 0.09 β (42)= 0.10 β (11)= 0.10 β (10)= 0.15 β (11)= 0.14 β (2)= 0.13 β (42)= 0.02
β (8)= 0.08 β (23)= 0.09 β (41)= 0.10 β (38)= 0.10 β (12)= 0.15 β (5)= 0.14 β (8)= 0.13 β (42)= 0.02
β (19)= 0.08 β (22)= 0.09 β (40)= 0.10 β (37)= 0.08 β (6)= 0.15 β (12)= 0.09 β (12)= 0.09 β (40)= 0.02
β (20)= 0.08 β (28)= 0.09 β (39)= 0.10 β (23)= 0.08 β (4)= 0.15 β (10)= 0.09 β (10)= 0.09 β (39)= 0.02
β (24)= 0.08 β (27)= 0.09 β (18)= 0.06 β (22)= 0.08 β (11)= 0.11 β (9)= 0.09 β (9)= 0.09 β (38)= 0.02

Tabela 3.7 – Probabilidade γ para o trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9] (com ζ e βT desconhecidas).

γ1 γ2 γ3 γ4 γ5 γ6 γ7 γ8

γ(2)= 0.50 γ(13)= 0.50 γ(14)= 0.50 γ(23)= 0.25 γ(18)= 0.50 γ(11)= 0.50 γ(10)= 0.25 γ(9)= 0.25
γ(8)= 0.50 γ(16)= 0.50 γ(15)= 0.50 γ(28)= 0.25 γ(17)= 0.50 γ(5)= 0.50 γ(12)= 0.25 γ(1)= 0.25

γ(42)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(38)= 0.25 γ(42)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(4)= 0.25 γ(3)= 0.25
γ(41)= 0.00 γ(41)= 0.00 γ(41)= 0.00 γ(33)= 0.25 γ(41)= 0.00 γ(41)= 0.00 γ(6)= 0.25 γ(7)= 0.25
γ(40)= 0.00 γ(40)= 0.00 γ(40)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(40)= 0.00 γ(40)= 0.00 γ(42)= 0.00 γ(42)= 0.00

A falta de conhecimento prévio sobre a configuração inicial e final do robô refletiu nas
variáveis α e β . As probabilidades α ′s da Tabela 3.5 indicam os estados onde as observações
ot coletadas pelo robô podem ser encontradas, mas não têm confiança suficiente para indicar o
real estado do robô. Como os valores de β na Tabela 3.6 foram incertos, consequentemente a
estimativa de γ também foi incerta, vide Tabela 3.7. O algoritmo 3 (Viterbi) foi implementado
para os dois testes, e em ambos não conseguiu identificar o real percurso executado pelo robô, a
partir do modelo λ e da sequência de observações. No primeiro teste, a sequência mais provável
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apontada pelo algoritmo de Viterbi foi q∗ = [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s12− s1], e no
segundo q∗ = [s2− s13− s14− s28− s17− s5− s6− s7].

De acordo com os dois testes acima, podemos ver que o conhecimento da localização
inicial e final é relevante para o rastreamento dos estados do robô. É importante salientar que as
variáveis β e γ poderão ser utilizadas somente no pós-processamento da localização, ou seja,
quando todas as observações tiverem sido coletadas. Para estimar a localização em tempo real,
somente a variável α poderá ser usada, e como visto nos dois testes, ela sozinha não foi suficiente.
Na sequência, vamos estimar a localização do mesmo trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11−
s10− s9], porém usando o ES-MOM e incorporando na probabilidade de transição de estados as
ações de controle (contínuas) executadas entre os estados.

3.3.3.1.2 ES-MOM

Para que o robô execute o movimento de um estado para outro é necessário um plane-
jador de movimento local. Neste trabalho, desenvolvemos um planejador local que retorna as
velocidades u = (υ ,ω)T que devem ser aplicadas ao robô diferencial para que ele se desloque
entre os estados, detectando as landmarks do ambiente. O planejador faz uso do controlador
feedback linearization e pode ser visto com mais detalhes no Apêndice A. Cada ação discreta a,
que leva o robô de um estado para outro, engloba uma série de ações contínuas U= (u1, ...,u|U|).

No MOM, a probabilidade de transição de estados era definida por τi j = p(qt = s j|qt−1 =

si) e era armazenada na matriz Γ. O planejador local também foi utilizado no MOM, mas as ações
executadas não foram usadas nas estimativas de localização. Já no ES-MOM, a probabilidade
de transição é dada por p(qt = s j|qt−1 = si,at−1) = p(qt = s j|qt−1 = si,Ut−1). Executando a
sequência de ações Ut−1 no estado si, e utilizando o modelo de propagação de movimento
(contínuo) apresentado na Equação (3.52), podemos predizer em qual local do mapa o robô
estará7. Este local é simbolizado por s̄ e será um estado “virtual” no mapa topológico, ou seja,
um artifício para estimar a probabilidade de transição, como mostra a Figura 3.16.

Figura 3.16 – Modelo gráfico do ES-MOM incorporando o estado virtual s̄, utilizado para calcular a probabilidade
de transição de estados p(qt = s j|qt−1 = si,Ut−1).

7 O estado si é uma posição (x,y)T , portanto, vamos adicionar uma orientação “fictícia” ao estado si para aplicar a
Equação (3.52). Esta orientação será a que o robô diferencial possuía antes de executar a sequência Ut−1.
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Desta feita, a probabilidade de transição de estados pode ser determinada por [Llarena
et al., 2012]:

p(qt = s j|qt−1 = si,Ut−1) =
D(s̄,s j)

∑
N
j=1 D(s̄,s j)

, (3.59)

no qual, D(s̄,s j) é um função de densidade de probabilidade (PDF), isto é, uma distribuição
gaussiana centrada em s̄:

D(s̄,s j) = e
− 1

2

(
(s jx−s̄x)

2

σ2 +
(s jy−s̄y)

2

σ2

)
. (3.60)

O somatório no denominador da Equação (3.59) é necessário para normalizar a proba-
bilidade de transição. O estado s j é uma posição (x,y)T no mapa, por isto usamos somente as
componentes x e y de s̄. Como a probabilidade de transição é dada em função de U, ela deverá ser
calculada em cada iteração, não podendo ser calculada a priori e armazenada em Γ. Utilizando a
probabilidade de transição da Equação (3.59) e assumindo que o robô não tem conhecimento
prévio sobre a localização inicial8, o procedimento forward do ES-MOM foi implementado para
estimar a localização do robô no mapa da Figura 3.15. O trajeto percorrido foi o mesmo dos
testes anteriores [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9]. Os resultados para três valores de σ

são mostrados nas Tabelas 3.8, 3.9 e 3.10.

Tabela 3.8 – Probabilidade α do ES-MOM para o trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9] (com σ ).

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

α(2)= 0.43 α(13)= 0.78 α(14)= 0.99 α(23)= 0.85 α(18)= 0.94 α(11)= 0.95 α(10)= 0.99 α(9)= 0.99
α(8)= 0.43 α(16)= 0.21 α(15)= 0.01 α(28)= 0.11 α(17)= 0.06 α(5)= 0.05 α(12)= 0.01 α(1)= 0.01

α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(33)= 0.02 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(4)= 0.00 α(3)= 0.00
α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(38)= 0.02 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(6)= 0.00 α(7)= 0.00
α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00

Tabela 3.9 – Probabilidade α do ES-MOM para o trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9] (com 0.1 σ ).

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

α(2)= 0.43 α(13)= 0.83 α(14)= 0.99 α(23)= 0.91 α(18)= 0.97 α(11)= 0.99 α(10)= 0.99 α(9)= 0.99
α(8)= 0.43 α(16)= 0.16 α(15)= 0.01 α(28)= 0.06 α(17)= 0.03 α(5)= 0.01 α(12)= 0.01 α(1)= 0.01

α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(33)= 0.01 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(4)= 0.00 α(3)= 0.00
α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(38)= 0.01 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(6)= 0.00 α(7)= 0.00
α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00

Tabela 3.10 – Probabilidade α do ES-MOM para o trajeto [s2− s13− s14− s23− s18− s11− s10− s9] (com 0.01 σ ).

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

α(2)= 0.43 α(13)= 0.95 α(14)= 0.99 α(23)= 0.95 α(18)= 0.98 α(11)= 0.99 α(10)= 0.99 α(9)= 0.99
α(8)= 0.43 α(16)= 0.05 α(15)= 0.01 α(28)= 0.05 α(17)= 0.02 α(5)= 0.01 α(12)= 0.01 α(1)= 0.01

α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(33)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(4)= 0.00 α(3)= 0.00
α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(38)= 0.00 α(41)= 0.00 α(41)= 0.00 α(6)= 0.00 α(7)= 0.00
α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(40)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00

8 O único conhecimento é que o robô começa a simulação em um estado arbitrário, e que inicialmente está
orientado de acordo com o sistema de referência inercial do mapa.
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Pelas Tabelas 3.8, 3.9 e 3.10, podemos ver que as estimativas melhoram consideravel-
mente com a inclusão da sequência de controle U. O algoritmo forward do ES-MOM conseguiu
convergir rapidamente para localização real mesmo sem usar as variáveis β e γ . Logo, podemos
concluir que o ES-MOM é mais robusto que o MOM para lidar com a estimativa da localização
em sistemas ambíguos e simétricos, e pode ser utilizado em tempo real. Analisando as tabelas,
a influência do parâmetro σ pode ser percebida. Conforme os valores de σ são decrescidos, a
variância da PDF gaussiana da Equação (3.60) fica mais próxima da média s̄, fazendo com que
estados mais próximos de s̄ recebam maior probabilidade, refinando a estimativa do ES-MOM.

O ES-MOM também foi testado para o percurso [s30− s32− s17− s27− s14− s22− s23−
s39], e o resultado é exibido na Tabela 3.11. Apesar deste trajeto ser muito ambíguo (maioria
das landmarks coletadas podem ser vistas em quarto lugares do mapa), o ES-MOM conseguiu
contornar as incertezas presentes no cenário.

Tabela 3.11 – Probabilidade α do ES-MOM para o trajeto [s30− s32− s17− s27− s14− s22− s23− s39] (com σ ).

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7 α8

α(30)= 0.22 α(32)= 0.69 α(17)= 0.88 α(27)= 0.93 α(14)= 0.98 α(22)= 0.99 α(23)= 1.00 α(39)= 1.00
α(36)= 0.22 α(37)= 0.25 α(18)= 0.11 α(22)= 0.07 α(15)= 0.02 α(27)= 0.01 α(28)= 0.00 α(40)= 0.00
α(26)= 0.22 α(27)= 0.03 α(42)= 0.00 α(32)= 0.00 α(42)= 0.00 α(37)= 0.00 α(38)= 0.00 α(42)= 0.00
α(21)= 0.22 α(22)= 0.02 α(41)= 0.00 α(37)= 0.00 α(41)= 0.00 α(32)= 0.00 α(33)= 0.00 α(41)= 0.00
α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(40)= 0.00 α(42)= 0.00 α(42)= 0.00 α(38)= 0.00

3.3.3.2 Experimento com robô real (ES-MOM)

Nas simulações apresentadas na Seção 3.3.3.1, as landmarks utilizadas eram marcações
coloridas no ambiente. Nesta seção, mostraremos experimentos realizados com o ES-MOM no
mapa topológico da Figura 3.17, no qual Arucos são usados como landmarks. Este mapa é uma
abstração topológica do 2º andar do Bloco 1 da Escola de Engenharia da UFMG. O mapa possui
39 estados, e próximo a cada estado existe um Aruco. Os Arucos possuem uma id que varia de 1
a 8, de acordo com a relação apresentada na Tabela 3.12. As linhas azuis mostram as conexões
factíveis entre os estados. Podemos observar que este ambiente é simétrico e há ambiguidade ao
relacionar uma observação a um estado, portanto, construímos a matriz de observabilidade B de
forma análoga a da Seção 3.3.3.1.

Tabela 3.12 – Símbolos de observações (id’s) referentes a cada estado (experimento).

id Estados id Estados
1 s1− s7− s15− s21 5 s8− s14− s22− s28− s29− s34
2 s4− s11− s18− s25 6 s9− s13− s23− s27− s30− s33
3 s2− s6− s16− s20− s35− s38 7 s10− s12− s24− s26− s31− s32
4 s3− s5− s17− s19− s36− s37 8 s39

Na implementação da simulação do ES-MOM na Seção 3.3.3.1.2, utilizamos apenas o
modelo de propagação da Equação (3.52) para estimar o estado s̄, ou seja, a etapa de predição
do FKE. O resultado apresentado foi bom, dado que era uma simulação e as incertezas eram
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Figura 3.17 – Mapa topológico (em escala real) utilizado nos experimentos do ES-MOM.

controladas. Entretanto, em um ambiente real, estimar o estado s̄ somente com as ações U é
impreciso, assim, estimaremos o estado s̄ usando o FKE completo (com predição e atualização).
Na fase de atualização, as medições usadas são oriundas da câmera Tracking (o ambiente é
constituído de corredores com poucas features, neste cenário a câmera Tracking é mais robusta
que a RGB-D). Como a id do Aruco identificado pode estar em mais de um lugar do mapa, ele
só será usado no FKE quando o ES-MOM tiver uma certeza maior que 70% sobre o estado
atual. Assim, quando a certeza for menor que este percentual, o Aruco será usado somente para
detectar que o sistema chegou em um novo estado.

Desta feita, aplicamos o procedimento forward do ES-MOM para estimar a localização do
robô (Figura 3.8) no trajeto [s7−s8−s9−s10−s11−s38−s37−s39−s31−s30−s29−s4−s5−s6],
assumindo que o robô começa o experimento em um estado (mas ele não sabe qual) e inicialmente
está orientado de acordo com o sistema de referência inercial do mapa. O resultado é mostrado
na Tabela 3.13. Foram realizados alguns testes com o planejador de movimento apresentado no
Apêndice A, porém o robô (Figura 3.8) é muito baixo e não consegue percorrer todos os lugares
do ambiente sozinho. Existem pequenas elevações no piso que o robô não consegue ultrapassar
de forma autônoma, sendo necessária a intervenção humana. Portanto, o robô foi guiado neste
percurso através de um joystick. Um vídeo ilustrativo deste experimento pode ser visualizado em
https://youtu.be/qE__47GGwGA.

https://youtu.be/qE__47GGwGA
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Tabela 3.13 – Probabilidade α do ES-MOM para o trajeto [s7− s8− s9− s10− s11− s38− s37− s39− s31− s30−
s29− s4− s5− s6].

α1 α(1)= 0.21 α(7)= 0.21 α(15)= 0.21 α(21)= 0.21 α(38)= 0.00 α(39)= 0.00
α2 α(8)= 0.30 α(28)= 0.30 α(29)= 0.30 α(14)= 0.02 α(22)= 0.02 α(34)= 0.02
α3 α(9)= 0.32 α(27)= 0.32 α(30)= 0.32 α(13)= 0.01 α(23)= 0.01 α(33)= 0.01
α4 α(10)= 0.33 α(26)= 0.33 α(31)= 0.33 α(12)= 0.00 α(24)= 0.00 α(32)= 0.00
α5 α(11)= 0.48 α(25)= 0.48 α(31)= 0.00 α(10)= 0.00 α(26)= 0.00 α(37)= 0.00
α6 α(38)= 0.94 α(35)= 0.06 α(11)= 0.00 α(10)= 0.00 α(26)= 0.00 α(24)= 0.00
α7 α(37)= 0.98 α(36)= 0.02 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(35)= 0.00 α(34)= 0.00
α8 α(39)= 0.99 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00 α(34)= 0.00
α9 α(31)= 0.99 α(32)= 0.00 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00
α10 α(30)= 0.99 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00
α11 α(29)= 0.99 α(31)= 0.00 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00
α12 α(4)= 0.99 α(18)= 0.00 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00
α13 α(5)= 0.95 α(3)= 0.05 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00
α14 α(6)= 0.99 α(2)= 0.00 α(4)= 0.00 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00

Apesar do mapa da Figura 3.17 ser complexo e da falta de conhecimento prévio sobre a
configuração inicial do robô, o ES-MOM conseguiu convergir para localização real (com boa
margem de confiança) na sexta iteração (mesmo sem usar as variáveis β e γ). Para efeito de
comparação, mostramos o resultado do MOM para o mesmo trajeto na Tabela 3.14, na qual é
notável o aumento da quantidade de instantes de conflitos de localização (conforme as simulações
da Seção 3.3.3.1.1). Por outro lado, o ES-MOM conseguiu contornar as incertezas do sistema e
mostra ser um método de estimação de localização robusto.

Tabela 3.14 – Probabilidade α do MOM para o trajeto [s7− s8− s9− s10− s11− s38− s37− s39− s31− s30− s29−
s4− s5− s6].

α1 α(1)= 0.21 α(7)= 0.21 α(15)= 0.21 α(21)= 0.21 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00
α2 α(8)= 0.15 α(14)= 0.15 α(22)= 0.15 α(28)= 0.15 α(29)= 0.11 α(34)= 0.11
α3 α(9)= 0.16 α(13)= 0.16 α(23)= 0.16 α(27)= 0.16 α(30)= 0.15 α(33)= 0.15
α4 α(10)= 0.16 α(12)= 0.16 α(24)= 0.16 α(26)= 0.16 α(31)= 0.15 α(32)= 0.15
α5 α(11)= 0.45 α(25)= 0.45 α(39)= 0.01 α(9)= 0.01 α(23)= 0.00 α(27)= 0.00
α6 α(35)= 0.46 α(38)= 0.46 α(10)= 0.01 α(12)= 0.01 α(24)= 0.01 α(26)= 0.01
α7 α(36)= 0.47 α(37)= 0.47 α(11)= 0.01 α(25)= 0.01 α(35)= 0.01 α(38)= 0.01
α8 α(39)= 0.94 α(35)= 0.01 α(36)= 0.01 α(37)= 0.01 α(38)= 0.01 α(25)= 0.00
α9 α(31)= 0.48 α(32)= 0.48 α(36)= 0.01 α(37)= 0.01 α(39)= 0.01 α(26)= 0.00
α10 α(30)= 0.47 α(33)= 0.47 α(39)= 0.02 α(31)= 0.01 α(32)= 0.01 α(27)= 0.00
α11 α(29)= 0.47 α(34)= 0.47 α(31)= 0.01 α(32)= 0.01 α(30)= 0.01 α(33)= 0.01
α12 α(4)= 0.47 α(18)= 0.47 α(29)= 0.01 α(30)= 0.01 α(33)= 0.01 α(34)= 0.01
α13 α(3)= 0.24 α(5)= 0.24 α(17)= 0.24 α(19)= 0.24 α(29)= 0.01 α(34)= 0.01
α14 α(2)= 0.24 α(6)= 0.24 α(16)= 0.24 α(20)= 0.24 α(4)= 0.01 α(18)= 0.01
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Realizamos o teste da oclusão com o ES-MOM no trajeto [s15− s14− s13− s12− s11−
s38−s37−s39−s31−s30−s29−s4−s3−s2−s1]. A oclusão de uma landmark em um problema
real pode ocorrer quando um objeto é deixado em frente a ela, ou quando (por algum motivo) o
robô não consegue identificá-la no momento em que passa por um estado. Neste experimento,
inserimos o erro de oclusão nos estados s4 e s37, ou seja, o Aruco próximo a cada um destes
estados foi tampado e não poderá ser observado pelo robô. O resultado da oclusão das landmarks

é mostrado na Tabela 3.15, na qual é possível notar que o ES-MOM consegue se recuperar dos
erros de oclusão quando se tem uma boa confiança sobre o estado do robô. Um vídeo ilustrativo
deste experimento pode ser visto em https://youtu.be/CjlT_rC3LEs.

Tabela 3.15 – Probabilidade α do ES-MOM para o trajeto [s15− s14− s13− s12− s11− s38− s37− s39− s31− s30−
s29− s4− s3− s2− s1] com oclusões das landmarks nos estados s4 e s37.

α1 α(1)= 0.21 α(7)= 0.21 α(15)= 0.21 α(21)= 0.21 α(38)= 0.00 α(39)= 0.00
α2 α(14)= 0.30 α(22)= 0.30 α(34)= 0.30 α(8)= 0.02 α(28)= 0.02 α(29)= 0.02
α3 α(13)= 0.32 α(23)= 0.32 α(33)= 0.32 α(9)= 0.01 α(27)= 0.01 α(30)= 0.01
α4 α(12)= 0.33 α(24)= 0.33 α(32)= 0.33 α(10)= 0.00 α(26)= 0.00 α(31)= 0.00
α5 α(11)= 0.48 α(25)= 0.48 α(39)= 0.01 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00
α6 α(38)= 0.94 α(35)= 0.06 α(39)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00
α7 α(39)= 0.99 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00 α(34)= 0.00
α8 α(31)= 0.99 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00
α9 α(30)= 0.99 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00
α10 α(29)= 0.99 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00
α11 α(3)= 0.99 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00
α12 α(2)= 0.99 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00
α13 α(1)= 0.99 α(39)= 0.00 α(38)= 0.00 α(37)= 0.00 α(36)= 0.00 α(35)= 0.00

3.4 Conclusões do capítulo
Neste capítulo, apresentamos o Modelo Oculto de Markov (MOM), método capaz de

localizar robôs móveis em ambientes topológicos internos. Neste método, a inferência do estado
que o robô está localizado é feita de forma indireta, por meio da observação de landmarks

artificiais adicionadas nos ambientes propostos. O MOM foi utilizado para determinar o estado
mais provável do robô, em tempo real, por meio do procedimento forward. Também apresentamos
o ES-MOM, variação do MOM, que utiliza a estimação da localização no espaço de estados
contínuo (via FKE) para determinar a probabilidade de transição de estados. Os resultados
obtidos com o ES-MOM foram mais satisfatórios que os do MOM, e a sua robustez pôde ser
comprovada pelas simulações e experimentos realizados.

https://youtu.be/CjlT_rC3LEs
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CAPÍTULO

4
INTEGRAÇÃO ENTRE LOCALIZAÇÃO E
PLANEJAMENTO DE MOVIMENTO DE

ROBÔS EM AMBIENTES INTERNOS

Os sistemas robóticos são inerentemente carregados de incertezas. Na perspectiva da
navegação de robôs móveis, as incertezas podem ser divididas em dois grupos: incerteza na
percepção e incerteza nos efeitos das ações de controle. As incertezas da percepção estão
relacionadas ao fato dos sensores do robô não conseguirem mensurar completamente os estados
do ambiente, e que as medições coletadas são projeções ruidosas do verdadeiro estado do robô.
Algoritmos probabilísticos capazes de lidar com a incerteza da percepção na estimação da
localização de robôs móveis foram apresentados no Capítulo 3. As ações executadas por um robô
também têm incertezas, dado que os resultados das ações de controle são não determinísticos.
Deste modo, o robô deve levar em conta as incertezas da percepção do ambiente e das suas ações
quando tiver que tomar uma decisão [Thrun et al., 2005].

O problema da navegação de robôs móveis em ambientes incertos pode ser resolvido com
o Processo de Decisão de Markov - PDM (do inglês, Markov Decision Process) e o com Processo
de Decisão de Markov Parcialmente Observável - PDMPO (do inglês, Partially Observable

Markov Decision Process). Estes métodos probabilísticos selecionam uma sequência de ações
com o objetivo de realizar uma dada tarefa, considerando as imprecisões do sistema [Pineau
et al., 2004]. Diferente do MOM, no PDM há possibilidade de um agente intervir no sistema
executando ações. O PDM modela sistemas nos quais os estados podem ser completamente
observados sempre que uma decisão é tomada, mas cada decisão possui um resultado incerto.
Para resolver um PDM deve-se encontrar a política ótima que determina qual decisão tomar para
maximizar a recompensa esperada [Pellegrini and Wainer, 2007]. O PDMPO é uma extensão do
PDM, no qual, os estados não podem ser medidos diretamente, mas são inferidos por meio de
observações indiretas [Páll et al., 2016]. Por ser uma estrutura que abrange uma maior quantidade
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de problemas reais, e incorporar a incerteza sobre as percepções e ações, o PDMPO será o objeto
de estudo principal deste capítulo.

Neste capítulo, nos concentraremos nas aplicações robóticas de planejamento de ca-
minhos para ambientes topológicos incertos. Algumas pesquisas recentes neste contexto são
mostradas na sequência. No trabalho de Páll et al. [2016], o PDMPO é utilizado em um problema
de assistência doméstica em um ambiente de trabalho discretizado. Nesta aplicação, um robô
monitora os estados parcialmente observáveis de interruptores, e os desliga se necessário. Wang
et al. [2018] utilizam o PDMPO para realizar buscas de objetos em ambientes que possuem a
estrutura topológica. No planejamento do caminho há uma ponderação entre o custo do caminho
executado e o ganho de informações no processo de busca. Já Nardi and Stachniss [2019],
utilizam uma aproximação do PDMPO para planejamento de caminhos de um robô em uma rede
rodoviária, resultando em políticas de navegação relacionadas ao grau de incerteza das ações,
percepções e crenças.

Desta forma, apresentamos uma introdução ao PDM na Seção 4.1, e a descrição da
integração entre localização e planejamento (PDMPO) na Seção 4.2. Uma simulação envolvendo
o controle das ações de um robô móvel terrestre que se direciona a uma posição previamente
selecionada de um galpão de estoque, utilizando o PDMPO, é discutida na Seção 4.3. Por fim,
mostramos experimentos reais realizados em um ambiente de convivência usando o PDMPO
(Seção 4.4), e as conclusões do capítulo na Seção 4.5. Os métodos apresentados neste capítulo
consideram que os estados, ações, observações e tempo são discretos.

4.1 Processo de Decisão de Markov (PDM)
Os trabalhos de Bellman [1957b] e Howard [1960] são considerados como ponto de

partida dos Processos de Decisão de Markov (PDM). Desde sua introdução na década de
1950, vários resultados sobre o PDM têm sido publicados em periódicos, livros e teses. Os
PDM’s também são conhecidos como programação dinâmica estocástica, e modelam problemas
dinâmicos de tomada de decisão sequencial que têm resultados incertos [Hu and Yue, 2007].
Segundo Feinberg and Shwartz [2012], o PDM é tradicionalmente aplicado em problemas de:
roteamento (encontrar o menor caminho até um estado alvo), manutenção e reparo, estoque,
controle de filas e agendamento estocástico.

Os PDM’s assumem que os estados do ambiente podem ser totalmente observados em
todo instante de tempo, e que o modelo de percepção p(o|s) é determinístico. No entanto,
as transições entre os estados p(s′|a,s) são probabilísticas e é possível interferir no processo
periodicamente (em “épocas de decisão”) executando ações. Quando o tomador de decisões
executa uma ação em um estado, uma recompensa é recebida e o sistema evolui possivelmente
para outro estado diferente. O PDM é qualificado como markoviano, pois a probabilidade de
transição depende apenas do estado e da ação atual do sistema. O PDM também é dito “de
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decisão”, pois há possibilidade de um agente intervir no sistema por meio das ações (o que
diferencia o PDM das cadeias de Markov). Em suma, no PDM o modelo de percepção p(o|s) é
determinístico e o modelo de transição de estados p(s′|a,s) é estocástico [Pellegrini and Wainer,
2007; Puterman, 2014; Thrun et al., 2005].

Um PDM pode ser formalmente definido pela tupla (S,A,Γ,R), no qual [Pellegrini and
Wainer, 2007]:

• S é o conjunto de estados do sistema.

• A é o conjunto de ações que podem ser executadas.

• Γ : S×A×S 7→ [0,1] é uma função que fornece a probabilidade do sistema passar para
o estado s′ ∈ S, dado que a ação a ∈ A foi executada no estado s ∈ S. A probabilidade de
transição Γ é denotada por p(s′|a,s).

• R : S 7→ℜ é uma função que fornece a recompensa para cada estado s ∈ S. A recompensa
é denotada por R(s).

O modelo gráfico do PDM é mostrado na Figura 4.1. Neste modelo, o estado st depende
de st−1 e at−1, e esta dependência quantifica a probabilidade de transição p(st |at−1,st−1). De
forma análoga, R(st) é dada em função de st .

Figura 4.1 – Modelo gráfico simplificado para o PDM [Sucar, 2011].

O modelo da Figura 4.1 é simplificado, pois mostra que apenas uma ação pode ser
executada em cada estado. No entanto, há um conjunto de ações As possíveis de serem executadas
no estado s ∈ S. Assim, o conjunto de todas as ações possíveis é A =

⋃
s∈S As [Pellegrini and

Wainer, 2007].

Neste capítulo vamos utilizar ações e estados finitos. Podemos dizer que um conjunto é
discreto se os seus elementos são finitos ou contáveis. Portanto, o PDM também será discreto,
uma vez que os estados e ações são conjuntos discretos [Feinberg and Shwartz, 2012]. A seguir,
são definidos os conceitos de objetivo, política, horizonte de planejamento e função valor,
termos comumente presentes em algoritmos de solução de PDM’s.
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4.1.1 Conceitos

Geralmente, os robôs escolhem ações que o levem até um objetivo (do inglês, goal). Os
objetivos referem-se às configurações do espaço de trabalho. Por exemplo, para um robô móvel
terrestre um objetivo pode ser uma pose (x,y,θ)T . Já para um manipulador pode ser a posição
final (x,y,z)T da garra.

Horizonte de planejamento é o número de épocas de decisão (T ) disponível para se
tomar decisões. Em algumas situações basta escolher uma ação para maximizar a recompensa
esperada imediata, já em outras é apropriado escolher ações cujo somatório das recompensas
futuras seja máximo [Pellegrini and Wainer, 2007]. Então, é definido o termo recompensa total
esperada [Thrun et al., 2005]:

VT = E

[
T

∑
i=1

η
i Rt+i

]
. (4.1)

A esperança E[ ] é tomada sobre valores de recompensas futuras que o robô pode acumular
entre o tempo t e t +T . A recompensa total esperada também é chamada de valor para diferenciá-
la da recompensa imediata R(s). A variável η é chamada de fator de desconto e pertence ao
intervalo [0,1]. O horizonte pode ser divido em três casos:

• T = 1. Este é o caso “ganancioso”, no qual o robô só procura maximizar a recompensa
esperada imediata. Por ser uma otimização mais simples (do que a realizada em várias eta-
pas), pode ser aplicada para resolver problemas robóticos com baixo custo computacional.
A otimização “gananciosa” é invariante com respeito à variável η , mas requer η > 0.

• T é finito (porém, maior que 1). Normalmente, a recompensa não é descontada e utiliza-se
η = 1. Na otimização usando horizonte finito, a ação de controle ótima é uma função
do horizonte de tempo. Isto pode acarretar em políticas ótimas diferentes para épocas de
decisão próximas de T e distantes de T , o que implica em manter planos distintos para
horizontes diferentes, adicionando complexidade ao problema.

• T é infinito. Neste caso, o número de épocas de decisão restantes é igual para qualquer
ponto no tempo. Porém, o fator de desconto η é primordial para garantir a convergência
de V∞. Assumindo que cada recompensa individual R é limitada em magnitude (R≤ Rmax)

e η < 1, V∞ será finito:

V∞ < Rmax +ηRmax +η
2Rmax +η

3Rmax + ...=
Rmax

1−η
. (4.2)

Assim, a otimização com horizonte finito pode ser mais difícil do que a otimização com
horizonte infinito descontado.

A política9 π : S 7→ A é uma função que define o comportamento do agente, mapeando
todos os estados s ∈ S em ações de controle a ∈ A. A função valor mensura o valor esperado
9 A Equação (4.1) pode ser usada para comparar duas ou mais políticas.



Capítulo 4. Integração entre localização e planejamento de movimento de robôs em ambientes internos 69

de uma política específica [Thrun et al., 2005], e é dada pela função V : S 7→ℜ. Por exemplo,
para o horizonte de planejamento T = 1, temos a política que maximiza a recompensa esperada
imediata. A política ótima (para T = 1) é obtida pelo argumento que maximiza a recompensa
esperada de todas as ações a:

π1(s) = η argmax
a

[
∑
s′

R(s′)p(s′|a,s)

]
, (4.3)

e a função valor associada é a recompensa esperada imediata:

V1(s) = η max
a

[
∑
s′

R(s′)p(s′|a,s)

]
. (4.4)

A partir de V1(s), podemos determinar os valores para as demais épocas de decisão de
forma recursiva. A política ótima e a sua função valor para horizonte T = 2 são:

π2(s) = η argmax
a

[
∑
s′

[
R(s′)+V1(s′)

]
p(s′|a,s)

]
, (4.5)

V2(s) = η max
a

[
∑
s′

[
R(s′)+V1(s′)

]
p(s′|a,s)

]
. (4.6)

Logo, para o caso de horizonte finito T teremos:

πT (s) = η argmax
a

[
∑
s′

[
R(s′)+VT−1(s′)

]
p(s′|a,s)

]
, (4.7)

VT (s) = η max
a

[
∑
s′

[
R(s′)+VT−1(s′)

]
p(s′|a,s)

]
. (4.8)

Para o caso de horizonte infinito, a função valor ótima tende a alcançar o equilíbrio:

V∞(s) = η max
a

[
∑
s′

[
R(s′)+V∞(s′)

]
p(s′|a,s)

]
. (4.9)

A Equação (4.9) é conhecida como Equação de Bellman Estocástica. Segundo Thrun
et al. [2005], toda função valor V que satisfaz a condição da Equação (4.9) tem uma política
induzida ótima. Em suma, no PDM a escolha de uma ação a em um estado s determina o estado
s′ na próxima época de decisão por meio da função de transição de estados, e produz uma
recompensa R(s′). Concomitantemente, o tomador de decisão busca escolher políticas que sejam
ótimas, considerando as épocas futuras de decisão [Puterman, 2014].

A seguir apresentaremos o algoritmo de iteração de valores, forma clássica de resolução
de PDM’s. Outros métodos, como o iteração de políticas, programação linear e RTDP (“Real

Time Dynamic Programming”) podem ser vistos com mais detalhes em Pellegrini and Wainer
[2007] e Puterman [2014].
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4.1.2 Algoritmo de iteração de valores

O algoritmo de iteração de valores encontra políticas de controle ótimas para sistemas
estocásticos. Para tal, ele aproxima a função valor (a aproximação de V é denotada por V̂ ) como
definido na Equação (4.10). O algoritmo de iteração de valores é inicializado com V̂ (s) = 0 ∀ s,
e atualiza a aproximação de forma recursiva [Thrun et al., 2005].

V̂ (s) = η max
a

[
∑
s′

[
R(s′)+V̂ (s′)

]
p(s′|a,s)

]
. (4.10)

O Algoritmo 7 apresenta de forma genérica a iteração de valores para PDM’s, e irá
convergir se η < 1. A ordem que os estados são atualizados é irrelevante, desde que cada um
seja atualizado “infinitamente”. No entanto, o algoritmo costuma convergir com um pequeno
número de iterações para sistemas com poucos estados.

Algoritmo 7: ITERAÇÃO DE VALORES PARA PDM

Entrada: PDM (S,A,T,R)

Saída: Política π∗ e função valor V ∗

1 inicio
2 Para todo s ∈ S faça
3 V̂0(s) = 0
4 fim
5 i← 1
6 Enquanto

∣∣V̂i(s)−V̂i−1(s)
∣∣≥ ε ∀ s ∈ S faça

7 Para todo s ∈ S faça
8 V̂i(s) = η maxa

[
∑s′
[
R(s′)+V̂i−1(s′)

]
p(s′|a,s)

]
9 fim

10 i← i+1

11 fim-enquanto
12 Para todo s ∈ S faça
13 π∗(s) = η argmaxa

[
∑s′
[
R(s′)+V̂i(s′)

]
p(s′|a,s)

]
14 fim
15 V ∗← V̂i(s)

16 retorna V ∗,π∗

17 fin

No Algoritmo 7, as iterações se encerram quando a maior diferença entre
∣∣V̂i(s)−V̂i−1(s)

∣∣
em todos os estados s ∈ S é menor que algum limiar ε [Pellegrini and Wainer, 2007; Sucar,
2011]. Então, o valor da política “gananciosa” V̂i não difere de V ∗ por mais que 2εη/(1−η)

para qualquer estado, isto é [Kaelbling et al., 1998]:

max
s∈S

∣∣V̂i(s)−V ∗(s)
∣∣≤ 2ε

η

1−η
. (4.11)
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Quando o algoritmo convergir, a política que é “gananciosa” em relação à função valor
final V̂i(s) será considerada a ótima [Thrun et al., 2005].

4.2 Processo de Decisão de Markov Parcialmente Obser-
vável (PDMPO)

Na Seção 4.1, discutimos o problema de tomada de decisão em ambientes totalmente
observáveis. Nesta seção, apresentaremos o Processo de Decisão de Markov Parcialmente
Observável (PDMPO), uma generalização do PDM que considera as incertezas nos efeitos das
ações de controle e nas medições. O termo parcialmente observável indica que as medições são
incompletas e/ou projeções ruidosas dos estados do sistema [Krishnamurthy, 2016; Pellegrini
and Wainer, 2007; Thrun et al., 2005].

O PDMPO pode ser definido pela tupla (S,A,Γ,R,Ω,O). Os termos (S,A,Γ,R) foram
explanados na Seção 4.1, e os termos (Ω,O) são descritos abaixo [Pellegrini and Wainer, 2007]:

• O é um conjunto de observações o obtidas nas épocas de decisão.

• Ω : S×O 7→ [0,1] é uma função que fornece a probabilidade de uma observação o ser
verificada, dado o estado s. A probabilidade de observação é denotada por p(o|s).

No PDMPO, tanto o modelo perceptivo p(o|s) quanto o modelo de transição p(s′|s,a)
são estocásticos. A representação gráfica do PDMPO é exibida na Figura 4.2. Esta representação
é uma extensão da Figura 4.1, na qual cada ação tem como resultado uma observação o que é
probabilisticamente relacionada aos estados do sistema. No PDMPO, as transições entre estados
são probabilísticas; há possibilidade de interferir no processo executando ações e existe incerteza
quanto ao resultado da ação executada.

Figura 4.2 – Representação gráfica para o PDMPO [Sucar, 2011].

Em vez de um “estado atual” do sistema, no PDMPO há uma distribuição de probabili-
dade sobre os estados, também chamada de crença Bel, sendo Bel(s) a probabilidade do sistema
estar no estado s, e ∑s Bel(s) = 1. Na Seção 3.2, utilizamos a notação bel(x) para representar a
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crença no espaço de estados contínuo (parametrizada por uma distribuição gaussiana multiva-
riável). Portanto, para diferenciarmos os dois domínios indicamos a crença discreta por Bel(s).
Em um sistema parcialmente observável, a crença Bel(s) deve ser atualizada a cada tomada de
decisão, utilizando as observações provenientes do sistema. Neste trabalho, a crença Bel(s) será
representada por meio da variável α obtida no procedimento forward do ES-MOM. Conforme
apresentamos no Capítulo 3, esta variável consegue estimar a localização de um robô móvel em
ambientes incertos com robustez.

A definição de política também pode ser estendida para o PDMPO, ou seja, a política é o
mapeamento da crença de estados Bel(s) em uma ação a, e é definida pela função π : ϒ 7→ A, no
qual ϒ =

{
Bel ∈ℜ|S||∑s Bel(s) = 1,Bel(s)≥ 0

}
é o espaço de todas as crenças Bel(s).

No PDMPO os estados não são diretamente observáveis, assim substituímos o estado s

nas Equações (4.7) e (4.8) pela crença de estados Bel(s):

πT (Bel) = η argmax
a

[
∑
Bel′

[
R(Bel′)+VT−1(Bel′)

]
p(Bel′|a,Bel)

]
, (4.12)

VT (Bel) = η max
a

[
∑
Bel′

[
R(Bel′)+VT−1(Bel′)

]
p(Bel′|a,Bel)

]
. (4.13)

O cálculo da função valor pode ser obtido de maneira relativamente simples no espaço
de estados, como foi mostrado na Seção 4.1. Entretanto, o cálculo da função valor no espaço
de crenças é altamente complexo. A função valor VT é uma função sobre a distribuição de
probabilidade Bel. Então, se o espaço de estados S é finito, o espaço de crenças Bel será contínuo
e de dimensão S−1, dificultando o cálculo de VT . Outro fator de complicação é o somatório
presente nas Equações (4.12) e (4.13) que é realizado sobre o espaço de crenças, ou seja, uma
tarefa muito onerosa [Thrun et al., 2005].

O problema de encontrar uma função valor ótima para um PDMPO com horizonte
finito exige alto custo computacional [Papadimitriou and Tsitsiklis, 1987], e para horizonte
infinito é indecidível, isto é, não existe garantia que a função valor será ótima [Madani et al.,
1999]. Existem alguns métodos para resolver o PDMPO, conforme mostram Braziunas [2003],
Aberdeen [2003] e Murphy [2000a]. No entanto, estes métodos não são triviais, possuem alta
complexidade computacional e têm aplicação limitada a problemas muito pequenos.

Diante da intratabilidade destes métodos, optamos resolver o PDMPO usando a otimiza-
ção “gananciosa” (horizonte T = 1) para todas as épocas de decisão. Deste modo, calcularemos
uma política e uma função valor para cada época de decisão:

π(Bel) = η argmax
a

∑
Bel′

[
R(Bel′)p(Bel′|a,Bel)

]
, (4.14)

V (Bel) = η max
a

[
∑
Bel′

R(Bel′)p(Bel′|a,Bel)

]
. (4.15)
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A probabilidade de transição p(Bel′|a,Bel), presente na Equação (4.15), é uma distribui-
ção sobre as crenças Bel′ dado uma crença Bel e uma ação a. Se apenas Bel e a são conhecidos,
Bel′ não será única e p(Bel′|a,Bel) será uma distribuição sobre todas as crenças. Entretanto,
se conhecermos a observação o′ após a execução de a, a crença posterior Bel′ será única e
p(Bel′|a,Bel) passa a ser uma distribuição discreta degenerada, ou seja, poderá assumir apenas
um único valor. Logo, concluímos que se o′ também for conhecida, o somatório sobre as crenças
Bel′ da Equação (4.15) se tornará desnecessário. Utilizando Bel, a e o′ podemos determinar Bel′

por meio do filtro de Bayes. A expressão p(Bel′|a,Bel) pode ser reescrita [Thrun et al., 2005]:

p(Bel′|a,Bel) = ∑
o′

p(Bel′|a,Bel,o′)p(o′|a,Bel), (4.16)

sendo que p(Bel′|a,Bel,o′) assumirá valor 1 apenas se a ação a, tomada na crença de estados
Bel, obtendo a observação o′, levar à crença de estados Bel′. Adequando a Equação (4.15) temos:

V (Bel) = η max
a

[
∑
Bel′

R(Bel′)∑
o′

p(Bel′|a,Bel,o′)p(o′|a,Bel)

]
. (4.17)

V (Bel) = η max
a

∑
o′

[
∑
Bel′

R(Bel′)p(Bel′|a,Bel,o′)

]
︸ ︷︷ ︸

(?)

p(o′|a,Bel)

 . (4.18)

O somatório interno (?) terá apenas um termo diferente de zero, quando isto acontece a
distribuição Bel′ é denotada por C(Bel,a,o′):

C(Bel,a,o′)(s′) =
1

p(o′|a,Bel)
p(o′|s′)∑

s
p(s′|a,s)Bel(s). (4.19)

Os passos para dedução da Equação (4.19) podem ser vistos com detalhes em Thrun
et al. [2005]. Com posse da Equação (4.19), reescrevemos a Equação (4.18):

V (Bel) = η max
a

[
∑
o′

R(C(Bel,a,o′))p(o′|a,Bel)

]
. (4.20)

De forma genérica, podemos determinar a recompensa em função da crença de estados:

R(Bel) = ∑
s′

R(s′)Bel(s′). (4.21)

Assim, a recompensa em função da crença C(Bel,a,o′) é dada por:

R(C(Bel,a,o′)) = ∑
s′

R(s′)C(Bel,a,o′)(s′). (4.22)

R(C(Bel,a,o′)) = ∑
s′

R(s′)
1

p(o′|a,Bel)
p(o′|s′)∑

s
p(s′|a,s)Bel(s). (4.23)
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Então, substituindo a Equação (4.23) na Equação (4.20) temos:

V (Bel) = η max
a

[
∑
o′

∑
s′

R(s′)p(o′|s′)∑
s

p(s′|a,s)Bel(s)

]
. (4.24)

Comparando as Equações (4.15) e (4.24), notamos que o somatório que era realizado
no espaço de crenças passou a ser computado de maneira mais eficiente no espaço de estados e
observações. Também podemos dividir a maximização sobre as ações:

Vt(Belt ,a) = ∑
o′

∑
s′

R(s′)p(o′|s′)∑
s

p(s′|a,s)Belt(s). (4.25)

V ∗t (Belt) = η max
a

Vt(Belt ,a). (4.26)

Nas Equações (4.25) e (4.26) incluímos a notação de tempo t, referindo-se à época de
decisão t. O termo Vt(Belt ,a) é a função valor sobre a crença Belt , assumindo que a próxima
ação será a. Usando Vt(Belt ,a) a política ótima imediata pode ser determinada:

π
∗
t (Belt) = η argmax

a
Vt(Belt ,a). (4.27)

Apresentamos na Figura 4.3 um esquemático da dinâmica de funcionamento do PDMPO
usado no presente trabalho. Em cada época de decisão, o PDMPO utiliza as informações da
última ação executada a, da última observação coletada o e da crença sobre os estados Bel(s)

para recomendar uma ação que maximiza a recompensa esperada do tomador de decisões (vide
Equação (4.27)). No PDMPO a crença Bel(s) é atualizada pelo ES-MOM, e é usada como
entrada para nova política π . O efeito da execução da política no ambiente é retornado por meio
da nova observação o, que será utilizada no ES-MOM. Este processo se repete iterativamente
[Pellegrini and Wainer, 2007].

  

Ambiente

ES-MOM

Sistema de 
percepção

π (política)
Bel(s)

ação de controle

nova 
observação

o 

a

Figura 4.3 – Esquemático de funcionamento do PDMPO utilizado neste trabalho.



Capítulo 4. Integração entre localização e planejamento de movimento de robôs em ambientes internos 75

Utilizando as Equações (4.25), (4.26) e (4.27), desenvolvemos o Algoritmo 8 para
resolver o PDMPO de forma iterativa usando a otimização “gananciosa”.

Algoritmo 8: RESOLUÇÃO DO PDMPO USANDO OTIMIZAÇÃO “GANANCIOSA”

Entrada: PDMPO (S,A,Γ,R,Ω,O)

Estado alvo
Crença inicial sobre os estados Bel0

Saída: Política π∗ e função valor V ∗ (em cada época de decisão)

1 inicio
2 Para todo a ∈ A faça
3 h← 0
4 Para todo o′ ∈ O faça
5 g← 0
6 Para todo s′ ∈ S faça
7 f ← 0
8 Para todo s ∈ S faça
9 Se a ∈ As então

10 f ← f + p(s′|a,s)Bel(s)

11 fim
12 fim
13 g← g+ R(s′)p(o′|s′) f

14 fim
15 h← h+g

16 fim
17 V (Bel,a)← h

18 fim
19 π∗(Bel)← η argmaxaV (Bel,a)

20 V ∗(Bel)← η maxaV (Bel,a)

21 executar π∗

22 executar ES-MOM (atualizar Bel)
23 Se robô chegou ao estado alvo então
24 retorna sucesso

25 fim
26 Senão
27 retorna à linha 1

28 fim
29 fin

O Algoritmo 8 recebe como entrada o PDMPO (S,A,Γ,R,Ω,O), o estado marcado como
alvo, e a crença inicial sobre os estados. Ele fornece como saída a política π∗(Bel) a ser executada
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e a função valor V ∗(Bel) associada. Da linha 8 à 12, verificamos a possibilidade do sistema
passar para o estado s′ quando a ação a é executada, da linha 6 à 14 calculamos a probabilidade
de se observar o′ no estado s′ vezes a recompensa do estado s′. Este processo é repetido ∀s′ ∈ S.
Entre a linha 2 à 18, realizamos o processo acima ∀a ∈ A e ∀o′ ∈ O. Na linha 19, computamos
a política π∗ que maximiza a recompensa esperada imediata V ∗ (linha 20). Após implementar a
política π∗ (linha 21), usando o planejador de movimento apresentado no Apêndice A, o robô
deve atualizar a crença de estados Bel com o ES-MOM (linha 22). Caso Bel(estadoalvo)> 0.7,
consideramos que o robô chegou ao alvo, e o algoritmo encerrará retornando sucesso (linha 24).
Se o estado alcançado não for o alvo (Bel(estadoalvo) ≤ 0.7), o algoritmo retorna à linha 1 e
repete o processo descrito acima até alcançar o estado desejado.

4.3 Simulação de controle de um robô em um galpão de
estoque de produtos usando o PDMPO

Nesta seção, simulamos um sistema de controle das ações de um robô móvel terrestre
em um ambiente definido topologicamente. O objetivo do sistema desenvolvido é estimar em
qual estado do ambiente o robô está localizado, e a partir da estimativa selecionar uma ação de
controle que o direcione a um estado marcado como alvo. Para tal, fazemos uso do Algoritmo 8,
que retorna ações com recompensas (esperadas) imediatas maximizadas. Uma perspectiva do
sistema é mostrada na Figura 4.4. O sistema representa um galpão utilizado para estoque de oito
pilhas de produtos (os produtos podem ser dos mais diversos tipos, e as pilhas são simbolizadas
com os blocos cinzas). O ambiente simulado possui 17x13m de dimensão, e um robô diferencial
Pioneer 3-DX equipado com uma câmera Kinect se locomove por ele. Durante a movimentação
o robô observa cilindros coloridos, usados para estimar sua localização.

Figura 4.4 – Sistema de estocagem proposto, desenvolvido no software V-REP.
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O sistema de estocagem foi construído no simulador V-REP, um ambiente baseado em
arquitetura de controle distribuído, no qual cada objeto pode ser controlado individualmente
por um script interno (em linguagem LUA) ou externo (um nó do ROS, por exemplo). Nesta
aplicação, foram criados dois nós do ROS, um é o script em C++ e o outro é o próprio V-REP.
Para estabelecer a comunicação entre os nós foram gerados quatro tópicos: cmd_vel, imagem

RGB, ângulo do Kinect e odometria, que podem ser vistos na Figura 4.5. No script em C++
comanda-se o sistema, realizando o processamento das imagens provenientes do V-REP e
enviando os comandos de velocidades para o robô (após realizar o planejamento de movimento).
O V-REP simbolizando o “mundo real” envia as medições da câmera e de odometria para o
script em C++. A câmera Kinect tem um range de 57◦ de cobertura, assim é necessário que
sejam enviados ângulos de giro para o Kinect a fim de cobrir todo o espaço ao redor do robô.

  

Ângulo do 
Kinect

Script
C++

V-REP

Cmd_vel

Imagem RGB

Odometria

Figura 4.5 – Integração do sistema desenvolvido utilizando o framework ROS.

4.3.1 Mapa Topológico

Uma abstração topológica do sistema de estocagem é exibida na Figura 4.6.
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Figura 4.6 – Mapa topológico do sistema proposto.

http://www.coppeliarobotics.com/
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O mapa topológico é construído a priori e armazenado em um banco de dados. A partir
destes dados, são determinadas as posições dos 33 estados no ambiente, as conexões entre eles
e consequentemente as 88 ações factíveis. Os estados e as arestas que os conectam estão em
configurações livres do ambiente. Os estados também são associados com as suas respectivas
percepções, como mostra a Tabela 4.1.

Tabela 4.1 – Observações referentes a cada estado.

Observações
(estados)

o1
(1,3,
5,7)

o2
(2,4,
6,8)

o3
(9,13,
29,33)

o4
(10,12,
30,32)

o5
(11,31)

o6
(14,18,
24,28)

o7
(15,17,
25,27)

o8
(16,26)

o9
(19,23)

o10
(20,22)

o11
(21)

Amarela 1 1 0 0 1 0 0 0 1 0 0
Azul 0 0 2 1 0 2 0 0 2 0 0
Ciano 0 0 1 1 2 0 0 0 0 0 0

Laranja 0 0 0 0 0 1 1 2 0 0 0
Marrom 0 0 0 0 0 0 0 0 2 2 4

Rosa 0 0 0 0 0 1 1 2 0 0 0
Vermelha 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Verde 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0

Ao todo, há 11 tipos de observações possíveis (o1 a o11), compostas de cilindros de oito
cores: amarela, azul, ciano, laranja, marrom, rosa, vermelha e verde. Por exemplo, a observação o1

é constituída de um cilindro amarelo e um vermelho, e pode ser vista nos estados s1−s3−s5−s7.
Semelhante aos problemas mostrados na Seção 3.3.3, o presente sistema é simétrico e ambíguo,
requisitando assim de um estimador de localização robusto, para que a seleção de uma política
de controle não resulte em colisão com o ambiente.

Para identificar os cilindros, convertemos as imagens capturadas do ambiente (no modelo
RGB) para o modelo HSV e realizamos a calibração das oito cores dos cilindros (vide Seção
2.4). Após aplicar o filtro de cores HSV, utilizamos o filtro canny para realçar as componentes
da imagem, e na seguida o comando findcontours para encontrar contornos na imagem. Desta
maneira, o processamento de imagem retornará a quantidade de cilindros (de cada cor) presentes
nas imagens capturadas.

4.3.2 Resultados e discussões

Os resultados da aplicação do Algoritmo 8, no sistema de estocagem simulado no V-REP,
serão apresentados nesta seção. Para tal, definimos a recompensa dos estados s′ ∈ S:

R(s′) =
1

1+Ds′
. (4.28)

A função R(s′) incentiva o PDMPO a seguir o caminho com menor distância até o
alvo. A variável Ds′ representa a distância ótima do estado s′ ao estado alvo, e é obtida pela
implementação do algoritmo de Dijkstra. Este algoritmo calcula o caminho ótimo de um estado

https://docs.opencv.org/3.4/da/d5c/tutorial_canny_detector.html
https://docs.opencv.org/3.4/df/d0d/tutorial_find_contours.html
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“alvo” aos demais estados de um grafo, de acordo com algum critério de otimalidade; neste
trabalho o critério escolhido foi a distância euclidiana. Os demais parâmetros do Algoritmo
8 (probabilidade de transição p(s′|a,s) e de observabilidade p(o′|s′)) foram determinados de
forma análoga aos testes do Capítulo 3. Ou seja, a probabilidade de transição foi calculada de
acordo com a Equação (3.59), e a probabilidade de observabilidade com a Equação (3.58).

4.3.2.1 Teste 1

Para o primeiro teste, consideramos que havia uma confiança de 100% do robô estar no
estado s3, e que o mesmo tinha como destino o estado s13. A partir da informação do estado
desejado atualizamos a recompensa R(s′). O resultado da seleção de ações com maior função
valor V (Bel,a) é mostrado na Tabela 4.2. Esta tabela apresenta os três maiores valores de
V (Bel,a) em cada época de decisão t. Como em t = 1, a ação a3,4 (ação que leva o robô do
estado s3 para o s4) apresenta maior função valor, a mesma é executada e a crença sobre os
estados é atualizada usando o ES-MOM. O processo é repetido para demais épocas de decisão,
até que o critério de parada do Algoritmo 8 (Bel(s13)> 0.7) seja atingido.

Tabela 4.2 – Ações selecionadas entre os estados s3 e s13, para cada época de decisão t (usando a Equação (4.28)).

t as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a)

1 a3,4→ 0.52 a3,2→ 0.48 -
2 a4,5→ 0.43 a4,31→ 0.36 a4,3→ 0.21
3 a5,6→ 0.72 a5,4→ 0.28 -
4 a6,23→ 0.60 a6,7→ 0.20 a6,5→ 0.20
5 a23,18→ 0.55 a23,6→ 0.19 a23,28→ 0.15
6 a18,13→ 0.76 a18,23→ 0.13 a18,17→ 0.11

Pela Tabela 4.2 notamos que o robô conseguiu atingir o estado desejado, porém o
caminho executado não foi o ótimo. Isto acontece, pois recompensa R(s′) definida na Equação
(4.28) considera apenas o ganho do estado futuro s′ e não inclui a distância que o robô deverá
percorrer ao executar a ação as,s′ . Assim, reescrevemos a Equação (4.28) considerando a distância
euclidiana ds,s′ entre os estados s e s′:

R(s′) =
1

1+Ds′+ds,s′
. (4.29)

Fazendo uso da Equação (4.29), o primeiro teste é repetido e o resultado é mostrado
na Tabela 4.3. Um vídeo ilustrativo desta simulação pode ser visto em https://youtu.be/
UatyVJstfZo. Analisando as Tabelas 4.2 e 4.3, percebemos que os caminhos percorridos pelo
robô são diferentes. A distância total percorrida na Tabela 4.2 foi de 28.2m e na Tabela 4.3 de
24.2m. Utilizando a Equação (4.29), o caminho fornecido pelo Algoritmo 8 foi um dos ótimos.
Na Tabela 4.3, temos duas épocas de decisão (t = 3,4) que há empate entre duas funções valores
V (Bel,a), nestes casos qualquer uma das ações escolhidas resultará em um caminho ótimo.
Quando houver empates, executamos a ação relacionada ao primeiro valor do ordenamento de
V (Bel,a). Nos demais testes do capítulo consideramos a recompensa R(s′) da Equação (4.29).

https://youtu.be/UatyVJstfZo
https://youtu.be/UatyVJstfZo
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Tabela 4.3 – Ações selecionadas entre os estados s3 e s13, para cada época de decisão t (usando a Equação (4.29)).

t as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a)

1 a3,2→ 0.51 a3,4→ 0.49 -
2 a2,19→ 0.48 a2,1→ 0.30 a2,3→ 0.22
3 a19,14→ 0.30 a19,20→ 0.30 a19,2→ 0.22
4 a14,9→ 0.36 a14,15→ 0.36 a14,19→ 0.28
5 a9,10→ 0.60 a9,14→ 0.40 -
6 a10,11→ 0.65 a10,9→ 0.35 -
7 a11,12→ 0.50 a11,8→ 0.20 a11,16→ 0.16
8 a12,13→ 0.70 a12,11→ 0.30 -

Na Tabela 4.3, consideramos que a confiança inicial era de 100% no estado s3, e o
ES-MOM manteve o rastreamento da crença em 100% no verdadeiro estado do robô para as
demais épocas de decisão. Já na Tabela 4.4, mostramos o resultado para uma crença inicial de
30% do robô estar no estado s3.

Tabela 4.4 – Ações selecionadas entre os estados s3 e s13, para cada época de decisão t (considerando uma crença
inicial de 30% do robô estar no estado s3).

t as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a)

1 a3,2→ 0.12 a3,4→ 0.11 a18,13→ 0.04
2 a2,19→ 0.25 a2,1→ 0.20 a6,23→ 0.17
3 a19,14→ 0.30 a19,20→ 0.30 a19,2→ 0.22
4 a14,9→ 0.36 a14,15→ 0.36 a14,19→ 0.28
5 a9,10→ 0.60 a9,14→ 0.40 -
6 a10,11→ 0.65 a10,9→ 0.35 -
7 a11,12→ 0.50 a11,8→ 0.20 a11,16→ 0.16
8 a12,13→ 0.70 a12,11→ 0.30 -

Podemos observar na Tabela 4.4 que até o estimador ES-MOM convergir para real
localização do robô (épocas de decisão t = 1,2), a amplitude dos valores de V (Bel,a) é menor
do que na Tabela 4.3, indicando assim uma menor margem de segurança para tomar uma decisão.
Após a convergência do ES-MOM (t > 2), os valores da Tabela 4.4 foram iguais aos da Tabela
4.3. Foram realizadas outras tentativas com menor nível de confiança inicial, inclusive com
uma distribuição uniforme, entretanto o Algoritmo 8 apresentou inconsistências, resultando em
colisões com o ambiente. Logo, podemos concluir que um bom funcionamento do Algoritmo 8
está condicionado a uma estimativa de localização coerente.

4.3.2.2 Teste 2

O segundo teste é semelhante ao anterior, porém passamos alguns lugares para o robô
atingir em sequência. Os estados desejados foram s21, s23 e s8, sendo que o robô partiu do
estado s33 com confiança de 60%. Quando o robô atingiu cada um dos waypoints, ele calculou
novamente a distância Ds′ ∀ s′ ∈ S, tomando como referência o “novo estado alvo”. Os resultados
são mostrados na Tabela 4.5.
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Tabela 4.5 – Ações selecionadas entre os estados s33→ s21→ s23→ s8.

t as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a)

1 a33,32→ 0.50 a33,28→ 0.50 -
2 a32,31→ 0.65 a32,33→ 0.35 -
3 a31,26→ 0.42 a31,4→ 0.22 a31,32→ 0.18
4 a26,21→ 0.50 a26,31→ 0.21 a26,27→ 0.15
5 a21,22→ 0.40 a21,16→ 0.22 a21,26→ 0.22
6 a22,23→ 0.72 a22,21→ 0.28 -
7 a23,18→ 0.33 a23,22→ 0.33 a23,6→ 0.20
8 a18,17→ 0.37 a18,13→ 0.37 a18,23→ 0.26
9 a17,16→ 0.65 a17,18→ 0.35 -

10 a16,11→ 0.42 a16,21→ 0.22 a16,17→ 0.18
11 a11,8→ 0.60 a11,16→ 0.20 a11,12→ 0.10

Outra aplicação possível é o robô atingir um estado desejado, e quando alcançá-lo
retornar até o local inicial, simbolizando a entrega ou a busca de um produto.

4.4 Experimento em um espaço de convivência usando o
PDMPO

Nesta seção, vamos apresentar experimentos reais usando o Algoritmo 8 para resolver o
PDMPO. O cenário escolhido foi um espaço de convivência próximo à biblioteca da Escola de
Engenharia da UFMG. Uma perspectiva do ambiente é mostrada na Figura 4.7. Este ambiente é
constituído basicamente de sofás e poofs, possui uma dimensão de 22.4m x 8.3m, tem 21 estados
e 58 ações factíveis. O espaço pode ser divido em três áreas, que são exibidas na Figura 4.8.

Figura 4.7 – Perspectiva do espaço de convivência utilizado nos experimentos do PDMPO. Os retângulos verdes
representam sofás, os laranjas poofs, e o cinza uma escada. As conexões entre os 21 estados do ambiente
são indicadas pelas linhas azuis.
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(a) Imagem da Área 1. (b) Imagem da Área 2. (c) Imagem da Área 3.

Figura 4.8 – Espaço de convivência utilizado nos experimentos do PDMPO.

O robô usado nos experimentos foi a plataforma robótica apresentada na Figura 3.8. No
ES-MOM, usamos as medições da câmera Tracking para calcular o estado s̄, e as câmeras RGB’s
para identificar Arucos espalhados pelo ambiente, de acordo com a Seção 3.3.3.2. Próximo a
cada estado do ambiente existe um Aruco (utilizados como landmarks) possuindo uma id que
varia 1 a 10, conforme a relação apresentada na Tabela 4.6. Notamos que o ambiente é ambíguo,
pois uma id pode ser vista em mais de um estado, assim a probabilidade de observabilidade é
determinada seguindo a Equação (3.58). Os demais parâmetros do Algoritmo 8 são obtidos de
forma análoga aos da Seção 4.3.

Tabela 4.6 – Símbolos de observações (id’s) referentes a cada estado (experimento do PDMPO).

id Estados id Estados
1 s1− s5 6 s10− s12− s14
2 s2− s6 7 s15− s17
3 s3− s7 8 s19− s20
4 s4− s8 9 s18− s21
5 s9− s11− s13 10 s16

4.4.1 Teste 1

No primeiro teste, consideramos que havia uma confiança inicial de 80% do robô estar
no estado s5 e que o objetivo era atingir o estado s16. O resultado da seleção de ações com maior
função valor V (Bel,a) é mostrado na Tabela 4.7. Durante o trajeto, o ES-MOM manteve uma
boa estimativa de localização e o caminho executado pelo robô foi o ótimo. Um vídeo ilustrativo
do experimento pode ser visto em https://youtu.be/67psg3uXHb8.

Tabela 4.7 – Ações selecionadas entre os estados s5 e s16, para cada época de decisão t.

t as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a)

1 a5,6→ 0.54 a5,1→ 0.46 -
2 a6,7→ 0.59 a6,5→ 0.41 -
3 a7,8→ 0.39 a7,3→ 0.33 a7,6→ 0.28
4 a8,11→ 0.29 a8,4→ 0.26 a8,13→ 0.25
5 a11,12→ 0.49 a11,4→ 0.28 a11,8→ 0.23
6 a12,17→ 0.38 a12,10→ 0.26 a12,11→ 0.21
7 a17,16→ 0.48 a17,12→ 0.26 a17,10→ 0.26

https://youtu.be/67psg3uXHb8
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4.4.2 Teste 2

Um segundo teste foi realizado, e os estados desejados foram o s12 e o s1 (em sequência),
para tal consideramos que havia uma confiança inicial de 30% do robô estar no estado s21. Os
resultados são exibidos na Tabela 4.8. Podemos ver que na primeira iteração do Algoritmo 8,
há pequena margem de segurança para executar a ação a21,20 devido à baixa crença inicial. Na
segunda iteração, o ES-MOM já apresenta boa confiança do robô ter ido para o estado s20 e a
discrepância entre o maior e o segundo maior de V (Bel,a) é aumentada. O caminho executado
do estado s21 ao estado s1 foi o ótimo. Caso não houvesse a exigência de passar pelo estado s12, o
caminho ótimo poderia ser [s21− s20− s14− s13− s8− s4− s3− s2− s1], por exemplo. Um vídeo
ilustrativo deste experimento pode ser visualizado em https://youtu.be/KGMhSLGTAiM.

Tabela 4.8 – Ações selecionadas entre os estados s21→ s12→ s1, para cada época de decisão t.

t as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a)

1 a21,20→ 0.11 a21,19→ 0.09 a10,12→ 0.04
2 a20,14→ 0.46 a20,18→ 0.29 a20,21→ 0.25
3 a14,12→ 0.56 a14,13→ 0.24 a14,20→ 0.20
4 a12,11→ 0.39 a12,10→ 0.25 a12,14→ 0.22
5 a11,4→ 0.44 a11,8→ 0.30 a11,12→ 0.26
6 a4,3→ 0.38 a4,8→ 0.22 a4,11→ 0.22
7 a3,2→ 0.52 a3,4→ 0.24 a3,7→ 0.24
8 a2,1→ 0.76 a2,3→ 0.24 -

4.4.3 Teste 3

No terceiro teste, consideramos que o robô devia se direcionar para o estado s18, porém
não havia nenhuma informação sobre a sua localização inicial. Desta forma, ele foi guiado
inicialmente por um usuário utilizando um joystick, e conforme coletava informações das
landmarks o ES-MOM fazia a atualização das probabilidades α ′s. Quando o ES-MOM atingiu
uma confiança maior que 70% de estar em um estado, o joystick foi desacoplado e o robô se
dirigiu de forma autônoma para o estado s18 por meio do Algoritmo 8. O trajeto que o robô
percorreu usando o joystick foi [s1− s2− s3− s4− s11− s12− s17], e o resultado da estimação da
localização neste percurso é mostrado na Tabela 4.9.

Tabela 4.9 – Probabilidade α do ES-MOM para o trajeto [s1− s2− s3− s4− s11− s12− s17].

α1 α2 α3 α4 α5 α6 α7

α(1)= 0.50 α(2)= 0.50 α(3)= 0.50 α(4)= 0.50 α(11)= 0.50 α(12)= 0.53 α(17)= 0.91
α(5)= 0.50 α(6)= 0.50 α(7)= 0.50 α(8)= 0.50 α(13)= 0.50 α(14)= 0.45 α(15)= 0.06

α(21)= 0.00 α(21)= 0.00 α(21)= 0.00 α(21)= 0.00 α(21)= 0.00 α(10)= 0.02 α(20)= 0.02

https://youtu.be/KGMhSLGTAiM
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Pela Tabela 4.9 podemos ver que o ES-MOM atingiu uma confiança maior que 70% na
sétima iteração. A partir daí, o Algoritmo 8 entrou em funcionamento e o resultado da seleção de
ações é mostrado na Tabela 4.10.

Tabela 4.10 – Ações selecionadas entre os estados s17 e s18, para cada época de decisão t.

t as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a) as,s′ →V (Bel,a)

1 a17,16→ 0.44 a17,12→ 0.34 a17,10→ 0.22
2 a16,19→ 0.48 a16,17→ 0.26 a16,15→ 0.26
3 a19,18→ 0.61 a19,21→ 0.30 a19,16→ 0.09

Se o robô fosse desde o início de forma autônoma certamente aconteceria alguma colisão
com o ambiente. Entretanto, usando uma aplicação semiautônoma, o robô conseguiu atingir o
estado desejado de maneira segura. Um vídeo ilustrando este experimento pode ser visualizado
em https://youtu.be/YEMkbigulq0.

4.5 Conclusões do capítulo
No presente capítulo, o PDMPO foi apresentado como uma alternativa para resolver o

problema de planejamento das ações de um robô que se move por um sistema de estocagem
simulado e por um espaço de convivência real. O resultado da fase de planejamento e controle é
a política, que determina as ações a serem tomadas pelo robô a fim de maximizar a recompensa
esperada imediata. O PDMPO é uma abordagem mais abrangente que o PDM, porém é mais
difícil de se resolver. Os experimentos e as simulações mostram que o Algoritmo 8 apresentou
sucesso na seleção das políticas de controle. Por meio da otimização “gananciosa” e das simplifi-
cações utilizadas, o algoritmo resolve o PDMPO no espaço de estados e observações (em vez de
resolver no espaço de crenças).

Na maioria das épocas de decisão há relativa discrepância entre o maior e o segundo
maior valor de V (Bel,a), possibilitando executar a ação as,s′ (com maior V (Bel,a)) com boa
margem de segurança. Se os valores da crença inicial forem mais consistentes, a diferença entre
o maior e o segundo maior valor de V (Bel,a) é amplificada. Desta forma, o Algoritmo 8 se
mostra adequado para fazer o rastreamento e planejamento das ações do robô até o alvo, desde
que se tenha algum conhecimento (mesmo que mínimo) sobre a configuração inicial. Há de se
salientar, que os caminhos executados pelo robô foram ótimos, porém podem não ser os únicos.

https://youtu.be/YEMkbigulq0
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CAPÍTULO

5
CONCLUSÕES E TRABALHOS FUTUROS

Nesta dissertação, utilizamos os modelos de Markov para lidar com as incertezas presen-
tes no planejamento de movimento de um robô em um mapa topológico. No Capítulo 3, tratamos
das incertezas na estimação da localização por meio da estrutura perceptiva do ES-MOM. O
ES-MOM realizou a inferência do estado do robô a partir de landmarks artificiais espalhadas pelo
ambiente. O ES-MOM se mostrou robusto mesmo em ambientes com pouca distinguibilidade
(que possuem ambiguidade e simetria), e sem ter conhecimento prévio sobre a localização inicial.

No Capítulo 4, integramos a localização proveniente do ES-MOM e o planejamento
de movimento por meio do PDMPO. A aplicação do PDMPO resulta em políticas de controle
ótimas a serem executadas pelo robô a fim de atingir um local desejado do ambiente. Neste
trabalho, optamos por resolver o PDMPO usando uma otimização “gananciosa”, maximizando
as recompensas imediatas em vez da recompensa acumulada. Consequentemente, as políticas
são encontradas com menor complexidade computacional. Nos Capítulos 3 e 4, validamos os
métodos propostos mediante simulações e experimentos com um robô real.

No Capítulo 4, utilizamos o planejador de movimento local do Apêndice A para executar
as políticas de controle. Este planejador local foi responsável pela navegação do robô entre
os estados do ambiente topológico. Entretanto, este planejador não considera a presença de
obstáculos entre os estados, nem restrições nas ações de controle. Dadas as limitações do
planejador do Apêndice A, apresentamos no Apêndice B uma alternativa para executar a política
fornecida pelo PDMPO, sob restrições de controles e regiões proibidas: a Programação Dinâmica
Diferencial (PDD). A função deste novo planejador local é garantir uma navegação (entre os
estados) sem movimentos bruscos e sem colidir com objetos distribuídos pelo ambiente.

No Apêndice B, realizamos algumas simulações usando a PDD para gerar trajetórias
ótimas (entre dois estados) sob as referidas restrições, e os resultados foram satisfatórios. Como
trabalhos futuros, pretendemos combinar as técnicas discutidas no Capítulo 4 e no Apêndice
B. Nesta combinação, o PDMPO seria responsável pelo planejamento de movimento global
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(“ações em alto nível”) do robô, determinando a sequência de estados a serem alcançados. Já
a PDD assumiria a função de realizar o planejamento local (“ações em baixo nível”), gerando
uma trajetória factível de ser seguida pelo robô, quando o PDMPO determinar uma política de
mudança de estados.
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APÊNDICE

A
PLANEJADOR DE MOVIMENTO LOCAL

A navegação entre estados envolve um planejador de movimento local. Este planejador
local consiste em criar rotinas de locomoção entre estados com conexões factíveis. Para um
estado inicial arbitrário x(t0) = (x0,y0)

T e um final x(t f ) = (x f ,y f )
T , o planejador encontra uma

trajetória (caminho parametrizado pelo tempo) que conecta as referidas configurações. Como a
trajetória é parametrizada pelo tempo, é desejado que o robô esteja em x(t f ) após decorridas >
unidades de tempo. A Equação (A.1) descreve o rastreamento da posição desejada para o robô
durante a navegação entre x(t0) e x(t f ), para cada t ∈ [0,>].[

xr

yr

]
=

[
x0

y0

]
+

[
x f − x0

y f − y0

]
g(t). (A.1)

Na Equação (A.1) foi estabelecido o polinômio auxiliar g(t) ∈ [0,1], responsável pela
parametrização da trajetória do robô no tempo. No estado inicial teremos g(t0) = 0, e no final
g(t f ) = 1, ou seja, g(0) = 0 e g(>) = 1. Como o robô deverá “parar” quando atingir um estado
(para capturar as informações das landmarks), é necessário que ele inicie o trajeto com velocidade
inicial e final igual a zero. Deste modo, determinamos a condição inicial e final de velocidade ∴

ġ(0) = 0 e ġ(>) = 0. Um polinômio g(t) de terceira ordem pode ser usado para atender estas
condições:{

g(t) = ρ1t3 +ρ2t2 +ρ3t +ρ4

ġ(t) = 3ρ1t2 +2ρ2t +ρ3

g(0)=0 , ġ(0)=0−→

{
g(t) = ρ1t3 +ρ2t2

ġ(t) = 3ρ1t2 +2ρ2t
. (A.2)

Usando as condições g(>) = 1 e ġ(>) = 0, o sistema da Equação (A.2) pode ser resol-
vido: {

g(>) = ρ1T 3 +ρ2T 2 = 1,
ġ(>) = 3ρ1T 2 +2ρ2T = 0,

(A.3)

obtendo os coeficientes ρ1 =−2/>3 e ρ2 = 3/>2.

A Figura A.1 apresenta o gráfico de g(t) e ġ(t) para >= 10.
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Figura A.1 – Gráfico do polinômio auxiliar g(t) e sua derivada primeira ġ(t) para >= 10.

Para um problema real, o parâmetro > pode ser determinado por meio da velocidade
média do trajeto entre x(t0) e x(t f ), conforme mostra a Equação (A.4).

>=

∥∥x(t0)− x(t f )
∥∥

vmed
. (A.4)

Portanto, podemos reescrever a Equação (A.1):[
xr

yr

]
=

[
x0

y0

]
+

[
x f − x0

y f − y0

](
−2t3

>3 +
3t2

>2

)
. (A.5)

Derivando a Equação (A.5) encontramos:[
ẋr

ẏr

]
=

[
x f − x0

y f − y0

]
dg(t)

dt
=

[
x f − x0

y f − y0

](
−6t2

>3 +
6t
>2

)
. (A.6)

Os pares (xr,yr)
T e (ẋr, ẏr)

T , obtidos nas Equações (A.5) e (A.6), respectivamente, são
usados como referências a serem seguidas pelo controlador feedback linearization10. O objetivo
do feedback linearization é controlar um ponto que está a uma distância d do centro do robô
não holonômico, fornecendo as ações de controle ut = (υt ,ωt)

T . O controlador é modelado
pelas Equações (A.7) e (A.8). A pose atual do robô é denotada por (xt ,yt ,θt)

T , e o ganho do
controlador é representado por kp.[

ẋt

ẏt

]
=

[
ẋr

ẏr

]
+ kp

[
xr− xt

yr− yt

]
(A.7)[

υt

ωt

]
=

[
cos(θt) sen(θt)

−sen(θt)/d cos(θt)/d

][
ẋt

ẏt

]
(A.8)

A partir (xr,yr)
T e (ẋr, ẏr)

T , o controlador garante que a posição desejada x(t f ) =

(x f ,y f )
T será alcançada.

10 Mais informações sobre o controlador feedback linearization são apresentadas no capítulo 10 do livro “Robot
modeling and control” de Spong et al. [2006].
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APÊNDICE

B
PLANEJADOR DE MOVIMENTO LOCAL

COM RESTRIÇÕES DE CONTROLE E
OBSTÁCULOS

Para um robô percorrer o trajeto da configuração inicial até a configuração desejada, é
necessário que aconteça o planejamento do movimento a ser realizado, de modo que o robô
seja conduzido de forma segura e eficiente. Os métodos tradicionais de geração de trajetórias
encontrados na literatura fazem uso da interpolação dos pontos de um caminho por meio de
funções polinomiais do tempo [Charles et al., 2013], como o planejador de trajetórias apresentado
no Apêndice A. A principal desvantagem da geração de trajetórias com polinômios é que a
solução depende da ordem do polinômio, e o cálculo dos parâmetros do polinômio pode não ser
eficiente. Além do fato de que polinômios de ordem elevada apresentam grandes oscilações.

Neste apêndice vamos apresentar a Programação Dinâmica Diferencial - PDD (do inglês,
Differential Dynamic Programming), método eficiente de geração de trajetórias ótimas entre dois
estados de um mapa topológico. A PDD é um método iterativo que a partir de uma solução inicial
(ou trajetória inicial), busca encontrar melhores soluções dentro de uma vizinhança determinada
por esta solução. A cada iteração da PDD, encontra-se uma melhor trajetória que é utilizada
como nova solução inicial para a próxima iteração [Bacalhau et al., 2015].

À estrutura da PDD incorporaremos restrições de velocidades máximas e mínimas, e
de espaços que o robô não pode ocupar, ou seja, obstáculos. Obtendo assim, um planejador
local para executar as políticas do PDMPO sujeito às restrições de controle e obstáculos. Este
planejador local pode ser usado de forma suplementar ao planejador do Apêndice A, que só
contempla situações que não há nenhum obstáculo entre as configurações.

Desta feita, discorreremos sobre a PDD na Seção B.1. Na Seção B.2, mostraremos uma
simulação usando a PDD para gerar trajetórias em um ambiente sem restrições. Na Seção B.3,
incluiremos na PDD restrições de controle e obstáculos. Neste apêndice trabalharemos com
estados contínuos, ações contínuas e tempo discreto.
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B.1 Programação Dinâmica Diferencial
A Programação Dinâmica (PD) é uma técnica de otimização desenvolvida por Bellman

[1957a], e pode ser aplicada para solucionar diversos problemas de controle. A programação
dinâmica transforma um problema de otimização complexo em uma família de subproblemas, e
para cada subproblema determina a melhor solução. A ideia básica da programação dinâmica é
construir por etapas uma resposta ótima, combinando respostas já obtidas para partes menores.
Desta forma, resolvendo cada subproblema parcialmente, resolve-se todo o problema através do
procedimento de otimização multiestágio. O fundamento teórico para a resolução da programação
dinâmica está no princípio da otimalidade de Bellman: “a partir de cada ponto da trajetória
ótima, a trajetória restante é a ótima iniciando neste ponto”. Ou seja, em uma sequência ótima de
decisões, cada subsequência também deve ser ótima. Isto é, supondo que se conheça o caminho
mais curto entre o ponto A e C, e que ele passa necessariamente por B. Logo, o menor caminho
entre A e C deve incluir o menor caminho entre B e C [Bacalhau et al., 2015; Baumeister and
Leitão, 2014; Bertsekas et al., 1995; Cardoso, 2008].

Utilizando a notação de função valor V discutida no Capítulo 4, podemos definir o custo
ótimo (no instante de tempo t) em relação a uma configuração desejada:

Vt(xt) = min
u

[lt(xt ,ut)+Vt+1(xt+1)] , (B.1)

sendo, lt(xt ,ut) o custo imediato e xt+1 = f (xt ,ut) a dinâmica que descreve a evolução do estado
xt ∈ℜn, dada uma ação de controle ut ∈ℜm. No qual, n é a dimensão do estado x e m a dimensão
do controle u. A Equação (B.1) é conhecida como Equação de Bellman Determinística.

Definindo a condição de contorno VT (xT ) = l f (xT ), o princípio da programação dinâmica
reduz a minimização ao longo de uma sequência inteira de controles para uma sequência de
minimizações sobre um único controle por meio do procedimento backward.

No Capítulo 4, a função valor era obtida por meio da maximização, uma vez que envolve
a probabilidade de observabilidade e de transição de estados. E quanto maior forem estes valores,
maior é a certeza do robô se encontrar no referido estado. Neste apêndice, estamos lidando
com o problema de roteamento sem considerar incertezas11, portanto é conveniente substituir a
“recompensa” pelo “custo” e a “maximização” pela “minimização”.

A principal desvantagem da programação dinâmica é o problema da explosão computaci-
onal, também conhecido como “maldição da dimensionalidade”. Existem algumas aproximações
usadas para resolver um problema de PD, porém elas podem não ser eficientes [Bacalhau et al.,
2015]. Para diminuir a complexidade do problema de PD podemos utilizar um método iterativo
proposto por Jacobson and Mayne [1970], denominado Programação Dinâmica Diferencial
(PDD). A partir de uma trajetória inicial, este método busca encontrar melhores soluções dentro
de uma vizinhança determinada por esta solução inicial. A cada iteração uma melhor trajetória é
11 O presente apêndice trata da programação dinâmica para o caso determinístico, enquanto o PDM apresentado na

Seção 4.1 é a versão estocástica da programação dinâmica (para estados discretos).



APÊNDICE B. Planejador de movimento local com restrições de controle e obstáculos 91

encontrada e utilizada como a nova solução inicial (ou referência) para a próxima iteração. Para
tal, a PDD utiliza a expansão quadrática do princípio de otimalidade de Bellman na vizinhança da
trajetória de referência. Movendo iterativamente para os mínimos das aproximações quadráticas,
a trajetória é melhorada progressivamente em direção a um ótimo local [Bacalhau et al., 2015;
Jacobson and Mayne, 1970].

Cada iteração da PDD é composta de duas etapas: backward e a propagação de movi-
mento. Na primeira é calculado o controle ótimo da trajetória de referência do sistema quadrático
expandido, na segunda a trajetória de referência é atualizada usando o controle obtido na etapa
backward. Este processo é repetido até a convergência para configuração desejada.

B.1.1 Procedimento backward

Nesta etapa, procede-se “de volta no tempo” para gerar um modelo local de V . A função
valor V mostrada na Equação (B.1) pode ser aproximada por uma função Q (não minimizada):

Qt(xt ,ut) = lt(xt ,ut)+Vt+1(xt+1). (B.2)

Utilizando a expansão quadrática de Taylor da função valor Q, em torno do presente par
de estados (xt ,ut), temos:

Qt(xt ,ut) = Qt +Qx,tδxt +Qu,tδut +
1
2

[
δxT

t δuT
t

][Qxx,t Qxu,t

Qux,t Quu,t

][
δxt

δut

]
. (B.3)

Os termos δxt = x̂t − xt e δut = ût − ut representam a variação em torno de xt e ut ,
respectivamente. Sendo, x̂t e ût configurações pertencentes à nova trajetória (vide Equação (B.8)
e (B.9)), e xt e ut pertencentes à trajetória de referência. Os coeficientes da expansão de Q são:

Qx,t = lx,t +Vx,t+1 fx,t , (B.4a)

Qu,t = lu,t +Vx,t+1 fu,t , (B.4b)

Qxx,t = lxx,t +Vx,t+1 fxx,t + f T
x,tVxx,t+1 fx,t , (B.4c)

Quu,t = luu,t +Vx,t+1 fuu,t + f T
u,tVxx,t+1 fu,t , (B.4d)

Qxu,t = lxu,t +Vx,t+1 fxu,t + f T
x,tVxx,t+1 fu,t , (B.4e)

Qux,t = lux,t +Vx,t+1 fux,t + f T
u,tVxx,t+1 fx,t . (B.4f)

Além do índice de tempo t, temos o subscrito x e/ou u que indica a variável na qual a
derivada é tomada. Uma vez obtido o modelo local Q, a minimização da aproximação quadrática
é calculada por meio da minimização de δut :

δu∗t = argmin
δut

[Qt(xt ,ut)] =−Q−1
uu,t(Qu,t +Qux,tδxt). (B.5)

Aplicando a política δu∗t na Equação (B.3), a aproximação quadrática de Vt é obtida:

Vt = Qt−QT
u,t(Quu,t)

−1Qu,t , (B.6a)
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Vx,t = Qx,t−Qu,t(Quu,t)
−1Qux,t , (B.6b)

Vxx,t = Qxx,t−Qxu,t(Quu,t)
−1Qux,t . (B.6c)

A etapa backward começa com a inicialização da função valor com o custo terminal
VT (xT ), e então computa-se recursivamente as Equações (B.4), (B.5) e (B.6) para t = T −1, ...,1.

B.1.2 Propagação de movimento

Sendo completada a etapa backward e assumindo que a configuração inicial x0 é conhe-
cida, a etapa de propagação de movimento combina as ações de controle δu∗t para computar
uma nova sequência de controle Û = û0, ..., ûT−1, e consequentemente uma nova trajetória
X̂ = x̂0, ..., x̂T é gerada:

x̂0 = x0, (B.7)

ût = ut +δu∗t , (B.8)

x̂t+1 = f (x̂t , ût). (B.9)

As etapas backward e propagação de movimento são repetidas até a convergência.

B.2 Geração de trajetórias sem restrições
Nesta seção, vamos utilizar a PDD para geração de trajetórias ótimas para um robô

móvel não holonômico, em um ambiente sem restrições de estados (obstáculos) e de entradas de
controle. O modelo cinemático do robô não holonômico é o mesmo apresentado na Equação
(3.52), porém sem considerar o ruído de predição.

O custo imediato lt e final l f foram definidos utilizando funções de custo quadráticas:

lt(xt ,ut) = (xt− xgoal)
T L(xt− xgoal)+uT

t Wut , (B.10)

l f (xT ) = (xT − xgoal)
T L(xT − xgoal). (B.11)

A variável xgoal é a configuração que se deseja alcançar. O termo (xt−xgoal)
T L(xt−xgoal)

codifica o custo de chegar até o alvo, e o termo uT
t Wut é usado para penalizar grandes amplitudes

de controle.

A seguir, mostramos os resultados de dois testes utilizando a PDD. Os parâmetros dos
testes são exibidos na Tabela B.1, sendo x0 a configuração inicial do robô e xT a final. A sequência
de controle aleatória U0 é utilizada para gerar a trajetória inicial a partir de x0. Como o horizonte
de tempo é de 100∆t, a trajetória entre x0 e xT deve ser percorrida em 10 segundos (assumindo
∆t = 0.1s). O primeiro teste convergiu para configuração desejada após 5 iterações e o segundo
teste com 8 iterações.
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Tabela B.1 – Parâmetros dos testes com a PDD (sem restrições).

Teste 1 Teste 2

horizonte = 100∆t horizonte = 100∆t
x0 = (1,1,π/2)T e xT = (7,9,0)T x0 = (8,8,0)T e xT = (2,2,π)T

U0 = rand(2,T −1) U0 = rand(2,T −1)

A Figura B.1 exibe a evolução dos estados da trajetória ótima (seguindo o funcional de
custo das Equações (B.10) e (B.11)) que conecta x0 e xT para os dois testes.
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(a) Teste 1: x0 = (1,1,π/2)T e xT = (7,9,0)T .
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(b) Teste 2: x0 = (8,8,0)T e xT = (2,2,π)T .

Figura B.1 – Evolução dos estados (x,y,θ)T pertencentes às trajetórias ótimas.

Já a Figura B.2 mostra as saídas de controle que devem ser aplicadas para se atingir as
trajetórias ótimas mostradas na Figura B.1. Como a velocidade linear υ̂ da Figura B.2a é sempre
maior que zero, podemos concluir que o robô andará sempre para frente no Teste 1. Contudo,
na Figura B.2b observamos que a velocidade linear υ̂ é menor que zero em grande parte do
percurso do Teste 2, ou seja, para atingir a configuração desejada (sujeito ao funcional de custo
estabelecido) o robô deverá andar de ré.
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û

>̂ (m=s)
!̂ (rad=s)

(a) Teste 1.
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(b) Teste 2.

Figura B.2 – Saídas de controle que devem ser aplicadas para se atingir as trajetórias ótimas.



APÊNDICE B. Planejador de movimento local com restrições de controle e obstáculos 94

Mostramos na Figura B.3 o custo ótimo da configuração inicial até a final. Como dito
acima, a trajetória inicial é gerada randomicamente e está muito distante da trajetória ótima.
Assim, os custos nas primeiras iterações são altos. Conforme as iterações evoluem, as novas
trajetórias geradas se aproximam da ótima e o custo decaí. Na Figura B.3, executamos a PDD até
a 50ª iteração para comprovar que após a convergência para trajetória ótima o custo não se altera.
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(b) Teste 2.

Figura B.3 – Custo ótimo para 50 iterações da PDD.

Pelas simulações acima, verificamos que a programação dinâmica diferencial pode
ser utilizada como uma alternativa eficiente para gerar trajetórias ótimas para um robô não
holonômico. As principais vantagens da PDD são sua robustez à trajetórias iniciais ruins (como
as geradas randomicamente), e a sua aplicabilidade a uma grande escala de problemas. Por
exemplo, no trabalho de Tassa et al. [2014] a PDD é usada para gerar trajetórias ótimas para um
automóvel e para um humanoide, já no trabalho de Sun et al. [2018] a PDD é usada para gerar
trajetórias para um drone. Nestas aplicações, modifica-se basicamente a dinâmica de controle
f (xt ,ut) e atualiza-se as suas derivadas. Na próxima seção, vamos adicionar restrições de estados
(incluir obstáculos) e de controle à estrutura da PDD.

B.3 Geração de trajetórias com restrições de controle e
obstáculos

Estamos interessados em minimizar a expansão quadrática Q(x,u) apresentada na Equa-
ção (B.3). A Equação (B.5) encontra a ação de controle δu∗ que minimiza Q(x,u). Entretanto,
a Equação (B.5) não tem nenhuma restrição para obstáculos no ambiente nem restrições de
velocidades. Em um problema real isto pode se tornar uma complicação, pois além de colidir
com objetos presentes no ambiente, a PDD pode fornecer velocidades com amplitudes altas,
implicando em movimentos bruscos do robô. Desta forma, manteremos a estrutura da PDD, mas
incorporando as restrições de estados e de controle, de acordo com a Equação (B.12).
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min
δu

Q(x,u)

sujeito a u≤ u+δu≤ u

A′ δu≤ b′

(B.12)

As velocidades u e u são as restrições de controle impostas. Se a estrutura da Equação
(B.12) não fosse utilizada, poderíamos saturar a ação de controle û fornecida pela Equação
(B.8), ou seja, û = min(max(û,u),u). No entanto, a mudança na direção da ação de controle
prejudicaria a convergência da PDD. Logo, uma alternativa plausível é introduzir a limitação de
controle u≤ u+δu≤ u, enquanto se minimiza a expansão quadrática Q(x,u).

Um obstáculo no ambiente pode ser representado por uma restrição de desigualdade
g(x)≤ 0, isto é, se o robô estiver colidindo com o obstáculo teremos g(x)≤ 0, já se ele estiver
em uma pose x livre de colisão teremos g(x)> 0. Assim, para que o robô evite um obstáculo
podemos estabelecer a dinâmica (sendo κ uma constante positiva) [Kanoun et al., 2011]:

−dg(x)
dt
≤ κg(x). (B.13)

Para explicarmos a Equação (B.13), vamos multiplicá-la por -1, obtendo dg/dt ≥−κg.
O lado direito desta equação representa o quanto o robô poderá aproximar do obstáculo, ou
seja, ter dg/dt negativo. Quanto menor for o valor de g(x) (g > 0), mais perto o robô estará do
obstáculo, e portanto menor é a taxa máxima de aproximação do obstáculo, −κg. Por exemplo,
se g(x) = 1000, teremos dg/dt ≥ −1000 (supondo κ = 1). Isto significa que o robô pode se
aproximar do obstáculo com qualquer velocidade ≤ 1000. Porém, se g(x) = 0.001 obtemos
dg/dt ≥ −0.001, indicando que o robô só pode se aproximar do obstáculo, na melhor das
hipóteses, com uma taxa muito pequena de 0.001. O que é natural, pois o robô está prestes a
colidir com o obstáculo. Contudo, se g(x) = 0 teremos dg/dt ≥ 0, e consequentemente, o robô
só poderá manter a distância com o obstáculo dg/dt = 0 ou se afastar dg/dt > 0.

A variável κ determina o grau de afastamento do obstáculo. Quanto menor for o valor de
κ , mais a trajetória penalizará o obstáculo. A função de distância g(x) utilizada neste trabalho é
apresentada na Equação (B.14) (embora não pareça, esta função é diferenciável). A variável φ

receberá valor 1 se o estado x se encontrar fora do obstáculo e -1 se estiver dentro. A variável xob

é o ponto do obstáculo mais perto de x.

g(x) = ‖x− xob‖φ . (B.14)

Durante a fase de testes, as restrições não lineares do robô não holonômico acabaram
sendo rigorosas para a PDD gerar a trajetória, implicando em não convergência para a configura-
ção desejada. Diante disto, decidimos considerar na PDD o modelo linear do robô holonômico12

e utilizar as Equações (A.7) e (A.8) para o robô não holonômico seguir a trajetória de referência.

Desse modo, a aplicação da Equação (B.13) para o robô holonômico fornece:
12 O robô holonômico pode se mover de forma independente nos eixos X e Y, e o seu modelo cinemático é:[

xt
yt

]
=

[
xt−1
yt−1

]
+

[
υx
υy

]
∆t .
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−∂g(x)
∂x

dx
dt
≤ κg(x), (B.15)

−
[
(x− xob)φ (y− yob)φ

][
υ̂x

υ̂y

]
≤ κg(x). (B.16)

Como estamos interessados em ter uma equação em função de δu, substituímos υ̂ por
υ̂ − υ e realizamos as modificações necessárias na Equação (B.16). Consequentemente, as
componentes A′ e b′ da Equação (B.12) são obtidas (denotando x̃ = (x− xob) e ỹ = (y− yob)):

−
[
x̃φ ỹφ

]
︸ ︷︷ ︸

A′

[
υ̂x−υx

υ̂y−υy

]
︸ ︷︷ ︸

δu

≤ κg(x)+
[
x̃φ ỹφ

][
υx

υy

]
︸ ︷︷ ︸

b′

. (B.17)

Teremos uma restrição A′ δu≤ b′ para cada obstáculo presente no ambiente. Na minimi-
zação da Equação (B.12) os termos de Q(x,u) que não dependem de δu serão irrelevantes, então
podemos reescrever a Equação (B.12):

min
δu

δuT Quuδu+[Qu +δxT Qux]δu

sujeito a u−u≤ δu≤ u−u

A′ δu≤ b′

. (B.18)

Portanto, na implementação da PDD com restrições usaremos a Equação (B.18) para
determinar δu∗. Nos testes que mostraremos nesta seção, utilizamos a função quadprog do Matlab
para resolver a minimização da Equação (B.18). Também consideramos que os obstáculos têm a
forma de um polígono, e criamos uma rotina para identificar o ponto xob mais próximo de x. Nos
testes, utilizamos uma sequência de controle inicial aleatória e ∆t = 0.05. Em todos eles a PDD
convergiu para configuração desejada na primeira iteração.

No primeiro teste ilustrado na Figura B.4, verificamos a influência do parâmetro κ

na trajetória e comprovamos que quanto menor for o valor deste parâmetro, mais a trajetória
desviará do obstáculo. Neste teste limitamos as velocidades em −1m/s ≤ υ̂x, υ̂y ≤ 1m/s, e
podemos verificar na Figura B.5 que esta restrição foi atendida para um horizonte de 700 ∆t.

Figura B.4 – Influência do parâmetro κ na penalização de um obstáculo, utilizando x0 = (1,1)T e xT = (9,1)T .
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Figura B.5 – Sinal de controle û para o teste apresentado na Figura B.4.

Na Figura B.6 temos dois testes em ambientes distintos, possuindo três obstáculos cada
um. No Ambiente 1 usamos a restrição de controle−0.5m/s≤ υ̂x, υ̂y ≤ 0.5m/s e no Ambiente 2
a restrição−1.5m/s≤ υ̂x, υ̂y≤ 1.5m/s. Em ambos, o horizonte de tempo foi de 500 ∆t e κ = 0.1.
No Ambiente 1, os obstáculos são mais simples e a trajetória até a configuração desejada é mais
suave, em comparação com a trajetória gerada no Ambiente 2.

(a) Ambiente 1: x0 = (2,2)T e xT = (9,8)T . (b) Ambiente 2: x0 = (1,1)T e xT = (8,9)T .

Figura B.6 – Evolução dos estados (x,y)T pertencentes à trajetória ótima em ambientes com obstáculos.
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As saídas de controle que devem ser aplicadas, para se atingir as trajetórias ótimas
mostradas na Figura B.6, são exibidas na Figura B.7. Vídeos ilustrando um robô não holonômico
seguindo as trajetórias geradas pela PDD podem ser visualizados em https://youtu.be/
6jlcMzEkjs4 (Ambiente 1) e em https://youtu.be/Ai4AEQYizwE (Ambiente 2).
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(a) Ambiente 1: x0 = (2,2)T e xT = (9,8)T .
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(b) Ambiente 2: x0 = (1,1)T e xT = (8,9)T .

Figura B.7 – Saídas de controle que devem ser aplicadas para se atingir as trajetórias ótimas.

Por meio destas simulações, podemos concluir que a PDD pode ser utilizada para gerar
uma trajetória ótima entre duas configurações, sob restrições de controle e de obstáculos, e
poderá ser utilizada em conjunto com o PDMPO apresentado no Capítulo 4. Nesta aplicação, a
função da PDD seria gerar uma trajetória factível de ser seguida pelo robô quando o PDMPO
determinar uma nova política de mudança de estados.

https://youtu.be/6jlcMzEkjs4
https://youtu.be/6jlcMzEkjs4
https://youtu.be/Ai4AEQYizwE
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