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RESUMO

Apresenta-se o desenvolvimento de uma formulagdo numérica capaz de descrever o
comportamento mecanico viscoelastico em elementos de portico plano, considerando-se os
efeitos do cisalhamento. O desenvolvimento se baseia na formulagao posicional do Método dos
Elementos Finitos, a qual ¢ fundamentada em conceitos variacionais do Principio da Minima
Energia Potencial Total. Desenvolvida para analisar problemas com nao linearidades fisicas e
geométricas, a formulagdo adotada considera as posi¢des nodais, ao invés dos deslocamentos
nodais, em relagdo a um sistema de referéncia Lagrangiano Total, para descrever a cinematica
dos elementos finitos. No presente estudo a ndo linearidade fisica considerada refere-se a
descri¢ao do comportamento viscoeldstico. A qual ¢ avaliada através da adogao de relagdes
tensao-deformacdo adequadas a resposta do material e deduzidas a partir de modelos
reoldgicos. A fim de considerar os efeitos do cisalhamento no comportamento viscoeléstico, de
uma forma original, sdo adotados elementos de portico plano com cinematica de Reissner. Essa
abordagem proporciona o desacoplamento entre o giro das segdes transversais € o0s
deslocamentos. Adicionalmente, para avaliar a contribuicdo do comportamento viscoeldstico
ao longo da altura e em fung¢ao do nivel de tensdo, ¢ adotada uma abordagem de parametriza¢ao
da altura que possibilita considerar a se¢dao transversal como laminada. Utilizando-se a
formulagdo desenvolvida ¢é apresentada uma analise paramétrica a fim de avaliar a consisténcia
e a sensibilidade da formulacdo. A partir desta analise € possivel concluir que os resultados
obtidos estdo de acordo com a teoria da viscoelasticidade e com o comportamento esperado
para os modelos reologicos adotados. Na sequéncia, a formulagdo desenvolvida ¢ utilizada em
alguns exemplos e aplicag¢des praticas. Os resultados numéricos obtidos sdo, entdo, comparados
aos resultados analiticos e experimentais disponiveis na literatura. A partir dos resultados
obtidos ¢ possivel observar que, adotando-se a cinematica de Reissner, as deformacdes e os
deslocamentos devido ao comportamento viscoelastico podem ser significativamente maiores
em relacdo aos obtidos adotando-se a cinematica de Bernoulli-Euler. Além disso, € possivel
verificar uma melhor adequagdo dos resultados numéricos em relagdo aos resultados
experimentais quando se adota a cinematica de Reissner. Dessa forma, € possivel observar que
a utilizag¢do da cinematica de Reissner na formulagdo desenvolvida permite avaliar os efeitos
do cisalhamento no comportamento viscoelastico e que tais efeitos podem ser significativos e
ndo devem ser negligenciados sem uma prévia avaliacao.

Palavras-chaves: Viscoelasticidade, Método dos Elementos Finitos Posicional, Cinematica de
Reissner, Modelos Reoldgicos, Fluéncia.



il

ABSTRACT

This research presents the development of a numerical formulation capable of describing creep
viscoelastic mechanical behavior of frame elements accounting shear effects. It is based on the
positional formulation of the Finite Element method, which is grounded on the variational
concepts of the Minimum Total Potential Energy Principle. Developed to analyze problems
with physical and geometrical nonlinearities, the adopted formulation considers the position of
the nodes instead of nodal displacements in relation to a Total Lagrangian reference system to
describe the kinematics of the finite elements. In the present study, the physical nonlinearity is
related to the description of viscoelastic behavior by adopting stress-strain relations that are
adequate to the response of the material and inferred based on rheological models. In order to
consider the shear effects on viscoelastic mechanical behavior, frame elements with Reissner
kinematics are adopted in developing the formulation. This consideration enables the
decoupling between the rotation of cross sections and the displacements. Additionally, to
enable the assessment of the contribution of the viscoelastic behavior along the height and
depending on the stress level, a height parameterization approach is adopted that makes it
possible to consider the cross section as laminated. A parametric analysis is presented in order
to assess the consistency and sensitivity of the developed formulation. Based on this analysis,
it is possible to observe that the obtained results are in agreement with the theory of
viscoelasticity and with the expected behavior of the adopted rheological models. Next, the
developed formulation is used in some examples and practical applications. The obtained
numerical results are then compared to the analytical and experimental results that are
available in the literature. Based on the produced results, it is possible to observe that, by
adopting Reissner kinematics, the strains and displacements due viscoelastic behavior can be
significantly greater compared to those obtained by adopting the Bernoulli-Euler kinematics.
Furthermore, it is possible to verify an improvement in adapting the numerical results in
relation to the experimental results when Reissner kinematics is adopted. Thus, it is possible to
observe that the use of Reissner kinematics in the developed formulation allows to evaluate the
shear effects on viscoelastic behavior and that these effects can be significant and should not
be neglected without prior evaluation.

Keywords: Viscoelasticity, Positional Finite Element Method, Reissner kinematics,
Rheological Model, Creep.



v

SUMARIO

AGRADECIMENTOS ...ttt sttt ettt e a et b et este s bt et e sbeeseesbeeat e tesbeennenaeeneans i
RESUMO ..ttt ettt et st st sttt e bt e bt sat e st st e e bt e bt e sbeesmaeeateenteens 11
ABSTRACT ...ttt ettt sttt et e b e s bt sttt et e bt e s bt e sbeesatesaneebeebeebee 111
LISTA DE FIGURAS ... ettt ettt ettt et sb et e s be st e b ene e e e vii
LISTA DE TABELAS ..ottt ettt ettt ettt et e te e st enaesseentaseensensesneensessennnans xiii
LISTA DE SIMBOLOS ...t Xiv
L. INEEOAUGAOD ..viieiiieiiee ettt et e et e et e e et e e tb e e et e e etaeesabeeentae e saeasssesensseessseeanseeennseeenees 1
1.1 L0 10) 1< 5 L7« PRSP 5
1.2 JUSHFICATIVA ..ottt ettt ettt a et e bt et et e s bt et e ebeent e beeneeneeeneenneees 6
1.3 Metodologia € organizacao dO tEXLO .....c.eerueerieertieriieeieeie ettt sttt st 7

2. ReVISAO DIDIIOGIATICA.....eciuiiriiieiecii ettt et ettt e st e s v e s eb e e b e esseessaessaesssesssessseessaesaens 10
2.1 Comportamento VISCOCIASTICO .....cuvirrierieriieriiereeiieeieesieesteeseesaesreesseesseesseesssesssessseesseesseens 10
2.2 Meétodo dos Elementos Finitos Posicional .............ccoeceerieniiniiiiiiiiicceieeeee e 25

3. Formulagdo posSicional GETal ..........ccceeiiiiiiiiiieiieiierie ettt st et 36
3.1 Fung@o mudanga de configUIaGao ........ccvevuveeiiieiieiieiieiesie et eae e 37
3.2 Tensor gradiente de defOrmMaCaO .........coverieiieeieiieeieere et ete et ere e ereeseeesresebeesreesseesseens 38
33 Medida de defOrmagAO ..........eeecviiiiiiiciie ettt ean e e raeeana s 42
34  Energia de defOrmMaCaO . ......cccviivieiieiieieiieireete e ettt stee st e seresveesseesseessaesssesssessseanseessanns 47
3.5  Principio da Minima Energia Potencial Total ............ccccooiiiriiniiniiiiieicceieee e 53

4. Modelos € relagOes TEOLOZICAS. .. ..ccvierrieriieriieriieeriereereesteesteesresreasbeeseesseesseesssesssessseasseesseesssessnes 60
4.1 CONSIACTAGOES ZETAIS ....veeveerierireereeerieteesteesteseeeseeseesseesseesseesssesssessseessessseesssesssessseessesssenns 61
4.2 Modelo de KeIVIN-VOigt .....cccuieiiiiiieiieeiieeieee ettt ettt ettt et 64
4.2.1 Fluéncia no modelo de Kelvin-Voigt ........c.ccccvevieriiiienieciieieiiereeseesee e 66
422 Relaxacdo no modelo de Kelvin-Voigt .........cccevvvriiiiiiiiieiieieeieceeeee e 69

43 Modelo de BOIZMANN .......cc.oeieiiiieiee ettt et e e eaeeees 69
4.3.1 Fluéncia no modelo de BoltZmann...........ccocoiieieiiiieieseeeeeeee e 72
432 Relaxacdo no modelo de Boltzmann.............cocoeeiiiieiiieiiiieiiceeceec e 75

4.4 MOAEIO A€ ZENET ...ttt ettt ettt ettt e et et e st et e et e ntente st enteereeneetens 77
44.1 Fluéncia 10 modelo de ZEeNer ..........cocceviriiiiiniiiieieiieesie ettt 80
442 Relaxacdo 10 MOdelo d€ ZENET .........oooveiieeieeiee ettt 82

5. Formulagdo posicional para elementos de portico com cinematica de Reissner...........cc.ccceeueee. 86

5.1 Mapeamento e discretizagao do dOMINIO ......ceevvieciieriieriierie e eie et seees 87



5.2 Tensor gradiente de defOrmMAaCaO ........ccuieuiiiiieiiiiiieie ettt 92
53 Medida de defOrmMagAO .......c..eiecviiiiiiiectee ettt et et et eane s 93
54  Energia de defOrmMagao . .......cooiuiiiuiiiiiiiiee ettt ettt ettt st st 96
541 Energia de deformacao para o modelo de Kelvin-Voigt..........cccoevieiiiniiniiiiiincnnen, 98
54.2 Energia de deformacao para o modelo de Boltzmann............c.cccceevveviervencreenieeneeniens 99
543 Energia de deformacao para o modelo de Zener............ccecceereiriiiiiiineeneenieeieee 100
5.5  Procedimentos NUMETICOS adiCIONAIS .......eeruiruirieriieiieieriieie ettt ettt 102
5.5.1 Procedimentos para avaliacdo das taxas de deformagao € tensao .........cccceeveeeeveeennenn. 102
5.5.2 Procedimentos para consideragdo de se¢des transversais laminadas ............c.ccceeuee. 104
5.53 Procedimento para evitar divergéncia em func¢ao do passo de tempo adotado ........... 108
Formulag@o posicional para elementos de portico com cinematica de Bernoulli-Euler ............. 122
6.1 A 012101 1S) 111 o PSP 123
6.2 Medida de deformagao ..........cecuiiiiiieiiie ettt ettt e ebeeenes 127
6.3 Energia de defOrmMagao........ccuevuiiiiiiiieiieieeriee st ere et teesraesbeesseesbeesaestaessnessneenns 129
6.3.1 Energia de deformacdo para o modelo de Kelvin-Voigt.........cccccvevvveviievieneennennnenn, 131
6.3.2 Energia de deformacao para o modelo de Boltzmann..........c.ccooceevvieieineenieninnnne, 132
6.3.3 Energia de deformacdo para 0 modelo de Zener..........cccueeveeveerieeieenieeneesie e 133
Analises, eXemMPlOS € APLICACOES ...eevueerueiriieiieiierie ettt ettt et e saeesiteeteeteesbeesseesaeesneeenne 135
7.1 Analise da influéncia doS PArAmMELIOS. ......cccvervierierieeieeie ettt eee et ee e e ee e eeee e 135
7.1.1 Influéncia do moédulo de elasticidade 1 ......coeeoeereeeieienieeeeeeeeee e 137
7.1.2 Influéncia do médulo de elasticidade £ ......cccveeeeeiieiiieiieieiece e 139
7.1.3 Influéncia do modulo de viScoSIdade 77 ....ccueeeveeiieiieiieiieiecee e e e 141
7.1.4 Influéncia do coeficiente de POISSON V....occueeeiiiiiieiieiieiieieee e 144
7.1.5 Comparagao entre os modelos reoldgicos e correlagdo entre seus parametros............ 146
7.1.6 Influéncia do nimero de pontos de Gauss ao longo do comprimento......................... 151
7.1.7 Influéncia do nimero de pontos de Gauss ao longo da altura...........ccceeereenenennenne. 153
7.1.8 Influéncia do niimero de elementos finitos (discretizacdo espacial) ...........cceeeevennenne. 154
7.1.9 Influéncia do passo de tempo adotado (discretizagdo temporal)..........ccoceereverrennnnnne. 155
7.2 EXCIMPLOS ZEIALS ..veevvieivieiiieiiieeieesieeeteestteetteeeteereeseesseesteessseesseesseesseesseesssesssesssessseeseesssesses 157
7.2.1 Vigas curtas Sob flexa0 de tr€S PONLOS .....eevverieriiiirriierieerieeie ettt see e 157
7.2.2 Barra tracionada ..........oceeieiuiiieeeeee e ettt 163
7.2.3 Viga €M DALANGCO......eciieiieiiecieeie ettt ettt et et e st s b e e seessaesraeenseeseens 166
7.2.4 Viga biapoiada com for¢a uniformemente distribuida.........c.ceeeevievieniiniiiciecieenen, 168
7.2.5 Vaso de pressao ClINATICO....cuuiiiiirieiieiiecee ettt eveeveesereseressveesreereens 170
7.3 Aplicagdes praticas € exemplos de calibragao .........cccevvuveciieriienienierie e 174

7.3.1 Exemplo de calibragdo com base em ensaios de fluéncia a tragao...........ccccveevvenenne. 174



vi

7.3.1.1 Técnica de ajuste dOS PATAMEIIOS ........eeouieriieriieriieeiieeie ettt site sttt eeeeee e bt e saee e e 176
7.3.1.2 Metodologia de calibragdo da formulagao ...........ccceeevieriierierienienie e 180
7.3.1.3 Ensaio de fluéncia a trag@o de longa duragao...........cccceevueeieenieniiiieiiieeeceee 184
7.3.1.4 Teste de fluéncia a tragdo em dois niveis de teNSA0 ......cceeeeeeveeeeeeiiiieeeciiee e, 189
7.3.2 Painel SANAUICKHE.......cc.oiuiiieieiie e e 191
7.3.3 Pértico plano constituido por material polimérico refor¢ado com fibra de vidro ....... 196
7.3.4 Viga constituida por material polimérico refor¢cado com fibra de vidro..................... 202

8. ConSIACIACOES TINAIS......uviiiieiiiiie ettt ettt e ettt e ettt e e e ettt e e e ettt e e eeetteeeeeateeeeenteeeeeenreeeeeensees 206
8.1 CONCIUSDES ...ttt ettt ettt ettt b e s et et e te e be e beesbeesaeeeabeeabeebeenbeenneanaeas 206
8.2 Sugestoes para trabalhos fULUIOS ........ccveviiiriieiieiieeeee et 209
REFERENCIA BIBLIOGRAFICAS ......coovvuumriineiincieseeisesisee st 210

APENDICE — Deformagao ndo linear de engennaria ..............co.coovvoevoeeeeveeeeeeeeeeeeseeessseeeeseeeeseeeon. 218



vii

LISTA DE FIGURAS

Figura 2-1: Resposta mecanica de materiais s6lidos ao longo do tempo ..........ccceevevveiennene 11
Figura 2-2: (a) Fendmeno de fluéncia; (b) Fenomeno de relaxagao........c.ccccevvvevvveecveeeenneenne. 12
Figura 2-3: Estagios do fenomeno de flu€ncia.........cccveeeiiieeiiiiicciieeiieeee e 13
Figura 3-1: Mudanga de configuracdo de um corpo deformavel..........c.cccceevvverieniienieenennnen. 38
Figura 3-2: Mapeamento das configura¢des indeformada e deformada............cccccveevrnnennnen. 41
Figura 3-3: Estiramento de um elemento de linha..............coccoiiiiiiniiiiii e, 43
Figura 3-4: Distor¢ao entre dois elementos de linha.............cccooiiiiiniiiiiiiie, 45

Figura 3-5: Esquema representativo do processo iterativo do Método de Newton-Raphson

(CONIOle de fOTCA).....eiiiiiiiiiieeiie e e e e 57
Figura 3-6: Algoritmo referente ao Método dos Elementos Finitos Posicional....................... 58
Figura 4-1: Curva de deformagao ao 1ongo do tempo ..........coceevueriiriinienienicnecieccseeeee 61
Figura 4-2: (a) Elemento elastico; (b) Elemento VISCOSO0 ......ccuevverierienieniinienieieeiesieeieeee 61
Figura 4-3: Modelo generalizado de Maxwell (Argyris ef al., 1991)......cccveeveviiniiiniieneennen. 64
Figura 4-4: Modelo generalizado de Kelvin-Voigt (Argyris ef al., 1991) .....cccevvvviinvnncnnene 64
Figura 4-5: Modelo reoldgico de Kelvin-Voigt.........ccceveriiiriiniiiiniinieiienieneeeeeie e 65
Figura 4-6: Representacao da fluéncia pelo modelo reoldgico de Kelvin-Voigt ..................... 67
Figura 4-7: Representacao da relaxacao pelo modelo reologico de Kelvin-Voigt................... 69
Figura 4-8: Modelo reoldgico de BoltZmann ............cccoooeeiiiiiiiiiiiniiiniiiencecccce e 70
Figura 4-9: Representacdo da fluéncia pelo modelo reoldgico de Boltzmann......................... 74
Figura 4-10: Representagdo da relaxagdo pelo modelo reologico de Boltzmann..................... 76
Figura 4-11: Modelo reol0giCo d€ ZENET........cc..eeiuieriiiiiiiiiiiiiieeieeee et 78
Figura 4-12: Representagdo da fluéncia pelo modelo reologico de Zener ............ccceueeuennnene. 81
Figura 4-13: Representa¢do da relaxacao pelo modelo reoldgico de Zener...........cccceeeuenneene. 84

Figura 5-1: Parametriza¢dao da geometria de um elemento de portico plano com cinematica de
REISSIIET ...ttt ettt ettt 87

Figura 5-2: Diregoes de deformagdo na transformacao da configuracio indeformada para a

configuracdo deformada com auxilio do espago adimensional ...............cccevueneene 94
Figura 5-3: Interpretagdo esquematica dos modelos desacoplados.........c.ceeveeerieeerieeennnenne 102
Figura 5-4: Malha de integracdo bidimensional.............ccccoiiiiiiiiiiiiiiiniiieceeeeeee e, 104

Figura 5-5: Sec@o transversal [aminada...........cccoocveriiiiiiiniiiinieneeeeeeee e 107



viii

Figura 5-6: Barra tracionada...........ccoeeiuiriinieniiiierieieeesieete ettt 109

Figura 5-7: Evolugdo do vetor de correcdo das posigdes nodais e do vetor dos residuos para At

AT =9 8 ettt ettt et st b et aeees 111
Figura 5-11: Processo iterativo no grafico Posi¢ao X TempPo......c.cccvevverviienieeciienieeieeennene 112
Figura 5-12: Processo iterativo no grafico For¢a X POSICAO........ccccueeiiieniiiiiiniiiienieeeee, 113
Figura 5-13: Relagdo entre passo de tempo, tempo de retardo e deformagao possivel.......... 116
Figura 5-14: Processo iterativo para 0 caso de At > 1€ ...ccviviieriieriieniieieeeieeeeee e 117
Figura 5-15: Processo iterativo para 0 caso de At < £€ ..ooevviieiieriieiienieeeeeee e 117

Figura 5-16: Procedimento simplificado para evitar o problema de divergéncia no processo
TERTALIVO ...ttt ettt ettt ettt e e e bttt e a e bt et et e bt et eat e e b e et e 120
Figura 5-17: Processo iterativo no grafico Forca externa X Posi¢a0 ........ccccecveeevierveecieennnnnne. 121

Figura 6-1: Parametriza¢do da geometria de um elemento de portico plano com cinematica de

Bernoulli-EUler .......ccoooiiiiiiiee e 123
Figura 6-2: Parametrizacao da medida de deformagao ...........cceevevvveviieinciiienciiciecee e, 127
Figura 7-1: Barra tracionada...........cceeeuieeiiieeiiiie ettt eeiee et eereeesaee e e sneeeenneeas 136
Figura 7-2: Viga biapoiada com forga vertical centrada .............coceeverieniiiiniinicncnicncee 136

Figura 7-3: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fungao
do mddulo de elasticidade E1........cocueiviiiiiiiiiiiiiiiiiieceeeee e 137
Figura 7-4: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e
em func¢ao do modulo de elasticidade E.......ccocvveeeiiieeiiieeiieeeiee e 137
Figura 7-5: (a) Deslocamento axial absoluto e (b) deslocamento axial relativo da extremidade
livre da barra ao longo do tempo e em fungdo do médulo de elasticidade Ej..... 138
Figura 7-6: (a) Deslocamento transversal absoluto e (b) deslocamento transversal relativo no

meio do vao da viga ao longo do tempo e em fun¢do do mddulo de elasticidade £

Figura 7-7: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fungao

do MOAUIO € ElaStICIAAAE Eounneeeeeeeeeeeeeee e e e ea e 139



X

Figura 7-8: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo ¢
em funcao do modulo de elasticidade Eo........cccvvveeviieeiiiieiieeeieeeeee e 139

Figura 7-9: (a) Deslocamento axial absoluto e (b) deslocamento axial relativo da extremidade
livre da barra ao longo do tempo e em fungdo do modulo de elasticidade £>..... 140

Figura 7-10: (a) Deslocamento transversal absoluto e (b) deslocamento transversal relativo no

meio do vao da viga ao longo do tempo e em fun¢do do mddulo de elasticidade E>

Figura 7-11: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em
funcdo do modulo de viScoSIAAde 7.......cecvieruiieiiiiiiiiiecieeeee e 141
Figura 7-12: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e
em fungdo do modulo de viscosidade 7........c.eecveeriiiiiieniieiieieeeece e 142
Figura 7-13: (a) Deslocamento axial absoluto e (b) deslocamento axial relativo da
extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fungdo do modulo de
VISCOSIAAAR 77 .vveiniriieiiie ettt e e e e e abe e e aaeeenreeennns 142
Figura 7-14: (a) Deslocamento transversal absoluto e (b) deslocamento transversal relativo no

meio do vao da viga ao longo do tempo e em fun¢do do mddulo de viscosidade 7

Figura 7-15: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em
fungdo do coeficiente de POISSON V.......coocuiiiiiiiiiiiiiieecece e 144

Figura 7-16: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e
em funcao do coeficiente de PoiSSON V......cccoeeeciiiieiiiiiiiicciecee e 144

Figura 7-17: (a) Deslocamento transversal absoluto e (b) deslocamento transversal relativo no

meio do vao da viga ao longo do tempo e em funcao do coeficiente de Poisson v

............................................................................................................................. 145
Figura 7-18: Respostas dos diferentes modelos para o caso da barra tracionada................... 147
Figura 7-19: Respostas dos diferentes modelos para o caso da viga biapoiada...................... 147
Figura 7-20: Correlagdo entre os parametros dos diferentes modelos adotados .................... 151

Figura 7-21: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em

funcao do numero de pontos de Gauss ao longo do comprimento dos elementos

Figura 7-22: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e
em funcao do nimero de pontos de Gauss ao longo do comprimento dos

CLEIMIETITOS .t mnnnennnnnnn 152



Figura 7-23: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em
funcdo do numero de pontos de Gauss ao longo da altura dos elementos........... 153
Figura 7-24: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e
em funcao do nimero de pontos de Gauss ao longo da altura dos elementos..... 153
Figura 7-25: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo ¢ em
fungdo do NUMEro de CleMENLOS .......eeeeuviieeiiieeiie e e 154
Figura 7-26: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e
em fungao do NUMEro ClemMentoS ..........coocuiiiiiiiiiieieciiee e e 155
Figura 7-27: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo ¢ em
funcdo do passo de tempo adotado ........cccveevuiieiiiiiiiiieie e 156
Figura 7-28: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e
em funcao do passo de tempo adotado ..........eeecveeeeiiieiiiiieeiee e 156
Figura 7-29: Viga biapoiada com forga centrada ............cccveeevieriieviienieeiienie e 158
Figura 7-30: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e
em func¢do da relagado altura/vao, utilizando-se duas cinematicas distintas.......... 159
Figura 7-31: Aumento percentual nos deslocamentos devido aos efeitos do cisalhamento em
fungdo da relag@0o altura/VAO .........cocuveieiiiieiieceee e 161
Figura 7-32: Aumento percentual nos deslocamentos devido aos efeitos do comportamento

viscoelastico em fung¢do da relagdo altura/vao e em diferentes instantes de tempo

Figura 7-33: Aumento percentual nos deslocamentos devido aos efeitos simultaneos do
cisalhamento e do comportamento viscoelastico em fun¢do da relagdo altura/vao e
em diferentes INstantes de tEMPO.......eeeuieeeiiieriieeeiie e e 162
Figura 7-34: Barra tracionada..........ccceevueriiriiiiiiiinieieeieseec ettt 163
Figura 7-35: Deslocamentos axiais ao longo do tempo em fun¢@o do passo de tempo e
considerando-se o modelo reologico de Kelvin-Voigt.........cccecveeeviiivnieiinnnnne, 164
Figura 7-36: Deslocamentos axiais ao longo do tempo em fungdo do passo de tempo e
considerando-se o modelo reoldgico de Boltzmann...........c.cccceeeeieviieiieniinnnn. 165
Figura 7-37: Processos de deformagdo e recuperagdo respectivamente com os modelos de
Kelvin-Voigt e de Boltzmann............ccccceveiiieeiiiieiieeeeceeeeee e 166
Figura 7-38: Viga em balanco .........cccoiiiiiiiiiiiie e 166
Figura 7-39: Deslocamentos verticais da extremidade livre em processo de deformacao e

recuperagdo respectivamente com os modelos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann



X1

Figura 7-40: Viga bIlapoiada.........cccueeciiiriiieiieiieciieeie ettt ettt 168

Figura 7-41: Deslocamentos verticais no meio do vao com os modelos de Kelvin-Voigt e de
BOIZMANN ..ottt 170

Figura 7-42: Cilindro sob pressao interna uniforme...........coeccueeeeeeeeiieesiieeeniieeeieeeeveeeeneee s 171

Figura 7-43: Discretizagdo da geometria em elementos de placa (Mesquita e Coda, 2002)..172
Figura 7-44: Discretizagdo da geometria em elementos de pOrtico.........ccveveeevienveeiveennnnne. 172

Figura 7-45: Deslocamento radial ao longo do tempo considerando-se o modelo se Kelvin-

Y01« APPSR 173
Figura 7-46: Deslocamento radial ao longo do tempo considerando-se o modelo Boltzmann
............................................................................................................................. 173
Figura 7-47: Corpo de prova de PEAD, dimensdes em [mm] (Liu, 2007) ....c.ccevvvevuieenennnen. 174
Figura 7-48: Resultados de ensaios de fluéncia a tragdo em corpos de prova de PEAD
(adaptado de Lit, 2007) ..c..eeeiieiieeiieieeeie ettt ettt 175
Figura 7-49: Resultados numéricos ajustados e resultados experimentais dos ensaios de
fluéncia a tragao do PEAD ........oooiiiiii e 179

Figura 7-50: Curva referente ao modulo de elasticidade £; em func¢do do nivel de tensdo ... 181
Figura 7-51: Curva referente ao modulo de elasticidade £> em funcdo do nivel de tensdo ... 181
Figura 7-52: Curva referente ao modulo de viscosidade 77 em fung¢do do nivel de tensdo..... 181
Figura 7-53: Resultados numeéricos calibrados, resultados numéricos ajustados e resultados
experimentais dos ensaios de fluéncia a tracdo do PEAD ..........cccccvvvierinnnnnne. 182
Figura 7-54: Resultados numéricos calibrados e resultados experimentais de ensaios de
fluéncia a trag@0 do PEAD .....cccuviiiiiiieeeeeee e 183
Figura 7-55: Resultados numéricos calibrados e resultados experimentais do ensaio de
fluéncia a tragao de 7 dias sob tensdao de 6,89 MPa...........ccccoeeeeviiiiiiiieecennnen.. 184
Figura 7-56: Resultados numéricos calibrados, resultados numéricos ajustados e resultados
experimentais do ensaio de fluéncia a tragdo de 7 dias sob tensdo de 6,89 MPa 185
Figura 7-57: Resultados referentes a 1 dia de ensaio .........cccceeveeviiiiiiniiiicenicieeceeee, 187
Figura 7-58: Resultados referentes a 7 dias de €nSaio.........ccceeevueerieiiiienieiieenieeieeieeieeen 188
Figura 7-59: Resultados numéricos calibrados, resultados numéricos ajustados, previsao pela
Lei de Findley e resultados experimentais do ensaio de fluéncia a tragao de 7 dias
SOb tenSA0 de 6,89 MPa ......ccoooviiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 189
Figura 7-60: Resultados numéricos calibrados e resultados experimentais do teste de fluéncia

a tracdo com dois niveis de tensdo (5,25 MPa e 8,31 MPa).........ccccceevverennennne. 190



xii

Figura 7-61: Resultados numéricos calibrados e resultados experimentais do teste de fluéncia
a tragdo com dois niveis de tensdo (10,59 MPa e 5,35 MPa) ......c..ccceeevveeieennenn. 191

Figura 7-62: Caracteristicas geométricas do painel sanduiche..........c.cccccvvevriienciiincieeenien, 192

Figura 7-63: Resultados numéricos e resultados experimentais referentes a flecha total no
meio do vao a0 1oNg0 dO tEMPO......ccueeeiieiiieiieiieeieee e 194

Figura 7-64: Resultados numéricos e resultados experimentais referentes a contribuicao da

fluéncia para a flecha no meio do vao ao longo do tempo .........cccccveeeeveernrennnee. 194
Figura 7-65: Caracteristicas geométricas do portico plano .........cccceeeeeeecvieeecieeenciieenciee e, 196
Figura 7-66: Interpretagdo esquematica dos modelos desacoplados..........cceceeeveerveecreennnnne. 198
Figura 7-67: Resultados experimentais de deformacao axial ao longo do tempo................... 199

Figura 7-68: Resultados experimentais de deformacao por cisalhamento ao longo do tempo

Figura 7-69: Resultados numéricos, resultados analiticos e resultados experimentais referentes
a flecha no meio do vao do pértico plano ao longo do tempo..........cccevverevennenn. 200

Figura 7-70: Perfil estrutural real submetido ao teste de fluéncia a flexdo de quatro pontos (S4,

Figura 7-72: Resultados experimentais referentes as deformacgdes axiais maximas do perfil
ESETUTUTAL ..ottt 203
Figura 7-73: Resultados numéricos calibrados, resultados numéricos ajustados e resultados

experimentais referentes a flecha no meio do VA0.......cccceeeviieriiiiieiiiiiieniece, 204



LISTA

Tabela 5-1:

Tabela 5-2:

Tabela 5-3:

Tabela 7-1:

Tabela 7-2:
Tabela 7-3:

Tabela 7-4:
Tabela 7-5:

Tabela 7-6:
Tabela 7-7:

Tabela 7-8:

xiii

DE TABELAS

Resultados do processo iterativo para barra tracionada com passo de tempo igual
a 12 s e com base na EQuacao (5-113)....cccciiiieiiiiiiieeieeceeeee e 118
Evolugdo do vetor de correcao das posigdes nodais no processo iterativo sem
utilizar 0 fator de retardo ........c.eevvieiiieeiieieee e 118
Evolu¢ao do vetor de corre¢do das posi¢des nodais no processo iterativo
utilizando-se 0 fator de retardo...........eecveieeiieeiiieeee e 119
Resultados obtidos na andlise viscoelastica da viga biapoiada com duas
cinematicas distintas ¢ variando-se a relag@o altura/vao ..........c.cccceeeeeveeennnnnne, 160

Resultados analiticos de flecha instantdnea e flecha final...........ccceveveeeveveeennnnnn. 160

Parametros do modelo de Boltzmann obtidos pela técnica de ajuste.................. 179
Parametros do modelo de Boltzmann obtidos pela técnica de ajuste para tensdo de
0,89 MPa.....iiiieetee et 185
Resultados referentes a contribui¢cdo da fluéncia para a flecha no meio do vao.195
Resultados de flecha instantanea, flecha final e contribui¢do da fluéncia para a

flecha N0 ME10 O VA .....eiiiiiiiiiiiiiieei e 201
Resultados de flecha instantanea, flecha final e contribuicdo da fluéncia para a

T1ECHA 110 MIEIO O VA ... oottt e e e et e e e e e e e e e e e aaeaaaaeeeas 204



LISTA DE SIMBOLOS

Area da secio transversal

Parametro do material dependente da tensao

Parametro do material dependente da tensao

Parametro do material dependente da tensao

Parametro do material dependente da tensao

Coeficiente de viscosidade associado ao primeiro pardmetro de Lamé

Coeficiente de viscosidade associado ao segundo parametro de Lamé

Base (largura da lamina)
Parametro definido pelas posi¢des nodais; Localizagcdo do centroide

Tensor constitutivo
Tensor constitutivo modificado

Parametro definido pelas posigdes nodais

Comprimento de uma fibra arbitraria do corpo na configuragdo indeformada
Comprimento de uma fibra arbitraria do corpo na configuragdo deformada
Fungdo de relaxagdo

Matriz viscosa
Matriz viscosa modificada

Funcao de relaxagdo instantanea

Fungdo de relaxagdo transiente

Operador Delta de Kronecker

Pardmetro definido pelas posi¢des nodais

Modulo de elasticidade longitudinal

Modulo de elasticidade longitudinal da mola em série
Mobdulo de elasticidade longitudinal da mola em paralelo
Modulo de elasticidade longitudinal equivalente
Deformagao inicial prescrita

Deformagao final

Deformagao total por fluéncia dependente do tempo
Deformagao elastica inicial dependente da tensdo e da temperatura
Funcdo de fluéncia dependente da tensdo e da temperatura

Tensor de deformagdes; Campo das deformagdes; Deformacao total

X1V



€

€I

oy

9qr

Jo

Jt
1/r

T > M

&)

Primeiro invariante do tensor de deformagoes

Segundo invariante do tensor de deformagdes
Deformacgao normal longitudinal na linha centroidal
Taxa de deformacdo; Tensor das taxa de deformacao
Solucdo da equacado diferencial homogénea em termos de deformacgado
Solugdo da equagdo diferencial em termos de deformagao
Contribuigdo da fluéncia para a deformacao

Modulo de viscosidade

Parametro definido pelas posi¢des nodais

Fungdo mudanga de configuragdo

Fator de retardo

Forcas externas aplicadas

Componente do tensor gradiente de deformagao

Tensor gradiente de deformagao

Fator de transformacéo

Funcao de forma do né n

Modulo de elasticidade transversal

Modulo de elasticidade transversal da mola em série
Modulo de elasticidade transversal da mola em paralelo

Componente do vetor dos residuos
Componente da Matriz Hessiana

Distorcao angular

Altura da se¢@o transversal do elemento estrutural; Espessura do tubo
Momento de inércia da se¢ao tranversal

Funcéo de fluéncia; Jacobiano

Funcao de fluéncia independente do tempo

Fungdo de fluéncia dependente do tempo

Curvatura

Parametro do material; Coeficiente de cisalhamento
Comprimento do componente estrutural
Comprimento inicial

Estiramento na linha centroidal

Estiramento; Primeiro parametro de Lamé

Segundo pardmetro de Lamé

Primeiro parametro de Lamé modificado

XV



3121&5"&

S S

<

> 1 VIS TR o W

= Y™

i

)
o P o °

<

XVi

Segundo pardmetro de Lamé modificado

Vetor unitario; Pardmetro representativo da viscoelasticidade do material
Vetor unitario

Versor na configuragdo deformada

Versor na configuracdo indeformada

Constante do material independente da tensdo; Identificacdo do nod
Parametro representativo da viscoelasticidade do material

Cocficiente de Poisson

Dominio na configura¢do indeformada

Dominio na configuragdo deformada

Ponto na configuragdo indeformada

Ponto na configuracdo deformada

Ponto sobre a linha centroidal na configuracao indeformada

Ponto sobre a linha centroidal na configura¢ao deformada

Energia potencial das forcas externas

Energia potencial total

Propriedades do material dependentes do tempo, da temperatura e do nivel de tensao
Variavel adimensional auxiliar na parametrizacao

Propriedades do material dependentes do tempo, da temperatura e do nivel de tensdo
Campo das tensdes normais longitudinais; Tensao total

Tensdo inicial prescrita

Tensao final

Taxa de tensdo

Valor absoluto do nivel de tensdo normal longitudinal

Solugdo da equagdo diferencial homogénea em termos de tensdo

Solucdo da equagado diferencial em termos de tensao

Tempo apds o carregamento

Tempo de retardo

Tempo de relaxacao

Intervalo de tempo (passo de tempo)

Variavel auxiliar de tempo

Giro da se¢do transversal na configuragdo indeformada
Gira da secdo transversal na configura¢do deformada
Parametro nodal do né n na configuracao indeformada
Parametro nodal do né n na configura¢do deformada

Energia de deformagdo especifica



RIXRQ‘QQ
)
<

>

dx
AX
AX,
laX]]

:~< "<z‘<z"<‘<3><

N

Primeira derivada da energia de deformacao total

Segunda derivada da energia de deformagao total

Energia de deformacao total

Coordenadas na configuracao indeformada

Coordenadas na configuragdo deformada

Coordenada na linha centroidal na configuragao indeformada
Coordenada na linha centroidal na configuracao deformada
Vetor de posicdes atuais

Seguimento infinitesimal de linha na configuracdo indeformada
Seguimento infinitesimal de linha na configura¢ao deformada
Vetor de correcao das posi¢des nodais

Componente do vetor de correcdo das posi¢des nodais
Norma euclidiana do vetor de corre¢do das posi¢des nodais
Pardmetro nodal do n6 n

Coordenadas na configuracao indeformada

Coordenadas na configuragdo deformada

Coordenada na linha centroidal na configuragdo indeformada
Coordenada na linha centroidal na configuracdo deformada

Parametro nodal do no6 n

Coordenada auxiliar ortogonal a linha centroidal do elemento finito

Deslocamento vertical (flecha) no meio do véao

Xvil



INTRODUCAO

A constante busca por solugdes de engenharia, mais especificamente no ambito da
engenharia de estruturas, que apresentem desempenho eficiente (estrutura com boa relagdo
resisténcia/peso, que seja previsivel e segura e com custo econdmico adequado), reforca a
importancia de estudos relacionados ao conhecimento dos diferentes comportamentos dos
materiais estruturais e as simulagdes mais precisas de componentes e sistemas estruturais em
condigdes de servigo variadas e constituidos por materiais diversos. Dentro desta concepgao,
muitos estudos estdo relacionados a modelagem do comportamento de materiais nao
convencionais e as analises mais complexas e realistas de estruturas e componentes estruturais
nas mais diversas areas como infraestrutura, constru¢do civil, indastria mecanica, industria
aeroespacial, entre outras. No entanto, essas analises mais complexas apresentam solucdes
analiticas restritas, sendo muitas vezes necessario recorrer aos métodos numéricos, como as
diferentes formulagdes encontradas na literatura baseadas no Método dos Elementos Finitos

(MEF).

Os métodos numéricos se desenvolveram e se diversificaram de uma forma acelerada
devido a popularizagdo e aos constantes desenvolvimentos dos recursos computacionais, sendo
atualmente muito requisitados em projetos e estudos nas mais diversas areas do conhecimento.
Entretanto, apesar do avango e da capacidade dos métodos numeéricos em simular
comportamentos complexos das estruturas, em andlises mais realistas e de utilidade pratica de
engenharia os resultados numéricos perdem expressividade se as propriedades fisicas dos
materiais constituintes ndo forem bem determinadas e as expressdes que regem as respostas as
solicitagdes nao refletirem de forma satisfatoria os comportamentos esperados. Por esse motivo,
ensaios adequados devem ser realizados, levando-se em consideragdo o comportamento
esperado e as aplicacdes e limitagdes de cada material, a fim de se obter resultados
experimentais representativos e confiaveis. De forma analoga, os resultados experimentais sdo

menos expressivos se os métodos numéricos nao forem capazes de reproduzir de forma



satisfatoria as diferentes complexidades dos sistemas estruturais € dos comportamentos
mecanicos. Essa interdependéncia expde a importancia ndo s6 do desenvolvimento de estudos
que levam em consideragdo os aspectos numéricos ou de estudos que levam em consideragao
0s aspectos experimentais, mas, a importancia da interacao entre eles. Sendo o avango cientifico
nessas areas resultado de um processo interativo e iterativo, em que os procedimentos e tipos
de ensaio sdo desenvolvidos e aprimorados a partir de resultados numéricos e os métodos

numéricos sao desenvolvidos e aprimorados a partir de resultados experimentais.

Os avangos cientificos advindos dos estudos numéricos e experimentais possibilitam
previsdes mais confidveis do comportamento mecanico das estruturas constituidas por
diferentes tipos de materiais em condi¢des de servico mais gerais e severas, proporcionando o
maior aproveitamento de suas propriedades e funcionalidades. No entanto, muitas das
aproximacodes e hipoteses da teoria linear deixam de ser validas, sendo necessario recorrer as
analises que levam em consideragdo os comportamentos ndo lineares e que representam com

maior fidelidade a resposta mecanica dos materiais e das estruturas.

Dentre os comportamentos nao lineares aos quais uma estrutura quase-estatica esta
submetida destacam-se as ndo linearidades geométricas relacionadas ao equilibrio na posi¢do
deformada e as nao linearidades fisicas representadas pelas relagdes constitutivas ou reologicas.
As relagdes constitutivas ou reologicas sdo expressas por equagdes tensdo-deformagao que
podem incluir a dependéncia de varidveis especificas, como tempo, temperatura, umidade,
pressdo, entre outras. Essas relagdes possibilitam a obtencdo da resposta localizada em um
ponto material contido no meio em termos de deformagdo (expressa pelo tensor de
deformacdes) devido a uma solicitacdo localizada em termos de tensdo (expressa pelo tensor
de tensdes), e vice-versa. Conhecendo-se essas relacdes para cada ponto que compde o meio €
possivel avaliar o comportamento do componente estrutural ou do sistema estrutural como um
todo, em geral, associando-se essas relagdes a modelos constitutivos a fim de considerar a
resposta mecanica em diferentes processos como carregamentos e descarregamentos e

considerar diferentes efeitos como dano e envelhecimento.

De uma forma idealizada, as relagdes constitutivas ou reoldgicas descrevem basicamente
a interdependéncia entre as tensdes e as deformagdes por meio da consideragdo de efeitos
associados aos comportamentos mecanicos eldstico, plastico e viscoso. Em geral, os materiais
reais apresentam comportamentos mecéanicos intermediarios envolvendo efeitos simultaneos

entre dois ou trés desses, como os comportamentos viscoelastico, elastoplastico, viscoplastico



e viscoelastoplastico (Meyers e Chawla, 2009; Findley et al., 1989). Além disso, os
comportamentos dos materiais ainda podem ser caracterizados levando-se em consideracdo a
capacidade dos materiais se deformarem até apresentar falha. Neste sentido os comportamentos

dos materiais podem ser caracterizados como ducteis ou frageis (lineares ou ndo lineares).

Dentre os materiais ndo convencionais utilizados em elementos estruturais abordados em
recentes estudos se destacam os materiais poliméricos e os materiais compostos com matriz
polimérica, principalmente por apresentarem boa relagdo resisténcia/peso em comparagao aos
materiais estruturais convencionais. Contudo, dependendo de suas propriedades e dos niveis de
tensdo aos quais estdo submetidos, esses materiais apresentam comportamento mecanico
viscoelastico ou viscoelastopldstico ndo linear, em que os parametros do material ndo sdo
considerados constantes ¢ podem variar com tempo, temperatura, tensao, deformacao e/ou
outras grandezas de estado fisico. Esses comportamentos caracterizam-se principalmente pela
dependéncia do tempo nas respostas as solicitagdes externas e sao descritos pela combinago
do comportamento viscoso, tipico de materiais fluidos, com o comportamento elastico e/ou
plastico, tipico dos materiais s6lidos (Findley et al., 1989). Assim, muitos trabalhos estdo
relacionados ao estudo e modelagem do comportamento desses materiais, como exemplos
podem ser citados os trabalhos de Godat et al. (2013), Késtner et al. (2012), Sd et al. (2011a) e
Kiihl et al. (2016).

Segundo Findley et al. (1989), Meyers e Chawla (2009) e Finnie e Heller (1959) os estudos
sobre viscoelasticidade em materiais solidos tém sido desenvolvidos h4 aproximadamente dois
séculos, sendo seus primeiros experimentos desenvolvidos e publicados em 1834 pelo
engenheiro francés Louis Joseph Vicat (Vicat, 1834). Além disso, as pesquisas € avangos nessa
area se intensificaram no ultimo século com o desenvolvimento e aprimoramento de tecnologias
e aplicagdes praticas nas quais os comportamentos viscoelastico e viscoelastoplastico sdo mais
acentuados, como a propria utilizacdo de materiais poliméricos e materiais compostos em
elementos estruturais e a exposicdo de elementos estruturais a condi¢des de servico mais
severas, principalmente em relacdo a temperaturas elevadas, como nas turbinas a gas, reatores
nucleares, processos de fabricacdo de molas, situagcdes de incéndio e industrias quimicas e

petroquimicas.

No presente estudo o interesse restringe-se a0 comportamento mecanico viscoelastico nao
linear de materiais solidos, o qual pode ser caracterizado por dois fendmenos principais. O

primeiro descreve a variagdo da deformac¢do de um material s6lido ao longo do tempo quando



submetido a um estado de tensdo constante, conhecido como fendmeno de fluéncia. O segundo
descreve a variacao da tensdo ao longo do tempo quando submetido a um estado de deformagao
constante, conhecido como fendmeno de relaxacao (Marques e Creus, 2012; Christensen, 2003;

Findley et al., 1989).

O fendmeno de fluéncia apresenta considerdvel relevancia em materiais vitreos ou
amorfos, em geral materiais poliméricos e materiais compostos, principalmente com matrizes
poliméricas (Meyers e Chawla, 2009; Argyris et al., 1991; Scott et al., 1995), sendo esse,
também, um fendmeno relevante no estudo de estruturas de madeira. Em longos periodos de
tempo sujeitos a tensdo constante, esses materiais chegam a apresentar deformagdes adicionais
superiores a um quarto da deformacdo eléstica, podendo causar falha estrutural ou até
rompimento do material sob acao de campos de tensdes consideravelmente inferiores a tensao
limite do material (Findley, 1987; S& et al., 2011a; Youssef, 2010). No entanto, até os materiais
com estrutura quimica cristalina, como particularmente os metais, podem apresentar um
comportamento de fluéncia relevante sob temperaturas superiores a um terco de sua temperatura
de fusdo. Dessa forma, um nimero consideravel de falhas a altas temperaturas pode ser
atribuido a viscosidade do material, tornando também importante o estudo da fluéncia em
componentes mecanicos e estruturais metalicos submetidos a temperaturas elevadas (Finnie e
Heller, 1959; Yao et al., 2007; Kassner e Pérez-Prado, 2004). Para o caso de materiais
ceramicos a fluéncia pode se tornar relevante sob temperaturas superiores a metade de sua
temperatura de fusdo (Meyers e Chawla, 2009), sendo importante avaliar a situagdo de servigo

desses materiais em sistemas de isolamento e retengao de calor, como em alto-fornos.

O fenomeno de relaxacdo, por sua vez, € particularmente importante no caso de problemas
envolvendo estruturas constituidas por membranas, cabos de aco, estais, cordas e unides por
pressdo, nas quais ¢ comum o estado de deformacdo constante. Um caso particular e de
fundamental importdncia em aplicagdes na construg¢do civil é o de estruturas de concreto
protendido. Nesse caso o cabo de aco tracionado esta submetido ao fenomeno de relaxagdo e o
concreto comprimido estd submetido ao fendmeno de fluéncia. Como caso comum em
aplicagdes na industria mecanica, pode-se citar as unides parafusadas entre pecas poliméricas.
Nesse caso, a pressdo de contato oriunda da unido parafusada entre as pecas, tipico estado de
deformacao constante, experimenta um alivio gradativo devido ao fendmeno de relaxagao. Tal
fato pode originar problemas de vibragdes e ruidos, além, de possiveis sobrecargas em

componentes estruturais € nos proprios parafusos utilizados na unido.



1.1 Objetivo

Dentro deste contexto, o presente estudo tem como objetivo apresentar o desenvolvimento
de uma formula¢do numérica, baseada no Método dos Elementos Finitos Posicional, capaz de
descrever o comportamento mecanico viscoeldstico em estruturas discretizadas por elementos
de portico plano, considerando-se os efeitos do cisalhamento. Para tal, os relevantes efeitos do
cisalhamento no comportamento viscoeldstico, assim como ¢ observado por referéncias citadas
ao longo do texto, sdo levados em consideragcdo de forma original pela utilizagdo de elementos
com cinematica de Reissner. O comportamento viscoelastico € avaliado por meio de relagdes
tensdo-deformagdo obtidas a partir de modelos reologicos que levam em consideragdo a

variavel tempo, assim como em estudos disponiveis na literatura e citados ao longo do texto.

Além disso, os seguintes objetivos especificos s3o considerados ao longo do

desenvolvimento da formulacgao e das analises realizadas:

1) Implementar computacionalmente as formulagdes desenvolvidas adotando-se
elementos de portico plano com as cinematicas de Bernoulli-Euler e de Reissner, com
base no Método dos Elementos Finitos Posicional e considerando-se o comportamento

mecanico viscoelastico.

2) Apresentar as relagdes tensdo-deformacdo para materiais isotropicos considerando-se
diferentes modelos reoldgicos tipicamente utilizados para avaliagdo da resposta

viscoelastica em materiais solidos.

3) Desenvolver uma técnica de ajuste dos parametros dos modelos reoldgicos e uma
metodologia de calibragdo da formulagdo com base em resultados experimentais de

ensaios de fluéncia a tracao.

4) Realizar uma analise paramétrica utilizando-se a formula¢do posicional particularizada
para elementos de portico plano com a cinemadtica de Reissner, a fim de se avaliar a
influéncia dos pardmetros fisicos e numéricos na descricdio do comportamento

viscoelastico.

5) Avaliar comparativamente os resultados obtidos com a formulac¢ao posicional adotando-
se elementos de portico plano com as cinematicas de Bernoulli-Euler e de Reissner,

identificando-se os efeitos do cisalhamento no comportamento viscoeléstico.



1.2 Justificativa

Apresentada originalmente em Coda (2003) e Coda e Greco (2004), a formulacao
posicional do Método dos Elementos Finitos, denominada neste estudo de Método dos
Elementos Finitos Posicional, apesar de relativamente recente, tem sido objeto de estudo de
varios pesquisadores, principalmente devido a sua capacidade de aplicacdo a anélises nao
lineares, como ¢ descrito na se¢do 2.2. da revisdo bibliografica. Em Rabelo (2015) e Rabelo et
al. (2018) essa formulagdo ¢ desenvolvida e implementada para analise de trelicas espaciais
com nao linearidades geométricas e fisicas. Nesses trabalhos, a formulacao ¢ particularizada
para descricdo do comportamento viscoelastico, sendo a contribui¢do deste comportamento
introduzida a partir da relagdo reoldgica obtida do Modelo de Zener. Em Becho et al. (2015) e
Becho (2016) essa formulagdo ¢ desenvolvida e implementada para analise de estruturas
reticuladas planas discretizadas por elementos de portico. Nesses trabalhos, a formulagao ¢
particularizada para descricdo do comportamento viscoeldstico em vigas e estruturas de portico
plano, considerando-se a cinemadtica de Bernoulli-Euler e a relacdo reoldgica obtida do Modelo
de Zener. No entanto, em Becho (2016) sdo observadas diferengas entre os resultados
numéricos obtidos pela formulacao desenvolvida e os resultados experimentais apresentados na
literatura cientifica, sendo essas diferencas atribuidas, entre outros fatores, a ndo consideracao
dos efeitos do cisalhamento na deformacdo viscoeléstica. Diferentes estudos experimentais
reforcam essa afirmagdo, demonstrando que os efeitos do cisalhamento na deformagdo
viscoelastica ndo podem ser negligenciados, dependendo das caracteristicas fisicas do material,
das caracteristicas geométricas do elemento estrutural e das condi¢cdes de servigo impostas,
como pode ser observado nos trabalhos de Bank e Mosallam (1992), Mottram (1993), Abdel-
Magid et al. (2003), Shao e Shanmugam (2004), Sa et al. (2011a) e Sa et al. (2011b), os quais

sdo brevemente descritos na se¢do 2.1 da revisdo bibliografica.

Com base nestas colocagdes € no objetivo proposto, o presente estudo ¢ apresentado como
uma contribui¢do para o desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos Posicional, como
detalhado na secdo 2.2 da revisdo bibliografica, fornecendo subsidio e encorajando o
prosseguimento de pesquisas na drea e incentivando a utilizagdo do método como uma
alternativa em rela¢do as consolidadas formula¢des do Método dos Elementos Finitos,
principalmente em analises de problemas envolvendo ndo linearidades. Além disso, os
desenvolvimentos contidos no presente estudo e os resultados obtidos sao apresentados como

contribuicdo para ampliar o entendimento em relagdo a descricao numérica do comportamento



viscoelastico e de seus efeitos em componentes e sistemas estruturais. Adicionalmente, sdo
destacados aspectos relacionados aos procedimentos necessarios a sua implementagdo
computacional, para que pesquisadores na area possam confrontar com os desafios enfrentados

em suas respectivas formulagdes e implementagdes.

1.3 Metodologia e organizacao do texto

Para alcancar o objetivo proposto neste estudo e apresentar de forma organizada os

desenvolvimentos e resultados da pesquisa, as seguintes etapas sdo seguidas:

1) Revisdo bibliografica a respeito do Método dos Elementos Finitos Posicional e da
Teoria da Viscoelasticidade. Apresentada no Capitulo 2, esta etapa tem como objetivo
embasar e situar o estudo nos respectivos temas, identificando e justificando sua

relevancia e contribuigdo cientifica.

2) Desenvolvimento da formulacdo geral do Método dos Elementos Finitos Posicional,
reproduzindo procedimentos apresentados nos trabalhos de Greco (2004) e Maciel
(2008). Apresentada no Capitulo 3, esta etapa tem como objetivo proporcionar o
entendimento da base da formulagao posicional e a identificagdo dos pontos passiveis
de particularizagdo para descri¢do dos comportamentos mecanicos de interesse e para

considera¢do dos elementos finitos e das cinematicas de interesse.

3) Desenvolvimento das relagdes tensdo-deformag¢do com base em modelos reoldgicos
tipicamente utilizados para avaliacdo da resposta viscoeldstica em materiais so6lidos.
Apresentada no Capitulo 4, esta etapa tem como objetivo o desenvolvimento das
relagdes tensdo-deformacgdo dependentes do tempo necessarias a particularizagdo da
formulacao para descrigdo do comportamento mecanico viscoeldstico, além, de

proporcionar o entendimento dos modelos reologicos e suas caracteristicas.

4) Desenvolvimento da formulagdo, com base no Método dos Elementos Finitos
Posicional, capaz de descrever o comportamento mecanico viscoeldstico em elementos
de poértico plano com cinematica de Reissner. Apresentada no Capitulo 5, esta etapa tem
como objetivo introduzir o comportamento viscoeldstico na formulacdo posicional,
através das relagdes reologicas obtidas no Capitulo 4, considerando-se os efeitos do
cisalhamento por meio do desacoplamento entre o giro da secdo transversal e os

deslocamentos. A formulagdo ¢ desenvolvida com base no trabalho de Maciel (2008) e



nos procedimentos apresentados no Capitulo 3. Adicionalmente, a fim de possibilitar a
introdugdo do comportamento viscoelastico ndo sé em relacao a contribui¢ao deste na
linha centroidal, mas em relacao a contribuicao ao longo da altura da secao transversal,
¢ adotada uma abordagem de parametrizagao da altura que possibilita considerar a se¢ao
transversal como laminada. Além disso, sdo apresentados procedimentos necessarios a
implementagdo numérica, como os procedimentos para consideragdo da se¢ao laminada,
procedimentos para avaliagdao das taxas de deformagdo e tensdo e procedimentos para

evitar um problema especifico de divergéncia no processo iterativo.

5) Desenvolvimento da formulagcdo, com base no Método dos Elementos Finitos
Posicional, capaz de descrever o comportamento mecanico viscoeldstico em elementos
de portico plano com cinemadtica de Bernoulli-Euler. Apresentada no Capitulo 6, esta
etapa tem como objetivo introduzir o comportamento viscoelastico na formulagao
posicional, através das relagdes reoldgicas obtidas no Capitulo 4, sem considerar os
efeitos do cisalhamento. Dessa forma, através de codigos, de autoria propria,
implementados computacionalmente, com base na formulagdo considerando-se a
cinematica de Reissner e com base na formulagdo considerando-se a cinematica de
Bernoulli-Euler, ¢ possivel avaliar os efeitos do cisalhamento no comportamento
viscoelastico. A formulacdo desenvolvida nesta etapa tem como base o trabalho de

Greco (2004) e os procedimentos apresentados no Capitulo 3.

6) Desenvolvimento de andlises paramétricas, simulacdo de estruturas simples para
comparagcdo com resultados obtidos na literatura e apresentacdo de aplicagdes.
Apresentada no Capitulo 7, esta etapa tem como objetivo analisar a influéncia das
propriedades fisicas e dos parametros numéricos, nos resultados obtidos utilizando-se
cddigos implementados computacionalmente com base nos desenvolvimentos
apresentados nos Capitulos 5 e 6. Além disso, sdo apresentados exemplos e aplicacdes
para possibilitar a avaliagdo e andlise dos efeitos do cisalhamento no comportamento
viscoelastico e demonstrar a capacidade da formulacdo desenvolvida. Nas aplicagdes
realizadas ¢ utilizada uma técnica simples de identificacdo dos pardmetros. A partir
dessa técnica ¢ apresentada, adicionalmente, uma metodologia de calibracdo da
formulacao a partir de resultados de ensaios de fluéncia a tragdo e de curvas de ajuste

obtidas pelo Método dos Minimos Quadrados.



7) Por fim, no Capitulo 8 sdo apresentadas as conclusdes acerca dos desenvolvimentos
apresentados e dos resultados obtidos, destacando-se aspectos importantes a
contribuicao para o desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos Posicional e ao
entendimento sobre a descricdo do comportamento viscoelastico. Além disso, sdo

apresentadas sugestdes para trabalhos futuros e prosseguimento das pesquisas na area.
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2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste capitulo sdo apresentadas algumas referéncias bibliograficas relevantes da area e que
foram consultadas durante a pesquisa de doutorado. S@o apresentados conceitos e teorias
encontradas nessas referéncias e que sdo importantes para o entendimento dos métodos e
procedimentos adotados ao longo do estudo. No entanto, ndo se pretende com esta revisao
apresentar todas as aplicacdes e pesquisas desenvolvidas na area. Dessa forma, sdo englobados
apenas os artigos mais recentes e considerados relevantes ao escopo do estudo, dentre os artigos
consultados, abordando-se dois temas principais: Comportamento viscoelastico e Método dos

Elementos Finitos Posicional.

2.1 Comportamento viscoelastico

A obtengdo da resposta de um componente estrutural sob diferentes condi¢cdes de tensao
ou deformacdo e condigdes ambientais requer a definicdo de diferentes varidveis relacionadas
através de equagdes fundamentais de equilibrio, de compatibilidade cinematica e constitutivas
ou reoldgicas, além, de um conjunto de condigdes iniciais € de contorno. As equagdes
reologicas, especificamente, fornecem as relagdes entre tensdao, deformagado e tempo através de
expressdes matematicas que incluem constantes como propriedades do material e condi¢des
ambientais (como temperatura, pressao e umidade). Essas equagdes possibilitam a descricdo do

comportamento mecanico dos elementos estruturais ao longo do tempo (Findley et al., 1989).

Segundo Findley et al. (1989), de uma forma idealizada, os materiais sélidos ducteis
(capazes de apresentar consideravel deformacao antes da falha) apresentam principalmente trés
tipos de comportamento mecéanico, que sdo: eldstico, plastico e viscoeldstico. No
comportamento elastico o material apresenta resposta elastica instantanea (independente do
tempo) seguindo, por exemplo, a lei de Hooke no caso linear. Nesse caso o elemento estrutural
recupera sua forma original quando descarregado. Se a tensdo atuante no material for

suficientemente grande, acima do limite eldstico, este passa a apresentar comportamento
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plastico e parte da deformagdo observada ndo ¢ mais recuperada apds o descarregamento do
elemento estrutural, apresentando uma deformacgdo permanente residual. No caso do
comportamento viscoelastico o material solido apresenta, quando solicitado pela acdo de um
conjunto de forgas, uma resposta elastica instantdnea ¢ uma resposta eléstica adicional
dependente do tempo, lenta e amortecida (com taxa decrescente de deformagdo). Nesse caso,
no descarregamento, se for dado um tempo suficientemente grande, o elemento estrutural
recupera sua configuracao original de forma lenta e amortecida. Esse comportamento
viscoelastico pode ser linear ou nao linear em relagdo a tensdo. No comportamento linear, a
resposta do material apresenta uma dependéncia apenas em relagdo ao tempo. Para materiais
cuja resposta a solicitacdo apresenta dependéncia em relagdo ao tempo e ao nivel de tensdo, o
comportamento ¢ denominado nao linear. Esses trés comportamentos podem ser ilustrados
como na Figura 2-1, em que o carregamento ocorre em um tempo t = to € o descarregamento

ocorre em um tempo t = tj.
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Figura 2-1: Resposta mecénica de materiais solidos ao longo do tempo

Vale observar que, dependendo das propriedades do material e do nivel de tensdo, os
materiais solidos podem apresentar comportamento viscoelastoplastico ndo linear. Nesse
comportamento parte da deformagdo obtida na fase de evolugdo amortecida da deformacao
pode ser atribuida a plastificagdo do material. Nesse caso, no descarregamento, se for dado
tempo suficientemente grande, o material recupera parte da deformacdo total mantendo uma
deformacdo permanente residual. No entanto, no presente estudo esses efeitos de plastificacao
na deformagdo dos elementos estruturais nao sdo considerados, sendo estes tratados como

constituidos por materiais viscoeldsticos ndo lineares.
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O comportamento viscoelastico pode ser estudado principalmente por meio da andlise de
dois fendmenos basicos: fluéncia e relaxacdo. O primeiro se refere a deformacdo lenta e
amortecida do material sob um estado de tensao constante, como ilustrado na Figura 2-2(a). O
segundo se refere a reducao gradativa (alivio) do estado de tensao que o material estd submetido
devido a um estado de deformacgao prescrito, como ilustrado na Figura 2-2(b) (Argyris et al.,

1991; Youssef, 2010; S4, 2007).
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Figura 2-2: (a) Fenomeno de fluéncia; (b) Fenomeno de relaxagio

Segundo Yao et al. (2007), Youssef (2010) e Findley et al. (1989), o fendmeno de fluéncia
pode ser descrito através de um diagrama de deformagdo por tempo dividido em trés estagios
distintos, como ilustrado na Figura 2-3. No primeiro estdgio ha uma redu¢do na taxa de
deformacao, chamado de fluéncia primaria. Isso ocorre em fun¢do de um aumento da resisténcia
a fluéncia provocado, por exemplo, pelo encruamento ou pelo intertravamento entre cadeias
poliméricas. No segundo estagio a deformag¢do ¢ mantida a uma taxa de deformagdo constante,
podendo inclusive ser nula, chamado de fluéncia secundaria. No terceiro e Ultimo estagio
estagio, o qual pode nao ocorrer dependendo do tipo de material e do nivel de tensao aplicado
e/ou da temperatura, a deforma¢do aumenta a uma taxa de deformacao crescente, chamado de
fluéncia tercidria. Nesse ultimo estdgio, tem inicio processos internos de falha, dependendo das
caracteristicas do material constituinte, podendo-se citar o rompimento de ligacdes
moleculares, o deslizamento entre cadeias poliméricas, a separacdo de contornos de graos e a

formagdo e propagacdo de trincas, conduzindo a uma reducdo localizada de area efetiva no
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componente estrutural e a um consequente aumento na taxa de deformacdo. Esse diagrama foi

proposto originalmente em Thurston (1895).
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Figura 2-3: Estagios do fendmeno de fluéncia

As propriedades viscoelasticas de um material podem ser determinadas tanto por ensaios
de fluéncia quanto por ensaios de relaxagdo. No entanto, por apresentar procedimentos de
ensaio ¢ de medicao dos resultados mais simples, grande parte das pesquisas envolvendo a
caracteriza¢cdo do comportamento viscoelastico se referem ao estudo do fendmeno de fluéncia.
Dessa forma, algumas equagdes analiticas e métodos de anélise foram propostos para descrever

esse comportamento baseado em ensaios de fluéncia.

Em geral, o fenomeno de fluéncia pode ser descrito por expressdes que apresentam a

seguinte forma:

e(t,o,T) =0 ](t,0,T) (2-1)

em que o representa a tensdo aplicada, £(t, o, T) representa a deformagdo por fluéncia em
funcdo do tempo, da tensdo e da temperatura e J(t, o, T) representa a fluéncia especifica (ou

funcdo de fluéncia).

O fendmeno de relaxagdo pode ser descrito por expressdes que apresentam a seguinte

forma:

o(t,0,T) =D(t,&T) (2-2)
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em que € representa a deformagdo imposta, o(t, o, T) represente a tensdo por relaxa¢do em
funcdo do tempo, da deformacao e da temperatura e D(t, g, T) representa a relaxacdo especifica

(ou funcao de relaxagao).

Segundo Marques e Creus (2012), Christensen (2003) e Findley et al. (1989), trés das
principais abordagens adotadas na literatura para modelar esse fendmeno sdo as formas
empiricas, representadas principalmente pela Lei de Poténcia de Findley, a forma integral e a

forma diferencial.

A Lei de Poténcia de Findley foi obtida de forma empirica e pode ser expressa por (Findley,

1987; Scott et al., 1995):
et) = o+ e&th (2-3)

em que &(t) representa a deformagio total por fluéncia dependente do tempo, &', representa a
deformacdo elastica inicial dependente da tensdo e da temperatura, €'; representa uma fungio
de fluéncia dependente da tensdo e da temperatura, n representa a constante do material
independente da tensdo e t representa o tempo apos o carregamento. Vale ressaltar que a Lei de
Poténcia ¢ utilizada com frequéncia e apresenta resultados satisfatorios na previsdo do
comportamento de fluéncia de materiais poliméricos e materiais compostos com matriz

polimérica (S4, 2007).

Podem ser citadas, ainda, outras equagdes empiricas utilizadas nas descricdes do
comportamento de fluéncia e adotadas em normas de ensaio de fluéncia e modelos de
viscoelasticidade, como a Equacdo de Norton e a Equacdo de Nadai, representadas

respectivamente por:

¢ = kaP (2-4)

o
& = Dsenh— (2-5)
0o
em que o representa a tensdo aplicada, € representa a taxa de deformacgao por fluéncia. Os
demais parametros sdo propriedades do material determinadas em funcao da temperatura e das

condi¢des de servigo.
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A forma integral de representagcao do comportamento viscoelastico ¢ a forma mais utilizada
na literatura. Nessa forma de representacdo a deformacgao pode ser obtida em termos das tensoes

atuantes pela seguinte relagdo integral no tempo:

do (1)
dt

t
e(t) =Jy0 +f J:(t —1) dt (2-6)
0

em que o representa a tensao aplicada, T representa uma variavel auxiliar de tempo, t representa
um intervalo de tempo apds o carregamento, J, representa a funcao de fluéncia independente
do tempo e J;(t) representa a fungdo de fluéncia dependente do tempo. Essas fungdes sao
independentes da tensdo em materiais viscoelasticos lineares e podem ser determinadas a partir
dos resultados do ciclo de fluéncia e recuperagdo sob tensdao constante. Para materiais

viscoelasticos ndo lineares, essas fungdes sao dependentes do nivel de tensao.

Analogamente, a forma integral pode ser expressa estabelecendo-se uma relacao integral
no tempo entre tensdo e deformagdo, em que as tensdes atuantes podem ser obtidas em termos
das deformagdes impostas, sendo representada pela seguinte equacado integral:

t de(7)

o(t) = Dye +]0 D:(t — 1) I

dt (2-7)

em que € representa a deformacdo imposta, T representa uma variavel auxiliar de tempo, t
representa um intervalo de tempo apods o carregamento, D, representa a fungdo de relaxagao

independente do tempo e D, (t) representa a fungdo de relaxa¢dao dependente do tempo.

A forma integral para o caso de viscoelasticidade ndo linear é apresentada em algumas
referéncia (Schapery, 1969; Scott ef al., 1995) pela Equagado Integral de Schapery, a qual foi
deduzida de conceitos de irreversibilidades termodindmicas e, para o caso de carregamento

uniaxial em condigdes isotérmicas, pode ser expressa por:

d

%29 ir 2-8)
T

t
(6) = gDy +a | DLW =)
0

em que D, ¢ a fun¢do de fluéncia instantanea, D, ¢ a fun¢do de fluéncia transiente, T representa
uma varidvel auxiliar de tempo, t representa um intervalo de tempo apds o carregamento,

tdt Tdt N ~ ;e .
l/} = an_ € l/)' = fO a_' Os parametros ag, A1, Ay € A4z SAO caracteristicos do material e
(o a

dependentes da tensdo. D, e D; podem ser determinadas de testes de fluéncia sob pequenas
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tensdes aplicadas, quando o material exibe comportamento viscoelastico linear. As
propriedades ndo lineares do material dependentes da tensdo (ay, a;, a, € a,;) podem ser
determinadas de resultados de ciclos de fluéncia e recuperacdo sob tensdo constante em varios

niveis de tensao.

A determinagdo do comportamento viscoeldstico por meio dessas equagdes integrais
apresentadas requer a determinagdo de funcdes de fluéncia e de parametros do material que
aproximam os resultados ao comportamento viscoelastico experimental. Nesses casos,
geralmente sdo utilizadas fung¢des exponenciais ou fungdes obtidas de modelos reologicos

baseadas em series de Prony.

A terceira forma utilizada para descrever o comportamento viscoelastico ¢ denominada
forma diferencial, podendo ser expressa por:

n

do d"o de
U+R1%+"'+RnW:QOE+Qla+"'+Qn

d"e

e (2-9)

em que os parametros R,, ¢ Q,, representam as propriedades do material dependentes do tempo,
da temperatura ¢ do nivel de tensdo. Esses parametros podem ser determinados a partir de
modelos reoldgicos que representam o comportamento do material ao longo do tempo, sendo
as equagoes determinadas dessa forma denominadas equagdes fenomenologicas. Esses modelos
reologicos sdo interpretacdes fisicas do formalismo matematico descrito por equagdes
diferenciais como a Equacdo (2-9). As relagdes reologicas obtidas a partir desses modelos

diferem das relagdes constitutivas por considerarem a varidvel tempo.

Os modelos reoldgicos representativos dos comportamentos mecanicos sao compostos por
elementos elasticos (molas), elementos viscosos (amortecedores), elementos plésticos (atrito
entre solidos) ou associacdes de dois ou mais desses elementos. Esses elementos podem ser
lineares ou ndo e podem ser associados de tal forma que o comportamento fisico descrito reflita
o comportamento mecanico do material, tanto para as deformagdes em termos das tensdes e dos
parametros do material quanto para as tensoes em termos das deformagdes e dos pardmetros do
material. Dessa forma, as equagdes transientes que relacionam tensdo e deformagdo (relagdes
reoldgicas) para um determinado material podem ser representadas por expressdes como a

Equagao (2-9). (Findley et al., 1989; Argyris et al., 1991; Mesquita, 2002).
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Os comportamentos mecanicos idealizados tipicos de materiais s6lidos ducteis (elastico,
elastoplastico, viscoeldstico, entre outros) podem ser representados por modelos reoldgicos que
aproximam de forma satisfatoria a resposta obtida aos resultados experimentais. Além disso,
mais de um modelo reologico pode ser capaz de representar um mesmo comportamento
dependendo dos parametros adotados em seus elementos e da associag@o entre esses elementos.
Dessa forma, no capitulo 4 sdo apresentados alguns conceitos fundamentais sobre os modelos
reologicos e, também, sdo apresentados e analisados trés modelos basicos comumente
utilizados na literatura para descricdo do comportamento viscoelastico, os quais sao

implementados nas formulagdes desenvolvidas neste estudo.

A andlise do comportamento viscoelastico a partir da forma diferencial, ou seja, a
determinagdo da deformacdo quando a tensdo ¢ conhecida, ou vice-versa, requer a integracao
no tempo de equacdes diferenciais semelhantes a Equacao (2-9), obtidas a partir de modelos
reoldgicos adequados, em que a ordem da equacgdo geralmente corresponde ao nimero de
elementos viscosos (amortecedores) do modelo (Argyris et al., 1991). Porém, normalmente a
integracao da Equagdo (2-9) é complexa e, dessa forma, ¢ necessario dividir em modelos mais
simples e proceder com a soma das deformagdes em cada modelo para obtencao da deformacgao
total ou utilizar métodos numéricos adequados, como pode ser observado nos trabalhos

destacados a seguir.

Em Argyris et al. (1991), sao apresentados dois procedimentos de integracao a partir da
definicdo de incrementos de deformacao viscoeldstica. O procedimento de determinagdo do
incremento de deformagao viscoelastica a partir das tensdes ¢ denominado Método da Fluéncia.
O procedimento de determinag¢do dos incrementos de deformagdo viscoeléstica a partir das
deformacdes totais ¢ denominado Método da Relaxa¢do. Em Argyris et al. (1992), os autores
tratam do modelamento reoldgico e da andlise numérica de estruturas de membranas
viscoelasticas, feitas com malha de Policloreto de Vinila (PVC), utilizando-se o Modelo de
Boltzmann para deduzir a equagao reologica e o Método da Fluéncia para avaliar a integragcdo
numérica. Os autores concluem com esses dois trabalhos que os procedimentos apresentados
em Argyris ef al. (1991) e aplicados para analise de membranas em Argyris ef al. (1992) sao
capazes de representar o comportamento viscoelastico do material constituinte da membrana.
E observado, nestes trabalhos, que os resultados numéricos obtidos apresentam boa
concordancia com os resultados experimentais ao longo de toda a analise no tempo para niveis

mais baixos de tensdo. Para niveis de tensdo mais altos, os resultados numéricos também sio
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satisfatorios, porém, apresentam melhores concordancias com os resultados experimentais

referentes aos instantes finais da analise.

Jurkieweiz et al. (1999) apresentam um método incremental baseado no Método dos
Elementos Finitos utilizando séries de Dirichlet para expressar a relagao reoldgica dos materiais
e descrever o comportamento viscoelastico linear de estruturas compostas baseado no Principio
da Superposicao de Boltzmann. Esse método foi utilizado para simular uma viga de concreto
protendido, ensaiada previamente durante um periodo de fluéncia de cinco anos, € uma torre de
resfriamento constituida por placas de concreto reforgadas. Os autores concluem que o método
e os procedimentos adotados sdo capazes de prever o comportamento de elementos estruturais
mistos ao longo do tempo em condigdes de servigo com aceitdvel precisdo. As diferengas
observadas entre os resultados numéricos e os resultados experimentais, na ordem de 15%, sao
atribuidas a andlise baseada na teoria da viscoelasticidade linear. Jurkieweiz et al. (2005)
utilizam o mesmo método para a descricdo da deformacao e da distribuicao de tensdo axial ao
longo do tempo em uma viga composta de aco e concreto considerando-se o deslizamento na
interface aco-concreto € o comportamento viscoelastico linear do concreto. Pelos resultados
obtidos sdo refor¢adas as conclusdes apresentadas em Jurkieweiz ef al. (1999) e acrescentado
que os efeitos do deslizamento na interface aco-concreto sdo relevantes na analise ao longo de
tempo. Dessa forma, os resultados numéricos obtidos apresentam maiores concordancias em
relagdo aos resultados experimentais quando comparados aos resultados em que o deslizamento

¢ desprezado.

Mesquita e Coda (2003) apresentam uma formulagdo tridimensional do Método dos
Elementos de Contorno simplificado, sem utilizar c€lulas internas, para a analise de corpos
viscoelasticos baseado nas relagdes reoldgicas diferenciais obtidas por modelos reoldgicos. Os
autores comparam os resultados de deslocamento (em fun¢do do tempo) obtidos utilizando-se
os modelos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann. A partir dos resultados numéricos obtidos,
utilizando-se a formulagcdo proposta, ¢ possivel verificar as diferengas nas respostas
instantaneas caracteristicas de cada um dos dois modelos utilizados e que estes resultados estao
de acordo com os resultados analiticos apresentados. Os autores concluem que a principal
vantagem da abordagem proposta estd relacionada a avaliagdo das integrais apenas nos

contornos do problema.

Semptikovski e Mufioz-Rojas (2013) propdem uma formulacdo do Método dos Elementos

Finitos utilizando-se um elemento de viga simplificado. Este elemento possui apenas graus de
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liberdade de translagdo, sendo a rigidez a flex@o introduzida através de molas de rotagdo entre
dois elementos de barra geometricamente ndo-lineares adjacentes. Nesse trabalho o
comportamento viscoelastico linear em elementos constituidos de Polietileno de Alta
Densidade (PEAD) ¢ considerado a partir do modelo reologico generalizado de Maxwell, com
base no trabalho desenvolvido em Kaliske e Rothert (1997). No caso elastico e de pequenos
deslocamentos, para a simulagdo de uma viga biapoiada utilizando-se o elemento simplificado
proposto, sdo obtidos erros da ordem de 0,5% em relacdo a linha eléstica analitica. Para a viga
em balanco os erros nao excedem 1,0%. Considerando-se grandes deslocamentos, também se
verifica uma concordancia satisfatoéria dos resultados. No caso viscoelastico linear, os
resultados sdo obtidos através da analise transiente de uma viga biapoiada e de uma viga
engastada, sendo esses resultados comparados com os resultados apresentados pelo software
comercial Msc Marc®. Os erros relativos ao software Msc Marc® para a viga biapoiada sdo

menores do que 0,3%. Para a viga em balango os erros sao da ordem de 0,25%.

Panagiotopoulos et al. (2014) comparam os resultados de deformagao ao longo do tempo
em estruturas submetidas a carregamentos quase-estaticos. Os resultados sdo obtidos
utilizando-se a formulacdo do Método dos Elementos de Contorno baseado na discretizagao
implicita no tempo (denominado Método de Rothe) considerando-se diferentes modelos
reologicos para obtencdo das equagdes reoldgicas. A formulagdo utilizada ¢ semelhante a
apresentada por Mesquita e Coda (2003). Sao utilizados os modelos de Hooke, Kelvin-Voigt e
Boltzmann, para solidos, que representam respectivamente os comportamentos elastico
instantaneo, elastico amortecido e viscoelastico, além dos modelos de Maxwell, Jeffreys e
Burgers, para fluidos. Os autores concluem que a abordagem proposta fornece resultados com
satisfatoria concordancia com os resultados analiticos esperados para o modelo de Kelvin-Voigt
e, a partir da implementagdo dos diferentes modelos reologicos, ¢ possivel verificar a
aplicabilidade da formulagado para descri¢ao de diferentes comportamentos tanto sélidos quanto

fluidos, considerando-se a contribui¢ao viscosa.

Em Oliveira e Leonel (2017), ¢ desenvolvida uma formulacdo baseada no Método dos
Elementos de Contorno para analisar a propagacao de trincas em estruturas viscoelasticas. Para
introdu¢do do comportamento viscoelastico, o trabalho considera trés modelos distintos, o de
Maxwell, o de Kelvin-Voigt e o de Boltzmann. O trabalho apresenta a andlise de uma chapa
tracionada e com trinca interna, uma viga sob flexao de trés pontos e com entalhe central € um
painel ndo homogéneo e com entalhe em trés posigdes distintas. Com os resultados obtidos os

autores concluem que a formulagao ¢ robusta, possibilitando a anélise da propagagado de trinca
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em diferentes situagdes e considerando-se diferentes modelos para descri¢gdo do comportamento
viscoelastico. Além disso, os resultados obtidos apresentam satisfatoria concordancia com os

resultados analiticos e com os resultados experimentais encontrados na literatura.

Os interesses de parte dos recentes estudos relacionados aos comportamentos viscoelastico
e viscoelastoplastico tém se concentrado, também, no desenvolvimento de formulagdes
numéricas que adotam equagdes fenomenoldgicas, baseadas em modelos reologicos, para
representacdo da relagdo entre tensdes, deformacdes e tempo, e em técnicas de ajuste dos
parametros desses modelos para descrigdo do comportamento em materiais especificos, como

destacado nos trabalhos a seguir.

Chung e Buist (2012) descrevem a deduc¢dao de um novo modelo reoldgico generalizado
através da adocdo de componentes nao lineares. O modelo apresentado ¢ capaz de descrever
fenomenos viscoelasticos nao lineares em uma forma diferencial compacta e que pode ser
reduzido ao modelo padrdo de solido linear se forem utilizados componentes lineares. Esse
modelo ¢ utilizado para simular o carregamento ciclico na membrana de estomago de
mamiferos e tecidos musculares cardiacos a partir da adogdo de equagdes exponenciais de ajuste
dos parametros do modelo. A partir dos resultados numéricos obtidos ¢ possivel observar uma
satisfatoria concordancia em relagdo aos resultados experimentais, apresentados e obtidos na
literatura, confirmando a adequagdao da abordagem proposta a analise de estruturas

biomecanicas, que apresentam acentuado comportamento viscoelastico.

Liu et al. (2008) propdem uma formulagdo baseada em equagdes integrais para descri¢ao
do comportamento viscoelastico ndo linear do polietileno de alta densidade (PEAD) em
aplicagdes estruturais. O comportamento viscoelastico ¢ considerado adotando-se o modelo
generalizado de Kelvin- Voigt e os respectivos parametros sdo obtidos por uma metodologia
baseada em interpolacdo linear. Os resultados numéricos obtidos para a solicitacdo axial de
corpos de prova de PEAD sdo comparados aos resultados experimentais, desenvolvidos pelos
proprios autores, comprovando-se a adequagdo da abordagem proposta para representacao do

comportamento viscoelastico do respectivo material.

Em Kiihl et al. (2016), uma formulagdo semelhante a apresentada em Liu et al. (2008) ¢é
desenvolvida para descri¢do do comportamento viscoelastoplastico do PEAD. Para a parte
viscoelastica da deformagdo, ¢ adotado o modelo reoldgico generalizado de Kelvin-Voigt e,

para a parte viscoplastica, ¢ adotada a equagdo de Zapas-Crissman. Nesse caso os parametros
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viscoelasticos sdo obtidos por um ajuste de curva baseado no método de otimizagdo por nuvem
de particulas, enquanto os parametros viscoplasticos sdo obtidos por uma regressao linear do
método dos minimos quadrados. Os resultados numéricos obtidos para a solicitagdo axial de
corpos de prova de PEAD sao comparados aos resultados experimentais, desenvolvidos pelos
proprios autores. A partir dos resultados obtidos ¢ possivel verificar a capacidade de
representacdo do comportamento viscoelastoplastico através de uma eficiente proposta de
determinagdo dos parametros do material de forma otimizada, obtendo-se melhor concordancia
entre os resultados numéricos e os resultados experimentais em comparagdao com os resultados

apresentados em Liu ef al. (2008).

Carniel ef al. (2015) apresentam uma formulacao do Método dos Elementos Finitos para
analise de treligas espaciais com comportamento viscoelastopléstico incluindo degradagdo
mecanica unidimensional. O modelo reoldgico generalizado de Kelvin-Voigt ¢ adotado para
descrigdo do comportamento viscoeldstico, enquanto o comportamento viscoplastico ¢
considerado a partir da equagdo de Perzyna e a degradagdo do material ¢ considerada a partir
do modelo de dano de Lemaitre. Os pardmetros do material sdo obtidos por um ajuste de curva
baseado no método de otimizagdo por nuvem de particulas, assim como apresentado em Kiihl
et al. (2016). A abordagem proposta ¢ utilizada na descricdo do comportamento
viscoelastoplastico de trelicas constituidas de PEAD e que apresentam comportamento de
“snap-through”, em que sdo verificadas ndo linearidades geométricas significativas. A
abordagem proposta ¢ capaz de representar o comportamento de degrada¢do do material de
forma satisfatoria quando comparado aos resultados experimentais apresentados. A partir dos
resultados numeéricos obtidos para as trelicas analisadas ¢ possivel verificar que o
amortecimento estrutural, devido a degradacdo do material viscoelastoplastico, ¢
significativamente mais pronunciado em relagdo ao material viscoelastoplastico sem
degradagdo, assim como o amortecimento estrutural do material viscoelastoplastico ¢
significativamente mais pronunciado em relagdo ao material puramente viscoelastico,

proporcionando resultados mais realistas.

Estudos recentes em viscoelasticidade apresentam ainda desenvolvimentos referentes a
utilizagdo de derivadas fracionarias na obtencdo de modelos reoldgicos mais simples e com
maior precisdo na representacdo do comportamento complexo de materiais reais, como
materiais compostos, materiais poliméricos, tecidos biologicos, entre outros (Bahraini et al.,

2013; Shen et al., 2013; Pérez Zerpa et al., 2015; Costa-Haveroth et al., 2015).
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Alguns estudos, assim como os destacados a seguir, se concentram principalmente na
analise do comportamento mecanico viscoeldstico a partir de resultados experimentais em
perfis estruturais reais ou em corpos de prova, em diferentes estados de tensao e carregamento.
Além disso, os resultados experimentais sao normalmente comparados com resultados obtidos

a partir de modelos analiticos ou numéricos de fluéncia.

Em Bank e Mosallam (1992), ¢ feita uma investigagdo experimental e analitica da fluéncia
em longa duracdo de uma estrutura de portico plano composta por uma viga e duas colunas. O
portico apresentado ¢ construido inteiramente de componentes pultrudados de plastico vinil
éster reforcado com fibra de vidro. Os resultados experimentais referentes aos deslocamentos
verticais no meio do vao sdo comparados aos resultados analiticos considerando-se tanto a
teoria de vigas de Bernoulli-Euler quanto a teoria de vigas de Timoshenko. A partir dos
resultados obtidos no trabalho ¢ possivel verificar que as mudangas nas magnitudes dos
modulos representativos das propriedades do material dependentes do tempo ndo podem ser
negligenciadas no projeto de estruturas pultrudadas de material polimérico refor¢ado com fibra
de vidro. A partir dos resultados experimentais ¢ das analises teéricas do portico, os autores
concluem que as grandes diferencas entre as predigdes da teoria de vigas com deformacgdes por
cisalhamento (teoria de Timoshenko) e as predi¢cdes da teoria classica de vigas (teoria de
Bernoulli-Euler) indicam que os efeitos do cisalhamento ndo podem ser negligenciados nas

analises de estruturas pultrudadas de plastico refor¢ado com fibra de vidro.

Em Mottram (1993), ¢ feito um estudo das propriedades de rigidez estrutural em longa
duragdo e em curta duragdo de vigas pultrudadas de material polimérico refor¢gado com fibra de
vidro sob flexdo de trés pontos. Embora os testes de fluéncia tenham sido conduzidos por apenas
24 horas, de acordo com o autor, o comportamento de fluéncia foi similar ao obtido por Bank
e Mosallam (1992). Expressdes para os modulos viscoelasticos dependentes do tempo sdo
obtidas baseando-se na Lei de Poténcia Findley. Esses modulos sdo, entdo, utilizados na teoria
de vigas de Timoshenko para estimar o deslocamento vertical por fluéncia durante o tempo

utilizando-se dados obtidos de testes de longa duragdo acelerados.

Dutta e Hui (2000) realizam um estudo em relacdo ao comportamento de fluéncia a tragao
e a compressao de materiais compostos de poliéster refor¢ados com fibra de vidro em diferentes
niveis de solicitacdo e diferentes niveis de temperatura. Para tanto, € utilizada a Lei de Poténcia
de Findley para ajustar os dados experimentais, em que o Principio de Superposicao Tempo-

Temperatura-Tensdo permite prever o tempo até a falha. A partir dos resultados apresentados ¢
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possivel verificar que o comportamento estrutural do poliéster reforcado com fibra de vidro ndo
¢ simétrico em relagdo ao nivel de tensdo, ou seja, o material ndo apresenta as mesmas
propriedades mecanicas tanto no comportamento de fluéncia a tracdo quanto a compressao.
Além disso, os autores concluem que a Lei de Poténcia de Findley pode ser utilizada com
precisdo satisfatoria na predi¢do do comportamento de fluéncia a tragdo ou a compressao em

longo prazo utilizando-se o Principio de Superposi¢do Tempo-Temperatura-Tensao.

Abdel-Magid et al. (2003) realizam um estudo das propriedades do comportamento de
fluéncia e de ruptura por fluéncia em longa duragdo sob flexao de dois tipos de compostos de
material polimérico refor¢ado com fibra de vidro (poliuretano e epoxi). Os testes sdo realizados
sob flexdo de trés pontos a temperatura ambiente e a temperatura de 50°C. Com os resultados
obtidos, os autores avaliam e apresentam os efeitos do cisalhamento e da rigidez da interface

fibra/matriz na rigidez a fluéncia e a ruptura.

Em Shao e Shanmugam (2004), ¢ feito um dos primeiros estudos para incluir a influéncia
do efeito da viscosidade devido a deformagao por cisalhamento na predi¢ao dos deslocamentos
em longa duragdo. Os autores utilizam a Lei de Poténcia de Findley em termos de deflexdo para
investigar o comportamento de fluéncia a flexdo em compostos pultrudados. Nesse trabalho,
dois painéis feitos de poliéster refor¢ados por fibra de vidro E sdo testados sob flexdo de trés
pontos. Trés parametros de resposta sao monitorados para avaliar o fendmeno de fluéncia
(deslocamentos, tensdo axial e tensdo de cisalhamento). Para predi¢cao da resposta sao utilizados
a Lei de Poténcia de Findley e a teoria de vigas de Timoshenko. Como resultado dos estudos,
foi possivel avaliar a importancia da contribui¢ao da fluéncia por cisalhamento na deflexdo dos

paineis em longa duragao.

Sa et al. (2011a) realizam uma investigacdo experimental de fluéncia sob flexdo em vigas
de material pultrudado constituido de poliéster reforcado com fibra de vidro. Nos ensaios sao
utilizadas duas escalas diferentes de corpos de prova: uma viga de perfil I e corpos de prova
retirados do perfil. A primeira parte do procedimento experimental tem como objetivo avaliar
as propriedades estaticas do material independentes do tempo através de testes mecanicos de
tracdo, compressao e flexao nos corpos de prova e no perfil. Na segunda parte do procedimento
experimental, testes de fluéncia a flex@o sdo realizados nos corpos de prova e no perfil sendo
os niveis de solicitacdo definidos com base nos valores de tensao ultima determinados na
primeira parte do experimento. Os resultados se baseiam na medicao dos valores de flecha

(deslocamento vertical maximo da viga) no meio do vao e dos valores de deformacao axial. Em
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relacdo a flecha viscoelastica da viga de perfil I, sdo obtidos aumentos de 4%, 8% e 12%,
respectivamente, no final do primeiro dia, da primeira semana e do primeiro més, obtendo-se
um aumento maximo de 15% ao final dos testes de fluéncia, depois de 1600 horas. Os resultados
obtidos por ambas as escalas de teste foram consistentes, sugerindo-se que € possivel utilizar
os resultados obtidos para materiais pultrudados feitos de poliéster refor¢ado com fibra de vidro
em escala reduzida na predi¢ao das deformagdes por fluéncia de perfis estruturais constituidos
por esse mesmo material. Em Sa et al. (2011Db), esses resultados experimentais sdo comparados
aos resultados das previsoes utilizando-se o modelo reoldgico de Bruger-Kelvin, série de Prony-
Dirichlet e a Lei de Poténcia de Findley. Além disso, os resultados experimentais sdo utilizados
para descrever o comportamento em longa duracdo a partir do Principio da Superposi¢io
Tempo-Temperatura-Tensdo, para uma tensdo de referéncia de 20% da tensdo ultima do
material. Os autores concluem que os resultados experimentais obtidos para fluéncia de
materiais pultrudados feitos de poliéster reforcado com fibra de vidro podem ser representados
com satisfatoria precisdo, principalmente para niveis de tensdo inferiores a 40% da tensdo
ultima do material, utilizando-se os trés modelos de previsao. No entanto, essa concordancia
entre os resultados ¢ observada apenas dentro do periodo de tempo adotado experimentalmente
e considerado no ajuste dos pardmetros dos modelos. Visto que, na predicdo do comportamento
de fluéncia além do tempo ensaiado, sdo observadas divergéncias considerdveis entre os

resultados obtidos.

Na literatura, sao encontrados ainda trabalhos dedicados ao desenvolvimento de revisdes
técnicas e bibliograficas em relagdo ao comportamento viscoelastico com foco em diferentes
conceitos e materiais. A seguir sao apresentados dois trabalhos distintos que se dedicam a este

€scopo.

Em Scott et al. (1995), ¢ apresentada uma revisdo da literatura técnica relacionada ao
comportamento viscoelastico em materiais compostos poliméricos reforcados com fibra. A
revisdo se dedica principalmente a exposicao da utilizagdo da Lei de Poténcia de Findley, do
Principio da Superposicao de Boltzmann e da Equacao Integral de Schapery no modelamento
e previsdo de fluéncia a partir de resultados experimentais. O trabalho inclui ainda a avaliagao
das relagdes das teorias da viscoelasticidade linear e nao linear, a revisdao de técnicas de
caracterizacdo acelerada, a avaliacdo dos efeitos da umidade e da temperatura sobre o
comportamento de fluéncia em materiais compostos € a interagdo entre o comportamento de

fluéncia e o comportamento de fadiga.
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Em Yao et al. (2007), ¢ feita uma revisao das teorias relacionadas ao fendmeno de fluéncia
com énfase especial em materiais metalicos sob estados de tensdo multiaxiais. Sdo apresentadas
teorias baseadas em fendOmenos microscopicos como nucleagdo e crescimento de vazios na
interface entre os graos da estrutura. Sao apresentadas também teorias baseadas na plasticidade
classica e na mecanica do dano continuo para descrever os mecanismos de falha por fluéncia

multiaxial, estabelecer os critérios de projeto e prever a vida util desses em altas temperaturas.

Como pode ser observado pelos trabalhos citados, os estudos em relagdo ao comportamento
viscoelastico e em sua descricao numérica perduram e sao encontrados nas mais diversas areas.
Isso se deve a relevancia do referido comportamento mecanico e aos avangos tecnoldgicos em
relacdo a utilizagdo de materiais ndo convencionais, principalmente materiais poliméricos e
compostos com matriz polimérica, além, do interesse em simulagdes de comportamentos
biomecanicos ¢ em analises de materiais em condi¢des de servico mais severas. Dessa forma,
entende-se que o presente estudo esta situado em um tema recorrente ¢ de interesse de

pesquisadores em diferentes areas.

2.2 Método dos Elementos Finitos Posicional

Apresentada originalmente em Coda (2003) e Coda e Greco (2004), a formulagdo
posicional ndo linear do Método dos Elementos Finitos, denominada neste estudo Método dos
Elementos Finitos Posicional, ¢ um método numérico baseado em conceitos variacionais do
Principio da Minima Energia Potencial Total. Desenvolvida inicialmente para analisar
estruturas reticuladas planas de natureza ndo linear geométrica com carregamento estatico e
conservativo, nessa formulacdo as varidveis principais adotadas sdo as posi¢cdes nodais da
estrutura. Essas sdo avaliadas em relacdo a um sistema de coordenadas fixo no espago para
descrever a cinematica dos elementos finitos (descricao Lagrangiana Total). A formulagado parte
de um funcional de energia (que transforma um campo vetorial de posigdes em um campo
escalar de energia) e, através da aplicagdo do Principio da Minima Energia Potencial Total,
obtém-se uma equacao nao linear de equilibrio em funcao das posi¢des nodais e forgas aplicadas
para cada elemento finito. Assim, a formulacao posicional se difere da formulagdo convencional
do M¢étodo dos Elementos Finitos que considera uma abordagem baseada em equilibrio de
quantidades vetoriais e adota os deslocamentos nodais como varidveis principais, utilizando-se
como referéncia inicialmente sistemas de coordenadas locais e posteriormente um sistema de

coordenadas global, necessitando de uma matriz de transformac¢do de coordenadas.
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Os autores precursores da formula¢do posicional destacam como uma das principais
vantagens a simplicidade da formulacdo, em relagdo a formulagdo convencional, baseada no
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), e a formulagao co-rotacional. Isso se deve as derivadas
e expressoes mais simples, oriundas do conceito de equilibrio de energia, que sao desenvolvidas
durante a formulagdo, como ¢ apresentado no capitulo 3. Tal fato resulta em menores
quantidades de operagdes necessdrias e acarreta maior rapidez nos calculos e no tempo de
processamento dos codigos implementados. Além disso, na formulacao posicional, ndo ha
necessidade de transformagdes entre sistemas de coordenadas, utilizando-se um sistema global
unico, visto que as operagdes sdo realizadas em termos de escalares de energia e posi¢ao, ao
contrario da formulag@o convencional em que as operagdes sdo realizadas em termos de vetores
de forca e de deslocamento. Outra vantagem destacada pelos autores que utilizam a formulacao
posicional ¢ o fato desta ser originalmente ndo linear geométrica. Isso se deve ao processo
iterativo necessario a resolucdo do sistema de equagoes, o qual € inerentemente nao linear em
relacdo as posi¢des nodais, possibilitando uma implementagao simples de codigos para analise
de problemas envolvendo grandes deformacdes e grandes deslocamentos. No entanto, a
formulacao requer desenvolvimentos especificos para cada modelo constitutivo implementado,
em que as contribuigdes linear e ndo linear sdo desenvolvidas simultaneamente, exigindo o
recomeco de todo o desenvolvimento para implementacao de novos modelos e dificultando o
reaproveitamento dos cdodigos implementados computacionalmente. Ao contrario, para as
formulagdes convencional e co-rotacional sdo observadas, respectivamente, a separagdo entre
as contribui¢des linear e ndo linear e a separacdo entre os movimentos de corpo rigido e as
deformacdes, sendo possivel implementar novos modelos reaproveitando parte consideravel do

codigo referente a contribui¢do linear ou ao movimento de corpo rigido.

Apesar de relativamente recente, essa formulacdo posicional tem sido objeto de estudo de
nimero considerdvel de pesquisadores, como observado nos trabalhos destacados a seguir,
principalmente devido a sua capacidade de aplicagdo a analises ndo lineares. No capitulo 3 do
presente estudo, sdo apresentados alguns procedimentos e um equacionamento geral do Método
dos Elementos Finitos Posicional. Nos capitulos 5 e 6 sdo desenvolvidas as particularizagdes
da formulacdo para os tipos de elementos finitos e cinematicas de interesse e os diferentes

comportamentos mecanicos considerados.

No trabalho inicial, desenvolvido em Coda (2003), sao apresentados exemplos simples com
ndo linearidades geométricas e com solugdes analiticas disponiveis na literatura. As

comparagoes dos resultados numéricos e analiticos sdo utilizadas para comprovar a precisao da
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formulacao, obtendo-se conformidade entre esses resultados. Em Coda ¢ Greco (2004), a
formulagdo posicional ¢ consolidada e estendida para aplicacdo de controle de deslocamentos
(prescrigao de posi¢do). Assim, duas estruturas que apresentam comportamento de “snap-
through” sdo analisadas pela formulagao e os resultados obtidos para as posi¢oes de equilibrio
sdo comparados com os resultados do software ADINA® com o objetivo de comprovar a
aplicagdo. Nesses dois trabalhos citados, a formulagdo desenvolvida ¢ restrita a materiais com
comportamento elastico e € considerada a hipotese de vigas de Bernoulli-Euler. Os resultados
numéricos obtidos pela formulagdo apresentam satisfatdria concordancia em relagdo aos
resultados obtidos pelo software ADINA®, comprovando a capacidade de representacdo da
acentuada ndo linearidade geométrica descrita pelo “snap-through” utilizando-se o método de

controle por prescri¢ao de posi¢ao.

Greco (2004) e Greco e Coda (2006) desenvolvem a formulag@o posicional ndo linear para
o caso de problemas dindmicos utilizando-se um algoritmo da familia de integradores temporais
de Newmark. Essa formulacdo ¢ aplicada inicialmente a analise de mecanismos flexiveis. Greco
(2004) estende ainda a formulacao a analise de problemas de impacto bidirecional entre duas
estruturas reticuladas ou entre uma estrutura reticulada e um anteparo rigido utilizando-se um
algoritmo, desenvolvido em Greco et al. (2004), de identificacdao da ocorréncia do contato. As
concordancias satisfatorias apresentadas entre os resultados numéricos obtidos, os resultados
presentes na literatura e os resultados analiticos comprovam a capacidade da formulagdo
desenvolvida na representacdo de problemas dinamicos e de problemas de impacto bidirecional.
Além disso, Greco (2004) redefine a formulacdo posicional ndo linear a fim de considerar
efeitos elastoplasticos em estruturas reticuladas planas, ampliando dessa forma o campo de
aplicacdo da formulagdo para casos que abordam ndo linearidades geométricas, ndo linearidades
fisicas e ndo linearidades de contato/impacto. Em todos os casos sdo consideradas medidas de

deformagao de engenharia.

Em Maciel et al. (2004) e Maciel (2008), a formulacdo posicional do Método dos
Elementos Finitos ¢ desenvolvida de forma original para analise estatica de porticos planos com
ndo linearidades geométricas considerando-se a cinematica de Reissner. Em Maciel et al.
(2004), comparados os resultados obtidos considerando-se a cinematica de Reisnner e a
cinematica de Bernoulli-Euler, a partir de solucdes analiticas, comprovando-se a influéncia da
deformacao por cisalhamento nos problemas analisados. Trabalho semelhante ¢ desenvolvido
em Maciel e Coda (2008) incluindo a comparagdo com os resultados numéricos obtidos a partir

da formulacao posicional desenvolvida em Greco (2004) para analise estatica de porticos planos
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considerando-se a cinematica de Bernoulli-Euler, confirmando-se os resultados obtidos em
Maciel et al. (2004). Maciel (2008) estende a formulagdo posicional para analise dinamica de
porticos planos considerando-se a cinematica de Reissner. Com a abordagem proposta as
rotacdes dos nds sdo avaliadas de forma independente, dando-lhes tratamento e aproximacgao
iguais as posi¢cdes nodais. Dessa forma, a implementagdo ¢ consideravelmente mais simples,
em relacdo a formulagdo com cinemadtica de Bernoulli-Euler, e de filosofia analoga as adotadas
nas cinematicas dos elementos de casca e solido. Sendo possivel observar ainda a facilidade de
se aumentar o polindmio de aproximagado dos parametros dos elementos finitos. Maciel (2008)
desenvolve, ainda, a formulagdo posicional para analise estatica e dindmica de sélidos
tridimensionais, adotando-se aproximagdo cubica de varidveis com elementos finitos
tetraédricos de 20 nds. Os problemas dinamicos foram analisados adotando-se o algoritmo
classico de integracdo temporal de Newmark. O trabalho de Maciel (2008) apresenta, também,
uma analise do impacto entre estruturas tridimensionais e anteparos rigidos, complementando
o estudo sobre impacto utilizando-se o0 Método dos Elementos Finitos Posicional, iniciado por
Greco (2004). Posteriormente, em Maciel (2015), uma formulagdo semelhante a apresentada
em Maciel (2008) ¢ desenvolvida para andlise estatica de elementos tridimensionais
considerando-se a ndo linearidade fisica do material a partir do critério de Drucher-Prager para

plastificagao.

Em Greco et al. (2006), a formulagdo posicional ndo linear ¢ desenvolvida para a analise
de trelicas espaciais com nao linearidades geométricas e fisicas considerando-se uma medida
de deformacgdo de engenharia. Nesse trabalho ¢ considerado um comportamento mecéanico
elastoplastico bilinear. Dois exemplos com solugdes analiticas obtidas na literatura, um
apresentando severo comportamento ndo linear geométrico e outro apresentando
comportamento elastoplastico, sdo utilizados para validar a formulacdo. Os resultados obtidos
apresentam satisfatoria concordancia. Além disso, exemplos classicos, como uma cupula
trelicada, sdo analisados e seus resultados comparados aos do software ANSYS®,
comprovando-se a precisdo da formulacdo. Em Greco e Ferreira (2009), a formulagdo ¢
estendida de forma bem sucedida para a andlise de trelicas espaciais e fensegrities com nao
linearidades fisicas e geométricas considerando-se uma medida de deformagdo logaritmica,
apresentando satisfatoria concordancia entre os resultados numéricos obtidos e os resultados
presentes na literatura. Adicionalmente, Greco e Da Costa (2012) fazem uma comparagdo entre
as formulacdes desenvolvidas em Greco et al. (2006) e Greco e Ferreira (2009) que utilizam,

respectivamente, a medida de deformacao de engenharia e a medida de deformacgao logaritmica.



29

Os autores chegam a conclusdo de que a formulagdo posicional ndo linear geométrica para

analise de trelicas espaciais € invariante em relagdo a medida de deformagao considerada.

Em Greco e Venturini (2006), a formulagdo desenvolvida para analise de treligas espaciais
¢ utilizada para estudar a estabilidade e o comportamento pds-critico de estruturas trelicadas,
considerando-se ndo linearidades geométricas e comportamento eldstico. Nesse trabalho, a
identificacdo dos pontos criticos ¢ realizada de uma forma indireta através da analise da
singularidade da matriz Hessiana. Os autores concluem que, de uma forma simples e com menor
esfor¢co computacional, a formulacao fornece informagdes sobre os limites de estabilidade de
estruturas estaticas com satisfatéria precisdo quando comparado as solucdes analiticas e

numéricas presentes na literatura.

Em Marques (2006), a formulagdo posicional ¢ desenvolvida para analise ndo linear
geométrica estatica e dindmica de solidos bidimensionais, mais especificamente considerando-
se elementos planos de chapa. Os problemas dindmicos avaliados adotando-se o algoritmo
classico de integragdao temporal de Newmark. O trabalho apresenta uma analise do impacto
entre solidos bidimensionais e anteparos rigidos, complementando o estudo sobre impacto
utilizando-se o Método dos Elementos Finitos Posicional, iniciado por Greco (2004). Os
resultados numéricos obtidos apresentam satisfatoria concordancia com os resultados analiticos

e os resultados obtidos na literatura.

Em Coda e Paccola (2007), a formulagao posicional ndo linear geométrica € desenvolvida
de forma bem sucedida para analise estatica de placas com espessura constante. Posteriormente,
em Coda e Paccola (2008), a formulagdo ¢ estendida para considerar uma espessura linearmente
variavel, utilizando-se a relacdo constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff para cascas com
cinematica de Reissner com enriquecimento transversal. Em ambos os casos sdo considerados

materiais elasticos com carregamentos estaticos e conservativos.

Em Pascon (2008), a formulagdo posicional para analise ndo linear geométrica de cascas ¢
utilizada para implementagdo e estudo de modelos constitutivos hipereldsticos ndo lineares,
homogéneos e isotropicos. Neste caso, ¢ utilizado um elemento finito de casca com dez nds,
sete parametros por nd e variagdo linear da deformacdo ao longo da espessura. Os modelos
implementados sd3o o neo-Hookeano, o de Mooney-Rivlin, o de Yeoh, o de Hartamann-Neff e
o de Bechir-Boufala-Chevalier. Modelos esses que sdo comumente utilizados na andlise de

polimeros naturais. O autor conclui que na tragdo uniaxial homogénea, utilizando-se os modelos



30

de Yeoh, de Hartamann-Neff e de Bechir-Boufala-Chevalier, sdo obtidos resultados com
satisfatoria conformidade em relagdo aos dados experimentais da literatura cientifica. Mostrou
também que, utilizando-se os modelos neo-Hookeano e de Mooney-Rivlin os resultados sao
adequados apenas para pequenas ¢ médias deformagdes. No caso da compressao uniaxial, os

cinco modelos implementados sdo considerados adequados para todos os niveis de deformacao.

Em Carrazedo (2009), a formulagdo posicional ¢ utilizada para estudar problemas de
impacto bidimensional considerando-se transferéncia de calor e seus efeitos. Assim, sdo
consideradas estruturas em situagdes nao-isotérmicas, incluindo a gerag¢ao de calor decorrente
da taxa de deformagdo da estrutura. Sao apresentados os conceitos necessarios para a completa
descricdo do comportamento de solidos termo-elastoplasticos, baseados nas leis da
termodindmica e nos principios da elasticidade e da plasticidade. Estes conceitos sdo entao
utilizados para o desenvolvimento de um codigo computacional para analisar estruturas com
comportamento termo-elastico e termo-plastico. Diversos exemplos sdo analisados e
comparados com resultados analiticos e resultados obtidos na literatura, comprovando a
precisdo e validando a formulagdo desenvolvida. Com os resultados obtidos o autor questiona
a validade da teoria atual da termo-elasticidade, visto que o termo de geracdo de calor elastico

surge em decorréncia da consideragdo de que a entropia pode decrescer.

Em Reis (2012), ¢ desenvolvido um codigo computacional adaptando-se a formulacao
posicional ndo linear geométrica para analisar estruturas reticuladas bidimensionais estaticas
com ligacdes semirrigidas. Para tanto, as ligagdes sdo consideradas como rotulas elésticas e
elastoplasticas. Os resultados numéricos obtidos apresentam satisfatoria concordancia com os

resultados analiticos e os resultados disponiveis na literatura.

Em Pascon (2012), a formulag@o posicional ndo linear geométrica para analise de s6lidos
tridimensionais ¢ utilizada para implementacdo de modelos constitutivos elasticos e
elastoplasticos para materiais com gradag¢do funcional, a qual ¢ definida como a variagao
gradual (continua e suave) das propriedades constitutivas do material. Nesse trabalho sdo
adotados elementos tetraédricos e hexagonais com a ordem de aproximagdo polinomial
desejada. Duas formulacdes elastoplasticas sdo utilizadas: a de Green-Naghdi, na qual a
deformacdo ¢ decomposta de forma aditiva; e a hiperelastopléstica, em que o gradiente ¢

decomposto de forma multiplicativa.
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Em Greco et al. (2012), ¢ feita uma comparacdo entre a formulagio posicional do Método
dos Elementos Finitos e a formulacdo co-rotacional para analise ndo linear geométrica de
treligas espaciais, considerando seus aspectos de estabilidade estrutural. A primeira formulagao
utiliza posi¢des nodais ao invés dos deslocamentos nodais para descrever a cinematica dos
elementos finitos, sendo as deformagdes calculadas diretamente do conceito posicional
proposto, utilizando-se um sistema de coordenadas cartesiano fixo no espaco. A segunda
formulacao ¢ baseada na separagdo explicita entre 0 movimento de corpo rigido € 0 movimento
devido a deformagdo. Essa separagdao permite a representagdao das nao linearidades devido ao
movimento de corpo rigido. Os autores concluem que, em termos gerais, a formulagdo
posicional é consideravelmente mais simples do que a formulagdo co-rotacional. Assim, a
avaliagdo numérica pela formulagdo posicional pode ser potencialmente mais rapida que a
avaliacdo numérica pela formulagao co-rotacional, sendo apropriada para analises de estruturas
complexas que apresentem operagdes com matrizes de grandes dimensdes. Por outro lado, no
caso da formulacdo co-rotacional, o reaproveitamento do cddigo computacional para
formulagdes de outras leis constitutivas € uma evidente vantagem. Para deduzir uma formulagao
numérica para novos materiais ou fenomenos utilizando-se o conceito posicional, novos termos
precisam ser incluidos no funcional de energia potencial total, acarretando um consideravel

aumento nos desenvolvimentos algébricos.

Em Greco ef al. (2013), a formulacdo posicional ndo linear € aplicada a analise dindmica
de estruturas tensegrity, utilizando-se o algoritmo implicito de integra¢do a-HHT e o algoritmo
explicito de diferencas centrais. Os autores concluem com os resultados obtidos que a
abordagem proposta ¢ adequada a analise dindmica de estruturas tensegrity, obtendo-se
respostas com caracteristicas mais estaveis, com amortecimentos numericos pequenos em

moddulo, em relagdo as respostas obtidas utilizando-se o algoritmo classico de Newmark.

Em Greco et al. (2011) e Oliveira (2012), a formulagdo posicional desenvolvida para
analise dinamica ¢ utilizada para estudar problemas de massas moéveis em cabos. Pelos
resultados obtidos, os autores concluem que a formulacao proposta ¢ adequada para descrever
o comportamento de qualquer ponto localizado em um cabo devido a influéncia de uma massa
movel com velocidade constante. Além disso, € verificado que o comportamento nado linear
geométrico para velocidades mais baixas ¢ preponderante em relacdo aos efeitos inerciais,
sendo o comportamento do cabo mais estdvel para problemas com velocidades mais altas de
deslocamento da massa movel. Oliveira (2012) verifica ainda as influéncias dos valores da

massa e sua velocidade, assim como a influéncia de duas massas moveis ¢ da velocidade
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variavel da massa mével, no comportamento do cabo. O autor conclui que ha uma tendéncia de
enrijecimento do cabo com o aumento da velocidade da massa movel. Além disso, o autor
conclui que o valor da massa ¢ significativo no comportamento dindmico do cabo ou da viga
principalmente para baixas velocidades. Adicionalmente, Oliveira (2012) aplica a formulagao
posicional a analise de uma viga com massa movel, verificando a influéncia da velocidade, das
condi¢cdes de apoio e do comportamento elastoplastico. Ao contrario do que se observa para o
caso de cabos, o autor conclui que, para o caso de vigas, ¢ observado um aumento nos
deslocamentos devido ao aumento da velocidade da massa movel. Além disso, € observado que
a analise elastoplastica realizada permite obter os resultados esperados pela literatura, em que
o comportamento elastoplastico isotropico ¢ descrito mesmo utilizando-se uma medida de
deformacdo de engenharia, usualmente considerada para problemas lineares. Em Oliveira e
Greco (2014), a formulacdo posicional ¢ desenvolvida e aplicada a analise dinamica de vigas
laminadas elastoplasticas com massas moveis. Essa configuracdo laminada permite analisar
casos praticos de vigas compostas por dois ou mais materiais diferentes, vigas de material
composto com camadas de fibras em direcdes diferentes e, também, vigas de sec¢des

homogéneas de geometria complexa, como uma se¢do de trilho de linha férrea.

Em Lacerda et al. (2014), a formulagdo posicional ndo linear para analise de trelicas
espaciais ¢ utilizada para implementacao de dois métodos de controle diferentes no método
iterativo de Newton-Raphson. Os dois métodos implementados sdo baseados no método do
comprimento de arco, e sdo conhecidos como método de Riks e método de Crisfield. Os
métodos de comprimento de arco sdo técnicas comumente utilizadas na analise ndo linear para
solucdo de trajetorias de equilibrio, pontos de bifurcagdo e pontos limites relacionados aos
fendmenos de snap-through e snap-back. A formulagdo ¢ utilizada na andlise de diferentes
problemas ndo lineares que apresentam fendmenos de snap-through e snap-back fornecendo
resultados de trajetérias de equilibrio em conformidade com os resultados disponiveis na
literatura cientifica. Lacerda (2014) aprofunda o estudo iniciado em Lacerda et al. (2014),
analisando problemas de instabilidade estrutural de bifurcagdo de resposta, snap-through e
snap-back utilizando-se diferentes métodos de controle, adotados para tracar trajetérias de
equilibrio, e utilizando-se as medidas de deformacao de engenharia, logaritmica e de Green. Os
métodos de controle implementados sdo os de incremento de posi¢do, incremento de forga e
comprimento de arco. O trabalho apresenta ainda um algoritmo do método do comprimento de

arco baseado no algoritmo de Riks-Wempner.
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Em Rabelo ef al. (2014), a formulagdo posicional ndo linear desenvolvida para andlise de
trelicas espaciais com ndo linearidades geométricas e fisicas ¢ particularizada para descri¢do do
comportamento viscoelastico, sendo a contribui¢do deste comportamento introduzida a partir
da relagao reoldgica obtida do modelo de Kelvin-Voigt. O trabalho inclui ainda a analise
numérica da estrutura de uma misula trelicada de torre de linha de transmissao constituida de
material polimérico refor¢ado com fibra de vidro. Os autores concluem que a formulacdo ¢
capaz de representar o comportamento esperado para o modelo reologico de Kelvin-Voigt como
um fenomeno de fluéncia adicional ao comportamento eldstico instantaneo em estruturas de
trelica sujeitas a esforcos axiais. Posteriormente, em Rabelo (2015) uma formulagdo semelhante

¢ desenvolvida e implementada considerando-se a relagdo reoldgica obtida do Modelo de Zener.

Em Becho et al. (2015), a formulagdo posicional ndo linear desenvolvida para analise de
estruturas reticuladas planas discretizadas em elementos de poértico ¢ particularizada para
descricdo do comportamento viscoeldstico em vigas e estruturas de portico plano,
considerando-se a cinematica de Bernoulli-Euler. Nesse caso, a contribui¢do do comportamento
viscoelastico ¢ introduzida a partir da relagcdo reoldgica obtida do modelo padrdo de so6lido
(modelo de Zener) e considerada apenas em relacao as deformagdes da linha centroidal dos
elementos finitos. Na sequéncia, em Becho (2016), uma formulagio semelhante ¢ desenvolvida,
porém, nesse caso a contribui¢do do comportamento viscoeldstico ¢ considerada em relacao as
deformacdes ao longo da altura do elemento finito por meio de uma malha de integragdo
numérica bidimensional. Os autores concluem que, diferentemente de Rabelo et al. (2014), a
formulagao € capaz de representar o comportamento esperado para o modelo reologico de Zener
como um fendmeno de fluéncia que inclui tanto o comportamento elastico instantaneo quanto
o comportamento elastico amortecido dependente do tempo em vigas e estruturas de portico

plano sujeitas a esforcos axiais e de flexao.

Em Becho ef al. (2016), uma formulacdo semelhante a apresentada em Rabelo (2015) ¢
desenvolvida para descrever o comportamento mecanico viscoelastico em barras submetidas a
tracdo, considerando-se o modelo reoldgico de Zener. Essa formulacao € entdo empregada para
a simulagdo de testes de carregamento-descarregamento de barras constituidas de Polietileno
de Alta Densidade. Posteriormente, em Becho ef al. (2017), a mesma formulagdo ¢ utilizada
para implementacdo de quatro modelos reoldgicos diferentes capazes de descrever o
comportamento viscoelastico. Os modelos implementados sdo os de Maxwell, Kelvin-Voigt,

Boltzmann e Zener. Nesse trabalho sdo analisadas estruturas com nao linearidades geométricas
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acentuadas obtendo-se resultados satisfatorios e de acordo com o esperado pela Teoria da

Viscoelasticidade.

Em Cavalcante et al. (2017), a formulagao posicional ¢ estendida para a analise de
problemas dinamicos e de contato/impacto em treligas espaciais. A formulagdo desenvolvida ¢
semelhante a apresentada em Greco (2004) para analise de contato/impacto em porticos planos.
Nesse trabalho sdo comparados os resultados das implementac¢des de diferentes algoritmos de
integragdo temporal. Os algoritmos implementados sdao Wilson-0, Houbolt, Newmark
modificado, Diferencas Centrais, Souza e Moura ¢ Chung e Lee. Os autores concluem que a
formulagdo ¢ simples e eficiente para os problemas analisados e, a partir dos resultados obtidos,
concluem ainda que os algoritmos de integracao temporal de Newmark, Diferengas Centrais,
Souza e Moura e Chung e Lee sdo adequados para a analise de problemas de contato/impacto,

enquanto, os algoritmos de Wilson-0 e Houbolt ndo apresentaram resultados satisfatorios.

Em Pascon e Coda (2017), a formulagdo posicional ndo linear geométrica é desenvolvida
para analise estdtica de elementos tridimensionais considerando-se o modelo constitutivo
hiperelastico neo-Hookeano em associagdo com o modelo reoldgico de Zener para descri¢ao
do comportamento viscoelastico. Nesse trabalho ¢ adotado como método de integracdo
temporal o método implicito de Euler. Apesar de serem adotados modelos unidimensionais, a
formulacao apresenta resultados de acordo com o esperado pela Teoria da Viscoelasticidade.
Além disso, pelos resultados obtidos, os autores concluem que a formulagdo desenvolvida ¢
capaz de representar os fendmenos de fluéncia e relaxacdo, observados em materiais

poliméricos, de forma satisfatoria.

Em Rabelo ef al. (2018), a formulagdo posicional ndo linear, desenvolvida em Rabelo
(2015), para analise de treligas espaciais com comportamento viscoeldstico, ¢ consolidada.
Neste trabalho, os autores avaliam a influéncia das propriedades viscoelasticas, do modelo de
Zener, no comportamento de uma trelica de duas barras com acentuada ndo linearidade
geométrica. Os autores concluem que a redugao do médulo de viscosidade propicia a ocorréncia
do snap-through com valores de mddulo de elasticidade superiores aos que seriam necessarios
para a ocorréncia desse fenomeno quando se considera o comportamento elastico. Além disso,
com a reducdo do mddulo de viscosidade o snap-through pode ocorrer de forma prematura na
escala de tempo. O trabalho inclui ainda a andlise numérica da estrutura de uma misula trelicada

de torre de linha de transmissao constituida de material polimérico refor¢cado com fibra de vidro.
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Para tal, a formulacao ¢ calibrada de forma bem sucedida a partir de ensaios de fluéncia a tracao

disponiveis na literatura.

Em Fernandes et al. (2018), a formulagao posicional ndo linear ¢ desenvolvida para analise
dinamica de estruturas discretizadas por elementos de portico com ligagdes viscoelasticas. A
formulagdo desenvolvida ¢ baseada nos trabalhos de Greco (2004) e Vasconcellos (2018),
sendo a modelagem das ligagdes viscoelasticas desenvolvida a partir de relagdes reologicas
deduzidas do modelo de Kelvin-Voigt. No trabalho ¢ apresentada uma analise completa do
comportamento dindmico de um arco senoidal que apresenta comportamento de snap-through.
Na anélise apresentada sdo avaliadas as influéncias dos diferentes pardmetros e os resultados

obtidos apresentam satisfatoria concordancia com os resultados disponiveis na literatura.

Como pode ser observado pelos trabalhos citados, o desenvolvimento e a aplicagdo do
M¢étodo dos Elementos Finitos Posicional tem sido objeto de estudo de um nimero consideravel
de pesquisadores, apesar de ser uma formulagdo relativamente recente. Isso se deve a sua
reconhecida aplicabilidade a anélise de problemas ndo lineares, aliado a sua simplicidade de
desenvolvimento algébrico e implementagdo computacional. E importante mencionar que o
proprio avanco nos estudos e aplicagoes das diferentes formulagdes do MEF, abre espago ¢
incentivam pesquisadores de diferentes areas em desenvolver e utilizar métodos e formulagdes
alternativas. Dessa forma, entende-se que o presente estudo estd situado em um tema
relativamente recente e que tem despertado o interesse de um nimero consideravel de

pesquisadores.
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3

FORMULACAO POSICIONAL GERAL

Apresentado originalmente em Coda (2003) e Coda e Greco (2004), o Método dos
Elementos Finitos Posicional ¢ baseado em conceitos variacionais do Principio da Minima
Energia Potencial Total. Nessa formulacdo as varidveis principais adotadas sdo as posi¢cdes
nodais da estrutura em relagdo a um sistema de coordenadas fixo no espago (descri¢iao
Lagrangiana Total). Essas variaveis sdo utilizadas como parametros para descrever a cinematica
dos elementos finitos e, a partir destas, ¢ possivel obter o campo de deformacdes € o campo de

tensoes.

Neste capitulo a formulagdo é descrita de uma forma geral, caso tridimensional nao linear
geométrico, sem levar em consideracao as particularidades da cinematica do elemento finito e
do comportamento mecanico. A partir da formulacdo geral desenvolvida € possivel,
posteriormente, particularizar a formulagdo para o elemento finito considerado e para diferentes

comportamentos mecanicos caracteristicos do material constituinte.

Inicialmente ¢ definida a fun¢gdo mudanga de configuracao, responsavel pelo mapeamento
dos elementos finitos. Na sequéncia sdo apresentados o tensor gradiente de deformacao
(responsavel pela determinacdo do movimento relativo entre os pontos constituintes dos
elementos finitos), a medida de deformacao em termos do tensor gradiente de deformacao e a
energia de deformacao total em termos da medida de deformagdo (utilizada no Principio da
Minima Energia Potencial Total). Por fim ¢ desenvolvido e apresentado o Principio da Minima
Energia Potencial Total, responsavel pela determinacdo das configuracdes de equilibrio dos

elementos finitos, que € a base da formulacdo do Método dos Elementos Finitos Posicional.
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3.1 Funciao mudanca de configuracio

Como descrito em Mal e Singh (1991), o tratamento matematico da mecanica dos sélidos
se baseia na suposicdo de uma por¢do material distribuida em um dominio denominado
continuo. Sendo que, em cada instante de tempo, todos os pontos dentro do dominio sdo
ocupados por um elemento infinitesimal de volume denominado particula material ou ponto
material. Os movimentos de um corpo deformavel podem, entdo, ser determinados pelos
movimentos dos pontos materiais e as mudancas de forma deste corpo podem ser determinadas
a partir dos movimentos relativos entre os pontos materiais que o compdem. Dessa forma, para
estudar o comportamento mecanico de um corpo deformavel ¢ necessario descrever o
movimento de seus pontos materiais, o que pode ser feito matematicamente através da funcao

mudanga de configuracio.

A funcdo mudanga de configuragdo (representada por f) ¢ definida como a funcdo que
relaciona as coordenadas de um ponto material do corpo no estado deformado, em um
determinado instante de tempo ¢, com as correspondentes coordenadas do ponto material do
corpo no estado indeformado, em um instante inicial #. Assim, como apresentado na Figura
3-1, considerando-se um corpo deformével, dominio € na configuracio deformada
(configuragdo corrente), um ponto P pertencente ao dominio e identificado por um conjunto de
coordenadas X(X;; X2, X3), em um espago euclidiano, pode ser relacionado ao ponto p
pertencente ao dominio w e identificado por um conjunto de coordenadas x(x; ; x2, x3), na
configuragdo indeformada (configuragao inicial), por meio da fungdo mudanca de configuragao

expressa indicialmente por:
X; = filx,t) (3-1)

em que I, de acordo com a nota¢do indicial, assume valores inteiros de 1 a 3, sendo este o indice
representativo das direcdes X;, X, e X3. Essa mesma notagdo ¢ adotada para os indices i e j ao

longo de todo o texto.

Considerando-se ainda que f ¢ uma funcdo bijetora, ou seja, todo ponto P, pertencente a
Q, pode ser relacionado a apenas um Unico ponto p, pertencente a @, € vice-versa (denominado

mapeamento injetivo), a relagdo inversa pode ser expressa por:

x = f; H(X,t) (3-2)
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A func¢do mudanca de configuracdo € responsavel, entdo, por mapear as mudangas de
posicdes dos pontos, possibilitando a obtencdo da configuragdo deformada de um corpo em
termos das posi¢des dos pontos na configuracdo indeformada do corpo. Nesse caso, a
configuragdo indeformada ¢ escolhida como a configuracdo de referéncia (denominado
referencial Lagrangiano). Considerando-se este referencial adotado ao longo de toda a andlise
de mudanca de configuracdo, a descri¢do da mudanga de configuragdo ¢ dita Lagrangiana Total

(Mal e Singh, 1991).

fx 0

. F

Figura 3-1: Mudanga de configuragdo de um corpo deformavel
3.2 Tensor gradiente de deformacao

Para entender e quantificar a mudanga de configuracdo de um corpo ¢ necessario avaliar
ndo apenas a mudanga de posi¢do de cada ponto, mas, também, a mudanca de forma em sua
vizinhanga, ou seja, a relagdo entre a mudanga de posi¢do de cada ponto com a mudanga de
posi¢do dos pontos em sua vizinhanga. Dessa forma, os movimentos relativos entre cada ponto
e os pontos em sua vizinhanga possibilitam a caracterizagdo da deformacgdo do corpo nos

respectivos pontos.

Avaliando-se a mudanga de configura¢do na vizinhanga de um ponto com coordenadas
x(x1; x2, x3), na configuragdo de referéncia indeformada, a diferenca de posicao entre o ponto e

um ponto de sua vizinhanga, na configuragdo deformada, pode ser expressa por:
AX; = fi(x + Ax, t) — fi(x,t) (3-3)

em que Ax representa uma pequena variacao nas coordenadas do ponto na configuragdo

indeformada.
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Escrevendo-se uma aproximacao, em termos de série de Taylor em torno da posi¢ao x, tem-

S¢:

AX; = ﬁ-(x,t)+%mj+(02) — fix, t) (3-4)
J

em que (O°) representa os termos de ordem superior e df;(x, t)/ 0x; representa o gradiente de

deformacdo avaliado na posi¢ao x.

No limite, ou seja, se 0 modulo do vetor Ax tender a zero (infinitesimal), tem-se:

afi(x,t)
X; = —dx; -
dX; 0%, dx; (3-5)
De forma simplificada, pode-se escrever como:
dX; = fi,; dx; (3-6)

em que f;,; representa o tensor gradiente de deformagéo, o qual, como pode ser observado pela
Equacao (3-6) e pela Figura 3-1, relaciona um seguimento infinitesimal de linha dx, em torno
do ponto de coordenadas x na configura¢do indeformada, com o respectivo seguimento

infinitesimal de linha dX, em torno do ponto de coordenadas X na configuragao deformada.
Representando-se o tensor gradiente de deformagdo por F;;, pode-se escrever:

ox,

De forma expandida, tem-se:

09X, 0X; 0X;
dx, O0x, O0x

f1;1 f1;2 f1'3 BXZ aXi BXZ
Fij = far faz fas|= (3-8)

0x1 a-XZ a.X'3
f3n faz fas 0X; 0X; 0X3

[dx; Ox, Ox;l

Logo:

Xm = FL] dx] (3'9)
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De forma tensorial, tem-se:
dX = F dx (3-10)

Assim como destacado em Maciel (2008), ¢ importante notar que dx ¢ uma porgao fixa,
definida pelo lugar geométrico dos pontos do corpo na configuragdo indeformada e dX ¢
definido pelo novo lugar geométrico desses pontos, na configuracao deformada, apds sofrer a
transformagdo descrita por F. Isso significa que, para a mudanca de configura¢do ser
fisicamente possivel, para todo dx diferente de zero, dX (ou F dx) deve ser diferente de zero.
Dessa forma, ¢ fisicamente impossivel que haja aniquilagao do material e, para tanto, o tensor

F deve ser ndo singular, ou seja:
J=|F|l #0 (3-11)

em que / ¢ denominado jacobiano da mudang¢a de configuracdo do corpo dado pelo
determinante do tensor gradiente de deformagéo (|F|). Dessa forma, o tensor F possui inversa,
expressa por:

1 O0f7M(x,t)
(Fy) " = JE)—xi (3-12)

A fim de possibilitar a discretizagdo do dominio e posterior utilizagdo dos conceitos de
fun¢do mudanca de configuragdo e tensor gradiente de deformacao no Método dos Elementos
Finitos Posicional, estes devem ser expressos em termos dos parametros nodais e das fungdes
de forma, como ¢ apresentado no capitulo 5. Para tal, é necessario parametrizar a geometria
com base na configuragdo auxiliar em um espaco adimensional, como apresentado na Figura

3-2, para um elemento tridimensional.

Assim, considerando-se a Figura 3-2, pode-se obter dois mapeamentos °f e 'f, referentes
as transformacdes da configuragdo auxiliar para a configuracdo indeformada e da configuragao
auxiliar para a configuracdo deformada, respectivamente, de forma que as coordenadas sejam

mapeadas por:

x; = °fi(&,0) (3-13)

Xi= "¢t (3-14)
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em que os sobrescritos 0 e 1 identificam, respectivamente, os mapeamentos da configuragao
auxiliar para a configuracdo indeformada e da configuragdo auxiliar para a configuragdo

deformada.

Configuracido deformada

Configura¢io indeformada

X; X Espago adimensional

Figura 3-2: Mapeamento das configura¢des indeformada e deformada

Dessa forma, utilizando-se as fungdes mudanga de configuracdo parametrizadas,
determinadas pelas Equagdes (3-13) e (3-14), os tensores gradiente de deformagdo, para os
mapeamentos das configuragdes indeformada e deformada, apresentados na Figura 3-2, podem

Ser expressos respectivamente, por:

0% 9°% 8°f
05, 0%, 0%
op _|2% 2% 0% G5u15)
L PR A T
0% 2°% 0°f
55, o5, 0%,

9% 0h
9%, 9% 0%
ot 3% 9 65-16)
S T
0 35 0
95, 35, 0 |
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Por fim, a transformacdo da configuragdo indeformada para a configuracdo deformada
pode ser avaliada de forma total utilizando-se a fun¢do mudanga de configuragio total f e o
tensor gradiente de deformacdo total F, em termos das coordenadas nodais adimensionais,

definidos, respectivamente, como:

f=0N" (3-17)

F="1F()" (3-18)

3.3 Medida de deformacgao

A partir da avaliagdo da mudancga de posi¢ao de cada ponto material e da relagdo entre a
mudanga de posi¢do destes com a mudanca de posi¢ao dos pontos materiais em sua vizinhanga,
¢ possivel caracterizar uma medida de deformagdo para mensurar a mudanca de forma nos
respectivos pontos. Assim, nesta se¢ao ¢ obtida e apresentada uma medida de deformagao em

termos do tensor gradiente de deformagao.

Segundo Ogden (1984), para quantificar a mudan¢a de configuracdo de um corpo, a
principio, qualquer medida de deformacdo pode ser adotada desde que seja objetiva, isto &,
forneca valores nulos para movimentos de corpo rigido e forne¢a os mesmos valores para
referenciais distintos. Dessa forma, a medida de deformacdo adotada neste estudo ¢ a de
engenharia, assim como adotado nos trabalhos de Greco (2004) e Maciel (2008). Essa medida
de deformacao ¢ utilizada para obtencao da energia de deformagao total, como ¢ apresentado
na secdo 3.4. A medida de deformacdo de engenharia ¢ bastante intuitiva, pois possui
significado fisico aparente, sendo relacionada com o estiramento de uma fibra durante a
mudanca de configuracdo de um corpo. Além disso, segundo Crisfield (1991), utilizar uma
medida de deformagdo de engenharia ndo significa necessariamente trabalhar em regime de
pequenas deformagdes. Pode-se considerar grandes deformacdes, desde que a medida de
deformagdo seja objetiva e possa ser calibrada para o modelo de material considerado. No
Apéndice ¢ apresentado um desenvolvimento para demonstrar que a medida de deformagao de
engenharia adotada no presente estudo e desenvolvida no presente item ¢ adequada para
trabalhar em regime de grandes deformagdes e, por isso, denominada deformacdo nao linear de

engenharia em Greco (2004) e Maciel (2008).
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O desenvolvimento para obten¢do da medida de deformacdo de engenharia apresentado
nesta se¢do ¢ reproduzido com base no trabalho de Maciel (2008), de acordo com os

procedimentos descritos a seguir.

De acordo com a Figura 3-3, pode se considerar m como um o versor na configuragao
indeformada e M o respectivo versor na configuracdo deformada, ambos ao longo dos

seguimentos dx e dX, respectivamente, em que:
dx = m |dx| (3-19)

dX =M |dX]| (3-20)

fx.t)

A

Xz

Figura 3-3: Estiramento de um elemento de linha
Substituindo-se as Equagdes (3-19) e (3-20) na Equacao (3-10), tem-se:
M |dX| = F m |dx| (3-21)
Multiplicando-se por M|dX|, tem-se:
ldX|? = mT(FTF m) |dx|? (3-22)
Manipulando-se os termos, tem-se:

dx
% = (T FTFm))"* = 4, (3-23)
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em que An representa a relacdo entre o comprimento deformado do seguimento dX e o
comprimento indeformado do seguimento dx, denominado estiramento do elemento de linha dx

na direcdo m.

Considerando-se a medida de deformagao normal de engenharia &,,,, definida em Ogden

(1984), em termos do tensor gradiente de deformacao F e da direcdo m, tem-se:

_|dX| - |dx| _|dx]|
fmm =T Jdx

1/2

1=4,—1=(mTF"Fm))"" -1 (3-24)
Assim, considerando-se a Equacao (3-24), € possivel determinar a deformacao normal, em
uma direcdo qualquer, avaliando-se o tensor gradiente de deformacdo e adotando-se uma
direcdo m de interesse. Por exemplo, para a deformagao normal na dire¢do x;, representada por
£11, adota-se m” =[1 0 0], para a deformagdo normal na direc¢do x., representada por &,,, adota-
se mT =[0 1 0] e, finalmente, para a deformagio normal na direcdo x3, representada por £33,

adota-se m” =[0 0 1]. Dessa forma, essas deformag¢des podem ser expressas por:

g1 = A1 — 1= (Fi + F5 + F{)V? -1 (3-25)
€22 = Ao — 1= (FH + F5 + FH)'/2 =1 (3-26)
€33 = Ag3 — 1 = (F& + F3 + F5)V/? — 1 (3-27)

Em relacdo as deformacdes por cisalhamento, estas sdo relacionadas as variagdes dos
angulos, ou distor¢des angulares, entre dois seguimentos com origem comum quando o corpo
passa da configuragdo indeformada para a configuracao deformada. Sendo, no presente estudo,
as deformagdes normais e por cisalhamento consideradas desacopladas, conforme
comportamento caracteristico de materiais isotropicos. Assim, a partir da Figura 3-4,
considerando-se os seguimentos dx e dx’, respectivamente nas dire¢des dos versores m ¢ m' na
configuracdo indeformada, e os seguimentos dX e dX’, respectivamente nas dire¢des dos

versores M e M' na configuragio deformada, a distor¢do angular pode ser expressa por:
y=6-0 (3-28)

em que 0 representa o Angulo entre os seguimentos na configuragdo indeformada e @ representa

o angulo entre os seguimentos na configuracao deformada.
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fx0)

X

X

Figura 3-4: Distor¢do entre dois elementos de linha
A partir da Figura 3-4, os angulos 8 e ® podem ser determinados, respectivamente, por
0 = arccos(m’m’) (3-29)
O = arccos(M"M") (3-30)

Considerando-se as Equagdes (3-21) e (3-23), tém-se:

F

M= (3-31)
Am
F !

M =— (3-32)
1

Logo, o angulo 6, apds a deformagio, pode ser determinado por:

(3-33)

m Am’

m- (FTFm")

0 = arccos| ——
Dessa forma, considerando-se as Equagdes (3-28) e (3-33) e considerando-se 6 na
configuragdo indeformada igual a 7t /2 (dire¢des inicialmente ortogonais), ¢ possivel determinar
amedida de deformacao por cisalhamento em funcao da distor¢ao angular, em termos do tensor

gradiente de deformagio F e das diregdes de referéncia m e m’, expressa por:
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e oy Am_ (I ETEmY (3-34)
mm 22 A Ay

Assim, considerando-se as trés diregdes ortogonais € a Equacao (3-34), a deformacgao por
cisalhamento em relagao as diregdes x; e x> (m =[100]em’ =[0 1 0]), representada por &;,, a
deformacao por cisalhamento em relagao as direcoes x; ¢ x3 (m=[1 00] e m’ = 1[0 0 1]),
representada por &;3, € a deformacao por cisalhamento em relacdo as diregdes x2 e x3 (m =[0 1

0] em’ =10 0 1]), representada por &,3, podem ser expressas por:

- Yiz _ 1 E _ arccos Fi1Fy + Fy1Fp + F31F3; ] (3-35)
272 22 (Ffy + F3y + F3)Y2 (Ff, + Ff, + F§)Y?)

- Yiz _ 1 E _ arccos < Fi1Fy 3 + Fy1Fp3 + F31F33 > (3-36)
B2 22 (Ffy + F3y + F5)Y2 (Fi + Fiy + F)/? )|

e = Y23 _ 1 E _ arccos FioF 3 + FypFoz + F35Fs33 ] (3-37)
272 202 (Ffy + F3, + F2)Y2 (FE + FZ3 + F&)Y2 )

Finalmente, utilizando-se as Equacdes (3-25) a (3-27) e (3-35) a (3-37) que foram
desenvolvidas em termos do tensor gradiente de deformagao, o tensor de deformacgdes para um
espaco tridimensional, composto por seis componentes independentes, trés deformagdes

normais e trés deformagdes por cisalhamento, pode ser representado por:

€11 €12 €13
&j = |€12 €22 €23 (3-38)
€13 €23 €33
Lembrando-se que, o tensor de tensdes para um espacgo tridimensional, composto por seis
componentes independentes, trés tensdes normais e trés tensdes de cisalhamento, pode ser

obtido utilizando-se adequadas relagdes tensdo-deformacao e representado por:

011 012 013
0ij = |%912 022 023 (3-39)
013 023 O33
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3.4 Energia de deformacao

A energia de deformacdo total de um corpo submetido a um estado de tensdo estd
relacionada com a energia responsavel pela mudanga de configuragao relativa entre seus pontos

internos, ou seja, a energia armazenada sob forma de deformagao no corpo.

Em geral, a energia de deformagdo total U pode ser definida pela integral da energia de

deformagdo especifica u em um volume de referéncia inicial V, expressa por:
U= f udV (3-40)
14

Sabendo-se que a energia de deformagdo especifica poder ser definida pela area

compreendida no grafico tensdo-deformacao, tem-se:

sz fadst (3-41)
Vv Je

em que o representa o tensor das tensdes em termos do tensor das deformagdes ¢, de acordo
com a relagdo constitutiva ou reoldgica do material. Dessa forma, € possivel obter a energia de

deformacao, contanto que a relagdo tensdo-deformacao seja conhecida.

Segundo Munaiar Neto (1998), a parcela da tensdo associada ao comportamento elastico
pode ser avaliada pelo estado de deformacao por meio de um potencial termodindmico. Para o
caso de materiais isotropicos, com desacoplamento entre os efeitos dos esfor¢os normais e os
efeitos dos esforgos cisalhantes, este potencial pode ser expresso pela combinacao linear entre

o quadrado do primeiro invariante e o segundo invariante do tensor de deformacdes, dado por:
1 2
Y(e) = 5 Aef +4pe) (3-42)

em que p representa a massa especifica do material, A e u representam, respectivamente, o
primeiro e o segundo pardmetro de Lamé e ¢; e &; representam o primeiro € o segundo

invariante do tensor de deformagdes, que podem ser determinados respectivamente por:

1= vE
@A+ v)(1=2v)

(3-43)
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__k 3-44
T G4
g = tr(e) (3-45)

tr () 3-46
& = 2 (3-46)

em que Vv representa o coeficiente de Poisson, E representa o modulo de elasticidade
longitudinal e tr( ) representa o trago do tensor.
Dessa forma, a partir do potencial termodinamico, a parcela do tensor de tensdes referente

ao comportamento elastico pode ser obtida por:

o€ =p%=ltr(e)+2ue (3-47)

De forma indicial, tem-se:
of = (168 6+ 1 (Bik 1 + 6ubj))€ra (3-48)
em que §;; representa o operador delta de Kronecker.
O tensor de tensdes pode ser expresso ainda por:
0i; = Cijki€n (3-49)
em que Cjjy; € denominado tensor constitutivo elastico, podendo ser expresso por:
Cijia = A 835 81 + 1 (8 81 + 81651.) (3-50)

Neste caso, o tensor constitutivo ¢ considerado independente das deformacdes. Em geral,
para materiais com comportamentos como o plastico e o hipereléstico, as relagdes tensado-
deformacao sdo mais complexas, podendo o potencial termodinamico conter mais termos € o

tensor constitutivo ser dependente da deformacao.

De forma expandida o tensor constitutivo, para o caso de materiais eldsticos e isotropicos,

pode ser expresso por:
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A+ 2u 0 0 0 u 0 0 0 u
0 A 0 U 0 0 0 0 0
0 0 A 0 0 0 u 0 0
0 U 0 A 0 0 0 0 0

C=| u 0 0 0 A+2u 0 0 0 u (3-51)

0 0 0 0 0 A 0 u 0
0 0 u 0 0 0 A 0 0
0 0 0 0 0 u 0 A 0
U 0 0 0 u 0 0 0 A+ 2ul

Na notagdo de Voigt o tensor constitutivo pode ser expresso pela seguinte matriz

constitutiva elastica;

A+2u A A 0 0 0

A A+ 2u A 0 0 0

A A A+ 2u 0 0 0
C = 3-52
0 0 0 200 0 (3-52)

0 0 0 0 2u 0

0 0 0 0 0 2u

Finalmente, a relacdo tensdo-deformagao dada pela Equagdo (3-49) pode ser expressa na

notacdo de Voigt por:

011] A4+2u A 2 0 0 0 7réen
0-262 A A + 2,11 A 0 0 0 Eoo
o3| | A A A+2u 0 0 0 €33
ol | o 0 0 2u 0 0 €23 (3-33)
0fs 0 0 0 0 2p 0 [|5s
o8, 0 0 0 0 0 2u 112

Procedendo-se com a operacao matricial apresentada na Equagdo (3-53) ¢ possivel obter
as expressoes que fornecem cada componente de tensdo em termos das componentes de
deformacdo. Considerando-se, entdo, o caso de estado plano de tensdo, ou seja, 033 =
013 = 0,3 = 0 e escrevendo-se €33 em termos de €11 € &,,, € possivel obter a relagdo tensdo-

deformacao para o estado plano de tensao expressa na forma matricial por:

4p(A + ) 2Au 0
011 A+ 2u A+ 2u 11
[022‘ 2u 4u(Ad + 1) 0 [522] (3-54)
012 A+ 2;1 A+ 2w €12
0 2u
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De forma analoga, invertendo-se a relagdo tensdo-deformacao descrita pela Equacao (3-53)
e procedendo-se com a operagdo matricial resultante € possivel obter as expressdes que
fornecem cada componente de deformagdo em termos das componentes de tensdo.
Considerando-se, entdo, o caso de estado plano de deformagdo, ou seja, €33 = €13 = &3 =0¢
escrevendo-se 033 em termos de g, € 055, € possivel obter a relagdo tensao-deformacao para o

estado plano de deformacao expressa na forma matricial por:
O'lel A+ 2u A 0 €11
o5, | = A A+2u 0 ] [522] (3-55)
012 0

0 2ul €12
Para o caso unidimensional e com efeitos do cisalhamento, em que sao desconsiderados os

acoplamentos entre quaisquer tensdes e deformagdes em diregdes distintas, tem-se:
oy E 01]7p¢
ol =lo 2/ [22)] 350
01y 0 2ul L&
Por fim, para o caso unidimensional sem os efeitos do cisalhamento, tem-se:

of1 = E &4 (3-57)

Dessa forma, para o caso elastico, utilizando-se a Equagao (3-41) e adotando-se a relagdo
tensdo-deformacao adequada para o tipo de problema analisado e para o tipo de elemento finito
considerado, como as relacdes expressas pelas Equacgdes (3-53) a (3-57), obtidas a partir da
Equacao (3-49), ¢ possivel determinar a energia de deformagdo envolvida no processo de
mudancga de configura¢do do corpo. Em seguida, com a energia de deformagao determinada ¢
possivel aplicar o Principio da Minima Energia Potencial Total que € a base do Método dos

Elementos Finitos Posicional.

De forma analoga ao que foi apresentado para o comportamento elastico, segundo Munaiar
Neto (1998), a parcela da tensdo associada ao comportamento viscoso pode ser avaliada pela
matriz que contém as taxas de deformagao por meio de um potencial de dissipagdo. Para o caso
isotropico, com desacoplamento entre os efeitos dos esfor¢os normais e os efeitos dos esfor¢os
cisalhantes, este potencial pode ser expresso pela combinagdo linear entre o quadrado do

primeiro invariante e o segundo invariante da matriz das taxas de deformagdo, dado por:

1
(&) = 3 Qaz et +4pa, &) (3-58)
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em que a, e a, representam os coeficientes de viscosidade associados aos respectivos

parametros de Lamé e &; e &;; representam o primeiro ¢ o segundo invariantes do tensor das

taxas de deformacdo, que podem ser determinados respectivamente por:

& = tr(é) (3-59)
22
&y = tr(zg ) (3-60)

Dessa forma, a partir do potencial de dissipagdo, a parcela do tensor de tensdes associada

ao comportamento viscoso pode ser obtida por:

. _ 09()

d P

=Aaytr(é)+2pay é (3-61)
De forma indicial, tem-se:
o = (A 8ij 8 + 1 ay (Sue 81 + 6u6k) )ér (3-62)
O tensor de tensoes pode ser expresso ainda por:
0i; = Dijrién (3-63)
em que D;jy; € denominada matriz viscosa, podendo ser expressa por:
Dijry = 2y 8;j S + pay (8ix S + 8:6) (3-64)

De forma expandida a matriz viscosa pode ser expressa por:

[Aay + 2pa, 0 0 uay, 0 0 0 Hay, 7
0 Aa; 0 ua, 0 0 0 0 0
0 0 A, 0 0 0 ua, 0 0
0 na, 0 Aay 0 0 0 0 0

D=| mua, 0 0 0 AaitZpa, 0 0 0 ua, (3-65)

0 0 0 0 0 Aa; 0 ua, 0
0 0  ua, 0 0 0  Aay O 0
0 0 0 0 0 pa 0 Aa 0

L uay 0 0 0 Ha, 0 0 0 Aa;+2ua,]

Na notagdo de Voigt a matriz viscosa pode ser expressa por:
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Aay + 2uay, Aay Aay 0 0 0
Aoy Aay + 2pay, Aoy 0 0 0
D= Aay Aay Aay + 2uay, 0 0 0 (3-66)
0 0 0 2pa, 0 0
0 0 0 0 2pay, 0
0 0 0 0 0 2uay, |

Finalmente, a relagdo tensdo-deformacdo dada pela Equacdo (3-63) pode ser expressa na

notagdo de Voigt por:

O—fl‘ Aoy + 2‘[10,’# Aoy Aoy 0 0 0 €11

a¥, Aay Aay + 2uay, Aay 0 0 0 £9r

05;3 _ Aay Aay Aay + 2uay, 0 0 0 5233 (3-67)
023 0 0 0 2pay 0 0 €23

013 0 0 0 0 2uay, 0 l€'13 J

o, 0 0 0 0 0 2uay, | 12

De forma analoga ao apresentado no caso elastico, procedendo-se com a operagao matricial
apresentada na Equacgao (3-67) € possivel obter as expressoes que fornecem cada componente
de tensdo em termos das componentes de taxa deformacao. Considerando-se, entdo, o caso de
estado plano de tensdo, ou seja, g33 = 033 = 0,3 = 0 ¢ escrevendo-se £33 em termos de &;; €
€54, € possivel obter a relagdo tensdo-deformagdo para o estado plano de tensao expressa na

forma matricial por:

'4;10(#(10(,1 + ,ua“) 2 oy pay ) 1
ol Aay + 2uay, Aay + 2uay, €11
A 20 oy 1 ay 4pay(Aay + pay,) [8:22] (3-68)
017 Aoy + 2pay, Aay + 2uay, €12
0 0 2uay |

De forma analoga, invertendo-se a relagdo tensdo-deformacao descrita pela Equagao (3-67)
e procedendo-se com a operagdo matricial resultante € possivel obter as expressdes que
fornecem cada componente de taxa deformagdo em termos das componentes de tensdo.
Considerando-se, entdo, o caso de estado plano de deformagdo, ou seja, €33 = €13 = &3 =0¢
escrevendo-se g33 em termos de gy € 0,5, € possivel obter a relagdo tensdo-deformacao para o

estado plano de deformacdo expressa na forma matricial por:

al Aa,l + 2ua, Aay 0 11
05y Aay Aay + 2uay, 0 €2 (3-69)
012

0 0 2uay, €12
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Para o caso unidimensional e com efeitos do cisalhamento, em que sdo desconsiderados os
acoplamentos entre quaisquer tensdes e deformagdes em diregdes distintas, tem-se:

O'fl] [E Xy 0 ] [én]
= i 3-70
[Ufz 0 2p oyl €12 ( )

Por fim, para o caso unidimensional sem efeitos do cisalhamento, tem-se:
o1 = E ay é3 (3-71)

Dessa forma, para o caso viscoso, utilizando-se a Equagdo (3-41) e adotando-se a relagao
tensdo-deformagdo adequada para o tipo de problema analisado e para o tipo de elemento finito
considerado, como as relacdes expressas pelas Equacdes (3-67) a (3-71), obtidas a partir da
Equacao (3-63), ¢ possivel determinar a energia de deformacdo envolvida no processo de
mudanga de configura¢do do corpo. Em seguida, com a energia de deformagdo determinada ¢
possivel aplicar o Principio da Minima Energia Potencial Total que ¢ a base do Método dos

Elementos Finitos Posicional.

Finalmente, para o caso do comportamento viscoelastico as relagdes tensdo-deformacao,
deduzidas dos modelos reologicos, sdo compostas por combinacdes adequadas envolvendo a
parcela elastica, expressa pela Equagdo (3-49), e a parcela viscosa, expressa pela Equacao
(3-63). Tais relagdes, denominadas relagdes reoldgicas, sdo devidamente apresentadas no

Capitulo 4.

3.5 Principio da Minima Energia Potencial Total

De uma forma geral, a formulacdo do Método dos Elementos Finitos Posicional, baseada
em principios de equilibrio de energia, pode ser demonstrada partindo-se do funcional da
energia potencial total de uma estrutura solicitada por forcas externas generalizadas. Para o caso
de um sistema estrutural quase-estatico e conservativo, assim como apresentado em Pascon
(2008), o funcional da energia potencial total (/7) pode ser determinado pelo Principio dos

Trabalhos Virtuais e expresso por:

N=U+P (3-72)
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em que U representa a energia de deformacdo total, como apresentado no item 3.4, ¢ P

representa a energia potencial das forcas externas generalizadas expressa por:

ngl

P=- Z F,X, (3-73)
q=1

em que os graus de liberdade sdo representados por X, e os respectivos carregamentos

equivalentes em cada grau de liberdade sdo representados por Fy, sendo ngl o nimero de graus

de liberdade.

Aplicando-se os principios da abordagem variacional, para obter a configuragdo de
equilibrio, a qual corresponde ao valor minimo (ou maximo) do funcional da energia potencial

total, a primeira variacdo da Equacdo (3-72) deve ser nula (Dym e Shames, 2013), ou seja:
sMM =0 (3-74)

Avaliando-se a variacdo em relacdo aos graus de liberdade, que sdo representados pelos

parametros nodais no Método dos Elementos Finitos Posicional, tem-se:

som =" sx. =0 3-75
B X, 1 B (3-75)
Visto que § X, representa uma variagdo arbitraria nos graus de liberdade, tem-se o seguinte

sistema com o numero de equacdes igual ao numero de graus de liberdade:

ol oU 0P

o = X, + X, =0 (ondeq =1,2,...,ngl) (3-76)

q

o qual representa o Principio da Minima Energia Potencial Total, sendo ngl o nimero de graus
de liberdade. Conceitualmente, antes da discretizagdo, a estrutura possui infinitos graus de
liberdade e, consequentemente, o sistema expresso pela Equagdo (3-76) possui infinitas
equacdes. Apos a discretizacdo, no Método dos Elementos Finitos Posicional, o nimero de
graus de liberdade se reduz ao nimero de parametros nodais, como ¢ apresentado no capitulo

5, tornando possivel a resolucao do sistema de equacdes.

O Principio da Minima Energia Potencial Total determina que, dentre todas as

configuragdes possiveis para um sistema constituido por um corpo deformdvel com forcas
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atuantes, aquela correspondente ao valor estacionario (minimo ou maximo) da energia potencial
total (IT) ¢ a configuracdo equilibrada (Crisfield, 1991; Biot, 1965). Dessa forma, o equilibrio
da estrutura ocorrera quando a derivada parcial da energia potencial total, em relagdo aos graus
de liberdade (parametros nodais), for nula, ou seja, quando a variagao da energia potencial total
for nula, como expresso pela Equacao (3-76). A garantia da aplicacao desse principio fornecer
o valor minimo da energia potencial total pode ser baseada na avaliagdo da derivada segunda
do funcional (ou a partir da segunda variagdo do funcional) ou a partir da propria avaliacdo da
natureza do equilibrio estavel dos problemas estruturais tratados, com base em suas
caracteristicas geométricas e nas condi¢des de contorno (Utku et al., 1991; Felton e Nelson,

1997).

A partir das Equagdes (3-41) e (3-49), no caso discretizado, ¢ possivel observar que a
relacdo entre a energia de deformacdo total e as posi¢cdes nodais (pardmetros nodais
generalizados), contidos na definicdo da medida de deformagdo, ¢ ndo linear. Dessa forma,
pode-se inferir que a Equacao (3-76) representa um sistema de equagdes nao linear. Nesse caso,
este sistema precisa ser resolvido utilizando-se um método de resolugdo de sistema de equagdes
adequado. A partir deste, é possivel determinar a posicdo de equilibrio de uma estrutura
submetida a um carregamento especifico e, em seguida, definir as deformacgdes e as tensoes as

quais seus componentes estdo submetidos.

Neste estudo, o sistema de equacdes nao linear € resolvido utilizando-se o método iterativo
de Newton-Raphson, brevemente descrito a seguir, considerando-se a estrutura discretizada

pelas posi¢des nodais (parametros nodais generalizados).

Reescrevendo a Equacdo (3-76) de uma forma compacta, tem-se:

oIl

o,

= 9,(X) =0 (3-77)
Expandindo-se em série de Taylor, truncando nos termos lineares, tem-se:
9q(X) = gq(X) + gq.r X)AX, =0 (ondeqer =1,2,..,ngl) (3-78)

em que ngl representa o numero de graus de liberdade, X representa o vetor das posigdes nodais

(visto como solugdo aproximada), g,(X) representa os termos do vetor dos residuos, gg,- (X)
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representa os termos da matriz Hessiana e AX,. representa os termos do vetor de corre¢ao das

posi¢des nodais. Sendo g, (X) e g4, (X) avaliados respectivamente por:
9q(X) =U,— F (3-79)
grr X) = U,gr (3-80)

Finalmente, a resolu¢do do sistema ndo linear, dado pela Equagdo (3-76), pode ser realizada
pelo método iterativo de Newton-Raphson, descrito de forma resumida como na Figura 3-5 e

conforme os procedimentos a seguir:

(1) Assume-se X como a configuracdo indeformada x;

(2) Calcula-se os termos do vetor dos residuos g, (X) a partir da Equagéo (3-79);

(3) Calcula-se os termos da matriz Hessiana g, (X) a partir da Equacao (3-80);

(4) Determina-se os termos do vetor de correcao das posi¢des nodais AX,., resolvendo-se o

sistema descrito pela Equacao (3-78);

(5) E verificado se o vetor de corre¢io das posi¢des nodais AX satisfaz o critério de
convergéncia adotado, havendo duas possibilidades a saber:

(5.1) Caso o vetor de correcdo das posi¢cdes nodais AX ndo satisfaga o critério de
convergéncia adotado, ¢ realizado um novo passo iterativo retornando-se ao
procedimento (2), sendo o vetor das posi¢des nodais atualizado a partir do vetor
de correcao das posigdes nodais (X = X + AX);

(5.2) Caso o vetor de correcdo das posicdes nodais AX satisfaca o critério de
convergéncia adotado, o processo iterativo ¢ encerrado, sendo a posi¢do de
equilibrio deformada da estrutura determinada e representada pelo vetor das

posigdes nodais X.

O critério de convergéncia adotado neste estudo ¢ dado pela seguinte expressao:

1AXI|
llxll —

tol (3-81)

em que ||*|| representa a norma euclidiana e fol representa a tolerancia considerada em cada

problema.
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Forca A Solucao aproximada
externa Gq(X) + g (X)AX,= 0
AX? , AX? | AX® I /
F .l : : 94(x°4
: 94(X? : \
g,(x) : Solugdo exata
: ’ : X)=0
940 Far (%) e
q ]
U, )
U, (X?)
Gagn (I)
' U, (x!
U,g () rq_( )
x Xt X2 X3

Posicdes nodais

Figura 3-5: Esquema representativo do processo iterativo do Método de Newton-Raphson (controle de forga)

A partir da formulagdo basica desenvolvida para o Principio da Minima Energia Potencial
Total e para o Método de Newton-Raphson & possivel obter a posi¢ao de equilibrio de um
sistema estrutural quase-estatico e conservativo submetido a um estado de carregamento
determinado. Para tanto, ¢ necessario particularizar a formulacao para levar em consideracao a

cinematica do elemento finito implementado € o comportamento mecénico de interesse.

A particularizagdo da formula¢do do Método dos Elementos Finitos Posicional se resume
em determinar a energia de deformagdo total U e suas derivadas U,; € U,q em relagdo as
posi¢des nodais (pardmetros nodais generalizados), presentes nas Equagoes (3-79) e (3-80). A
energia de deformacao total deve, entdo, ser descrita em funcao das relagdes tensdo-deformagao
(caracteristica do material adotado) e da medida de deformagao, sendo esta descrita em fungao
da cinematica do elemento finito considerado, expressa em termos das fungdes de forma e das

posi¢des nodais.

No presente estudo os resultados apresentados em exemplos e analises sdo obtidos a partir
de simulagdes numéricas utilizando-se a formulagdo desenvolvida e implementada
computacionalmente em cddigos de autoria propria. Os cddigos foram escritos em linguagem
Fortran 90 e as simulagdes foram realizadas utilizando-se um microcomputador equipado com
um processador Intel® Core™ i7-3630QM de 2,4 GHz, meméria RAM de 6 GB e sistema
operacional Windows 10 64-bits. Um algoritmo simplificado referente formulagao

implementada ¢ apresentado em pseudocodigo na Figura 3-6.



58

Algoritmo: Método dos Elementos Finitos Posicional

Inicio do algoritmo:
(" Leitura do arquivo de entrada:
Dados referentes a discretizagdo (n° de nos, incidéncia nodal, n° de elementos, n° de pontos de Gauss etc.)
Parametros numéricos (nimero de passos de forga, nimero de passos de tempo, passo de tempo etc.)
Propriedades geométrica (Posi¢des dos nds, comprimentos dos elementos, se¢des transversais etc.)

Propriedades fisicas (Moddulo de elasticidade, Modulo de viscosidade, coeficiente de Poisson etc.)

Pré-processador

Carregamentos (tipos de carregamento, intensidade dos carregamentos, localizagdo dos carregamentos etc.)
Condigdes de contorno (restri¢do dos graus de liberdade fixos)

Montagem do vetor das forgas (F)

\_Montagem do vetor das posi¢des nodais (X)

/Para o niimero de passos de forga e/ou de intervalos de tempo (processo incremental):

Enquanto o critério de convergéncia ndo for atendido (processo iterativo):

Determinagdo da energia de deformagio total (U)

Calculo das componentes do vetor dos residuos: gqX) =U,q—F,
Calculo das componentes da matriz Hessiana: Ggr X) = U,gr
g Montagem do sistema de equagdes: 9GqX) + ggr X)AX,. =0
B
g '< Resolugdo do sistema de equagdes: AX, = gi‘,lr(é:)
(=M

Atualizacdo das componentes do vetor das posi¢des: X, = X, + AX,

A
haxll o

Verificagdo do critério de convergéncia: W =
x

Fim do processo iterativo

Atualizagdo do vetor de forgas (F = F + AF)

\_F'im do processo incremental
Geometria deformada

Arquivos com os resultados de deslocamentos, tensdes e deformagdes

Pos-processador

Fim do algoritmo.

Figura 3-6: Algoritmo referente ao Método dos Elementos Finitos Posicional

A partir da Figura 3-6, pode ser verificado que o algoritmo implementado se divide em trés
etapas principais. A primeira etapa (pré-processador) € referente a entrada de dados, montagem
do vetor das forcas e montagem do vetor das posi¢des nodais iniciais. Essa entrada de dados
consiste em um arquivo de texto, no qual se determinam os dados da geometria e discretizagao
da estrutura, as propriedades fisicas e geométricas dos elementos, as condi¢des de contorno e
de carregamento, o numero de passos de carga, o nimero de intervalos de tempo e a tolerancia

de calculo.
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A segunda etapa (processador) consiste no processo iterativo do método de Newton-
Raphson. Nesse processo, a cada iteragao, inicialmente ¢ determinada a energia de deformacao
total, na sequéncia sao calculadas as componentes do vetor dos residuos € as componentes da
matriz Hessiana. Com essas componentes ¢ possivel montar um sistema de equacdes
linearmente independentes, o qual ¢ resolvido por elimina¢do Gaussiana. A resolugdo desse
sistema fornece as componentes do vetor de correcdo das posi¢des nodais. Essas componentes
sdo, entdo, utilizadas para atualizar o vetor das posigdes nodais. A iteracao se encerra com o
calculo da razao entre a norma euclidiana do vetor de correcao das posi¢des nodais € a norma
euclidiana do vetor das posi¢des nodais iniciais € com a comparacdo desta razdo com a
tolerancia de calculo adotada. Caso essa razio seja maior que a tolerancia de calculo, o fluxo
do algoritmo entra em uma nova iteragdo em busca de um novo conjunto de posi¢cdes nodais
que fornecam a minima energia potencial total, caso contrario, o vetor de posi¢des nodais €

determinado e o processo iterativo ¢ interrompido.

Essa segunda etapa ¢ repetida a cada passo de forca e/ou a cada intervalo de tempo. Caso
seja de interesse na andlise, € possivel, por exemplo, descarregar a estrutura em determinado
intervalo de tempo para verificar o processo de recuperagdo da deformacgdo, ou realizar o
carregamento por passos incrementais atualizando o vetor de forgas. Apds a execugao de todos

os passos de forca e/ou todos os intervalos de tempo o algoritmo passa para a terceira etapa.

A terceira etapa (pos-processador) consiste na determinagdo da geometria deformada e no
calculo dos deslocamentos, das tensdes e das deformagdes, a partir das posi¢des nodais, € na
geracdo dos arquivos de saida com os resultados obtidos. Na sequéncia, o algoritmo ¢

encerrado.
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4

MODELOS E RELACOES REOLOGICAS

Um dos pontos fundamentais na analise do comportamento mecanico de um componente
estrutural € a adogdo de relagdes constitutivas ou reoldgicas que descrevam de forma apropriada
as relacdes entre as tensoOes, as deformagdes e as propriedades do material. As relagdes
reoldgicas se diferem das relagdes constitutivas por considerarem a variavel tempo, sendo estas
apropriadas a descricdo numérica do comportamento de materiais viscoelasticos. Dessa forma,
assim como nos trabalhos de Panagiotopoulos et al. (2014), Carniel et al. (2015) e Pascon e
Coda (2017), neste estudo as relagdes capazes de descrever o comportamento de um
componente estrutural constituido por material viscoelastico sao deduzidas a partir de modelos
reoldgicos. A escolha dos modelos reoldgicos adequados, neste estudo, se baseia no

comportamento esperado para o fendmeno de fluéncia em materiais solidos.

Neste capitulo sdo, entdo, apresentadas as relacdes tensdo-deformacgao para trés diferentes
modelos reoldgicos capazes de representar o comportamento viscoeldstico em materiais
solidos. Estes modelos sdao compostos por elementos eldsticos (molas) e elementos viscosos
(amortecedores). A partir da associagdo entre estes elementos sdo obtidas as relagdes tensdo-
deformacdo caracteristicas de cada modelo. Os trés modelos reologicos apresentados e
posteriormente implementados na formulagao do Método dos Elementos Finitos Posicional sao

0 Modelo de Kelvin-Voigt, o Modelo de Boltzmann e o Modelo de Zener.

As relagdes reologicas apresentadas para cada modelo podem ser utilizadas em associagao
com a medida de deformagdo considerada e a cinematica do elemento finito adotado para
obtenc¢do da energia de deformagao total. Dessa forma, utilizando-se o Método dos Elementos
Finitos Posicional é possivel analisar sistemas estruturais constituidos por materiais que

apresentem comportamento viscoelastico.
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4.1 Consideracgoes gerais

Para materiais viscoeldsticos submetidos a carregamentos estiticos e constantes
(caracterizando-se o fendomeno de fluéncia), de uma forma geral, espera-se que estes apresentem
uma deformagdo elastica instantdnea e uma deformagdo eldstica amortecida adicional

(deformagdo viscoelastica) ao longo do tempo, apresentando uma deformacdo total superior a

obtida pela Teoria da Elasticidade, como esbogado na Figura 4-1.

S Viscoeldstico
N

Q

IS

=

S

S FElastico
S

Q

Tempo (1)

Figura 4-1: Curva de deformagdo ao longo do tempo

Este comportamento viscoeldstico pode ser representado por modelos que associam
elementos eldsticos e viscosos. Esses elementos podem ser representados como na Figura 4-2,
sendo as relagdes entre as tensdes e as deformagdes expressas, na forma unidimensional,

respectivamente para o elemento eldstico e para o elemento viscoso (Findley et al., 1989;

Argyris et al., 1991; Mesquita, 2002), por:

o€ = E¢ 4-1)
de

v — 4-2

o' =no-=né (4-2)

em que, os parametros E e n representam as propriedades do material denominadas,

respectivamente, como modulo de elasticidade longitudinal e médulo de viscosidade.
E n
i—\f\/\/\/‘—) o %’l:l_) °
(a) (b)

Figura 4-2: (a) Elemento elastico; (b) Elemento viscoso
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Em uma representagao tensorial, considerando as trés direcdes e seus acoplamentos, assim

como apresentado no item 3.4, as Equagdes (4-1) e (4-2) podem ser reescritas como:

o = Cijrin (4-3)
0ij = Dijkiér (4-4)

Reescrevendo os tensores C ¢ D na notacdo de Voigt, para o caso isotropico, com

desacoplamento entre os efeitos dos esforcos normais e os efeitos dos esforgos cisalhantes, tem-

se:
A+2u A A 0 0 0
A A+2u A 0 0 0
A A A+2u 0 0 0
C = 4-5
o o o 2 0 0 (*+2)
0 0 0 0 2u 0
0 0 0 0 0 2u
Aa; + 2uay, Aay Ay 0 0 0
Aay Aay + 2pa, Aay 0 0 0
Aa Aa Aoy + 2ua 0 0 0
D= A A A uay, (4-6)
0 0 0 Zpay 0 0
0 0 0 0 2pay 0
0 0 0 0 0 2uay, |

Considerando-se o primeiro € o segundo parametros de Lamé, contidos nas componentes

dos tensores C e D, expressos respectivamente por:

A= i 4
T a+v)(1-2v) (“-7)
_ L 4

ST P

e considerando-se os coeficientes de viscosidade a, e a, iguais (a; = a, = a), de forma

analoga aos trabalhos de Mesquita (2002) e Oliveira (2017), as relagdes tensao-deformagado

podem se reescritas, respectivamente para os modelos elastico e viscoso, como:

0f; = ECijien (4-9)
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o = EaCijién (4-10)
em que:

A+21 A A 0 0 0
A A+ 24 A 0 0 0

C = A A A+20 O_ 0 0 (4-11)
0 0 0 2[ 0 0
0 0 0 0 20 0
0 0 0 0 0 24

sendo A e 1 os parametros de Lamé modificados e expressos por:

— v

A= adrnda- (12
1= ! 4-13
S )

Visto que, assim como observado por Oliveira (2017), o mddulo de viscosidade pode ser

€Xpresso por:

n=Ea (4-14)
a relacdo tensdo-deformacao para o modelo viscoso pode ser expressa por:

o} = NCijrén (4-15)

Finalmente, as relagdes tensdo-deformacdo deduzidas de cada modelo reologico sdo
compostas pela adequada combinagdo entre as relacdes apresentadas nas Equagdes (4-9) e

(4-15), como ¢ apresentado nos itens 4.2, 4.3 ¢ 4.4.

De uma forma geral, os modelos reologicos utilizados para representacdo dos
comportamentos mecanicos dos materiais viscoelasticos podem ser derivados dos modelos
generalizados de Maxwell e de Kelvin-Voigt, ilustrados pelas Figuras 4-3 e 4-4, dependendo

da defini¢cdo dos parametros envolvidos (Findley et al., 1989; Argyris et al., 1991).
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Figura 4-3: Modelo generalizado de Maxwell (Argyris et al., 1991)

il T Tin
E| E: E,‘

Figura 4-4: Modelo generalizado de Kelvin-Voigt (Argyris et al., 1991)

Em Findley et al. (1989), Mesquita (2002) ¢ Marques ¢ Creus (2012) podem ser
consultados alguns modelos reoldgicos que sdo utilizados para descricdo dos comportamentos
mecanicos de materiais viscoeldsticos, assim como suas respectivas relagdes reologicas. Trés
dos modelos mais simples e frequentemente utilizados na literatura para representacao do
comportamento viscoelastico em materiais solidos sdo o Modelo de Kelvin-Voigt, o Modelo de
Boltzmann e o Modelo de Zener. Estes modelos podem ser derivados dos modelos

generalizados de Maxwell e de Kelvin-Voigt.

Nos itens 4.2, 4.3 e 4.4 deste capitulo sdo apresentados cada um destes trés modelos assim
como suas respectivas relagdes reoldgicas. Para todos os quatro modelos apresentados, o e €
representam, respectivamente, o par energético conjugado tensdo e deformagao de engenharia
e 0 e € representam, respectivamente, as taxas de tensdo e de deformacgdo ao longo do tempo.

Além disso, os parametros E, E;, E> e  representam as propriedades mecanicas dos materiais.

4.2 Modelo de Kelvin-Voigt

O modelo reologico de Kelvin-Voigt pode ser idealizado pela associacdo em paralelo entre
uma mola (elemento elastico) e um amortecedor (elemento viscoso), como apresentado na
Figura 4-5. Este modelo ndo € capaz de descrever um comportamento eldstico instantaneo,
descrevendo apenas um comportamento eldstico amortecido (comportamento viscoelastico)
com taxa de deformagdo decrescente ao longo do tempo, tipico de materiais solidos. Dessa

forma, para um periodo de tempo suficientemente grande, a deformacao eldstica amortecida
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tende para a resposta de deformacao elastica instantanea prevista por um modelo eléstico linear

com o mesmo modulo de elasticidade.

™

Figura 4-5: Modelo reologico de Kelvin-Voigt

A partir da Figura 4-5, ¢ importante observar que o pardmetro E determina a tendéncia de
deformacao total, apds um periodo de tempo suficientemente grande, e representa o modulo de
elasticidade do material no comportamento elastico amortecido. Além disso, o parametro 1
representa o mddulo de viscosidade do material, que determina a taxa de deformagao ao longo

do tempo e proporciona um comportamento amortecido ao material.

A relagao reoldgica pode ser obtida considerando-se que a deformacao total do modelo é
igual a deformacdo em cada elemento e que a tensdo total no modelo pode ser dada pela soma

da tens@o no elemento eldstico com a tensdo no elemento viscoso, expressas, respectivamente,

por:
e=¢@ =W (4-16)
c=0© + 50 (4-17)

em que os sobrescritos “(e)” e “(v)” se referem, respectivamente, aos elementos elastico e

ViSC0SO0.

A partir da Equacgao (4-17) e considerando-se as relagdes entre as tensodes e as deformagdes
no elemento elastico e no elemento viscoso, expressas respectivamente pelas Equacdes (4-9) e

(4-15), tem-se:
0ij = ECijiaei + 1Cijraén (4-18)

que representa a relagdo reologica do Modelo de Kelvin-Voigt.
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Para ilustrar melhor o comportamento mecanico deste modelo, nos dois subitens seguintes
sdo apresentadas as respostas referentes aos fenomenos de fluéncia e relaxacao, sendo dada uma
atencao especial ao tempo de retardo, o qual tem influéncia significativa na implementagao

numérica da formulagao desenvolvida, como ¢ observado no Capitulo 5.

4.2.1 Fluéncia no modelo de Kelvin-Voigt

O fendmeno de fluéncia em determinado modelo se refere a evolugao gradativa do estado
de deformacgao ao longo do tempo, quando solicitado por um estado de tensdao constante. A fim
de evitar o envolvimento de outros efeitos, o fenomeno de fluéncia pode ser melhor observado
considerando-se o caso de tragdo simples e utilizando-se um modelo uniaxial. Dessa forma, a
partir da Equacdo (4-18), a relacdo reologica para o modelo de Kelvin-Voigt pode ser expressa

por:
o =Ee+né (4-19)
Considerando-se a tensdo constante ¢ = g, a Equagao (4-19) pode ser reescrita como:

g+E$ = % (4-20)
dt n n

a qual representa a equagdo diferencial ndo homogénea que rege o comportamento de fluéncia.

A solucdo da equacdo diferencial, expressa pela Equacdo (4-20), pode ser obtida pela
combinagdo linear entre a solucao da respectiva equagcdo homogénea (&) e a solucdo particular

(&p), expressa por:
) =¢en+ ¢ (4-21)

sendo a solu¢do da equacdo homogénea e a solugdo particular expressas respectivamente por:

—-E

& = A e?t (4'22)
Op
e =2 (4-23)

em que A representa uma constante a ser determinada e t representa a variavel tempo.

Logo a Equacao (4-21) pode ser reescrita como:
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-E o
) =Aev += (4-24)
Considerando-se como condi¢do inicial o comportamento mecanico esperado para o
modelo em um tempo t = 0, tem-se:
of
e(0) =4 + FO =0 (4-25)

Dessa forma, a solu¢do da Equacdo (4-20), que representa a equacdo diferencial que rege

o comportamento de fluéncia do modelo de Kelvin-Voigt, pode ser expressa por:
o £
e =2(1- e ) (4-26)

Derivando-se a Equacdo (4-26) em relagdo ao tempo tem-se a taxa de deformagdo do

modelo de Kelvin-Voigt expressa por:

£(t) = %ﬁ (4-27)

A partir das Equacdes (4-26) e (4-27) ¢ possivel descrever o perfil de evolugdo da
deformacao ao longo do tempo para o modelo de Kelvin-Voigt, sob estado de tensdo constante,
como apresentado na Figura 4-6. A partir da Equacgdo (4-26), € possivel avaliar que a
deformacao varia ao longo do tempo, apresentando deformacao inicial nula e tendendo a gy /E
para um tempo suficientemente grande. A partir da Equagao (4-27), € possivel observar que a
taxa de deformacao varia ao longo do tempo de forma decrescente, sendo a taxa de deformagao

inicial igual g, /7 e tendendo a zero para um tempo suficientemente grande.

&
A
O
Ep =T """" i i
E n
N
L]
063Ey, |-+ A
I -
I 1
1' 1 g,
: , 0
g/ N\ E=—
[ I n
]
i

-~ Y

Figura 4-6: Representagdo da fluéncia pelo modelo reolégico de Kelvin-Voigt
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Como ilustrado na Figura 4-6, se o modelo apresentasse uma taxa de deformacao constante
e igual a taxa de deformacao inicial, a deformag¢do do modelo seria igual a deformagdo maxima
com um tempo denominado tempo de retardo e representado por t.. Dessa forma, analisando-

se a Figura 4-6, o tempo de retardo para o modelo de Kelvin-Voigt pode ser definido como:
Ui
== 4-2

Segundo Findley et al. (1989), o tempo de retardo ¢ uma propriedade fisica dos materiais
e esta relacionado com a taxa de deformacao inicial obtida em um ensaio de fluéncia. O tempo
de retardo ¢ definido, entdo, como o tempo necessario para a deformacgao, sob um estado de
tensdo constante, ser igual ao valor maximo, ou seja, cessar o processo de fluéncia, caso a taxa
de deformacdo se mantivesse constante e igual ao valor inicial. Segundo Marques ¢ Creus
(2012), o tempo de retardo representa uma caracteristica da taxa do processo de fluéncia, quanto
menor o seu valor, mais rapido o processo de fluéncia ocorre e o material ¢ dito menos viscoso.
O tempo de retardo fornece uma estimativa do tempo requerido para o processo de fluéncia se

aproximar da conclusao.

A maior parte do processo de fluéncia ocorre dentro do tempo de retardo. No entanto, ao
contrario do que ¢ considerado em sua defini¢cdo, para um tempo decorrido igual ao tempo de
retardo, a deformacgdo ainda ndo sera igual a deformacdo mdaxima. Isso porque a taxa de
deformacao ¢ decrescente, de acordo com a Equacgdo (4-27). Além disso, a partir das Equacdes

(4-26) e (4-28), ¢ possivel observar que, para um tempo t igual ao tempo de retardo, tem-se:
(t)—a°(1 1)~O63200~0632 (4-29)
Elg) = E o = U. E = U. €

ou seja, decorrido o tempo de retardo, a deformacdo ¢ aproximadamente igual a 63,2% da
deformac¢do maxima por fluéncia do modelo de Kelvin-Voigt, sendo €., a deformagdo maxima

obtida para um tempo suficientemente grande.

O tempo de retardo ¢ importante no presente estudo pois, assim como ¢ apresentado no
item 5.5.3 do Capitulo 5, este ¢ utilizado no controle do quanto, fisicamente, o modelo ¢ capaz
de se deformar em um determinado intervalo de tempo. Evitando-se assim problemas de

divergéncia no método iterativo adotado na implementag¢do computacional.
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4.2.2 Relaxacio no modelo de Kelvin-Voigt

O fenomeno de relaxagdo em determinado modelo se refere a redugdo gradativa do estado
de tensdo (alivio de tensao) ao longo do tempo, quando um estado de deformacao constante ¢
imposto. De forma analoga ao desenvolvido no subitem 4.2.1, a fim de evitar o envolvimento
de outros efeitos, o fendmeno de relaxagdo pode ser melhor observado considerando-se o caso
de deformagdo axial e utilizando-se um modelo uniaxial. Dessa forma, a partir da Equacao

(4-19) e considerando-se a deformacgao constante € = &,, tem-se:
o =Eg, (4-30)

A partir da Equacao (4-30), pode-se concluir que a tensdo, assim como a deformagao,
permanece constante, ou seja, ndo hé alivio de tensdo ao longo do tempo, conforme apresentado
na Figura 4-7. Dessa forma, o modelo de Kelvin-Voigt ndo ¢ capaz de reproduzir o fendmeno

de relaxagao.

o= Eg,

~ Y

Figura 4-7: Representacdo da relaxagdo pelo modelo reoldgico de Kelvin-Voigt

4.3 Modelo de Boltzmann

O modelo reologico de Boltzmann pode ser idealizado pela associacdo em série entre uma
mola (elemento eldstico) e um Modelo de Kelvin-Voigt (uma mola em paralelo com um
amortecedor), como apresentado na Figura 4-8. Este modelo ¢ capaz de descrever um
comportamento elastico instantdneo seguido por um comportamento elastico amortecido
(comportamento viscoelastico) com taxa de deformacgdo decrescente, tipico de materiais
solidos. Para um periodo de tempo suficientemente grande, a deformacdo viscoelastica total
tende para a resposta de deformacao eldstica instantanea prevista por um modelo elastico linear
com modulo de elasticidade equivalente ao da associacdo em série de dois elementos elasticos

com modulos de elasticidade respectivamente iguais a £; e E>.
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Figura 4-8: Modelo reolégico de Boltzmann

A partir da Figura 4-8, ¢ importante observar que o parametro £; determina a deformagao
elastica instantanea e representa o médulo de elasticidade do material. Enquanto, o modulo de
elasticidade equivalente a associagdo em serie entre os parametros E; ¢ E» determina a
deformacdo total ao longo do tempo e representa o modulo de elasticidade do material no
comportamento viscoelastico. Além disso, o parametro 1 representa o0 modulo de viscosidade
do material, que determina a taxa de deformagdo ao longo do tempo e proporciona um

comportamento amortecido ao material.

A relacdo reoldgica pode ser obtida considerando-se que a tensdo total no modelo ¢ igual
a tensdo no elemento eldstico ou a tensdo no modelo de Kelvin-Voigt e que a deformacao total
do modelo pode ser dada pela soma da deformacdo do elemento elastico com a deformagao do

modelo de Kelvin-Voigt, expressas, respectivamente, por:
c=0®=g® (4-31)
£ = 5(1) + 5(2) (4-32)

em que os sobrescritos “(1)” e “(2)” se referem ao elemento elastico isolado e ao modelo de

Kelvin-Voigt, respectivamente.

E importante observar, ainda, que as relacdes entre as tensdes e as deformacdes em cada

um dos elementos do modelo de Boltzmann podem ser definidas, respectivamente, por:
o= Elg(l) (4-33)
0(¢) = E,e® (4-34)

0-(2) = O'(Ze) + 0-(217) (4-35)
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O'(ZU) = T]é(z) (4‘36)

em que os sobrescritos “(2e)” e “(2v)” se referem, respectivamente, aos elementos elastico e

viscoso do modelo de Kelvin-Voigt.

Dessa forma, substituindo-se na Equagdo (4-32) as relagdes apresentadas nas Equacdes
(4-33) e (4-34) e considerando-se as relagdes entre as tensdes e as deformagdes no elemento

elastico e no elemento viscoso, expressas respectivamente pelas Equagoes (4-9) e (4-15), tem-

se:
1, (-1 1, -1
€t = 5 (Cijra) i) + A (Cijia) 01,9 (4-37)
1 2
onsiderando-se as Equacdes (4-31) e (4-35), a Equagdo (4-37) pode ser reescrita como:
Considerand E oes (4-31) e (4-35),a E a0 (4-37) pod i
1, - -1 1 -1 5 . (2v)
et = = (Cijir) 05 + = (Cijra) (05 = nCijraéra™™™) (4-38)
E E,
Rearranjando-se os termos da Equagdo (4-38), tem-se:
Ei+E; . 1 n .
&= T (Cijir) 03 — E—Zekl(z”) (4-39)
Derivando-se a Equagdo (4-32) em relagdo ao tempo e substituindo-se na Equagao (4-39),
tem-se:
Ei+E; -1 n .. .
& = “EE, (Cijra) o1 — E, (& — Ekl(l)) (4-40)

Derivando-se a Equagdo (4-33) em relagdo ao tempo e substituindo-se na Equagao (4-40),

considerando-se as propriedades do material invariantes com o tempo, tem-se:

E, +E,
E|E,

= - n . n = -1,
(Cijrr) 1Uij ——&u+—=—=(Cijn) 1Uij (4-41)
2 EE,

€ = E

Rearranjando-se os termos e isolando-se a tensdo total 0;;, a Equagdo (4-41) pode ser

reescrita como:

— -1 E].EZ T]El . n _ -1
(Cijkl) Oij = E, + E, €1 T E + E, €1 — E +E, (Cijkl) Oij (4-42)
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Finalmente, multiplicando-se os dois lados da Equacdo (4-42) por C; jki» tem-se:

EiE, - nEy - . n
O-ij_

=——— (C:: + —-~C:; . — 4-43
E, +E, ijkl€kl E +E, ijk1€kl E, +E, Oij ( )

que representa a relagdo reologica do Modelo de Boltzmann.

Para ilustrar melhor o comportamento mecéanico deste modelo, nos dois subitens seguintes
sao apresentadas as respostas referentes aos fenomenos de fluéncia e relaxagdo. Além disso,
assim como no desenvolvimento para o modelo de Kelvin-Voigt, ¢ apresentado o tempo de
retardo para o modelo de Boltzmann, o qual tem influéncia significativa na implementacao

numérica da formulac¢do desenvolvida, como ¢ observado no Capitulo 5.

4.3.1 Fluéncia no modelo de Boltzmann

A partir da Equacdo (4-43), a relacdo reologica para o modelo de Boltzmann

unidimensional pode ser expressa por:

_ EiE, nky Ui
o

= £+ §— G 4-44
E,+E, 'E,+E, E +E (4-44)

Considerando-se a tensdo constante 0 = g, a Equagdo (4-44) pode ser reescrita como:

de E, Ei+E,
—t—&=
dt 7 E,E;

a (4-45)

a qual representa a equagdo diferencial ndo homogénea que rege o comportamento de fluéncia.

A solucdo da equacao diferencial, expressa pela Equagdo (4-45), pode ser obtida pela
combinagdo linear entre a solucdo da respectiva equagcdo homogénea (&) € a solucdo particular

(&p), expressa por:
(t) = en + & (4-46)
sendo a solucao da equagdao homogénea e a solugdo particular expressas respectivamente por:

—E
gp=Aent (4-47)
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Ei+E, (448)
& = o -
P E,E;, °
em que A representa uma constante a ser determinada e t representa a variavel tempo.
Logo a Equacdo (4-46) pode ser reescrita como:
B2, E;+E
e)=Aen > (4-49)

E,E, °°

Considerando-se como condi¢do inicial o comportamento mecanico esperado para o

modelo em um tempo t = 0, tem-se:

E,E, ° E

e(0)=A4 + (4-50)

Dessa forma, a solucdo da Equacdo (4-45), que representa a equacdo diferencial que rege

o comportamento de fluéncia do modelo de Boltzmann, pode ser expressa por:

Oy E1+E20-)e_TE2t+E1+E2
0

&) = (__ E,E, °°

4-51
E, E,E, (4-51)

Derivando-se a Equagdo (4-51) em relagdo ao tempo tem-se a taxa de deformagdo do
modelo de Boltzmann expressa por:

o, Z=Ez2 E —Ez
é(t)z;oe n t:#‘goe n ¢ (4-52)

A partir das Equacdes (4-51) e (4-52) € possivel descrever o perfil de evolucdo da
deformacdo ao longo do tempo para o modelo de Boltzmann, sob estado de tensdo constante,
como apresentado na Figura 4-9. A partir da Equagdo (4-51), € possivel avaliar que a
deformacao varia ao longo do tempo, apresentando deformagao inicial igual a g /E; e tendendo
a oy(E; + E;)/E,E; para um tempo suficientemente grande. A partir da Equagdo (4-52), ¢
possivel observar que a taxa de deformagao varia ao longo do tempo de forma decrescente,
sendo a taxa de deformacdo inicial igual a ¢,/n e tendendo a zero para um tempo

suficientemente grande.
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Figura 4-9: Representacdo da fluéncia pelo modelo reologico de Boltzmann

Como ilustrado na Figura 4-9, se o modelo apresentasse uma taxa de deformagao constante
e igual a taxa de deformacao inicial, a deformag¢ao do modelo seria igual a deformagdo maxima
com um tempo denominado tempo de retardo e representado por t.. Dessa forma, analisando-

se a Figura 4-9, o tempo de retardo para o modelo de Boltzmann pode ser definido como:
te =— (4-53)

Assim como desenvolvido para o modelo de Kelvin-Voigt, a partir das Equacdes (4-51) e

(4-53), € possivel observar que, para um tempo t igual ao tempo de retardo, tem-se:

og Ei+E, ) 1 E,+E 0o (El + E, 00)
t)=(=2— L2 )+ L2 =04 0632 (224, — =2 4-54
e(te) <E1 5E et EE °FE T E,E, ° E, (4-54)

Considerando-se apenas a deformacao por fluéncia, ou seja, descontando-se a deformacao

elastica inicial, a Equacao (4-54) pode ser reescrita como:
e(ty) — &y = 0.632(e00 — &) (4-55)

ou seja, decorrido o tempo de retardo, a deformacao por fluéncia (descontando-se a deformagao
elastica inicial) ¢ aproximadamente igual a 63,2% da deformac¢do maxima por fluéncia do
modelo de Boltzmann, sendo ¢,, a deformagao maxima obtida para um tempo suficientemente
grande e &, a deformacao eldstica inicial. Este resultado ¢ andlogo ao obtido para o modelo de

Kelvin-Voigt.
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4.3.2 Relaxacio no modelo de Boltzmann

De forma analoga ao desenvolvido no subitem 4.3.1, a partir da Equagdo (4-44) e

considerando-se a deformacgao constante € = ¢;, tem-se:

do E +E,  EE
dt 1 O'—né‘o

(4-56)

a qual representa a equacdo diferencial nio homogénea que rege o comportamento de relaxacao.

A solugdo da equagdo diferencial, expressa pela Equacdo (4-56), pode ser obtida pela
combinagdo linear entre a solug¢do da respectiva equagdo homogénea (o3 ) € a solucdo particular

(0p), expressa por:
o(t) = oy + 0y (4-57)

sendo a solucdo da equacdo homogénea e a solugdo particular expressas respectivamente por:

—(E1+E3)

o,=Ae 1 ° (4-58)
E,E,

- 4-59

T+ E, (4-39)

em que A representa uma constante a ser determinada e t representa a variavel tempo.

Logo a Equacao (4-57) pode ser reescrita como:

—(E1+E2)t E2E1
o(t)=4Ae +
(©) E,+E,

& (4-60)

Considerando-se como condicdao inicial o comportamento mecéanico esperado para o

modelo em um tempo t = 0, tem-se:

E>E,

0 =4 +
o(0) E, +E,

& = Elgo (4-61)

Dessa forma, a solu¢do da Equacdo (4-56), que representa a equacdo diferencial que rege

o comportamento de relaxacdo do modelo de Boltzmann, pode ser expressa por:
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EE —(E1+E3) EE
2L1 ) - t_l_ 2L1 (4-62)

) = (E e, — —221 _2h
o(t) (180 E +E, " E,+E, 0

Derivando-se a Equagao (4-62) em relagao ao tempo tem-se a taxa de tensao do modelo de
Boltzmann expressa por:
E\’ey =E1tE2),  Eyg, =E+Ea),

g(t) = — e = — e (4-63)
n n

A partir das Equagoes (4-62) e (4-63) ¢ possivel descrever o perfil de evolucao da tensdo
ao longo do tempo para o modelo de Boltzmann, sob estado de deformagao constante, como
apresentado na Figura 4-10. A partir da Equagao (4-62), € possivel avaliar que a tensdo varia
ao longo do tempo, apresentando tensao inicial igual a E; &, e tendendo a €yE,E;/(E; + E5)
para um tempo suficientemente grande. A partir da Equacado (4-63), € possivel observar que o

modulo da taxa de tensdo varia ao longo do tempo de forma decrescente, sendo o modulo da

taxa de tensdo inicial igual a E; %g, /7 e tendendo a zero para um tempo suficientemente grande.

Como ilustrado na Figura 4-10, se o modelo apresentasse uma taxa de tensdo constante e
igual a taxa de tensdo inicial, a tensdo atuante no modelo seria minima com um tempo
denominado tempo de relaxagdo e representado por t,. Dessa forma, analisando-se a Figura

4-10, o tempo de relaxagdo para o modelo de Boltzmann pode ser definido como:

U

t, =——r -
T E+E (4-64)

Oy, +0368(0)—0y)

E E,
O, = £
Ei+E; °

t

Figura 4-10: Representacdo da relaxagdo pelo modelo reoldgico de Boltzmann

O tempo de relaxagdo ¢ analogo ao tempo de retardo, sendo considerado uma propriedade
fisica do material que fornece uma estimativa do tempo requerido para o fendmeno de relaxacao

se aproximar da conclusdo. Segundo Findley er al. (1989), o tempo de relaxagdo ¢ definido
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como o tempo requerido para a tensdo atingir seu valor minimo, ou seja, cessar o processo de

relaxacdo, caso a taxa de tensdo se mantivesse constante e igual ao valor inicial.

A partir das Equacdes (4-62) e (4-64), ¢ possivel observar que, para um tempo t igual ao

tempo de relaxagdo, tem-se:

E,E, )1 E,E,

2 )4 2P =g 4+ 0.368(0) — 0o 4-65
E+E ) e L +E05% " (60 = 0) (4-63)

o(ts) = (Elgo -
em que 0, representa a tensdo minima obtida para um tempo suficientemente grande e g,

representa a tensdo inicial.

Considerando-se apenas o alivio de tensdo por relaxagdo, ou seja, descontando-se a tensao

final obtida para um tempo suficientemente grande, a Equacdo (4-65) pode ser reescrita como:
0(ty) — 0w = 0.368(0y — 0o) (4-66)

ou seja, decorrido o tempo de relaxacdo, o nivel de tensdo (descontando-se a tensdo final) ¢
aproximadamente igual a 36,8% da diferenca entre a tensdo méaxima e a tensdo minima por
relaxag¢d@o do modelo de Boltzmann. Isso significa que, decorrido o tempo de relaxacao, o nivel
de tensdo experimenta um alivio (redu¢do) de aproximadamente 63,2% em relacdo a relaxagdo

total.

4.4 Modelo de Zener

O modelo de Zener pode ser idealizado pela associagdo em paralelo entre uma mola
(elemento elastico) e um modelo de Maxwell (uma mola em série com um amortecedor), como
apresentado na Figura 4-11. O modelo de Maxwell ¢é tipico para representacdo da resposta
mecanica de materiais fluidos e, por isso, ndo ¢ apresentado neste estudo, seu comportamento

e caracteristicas podem ser conferidos em Marques e Creus (2012).

Semelhante ao modelo de Boltzmann, o modelo de Zener ¢ capaz de descrever um
comportamento eldstico instantaneo seguido por um comportamento elastico amortecido
(comportamento viscoelastico) com taxa de deformacgdo decrescente, tipico de materiais
solidos. Para um periodo de tempo suficientemente grande, a deformagdo viscoelastica total
tende para a resposta de deformacgao eléstica instantanea prevista por um modelo elastico linear

com modulo de elasticidade igual E>.
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E,
W
g o
1 E n [
L — W
-~ - 4,

Figura 4-11: Modelo reologico de Zener

A partir da Figura 4-11, ¢ importante observar que os parametros £; ¢ E> determinam o
comportamento elastico instantaneo e a soma destes (associagdo em paralelo entre duas molas)
representa 0 modulo de elasticidade do material. Enquanto, o pardmetro £ determina a
tendéncia de deformagdo total (soma da deformacao elastica instantanea com a deformagao
viscoelastica) apos um periodo de tempo suficientemente grande e representa o méddulo de
elasticidade do material no comportamento viscoelastico. Além disso, o parametro # representa
o modulo de viscosidade do material, que determina a taxa de deformagdo ao longo do tempo

e proporciona um comportamento amortecido ao material.

A relagdo reologica pode ser obtida considerando-se que a tensdo total e a deformacao total

no modelo podem ser determinadas, respectivamente, por:
cg=0® +75® (4-67)
e=eM) = @ = Q&) 4 (V) (4-68)

em que os sobrescritos “(1)” e “(2)” se referem ao modelo de Maxwell e ao elemento elastico
1solado, respectivamente. Os sobrescritos “(le)” e “(1v)” se referem, respectivamente, aos

elementos elastico e viscoso do modelo de Maxwell.

E importante observar, ainda, que as relacdes entre as tensdes e as deformacdes em cada

um dos elementos do modelo de Zener podem ser definidas, respectivamente, por:
@ =E,e (4-69)
0-(1) = O'(le) = o'(lv) (4_70)

o(1e) = g, g(1e) (4-71)
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0.(11]) = ‘r]é(lv) (4-72)

Dessa forma, derivando-se as Equacdes (4-68) e (4-71) em relagdo ao tempo, considerando-
se as propriedades do material invariantes com o tempo, utilizando-se a Equacdo (4-72) e
considerando-se as relagdes entre as tensdes e as deformagdes no elemento elastico e no

elemento viscoso, expressas respectivamente pelas Equacoes (4-9) e (4-15), tem-se:
. 1 - -1, 1, 1
€kl = E. (Cijkl) Uij(le) + E (Cijkl) Uij(lv) (4-73)
1

que representa a taxa de deformagao total do modelo de Zener.
Substituindo-se a Equagdo (4-69) na Equagao (4-67), rearranjando-se e substituindo-se na
Equagao (4-73), tem-se:

1, - 1, - -
€l = E, (Cijir) 1dij(le) + 0 (Cijrr) 1(%‘ — E2Cijuigre) (4-74)

Novamente, substituindo-se a Equagdo (4-69) na Equagao (4-67), derivando-se em relagdo
ao tempo, considerando-se as propriedades do material invariantes com o tempo, e substituindo-

se na Equacao (4-74), tem-se:
. 1 - -1, . 1 - 1 =
E = g (Cijia) (647 = E2Cijiaéra) + 0 (Cijra) (01 = E2Cijrana) (4-75)
Rearranjando-se os termos e isolando-se a tensdo total 0;;, a Equagdo (4-75) pode ser

reescrita como:

U(E1 + E;) |

_ -1 n = -1,
(Cijr) 0ij = Exerg + L Ekl — E_l(Cijkl) Gij (4-76)

Finalmente, multiplicando-se os dois lados da Equacdo (4-76) por C; jki» tem-se:

n(E, +E;) - . n

0ij = E2Cijraen + A Cijki€rt — E—dij 4-77)
1 1

que representa a relagdo reoldgica do Modelo de Zener.
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Para ilustrar melhor o comportamento mecéanico deste modelo, nos dois subitens seguintes
sdo apresentadas as respostas referentes aos fenomenos de fluéncia e relaxacdo. Além disso,
assim como no desenvolvimento para os modelos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann, ¢
apresentado o tempo de retardo para o modelo de Zener, o qual tem influéncia significativa na

implementa¢do numérica da formulaciao desenvolvida, como ¢ observado no Capitulo 5.

4.4.1 Fluéncia no modelo de Zener

A partir da Equacao (4-77), a relagdo reologica para o modelo de Zener unidimensional
pode ser expressa por:
n(E; + E;) PR

—0 (4-78)

= Eye +
o 2& El El

Considerando-se a tensdo constante ¢ = o, a Equagao (4-78) pode ser reescrita como:

de  E,E, E,
—+ E = 00
dt  n(E; + E) n(E; + E)

(4-79)

a qual representa a equagao diferencial ndo homogénea que rege o comportamento de fluéncia.

A solucdo da equacao diferencial, expressa pela Equagdo (4-79), pode ser obtida pela
combinagdo linear entre a solucao da respectiva equagdo homogénea (&) e a solucdo particular

(&p), expressa por:
) =¢en+¢ (4-80)

sendo a solugdo da equacdo homogénea e a solugdo particular expressas respectivamente por:

—E1E3

& = A en(E1+E2) t (4'81)
& =5 (4-82)

em que A representa uma constante a ser determinada e t representa a variavel tempo.

Logo a Equacdo (4-80) pode ser reescrita como:
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—E1E2 0o
e(t) = AenEuiE | 2 (4-83)
2

Considerando-se como condicao inicial o comportamento mecanico esperado para o

modelo em um tempo t = 0, tem-se:

0o Oy
=A —_— = -
(0) + E, " E +L, (4-84)

Dessa forma, a solugao da Equagao (4-79), que representa a equagao diferencial que rege

o comportamento de fluéncia do modelo de Zener, pode ser expressa por:

0 = (525 - 5) T+ 7 (4-85)
e(t) = — — | enE1+E2 — -
E,+E, E, E,

Derivando-se a Equagao (4-85) em relagdo ao tempo tem-se a taxa de deformagdo do

modelo de Zener expressa por:

2 —E1E 2 —E4E
() = 2 it =P st (4-86)
n(E; + E;)? n(E, + E3)

A partir das Equacdes (4-85) e (4-86) ¢ possivel descrever o perfil de evolugdo da
deformacao ao longo do tempo para o modelo de Zener, sob estado de tensdo constante, como

apresentado na Figura 4-12.

&
A
Ty
sm:— —————————————————
E, 4
g9 +0632(g, — &)~ 7
0 ( 0) L U‘]E%
\ &= _
: n(E; + Ez)?
Og !
Eg = !
O E\+E, i
I t

Figura 4-12: Representacao da fluéncia pelo modelo reolégico de Zener

A partir da Equacao (4-85), € possivel avaliar que a deformacao varia ao longo do tempo,

apresentando deformacdo inicial igual a gy/(E; + E;) e tendendo a o,/E, para um tempo
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suficientemente grande. A partir da Equacdo (4-86), ¢ possivel observar que a taxa de
deformacdo varia ao longo do tempo de forma decrescente, sendo a taxa de deformacao inicial

igual a (Elzao) /((E; + E,)?) e tendendo a zero para um tempo suficientemente grande.

Como ilustrado na Figura 4-12, se o modelo apresentasse uma taxa de deformacgao
constante e igual a taxa de deformagao inicial, a deformagao do modelo seria igual a deformacgao
maxima com um tempo denominado tempo de retardo e representado por t.. Dessa forma,
analisando-se a Figura 4-12, o tempo de retardo para o modelo de Zener pode ser definido

como.

_n(Ey + Ey)

= 4-87
=T (4-87)

Assim como desenvolvido para o modelo de Boltzmann, a partir das Equacdes (4-85) e

(4-87), € possivel observar que, para um tempo t igual ao tempo de retardo, tem-se:

(t)—( % a°)1+a°~ % +O632(00 % ) (4-88)
N T\E +E EJeE E+E  C°\E, E+E, ;

Considerando-se apenas a deformacao por fluéncia, ou seja, descontando-se a deformacao

elastica inicial, a Equacao (4-88) pode ser reescrita como:
e(ty) — &y = 0.632(e00 — &) (4-89)

ou seja, decorrido o tempo de retardo, a deformacao por fluéncia (descontando-se a deformagao
elastica inicial) € aproximadamente igual a 63,2% da deformacdo méaxima por fluéncia do
modelo de Zener, sendo &, a deformagdo méxima obtida para um tempo suficientemente
grande e ¢, a deformagao elastica inicial. Este resultado ¢ andlogo aos obtidos para os modelos

de Kelvin-Voigt e de Boltzmann.

4.4.2 Relaxacao no modelo de Zener

De forma analoga ao desenvolvido no subitem 4.4.1, a partir da Equacgdo (4-78) e

considerando-se a deformagao constante € = ¢,, tem-se:

d_O- + EO- — ElEz &£ (4‘90)
dt 7 n 0
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a qual representa a equagdo diferencial nio homogénea que rege o comportamento de relaxacao.

A solugdo da equagdo diferencial, expressa pela Equacdo (4-90), pode ser obtida pela
combinagao linear entre a solucdo da respectiva equagcdo homogénea (o0y,) € a solugao particular

(0p), expressa por:
a(t) =op+ 0, (4-91)

sendo a solucao da equagao homogénea e a solugdo particular expressas respectivamente por:

—-E1

o,=Aen ' (4-92)
O-p = EZSO (4'93)
em que A representa uma constante a ser determinada e t representa a variavel tempo.

Logo a Equacao (4-91) pode ser reescrita como:

—-E1

o) =Aen "+ E,eg, (4-94)

Considerando-se como condi¢do inicial o comportamento mecéanico esperado para o

modelo em um tempo t = 0, tem-se:
0(0) =A + E2€0 = (El + EZ)SO (4-95)

Dessa forma, a solugdo da Equagdo (4-90), que representa a equagao diferencial que rege

o comportamento de relaxagdo do modelo de Zener, pode ser expressa por:

—E1
o(t) = ((By + Ep)eg — Eago) €1 ' + Eaég (4-96)

Derivando-se a Equagao (4-96) em relagao ao tempo tem-se a taxa de tensao do modelo de
Zener expressa por:
E,%ey =Ei,

en

o(t) = — (4-97)

A partir das Equacdes (4-96) e (4-97) ¢ possivel descrever o perfil de evolugdo da tensdo

ao longo do tempo para o modelo de Zener, sob estado de deformacdo constante, como
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apresentado na Figura 4-13. A partir da Equagdo (4-96), ¢ possivel avaliar que a tensdo varia
ao longo do tempo, apresentando tensao inicial igual a (E; + E,)¢, e tendendo a E, &, para um
tempo suficientemente grande. A partir da Equagdo (4-97), € possivel observar que o mddulo
da taxa de tensdo varia ao longo do tempo de forma decrescente, sendo o modulo da taxa de

tensdo inicial igual a E;%gy/n e tendendo a zero para um tempo suficientemente grande.

Como ilustrado na Figura 4-13, se o modelo apresentasse uma taxa de tensdo constante e
igual a taxa de tensdo inicial, a tensdo atuante no modelo seria minima com um tempo
denominado tempo de relaxagdo e representado por t,. Dessa forma, analisando-se a Figura

4-13, o tempo de relaxagdo para o modelo de Zener pode ser definido como:
t, = — (4-98)

G A

a9 = (E1 + Ez)gg

Oy, +0368(0) —0 )

Oy = E2£0

~Y

Figura 4-13: Representagdo da relaxacao pelo modelo reologico de Zener

De forma andloga a apresentada para o modelo de Boltzmann, a partir das Equacdes (4-96)

e (4-98), ¢é possivel observar que, para um tempo t igual ao tempo de relaxagdo, tem-se:
1
O’(to-) = ((El + EZ)EO - EZEO) E + EZSO = Oy + 0368(0-0 - 0'00) (4'99)

em que o, representa a tensdo minima obtida para um tempo suficientemente grande e o,

representa a tensao inicial.

Considerando-se apenas o alivio de tensdo por relaxagdo, ou seja, descontando-se a tensao

final obtida para um tempo suficientemente grande, a Equacao (4-99) pode ser reescrita como:

0(ty) — 0, = 0.368(0y — 0o) (4-100)
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ou seja, decorrido o tempo de relaxacdo, o nivel de tensdo (descontando-se a tensdo final) ¢
aproximadamente igual a 36,8% da diferenca entre a tensdo méxima e a tensdo minima por
relaxacao do modelo de Zener. Isso significa que, decorrido o tempo de relaxacao, o nivel de
tensdo experimenta um alivio (reducdo) de aproximadamente 63,2% em relagdo a relaxacdo

total. Este resultado ¢ andlogo ao obtido para o modelo de Boltzmann.
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S

FORMULACAO POSICIONAL PARA ELEMENTOS DE PORTICO

COM CINEMATICA DE REISSNER

Partindo-se da formulacdo geral descrita no capitulo 3 e das relacdes reoldgicas obtidas no
capitulo 4, ¢ possivel utilizar a formulagdo do Método dos Elementos Finitos Posicional para
analisar um determinado sistema estrutural, com geometria e material constituinte bem
definidos. Para tanto, ¢ necessario particularizar o mapeamento da geometria, o tensor gradiente
de deformacao, a medida de deformacao e a energia de deformagao total de forma adequada ao
elemento finito considerado e ao comportamento mecanico de interesse. Neste estudo, assim
como ja destacado, o elemento finito adotado ¢ o de pdrtico plano com cinematica de Reissner,

sendo considerado o comportamento mecanico viscoelastico.

Os procedimentos adotados no desenvolvimento apresentado neste capitulo sdo baseados
no trabalho de Maciel (2008), no qual ¢ apresentada a formulagdao do Método dos Elementos
Finitos Posicional considerando-se a cinemadtica de Reissner. A adocao de tal cinematica
permite levar em consideracao os efeitos do cisalhamento na deformagao. Para tanto, o giro da
secdo transversal € considerado desacoplado dos deslocamentos ou das posi¢des que descrevem
a linha centroidal, comportando-se como um parametro independente, ou seja, a secao
transversal inicialmente plana permanece plana apds a deformagado, porém nao necessariamente
ortogonal a linha centroidal do elemento. A escolha de tal cinematica no presente estudo se
deve a relevancia dos efeitos do cisalhamento a descricdo do comportamento viscoelastico,
assim como ¢ destacado nos trabalhos de Bank e Mosallam (1992), Mottram (1993), Abdel-
Magid et al. (2003), Shao e Shanmugam (2004), Sa et al. (2011a), S4 et al. (2011b) e assim

como ¢ observado nos exemplos e aplicacdes apresentadas neste estudo.
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5.1 Mapeamento e discretizacio do dominio

Para se particularizar a energia de deformagao total ¢ necessario entender a cinematica do
elemento finito considerado e a relagdo desta com a medida de deformagao adotada. Assim,
nesta formulagdao cada elemento finito de portico plano tem sua geometria mapeada pela
parametrizacao ao longo do comprimento e da altura em fungao, respectivamente, das variaveis

adimensionais &; e &,, conforme ilustrado na Figura 5-1.

viY A

p \ - oxii)/iiei)

.'d‘ N
/.'/(szyZi 92‘)\

\4

$1

AQ
Yl
X

i X
Figura 5-1: Parametrizag¢do da geometria de um elemento de portico plano com cinematica de Reissner

Portanto, na configura¢do indeformada, um ponto genérico p(x(&y,¢,),v(&,¢2)),
pertencente a uma se¢ao transversal do elemento, localizada em &; pela configuragdo auxiliar
parametrizada, pode ser mapeado a partir da localizacao e da inclinagdo da respectiva secao
transversal, como apresentado na Figura 5-1. De forma andloga, esse mesmo ponto na
configuragdo deformada, representado por P(X(&4,¢,),Y (€4, €,)), pode ser mapeado a partir
da localizacdo e da inclinagdo da respectiva secdo transversal apds a mudanga de configuracao
do elemento. Dessa forma, para as configura¢des indeformada e deformada, respectivamente,
tém-se as seguintes expressdes para o mapeamento de um ponto genérico em funcao das

variaveis adimensionais e da inclina¢ao da sec¢do transversal:

h
p(x(fl,Ez),y(El,Ez)) = ﬁ(x(fl),y(%’l)) + Efzﬁ(ﬁ) (5-1)
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~ h_ o
P(X(flr &), Y (&, Szz)) = P(X(fl), Y(Sﬁ)) + EEZN(El) (5-2)

em que P e P representam os pontos que localizam as sec¢des transversais do elemento finito,
ou seja, representam os pontos de interse¢ao entre o plano da secdo transversal, localizado em
&, pela configuragdo auxiliar parametrizada, ¢ a linha centroidal do elementos finito, nas

configuragdes indeformada e deformada, respectivamente. O parametro / representa a altura da

. T
secdo transversal do elemento e n e N representam os versores que definem as inclinagdes das

secdes transversais, respectivamente, nas configuragdes indeformada e deformada.

Assim como apresentado na Figura 5-1, as inclinacdes das se¢des transversais, nas

configura¢des indeformada e deformada, podem ser determinadas pelas diregdes dos versores

fieN, €Xpressos por:
1) = (sen(@(fl)), C05(9(51))) (5-3)
N(&) = (sen(6(51), cos(0()) (5-4)
em que f e O representam os angulos entre as segdes transversais € o €ixo horizontal.

Dessa forma, as coordenadas x e y de um ponto genérico p, na configuracao indeformada,

podem ser expressas, respectivamente, por:

h
x(§1,82) = %(&1) — Efz sen (9(51)) (5-5)

h
(&1, &) =y(&) + 552 cos (‘9(51)) (5-6)

em que X e y representam as coordenadas do ponto de intersecao da respectiva se¢do transversal

com a linha centroidal.

De forma anéloga, as coordenadas X e Y do ponto genérico P, na configuragdo deformada,

podem ser expressas, respectivamente, por:

S h
X(162) = X(§1) — 582 5en (0(60) (5-7)
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- h
Y(&,&) =Y(&) + EEZ cos (9(51)) (5-8)

em que X e Y representam as coordenadas do ponto de intersecdo da respectiva se¢do transversal

com a linha centroidal.

A fim de possibilitar a analise pelo Método dos Elementos Finitos Posicional ¢ necessario
discretizar o dominio, ou seja, deixa-lo em funcdo de parametros discretos. No presente caso,
os parametros considerados s3o as posi¢des nodais (parametros nodais generalizados, visto que
o giro da se¢do transversal também ¢ considerado um parametro nodal independente), por esse

motivo a formulacdo ¢ dita posicional.

Dessa forma, procedendo-se com uma discretizagdo do dominio, o mapeamento das
coordenas dos pontos pertencentes a0 mesmo, tanto na configuragdo indeformada, quanto na
configura¢do deformada, podem ser reescritos em termos dos parametros nodais e das fungdes
de forma. Para tal, é considerada a parametrizagdo da geometria com base na configuracao

auxiliar adimensional, como apresentado na Figura 5-1.

Na Figura 5-1, w representa o dominio de um elemento, com um determinado niimero de
nds, na configuracdo indeformada e (1 representa o dominio do mesmo elemento na
configura¢do deformada. Dessa forma, x,,, y,, € 8, representam os parametros nodais do n6é n
na configura¢do indeformada e X,,, ¥, e 0, representam os pardmetros nodais do ndé n na
configuracdo deformada. Lembrando-se que, x, y, X e Y representam as coordenadas e 6 e &

representam o giro da secdo transversal em relacdo a horizontal.

Dessa forma, em termos dos pardmetros nodais e das fun¢des de forma (adequadas a
aproximacao polinomial considerada), a partir da configuracdo auxiliar parametrizada, as
coordenadas e o giro de um ponto qualquer pertencente a linha centroidal do elemento finito
podem ser expressas, respectivamente, na configuragdo indeformada e na configuracao

deformada, por:
n?de nés

¥ = ) bl (5-9)

ne de nos

FED = ) G (5-10)
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n? de nés

0= ) $u(E)6n (5-11)
n=1
n? de nés

XE)= ) X (5-12)
n=1
n? de nés

TE)= ) b (5-13)
n=1
n® de nés

0E) = ) $u()0 (5-14)
n=1

em que ¢, (&;) representa as fungdes de forma em termos da coordenada adimensional &, . Estas
sdo determinadas por fungdes aproximadoras da familia de polinomios de Lagrange, em que a
ordem dos polindmios ¢ igual ao niimero total de nds do elemento finito menos uma unidade.
Neste trabalho, ¢ adotado como padrdo o elemento finito de pdrtico com quatro nos e,
consequentemente, ¢ considerada a aproximagdo polinomial de ordem 3 (cubica). Portanto, a

partir da interpolagdo polinomial de Lagrange, expressa por:

0= | | % (5-15)
Jj i

i=0;j+#i

as fungdes de forma, para um elemento de quatro nds, podem ser expressas por:

9

(&) = 1—6(1 —§)(§+1/3)(6, —1/3) (5-16)
27

¢2(f1) :1_6(1"‘51)(51_ 1/3)(51_1) (5-17)
27

¢3(f1) :1_6(1_51)(51"‘ 1/3)(51"‘1) (5-18)

9
A E(l + &) +1/3)(6 —1/3) (5-19)
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Apesar dos subscritos n nas Equacdes (5-9) a (5-14) ndo representarem indices
relacionados a composi¢ao tensorial, a propriedade de somatoério da notagdo indicial ¢ adotada
para simplificagdo das expressdes que sdo obtidas nos proximos itens. Dessa forma, as

Equagoes (5-9) a (5-14) podem ser reescritas como:

X(1) = Pn(E)xn (5-20)
(1) = n(§)yn (5-21)
0($1) = Pn(§1)0n (5-22)
X(§1) = $n(§)Xn (5-23)
Y(§1) = oY (5-24)
0(§1) = Pn(§1)0y (5-25)

Portanto, os mapeamentos das coordenadas nas configuracdes deformada e indeformada,

em termos das fung¢des de forma e dos parametros nodais, podem ser expressos por:

X(61,62) = ulE0)%n — 2 & sen ($(16,) (526)
Y1 E2) = Bu(En +3 & co5 (6, (6)60,) (5-27)
X(E2,82) = BulE)X, — 5 & sen (8 (6)0,) (5-28)
V(E162) = Bu(E)¥a +3 6 co5 (9,(6)6,) (529)

os quais sao utilizados na obtencao dos tensores gradiente de deformacao e das medidas de

deformacao.

Por fim, € possivel observar, a partir das Equagdes (5-22) e (5-25), que na cinematica de
Reissner, o giro de uma se¢do transversal ¢ aproximado de forma independente, assim como
para os demais parametros nodais. Dessa forma, as se¢des transversais ndo permanecem
necessariamente perpendiculares ao eixo centroidal. Essa consideragdo diferencia a cinematica

de Reissner das cinematicas de Bernoulli-Euler e de Timoshenko. Visto que, na cinematica de
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Bernoulli-Euler, o giro de uma secdo transversal ndo ¢ considerado de forma independente,
sendo obtido a partir da tangente a curva que descreve a linha centroidal. Nesse caso ¢ mantida
a perpendicularidade entre as sec¢des transversais € o eixo centroidal. J4 na cinematica de
Timoshenko, o giro de uma sec¢ao transversal nao ¢ considerado totalmente independente, sendo
determinado a partir da adi¢do de uma correg@o ao giro obtido a partir da tangente a curva que
descreve a linha centroidal. Nesse caso, assim como na cinematica de Reissner, as se¢des
transversais ndo permanecem necessariamente perpendiculares ao eixo centroidal. Além disso,
¢ importante destacar que as trés cinematicas consideram que as secdes transversais

permanecem planas.

5.2 Tensor gradiente de deformacao

A partir do mapeamento da geometria apresentado no item 5.1 € possivel descrever a
medida de deformagdo para o elemento finito considerado. Para tanto, ¢ necessario obter o
tensor gradiente de deformacdo, o qual descreve as relagdes entre as transformagdes das
coordenadas dos pontos de um dominio quando este passa da configuragcdo indeformada para a

configuracdo deformada.

Dessa forma, particularizando-se para o caso de um elemento de poértico plano com
cinemadtica de Reissner, com base no que ¢ apresentado no item 3.2, os tensores gradiente de
deformacao podem ser expressos, respectivamente, para as transformacodes da configuracao
auxiliar adimensional para a configuracao indeformada e da configuracao auxiliar adimensional

para a configuracdo deformada, por:

rdx  0x
98, 9&, °F °F
OFij= 0§y 0% =1, 11 o 12 (5-30)
9y Oy F1 Fp
[0&;, 0¢&,]
roX 00X
& 0&| ['Fu 'Fi
1 _ 1 2| _ -
fislar oy _l1F21 "y =30
[0&;  0¢&,]

em que, os sobrescritos 0 e 1 identificam, respectivamente, as transformacdes da configuragao
auxiliar para a configuragdo indeformada e da configuragdo auxiliar para a configuracao

deformada.
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Finalmente, utilizando-se os tensores °F ¢ 'F, dados pelas Equagdes (5-30) e (5-31), o
tensor gradiente de deformagdo que descreve a transformacdo da configuragdo indeformada

para a configuracao deformada pode ser expresso por:
F="1F()" (5-32)

A partir das Equagdes (5-26) a (5-29) e avaliando-se as derivadas, os componentes dos

tensores podem ser expressos, em termos das fun¢des de forma e dos parametros nodais, por:

do,, h d,
ory = 8 26 T g cos (9600 (5-33)

Fry =~ sen ($a(E)0n) (534

_ d9n($1) h . dgn($1)

0F21 d€1 Yn — EEZ df1 en sen ((pn(fl)en) (5'35)

OFzz :g cos (¢n(§1)0r) (5-36)
do, h _do,

1Fll = ¢df(1§1) Xn - Efz %Qn cos (¢n(€1)@n) (5'37)

Fip =~ sen ($n(£16,) (5-38)
do, h _do¢,

= g) AT g) O sen (¢n(£1)6,) (5-39)

lez = % cos (¢n(§1)6n) (5-40)

em que os subscritos n assumem valores de 1 a 4 (numero de nés do elemento finito considerado

neste estudo) e respeitam a propriedade de somatorio da notagdo indicial.

5.3 Medida de deformacao

A partir do mapeamento da geometria apresentado no item 5.1 e do tensor gradiente de

deformacao apresentado no item 5.2 ¢ possivel descrever a medida de deformagdo, conforme
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apresentado no item 3.3, de forma particularizada para o elemento finito de pdrtico plano com
cinematica de Reissner. Para tanto, pode-se utilizar a configuracdo auxiliar parametrizada para
acompanhar as alteragdes geométricas em direcdes de interesse e entre direcdes de interesse
quando ocorre a transformagao da configuragdo indeformada para a configuragdo deformada,

conforme apresentado na Figura 5-2.

Y A

Y

$1

EV

Ny,
7
X

3 X

Figura 5-2: Dire¢des de deformagdo na transformacdo da configuragdo indeformada para a configuracao
deformada com auxilio do espago adimensional
Conforme a Figura 5-2, as direcdes normal (&;) e tangencial (§,) a secdo transversal na
configuragdo auxiliar podem ser representadas, respectivamente, por m = [1 0] e m' = [0 1].
Assim, a partir da Equagdo (3-23), os estiramentos na direcdo normal (longitudinal) %%, €
1211, respectivamente, para a transformagio da configuragio auxiliar para a configuragio
indeformada (sobrescrito 0) e para a transformac¢ao da configuragdo auxiliar para a configuracao

deformada (sobrescrito 1), podem ser expressos por:

Ay = | °F [(1)” — J( OF1)° + (°Fy) (5-41)

o= [ =R+ O 42)
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Dessa forma, os angulos entre as dire¢gdes m ¢ m' ¢ M e M’, respectivamente, na
configurac¢do indeformada e na configuragdo deformada, a partir da Equagdo (3-33), podem ser

€Xpressos por:

opr 01 [0
_ (1 ol °FT °F] [1] _ °F11 °Fi2 + °Fyq °Fp
6 = arccos o0y = arccos (5-43)
11 /22 2 2
(°F11)" + (°F21)
11 151 [0
_ (1 ol 'FT 7F] [1] _ 'Fiq 'Fip + 'Ry 'Fyy
O = arccos 1) = arccos (5-44)
11 22 2 2
(*F1)" + (Far)
em que:
0/122 - 1 (5-45)
=1 (5-46)

ou seja, as expressdes sdo validas considerando-se que a direcdo de &, em relagdo a
configurac¢do auxiliar adimensional ¢ indeformével, ndo havendo variagdes nas dimensdes do
plano da secdo transversal. Essa consideragao ¢ consistente com a ado¢do de elementos finitos

unidimensionais.

Considerando-se, ainda, os elementos inicialmente retilineos na configurag¢do indeformada,
ou seja, os angulos 6 entre as se¢des transversais e o eixo centroidal sdo iguais a /2, a distor¢ao

angular pode ser expressa por:

1 1 1 1
T Fi1 "Fip + Fyy °F
iy =0 —0 = = arccos 11 12 21 I'22 (5-47)

(*Fu)* + (o)

Finalmente, as deformagdes normais e por cisalhamento podem ser expressas por:

811 == 211 - 1 = - 1 == - 1 (5‘48)
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1122
322 = 122 1 OA - 1 = 0 (5'49)
22
1 1|m / 'Fiy 'Fip + 'Fp 'F.
£1y = E]/lz — E E — arccos 11 12 21 22 (5_50)

(*Fu)" + (o) |

sendo os termos das Equacdes (5-48) e (5-50) obtidos pelas Equagdes (5-33) a (5-40), as quais

sdo expressas em termos das fungdes de forma e dos parametros nodais.

5.4 Energia de deformacao

Como apresentado no item 3.4 a energia de deformacao total de um sistema estrutural pode
ser expressa pela Equagdo (3-41), na qual, adotando-se uma relacdo tensdo-deformagao
apropriada (relagdo constitutiva ou reoldgica) para o tipo de elemento finito adotado e para o

material constituinte, ¢ possivel descrever a resposta mecanica do sistema estrutural.

Dessa forma, a partir da Equacao (3-41) e adotando-se as relagdes reoldgicas desenvolvidas
no capitulo 4, ¢ possivel particularizar o Método dos Elementos Finitos Posicional para
descricdo do comportamento viscoelastico caracteristico de cada modelo. Para tanto, deve-se
determinar a primeira e a segunda derivada da energia de deformagao total, como descrito no
item 3.5, a fim de possibilitar a aplicacdo do Principio da Minima Energia Potencial Total e do

método iterativo de Newton-Raphson.

No presente estudo, o comportamento mecanico de interesse € o viscoelastico, no qual, as
relagdes tensdo-deformacdo podem ser obtidas por adequadas combinacdes entre as parcelas
elastica e viscosa. Assim como € apresentado no item 3.4, essas parcelas elastica e viscosa

podem ser expressas de uma forma geral, respectivamente, por:
0 = Cijkicr (5-51)
0i; = Dijriéni (5-52)

Considerando-se materiais isotropicos € com desacoplamento entre os efeitos dos esforgos
normais e os efeitos dos esforcos cisalhantes, assim como ¢é desenvolvido no item 4.1, as

respectivas parcelas elastica e viscosa podem ser reescritas como:
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05 = ECijren (5-53)
ol = NCijrién (5-54)

em que, na notagdo de Voigt, tem-se:

A+20 A A 0 0 0
A A+ 24 A 0 0 0
C = A yl 1+ 2[ 0 0 0 (5-55)
0 0 0 20 0 0
0 0 0 0 20 0
0 0 0 0 0 2
sendo A e [T os parimetros de Lamé modificados e expressos por:
7= v
T aHEnd-2v) (5-56)
1= ! 5-57
H= 2(1+v) (5-57)

No presente estudo, o elemento finito utilizado € o de portico plano com cinematica de
Reissner, sendo um elemento unidimensional, mas que considera os efeitos do cisalhamento.
Dessa forma, assim como desenvolvido no item 3.4, as relagdes tensdo-deformacao,

respectivamente para as parcelas eldstica e viscosa, podem ser expressas matricialmente por:

of1] _ o[1 O ] €11
lof,] E 0 2[ [312] (5-58)
il =nlo 2] [22]

- 1] e 5-59
o7,] =T o 2a] [, (5-59)

A partir das parcelas elastica e viscosa, descritas pelas Equagdes (5-58) e (5-59), a relacao
tensao-deformacao adequada para o comportamento mecanico de interesse pode ser obtida. Em
seguida, substituindo-se essa relacao tensdo-deformacao na Equagao (3-41), ¢ possivel obter a
energia de deformacdo, a qual ¢ utilizada no Principio da Minima Energia Potencial Total,
sendo as medidas de deformacdo obtidas conforme apresentado no item 5.3. Para o caso
elastico, por exemplo, em que a relagdo tensao-deformacao ¢ dada apenas pela parcela eléstica,

expressa pela Equacao (5-58), a energia de deformagao pode ser expressa por:
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U= f f (Eey, + 2Efiey,) de dV (5-60)
\%4 &

De forma analoga, para o comportamento viscoelastico, a energia de deformagao pode ser
obtida considerando-se as relagdes tensao-deformagao deduzidas para cada modelo reoldgico
apresentado no capitulo 4. Dessa forma, nos itens 5.4.1, 5.4.2 e 5.4.3 sdo expostas a relagdo
tensdo-deformagdo e a energia de deformacgdo para cada um dos trés modelos reoldgicos
adotados neste estudo, particularizando-se para o elemento de pdrtico plano com cinematica de

Reissner.

5.4.1 Energia de deformacao para o modelo de Kelvin-Voigt

A relagdo reoldgica para o modelo de Kelvin-Voigt pode ser expressa de forma geral
conforme a Equacao (4-18). Particularizando-se para o elemento finito de portico plano com

cinematica de Reissner, tem-se:

onl =0 ol Ll +nlo 5] [22] (5-61)

Dessa forma, a energia de deformacao pode ser expressa por:

U= j U (Egq1 +méqp) de+ J (2Ejfig , + 2nfié; ) del dv (5-62)
14 £ £

Realizando-se uma troca de varidveis com base na regra da cadeia, dada por:

de
de = deX qu (5—63)
a energia de deformagdo pode ser reescrita como:
U= J U (E€11 + né11)€11,q dX +f (2Efes; + 2ngip) €10, dX | AV (5-64)
v UUx ¥

Dessa forma, a primeira e a segunda derivada da energia de deformagao em relagdo aos

parametros nodais podem ser expressas por:

Uyg= f [(5511 +né11)€11,qt QEfE 1, + 20[T€13) €12, ]dV (5-65)
14
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Ugr= J. [(E€11»r+ Né11r )e11,qt (Eerg + Né1)E11gr T (5-66)
v
+(2Efie 20+ 20fi€ 2, )E12,qg+ (REfig1; + 2Nf1€13) €12,y ]dV

Considerando-se a primeira e a segunda derivadas da energia de deformagdo, descritas
pelas Equagdes (5-65) e (5-66), ¢ possivel realizar os procedimentos do Método de Newton-
Raphson e aplicar o Principio da Minima Energia Potencial Total para se obter as posi¢des de
equilibrio do sistema estrutural, assim como apresentado no item 3.5, de forma particularizada
para elementos de portico plano com cinematica de Reissner e comportamento viscoelastico

caracteristico do modelo de Kelvin-Voigt.

5.4.2 Energia de deformacao para o modelo de Boltzmann

A relagdo reologica para o modelo de Boltzmann pode ser expressa de forma geral
conforme a Equacao (4-43). Particularizando-se para o elemento finito de portico plano com

cinematica de Reissner, tem-se:
[011 _ E\E, [1 0] [511] + nE; [1 0 ] [511] . [6'11] (5-67)
012 El + EZ 0 Zﬁ €12 E1 + EZ 0 2,[I é12 El + E2 0.-12

Dessa forma, a energia de deformacdo pode ser expressa por:

ELE, nk; n
U = f U < &1 + E1q4 — o ) de +

+] (2 e BN S L S, R >deldV
. E,+E, 2 "E, +E, % E+E, **

(5-68)

Realizando-se a troca de variaveis apresentada na Equacao (5-63), a energia de deformacgao

pode ser reescrita como:

E.E, nE, n )
= &1+ E1q — 011 | 11,0 dAX +
fv UX <E1+E2 UWrE +E,Y E +E, )74

+j (Zﬂ_e +2n—E1_£' 0 )e ax|dv
B E1+E2H 12 E1+E2H 12 12 | €129

(5-69)

1
E, + E,

Dessa forma, a primeira e a segunda derivada da energia de deformacdo em relagdo aos

parametros nodais podem ser expressas por:
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ELE, nky n
T - S, S, EA P
@ ), \E,+E,™" E,+E, " E +E, ")V

5-70
+(2ﬂ-3 210 e, -1 s )erzg |av o
E\E, nky U
U’ = f [(— ) + - . - ) —O— ) >g ) +
( f1b &1+ TIE1 £ S - 0. )s +

E\E, _ nEy  _ . n .
+ (2 R &zt 2—— 0 €12~ 5 O12r ) €12,qT

E,+E, E,+E, E,+E,
+(2 1B2_ g pp M g oM >£ ]dV
E1+E2'u 12 E1+E2'u 12 E, +E, 12 | €12,qr

Considerando-se a primeira e a segunda derivadas da energia de deformagdo, descritas
pelas Equagdes (5-70) e (5-71), € possivel realizar os procedimentos do Método de Newton-
Raphson e aplicar o Principio da Minima Energia Potencial Total para se obter as posi¢des de
equilibrio do sistema estrutural, assim como apresentado no item 3.5, de forma particularizada
para elementos de portico plano com cinematica de Reissner e comportamento viscoelastico

caracteristico do modelo de Boltzmann.

5.4.3 Energia de deformacao para o modelo de Zener

A relagdo reologica para o modelo de Zener pode ser expressa de forma geral conforme a
Equagao (4-77). Particularizando-se para o elemento finito de pdrtico plano com cinematica de

Reissner, tem-se:

e R e e e e I - 7

Dessa forma, a energia de deformacao pode ser expressa por:

E{+E
U= J l] <E2811 + —n( = 2) éll - l0-11> dg +
14 £ El El

E,+E
+j 2E2l1812 + zuﬁglz - 1(5-12 dg dV
& El El

(5-73)

Realizando-se a troca de varidveis apresentada na Equac¢do (5-63), a energia de deformagao

pode ser reescrita como:
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Ei+E
U = f f E2£11 + ué‘ll - iO.-]_l) ell'q qu +
14 X El

E;
n(E, +E;) _, n

(5-74)
+f 2E2/I£12 + Z—ﬂglz - _0.-12 glz,q qu dV
X Ey Ey

Dessa forma, a primeira e a segunda derivada da energia de deformagao em relagdo aos

parametros nodais podem ser expressas por:

n(E; + Ey) . n.
Uyg= f l(Ezgn t——F¢€11— 7 o1 E11qt
v 1

Ey
(5-75
_ n(EL + E) _. n . )
+ | 2Ezi815 + 2——F—— 11, — 012 | €12,¢ |V
E, Ey
n(E; + E3) . n .
Ugr= f [(Ez E11r T E—311:r_ E_Un'r E11qT+
v 1 1
n(E + E) . n .
+ <E2511 +——F——¢€11— %011 ) E&1ugrt
Ex By (5-76)
_ n(Ey + E) _ . .
| 2Exf €120+ 2———— L €120~ = 0121 | €12+
E, Ey
n(Ey + E3) _,

_ n .
+ <2E2#512 +2 UE12 — E_012> E12,qr l dav
1

E,

Considerando-se a primeira e a segunda derivadas da energia de deformacao, descritas
pelas Equacgdes (5-75) e (5-76), € possivel realizar os procedimentos do Método de Newton-
Raphson e aplicar o Principio da Minima Energia Potencial Total para se obter as posi¢des de
equilibrio do sistema estrutural, assim como apresentado no item 3.5, de forma particularizada
para elementos de poértico plano com cinematica de Reissner e comportamento viscoelastico

caracteristico do modelo de Zener.

A partir das Equacdes (5-62), (5-68) e (5-73), é possivel observar que as energias de
deformacdo para os modelos adotados sdo expressas por duas parcelas desacopladas, uma
devido aos efeitos do esforco normal e outra devido aos efeitos do esfor¢o cisalhante. Dessa
forma, tem-se uma interpretacao esquematica para a adogao de modelos desacoplados para cada

um dos efeitos, assim como apresentado na Figura 5-3.

Na Figura 5-3, sdo considerados dois modelos de Zener, um para os efeitos do esforco
normal e outro para os efeitos do esforco cisalhante. De forma analoga pode se obter a

interpretagdo esquematica para os demais modelos apresentados, sendo possivel, inclusive,
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considerar a combina¢do de modelos distintos, um para os efeitos do esforco normal e outro

para os efeitos do esforgo cisalhante.

$2

011 O11

$1

Figura 5-3: Interpretacdo esquematica dos modelos desacoplados

5.5 Procedimentos numéricos adicionais

A partir dos desenvolvimentos apresentados nos itens 5.1, 5.2, 5.3 e 5.4, referentes a
particularizacao da formulagdo Posicional para elementos de portico plano com cinematica de
Reissner e comportamento viscoelastico, e a partir dos procedimentos apresentados no item 3.5,
referentes a aplicacdo do Principio da Minima Energia Potencial Total e do Método de Newton-
Raphson, ¢ possivel analisar sistemas estruturais especificos utilizando-se o Método dos
Elementos Finitos Posicional. Para tanto, ¢ necessario introduzir alguns procedimentos
numéricos adicionais devido as caracteristicas do comportamento viscoeldstico e para
possibilitar a aplicagdo de uma metodologia de calibragdo em fungdo de ensaios de fluéncia a
tracdo. Tal metodologia de calibracdo ¢ apresentada no capitulo 7, referente as andlises,

exemplos e aplicagdes.

5.5.1 Procedimentos para avaliacdo das taxas de deformacio e tensao

Devido ao comportamento viscoelastico caracteristico dos modelos apresentados, as
relacdes tensdo-deformacdo, expressas pelas Equagdes (5-61), (5-67) e (5-72), apresentam
dependéncia do tempo, assim como as energias de deformagdo e suas derivadas, deduzidas a
partir destas. Essa dependéncia do tempo € representada pelas taxas de deformagao e pelas taxas
de tensdo. Dessa forma, um procedimento adequado € necessario para avalid-las ao longo do

tempo.
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No presente estudo, essa avaliagdo ¢ realizada por meio do Método das Diferengas Finitas
Regressiva, ou seja, as taxas sdo avaliadas pela diferenca entre o valor da grandeza no instante
atual e o valor da grandeza no instante anterior dividido pelo proprio passo de tempo. Dessa

forma, a taxa de deformagao e a taxa de tensdo podem ser expressas, respectivamente, por:

gs _ gs—l
. 5-77
g v (5-77)
g5 — O.s—l
L _ 5-78
G v (5-78)

em que os sobrescritos s € s — 1 representam, respectivamente, os instantes atual e anterior,
enquanto At representa o passo de tempo. Sendo o passo de tempo uma variavel de entrada do
codigo implementado computacionalmente e escolhida de forma adequada ao problema

analisado e a unidade de tempo considerada.

Dessa forma, por exemplo, a relagdo tensdo-deformacgao do modelo de Kelvin-Voigt pode

ser reescrita como:
(5-79)

Enquanto, a respectiva energia de deformagao, considerando-se elementos de portico com

cinemadtica de Reissner, pode ser reescrita como:

€11° — &1°71
Us = f f Ee S +n——— |de +
v e At

(5-80)
g —
+ j (2Efie1,® + 20—
&

N s—1
2 €12

) dsl dv

De forma andloga podem ser obtidas as discretizagdes temporais para os demais modelos

reologicos apresentados.

Em relag¢do a abordagem adotada para avaliacao das taxas de deformacao e de tensdo, ¢
importante observar que o presente estudo se diferencia dos trabalhos apresentados em Becho
(2016) e Rabelo et al. (2018). Em tais trabalhos, essas avalia¢des sdo realizadas apds a aplicagdo
da regra da cadeia, em que as taxas de deformacgdo e tensdo sdo expressas, respectivamente,

por:
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._ds_dstq_ P 581
T 4t T dx, dr 9t (>-81)

do do dX, i
————— =0, X, (5-82)

o= —=
dt dX, dt
em que X representa a taxa de posi¢éo, sendo esta avaliada por diferencas finitas, expressa por:

POt i (5-83)
1 At
A partir da Equagao (5-83), € possivel observar que na avaliagdo da taxa de posi¢do sao
computados os efeitos do movimento de corpo rigido. Dessa forma, tal abordagem pode ser
utilizada para analisar o comportamento mecanico de elementos finitos de trelica, contanto que
se avalie a taxa de posi¢do relativa axial entre os nos do elemento, como ¢ apresentado em
Rabelo et al. (2018). Entretanto, para o caso de elementos de pdrtico, como no presente estudo,

a segregagdo do movimento de corpo rigido ndo € simples, sendo adequado adotar as Equagdes

(5-77) e (5-78), referentes as taxas de deformacao e tensao.

5.5.2 Procedimentos para consideracio de secoes transversais laminadas

Em geral, assim como ¢ destacado em diferentes trabalhos encontrado na literatura (Liu e?
al. (2008), Sé et al. (2011a) e Kiihl ef al. (2016)), o comportamento viscoelastico € ndo linear
em relacdo ao nivel de tensdo. Dessa forma, considerando-se uma malha de integracdo
bidimensional, em func¢do das coordenadas adimensionais &; e &,, como apresentado na Figura
5-4, ¢ possivel avaliar os parametros em cada ponto e, consequentemente, considerar a
contribuicdo do comportamento viscoelastico de forma distinta ao longo da altura da secao
transversal e ao longo do comprimento do elemento em func¢ao do nivel de tensdo atuante nos

respectivos pontos.

&2

(-11) (1,1)

&

(-1,-1) (1,-1)

Figura 5-4: Malha de integrag@o bidimensional
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No presente estudo, tanto ao longo do comprimento quanto ao longo da altura, as posi¢des
&, e &,, na configuragdo adimensional, sdo determinadas por pontos de Gauss-Legendre. Além
disso, como padrao, para analisar os exemplos e aplicagdes, sdo adotados dez pontos de Gauss
ao longo da altura e dez pontos de Gauss ao longo do comprimento. Nos casos em que este

padrao nao ¢ respeitado, o numero de pontos de Gauss ¢ claramente informado.

Nessa abordagem as se¢des transversais sao idealizadas como constituidas por laminas.
Dessa forma, além de possibilitar a avaliagdo da contribuicdo de cada ponto para o
comportamento viscoelastico, ¢ possivel considerar elementos constituidos por laminas de
materiais e propriedades distintas, como em materiais compostos, € elementos com geometria
de secdo transversal ndo retangular, como em perfis estruturais. Cada uma dessas laminas
idealizadas, com centroide localizado em um ponto de Gauss &, ao longo da altura, fica
submetida exclusivamente a tragdo ou a compressao, dependendo da localizagdo em relagdo a
linha centroidal. Adotando-se essa abordagem, o comportamento de fluéncia a flexdo do
elemento estrutural pode ser obtido pela associagdo da contribuicdo do comportamento de

fluéncia a tragdo ou a compressao de cada barra idealizada.

A fim de viabilizar a idealizagdo de se¢des laminadas, o codigo implementado
computacionalmente deve ser capaz de identificar a posi¢dao da linha centroidal (linha neutra)
em func¢do da geometria da se¢do transversal e das propriedades fisicas das laminas. Para tal,
no presente estudo, € considerada uma técnica simples de homogeneizagdo da secdo transversal,
a mesma encontrada em livros de resisténcia dos materiais, como em Greco ¢ Maciel (2016).
Além disso, ¢ introduzida uma varidvel auxiliar para localizar o centroide da se¢do transversal

em relagdo ao ponto médio da secdo.

Inicialmente, a fim de implementar tais procedimentos, para cada secdo transversal
identificada pelo ponto de Gauss &;, as propriedades dos materiais (modulos de elasticidade e
de viscosidade) sdo avaliadas ao longo da altura, ou seja, em cada ponto de Gauss &,, em fungao
do nivel de tensdo. Essa avaliagdo ¢ feita a cada iteracdo do processo de Newton-Raphson.

Dessa forma, essas propriedades em cada ponto de Gauss podem ser expressas por:

E(§1,&2) = E(0(§1,¢2)) (5-84)

1(¢1,82) = n(a(§1,£,) (5-85)
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em que as fungdes para avaliacdo das propriedades fisicas em termos do nivel de tensdo sdo

definidas pela metodologia de calibrag¢ao apresentada no capitulo 7.

Em seguida, cada secao transversal constituida por laminas com propriedades distintas ¢
homogeneizada e, entdo, considerada como constituida por um unico material, porém, com sua
geometria modificada por fatores de transformagdo, denominada secdo transformada. Esses

fatores de transformagdo sdo expressos por:

Eeq(S(l'EZ)

Eeq_referéncia

Fr(§1,82) = (5-86)

em que Fr representa o fator de transformagdo, E, representa o modulo de elasticidade
equivalente avaliado em cada ponto de Gauss € Egq referencia representa o modulo de
elasticidade equivalente da lamina de referéncia. Como padrao, no presente estudo, a 1amina de
referéncia ¢ a 1amina inferior identificada pelo primeiro ponto de Gauss na altura. Além disso,
¢ necessario destacar que o modulo de elasticidade equivalente é calculado de forma distinta
para cada modelo, em funcao do tipo de associagdo entre as molas presentes no mesmo. Por
exemplo, para o modelo de Boltzmann, em que as molas sdo associadas em série, 0 modulo de

elasticidade equivalente em cada ponto de Gauss € expresso por:

 E1(81,82) Ex(§4,62) )
FeaCu 82 = 5 e ) T B 6y) (5-87)

Os fatores de transformacao sdo utilizados para modificar a geometria da secdo transversal
homogeneizada de forma a manter sua rigidez a flexdo original. Dessa forma, a dimensao da
largura de cada lamina, localizada pelos pontos de Gauss &; e &,, ¢ modificada conforme a

seguinte expressao:

b(§1,§2) = Fr(§1,&2) bo(§1,¢2) (5-83)

em que b representa a largura modificada da lamina e b, representa sua largura original.

Para a geometria da se¢do transformada, no caso de secdo ndo homogénea, ou para uma
secdo homogénea, porém, nao simétrica, em que o centroide ndo esté localizado no ponto médio
da altura da secdo, € necessario determinar a nova localizacdo do centroide. Essa nova
localizacdo do centroide pode ser dada em termos da variavel adimensional &,, a qual tem

origem no ponto médio em relacdo a altura da se¢do transversal e seu eixo esta contido ao longo
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da altura da sec¢do. Dessa forma, em relagdo ao ponto médio da se¢do transversal o centroide

pode ser localizado pela seguinte expressao:

5 l( £0) (b(fl,fzo)) h nvsvf(l)@)l

s [b(a, FOL J;;Z“)( )]

c(§) = (5-89)

em que c(&;) representa a localizagdo do centroide em relagdo ao ponto médio da segdo
transversal localizada pelo ponto de Gauss §;, ng, representa o namero total de pontos de Gauss
ao longo da altura, &, (i) representa o conjunto de pontos de Gauss ao longo da altura e localiza
cada lamina, w, (i) representa o conjunto de pesos respectivos a cada ponto de Gauss, de acordo
com a quadratura de Gauss-Legendre, b representa a largura de cada lamina e h representa a
altura da secdo transversal. E importante observar que o produto entre a altura total (h) e a razio
de determinado peso (w,(i)) pela soma dos pesos (Z?ji W, (i)) representa a espessura da lamina
localizada pelo ponto de Gauss &, (i), ou seja, representa a altura de influéncia de determinado

ponto de Gauss.

Dessa forma, assim como apresentado na Figura 5-5, as localiza¢des dos pontos de Gauss
ao longo da altura de uma se¢do transversal, nas configuragdes indeformada e deformada,
podem ser expressas em relagdo a localizagdo do novo centroide por meio de uma variavel

auxiliar z dada por:

h
z(&y) = Eszz —c(&y) (5-90)

b(£(10))

I . | 4 &2
| 7 |

| s
=
0
=]
Q
=
[v]
=
5

N

b(§,(1))
Figura 5-5: Secdo transversal laminada

Portanto, os mapeamentos das coordenadas nas configuracdes deformada e indeformada,

apresentados no item 5.1, podem ser reescritos, para a consideracao de se¢oes laminadas, como:
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(61, 82) = 9% — (g £ - c<el>> sen (9,(£)6,) 5-91)
Y08 = PulEyn + (g £ - c(ﬁ)) cos (#n(£0,) (5-92)
X(E182) = B0 (; £ c(fa) sen ($,(61)6,) (5-93)
V(6 = du(E)Na + (g - c(ﬁ)) cos (#n(£)6,) (5-94)

os quais sdo utilizados na obtencdo dos tensores gradiente de deformacdo e das medidas de

deformacao.

Por fim, ¢ importante observar que, a partir dessa metodologia, ao se realizar a integracao
numérica ao longo da altura, para cada ponto de Gauss tem-se uma respectiva largura de se¢ao

transversal a ser considerada em fun¢ao da geometria transformada.

5.5.3 Procedimento para evitar divergéncia em funciio do passo de tempo adotado

No presente item, € apresentada uma proposta de solu¢do para um problema de divergéncia
no processo iterativo encontrado em analises de estruturas utilizando-se o codigo
computacional implementado com base nos procedimentos apresentados neste estudo. Tal
problema de divergéncia se refere ao afastamento das posi¢des nodais em relacdo as posigdes
de equilibrio ao longo do processo iterativo, quando sdo adotados passos de tempo menores ou
iguais ao tempo de retardo caracteristico do modelo reologico utilizado. Acredita-se que
possivelmente este problema seja encontrado em formulagdes ndo lineares que adotem

abordagens semelhantes as apresentadas neste estudo.

Para explicitar o problema encontrado e a solugdo proposta, sdo apresentados alguns
resultados da analise numérica de uma barra sob tragdo, apresentada na Figura 5-6. O
comprimento L da barra analisada ¢ igual a 1,0 m, a altura 4 da se¢@o transversal ¢ igual a 0,1 m
e largura b ¢ igual a 0,1 m. O modelo reoldgico utilizado para descrever o comportamento
viscoelastico ¢ o de Kelvin-Voigt com modulo de elasticidade E igual a 100 GPa e médulo de

viscosidade 7 igual a 1000 GPa-s. A solicitagdo corresponde a uma forca P de tragdo igual a
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1000 MN aplicada na extremidade livre da barra, sendo a outra extremidade da barra
considerada fixa. Para avaliar a evolucdo do processo iterativo no comportamento viscoeldstico
foram adotados quatro valores distintos de passo de tempo, 9s, 10 s, 11 s e 12 s. Os resultados
obtidos se baseiam na avaliagdo da posi¢ao de equilibrio do no localizado na extremidade livre

da barra, considerando-se a origem do sistema de referéncia na extremidade fixa.

S

PRI I IIIIII
MJ’
8
u j-‘; % !
=]
!-

Figura 5-6: Barra tracionada

A barra ¢ analisada pelo Método dos Elementos Finitos Posicional, o qual, de uma forma
simplificada, se resume em resolver o sistema obtido pela aplicacdo do Principio da Minima

Energia Potencial Total. Tal sistema pode ser expresso, assim como apresentado no item 3.5,

por:
on _ou_op _ ;
oX,  oX, "9X, (5-95)

A resolugdo desse sistema ¢ realizada, no presente estudo, pelo Método de Newton-

Raphson que, assim como apresentado no item 3.5, pode ser expresso por:
9qX) = gq(X) + ggr X)AX, =0 (5-96)

no qual € necessario, para obtencao das componentes do vetor de corre¢do das posicdes nodais
AX, em cada iteragdo, avaliar as componentes do vetor dos residuos e as componentes da matriz

hessiana.

Dessa forma, para ilustrar a influéncia do passo de tempo no processo iterativo, nas Figuras
5-7 a 5-10 sdo apresentadas a evolugdo do vetor dos residuos g,(X) e a evolugdo do vetor de
correcao das posicdes nodais AX,., considerando-se apenas as componentes referentes ao no da
extremidade livre. Sdo apresentadas as vinte primeiras iteracdes do primeiro passo,

respectivamente para os quatro valores de passo de tempo adotados. A evolugdo da matriz
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Hessiana g, (X) ndo é apresentada por esta se manter constante e igual a 10000 MN/m nesta

analise.

A fim de analisar os resultados apresentados nas Figuras 5-7 a 5-10, ¢ importante lembrar
que, pela Equacdo (4-28) apresentada no item 4.2.1, o tempo de retardo para o modelo de

Kelvin-Voigt pode ser expresso por:

n 1000 GPa-s

n_ _ 5-97
E- T 100GPa 10 (5-97)

t, =

Portanto, a partir das Figuras 5-7 a 5-10 € possivel observar que a convergéncia da evolugao
do processo iterativo apresenta uma dependéncia em relacdo ao valor do passo de tempo
adotado e do tempo de retardo caracteristico do modelo. Além disso, com base no tempo de
retardo obtido na Equacao (5-97), ¢ possivel observar que, adotando-se passos de tempo
superiores ao tempo de retardo, o processo iterativo converge, apresentando reducdo gradativa
da componente do vetor dos residuos e do vetor de correcdo das posigdes nodais, como pode
ser verificado nas Figuras 5-7 e 5-8. Adotando-se um passo de tempo igual ao tempo de retardo,
0 processo iterativo ndo converge, alternando entre os mesmos valores de componente do vetor
dos residuos e do vetor de correcao das posigdes nodais. Nesse caso, a mesma corre¢ao obtida
na primeira iteragdo ¢ obtida na segunda iteracdo, porém com sinal trocado, ou seja, na segunda
iteracdo retorna-se para a posi¢do inicial. Esse processo se repete sucessivamente como pode
ser verificado na Figura 5-9. Finalmente, adotando-se passos de tempo inferiores ao tempo de
retardo, o processo iterativo diverge, apresentando aumento gradativo da componente do vetor
dos residuos e do vetor de correcdo das posi¢des nodais, como pode ser verificado na Figura
5-10. Estes mesmos comportamentos foram observados para passos de tempo superiores e
inferiores aos apresentados nesta analise e para os demais modelos reologicos considerados no

presente estudo e seus respectivos tempos de retardo.

Essa relagdo entre o valor do passo de tempo considerado e a evolugdo do processo iterativo
pode ser observada, também, através de graficos de posicao por tempo e graficos de forca por
posicdo. Dessa forma, na Figura 5-11 sdo plotadas as posicoes da extremidade livre durante as
quatro primeiras iteracdes do processo de busca pela posicao de equilibrio no primeiro passo
de tempo, para os quatro valores de passo de tempo adotados. J4 na Figura 5-12 as mesmas

posigdes sao plotadas em graficos de for¢a por posicao.
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Figura 5-7: Evolucgao do vetor de correcdo das posigdes nodais e do vetor dos residuos para At =12 s
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Figura 5-8: Evolug¢éo do vetor de corregdo das posi¢des nodais e do vetor dos residuos para At =11 s
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Figura 5-9: Evolug¢éo do vetor de corregdo das posigdes nodais e do vetor dos residuos para At =10 s
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Figura 5-10: Evolugdo do vetor de corregao das posi¢des nodais e do vetor dos residuos para 4¢=9 s

Adicionalmente, nos graficos apresentados na Figura 5-11 sdo plotadas as posi¢des de
equilibrio obtidas no final do processo iterativo do primeiro passo, respectivamente para cada
valor de passo de tempo adotado. Tais posi¢des de equilibrio s6 sdo possiveis de se obter, para

passos de tempo inferiores ao tempo de retardo, quando o problema de divergéncia ¢ corrigido.
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Além disso, sdo plotadas as respostas analiticas de posi¢do ao longo do tempo, obtidas a partir

da Equagdo (4-26), apresentada no item 4.2.1.

Pelas Figuras 5-11 e 5-12, € possivel perceber que, adotando-se passos de tempo superiores

ao tempo de retardo, as posi¢des do n6 da extremidade livre apresentam uma tendéncia de

convergéncia ao longo do processo iterativo, se aproximando da posi¢ao de equilibrio para o

primeiro passo de tempo. Adotando-se um passo de tempo igual ao tempo de retardo, as

posi¢des permanecem oscilando entre os mesmos valores em torno da posi¢ao de equilibrio.

Finalmente, adotando-se passos de tempo inferiores ao tempo de retardo, as posicdes

apresentam uma tendéncia de divergéncia ao longo do processo iterativo, se afastando da

posicao de equilibrio. Além disso, é possivel observar que, quanto menor o passo de tempo,

mais proxima a posicao de equilibrio esta da resposta analitica. Isso se deve ao fato de que,

quanto menor o passo de tempo, mas refinada ¢ a discretizagdo temporal. Tal comportamento

¢ observado de forma mais clara no Capitulo 7, referente as analises, exemplos e aplicagdes.

Posigéo [m]

Posi¢do [m]

At =12s

---®--- 1" iteragdo
2" itera¢do
3% iteragdo
4* iteragdo
""" @ Posi¢do de equilibrio

— = = Resposta analitica

10
Tempo [s]

15 20

---0--- |* iteragdo
2" iteragdo
3* iteragdo
4* iteragdo
""" @ Posi¢do de equilibrio

— = = Resposta analitica

10
Tempo [s]

15 20

Posig¢ao [m]

Posigdo [m]

At =11s
---@--- 1* iteragdo
2" iteragdo
3* iteragdo
4" iteragdo
<<<<< @ Posi¢ao de equilibrio

— = = Resposta analitica

10

15 20

Tempo [s]

---®--- 1* iteragdo
2% iteragao
3* iteragdo
4" iteragao
- @~ Posi¢do de equilibrio

— = —Resposta analicica

Figura 5-11: Processo iterativo no grafico Posicao x Tempo
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Figura 5-12: Processo iterativo no grafico Forga x Posicdo

Para elucidar como o problema de divergéncia pode ser corrigido, retorna-se a equacao

referente a resolugdo do sistema pelo método iterativo de Newton-Raphson, expressa por:
gq(X) = gq(X) + gq:r (X)AXT' =0 (5'98)

na qual deve-se avaliar o vetor dos residuos e a matriz hessiana conforme as respectivas

expressoes:
9q (X) = Urq_ Fq (5-99)
Ggr X) = U,qgr (5-100)

para tanto, como pode ser observado, ¢ necessario obter a energia de deformacdo e suas

derivadas primeira e segunda.

Dessa forma, considerando-se o caso da barra tracionada, em que nao ha efeitos do

cisalhamento, e adotando-se o modelo de Kelvin-Voigt, com base no desenvolvimento
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apresentado no item 5.4.1, a energia de deformagao e suas derivadas primeira e segunda podem

ser expressas, respectivamente, por:

U= f f (Ee + né)e,g dX dV (5-101)
\%4 X
U,y = f (Ee +né)e,g dV (5-102)
\%4
Uygr = f [(Ee,+mé )eg+ (Ee +1é)e,g, | AV (5-103)
\%4

Enquanto o termo F,, referente a forga aplicada, pode ser expresso por:

F, = f 0y dA = j Eee, dA (5-104)
A A

em que &, representa a deformacao viscoelastica final.

Portanto, a Equacao (5-98) pode ser reescrita como:

Eeow dA— | (Ec +né)s,, dV
AX, = Ji v 155 (5-105)
I, [(Ee,+ né, )eg+ (Ee +1é)e,g, | aV

a qual define o vetor de corregdes das posicdes nodais para atualizacdo da configuracao

deformada da estrutura em cada iteragdo do Método de Newton-Rapshon.

Dividindo-se o numerador e o denominador pelo modulo de elasticidade, tem-se:

J, € dA— ], (e+%e’)e,qu

§, [(er+ 2, )eq+ (e +28) e |av

AX, = (5-106)

Lembrando-se que o tempo de retardo para o modelo de Kelvin-Voigt pode ser definido

como.

[ ‘1 ;

t, =

a Equacao (5-106), pode ser reescrita como:
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Eo dA — | (g4 té)e,,dV
AX, = Ji y £ (5-108)
J, [(ert teér )egt+ (e + tE)eg | AV

Avaliando-se a taxa de deformacao por diferengas finitas, tem-se:

eS—gs—1

fA €oo dA—fV (£5+t‘g - )e,qst
85_85—1

S_ S—1
fV [(£,r5+ t oo :t’r )e,q5+ (es +te—— )e,qrs] dv

AX, = (5-109)

Considerando-se que o passo de tempo At pode ser expresso como uma fracao do tempo

de retardo, ou seja:
At = f.t, (5-110)
em que f, ¢ denominado, neste estudo, fator de retardo, e respeita a seguinte relagao:

para At<t, - f. <1
para At=t, - f.=1 (5-111)
para At>t, - f.>1

Substituindo-se At por f.t., a Equacdo (5-109) pode ser reescrita como:

J, € dA— %fv (fee® +&° — 57 Ve,*av
AX, = - (5-112)
I, Ke,rs+ fle (65— €,571 )) €45+ (ss + fig (es - 85_1)> s,qrsl av

Considerando-se as propriedades geométricas da barra tracionada, apresentada na Figura
5-6, em que a area é expressa por A = bh, o volume ¢ expresso por V = bhL, a derivada
primeira da deformacdo € expressa por &,, = 1/L € a derivada segunda da deformagdo ¢
expressa por &,q = 0, a Equag@o (5-112) pode ser reescrita, apos a avaliagdo das integrais,

como:

1
AX, = e — = (fre5+ &5 —&571) (5-113)

&

Na primeira iteracdo &5 = £571 = 0, dessa forma, analisando-se a Equa¢io (5-113) e a
Figura 5-13, € possivel observar que, dentro de um intervalo de tempo (passo de tempo adotado)

maior que o tempo de retardo, a deformacao &, € um resultado possivel, considerando-se a taxa
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de deformagdo do modelo constante ao longo de um passo de tempo. Dessa forma, para um
passo de tempo maior que o tempo de retardo, a Equacao (5-112) fornece um vetor de corre¢ao
das posi¢des nodais (4X) compativel com uma deformacgao possivel (€4, ). Por outro lado, dentro
de um intervalo de tempo (passo de tempo adotado) menor que o tempo de retardo, a
deformacao &, nao ¢ um resultado possivel. Sendo, neste caso, possivel um resultado de
deformagao inferior e igual f.&,,, como pode ser observado na Figura 5-13. Portanto, para um
passo de tempo menor que o tempo de retardo, a Equagado (5-112) fornece um vetor de corre¢ao
das posi¢des nodais incompativel com uma deformacao possivel. Porém, multiplicando-se os
dois lados da Equagdo (5-113) pelo fator de retardo (f,), obtém-se um vetor de corre¢do das

posic¢des nodais (f,4X) compativel com uma deformagao possivel (fz€x).

€
A

€0

—

fe€w

~Y

At > t,

Figura 5-13: Relagdo entre passo de tempo, tempo de retardo e deformagéo possivel

A partir dessa analise, € possivel observar que o processo iterativo deve ser realizado de
duas formas. A primeira refere-se aos casos em que o passo de tempo € superior ao tempo de
retardo e o vetor de correcdo das posigdes nodais ndo precisa ser ponderado pelo fator de
retardo, como apresentado na Figura 5-14. A segunda refere-se aos casos em que o passo de
tempo ¢ inferior ao tempo de retardo e o vetor de correcdo das posi¢cdes nodais precisa ser
ponderado pelo fator de retardo, como apresentado na Figura 5-15, para evitar o problema de

divergéncia.

Numericamente, para o caso em estudo, adotando-se o passo de tempo igual a 12 s e
utilizando-se a Equagdo (5-113), ¢ possivel acompanhar os resultados das varidveis ao longo

do processo iterativo, como apresentados na Tabela 5-1. Analogamente, pode-se obter os
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resultados ao longo processo iterativo para os demais passos de tempo adotados nesta analise.
Dessa forma, nas Tabelas 5-2 e 5-3 sdo apresentados os valores da evolugdo da componente do
vetor de corre¢do das posicdes nodais ao longo das dez primeiras iteragdes para os passos de
tempo de 11 s, 10 s € 9 s. Na obtengdo dos resultados da Tabela 5-2 ndo ¢ considerado o
procedimento de ponderagdo do vetor de correcdo das posi¢des nodais, enquanto, na obtengao

dos resultados da Tabela 5-3 esse procedimento € considerado.

Posigdo de

equilibrio
axt |y |

Posicao
inicial

~Y

le

W
At > tg

Figura 5-14: Processo iterativo para o caso de At > t,

5| YCEEEEEEEE
febX3 x3
Posicio de /
xeq

equilibrio g A
fexr v | x|l SN
feAX? X2
Posigdo
inicial X0 = x
t & t
At < tg

Figura 5-15: Processo iterativo para o caso de At < t,
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Tabela 5-1: Resultados do processo iterativo para barra tracionada com passo de tempo igual a 12 s e com base
na Equacgao (5-113)

Passo Iteragdo Eoo s gs~1 AX [m]

1 1 0,5 0 0 0,5

1 2 0,5 0,500000 0 -0,416667
1 3 0,5 0,083333 0 0,347222
1 4 0,5 0,430555 0 -0,289350
1 5 0,5 0,141205 0 0,241125
1 6 0,5 0,382330 0 -0,200940
1 105 0,5 0,272728 0 -1,00E-08
1 106 0,5 0,272728 0 8,40E-09
2 1 0,5 0,272728 0,272728 0,227272
2 2 0,5 0,500000 0,272728 -0,189395
2 3 0,5 0,310605 0,272728 0,157828
2 4 0,5 0,468434 0,272728 -0,131525
2 102 0,5 0,396694 0,272728 -4,00E-08
2 103 0,5 0,396694 0,272728 5,10E-09
3 1 0,5 0,396694 0,396694 0,103306
3

Tabela 5-2: Evolu¢do do vetor de corregdo das posigdes nodais no processo iterativo sem utilizar o fator de

retardo
AX [m]

Iteracao At =11s At =10s At =9s
1 0,50000 0,50000 0,50000
2 -0,45454 -0,50000 -0,55555
3 0,41322 0,50000 0,61728
4 -0,37566 -0,50000 -0,68587
5 0,34150 0,50000 0,76207
6 -0,31056 -0,50000 -0,84676
7 0,28223 0,50000 0,94083
8 -0,25657 -0,50000 -1,04538
9 0,23325 0,50000 1,16152
10 -0,21204 -0,50000 -1,29059
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Tabela 5-3: Evolugao do vetor de corre¢do das posigdes nodais no processo iterativo utilizando-se o fator de

retardo
feAX [m]

Iteracao At =11s At =10s At =9s
1 0,55000 0,50000 0,45000
2 -0,60500 -0,50000 -0,40500
3 0,66550 0,50000 0,36450
4 -0,73205 -0,50000 -0,32805
5 0,80526 0,50000 0,29525
6 -0,88578 -0,50000 -0,26572
7 0,97436 0,50000 0,23915
8 -1,07180 -0,50000 -0,21524
9 1,17897 0,50000 0,19371
10 -1,29687 -0,50000 -0,17434

Nas Tabelas 5-2 e 5-3, as colunas em azul destacam os processos iterativos que apresentam
convergéncia, as colunas em amarelo destacam os processos iterativos que ndo apresentam
convergéncia e as colunas em vermelho destacam os processos iterativos que apresentam
divergéncia. Dessa forma, ¢ possivel perceber que, adotando-se o passo de tempo superior ao
tempo de retardo, o processo iterativo apresenta convergéncia utilizando-se a Equacao (5-113)
sem a ponderacao do vetor de corre¢do das posi¢des nodais. Por outro lado, adotando-se o passo
de tempo inferior ao tempo de retardo, o processo iterativo apresenta convergéncia utilizando-
se a ponderacao apresentada. Esses mesmos comportamentos sao obtidos com passos de tempo
superiores ou inferiores aos adotados. Além disso, € possivel observar que adotando-se o passo
de tempo igual ao tempo de retardo, o fator de retardo ¢ igual a 1. Neste caso, ndo se observa
convergéncia tanto adotando a ponderagdo quanto sem adotar a ponderagdo do vetor de
corre¢do das posicoes nodais. Esse comportamento ¢ atribuido ao fato de o passo de tempo
igual ao tempo de retardo estar no limite entre o comportamento de convergéncia e o
comportamento de divergéncia. A convergéncia neste caso ¢ garantida considerando-se o fator

de retardo f; igual a 1 menos um residuo (por exemplo f; =1 —1-1079%).

Com base no que foi exposto, tem-se o seguinte procedimento para evitar o problema de

divergéncia no processo iterativo:
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SeAt<t, — f.=At/t.;
SeAt=t, - f,=1—-1-1078;

SeAt>t, = f.=1;

—> g,(X) =U,,—F,

q
Aqr X) = U!qT
X
sy = — 9
Gqr (X)

Verificagdo do critério de convergéncia

— X=X+ f.AX
Figura 5-16: Procedimento simplificado para evitar o problema de divergéncia no processo iterativo

Por fim, é importante destacar que o fator de retardo ¢ um valor limite, podendo ser adotado
um valor menor ou igual a razdo entre o passo de tempo e o tempo de retardo (At/t,) e podendo
assumir valor maximo igual a 1 (caso em que At > t.). A utilizagdo do fator de retardo reduz
o vetor de corre¢do das posi¢cdes nodais como um todo, mas ndo altera a natureza de seus
componentes € nem a propor¢ao entre seus componentes. Dessa forma, o fator de retardo nao
interfere nos resultados de posi¢do de equilibrio em si, mas sim no processo iterativo,
garantindo a convergéncia do mesmo. Isso pode ser verificado pela igualdade dos resultados
obtidos quando se utiliza um fator de retardo menor do que o calculado pela razao entre o passo
de tempo e o tempo de retardo. Neste caso, as posicoes de equilibrio no final de cada passo ndo
se alteram, entretanto ¢ requerido um niimero maior de iteragdes, visto que, quanto menor o
fator de retardo, menor ¢ a parcela do vetor de correcdo das posi¢cdes nodais que estd sendo
considerada a cada iterag@o. Portanto, o fator de retardo nao altera os resultados, apenas garante
a convergéncia reduzindo a marcha do processo iterativo e, consequentemente, aumentando o
nimero de iteragdes. De forma andloga, para o caso do passo de tempo maior que o tempo de
retardo (At > t.), no qual ndo ¢ necessario utilizar o fator de retardo, ¢ possivel utilizar um
fator de retardo inferior a 1, obtendo-se os mesmos resultados, porém com um nimero maior

de iteragoes.

Adicionalmente, a partir da Figura 5-12, a interpretacdo geométrica do processo iterativo
do Método de Newton-Raphson para o comportamento viscoeldstico de um modelo que
apresenta deformagao elastica instantdnea, como o modelo de Boltzmann, pode ser ilustrada

como apresentado na Figura 5-17.
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Figura 5-17: Processo iterativo no grafico For¢a externa x Posigéo

Os desenvolvimentos e os resultados apresentados neste item se baseiam na analise de uma
barra tracionada com comportamento viscoelastico descrito pelo modelo de Kelvin-Voigt. Essa
¢ uma opcao didatica, mas, de forma analoga, pode-se desenvolver para os demais modelos
reoldgicos e para andlises envolvendo esforgos de flexdo e cisalhamento, porém, ¢ requerido
consideravel esforco algébrico devido aos termos e efeitos adicionais, dificultando a exposicao

do problema da divergéncia.

O procedimento para evitar a divergéncia no processo iterativo, descrito na Figura 5-16, ¢
utilizado para obten¢do dos resultados apresentados no Capitulo 7, referente as analises,

exemplos e aplicagdes, comprovando-se sua validade e consisténcia.
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6

FORMULACAO POSICIONAL PARA ELEMENTOS DE PORTICO

COM CINEMATICA DE BERNOULLI-EULER

Para fins de comparagao e avaliacao dos resultados obtidos utilizando-se a formulagdo do
Método dos Elementos Finitos Posicional com elementos de poértico com cinemadtica de
Reissner e comportamento viscoelastico, neste capitulo é apresentada a formulagdo adotando-
se a cinematica de Bernoulli-Euler. Nessa formulagdo ¢ utilizada a mesma técnica para
resolugdo do sistema de equacdes obtido pelo Principio da Minima Energia Potencial Total,
como apresentado no item 3.5. Para tanto, é necessario particularizar a medida de deformagao
e a energia de deformacdo de forma adequada a cinematica do elemento finito adotado ¢ ao

comportamento mecanico considerado.

A adocdo da cinematica de Bernoulli-Euler ndo leva em consideracao as deformacgoes
provocadas pelo cisalhamento. Nesse caso, o giro da se¢do transversal ¢ considerado um
parametro dependente das posi¢des da linha centroidal, sendo obtido pela primeira derivada da
funcdo que determina as posi¢des verticais em relacdo as posi¢des horizontais, ou seja, a se¢ao
transversal plana permanece plana e ortogonal a linha centroidal do elemento apds a
deformacdo. Dessa forma, comparando-se com os resultados obtidos utilizando-se a cinematica
de Reissner, ¢ possivel avaliar a contribuigcdo dos efeitos do cisalhamento no comportamento

viscoelastico, como ¢ apresentado no Capitulo 7, referente as analises, exemplos e aplicagdes.

Os procedimentos adotados no desenvolvimento apresentado neste capitulo sdo baseados
nos trabalhos de Greco (2004) e Becho (2016). Em Greco (2004) ¢ apresentada a formulagao
do Método dos Elementos Finitos Posicional para andlise ndo linear de porticos planos
considerando-se a cinematica de Bernoulli-Euler. Posteriormente, em Becho (2016) a mesma
formulagdo ¢ utilizada para andlise de elementos de portico plano adotando-se o modelo de

Zener para consideracdo do comportamento viscoelastico.
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6.1 Mapeamento

Para se particularizar a energia de deformagao total ¢ necessario entender a cinematica do
elemento finito considerado e a relagdo desta com a medida de deformagao adotada. Assim,
nesta formulagdo cada elemento finito de poértico tem sua geometria mapeada pela
parametrizacao ao longo do comprimento e da altura em fungao, respectivamente, das variaveis
adimensionais &; (variando de 0 a 1) e &, (variando de -1 a 1), conforme ilustrado na Figura

6-1.

Y A
(K11 00)

h/2 :
Hi2°y ;N
—

$2

$1

rY

Figura 6-1: Parametrizagdo da geometria de um elemento de poértico plano com cinematica de Bernoulli-Euler

Portanto, na configura¢do indeformada, um ponto genérico p(x(&y,¢,),v(&,¢2)),
pertencente a uma se¢do transversal do elemento, localizada em &; pela configurag¢do auxiliar
parametrizada, pode ser mapeado a partir da localizagdo e da inclinag@o da respectiva segdo
transversal, como apresentado na Figura 6-1. De forma andloga, esse mesmo ponto na
configuragdo deformada, representado por P(X(&4,&,),Y(&4,€,)), pode ser mapeado a partir
da localizacdo e da inclinagdo da respectiva secao transversal apds a mudanca de configuracao
do elemento. Dessa forma, para as configuragdes indeformada e deformada, respectivamente,
tém-se as seguintes expressdes para o mapeamento de um ponto genérico em func¢do das

variaveis adimensionais e da inclina¢ao da sec¢do transversal:

h
p(x(glr fZ)J y(fl! 52)) = ﬁ(x(fl)' y(fl)) + E EZﬁ(fl) (6'1)

- h_
P(X(fl,fz),Y(fl,Ez)) = P(X(ﬁ),y(sﬂ)) + Esz(ﬁ) (6-2)



124

em que P e P representam os pontos que localizam as sec¢des transversais do elemento finito,
ou seja, representam os pontos de interse¢do entre o plano da secdo transversal, localizado em
&, pela configuracdo auxiliar parametrizada, e a linha centroidal do elementos finito, nas

configuragdes indeformada e deformada, respectivamente. O parametro / representa a altura da

. T
secao transversal do elemento e 1 e N representam os versores que definem as inclinagdes das

segdes transversais, respectivamente, nas configuracdes indeformada e deformada.

Assim como apresentado na Figura 6-1, as inclina¢des das se¢des transversais, nas

configura¢des indeformada e deformada, podem ser determinadas pelas diregdes dos versores

ne IV, eXpressos por:
1) = (Sen(e(ﬁ)): C05(9(51))) (6-3)

N(&) = (sen(0(¢), cos(0(&)) (6-4)

em que 6 e O representam os angulos entre as se¢des transversais € 0 €ixo horizontal.

Dessa forma, as coordenadas x e y de um ponto genérico p, na configuracao indeformada,

podem ser expressas, respectivamente, por:

h
x(§1,82) = %(&1) — Efz sen (9(51)) (6-5)

h
(&1, &) =y(&) + 552 cos (‘9(51)) (6-6)

em que X e y representam as coordenadas do ponto de interse¢do da respectiva se¢ao transversal

com a linha centroidal.

De forma anéloga, as coordenadas X e Y do ponto genérico P, na configuragdo deformada,

podem ser expressas, respectivamente, por:

5 h
X(1,62) = X(§1) — 582 5en (0(60) (6-7)

- h
Y(§1,82) = Y (§1) + 582 cos (0(51) (6-8)
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em que X e Y representam as coordenadas do ponto de intersecao da respectiva se¢ao transversal

com a linha centroidal.

A fim de possibilitar a analise pelo Método dos Elementos Finitos Posicional ¢ necessario
discretizar o dominio, ou seja, deixa-lo em func¢ao de parametros discretos. No presente caso 0s
parametros considerados sdo as posi¢cdes nodais, sendo o giro da secdo transversal um

parametro nodal dependente das posi¢des nodais (coordenadas nodais).

A partir desta etapa a formulagdo se diferencia de forma consideravel em relagdo ao que
foi apresentado no Capitulo 5, referente ao desenvolvimento da formulagdo adotando-se
elementos finitos com cinematica de Reissner. Neste caso, sdo mantidos e reproduzidos os
procedimentos de particularizagdo da formulagdo apresentados em Greco (2004) e Becho

(2016).

Nessa formulagdao sdao considerados eclementos finitos de dois nds. Dessa forma,
procedendo-se com a discretizacdo do dominio, o mapeamento das coordenas dos pontos
pertencentes ao mesmo, tanto na configuracdo indeformada, quanto na configuracio
deformada, podem ser reescritos em termos das posigoes desses dois nés e de fungdes que
relacionam estes nds com as variaveis adimensionais. Para tal, € considerada a parametrizagao

da geometria com base na configurac¢ao auxiliar adimensional, como apresentado na Figura 6-1.

Na Figura 6-1, w representa o dominio de um elemento com dois nds, na configuragdao
indeformada e () representa 0 dominio do mesmo elemento na configuracao deformada. Dessa
forma, x;, y; € 6, representam os parametros nodais do n6 1 na configuracdo indeformada e
X5, Y2 € 0, representam os parametros nodais do n6 2 na configuragao indeformada, enquanto,
X1, Y; e O representam os parametros nodais do né 1 na configuragao deformada e X,, Y, e 6,
representam os parametros nodais do n6 2 na configura¢do deformada. Lembrando-se que, x,
v, X e Y representam as coordenadas e 6 e @ representam o giro da se¢@o transversal em ralagao

a horizontal.

Visto que, para o caso plano de um elemento de portico com dois nds, € possivel descrever
a geometria que representa a linha centroidal por uma relagdo linear entre &; e o eixo X e uma
relacdo cubica entre {; e o eixo Y, as coordenadas de um ponto P podem ser obtidas,

respectivamente, por:

X(Sﬂ) =X+ (X - X1)f1 (6-9)
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17(51) = 0513 +d512+ eét+f (6-10)

em que os termos ¢, d, e € f podem ser determinados a partir das condi¢des de contorno do

elemento na configuragdo auxiliar parametrizada conforme as seguintes equagdes:

Y& =0=f=Y (6-11)

ar 4y dX tg(01) (X; — Xy) (6-12)

E— = = —— =19 1 2 — Aq -

déi, _, dX déi |, _,

ay =3c+2d+ _ dr ax = tg(0,) (X, — X;)

A ¢=xagn| 90X (6-13)
§1=1 §1=1

Y& =D)=c+d+tg(0) X, —X)+Y, =Y, (6-14)

A partir das Equagdes (6-13) e (6-14), tém-se ainda:
c= (tg(0;) + tg(0))(X; — X;) — 2(Y, — Y1) (6-15)
d=3(Y;—1)—(tg(0;) + 2tg(6,))(X; — Xy) (6-16)

E importante observar que, considerando-se a cinematica de Bernoulli-Euler, em que a
secdo transversal plana permanece plana e ortogonal a linha centroidal do elemento apos a
deformacao, o giro da secdo transversal, representado por 0 (&;), pode ser obtido pela derivada
da fung¢do das posicdes verticais em relagdo as posi¢des horizontais, podendo ser representada

de forma parametrizada por:

(6-17)

B avy dy dé\ 3c& 2 +2dE + e
0(&,) = arctg (5) = arctg <d_€1§) = arctg< X, — X,

em que o giro da secdo transversal nos nos pode ser obtido avaliando-se a equagao nas posicoes

parametrizadas ¢; adequadas para cada no.

Os parametros nodais, presentes nas Equacdes (6-9) a (6-17), sdo referentes a configuragao
deformada. As mesmas equagdes sdo validas para a configuracdo indeformada, bastando

substituir os parametros nodais X1, X5, Y3, Y5, ©; e 0, pelos respectivos parametros nodais xq,
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X2, Y1, Va2, 01 € 8,. Dessa forma, pode se obter, também, as coordenadas ¥(&;), y(&;) e o giro

6(¢1)

Por fim, considerando-se as Equagdes (6-9) a (6-17), os mapeamentos das coordenadas nas
configura¢des deformada e indeformada podem ser completamente descritos em termos das
variaveis adimensionais e dos parametros nodais utilizando-se as Equagdes (6-5) a (6-8). Além
disso, ¢ importante observar que, no desenvolvimento desta formulagdo com cinematica de
Bernoulli-Euler, apesar de ser adotado um elemento de pértico com dois nos, € considera uma
aproximacao cubica na discretizagdo, como exposto na Equacao (6-10). Portanto, em termos do
grau de aproximagdo considerado, esta formulagdo ¢ equivalente a desenvolvida no Capitulo 5,
na qual sdo considerados elementos de portico com quatro nés e fungdes aproximadoras por

interpolagdo polinomial de Lagrange.

6.2 Medida de deformacao

A partir do mapeamento da geometria apresentado no item 6.1, considerando-se a
cinematica de Bernoulli-Euler, ¢ possivel descrever a medida de deformagao para o elemento
finito considerado. Para tanto, inicialmente, considera-se uma fibra infinitesimal qualquer de
comprimento d¢; na configura¢do auxiliar adimensional, paralela a linha centroidal, como
apresentado na Figura 6-2. Quando o elemento passa da configuracdo auxiliar para as
configuragdes indeformada e deformada, o comprimento da fibra se altera passando a ser

definido, respectivamente, pelos comprimentos ds e dS.

s
A

a | &

Figura 6-2: Parametrizacdo da medida de deformacao
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Considerando-se um elemento finito inicialmente retilineo na posi¢ao indeformada, os
estiramentos referentes as transformacdes da configuragdo auxiliar adimensional para as
configuragdes indeformada (sobrescrito () e deformada (sobrescrito 1), de uma fibra sobre a

linha centroidal, podem ser determinados, respectivamente, por:

i ) + () - = 6-18

A_d_fl_\/(d_fl) +(d_§"1) —\/(xz—x1)2+(y2_y1)2_lo ( )
ds _ |(d®\"  (dP\’

Kt vy vy B ’ 6-19

A—dfl _\/<d<f1> +<d§1> = \/(Xz X1)? + (3¢&,” + 2dé; + e)? ( )

Observando-se que o estiramento na linha centroidal referente a transformacdo da
configura¢do indeformada para a configuragdo deformada pode ser obtido pela razao entre os
estiramentos referentes as transformacdes da configura¢do auxiliar adimensional para as

configurag¢des indeformada e deformada, expressa por:

A=—= (6-20)

a medida de deformag¢do normal de engenharia na linha centroidal pode ser expressa por:

~ 1
511 =A_1 =l_\/(X2 —X1)2+(3C612 +2d€1+€)2_1 (6-21)
0

Para uma fibra qualquer do elemento finito, de acordo com a cinematica de Bernoulli-
Euler, a deformacao longitudinal pode ser descrita em fun¢do da deformacao e da curvatura da

fibra sobre a linha centroidal conforme a seguinte expressao:
h 1
S =& —=&,— (6-22)
11 175 $2 -
em que 1/r representa a curvatura da linha centroidal, determinada por:

& a5’ a5’ d& _ (X2 — X1)%(6¢¢: + 2d)

3 3 (6-23)

" EE)) (Jemwrr et o o)
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A partir das Equagdes (6-21), (6-22) e (6-23), pode-se definir a deformagdo normal de uma
fibra qualquer, em funcdo das coordenadas adimensionais &; e &, e dos parametros nodais X,

Yla 919 XZ’ YZ € 62'

6.3 Energia de deformacao

A partir da medida de deformacdo desenvolvida no item 6.2, ¢ possivel determinar a
energia de deformagao total, que leva em consideragdo a cinematica de Bernoulli-Euler. Essa
energia de deformacao total ¢ requerida na aplica¢dao do Principio da Minima Energia Potencial
Total, a qual ¢ responsavel pela determinacdo das configuragdes de equilibrio dos elementos

finitos ¢ ¢ a base da formulacdo do Método dos Elementos Finitos Posicional.

Com base no desenvolvimento apresentado no item 3.4, a energia de deformacao total pode
ser expressa pela Equagdo (3-41), na qual, adotando-se uma relacdo tensdo-deformacao
apropriada (relagdo constitutiva ou reoldgica) para o tipo de elemento finito adotado e para o

material constituinte, ¢ possivel descrever a resposta mecanico do sistema estrutural.

Dessa forma, a partir da Equagdo (3-41) e adotando-se as relagdes reoldgicas desenvolvidas
no capitulo 4, € possivel particularizar o Método dos Elementos Finitos Posicional para
descri¢do do comportamento viscoelastico caracteristico de cada modelo. Para tanto, deve-se
determinar a primeira e a segunda derivada da energia de deformagao total, como descrito no
item 3.5, a fim de possibilitar a aplicagdo do Principio da Minima Energia Potencial Total e do

método iterativo de Newton-Raphson.

No presente estudo, o comportamento mecanico de interesse € o viscoeldstico, no qual, as
relagdes tensdo-deformacdo podem ser obtidas por adequadas combinagdes entre as parcelas
elastica e viscosa. Assim como ¢ apresentado no item 3.4, essas parcelas elastica e viscosa

podem ser expressas de uma forma geral, respectivamente, por:
0 = Ciji€n (6-24)
0i; = Dijriér (6-25)

Considerando-se materiais isotropicos, com desacoplamento entre os efeitos dos esforgos
normais e os efeitos dos esforcos cisalhantes, assim como ¢ desenvolvido no item 4.1, as

respectivas parcelas elastica e viscosa podem ser reescritas como:
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05 = ECijren (6-26)
ol = NCijrién (6-27)

em que, na notagdo de Voigt, tem-se:

A+20 A A 0 0 0
A A+ 24 A 0 0 0
C = A yl 1+ 2[ 0 0 0 (6-28)
0 0 0 20 0 0
0 0 0 0 20 0
0 0 0 0 0 2
sendo A e [T os parAmetros de Lamé modificados e expressos por:
7= v
T aHEnd-2v) (6-29)
1= ! 6-30
H= 2(1+v) (6-30)

Nesse capitulo, o elemento finito utilizado ¢ o de poértico plano com cinematica de
Bernoulli-Euler, sendo um elemento unidimensional que considera apenas os efeitos dos
esforcos normais. Dessa forma, assim como desenvolvido no item 3.4, as relacdes tensao-

deformacao, respectivamente para as parcelas eldstica e viscosa, podem ser expressas por:
of1 = E &4 (6-31)
011 =N € (6-32)

A partir das parcelas eléstica e viscosa, descritas pelas Equagdes (6-31) e (6-32), a relagdo
tensao-deformacao adequada para o comportamento mecanico de interesse pode ser obtida. Em
seguida, substituindo-se essa relacdo tensdo-deformagdo na Equacdo (3-41), € possivel obter a
energia de deformacdo, a qual ¢ utilizada no Principio da Minima Energia Potencial Total,
sendo as medidas de deformacdo obtidas conforme apresentado no item 6.2. Para o caso
elastico, por exemplo, em que a relagdo tensdo-deformacao ¢ dada apenas pela parcela eléstica,

dada pela Equacao (6-31), a energia de deformacao pode ser expressa por:
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U= f f E €11 dg dV (6'33)
v £

De forma analoga, para o comportamento viscoelastico, a energia de deformagao pode ser
obtida considerando-se as relagdes tensao-deformagao deduzidas para cada modelo reoldgico
apresentado no capitulo 4. Dessa forma, nos itens 6.3.1, 6.3.2 e 6.3.3 sdo expostas a relagdo
tensdo-deformagdo ¢ a energia de deformagdo para cada um dos trés modelos reologicos
adotados neste estudo, particularizando-se para o elemento de pdrtico plano com cinematica de

Bernoulli-Euler.

Por fim, a partir dos desenvolvimentos apresentados nos itens 6.1, 6.2 ¢ 6.3, referentes a
particularizagdo da formulagdo Posicional para elementos de portico plano com cinematica de
Bernoulli-Euler e comportamento viscoelastico, e a partir dos procedimentos apresentados no
item 3.5, referentes a aplica¢do do Principio da Minima Energia Potencial Total e do Método
de Newton-Raphson, ¢ possivel analisar sistemas estruturais especificos utilizando-se o Método
dos Elementos Finitos Posicional. Para tanto, ¢ necessario introduzir alguns procedimentos
numéricos adicionais devido as caracteristicas do comportamento viscoelastico. Tais
procedimentos sao descritos nos itens 5.5.1, 5.5.2 ¢ 5.5.3, para implementacao da formulagao
posicional com cinematica de Reissner e sdo os mesmos adotados para implementacdo da
formulacao com cinematica de Bernoulli-Euler. Dessa forma, esses procedimentos nao sao
detalhados neste capitulo. Nesses trés itens citados, sdo detalhados procedimentos para
avaliagdo das taxas de deformacdo e tensdo, procedimentos para consideracdo de secdes
transversais laminadas e procedimentos para evitar a divergéncia ao longo do processo iterativo

em funcao do passo de tempo adotado.

6.3.1 Energia de deformacao para o modelo de Kelvin-Voigt

A relagdo reoldgica para o modelo de Kelvin-Voigt pode ser expressa de forma geral
conforme a Equacao (4-18). Particularizando-se para o elemento finito de portico plano com

cinematica de Bernoulli-Euler, tem-se:
011 = E&11 +1éqq (6-34)

Dessa forma, a energia de deformagao pode ser expressa por:
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U= f f (Egll + T]éll) dg dV (6'35)
v £

Realizando-se uma troca de variaveis com base na regra da cadeia, dada por:

de
de = ———dX, = ¢,,dX, (6-36)

dx,

a energia de deformagdo pode ser reescrita como:

U - f j (Egll + r]éll)glllq dX dV (6'37)
14 X

Dessa forma, a primeira e a segunda derivada da energia de deformagao em relagdo aos

parametros nodais podem ser expressas por:

Uyg= f (E&qq + néq1)€11,qdV (6-38)
v

Ugr= f [(5311»r+ Néir )e11,qT (E€1q + Tlé11)€11'qr] av (6-39)
%

Considerando-se a primeira e a segunda derivadas da energia de deformacao, descritas
pelas Equacgdes (6-38) e (6-39), € possivel realizar os procedimentos do Método de Newton-
Raphson e aplicar o Principio da Minima Energia Potencial Total para se obter as posigdes de
equilibrio do sistema estrutural, assim como apresentado no item 3.5, de forma particularizada
para elementos de portico plano com cinematica de Bernoulli-Euler e comportamento

viscoelastico caracteristico do modelo de Kelvin-Voigt.

6.3.2 [Energia de deformacio para o modelo de Boltzmann

A relacdo reoldgica para o modelo de Boltzmann pode ser expressa de forma geral
conforme a Equacao (4-43). Particularizando-se para o elemento finito de portico plano com

cinematica de Bernoulli-Euler, tem-se:

:E1Eze+7151€._77
E,+E, " E+E ' E +E

o

011 (6-40)

Dessa forma, a energia de deformacao pode ser expressa por:



133

ELE, nk; n )
sz f ( e+ P )dedV (6-41)
. E,+E "™ E+E " E+E '

Realizando-se a troca de varidveis apresentada na Equacao (6-36), a energia de deformacao

pode ser reescrita como:

E E, nky n
U=f f £ + by ——1 )e L dX dV (6-42)
. E,+E, " E +E, ** E +E, 1})"

Dessa forma, a primeira e a segunda derivada da energia de deformagao em relagdo aos

parametros nodais podem ser expressas por:

E.E, nE; n
U, =f (—e t i ————0 )e qdV (6-43)
@ ), \E,+E, " "E,+E,"" E +E, ')

E1E2 nE; n
Ugr= E1+Ez 11,r+m 11r— mall;r €11, T
+< ELE, nk; . n

&1+ &11 — 0 &11» av
El | Ez 11 El Ez 11 E1 | Ez 11) 11.qr ]

Considerando-se a primeira e a segunda derivadas da energia de deformagdo, descritas
pelas Equagdes (6-43) e (6-44), € possivel realizar os procedimentos do Método de Newton-
Raphson e aplicar o Principio da Minima Energia Potencial Total para se obter as posi¢des de
equilibrio do sistema estrutural, assim como apresentado no item 3.5, de forma particularizada
para elementos de portico plano com cinematica de Bernoulli-Euler e comportamento

viscoelastico caracteristico do modelo de Boltzmann.

6.3.3 Energia de deformacao para o modelo de Zener

A relagado reoldgica para o modelo de Zener pode ser expressa de forma geral conforme a
Equagdo (4-77). Particularizando-se para o elemento finito de portico plano com cinematica de
Bernoulli-Euler, tem-se:

n(E; + E3) | n .

011 = Ezeqq + E—€11 - E_U11 (6-45)
1 1

Dessa forma, a energia de deformagao pode ser expressa por:
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E{+E
U= f f E2£11 + Méll - 10"11 dg dV (6-46)
v Je Ey Ey

Realizando-se a troca de varidveis apresentada na Equacao (6-36), a energia de deformacao

pode ser reescrita como:

Ei+E
U == f f E2£11 + Méll - 10"11 ell'q qu dV (6'47)
v Jx Ey Ey

Dessa forma, a primeira e a segunda derivada da energia de deformagao em relagdo aos

parametros nodais podem ser expressas por:

nEi+E), 1.
U,q = f (Ezgll + %811 - E_O'll Ellﬂq dV (6-48)
v 1 1

n(E; + E;) | n .
Ugr= f [(Ez E11r T #311:1‘_ = O011ur | €11t
v E, E,

n(E, + E7) . n .
+ | E2611 + ——F €11 — 5011 | E110gr av
Ey E,

(6-49)

Considerando-se a primeira e a segunda derivadas da energia de deformagdo, descritas
pelas Equagdes (6-48) e (6-49), € possivel realizar os procedimentos do Método de Newton-
Raphson e aplicar o Principio da Minima Energia Potencial Total para se obter as posi¢des de
equilibrio do sistema estrutural, assim como apresentado no item 3.5, de forma particularizada
para elementos de portico plano com cinematica de Bernoulli-Euler e comportamento

viscoelastico caracteristico do modelo de Zener.
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ANALISES, EXEMPLOS E APLICACOES

Neste capitulo sdo apresentadas as analises, exemplos e aplicagdes a fim de demonstrar a
consisténcia da formulagdo desenvolvida com base na cinematica de Reissner e sua capacidade
de descricdo do comportamento viscoeléstico. Inicialmente ¢ apresentado um conjunto de
analises avaliando-se a influéncia dos diferentes pardmetros fisicos e numéricos envolvidos na
formulagdo. Além disso, ¢ realizada uma analise comparando-se os trés diferentes modelos
reoldgicos adotados no presente estudo, apresentando-se as correlagdes entre os parametros
envolvidos nos diferentes modelos. Na sequéncia, sdo apresentados alguns exemplos a fim de
verificar a consisténcia da formulagdo comparando-se os resultados obtidos com a cinematica
de Reissner, os resultados obtidos com a cinematica de Bernoulli-Euler e resultados analiticos
e numeéricos disponiveis na literatura. Por fim, sdo apresentadas algumas aplica¢des praticas em
que os resultados numéricos obtidos sdo comparados aos resultados experimentais disponiveis
na literatura. Adicionalmente, para possibilitar as aplicagdes, ¢ apresentada uma técnica de
identificacdo dos parametros fisicos dos materiais e uma metodologia de calibragdo desses

parametros a partir de resultados de ensaios de fluéncia a tragao disponiveis na literatura.

7.1 Analise da influéncia dos parametros

Como primeira parte da avaliagdo da consisténcia da formulagdo, sdo apresentadas neste
item analises das influéncias dos parametros envolvidos na formulagdo. Inicialmente sdo
apresentadas as analises das influéncias dos parametros que representam as propriedades fisicas
dos materiais na resposta viscoeldstica. Adicionalmente ¢ apresentada uma comparagdo entre
os trés modelos reologicos adotados, correlacionando-se os parametros destes modelos. Na
sequéncia sdo apresentadas as analises das influéncias dos parametros numéricos referentes as

discretizacdes espacial e temporal.

Para obtengdo dos resultados apresentados neste item, sdo consideradas as simulagdes

numéricas de dois casos basicos utilizando-se a formulagdao posicional com cinematica de
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Reissner. Os casos considerados consistem em uma barra tracionada, com forga aplicada em
uma extremidade e a outra extremidade fixa, e uma viga biapoiada, com forca vertical centrada,

como apresentado nas Figuras 7-1 e 7-2.

A barra apresentada na Figura 7-1 possui comprimento (L) igual a 2 m e se¢ao transversal
quadrada com altura e largura iguais a 0,01 m. A forca (p) aplicada na extremidade livre tem
intensidade de 100 kN. As andlises da barra se baseiam nos resultados de deslocamento axial

da extremidade livre ao longo do tempo.

L

Figura 7-1: Barra tracionada

A viga apresentada na Figura 7-2 possui vao livre (L) igual a 2 m e sec¢do transversal
retangular com altura igual a 0,40 m e largura igual a 0,01 m. A valor da altura da segdo
transversal (20% da medida do vao) se justifica para aumentar a influéncia dos efeitos do
cisalhamento. Por fim, a for¢a vertical (p) aplicada no meio do vao tem intensidade de 1000 kN.
As andlises da viga se baseiam nos resultados de deslocamento transversal (flecha) no meio do

vao ao longo do tempo.

Figura 7-2: Viga biapoiada com forga vertical centrada

Em ambos os casos sdo consideradas a discretizacdo em dez elementos finitos, a adogao de
dez pontos de Gauss ao longo da altura e ao longo do comprimento e a discretizagao temporal
em dez passos de tempo iguais a 10 s, a menos nos casos em que tais valores sejam claramente
alterados. Além disso, o0 modelo reoldgico considerado inicialmente ¢ o de Boltzmann com
modulo de elasticidade E7 igual a 100 GPa, médulo de elasticidade E> igual a 100 GPa, moédulo
de viscosidade 77 igual a 1000 GPa-s e coeficiente de Poisson v igual a 0,3, a menos nos casos
em que tais valores, ou o modelo, sejam claramente alterados. Por fim, ¢ importante destacar

que a for¢a aplicada ¢ considerada atuante desde o primeiro passo de tempo, sem a consideragao
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de efeitos inerciais, e que a tolerancia de calculo adotada é de 1:10® (absoluta em termos de

variagdo das posi¢des nodais).

7.1.1 Influéncia do modulo de elasticidade E1

Esta analise se refere a avaliagao da influéncia do modulo de elasticidade £1 do modelo de
Boltzmann, sendo os demais pardmetros mantidos conforme descrito no item 7.1. Para tanto,
sao avaliados os resultados obtidos considerando-se o modulo de elasticidade E7 igual a 50 GPa,
75 GPa, 100 GPa, 125 GPa, 150 GPa e 200 GPa. Dessa forma, na Figura 7-3 sdao apresentados
os resultados de deslocamento axial ao longo do tempo da extremidade livre da barra,
apresentada na Figura 7-1, e na Figura 7-4 sdo apresentados os resultados de deslocamento

transversal (flecha) ao longo do tempo no meio do vao da viga, apresentada na Figura 7-2.
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Figura 7-3: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fungdo do médulo de

elasticidade E,
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Figura 7-4: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e em funcéo do
modulo de elasticidade £,
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A partir dos resultados apresentados nas Figuras 7-3 e 7-4, é possivel observar que o
modelo de Boltzmann apresenta uma relagdo nao linear entre os deslocamentos e o mddulo de
elasticidade E;. Essa relagdo pode ser observada de forma mais clara a partir dos graficos de

sensibilidade apresentados na Figura 7-5, para a barra tracionada, € na Figura 7-6, para a viga

biapoiada.
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A partir dos graficos de sensibilidade, apresentados nas Figuras 7-5 (a) e 7-6 (a), € possivel
observar que a reducdo do modulo de elasticidade E; resulta em uma elevacdo nos
deslocamentos, para todos os instantes de tempo. Além disso, ¢ possivel perceber que os
deslocamentos elasticos instantaneos sdo afetados da mesma forma que os deslocamentos
viscoelasticos ao longo do tempo. Esse resultado € consistente, visto que a resposta elastica
instantanea do modelo de Boltzmann ¢ definida pelo médulo de elasticidade E;, como
apresentado no item 4.3. Por fim, utilizando-se como referéncia os deslocamentos obtidos com
modulo de elasticidade E; igual a 100 GPa, € possivel observar que os deslocamentos relativos

sd0 os mesmos em todos os instantes de tempo, como apresentado nas Figuras 7-5 (b) e 7-6 (b),
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ou seja, as alteracdes nesse pardmetro afetam da mesma forma os resultados em todos os

instantes de tempo.

7.1.2 Influéncia do modulo de elasticidade E2

Esta analise se refere a avaliagao da influéncia do modulo de elasticidade £> do modelo de
Boltzmann, sendo os demais pardmetros mantidos conforme descrito no item 7.1. Para tanto,
sao avaliados os resultados obtidos considerando-se o modulo de elasticidade E> igual a 50 GPa,
75 GPa, 100 GPa, 125 GPa, 150 GPa e 200 GPa. Dessa forma, na Figura 7-7 sdo apresentados
os resultados de deslocamento axial ao longo do tempo da extremidade livre da barra,
apresentada na Figura 7-1, e na Figura 7-8 sdo apresentados os resultados de deslocamento

transversal (flecha) ao longo do tempo no meio do vao da viga, apresentada na Figura 7-2.

0.065

0.060 | I e —————— o

0.055 | e T

AT
— 0.050 | o
% 0.045 | --E2=50GPa
El i E2=75GPa
g 0.040 | e U A—mm—m oo Kommm - X---mm- P o
5 S --E2=100GPa
< 0035 1 F = S o Amm e mn e e mmmm O D DY E2=125GPa
Q0030 ,/,gj,.—_f: _______ - e Ammmm - +------ ¥mmm--- X--o--- ¢------ ©  -e-E2=150GPa
S e

0.025 | " - - E2=200GPa

0.020 ¢°

0'015 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tempo [s]

Figura 7-7: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fun¢do do médulo de
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Figura 7-8: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e em funcéo do
modulo de elasticidade £
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A partir dos resultados apresentados nas Figuras 7-7 e 7-8, é possivel observar que o
modelo de Boltzmann apresenta uma relagdo nao linear entre os deslocamentos e o mddulo de
elasticidade E>. Essa relagdao pode ser observada de forma mais clara a partir dos graficos de

sensibilidade apresentados na Figura 7-9, para a barra tracionada, e na Figura 7-10, para a viga

biapoiada.
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Figura 7-9: (a) Deslocamento axial absoluto e (b) deslocamento axial relativo da extremidade livre da barra ao
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Figura 7-10: (a) Deslocamento transversal absoluto e (b) deslocamento transversal relativo no meio do vao da
viga ao longo do tempo e em fun¢do do mddulo de elasticidade E>

A partir dos graficos de sensibilidade, apresentados nas Figuras 7-9 (a) e 7-10 (a), ¢
possivel observar que a reducdo do médulo de elasticidade E> resulta em uma elevagdo nos
deslocamentos viscoelasticos, para todos os instantes de tempo, entretanto, de forma distinta
em cada instante de tempo. Além disso, € possivel perceber que os deslocamentos elasticos
instantaneos nao sao afetados pelas alteragdes no modulo de elasticidade E>. Esse resultado ¢
consistente, visto que a resposta elastica instantanea do modelo de Boltzmann ¢ definida apenas
pelo médulo de elasticidade E;, como apresentado no item 4.3. Por fim, utilizando-se como

referéncia os deslocamentos obtidos com modulo de elasticidade £ igual a 100 GPa, € possivel
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observar que, além dos deslocamentos relativos serem distintos em cada instantes de tempo,
esses s30 menos pronunciados nos instantes de tempo iniciais € mais pronunciados nos instantes
de tempo finais, como apresentado nas Figuras 7-9 (b) e 7-10 (b). Pode-se observar, também,
que os deslocamentos viscoelasticos finais (em ¢ = 100s), obtidos com as alteragdes no modulo
de elasticidade E>, sdo os exatamente os mesmos obtidos com as mesmas alteragdes no mdodulo
de elasticidade E;. Esse resultado € consistente, visto que a resposta viscoeldstica para um
tempo suficientemente grande (deslocamento viscoelastico final) do modelo de Boltzmann ¢
definida pela associacao em série entre a mola com modulo de elasticidade £; e a mola com

modulo de elasticidade E2, como apresentado no item 4.3.

7.1.3 Influéncia do médulo de viscosidade 7

Esta analise se refere a avaliagdo da influéncia do modulo de viscosidade 7 do modelo de
Boltzmann, sendo os demais parametros mantidos conforme descrito no item 7.1. Para tanto,
sdo avaliados os resultados obtidos considerando-se o moddulo de viscosidade 7 igual a
500 GPa-s, 750 GPa-s, 1000 GPa-s, 1250 GPa-s, 1500 GPa's € 2000 GPas. Dessa forma, na
Figura 7-11 sdo apresentados os resultados de deslocamento axial ao longo do tempo da
extremidade livre da barra, apresentada na Figura 7-1, e na Figura 7-12 sdo apresentados os
resultados de deslocamento transversal (flecha) ao longo do tempo no meio do vao da viga,

apresentada na Figura 7-2.
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Figura 7-11: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fun¢do do modulo de
viscosidade 7
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Figura 7-12: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e em fungdo do
moédulo de viscosidade 7
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Figura 7-14: (a) Deslocamento transversal absoluto e (b) deslocamento transversal relativo no meio do vao da
viga ao longo do tempo e em fun¢do do moddulo de viscosidade 7



143

A partir dos resultados apresentados nas Figuras 7-11 a 7-14, é possivel observar que o
modelo de Boltzmann apresenta uma rela¢do nao linear entre os deslocamentos e o mddulo de
viscosidade 7. Essa relagdo pode ser observada de forma mais clara a partir dos graficos de
sensibilidade apresentados na Figura 7-13, para a barra tracionada, e na Figura 7-14, para a viga

biapoiada.

A partir dos graficos de sensibilidade, apresentados nas Figuras 7-13 (a) e 7-14 (a), ¢é
possivel observar que a redu¢do do modulo de viscosidade 7 resulta em uma elevagdo nos
deslocamentos para os instantes de tempo intermedidrios. Essa redugdo resulta em materiais
menos Viscosos, ou seja, materiais que apresentam menor resisténcia a evolugdo dos
deslocamentos ao longo do tempo. Além disso, ¢ possivel perceber que os deslocamentos
elasticos instantaneos e os deslocamentos viscoelasticos finais nao sao afetados pelas alteragdes
no moédulo de viscosidade 7. Esse resultado ¢ consistente, visto que a resposta elastica
instantanea do modelo de Boltzmann ¢ definida apenas pelo mddulo de elasticidade £; e a
resposta viscoelastica final ¢ definida pela associagdo em série entre a mola com moédulo de

elasticidade £; ¢ mola com modulo de elasticidade £>, como apresentado no item 4.3.

Alteragdes no médulo de viscosidade 7 interferem na taxa de evolugdo dos deslocamentos,
ou seja, alteram o perfil de evolucao, caracterizando o comportamento amortecido. Entretanto,
essas alteragdes ndo modificam os valores de deslocamento instantaneo e final (para um periodo
de tempo suficientemente grande). Utilizando-se como referéncia os deslocamentos obtidos
com modulo de viscosidade 77 igual a 1000 GPa-s, ¢ possivel observar que, se considerado um
periodo de tempo suficientemente grande, os deslocamentos relativos instantdneos e os
deslocamentos relativos finais sdo nulos, como apresentado nas Figuras 7-13 (b) e 7-14 (b).
Além disso, € possivel observar que para os instantes iniciais as alteracdes no modulo de
viscosidade 7 resultam em variagdes mais acentuadas dos deslocamentos, enquanto, para os
instantes finais essas variagdes sao mais suaves. Por fim, ¢ possivel observar que os perfis
dessas variagdes apresentam curvatura com concavidade voltada para cima nos instantes
iniciais da andlise e curvatura com concavidade voltada para baixo nos instantes finais da
analise, como destacado pelas curvas para = 10 s e para ¢ = 60 s nas Figuras 7-13 (b) e 7-14
(b). Esse comportamento revela uma tendéncia de suavizacao da variagdo dos deslocamentos
iniciais da andlise com o aumento do modulo de viscosidade 7 € uma tendéncia de suavizagao

da variagdo dos deslocamentos finais da analise com a reducao desse mesmo parametro.
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7.1.4 Influéncia do coeficiente de Poisson v

Esta analise se refere a avaliacao da influéncia do coeficiente de Poisson v do modelo de
Boltzmann, sendo os demais parametros mantidos conforme descrito no item 7.1. Para tanto,
sao avaliados os resultados obtidos considerando-se o coeficiente de Poisson vigual a 0, 0,1,
0,2,0,3,0,4 ¢0,5. Dessa forma, na Figura 7-15 sdo apresentados os resultados de deslocamento
axial da extremidade livre da barra, apresentada na Figura 7-1, ao longo do tempo, e na Figura
7-16 sdo apresentados os resultados de deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da

viga, apresentada na Figura 7-2, ao longo do tempo.
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Figura 7-15: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fung@o do coeficiente de

Poisson v
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Figura 7-16: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e em fung¢do do
coeficiente de Poisson v
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A partir dos resultados apresentados na Figura 7-15, € possivel observar que a variagdo no
coeficiente de Poisson ndo interfere nos deslocamentos da barra tracionada. Esse resultado ¢
consistente, visto que o coeficiente de Poisson, no presente estudo, esta relacionado apenas aos

efeitos do cisalhamento.

A partir dos resultados apresentados na Figura 7-16, é possivel observar uma relagéo linear
entre os deslocamentos e o coeficiente de Poisson v, no caso da viga biapoiada. Essa relagdo

pode ser observada de forma mais clara a partir dos graficos de sensibilidade apresentados na

Figura 7-17.
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Figura 7-17: (a) Deslocamento transversal absoluto e (b) deslocamento transversal relativo no meio do véo da
viga ao longo do tempo e em fung¢fo do coeficiente de Poisson v

A partir da Figura 7-17 (a), € possivel observar que apesar da relacdo linear entre os
deslocamentos e o coeficiente de Poisson, essa relagdo ndo é a mesma para todos os instantes
de tempo. Portanto, utilizando-se como referéncia os deslocamentos obtidos com coeficiente
de Poisson igual a 0,3, como apresentado na Figura 7-17 (b), é possivel observar que os
deslocamentos em cada instante de tempo variam linearmente com a varia¢do do coeficiente de
Poisson, porém, de forma mais acentuada nos instantes finais. Por fim, é importante observar
que tanto os deslocamentos instantaneos quanto os deslocamentos ao longo do tempo variam
com as alteragdes do coeficiente de Poisson e de formas distintas. Esse resultado explicita a
capacidade da formulagdo desenvolvida em avaliar os efeitos do cisalhamento no

comportamento viscoelastico.

Além disso, ¢ importante notar que, apesar da inconsisténcia fisica na ado¢do de um

coeficiente de Poisson igual a 0,5, ndo se observa uma inconsisténcia numérica. Este fato se
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deve a consideragdo de elementos de pértico unidimensionais com desacoplamento entre os
efeitos do esfor¢co normal e os efeitos do esforco cisalhante, em que as relacdes tensdo-
deformacao sdo dadas por exemplo pelas Equagdes (5-61), (5-67) e (5-72). Portanto, o
coeficiente de Poisson ¢ considerado apenas para avaliar os parametros associados ao
cisalhamento por meio do segundo parametro de Lamé, enquanto, o primeiro pardmetro de
Lamé, utilizado normalmente na relagdo de isotropia, nao ¢ considerado na formulagao

desenvolvida.

7.1.5 Comparacio entre os modelos reologicos e correlacio entre seus parametros

As analises apresentadas nos subitens 7.1.1 a 7.1.4 podem ser desenvolvidas de forma
analoga para os demais modelos adotados neste estudo. Entretanto, guardadas as devidas
restricoes e caracteristicas de cada modelo, as relacdes entre os deslocamentos obtidos e as
variagoes dos parametros envolvidos se manterdo semelhantes. Inclusive, ¢ possivel obter
correlagdes entre os parametros envolvidos em cada modelo de forma que ambos possam
representar o comportamento de um mesmo material, como ¢ demonstrado neste item. Os
parametros dos diferentes modelos, apesar de apresentarem diferentes valores, mantém o
mesmo significado fisico e, dessa forma, mantém relacdes semelhantes as apresentadas nos

subitens 7.1.1 a 7.1.4.

Considerando-se os casos da barra tracionada, apresentada na Figura 7-1, e da viga
biapoiada, apresentada na Figura 7-2, ¢ possivel obter os resultados apresentados nas Figuras
7-18 e 7-19, adotando-se adequados parametros para os diferentes modelos reoldgicos. Como
referéncia, sdo considerados os resultados de deslocamento obtidos adotando-se o modelo de
Boltzmann, com moédulo de elasticidade £ igual a 100 GPa, médulo de elasticidade E> igual a
100 GPa e mddulo de viscosidade 77 igual a 1000 GPa-s. Os parametros dos demais modelos

sao determinados de forma a reproduzir o comportamento deste.

Inicialmente, como apresentado nas Figuras 7-18 e 7-19, utilizando-se o modelo de
Boltzmann com os referidos parametros, ¢ obtido um comportamento descrito por um
deslocamento eldstico instantaneo seguido por um deslocamento viscoeldstico ao longo do

tempo.

Na sequéncia, utilizando-se o modelo de Zener, considerando-se os mesmos pardmetros do

modelo de Boltzmann (£ = 100 GPa, E> = 100 GPa e 7= 1000 GPa-s), também ¢ possivel
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obter um comportamento descrito por um deslocamento eléstico instantdneo seguido por um
deslocamento viscoelastico ao longo do tempo, porém, com valores numericamente diferentes
aos do modelo de Boltzmann, como pode ser observado nas Figuras 7-18 € 7-19. Em relagdo a
resposta elastica instantanea, a diferenga se deve ao fato desta ser definida no modelo de
Boltzmann pelo mddulo de elasticidade £;, enquanto, no modelo de Zener esta ¢ definida pela
associacdo em paralelo entre os modulos de elasticidade E; e E>. Em relacdo a resposta
viscoelastica final, a diferenga se deve ao fato desta ser definida no modelo de Boltzmann pela
associacdao em série entre os modulos de elasticidade E; e E>2, enquanto, no modelo de Zener

esta ¢ definida pelo mddulo de elasticidade E>.
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Figura 7-19: Respostas dos diferentes modelos para o caso da viga biapoiada

Dessa forma, para compatibilizar os modelos, ou seja, para que ambos descrevam o mesmo
comportamento numericamente, as relagdes entre os parametros devem ser estabelecidas. Para

tanto, € necessario considerar as seguintes equacgoes desenvolvidas no Capitulo 4:
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O EKt
6 =E_10(<1_ e € > (7-1)
B
oo EP+EB “Ezy EB +ED
et)=|— -1 2 Bty T2 72
® (Ef EPEF EFEF 2
O, 0, —%f O,
0 0 VA 0
o) = (2 _ %0\ ) | % (7-3)
()(¥+¥ %) £

respectivamente, para os modelos de Kelvin-Voigt, de Boltzmann e de Zener, em que os

sobrescritos K, B e Z se referem aos respectivos modelos.

A partir das Equacdes (7-2) e (7-3), para os modelos de Boltzmann e de Zener apresentarem
os mesmos valores de resposta elastica instantanea (em t = 0) € necessario que a seguinte

relacdo seja satisfeita:
EB =Ef + EZ (7-4)

De forma anéloga, a partir das Equacdes (7-2) e (7-3), para os modelos de Boltzmann e de
Zener apresentarem os mesmos valores de resposta viscoelastica final (em t — o) € necessario

que a seguinte relacdo seja satisfeita:

;_ ETE7

Ef = ——— 7-5
> T EP+E} (7-5)

Por fim, a partir das Equacdes (7-2) e (7-3), para os modelos de Boltzmann de Zener
apresentarem a mesma taxa de variacdo ao longo do tempo € necessario que a seguinte relacao

seja satisfeita:

B EIE} 0
n®  n*(E{ + E7)
Considerando-se as Equagdes (7-4) e (7-5), a Equagao (7-6) pode ser reescrita como:

Ef
Ef + E}

n? =nPf (7-7)
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A partir da Equagdo (7-5), considerando-se os pardmetros numéricos do modelo de

Boltzmann, tem-se:

_ E’E7 100 GPa - 100 GPa
"~ EP+EF 100 GPa + 100 GPa

EZ = 50 GPa (7-8)

A partir da Equacdo (7-4), considerando-se os parametros numéricos do modelo de
Boltzmann e o resultado da Equacao (7-8), tem-se:

EZ = EB — EZ = 100 GPa — 50 GPa = 50 GPa (7-9)

Por fim, a partir da Equagao (7-7), considerando-se os parametros numéricos do modelo

de Boltzmann e o resultado da Equagao (7-9), tem-se:

r_ s BL 1000 GPa - s >0 GPa =250 GPa-s (7-10)
T T 100 GPa + 100 GPa

A partir dos parametros calculados para o modelo de Zener € possivel obter a resposta ao
longo do tempo para os dois casos propostos, assim como apresentado nas Figuras 7-18 e 7-19.

Como pode ser observado, essas respostas sao idénticas as obtidas com o modelo de Boltzmann.

Considerando-se, agora, o modelo de Kelvin-Voigt com os mesmos parametros do modelo
de Boltzmann (£ = 100 GPa e = 1000 GPa-s), tem-se as curvas apresentadas nas Figuras 7-
18 e 7-19. Como pode ser observado, o modelo de Kelvin-Voigt ndo € capaz de representar
uma resposta eldstica instantanea, apenas uma resposta viscoelastica ao longo do tempo. Além

disso, a resposta viscoelastica final também nao ¢ igual a obtida pelo modelo de Boltzmann.

A partir das Equagdes (7-1) e (7-2), € possivel observar que para a resposta viscoelastica
final (em t — o) do modelo de Kelvin-Voigt ser igual a obtida pelo modelo de Boltzmann ¢

necessario que a seguinte relacao seja satisfeita:

EBED
K _ Bl 2 . (7-11)
E? +E
Dessa forma, considerando-se os parametros do modelo de Boltzmann, tem-se:
EBEE 100 GPa - 100 GPa
K = =50 GPa (7-12)

" EP+EP 100 GPa + 100 GPa
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Por fim, a partir das Equacdes (7-1) e (7-2), para os modelos de Kelvin-Voigt e de
Boltzmann apresentarem a mesma taxa de variagdo ao longo do tempo € necessario que a
seguinte relagdo seja satisfeita:

EF EK
_; =— (7-13)
U] U]

Dessa forma, considerando-se os parametros do modelo de Boltzmann e a resposta da
Equagao (7-12), tem-se:

K B E 1000 GP >0 GPa 500 GP (7-14)

— _ = ar§———— = a -

T = gE 100 GPa

Considerando-se, entdo, o modelo de Kelvin-Voigt com os parametros calculados (£ =
50 GPa e =500 GPa-s), tem-se as curvas apresentadas nas Figuras 7-18 e 7-19. Como pode
ser observado, o modelo de Kelvin-Voigt continua ndo sendo capaz de representar uma resposta
elastica instantanea, apenas uma resposta viscoeldstica ao longo do tempo. Porém, a resposta

viscoelastica final € igual a obtida pelo modelo de Boltzmann.

Para introduzir uma resposta eldstica instantanea ao modelo de Kelvin-Voigt uma
estratégia de calculo simples ¢ adotada, como descrito a seguir. Inicialmente considera-se um
modelo de Hooke (modelo eléstico), com modulo de elasticidade adequado a resposta eléstica
instantanea requerida, sendo solicitado isoladamente. Em seguida, considera-se que, a partir da
obten¢do da resposta eldstica instantanea o modelo de Kelvin-Voigt passa a ser solicitado
isoladamente, com os parametros adequados a taxa de deformagdo e a resposta viscoeldstica
final requeridas. Dessa forma, para os dois casos analisados, pode-se utilizar um modelo de
Hooke, com mddulo de elasticidade E igual a 100 GPa, sendo solicitado isoladamente em t = 0
e um modelo de Kelvin-Voigt, com moddulo de elasticidade E igual a 50 GPa e modulo de
viscosidade 7 igual a 500 GPa-s, sendo solicitado isoladamente em t > 0. Os resultados obtidos
dessa forma sao apresentados nas Figuras 7-18 € 7-19 e, como pode ser observado, sao idénticos

aos obtidos com os modelos de Boltzmann e de Zener.

Os desenvolvimentos e resultados apresentados neste item utilizam com referéncia o
modelo de Boltzmann, ou seja, sdo apresentadas expressdes para obtencao dos parametros dos
modelos de Zener e de Kelvin-Voigt em termos dos parametros do modelo de Boltzmann. De

forma andloga, podem ser desenvolvidas expressdes de correlagdo entre os parametros
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utilizando-se o modelo de Zener ou o modelo de Kelvin-Voigt como referéncia. Dessa forma,
na Figura 7-20 ¢ apresentado um quadro com as expressdes de correlagdo entre os parametros

dos diferentes modelos.

Modelos reologicos de referéncia
Boltzmann Zener (Hooke) + (Kelvin-Voigt)
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EP E
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Figura 7-20: Correlag@o entre os parametros dos diferentes modelos adotados

7.1.6 Influéncia do nimero de pontos de Gauss ao longo do comprimento

Os resultados apresentados nos subitens 7.1.1 a 7.1.5 se referem as andlises das influéncias
dos parametros dos modelos reoldgicos, que representam as propriedades fisicas dos materiais,
no comportamento viscoelastico utilizando-se a formulagdo desenvolvida neste estudo. Nos
subitens 7.1.6 a 7.1.9 sdo apresentadas as andlises das influéncias dos parametros numeéricos

relacionados as discretizagdes espacial e temporal.
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Esta primeira andlise da influéncia dos parametros numéricos se refere a avaliacdo da
influéncia do niumero de pontos de Gauss ao longo do comprimento dos elementos finitos,
sendo os demais parametros mantidos conforme descrito no item 7.1. Para tanto, sao avaliados
os resultados obtidos considerando-se 2, 6, 10 ¢ 18 pontos de Gauss ao longo do comprimento
dos elementos finitos. Dessa forma, na Figura 7-21 sdo apresentados os resultados de
deslocamento axial ao longo do tempo da extremidade livre da barra, apresentada na Figura
7-1, e na Figura 7-22 sdo apresentados os resultados de deslocamento transversal (flecha) ao

longo do tempo no meio do vao da viga, apresentada na Figura 7-2.
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Figura 7-21: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fun¢do do niimero de
pontos de Gauss ao longo do comprimento dos elementos

0.075
0.070 T I - mm - @ mm e e e (O R S mmmm e ®
oot

0.065 -7

E 0.060 | P

Q L7

% 0.055 I

g .

S 0.050 S

2 ,

£o004s |

A // O 6 pontos &l
0.040 /,’ --=-10 pontos &1
0.035 y’l 18 pontos &1
0'030 1 1 1 1 1 1 1 1 1 J

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Tempo [s]

Figura 7-22: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e em fungio do
numero de pontos de Gauss ao longo do comprimento dos elementos
A partir das Figuras 7-21 e 7-22 ¢ possivel observar que os resultados de deslocamento nao
apresentam dependéncia em relagdo ao nlimero de pontos de Gauss ao longo do comprimento

dos elementos finitos. Os resultados numéricos obtidos, tanto no caso da barra quanto no caso
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da viga, sdo exatamente os mesmos para os diferentes nimeros de pontos de Gauss adotados e
apresentados. Entretanto, ¢ importante acrescentar que adotando-se apenas 2 pontos de Gauss

ao longo do comprimento ndo foi possivel obter convergéncia no processo iterativo.

7.1.7 Influéncia do nimero de pontos de Gauss ao longo da altura

Esta analise se refere a avaliagdo da influéncia do nimero de pontos de Gauss ao longo da
altura dos elementos finitos, sendo os demais parametros mantidos conforme descrito no item
7.1. Para tanto, sdo avaliados os resultados obtidos considerando-se 2, 6, 10 e 18 pontos de
Gauss ao longo da altura dos elementos finitos. Dessa forma, na Figura 7-23 s3o apresentados
os resultados de deslocamento axial ao longo do tempo da extremidade livre da barra,
apresentada na Figura 7-1, e na Figura 7-24 sdo apresentados os resultados de deslocamento

transversal (flecha) ao longo do tempo no meio do vao da viga, apresentada na Figura 7-2.
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Figura 7-23: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fun¢éo do niimero de
pontos de Gauss ao longo da altura dos elementos
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Figura 7-24: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vdo da viga ao longo do tempo e em fungéo do
numero de pontos de Gauss ao longo da altura dos elementos
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A partir das Figuras 7-23 e 7-24 ¢ possivel observar que os resultados de deslocamento nao
apresentam dependéncia em relacdo ao numero de pontos de Gauss ao longo da altura dos
elementos finitos. Os resultados numéricos obtidos, tanto no caso da barra quanto no caso da
viga, sdo exatamente 0os mesmos para os numeros de pontos de Gauss adotados e apresentados.
Uma diferenca sensivel nos resultados numéricos, na ordem de 10° m, é observada adotando-
se apenas 2 pontos de Gauss ao longo da altura. Essa diferenga ¢ inferior a tolerancia de célculo
sendo, portanto, atribuida ao procedimento de verificagdo do critério de convergéncia.
Entretanto, ¢ importante destacar que, apesar dessa independéncia observada entre os resultados
numéricos e o numero de pontos de Gauss ao longo da altura dos elementos finitos, devido aos
procedimentos para consideracdo de secdes transversais laminadas, como apresentado no
subitem 5.5.2, a ado¢do de um numero maior de pontos de Gauss permite a avaliagdo dos
parametros em pontos distintos ao longo da altura de uma forma mais precisa e possibilita a

analise de segdes transversais com geometrias mais complexas.

7.1.8 Influéncia do nimero de elementos finitos (discretizaciao espacial)

Esta analise se refere a avaliacao da influéncia da discretizacao espacial propriamente dita,
sendo os demais parametros mantidos conforme descrito no item 7.1. Para tanto, sdo avaliados
os resultados obtidos considerando-se 2, 10, 16 ¢ 64 elementos finitos na discretizacao. Dessa
forma, na Figura 7-25 sdo apresentados os resultados de deslocamento axial ao longo do tempo
da extremidade livre da barra, apresentada na Figura 7-1, e na Figura 7-26 sdo apresentados os
resultados de deslocamento transversal (flecha) ao longo do tempo no meio do vao da viga,

apresentada na Figura 7-2.
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Figura 7-25: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fungdo do numero de
elementos
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Figura 7-26: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vdo da viga ao longo do tempo e em fung¢éo do
numero elementos

A partir das Figuras 7-25 e 7-26 ¢ possivel observar que, para os casos analisados, os
resultados de deslocamento ndo apresentam dependéncia significativa em relagdo ao nimero
de elementos finitos adotados na discretizagdo. Os resultados numéricos obtidos no caso da
barra tracionada sdo exatamente os mesmos para os diferentes nimeros de elementos finitos
adotados e apresentados. Entretanto, no caso da viga biapoiada ¢ observada uma variagao
sensivel nos resultados numéricos, com uma tendéncia de convergéncia com o aumento do
numero de elementos finitos. Entre os resultados numéricos com dois e dez elementos a
diferenca é da ordem de 10~ m, entre os resultados numéricos com dez e dezesseis elementos
a diferenca é da ordem de 10" m e, finalmente, entre os resultados numéricos com dezesseis e

sessenta e quatro elementos a diferenca é da ordem de 107° m.

7.1.9 Influéncia do passo de tempo adotado (discretizacao temporal)

Esta ultima andlise se refere a avalia¢do da influéncia da discretizacdo temporal, sendo os
demais parametros mantidos conforme descrito no item 7.1. Para tanto, sdo avaliados os
resultados obtidos considerando-se passos de tempo iguaisa 1s,5s, 10s, 15 s e 20 s. Dessa
forma, na Figura 7-27 sdo apresentados os resultados de deslocamento axial ao longo do tempo
da extremidade livre da barra, apresentada na Figura 7-1, e na Figura 7-28 sdo apresentados os
resultados de deslocamento transversal (flecha) ao longo do tempo no meio do vao da viga,

apresentada na Figura 7-2.
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Figura 7-27: Deslocamento axial da extremidade livre da barra ao longo do tempo e em fungdo do passo de

tempo adotado
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Figura 7-28: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e em fungdo do passo

de tempo adotado

A partir das Figuras 7-27 e 7-28 € possivel observar uma dependéncia dos resultados de

deslocamento em relacdo a discretizacao temporal. E possivel observar, ainda, uma tendéncia

de convergéncia dos resultados com o refinamento dessa discretizagdo, ou seja, com a redugao

do passo de tempo e o aumento do nimero de passos de tempo em uma mesma andlise. Esses

resultados sdo consistentes com a abordagem adotada para avaliagdo das taxas de deformagao,

baseada no Método das Diferencas Finitas, e estdo de acordo com os resultados obtidos em

trabalhos de diferentes autores como em Mesquita (2002) e Oliveira (2017), que adotam

abordagem semelhante.
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Como pode ser observado nas Figuras 7-27 e 7-28, com o aumento do passo de tempo, a
resposta elastica instantdnea ndo se altera, assim como a resposta viscoelastica final, para um
intervalo de tempo suficientemente grande. Entretanto, para instantes de tempo intermediarios,
com o aumento do passo de tempo, os resultados tendem a se afastar da resposta esperada.
Apresentando, nos casos analisados, diferencas mais acentuadas nos instantes iniciais, abaixo
de 50 s, e diferengas menos acentuadas nos instantes finais, acima de 50 s. Essa dependéncia
observada entre os resultados de deslocamento e o passo de tempo revela uma questao de
adequacdo dos parametros numéricos aos objetivos das andlises. Dessa forma, quando o
objetivo de uma analise ¢ avaliar os resultados de deslocamento viscoelastico em periodos
curtos de tempo, deve-se adotar passos de tempo menores, porém, a analise tende a apresentar
um custo computacional maior devido a necessidade da utilizagdo de um nimero maior de
passos de tempo. No entanto, quando o objetivo de uma andlise ¢ avaliar os resultados de
deslocamento em periodos longos de tempo, pode-se adotar passos de tempo maiores a fim de
reduzir o custo computacional e, consequentemente, reduzir o tempo de processamento, com
uma perda aceitavel na precisdo dos resultados. Por exemplo, para o caso da viga biapoiada
com forca vertical centrada, utilizando-se um codigo computacional desenvolvido em Fortran,
adotando-se 200 passos de tempo iguais a 1 s o tempo de processamento ¢ de aproximadamente
78 s, enquanto, adotando-se 10 passos de tempo iguais a 20 s o tempo de processamento ¢ de

aproximadamente 18 s.

7.2 Exemplos gerais

Como segunda parte da avaliagdo da consisténcia e capacidade da formulacdo
desenvolvida, sdo apresentados neste item alguns exemplos a fim de comparar os resultados
obtidos com a cinematica de Reissner, os resultados obtidos com a cinematica de Bernoulli-

Euler e os resultados analiticos e numéricos disponiveis na literatura.

7.2.1 Vigas curtas sob flexiio de trés pontos

r

Neste subitem ¢ analisada uma viga biapoiada com forca vertical centrada, como
apresentada na Figura 7-29, sendo consideradas diferentes medidas de altura da secdo
transversal. Dessa forma, comparando-se os resultados obtidos utilizando-se as formulagdes
viscoelasticas desenvolvidas com base nas cinematicas de Reissner € de Bernoulli-Euler, é

possivel avaliar os efeitos do cisalhamento e do comportamento viscoelastico.
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A viga apresentada na Figura 7-29 possui vao livre (L) igual a 2 m e secdo transversal
retangular com largura (b) igual a 0,10 m. Quanto a altura (%) da se¢do transversal, com objetivo
de avaliar os efeitos do cisalhamento, sdo considerados cinco casos com medidas
respectivamente iguais a 0,10 m, 0,20 m, 0,30 m, 0,40 m ¢ 0,50 m. Além disso, a fim de manter
o mesmo nivel de tensdo maxima (150 MPa) em cada caso, sdo adotas intensidades de forca
aplicada (P) respectivamente iguais a 50 kN, 200 kN, 450 kN, 800 kN e 1250 kN. Essa
abordagem ¢ adotada apenas para manter os resultados de deslocamento em uma mesma ordem
de grandeza, sendo os demais resultados e analise apresentados em forma percentual.

l P
o
K
_
L

le——]

Figura 7-29: Viga biapoiada com forga centrada

Em relagdo a discretizagdo espacial, sdo adotados dez elementos finitos, com dez pontos
de Gauss ao longo da altura e ao longo do comprimento. Em relacdo a discretizagdo temporal,
sao adotados vinte passos de tempo iguais a 5 s. Além disso, 0 modelo reoldgico considerado
para avaliacdo do comportamento viscoelastico ¢ o de Boltzmann com modulo de elasticidade
E1igual a 100 GPa, modulo de elasticidade E> igual a 400 GPa, modulo de viscosidade 7 igual
a 5000 GPa-s e coeficiente de Poisson v igual a 0,3. Por fim, ¢ importante destacar que a forga
aplicada é considerada atuante desde o primeiro passo de tempo, sem a consideragdo de efeitos
inerciais, e que a tolerancia de calculo adotada é de 1-10°® (absoluta em termos de variagdo das

posigdes nodais).

Os resultados de deslocamento transversal (flecha) no meio do vao, ao longo do tempo,
para cada um dos casos de altura da se¢do transversal e com cada uma das cinematicas adotadas,
sao apresentados na Figura 7-30 e na Tabela 7-1. Adicionalmente, na Figura 7-30 e na Tabela
7-2 sdo apresentados os resultados analiticos. Tais resultados analiticos sdo obtidos a partir das
equacdes sem a consideracdo dos efeitos do cisalhamento e com a consideracao dos efeitos do

cisalhamento expressas, respectivamente, por:

p 3
w(t) = 755J (O (7-15)
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3 2
W(t) — L M(h

1+2 —) t 7-16
em que w representa a flecha no meio do vao, k representa o fator de forma, determinado como
5/6 para segdes transversais retangulares, e J(t) representa a fungdo de fluéncia, expressa para

o modelo de Boltzmann em série de Prony, assim como apresentado em Akoz e Kadioglu

(1999), por:

1 1 —E2,
](t)=E—1+E—2(1—€” ) (7-17)
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Figura 7-30: Deslocamento transversal (flecha) no meio do vao da viga ao longo do tempo e em funcdo da
relagdo altura/vao, utilizando-se duas cinematicas distintas

A partir da Figura 7-30, comparando-se os respectivos resultados obtidos com as
cinemadticas de Reissner e de Bernoilli-Euler, ¢ possivel observar que, assim como esperado,
com o aumento da relacdo altura/vao os efeitos do cisalhamento sdo mais pronunciados, ou seja,
a diferenca entre os resultados com a cinematica de Reissner e os resultados com a cinemadtica
de Bernoulli-Euler sdo maiores. Além disso, comparando-se os resultados numéricos € os
resultados analiticos € possivel observar uma concordancia satisfatoria entre os valores obtidos.
Para o caso da cinematica de Bernoulli-Euler, é verificada uma diferengca maxima entre os
resultados numéricos e analiticos de flecha instantanea igual a 0.01 % e uma diferenca méxima
entre os resultados numéricos e analiticos de flecha final igual a 0.01 %. Para o caso da

cinematica de Reissner, ¢ verificada uma diferenca maxima entre os resultados numéricos e
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analiticos de flecha instantanea igual a 2,72 % e uma diferenca maxima entre os resultados
numéricos e analiticos de flecha final igual a 2,71 %. Quanto ao tempo de processamento, em
média, cada uma das simula¢des durou aproximadamente 45 segundos. E importante destacar
que nao foi observado problema de travamento por cisalhamento (shear-locking), utilizando-se
a formulacao desenvolvida com a cinematica de Reissner.

Tabela 7-1: Resultados obtidos na andlise viscoelastica da viga biapoiada com duas cinematicas distintas e
variando-se a relagdo altura/vao

Flecha Flecha

Altura Relaca Forca elastica instantanea Aumento viscoelastica final Aumento | Aumento | Aumento
(h) (ehe/iigo aplicada [mm] relativo [mm] relativo relativo relativo
[m] [kN] Bernoulli- . @ Bernoulli- . @ Q) *

Reissner Reissner
Euler Euler

0,10 5% 50 9,9990 10,0640 0,65 % 12,4980 12,5792 0,65 % 25,00 % 25,81 %
0,20 10 % 200 4,9999 5,1299 2,60 % 6,2498 6,4122 2,60 % 25,00 % 28,25 %
0,30 15 % 450 3,3333 3,5283 5,85 % 4,1666 4,4103 5,85 % 25,00 % 32,31 %
0,40 20 % 800 2,5000 2,7600 10,40 % 3,1250 3,4500 10,40 % 25,00 % 38,00 %
0,50 25 % 1250 2,0000 2,3250 16,25 % 2,5000 2,9062 16,25 % 25,00 % 4531 %

Aumento relativo (1): Aumento da flecha eléstica instantanea (em t = 0) com a cinematica de Reissner em relagdo a cinematica de Bernoulli-Euler (efeitos do
cisalhamento);

Aumento relativo (2): Aumento da flecha viscoelastica final (em t = 100 s) com a cinematica de Reissner em relag@o a cinematica de Bernoulli-Euler (efeitos
do cisalhamento);

Aumento relativo (3): Aumento da flecha viscoelastica final (em t = 100 s) em relagao a flecha elastica instantdnea (em t = 0) com cada uma das cinematicas
(efeitos do comportamento viscoelastico);

Aumento relativo (4): Aumento da flecha viscoelastica final (em t = 100 s) com a cinematica de Reissner em relagdo a flecha elastica instantanea (em t = 0)
com a cinematica de Bernoulli-Euler (efeitos simultaneos do cisalhamento e do comportamento viscoelastico).

Tabela 7-2: Resultados analiticos de flecha instantanea e flecha final

Altura ) Forca Flecha instantanea Flecha final
Relagdo . [mm] [mm]

(h) (h/L) aplicada

[m] [kN] Sem cisalhamento Com cisalhamento | Sem cisalhamento Com cisalhamento
0,10 5% 50 10,0000 10,0780 12,4992 12,5967

0,20 10 % 200 5,0000 5,1560 6,2496 6,4446

0,30 15 % 450 3,3333 3,5673 4,1664 4,4589

0,40 20 % 800 2,5000 2,8120 3,1248 3,5148

0,50 25% 1250 2,0000 2,3900 2,4998 2,9873

A partir dos resultados apresentados na Tabela 7-1, ¢ possivel observar que os efeitos do
cisalhamento, ou seja, os efeitos da adogdo da cinematica de Reissner em relagdo a adogao da
cinematica de Bernoulli-Euler, sdo percentualmente iguais na flecha elastica instantanea e na
flecha viscoelastica final e seguem a mesma tendéncia de aumento com o aumento da relagdo
altura/vao. Esse mesmo comportamento ¢ observado ndo sé nos instantes de tempo inicial e

final da andlise, mas, em todos os instantes de tempo. Esses resultados permitem avaliar os
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efeitos do cisalhamento para cada relagdo altura/vdo, sendo interpretado graficamente como

apresentado na Figura 7-31.
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Figura 7-31: Aumento percentual nos deslocamentos devido aos efeitos do cisalhamento em fungdo da relagdo
altura/vao

Além disso, para cada relagdo altura/vao, avaliando-se o aumento percentual relativo entre
a flecha viscoelastica final (em # = 100 s) e a flecha elastica instantanea (em ¢ = 0) obtidas com
a cinematica de Reissner, tem-se os resultados apresentados na penultima coluna da Tabela 7-1.
Esses resultados representam os efeitos do comportamento viscoelastico ao longo de toda a
analise, para cada relacdo altura/vao e considerando-se a cinematica de Reissner. Dessa forma,
¢ possivel observar que, de forma percentual, os efeitos do comportamento viscoelastico
isoladamente independem da relagdo altura vdo. Os mesmos resultados sdo obtidos avaliando-
se o aumento percentual relativo entre a flecha viscoelastica final (em 7= 100 s) e a flecha
elastica instantanea (em ¢ = 0) obtidas com a cinematica de Bernoulli-Euler. Resultados
analogos podem ser obtidos considerando-se o aumento percentual relativo entre a flecha
viscoelastica em qualquer instante de tempo e a flecha elastica instantanea (em # = 0), para cada
uma das relagdes altura/vao e com cada uma das cinematicas adotadas. Os resultados obtidos
dessa forma permitem avaliar os efeitos do comportamento viscoeldstico em qualquer instante

de tempo e podem ser interpretados graficamente como apresentado na Figura 7-32.
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Figura 7-32: Aumento percentual nos deslocamentos devido aos efeitos do comportamento viscoelastico em
funcdo da relagfo altura/vdo e em diferentes instantes de tempo
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Por fim, avaliando-se o aumento percentual relativo entre a flecha viscoelastica final (em
t =100 s) obtida com a cinematica de Reissner ¢ a flecha clastica instantanea (em ¢ = 0) obtida
com a cinematica de Bernoulli-Euler, tem-se os resultados apresentados na ultima coluna da
Tabela 7-1. Esses resultados representam os efeitos simultaneos do cisalhamento e do
comportamento viscoeldstico. Resultados andlogos podem ser obtidos considerando-se o
aumento percentual relativo entre a flecha viscoelastica em qualquer instante de tempo, obtida
com a cinematica de Reissner, e a flecha elastica instantanea, obtida pela cinematica de
Bernoulli-Euler, para cada relacdo altura/vao. Os resultados obtidos dessa forma permitem
avaliar os efeitos simultdneos do cisalhamento e do comportamento viscoelastico em qualquer

instante de tempo e podem ser interpretados graficamente como apresentado na Figura 7-33.
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Figura 7-33: Aumento percentual nos deslocamentos devido aos efeitos simultdneos do cisalhamento e do
comportamento viscoelastico em fungao da relagdo altura/vao e em diferentes instantes de tempo
A partir dos resultados obtidos neste subitem € possivel observar a influéncia mais
pronunciada dos efeitos do cisalhamento em vigas curtas, demonstrando a importancia da
adocdo de uma cinemadtica que leve em consideragdo tais efeitos. Além disso, € possivel
observar que os efeitos simultaneos do cisalhamento e do comportamento viscoelasticos podem
ser relevantes, dependendo das propriedades geométricas e fisicas, € ndao devem ser

negligenciados.
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7.2.2 Barra tracionada

Neste subitem ¢ analisado um exemplo classico, utilizado para aferir modelos
viscoelasticos por diferentes autores (Mesquita, 2002; Mesquita ¢ Coda, 2007a e Oliveira,
2017) por se tratar de um tipico caso de estado plano de tensdo. O exemplo diz respeito a uma
barra tracionada impedida de se deslocar horizontalmente em toda a face esquerda, impedida
de se deslocar verticalmente em toda a face inferior e livre para se deslocar nas demais faces,
sendo a forca de tragdo aplicada na extremidade livre a direita, como apresentado na Figura

7-34.

Figura 7-34: Barra tracionada

A barra apresentada na Figura 7-34 possui comprimento (L) igual a 800 mm e segdo
transversal retangular com altura (%) igual a 100 mm e largura (b) unitdria. A intensidade da

forca aplicada (P) por unidade de area ¢ igual 0,005 kN/mm?.

Para descri¢do do comportamento viscoelastico sdo considerados dois casos. No primeiro
¢ adotado o modelo reologico de Kelvin-Voigt com mddulo de elasticidade E igual a
11,0 kN/mm? e médulo de viscosidade 7 igual a 500,0 kN/mm?-dia. No segundo caso é adotado
o modelo reoldgico de Boltzmann com modulo de elasticidade E; igual a 22,5757 kN/mm?,

médulo de elasticidade E> igual a 11,0 kN/mm?

e médulo de viscosidade 7 igual a 500,0
kN/mm?-dia. Esses modelos e pardmetros sio adotados a fim de comparar os resultados obtidos

com os resultados numéricos disponiveis na literatura (Mesquita e Coda, 2007a).

Em relagdo a discretizagdo espacial, sao adotados dez elementos finitos, com dez pontos
de Gauss ao longo da altura e ao longo do comprimento. Em relagdo a discretizagdo temporal,
sdo adotados diferentes valores de passo de tempo, a saber, 1 dia, 5 dias, 10 dias, 25 dias e 50
dias. Esses diferentes valores de passo de tempo sdo adotados a fim de se avaliar a influéncia
do refinamento da discretizacao temporal. Por fim, ¢ importante destacar que a forca aplicada
¢ considerada atuante desde o primeiro passo de tempo, sem a consideracao de efeitos inerciais,
e que a tolerancia de calculo adotada ¢ de 1-10°® (absoluta em termos de variacio das posicdes

nodais).
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Os resultados obtidos, conforme os parametros geométricos, fisicos e numéricos descritos,
sdo apresentados na Figura 7-35, para o modelo de Kelvin-Voigt, e na Figura 7-36, para o
modelo de Boltzmann. Esses resultados se referem aos deslocamentos axiais da extremidade
livre da barra, na qual ¢ aplicado o carregamento, e¢ sdo obtidos tanto com a cinematica de
Reissner quanto com a cinematica de Bernoulli-Euler, visto que ndo ha efeitos do cisalhamento
neste exemplo. Adicionalmente sdo apresentados os resultados obtidos em Mesquita e Coda

(2007a) e os resultados analiticos.

Os resultados apresentados e disponiveis em Mesquita e Coda (2007a) sao obtidos
utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno a partir de uma malha bidimensional de
8x4 elementos com aproximacdo cubica. No referido trabalho, a consideragdo do
comportamento viscoelastico ¢ realizada a partir de modelos reoldgicos e a integragdo temporal
das taxas de deformagao avaliadas pelo Método das Diferencas Finitas, de forma semelhante a
abordagem desenvolvida no presente estudo. Em relagdo aos resultados analiticos, estes sdao
obtidos utilizando-se as equacdes desenvolvidas no Capitulo 4. Tais equagdes sdo reproduzidas

a seguir, respectivamente para os modelos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann:

P B,
g)==|1—e (7-18)
E
P E,+E Ep E, +E
1 2 —=t 1 2
e(t) = (—— P) e +——=P (7-19)
Ei  EE E2E,
040 r
035 .
0.30
=l — Analitico
é 0.25 O At=1 dia (Formulagio desenvolvida)
£ X At=1 dia (Mesquita ¢ Coda, 2007a)
g 0.20 O At=15 dias (Formulagdo desenvolvida)
g X At =15 dias (Mesquita e Coda, 2007a)
§ 0.15 At = 10 dias (Formulag@o desenvolvida)
I At =10 dias (Mesquita e Coda, 2007a)
A 0.10 At =25 dias (Formulagdo desenvolvida)
At =25 dias (Mesquita e Coda, 2007a)
0.05 At = 50 dias (Formulago desenvolvida)
At =50 dias (Mesquita e Coda, 2007a)
0.00 1 1 1 1 1 1 1 1 J

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
Tempo [dias]

Figura 7-35: Deslocamentos axiais ao longo do tempo em fung¢do do passo de tempo e considerando-se o modelo
reologico de Kelvin-Voigt
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Figura 7-36: Deslocamentos axiais ao longo do tempo em fungdo do passo de tempo e considerando-se o modelo
reologico de Boltzmann

A partir da Figura 7-35, para o modelo de Kelvin-Voigt, e da Figura 7-36, para o modelo
de Boltzmann, ¢ possivel observar que a redu¢do no passo de tempo resulta na aproximacao
dos resultados numéricos em relagdo aos resultados analiticos, apresentando uma tendéncia de
convergéncia dos resultados numéricos com o refinamento da discretizacdo temporal.
Entretanto, € possivel perceber que os deslocamentos elasticos instantaneos e os deslocamentos
viscoelasticos finais ndo se alteram, para um intervalo de tempo suficientemente grande.
Reforga-se entdo a observacao referente a adequagao dos parametros numéricos aos objetivos
das analises, assim como descrito no subitem 7.1.9. Além disso, esse comportamento observado
esta consistente e de acordo com os resultados disponiveis em Mesquita e Coda (2007a), obtidos
utilizando-se uma formulacao diferente da apresentada no presente estudo. Quanto aos tempos
de processamento, as simulagdes duraram aproximadamente 120, 73, 27, 16 e 14 segundos,

respectivamente para os passos de tempo de 1, 5, 10, 25 e 50 dias.

Por fim, conforme exposto em Mesquita e Coda (2007a), na Figura 7-37 sdo apresentados
os resultados numéricos referentes aos processos de deformacdo e recuperagao com os dois
modelos. Neste caso, no instante de tempo igual a 200 dias a forca (P) € zerada, sendo verificado
o processo de recuperacgao dos deslocamentos viscoeldsticos, considerando-se o passo de tempo
igual a 1 dia. E importante destacar que tanto a aplicacdo da forga quanto a retirada da mesma
sao realizadas de forma instantanea, respectivamente no inicio do primeiro passo € no inicio do
passo 201, sem a consideracao de efeitos inerciais. Quanto ao tempo de processamento as duas

simula¢des duraram aproximadamente 125 segundos.
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Figura 7-37: Processos de deformac@o e recuperagdo respectivamente com os modelos de Kelvin-Voigt ¢ de
Boltzmann
A partir da Figura 7-37 ¢ possivel observar que os resultados obtidos com a formulacao
desenvolvida sdo consistentes, apresentando concordancia com os resultados numéricos
disponiveis na literatura, obtidos utilizando-se uma formulagao diferente da apresentada no

presente estudo.

7.2.3 Viga em balanco

Neste subitem ¢ analisado o processo de deformacao e recuperacao de uma viga em balango
com forca vertical na extremidade livre, como apresentado na Figura 7-38. Esse exemplo ¢
apresentado a fim de demonstrar a consisténcia da formulacdo em descrever o comportamento
viscoelastico, visto que ¢ um problema com resultados numéricos disponiveis na literatura

(Panagiotopoulos ef al., 2014).

L

Figura 7-38: Viga em balango

A viga apresentada na Figura 7-38 possui comprimento (L) igual a 800 mm e se¢do
transversal retangular com altura (%) igual a 100 mm e largura (b) unitaria. A intensidade da
forca (P) por unidade de 4rea ¢ igual 0,005 kN/mm?, aplicada no instante t=0 e mantida
constante durante 453 dias. Em seguida a forca ¢ zerada e mantida dessa forma durante 267

dias, verificando-se o processo de recuperacao dos deslocamentos viscoelasticos. E importante
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destacar que tanto a aplicagdo da forca quanto a retirada da mesma sdo realizadas de forma

instantanea, sem a consideragao de efeitos inerciais.

Para descricao do comportamento viscoelastico sao considerados dois casos. No primeiro
¢ adotado o modelo reologico de Kelvin-Voigt com moddulo de elasticidade E igual a
11,0 kN/mm?, médulo de viscosidade 7 igual a 500,0 kN/mm?-dia e coeficiente de Poisson v
igual a 0,3. No segundo caso ¢ adotado o modelo reoldgico de Boltzmann com mddulo de
elasticidade E igual a 22,5757 kN/mm?, médulo de elasticidade E> igual a 11,0 kN/mm?,
médulo de viscosidade 7igual a 500,0 kN/mm?-dia e coeficiente de Poisson v igual a 0,3. Esses
modelos e parametros sdo adotados a fim de comparar os resultados obtidos com os resultados

numéricos disponiveis na literatura (Panagiotopoulos et al., 2014).

Em relagdo a discretizagdo espacial, sao adotados dez elementos finitos, com dez pontos
de Gauss ao longo da altura e ao longo do comprimento. Em relacdo a discretizagdo temporal,
sdo adotados 720 passos de tempo iguais a 1 dia. Por fim, é importante destacar que a tolerancia

de calculo adotada é de 1-10°® (absoluta em termos de variagdo das posigdes nodais).

Os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 7-39. Esses resultados se referem aos
deslocamentos verticais do ponto médio da extremidade livre da barra. Adicionalmente sao
apresentados os resultados disponiveis em Panagiotopoulos et al. (2014). Os resultados
apresentados em Panagiotopoulos et al. (2014) obtidos com uma formulacdo andloga a

apresentada em Mesquita e Coda (2007a).
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Figura 7-39: Deslocamentos verticais da extremidade livre em processo de deformagéo e recuperagéo
respectivamente com os modelos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann
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A partir da Figura 7-39 ¢ possivel observar a concordancia entre os resultados numéricos
obtidos e os resultados numéricos disponiveis na literatura. Além disso, ¢ possivel observar que
adotando-se a cinematica de Reissner os deslocamentos sdo ligeiramente superiores aos obtidos
adotando-se a cinematica de Bernoulli-Euler. Entretanto, essa diferenca ¢ pouco pronunciada
devido a relacdo altura/vao da viga ser de apenas 12,5%. Quanto ao tempo de processamento,
as simulagdes duraram aproximadamente 798 segundos. E importante destacar que ndo foi
observado problema de travamento por cisalhamento (shear-locking), utilizando-se a

formulacao desenvolvida com a cinematica de Reissner.

7.2.4 Viga biapoiada com forca uniformemente distribuida

Neste subitem ¢ analisada uma viga biapoiada com for¢a uniformemente distribuida, como
apresentado na Figura 7-40. Esse exemplo ¢ apresentado a fim de demonstrar a consisténcia da
formulagdo em descrever o comportamento viscoelastico, visto que ¢ um problema com
resultado analitico simples e com resultados numéricos disponiveis na literatura (Akdz e

Kadioglu, 1999).

P
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Figura 7-40: Viga biapoiada

A viga apresentada na Figura 7-40 possui comprimento (L) igual a 10 m, se¢ao transversal
retangular com altura (%) igual a 0,5 m e largura (b) igual a 2 m. A intensidade da forca (P) por

unidade de comprimento € igual 10 N/m.

Para descrigdo do comportamento viscoelastico sdo considerados dois casos. No primeiro
¢ adotado o modelo reolégico de Kelvin-Voigt com modulo de elasticidade E igual a
98,00 MN/m?, médulo de viscosidade 77igual a 27,44 MN/m?-s e coeficiente de Poisson v igual
a0,3. No segundo caso ¢ adotado o modelo reologico de Boltzmann com moédulo de elasticidade
Ej igual a 98,00 MN/m?, médulo de elasticidade E> igual a 2,45 MN/m? modulo de viscosidade
nigual a 274,4 MN/m?-s e coeficiente de Poisson v igual a 0,3. Esses modelos e parametros sdo
adotados a fim de comparar os resultados obtidos com os resultados numéricos disponiveis na

literatura (Akoz e Kadioglu, 1999).
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Em relagdo a discretizagdo espacial, sdo adotados dez elementos finitos, com dez pontos
de Gauss ao longo da altura e ao longo do comprimento. Em relacdo a discretizagdo temporal,
sao adotados 2000 passos de tempo iguais a 0,01 s. Por fim, ¢ importante destacar que a forga
aplicada ¢ considerada atuante desde o primeiro passo de tempo, sem a consideracao de efeitos
inerciais, e que a tolerancia de cdlculo adotada ¢ de 1-10"8 (absoluta em termos de variagdo das

posicdes nodais).

Os resultados obtidos sdo apresentados na Figura 7-41. Esses resultados se referem aos
deslocamentos verticais no meio do vao. Adicionalmente sdo apresentados os resultados
numéricos disponiveis em Akodz e Kadioglu (1999) e os resultados analiticos obtidos a partir da
equacdo, apresentada em Chen (1995), com a consideragdo dos efeitos do cisalhamento,

expressa por:
5PL* (14 v) /h\?
w(t) = ——— l1 +16—— (Z) l J(t) (7-20)

em que w representa a flecha no meio do vao, k representa o fator de forma, determinado como
5/6 para secdes transversais retangulares, e J(t) representa a fun¢do de fluéncia, expressa em
série de Prony, assim como apresentado em Akdz e Kadioglu (1999), respectivamente para os

modelos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann por:

J(@©) = %(1 - e%Et) (7-21)
J(®) = Eil+ Eiz (1 - e_TEZt) (7-22)

Na Figura 7-41 sdo apresentados apenas os resultados numéricos obtidos considerando-se
a cinematica de Reissner, visto que, devido a baixa relagdo altura/vao (5%), as diferencas em
relacdo aos resultados numéricos obtidos considerando-se a cinematica de Bernoulli-Euler nao

sao significativas.

Em relagdao aos resultados numéricos apresentados e disponiveis em Akdz e Kadioglu
(1999) ¢ importante destacar que estes sdo obtidos utilizando-se o Método dos Elementos
Finitos considerando-se elementos de viga com cinematica de Timoshenko. No referido

trabalho, a consideracdo do comportamento viscoeldstico ¢ realizada a partir de modelos
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reoldgicos e as variaveis derivadas no tempo, expressas por taxas, sdo avaliadas utilizando-se

o método das transformadas de Laplace-Carson.
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a2 0.001 O Akoz e Kadioglu (1999) (Kelvin-Voigt)
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Tempo [s]

Figura 7-41: Deslocamentos verticais no meio do vao com os modelos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann

A partir da Figura 7-41 ¢ possivel observar a concordancia entre os resultados numéricos
obtidos e os resultados analiticos. Além disso, € possivel observar a concordancia em relagao
aos resultados numéricos disponiveis na literatura, obtidos utilizando-se uma formulagdo
diferente da apresentada no presente estudo. Quanto ao tempo de processamento, as simulagdes
duraram aproximadamente 847 segundos. E importante destacar que ndo foi observado
problema de travamento por cisalhamento (shear-locking), utilizando-se a formulacao

desenvolvida com a cinematica de Reissner.

7.2.5 Vaso de pressao cilindrico

J4

Neste ultimo subitem ¢ analisado um cilindro sob pressdo interna uniforme (vaso de
pressao). Esse exemplo € apresentado a fim de demonstrar a consisténcia da formulacao em
descrever o comportamento viscoelastico, visto que ¢ um problema com resultado analitico
simples e com resultados numéricos disponiveis na literatura. A andlise se refere a descri¢ao da
evolugdo dos deslocamentos radiais ao longo do tempo em um cilindro sob pressao interna

uniforme e extremidades livres, como apresentado na Figura 7-42.
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Figura 7-42: Cilindro sob pressdo interna uniforme

O cilindro sob pressdo interna uniforme apresentado na Figura 7-42 possui comprimento
(2L) igual a 600 [u.c. (unidades de comprimento)], raio (R) igual a 300 [u.c.] e espessura (/)
igual 30 [u.c.]. A intensidade da pressdo interna (P) é igual 0,26 [u.f./u.c.? (unidade de forca
por unidade de comprimento ao quadrado)], considerada atuante desde o primeiro passo de
tempo, sem a consideragdo de efeitos inerciais. Em relagdo a discretizagdao temporal sao

considerados 200 passos de tempo iguais a 0,5 [u.t. (unidades de tempo)].

Para descri¢do do comportamento viscoelastico sdo considerados dois casos. No primeiro
¢ adotado o modelo reologico de Kelvin-Voigt com moddulo de elasticidade E igual a
200 [u.f./u.c.?] e médulo de viscosidade 7 igual a 2000 [u.f./u.c.?-u.t.]. No segundo caso é
adotado o modelo reologico de Boltzmann com modulo de elasticidade Ei igual a
300 [u.f./u.c.], modulo de elasticidade E> igual a 200 [u.f./u.c.?] e modulo de viscosidade 7
igual a 2000,0 [u.f./u.c.2-u.t.]. Por fim, é importante destacar que a analise deste exemplo ¢
realizada de forma adimensional a fim de manter a consisténcia com as referéncias
bibliograficas (Mesquita e Coda, 2002 e Mesquita 2002) utilizadas para comparagdao dos

resultados numéricos.

Os resultados numéricos disponiveis em Mesquita e Coda (2002) e em Mesquita (2002)
sao obtidos analisando-se 1/8 do cilindro, a partir das consideragdes referentes as simetrias, €
utilizando-se o Método dos Elementos Finitos a partir de uma malha bidimensional de 10x10x2
totalizando-se 200 elementos de placa triangulares denominados FFDKT (Free Formulation
Discrete Kirchoff Triangle), como apresentado na Figura 7-43. No trabalho de Mesquita e Coda
(2002), a consideracao do comportamento viscoelastico € realizada a partir do modelo reoldgico
de Kelvin-Voigt e, no trabalho de Mesquita (2002), essa consideracao ¢ realizada a partir do

modelo de Boltzmann.
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Figura 7-43: Discretizagdo da geometria em elementos de placa (Mesquita e Coda, 2002)

No presente estudo a discretizagao espacial do cilindro € realizada por dez elementos finitos
de portico plano, com dez pontos de Gauss ao longo da altura e ao longo do comprimento.
Dessa forma, considerando-se as simetrias, o problema se resume a analise de um quarto de
circunferéncia, como presentado na Figura 7-44. Por fim, ¢ importante destacar que a pressao
aplicada ¢ considerada atuante desde o primeiro passo de tempo, sem a consideracao de efeitos
inerciais, e que a tolerancia de calculo adotada é de 1-10® (absoluta em termos de variagdo das

posigdes nodais).

Figura 7-44: Discretizagdo da geometria em elementos de portico

Os resultados obtidos, conforme os pardmetros geométricos, fisicos € numéricos descritos,
sdao apresentados na Figura 7-45, para o modelo de Kelvin-Voigt, e na Figura 7-46, para o
modelo de Boltzmann. Esses resultados se referem aos deslocamentos radiais em qualquer
ponto da superficie do cilindro e sdo obtidos tanto com a cinemadtica de Reissner quanto com a
cinematica de Bernoulli-Euler, visto que ndo ha efeitos do cisalhamento neste exemplo.
Adicionalmente sdao apresentados os resultados numéricos obtidos em Mesquita e Coda (2002)

e Mesquita (2002) e os resultados analiticos obtidos com o auxilio das equacdes desenvolvidas
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no Capitulo 4. Esses resultados analiticos expressos para os modelos de Kelvin-Voigt e de
Boltzmann, respectivamente, por:
PR?

g (£) = ﬁ(1 _ e‘gt) (7-23)

u® =2 (L L= )

— 7-24
h \E, E, (7-24)

em que up representa o deslocamento radial, P representa a pressao interna, R representa o raio

do cilindro e h representa a espessura do cilindro.
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Figura 7-45: Deslocamento radial ao longo do tempo considerando-se o modelo se Kelvin-Voigt
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Figura 7-46: Deslocamento radial ao longo do tempo considerando-se o modelo Boltzmann
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A partir da Figura 7-45, para o modelo de Kelvin-Voigt, e da Figura 7-46, para o modelo
de Boltzmann, ¢ possivel observar que os resultados obtidos com a formulacdo desenvolvida
sao consistentes, apresentando concordancia com os resultados analiticos € com os resultados
numéricos disponiveis na literatura, obtidos utilizando-se uma formulagdo diferente da
apresentada no presente estudo. Quanto ao tempo de processamento, as simulagdes duraram

aproximadamente 10347 segundos.

7.3 Aplicacoes praticas e exemplos de calibrac¢io

Como terceira e ultima parte da avaliacdo da consisténcia e capacidade da formulacao
desenvolvida, sdo apresentados neste item algumas aplicagdes praticas em que os resultados
numéricos obtidos sdo comparados aos resultados experimentais disponiveis na literatura.
Adicionalmente, para possibilitar as aplicagdes, ¢ apresentada uma técnica de ajuste dos
parametros dos modelos reoldgicos e uma metodologia de calibracdo da formulacao

desenvolvida a partir de resultados de ensaios de fluéncia a tragao disponiveis na literatura.

7.3.1 Exemplo de calibra¢ao com base em ensaios de fluéncia a tracio

Este exemplo de calibrag@o ¢ baseado nos resultados experimentais apresentados em Liu
(2007) e Liu et al. (2008). Esses resultados sdo obtidos de ensaios de fluéncia a tracdo em corpos
de prova de Polietileno de Alta Densidade (PEAD), como apresentado na Figura 7-47. Detalhes
sobre os procedimentos e sistemas utilizados nos ensaios podem ser conferidos em Liu (2007)

e Liu ef al. (2008).
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Figura 7-47: Corpo de prova de PEAD, dimensdes em [mm] (Liu, 2007)

Na Figura 7-48, inicialmente, sdo presentados alguns dos resultados experimentais obtidos
em ensaios de fluéncia a tracdo em corpos de prova de PEAD, disponiveis em Liu et al. (2008),
considerando-se cinco diferentes niveis de tensao (2,97 MPa, 5,97 MPa, 7,71 MPa, 10,31 MPa
e 12,19 MPa). Estes resultados experimentais se referem aos registros das evolugdes das

deformacdes durante o ensaio de fluéncia de 1 dia (= 87000 s).
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Figura 7-48: Resultados de ensaios de fluéncia a tragdo em corpos de prova de PEAD (adaptado de Liu, 2007)

A partir dos resultados experimentais apresentados na Figura 7-48, ¢ possivel utilizar uma
técnica simples de ajuste para determinagdo dos pardmetros adequados aos modelos reologicos,
a fim de se reproduzir numericamente os ensaios de fluéncia a tracdo com a formulagdo
desenvolvida no presente estudo. Entretanto, como destacado pelos autores em Liu (2007) e
Liu et al. (2008), o PEAD apresenta comportamento ndo linear em relagdo ao nivel de tensdo.
Dessa forma, para se reproduzir numericamente os ensaios de fluéncia a tracdo em diferentes
niveis de tensdo ¢ necessario utilizar uma metodologia de calibragdo da formulacao
desenvolvida. No presente estudo, esta metodologia de calibracdo ¢ realizada com base nos
parametros ajustados para cada nivel de tensao ensaiado e utilizando-se o0 Método dos Minimos
Quadrados para obtenc¢do de curvas de ajuste dos parametros. Por fim, a partir da calibragao da
formulagdo, ¢ possivel utilizad-la para realizagdo de andlises viscoelasticas de estruturas

constituidas pelo referido material e submetidas a diferentes niveis de tensao.

Neste exemplo de calibragdo da formulagdo desenvolvida ¢ adotado o modelo de
Boltzmann para descri¢do do comportamento viscoeléstico e, dessa forma, ¢ apresentada uma
técnica para ajuste do modulo de elasticidade £;, do mddulo de elasticidade £2 e do mddulo de
viscosidade 7, a fim de possibilitar a reprodu¢do numeérica dos ensaios de fluéncia a tragdo em
cada nivel de tensdo. A técnica de ajuste dos parametros utilizada é semelhante a apresentada

em Shenoi et al. (1997), sendo descrita a seguir.
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7.3.1.1 Técnica de ajuste dos parametros

Para descrever a técnica de ajuste dos parametros do modelo de Boltzmann sao utilizados
como exemplo os resultados de deformacgao obtidos no ensaio de fluéncia a tragao para o nivel

de tensdo igual a 7,71 MPa, como apresentado na Figura 7-48 e reproduzido na Tabela 7-3.

O primeiro parametro a ser determinado nesta técnica ¢ o moddulo de elasticidade Ej,
referente a resposta elastica instantanea. Para tanto, de acordo com Cheng et al. (2011), a partir
da deformacdo elastica instantanea, referente ao instante de tempo t = 60 s, o modulo de
elasticidade E; pode ser determinado utilizando-se a relagdo tensdo-deformagdo, como
apresentado a seguir:

0o

E, = (7-25)
€t=60s

Dessa forma, a partir da Equagao (7-25) e considerando-se os resultados apresentados na

Tabela 7-3, o médulo de elasticidade E; pode ser determinado por:

g - 7,71 MPa
170,01483 mm/mm

= 519,89 MPa (7-26)

Em relacdo ao modulo de elasticidade E>, este pode ser obtido a partir do mddulo de
elasticidade equivalente do respectivo modelo e da deformagao total maxima, para um intervalo
de tempo suficientemente grande. Considerando-se o modelo de Boltzmann, pode-se utilizar a
seguinte relacdo tensdo-deformagdo em termos do moddulo de elasticidade equivalente e da

deformacao total maxima:

E{E,

o’ = —
° T E, +E,

Et>o0 (7'27)
Reajustando-se os termos da Equacgdo (7-27) e substituindo-se a relagdo o, = E &40 5, O
modulo de elasticidade E> pode ser determinado pela seguinte expressao:

Ei=60s E;

b= (1- ) (7-28)

Etsm

Dessa forma, a partir da Equacao (7-28) e considerando-se os resultados apresentados na

Tabela 7-3, 0o modulo de elasticidade E> pode ser determinado por:
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_ 0,01483 mm/mm 519,89 MPa

E, =
2 0103512 mm/mm (1 _0,01483 mm/mm)
0,03512 mm/mm

= 379,93 MPa (7_29)

Por fim, para determinagdao do modulo de viscosidade n pode ser utilizado o conceito de
tempo de retardo. Como descrito no subitem 4.3.1, o tempo de retardo no modelo de Boltzmann
representa o tempo necessario para a deformacdo viscoeldstica (deformagdo total em cada
instante de tempo menos a deformacdo elastica instantanea) atingir aproximadamente 63,2 %
da deformagao viscoelastica final. Dessa forma, a partir da Tabela 7-3, o instante de tempo em
que a deformacdo viscoelastica representa 63,2 % da deformacdo viscoelastica final pode ser

determinado por interpolagdo linear a partir da seguinte expressao:

t,—t, 0632—r
t,—t; Tp—1n

(7-30)

em que t, representa o tempo de retardo, r; representa o primeiro retardo anterior ao retardo
padrdo de 63,2 %, r, representa o primeiro retardo posterior ao retardo padrao de 63,2 %, t;
representa o instante de tempo referente ao retardo r; e t, representa o instante de tempo
referente ao retardo 7,. E importante destacar que o retardo r é definido como a porcentagem
que a deformagdo viscoelastica em determinado instante de tempo representa em relagdo a

deformacao viscoeléstica final, como apresentado na Tabela 7-3.

No presente caso, a partir da Equagdo (7-30) e considerando-se os dados apresentados na

Tabela 7-3, o tempo de retardo pode ser obtido como:

te —12600s 0,632 —-0,6151
15050 s — 12600 s 0,6422 — 0,6151

te = 14128 s (7-31)

Assim como demonstrado no subitem 4.3.1 para o modelo de Boltzmann, ¢ importante

lembrar que o tempo de retardo pode ser determinado em termos dos pardmetros por:

te =— (7-32)

Dessa forma, o mddulo de viscosidade 1 pode ser determinado por:

n=t.E, =14128s - 379,93 MPa = 5367597,77 MPa - s (7-33)
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Tabela 7-3: Resultados do ensaio de fluéncia a tragdo para o nivel de tensdo igual a 7,71 MPa

Deformacdo  Deformagio

Te[rgl]po total viscoelastica Retardo *
[mm/mm)] [mm/mm]

53 0,01483 0,00000 0

271 0,01815 0,00332 16,36 %
738 0,02022 0,00539 26,58 %
1790 0,02187 0,00704 34,71 %
3075 0,02328 0,00845 41,65 %
4769 0,02431 0,00948 46,73 %
6288 0,02511 0,01028 50,67 %
8158 0,02584 0,01101 54,27 %
10090 0,02657 0,01174 57,87 %
12600 0,02731 0,01248 61,51 %
15050 0,02786 0,01303 64,22 %
19140 0,02877 0,01394 68,71 %
23230 0,02950 0,01467 72,31 %
26850 0,02999 0,01516 74,72 %
30180 0,03048 0,01565 77,14 %
33340 0,03079 0,01596 78,66 %
37540 0,03134 0,01651 81,37 %
41750 0,03170 0,01687 83,15 %
46010 0,03219 0,01736 85,56 %
51330 0,03256 0,01773 87,38 %
56000 0,03292 0,01809 89,16 %
61900 0,03347 0,01864 91,87 %
66810 0,03366 0,01883 92,81 %
72180 0,03421 0,01938 95,52 %
77560 0,03445 0,01962 96,70 %
81940 0,03469 0,01986 97,88 %
87260 0,03512 0,02029 100 %

* A porcentagem que a deformagao viscoelastica em determinado instante de
tempo representa em relagdo a deformagdo viscoelastica final ¢ definida
como retardo (7).

A mesma técnica de ajuste dos pardmetros utilizada a partir dos resultados referentes ao
nivel de tensao igual 7,71 MPa, pode ser utilizada a partir dos resultados referentes aos demais
niveis de tensdo ensaiados. Os respectivos parametros obtidos dessa forma em cada nivel de

tensdo ensaiado sdo apresentados na Tabela 7-4.
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Tabela 7-4: Pardmetros do modelo de Boltzmann obtidos pela técnica de ajuste

Tensdo E; E; n
[MPa] [MPa] [MPa] [MPa-s]
2,97 650 485 1281393
5,97 580 413 2857591
7,71 520 380 5367598
10,31 500 253 4459492
12,19 470 213 5811549

A partir dos parametros obtidos pela técnica de ajuste apresentada e utilizando-se a

formulagdo desenvolvida no presente estudo ¢ possivel reproduzir numericamente os ensaios

de fluéncia a tracdo nos respectivos niveis de tensdo. Esses resultados sdo apresentados na

Figura 7-49. Adicionalmente, sdo apresentados os resultados experimentais disponiveis em Liu

(2007).
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Figura 7-49: Resultados numéricos ajustados e resultados experimentais dos ensaios de fluéncia a tragdo do

PEAD

A partir da Figura 7-49 ¢é possivel observar uma concordancia satisfatoria entre os

resultados numéricos obtidos e os resultados experimentais disponiveis em Liu (2007) nos

cinco niveis de tensdo ensaiados, demonstrando a consisténcia da formulagao desenvolvida e

da técnica de ajuste dos parametros apresentada. Porém, € importante destacar que estes

parametros ajustados sdo exclusivos para cada nivel de tensdo e ndo fornecem resultados

consistentes para outros niveis de tensao.
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Dessa forma, a fim de possibilitar a utilizagdo da formulacdo desenvolvida na andlise de
estruturas submetidas a niveis de tensao diferentes dos adotados nos ensaios de fluéncia a tragao
¢ necessario calibra-la com base nos resultados obtidos nos ensaios. Para tanto, é descrita a

seguir uma metodologia de calibragao.

7.3.1.2 Metodologia de calibraciao da formulagao

A metodologia de calibragao se baseia na obtencao de equagdes de ajuste dos parametros
dos modelos reologicos em fungdo do nivel de tensdo atuante e na implementagdo dessas
equacdes na formulagdo desenvolvida no presente estudo. Visto que, na formulagdo
desenvolvida, as se¢des transversais sao consideradas laminadas, a partir da implementagao
dessas equacdes de ajuste € possivel, a cada iteracdo do método de Newton-Raphson, avaliar
os parametros dos modelos reoldgicos em fun¢do do nivel de tensdo atuante em cada lamina

(em cada ponto de Gauss), assim como apresentado no Capitulo 5.

As equacdes de ajuste sdo obtidas, no presente estudo, utilizando-se o0 Método dos Minimos
Quadrados, considerando-se os resultados obtidos com todos os niveis de tensao ensaiados em
laboratorio. Dessa forma, a partir dos parametros apresentados na Tabela 7-4, obtidos pela
técnica de ajuste em cada nivel de tensdo, e utilizando-se 0 Método dos Minimos Quadrados ¢
possivel obter equacdes de regressao que se ajustam aos resultados experimentais. Dessa forma,

tem-se as seguintes equacdes de ajuste:

E,(¢) = 753,34-10° — 37,92 -6 + 1,22 - 1076 - 52 (7-34)
E,(0) = 422,69 -10° + 47,04 - ¢ — 10,24+ 1075 - 62 + 0,41 - 10712 - 3 (7-35)
n(o) = 327283,01 - 10° + 46334148 - ¢ (7-36)

As escolhas das equagdes de regressdo apresentadas se basearam em uma avaliacdo
qualitativa, devido ao reduzido nimero de parametros considerados e ao fato deste ndo ser o
foco do presente estudo. Para uma escolha adequada das equagdes de regressao € necessario

. . ~ . . . . ~ 2
considerar uma avalia¢do quantitativa como, por exemplo, o coeficiente de determinagdo (R”).
As regressoes obtidas e adotadas sdo interpretadas graficamente pelas curvas apresentadas nas

Figuras 7-50, 7-51 e 7-52.
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Figura 7-50: Curva referente ao modulo de elasticidade £; em fungéo do nivel de tensdo
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Figura 7-51: Curva referente ao moédulo de elasticidade £> em funcéo do nivel de tensdo
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Figura 7-52: Curva referente ao moédulo de viscosidade 7 em fungdo do nivel de tensédo

Em relagdo ao modulo de elasticidade £, foi considerada uma regressao quadratica. Como
pode ser observado a partir da Figura 7-50, neste caso a regressao quadratica apresenta perfil
similar a regressdo cubica e os valores da regressdo linear se aproximam de valores nulos para
niveis de tensdo relativamente proximos ao maior nivel de tensdo ensaiado. Em relagdo ao
modulo de elasticidade E>, foi considerada uma regressao cuibica. Como pode ser observado a
partir da Figura 7-51, neste caso a regressdo ctbica apresentou melhor concordincia em relacao
aos parametros ajustados e as regressoes linear e quadratica se aproximam de valores nulos para
niveis de tensdo relativamente proximos ao maior nivel de tensdo ensaiado. Por fim, em relagao
ao modulo de viscosidade 7, foi considerada uma regressao linear. Como pode ser observado a

partir da Figura 7-52, neste caso, apesar da regressdo linear ndo apresentar a melhor
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concordancia em relacdo aos parametros ajustados, as regressdes quadratica e cubica atingem

valores nulos para niveis de tensdo relativamente proximos ao menor nivel de tensdo ensaiado.

As equagdes de ajuste, expressas pelas Equagoes (7-34), (7-35) e (7-36), sao utilizadas para
avaliacdo dos respectivos parametros na energia de deformagao total expressa, por exemplo,

para o modelo de Boltzmann, como:

v |Jx \E1 +E; E, +E, E, +E, & (7-37)
+ f (2 L PP L Y S d'lz) €12, AX | dV
v Ei+E, E, +E, E,+E, "

Dessa forma, a formulagao desenvolvida, conforme apresentado no Capitulo 5, ¢ dita
calibrada para o material ensaiado. Utilizando-se a formulagdo calibrada ¢ possivel reproduzir
numericamente os ensaios de fluéncia a tracao nos respectivos niveis de tensdo. Esses resultados
sdo apresentados na Figura 7-53. Adicionalmente sdo apresentados os resultados numéricos
obtidos com os ajustes especificos para cada nivel de tensdo e os resultados experimentais

disponiveis em Liu (2007).

Numérico calibrado (12.19 MPa)
Numérico calibrado (10.31 MPa)
Numérico calibrado (7.71 MPa)
Numérico calibrado (5.97 MPa)
Numérico calibrado (2.97 MPa)
- - - Numérico ajustado (12.19 MPa)
- - - Numérico ajustado (10.31 MPa)
- - - Numérico ajustado (7.71 MPa)
Numérico ajustado (5.97 MPa)
- = = Numérico ajustado (2.97 MPa)
e Experimental (12.19 MPa)
® Experimental (10.31 MPa)
e Experimental (7.71 MPa)
Experimental (5.97 MPa)
® Experimental (2.97 MPa)
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Figura 7-53: Resultados numéricos calibrados, resultados numéricos ajustados e resultados experimentais dos

ensaios de fluéncia a tracdo do PEAD

A partir da Figura 7-53 € possivel observar que os resultados numéricos obtidos utilizando-
se a formulagdo calibrada apresentam concordancia em relagdo aos resultados experimentais

nos cinco niveis de tensao ensaiados. Estes resultados demonstram a consisténcia da formulagao
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desenvolvida e da metodologia de calibragdo apresentada. Para avaliar a qualidade da
calibragdo, na Figura 7-54 sdo apresentados os resultados numéricos utilizando-se a formulagao
calibrada e os resultados experimentais para os ensaios de fluéncia a tragao em trés niveis de

tensao distintos dos utilizados na metodologia de calibragao.

——Numérico calibrado (11.55 MPa)
Numérico calibrado (6.70 MPa)
Numérico calibrado (5.47 MPa)

e Experimental (11.55 MPa)
Experimental (6.70 MPa)

Experimental (5.47 MPa)
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Figura 7-54: Resultados numéricos calibrados e resultados experimentais de ensaios de fluéncia a tragdo do
PEAD

A partir da Figura 7-54 ¢ possivel observar que, utilizando-se a formulagdo calibrada, ¢
possivel reproduzir os resultados de ensaios de fluéncia a tragdo em niveis de tensdo diferentes
daqueles utilizados para obten¢do das curvas de ajuste com concordancia satisfatoria. Esses
resultados reforcam a consisténcia da formulacdo e da metodologia de calibracdo adotada.
Dessa forma, entende-se que a formulacdo calibrada pode ser utilizada para andlise
viscoelastica de estruturas discretizadas por elementos de portico submetidas a diferentes
solicitagdes, contanto que o nivel de tensdo fique dentro da faixa ensaiada, visto que nao se
pode garantir a extrapolagao dos resultados. Tal condi¢do pode ser melhorada aumentando-se
a faixa de niveis de tensdo ensaiados. Além disso, ¢ necessario avaliar o comportamento do
material e, consequentemente, das curvas de ajuste para tensdes de compressdo. Do contrario,
pode-se considerar, de forma simplificada € como uma aproximacao grosseira, que o material
apresenta comportamento simétrico, ou seja, as mesmas equagoes de ajuste sao utilizadas tanto
para tensOes de tracdo quanto de compressdo, sendo considerado o modulo das tensdes nas
avaliacdes dos parametros do modelo. Dessa forma, ¢ possivel analisar elementos estruturais

submetidos a diferentes solicitagdes e constituidos pelos materiais ensaiados.
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Na sequéncia, sdo apresentadas algumas analises utilizando-se a formulagdo calibrada a
fim de verificar a consisténcia da formula¢do desenvolvida e da metodologia de calibragao

apresentada.

7.3.1.3 Ensaio de fluéncia a tracido de longa duracio

Como primeira andlise, ¢ avaliada a capacidade da formulacdo calibrada em reproduzir os
resultados dos ensaios de fluéncia a tragdo de longa duragdo. Para tanto, sd3o comparados os
resultados obtidos utilizando-se a formulacdo calibrada e os resultados experimentais
disponiveis em Liu (2007), como apresentado na Figura 7-55. Nesta analise ¢ considerada a

atuacdo de uma tensdo constante igual a 6,89 MPa ao longo de 7 dias (= 600000 s).
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Figura 7-55: Resultados numéricos calibrados e resultados experimentais do ensaio de fluéncia a tragdo de 7 dias
sob tensdo de 6,89 MPa

A partir da Figura 7-55 ¢€ possivel observar que a formulacao calibrada a partir dos ensaios
de fluéncia a tra¢do de curta duracgdo (1 dia) € capaz de reproduzir o ensaio de fluéncia a tragao
de longa durag¢do com algumas divergéncias. A divergéncia mais relevante (por se tratar de uma
subestimativa) esta relacionada a previsao subestimada das deformagdes a partir de 200000 s
(= 2 dias). Esta divergéncia nos resultados tem origem na utiliza¢do da técnica de ajuste dos
parametros. Utilizando-se esta técnica para ajuste dos parametros a partir dos resultados de
fluéncia a tragdo de curta duracdo ¢ considerado que as deformagdes méaximas por fluéncia
&0, NOS TESpectivos niveis de tensdo, sdo obtidas com 1 dia de ensaio. Essa consideracao
resulta em uma superestimativa do modulo de elasticidade E2 e uma subestimativa do tempo de

retardo. Portanto, para se obter as curvas de ajustes utilizadas na calibracao ¢ adequado que os
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ensaios de fluéncia a tragao sejam realizados ao longo de um periodo de tempo suficientemente
grande, ou seja, ¢ adequado que a deformacao por fluéncia tenha atingido seu valor méximo ou
esteja suficientemente proxima de seu valor maximo. A sensibilidade em relagao a deformacgao
maxima por fluéncia deve ser avaliada a partir de ensaios de fluéncia a tragdo em diferentes

niveis de tensdo e diferentes intervalos de tempo.

Para avaliar os efeitos da duracdo do ensaio de fluéncia na determinacio dos parametros a
partir da técnica de ajuste apresentada, a mesma ¢ utilizada considerando-se os resultados
experimentais do ensaio de longa duragdo truncados em 1 dia de ensaio e os resultados
experimentais para o ensaio completo de 7 dias. Os parametros obtidos para os dois casos
considerados sdo apresentados na Tabela 7-5 e os resultados obtidos utilizando-se a formulagao

ajustada adotando-se os respectivos parametros sdo apresentados na Figura 7-56.

Tabela 7-5: Parametros do modelo de Boltzmann obtidos pela técnica de ajuste para tensdo de 6,89 MPa

Ensaio Ei £ i
[MPa] [MPa] [MPa-s]
Curta duragdo 550 421 5430153
(1 dia)
L ~
onga duragdo 550 316 12779353
(7 dias)
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Figura 7-56: Resultados numéricos calibrados, resultados numéricos ajustados e resultados experimentais do
ensaio de fluéncia a tragdo de 7 dias sob tensdo de 6,89 MPa
A partir dos parametros apresentados na Tabela 7-5 e dos resultados apresentados na Figura
7-56 ¢ possivel observar que a duragdo do ensaio interfere na determinac¢do dos parametros

obtidos a partir da técnica de ajuste apresentada e, consequentemente, interfere nas equagdes
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de ajuste utilizadas para calibragio da formulagdo. E possivel observar, também, que os
resultados obtidos a partir da formulagao ajustada, considerando-se o ensaio de longa duracao,
apresentam melhor concordancia principalmente em relacao aos resultados experimentais dos
instantes finais do ensaio. Dessa forma, ¢ possivel inferir que a partir de ensaios de longa
duracdo pode-se obter curvas de ajuste e, consequentemente, uma formulacio calibrada mais

adequada para analises de longa duracio.

E importante observar que a interferéncia da duragdo dos ensaios de fluéncia ndo é uma
exclusividade da formulacdo desenvolvida e da metodologia de calibragdo apresentada no
presente estudo. Essa mesma interferéncia é observada em outras metodologias utilizadas para
previsdo do comportamento viscoelastico. Por exemplo, adotando-se a Lei de Poténcia de
Findley (Findley et al., 1989), a qual ¢ frequentemente utilizada para avaliagdo do
comportamento viscoelastico de fluéncia de materiais poliméricos, ¢ possivel observar de forma
simples a interferéncia da duracdo dos ensaios na previsdo do comportamento ao longo do

tempo, como apresentado a seguir.

Assim como apresentado em Findley ef al. (1989), a evolucdo das deformacgdes ao longo
do tempo, sob tensdo constante, em materiais poliméricos pode ser descrita analiticamente por

uma lei de poténcia, denominada Lei de Findley, expressa por:
e(t) = g +mt" (7-38)

em que € representa a deformacao total ao longo do tempo, &, representa a deformacao eléstica
instantanea e m e n sdo parametros representativos das propriedades viscoeldsticas do material,

determinados a partir de resultados experimentais.

Reajustando-se os termos, a Equagdo (7-38) pode ser reescrita como:
e(t) —gg = mt" (7-39)

Lembrando-se que a deformacao viscoelastica (&,) pode ser definida como a deformacao
total menos a deformacdo elastica instantanea e avaliando-se o logaritmo nos dois lados da

Equacao (7-39), tem-se:

log(e,) = log(m) + n - log (t) (7-40)
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Dessa forma, a partir da linearizagdo dos resultados experimentais ¢ possivel, utilizando-

se 0 Método dos Minimos Quadrados, determinar os pardmetros m e n da Lei de Findley

adequados ao material ensaiado. Para tanto, sdo considerados dois casos, o primeiro referente

aos resultados experimentais truncados em 1 dia de ensaio ¢ o segundo caso referente aos

resultados experimentais para o ensaio completo de 7 dias.

Para o primeiro caso, considerando-se 1 dia de ensaio, os resultados experimentais podem

ser representados graficamente como apresentado na Figura 7-57(a). Em termos do logaritmo

da deformacao viscoelastica e do logaritmo do tempo, os resultados experimentais podem ser

representados graficamente como apresentado na Figura 7-57(b).
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Figura 7-57: Resultados referentes a 1 dia de ensaio
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A partir da Figura 7-57(b) e utilizando-se o Método dos Minimos Quadrados, ¢ possivel

obter a regressdo linear expressa por:

log(e,) = —3,45531 + 0,34990 - log (t)

(7-41)

Dessa forma, comparando-se as Equacdes (7-40) e (7-41), os parametros m e n da Lei de

Findley para o ensaio de 1 dia podem ser definidos como:

log(m) = —3,45531

n = 0,3499

m = 0,0003505

(7-42)

(7-43)

Dessa forma a Lei de Findley para previsao do comportamento de fluéncia obtida a partir

dos resultados de 1 dia de ensaio pode ser expressa por:
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(7-44)

Para o segundo caso, considerando-se 7 dias de ensaio, os resultados experimentais podem

ser representados graficamente como apresentado na Figura 7-58(a). Em termos do logaritmo

da deformacao viscoelastica e do logaritmo do tempo os resultados experimentais podem ser

representados graficamente como apresentado na Figura 7-58(b).
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Figura 7-58: Resultados referentes a 7 dias de ensaio

A partir da Figura 7-58(b) e utilizando-se o Método dos Minimos Quadrados ¢ possivel

obter a regressao linear expressa por:

log(e,) = —3,14031 + 0,26826 - log (t)

(7-45)

Dessa forma, comparando-se as Equacdes (7-40) e (7-45), os parametros m e n da Lei de

Findley para o ensaio de 7 dia podem ser definidos como:

log(m) = —3,14031 .~ m=0,0007239

n = 0,26826

(7-46)

(7-47)

Dessa forma a Lei de Findley para previsao do comportamento de fluéncia obtida a partir

dos resultados de 7 dias de ensaio pode ser expressa por:

e(t) = & + 0,0007239¢026826

(7-48)
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Por fim, utilizando-se as Equagdes (7-44) e (7-48) para previsao do comportamento de
fluéncia de longa duracdo, ¢ possivel obter os resultados apresentados na Figura 7-59.
Adicionalmente, na Figura 7-59, sdo apresentados os resultados obtidos utilizando-se a
formulacao calibrada, os resultados obtidos utilizando-se a formulagao ajustada e os resultados

experimentais para o ensaio de fluéncia de longa duragdo sob tensdo de 6,89 MPa.
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Figura 7-59: Resultados numéricos calibrados, resultados numéricos ajustados, previsdo pela Lei de Findley e
resultados experimentais do ensaio de fluéncia a tragéo de 7 dias sob tensdo de 6,89 MPa

A partir da Figura 7-59 ¢€ possivel verificar que, assim como observado para a formulagao
desenvolvida e para a metodologia de calibragdo apresentada, a previsdo das deformagdes ao
longo do tempo utilizando-se a Lei de Findley também softre interferéncia em relacdo a duracio
dos ensaios considerados para ajuste dos parametros. Além disso, tendo-se disponiveis apenas
resultados de ensaios de fluéncia de curta duracao, a formulagao calibrada fornece resultados
com melhores concordancias em relagdo aos resultados experimentais, em comparagao com a
previsdo obtida pela Lei de Findley. Esses resultados reforcam a consisténcia da formulacao

desenvolvida e da metodologia de calibracao apresentada.

7.3.1.4 Teste de fluéncia a tracao em dois niveis de tensao

Nesta analise, ¢ avaliada a capacidade da formulacao calibrada em reproduzir os resultados
de dois testes de fluéncia a tracdo com dois niveis de tensdo em cada. Para tanto, sdo
comparados os resultados obtidos utilizando-se a formulacdo calibrada e os resultados

experimentais disponiveis em Liu (2007).
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No primeiro teste de fluéncia a tragdo com dois niveis de tensdo, inicialmente, ¢
considerada a atuacdo de uma tensdo igual a 5,25 MPa entre 0 e 11600 s. Em seguida, a tensao
¢ alterada para 8,31 MPa, de forma instantanea, porém, sem gerar efeitos inerciais. Essa tensao
¢ considerada, atuante entre 11600 s e 95000 s. Os resultados numéricos obtidos com a
formulagdo calibrada e os resultados experimentais disponiveis em Liu (2007) sdo apresentados

na Figura 7-60.
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Figura 7-60: Resultados numéricos calibrados e resultados experimentais do teste de fluéncia a tragdo com dois
niveis de tensdo (5,25 MPa e 8,31 MPa)
A partir da Figura 7-60 € possivel observar que os resultados numéricos apresentam uma
satisfatoria concordancia com os resultados experimentais nos dois niveis de tensao aplicados.
Esses resultados reforcam a consisténcia e capacidade da formulagdo desenvolvida no presente

estudo e calibrada a partir de ensaios de fluéncia a tragao.

No segundo teste de fluéncia a tracdo com dois niveis de tensdo, inicialmente, ¢ considerada
a atuacdo de uma tensao igual a 10,59 MPa entre 0 e 18200 s. Em seguida a tensao ¢ alterado
para 5,35 MPa, de forma instantdnea, porém, sem gerar efeitos inerciais. Essa tensdo ¢
considerada, atuante entre 18200 s e 100000 s. Os resultados numéricos obtidos com a
formulagdo calibrada e os resultados experimentais disponiveis em Liu (2007) sdo apresentados

na Figura 7-61.
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Figura 7-61: Resultados numéricos calibrados e resultados experimentais do teste de fluéncia a tragdo com dois
niveis de tensdo (10,59 MPa e 5,35 MPa)

A partir da Figura 7-61 ¢ possivel observar que os resultados numéricos apresentam um
perfil de evolugao semelhante ao obtido experimentalmente, entretanto, com diferengas
significativas nos valores obtidos para as deformagdes ao longo do tempo. Em relagdo ao
processo de deformag@o com a tensdo inicial de 10,59 MPa, essa diferenga ¢ acentuada devido
ao curto intervalo de tempo do teste. Caso o intervalo de tempo do teste sob a tensdo de 10,59
MPa fosse estendido, os resultados numéricos se aproximariam dos resultados experimentais,
como pode ser observado pela extensao das curvas que descrevem a evolucao das deformagdes
ao longo do tempo. Além disso, apos a redugdo da tensdo, em um processo de recuperacao
parcial, é possivel observar que as diferencas entre os resultados numéricos e experimentais se
acentuam. Parte dessas diferengas podem ser atribuidas a incapacidade da formulagao
desenvolvida no presente estudo em considerar os efeitos do comportamento

viscoelastopléstico tipico do PEAD, como destacado em Liu et a/l. (2008) e Kiihl ef al. (2016).

7.3.2 Painel sanduiche

Neste exemplo de aplicacdo da formulagdo desenvolvida ¢ apresentada a analise de um
painel sanduiche tipo ISOTHERM SC 80. O painel analisado ¢ constituido por chapas finas de
aco, nas faces superior e inferior, separadas por um nucleo de uretano de baixa densidade. Dessa
forma, este exemplo tem como objetivo demonstrar a possibilidade de utilizagdo da formulagao
desenvolvida na analise de componentes estruturais compostos por materiais com propriedades

mecanicas muito diferentes entre si.
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Nesta andlise, o painel ¢ considerado biapoiado e solicitado por uma for¢a uniformemente
distribuida em sua face superior, como apresentado na Figura 7-62. O comprimento L do painel
¢ igual a 4000 mm, a largura b ¢ igual a 1100 mm e altura 4 ¢ igual a 81,02 mm. A espessura
h, das chapas de ago igual a 0,51 mm e a espessura 4, do nicleo de uretano igual 80,0 mm. A
forca Q uniformemente distribuida tem intensidade igual a 0,9196 N/mm, sendo referente ao

peso proprio € a um carregamento externo.

LTI ] e

L b
Figura 7-62: Caracteristicas geométricas do painel sanduiche

Em relagdo a discretizagdo espacial, sao adotados 10 elementos finitos de 400 mm cada,
com 10 pontos de Gauss ao longo do comprimento e 24 pontos Gauss ao longo da altura. A
adocao de 24 pontos de Gauss ao longo da altura ¢ necessaria para adequar a se¢do laminada a
distribuicdo dos materiais da se¢do transversal do perfil sanduiche. Por fim, em relagdao a

discretizagdo temporal sdo considerados 180 passos de tempo iguais a 6 h.

A andlise deste painel sanduiche ¢ apresentada em Rapp et al. (1999) e em Mesquita e
Coda (2007b). Em Rapp et al. (1999) sdo obtidos os resultados experimentais referentes a
fluéncia a flexdo do painel sanduiche sob forca vertical uniformemente distribuida. A partir dos
resultados experimentais o autor determina, para o nticleo de uretano, o modulo de elasticidade
transversal na fase elastica igual a 3,52 MPa, o modulo de elasticidade transversal na fase
viscoelastica igual a 7,46 MPa e o modulo de viscosidade igual a 2311,68 MPa-h,
considerando-se o mddulo de elasticidade do ago igual a 210 GPa. A partir dos parametros
determinados experimentalmente e considerando-se o coeficiente de Poisson igual a 0,4
(usualmente adotado para polimeros de baixa densidade), tem-se os seguintes parametros que

caracterizam o nucleo de uretano: £; = 9,856 MPa, E> = 20,888 MPa ¢ n=2311,68 MPa-h.

Com base nos resultados obtidos em Rapp et al. (1999), Mesquita e Coda (2007b) realizam
uma andlise numérica do painel considerando-se uma formulagdo viscoeldstica com
acoplamento entre o Método dos Elementos de Contorno e o Método dos Elementos Finitos.

Para tanto, sdo adotandos 24 elementos finitos de portico (com cinemadtica de Bernoulli-Euler)
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para discretizagdo das chapas de ago e 26 elementos de contorno quadraticos para discretizagao
do nucleo de uretano. Em relagdo a discretizagdo temporal, os autores consideram 180 passos
de tempo iguais a 6 h. A formulagdo desenvolvida em Mesquita ¢ Coda (2007b) apresenta
algumas semelhangas em relacao a formulagdo desenvolvida no presente estudo. Em relagao a
descricao do comportamento viscoeldstico, ¢ considerado o modelo reoldgico de Boltzmann e
em relagdo a avaliagdo das taxas de deformacdo ¢ utilizado o Método das Diferengas Finitas.
No referido trabalho, os autores consideram uma ligeira alteragdo nos parametros a fim de
aproximar os resultados instantaneo e final de deslocamento vertical maximo (flecha no meio
do vao) em relagdo aos resultados experimentais apresentados em Rapp et al. (1999). Dessa
forma, os autores utilizam os seguintes pardmetros para caracterizar o nucleo de uretano:

E;=9,388 MPa, E>=21,167 MPa e n=2342,53 MPa-h.

Assim como descrito nos referidos trabalhos, ¢ importante destacar que apenas o nucleo de
uretano € responsavel pelo comportamento mecanico viscoelastico, visto que o ago nao
apresenta comportamento viscoeldstico a temperatura ambiente. Dessa forma, devido a
considera¢do da manutenc¢do da planicidade da secdo transversal nas cinematicas adotadas no
presente estudo, a fim de possibilitar a avaliagdo do comportamento viscoelastico do nucleo de
uretano, ¢ necessario atribuir as chapas de ago parametros viscoelasticos que acompanhem o
comportamento descrito pelos pardmetros do nucleo de uretano. Para tanto, as mesmas
proporcdes dos parametros E2 € 77 em relacdo ao parametro £; do uretano, sao mantidas para
obtenc¢do dos parametros E2 € 17 do ago com parametro £; igual a 210,00 GPa. Essa abordagem
permite considerar que as chapas e a¢o ndo restringem os deslocamentos por fluéncia devido
ao comportamento viscoelastico do nucleo de uretano. Portanto, na analise numérica
desenvolvida, quando se consideram os pardmetros determinados em Rapp et al. (1999), tem-
se os seguintes parametros para o ago: E; =210,00 GPa, E> = 445,00 GPa e 1=49248,26
GPa-h. Quando se consideram os pardmetros determinados em Mesquita e Coda (2007b), tem-
se 0s seguintes parametros para o ago: E; =210,00 GPa, E> = 473,48 GPa e 1=152399,93
GPa-h.

Os resultados numéricos referentes ao deslocamento vertical no meio do vao (flecha total)
obtidos utilizando-se a formulagdo desenvolvida, considerando-se as cinematicas de Bernoulli-
Euler e de Reissner e adotando-se os parametros determinados em Rapp et al. (1999) e em
Mesquita e Coda (2007b), sdo apresentados na Figura 7-63. Adicionalmente, sdo apresentados

os resultados experimentais disponiveis em Rapp et al. (1999). Na Figura 7-64 sdo apresentados



194

os resultados referentes a contribui¢do da fluéncia para os deslocamentos verticais no meio do
vao (flecha por fluéncia), assim como apresentado em Mesquita e Coda (2007b).
Adicionalmente sdo apresentados os resultados numéricos disponiveis em Mesquita e Coda
(2007b) e os resultados experimentais disponiveis em Rapp et al. (1999). Quanto ao tempo de

processamento, as simulagdes duraram aproximadamente 203 segundos.
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Figura 7-64: Resultados numéricos e resultados experimentais referentes a contribuicdo da fluéncia para a flecha
no meio do vao ao longo do tempo

A partir dos resultados obtidos e apresentados na Figura 7-63, em relagdo ao deslocamento

vertical no meio do véo (flecha total), € possivel verificar um comportamento mais rigido na

simulag¢do do componente estrutural, para todos os casos considerados, em comparagdo com 0s
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resultados obtidos experimentalmente. Parte deste comportamento e da acentuada diferenca
entre os resultados numéricos e experimentais pode ser atribuida 8 manutencao da planicidade
da secao transversal, carateristica das duas cinematicas adotadas na formulacdo desenvolvida

no presente estudo.

Na Tabela 7-6 ¢ apresentado um comparativo entre os principais resultados obtidos e
expostos na Figura 7-64. A partir destes resultados obtidos em relacdo a contribuicdo da
fluéncia para o deslocamento vertical no meio do vao (flecha por fluéncia) ¢ possivel verificar
um comportamento menos rigido na simulagdo do componente estrutural, para todos os casos
considerados, em compara¢do com os resultados obtidos experimentalmente e os resultados

numéricos disponiveis em Mesquita e Coda (2007b).

Tabela 7-6: Resultados referentes a contribui¢@o da fluéncia para a flecha no meio do véo

Contribuicdo da fluéncia Diferenga relativa

Modelo para a flecha final ao resultado
[mm] experimental
Experimental (Rapp et al., 1999) 3,112 -

MEC/MEF (Mesquita e Coda, 2007b) 2,630 -16%
Reissner (parametros de Rapp et al. (1999)) 4,234 +36%
Reissner (parametros de Mesquita e Coda (2007b)) 3,997 +28%
Bernoulli-Euler (parametros de Rapp et al. (1999) 3,848 +24%
Bernoulli-Euler (parametros de Mesquita e Coda (2007b) 3,616 +16%

Por fim, a partir da Figura 7-64 e da Tabela 7-6 ¢ possivel observar uma diferenga
consideravel nos resultados obtido utilizando-se as cinematicas de Bernoulli-Euler e de
Reissner, sendo a contribui¢do dos efeitos do cisalhamento responsavel por um aumento de
10% na flecha por fluéncia. Esses resultados reforcam a importancia dos efeitos do
cisalhamento para o comportamento viscoelastico, justificando-se a relevancia da utilizagao de
formulacdes que levem em consideragao tais efeitos. Além disso, a partir das Figuras 7-63 e 7-
64, pode-se observar que utilizando-se a formulacao desenvolvida no presente estudo ¢ possivel
analisar um componente estrutural composto por materiais com parametros fisicos muito
distintos, contanto que se faga uma considera¢do apropriada para levar em consideragdo a

manutencdo da planicidade da se¢do transversal.
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7.3.3 Portico plano constituido por material polimérico reforcado com fibra de vidro

Neste exemplo de aplicacao da formulacao desenvolvida ¢ apresentada a analise de um
portico plano constituido por dois pilares e uma viga, ambos em perfis H pultrudados de
viniléster reforcado com fibra de vidro. E importante observar que o material constituinte do
poértico ndo € isotrdpico, podendo ser considerado como ortotrdpico (Sa, 2007). Entretanto, a
formulacao apresentada no presente estudo ¢ desenvolvida com base em potenciais e tensores
constitutivos proprios para materiais isotropicos e, consequentemente, adequada para analise
de estruturas constituidas por materiais isotropicos. Para contornar tal limitagdo, este exemplo
tem como objetivo demonstrar a possibilidade de utilizagdo da formulagdo desenvolvida na

analise de estruturas constituidas por materiais ortotropicos.

O portico analisado neste exemplo ¢ apresentado na Figura 7-65, sendo sua andlise
experimental apresentada em Bank e Mosallam (1992) a partir de um teste de fluéncia de longa
duracdo. As dimensodes do portico, medidas a partir da linha média dos elementos, sdo dadas
pela altura igual a 1,83 m e pela largura igual a 2,73 m, sendo as dimensdes da se¢do transversal
dos perfis dadas por 203 x 203 x 10 mm, como apresentado na Figura 7-65. Quanto ao
carregamento, este consiste em duas forgas verticais com intensidade igual a 7562 N, mantidas
constantes durante 3500 h e aplicadas de forma simétrica na viga, a 0,91 m das ligagdes, como

apresentado na Figura 7-65.
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0,91 m 0,91 m 0,91 m
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Figura 7-65: Caracteristicas geométricas do portico plano
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A partir da Figura 7-65, e como descrito em Bank e Mosallam (1992), pode-se destacar
que as ligagdes entre a viga e os pilares sdo desenvolvidas, teoricamente, para serem
consideradas como rigidas, enquanto as bases sdo desenvolvidas para serem consideradas como
articuladas. Entretanto, assim como observado em Bank e Mosallam (1992), nos testes as
ligagdes entre a viga e os pilares apresentaram flexibilidade acima do previsto, sendo estas
consideradas como semi-rigidas. Portanto, sdo avaliados dois casos nas andlises numéricas
apresentadas no presente estudo. O primeiro considerando-se ligacdes rigidas e o segundo
considerando-se ligagdes articuladas. E importante observar que, neste segundo caso, apesar do
portico ser hipostatico, na simulagdo nao se observa instabilidade/colapso devido as simetrias

do problema e a inexisténcia de forgas horizontais.

A analise numérica do teste de fluéncia do portico apresentado em Bank e Mosallam (1992)
¢ realizada utilizando-se a formulagdo desenvolvida no presente estudo, considerando-se as
cinematicas de Bernoulli-Euler e de Reissner. Para tanto, em relagdo a discretizacao espacial,
sdo adotados 9 elementos finitos em cada pilar e 12 elementos finitos na viga, totalizando-se 30
elementos finitos. Em cada elemento finito sdo considerados 10 pontos de Gauss ao longo do
comprimento e 30 pontos Gauss ao longo da altura. A ado¢do de 30 pontos de Gauss ao longo
da altura é necessaria para adequar a secao laminada a geometria da sec¢do transversal do perfil
estrutural. Por fim, em relagdo a discretizagdo temporal sao considerados 350 passos de tempo

iguais a 10 h.

Na andlise numérica, para descri¢do do comportamento viscoeléstico, ¢ adotado o modelo
de Boltzmann. Dessa forma, € necessario determinar adequadamente os parametros envolvidos.
Entretanto, o material constituinte da estrutura analisada ndo € isotropico e, portanto, os
parametros relacionados aos efeitos do cisalhamento ndo podem ser determinados por meio da
relagdo resultante da isotropia e expressa pelo segundo parametro de Lamé (u), assim como
apresentado no desenvolvimento da formulacdo. Neste caso, a fim de possibilitar a analise de
materiais ortotropicos, utilizando-se a formulagdo desenvolvida, os parametros relacionados
aos efeitos do cisalhamento devem ser obtidos a partir de resultados experimentais ou relagdes
apropriadas e, posteriormente, inseridos nos pontos da formulagcdo em que esses parametros
relacionados aos efeitos do cisalhamento seriam avaliados com base no segundo parametro de

Lamé (u).

A partir desta consideragdo proposta, a ado¢do de modelos desacoplados para cada um dos

efeitos pode ser interpretada esquematicamente como apresentado na Figura 7-66 e a expressao
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da energia de deformagdo para o modelo de Boltzmann, apresentada no subitem 5.4.2, pode ser

reescrita como:

ELE, nk; n )
= &1+ E11 — 011 ) €11, AX +
J;, l-fx <E1 + E, 11 E, +E, 1 E, +E, 11 )*11q

G,1G, N6 Gq Ng l
+f (2—e +2——¢ ., ——— ¢ )e o dx|dv
VG + G, G, +G, ™ G +G, *)*

(7-49)

em que G; e G, representam os modulos de elasticidade transversais, respectivamente, na fase
elastica e na fase viscoelastica e 1, representa o0 modulo de viscosidade, ambos relacionados

aos efeitos do cisalhamento.
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Figura 7-66: Interpretagdo esquematica dos modelos desacoplados

Portanto, a fim de realizar a analise numérica, € necessario, inicialmente, determinar os
parametros dos modelos de Boltzmann. Para determinacdo dos parametros associado aos efeitos
do esfor¢o normal, sdo utilizados os resultados experimentais de deformagao axial maxima no
meio do vao, disponiveis em Bank e Mosallam (1992) e apresentados na Figura 7-67. Para
determinagdo dos parametros associados aos efeitos do cisalhamento, sdo utilizados os
resultados experimentais de deformagdo por cisalhamento na viga a 0,60 m da ligacdo,
disponiveis em Bank e Mosallam (1992) e apresentados na Figura 7-68. Dessa forma, a partir
destes resultados experimentais e utilizando-se a técnica de ajuste dos parametros, sdo obtidos
0s seguintes parametros que caracterizam o material constituinte e que foram adotados nas
analises numéricas: E; =16,203 GPa, E, = 86,093 GPa, n = 125843,022 GPa‘h
G, =3,716 GPa, G, = 13,001 GPa e n; = 13901,783 GPa-h.
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Figura 7-67: Resultados experimentais de deformagdo axial ao longo do tempo
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Figura 7-68: Resultados experimentais de deformagdo por cisalhamento ao longo do tempo

Os resultados numéricos referentes ao deslocamento vertical no meio do vao (flecha total),
para os casos de ligacdes rigidas e articuladas, obtidos utilizando-se a formula¢do desenvolvida,
considerando-se as cinematicas de Bernoulli-Euler e de Reissner e adotando-se os parametros
determinados pela técnica de ajuste dos parametros, sdo apresentados na Figura 7-69.
Adicionalmente, sdo apresentados os resultados experimentais e os resultados analiticos
disponiveis em Bank e Mosallam (1992). Na Tabela 7-7 ¢ apresentado um comparativo entre
os principais resultados obtidos e expostos na Figura 7-69. Quanto ao tempo de processamento,

as simulagdes duraram aproximadamente 2285 segundos.
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Figura 7-69: Resultados numéricos, resultados analiticos e resultados experimentais referentes a flecha no meio
do vao do portico plano ao longo do tempo
Os resultados analiticos apresentados sao obtidos em Bank e Mosallam (1992) utilizando-
se as seguintes expressoes, respectivamente, para o caso de ligagdes articuladas e para o caso

de ligacdes rigidas:

23 (PP 1/ PL “
w® =206\ TE0D +€(kAc;(t)) (7-50)
5 (PI*\ 1/ PL s
v =eB\TED +§(kAG(t)) (7-51)

em que w representa a flecha ao longo do tempo, P representa as forgas aplicadas, L representa
o comprimento da viga, I representa o momento de inércia da secdo transversal, A representa a
area da secdo transversal, k representa o coeficiente de cisalhamento, E representa o modulo
de elasticidade longitudinal e G representa o0 modulo de elasticidade transversal. No referido
trabalho os autores utilizam a Lei de Findley com base nos resultados experimentais de
deformacdo para descrever o comportamento viscoelastico e deduzir expressdes em termos de

fungdes de poténcia para avaliar os modulos de elasticidade ao longo do tempo.

A partir da Figura 7-69, comparando-se com os resultados analiticos, € possivel observar
que os resultados experimentais sdo compativeis com a consideracao de ligagdes semi-rigidas,
obtendo-se resposta intermedidria entre as respectivas respostas para o caso de ligagdes rigidas

e para o caso de ligagdes articuladas. Dessa forma, ¢ possivel verificar que os resultados
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numéricos obtidos com a cinematica de Reissner sdo consistentes com esse comportamento
obtido experimentalmente. Neste caso, considerando-se ligacdes rigidas é possivel obter uma
reposta numérica mais rigida do que a obtida experimentalmente, enquanto, considerando-se
ligagdes articuladas € possivel obter uma reposta numérica menos rigida do que a obtida
experimentalmente. Além disso, a partir da Figura 7-69 e da Tabela 7-7, € possivel observar a
concordancia entre os resultados numéricos obtidos com a cinematica de Reissner e os
resultados analiticos. Por outro lado, com a cinematica de Bernoulli-Euler nao ¢ possivel obter
tais resultados. Neste caso, a resposta numérica obtida ¢ mais rigida que a obtida
experimentalmente tanto considerando-se ligagdes rigidas quanto considerando-se ligagdes
articuladas. Dessa forma, é possivel perceber a importancia da consideracdo dos efeitos do

cisalhamento para a analise do comportamento do pértico como um todo.

Tabela 7-7: Resultados de flecha instantanea, flecha final e contribuigdo da fluéncia para a flecha no meio do véo

Flecha Diferenca Flecha Diferenca Contribuigdo da Diferenca
Model elastica relativa ao viscoelastica relativa ao fluéncia para a relativa ao
oaelo instantanea resultado final resultado flecha final resultado
[mm)] experimental [mm)] experimental [mm)] experimental
Experimental 7,145 - 8,110 - 0,965 -
(ligagdes semi-rigidas) ’ ’ ’
Analitico 4,389 -39% 5,184 -36% 0,795 -18%
(ligagdes rigidas)
_ Analitico 8,814 +23% 10,254 +26% 1,440 +49%
(ligagdes articuladas)
Ressner 4,320 -40% 5,144 -37% 0,824 -15%
(ligagdes rigidas)
_ Reissner 8,734 +22% 10,358 +28% 1,624 +68%
(ligagdes articuladas)
Bernoulli-Euler 5 95, 45% 4,671 42% 0,721 25%
(ligagdes rigidas)
Bernoulli-Euler 6,202 -13% 7,334 -10% 1,132 +17%

(ligagdes articuladas)

Por fim, comparando-se os resultados numéricos obtidos com a cinematica de Reissner e
com a cinematica de Bernoulli-Euler, ¢ possivel observar que considerando-se os efeitos do
cisalhamento hd um aumento de 10 % nos deslocamentos verticais no meio do vao,
considerando-se ligagdes rigidas, enquanto este aumento ¢ de 41 % considerando-se ligacdes
articuladas. Dessa forma, assim como destacado por Bank e Mosallam (1992), os efeitos do
cisalhamento no comportamento viscoelastico de perfis estruturais pultrudados de material
polimérico reforcado com fibra de vidro s@o relevantes e ndo podem ser negligenciados,
justificando-se a importancia da utilizagdo de formulagdes que levem em consideragdo tais

efeitos. Além disso, pelos resultados obtidos ¢ possivel verificar a capacidade da formulacao
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desenvolvida em descrever o comportamento viscoeldstico de estruturas constituidas por
materiais ortotropicos, contanto que seja possivel determinar os respectivos parametros

relacionados aos efeitos do esfor¢co normal e do cisalhamento.

7.3.4 Viga constituida por material polimérico reforcado com fibra de vidro

Neste ultimo exemplo de aplicagdo da formulagdo desenvolvida ¢ apresentada a andlise
numérica da fluéncia 4 flexao de quatro pontos de uma viga em perfil I pultrudado de poliéster
reforcado com fibra de vidro. Assim como no caso do pdrtico plano, o material da viga pode
ser considerado como ortotrépico ¢ as mesmas consideragdes devem ser feitas a fim de
possibilitar a utilizacdo da formulacdo desenvolvida no presente estudo. Os resultados
numeéricos obtidos sdo entdo comparados aos resultados experimentais referentes ao teste de

fluéncia a flexao de quatro pontos, disponiveis em Sa (2007) e Sé et al. (2011a).

A estrutura analisada consiste em uma viga biapoiada com comprimento (L) igual a 1,8 m
e secdo transversal I com dimensdes dadas por 150 x 75 x 8 mm. As forcas verticais sdo
aplicadas a 0,6 m dos apoios, com intensidade de 11,4 kN cada, e mantidas constantes durante
1600 h. Na Figura 7-70 ¢ apresentado o perfil estrutural real e algumas caracteristicas do ensaio
realizado e na Figura 7-71 ¢ apresentado um esquema representativo no qual € possivel verificar
as caracteristicas geométricas, as condi¢des de contorno e carregamento e as dimensdes da

secdo transversal da viga analisada.

Figura 7-70: Perfil estrutural real submetido ao teste de fluéncia a flexdo de quatro pontos (S4, 2007)

75 mm
8 mm L ‘
8 LELEN 150 mm

| 8 mnr L

Figura 7-71: Caracteristicas geométricas do perfil estrutural analisado
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A analise numérica do teste de fluéncia da viga apresentada em S4 (2007) e Sd et al. (2011a)
¢ realizada utilizando-se a formulagdo desenvolvida no presente estudo, considerando-se as
cinematicas de Bernoulli-Euler e de Reissner. Para tanto, em relacao a discretizagdo espacial,
sao adotados 12 elementos finitos de 0,15 m cada, com 10 pontos de Gauss ao longo do
comprimento e 28 pontos Gauss ao longo da altura. A ado¢ao de 28 pontos de Gauss ao longo
da altura necessaria para adequar a se¢ao laminada a geometria da se¢do transversal do perfil
estrutural. Por fim, em relagdo a discretizacao temporal, sao considerados 320 passos de tempo

iguais a 5 h.

Assim como na analise do portico plano, neste caso ¢ adotado o modelo de Boltzmann para
descri¢ao do comportamento viscoelastico. Para determinagdo dos parametros associado aos
efeitos do esforco normal, sdo utilizados os resultados experimentais de deformagdo axial
maxima no meio do vao, disponiveis em Sa (2007) e Sé ef al. (2011a) e apresentados na Figura
7-72. Em relacdo aos parametros associados aos efeitos do cisalhamento, diferentemente do
desenvolvimento realizado no caso do pdrtico plano, nos referidos trabalhos, ndo estdo
disponiveis os resultados de deformagdo por cisalhamento. Portanto, de uma forma
simplificada, ¢ adotada a razdo entre o mddulo de elasticidade longitudinal e o mddulo de
elasticidade transversal definido em S4 (2007) como grau de anisotropia e dado por £/G = 7,2.
A partir dessa relagdo sdo estimados os parametros associados aos efeitos do cisalhamento em
fun¢do dos parametros associados aos efeitos do esfor¢o normal. Dessa forma, a partir dos
resultados experimentais apresentados na Figura 7-72, utilizando-se a técnica de ajuste dos
parametros e considerando-se a relagdo entre os parametros associados aos efeitos do
cisalhamento e os parametros associados aos efeitos do esfor¢o normal, sdo obtidos os seguintes
parametros que caracterizam o material constituinte e que foram adotados nas analises
numgéricas: E, = 28,87 GPa, E, =190,23 GPa, 1 =97430,51 GPa‘h, G, =4,01 GPa,
G, =26,42 GPa e n; = 13532,02 GPa-h.
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Figura 7-72: Resultados experimentais referentes as deformagdes axiais maximas do perfil estrutural
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Os resultados numéricos, referentes ao deslocamento vertical no meio do vao (flecha total),

obtidos utilizando-se a formulagao desenvolvida, considerando-se as cinematicas de Bernoulli-

Euler e de Reissner, sdo apresentados na Figura 7-73. Adicionalmente, sdo apresentados os

resultados experimentais disponiveis em Sa (2007) e Sa et al. (2011a). Na Tabela 7-8 ¢

apresentado um comparativo entre os principais resultados obtidos e expostos na Figura 7-73.

Quanto ao tempo de processamento, as simula¢des duraram aproximadamente 778 segundos.
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Tabela 7-8: Resultados de flecha instantanea, flecha final e contribui¢@o da fluéncia para a flecha no meio do véo

Flecha Diferenca Flecha Diferenca Contribuigdo da Diferenca
Modelo elastica relativa ao viscoelastica relativa ao fluéncia para a relativa ao
instantanea resultado final resultado flecha final resultado
[mm)] experimental [mm)] experimental [mm)] experimental
Experimental 10,680 - 12,290 - 1,610 -
Reissner 11,308 +5,88% 12,667 +3,08% 1,359 +15,59%
Bernoulli-Euler 10,216 -4,35% 11,444 -6,88% 1,228 -23,73%

Os resultados apresentados na Figura 7-73 e na Tabela 7-8 demonstram a capacidade de

representacdo da formulagdo desenvolvida. As respostas numéricas obtidas apresentam perfis

de evolucdo dos deslocamentos verticais no meio do vao consistentes com os resultados

experimentais. Além disso, graficamente, a partir da Figura 7-73, é possivel observar uma

satisfatoria concordancia entre os resultados numéricos obtidos adotando-se a cinematica de

Reissner e os resultados experimentais, o que pode ser confirmado pelos resultados
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apresentados na Tabela 7-8. Por fim, comparando-se os resultados numéricos obtidos com a
cinemadtica de Reissner e com a cinemadtica de Bernoulli-Euler, ¢ possivel observar que, neste
caso, os efeitos do cisalhamento proporcionam um aumento de 10,69% nos deslocamentos
verticais no meio do vao em todos os instantes de tempo. Dessa forma, assim como destacado
por Bank e Mosallam (1992) e pelo proprio trabalho de Sa (2007), os efeitos do cisalhamento
no comportamento viscoeldstico de perfis estruturais pultrudados de material polimérico
reforgado com fibra de vidro sdo relevantes e ndo podem ser negligenciados, justificando-se a
importancia da utilizacdo de formulagdes que levem em consideragao tais efeitos. Além disso,
a partir dos resultados obtidos ¢é possivel verificar a capacidade da formulagao desenvolvida em
descrever o comportamento viscoeldstico de estruturas constituidas por materiais ortotropicos,
contanto que seja possivel determinar os respectivos pardmetros relacionados aos efeitos do

esfor¢co normal e do cisalhamento.
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo sdo apresentadas algumas conclusdes e observagdes acerca das formulagdes
desenvolvidas e dos resultados obtidos. Em seguida, sdo apresentadas algumas sugestdes para

trabalhos futuros e para prosseguimento das pesquisas na area.

8.1 Conclusoes

No presente estudo é desenvolvida uma formulagdo numérica, baseada no Método dos
Elementos Finitos Posicional, para descricdo do comportamento mecanico viscoelastico em
estruturas discretizadas por elementos de portico plano, considerando-se os efeitos do
cisalhamento. Para avaliagdo dos efeitos do comportamento viscoelastico sdo desenvolvidas
relagdes tensdo-deformacao deduzidas com base em modelos reoldgicos. Essas relagdes sdao
apresentadas inicialmente de uma forma geral e, na sequéncia, sdo particularizadas para
elementos de portico plano considerando-se as parcelas referentes ao cisalhamento. Para
avaliagdo numérica das contribuicdes dos efeitos do cisalhamento, os giros das segdes
transversais sao parametrizados de forma independente utilizando-se a cinematica Reissner. Tal

abordagem ¢ considerada original para descri¢do do comportamento viscoelastico.

A partir dos desenvolvimentos apresentados e dos resultados obtidos, a formulacdo
desenvolvida é considerada relativamente simples e capaz de considerar os relevantes efeitos
do cisalhamento no comportamento viscoeldstico. Esta simplicidade ¢ atribuida as expressdes
compactas e obtidas de forma intuitiva com base em conceitos de energia e no comportamento
fisico dos modelos reoldgicos. A capacidade de consideragdo dos efeitos do cisalhamento ¢
atribuida a concordancia dos resultados numéricos obtidos em relacdo aos resultados analiticos

e experimentais disponiveis na literatura.

Pode se destacar ainda que as relagdes tensdo-deformagao desenvolvidas e apresentadas de

uma forma geral no Capitulo 4, para os modelos reoldgicos de Kelvin-Voigt, de Boltzmann e
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de Zener, possibilitam ndo s6 a particularizacdo para elementos unidimensionais, como
apresentado no presente estudo, mas, a particularizagdo para elementos planos e espaciais em

futuros desenvolvimentos.

Portanto, os desenvolvimentos contidos no presente estudo e os resultados obtidos nas
analises sdo apresentados como contribui¢do para o processo de desenvolvimento e pesquisa
referente ao Método dos Elementos Finitos Posicional e para ampliacdo do entendimento a
respeito da descricdo numérica do comportamento viscoelastico e de seus efeitos em

componentes € sistemas estruturais.

A partir dos resultados obtidos nas analises apresentadas no item 7.1, é possivel observar
que a formulacdo ¢é consistente e foi implementada computacionalmente de forma bem
sucedida. Tal conclusao se baseia nos resultados obtidos em conformidade com os resultados
esperados conceitualmente e os resultados disponiveis na literatura, quando se variam os
valores dos parametros representativos das propriedades fisicas do material e os valores dos

parametros representativos das discretizagdes espacial e temporal.

A partir dos resultados obtidos em exemplos e aplicacdes apresentadas nos itens 7.2 ¢ 7.3,
¢ possivel observar a capacidade da formulag¢do desenvolvida em descrever o comportamento
viscoelastico considerando-se os efeitos do cisalhamento. Tal conclusdo se baseia nas
comparagdes entre os resultados obtidos adotando-se a cinematica de Reissner, os resultados
obtidos adotando-se a cinematica de Bernoulli-Euler e os resultados analiticos e experimentais
disponiveis na literatura. Nos casos analisados ¢ possivel observar uma contribui¢do
significativa dos efeitos do cisalhamento tanto no comportamento elastico instantdneo quanto
no comportamento viscoelastico ao longo do tempo, podendo-se verificar uma melhor

adequacgdo aos resultados experimentais quando estes efeitos sdo considerados.

Pode-se destacar ainda que a formulacdo desenvolvida no presente estudo ¢ baseada em
potenciais e tensores constitutivos proprios para materiais isotropicos e, consequentemente,
adequada para andlise de estruturas constituidas por materiais isotropicos. Entretanto,
utilizando-se a formulagdo desenvolvida € possivel analisar estruturas constituidas por
materiais ortotropicos, como realizado de forma bem sucedida nos subitens 7.3.3 e 7.3.4. Neste
caso, os parametros relacionados aos efeitos do cisalhamento ndo podem ser determinados por
meio da relacao resultante da isotropia e expressa pelo segundo parametro de Lamé (u). Estes

parametros devem ser obtidos a partir de resultados experimentais ou relagdes apropriadas e,
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posteriormente, inseridos nos pontos da formulacdo em que esses pardmetros seriam
determinados pelo produto entre o segundo pardmetro de Lamé () e os parametros relacionados

aos efeitos do esfor¢o normal, assim como apresentado nos subitens 7.3.3 ¢ 7.3.4.

Como apresentado no subitem 5.5.2, a formulagdao ¢ desenvolvida considerando-se a
parametriza¢do da altura da secdo transversal. Tal abordagem proporciona a idealizagdo da
secdo transversal como laminada, permitindo-se a avaliagdo da contribui¢do de cada lamina
para o comportamento viscoelastico, em fun¢do do nivel de tensdo atuante na mesma. O que
permite propor uma metodologia de calibragdo com base em resultados simples de ensaios de
fluéncia a tracdo e em uma técnica de ajuste dos parametros, como descrito no subitem 7.3.1.
Essa idealizagdo da se¢do transversal laminada permite ainda a analise de elementos estruturais
com geometria de se¢do transversal complexa, como os perfis estruturais analisados nos
subitens 7.3.3 e 7.3.4, e a analise de estruturas constituidas por materiais compostos por laminas
com propriedades fisicas distintas, como o painel sanduiche analisado no subitem 7.3.2.
Entretanto, neste ultimo caso, devido as secdes transversais permanecerem planas,
caracteristica das cinematicas adotadas na formulacdo desenvolvida, consideracdes adicionais
devem ser realizadas para impedir que os materiais que nao apresentam comportamento

viscoelastico restrinjam a evolug¢ao das deformagdes ao longo do tempo.

Além disso, ¢ importante destacar que em grande parte das andlises e exemplos
apresentados € possivel observar que a formulagdo € capaz de representar com maior eficacia,
apresentando resultados mais proximos em relagdo aos resultados analiticos e experimentais, o
comportamento viscoelastico real de longa duragdo. Tal fato estd relacionado a adog¢do, no
presente estudo, de modelos reoldgicos simples e de representacdo fisica limitada. Esta
limitag¢do pode ser contornada a partir da adogao de modelos reoldgicos mais complexos obtidos
a partir dos modelos reologicos generalizadas de Maxwell e de Kelvin-Voigt e da adequada
consideracdo do numero de pardmetros necessdrios para a descricdo completa do
comportamento mecanico. Entretanto, tal procedimento acarreta uma maior complexidade das
expressoes obtidas e, consequentemente, dos procedimentos de implementacao computacional
requeridos, resultando, ainda, em pardmetros de interpretacdo menos intuitiva e de

determinagdo consideravelmente mais complexa.

Por fim, a partir dos resultados obtidos € possivel verificar a relevancia dos efeitos do
cisalhamento para o comportamento viscoelastico, justificando-se a importancia da utilizagao

de formulacdes que levam em consideracao tais efeitos. Estes resultados estdo de acordo com
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diferentes estudos experimentais disponiveis na literatura, os quais reforcam que os efeitos do

cisalhamento no comportamento viscoelastico nao podem ser negligenciados, dependendo das

caracteristicas fisicas do material, das caracteristicas geométricas do elemento estrutural e das

condigdes de servigo impostas, como pode ser observado nos trabalhos de Bank e Mosallam
(1992), Mottram (1993), Abdel-Magid et al. (2003), Shao e Shanmugam (2004), Sa et al.
(2011a) e Sa et al. (2011Db).

8.2 Sugestoes para trabalhos futuros

A partir da formulagdo desenvolvida, dos resultados obtidos e das limitagdes observadas,

sdo apresentadas as seguintes sugestdes para trabalhos futuros:

1)

2)

3)

4)

5)

Realizar ensaios de fluéncia a tra¢ao e de fluéncia a flexdo em materiais isotropicos que
apresentam comportamento viscoelastico relevante, a fim de avaliar a metodologia de

calibragao proposta.

Generalizar a formulagdo desenvolvida para andlise de materiais ortotropicos e

materiais anisotropicos, partindo-se de potenciais e tensores constitutivos adequados.

Desenvolver a formulagdo, baseada no Método dos Elementos Finitos Posicional, para
descricdo do comportamento viscoelastico utilizando-se elementos finitos planos e
adotando-se as matrizes constitutiva e viscosa para os estados planos de tensdo e de

deformacao apresentadas no item 3.4.

Desenvolver a formulagdo, baseada no Método dos Elementos Finitos Posicional, para
descricdo do comportamento viscoelastico utilizando-se elementos finitos de portico
com cinematica de Reissner e considerando-se a perda da planicidade da se¢do

transversal

Implementar modelos reoldgicos mais complexos, com base no modelo reologico
generalizado de Kelvin-Voigt, para descricdo do comportamento viscoeléstico de forma
mais precisa ao longo de todo o intervalo de tempo considerado. Adicionalmente,
implementar uma técnica de determinacao da quantidade de parametros e dos valores
dos parametros adotados no modelo reolégico generalizado de Kelvin-Voigt a fim de se
obter os melhores ajustes entre os resultados numeéricos e aos resultados experimentais,

como o Método de Otimizag¢do por Nuvem de Particulas utilizado em Kiihl et al. (2016).
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APENDICE — DEFORMACAO NAO LINEAR DE ENGENHARIA

Neste apéndice ¢ apresentado um desenvolvimento para demonstrar que a medida de
deformacao de engenharia adotada no presente estudo e desenvolvida no item 3.3 ¢ adequada
para trabalhar em regime de grandes deformacdes e, por isso, denominada deformagao nao

linear de engenharia em Greco (2004) e Maciel (2008).

Assim como apresentado no item 3.2, a mudanca de configuragdo na vizinhanga de um
ponto material pode ser caracterizada pelo tensor gradiente de deformacao (F), portanto, as
medidas de deformagao podem ser obtidas a partir de adequadas expressdes em termos deste
tensor gradiente de deformacdo, de forma que os movimentos de corpo rigido sejam

desconsiderados.

Conforme apresentado em Maciel (2008), quando um corpo passa da configuragdo
indeformada para a configura¢do deformada, a variagdo do comprimento de uma fibra pode ser

expressa por:
|dX| — |dx| (A-1)

em que dx representa o comprimento da fibra na configuragdo indeformada e dX representa o

comprimento da fibra na configuragdo deformada.

Considerando-se que esta fibra, apos a mudanca de configuragdo, ndo apresenta variacao

de comprimento, tem-se:
|dX| — |dx| =0 (A-2)

Lembrando-se que, assim como apresentado no item 3.2, o0 mapeamento de uma fibra na
configura¢do deformada pode ser expresso em termos da fibra na configuragdo indeformada e

do tensor gradiente de deformacao, tem-se:
dX =F dx (A-3)

Multiplicando-se os dois lados da Equagao (A-3) por dX, tem-se:
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dX -dX = (F dx) - (F dx) (A-4)
ldX|? = dxT(FTF)dx (A-5)
Subtraindo-se |dx|? nos dois lados da Equacdo (A-5), tem-se:
ldX|? — |dx|? = dx - (FTF — Ddx (A-6)
em que [ representa a matriz identidade.

A Equacao (A-6) representa a diferenca entre os quadrados dos comprimentos da fibra nas
configuragdes indeformada e deformada. Dessa forma, para satisfazer a condi¢do de
indeformabilidade da fibra dx, dada pela Equacao (A-2), é necessario ¢ suficiente adotar a

condigdo expressa por:
FTF =1 (A-7)

Neste caso, o tensor gradiente de deformacao compreende apenas os movimentos de corpo
rigido. Quando a condicdo expressa pela Equacdo (A-7) ndo ¢ satisfeita, ¢ dito que o corpo
apresenta deformacdo, além dos movimentos de corpo rigido. Dessa forma, a medida de
deformagdo pode ser determinada, desconsiderando-se os movimentos de corpo rigido, a partir

de adequadas expressdes com base no termo:
FTF—1 (A-8)
Como exemplo, pode ser citado o tensor de deformagao de Green, expresso por:
E= %(FTF ~1) (A-9)
ou, ainda, o tensor de deformagdo de Almansi, expresso por:

e = %(1 — BTB) (A-10)

em que:

B=FHT (A-11)
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Na literatura, normalmente, o tensor de deformacdo de Green ¢ expresso em func¢do dos

deslocamentos, sendo o vetor dos deslocamentos definido como:
u; = Xi — X (A'lz)

Avaliando-se o gradiente da Equacdo (A-12), tem-se:

axl- B axl- axl- B B ( i )

em que H representa o tensor gradiente de deslocamento.
Dessa forma, o tensor gradiente de deformagdo pode ser expresso por:
F=H+I (A-14)

O tensor de deformagao de Green pode ser, entdo, reescrito como:
1 1
E=§(FTF—I)=E(H+HT+HTH) (A-15)

A Equacdo (A-15) representa a relagdo “exata” entre o tensor de deformacdo e o tensor
gradiente de deslocamento, sendo, dessa forma, considerada adequada para trabalhar em regime
de grandes deslocamentos e grandes deformagdes, denominada elasticidade ndo linear (Mal e

Singh, 1991).

Quando se considera o regime de pequenas deformagdes e pequenos deslocamentos, os
deslocamentos u; sdo quantidades relativamente pequenas, sendo o gradiente u;,; quantidades
ainda menores e, consequentemente, podendo ser desconsiderados os termos de segunda ordem
dados por u;,; u;,;. Dessa forma, os termos de segunda ordem na Equagéo (A-15) podem ser

negligenciados, sendo o tensor de deformacdo expresso de forma simplificada, ou linearizada,

por:
1
E=5(H+H (A-16)

denominado tensor infinitesimal de deformacao, utilizado na elasticidade linear.
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Comparando-se o tensor de deformacao de Green (dito exato), expresso pela Equagdo (A-
15) e a medida de deformacdo de engenharia adotada no presente estudo, apresentada no item

3.3 e reescrita a seguir:

_|dX| —|dx| _|dX]

€ - Y24
™ dx| |dx]

1=24,—1=(m"(FTFm))

(A-17)

em que m representa um versor unitario que indica a direcdo da deformagao, pode-se perceber
que o termo FTF ¢ considerado de forma completa na medida de deformacdo de engenharia.
Portanto, a medida de deformacdo de engenharia adotada no presente estudo considera os
termos de ordem superior, sendo esta adequada para trabalhar em regime de grandes
deformagdes e, por isso, denominada deformagao ndo linear de engenharia em Greco (2004) e

Maciel (2008).

Além disso, ¢ importante destacar que no presente estudo ¢ utilizado o Método de Newton-
Rapshon para a resolugao do sistema nao linear, obtido pela aplicagdo do Principio da Minima
Energia Potencial Total. Tal método proporciona uma avaliacdo iterativa a fim de determinar o
equilibrio da estrutura na posi¢do deformada a cada passo incremental (de for¢a ou de tempo).
Dessa forma, a cada iteragdo do método ¢ avaliado o equilibrio da estrutura na configuragao
deformada, caso o equilibrio ndo seja satisfeito, € realizada uma nova iteragdo corrigindo-se a
configuracdo deformada e reavaliando-se o equilibrio da estrutura na nova configuragao
deformada. O processo iterativo € repetido até que se obtenha a posi¢ao deformada de equilibrio
da estrutura para o passo incremental considerado. Apds a obtengdo do equilibrio, ¢ realizado
um novo passo incremental (de forca ou de tempo), sendo o processo iterativo repetido,
novamente, até se obter o equilibrio para o passo considerado. Esse processo incremental
iterativo € repetido até que todos os passos de forga e/ou de tempo sejam considerados. Dessa
forma, considera-se que a abordagem apresentada no presente estudo ¢ capaz de trabalhar em

regime de grandes deslocamentos e grandes deformagoes.



