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Resumo

Um grupo nao abeliano ¢ dito metahamiltoniano se todos seus subgrupos nao abeli-
anos sao normais. Desde que ja existem resultados sobre os grupos metahamiltonianos
infinitos e metahamiltonianos nao nilpotentes finitos, pretende-se obter mais informacoes
sobre o caso nilpotente finito. Mas, para este caso, é suficiente concentrar-se na inves-
tigacao dos p-grupos metahamiltonianos finitos. Portanto, nesta dissertacao, desenvolve-
remos algumas propriedades importantes de p-grupos metahamiltonianos, provadas em

[1] por L. J. An e Q. H. Zhang, a fim de propiciar o estudo da classificagao destes grupos.

Palavras chaves: Grupos metahamiltonianos, p-grupos metahamiltonianos, grupos ha-

miltonianos, grupos dedekindianos.



Abstract

A non-abelian group is called metahamiltonian if all its non-abelian subgroups are nor-
mal. Since there are results on infinite metahamiltonian groups and finite non-nilpotent
metahamiltonian groups, we intend to obtain information on the finite nilpotent case.
In this case, it is enough to focus on the study of finite metahamiltonian p-groups. In
this dissertation, we will develop important properties of the metahamiltonian p-groups

proved by L. J. An e Q. H. Zhang in [1].

Keywords: Metahamiltonian groups, metahamiltonian p-groups, hamiltonian groups,

dedekindian groups.



Lista de Simbolos

e H JG: H é subgrupo normal de G.

e H < (: H é subgrupo de G.

e H < (G: H é subgrupo préprio de G.

e kerp: Nicleo de um homomorfismo .

e /myp: Imagem de um homomorfismo ¢.

e Z(G): Centro do grupo G.

e [G: H]: Indice de H em G.

e G = H: G e H sao isomorfos.

e (G X H: O produto direto de G e H.

e (G x H: O produto semidireto de G por H.

e cxp(G): Expoente do grupo G.

e H char G: H é subgrupo caracteristico em G.

e (C,: Grupo ciclico de ordem n.

e (" Produto direto de m grupos ciclios de ordem n.
e (Jg: Grupo dos quatérnios de ordem 8.

e D,: Grupo diedral de ordem 8.

e (C(z): Classe de conjugacao do elemento x de um grupo.

e Cg(x): Centralizador do elemento no grupo.



Cq(H): Centralizador de H em G.
N¢(H): Normalizador de H em G.

|G|: Ordem do grupo G.

o(z): Ordem do elemento = de um grupo.
cl(@): Classe de nilpoténcia do grupo G.
p | ¢ p divide q.

p1q: pnao divide q.

d(G): numero minimal de geradores do grupo.
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Introducao

A teoria de grupos é um dos ramos mais antigos da algebra moderna. Suas origens
podem ser encontradas, por exemplo, nos trabalhos de J. Lagrange (1736-1813), P. Ruffini
(1765-1822) e E. Galois (1811-1832) sobre teoria de equagdes algébricas. Ao passar
dos anos, com o término da classificacao dos grupos simples finitos, resultado esse, que
mobilizou empenho e esforco de diversas geragoes de matematicos, a teoria de grupos foi
dividida em varias areas de interesse.

Conhecendo as propriedades dos subgrupos de um grupo, o que podemos dizer sobre
este grupo? Este é um dos temas que tem sido de interesse consistente na teoria de
grupos, tanto que alguns autores se dedicaram, por exemplo, ao estudo de grupos cuja
totalidade ou parte dos seus subgrupos apresentam uma mesma propriedade. Foi assim
com Dedekind (1831-1916) que se concentrou no estudo de grupos cujos todos os seus
subgrupos sao normais, os chamados grupos de Dedekind ou grupos dedekindianos. Em
1897, Dedekind classificou os grupos dedekindianos finitos [6]. Em 1933, Baer (1902-1979)
classificou os grupos dedekindianos infinitos [3].

Em particular, um grupo de Dedekind nao abeliano é dito hamiltoniano. A estrutura
de um dado grupo nao abeliano que contém somente subgrupos normais é bem conhecida,
sendo da forma K x A x E, onde K é isomorfo ao grupo dos quatérnios de ordem 8, A
¢ um grupo abeliano com todos elementos de ordem impar e £ é um 2-grupo abeliano
elementar.

Sendo assim, chegamos nos grupos metahamiltonianos: grupos nao abelianos em que
todos os seus subgrupos nao abelianos sao normais. Tal conceito é uma generalizacao
natural dos hamiltonianos.

A classe dos grupos metahamiltonianos foi introduzida numa série de artigos por
G. M. Romalis e N.F. Sesekin, que investigaram propriedades dos metahamiltonianos
infinitos ([15], [16], [17]). J& Nagrebeckii ([10], [11], [12]) se dedicou ao estudo de grupos
metahamiltonianos finitos e, neste caso, uma caracterizacao dos metahamiltonianos nao

nilpotentes foi dada em ([11]):
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Teorema 0.1. Suponha que G é um grupo nao nilpotente finito. Entao G € metahamil-
toniano se, e somente se, G = SZ(G), onde S € um dos sequintes grupos:

(1) P xQ, onde P é um p-grupo abeliano elementar, Q) € ciclico e mde(p,|Q]) = 1.

(17) Qs X Q, onde Q) € ciclico e mde(|Q)],2) = 1.

(ii7) P x Q, onde |P| = p3, p>5, Q € ciclico e mdc(p, |Q]) = 1.

Para o caso dos grupos nilpotentes finitos, pouco se sabe. Mas, uma vez que um grupo
nilpotente finito pode ser escrito como produto direto dos seus p-subgrupos de Sylow, o
problema se reduz a investigacao dos p-grupos metahamiltonianos finitos. Situagao essa,
um pouco mais complexa que a dos grupos nao-nilpotentes.

Portanto, o objetivo desse trabalho é conhecer e explorar algumas propriedades dos p-
grupos metahamiltonianos finitos, para que através destas, seja possivel identificar alguns
grupos que pertecem a essa classe. Além disso, entendemos que tais propriedades sao
essenciais para o estudo da classificacao destes grupos. Como referéncia, nos basearemos
principalmente em [1].

No Capitulo 1, abordaremos alguns conceitos da teoria de grupos e desenvolveremos
alguns resultados que serao importantes ao longo da dissertacao.

J&a no Capitulo 2, estudaremos os grupos hamiltonianos e suas propriedades. Além
disso, demonstraremos o teorema que classifica estes grupos. Observamos que este
capitulo é uma motivacao para o estudo do Capitulo 3, onde trataremos dos grupos
que generalizam o conceito de grupos hamiltonianos.

Finalmente, no Capitulo 3, vamos apresentar os grupos metahamiltonianos. Mais
especificamente, trabalharemos algumas propriedades dos p-grupos metahamiltonianos

finitos e desenvolveremos um teorema que os caracteriza.



Capitulo 1
Conceitos iniciais

Neste capitulo, abordaremos alguns conceitos iniciais da Teoria de Grupos finitos que
se farao necessarios no decorrer desse trabalho. Mais especificamente, conceituaremos
os comutadores, grupos nilpotentes, séries centrais, p-grupos, subgrupo de Frattini, bem
como estudaremos suas propriedades. Também falaremos sobre grupos nao abelianos
minimais, grupos que satisfazem a condicao de Engel, p-grupos extra-especiais, entre
outros.

As principais referéncias utilizadas neste capitulo foram [7], [8], [14] e [18].

1.1 Resultados gerais sobre grupos

Nesta secao, introduziremos de forma breve e objetiva algumas defini¢oes e resultados
relacionados a grupos finitos.

Primeiramente, recordemos que um automorfismo de um grupo G é um isomorfismo
¢ : G — G. Denotaremos o conjunto dos automorfismos de G por Aut(G). E facil ver

que Aut(G) é um grupo com a operagao de composigao de fungoes.

Exemplo 1.1. Seja K um grupo de Klein, isto é, um grupo de ordem 4, tal que todo
elemento nao trivial tem ordem 2. Vamos encontrar Aut(K). Sendo assim, suponha
K = {1,a,b,ab}. Desde que os automorfismos preservam a ordem dos elementos, os

automorfismos de K sao dados por:

@Y1 - K4—>K4 Y2 - K4HK4 Q3 - K4—>K4
ar—a ar—a ar—b
b—b. b+— ab. b— a.
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s Ky — Ky ¢5: Ky— Ky @g: Ky— Ky
a—0b a +— ab a+— ab
b+ ab. b— a. b b.
Logo, |Aut(K)| = 6. Além disso, Aut(K) ndo é abeliano, pois pap3 = Y5 € Y302 = Q4.
Portanto, Aut(K) = Ss.

Definicao 1.1. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. O subgrupo H é chamado
de caracteristico em G, sendo denotado por H char G, se o(H) = H, para todo auto-

morfismo ¢ de G.
Uma vez que para cada g € GG, temos que

v: G—(G

T +— gilIg

é um automorfismo de G, segue que todo subgrupo caracteristico em G é normal em G.

Lema 1.1. Sejam G grupo e H, K subgrupos de G. Entao:

(1) Se H char K e K char G, entao H char G.
(17) Se H char K e K <G, entio H 1G.

Demonstracao. (i) Se p € Aut(G), entdo p(K) = K e, assim, a restrigdo ¢|x : K — K
¢ um automorfismo de K. Desde que H char K, segue que ¢(H) = (¢|x)(H) = H, o
que implica em H char G.

(17) Sejam a € G e

v: G—CG
r— alga

Desde que K < G, temos que ¢|x : K — K é um automorfismo de K. E como
H char K, (¢|x)(H) = H. Isto quer dizer que se h € H, entdao a 'ha = p(h) € H e
temos H < G. ]

Definicao 1.2. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Definimos o normalizador
de H em G, denotado por Ng(H), como:

Ne(H)={9€G|g 'Hg=H}.

Definicao 1.3. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Definimos o centralizador
de H em G, denotado por Cq(H), como:

Co(H)={9€G|gh=hg,VheH}.
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E facil verificar que Ng(H) e Co(H) sdo subgrupos de G e que C(H) esté contido

em Ng(H). Sendo assim:

Teorema 1.1. (Teorema do Normalizador-Centralizador) Sejam G um grupo e H um

subgrupo de G. Temos que:

s

(H
Co(H)
Demonstragdo. Se tomarmos g € Ng(H) e v € Cq(H), vamos ter que g 'zg € Co(H).

~—

Co(H)INg(H) e

¢ isomorfo a um subgrupo de Aut(H).

De fato, se h € H, entao:
(97" zg)h =g~ x(gh)

=g 'z(h1g), para algum h; € H

=g 'hizg

=h(g™"'xg).
Portanto, Cq(H) < Ng(H).

Agora, uma vez que se g € Ng(H), temos g~ *hg € H, para todo h € H, considere os
automorfismos:
pg: H— H
h+— g 'hg.

Seja:

©: Ng(H) — Aut(H)

g Pqg-

Para todo h € H e quaisquer g1, g € GG, temos:

Porgo () =(9192) " hg192
=05 91 ' hg192
=05 g (1) g5
=02 (g, (1))

Logo, ¢ é um homomorfismo. Além disso, note que:
Kerp ={g € Na(H) | ¢, = Id}
={g € Ng(H) | p,(h) = h,¥ h € H}
={9 € No(H) | hg = gh,V h € H}
=Cq(H),
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ja que Cq(H) < Kerg. Mas entao pelo Teorema do isomorfismo,

Ng(H)
Ca(H)

= Ime < Aut(H).

1.2 Calculo de comutadores

Definicao 1.4. Sejam G um grupo e x,y elementos de G. O conjugado de x por y serd

1

dado por x¥ =y xy. Além disso, definimos o comutador de x ey como:

[z,y] = &y ay.

Desta forma, temos que x comuta com y se, e somente se, [x,y] = 1. Definimos ainda,

indutivamente, os comutadores de comprimento n > 2 como:
[T1, o, Tp) = [[1, -+, Tpea], T
Definicao 1.5. O comutador de dois subgrupos H e K de um grupo G ¢ definido como:
H,K| = ([h, k]| he H k€ K).
Veremos, a seguir, algumas propriedades de comutadores.

Proposicao 1.1. Sejam x,y, z elementos de um grupo. Entao:

v) [z y2] = [z, 2][z, 9]
vi) Identidade de Witt: [x,y~t, z)Y[y, 271, z)*[z, 27, y]* = 1.

1 1

Demonstracao. (i) [y,z]™' = (y 'z yz) ™ = 27y toy = [z, y].
(i1) 2¥ = za~y oy = z[z, 9]
(i11) [z, y)* = z o ez y e ez Ty = (22, 7).

(i) [y, 2] = (zy) 'z (zy)z =y o te  ayz = [z, 2]y, 2.
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(v) Anélogo ao item anterior.

(vi) Sejam u = xzx lyx, v = yry~l2zy e w = zyz~'zz. Entao:

[,y 2] = (o tyay ' 2)Y =y Ny ly e e ey )y

= (a7 ly ez (yxy T 2y)
= u_lv,
e, similarmente, obtemos [y, 27! z]* = v w e [z, 271, y]* = w™'u, donde segue que:
[z, 97" 2 [y, 271 o)z, 27 y)* = w v hww T e = 1,
como queriamos. |

Definicao 1.6. Seja G um grupo e X C G. Definimos o fecho normal de X em G,
denotado por X, como
XC=(¢gzg|re X, geq).

Vale dizer que X% é o menor subgrupo normal de G contendo X, ou seja, X¢ =
Ny<c, xen N
Proposicao 1.2. Seja X um subconjunto e K um subgrupo de um grupo G. Entao
XK = (X, [X, K]).
Demonstragdo. Seja 2* € XX com z € K,k € K. Note que 2% = z[z, k] € (X, [X, K]).
Por outro lado, uma vez que X < X¥ e [X, K| < X¥ temos (X, [X, K]) < XK. O

Proposicao 1.3. [H, K] < H se, e somente se, K < Ng(H).

Demonstragdo. Note que [h, k] = h™'k~'hk € H se, e somente se, temos k~'hk € H,
para todo k € K, ou seja, se, e somente se, K < Ng(H). ]

Lema 1.2. (Lema dos Trés Subgrupos) Sejam X, Y e Z subgrupos de um grupo G e N
um subgrupo normal em G. Se [X,Y, Z], [Y,Z, X] < N, entao [Z,X,Y] < N.

Demonstracao. Sejam x € X, y € Y e z € Z. Desde que N é normal em G e
(X,Y.Z], [V, Z,X] < N, temos que [z,y ', 2]V e [y,27}, x]* sdo elementos de N. As-
sim, pela identidade de Witt:

_ 1 -1 1 o
([z.y™" 2 ly, 271 al®) = [z,27 1 y)" € V.

Ao conjugarmos [z, 271, y]® por 27!, obtemos que [z,27!,y] € N. Fazendo 2/ = 271,

temos que [z,2',y] € N, para todo z € Z, 2’ € X ey € Y. Desde que [Z, X,Y] é gerado

por elementos dessa forma, obtemos que [Z, X, Y| < N, como afirmado. O
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Proposicao 1.4. Sejam H, K e L subgrupos normais em G. Entao:
|[HK,L|=[H,L||[K,L] e [L,HK|=[L, H|[L, K].

Demonstracao. Claramente temos que [H, L|[K, L] < [HK, L]. Por outro lado, se = €
[HK, L], entao x = [hk,l], onde h € H, k € K, | € L. Mas observe que pela Proposigao
1.1:

x = [hk,1] = [h, [k, 1] = [n*, 1*][k, 1] € [H, L][K, L].

A segunda igualdade segue analogamente. O

Definicao 1.7. Seja G um grupo. Definimos o subgrupo derivado ou subgrupo comutador

de G, denotado por G', como:
G' = ([z,y] |2,y € G).
Ou seja, G' € gerado pelos comutadores dos elementos de G.
Nao é dificil verificar que G’ é um subgrupo normal em G.
Proposicao 1.5. Sejam G um grupo e x, y elementos de G. Considere ainda, H, K e

L subgrupos de G e ¢ : G — H um homomorfismo de grupos. Entao:

(@) ¢z, 9]) = lp(2), p(y)]-
(17) o([H,K]) = [¢e(H), o(K)]. Em particular, o subgrupo comutador de dois subgrupos

caracteristicos em G € ainda caracteristico.

(i1i) Se N <G, entao [HN KN} Lt K]N.

N’ ' N| N
Demonstracao. Segue diretamente da definicao de homomorfismo e do Teorema da Cor-
respondéncia de grupos. O

Pela proposicao acima, temos que G’ é caracteristico em G.

Lema 1.3. Seja H = (z,y) um grupo tal que [z,y] € Z(H). Entdo, verificamos as se-

guintes afirmacgoes para r > 2, r € N:

(i) [+, ) = [z, 9] = [2,97].
(1) (zy)" = 2"y [y, 2]).
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Demonstracao. (i) Vamos provar que [27,y| = [z,y]". Para isso, usaremos indu¢ao sobre
r € N. Se r = 1, o resultado é imediato. Suponhamos, entao, que a igualdade é valida
para algum r — 1, com r > 1. Vamos verificar que vale para r. De fato, utilizando a

Proposigao 1.1 e o fato de que [z, y] € Z(H), obtemos:

A segunda igualdade segue de forma analoga.
(1) Usaremos indugao sobre r > 2, r € N. Parar = 2 temos, ao aplicar que [z,y| € Z(H),

o seguinte:

r

2y?ly,2]%) = 2%y, 2] = 2yly, 2ly = (ay)*
Agora, vamos assumir que a igualdade é valida para algum n > 2, isto é, que (zy)" =

x"y"y, z] (2). Verificaremos que a afirmacao é valida para n + 1. De fato, temos

(2y)™" = (zy)"(xy) = 2"y"[y, 2] Dy = 2"y zyly, 2] ).

Como
n,.. __ n,—n_.—1 n_, __ nl, n _ n n
y'r=ay"y "y = 2y y", 7] = oy"y, )",
ao substituirmos na expressao anterior, temos o seguinte:

n

— o"xy" [y, ] yly, ]

n+1)

) y,2)("3),

) _ l,n-i—l n+1[

(zy Y
CcOMo esperavamos. ]

A seguir, destacamos algumas propriedades relacionadas ao subgrupo comutador.

Proposicao 1.6. Sejam G um grupo e H um subgrupo normal em G. Entdo, o grupo

quociente G/H ¢é abeliano se, e somente se, G' < H.
Demonstragao. Se G/H é abeliano, entao:

vyH = yorH = 2 'y layH = H = [2,y] € H, para todo z,y € G = G’ < H.
Reciprocamente, se G’ < H, temos o seguinte:

vyH = yro 'y oyH = yx [z, y) H = yorH.
G
E !

E, portanto, G/H é abeliano. ]
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Ressaltamos que, pela proposicao acima, G/G’ é o maior quociente abeliano do grupo

G. Ou, equivalentemente, G’ é o subgrupo de menor ordem em G, tal que o quociente
G/G" é abeliano.

Lema 1.4. Seja G = (X), entdo G' = ([x,y]|z,y € X)C.

Demonstragio. Vamos denotar N = {[z,y]|x,y € X)¢. Claramente, N < G'. Agora,
precisamos mostrar a inclusao inversa. Para isso, vamos mostrar que o quociente G/N é
abeliano.

De fato, pois se z;,z; € X, onde @ # j, entao:

riwj N = 2,2 x;lxj’la:ixj N = x;z;N.
——
eN
Isto é, os geradores comutam. Logo G/N é abeliano e pela proposi¢ao acima, G < N.
Logo, G' = ([z,y]lx,y € X)¢, O

Observagao 1.1. Se G = (x,y), entdo pelo Lema acima, temos que G' = ([z,y])¢. Mas,
note que se G = (z,y) e [x,y] € Z(G), entao G' = ([z,y]).

Exemplo 1.2. Vamos considerar o grupo dos quatérnios de ordem 8, cuja apresenta¢ao
¢ dada por:
Qs = {a,b|a* =1, a* =1*, [a,b] = a?).

O reticulado de subgrupos do Qg € o sequinte

{1}
onde (ab), {a), (a®) e (b) sdo subgrupos normais de Qg, (a®) € subgrupo de {ab) e de (b)
e é um subgrupo normal de {(a).
Sabemos que Qg € um grupo nao abeliano de ordem 8 e, portanto, |Z(Qg)| = 2. Desde

2

que os subgrupos proprios de Qg sao ciclicos e a® € o unico elemento de ordem 2 em (g,

temos que Z(Qg) = (a®). Uma vez que [a,b] = a*, pela observagdo acima, temos que

Qs = (a®) = ([a,b]).
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Definicao 1.8. Um grupo G ¢ dito metabeliano, se existe N um subgrupo abeliano e

normal em G, tal que G/N € abeliano.

Observe que a definicao acima, implica que G é metabeliano se, e somente se, G’ é

abeliano, ja que G/N é abeliano se, e somente se, G' < N.

1.3 Grupos nilpotentes
Definicao 1.9. Um grupo G € nilpotente se contém uma série de subgrupos:
{]_}ZG()SGlSSGn:G,

tal que cada subgrupo G; € normal em G e % < Z(g ). Uma série com esta propriedade

¢ chamada uma série central de G.

Definicao 1.10. Se G ¢ um grupo nilpotente, entdo a classe de nilpoténcia de G, de-

notada por cl(G), € o comprimento da menor série central de G. Se G = {1}, entao
c(G) =0.

Definicao 1.11. Dado um grupo G, definimos:

Zi+1 (G)

:Z(Zi?G)>’ para 1> 1, 1 € Z.

Como Z;(G) < Z;+1(QG), temos a sequinte série:
{1} =2Z,(G) < Z1(G) = Z(G) < ... < Z;(G) < ...
Esta série ascendente de subgrupos de G é chamada de série central superior de G.

Observacao 1.2. Ressaltamos que:

Zin(G) G Zin(G) G e
Zi(G) 7 <Z1(G)) - [ Zi(G) ’Zi(G)} = {1} = [Zit1(G),G] < Zi(G).

Observagao 1.3. Observamos que cada termo Z;(G) € um subgrupo caracteristico em G
e, consequentemente, cada Z;(G) € normal em G, i > 1.
De fato, vamos mostrar usando indug¢ao sobre i. Parai = 1, temos que Z(G) char G,

pois se a € Z(Q) e ¢ € Aut(G), usando a Proposi¢io 1.5:

[p(a), G] = [p(a), p(G)] = ¢([a, G]) = (1) = 1.
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Agora, suponhamos que o resultado € valido para algum n > 1, isto é, Z,(G) char G.

Sejam a € Z,11(G) e ¢ € Aut(G). Pela observagdao anterior, obtemos:

[p(a), G] = [p(a), (G)] = ¢ ([a, G]) < @(Za(G)) = Zu(G).

Logo, p(a) € Z,11(G) e, portanto, Z,1(G) char G.
Exemplo 1.3. Todo grupo abeliano G € nilpotente, pois:

{1} = Zy(G) < Z(G) = G.
Neste caso, temos que cl(G) = 1.

Definigao 1.12. Seja G um grupo. Definimos indutivamente:

%(G) = [1i1(G), G, i > 3.

Lema 1.5. Seja G um grupo. Entao v;(G) € um subgrupo caracteristico em G, para todo

1> 1,1 €7Z. Desse modo, seque que a sequinte cadeia descendente de subgrupos de G:

¢ uma série central e é chamada de série central inferior de G.

Demonstragao. Vamos verificar que cada termo 7;(G) é um subgrupo caracteristico em

G usando indugao sobre .

Se i =1, entdo v1(G) = G e o resultado ja vale. Suponhamos que o resultado é vélido

para algum ¢ > 1, isto é, v;(G) char G. Tome ¢ € Aut(G). Pela Proposigao 1.5:

P (1i41(G)) = o([1(G), G]) = [p(1i(G)), #(G)] = [%:(G), Gl = 71 (G).

Assim, 7;(G) char G e, consequentemente, v;(G) < G, para todo i > 1.
Além disso, desde que v;(G) = [vi-1(G), G|, temos:

= 1i(G) G implicando em 711(G)
= [ (@) ’w(G)] plicando em — ) SZ(

Portanto, temos uma série central, como afirmado.

7i(G)

) , para todo ¢z > 1.
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Destacamos que as séries centrais inferior e superior podem estabilizar a partir de um
determinado termo. Mas, se para um grupo G, tem-se v,.1(G) = {1} e 74(G) # 1, entao
G ¢é nilpotente e segue que cl(G) = d. Da mesma forma, se Z.(G) = G e Z._1(G) # G,
entdo G é nilpotente e cl(G) = ¢. Além disso, temos que se G é um grupo nilpotente,
entao suas séries centrais inferior e superior tém o mesmo comprimento e este niimero é
a classe de nilpoténcia de G, como pode ser visto no exemplo abaixo. Tais afirmacoes

podem ser verificadas em [14].

Exemplo 1.4. O grupo dos quatérnios de ordem 8 € nilpotente. Observe as séries centrais
de Qg.

A série central inferior de Qg € dada por:
Qs = 711(Qs) > 72(Qs) > 13(Qs) = {1},
pois Qs = 12(Qs) = Z(Qs) € 13(Qs) = [12(Qs), Qs] = [Z(Qs), Qs] = {1}.

Ja a série central superior de Qg € dada por:
{1} = Z,(Qs) < Z(Qs) < Z2(Qs) = Qs,

- Zy(Qs) Qs ) Qs _
OIS _Z<Z(Q8)> = 7009 = Z5(Qs) = Qs.

Note que as séries possuem o mesmo comprimento e, portanto, cl(Qg) = 2.

A seguir, veremos algumas propriedades relacionadas aos termos das séries centrais

de um grupo G.

Teorema 1.2. Sejam G um grupo e N um subgrupo normal em G. Entao:

. — = —— > 1-
Vi (N) N para todo @ >

7i(G)
N

G
Particularmente, se N < ~;(G), entdo ; (N) =

Demonstracao. Vamos fazer indugao sobre i. Se ¢ = 1, temos que:
G\ G m(G)N
0 (%)= %=
e o resultado é vélido.
Agora, suponhamos que o resultado seja vélido para algum i — 1 > 1. Entao, temos:
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Desse modo, utilizando as Proposicoes 1.4 e 1.5, obtemos que:

@))%
[l

N
— [72 1(G ]N
N
h/z I(G)a G] [Na G]
N
_ n(GN
N )
como queriamos. O

Teorema 1.3. Para todo grupo G, temos [v;(G),v;(G)] < 74i+;(G), para i,j inteiros

POSILIV0S.

Demonstracao. Usaremos inducao sobre 7. Se i = 1, entao:

1(G), v(G)] = [G,(G)] = m15(G),

e o resultado é vélido. Suponhamos que também é vélido para algum ¢ — 1 > 1. Entao,

pela hipétese de inducao:
[i-1(G), 735(G), G] < [i45-1(G), Gl = 7144(G) e
[7i(G), G, 7i-1(G)] < [1j+1(G),7i-1(G)] = 7i15(G).

Sendo assim, pelo Lema dos Trés Subgrupos, temos que:

(G, 7%i-1(G), v (G)] < viri(G).

Uma vez que [G,vi—1(G),v;(G)] = [1:(G),7;(G)], obtemos o resultado. O

Proposicao 1.7. Seja G um grupo de classe de nilpoténcia c. Entao v.—i+1(G) < Z;(G),
onde 1 >0, 1 € Z.

Demonstra¢ao. Vamos mostrar por indugao sobre 7. Se i = 0, entdo v.41(G) = 1 =

Zo(G).
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Suponhamos que o resultado é valido para algum i — 1 > 0, ou seja, Yer1-(-1)(G) <

Z;—1(G). Sendo assim, pela hipdtese de indugao, obtemos:

[7c+1fi(G>7 G] = ’Vc+1—(i—1)(G) < Zz’fl(G»
E, pela Observagao 1.2, segue que v..1-(G) < Z;(G). ]
Agora, exploremos alguns resultados de grupos nilpotentes.
Teorema 1.4. Seja G # {1} um grupo nilpotente, entio Z(G) # {1}.

Demonstragao. Como G é nilpotente, existe n > 0, tal que Z,,(G) = G. Mas, se tivermos
Z(G) =1, entdo Z,(G) = 1, para todo n > 1, uma contradigao. Logo, se G é nilpotente,
temos Z(G) # {1}. O

Exemplo 1.5. Consideremos o grupo simétrico de grau n, S,, n > 3. Afirmamos que
Sn nao € um grupo nilpotente. De fato, como Z(S,) = {1}, seque pelo teorema acima

que S, nao € um grupo nilpotente.

Teorema 1.5. Se G ¢ nilpotente e H € um subgrupo normal nao trivial de G, entao
HnNZ(G)#1.

Demonstragao. Se G é um grupo nilpotente, entdo G = Z,(G), para algum n. Assim,
existe um menor inteiro 4, tal que H N Z;(G) # {1}, com ¢ > 1. Como [H,G] < H, pela

Observagao 1.2, obtemos:
(HNZ;(G),G] < HNZ;_1(G) = {1}.

Assim, {1} # HN Z;(G) < Z(G) e, portanto, {1} # HN Z;(G) < HNZ(G) . Desde que
HNZ(G) < HN Z;i(G), obtemos HNZ(G) = HN Z;(G) # {1}, como queriamos.  [J

Antes de vermos uma consequéncia do teorema acima, recordemos que H é um sub-
grupo normal minimal de um grupo G, se H # {1} e se para qualquer outro subgrupo
normal K de G satisfazendo {1} < K < H, implicar que ou K = {1} ou K = H.

Corolario 1.1. Sejam G um grupo nilpotente e H um subgrupo normal minimal de G.

Entao H estd contido no centro de G.

Demonstragao. Pelo teorema anterior, ja temos que HNZ(G) # 1. Como HNZ(G) <G,
pela minimalidade de H, segue que H N Z(G) = H. O]
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Para finalizar esta secao, veremos de forma breve os grupos de Engel, que de certa
forma generalizam a ideia de grupo nilpotente. Em particular, destacaremos resultados
que nos fornecerao a classe de nilpoténcia dos grupos que satisfazem a segunda condicao
de Engel.

Definicao 1.13. Sejam n um inteiro positivo e G um grupo. Dizemos que g € G €

[z, ngl =[x,9, - ,9] =1, para todo x € G.

n VeEZES

n-Engel se:

Dizemos que g é Engel, se para qualquer x € G, existe n, = n(x,g) > 1, tal que:

[ZL‘, nwg] = [:L‘7g7"' y gl = 1.

Ng VEZES
Definicao 1.14. Sejam G um grupo e n um inteiro positivo. Dizemos que G satisfaz a
n-ésima condicao de Engel, ou simplesmente, que G € n-Engel, se todos 0s seus elementos

sao n-FEngel. Fquivalentemente, G satisfaz a identidade:

[z, wy] = [x,y,- - ,y] =1, para todo x,y € G.

n vezes
Note que se um grupo G ¢é 1-Engel, entao G ¢é abeliano. Assim, dizemos que G é um
grupo de Engel se G é n-Engel, para algum n > 1.
O préximo resultado, cuja demonstragao pode ser encontrada em [14], nos d4 uma

condicao suficiente para que um grupo de Engel seja nilpotente.
Teorema 1.6. (/14], Teorema 12.5.4)(Zorn) Todo grupo de Engel finito é nilpotente.

Desde que estaremos interessados em grupos que satisfazem a segunda condigao de
Engel, isto é, grupos 2-Engel, o resultado abaixo nos fornece informacoes sobre a classe

de nilpoténcia destes grupos.

Teorema 1.7. Se [z,y,y|] = 1, para todo z,y € G, entao G € nilpotente e cl(G) < 3.

Além disso, se G nao tem elemento de ordem 3, entdo cl(G) < 2.

Demonstracao. Ver [8] e [14]. O

1.4 p-Grupos finitos

Agora, estudaremos alguns resultados sobre p-grupos finitos que serdao essenciais ao

longo do trabalho.
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Definicao 1.15. Sejam G um grupo e p um primo. Dizemos que G € um p-grupo se
todo elemento de G tem ordem poténcia de p. Em particular, se G € finito, entdao G tem

ordem poténcia de p.

Exemplo 1.6. Sabemos que o conjunto das raizes n-ésimas da unidade formam um grupo
multiplicativo. Sendo assim, sejam p um primo e fn(x) = 2?" — 1, n > 1. Considere o0s
sequintes grupos formados pelas raizes de f,(x), n > 1, ou seja, formados pelas raizes
p"-ésimas da unidade:

K, = {raizes de fi(x) =2 — 1}
K» = {raizes de fo(z) = 2" — 1}

K; = {raizes de fi(x) = 2" — 1}

Agora, ao tomarmos o conjunto K., = {raizes de f,(z) = 2?" — 1, n > 1}, isto é, o
conjunto formado pelas raizes de todos os polinomios fn(x) = ¥ — 1, n > 1, obtemos
um p-grupo infinito. De fato, pois desde que K1 C Ko C --- C K; C -+, temos que K
¢ um grupo infinito. Além disso, como cada elemento em K satisfaz zP" = 1, seque que

todo elemento em K., tem ordem poténcia de p. Portanto, K., € um p-grupo.

Exemplo 1.7. O grupo diedral de ordem 8, cuja apresentacao € dada por:
D, = <a,b |a* =b*=1; bab™' = a*1>,

¢ um exemplo de 2-grupo finito. Observe o reticulado de subgrupos do Dy:

Dy

{1,ab,a*, o’} (@) {1,b,a*, a?b}

(ab) (a°b) (a®) (b) (a?b),

{1}
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onde

(ab) , (a3b) , (b) , (a*b) sao subgrupos de Dy e {1,ab,a?,a’b}, (a), (a®),{1,0,a? a®b}

sao subgrupos normais de Dy;

{ab) , {a®b) , (a*) sao subgrupos de {1, ab, a?, a*b};
(a®), (b), {a®b) sdo subgrupos de {1,b,a?, a®b};
(a*) é subgrupo normal de (a).

Definicao 1.16. Um p-grupo G é denominado p-grupo abeliano elementar se G € abeliano

e se todo elemento nao trivial de G tem ordem p.
Teorema 1.8. Seja G um p-grupo finito, entio Z(G) # 1.

Demonstragao. De fato, se G # {1} é abeliano, entdao Z(G) = G e o resultado estd
provado. Entdo, suponhamos que G é nao abeliano. Logo, pela equagao das classes ([14],

pagina 38), temos que:

Gl=12(@)]+ Y 1C@)|=12(@)|+ Y [G:Calx)],
¢ Z(G) ¢ Z(G)
onde C(x) é a classe de conjugagao de x em G e Cg(x) = {z € G | xg = gz}.
Sabemos que p divide |G| e como p divide [G : Cg(z)], concluimos que p divide Z(G)
e, portanto, Z(G) # 1. ]

Proposicao 1.8. Todo p-grupo finito € nilpotente.

Demonstracao. Se G = {1}, ndo hé o que demonstrar. Suponhamos entdao G # {1}. Se
G é abeliano, entao G é nilpotente. Agora, se G é nao abeliano, sabemos que Z(G) # G.
Além disso, pelo teorema acima, Z(G) # {1}. Mas entao, o quociente G/Z(G) é um
p-grupo finito, tal que:

G
1 < || < |G|
ze5] <1
Por isso, Z (ZLG)> # 1. Entao, pelo Teorema da Correspondéncia, existe Zs(G) subgrupo
de G, tal que ZZQ((GG)) <Z (%) E, assim, temos a série {1} < Z(G) < Zy(G). Como

cada inclusao é estrita e GG é finito, segue que a série alcancara G e, portanto, G é

nilpotente. [

Abaixo, veremos uma caracterizacao dos grupos nilpotentes finitos que sera tutil para

o desenvolvimento de algumas propriedades importantes de p-grupos finitos.
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Teorema 1.9. (Teorema de Caracterizagio dos Grupos Nilpotentes Finitos) Seja G um

grupo finito. Entdo as sequintes propriedades sao equivalentes:

(i) G ¢é nilpotente.

(1) Se H < G, entdo existe uma série Ko = H J4K; <--- I K. =G.
(i13) Se H < G, entao H < Ng(H).

(iv) Se M < G é mazimal, entio M <G.

(

v) G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Demonstragao. (i) = (ii) Suponha que G é nilpotente de classe ¢. Entao:

1= Z(G) < Z(G) < -+ < Z(G) = G.

Logo,
H=HZyG)<HZ(G)<---<HZ.(G) =G.

Vamos verificar que HZ;(G)<H Z;;1(G). De fato, dado hz € HZ;(G), para todo hy € H,
temos que (hz)™ = kMM € HZ(G), logo H < Ng(HZ;(G)). Por outro lado,

(HZi(G), Zi1(Q)] <G, Zia(G)] £ Zi(G) < HZi(G).

Donde segue, pela Proposicao 1.3, que Z;11(G) < Ng(HZ;(G)). Logo, HZ; 1(G) <
Ne¢(HZ;(@)) e, portanto, HZ;(G) < HZ;1(G), donde segue o resultado.

(i1) = (iit) Por hipdtese, temos que Ko = H <K, <--- <4 K. = G. Como H < G,
seja 1 0 menor inteiro positivo, tal que H # K;. Logo, temos que H = K; 1 < K e,
portanto, temos H < K; < Ng(H).

(171) = (iv) Seja M < G maximal. Por hipétese, segue que M < Ng(M) < G. Mas, a
maximalidade de M implica em Ng(M) = G e, portanto, M < G.

(iv) = (v) Seja P um p-subgrupo de Sylow de G. Vamos mostrar que P < G. Para
tanto, mostraremos que Ng(P) = G. Suponhamos que nao, ou seja, Ng(P) # G. Entao,
existe um subgrupo maximal M tal que Ng(P) < M. Sabemos que P < Ng(P) < M. E,
por hipétese, temos que M <G e, assim, g~ Pg < g~'Mg = M, para todo g € G. Como
g 'Pg é p-subgrupo de Sylow de M, temos que existe m € M, tal que ¢~ Pg = m~! Pm.
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Mas, entao gm~! € Ng(P) < M e, portanto, g € M, para todo g € GG, uma contradicao.
Assim, P < G.

Como G é um grupo finito, suponhamos que |G| = pi* ---p.*, onde p; sdo primos
distintos e a; > 0, para todo 7. Além disso, sejam Py, --- , Py 0s p;- subgrupos (préprios
e normais) de Sylow de G correspondentes. Como |P;| = p;*, temos que P, N P; = {1},
sempre que ¢ # j. Da mesma forma, se tomarmos P* = P --- P,_1P; 1P, temos P* < G
e que a ordem de todo elemento de P* divide p;---p;_1pis1---pr. Consequentemente,
PNP={l}eP - -P,=P x---x P, Unavez que |G| =p{*---pF =|P--- P| =

|Py X -+ X Pg|, concluimos que G = P X -+ X P.

(v) = (i) Vimos que todo p-grupo finito é nilpotente. Além disso, como o produto

direto de grupos nilpotentes é ainda nilpotente (ver [18]), segue o resultado. O

Teorema 1.10. Sejam G um p-grupo finito e M um subgrupo maximal de G. Entao M
é normal em G e [G : M| = p.

Demonstra¢ao. Como G é p-grupo finito, sabemos que G ¢é nilpotente. Entao, pelo
Teorema 1.9, Caracterizacao dos Grupos Nilpotentes Finitos, M maximal em G, implica
que M é normal em G.

Além disso, afirmamos que [G : M| = p. Suponhamos que nao, isto é, [G : M| # p.
Claramente, temos que [G : M] # 1, j& que caso contrario, terfamos G = M. Sendo
assim, temos [G : M| = p*, a > 1. Entao, pelo Teorema de Sylow ([14], Teorema 1.6.16),
sabemos que existe um subgrupo nao trivial H/M de G/M. Mas, pelo Teorema da
Correspondéncia, H/M < G/M é tal que H < G e M < H, ou seja, M < H < G, o que

contraria a maximalidade de M. Portanto, s6 podemos ter [G : M] = p. O]

Lema 1.6. Se G € um p-grupo nao abeliano finito que possui um subgrupo abeliano de
indice p, entao |G| = p|G'||Z(G)].

Demonstragao. Seja A o subgrupo abeliano de G que tem indice p. Tome g em G\A e

considere:

pg: A— A

a—la, g

Note que como [G : A] = p, temos que A <G e, assim, [a, g] € A. Além disso, ¢, é um

homomorfismo de grupos, ja que usando as propriedades do comutador:

Se aj,a; € A, entao 909(@1612) = [a1@2>9] = [@179]@[@2,9] = @g(al)éﬂg(az)-
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Logo, pelo 1° Teorema do Isomorfismo:

Dal segue que |A| = [Imgp,|.|Kery,|.

Agora, se pudermos mostrar que Kerp, = Z(G) e Imy, = G', o resultado estard
provado, pois teremos que |A| = |G'|.|Z(G)|. E como, pelo Teorema de Lagrange, |G| =
|G : A].|A|, obteremos que |G| = p.|G'|.|Z(G)|, como desejado. Sendo asssim, vamos
mostrar que Kery, = Z(G) e Imgp, = G'.

Primeiramente, afirmamos que G = (A4, g). Suponhamos que nao, entdo A < (A, g) <
G, uma contradicao, pois como |G /A| = p, nao existe H < G tal que A < H. Dai também

concluimos que A é um subgrupo maximal de G.

{1}

Agora, note que Kerg, = {a € A | [a,g] = 1} = Ca(g) < Z(G). De fato, se x estd
em C4(g), entdo x € A comuta com todo elemento em A e comuta com g, logo x comuta
com todo elemento em G = (4, g).

Afirmamos que Cy(g) = Z(G). Suponhamos que nao, entdo Ca(g) < Z(G) e, assim,
existe x em Z(G) tal que x ndo estd em Cy(g). Mas entdo x ndo estd em A e, entdo,
G = (A, x), o que implica em G abeliano, uma contradi¢ao. Logo C4(g) = Z(G) e temos
Kerp, = Z(G).

Por outro lado, seja K = Imy,. Pela definicao do homomorfismo ¢4, ja temos
K < @' Logo, para garantirmos que K = (', basta verificarmos a inclusdo inversa
G’ < K. Para isso, provaremos que G/ K é abeliano.

Comegaremos mostrando que K JG. De fato, observe que os elementos em G = (A, g)
sao da forma:

T =a19"ax9"...ang™, l; € Z,a; € A.

Sendo assim, para assegurarmos que K ¢é fechado pelas conjugacoes por elementos de

G, precisamos considerar [a, g] conjugado por elementos em A e por elementos em (g).
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Assim:

[a, 9] = a;'[a, glay = [a,g] € K, pois A é abeliano.

[a,g]" = [a*", g] € K, pois " € A< G.

Diante do exposto, verificamos que K <G.
Finalmente, para vermos que G/K = (%, gK) é abeliano, basta verificarmos que gK

centraliza A/ K. Logo, seja a € A/K, entao:
gaK = agK < a g lag € K, isto é, gaK = agK < [a,g] € K.

Uma vez que [a, g] estd em K, para todo elemento a em A, segue que G/K é abeliano,

donde segue que K = G’. E assim, concluimos a demonstragao. O]

Definicao 1.17. Seja G um grupo. Se existe um inteiro positivo m, tal que g™ = 1, para
todo g € G, dizemos que G tem expoente limitado e denotamos o menor inteiro m com

tal propriedade por exp(G) = m. Caso contrdrio, G tem expoente ilimitado.

Lema 1.7. Sejam G um p-grupo abeliano de expoente limitado e g € G um elemento de

ordem mazimal. Entao (g) é um somando direto de G, ou seja, existe um subgrupo M
de G tal que G = M x (g).

Demonstracao. Seja:
S={NCG|N subgrupo de G e NN {(g) ={1}}.

Uma vez que o conjunto S é nao vazio, pelo Lema de Zorn, existe um subgrupo M de G
maximal em S. Se pudermos mostrar que G = M (g), ao usarmos que M N (g) = 1 e que
os sugbrupos de G sao normais, obtemos G = M x (g), como afirmado.

Sendo assim, vamos demonstrar que G = M (g). Para tanto, suponhamos, por ab-
surdo, que G # M({(g). Entao, tome = € G\M(g) de tal forma que z é o elemento de
menor ordem com esta caracteristica. Suponhamos 2P = 1. Uma vez que x € M e
x & (g), temos que (x) Z M e (z) Z (g). Logo, pela maximalidade de M em S, segue
que (x) N {g) # 1. E assim, existem inteiros n, [, satisfazendo 2" = ¢g' # 1. Daf segue
que p t m, e portanto, existem inteiros ¢,r, tais que pg + nr = 1. Logo, temos que
x = zPlg™ = 2™ o que implica que x € (g), absurdo. Sendo assim, x? # 1.

Desde que z? # 1, claramente, o(z?) < o(x). E pela minimalidade da ordem de z,

segue que 2P € M{g). Logo, 2P = yg', com y € M e ¢' € {(g),l € Z. Suponhamos
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que o(g) = p". Desde que g tem ordem méaxima e que todo elemento de G tem ordem

poténcia de p, temos 2P" = 1. Dai e do fato de G ser abeliano:

n—1 n—1 lpn71

L=a"" = (" =g\ =y ¢,

que implica:
n—1

" =" ) e Mn(g) = {1},

n—1 n—1

Como 1 = ¢ e o(g) = p" temos que p" | [p"~! e assim p | [. Suponhamos | = pl;.

Note que:

(g ") =alg™" = yg'g™" = ygPgT" =y € M.
Mas (zg™") & M e assim (zg~"') € M. Logo, devido a maximalidade de M em S temos

(xg=") N (g) # 1. Por isso, existe um elemento tal que:

(zg™)" =g" # L.

Observe que (zg™")™ € (zg™"*), mas (zg~")™ ¢ M. E uma vez que (xg~")? € M, temos
que p ndo divide m, pois caso contrario (zg=1)™ = ((zg~1)?)? € M e terfamos uma

contradigao, ja que M N (g) = {1}. Assim:

ptm=—=m=pg+u, com qqueZ e 0<u<np.

Entao:
(zg™")" = (xg )P zg ) = g" £ 1. (%)
Como p t u, temos mdc(p,u) = 1. Logo, existem inteiros r,s tais que 1 = 7p + su.
Portanto:
- .I‘Tp+su — TP SU

Como o(z'?) < o(x) e xP € M({g), temos que z'? € M(g). Por outro lado, de (*) obtemos
que (zg~h)* = atg~h* € M({g), implicando em z* € M{g) e assim 2** € M{(g), donde
concluimos que x € M(g), uma contradigdo. Portanto G = M (g) e assim (g) ¢ um
somando direto de G, como queriamos.

[l

1.5 Subgrupo de Frattini

Nesta secao, conceituaremos o subgrupo de Frattini de um grupo e exploraremos suas

importantes propriedades.
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Definicao 1.18. Seja G um grupo. O subgrupo de Frattini de G, denotado por ®(G), € a
intersecao de todos 0s subgrupos maximais de G. Quando um grupo G nao tem subgrupos

mazimais definimos ®(G) = G.

Se G é finito, entao G sempre tem subgrupo maximal. Agora, se G é infinito, G
pode ter ou nao subgrupos maximais. Por exemplo, considere @, o subgrupo aditivo dos
racionais. Desde que Q é abeliano, um subgrupo maximal H de Q é normal e, entao, o
quociente Q/H deve ser um grupo abeliano simples. Por isso, Q/H deve ser finito e de
ordem prima. Mas Q nao tem subgrupos préprios de indice finito. De fato, suponhamos,
por absurdo, que existe H subgrupo préprio de Q, tal que [Q : H] = n = |Q/H]|, n inteiro

positivo. Entao, para todo ¢ € QQ, temos que
n(¢g+ H) =0+ H.

Ou seja, nqg € H, para todo ¢ € Q. Dai segue que nQ C H, mas desde que nQ = Q,
obtemos Q = H, uma contradicao.
Portanto, concluimos que Q nao possui subgrupos maximais e, assim, ®(Q) = Q.
Agora, por outro lado, temos que Z possui subgrupos maximais, que sao da forma
pZ, p primo. Logo, ®(Z) # Z.

Definicao 1.19. Seja G um grupo. Dizemos que g € G é um elemento nao gerador se,
e somente se, G = (X, g), X C G, entio G = (X).

Veremos abaixo que o subgrupo de Frattini é o conjunto de elementos nao geradores
de G.

Proposicao 1.9. Dado um grupo G, tal que ®(G) # G, entiao temos que ®(G) € o

conjunto de todos os nao geradores de G.

Demonstracao. Sejam x um elemento nao gerador de G'e M um subgrupo maximal de G.
Entao M < (M, z) e desde que M ¢é maximal, segue que (M, x) = M ou (M, x) = G. Se
(M, z) = G, entao pela definigdo de um elemento nao gerador, temos que G = (M, z) =
M, uma contradi¢ao. Portanto, temos (M, z) = M e, assim, x € M. Como é véalido para
todo subgrupo maximal de G, segue que = € ®(G).

Reciprocamente, seja x € (G). Suponha que G é gerado por algum conjunto Y e por
x, ou seja, G = (Y, x). Suponhamos, por absurdo, que (Y') # G. Entao, (Y) esta contido
em algum subgrupo maximal, digamos M, de G. Mas x € M e assim (Y, x) < M < G,
uma contradigdo. Logo, G = (Y), para todo conjunto Y, tal que G = (Y, ) e, portanto,

x € um nao gerador. O
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Proposicao 1.10. Seja G um grupo. O subgrupo de Frattini de G € um subgrupo carac-

teristico em G.

Demonstragao. Se G nao possui maximais, entdo ®(G) = G e nao ha nada a fazer.
Agora, se M é um subgrupo maximal de G, entao p(M) também é um maximal em G,
para qualquer automorfismo ¢ € Aut(G). Desse modo, pela definigao de Frattini de G,

segue o resultado. O]

Teorema 1.11. Seja G um grupo e N um subgrupo normal em G. Entao:

M?N§¢<%)

Em particular, se N é normal em ®(G), temos:

*0-0()

Demonstragio. Considere G = G/N. Se M é um subgrupo maximal de G, pelo Teorema
da Correspondéncia, existe M maximal de G, com N normal em M, tal que M = M/N.
Entao: SAON M

<= =M.
N — N

Como vale para todo maximal M de G, temos:

N?N§¢<%)

Agora, vamos verificar que se N é normal em ®(G), entdo ®(G)/N = @ (£). Supo-
nhamos que nao, entdao pelo exposto acima, segue que ®(G)/N < @ (%) Logo, existe
ged (%), tal que g ¢ ®(G)/N. Logo, g € M, para todo M maximal em G. Mas, pelo
Teorema da Correspondéncia, sabemos que M = M/N, onde M maximal em G. Mas
entdo, g ¢ N e g € M, para todo M maximal em G e, portanto, g € ®(G), que implica
em g€ ®(G)/N. m

Agora, abordaremos alguns resultados sobre o subgrupo de Frattini de um p-grupo
finito e veremos que este assume particularidades interessantes, que merecem ser deta-

lhadas e que serao frequentemente utilizadas ao longo desse trabalho.

Exemplo 1.8. Pelo reticulado de subgrupos do Qs que vimos no Exemplo 1.2, temos que

(a®) € a intersegdo dos subgrupos maximais de Qg, logo ®(Qg) = (a?).
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Teorema 1.12. Se G é um p-grupo, entio G/®(G) é um p-grupo abeliano elementar.

Além disso, P(G) =1 se, e somente se, G € abeliano elementar.

Demonstragdo. Queremos mostrar que:
zy®(G) = yx®(G) e (z®(G))P = ®(G), para todo z,y € G.

Isto é, precisamos mostrar que z~ 'y 'zy, 2P € M, para todo subgrupo maximal M de
G. Ja vimos que todo subgrupo maximal M de G é normal e que [G : M] = p. Logo,
G/M ¢é abeliano e, portanto, G' < G e x 'y lzy € M, para todo z,y € G. Por outro
lado, observamos que todo elemento nao trivial em G /M tem ordem p e, assim, 2 € M,
para todo x € (G, como queriamos.

Em particular, se ®(G) = 1, temos que G é abeliano elementar. Por outro lado,
se G é p-grupo abeliano elementar, entao G possui uma base z;,1 < i < n, isto é,
G = (x1,...,x,), onde ¥ = 1, para todo i. Para cada j = 1,...,n, considere o subgrupo
Hj = (z; |1 <i<mn,i+#j)maximal em G. Assim, ®(G) < (j_, H; = {1} e, portanto,
o(G) =1. O
Observacao 1.4. Note que pelo teorema anterior e pelo Teorema 1.11 temos que se G

é p- grupo finito, ®(G) é o menor subgrupo de G, tal que G/®(G) € abeliano elementar.

De fato, pois se N é normal em G, tal que G/N € abeliano elementar, temos que:

@g@(%) =1= ®(G) <N.

Definicao 1.20. Seja G um p-grupo. Para i > 0, definimos:
0(G) = (xre G| =1),
o subgrupo de G gerado por elementos com ordem < p'. E ainda,
Ui(G) = («*" |z € G).

Ressaltamos que Q;(G) e U;(G) sdo subgrupos caracteristicos em G e, portanto, sao
normais em G. Além disso, o subgrupo U;(G) = (2P | = € G) estd relacionado ao

subgrupo de Frattini de um p-grupo, como veremos abaixo.
Teorema 1.13. Seja G um p-grupo finito. Entao ®(G) = G'U1(G).

Demonstragdo. Vimos na demonstracao do teorema anterior que 'y~ lzy, 2P € M, para
todo x,y € G e para todo M subgrupo maximal de G. Logo, ja temos que G'U;(G) <
G. Reciprocamente, uma vez que o quociente G/G'U;(G) é abeliano elementar, pela

observagao anterior, segue que ®(G) < G'U;(G) e obtemos a igualdade desejada. ]
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Definicao 1.21. Um conjunto minimal de geradores de um grupo G é um subconjunto
X de G que gera G e tal que nenhum subconjunto proprio de X gera G. Assim, o menor
numero de elementos em X € o numero minimal de geradores de G e serd denotado por

d(G).
Se um grupo G é tal que d(G) = n, entdo dizemos que G é um grupo n-gerado.

Definicao 1.22. Seja G um grupo e X um conjunto minimal de geradores de G. Cada

elemento x € X € chamado de gerador essencial de G.
Note que se G é um grupo e g € G é um gerador essencial, entdao g ¢ ®(G).

Teorema 1.14. (Teorema da Base de Burnside) Seja G um p-grupo finito. Entao:

(1) O conjunto {x1,...,x,} € um conjunto gerador minimal de geradores de G se, e so-
mente se, {1P(G), ..., z,®(G)} € uma base de G/P(G) como espago vetorial sobre Z,.
(i) [G - B(G)] =

Demonstragao. (i) Seja X = {z1, ..., x,} um conjunto minimal de geradores de G. Dessa
forma, sendo 7; = 7;®(G) € G/®(G), temos que X = {Z1, - ,T,} é um conjunto
gerador de G/®(G). Afirmamos que o conjunto X é linearmente independente. De fato,
suponhamos que X seja linearmente dependente, entdo podemos assumir, reordenando
os elementos se necessério, que Ty € (Ta, -+ ,Ty,). Assim, ©;9(G) € (T2, ,T,)P(G) e
existe y € (Tz, -+ ,T,), tal que y~ 'z € ®(G).

Logo, como X = {x1,--- ,x,} gera G e y € (xg,--- ,1,), segue que {y ‘w1, -+, z,}
gera G. Mas, como y~tx; € ®(G), y~'z; é um nao gerador e temos que {ws, -+ ,z,}
gera G, uma contradicdo, pois X é um conjunto minimal de geradores. Logo, X é uma
base de G/®(G) visto como espago vetorial sobre Z,.

Reciprocamente, temos que se X é uma base de G/®(G), entdo G = (X, ®(G)), o
que implica em G = (X) e, portanto, X é um conjunto minimal de geradores de G.

Portanto, concluimos que a dimensao de G/®(G) como espago vetorial sobre Z, coin-

cide com n = d(G), para qualquer subconjunto minimal de geradores de X.

(i1) Se G/®(G) tem uma base com n elementos, entdao G/P(G) = Z," e, portanto,
G :®(G)] =p™ O

Observamos que, pelo teorema acima, quando G é um p-grupo finito, podemos en-

contrar o nimero minimal de geradores de G através do subgrupo de Frattini.
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1.6 p-Grupos nao abelianos minimais

Definigao 1.23. Um grupo finito G € nao abeliano minimal, se G é nao abeliano e todo

subgrupo proprio de G € abeliano.

Exemplo 1.9. O grupo simétrico de grau 3 € nao abeliano minimal. De fato, sabemos
que S3 € um grupo nao abeliano e que todo subgrupo préoprio de Ss tem ordem 2 ou 3, ou

seja, todo subgrupo proprio de S € abeliano.

Claramente, temos que se G é um p-grupo nao abeliano, tal que todos seus subgrupos

préprios sao abelianos, entao G é um p-grupo nao abeliano minimal.

Exemplo 1.10. O grupo dos quatérnios de ordem 8 é um 2-grupo nao abeliano minimal.

De fato, pois Qg é nao abeliano e todo subgrupo proprio de Qg € de ordem 2 ou 4.

A seguir, veremos uma caracterizacao dos p-grupos nao abelianos minimais finitos

que sera de grande importancia, principalmente para o tltimo capitulo deste trabalho.

Teorema 1.15. Seja G um p-grupo finito. Sao equivalentes:

(1) G € p-grupo ndao abeliano minimal.
(i1) d(G) =2 e | G |=p.
(1ii) d(G) =2 e Z(G) = (G).

Demonstragao. Vamos mostrar primeiro que (i) = (iii) = (7).

(i1) = (i7i) Supondo d(G) = 2 e |G'| = p, queremos mostrar que Z(G) = ®(G). Clara-
mente temos que G é nao abeliano. Além do mais, como |G'| = p e G' < G, temos que
G’ é um subgrupo normal minimal de G e, assim, temos Z(G) N G’ = G’. Dai obtemos
que G’ < Z(G). Por outro lado, como G = (x,y) e [z,y] € Z(G), pela Proposi¢ao 1.1,

segue que:
1 =[x,y = [aP,y] = [x,97] = 2P,y € Z(G) = (2P, 7, G") = U1 (G) < Z(G).

Logo, U;(G)G' = ®(G) < Z(G).
Afirmamos que ®(G) = Z(G). Suponhamos que nao, entao ®(G) < Z(G). Assim,
existe um elemento g € Z(G), tal que g ¢ ®(G). Mas entdo g é um gerador essencial que

comuta com todos os outros geradores essenciais de (G, uma contradicao, ja que G é nao
abeliano. Portanto, ®(G) = Z(G).
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(13i) = (i) Agora, supondo d(G) = 2 e Z(G) = ®(G), queremos mostrar que G é
nao abeliano e que todo subgrupo préprio de GG é abeliano. De fato, observamos que
como d(G) = 2, pelo Teorema da Base de Burnside, [G : ®(G)] = p?. Desde que, por
hipétese, Z(G) = ®(G), temos [G : Z(G)] = p? e, assim, G é nao abeliano.

Agora, vamos tomar H um subgrupo maximal de G. Se mostrarmos que H ¢é abeliano,
o resultado estara provado, ja que todo subgrupo préprio de GG ou é maximal ou esta
contido em algum maximal.

Afirmamos, primeiramente, que Z(G) < Z(H). De fato, ja temos que Z(G) = ®(G) <
H. Além disso, Z(G) < Z(H), pois se g € Z(G), entdo g € H e uma vez que g comuta

com todo elemento em H, segue que g € Z(H). Temos o seguinte:

G

p

H

Z(H)

2(G) = 9(G)
J& temos que [G : ®(G)] = p*. Além do mais, como H é maximal, sabemos que [G :
H] = p. Assim, obtemos que Z(H) = Z(G) ou Z(H) = H.
Se Z(H) = Z(G), entdao |H/Z(H)| = p, e assim H/Z(H) ¢ ciclico, implicando em
H abeliano. Mas, entdo H = Z(H), contrariando o fato de que |H/Z(H)| = p. Assim,

concluimos que Z(H) = H e, portanto, H é abeliano, como queriamos.

Agora, vamos provar que (i) = (iii) = (i7).
(1) = (iii) Como, por hipdtese, G é nao abeliano, existem pelo menos dois elementos
x,y em G, tais que [z,y] # 1. Considerando H = (z,y), temos que H é um subgrupo
nao abeliano de G. Mas entao a minimalidade de G implica em G = H, donde segue que

d(G) = 2. E se d(G) = 2, pelo Teorema da Base de Burnside, sabemos que [G : ®(G)] =

P

Sendo assim, afirmamos que G possui pelo menos dois subgrupos maximais distintos.
De fato, caso contrario, se G tivesse apenas um subgrupo maximal A, terfamos ®(G) = A
e, assim, [G : ®(G)] = p, contrariando o fato de que [G : ®(G)] = p*>. Logo, podemos

tomar A e B subgrupos maximais distintos de G. Note que A e B sao abelianos.
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Além disso, temos que ®(G) < AN B < Z(G). De fato, como A e B sdo maximais,
temos que ®(G) < A e ®(G) < B, logo ®(G) < AN B. Por outro lado, se g € AN B,
entao g comuta com os elementos em A e g comuta com os elementos em B e, assim, g

comuta com todo elemento em G = AB, donde segue que g € Z(G). Entao:

G=AB

2(G)

ANB

(G)

Pelo esquema acima, como [G : ®(G)] = p? e G é nao abeliano, segue que Z(G) = AN B.

Logo:
G=AB
P
Z(G)=ANB
p
(@)

Observe que se |G/Z(G)| = p, entdo G/Z(G) é ciclico, o que implica em G abeliano, uma
contradigao. Portanto, sé poderemos ter Z(G) = AN B = ®(G).

(7i1) = (i7) Supondo d(G) = 2 e que ®(G) = Z(G), queremos mostrar que |G'| = p.
Note que, pelo Teorema da Base de Burnside, G é nao abeliano. Logo, é possivel tomar-
mos um subgrupo abeliano maximal A de G. Sendo assim, desde que [G : A] = p, pelo

Lema 1.6, temos que:
G| =p|G|]1Z(G)].

Usando que |G/Z(G)| = |G/®(G)| = p?, obtemos que |G'| = p, como querfamos. O

Teorema 1.16. Um p-grupo finito nao abeliano é gerado por subgrupos nao abelianos

MINIMais.

Demonstracao. Ver [4]. O
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Definicao 1.24. Para p um primo e m,n naturais, usaremos My(m,n) para denotar os
grupos:

<CL,b|Cme :bpn = 1, ab:a1+pm_l>, ondemZQ.

E para m > n usaremos My(m,n,1) para denotar os grupos:
{a,byc|a” =" = =1, [a,b] = ¢, [c,a] = [c,b] = 1),
onde m+n > 3 para p = 2.

Teorema 1.17. Seja G um p-grupo finito nao abeliano minimal. Entao G € isomorfo a
Qs ou My(m,n) ou My(m,n,1).

Demonstragao. Ver [13]. O
Agora, apresentaremos, de forma breve, os p-grupos extra-especiais.

Definicao 1.25. Seja G um p-grupo nao abeliano finito. Dizemos que G € extra-especial

se Z(G) =G e |Z(G)| =p.
Proposicao 1.11. Todo grupo ndo abeliano de ordem p* é ewxtra-especial.

Demonstragdo. Seja G um grupo nao abeliano de ordem p®. Queremos mostrar que
Z(G) = G e |Z(G)| = p. De fato, como G é um p-grupo, pelo Teorema 1.8, ja temos
que Z(G) # 1 e desde que G é nao abeliano, temos |Z(G)| # p®. Sendo assim:

1Z(G)| = p ou |Z(G)| = p*.

Se |Z(G)| = p?, entdo |G/Z(G)| = p e G/Z(G) é um grupo ciclico, implicando em
G abeliano, uma contradi¢ao. Logo, |Z(G)| = p. Assim, |G/Z(G)| = p* e, portanto,
G/Z(G) é abeliano. Mas entdo, pela Proposic¢ao 1.6, temos G' < Z(G) e, como G’ # {1},
obtemos G’ = Z(G). Desse modo, concluimos que todo grupo de ordem p* é extra-

especial.
m

Exemplo 1.11. O grupo diedral de ordem 8 € um 2-grupo extra-especial. De fato, primei-
ramente recordemos a apresentacao e os subgrupos de Dy no Exemplo 1.7. Agora, como
Dy é ndo abeliano, sabemos que |Z(D,)| = 2. Desde que [a?,b] = 1, temos que a*> € Z(D,)
e, assim, {a?) < Z(D,). Mas entdo, como o(a®) = 2, seque que Z(Dy) = (a®). Por outro
lado, como a* = [a,b], seque pela Observagio 1.1 que Z(D,) = (a*) = D). E, portanto,

D, € extra-especial, como afirmado.
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Exemplo 1.12. O grupo dos quatérnios de ordem 8 também € extra-especial, pois vimos
no exemplo 1.2 que ele satisfaz Z(Qg) = Qg = (a?) e |Z(Qg)| = 2.

Veremos adiante que Qg e D, sao os tinicos subgrupos extra-especiais de ordem 23.

Teorema 1.18. Seja G um grupo ndo abeliano tal que |G| = p*. Temos que:

(1) Se p=2, entio G = Dy ou G = Qs.
(i1) Se p € impar, entio G = M,(2,1) ou G = My(1,1,1).

Demonstracao. Ver [7]. O

A classificacao dos grupos extra-especiais nos diz que todo grupo extra-especial é o

produto central de subgrupos nao abelianos de ordem p?, como pode ser visto em [7].

Para finalizar, enunciaremos o Teorema de Classificacao dos grupos nao abelianos de

ordem 2* que serd importante futuramente. Para mais detalhes, veja [5].

Teorema 1.19. Se G ¢ um grupo ndo abeliano de ordem 2*, entdo G € isomorfo a um

dos grupos abaizo:

Csx3Ch=(a,b|a®=b*=1,a"=0a™")

Cs x5 Cy = (a,b|a® =b? =1, a* = d®)
C’g>4702:<a,b|a8:b2:1, ab:a5>

Qu={(abla®=1 0 =a" a"=a")
CyxCy={abla*=0b"=1, a’=a®)
D8><C'2:<a,b,c|a4:b2:czzl, a’ =at, [a7c]:[b,c]:1>
Ky xCy={a,bycla*=0?=c2=1, [a,¢] =0, [a,b] = [b,c] = 1)
Qs x Cy={a,bc|la*==1a>=b, a"=a"", [a,d] =[b,c] =1)

Qs xCy={a,bc|la*=F=1a*=b"a"=a", b°=b"", [a,d] =1).

© % NSk W

Note que Cy x Cy = M5(2,2).



Capitulo 2

Classificacao dos grupos

hamiltonianos

Um grupo hamiltoniano é um grupo nao abeliano no qual todos os seus subgrupos sao
normais. Em 1897, Richard Dedekind investigou os grupos hamiltonianos e provou que
todos eles contém uma copia do grupo dos quatérnios de ordem 8, como veremos adiante.
Ele os nomeou assim, em homenagem a William Hamilton (1805-1865), o descobridor dos
quatérnios.

Neste capitulo, nosso objetivo sera classificar todos os grupos hamiltonianos e para
isso, nos dedicaremos, a priori, ao desenvolvimento das propriedades destes grupos. As

referéncias utilizadas foram [9] e [14].

2.1 Grupos hamiltonianos e suas propriedades

Um grupo G ¢ dito ser dedekindiano, se todo subgrupo de G é normal em G. Equiva-
lentemente, GG é dedekindiano se todo subgrupo ciclico de G é normal em . Obviamente,
se o grupo ¢é abeliano, entao todos os seus subgrupos sao normais e, portanto, grupos
abelianos sao dedekindianos. Aqui, estaremos interessados nos grupos dedekindianos nao

abelianos, que recebem o nome de hamiltonianos.

Definicao 2.1. Um grupo nao abeliano G € dito ser hamiltoniano se todos os seus sub-

grupos Sao0 normais.

Exemplo 2.1. O grupo dos quatérnios de ordem 8 € um grupo hamiltoniano. De fato,

desde que todo subgrupo proprio H de Qg € ciclico de ordem 2 ou 4, temos que:
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Se |H| = 2, entao H = Z(Qs) e, assim, H < Qg. Por outro lado, se |H| = 4, entao
Qs : H] = 2 e também obtemos que H < Qs.

Veremos abaixo que (Jg é o exemplo mais importante de grupo hamiltoniano, pois
esta contido em todos os outros. Assim, vamos concluir que (g é o grupo hamiltoniano
de menor ordem.

Para os proximos resultados, a Proposicao 1.1 e o Lema 1.3 se farao necessarios.

Teorema 2.1. Seja G um grupo hamiltoniano. Entdao G possui um subgrupo isomorfo

a0 QJg.

Demonstracao. Como G é nao abeliano, existem pelo menos dois elementos em G que
nao comutam. Logo, sejam x,y € G, tais que ¢ = [x,y] # 1. Desde que G é um grupo

hamiltoniano, os subgrupos ciclicos () e (y) sdo normais em G. Entao:
ce(r)yece (y) =ce (x)N(y).

Assim, existem inteiros positivos r e s tais que ¢ = [z,y] = 2" = y*. Entao, considerando

o subgrupo H = (x,y), temos que ¢ pertence ao Z(H ). Por isso, usando o Lema 1.3:

' =lry]" ="y =[cy=1

Dal segue que o(c) < oo, o que implica em o(z) < oo e o(y) < oco. Além disso, pela
Observagao 1.1, temos que H' = (¢). Mas, uma vez que as ordens de ¢, = e y sao finitas
e H = (c), temos que H/H' é abeliano e finitamente gerado por elementos de ordem
finita, logo, concluimos que H ¢é finito.

Sendo assim, considere o(z) = m e o(y) = n e assuma que z e y foram escolhidos de
tal forma que m + n seja o menor possivel. Seja p um primo que divide m. Temos que

o(zP) < o(x) e, assim, pela minimalidade de m + n segue que z? e y comutam, ou seja:
1 =[2Py] = [z,y]" = .

Logo, o(c) = p. Observe que acabamos de mostrar que para qualquer primo p que divide
a ordem de z, obtemos o(c) = p e, por isso, concluimos que m e n sdo poténcias de p.
Vamos escrever r = kp™ e s = [p*', onde mdc(k,p) = mde(l,p) = 1. Consequente-
mente, mdc(k,o(x)) = mdc(l,0(y)) = 1. Logo, pelo Lema de Bézout, existem inteiros
k', q,l' er,tais que:
kk' +o(x)g=1 e '+ o(y)r =1.



43

Donde obtemos &', I’ satisfazendo:

kk' = 1(mod o(z)) e ' = 1(mod o(y)).

l

’ / . .
Denotando por 2’ = 2! e iy = y¥', verificamos o seguinte:

[y = [, o] = [2,y)"" = &7 (2.1)

Por outro lado, obtemos:

(l’l)pr1 :l’l/pTl = (l’pTl)l/ e

Ck/ :(,I'kprl)k/ = (./Ekk/)prl = (l’kk/_lx)prl = ,’L’prl. (22)

Por (2.1) e (2.2) obtemos que (2/)?" = (2P )" = *'¥'. Assim, mostramos que (z/)P" =
[',9/]. Denotando por ¢ = [2/,%/] e usando um raciocinio analogo ao anterior, obtemos
que ¢ = (y')P"". Logo:

C/ — (x/>p7“l — (y/)pﬂ.

Agora, observe que:

(Y = ()P = ()" =1= o) =p.

L= ()P = (") = ()" )"
Daf segue que o(z') = p"**'. De fato, pois se o(z’) < p"*!, entdo /'¥ = ¢ = (/)" = 1.
Mas como o(c) = p, temos que p|l'k’, absurdo, j4 que p{l' e pt k’. De forma andloga,
chegamos em o(y') = p*1 1.
Sendo assim, a partir de agora, visando simplificar a notacao, vamos escrever x = 2/,

y =1y ec=c. E vamos supor, sem perda de generalidade, que r; > s;.

Ao tomarmos y; = 2 ?"' 'y € H e novamente usando a Proposicao 1.1:

[z, 91] = [z, 277" Ty =[x y] [z, 27 T = [yl =c# L

Logo = e y; nao comutam. Mas entao pela minimalidade de m + n, verificamos que

o(11) > o(y) = p**1. Donde segue que 3" # 1. Logo, pelo Lema 1.3:

W= @y =y [y (),
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T S
Uma vez que ¢ = 2P'' = ¢!, segue que:

P = (@ ) =t gy ()

=[z,yl" " (*2)
p"l(p®l —1)
2

=C

Analisando a igualdade acima, temos que se p for um ntmero impar, p** — 1 é par.

p"1(p®1—1)
2

o . . S1 o~
Mas como o(c) = p, teremos que p divide e assim y; = 1, uma contradicao.

Portanto, concluimos que a tunica possibilidade é p = 2 e r; = 1, pois caso contrario
51 .
sempre vamos obter y7 = 1. Como estamos supondo r; > s1, segue que s; = 1 e, assim,

temos que o(z) = o(y) = 4. Com isso, x e y satisfazem:
=1, c=[ryl=2"=y* e =y loy.

E finalmente, obtemos que K = (z,y) é isomorfo ao (Jg, como queriamos.
O

Observacao 2.1. Note que, de acordo com a demonstracao acima, se G € um grupo
hamiltoniano, entdo quaisquer dois elementos em G que nao comutam devem ter ordem

poténcia de 2.

Destacamos que a reciproca do teorema acima nao é verdadeira, isto é, se G é um
grupo que possui um subgrupo isomorfo ao (), entao GG nao é necessariamente um grupo

hamiltoniano. De fato, se considerarmos o grupo GL(2,C), temos que as matrizes:

, 1 0 0 1
] = e k=
) (00
geram um subgrupo .S isomorfo ao Qs:
o 1 0 0 -1 0 -1 0 0 1 0 —1
0o -1)'\o —/)'\ o -1)J'\o i)' \-10)'\1 0 )
0 14 0 —
i 0) \ =i 0 '

Mas verificamos que S nao é um subgrupo normal em G L(2, C), pois ao conjugarmos,



1 01 es Ll € GL(2,C), obt bz
or exemplo, or ,C), obtemos ue
P P -1 0 P 01 -1 -1 E

nao esta em S.

Portanto, o grupo GL(2,C) nao é hamiltoniano.

Através dos lemas a seguir, exploraremos algumas propriedades dos grupos hamilto-
nianos que serao fundamentais para demonstrarmos o Teorema de Classificacao destes
grupos.

A fim de simplificar a leitura, para os préximos quatro lemas, usaremos a seguinte

hipétese.

Hipétese 2.1. Seja G um grupo hamiltoniano e K = (z,y) um subgrupo de G que é

isomorfo ao Qg, ou seja,
K={(z,y|la*=1 2> =y ey lay=a"").

Também usaremos que C(g) = {¢" | h € G}, isto é, a classe de conjugagao do
elemento g em G, satisfaz C(g) C (g). De fato, pois desde que G é hamiltoniano, temos
que (g) é normal em G, para todo g € G e, portanto, g" € (g), para todo h € G.

Lema 2.1. Seja g € G. Se o(g) =2, entdo g € Z(G).

Demonstracao. Seja g € G. Como visto acima, temos que C(g) C (g). Sendo assim,

desde que o(g) = 2, para h € H, temos que:
h™'gh =g ou h 'gh=1.

Se h=tgh = 1, obtemos g = 1, uma contradicao. Logo, concluimos que h=*gh = g, donde

segue que g € Z(G). O

Observacao 2.2. Considerando a Hipotese 2.1, pelo lema acima, temos que se a € um
elemento de ordem 4 em G, entao C(a) = {a,a™ '} em G. De fato, desde que C(a) C (a)

e o(a) =4, temos as sequintes possibilidades:

2

g lag =1, a, a®, ou a*, paratodo g € G.

Note que se g~tag = 1, entdo a = 1, contradicdo. Agora, se ¢~ tag = a?, usando o lema

L= a3, temos que

anterior, obtemos a = a?, novamente uma contradicdo. Logo, como a~
C(a) ={a,a™'} em G, como afirmado.
Em particular, todo elemento k € K = Qg possui classe de conjugac¢ao em K dada

por C(k) = {k,k™'}.
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Lema 2.2. G = KCy(K).

Demonstracao. Primeiramente, relembremos que:
Co(K)={9€G|gk=FkgV keK}.

Agora, suponhamos, por absurdo, que existe g € G\KCg(K). Entao g ndo comuta
com x ou g nao comuta com y. Sem perda de generalidade, vamos supor que g nao comuta
com 7. Logo, y9 # y. Entao, pela observacao anterior, obtemos que 49 = g lyg =y~ ! =

y3. Além disso, usando as relacoes em K:

ygr = gy’ = gy~ 'z = gzy.

Portanto, gz comuta com y. Como gx ¢ Cg(K), entao deduzimos que gz ndo comuta

com x. Assim, 29° # z. Novamente pela observacao anterior, segue que z9° = x~ 1.

Sendo assim, de um lado:

z(gry) = gra®y = gy = gx'yz " = (gay)z.

E por outro lado, usando que gx comuta com y:

y(gzy) = y(g97)y = (92y)y.

Dessas duas igualdades, obtemos que gxy € Cg(K), donde concluimos que g € KCq(K),

uma contradigdo. Logo, G = KCg(K), como afirmado. O

Lema 2.3. G ¢ um grupo de torgao.

Demonstracao. Primeiramente, dizemos que G é um grupo de torcao se:
G=T(G)={g€G|olg) <oc},

isto é, G é um grupo de torcao se todo elemento em G tem ordem finita.

Vimos no lema anterior que G = KCq(K). Logo, desde que K = (g é um grupo
de torgdo e uma vez que os elementos de K e Cg(K) comutam, para mostrarmos que
os elementos de G tém ordem finita, basta mostrarmos que os elementos de C(K) tém

ordem finita. Para tanto, seja g € Ce(K). Entao:

[z, gy) = [, yl[z, 9] = [v,y] =2* =" # 1.
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Como G é hamiltoniano, temos que (x) e (gy) sd@o subgrupos normais de G. E,
portanto, 1 # [z, gy] € (x) N (gy). Logo, existem inteiros r e s, tais que [z, gy] = 2" =
(gy)®. Tome H = (x, gy) = (x){gy). Temos que [z, gy| € Z(H) e assim:

[z, gy]" = [2", gy] = [[z, gy], gy] = 1.
Donde segue que o([x, gy]) < 0o e o(gy) < oo e, portanto, o(g) < 0o, como queriamos. [
Lema 2.4. C;(K) ndo contém elementos de ordem 4.

Demonstragao. Suponhamos, por absurdo, que existe g € Cg(K) com ordem 4. Logo,
o(gy) = 4. Além disso, vimos na demonstracdo do lema anterior, que [z,gy] # 1 e

[z, gy] € (gy). Assim, temos as seguintes possibilidades para [z, gy]:

[z, 9y] = (9v), (9)? ou (gy)*.

Se [z, gy] = (gy), entdao z~(gy)‘zgy = gy, implicando em gy = 1, uma contradigao.
Agora, se [z, gy] = (gy)°, entdo x~*(gy)'zgy = (gy)° e obtemos * = (gy)~!, uma
contradigao, pois 2 = o(2?) # o ((gy)™!) = 4.

Portanto, concluimos que:
[z, gyl = =7 (9y) "zgy = (9v)* = (9y) ™" = (9)"

Entao, usando que (gy)~! = (gy)*:

lgy, 2] = (gy) "2 gyz = (gy) " (g)” = (9y) > =972y~ = ¢*y°.

E por outro lado:

lgy, 2] = [z, gy] ! = [,y = 2® =%

Logo, g*y* = y? e obtemos que ¢g> = 1, uma contradicao, pois o(g) = 4. Sendo assim,

concluimos que Cg(K) nao possui elementos de ordem 4, como afirmado. ]

2.2 Teorema de classificacao

Chegamos ao Teorema de Classificacao dos grupos hamiltonianos:

Teorema 2.2. (Teorema de Classificagio dos Grupos Hamiltonianos) Um grupo G €
hamiltoniano se, e somente se, G = K x A x E, onde K € isomorfo ao grupo dos
quatérnios de ordem 8, A € um grupo abeliano cujo todos os elementos possuem ordem

impar e B é um 2-grupo abeliano elementar.
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Demonstracao. Suponhamos que G' é um grupo hamiltoniano. Vimos que G possui um
subgrupo K = (z,y) isomorfo ao Qs e que G = KCg(K). Além disso, note que, pela
Observagao 2.1, segue que os elementos de ordem fmpar em Cg(K) comutam com todos
os elementos em . Sendo assim, considerando o conjunto A formado pelos elementos
de ordem impar em Cg(K), obtemos que A é um subgrupo do Z(G) e, portanto, A é
abeliano.

Vimos ainda, Lema 2.4, que Cg(K) nao possui elementos de ordem 4. Dessa forma,
afirmamos que se h € Cg(K) é um elemento nao trivial com ordem poténcia de 2, entao
necessariamente o(h) = 2. De fato, suponhamos, por absurdo, que existe h € Cg(K), tal
que o(h) = 2%, com a > 3. Entao, h?*~ € Cu(K) e

a—2 22 «
<h2 ) _ R =1,

Donde obtemos que o(h***) = 22 = 4, uma contradicio. Portanto, se h € Cg(K) é
um elemento nao trivial de ordem par, entao o(h) = 2 e, pelo Lema 2.1, temos que
h € Z(G). Sendo assim, seja B o conjunto formado pelos elementos de ordem poténcia
de 2 em Cg(K). Note que o conjunto B estd contido no Z(G). Vamos verificar que B
é um 2-grupo abeliano elementar. De fato, pois claramente B é um conjunto nao vazio.
Por outro lado, sejam ¢g,h € B nao triviais, entao o(g) = o(h) = 2. Desde que (g) é
normal em G

(gh_l)2 =gh lgh™ ' = gh7lgh = ¢* = 1.
€(g)

E, assim, gh~! € B. Logo, B é um grupo abeliano, onde todo elemento nao trivial tem
ordem 2, ou seja, B é um 2-grupo abelino elementar.

Diante do exposto, afirmamos que Cg(K) = B x A. De fato, claramente ANB = {1}.
Temos ainda que A e B sdo normais em G e, consequentemente, sdo normais em Cg(K).
Além disso, Cq(K) = BA, pois se h € Cg(K) e o(h) = 2 ou o(h) é impar, segue que
h € BA. Agora, se o(h) = 2*m, com m fmpar e a > 1, temos necessariamente que
o(h) = 2m. Uma vez que mdc(2,m) = 1, sabemos que existem inteiros r, s, tais que
2q +rm = 1. Mas entao h = h"™h?? € BA.

Agora, observamos que 2 € K e o(z?) = 2. Logo z*> € B. Aplicando que z? tem
ordem méxima em B e utilizando o Lema 1.7, obtemos B = (2?) x E, onde E é um 2-
grupo abeliano elementar.

Tendo em vista que z? é o tinico elemento de ordem 2 em K e, assim, K N (E x A) =

{1}, temos:

G=KCs(K)=KBxA)=K({(2*) x ExA)=KxEx A,
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como queriamos.

Reciprocamente, seja G = K x A x E, onde K, A, E sao como no enunciado. Desde
que K = Q)3 é nao abeliano, temos que G também é nao abeliano. Sendo assim, para
mostrarmos que G é hamiltoniano é suficiente provarmos que para cada g em G, temos
(g) um subgrupo normal de G.

Entao, seja g € G, tal que g = kab, onde k € K, a € A, b € E. Se o(k) = 2, segue
que k € Z(K), logo g € Z(G) e assim (g) é normal em G. Agora, se o(k) = 4, sabemos
que C(k) = {k,k™} em G e, portanto, C(g) = {g,k 'ab} em G.

Queremos mostrar que k~'ab € (g). De fato, como a € A, o(a) é impar. Denote
o(a) =m e tome s =2m + 1. Temos s = 2m + 1 = 3(mod 4).

Afirmamos que ¢° = k~tab.

Como o(k) =4 e s = 3(mod 4), segue que 4 | s + 1 e assim:
Etl=1=kk=1=k =k"

Além disso, como s = 1(mod m), temos que m | s — 1:

1

¢ l'=1=da'=1=d =a

Finalmente, como o(b) = 2 e s é {mpar temos:
b = b2m+1 — meb =b.

Portanto, ¢° = (kab)® = k*a*b® = k~'ab e assim k~'ab € (g),. Logo, C(g) C (g) e
concluimos que (g) é um subgrupo normal de G, como querfamos.
O

Observamos que de acordo com a estrutura de um grupo hamiltoniano, vista no
teorema acima, temos que os p-grupos hamiltonianos sao necessariamente 2-grupos da

forma K x F, onde K = (Jg e F é um 2-grupo abeliano elementar.



Capitulo 3
p-Grupos metahamiltonianos finitos

Finalmente, vamos apresentar os grupos metahamiltonianos, grupos nao abelianos
onde todos os seus subgrupos nao abelianos sao normais. O conceito de metahamiltoniano
é uma generalizacao dos grupos hamiltonianos vistos no capitulo anterior.

Neste capitulo, exploraremos algumas propriedades destes grupos. Além disso, enun-
ciaremos e demonstraremos um importante teorema que os caracteriza. A referéncia

deste capitulo é [1].

3.1 Grupos metahamiltonianos

Um grupo nao abeliano G é dito metahamiltoniano se todos seus subgrupos nao
abelianos sao normais. Como exemplos triviais, temos os grupos hamiltonianos e os

grupos nao abelianos minimais.

Lema 3.1. Seja G um grupo, tal que |G'| = p, onde p € primo. Entio G é metahamil-

toniano.

Demonstragao. Primeiramente, note que G é nao abeliano. Vamos verificar que se |G’| =
p, entao todo subgrupo nao abeliano de G contém G’ e, portanto, todo subgrupo nao
abeliano de G serd normal em G, donde seguirda que G é metahamiltoniano. De fato,

suponhamos, por absurdo, que existe H < G nao abeliano e tal que G’ £ H. Desde que
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|G'| = p, temos G' N H = {1}, logo:

G
G'H
G’/ \H
~.
G'NH={1}
GH . H

&= =H
G’ G'NH
Como G'H/G' < G/G" é abeliano, obtemos que H também é abeliano, uma contradigao.

Logo, G’ estd contido em todo subgrupo nao abeliano de G, como queriamos. O

Teorema 3.1. Seja G um grupo metahamiltoniano finito. Entao os quocientes nao

abelianos de G, bem como os subgrupos nao abelianos de G sao metahamiltonianos.

Demonstracao. De fato, seja G/H um quociente nao abeliano de G e seja K/H um
subgrupo nao abeliano de G/H. Logo, K < G é nao abeliano e desde que G é metaha-
miltoniano, segue que K é normal em G e, portanto, K/H é normal em G/H.

Agora, seja H um subgrupo nao abeliano de G, uma vez que os subgrupos de H sao

também subgrupos de G, segue que H é metahamiltoniano. n

3.2 Propriedades de p-grupos metahamiltonianos

Desde que estamos interessados em estudar os p-grupos metahamiltonianos finitos,

abordaremos nesta secao algumas de suas propriedades.

Exemplo 3.1. Todo p-grupo extra-especial é um p-grupo metahamiltoniano finito. De
fato, se G € extra-especial, entdo sabemos que G é um p-grupo finito nao abeliano e |G'| =
|Z(G)| = p. Logo, pelo Lema 3.1, G € metahamiltoniano. Sendo assim, a classifica¢ao
dos p-grupos extra-especiais, vista superficialmente no Capitulo 1, nos fornece alguns

exemplos de p-grupos metahamiltonianos.

Exemplo 3.2. Grupos nao abelianos de ordem p* sao p-grupos metahamiltonianos fini-

tos. De fato, sejam G um grupo nao abeliano de ordem p* e H um subgrupo ndo abeliano
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de G. Nesta situagdo, a unica possibilidade é que |H| = p*. Mas entio [G : H] = p e,
portanto, H é normal em G. Observamos que uma classificacdo dos grupos de ordem p*

pode ser vista em [5].

Teorema 3.2. Seja G um p-grupo nao abeliano finito. Entao G é metahamiltoniano se,

e somente se, todo subgrupo nao abeliano minimal de G é normal em G.

Demonstracao. Se G é metahamiltoniano, entao claramente todo subgrupo nao abeliano
minimal de G é normal. Reciprocamente, desde que pelo Teorema 1.16, um p-grupo nao
abeliano é gerado por subgrupos nao abelianos minimais, temos que se todo subgrupo
nao abeliano minimal de G é normal, entao todo subgrupo nao abeliano de G é normal
e, por isso, G é metahamiltoniano.

[]

Teorema 3.3. Seja G um p-grupo metahamiltoniano finito. Entao para todo x € G,

(z)C € abeliano ou nao abeliano minimal.

Demonstracdo. Suponhamos que (z)¢ é nao abeliano, para z € G. Logo, existem g1, go

em (G, tais que:
[Igl,l,’g?] 7& 1= [x91’x92]91_1 7§ 1= [%xgzgfl] 7& 1.

Tomando g = gog; !, obtemos que [z,z9) # 1. Entao, consideremos o subgrupo K =
(r,29) de G. Como K é nao abeliano e G é metahamiltoniano, temos que K é normal
em G e, por isso, K = (z)¢. Sejam:

y=a’

L= (z,2%) = (z,[z,y]).

Como L < K, temos que L nao é normal em G e, por isso, L é abeliano. Dali, temos que

¢ = (29)¢ = (2)9, procedendo de forma

[[z,y],z] = 1. Por outro lado, uma vez que (y)
similar, obtemos [[z,y],y] = 1. Portanto, [z,y] € Z(K).

Agora, seja S = (x,y?). Desde que S < K, temos que S nao é normal em G e, por
isso, S é abeliano. Logo:

1 =[xz, y"].

Como K = (z,y) e [z,y] € Z(K), usando o Lema 1.3:

1= [z,y"] = [z,y]" = [2", y].
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Mas entao K’ = ([z,y]) tem ordem p e desde que d(K) = 2, pelo Teorema 1.15, con-

G

cluimos que K = (x)“ é um p-grupo nao abeliano minimal, como querfamos. O

Teorema 3.4. Seja G um p-grupo metahamiltoniano finito. Entdo cl(G) < 3. Em

particular, G € metabeliano.

Demonstragdo. Pelo teorema anterior, para todo elemento x € G, K = (2)¢ é abeliano
ou nao abeliano minimal. Entao K’ = {1} ou |K’| = p.

Note que K’ é normal em G, pois desde que K é normal em G:
k1, ko)? = [k1?, ke?] € K', para todo g € G e ky, ks € K.

Logo, pelo Teorema 1.5, K’ < Z(G).
Agora, seja G = G/Z(@). Entao, para todo T em G, (Z)C é abeliano. De fato, sejam

g '7"g e g l2™g € (7)¢, onde §,7 € G e m,n inteiros. Temos:

lg7'2"9Z(G),q 'a™qZ(G)) = [g 'a"g, ¢ 'a™q| Z(G) = Z(G).

A J/
-

€K'<Z(G)

E, portanto, [g712"g, ¢ '2™q] = 1.
Além do mais, G satisfaz a segunda condicio de Engel, pois para g, h € G, temos:

[3,h,h] = [[g,h],h] =1, ja que (h)C é abeliano e [g, ] € (h)°.

Mas entdo, pelo Teorema 1.7, temos que cl(G) = 2 para p # 3 e cl(G) < 3 para p = 3.

Observe, por exemplo, que se cl(G) < 3, ao usarmos o Teorema 1.2 obtemos:

T—n, (%) - % = 7(G) < Z(G) = 1 = [1(G),G] = 15(G) = cl(G) < 4.

Dai concluimos que cl(G) < 3 para p # 3 e cl(G) < 4 para p = 3.

Afirmamos que cl(G) < 3. Suponhamos que néo, entdo, pelo argumento acima, p =
3. Considere ainda G um contra exemplo de ordem minimal, isto é, G é o 3-grupo
metahamiltoniano de menor ordem, tal que c¢l(G) > 3. Diante do exposto acima, s
poderemos ter cl(G) = 4.

Além disso, |y4(G)| = p. De fato, ja temos que 74(G) # {1}. Suponha que |4(G)| #
p. Entao existe K < 74(G), tal que K # {1}. Como [14(G),G| = (G) = {1},
temos que Y4(G) < Z(G) e, assim, K ¢é normal em G. Agora, note que G/K é um
quociente nao abeliano de G, pois G £ K. Dal, pelo Teorema 3.1, G/K é um p-grupo
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metahamiltoniano, tal que |G/K| < |G|. Mas entao, pela minimalidade da ordem de G,
temos que cl(G/K) < 3 e, consequentemente, v4(G/K) = {1}. Assim,

T—n, <§) _ mlG)

K K
Donde segue que 74(G) = K, uma contradi¢ao. Portanto, |74(G)| = p.

Sendo assim, podemos assumir que v4(G) = ([a,b,c,d]), onde a,b,c,d € G\P(G).
Sejam = = [a,b,c] e N = (z,d). Note que [z,d] € Z(N). Logo, pela Observagao 1.1,
segue que N’ = ([z,d]). Mas entao, como N é 2-gerado e N' = ~4(G), pelo Teorema 1.15,
N ¢é nao abeliano minimal.

Além disso, como todo subgrupo de G contendo N é normal, G/N é dedekindiano.
E desde que p = 3, G/N é abeliano. Caso contrario, G/N seria hamiltoniano e, pelo
Teorema 2.1, teria um subgrupo de ordem 23 isomorfo ao Qg, o que claramente nio é
possivel.

Uma vez que G/N ¢ abeliano, segue que G’ < N. Como d ¢ ®(G), temos NNP(G) <
N e, por isso:

G' < NN®(G) < N.

Dai obtemos que G’ é abeliano, ja que N é nao abeliano minimal.

Além disso, pela identidade de Witt, temos o seguinte:

[t d™ [a, b])°[d, a, b e [a, b, e, d) = 1
Note que [c¢™t,d ™!, [a,b]] = 1, pois G’ é abeliano. Também temos que [d, [a,b] ™, ¢! = 1,
poisd € N e [a,b]"' € G’ < N, logo [d,[a,b]™'] € N' =4(G) < Z(G). Entao, resta-nos
que:
[a,b),c,d]* " =1=[[a,b],c,d] = 1.
Mas entao v4(G) = ([a,b,c,d]) = {1}, contradigdo. Portanto, cl(G) < 3, como de-
sejavamos.

Em particular, G é metabeliano, isto é, G’ é abeliano. De fato, como cl(G) < 3,

temos que 74(G) = 1. Logo, usando o Teorema 1.3:

[12(G), 72(G)] < (@) = {1} = [12(G),72(G)] = 1,

e, portanto, G’ = 75(G) é abeliano. ]
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3.3 Caracterizacao dos p-grupos metahamiltonianos

finitos

Agora, utilizando as propriedades dos p-grupos metahamiltonianos finitos vistas na
secao anterior, demonstraremos o teorema que caracteriza os p-grupos metahamiltonianos

finitos.

Teorema 3.5. Seja G um p-grupo nao abeliano finito. G € metahamiltoniano se, e

somente se, G' estd contido em todo subgrupo nao abeliano de G.

Demonstracao. Se G' esta contido em todo subgrupo nao abeliano de G, entao todo
subgrupo nao abeliano de G é normal. Uma vez que G é nao abeliano, concluimos que
G ¢é metahamiltoniano.

Reciprocamente, queremos mostrar que se G é metahamiltoniano, entao G’ estd con-
tido em todo subgrupo nao abeliano de G. Mas uma vez que, pelo Teorema 1.16, todo
p-grupo nao abeliano é gerado por subgrupos nao abelianos minimais, basta mostrarmos
que G’ estd contido em todo subgrupo nao abeliano minimal. Para tanto, vamos supor,
por absurdo, que esta implicacao é falsa e considerar G um contra exemplo de ordem
minimal. Ou seja, G é um p-grupo metahamiltoniano de menor ordem, contendo um
subgrupo nao abeliano minimal N, tal que G’ € N. Pelo Teorema 1.15, sabemos que N
é 2-gerado e, portanto, vamos considerar N = (a, b).

Desde que G é metahamiltoniano, N e os subgrupos contendo N sao normais em G.
Como G/N é nao abeliano (G’ £« N), temos que G/N ¢ hamiltoniano e, portanto, G é
um 2-grupo. Por isso, note que |[N'| = 2. Além disso, pela minimalidade da ordem de G,
segue que G/N = Qs.

Sejam:

G
N (xN,yN) e H = (x,y).

Temos:

G = HN,

De fato, como G = UgN e G/N = Qg, temos:

G=NUzxN UyN UzyN U2’N U 23N U 2*yN U 23yN.
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Logo, se g € G, entdo g = x'y/n, onde n € N, e assim g € HN. Dali segue a igualdade
G = HN. Além disso, pelo Lema do Diamante, obtemos:

G

\/"

N

./ \

Q =

HmN:N:QS'

E, por tltimo, z ¢ N, pois caso contrario terfamos GG/N abeliano, uma contradigao.

Destacamos que como G é metahamiltoniano, pelo teorema anterior, temos cl(G) < 3,
v3(G) < Z(G) e G' abeliano. O mesmo vale para H e N, ji que sdo subgrupos nao
abelianos de GG e, portanto, também sao metahamiltonianos.

Agora, verificaremos as seguintes afirmacoes:

(i) HONN < ®(H) e (ii) HNN = (2, 2%? 222)".

(1) Como H NN < H, pelo Teorema 1.11, temos que:

SNHNN) _ @< H ) ~ B(Qy).

HNN HNN
B H)HNN) - SH)(HNN) H
Sabemos que |®(Qs)| = 2, logo HAN = {1} ou AN = Fak
O(H)(HNN _
Se (H)HNN) = {1}, temos que ®(H) < HN N e como H' < &(H), obtemos:

HNON
H <®H)<HNN <N,

O(H)(H N N) :q>< H ),oquenos

tradica 14 N. Resta-
uma contradigao, ja que z ¢ esta-nos que HNN HNN

dda HN N < ®(H), como afirmado.

(77) Sabemos que TAN - Qs, logo:
H
TAN ={HNN,z(HNN),y(HNN),z>(HNN),2>(HNN),zy(H N N),z*y(H N N),

w*y(H N N)}.
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Assim, H NN é o fecho normal das relacoes definidoras de QQg e, portanto, H N N =
(xt 2%y?, 222) 1.

Agora, como H é metahamiltoniano, pelo Teorema 3.3, (z) ¢ abeliano ou nao abeli-
ano minimal. Uma vez que, pela Proposicao 1.2, (z)? = (z, z), segue que (z, z) é abeliano
ou nao abeliano minimal. Por isso, [z,2?] = 1. De modo andlogo, obtemos [z, y?] = 1.
Com isso:

1=[z,2% = [z,2][z,2]" = [2,2])* e
1= [z.9"] = [z 4][z 9" = [z, 9]
E entdo exp(y3(G)) < 2.
Observe que como H' é abeliano, z comuta com todo elemento em H’ e z comuta
com z? e y%. Assim, desde que ®(H) = (2% y* H'), segue que z € Z(®(H)), isto é,
[®(H),z] = 1. Em particular, [H N N, z] = 1.

A seguir, deduziremos uma contradi¢ao em 5 casos.
Caso 1. HNN = N = (a,b).
Neste caso, G = H = (z,y). Como [H N N, z] =1, temos [N, z] = 1.
Seja M = (za,b). Note que M é 2-gerado e [za,b] € Z(M). De fato, pois como

[za,0) = [2,0]°  [a,b] = [a, D],
~——
1,pois[N,z]=1.

temos que [za, b] = [a,b] comuta com «a, b e com za. Entao:
M’ = ([za,8]) = {[a,])) = V"

Assim, |M'| = 2 e, portanto, M é nao abeliano minimal. Logo, M I G e G/M é
dedekindiano. Desde que z ¢ M, temos que G’ £ M e que G/M ¢ ndo abeliano. Pela
minimalidade da ordem de G, H/M = G/M = Qs.

Mas entao, como H/H NN = H/N = ()g, obtemos que:

(za,0) = M = (2%, 2%y* 2%2)"" = N = (a,b),

uma contradigao, pois z ¢ N.

Caso 2. HONN <N e HNN & ®(N).
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Neste caso, H NN contém um gerador essencial de N. Sem perda de generalidade,
vamos assumir que a € HNN eb ¢ HNN. Logo, [z,a] =1, ja que [HNN, z] = 1. Além
disso, observe que como N é nao abeliano minimal, H NN = (x%, 22y?, 2%2)f é abeliano.
Assim, usando que H' é abeliano:

2

1= [a?%?, 2% = [2%92 2] 2202, 22 = [a%?, 2% = [22, 2% [y, 2% = [12, 2%) =

[2%,y%] = 1.
Continuando os célculos:
1= [2?, ] = [2®, yl[=®, )Y = [z, )" [z, yl[z, y] ™[, y)¥ = 27227920

Por outro lado, 2% = z[z,y|, 2¥ = z[z,y| e 2*Y = z[z,zy] = z[z,y][z, z]Y = z[z, z][z, y].
E substituindo estas relagoes na igualdade acima, obtemos:

1 =222 [z,y) =2t = 24 =1,

Se 22 # 1, entao (2?) = Uy(H') = (h* | h € H') é um subgrupo normal minimal de G.

De fato, pois (2?) tem ordem 2 e é normal em G, ja que:
(z*) = Uy(H") char H' char H = (2*) char H <G = (%) <G.
Mas entao, pelo Coroldrio 1.1, 2% € Z(G). Particularmente,

1= [zz,b] = [z,0]7 [z0] = [z, b]z.
——
13(G)<Z(G)

Subcaso 2.1. [z,b] # [a,b].
Seja M = (za,b). Temos o seguinte:

[za,b] = [2,8]"[a,0] = [2,b][a,b] # 1 e [2a,b]" = [2,b]"[a,}]" = 1.
Além disso, como M’ = ([za,b]), temos que |M’'| = 2 e, portanto, M é nao abeliano

minimal. Logo, G/M é dedekindiano. Como z ¢ M, temos G/M nao abeliano e pela
minimalidade da ordem de G, temos G/M = Qs.

G=HM

/\
\/
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G HM _ H
Mo M HnM @
Mas entao:
HNM = (z* 2%? 2°2)" = HN N.

Masa€ HNN=HNM < M e com isso z = (za)a™' € M, uma contradigao.
Subcaso 2.2. [z,b] = [a,].

Seja L = (2,b) N N. Como N é normal em G e (z,b) é nao abeliano minimal e,
portanto, normal em G, segue que L é normal em G.

Note que como a ¢ L, temos que L < N e assim L é um maximal ou estd contido em
algum maximal. Seja K um subgrupo maximal de N contendo L e tal que K é normal
em G.

Como |G/N| =23 e [N : K| = 2, temos que |G/K| = 2* Além disso, G/K é nao
abeliano, tem dois geradores e possui um quociente isomorfo ao (Js. De fato, primeira-
mente note que N = (a)K, caso contrario, terfamos K < (a) K < N, o que contraria a

maximalidade de K. Assim:

Logo,

G=HN=H{a)K — HK
~—~—
aeHNN

e temos G/K = HK/K = (zK,yK). Uma vez que G’ £ K, temos que G/K ¢ nao

abeliano. Por tltimo, como N/K ¢é normal em G/K, temos:

el b Y T
N/K N
Sendo assim, pelo Teorema 1.19, que nos da a classificagao dos grupos nao abelianos de

ordem 2%:
= (2K, yK) = (T,7) = M>(2,2),

onde My(2,2) = (7,7 | 7t =y = 1,77 = 73).
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Agora, vamos mostrar que o conjugado 7* ¢ () e, portanto, () nao é normal em
G/K. Como o(y) = 4, segue que (y) = {1,7,7% 7>} e, assim, temos as seguintes possibi-
lidades para 7°:

7 =1,7 7 oup’.
Mas usando as relagoes em G /K, temos que:
Se Z71yz = 1, entdo ¥ = 1, absurdo, ja que o(y) = 4.
Se Z7'yx = 7, entao yz = Ty, absurdo, ji que G/K ¢ nao abeliano.
Se Z71yx = 72, entao T? = 7, absurdo, ja que o(¥) = 4.

Se Z71yx = 72, entao T2 = 2, absurdo, pois M5(2,2) 2 Qs.

Portanto, 7° ¢ (y) e (y) ndo é normal em G/ K, como afirmado. Procedendo de forma
andloga, obtemos que (Zy) nao é normal em G/K.
Uma vez que (g) e (Ty) ndo sdo normais em G /K, suas imagens inversas também nao

sdo normais em G e, por isso, (y, K) e (xy, K) sdo abelianos. Logo:
vy, K]=1el=[zy, K| = [z, K[y, K] = [z, K] = 1.

Dai segue que [H, K] = 1, absurdo, pois contraria nossa hipétese de que [z, b] = [a, b] # 1.
Caso 3. HN N < ®(N).

Primeiramente, afirmamos que H N N # 1. Suponhamos que nao, entdao G = H x N.

G=HN

/\
\/

HNN={1}
Desde que N = G/H é dedekindiano, temos N = Qg. Logo, N = (a,b) = Qs, isto é:
N ={(a,b|a* =1, a* =1 [a,b] =a®) = {1,a,a® a® b, ab,ad’,a®b}.
Por outro lado, observe que como (z?, z%y? 22[z,y|)? = H N N = {1}, temos:
ot =1, 2% =1=2"=9% e |1,y = 2%

Assim H = (z,y) = Qs.



61

Agora, considere (xa,yb) < G. Usando as relagoes de N e H, obtemos que (za, yb) =

Qs, pois:
(a:a)4 =zt =1=y"' = (yb)4,

(a)?(yb)? = a®2%y*b* = 1 = (2a)* = (yb)* e
[za, yb] = [za,b][za, y)’ = [z,0]%[a,b][z,y)"[a, y]" = [a, b][z, y] = [z,y][a,b] = 2%a® = (za)*.

Mas, note que

(za,yb) = {1, (za), (za)®, (za)*, (yb), (za) (yb), (va)(yb), (wa)*(yb), (za)*(yb) }

nao ¢ normal em G. Para comprovarmos, mostraremos que o conjugado b~'(ax)b =
az ¢ (va,yb). Assim, tendo em vista a apresentagao de (za,yb), temos as seguintes

possibilidades para b~ (az)b = a®x:
e Se a’r = 1, entdao x = a, absurdo, pois [z,y] # 1.
e Se a®z = az, entdo a® = 1, absurdo, pois o(a) = 4.
e Se a’r = a?z?, entdao a = z, absurdo, pois [z,y] # 1.

3

e Se a’r = a®23, entao x* = 1, absurdo, pois o(a) = 4.

Se a3z = by, entdo ba = yx, absurdo, pois [z, y] # 1.

1

e Se a’x = (za)(yb), entdo a®b~! =y, absurdo, pois [z, y] # 1.

e Se a’xr = (za)?(by), entao ab~! = xy, absurdo, pois [r,y] # 1.
e Se a’z = (xa)?(by), entao b~ = z%y, absurdo, pois [z, y] # 1.

Mas entao b~ (ax)b = a®*z ¢ (xa,yb) e, portanto, (za,yb) nao é normal em G, uma
contradigao, ja que Qg = N e N é normal em G. Com isso, HN N # 1.

Também afirmamos que N’ < H N N. Suponhamos que nao, isto é, N' <« H N N,
entao o quociente G/H N N é também um contra exemplo e contraria a minimalidade
da ordem de G. De fato, note que G/H N N ¢ nao abeliano, pois G’ £ H N N. Logo,
G/H NN é metahamiltoniano. Mas se N’ £« H NN, entdao N/H N N ¢é um subgrupo nao
abeliano de G/H N N e, por isso, N/H N N é normal em G/H N N. Mas,

G/HNN G

N/HmN_N:Q8
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é nao abeliano e assim (G/HNN) £ N/HNN. Ouseja, G/HNN é um metahamiltoniano
com ordem menor que a ordem de GG, contendo um subgrupo nao abeliano N/H N N, tal
que (G/HNN) £ N/H N N, uma contradi¢do. Por isso, N' < HNN.

Sejam:

G H N

H= = (7,7) eN:HnN:(mx(B).

C=TaN HON

Temos G = Hx N. Note que N é abeliano, pois N’ < HNN. Além disso, exp(N) > 4,
ja que nao podemos ter simultaneamente @? = b =T De fato, suponhamos que @? =
»° = 1. Entio N é um 2-grupo abeliano elementar e, portanto, ®(N) < H N N, donde
concluimos que ®(N) = H N N, contrariando nossa hipdtese. Sendo assim, podemos
assumir, sem perda de generalidade, que o(a) = 4.

Agora, considere K = (Fa) x (b). Sem perda de generalidade, podemos supor o(b) = 2.

E como H =2 Qg, temos o(Z) = 4. Portanto, temos que:

Cyx Oy 2 K = {1, (za), (za)?, (za)®, b, Tab, (Ta)*b, (za)®b}.

Afirmamos que K nao é normal em G. Para comprovarmos a afirmacao, vamos

mostrar que o conjugado (7a)” ¢ K. De fato, pois temos as seguintes possiblidades para

(za)? = Z°a:

e Se 7% = 1, entdo T = @, absurdo, pois [T, 7] # 1.

Se 7°a = Ta, entdao T2 = 1, absurdo, pois o(T) = 4.

Se 7°a = (za)?, entao T = @, absurdo, [T,7] # 1.

Se 7%a = (Za)?, entao @ = 1, absurdo, pois o(a) = 4.

Se T3a = Tab, entdo [T,7] = b e, assim, [Z,7] € H N N. Logo, [Z,7] = 1, absurdo,
pois [z,y] ¢ N.

e Se 7°a = (7a)?b, entdo T = ba, absurdo, pois [T,7] # 1.
e Se 7%a = (7a)’b, entdo @ = b, absurdo, pois N # (a).

Portanto, K nao é normal em G, como afirmado. Mas se K nao é normal em G, sua

imagem inversa também nao é normal em G e, por isso:

1 = [za,b] = [x,b]"[a,b] = [z,b] = [b,a”"].
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Note que [b,a!] # 1, caso contrdrio, terfamos [a,b] = 1, um absurdo. Analogamente,

obtemos [y, b] = [b,a™!] e [zy,b] = [b,a”!]. E, finalmente, chegamos que:

[b,a™ " = [2,b][y,b] = [b,a™ '] = [b,a ' ![b,a '] = [b,a '] =1,

uma contradicao.

Caso 4. HONN =®(N) = N".

Neste caso,
IN| =2 |H|=2" e |G| =2°

De fato, como |[H N N| = |N'| = 2:

Temos ainda que:

HN H N H

G
NN N NTWN

jad que N/N' = N/®(N) é abeliano elementar.

Desde que (aN') e (bN’) sdo normais em G/N’, suas imagens inversas, A = (a, N') e
B = (b, N') também sao normais em G.

Vamos verificar que A e B sdo grupos de Klein. De fato, sabemos que U;(N)N' =
®(N) e, por hipdtese, temos que ®(N) = N’. Logo, U;(N) < N’. Sendo assim, temos
que a®> € N’ = {[a, b]). Desde que |[N’| = 2, temos que:

a®>=1 ou a®=la,b].

Se a? = 1, entao A = (a, N') = {1,a, [a,b],ala,b]}. Note que A é um grupo de ordem 4,
cujos elementos nao triviais tem ordem 2, isto é, A é um grupo de Klein.
Se a? = [a, b], da mesma forma, temos que A = (a, N’} = {1, a, [a,b], ala,b]} e mais uma

vez obtemos que A é um grupo de Klein.
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Portanto, A é um grupo de Klein, como afirmamos. Analogamente, obtemos que B
também é um grupo de Klein.

Afirmamos que Cg(A) é maximal em G. De fato, como A é normal em G, temos
G = N¢(A) e, pelo Teorema do Normalizador-Centralizador, segue que: Ng(A)/Cq(A) =
G /Cg(A) é isomorfo a um subgrupo do Aut(A). Mas, como A é um grupo de Klein, pelo
Exemplo 1.1, temos que Aut(A) = S3. Agora, desde que G/Cg(A) é um 2-grupo, sé
poderemos ter [G : Cg(A)] = 2, donde concluimos que Cg(A) é maximal. Da mesma
forma, obtemos Cg(B) maximal.

Seja K = Cg(A) N Ce(B). Temos:

Assim, |K| = 2%

Vamos verificar que K NN = Z(N) = N’. De fato, se c € KN N, entdo ¢ € K e,
assim, ¢ € Cg(A) e c € Ci(B), ou seja, ¢ comuta com os elementos em A e em B. Mas dai
segue que ¢ comuta com os elementos a e b, implicando que ¢ € Z(N). Reciprocamente,
seja ¢ € Z(N). Note que ¢ € K, pois ¢ comuta com A < N e ¢ comuta com B < N e,
assim, c € KN N. Como N é ndo abeliano minimal, temos que Z(N) = ®(N) = N, o
que confirma K NN = Z(N) = N'.

Temos:
|K||N| B 2493 B

= =25,
|K N N| 2
Dai concluimos que G = KN. Além disso, [K, N] = 1, pois [K,a] = 1 e [K,b] = 1.
Agora, desde que:

[KN| =

G =KN

Temos:
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Entao, sem perda de generalidade, podemos assumir H = K. Afirmamos que:
(i) H=(z,y) = My(2,2) e (ii) N'=HNN = (2°y%).

(i) Note primeiramente que H é um grupo nao abeliano de ordem 2*. Além disso, H
tem dois geradores e possui um grupo quociente, H/H N N, isomorfo ao Qs. Logo, pela

classificagao dos grupos de ordem 2, obtemos que H = (z,y) = M(2,2) e, portanto:

4 4 1

=y = e [z,y] = 2"

(i1) Ja sabemos que N' = HN N = (z*, 2%y, 22[x, y])" e uma vez que [H, N] = 1, segue
que N'= HN N = (2%, 2%y, 2*[z,y]). Usando as relagdes de H = My(2,2), obtemos:

rt=1 e 2*z,y]=2"=1,

e, portanto, N' = H N N = (2?y?), como afirmado.
Agora, sem perda de generalidade, podemos assumir que o(a) = 4. Entao a® # 1 e

a’ € N' = (z%y?), logo a® = z%y*. Temos:

[z, ay] = [, y][r, 0]’ = [2,y] = 2, jd que [H N]=1.

(ay)? = a*y* =2 e 2* = (ay)! = 1.

Dai segue que (z,ay) = Qs, isto é,
<x’ ay> = {17 ZI;’ :L‘27 ‘,L‘37 ay? xay7 x2ay7 xgay}'

Logo, (x,ay) nao é abeliano. Afirmamos que (z, ay) também nao é normal, pois veremos

que o conjugado (ay)® = a’y ¢ (z,ay). De fato, temos as seguintes possibilidades:
e Se a’y =1, entdao y = ba"'b~! = [x,y] = 1, absurdo.

e Se a’y =z, entdo b~ lab = xy~! = [xy 2] =1 = [x,y] = 1, absurdo.

e Se a’y = 2% entdao b~lab = 2’y = [2%y~! 2] = 1 = [z,y] = 1,absurdo.

o Se a’y = 23, entao ¥y ! = a® = [23y 1, 2] = 1 = [z,y] = 1, absurdo.

e Se a’y = ay, entdo ab = ba, absurdo.

b,—1

e Se a’y = way, entdao a’a~! = x = [x,y] = 1, absurdo.
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e Se a’y = z?ay, entao a’a! = 22 = [x,y] = z € N, absurdo.

o Se a’y = 23ay, entao a’a" ! =23 =27 = [271 y] = 1 = [z,y] = 1, absurdo.

Portanto, (x,ay) nao é nem abeliano nem normal em G, uma contradigao.
Caso 5. HNN =®(N) # N'.

Sejam:

_ _ . _ N
G = H=—==(Z,y) ¢ N= X= = (a) x (b),

Nlm

G
K?
onde K é um subgrupo maximal de H N N, tal que K <G.

Temos |G| = 2%, |H| =2* e |N|= 23 pois:

\
e

HAN =®(N)
2

K

/\

Uma vez que G é nio abeliano (G’ £ K), segue que G é metahamiltoniano. Entéo,
pela minimalidade da ordem de G, G esté contido em todo subgrupo nao abeliano
minimal de G e, portanto, G esté contido em todo subgrupo nao abeliano de G. Como
G/N = G/N = Qg é nao abeliano, temos que el % N e, assim, N é abeliano. Por isso,
podemos supor, sem perda de generalidade que o(a) = 4.

Note que H é um grupo nao abeliano de ordem 2*, gerado por dois elementos e
contendo um subgrupo quociente, H/(H N N), isomorfo ao Qg. Entéo, pela classificagao

dos grupos de ordem 2%, H 2 M(2,2) e, assim:

Além disso,
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(1) Desde que H = My(2,2), temos que 7%, 3% € Z(H) e, assim, (z%?) € Z(H). Além
disso, temos (7272)? = T2y?7%y* = Ty = 1, isto ¢, o(z*y?) = 2. Portanto, usando as
relacbes em H chegamos em H NN = (T27%).

Agora, como ®(N) = N'U;(N), temos que a®> € ®(N) e a® ¢ K, poisa® # 1 € N.

Mas entao
5 P(N) HNN
a” € =

K K

Como a? # 1, sé poderemos ter a? = T27°.

= HNN = (7).

(i1) Seja [h, 7] € [H,N],com h € Hen € N. Entdo [h,7] € H e [h,7] € N, j& que H
e N sdo normais em G. Logo, [h,71] € H NN, donde segue que [H, N] < HN'N. Assim:
—— — — ®(N) HNN 9 o
7. < 4]

como afirmado. E uma vez que |[(Z*7%)| = 2, temos as seguintes possibilidades:

Subcaso 5.1 [H,N] = {1}.

Neste subcaso, veremos que (7, b), (¥, b) e (az, b) ndo sdo normais em G.

Primeiramente, note que como 7* =1 e b =1, temos o seguinte:
Cix Cy = (7.b) = {15,7°,5°, 0,70, 570, 5°b}.

Afirmamos que o conjugado 7” ¢ (7,b) e, portanto, (y,b) ndo é normal em G. De fato,

temos as seguintes possibilidades:
e Se 77'yz = 1, entao j = 1, absurdo.

Se z~'yx = ¥, entao yx = Ty, absurdo.

Se T 'yz = 72, entao [y, 7| = ¥ = T* = 7, absurdo.

Se Z71yx = 72, entdo [T, 7] = ¥ = 7> = 2, absurdo, pois M5(2,2) 2 Qs.

Se T'Z = b, entdo yT = Tb = bT = 5 = b = [T,7] = 1, absurdo.

Se 7'z = yb, entdo [,7] = b= 7% = [7,y] = b = [7,5] € HN N, absurdo.

Se 7T = 7°b, entdao y [y, 7] = b= [y~ '7%,7] = 1 = [7,7] = 1, absurdo.
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e Se 7'z = P°b, entdo yT YT = b = T?Y? = b, logo @* = b, absurdo, pois N # (a).

Portanto, (7, b) nao é normal em GG. De maneira andloga, obtemos que (Zy, b
também nao sdo normais em (. Assim, segue que as imagens inversas de (7, b)

(az,b) também nao sdo normais em G e, por isso,
[y, 0] =1, [zy,b]l =1 e [ax,b] = 1.
Assim:
1= [zy,0] = [z,0][y, 0] = [x,b] e 1= [ax,b] = [a,b]"[z,b] = [a,b],

uma contradigao.
Subcaso 5.2 [H,N| = (727°).

Temos que se @ = Z(G), entdao [H,b] = (F27°), ja4 que [H,a] = 1. Mas entdo (T, ay)

nao é abeliano e nao é normal em G. De fato, como:

i =a'y' =1, [7,ay) = [7,7)[7,a]" =7° e T@Y =1 =7° = a7

Segue que (T, ay) = Qs e, por isso, (T,ay) é nao abeliano. E, por outro lado, procedendo
da mesma forma que nos casos anteriores, obtemos que (Z,ay) também nao é normal em
G, uma contradicdo. Por isso, @ ¢ Z(G).

Se [a,7] = 1, entao [a,y] = T?¥? e novamente obtemos que (az,y) nao é abeliano e
nao é normal em G, uma contradico.

Por isso, [@,7] = T?7%. E pelo mesmo motivo, obtemos que [ab, ] = Z27%. Dai segue
que [b, 7] = 1. Neste caso, obtemos que (7, b) e (az, b) nio sdo normais em G. Mas entdo,

suas imagens inversas também nao sao normais em G e, portanto:
[,0] =1 e [az,b] =1,

o que implica em [a, b] = 1, uma contradigao.
Assim, concluimos que se G é um p-grupo metahamiltoniano finito, entao G’ estd
contido em todo subgrupo nao abeliano de GG e o teorema estd demonstrado.
O



Consideracoes Finais

Destacamos que as propriedades de p-grupos metahamiltonianos finitos aqui traba-
lhadas e mais algumas em [1] foram essenciais para que L. J. An e X. G. Fang desenvol-
vessem o teorema de classificacao dos p-grupos metahamiltonianos finitos, cujo enunciado
veremos abaixo. A classificagdo completa pode ser vista em [2], um artigo ainda a ser

publicado.

Teorema 3.6. Suponha que G € um p-grupo finito. Entdo G é metahamiltoniano se, e

somente se, G € isomorfo a um dos sequintes grupos nao isomorfos:
(A) G € tal que |G'| = p.

(B) exp(G') = p e cl(G) = 3. Neste caso, p € impar, d(G) = 2 e todos subgrupos de
indice 2 em G sao abelianos.
(Bi) G tem um subgrupo abeliano de indice p.
(B1) {a1,b | af = db = ab = 0P" = 1,[aq,b] = ag, [az,b] = as, a3, b] = 1, [a;, a;] =
1), ondep>5param=1,p>3 el <ij<3.
(B2) {ay,b | @@ = db = """ = 1,]ay,b] = ag, [as,b] = W™, [ay,a5] = 1), onde
p=3.
(B3) {a1,b | alfz =ah =" =1,[a1,0] = ag, [as,b] = a1", [a1, a2 = 1), onde p >3
ev =1 ou nao € um residuo quadrdtico fixo modulo p.
(B4) (a1, as,b | a) = a3 = 1,0° = a3, [ay,b] = as, [a, b] = a;®, [az,a1] = 1).
(Bii) G ndo tem subgrupo abeliano de indice p.
(B5) {(a,b | a?’ = b =P =1, [a,b] = ¢, [c,a] = b, [c,b] = aP), onde p > 5, v ou
nao € um residuo quadrdtico fixo modulo p.
(B6) (a,b|a” =" = =1,[a,b] = ¢, [c,a] = aPbP, [c,b] = a™P), onde p > 5,

4l =ptt—1,r=1,2,..,35(p—1), p é 0o menor inteiro positivo que € uma raiz primitiva

2

2

modulo p.
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(B7) (a,b]a® =V =c=1,[a,b] = c,[c,a] =073, [c,b] = a®).
(B8) (a,b]a® =0 =c=1,[a,b] =c,[c,a] =073, [c,b] = a™3).

(C)c(G)=2eG =C3.

(C1) K x A, onde K = (ay,a9,a3 | ! = = a’;”“ = a§m3+l = 1,[a1,a9) =
al"* lay, as] = a8 7, [ag, as] = 1), my > my = mg+1 e A € abeliano tal que exp(A) < p™s.
(C2) K x A, onde K = (ay,az,a3 | a¥ ' = agm2+1 = a§m3+l = 1,[a1,a9] =
a"’ lay, as) = a5 Jag,as] = 1), p > 2, v ou é um residuo quadrdtico firo médulo p.,

my > my =mz+ 1 oumy > my=mgz e A € abeliano tal que exp(A) < p™s.
mo+1 m3+1

(C3) K x A, onde K = (ay,as,a3 | a¥" = db = af = 1,[a1,a9) =
a?" ay, as] = ai?"?az”" [ag, as] = 1), 14 4k ndo é um residuo quadrdtico mddulo p
parap > 2, k=1 parap=2, my > mg=mg e A é abeliano tal que exp(A) < p™s.

(C4) K x A, onde K = (ay,as,a3 | &= = ag’”“ = ad"” = 1,[a1,a9] =
a lay, as] = a8 7, [ag, as] = 1), my > 1 para p = 2, para my > my > ms3 e A € abeliano
tal que exp(A) < p™2.

C5) K x A, onde K = {ay,as,a;3 &M = = T = 1,[a1,as] =
1 2 3
al"? lay, as] = a?" [ag, as] = 1), my > my = mg+1 e A € abeliano tal que exp(A) < p™=.
(C6) K x A, onde K = (ay,az,a3 | & = a’%mﬁl = )" = 1,[ay, a5 =
1, Jar,a3) = a2 Jag, as) = a2 '), mi—1=my > mgy e A € abeliano tal que exp(A) < p™.
C7) K x A, onde K = {ay,as,as A= = = 1,[a1,as] =
1 2 3
1, ]ar,a3) = a5 °,Jag,a3] = "), p > 2, v € um residuo quadrdtico fizo mddulo p,

my — 1 =mg > mg oumy =me >mz e A € abeliano tal que exp(A) < p™2.

m1+1 m2+1 m3
(C8) K x A, onde K = (a1,as,a3 | af = ab =ab " = 1,[a1,a0] =
ma kpm1  —pm2 ., , » .
1,[ay,as] = ab ~,[as,as] = a7’ a,? 1 + 4k nao é um residuo quadrdtico médulo
) » U3 2 , W3 1 2 ’ q p

parap > 2, k=1 parap =2, my =mg>mg e A é abeliano tal que exp(A) < p™2.
(C9) K x A, onde K = (ay,a2,b | a] = a3 = 1,0* = a2, |ay,as] = 1,[ay,b] =
a2, [as, b = a3) e A € abeliano tal que exp(A) < 2.
(C10) K x A, onde K = (ay,as,b,d | a} = a3 = 1,b*> = a?,d* = a3, |a1,a9] =
1,[a1,b] = a2, [az,b] = a2, [a1,d] = a2, [as,d] = ala3,[b,d] = 1) e A € abeliano tal que
exp(A) < 2.

(D) cl(G) =2 e G =C3.
(D1) K x A, onde K = (ay,as,a3 | azfmlﬂ = agmﬁl = a§m3+1 = 1,[a1,as] =

m3 m2 m1 b - e s
ay L lar,a3] = as? 7 ag,asz] = af ), p > 2, v € um residuo quadrdtico fixro mddulo p,
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my =my =msz+ 1 e A € abeliano tal que exp(A) < p™3.
mq+1 mo+1 m3+1

(D2) K x A, onde K = (a,a2,as | af = @ = ag = 1, [a1,a0] =
a?"’ lay, as] = a¥ af"? ag, as) = o), 1+ 41 ndo € um residuo quadrdtico médulo p
parap>2,1=1parap=2,my =my=mg+1 e A é abeliano tal que exp(A) < p™s.

mq+1 mo—+1 mg+1
(D3) K x A, onde K = (aj,as,a3 | af = ah = aj = 1,[ay,as] =
m3 m2 m1 , - e -
ay L lar,a3] = as? 7 ag, a3l = af ), p > 2, v € um residuo quadrdtico fixro mddulo p,

mi=mo+1=m3+1eA € abeliano tal que exp(A) < p™3.

. p'm1+1 o pm2+1 o pm3+1 . .
(D}) K x A, onde K = (ay,as,a3 | af = ab = aj = 1,[a1,as] =

m3 kp™m2 —p™m3 my ., , . ,
ay L lar,az] = as” Tag® 7 [ag,a3] =) ), 144k nao é um residuo quadrdtico mddulo p

parap > 2,k =1 parap =2, m; =mqo+1=m3+1 e A é abeliano tal que exp(A) < p™3.
(D5) K x A, onde K = (ay,ag,a3 | a} = a3 = a3 = 1, a1, as] = a3, [a1,a3] =
2

azai, [ag, az] = aa3) e A € abeliano tal que exp(A) < 2.

(E) G é metaciclico.
(E1) (a,b | a? = 1,07 = @ ab = o), onde r > 1, u < r e
r+1>s+u>2 Sep=2, entaor > 2.
(E2) (a,b|a® =b*" =1,a> = a™ ), onde m > 1.
(E3) (a,b | a® =1,0*" =a* a® =a™ '), onde m > 1.
(E4) (a,b ] a® =b*" =1,a> = a®), onde m > 1.

(F) G ndo € metaciclico e G' € ciclico e |G'| > p*.
(F1) K x A, onde K = {(a,b | a*"™"™" = 1,0"""" = 1,a® = a'"*?"), u < 7,
r+1>s+u>2eA#1 € abeliano tal que exp(A) < pUrTH=(s+u)
(F2) K x A, onde K = (a,b|a” " =10 =1,a> =a""?"), t >1,r>u>2
e A#1 € abeliano tal que exp(A) < pttr+h—u,
(F3) K x A, onde K = (a,b | ¥ = 1,0V = 1,a® = o), t > 1,
r4+1>s5>2e¢A#1 € abeliano tal que exp(A) < pr+H=s,
(F}) K x A, onde K = (a,b | a?™™ = 1,00 = a?"" ab = a"*7"), stu # 0,
r4+1>s4+u>2eA#1 € abeliano tal que exp(A) < plUrTH—(stu)
(F5) (K x B) x A, onde K = {(a,b | a?™™ = 1,0V = 1,a® = at™"™),
B = (by) x {by) x -~ x (bs), tal que o(b;) = p’,[a,b;] = a?"" ", [b,b;] = 1, max{t,u—2} <
h<teo<---<tp<t+u,r+t>ri+t1>rg+to>--->rp+t;>t+u>t+2eAé
abeliano tal que exp(A) < pHr+h—v,
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(G) G' = Cpa x Cp, onde o > 2.

m1+1+mo pm2+1 mi

(G1) {a1,aq,a3 | af = db = ab = 1,[a1,a0] = af " [ay,a3] =
ab"* lag, as) = 1), onde p > 2 e my > my > 1.

(G2) K x A, onde K = (a1, as,a;3 | aﬁ’mﬁl% = agmﬁI =ad" = 1,[ay,a0] =
a{’ml, lai, a3] = ang, lag,a3] = 1), my > mg > ms, 1 < k < min{m; — ms, my — ms +

1,my — 1} e A € abeliano tal que exp(A) < pm™2=Fk.



Referéncias Bibliograficas

[1]

[4]

[5]

[10]

[11]

[12]

L. J. An, Q. H. Zhang, Finite metahamiltonian p-groups, J. Algebra 442 (2015)
23-55.

L. J. An, X. G. Fang, A classification of finite metahamiltonian p-groups, preprint.
http://arxiv.org/pdf/1310.5509v1.pdf.

R. Baer, Situation der Untergruppen und struktur der Gruppen, S. B. Heidelberg
Akad. Mat. Nat., 2(1933), 12-17.

Y. Berkovick, Groups of prime power order, vol. 1, Walter de Gruyter, Berlim, 2008.

C. H. Cunha, Sobre uma classe especial de grupos nilpotentes, Dissertacao (Mestrado

em Matemética), Universidade Federal de Minas Gerais, 2015.

R. Dedekind, Uber Gruppen, deren samtliche Teiler Normalteiler sind, Math. Ann.,
48(1897), 548-561.

D. Gorenstein, Finite groups, 2nd edition, Chelsea Publishing Company, 1980.
B. Huppert, Endliche Gruppen I, Springer-Verlag, 1967.

C. P. Milies, A. K. Sehgal, An Introduction to Group Rings, vol. 1, Kluwer Academic
Publishers, 2002.

V.T. Nagrebeckii, Invariant coverings of subgroups, Ural. Gos. Univ. Mat. Zap. 5
(1966) 91-100.

V.T. Nagrebeckii, Finite non-nilpotent groups, any non-abelian subgroup of which is
normal, Ural. Gos. Univ. Mat. Zap. 6 (1967) 80-88.

V.T. Nagrebeckii, Finite groups in which any non-nilpotent subgroups is invariant,
Ural. Gos. Univ. Mat. Zap. 7 (1968) 45-49.



REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 74

[13] L. Rédei, Das schiefe Product in der Gruppentheorie, Comment.Math.Helvet.,
20(1947), 225-267.

[14] D. J. S. Robinson, A course in the theory of groups, 2nd ed. United Stades of
America, 1995.

[15] G. M. Romalis, N. F. Sesekin, Metahamiltonian groups, Ural. Gos. Univ. Mat. Zap.,
5 (1966) 101-106.

[16] G. M. Romalis, N. F. Sesekin, Metahamiltonian groups II, Ural. Gos. Univ. Mat.
Zap., 6 (1968) 52-58.

[17] G. M. Romalis, N. F. Sesekin, Metahamiltonian groups I1I, Ural. Gos. Univ. Mat.
Zap., 7 (1969/1970) 195-199.

[18] J. J. Rotman, An introduction to the theory of groups, Allyn and Bacon Inc., 1984.

[19] A. R. Teixeira, O problema do isomorfismo para dlgebras de grupos racionais de p-
grupos extra-especiais, Dissertacao (Mestrado em Matemética), Universidade Federal
de Minas Gerais, 2006.



