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Resumo

Neste trabalho estudamos a decoeréncia em um sistema quéantico central S acoplado
uniformemente a um reservatorio R, escolhido como uma cadeia de Ising quantica com
campo transverso. Inicialmente, revisamos a abordagem usual para diagonalizagao do
Hamiltoniano de Ising quintico. Investigamos algumas das propriedade do gap (diferenga
de energia entre o estado de menor energia do subespaco de paridade positiva com o do
subespago de paridade negativa). Em seguida, consideramos o sistema S como um sistema
de dois niveis e estudamos o comportamento do eco de Loschmidt (EL), que para esta
configuracgao do modelo pode ser utilizado para caracterizar a decoeréncia. Vimos que
o EL possui decaimento abrupto quando o reservatério R se encontra com o valor do
campo transverso proximo a transicao de fase quantica. Por fim, assumimos o sistema S
como um sistema de spin s arbitrario e estudamos como a escolha de s afeta a transicao

quantica-classica do modelo.

Palavras-chave: Sistema Quantico Aberto, Decoeréncia, Modelo de Ising, Transicao de

Fase.



Abstract

In this work we studied the decoherence in a central quantum system S uniformly coupled
to a reservoir R, chosen as a quantum Ising chain with transverse field. Initially, we review
the usual approach to diagonalize the quantum Ising Hamiltonian. We investigate some
properties of the gap (energy gap between the lower energy state of the positive and
negative parity subspace). We consider the system S as a two-level system and study
the Loschmidt echo (EL) behavior, which for this model configuration may be use to
characterize the decoherence. We show that LE decay sharply when the reservoir R is near
the critical value of the transverse field. Finally, we assume the system S as a arbitrary
spin-s system and study how the choice of s affect quantum-classical transition of the

model.

Keywords: Open Quantum System, Decoherence, Ising Model, Phase Transition.
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1 Introducao

A caracterizagdo da dinamica de um sistema quantico que pode estar correlacionado
com outros sistemas tem sido objeto de investigagao em diversas areas, variando de proces-
samento quantico de informagao a cosmologia [1,2]. A inevitdvel interagdo de um sistema
com o ambiente que o cerca, consequentemente a correlacao entre eles, leva ao processo
denominado decoeréncia, onde o sistema perde a capacidade de exibir superposicoes entre
estados, portanto processo em que estados puros do sistema quantico sao transformados
em misturas estatisticas. Esta “fragilidade” da coeréncia de um estado quantico tem sido o
principal obstaculo para construgao do computador quantico [3], e desempenha um papel
de fundamental importancia na descricao da emergéncia de classicalidade em sistemas
quanticos [4]. A necessidade de combater a decoeréncia, para garantir o funcionamento
adequado das tecnologias quanticas, renovou a motivacao para estudos aprofundados da
dindmica de interagao entre sistema e ambiente. Trabalhos interessados em compreender o
fenomeno de decoeréncia introduziram modelos representando o ambiente com um sistema
de muitos corpos, por exemplo, conjunto de osciladores harménicos [5] e particulas de spins
£ [6]. Os primeiros trabalhos analisando decoeréncia devida a um reservatério de spins o
assumem como um conjunto de spins independentes [7]. Posteriormente, é considerada uma
estrutura mais complexa, com a cadeia de spins sendo descrita por modelos de transicao de
fase quantica [8]. Na maioria destes trabalhos assume-se um sistema altamente simétrico,
onde um sistema quantico central é acoplado uniformemente com os spins do reservatoério.
Entretanto, buscando um modelo que possa ser realizado experimentalmente foi estudado

um sistema quéntico interagindo com apenas alguns spins da cadeia [9).

Neste trabalho, analisamos um modelo constituido de um sistema quantico central
acoplado uniformemente a uma cadeia de N spins %, onde os primeiros vizinhos interagem
entre si, sendo descrita por um modelo apresentando transicao de fase quantica. Recente-
mente este sistema tem despertado o interesse de muitos pesquisadores e sido bastante
explorado [8|10,11]. Resultados obtidos por Quan el al. [§], demonstram que a criticalidade
quantica da cadeia descrita pelo modelo de Ising com campo transverso afeta fortemente
o decaimento do eco de Loschimdt (EL), conceito introduzido em estudos de transi¢ao
quéntica-cldssica em caos [12] e posteriormente na caracterizagdo da decoeréncia. Nosso
objetivo com este modelo ¢, além de revisar alguns dos estudos realizados, considerar um
estrutura mais complexa para o sistema central. Assumimos um sistema quéntico de spin
s que nos permita estudar o limite classico, em que o sistema central deixa de interagir

com a cadeia e passa a se comportar como uma fonte externa de campo classico.

A dissertacao estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2, revisamos alguns

conceitos basicos da mecanica quantica que utilizamos no decorrer do trabalho. No
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capitulo 3, apresentamos a diagonalizacdo do Hamiltoniano de Ising com campo transverso,
discutindo seu estado fundamental, computando e analisando uma expressao para o gap de
energia entre o estado fundamental do subespaco de paridade positiva e negativa. Por fim,
no capitulo 4, discutimos a decoeréncia de um sistema quantico central em contato uniforme
com os spins da cadeia magnética. Descrevemos o bem conhecido modelo onde o sistema
central é um sistema de dois niveis, apresentando um estudo tedrico do comportamento do
eco de Loschimidt caracterizando a decoeréncia. Estudamos o modelo com sistema central
de spin s fazendo uma andlise introdutoria sobre a existéncia ou nao existéncia de um

limite classico quando s — oo.
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2 Conceitos basicos

Neste capitulo introduzimos conceitos fundamentais utilizados ao longo do trabalho.
Iniciamos com uma discussao sobre estado quantico. Em seguida, apresentamos algumas
das ferramentas basicas na descricado de sistemas compostos. Por fim, realizamos uma

breve revisao da definicao de estados coerentes de spin.

2.1 Estado quantico

2.1.1 \Vetor de estado

A descricao do estado quantico de um sistema fisico, em certas condicoes, se da
por meio de um vetor [i)) pertencente a um espago vetorial complexo, dotado de norma e
produto interno bem definido, denominado espaco de Hilbert H [13,/14]. Dada uma base
ortonormal qualquer {|u;)} no espago de Hilbert H, um vetor de estado |¢)) € H pode ser

escrito como uma combinacgao linear dos elementos da base:
) =D aului) (2.1)
i

com o; € C. Aqui iremos considerar o vetor de estado normalizado, sendo assim, 3, |a;|* = 1.
Suponha um sistema descrito pelo vetor de estado (2.1)), onde {|u;)} sdo autoestados de um
observavel A (operador que caracteriza uma quantidade fisica qualquer) com autovalores
{a;} (resultados de uma medida de A). Apés realizar uma medida do observavel A e o
resultado for, por exemplo, ag, o estado do sistema apés a medida é reduzido para |uy).
No formalismo da mecéanica quantica, dado , sendo o vetor estado que caracteriza
sistema fisico, a probabilidade do mesmo ser reduzido para |uy) ap6s uma medida é dada

por Jag|* = [(ugih)]?.

A dindmica deste sistema, supondo que o mesmo seja fechado, é descrita por um
vetor de estado evoluindo no tempo de maneira determinista, obedecendo a equacao de

Schrodinger:
il (0) = Hlu (o). 22

Sendo assim, conhecendo o estado do sistema no instante inicial e a solucao da equacao
([2.2), nos é permitido determinar o vetor de estado em qualquer instante posterior. Aqui,
H é um operador hermitiano, conhecido como hamiltoniano do sistema. A solugao geral
da equacao pode ser escrita na forma:

(1)) = UL To) (1)), (2.3)
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onde U(t,ty) é denominado operador evolucao temporal. Propriedades de U(t, ty) a serem

destacadas sao:

L. ULt to) = UT(t, ty), que garante a normalizagao de |1 (¢)) para todo t.

2. Uty tg) = U(ta, t1)U(L1,to), propriedade de composicao.

A partir das equagoes (2.2]) e (2.3)), obtém-se a equagao de Schrodinger para o operador

evolugao temporal,

d

Para casos em que o hamiltoniano é independente do tempo, a solugao da equagao ([2.4))
assume a forma:

(2.5)

U(t,tg) = exp [_ZH(t_to)]

h
Solugoes em que o Hamiltoniano depende do tempo nao foram utilizadas no decorrer do
trabalho. A forma do operador evolugao temporal para estes casos pode ser encontradas

na referéncia |13] .

Conhecido o vetor de estado [¢), é possivel obter o valor médio de um observével

associado a um operado hermitiano A, em qualquer instante ¢, utilizando a relacao:
(A)(t) = W) AR(@)). (2.6)

A seguir apresentaremos um formalismo mais geral para descricdo de um estado

quantico.

2.1.2 Operador densidade

Na subsec¢ao anterior admitimos o “conhecimento completo” sobre o estado do
sistema, consequentemente, sua descricao era realizada através de um vetor de estado
no espaco de Hilbert. Porém, em muitos casos nao se tem acesso a este conhecimento,
pois o estado do sistema pode estar sujeito a incertezas de carater classico, originadas,
por exemplo, da interagao do sistema com um segundo sistema quantico. Também pode
haver incerteza na preparacao do estado do sistema, tornando necessaria sua inclusao na
descri¢ao do problema. Mais precisamente, o sistema sera caracterizado por um ensemble
{pi, |¥i)}, onde p; representa a probabilidade de se encontrar o sistema no estado [i;).
Uma formalismo que permite trabalhar o problema desta forma é o do operador densidade,

no qual o sistema é descrito por um operador linear da forma:

p= ZPJ%’N%\, (2.7)

0<p <1, Y pi=1,
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onde [¢;)(1);| representa o projetor na direcao do vetor |1);).

O operador p satisfaz as seguintes propriedades:

1. Trp =1, é normalizado.
2. p = p', é hermitiano.

3. (Ylpl) > 0,V|1), é semidefinido positivo.

A equagao que determina a dindmica de um sistema cujo estado inicial é p(0) =
> pil1:(0)) (1;(0)] pode ser obtida de maneira simples. Considerando o ensemble deixado
sem perturbacgdo, ou seja p; constante, a evolucao temporal do operador densidade p serd

regida pela evolugao temporal dos vetores de estado |1;(t)). Quer dizer:
p(t) = sz‘|¢i(t)><¢i(t)|7 (2.8)

onde cada [¢;(t)) satisfaz a equacdo de Schrodinger. Diferenciando a equagdo (2.8) em
relacdo ao tempo e utilizando a equacao de Schrodinger (2.2), obtemos

Gool0) = IH(), o), (2.9)

conhecida como equagao de Liouville-von Neumann.

O valor esperado de um observavel A medido, é dado por:
(A) (1) = D piwa ()| A1), (2.10)

sabendo que [1;(t)) é um vetor pertencente ao espago de Hilbert H, entdo existe uma
base ortonormal {|u;)} em que ele ou qualquer outro vetor de H possa ser representado.

Utilizando a relagao de completeza, 3 |u;)(u;| = I, da base na equacao ({2.10]) obtemos:

(A1) = 35 pit0) Al (1)
= 33 iy o (1) (1) Al

J

— Tr[Ap(t)], (2.11)

= Xtol (SalaO)w0)]) Al

como o trago ¢ independente da representacao, (2.11) pode ser computada utilizando

qualquer base.
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2.1.2.1 Estados puros e mistura estatistica

Estados caracterizados por um vetor no espaco de Hilbert sao ditos puros. No
formalismo do operador densidade, podem ser descritos como uma colecao de sistemas

idénticos (ensemble), todos preparados no mesmo estado [1), logo:

p=[0) ] (2.12)

Caso contrario, o descreveremos por uma mistura estatistica, com os sistemas do ensemble

preparados tal que cada fragao p; esta no estado [i;).

Podemos definir se o operador densidade ¢ caracterizado por um estado puro ou

mistura estatistica, calculando o trago do quadrado do operador:

Tr [pﬂ = zk:Zsz-pj(ukwiﬂi/fi!%)<"¢j\uk>

R S o

onde a igualdade é valida se p, = 1 para algum indice k e p; = 0 para os indices ¢ # k, e
neste caso o estado é puro. Para as outras situagoes, Tr [p?] < 1 é uma mistura estatistica.
Se Tr [p?] = é, com d sendo a dimensao do espago, o estado é maximamente misturado,
ou seja, o ensemble é completamente “aleatorio”. Posteriormente iremos denominar por
“pureza” a funcio p = Tr [p?], pois serd utilizada como uma medida do quao préximo um

estado p é de um estado puro.

2.2 Sistemas compostos

2.2.1 Produto tensorial

Suponha um sistema constituido de N subsistemas 7, onde cada subsistema esta
associado a um espago de Hilbert ;. O espaco do sistema composto sera dado pelo produto
tensorial dos espacos de Hilbert de cada subsistema, H = H1Q@Ho®- - -Q@H v [15]. Tal espago
contera as possiveis combinagoes lineares de vetores do tipo: [11)®|1)) ®- - -®|¢n), com |1;)
pertencendo a H;, denominados vetores produto. Sabendo que os espacos Hi, Ho, ..., Hn
possuem bases {|u51)>}, {|u§2))},. . {|uEN))}, o produto tensorial dos espagos admite a
base {|u§11)> ® |ug)) ®-® |ug)>} Sendo assim, um vetor de estado |¥) pertencente a H
pode ser escrito como:

1 2 N
W)= Y Gpinlel)) ® [u)) ® - @ Jui), (2.14)

IN
11,82, IN

onde «;, ;,.. € C. Assim, o produto interno entre dois vetores produto quaisquer

SIN

1 N 1 N ,
(00) = iy Qipig Ul @@ Juy e [Wo) =52 B i @@ [l ¢
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definido como:

* 1 1 2 2 N N
(T T2) = > S Al i B () [l @2y ) [
11,82, N J1,J25+-JN
= Z a’z,’L'Q,...,iN/BilfiZ,n-»iN (215)
11,82, IN

Um observavel A, em H;, pode ser estendido ao observavel em H como:
com I; sendo o operador identidade do j-ésimo espago. Explicitamente temos:

1 k N
AWy = 3 e @ @ Al @ - @ In|ulY)). (2.17)
11,82, IN
Podemos citar como exemplo o Hamiltoniano de um sistema composto por dois subsistemas
A e B que nao interagem entre si. Sendo assim, H = Hy ® [+ 14 ® Hg com Hy e Hp
sendo o hamiltoniano de cada subsistema, onde os mesmos atuam nos seus correspondentes

espacos.

Por conveniéncia, no decorrer das discussdes o produto tensorial também sera

denotado por:
N
i=1

2.2.2 Traco parcial

A operacao trago parcial permite de forma simples inferir as probabilidades de um
dos subsistemas que constituem o sistema composto, descartando a informacao referente
aos outros subsistemas. A fim de ilustrar esta operacao, iremos supor um sistema quantico
constituido de dois subsistema A e B, sendo o espago de Hilbert do sistema composto
H = H1 ® Hs e p um operador densidade arbitrario. Queremos obter, por exemplo, um
operador densidade para o subsistema .A. Considerando uma base {|u§A), ugB)>} para o
sistema composto, respectivamente {|ul(-A)>} e {\ul(-B))} constituindo bases para os espagos

dos subsistemas A e B, definimos p4 tal que:

A A A B A B
(M palul™y = 3™ u® | plul ), (2.19)
k

sejam seus elmentos de matriz, ou seja,

pa=Trg[p], (2.20)

denominado de operador densidade reduzido do subsistema A. Este operador contém as

informagcoes referentes a este subsistema, no sentido de que nos é permitido calcular o valor
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esperado de qualquer medida realizada sobre ele. De fato, o valor esperado do observavel
A ® Ip satisfaz:

(A1) = Tr[A® Ipgp] = ZZ B|A®IBp|uZ, j>
= ;;;; U ,Uf|A®IB|u,?,ulB)(uk,ul |plu;, >
= ;?uf‘lmz&?);(uk, ug |pluit, uf)
= Z;(U?|A|Uf><uf|m|u?>

2.3 Estados coerentes de spin

Nesta secao estudaremos a definicao e algumas das principais propriedades de
estados coerentes de spin, baseando-nos nas referéncias [16,/17]. Inicialmente faremos uma
breve revisao da algebra caracterizada pelos operadores momento angular, visto que a

classe de estados coerentes que estamos interessados é baseada nesta algebra.

2.3.1 Momento angular

No formalismo da mecanica quantica as componentes do momento angular de uma
particula sdo associadas a operadores hermitianos, J;(i = x, vy, z), obedecendo as relacgoes

de comutagao:

[Ji, J5] = iheiJy, (2.22)

com J? = J2 + J} + JZ sendo o quadrado do operador momento angular total. Como
o momento angular total comuta com suas trés componentes, podemos diagonaliza-lo
simultaneamente com uma de suas componentes (com as trés nao seria possivel, pois nao
comutam entre si). Aqui escolhemos a componente z. Dito isso, os autoestados do operador

momento serdo caracterizados por dois autovalores correspondentes aos observaveis J2 e
JZ?

Jlv,m) = Rviy,m), (2.24)
J.\v,m) = hm|v,m), (2.25)

com intuito de se determinar os valores para v e m, podemos definir os operadores

L
Iy = ‘]9”2“7?’ (2.26)
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de forma que obtemos as rela¢oes de comutacao,

[y, J] = 27, (2.27)
[, Jy] = +J.. (2.28)

Com alguma manipulagio algébrica, que pode ser encontrada em detalhes na referéncia 18],

obtemos
Plj.m) = j(j+1)Rj,m), (2.29)
Je|j,m) = mhlj,m), (2.30)
Jeljym) = /G Fm) (G £m+ Dhljm=1), (2.31)
sendo j inteiro ou semi-inteiro, m = —j,—j + 1,...,7 — 1,5 e um autoestado arbitrario do

momento angular |j, m) podendo ser construido a partir do estado “fundamental” |7, —7),
definido por J~|j,—j) =0,

| L2\
’J,m>:m itm J 9, =) (2.32)

Dito isto, possuimos as relagoes necessarias para darmos continuidade a definicao dos

estados coerentes de spin.

2.3.2 Definicdo do estado coerente de spin

Um estado coerente de spin |, ¢), também conhecido como estado de Bloch, pode

ser gerado por uma rotacao arbitraria do estado “fundamental’|j, —j),

10, ) = Ropli, —J), (2.33)

considerando o operador Ry, produzindo uma rotagao de um angulo 6 em torno do eixo

il = (sinp, — cos ¢, 0), veja figura (), ou seja,

RQ’@ _ e—iﬁJﬁ _ e—iG(Jx sin p—Jy cosgo)' (234>

Escrevendo o operador rotacao (2.34) em termos dos operadores (2.26]), obtemos:
Ry = S0, (2.35)

onde ( = ge_w, uma expressao analoga ao operador deslocamento que gera estados
coerentes para o oscilador harmonico a partir do estado de vacuo.

Com intuito de se expandir o estado coerente de spin |0, ¢) em termo dos autoestados
do operador momento angular |j, m), reescrevemos ([2.35]) utilizando a decomposicao de
Gauss [17]

Ry, = exp{r.J; } exp{—In(1 + |7[*)J.} exp{r"J_}, (236)
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Figura 1 — Representacao da rotacao Ry, no espago do momento angular

onde 7 = e~ tan g. A partir das equagoes (]2.36[) e (]2.32[) em (]2.33[), temos

1
0,0) = ———|j,—j
‘ 790> (1+’T‘2)]6 |Ja j>7

J 1 2j % it -

m=—j
Estados coerentes de spin em geral sao nao ortogonais,

<9’90|9/’90l> _ ; Z < )7_]-1‘ 7_/]+ :

(L [PV A+ 72 =\ +m
AP+ ) '

e possuem uma relacao de supercompleteza, que pode ser obtida utilizando a equacao

(2.37) com 7 escrito em termos de 6 e ¢,
27 +1 .
G2 [ [ sin(@)vdold, )6, | =
| 2 g\ 2-2mt g\ 2+l -
= (2 1 - in| =
(25 + )%:<j+m>/decos <2> sin | 5 |7, m){ 7, m|
= D_lim){jml=1 (2.39)

Consequentemente, qualquer estado do espago gerado pelos autovetores de J e J, pode

ser escrito como uma combinagao linear de estados coerentes de spin.
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3 Diagonalizacao do Hamiltoniano de Ising

quantico com campo transverso

Neste capitulo discutimos a diagonalizagao exata do Hamiltoniano de Ising com
campo transverso. Analisamos o estado fundamental do Hamiltoniano e estudamos o gap

de energia entre o estado fundamental do subespaco de paridade positiva e negativa.

3.1 Hamiltoniano do sistema

O sistema estudado neste capitulo consiste de N spins % arranjados em linha e
tendo interacao apenas entre os vizinhos mais proximos. A algebra do momento magnético
intrinseco (spin) é a mesma do momento angular, definido na subsegao . Aqui
estaremos interessados no spin %, descrito pelo operador spin total S e suas componentes
Sy = gaa(a = x,y, z), com relagoes de comutagao andlogas a e . Os operadores

0 880 0s conhecidos “operadores de Pauli” que na base ortonormal que diagonaliza o,

assumem a forma matricial:

AR s (0 =) 10
U_<1 0)’ 0_(2' 0)’ (0—1)’ (3.1)

onde ¢* possui autovalores {1, —1}, com respectivos autoestados {|%, %}, |%, —%)}, o qual

denominamos “spin para cima” (| 1)) e “spin para baixo” (| {)).

O Hamiltoniano do sistema, chamado modelo de Ising unidimensional com campo

transverso [19], é definido por:

H=-J fj (o201 +907) (3.2)
n=1

o
n

(e =L® @[, 1®00°RI,11®...1y), J >0 (J <0) esta associado a energia de

troca ferromagnética (antiferromagnética) e g ao campo magnético transverso. O primeiro

com condi¢oes de contorno periodicas, o, ; = o', onde o} “atua” no n-ésimo sitio da rede

termo do Hamiltoniano descreve a energia de interacao entre os primeiros vizinhos e o
segundo termo a interacdo entre o campo magético e a componete z do spin de cada sitio.
Na figura , ¢é apresentada a representacao dos spins no modelo de Ising com campo

transverso, onde cada ponto equivale a um sitio da rede, igualmente espacados por a.

Antes de obtermos a solugao exata de H, iremos fazer uma breve discussao qualita-
tiva do modelo. Sabendo que [0%, 0”] # 0, temos que o estado fundamental de H dependera

do campo g. Sendo assim, nos é interessante seu comportamento assintético, para g << 1
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bbbyt |

Figura 2 — Representagdo do modelo de Ising com campo transverso unidimensional.

ou g >> 1. Definindo J =1 e g > 0, para um campo ¢ suficientemente pequeno, o sistema
apresenta uma fase ferromagnética e o estado fundamental é duplamente degenerado. Com
uma perturbacao infinitesimal ao longo do eixo x todos os spins sao polarizados para cima

ou para baixo na direcao x,

|F>=@|%>n ou |F>=(§_§z|—>>n- (3-3)

onde

_ |T>n_|¢>n
| <) = — 5
|T>n+|¢>n.

V2

Entretando, se campo ¢ for suficientemente grande, o sistema apresenta uma fase paramag-

(3.4)

nética onde o estado fundamental possui todos os spins polarizados para cima ao longo do

eixo z,
N

implicando o desaparecimento da magnetizacao espontanea ao longo de x. O compor-
tamento assintotico do sistema dé indicios que deve existir um ponto de transicao g.

entre as fases ferromagnética e paramagnética. De fato ele existe e foi determinado como
g. =1 [19).

No decorrer das duas subsegoes a seguir apresentaremos o formalismo que permite

a diagonalizacao de H, que serd feita encontrando operadores fermionicos 7, tais que

H=Yq (il —3).- (3.6)

com ¢, > 0. O estado fundamental de H corresponde entdo ao estado sem nenhuma
ocupacao de pseudo-particula associada a 7, ou seja, ni|F) = 0, Yk, implicando em
Ep = —% >k €k, onde Ep é a energia do estado fundamental . Observe que o estado |F)
nao é definido de forma arbitraria, esta configuracao de fato é a que minimiza a energia.

Se qualquer modo k estivesse ocupado, ocasionaria o acréscimo de um termo positivo ez.
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A partir do estado fundamental geram-se todos os autoestados de H, populando

os estados associados a cada pseudo-particula

onde

j=12...,N, (3.8)
com energia dada por:

k=k1,k2,...kN

3.2 Transformacao de Jordan-Wigner

Reformulamos o Hamiltoniano (3.2)), utilizando como principal ferramenta a trans-
formagao de Jordan-Wigner |19,20], que permite mapear um sistema de spins % interagentes

para um sistema de férmions nao interagentes, através das seguintes definigoes:

_ -+ z
0 — an<Ham>,

m<n

= o (H afn> : (3.10)

m<n

onde

£ _ In T 2“’71, (3.11)

o
e ¢, cl sdo operadores fermidnicos que satisfazem as seguintes relacdes de anticomutacio:

{ci,cj} = {cg,c}} =0
{eicl} =0, (3.12)

Utilizando a inversao das relagoes (3.10]), juntamente com a definigdo dos operadores

(3.1) e (3.11)), podemos escrever

= 1- QCLCn,

= (cp+ch) [T (1 —2c,cm) (3.13)

m<n

S8 3w

A partir das equagdes (3.13]) podemos reescrever o segundo termo do Hamiltoniano
(3.2)) por substitui¢ao direta. Entretanto, no primeiro termo é necessario tratar os elementos
de borda separadamente, e de alguma manipulagao algébrica utilizando as relagoes de

anticomutagao (3.12]), como veremos a seguir.
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Paran=1,2,...,N — 1,

otote = (eote) 10— 2dhen)ean +chi)) TT (1—2cfuen)

m<n m/<n+1

= (eat+eh) (1= 2chea)(enn +chyr) [T (1= 2ef,c) (1 = 2¢fe)

m<n
= [cn +cf —2¢,(1 - cncil)] (Ct1 + i)
11 [1 — 4l e 4l e (1 — cmc%)}

m<n

= (CIL - cn)(cL-H + Cny1)- (3.14)

Ja para o termo de borda (para n = N) temos que:

onol = (en+ c},) H (1-— QCInCm)(Cl + CD
m<N

= JI (@ —2c,en)(1 - 2chen) (1 = 2¢ken)(en + ) (e + )
m<N
N

= JI1—2c,cm) [CN + ey —2¢l,(1 - c}LVcN)} (c1 +ch)
N

= — [T —2c,cn)(cly — en)(c] + ). (3.15)

m=1

Portanto o Hamiltoniano (3.2 pode ser escrito como:

N
H = —JZ (lecn_i,_l + CLHCn + CLCIL+1 + cn+1cn)
n

+ J(1+P) (Ckcl + cJ{cN + cjch{ + clcN)
N
+ Jg> (2chen — 1), (3.16)

sendo P = [1Y(1 — 2¢! ¢,,) denominado “operador paridade", cujos possiveis autovalores
sao {1,—1}. O operador P faz com que o problema dependa da paridade do subespaco,
uma vez que P possui autovalor 1 para o subespacgo definido como de paridade positiva e
—1 para o subespaco definido como de paridade negativa. Observa-se que P comuta com
o Hamiltoniano (3.16]), [P, H] = 0, o que implica na conservagao da paridade, ou seja, a
criagdo (destruicdao) de pseudo-particulas associadas a ¢/, (c,) acontece unicamente em
pares. De posse destas informagoes, podemos diagonalizar H em cada subespago (paridade
negativa ou positiva) independentemente, sendo interessante escrever o Hamiltoniano
(3.16)) como:

H=H"+H", (3.17)

onde H* = HP* e P* = 1££ 530 operadores de projecdo em subespacos com niimeros

pares (+) e impares (-) de pseudo-particulas. Desta forma:

N
H* = —JZ (cilcnﬂ + Cj—H—lcn + CLCIH_I + Cpg1Cn — QQCLCH + g) , (3.18)
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sao as projecoes de H nos subespacos correspondentes. Para H™ os operadores fermionicos
satisfazem condigbes de contorno antiperiédicas (cyi1 = —cq), entretanto, para H~ as

condigbes de contorno sdo periddicas (cyi1 = ¢1).

3.3 Diagonalizacao do Hamiltoniano

Nesta subsecao iremos apresentar a diagonalizacao do hamiltoniano (3.18]) nos
subespacos de paridade positiva e negativa por meio de uma transformada de Fourier
seguida por uma transformada de Bogoliubov [21,]22]. Estes calculos devem ser feitos

separadamente caso o nimeros de sitios na cadeia seja par ou impar.

3.3.1 Nuamero par de sitios, subespaco de paridade positiva

Primeiramente fazemos a transformada de Fourier
C, = L Z Ckeikna (3 19)
n \/N k )

onde

k=%

127 (N 1) 2m (3.20)

2Na’ 7T \2  2) Na’

sao escolhidos de forma que os operadores ¢,, satisfacam a condicao de contorno antiperio-
dica. Aqui a é o espagamento entre os sitios da rede. As relagdes de anticomutacao (3.12))

se mantem no espaco reciproco (k), quer dizer, para os operadores c.

A partir da equacao (3.19)), temos que as somas presentes no Hamiltoniano (i3.18))

assumem a forma:

N . .

Z (Z CLG_ana> <Z Cklezk’na>

n=1 k k'
A

Z CLCk/ <N Z el(k k)na)

N
Z ce, =

n=1

Il
M- =l

k' n=1
= Ycen (3.21)
al 1 X | .
e = =D (Z C;rcezkna> (Z cpe® (”Jrl)“)
n=1 N n=1 k k!
N
= Z Z CLCkleik,a (1 Z e’i(ki'—k;)na>
koK N3

= > chepe™, (3.22)
k
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S Y et ( zek'+k>m>

kK

1 ’ g
- Z Ckc_kezka i Z C_kJCkIB_Zk a
2 k 2 k

= —iy _sin(ka)c_gcy, (3.23)
k

as duas somas restantes sao as adjuntas de ([3.22)) e ,

N N T
> CLch <Z cilan) =Y chke”k“, (3.24)
n=1 n=1 k

N
Z che n+1 (Z cn+1cn> = —3 Z sin(ka)c kck (3.25)
n=1

As equagoes (3.2143.25) nos permitem escrever o Hamiltoniano como:

H™*(N par) = JZ{ — cos(ka)] [chk — c,kcik} + isin(ka) { el + e kckH (3.26)

que também pode assumir a formas:

H* (N par) = JZ( & e ) ( g.—.cos(k:a) —isin(ka) ) ( C]Lk ) ' (3.27)

isin(ka)  —[g — cos(ka)] cly

A diagonalizacdo de HT (N par) é completada pela transformagao de Bogoliubov,

onde introduziremos ao problema novos operadores 7, e 7);2, construidos como combinagoes

lineares dos operadores ¢ e cf, .

N, = COS O Crp — 1sin O cf
2 2] F
0 0
nh . = cos (;) t, —isin (;) Chs (3.28)

onde se pode verificar que os operadores {n;} também sdo operadores fermionicos, ou seja,

obedecem as relagoes:

{meomw} = {nl.nl. |
{1l } = e (3.29)

) ( f ) (3.30)
/3

Invertendo (3.28)), podemos escrever:
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Substituindo (3.30) em (3.27) e exigindo que H™ (N par) tenha a forma (3.6]), obtemos

que as relacoes abaixo devem ser satisfeitas,

5] ( g —cos(ka)  —isin(ka) ) ( Ccos (9—>

isin(ka) —[g — cos(ka)]

97 ( g —cos(ka)  —isin(ka) ) ( isin (%k

- 7 sin (%’“ )
isin(ka)  —[g — cos(ka)] ) ( cos (%) : (3.32)

Resolvendo as equagoes (3.31) e (3.32)), conhecidas como equagdes estacionarias de
Bogoliubov-de Genes, determinamos e* e 6y, que obedecem a equacio (3.6)),

€ =+, = 2J\/[g — cos(ka))® + sin(ka), (3.33)
0 = arctan L%] . (3.34)

Finalmente, podemos escrever H* (N par) como

1
HY (N par) = 5 3 i (nfme = n-xn') (3.35)
k
o que é equivalente a:
1
H*(Npar) =) e (n,tnk - 2) : (3.36)

k
Restringindo-se ao subespaco de paridade positiva, o estado fundamental é o estado sem

nenhuma excitagao, ou seja, o estado definido por:
k| F) = 0,VEk, (3.37)

com energia

1
Ef (N par) = ) > . (3.38)
k

Para este caso especifico obteremos uma expressao para o estado fundamental |F'), em

termos dos autoestados dos operadores fermionicos ¢y e cJ,L , através do seguinte “ansatz”:

|F) = [Tml0) = TT men-xl0), (339)
k k>0

onde |0) é o estado de vicuo aniquilado por todos operadores {c;}, portando satisfaz

ck|0r) = 0, Vk. Das relagdes de anticomutagao dos operador fermidnicos, temos que

ek = 0 VEk, sendo assim a relagao (3.39) obedece ng|F) = 0 Vk. Resta entao verificar que

|F) # (1] Uma expressio andloga para |F) serd conveniente para o estudo desenvolvido

1 Se em um espaco de dimensdo 2V temos N operadores fermidnicos i, 3 1) # 0, tal que v |v) = 0 Vk.

Este vetor |¢) é unico, a menos de constantes multiplicativas.
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no préximo capitulo. Utilizando as relagoes (3.28)), podemos computar:

Men—k]0) = lcos <02k> cp — 1sin (0;) Cik}
X lcos <6k> Cc_p + isin <9k> CL] |0k, 0_g)
2 2
. O\ . (0 ) 0
= [@ cos (;) sin <2k> — sin? (;) CLCLC} |0). (3.40)

Impondo a condigao de normalizacao (F'|F) = 1 e aplicando as relagdes de anticomutacao

|F) = k]}) (cos (9;) + isin (‘2’“) chT_k> 0). (3.41)

A seguir apresentaremos uma descricao resumida da diagonalizacdo dos outros

fermionicas, temos:

casos, uma vez que os calculos sao similares aos apresentados neste subsecao.

3.3.2 Numero par de sitios, subespaco de paridade negativa

Efetuando a transformada de Fourier (3.19)), de forma que ¢, satisfaga condigoes

de contorno periédicas, fazendo:

2T 2m N 2w
=0,k 2 k(= —1) = 42
b=kt ol (=) T (3.42)

o Hamiltoniano H~ (N par) pode ser escrito como:

H (Npar) = J > {[g — cos(ka)) {czck - CT_kC_k} + isin(ka) [clcik + c_kck”
k\{0,7/a}

+J(g—1) (cgco — cgcg> +J(g+1) (cjr/acﬂ/a - cw/acjr/a) : (3.43)

Observe que os termos k = {0,7/a} de H (N par) estdo na forma desejada. Ja a soma
k\ {0,7/a} é diagonalizada com a transformagao de Bogoliobov ({3.30)), onde obtemos

1 1
H~(Npar) = Z €k (n};nk — 2) +2J(g—1) (cgco — 2)
k\{0,7/a}
1
+2J (g +1) (cjr/acﬁ/a — 2) : (3.44)

O estado fundamental da paridade negativa terd o modo k = 0 ou k = 7/a ocupado.
Levando em consideracao a minimizagao da energia, temos que o modo k£ = 0 estd ocupado

e o modo k = m/a estd vazio, entdo a energia do estado fundamental é

1
Ei(Npar)=—= Y e —2J. (3.45)
k\{0,7/a}
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3.3.3 Nuamero impar de sitios, subespaco de paridade positiva

Realizando a transformada de Fourier (3.19)), de forma que ¢, satisfaca condigoes

de contorno antiperiédicas
12 N 2
k= ”...,i(—1>7T7T (3.46)

podemos escrever H (N impar) como:

H*(Nimpar) = J > { — cos(ka)] [chk — cT_kc_k} + isin(ka) {CLCT_k + c_kck]}
k\{r/a}
+J(g+1) (cjr/ac,r/a — cﬂ/acjr/a> : (3.47)

A soma em {k} \ {n/a} é diagonalizada com a transformaciao de Bogoliubov ({3.30]), sendo

assim

1 1
H*(Nimpar) = Y ¢ (ﬁlﬂk - 2) +2J(g+1) (c:rr/acw/a - 2) : (3.48)
k\{m/a}

No estado de menor energia todos os modos k estarao vazios, inclusive k = 7/a.

Sua energia serd

1
Ef(Nimpar) =—= > e —J(g+1). (3.49)
k\{m/a}

3.3.4 Nuamero impar de sitios, subespaco de paridade negativa

Finalmente, utilizando a transformada de Fourier (3.19), de forma que ¢, satisfaca

condicoes de contorno periddicas

2T 2

N 1\ 27
k:q¢,¢2,%i<—>, 3.50
Na Na 2 2/ Na (3:50)
o hamiltoniano pode ser escrito como:
H™(Nimpar) = J > { — cos( [chk - cT_kc_k} + isin(k) [CLCT_k + c_kck”
k\{0}
+J(g—1) (coco — cocg)) (3.51)
A soma em k \ {0} é diagonalizada com a transformagao de Bogoliobov ([3.30)),
1 1
H™(Nimpar) = ) ¢ (77;1771@ 2) +2J(g—1) (coco 2) . (3.52)

k\{0}

O estado fundamental de H~ (N impar) serd ocupado apenas no modo k = 0, para

que sua paridade seja negativa, assumindo a energia

Ez(N impar) = —— Z e+ J(g—1). (3.53)
2 k\{o}
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3.4 Estado Fundamental e Gap

Nesta secao iremos comparar a energia do estado fundamental do subespago de
paridade positiva com o subespago de paridade negativa, com intuito de obter o estado de
menor energia do Hamiltoniano como um todo, seguindo a anélise detalhada de Damski
et. al [22].

Estamos interessados em quantificar a diferenca (Ex — E}), aqui denominada
gap. No decorrer da secao assumiremos J = 1, a = 1 e g > 0. Iniciamos escrevendo ¢

(assumindo k uma varidvel continua) como um série de Fourier:

er = Y _ bcos(lk), (3.54)
1=0

onde

b = 72r/—7; dk cos(k;l)\/[g — cos(k)])* + sin?(k). (3.55)

Note que ¢, é uma funcao par de periodo 27, logo sua série de Fourier tem apenas os

termos cosseno.

Substituindo (3.54) nas equagoes (3.38), (3.45)), (3.49), (3.53)) e utilizando a identi-
dade ij_l cos(x + jy) = cos (x + (n— 1)%) sin (n%) cse (%), obtemos

1 127 N 1\ 27
i) = —bya k=2l s (XoN2
2 < 2N 2 2) N
1§:bN_1 K N—1> 27rl]
= —c coS - =
2SIV T TN

1 oo
= -3 Zl: by sin (7l) csc <]7\T[l)

1
= —§N<b0—bN—|—bQN—b3N—|—...), (356)
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_ 2 2w N 2w
Er(Npar) = -5 > e —2 k-O,:l:N,iQN,...,j:<2—1> s
M\ {0,7}
> ) =2 N —2\ 27
= ——>» b - — | =] -1
)5 l{jzocos[o )5
1& s N —1 T
= 72 ; — Zblsin( 7rl> csc (l)
24 ; N
1 1 1 s
= 24 e+ 6 — = »_bysin(nl) cot <l)
20T T 52 N
1
= (g—1)+|g—1|—§N(b0+bN—|—b2N—|—b3N+...), (3.57)
12 N 2
Ef(Nimpar) = —= Z e — (g+1), k:—j:f—7T :|:<—1> 177@
k\{ﬂ} 2N’ 2 N
1 | N —2\ 27
= — H)—=>» b | — —1
o0y S (-2 30}
1 1 . s
= —(g+1)+ 36~ 5 > bysin (7l) cot (Nl>
1
1
= —§N(b0—bN+b2N—b3N+...), (3.58)
L 27 27 N 1\ 27
EF(Nlmpar) = —= Z €k—|— 1 k:O,iﬁ,i2ﬁ, .,:l: (2 2) W,
k\{O}
R e N -1\ 27
- oo S - 45 5
-1, {z -
1 1 &
= (g—1)+ 5605 zl:bl sin (i) csc (;l)
1
= (g—l)—|—|g—1|—§N(b0+bN+ng+b3N+...). (3.59)
As equagoes ((3.5613.59) nos dizem que:
EE — E;;_ = 2(g — 1)@(9 — 1) — N(bN + b3y + bsy + ), (360)

onde O é a funcao de Heaviside.

Restringindo ao caso da fase ferromagnética (0 < g < 1) e I > 2, introduzimos a

varidvel z = ¥, que juntamente com as definicoes:

cos(k)

sin(k) =

eik + efik

‘ (3.61)
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nos permite escrever os coeficiente de Fourier (3.55]) como:

b = —i ﬂzl dZ\/(Z - g)igz LN (3.62)

1 11

Note que, denominando h(z) = %, hz = ez™" entdo, para que h3 seja univoca,

definimos um “corte” no “ramo” que nos restrinja a uma regiao onde nao exista um
caminho fechado que encerre a origem. Por conveniéncia, definimos o corte ao longo do
eixo positivo Re h, o que equivale a tomar cortes ao longo de (0,¢g) U (%, oo) no plano

complexo z, representado por linhas vermelhas na figura .

Im z
f..- Lo S
7 ~ 2=l
/ N\
/ \
] i \
l (===r— o » Rez
: 12=0- 2= | ==
\ 1
\ /
X /
~ /
Bk _l - -

Figura 3 — Ilustracao do plano complexo z. As linhas em vermelho representam os cortes
(0,9) U ( oo) A circunferéncia tracejada o caminho de integragdo, |z| =1, e

a curva C' o caminho de integracao originado da deformacao de |z| = 1.

Na figura a curva C surge da deformagao do caminho de integragao, |z| = 1,

em (3.62), nos levando a escrever
=2 dzf(2) (3.69)
= —— z2f(z :
: ™ JC

onde f(z) = %zlil. Possuimos a liberdade para escolher a curva C' em um limite
tendendo ao corte (0, g). Para tal fim, particionamos C' em quatro curvas representadas
na figura , a seguir: As curvas sao escolhidas nos limites 1y — 0, ro — 0 e ¢ — 0, sendo
r1 € 1o, 0s raios correspondentes as curvas C e Cs, e ¢ a diferenca em médulo entre o eixo

Re z e as curvas C5 e Cy. Escrevendo a integral (3.63)) particionada temos:

b,:—i( dz (2 /dzf /dzf /dzf > (3.64)
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o REE

Figura 4 — llustracao do caminho de integragdo C. Caminhos C4, Cy e C5, Cy, estao
representados de azul e preto, respectivamente.

Para (', uma vez que:

‘ /C a=f(z)| < [, 1), (3.65)

onde |f(z)| é uma func¢do continua, o que nos diz que existe uma constante M; tal que
f(z)] < M. (3.66)
Substituindo a desigualdade ([3.66|) na desigualdade ([3.65)), temos

dzf(z)| < dz My,

C1
— ML, (3.67)

C1

onde L é o perimetro da curva C7, como r; — 0 implica em L; — 0, entao

lim [ dzf(z) =0. (3.68)

r1—0 1

O mesmo raciocinio vale para a curva Cs, logo

lim [ dzf(z) =0. (3.69)

ro—0 02
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Ja na curva Cj, escrevemos z = x + i, com x € R, mais especificamente 0 < x < g.

1
/C?)dzf(z) = lig%/ogdxexp{zlln(x—g—l—i&?)—kln(gx—1—|—ig&?)

—In(x+ is)} }(m +ig)?

= /d:pexp{ [ln(x— 9)+0-i+In(gr—1)+0-4

—In(z)—0- Z] }xl_l
= /Og dx\/<x - g>fch B (3.70)

Para (4, temos que z = x — ig, sendo assim

E—

[0 1 : :
. dzf(z) = hII(l)/g dxexp{2 lln (x —g—ie)+1In(gx — 1 —ige)
—In(x — 7,5)] }(az — i)'t
0 1
= / dxexp{2 [ln (x —g) +2mi +In (g2 — 1) + 270
g

—In (z) — 2m'] }x“

_ i /0 dx\/(fc —9)gr—1) 14
_ /Og dx\/(x - g);g:v ~1) -

A partir das equagoes (3.6813.71)) e (3.64)), definindo a varidvel x = gt, obtemos

4gt 1 3
by=—— [ dt\/(1—t)(1 —g*t)t'" 2. 3.72
p= = | /(-0 - g (3.72)

Substituindo a equagao (3.72) na equacao (i3.60]), obtemos
4N
E; — Ef = dt\/ 1—t)(1—g2) Y g3

T I=N3N,...

4Ng V(A =1)(1—g%)
= < 1. 3.73
[ 1 ¢ (3.73)

O gap na fase paramagnética (g > 1) pode ser obtido através do mapeamento
1
g <= -, (3.74)
g

do gap da fase ferromagnética. Realizando o mapeamento (3.74) nas equagoes (3.38)),
(3.45), (3.49) e (3.53)), temos que

e <1> _alo o (3.75)
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Substituindo (3.75)) em (3.60]), podemos escrever

Ep(9) — Ef(9) = 2(9g—1)—Ng [bzv (;) + by C]) + bsy (;) + 1

w1 om ()] e

9

Combinado as equagoes (3.76)) e (3.73]), obtemos

tN=2 /(1 —t)(g2 -t
Er—Ef=2(g—1)+ /dt \/ No*—1) g>1 (3.77)

)"

Podemos obter o gap em g = 1, fazendo o limite de g — 1 nas equagoes (3.73)) e

B77)
Ep — Ef = lim (Ep — E})
g—1%
AN 1 #N=3(1—
_ AN (-t
m Jo 1 — 2N
= 2tan (4]\7) g=1. (3.78)

Observe que, a partir das equaces (3.73)), (3.77) e (3.78)), temos que a paridade do
estado fundamental do Hamiltoniano (3.16)) é positiva para g > 0.

Por fim, discutiremos algumas propriedades do gap na fase ferromagnética. Ele
cresce monotonicamente de g = 0 para g = 1, o que é discutido no apéndice [Al O gap é

também limitado pela seguinte inequacao:

J1 — a2 / 2
VT VN 7TN

3.79
N —1 2N — 1’ ( )
aqui a igualdade acontece quando g = 0. Para detalhes a respeito da obtencao de (3.79)),
veja o apéndice . A inequacao (3.79), foi escrita de maneira conveniente a discutir dois

limites de interesse.

Quando o denominado comprimento de correlagdo na cadeia infinita de Ising |19],

é menor que o nimero de spin (tamanho) da cadeia, observamos que o gap é

€= b
[loggl’
exponencialmente pequeno em N

Ep —Ei=0 <e\_/NN/€> . (3.80)

A relacgao 1) advém das desigualdades 1’ eIn(l+z) < x parax > —1. Se % > 1,
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entao

N
—>1

§

N |
= Nllng| >~ In {1+N]

= 111[ }>lng2

N +1

l-¢* ¢
— 0 1 3.81
= N >N2’ <g<l, (3.81)

0 que nos permite escrever a inequacao (3.79)) como

R
v VN T
implicando em (3.80)). Observe que e V¢ = ¢V para 0 < g < 1.

V1—g* +€—N/§ Y

E- — Et <eNEg -
PR =C N 1 OIN — 1’

(3.82)

Quando o tamanho do sistema é menor que o comprimento de correlagao, temos
que

Er—Ef=0 (;) | (3.83)

. . _ g2 2
Se ¥ < 1, implica em 5 <

£ o 4=, podemos escrever a inequagao (3.79) como

e—N/€47g < E- - Et < e—f\f/ﬁzivl_g2 + e—N/SLg
N~ F  TF = N—1 ON — 1’

(3.84)

o que nos leva a relacao (3.83)). Mostraremos que % < Nln {1 + %} implica em 1;\,—92 < ]5\7,—22.

]§<N1n{1+1]

N
= ];ln [N]j—l} < —N|lng|
In [N]j— J < In ¢
! ;VgQ < ]“‘\’;, 0<g<l. (3.85)
Uma vez que N In [1 + %} < 1 entao % < 1 também implica em % < J%—Z.

As relacoes (3.80)) e (3.83]) mostram quantitativamente o desaparecimento do gap
na fase ferromagnética com o aumento do tamanho do sistema, diferentemente da fase
paramagnética, onde o gap sempre existird. Note que o termo 2(¢g — 1) na equagao (3.77))

faz com que o gap na fase paramagnética seja sempre nao nulo.
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4 Decoeréncia de um sistema acoplado a uma

cadeia de Ising com campo transverso

Neste capitulo analisaremos a decoeréncia de um sistema quantico central S,
acoplado uniformemente a um segundo sistema R, que, por sua vez, sera considerado um
sistema “grande’, sendo constituido de muitas partes, por isso, denominado “reservatorio".
Aqui, escolhemos R descrito por um modelo com transigao de fase quantica (cadeia de

Ising unidimensional com campo transverso). O sistema composto deve ser descrito por

—4 3
. M
$\$‘$__.$/

Figura 5 — Representacao do modelo: no sistema R, os spins sao arranjados na cadeia em
forma de anel. O sistema central S é acoplado homogeneamente com os spins
devido a simetria espacial do sistema composto R+S.

um Hamiltoniano da forma:
H=Hs+ Hr+ Hy, (4.1)

onde Hg é o Hamiltoniano do sistema S, Hr o do reservatério e H; o da interacao entre
S e R. Assumindo S caracterizado pelo espaco de Hilbert d-dimensional, Hg ~ C?, onde
focamos na dependéncia temporal dos elementos fora da diagonal pfj (t) do operador
densidade pg(t) em uma base ortonormal, {|2)}, pfi(t) = (i|ps(t)|j). Frequentemente
esses elementos de matriz sdo associados a efeitos quanticos devido a superposigoes
dos estados dessa base (quando o estado do sistema é a projecdo na direcdo de um
vetor, ¢, [i1) + ¢iylia) - -+ + ¢iylia), com ¢, ¢y, ..., ¢, 7 0) sendo portanto seu decaimento
denominado “decoeréncia”, ou seja, em nosso contexto, decoeréncia se refere ao processo de
reducao de um estado puro para um estado misto. Como dito anteriormente, consideramos
R como uma cadeia de Ising unidimensional com campo transverso, em que Hp =~ CQN, e

o Hamiltoniano Hg assume a forma (3.2]).
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4.1 Decoeréncia do sistema S de dois niveis, induzida pela trasicao

de fase do reservatério

4.1.1 Modelo

Nesta subsegao consideramos S o sistema quantico mais simples possivel, um
sistema de dois niveis, descrito pelo espaco de Hilbert bidimensional Hg ~ C?, com base
ortonormal {|0), 1)} e p§, (t) = (0|ps(t)|1). Sem perda de generalidade, o Hamiltoniano

de S, Hg, assume a forma:

Hg = w|1){1], (4.2)

onde [1) é o estado excitado de S (o estado fundamental de S serd representado por |0)) e

w € R. J4 a interagao entre S e R ¢é descrita pelo Hamiltoniano proposto em [§]:

N
Hr=-Jo|1)(1]® Y of, (4.3)

n=1
onde ¢ é a constate de acoplamento entre S e os N spins do reservatério R. Intuitivamente,
caso S se encontre no estado |0), ndo haverd interacao entre os sistemas. Caso esteja
no estado |1), S perturba o campo externo g aplicado a cadeia, injetando um campo de

magnitude 9.

A decoeréncia de um sistema quantico S de dois niveis acoplado a um sistema
R descrito por um sistema com transicao de fase quantica foi extensivamente explorado
na literatura [8-11], onde tais estudos fazem uso de uma solucdo simplificada para o
Hamiltoniano da cadeia (supostamente para N “grande”) com transicao de fase [20}23],
por exemplo, para o modelo de Ising o termo proporcional a (1 + P) no Hamiltoniano
¢é negligenciado, fazendo assim com que o problema perca sua dependéncia da
paridade do subespaco. Esta simplificagao reflete na escolha da quantizacdo do momento
k que ¢é deslocado por ;, que aparentemente seria irrelevante para N >> 1. Entretanto,
recentemente Damski et. al [22] demostraram que a escolha incorreta de k origina erros no
calculo na magnitude da susceptibilidade em torno do ponto critico. De posse desta infor-
macao exploramos a decoeréncia do sistema fazendo uso da solugao exata do Hamiltoniano

de Ising quéntico, apresentada no capitulo [3|

Na proxima subsegao, veremos que é possivel relacionar as entradas fora da diagonal
do operador densidade, mais precisamente a pureza definida na subsecao com conceito
de eco de Loshimidt (EL), m6dulo ao quadrado do produto interno do estado fundamental
de um Hamiltoniano com o estado obtido pela evolucao do estado fundamental devido a
uma perturbag¢do em um parametro do Hamiltoniano. Obteremos uma solugao exata para
EL e faremos uso desta para caracterizar a decoeréncia, estudando como seu comportamento

depende dos parametros do reservatorio.
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4.1.2 Eco de Loschmidt para o sistema central

O Hamiltoniano do sistema composto seréa dado por:
H=w|1){1] — Z (o507, + 9o +6[1)(1] ® 07| . (4.4)

Inicialmente, em ¢ = 0, consideramos o sistema S completamente desemaranhado com o

reservatério R, ou seja, o estado do sistema global em ¢ = 0 deve ser escrito na forma:

(W (0)) = ls(0)) @ [¥r(0)), (4.5)

onde assumimos S inicialmente preparado em uma superposi¢do genérica do seu estado
fundamental e excitado |¢5(0)) = ¢0|0) + ¢1|1), com |co|> + |c1|* = 1, e R no estado
fundamental de Hg, [1g(0)) = |F(0)), sendo assim

[W(0)) = (co|0) + c1[1)) @ [F(0)), (4.6)
com evolugao temporal, |¥(¢)), dada por

[B(t)) = e w(0)
= al0) ® [Fo(t)) + cre™™[1) @ [F1(t)). (4.7)

Note que a evolugdo de |F(0)), é particionada em dois ramos |Fi(t)) = e ¢|F(0))
(I =0,1), onde

2_: { Opi1 (9 + M)UZ] : (4.8)
A matriz reduzida de S pode ser computada como:
ps(t) = Trr[|¥(E)(T(@)]]
= [eol*0) (0| T [| Fo (8)) (Fo(8)]] + €™ coct|0) (1 Tr [| Fo (1)) (F1 (1) ]

+ e eger DO Te [|Fy (8)) (Fo (0)]] + lea [*[1) (1T [| B3 (D)) (Fa (1))
[eol?|0){0] + coci D($)|0) (1] + c5ea D™ (#)[1){0] + Jea*[1)(1] (4.9)

(
(
onde

D(t) = e (Fy(t)|Fi(t)), (4.10)

observe que as entradas na diagonal principal sao constantes, e a dependéncia temporal das

entradas fora da diagonal se encontra na fungao D(t), denominada “fator de decoeréncia”.

Como havia dito no inicio desta subsec¢ao, estamos interessados no estudo do EL
(especificamente, no seu decaimento), L(g,t) = |D(t)|*. Seu papel na caracterizagao da
decoeréncia do sistema central pode ser visto na sua relagio com a pureza pg = Trg [p3],

utilizada como uma medida do quao préximo o estado pg é de um estado puro. Definido
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o operador P;; = |i)(j|, podemos computar a pureza j, do estado p = 3, ; p;; P, com

pij € C, como

po= Tr|p?

= ZZZPMJ (k|P; P} k)

.37 4,J

= Z > PP GO

i3 0.3

= Yoyl (4.11)
i,J

: 1 S a2 S — [ |2
Para o sistema S temos que, ps = 1> p5Py, onde pgy = leol?, pfy = |aif® e

p5 = pi = coci D(t), entdo podemos escrever:

ps = leol* + |er|* + 2lcoes | D(¢)
= 1—2lcoer]* [1 — L(g,1)] (4.12)
onde
L(g.t) = [(F(0)le~""e " F(0))]?
= [(Fo(0)[e~Hote = Fy (0)) 7
)

(
= [(Fo(0)[e"™|Fy(0))[. (4.13)

Na segunda igualdade utilizamos |F'(0)) = |Fy(0)), uma vez que Hy = Hg.

Deduziremos uma expressao para o EL, L(g,t). Iniciamos escrevendo a forma
diagonal do Hamiltoniano , H,, fazendo uso dos resultados obtidos na secao (3.3)),
onde assumimos a modificacao g — g + [d nestes. Supomos o ntimero de sitios N par, e
como estamos interessados no estado fundamental de H;, nos restringimos ao subespago de
paridade positiva. Portanto, adotando os resultados da subsecao . A forma diagonal
de Hj;, em termos dos operadores fermiénicos 7., é dada pelas equacoes , ,

(3.28)) e (3.34)), considerando g — ¢ + 19,
1
=Y e (nlln - 5). (4.14)

k
com k = i; ]%,’;, .- (% 1) e O espectro de energia na equagao (4.14f) ¢ composto por
et = 2J/[(g + 16) — cos(ka)]® + sin?(ka). (4.15)

A transformacio de Bogoliubov, em que introduz-se operadores fermionicos 7}, , pode ser

6, 0,
n. = cos ( 5 ) cp — isin ( 2k> s

o~ cos (%) of , —isin (%
Nop = cos| o | el —isin| o e, (4.16)

escrita na forma:
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onde

B sin(ka)
0 = arctan [(g 10) — cos(k’a)] : (4.17)

J& a transformacgao inversa de Bogoliubov é dada por:

A AN
Cp, = CO8 o nk—i—zsm 03 N L,

cly = cos| 3 't +isin 2 .. (4.18)

Note que um caminho para obtencao da solucao de ¢é escrever o estado
fundamental de Hy, |Fy), em termos dos autoestados H;. Sendo assim, nos é conveniente
estabelecer uma relagao entre os operadores 7} e ni. Este tipo de vinculo, que relaciona duas
“familias” de operadores fermionicos, também sera requisitado na discussao da proxima
secao, sendo assim, nos é conveniente estabelecer uma relacgdo mais geral, ou seja, entre
dois operadores fermibnicos 7}, e 1k, com [ e I’ arbitrarios. Substituindo a equacio ,
fixada em [, na equacao , definida em ', temos

! 0} 9% 01' Ut
M, = COS 2 coS ? nk + ¢sin 2 n_g
oL 0% o,

—1 sin 5 Cos 5 77 k + 28in o TIk )

= cos (aé’l) nt —isin (Oziﬁll) an (4.19)

sendo z p
o — O — b
Feito isso, estabelecemos uma relacao entre |F}) e os autoestados de Hy, de forma andloga

a (3.39)), através do "ansatz":

(4.20)

|y =TI mnel Fv), (4.21)

k>0

onde |Fy) satisfaz nl|Fy) = 0 Vk. Lembrando que das relacdes de anticomutacio dos
operadores fermionicos temos que nint = 0 Vk, portanto |F;) (4.21) é o estado fundamental
de H; definindo pela relagao (4.14) , uma vez que obedece n}|F}) = 0 Vk.

Fazendo uso da relagao (4.19)), podemos computar:

) = [oos (ol f — sin (ol
X [COS( ”,)n .+ isin (afcll) kq |Fy)

= [z cos (aﬁg’l,) sin (ailv — sin? ( ) ety H |Fy).
(4.22)
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Impondo a condi¢ao de normalizagao (F}|F;) = 1, temos que:

7)) =11 {cos (Oéﬁc’l/> + ¢sin ( “,) n,l;Tnl H |Ey). (4.23)
k>0
Retomando o caso especifico, [ =0 e I’ = 1, da equacao (4.23) , temos que
[Fo) = TT [cos (o) +isin (aw) 0"} |F0). (4.24)
k>0

onde assumimos a notacio oy = ay. A partir da relacio (4.24)), obtemos

(Fo(t)|e ™| Fy(t)) = H{w[cos(ak)_ismmk)nl_kn,g] —iel (mi mi ot -1t

k>0
X [cos (o) +isin (ag) nynﬁk} \Fl)}

= ] {0082 (cug) €k + sin? (o) e_“llct}

k>0

= ]I {cos (e,it) + 1 cos (2a ) sin (e,ﬁtﬂ . (4.25)

k>0

Por fim, substituindo (4.25)) na equagao (4.13]), podemos escrever
L(g,t) = ]] {cos.2 (e,lgt) + cos® (2a,) sin® (e,lct)}

k>0
= [I1L:=1] {1 — sin? (2ay,) sin® (e,lctﬂ : (4.26)
k>0 k>0

Antes de estudarmos numericamente a expressao (4.26)), iremos fazer uma breve
andlise heuristica desta, conforme Quan et al. [8]. Uma vez que 0 < Ly < 1, entdo, para

um momento de corte k., que define um produto parcial de L(g,t), podemos afirmar que:

ke
Le(g,t) = I Lr > L(g,t). (4.27)

k>0
Nada nos impede de escolhermos k. que limite o produto (4.27) a k’'s “pequenos” o

suficiente tal que as aproximacoes abaixo sejam validas:

€& = 2J\/[(g +0) — cos(ka)]? + sin?(ka)
= 2J\/1+ (g4 0)? —2(g + 9) cos(ka)
~ 2041+ (g9+6) —2(g + )

~ 2J]1—g -4 (4.28)
L B sin(ka) sin(ka)
sin® (20y,) = {arctan [ — cos(ka)} — arctan [(g . cos(k:a)] }

Q

[ g+5‘§_1]
6k:a

(1—-9)*(1—g—0)*

Q

(4.29)
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Definindo a soma S(g,t) = In L.(g,t) = — k% | In L[, temos

o (0ka)?sin® (2J|1 — g — 4|)
S(g,t) ~ lg) [ (1—9)2(1—9—5)2 H
(da)? sin? (2J\1—9 5’ 2
 (1-gr0- kz;ok
52 sin? (27 ’1_9 5‘ 47?2 Ne/2 1\?
C(I-gP(l-g—-0? N? Z < >

Q

62 sin? (2]]1 g—79|)

S (I—g)P(l-g—0)

onde f(k.) = ’TQNC(NE;V?(NCH) e N, = % + 1. Para ¢ — ¢g. = 1, § pequeno e fixado t,
tomando a fungao exponencial na equagao (4.30]), podemos escrever:

Q

f(ke), (4.30)

Le(g.t) =™, (4.31)

4782 f (k
(1-g)°
suficientemente grande, porém finito, e g na proximidade do ponto critico, o EL desaparece

sendo v =

. Uma vez que L.(g,t) > L(g,t), a equagao (4.31) indica que para N

exponencialmente com o tempo.

Em seguida apresentaremos alguns resultados numéricos da expressao exata do EL

(7.26).

Na figura @ temos a representacao tridimensional de L(g,t) como fungao de g e t,
mostrando a existéncia de um vale em torno dos pontos g =g.=1eg=g.—6 =0,9.
Isso demostra que perto do ponto critico do reservatério, o EL é extremamente sensivel a

perturbacgao sobre o reservatoério.

A figura @ apresenta o comportamento de L(g,t) no ponto g =1 —0 = 0,9, para
diferentes valores de N, onde o EL decai e “renasce” no decorrer do tempo, com o periodo

de renascimento proporcional ao tamanho de R.

Ja a figura mostra que, com o decréscimo de §, o LE decai se aumentarmos
N. Comparando a figura , onde 9 = 0,01, N = 500, 1000, 1500, 2000 e 2500, com a
figura @, onde 6 = 0,1, N = 50, 100, 150, 200 e 250, nota-se que as duas apresentam
quase o mesmo comportamento, indicando uma “quase invariancia” sobre a transformagcao

de escala 6 — 0/a, N - Na e t — ta do EL nas proximidades do ponto critico.

Finalmente, como haviamos dito no inicio do capitulo, encontram-se na literatura
trabalhos que avaliaram o produto , com k deslocados por §, por exemplo, a
referéncia [§]. Nossos resultados numéricos indicam que o uso de k deslocado leva a erros
quando o campo efetivo g + o sobre a cadeia perturbada esta nas préximidades do ponto
critico g. = 1. As figuras @ e apresentam L(t) no ponto g = 1 — ¢ para diferentes
valores de N e k deslocado por ¥, resultados que podem ser encontrados na referéncia [8] .

Comparando @[) e com @ e observamos que o EL com k deslocado possui valores
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de minimo visivelmente maiores e o periodo de renascimento a metade do EL com uso
correto de k. Entretanto para g + 0 afastado de g., o EL avaliado com k deslocado se
mostra um boa aproximagao como indica a semelhanca entre a figura , onde o EL

avaliado sem aproximagao, e , onde o EL é avaliado com k deslocado.

N=150, &=0.1

L{g. 1

Figura 6 — Representacao tridimensional de L(g, t) como fungao de g e t para o reservatério
com N = 150. O vale em torno dos pontos g. = 1 e g = 0,9 indica que o
decaimento de L(g,t) é mais abrupto nas proximidades da transi¢ao de fase
quantica de R.

4.2 Decoeréncia do sistema central para s arbitrario

Nesta subsecao assumimos S um sistema quantico de spin s arbitririo, com Hg ~
C**1 base ortonormal {|s, ()} onde [ = —s, —s+1, ..., s—1, s, de forma que os elementos de
matriz do operador densidade sdo py (t) = (s,l|ps(t)|s,’). Consideramos o Hamiltoniano
de S nulo, Hg = 0. Como no caso do sistema de dois niveis, a utilizacdo deste introduziria

termos da forma et

nos elementos fora da diagonal da matriz densidade pg. Como
estamos interessados no estudo da pureza (4.11]), tomaremos o médulo destes elementos.
Sendo assim iremos negligencia-los desde ja, sem perda de generalidade para a nossa

discussao. Descrevemos a interacao entre S e R pelo Hamiltoniano:
N
H;=65.®@> ok (4.32)
n=1

onde S, é o operador de spin na direcao z. Intuitivamente, essa interacao diz que autoestados

de S,, com autovalor [, aplicardo um campo de magnitude /6 em toda cadeia.
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1,24 9=0,9,5=0,1

L(t)

t(1\)

Figura 7 — L(t) como fungao de ¢ para o reservatério com N = 50, 100, 150, 200 e 250, em
g=1—0=0,9, mostrando que o periodo de renascimento de EL é proporcional
ao tamanho de reservatorio.

N=500

12 9=0,99,3-0,01 N=1000
’ —— N=1500
N=2000
N=2500

1,04

L(t)

0,0

T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600
t(1\J)

Figura 8 — L(t) como funcao de t para o reservatério com N = 500, 1000, 1500, 2000 e
2500, em g =1—9 =0,99.

Antes de trabalharmos com S de spin s arbitrario, estudamos S de spin %, sistema
de dois niveis analogo ao descrito anteriormente. Entretanto veremos que a dependéncia
temporal das entradas fora da diagonal sera dada pelo produto interno entre dois estados
obtidos da evolucao temporal do estado fundamental de um Hamiltoniano, devido a
perturbacao em um parametro deste, diferente do caso anterior, que foi dada pelo produto

interno do estado fundamental de um Hamiltoniano com um estado obtido da evolugao do
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1,2 g=0,9, 3=0,1 —N=100

L(t)

t (11J)

Figura 9 — L(t) como funcao de t para o reservatério com N = 50, 100, 150, 200 e 250,
emg=1-0=0,9, onde k esta deslocado por §;. Os valores de minimo do
EL sao maiores e o periodo de renascimento é a metade em relacao ao EL da
solucdo exata (figura [7)).

mesmo devido a uma perturbagdo em um parametro do Hamiltoniano.

N=500
_ =0,99, 5=0,01 N=1000
1.2 g N=1500
—— N=2000
10- W [ N=2500
08
. 06
g
04
0,2
0,0 T T i T T T i 1
0 200 400 600 800

t (1\J)

Figura 10 — L(t) como fungao de t para o reservatorio com N = 500, 1000, 1500, 2000 e
2500, em g =1 —0 = 0,99, com k deslocado por %.
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T N=100
g—0,7, 6=0,077 N=150

05 — T T T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160
t (1)

Figura 11 — L(t) como fungao de ¢ para o reservatério com N = 50, 100, 150, 200 e 250,
em g=20,7ed=0,077, usando a solugao exata.

N=50
11 - ——N=100
g=0,7, 6=0,077 N=150
—— N=200
1,0 N=250

05 T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160

t (11)

Figura 12 — L(t) como fungéo de ¢ para o reservatério com N = 50, 100, 150, 200 e 250,
emg=0,7ed=0,077, com k deslocado por %.

4.2.1 Spin %

O Hamiltoniano do sistema composto pode ser escrito como:

N
H=-JY |otor., + g0, +6S.@ 0] (4.33)

Consideramos S inicialmente preparado em uma superposigao do tipo, [15(0)) =

)
773) = 1)

el 1) + el 1), com |ey]? +|er|* = 1, onde assumimos a notagao ’%, %> =1
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e R no estado fundamental de Hg, [#g(0)) = |F(0)). Sendo assim, o estado inicial do

sistema composto, [¥(0)), serd dado por:

[W(0)) = (eo] 1) + &1 1)) @ [F(0)). (4.34)

A partir da equagao (2.5 temos que a evolugdo temporal de |¥(0)) assume a forma:

V(1) = el 1) © [Fo1y2(t) + e 1) @ [F1ya(t)), (4.35)

sendo |F(t)) = e | F(0)), | = —1, 1, e H;, dado pela equacao (4.8).

Computando a matriz densidade reduzida de S, temos:

ps(t) = Trp{|U(®)(L(@)]}

= el PO FL 2(0) (Fla o (01} + eocf] DT Foa (D)) (Fr2(1) [}
+efer] DT Fyp(ONF-1 (01} + ler P10 Te{ | Fyj2(0) (Fra ()]}
sl DT+ eeir@ DT+ cler™ O DT e DT, (4.36)

onde

r(t) = (Foap()|Fi(t)
= (F(0)]e" et 2t F(0)), (4.37)
¢ o fator de decoeréncia. Para o sistema central de spin % seu médulo ao quadrado, |r(t)[?

)

serd utilizado para descrever a decoeréncia, assim como na subsecao anterior. Com intuito
de calcular (4.37)) faremos uso de alguns resultados obtidos na subsecao (4 , as equagcoes
(4.1454.23]). Estendendo para um fator de decoeréncia mais geral, estamos interessados em

computar:
vy = (Fplefite=Hit| ). (4.38)

Combinando as relagoes (4.23) e (4.38)), obtemos:

Ty = H{(Fl/\ {cos (agl ) o (ag’l ) “ktnl/kn /]
k>0

< oos (o) e i (o) -ttt L] (139)
Determinando cada produto interno de (4.39) separadamente, temos:

(FulF) = (Fi|[cos (o) +isin (of" ) m'n"}] [Fv)
= cos (afc’l/), (4.40)

(Frlniin ) = <Fl|[cos(a2’l)—isin( )it mk]nﬁjn”m

= —gsin (ag l) = 1¢sin (ai’lv , (4.41)
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(Felnlmi | ) = <F’zf|nﬁwf§l608(ai’l)+isin( A ]|Fz'>

= isin (o)), (4.42)

(Fuln”kmin | ) = (Fy| [cos (ai") mk + i sin (") n'hy]
X [COS( Ll )’r] k—ZSIH( k’)ﬁk}’?kﬁ”kﬁ)

= cos? (aﬁc’l/) (Fy|F}) — isin (Ozi’l/) cos (Oéi{l/) (Fuln” k| Fy)

= cos(ai'). (4.43)
Substituindo as equacoes na equacio (E.39) obtemos:
oo = T oo (o) on (o) con (o) 44
]:m (a2!) sin (af"") cos (ag!") e kb
-+ cos ( ) sin ( 0, l,) sin ( ll/) k+ek)
— cos (af") sin (ap!) sin (af") e~ el )t ]

= 1o i ] o o) e [ -] o (o)

k>0
+isin [(efC - eg)t} cos (ozk +ay ll) cos (aﬁ;l/)
+isin [(efg + eg)t} sin (ozk + a2 ) sin ( Ll/) } (4.44)

Seguem alguns resultados numéricos da expressao exata de |r(g,t)|?, utilizando
(4.44), para I' = -1 el = 1.

Na figura temos a representagio tridimensional de |r(g,t)[?

como funcgao de
g e t, onde temos um vale em torno dos pontos g = g. — %5 =0,9eg9g=g9.+ %6 =11,
mostrando que, nas proximidades do ponto critico do reservatério, o fator de decoeréncia
[7(t)|* ¢ muito sensivel a perturbagoes sobre o reservatério. J4 as figuras e

2 nos pontos g =1—-30=0,9eg=1+16=1,1,
k

apresentam o comportamento de |r(t)
para diferentes valores de N, onde |r(t)|* decai e “renasce” no decorrer do tempo, com o

periodo de renascimento proporcional ao tamanho de R.

Na proxima subsecao investigaremos o caso geral , onde estamos interessados
se a escolha de s afeta na transicao quantica-classica do sistema. Especificamente, se
fixarmos um tempo onde o sistema S com um valor arbitrario de spin s se encontra
emaranhado com o reservatério R, queremos saber se S com spins s maiores também serd

emaranhado com R.
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N=150, &=0,2

rig.t)=

Figura 13 — Representacao tridimensional do médulo ao quadrado do fator de decoeréncia
I7(g,t)|> como funcdo de g e t para o reservatério com N = 150. O vale em
torno dos pontos g = 0,9 e g = 1,1 indica que o decaimento de |r(g,t)[* é
mais abrupto nas proximidades da transicao de fase quantica de R.

4,22 Spin s

Iremos fazer um estudo preliminar sobre a existéncia ou nao existéncia de um limite
classico quando s — 0o, no qual S nao se emaranha com R, comportando-se como uma
fonte de campo classica. Uma ideia similar foi desenvolvida para o sistema de um atomo
de dois niveis interagindo com um modo do campo inicialmente preparado em um estado

coerente com nimero médio de fétons grande [24].

Definimos o estado inicial de S, preparado como um superposi¢ao dos autoestados
do operador S,:

s

[¥s(0)) = D als,l). (4.45)

l=—s

Assim como nos casos anteriores R é preparado no estado fundamental de Hg, [¢r(0)) =
|F(0)). A evolugao do estado do sistema composto é regida pelo Hamiltoniano (4.33)),

sendo assim

s

(W(t) = > als.l) ® |[Fi(t)). (4.46)

l=—s

onde |F(t)) = e~ *|F(0)) e H; ¢ dado pela equagio .
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1,04

g=0,9, 6=0,2
0,8
0,6
5 I
5 | ~
= 04- ’
0,2 ARy
1l A ““‘\
VAN
0,0
0 20 40 60 80 100 120
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N=50
—— N=100
——N=150
—— N=200

— N=250

Figura 14 — |r(g,t)|* como fungdo de ¢ para o reservatério com N = 50, 100, 150, 200 e
250, em g =1 —§ = 0,9, mostrando que o perfodo de renascimento de |r(t)|?

é proporcional ao tamanho de reservatorio.

N=50
1,0 1 g=1,1,8=0,2 ——N=100
—— N=150
—— N=200
— N=250
0,8 1
0,6 1
o
= 0,4 -
N
024 /|
1/
YA\
0,0 +55 T | I— | I B S R S E |
0 20 40 60 80 100 120 140 160

Figura 15 — |r(g,t)|* como fung¢do de t para o reservatério com N = 50, 100, 150, 200 e

250,emg=1+6=1,1.

Utilizando as equagoes (2.20)) e (4.46]), obtemos:

ps(t) = Tra{|¥(®)(¥@)[}

=SS adils ) s, TR O) B0}

l=—sl'=—s

= > acrw(t)|s 1)(s, ]

l=—sl'=—s

(4.47)
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onde
rw(t) = (Fi(t)[Fr (1)), (4.48)

Por fim, podemos escrever a pureza de S como:

S S
ps= > > lacPlru @) (4.49)
l=—sl'=—s

Com o espago de Hilbert do sistema S podendo ter dimensao d > 2, descreveremos

sua decoeréncia através da pureza, uma vez que a mesma podera ser composta por somas
de diferentes fatores de decoeréncia do tipo , diferente do caso d = 2 onde tinhamos
apenas um fator de decoeréncia e o estudo deste era suficiente. Dito isso, sabemos que a
pureza depende do estado inicial do sistema. Como primeira abordagem assumimos na

superposicao (4.46|) todos autoestados de S, com igual peso, ou seja, ¢; = NCTESE VI. Assim,
¢ & J 25+1

Hms = 28+1 oo 1\2 Z Z |Tll’ . (450)

=—sl'=—s

Antes de estudarmos a pureza como funcao do spin s, observaremos alguns re-
sultados numéricos que nos auxiliaram na escolha do tempo que serd fixado. Note que
¢é interessante escolhermos um tempo antes do renascimento da pureza para evitarmos
avalia-la em um pico. Sabendo disso examinaremos seu comportamento variando no tempo
para mais dois valores s, s = 5 e s = 50, lembrando que na subsecao anterior avaliamos o

1

comportamento do fator de decoeréncia para s = 3.

As figuras e apresentam o comportamento de u(t) para S com s = 5
e s = 50, para diferentes valores de N do reservatério em g = 0,9. A constante de
acoplamento, 6 = 0,1, é escolhida de modo que a perturbagdo méaxima de S sobre o
reservatéria seja a mesma para qualquer valor de spin s. As figuras dao indicios que
o aumento de s nao afetard de maneira significativa o emaranhamento entre S e R,
pois apresentam magnitudes proximas apesar da grande diferenca entre os spins. Fato
reforcado pelos resultados apresentados nas figuras e , onde fixados os instantes
de tempos t = 1 e t = 15, inferiores ao periodo de ressurgimento da pureza para N = 50,
consequentemente inferior também para todos os outros valores de N estudados. A pureza

variando com s se estabiliza sem assintota 1.

Uma vez que nao conseguimos alcangar o limite classico para S inicialmente
preparado como uma superposicao de todos autoestados de S, com igual peso, agora
iremos considerar o estado inicial de S como um estado coerente de spin definido na
subsegao ([2.3)),

|97(10> = Z 15< 2 ) TS+Z|S7l>7 (451)

2
= (L [T2)s \s + 1
onde 7 = e tang. Anélogamente ao estado coerente do oscilador harmonico, estes

estados sao frequentemente utilizados em estudos associados a limite classico, por exemplo,
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N=50
1,1 - - - - ——N=100
' = =0,1/s, s=
] g=0,9, 6=0,1/s, s=5 N=150
1,0 1 —— N=200
1 — N=250
0,9
0,8
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Figura 16 — |r(g,t)|* como fungdo de ¢ para o reservatério com N = 50, 100, 150, 200 e
250,emg=1+6=1,1.

N=50
119 g=0,9, 5=0,1/s, s=50 N=100
] ——N=150
0] —— N=200
| —— N=250
0,9 1
0,8

p(t

T T i * — T T T T " 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160
t (1)

Figura 17 — u(t) como fungao de t para s = 50 e o reservatério com N = 50, 100, 150, 200
e250,em g=0,9ed=0,1/s.

na obten¢do de um Hamiltoniano cldssico a partir de um Hamiltoniano quéntico [25].

Comparando as relagoes (4.51)), (4.45)) e utilizando (4.49) temos que:
- 2s 2s 2sH0) | 2(s+1') 2
* s (T 4.52
Hs = (1+ |,7-| 4s Z Z <S+l> (S_i_l/)‘/r’ ‘T| ’rll ( )‘ ) ( )

l=—sl'=

Antes de prosseguir com a andlise numérica da pureza, nos é interessante analisar

o comportamento assintético do estado coerente de spin, para |7| >> 1 tal que § =~ 7
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N=50
10+ ~—N=100
! g=0,9, 6=0,1/s, t=1 —+— N=150
——N=200
0.9 —— N=250

08 s e e SUUUUUUOUPOTUUUUUIIOOSt .

u(s)

50 60 70 80

Figura 18 — u(s) como fungao de s para t = 1 e o reservatério com N = 50, 100, 150, 200
e250,emg=0,9ed=0,1/s.
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Figura 19 — u(s) como fungao de s para t = 15 e o reservatério com N = 50, 100, 150, 200
e 250,em g=10,9ed=0,1/s.

ou || << 1 tal que 6 ~ 0. Restringindo-nos a 7 € R, para 7 suficientemente grande,
0, p) = |s,s). Ja para 7 suficientemente pequeno, |0, ) = |s, —s). Nestes casos mesmo
ap6s a evolugao do sistema pelo Hamiltoniano (4.33)), o sistema S nao se emaranha com

R, restando entao a escolha de valores intermediarios para 7. Aqui consideramos 7 = 1.

Dos resultados numéricos observamos que, diferentemente do caso anterior, ja nas

duas primeira figuras, (20)) e (21)), temos a intuicdo que o aumento de s nos leva a um
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estado para S muito préximo de um estado puro. Note que utilizamos s = 5 e s = 50
assim como no caso anterior, e ja para s = 50 temos a pureza nas proximidades de 1. As
figuras e deixam mais claro que, nos instantes de tempos ¢t = 1 e t = 15, a pureza

variando com s converge para 1 para s suficientemente grande.

y N=50
’ 9=0,9, 5=0,1/s,1=1,5=5 mjgg
— N=200
— N=250
1,04
i
— 0,9 { ‘U\ AN A N
=1 Yal A i/ AV WAVALVALYA

0,8

07 T T T LI T 1 T T T T T T i 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160
t (11J)

Figura 20 — u(t) como fungao de ¢t para s = 5, 7 = 1 e o reservatério com N = 50, 100,
150, 200 e 250, em g = 0,9 e § = 0,1/s.
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/ \
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0,97 4

0,96

L S I I A S A e —
0 20 40 60 80 100 120 140 160
t (1)

Figura 21 — u(t) como fungao de ¢ para s = 50, 7 = 1 e o reservatério com N = 50, 100,
150, 200 e 250, em g =0,9e 6 =0,1/s.
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1,04

g=0,9, 5=0,1/s, T=1, t=1 N=50
—N=100
—— N=150
—— N=200
@ —— N=250
3.

0,5 — T T 1

Figura 22 — u(s) como fungao de s para t = 1, 7 = le o reservatério com N = 50, 100,
150, 200 e 250, em g = 0,9 e 6 = 0,1/s.

g=0,9, 6=0,1/s, =1, t=15 : 100

——N=150
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Figura 23 — u(s) como fungao de s para t = 15, 7 = 1 e o reservatério com N = 50, 100,
150, 200 e 250, em ¢ =0,9e 6 = 0,1/s.
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5 Conclusao

Neste trabalho investigamos um sistema composto consistindo de um sistema
quantico S acoplado uniformemente a N spins de uma cadeia R descrita por um modelo com
transicao de fase quantica, denominado modelo de Ising quantico com campo transverso,

onde estdavamos interessados na decoeréncia do sistema S induzida pela cadeia de spins.

Revisamos a abordagem usual para diagonalizacdo do Hamiltoniano de Ising
quantico, realizada através das transformagoes de Jordan-Wigner, Fourier e Bogouliubov.
Computamos e estudamos uma expressao para o gap de energia entre o estado fundamental
do subespaco de paridade positiva e negativa da cadeia de Ising. Vimos que para valores
positivos do campo magnético transverso g > 0, o estado de menor energia da cadeia se
encontra no subespacgo de paridade positiva. Estimamos que o gap na fase ferromagnética
da cadeia decai drasticamente com o crescimento do nimero de spins /N, equanto na fase

paramagnética o gap é sempre finito.

Estudamos o sistema composto com S descrito por um espaco de Hilbert bidimen-
sional. Constatamos que para este caso o eco de Loshimidt (EL) pode ser utilizado para
caracterizar a decoeréncia do sistema S. A partir da analise do EL notamos que quando o
campo transverso aplicado a cadeia assume valores nas proximidades do ponto critico o
decaimento do EL ¢é mais abrupto e seu renascimento é proporcional ao niimero de spins
na cadeia. Vimos ainda que a escolha da quantizagao do momento k deslocado por 7
(advinda de uma simplificagdo no processo de diagonlizagdo do Hamiltoniano da cadeia)
em relagao ao k da solugdo exata leva a erros na computacao do EL com a cadeia na

vizinhanca do ponto critico.

Passamos em seguida a considerar o sistema S como um sistema de spin s arbitrario.
Observamos que escolhendo o estado inicial de S como um superposicao dos autoestados
do operador S, todos com mesmo peso, nao alcangamos o limite classico, ou seja, fixado
um tempo onde o sistema S para um dado valor de s se encontrava emaranhado com a
cadeia R, aumentando o valor de s, vimos que a pureza aumentava até certo ponto e se
estabilizava sem que o estado de S se tornasse puro. Ja considerando o estado inicial de
S um estado coerente de spin, notamos que a escolha de s maiores leva ao aumento da

pureza até que o estado de S tornasse puro no limite s — oo.

Em um estudo posterior, seria interessante verificar se algumas das propriedades
encontradas no limite cldssico do sistema descrito em [24] podem ser obtidas para nosso
sistema, por exemplo, mostrar que no limite cldssico o estado de S continua coerente apds

a evolugao temporal.
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APENDICE A - Gap no modelo de Ising

Neste apéndice demonstraremos algumas das propriedades do gap citadas na

subsegao (3.4). Aqui iremos focar na fase ferromagnética (0 < g < 1).

No decorrer das demonstragoes utilizaremos as seguintes desigualdades [26}27]:
a"—b >rba—0b), r>1lour<O0, (A.1)

onde a,b > 0. A igualdade acontece somente quando a =b, r =0 ou r = 1.

G5) < Sy <v reOere0w) a2

denominada desigualdade de Wendel’s.

Primeiramente serd demonstrado que o gap ([3.73)) cresce monotonicamente de

g = 0 para g = 1. Diferenciando a equagao em relagdo a g, temos:
d L AN o3 | 1—1 gVt
—(Ep — Ef: :/ dt—tV"2, | t A3
dg( F F) 0 T 2 1_g2t[1_(gt)2N]2f<g7 )7 ( )

Flg,t) = [1 = (gt)*"] [N = (N + 1)g’] + 2N (1 — g*t)(gt)*". (A.4)
Observe que, se f(g,t) > 0, entao, d%(EE — Ef) > 0,parat € (0,1)eg € (0,1) .

Consequentemente, a monotonicidade do gap de ¢ = 0 para g = 1 serad satisfeita se

onde

f(g,t) > 0. Fazendo uso da desigualdade (A.1)) no termo [1 — (gt)* }, onde assumimos

a=1,b=gter=2N, obtemos

flg.t) > 2N(gt)* [1—9—1-]\7(9175—1—9%—9225)1

> 2N(g)*M(1—g)[1+ N (1 —gt)] >0,t € (0,1)egec (0,1). (A.5)

A ultima desigualdade também foi construida a partir da desigualdade (A.1]), agora

utilizando o termo (é — 1), ondea=gt,b=1er=—1.

Obtemos uma cota inferior para o gap. Sabendo que b; < 0, onde b; é dado pela
equagao (3.72)), podemos a partir da equacao (3.60) escrever:
Er —Ef = —N(by+bsy +bsy +...)
4NgN 1
9 / diy/(1 = £)(1 = g2tV 3. (A.6)
0

™

> —Nby =
A partir da desigualdade:

Y= 0= g2) = [ = @)1= 1)+ g2(1 = 1 = max (/1= )/ (1 = 0).901 =)
(A7)
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e da relagao (|A.6)), teremos que:

gr-pp > S ﬂ[nmx(vkl—gavkl—t»gu-w)}ﬁfz

N—1)  ggn
> max( 1)’7T(N2—i)
> ( 2”_9, f&) (A8)
r(N-3)

Na ultima linha utilizamos ( N y > 5 e > N%, advinda da desigualdade (A.2
-1 3

(N
>
(N —1)2'(N —1)
NT'(N) 1
N(N —1)2
TOEEE
(A.9)
que requer
(N —3) N 1
(N +1) N(N -1y
1
> . A10
N3 (A.10)
Por ultimo, definiremos um limite superior para o gap. Sabendo que (3.60)),
Ez —Ef=-N Z by, (A.11)

I=N,3N,...

podemos utilizar a desigualdade

VA=D1 —g2) = /1 - gL~ 1) + 21— )2 < /(1= g2/ (L — 1) + g(1 — 1),

(A.12)
para escrever a seguinte inequacao
4NgN 1 3
En —Ef < /dt[ 1—g2)\/(1—1t)+ 1—t}tN_2
P Bf < [t |\ (1= g1 = 1) +g(1 1)
1
AN Ny g 2N 9 I (l B 5) I-N
APV by SEE
d I=N,3N. ! \/E I=N,3N. ( + )
AN nyg N gN 2N N g
< —9 +—=0"\1-\ v
T N — % 11\%:1\7,... 12 VT N -1 zz\%:zv 12
11— 2
< N9 4 N9 g (A.13)
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A terceira linha segue de

1
Z-1 =
ri—3) 1 N

LS P Y A\ Al4
ri+y - g\N—1 (A.14)

ﬁa

com as duas desigualdades validas para [ > N. A ultima desigualdade de (A.14]) advém da

desigualdade ({A.2)

FQ_Q <1
(1—1)2T(—1)

N IN(EE) 1
(-1 -1) " 1-1)2
ri—3) 1

= <

—_

< [ > N. (A.15)

HEEESE

Finalmente a ultima linha de (A.13]), é obtida da soma avaliada em g = 1. Observe que

estamos restritos a 0 < g < 1, consequentemente a soma avaliada em g = 1 é maior.



