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(Albert Einstein)



Resumo
Neste trabalho estudamos a decoerência em um sistema quântico central S acoplado
uniformemente a um reservatório R, escolhido como uma cadeia de Ising quântica com
campo transverso. Inicialmente, revisamos a abordagem usual para diagonalização do
Hamiltoniano de Ising quântico. Investigamos algumas das propriedade do gap (diferença
de energia entre o estado de menor energia do subespaço de paridade positiva com o do
subespaço de paridade negativa). Em seguida, consideramos o sistema S como um sistema
de dois níveis e estudamos o comportamento do eco de Loschmidt (EL), que para esta
configuração do modelo pode ser utilizado para caracterizar a decoerência. Vimos que
o EL possui decaimento abrupto quando o reservatório R se encontra com o valor do
campo transverso próximo à transição de fase quântica. Por fim, assumimos o sistema S
como um sistema de spin s arbitrário e estudamos como a escolha de s afeta a transição
quântica-clássica do modelo.

Palavras-chave: Sistema Quântico Aberto, Decoerência, Modelo de Ising, Transição de
Fase.



Abstract
In this work we studied the decoherence in a central quantum system S uniformly coupled
to a reservoir R, chosen as a quantum Ising chain with transverse field. Initially, we review
the usual approach to diagonalize the quantum Ising Hamiltonian. We investigate some
properties of the gap (energy gap between the lower energy state of the positive and
negative parity subspace). We consider the system S as a two-level system and study
the Loschmidt echo (EL) behavior, which for this model configuration may be use to
characterize the decoherence. We show that LE decay sharply when the reservoir R is near
the critical value of the transverse field. Finally, we assume the system S as a arbitrary
spin-s system and study how the choice of s affect quantum-classical transition of the
model.

Keywords: Open Quantum System, Decoherence, Ising Model, Phase Transition.
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1 Introdução

A caracterização da dinâmica de um sistema quântico que pode estar correlacionado
com outros sistemas tem sido objeto de investigação em diversas áreas, variando de proces-
samento quântico de informação à cosmologia [1, 2]. A inevitável interação de um sistema
com o ambiente que o cerca, consequentemente a correlação entre eles, leva ao processo
denominado decoerência, onde o sistema perde a capacidade de exibir superposições entre
estados, portanto processo em que estados puros do sistema quântico são transformados
em misturas estatísticas. Esta “fragilidade” da coerência de um estado quântico tem sido o
principal obstáculo para construção do computador quântico [3], e desempenha um papel
de fundamental importância na descrição da emergência de classicalidade em sistemas
quânticos [4]. A necessidade de combater a decoerência, para garantir o funcionamento
adequado das tecnologias quânticas, renovou a motivação para estudos aprofundados da
dinâmica de interação entre sistema e ambiente. Trabalhos interessados em compreender o
fenômeno de decoerência introduziram modelos representando o ambiente com um sistema
de muitos corpos, por exemplo, conjunto de osciladores harmônicos [5] e partículas de spins
1
2 [6]. Os primeiros trabalhos analisando decoerência devida a um reservatório de spins o
assumem como um conjunto de spins independentes [7]. Posteriormente, é considerada uma
estrutura mais complexa, com a cadeia de spins sendo descrita por modelos de transição de
fase quântica [8]. Na maioria destes trabalhos assume-se um sistema altamente simétrico,
onde um sistema quântico central é acoplado uniformemente com os spins do reservatório.
Entretanto, buscando um modelo que possa ser realizado experimentalmente foi estudado
um sistema quântico interagindo com apenas alguns spins da cadeia [9].

Neste trabalho, analisamos um modelo constituído de um sistema quântico central
acoplado uniformemente a uma cadeia de N spins 1

2 , onde os primeiros vizinhos interagem
entre si, sendo descrita por um modelo apresentando transição de fase quântica. Recente-
mente este sistema tem despertado o interesse de muitos pesquisadores e sido bastante
explorado [8,10,11]. Resultados obtidos por Quan el al. [8], demonstram que a criticalidade
quântica da cadeia descrita pelo modelo de Ising com campo transverso afeta fortemente
o decaimento do eco de Loschimdt (EL), conceito introduzido em estudos de transição
quântica-clássica em caos [12] e posteriormente na caracterização da decoerência. Nosso
objetivo com este modelo é, além de revisar alguns dos estudos realizados, considerar um
estrutura mais complexa para o sistema central. Assumimos um sistema quântico de spin
s que nos permita estudar o limite clássico, em que o sistema central deixa de interagir
com a cadeia e passa a se comportar como uma fonte externa de campo clássico.

A dissertação está organizada da seguinte forma. No capítulo 2, revisamos alguns
conceitos básicos da mecânica quântica que utilizamos no decorrer do trabalho. No
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capítulo 3, apresentamos a diagonalização do Hamiltoniano de Ising com campo transverso,
discutindo seu estado fundamental, computando e analisando uma expressão para o gap de
energia entre o estado fundamental do subespaço de paridade positiva e negativa. Por fim,
no capítulo 4, discutimos a decoerência de um sistema quântico central em contato uniforme
com os spins da cadeia magnética. Descrevemos o bem conhecido modelo onde o sistema
central é um sistema de dois níveis, apresentando um estudo teórico do comportamento do
eco de Loschimidt caracterizando a decoerência. Estudamos o modelo com sistema central
de spin s fazendo uma análise introdutória sobre a existência ou não existência de um
limite clássico quando s→∞.
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2 Conceitos básicos

Neste capítulo introduzimos conceitos fundamentais utilizados ao longo do trabalho.
Iniciamos com uma discussão sobre estado quântico. Em seguida, apresentamos algumas
das ferramentas básicas na descrição de sistemas compostos. Por fim, realizamos uma
breve revisão da definição de estados coerentes de spin.

2.1 Estado quântico

2.1.1 Vetor de estado

A descrição do estado quântico de um sistema físico, em certas condições, se dá
por meio de um vetor |ψ〉 pertencente a um espaço vetorial complexo, dotado de norma e
produto interno bem definido, denominado espaço de Hilbert H [13, 14]. Dada uma base
ortonormal qualquer {|ui〉} no espaço de Hilbert H, um vetor de estado |ψ〉 ∈ H pode ser
escrito como uma combinação linear dos elementos da base:

|ψ〉 =
∑
i

αi|ui〉 , (2.1)

com αi ∈ C. Aqui iremos considerar o vetor de estado normalizado, sendo assim,∑i |αi|2 = 1.
Suponha um sistema descrito pelo vetor de estado (2.1), onde {|ui〉} são autoestados de um
observável A (operador que caracteriza uma quantidade física qualquer) com autovalores
{ai} (resultados de uma medida de A). Após realizar uma medida do observável A e o
resultado for, por exemplo, ak, o estado do sistema após a medida é reduzido para |uk〉.
No formalismo da mecânica quântica, dado (2.1), sendo o vetor estado que caracteriza
sistema físico, a probabilidade do mesmo ser reduzido para |uk〉 após uma medida é dada
por |αk|2 = |〈uk|ψ〉|2.

A dinâmica deste sistema, supondo que o mesmo seja fechado, é descrita por um
vetor de estado evoluindo no tempo de maneira determinista, obedecendo a equação de
Schrödinger:

i~
d

dt
|ψ(t)〉 = H|ψ(t)〉. (2.2)

Sendo assim, conhecendo o estado do sistema no instante inicial e a solução da equação
(2.2), nos é permitido determinar o vetor de estado em qualquer instante posterior. Aqui,
H é um operador hermitiano, conhecido como hamiltoniano do sistema. A solução geral
da equação (2.2) pode ser escrita na forma:

|ψ(t)〉 = U(t, t0)|ψ(t0)〉, (2.3)
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onde U(t, t0) é denominado operador evolução temporal. Propriedades de U(t, t0) a serem
destacadas são:

1. U−1(t, t0) = U †(t, t0), que garante a normalização de |ψ(t)〉 para todo t.

2. U(t2, t0) = U(t2, t1)U(t1, t0), propriedade de composição.

A partir das equações (2.2) e (2.3), obtém-se a equação de Schrödinger para o operador
evolução temporal,

i~
d

dt
U(t, t0) = HU(t, t0). (2.4)

Para casos em que o hamiltoniano é independente do tempo, a solução da equação (2.4)
assume a forma:

U(t, t0) = exp
[
−iH(t− t0)

~

]
. (2.5)

Soluções em que o Hamiltoniano depende do tempo não foram utilizadas no decorrer do
trabalho. A forma do operador evolução temporal para estes casos pode ser encontradas
na referência [13] .

Conhecido o vetor de estado |ψ〉, é possível obter o valor médio de um observável
associado a um operado hermitiano A, em qualquer instante t, utilizando a relação:

〈A〉(t) = 〈ψ(t)|A|ψ(t)〉. (2.6)

A seguir apresentaremos um formalismo mais geral para descrição de um estado
quântico.

2.1.2 Operador densidade

Na subseção anterior admitimos o “conhecimento completo” sobre o estado do
sistema, consequentemente, sua descrição era realizada através de um vetor de estado
no espaço de Hilbert. Porém, em muitos casos não se tem acesso a este conhecimento,
pois o estado do sistema pode estar sujeito a incertezas de caráter clássico, originadas,
por exemplo, da interação do sistema com um segundo sistema quântico. Também pode
haver incerteza na preparação do estado do sistema, tornando necessária sua inclusão na
descrição do problema. Mais precisamente, o sistema será caracterizado por um ensemble
{pi, |ψi〉}, onde pi representa a probabilidade de se encontrar o sistema no estado |ψi〉.
Uma formalismo que permite trabalhar o problema desta forma é o do operador densidade,
no qual o sistema é descrito por um operador linear da forma:

ρ ≡
∑
i

pi|ψi〉〈ψi|, (2.7)

0 ≤ pi ≤ 1,
∑
i

pi = 1,
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onde |ψi〉〈ψi| representa o projetor na direção do vetor |ψi〉.

O operador ρ satisfaz as seguintes propriedades:

1. Trρ = 1, é normalizado.

2. ρ = ρ†, é hermitiano.

3. 〈ψ|ρ|ψ〉 ≥ 0,∀|ψ〉, é semidefinido positivo.

A equação que determina a dinâmica de um sistema cujo estado inicial é ρ(0) ≡∑
i pi|ψi(0)〉〈ψi(0)| pode ser obtida de maneira simples. Considerando o ensemble deixado

sem perturbação, ou seja pi constante, a evolução temporal do operador densidade ρ será
regida pela evolução temporal dos vetores de estado |ψi(t)〉. Quer dizer:

ρ(t) ≡
∑
i

pi|ψi(t)〉〈ψi(t)|, (2.8)

onde cada |ψi(t)〉 satisfaz a equação de Schrödinger. Diferenciando a equação (2.8) em
relação ao tempo e utilizando a equação de Schrödinger (2.2), obtemos

d

dt
ρ(t) = 1

i~
[H(t), ρ(t)], (2.9)

conhecida como equação de Liouville-von Neumann.

O valor esperado de um observável A medido, é dado por:

〈A〉(t) =
∑
i

pi〈ψi(t)|A|ψi(t)〉, (2.10)

sabendo que |ψi(t)〉 é um vetor pertencente ao espaço de Hilbert H, então existe uma
base ortonormal {|uj〉} em que ele ou qualquer outro vetor de H possa ser representado.
Utilizando a relação de completeza, ∑j |uj〉〈uj| = I, da base na equação (2.10) obtemos:

〈A〉(t) =
∑
j

∑
i

pi〈ψi(t)|A|uj〉〈uj|ψi(t)〉

=
∑
j

∑
i

pi〈uj|ψi(t)〉〈ψi(t)|A|uj〉

=
∑
j

〈uj|
(∑

i

pi|ψi(t)〉〈ψi(t)|
)
A|uj〉

= Tr [Aρ(t)] , (2.11)

como o traço é independente da representação, (2.11) pode ser computada utilizando
qualquer base.
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2.1.2.1 Estados puros e mistura estatística

Estados caracterizados por um vetor no espaço de Hilbert são ditos puros. No
formalismo do operador densidade, podem ser descritos como uma coleção de sistemas
idênticos (ensemble), todos preparados no mesmo estado |ψ〉, logo:

ρ = |ψ〉〈ψ|. (2.12)

Caso contrário, o descreveremos por uma mistura estatística, com os sistemas do ensemble
preparados tal que cada fração pi está no estado |ψi〉.

Podemos definir se o operador densidade é caracterizado por um estado puro ou
mistura estatística, calculando o traço do quadrado do operador:

Tr
[
ρ2
]

=
∑
k

∑
i

∑
j

pipj〈uk|ψi〉〈ψi|ψj〉〈ψj|uk〉

=
∑
i

p2
i ≤

[∑
i

pi

]2

= 1. (2.13)

onde a igualdade é válida se pk = 1 para algum índice k e pi = 0 para os índices i 6= k, e
neste caso o estado é puro. Para as outras situações, Tr [ρ2] < 1 é uma mistura estatística.
Se Tr [ρ2] = 1

d
, com d sendo a dimensão do espaço, o estado é maximamente misturado,

ou seja, o ensemble é completamente “aleatório”. Posteriormente iremos denominar por
“pureza” a função µ = Tr [ρ2], pois será utilizada como uma medida do quão próximo um
estado ρ é de um estado puro.

2.2 Sistemas compostos

2.2.1 Produto tensorial

Suponha um sistema constituído de N subsistemas i, onde cada subsistema está
associado a um espaço de HilbertHi. O espaço do sistema composto será dado pelo produto
tensorial dos espaços de Hilbert de cada subsistema,H = H1⊗H2⊗· · ·⊗HN [15]. Tal espaço
conterá as possíveis combinações lineares de vetores do tipo: |ψ1〉⊗|ψ2〉⊗· · ·⊗|ψN〉, com |ψi〉
pertencendo a Hi, denominados vetores produto. Sabendo que os espaços H1,H2, . . . ,HN

possuem bases {|u(1)
i 〉}, {|u

(2)
i 〉},. . . , {|u

(N)
i 〉}, o produto tensorial dos espaços admite a

base {|u(1)
i1 〉 ⊗ |u

(2)
i2 〉 ⊗ · · · ⊗ |u

(N)
iN
〉}. Sendo assim, um vetor de estado |Ψ〉 pertencente a H

pode ser escrito como:

|Ψ〉 =
∑

i1,i2,...,iN

αi1,i2,...,iN |u
(1)
i1 〉 ⊗ |u

(2)
i2 〉 ⊗ · · · ⊗ |u

(N)
iN
〉, (2.14)

onde αi1,i2,...,iN ∈ C. Assim, o produto interno entre dois vetores produto quaisquer
|Ψ1〉 = ∑

i1,...,iN αi1,...,iN |u
(1)
i1 〉 ⊗ · · · ⊗ |u

(N)
iN
〉 e |Ψ2〉 = ∑

j1,...,jN βj1,...,jN |u
(1)
j1 〉 ⊗ · · · ⊗ |u

(N)
jN
〉 é
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definido como:

〈Ψ1|Ψ2〉 =
∑

i1,i2,...,iN

∑
j1,j2,...,jN

α∗i1,i2,...,iNβj1,j2,...,jN 〈u
(1)
i1 |u

(1)
j1 〉〈u

(2)
i2 |u

(2)
j2 〉 . . . 〈u

(N)
iN
|u(N)
jN
〉

=
∑

i1,i2,...,iN

α∗i1,i2,...,iNβi1,i2,...,iN (2.15)

Um observável Ak em Hk pode ser estendido ao observável em H como:

Ak −→ A = I1 ⊗ · · · ⊗ Ak ⊗ . . . IN , (2.16)

com Ij sendo o operador identidade do j-ésimo espaço. Explicitamente temos:

A|Ψ〉 =
∑

i1,i2,...,iN

αi1,i2,...,iN I1|u(1)
i1 〉 ⊗ · · · ⊗ Ak|u

(k)
ik
〉 ⊗ · · · ⊗ IN |u(N)

iN
〉. (2.17)

Podemos citar como exemplo o Hamiltoniano de um sistema composto por dois subsistemas
A e B que não interagem entre si. Sendo assim, H = HA ⊗ IB + IA ⊗HB com HA e HB

sendo o hamiltoniano de cada subsistema, onde os mesmos atuam nos seus correspondentes
espaços.

Por conveniência, no decorrer das discussões o produto tensorial também será
denotado por:

|u1〉 ⊗ |u2〉 ⊗ · · · ⊗ |uN〉 = |u1, u2, . . . , uN〉 =
N⊗
i=1
|ui〉. (2.18)

2.2.2 Traço parcial

A operação traço parcial permite de forma simples inferir as probabilidades de um
dos subsistemas que constituem o sistema composto, descartando a informação referente
aos outros subsistemas. A fim de ilustrar esta operação, iremos supor um sistema quântico
constituído de dois subsistema A e B, sendo o espaço de Hilbert do sistema composto
H = H1 ⊗H2 e ρ um operador densidade arbitrário. Queremos obter, por exemplo, um
operador densidade para o subsistema A. Considerando uma base {|u(A)

i , u
(B)
i 〉} para o

sistema composto, respectivamente {|u(A)
i 〉} e {|u

(B)
i 〉} constituindo bases para os espaços

dos subsistemas A e B, definimos ρA tal que:

〈u(A)
i |ρA|u

(A)
j 〉 =

∑
k

〈u(A)
i , u

(B)
k |ρ|u

(A)
j , u

(B)
k 〉, (2.19)

sejam seus elmentos de matriz, ou seja,

ρA = TrB [ρ] , (2.20)

denominado de operador densidade reduzido do subsistema A. Este operador contém as
informações referentes a este subsistema, no sentido de que nos é permitido calcular o valor
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esperado de qualquer medida realizada sobre ele. De fato, o valor esperado do observável
A⊗ IB satisfaz:

〈A⊗ IB〉 = Tr [A⊗ IBρ] =
∑
i

∑
j

〈uAi , uBj |A⊗ IBρ|uAi , uBj 〉

=
∑
i

∑
j

∑
k

∑
l

〈uAi , uBj |A⊗ IB|uAk , uBl 〉〈uAk , uBl |ρ|uAi , uBj 〉

=
∑
i

∑
k

〈uAi |A|uAk 〉
∑
j

〈uAk , uBj |ρ|uAi , uBj 〉

=
∑
i

∑
k

〈uAi |A|uAk 〉〈uAk |ρA|uAi 〉

= TrA [AρA] . (2.21)

2.3 Estados coerentes de spin

Nesta seção estudaremos a definição e algumas das principais propriedades de
estados coerentes de spin, baseando-nos nas referências [16, 17]. Inicialmente faremos uma
breve revisão da álgebra caracterizada pelos operadores momento angular, visto que a
classe de estados coerentes que estamos interessados é baseada nesta álgebra.

2.3.1 Momento angular

No formalismo da mecânica quântica as componentes do momento angular de uma
partícula são associadas a operadores hermitianos, Ji(i = x, y, z), obedecendo as relações
de comutação:

[Ji, Jj] = i~εijkJk, (2.22)[
J2, Ji

]
= 0, (2.23)

com J2 = J2
x + J2

y + J2
z sendo o quadrado do operador momento angular total. Como

o momento angular total comuta com suas três componentes, podemos diagonalizá-lo
simultaneamente com uma de suas componentes (com as três não seria possível, pois não
comutam entre si). Aqui escolhemos a componente z. Dito isso, os autoestados do operador
momento serão caracterizados por dois autovalores correspondentes aos observáveis J2 e
Jz,

J2|ν,m〉 = ~2ν|ν,m〉, (2.24)

Jz|ν,m〉 = ~m|ν,m〉, (2.25)

com intuito de se determinar os valores para ν e m, podemos definir os operadores

J± = Jx ± iJy
2 , (2.26)
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de forma que obtemos as relações de comutação,

[J+, J−] = 2Jz, (2.27)

[Jz, J±] = ±J±. (2.28)

Com alguma manipulação algébrica, que pode ser encontrada em detalhes na referência [18],
obtemos

J2|j,m〉 = j (j + 1) ~2|j,m〉, (2.29)

Jz|j,m〉 = m~|j,m〉, (2.30)

J±|j,m〉 =
√

(j ∓m) (j ±m+ 1)~|j,m± 1〉, (2.31)

sendo j inteiro ou semi-inteiro, m = −j,−j + 1, ..., j − 1, j e um autoestado arbitrário do
momento angular |j,m〉 podendo ser construído a partir do estado “fundamental” |j,−j〉,
definido por J−|j,−j〉 = 0,

|j,m〉 = 1
(j +m)!

(
2j

j +m

) 1
2

J j+m+ |j,−j〉 (2.32)

Dito isto, possuímos as relações necessárias para darmos continuidade à definição dos
estados coerentes de spin.

2.3.2 Definição do estado coerente de spin

Um estado coerente de spin |θ, ϕ〉, também conhecido como estado de Bloch, pode
ser gerado por uma rotação arbitrária do estado “fundamental"|j,−j〉,

|θ, ϕ〉 = Rθ,ϕ|j,−j〉, (2.33)

considerando o operador Rθ,ϕ produzindo uma rotação de um ângulo θ em torno do eixo
~n = (sinϕ,− cosϕ, 0), veja figura (1), ou seja,

Rθ,ϕ = e−iθJ~n = e−iθ(Jx sinϕ−Jy cosϕ). (2.34)

Escrevendo o operador rotação (2.34) em termos dos operadores (2.26), obtemos:

Rθ,ϕ = eζJ+−ζ∗J− , (2.35)

onde ζ = θ
2e
−iϕ, uma expressão análoga ao operador deslocamento que gera estados

coerentes para o oscilador harmônico a partir do estado de vácuo.

Com intuito de se expandir o estado coerente de spin |θ, ϕ〉 em termo dos autoestados
do operador momento angular |j,m〉, reescrevemos (2.35) utilizando a decomposição de
Gauss [17]

Rθ,ϕ = exp{τJ+} exp{− ln(1 + |τ |2)Jz} exp{τ ∗J−}, (2.36)
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Figura 1 – Representação da rotação Rθ,ϕ no espaço do momento angular

onde τ = e−iϕ tan θ
2 . A partir das equações (2.36) e (2.32) em (2.33), temos

|θ, ϕ〉 = 1
(1 + |τ |2)j e

τJ+ |j,−j〉,

=
j∑

m=−j

1
(1 + |τ |2)j

(
2j

j +m

) 1
2

τ j+m|j,m〉. (2.37)

Estados coerentes de spin em geral são não ortogonais,

〈θ, ϕ|θ′, ϕ′〉 = 1
(1 + |τ |2)j(1 + |τ ′|2)j

j∑
m=−j

(
2j

j +m

)
τ ∗j+mτ ′

j+m
,

= (1 + τ ∗τ ′)2j

(1 + |τ |2)j(1 + |τ ′|2)j . (2.38)

e possuem uma relação de supercompleteza, que pode ser obtida utilizando a equação
(2.37) com τ escrito em termos de θ e ϕ,

(2j + 1)
4π

∫ ∫
sin(θ)dθdϕ|θ, ϕ〉〈θ, ϕ| =

= (2j + 1)
∑
m

(
2j

j +m

)∫
dθ cos

(
θ

2

)2j−2m+1

sin
(
θ

2

)2j+2m+1

|j,m〉〈 j,m|

=
∑
m

|j,m〉〈 j,m| = 1. (2.39)

Consequentemente, qualquer estado do espaço gerado pelos autovetores de J e Jz pode
ser escrito como uma combinação linear de estados coerentes de spin.
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3 Diagonalização do Hamiltoniano de Ising
quântico com campo transverso

Neste capítulo discutimos a diagonalização exata do Hamiltoniano de Ising com
campo transverso. Analisamos o estado fundamental do Hamiltoniano e estudamos o gap
de energia entre o estado fundamental do subespaço de paridade positiva e negativa.

3.1 Hamiltoniano do sistema
O sistema estudado neste capítulo consiste de N spins 1

2 arranjados em linha e
tendo interação apenas entre os vizinhos mais próximos. A álgebra do momento magnético
intrínseco (spin) é a mesma do momento angular, definido na subseção (2.3.1). Aqui
estaremos interessados no spin 1

2 , descrito pelo operador spin total S e suas componentes
Sα = ~

2σ
α(α = x, y, z), com relações de comutação análogas a (2.22) e (2.23). Os operadores

σα são os conhecidos “operadores de Pauli” que na base ortonormal que diagonaliza σz,
assumem a forma matricial:

σx =
 0 1

1 0

 , σy =
 0 −i
i 0

 , σz =
 1 0

0 −1

 , (3.1)

onde σz possui autovalores {1,−1}, com respectivos autoestados
{
|12 ,

1
2〉, |

1
2 ,−

1
2〉
}
, o qual

denominamos “spin para cima” (| ↑〉) e “spin para baixo” (| ↓〉).

O Hamiltoniano do sistema, chamado modelo de Ising unidimensional com campo
transverso [19], é definido por:

H = −J
N∑
n=1

(
σxnσ

x
n+1 + gσzn

)
, (3.2)

com condições de contorno periódicas, σαN+1 = σα1 , onde σαn “atua” no n-ésimo sítio da rede
(σαn = I1 ⊗ · · · ⊗ In−1 ⊗ σα ⊗ In+1 ⊗⊗ . . . IN), J > 0 (J < 0) está associado a energia de
troca ferromagnética (antiferromagnética) e g ao campo magnético transverso. O primeiro
termo do Hamiltoniano descreve a energia de interação entre os primeiros vizinhos e o
segundo termo a interação entre o campo magético e a componete z do spin de cada sítio.
Na figura (2), é apresentada a representação dos spins no modelo de Ising com campo
transverso, onde cada ponto equivale a um sítio da rede, igualmente espaçados por a.

Antes de obtermos a solução exata de H, iremos fazer uma breve discussão qualita-
tiva do modelo. Sabendo que [σz, σx] 6= 0, temos que o estado fundamental de H dependerá
do campo g. Sendo assim, nos é interessante seu comportamento assintótico, para g << 1
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Figura 2 – Representação do modelo de Ising com campo transverso unidimensional.

ou g >> 1. Definindo J = 1 e g > 0, para um campo g suficientemente pequeno, o sistema
apresenta uma fase ferromagnética e o estado fundamental é duplamente degenerado. Com
uma perturbação infinitesimal ao longo do eixo x todos os spins são polarizados para cima
ou para baixo na direção x,

|F 〉 =
N⊗
n=1
| ←〉n ou |F 〉 =

N⊗
n=1
| →〉n. (3.3)

onde

| ←〉n = | ↑〉n − | ↓〉n√
2

,

| →〉n = | ↑〉n + | ↓〉n√
2

. (3.4)

Entretando, se campo g for suficientemente grande, o sistema apresenta uma fase paramag-
nética onde o estado fundamental possui todos os spins polarizados para cima ao longo do
eixo z,

|F 〉 =
N⊗
n=1
| ↑〉n, (3.5)

implicando o desaparecimento da magnetização espontânea ao longo de x. O compor-
tamento assintótico do sistema dá indícios que deve existir um ponto de transição gc
entre as fases ferromagnética e paramagnética. De fato ele existe e foi determinado como
gc = 1 [19].

No decorrer das duas subseções a seguir apresentaremos o formalismo que permite
a diagonalização de H, que será feita encontrando operadores fermiônicos ηk, tais que

H =
∑
k

εk

(
η†kηk −

1
2

)
. (3.6)

com εk ≥ 0. O estado fundamental de H corresponde então ao estado sem nenhuma
ocupação de pseudo-partícula associada a ηk, ou seja, ηk|F 〉 = 0, ∀k, implicando em
EF = −1

2
∑
k εk, onde EF é a energia do estado fundamental . Observe que o estado |F 〉

não é definido de forma arbitrária, esta configuração de fato é a que minimiza a energia.
Se qualquer modo k̄ estivesse ocupado, ocasionaria o acréscimo de um termo positivo εk̄.
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A partir do estado fundamental geram-se todos os autoestados de H, populando
os estados associados a cada pseudo-partícula

η†k1η
†
k2 . . . η

†
kj
|F 〉, (3.7)

onde

j = 1, 2, . . . , N, (3.8)

com energia dada por:

E =
∑

k=k1,k2,...kN

εk + EF . (3.9)

3.2 Transformação de Jordan-Wigner

Reformulamos o Hamiltoniano (3.2), utilizando como principal ferramenta a trans-
formação de Jordan-Wigner [19,20], que permite mapear um sistema de spins 1

2 interagentes
para um sistema de férmions não interagentes, através das seguintes definições:

cn = σ+
n

( ∏
m<n

σzm

)
,

c†n = σ−n

( ∏
m<n

σzm

)
, (3.10)

onde

σ±n = σxn ± iσyn
2 , (3.11)

e cn, c†n são operadores fermiônicos que satisfazem as seguintes relações de anticomutação:

{ci, cj} =
{
c†i , c

†
j

}
= 0{

ci, c
†
j

}
= δij. (3.12)

Utilizando a inversão das relações (3.10), juntamente com a definição dos operadores
(3.1) e (3.11), podemos escrever

σzn = 1− 2c†ncn,

σxn = (cn + c†n)
∏
m<n

(1− 2c†mcm). (3.13)

A partir das equações (3.13) podemos reescrever o segundo termo do Hamiltoniano
(3.2) por substituição direta. Entretanto, no primeiro termo é necessário tratar os elementos
de borda separadamente, e de alguma manipulação algébrica utilizando as relações de
anticomutação (3.12), como veremos a seguir.
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Para n = 1, 2, . . . , N − 1,

σxnσ
x
n+1 = (cn + c†n)

∏
m<n

(1− 2c†mcm)(cn+1 + c†n+1)
∏

m′<n+1
(1− 2c†m′cm′)

= (cn + c†n)(1− 2c†ncn)(cn+1 + c†n+1)
∏
m<n

(1− 2c†mcm)(1− 2c†mcm)

=
[
cn + c†n − 2cn(1− cnc†n)

]
(cn+1 + c†n+1)∏

m<n

[
1− 4c†mcm + 4c†mcm(1− cmc†m)

]
= (c†n − cn)(c†n+1 + cn+1). (3.14)

Já para o termo de borda (para n = N) temos que:

σxNσ
x
1 = (cN + c†N)

∏
m<N

(1− 2c†mcm)(c1 + c†1)

=
∏
m<N

(1− 2c†mcm)(1− 2c†NcN)(1− 2c†NcN)(cN + c†N)(c1 + c†1)

=
N∏
m

(1− 2c†mcm)
[
cN + c†N − 2c†N(1− c†NcN)

]
(c1 + c†1)

= −
N∏
m=1

(1− 2c†mcm)(c†N − cN)(c†1 + c1). (3.15)

Portanto o Hamiltoniano (3.2) pode ser escrito como:

H = −J
N∑
n

(
c†ncn+1 + c†n+1cn + c†nc

†
n+1 + cn+1cn

)
+ J (1 + P )

(
c†Nc1 + c†1cN + c†Nc

†
1 + c1cN

)
+ Jg

N∑
n

(
2c†ncn − 1

)
, (3.16)

sendo P = ∏N
m(1− 2c†mcm) denominado “operador paridade", cujos possíveis autovalores

são {1,−1}. O operador P faz com que o problema dependa da paridade do subespaço,
uma vez que P possui autovalor 1 para o subespaço definido como de paridade positiva e
−1 para o subespaço definido como de paridade negativa. Observa-se que P comuta com
o Hamiltoniano (3.16), [P,H] = 0, o que implica na conservação da paridade, ou seja, a
criação (destruição) de pseudo-partículas associadas a c†n (cn) acontece unicamente em
pares. De posse destas informações, podemos diagonalizar H em cada subespaço (paridade
negativa ou positiva) independentemente, sendo interessante escrever o Hamiltoniano
(3.16) como:

H = H+ +H−, (3.17)

onde H± = HP± e P± = 1±P
2 são operadores de projeção em subespaços com números

pares (+) e ímpares (-) de pseudo-partículas. Desta forma:

H± = −J
N∑
n

(
c†ncn+1 + c†n+1cn + c†nc

†
n+1 + cn+1cn − 2gc†ncn + g

)
, (3.18)
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são as projeções de H nos subespaços correspondentes. Para H+ os operadores fermiônicos
satisfazem condições de contorno antiperiódicas (cN+1 = −c1), entretanto, para H− as
condições de contorno são periódicas (cN+1 = c1).

3.3 Diagonalização do Hamiltoniano

Nesta subseção iremos apresentar a diagonalização do hamiltoniano (3.18) nos
subespaços de paridade positiva e negativa por meio de uma transformada de Fourier
seguida por uma transformada de Bogoliubov [21, 22]. Estes cálculos devem ser feitos
separadamente caso o números de sítios na cadeia seja par ou ímpar.

3.3.1 Número par de sítios, subespaço de paridade positiva

Primeiramente fazemos a transformada de Fourier

cn = 1√
N

∑
k

cke
ikna, (3.19)

onde

k = ±1
2

2π
Na

, ...,±
(
N

2 −
1
2

) 2π
Na

, (3.20)

são escolhidos de forma que os operadores cn satisfaçam a condição de contorno antiperió-
dica. Aqui a é o espaçamento entre os sítios da rede. As relações de anticomutação (3.12)
se mantem no espaço recíproco (k), quer dizer, para os operadores ck.

A partir da equação (3.19), temos que as somas presentes no Hamiltoniano (3.18)
assumem a forma:

N∑
n=1

c†ncn = 1
N

N∑
n=1

(∑
k

c†ke
−ikna

)(∑
k′
ck′e

ik′na

)

=
∑
k

∑
k′
c†kck′

(
1
N

N∑
n=1

ei(k
′−k)na

)
=

∑
k

c†kck, (3.21)

N∑
n=1

c†ncn+1 = 1
N

N∑
n=1

(∑
k

c†ke
−ikna

)(∑
k′
ck′e

ik′(n+1)a
)

=
∑
k

∑
k′
c†kck′e

ik′a

(
1
N

N∑
n=1

ei(k
′−k)na

)
=

∑
k

c†kcke
ika, (3.22)
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N∑
n=1

cn+1cn = 1
N

N∑
n=1

(∑
k

c†ke
ik(n+1)a

)(∑
k′
ck′e

ik′na

)

=
∑
k

∑
k′
ckck′e

ika

(
1
N

N∑
n=1

ei(k
′+k)na

)

= 1
2
∑
k

ckc−ke
ika + 1

2

′∑
k

c−k′ck′e
−ik′a

= −i
∑
k

sin(ka)c−kck, (3.23)

as duas somas restantes são as adjuntas de (3.22) e (3.23),

N∑
n=1

c†n+1cn

(
N∑
n=1

c†ncn+1

)†
=
∑
k

c†kcke
−ika, (3.24)

N∑
n=1

c†nc
†
n+1 =

(
N∑
n=1

cn+1cn

)
= −i

∑
k

sin(ka)c†−kc
†
k. (3.25)

As equações (3.21-3.25) nos permitem escrever o Hamiltoniano como:

H+(N par) = J
∑
k

{
[g − cos(ka)]

[
c†kck − c−kc

†
−k

]
+ i sin(ka)

[
c†kc
†
−k + c−kck

]}
, (3.26)

que também pode assumir a forma:

H+(N par) = J
∑
k

(
c†k c−k

) g − cos(ka) −i sin(ka)
i sin(ka) −[g − cos(ka)]

 ck

c†−k

 . (3.27)

A diagonalização de H+(N par) é completada pela transformação de Bogoliubov,
onde introduziremos ao problema novos operadores ηk e η†k, construídos como combinações
lineares dos operadores ck e c†k .

ηk = cos
(
θk
2

)
ck − i sin

(
θk
2

)
c†−k,

η†−k = cos
(
θk
2

)
c†−k − i sin

(
θk
2

)
ck, (3.28)

onde se pode verificar que os operadores {ηk} também são operadores fermiônicos, ou seja,
obedecem as relações:

{ηk, ηk′} =
{
η†k, η

†
k′

}
{
ηk, η

†
k′

}
= δkk′ . (3.29)

Invertendo (3.28), podemos escrever: ck

c†−k

 =
 cos

(
θk

2

)
i sin

(
θk

2

)
i sin

(
θk

2

)
cos

(
θk

2

)  ηk

η†−k

 . (3.30)
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Substituindo (3.30) em (3.27) e exigindo que H+(N par) tenha a forma (3.6), obtemos
que as relações abaixo devem ser satisfeitas,

2J
 g − cos(ka) −i sin(ka)

i sin(ka) −[g − cos(ka)]

 cos
(
θk

2

)
i sin

(
θk

2

)  = ε+

 cos
(
θk

2

)
i sin

(
θk

2

)  , (3.31)

2J
 g − cos(ka) −i sin(ka)

i sin(ka) −[g − cos(ka)]

 i sin
(
θk

2

)
cos

(
θk

2

)  = ε−

 i sin
(
θk

2

)
cos

(
θk

2

)  . (3.32)

Resolvendo as equações (3.31) e (3.32), conhecidas como equações estacionarias de
Bogoliubov-de Genes, determinamos ε± e θk, que obedecem a equação (3.6),

ε± = ±εk = 2J
√

[g − cos(ka)]2 + sin2(ka), (3.33)

e
θk = arctan

[
sin(ka)

g − cos(ka)

]
. (3.34)

Finalmente, podemos escrever H+(N par) como

H+(N par) = 1
2
∑
k

εk
(
η†kηk − η−kη

†
−k

)
, (3.35)

o que é equivalente a:
H+(N par) =

∑
k

εk

(
η†kηk −

1
2

)
. (3.36)

Restringindo-se ao subespaço de paridade positiva, o estado fundamental é o estado sem
nenhuma excitação, ou seja, o estado definido por:

ηk|F 〉 = 0,∀k, (3.37)

com energia
E+
F (N par) = −1

2
∑
k

εk. (3.38)

Para este caso específico obteremos uma expressão para o estado fundamental |F 〉, em
termos dos autoestados dos operadores fermiônicos ck e c†k , através do seguinte “ansatz”:

|F 〉 =
∏
k

ηk|0〉 =
∏
k>0

ηkη−k|0〉, (3.39)

onde |0〉 é o estado de vácuo aniquilado por todos operadores {ck}, portando satisfaz
ck|0k〉 = 0, ∀k. Das relações de anticomutação dos operador fermiônicos, temos que
ηkηk ≡ 0 ∀k, sendo assim a relação (3.39) obedece ηk|F 〉 = 0 ∀k. Resta então verificar que
|F 〉 6= 01. Uma expressão análoga para |F 〉 será conveniente para o estudo desenvolvido
1 Se em um espaço de dimensão 2N temos N operadores fermiônicos γk, ∃ |ψ〉 6= 0, tal que γk|ψ〉 = 0 ∀k.

Este vetor |ψ〉 é unico, a menos de constantes multiplicativas.
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no próximo capítulo. Utilizando as relações (3.28), podemos computar:

ηkη−k|0〉 =
[
cos

(
θk
2

)
ck − i sin

(
θk
2

)
c†−k

]

×
[
cos

(
θk
2

)
c−k + i sin

(
θk
2

)
c†k

]
|0k, 0−k〉

=
[
i cos

(
θk
2

)
sin

(
θk
2

)
− sin2

(
θk
2

)
c†kc
†
−k

]
|0〉. (3.40)

Impondo a condição de normalização 〈F |F 〉 = 1 e aplicando as relações de anticomutação
fermiônicas, temos:

|F 〉 =
∏
k>0

(
cos

(
θk
2

)
+ i sin

(
θk
2

)
c†kc
†
−k

)
|0〉. (3.41)

A seguir apresentaremos uma descrição resumida da diagonalização dos outros
casos, uma vez que os cálculos são similares aos apresentados neste subseção.

3.3.2 Número par de sítios, subespaço de paridade negativa

Efetuando a transformada de Fourier (3.19), de forma que cn satisfaça condições
de contorno periódicas, fazendo:

k = 0,± 2π
Na

,±2 2π
Na

, ...,±
(
N

2 − 1
) 2π
Na

,
π

a
, (3.42)

o Hamiltoniano H−(N par) pode ser escrito como:

H−(N par) = J
∑

k\{0,π/a}

{
[g − cos(ka)]

[
c†kck − c

†
−kc−k

]
+ i sin(ka)

[
c†kc
†
−k + c−kck

]}
+J (g − 1)

(
c†0c0 − c0c

†
0

)
+ J (g + 1)

(
c†π/acπ/a − cπ/ac

†
π/a

)
. (3.43)

Observe que os termos k = {0, π/a} de H−(N par) estão na forma desejada. Já a soma
k \ {0, π/a} é diagonalizada com a transformaçao de Bogoliobov (3.30), onde obtemos

H−(N par) =
∑

k\{0,π/a}
εk

(
η†kηk −

1
2

)
+ 2J (g − 1)

(
c†0c0 −

1
2

)

+2J (g + 1)
(
c†π/acπ/a −

1
2

)
. (3.44)

O estado fundamental da paridade negativa terá o modo k = 0 ou k = π/a ocupado.
Levando em consideração a minimização da energia, temos que o modo k = 0 está ocupado
e o modo k = π/a está vazio, então a energia do estado fundamental é

E−F (N par) = −1
2

∑
k\{0,π/a}

εk − 2J. (3.45)
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3.3.3 Número ímpar de sítios, subespaço de paridade positiva

Realizando a transformada de Fourier (3.19), de forma que cn satisfaça condições
de contorno antiperiódicas

k = ±1
2

2π
Na

, ...,±
(
N

2 − 1
) 2π
Na

,
π

a
, (3.46)

podemos escrever H+(N ímpar) como:

H+(N ímpar) = J
∑

k\{π/a}

{
[g − cos(ka)]

[
c†kck − c

†
−kc−k

]
+ i sin(ka)

[
c†kc
†
−k + c−kck

]}
+J (g + 1)

(
c†π/acπ/a − cπ/ac

†
π/a

)
. (3.47)

A soma em {k} \ {π/a} é diagonalizada com a transformação de Bogoliubov (3.30), sendo
assim

H+(N ímpar) =
∑

k\{π/a}
εk

(
η†kηk −

1
2

)
+ 2J (g + 1)

(
c†π/acπ/a −

1
2

)
. (3.48)

No estado de menor energia todos os modos k estarão vazios, inclusive k = π/a.
Sua energia será

E+
F (N ímpar) = −1

2
∑

k\{π/a}
εk − J(g + 1). (3.49)

3.3.4 Número ímpar de sítios, subespaço de paridade negativa

Finalmente, utilizando a transformada de Fourier (3.19), de forma que cn satisfaça
condições de contorno periódicas

k = 0,± 2π
Na

,±2 2π
Na

, ...,±
(
N

2 −
1
2

) 2π
Na

, (3.50)

o hamiltoniano pode ser escrito como:

H−(N ímpar) = J
∑
k\{0}

{
[g − cos(k)]

[
c†kck − c

†
−kc−k

]
+ i sin(k)

[
c†kc
†
−k + c−kck

]}
+J (g − 1)

(
c†0c0 − c0c

†
0

)
. (3.51)

A soma em k \ {0} é diagonalizada com a transformaçao de Bogoliobov (3.30),

H−(N ímpar) =
∑
k\{0}

εk

(
η†kηk −

1
2

)
+ 2J (g − 1)

(
c†0c0 −

1
2

)
. (3.52)

O estado fundamental de H−(N ímpar) será ocupado apenas no modo k = 0, para
que sua paridade seja negativa, assumindo a energia

E−F (N ímpar) = −1
2
∑
k\{0}

εk + J(g − 1). (3.53)
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3.4 Estado Fundamental e Gap

Nesta seção iremos comparar a energia do estado fundamental do subespaço de
paridade positiva com o subespaço de paridade negativa, com intuito de obter o estado de
menor energia do Hamiltoniano como um todo, seguindo a análise detalhada de Damski
et. al [22].

Estamos interessados em quantificar a diferença (E−F − E+
F ), aqui denominada

gap. No decorrer da seção assumiremos J = 1, a = 1 e g > 0. Iniciamos escrevendo εk
(assumindo k uma variável contínua) como um série de Fourier:

εk =
∞∑
l=0

bl cos(lk), (3.54)

onde

bl = 2
π

∫ π

−π
dk cos(kl)

√
[g − cos(k)]2 + sin2(k). (3.55)

Note que εk é uma função par de período 2π, logo sua série de Fourier tem apenas os
termos cosseno.

Substituindo (3.54) nas equações (3.38), (3.45), (3.49), (3.53) e utilizando a identi-
dade ∑n−1

j=0 cos(x+ jy) = cos
(
x+ (n− 1)y2

)
sin

(
ny2

)
csc

(
y
2

)
, obtemos

E+
F (N par) = −1

2
∑
k

εk, k = ±1
2

2π
N
, ...,±

(
N

2 −
1
2

) 2π
N
,

= −1
2

∞∑
l

bl
N−1∑
j=0

cos
[(
j − N − 1

2

) 2π
N
l
]

= −1
2

∞∑
l

bl sin (πl) csc
(
π

N
l
)

= −1
2N(b0 − bN + b2N − b3N + ...), (3.56)
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E−F (N par) = −1
2

∑
k\{0,π}

εk − 2, k = 0,±2π
N
,±22π

N
, ...,±

(
N

2 − 1
) 2π
N
, π,

= −1
2

∞∑
l

bl


N−2∑
j=0

cos
[(
j − N − 2

2

) 2π
N
l
]
− 1


= −2 + 1

2

∞∑
l

bl −
1
2

∞∑
l

bl sin
(
N − 1
N

πl
)

csc
(
π

N
l
)

= −2 + 1
2ε0 + 1

2επ −
1
2

∞∑
l

bl sin (πl) cot
(
π

N
l
)

= (g − 1) + |g − 1| − 1
2N(b0 + bN + b2N + b3N + ...), (3.57)

E+
F (N ímpar) = −1

2
∑
k\{π}

εk − (g + 1), k = ±1
2

2π
N
, ...,±

(
N

2 − 1
) 2π
N
, π,

= −(g + 1)− 1
2

∞∑
l

bl


N−2∑
j=0

cos
[(
j − N − 2

2

) 2π
N
l
]

= −(g + 1) + 1
2επ −

1
2

∞∑
l

bl sin (πl) cot
(
π

N
l
)

= −1
2N(b0 − bN + b2N − b3N + ...), (3.58)

E−F (N ímpar) = −1
2
∑
k\{0}

εk + (g − 1), k = 0,±2π
N
,±22π

N
, ...,±

(
N

2 −
1
2

) 2π
N
,

= (g − 1)− 1
2

∞∑
l

bl


N−1∑
j=0

cos
[(
j − N − 1

2

) 2π
N
l
]
− 1


= (g − 1) + 1

2ε0 −
1
2

∞∑
l

bl sin (πl) csc
(
π

N
l
)

= (g − 1) + |g − 1| − 1
2N(b0 + bN + b2N + b3N + ...). (3.59)

As equações (3.56-3.59) nos dizem que:

E−F − E+
F = 2(g − 1)Θ(g − 1)−N(bN + b3N + b5N + ...), (3.60)

onde Θ é a função de Heaviside.

Restringindo ao caso da fase ferromagnética (0 < g < 1) e l > 2, introduzimos a
variável z = eik, que juntamente com as definições:

cos(k) = eik + e−ik

2 ,

sin(k) = eik − e−ik

2i , (3.61)
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nos permite escrever os coeficiente de Fourier (3.55) como:

bl = − 2
π

∮
|z|=1

dz

√
(z − g)(gz − 1)

z
zl−1. (3.62)

Note que, denominando h(z) = (z−g)(gz−1)
z

, h 1
2 = e

1
2 lnh, então, para que h 1

2 seja unívoca,
definimos um “corte” no “ramo” que nos restrinja a uma região onde não exista um
caminho fechado que encerre a origem. Por conveniência, definimos o corte ao longo do
eixo positivo Re h, o que equivale a tomar cortes ao longo de (0, g) ∪

(
1
g
,∞

)
no plano

complexo z, representado por linhas vermelhas na figura (3).

Figura 3 – Ilustração do plano complexo z. As linhas em vermelho representam os cortes
(0, g) ∪

(
1
g
,∞

)
. A circunferência tracejada o caminho de integração, |z| = 1, e

a curva C o caminho de integração originado da deformação de |z| = 1.

Na figura (3) a curva C surge da deformação do caminho de integração, |z| = 1,
em (3.62), nos levando a escrever

bl = − 2
π

∮
C
dzf(z) (3.63)

onde f(z) =
√

(z−g)(gz−1)
z

zl−1. Possuímos a liberdade para escolher a curva C em um limite
tendendo ao corte (0, g). Para tal fim, particionamos C em quatro curvas representadas
na figura (4), a seguir: As curvas são escolhidas nos limites r1 → 0, r2 → 0 e ε→ 0, sendo
r1 e r2, os raios correspondentes às curvas C1 e C2, e ε a diferença em módulo entre o eixo
Re z e as curvas C3 e C4. Escrevendo a integral (3.63) particionada temos:

bl = − 2
π

(∫
C1
dzf(z) +

∫
C2
dzf(z) +

∫
C3
dzf(z) +

∫
C4
dzf(z)

)
. (3.64)



3.4. Estado Fundamental e Gap 33

Figura 4 – Ilustração do caminho de integração C. Caminhos C1, C2 e C3, C4, estão
representados de azul e preto, respectivamente.

Para C1, uma vez que: ∣∣∣∣∫
C1
dzf(z)

∣∣∣∣ ≤ ∫
C1
dz |f(z)| , (3.65)

onde |f(z)| é uma função contínua, o que nos diz que existe uma constante M1 tal que

|f(z)| ≤M1. (3.66)

Substituindo a desigualdade (3.66) na desigualdade (3.65), temos

∣∣∣∣∫
C1
dzf(z)

∣∣∣∣ ≤ ∫
C1
dzM1,

= M1L1, (3.67)

onde L1 é o perímetro da curva C1, como r1 → 0 implica em L1 → 0, então

lim
r1→0

∫
C1
dzf(z) = 0. (3.68)

O mesmo raciocínio vale para a curva C2, logo

lim
r2→0

∫
C2
dzf(z) = 0. (3.69)
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Já na curva C3, escrevemos z = x+ iε, com x ∈ R, mais especificamente 0 ≤ x ≤ g.∫
C3
dzf(z) = lim

ε→0

∫ g

0
dx exp

{
1
2

[
ln (x− g + iε) + ln (gx− 1 + igε)

− ln (x+ iε)
]}

(x+ iε)l−1

=
∫ g

0
dx exp

{
1
2

[
ln (x− g) + 0 · i+ ln (gx− 1) + 0 · i

− ln (x)− 0 · i
]}
xl−1

=
∫ g

0
dx

√
(x− g)(gx− 1)

x
xl−1. (3.70)

Para C4, temos que z = x− iε, sendo assim∫
C4
dzf(z) = lim

ε→0

∫ 0

g
dx exp

{
1
2

[
ln (x− g − iε) + ln (gx− 1− igε)

− ln (x− iε)
]}

(x− iε)l−1

=
∫ 0

g
dx exp

{
1
2

[
ln (x− g) + 2πi+ ln (gx− 1) + 2πi

− ln (x)− 2πi
]}
xl−1

= eiπ
∫ 0

g
dx

√
(x− g)(gx− 1)

x
xl−1

=
∫ g

0
dx

√
(x− g)(gx− 1)

x
xl−1. (3.71)

A partir das equações (3.68-3.71) e (3.64), definindo a variável x = gt, obtemos

bl = −4gl
π

∫ 1

0
dt
√

(1− t)(1− g2t)tl− 3
2 . (3.72)

Substituindo a equação (3.72) na equação (3.60), obtemos

E−F − E+
F = 4N

π

∫ 1

0
dt
√

(1− t)(1− g2t)
∑

l=N,3N,...
gltl−

3
2

= 4NgN
π

∫ 1

0
dt
tN−

3
2

√
(1− t)(1− g2t)

1− (gt)2N , g < 1. (3.73)

O gap na fase paramagnética (g > 1) pode ser obtido através do mapeamento

g ↔ 1
g
, (3.74)

do gap da fase ferromagnética. Realizando o mapeamento (3.74) nas equações (3.38),
(3.45), (3.49) e (3.53), temos que

εk

(
1
g

)
= εk(g)

g
, g > 0. (3.75)



3.4. Estado Fundamental e Gap 35

Substituindo (3.75) em (3.60), podemos escrever

E−F (g)− E+
F (g) = 2(g − 1)−Ng

[
bN

(
1
g

)
+ b3N

(
1
g

)
+ b5N

(
1
g

)
+ ...

]

= 2(g − 1)− g
[
E−F

(
1
g

)
− E+

F

(
1
g

)]
, g > 1. (3.76)

Combinado as equações (3.76) e (3.73), obtemos

E−F − E+
F = 2(g − 1) + 4Ng−N

π

∫ 1

0
dt
tN−

3
2

√
(1− t)(g2 − t)

1−
(
t
g

)2N , g > 1. (3.77)

Podemos obter o gap em g = 1, fazendo o limite de g → 1 nas equações (3.73) e
(3.77)

E−F − E+
F = lim

g→1±
(E−F − E+

F )

= 4N
π

∫ 1

0
dt
tN−

3
2 (1− t)

1− t2N

= 2 tan
(
π

4N

)
, g = 1. (3.78)

Observe que, a partir das equaçẽs (3.73), (3.77) e (3.78), temos que a paridade do
estado fundamental do Hamiltoniano (3.16) é positiva para g > 0.

Por fim, discutiremos algumas propriedades do gap na fase ferromagnética. Ele
cresce monotonicamente de g = 0 para g = 1, o que é discutido no apêndice A. O gap é
também limitado pela seguinte inequação:

max
(
gN

2√
π

√
1− g2
√
N

, gN
4g
πN

)
≤ E−F − E+

F ≤ gN2
√

1− g2
√
N − 1

+ gN
πg

2N − 1 , (3.79)

aqui a igualdade acontece quando g = 0. Para detalhes a respeito da obtenção de (3.79),
veja o apêndice A. A inequação (3.79), foi escrita de maneira conveniente a discutir dois
limites de interesse.

Quando o denominado comprimento de correlação na cadeia infinita de Ising [19],
ξ = 1

| log g| , é menor que o número de spin (tamanho) da cadeia, observamos que o gap é
exponencialmente pequeno em N

E−F − E+
F = O

(
e−N/ξ√
N

)
. (3.80)

A relação (3.80) advém das desigualdades (3.79) e ln(1 + x) ≤ x para x > −1. Se N
ξ
> 1,
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então

N

ξ
> 1

⇒ N | ln g| > N

2 ln
[
1 + 1

N

]
⇒ ln

[
N

N + 1

]
> ln g2

⇒ 1− g2

N
>

g2

N2 , 0 < g < 1, (3.81)

o que nos permite escrever a inequação (3.79) como

e−N/ξ
2√
π

√
1− g2
√
N

≤ E−F − E+
F ≤ e−N/ξ2

√
1− g2
√
N − 1

+ e−N/ξ
πg

2N − 1 , (3.82)

implicando em (3.80). Observe que e−N/ξ = gN para 0 < g < 1.

Quando o tamanho do sistema é menor que o comprimento de correlação, temos
que

E−F − E+
F = O

( 1
N

)
. (3.83)

Se N
ξ
< 1, implica em 1−g2

N
< g2

N2 , podemos escrever a inequação (3.79) como

e−N/ξ
4g
πN
≤ E−F − E+

F ≤ e−N/ξ2
√

1− g2
√
N − 1

+ e−N/ξ
πg

2N − 1 , (3.84)

o que nos leva à relação (3.83). Mostraremos que N
ξ
< N ln

[
1 + 1

N

]
implica em 1−g2

N
< g2

N2 .

N

ξ
< N ln

[
1 + 1

N

]
⇒ N

2 ln
[

N

N + 1

]
< −N | ln g|

⇒ ln
[

N

N + 1

]
< ln g2

⇒ 1− g2

N
<

g2

N2 , 0 < g < 1. (3.85)

Uma vez que N ln
[
1 + 1

N

]
< 1 então N

ξ
< 1 também implica em 1−g2

N
< g2

N2 .

As relações (3.80) e (3.83) mostram quantitativamente o desaparecimento do gap
na fase ferromagnética com o aumento do tamanho do sistema, diferentemente da fase
paramagnética, onde o gap sempre existirá. Note que o termo 2(g − 1) na equação (3.77)
faz com que o gap na fase paramagnética seja sempre não nulo.
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4 Decoerência de um sistema acoplado a uma
cadeia de Ising com campo transverso

Neste capítulo analisaremos a decoerência de um sistema quântico central S,
acoplado uniformemente a um segundo sistema R, que, por sua vez, será considerado um
sistema “grande", sendo constituído de muitas partes, por isso, denominado “reservatório".
Aqui, escolhemos R descrito por um modelo com transição de fase quântica (cadeia de
Ising unidimensional com campo transverso). O sistema composto deve ser descrito por

Figura 5 – Representação do modelo: no sistema R, os spins são arranjados na cadeia em
forma de anel. O sistema central S é acoplado homogeneamente com os spins
devido à simetria espacial do sistema composto R+S.

um Hamiltoniano da forma:
H = HS +HR +HI , (4.1)

onde HS é o Hamiltoniano do sistema S, HR o do reservatório e HI o da interação entre
S e R. Assumindo S caracterizado pelo espaço de Hilbert d-dimensional, HS ' Cd, onde
focamos na dependência temporal dos elementos fora da diagonal ρSij(t) do operador
densidade ρS(t) em uma base ortonormal, {|i〉}, ρSij(t) = 〈i|ρS(t)|j〉. Frequentemente
esses elementos de matriz são associados a efeitos quânticos devido a superposições
dos estados dessa base (quando o estado do sistema é a projeção na direção de um
vetor, ci1|i1〉+ ci2|i2〉 · · ·+ cid |id〉, com ci1 , ci2 , . . . , cid 6= 0) sendo portanto seu decaimento
denominado “decoerência”, ou seja, em nosso contexto, decoerência se refere ao processo de
redução de um estado puro para um estado misto. Como dito anteriormente, consideramos
R como uma cadeia de Ising unidimensional com campo transverso, em que HR ' C2N , e
o Hamiltoniano HR assume a forma (3.2).
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4.1 Decoerência do sistema S de dois níveis, induzida pela trasição
de fase do reservatório

4.1.1 Modelo

Nesta subseção consideramos S o sistema quântico mais simples possível, um
sistema de dois níveis, descrito pelo espaço de Hilbert bidimensional HS ' C2, com base
ortonormal {|0〉, |1〉} e ρS01(t) = 〈0|ρS(t)|1〉. Sem perda de generalidade, o Hamiltoniano
de S, HS, assume a forma:

HS = ω|1〉〈1|, (4.2)

onde |1〉 é o estado excitado de S (o estado fundamental de S será representado por |0〉) e
ω ∈ R. Já a interação entre S e R é descrita pelo Hamiltoniano proposto em [8]:

HI = −Jδ|1〉〈1| ⊗
N∑
n=1

σzn, (4.3)

onde δ é a constate de acoplamento entre S e os N spins do reservatório R. Intuitivamente,
caso S se encontre no estado |0〉, não haverá interação entre os sistemas. Caso esteja
no estado |1〉, S perturba o campo externo g aplicado à cadeia, injetando um campo de
magnitude δ.

A decoerência de um sistema quântico S de dois níveis acoplado a um sistema
R descrito por um sistema com transição de fase quântica foi extensivamente explorado
na literatura [8–11], onde tais estudos fazem uso de uma solução simplificada para o
Hamiltoniano da cadeia (supostamente para N “grande”) com transição de fase [20,23],
por exemplo, para o modelo de Ising o termo proporcional a (1 + P ) no Hamiltoniano
(3.16) é negligenciado, fazendo assim com que o problema perca sua dependência da
paridade do subespaço. Esta simplificação reflete na escolha da quantização do momento
k que é deslocado por π

N
, que aparentemente seria irrelevante para N >> 1. Entretanto,

recentemente Damski et. al [22] demostraram que a escolha incorreta de k origina erros no
cálculo na magnitude da susceptibilidade em torno do ponto crítico. De posse desta infor-
mação exploramos a decoerência do sistema fazendo uso da solução exata do Hamiltoniano
de Ising quântico, apresentada no capítulo 3.

Na próxima subseção, veremos que é possível relacionar as entradas fora da diagonal
do operador densidade, mais precisamente a pureza definida na subseção 2.1.2, com conceito
de eco de Loshimidt (EL), módulo ao quadrado do produto interno do estado fundamental
de um Hamiltoniano com o estado obtido pela evolução do estado fundamental devido a
uma perturbação em um parâmetro do Hamiltoniano. Obteremos uma solução exata para
EL e faremos uso desta para caracterizar a decoerência, estudando como seu comportamento
depende dos parâmetros do reservatório.
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4.1.2 Eco de Loschmidt para o sistema central

O Hamiltoniano do sistema composto será dado por:

H = ω|1〉〈1| − J
N∑
n=1

[
σxnσ

x
n+1 + gσzn + δ|1〉〈1| ⊗ σzn

]
. (4.4)

Inicialmente, em t = 0, consideramos o sistema S completamente desemaranhado com o
reservatório R, ou seja, o estado do sistema global em t = 0 deve ser escrito na forma:

|Ψ(0)〉 = |ψS(0)〉 ⊗ |ψR(0)〉, (4.5)

onde assumimos S inicialmente preparado em uma superposição genérica do seu estado
fundamental e excitado |ψS(0)〉 = c0|0〉 + c1|1〉, com |c0|2 + |c1|2 = 1, e R no estado
fundamental de HR, |ψR(0)〉 ≡ |F (0)〉, sendo assim

|Ψ(0)〉 = (c0|0〉+ c1|1〉)⊗ |F (0)〉, (4.6)

com evolução temporal, |Ψ(t)〉, dada por

|Ψ(t)〉 = e−iHt|Ψ(0)〉

= c0|0〉 ⊗ |F0(t)〉+ c1e
−iωt|1〉 ⊗ |F1(t)〉. (4.7)

Note que a evolução de |F (0)〉, é particionada em dois ramos |Fl(t)〉 = e−iHlt|F (0)〉
(l = 0, 1), onde

Hl = −J
N∑
n=1

[
σxnσ

x
n+1 + (g + lδ)σzn

]
. (4.8)

A matriz reduzida de S pode ser computada como:

ρS(t) = TrR [|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|]

= |c0|2|0〉〈0|Tr [|F0(t)〉〈F0(t)|] + eiωtc0c
∗
1|0〉〈1|Tr [|F0(t)〉〈F1(t)|]

+ e−iωtc∗0c1|1〉〈0|Tr [|F1(t)〉〈F0(t)|] + |c1|2|1〉〈1|Tr [|F1(t)〉〈F1(t)|]

= |c0|2|0〉〈0|+ c0c
∗
1D(t)|0〉〈1|+ c∗0c1D

∗(t)|1〉〈0|+ |c1|2|1〉〈1| (4.9)

onde
D(t) = eiωt〈F0(t)|F1(t)〉, (4.10)

observe que as entradas na diagonal principal são constantes, e a dependência temporal das
entradas fora da diagonal se encontra na função D(t), denominada “fator de decoerência”.

Como havia dito no início desta subseção, estamos interessados no estudo do EL
(especificamente, no seu decaimento), L(g, t) = |D(t)|2. Seu papel na caracterização da
decoerência do sistema central pode ser visto na sua relação com a pureza µS = TrS [ρ2

S],
utilizada como uma medida do quão próximo o estado ρS é de um estado puro. Definido
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o operador Pij = |i〉〈j|, podemos computar a pureza µ, do estado ρ = ∑
i,j ρijPij, com

ρij ∈ C, como

µ = Tr
[
ρ2
]

=
∑
k

∑
i′,j′

∑
i,j

ρijρ
∗
i′j′〈k|PijP

†
i′j′|k〉

=
∑
i′,j′

∑
i,j

ρijρ
∗
i′j′δii′δjj′

=
∑
i,j

|ρij|2. (4.11)

Para o sistema S temos que, ρS = ∑1
i=0

∑1
j=0 ρ

S
ijPij, onde ρS00 = |c0|2, ρS11 = |c1|2 e

ρS01 = ρS∗10 = c0c
∗
1D(t), então podemos escrever:

µS = |c0|4 + |c1|4 + 2|c0c1|2|D(t)|2

= 1− 2|c0c1|2 [1− L(g, t)] (4.12)

onde

L(g, t) = |〈F (0)|e−iH0te−iH1t|F (0)〉|2

= |〈F0(0)|e−iH0te−iH1t|F0(0)〉|2

= |〈F0(0)|e−iH1t|F0(0)〉|2. (4.13)

Na segunda igualdade utilizamos |F (0)〉 ≡ |F0(0)〉, uma vez que H0 ≡ HS.

Deduziremos uma expressão para o EL, L(g, t). Iniciamos escrevendo a forma
diagonal do Hamiltoniano (4.8), Hl, fazendo uso dos resultados obtidos na seção (3.3),
onde assumimos a modificação g → g + lδ nestes. Supomos o número de sítios N par, e
como estamos interessados no estado fundamental de Hl, nos restringimos ao subespaço de
paridade positiva. Portanto, adotando os resultados da subseção (3.3.1). A forma diagonal
de Hl, em termos dos operadores fermiônicos ηlk, é dada pelas equações (3.36), (3.33),
(3.28) e (3.34), considerando g → g + lδ,

Hl =
∑
k

εlk

(
ηl†k η

l
k −

1
2

)
, (4.14)

com k = ±1
2

2π
Na
, ...,±

(
N
2 −

1
2

)
2π
Na

, o espectro de energia na equação (4.14) é composto por

εlk = 2J
√

[(g + lδ)− cos(ka)]2 + sin2(ka). (4.15)

A transformação de Bogoliubov, em que introduz-se operadores fermiônicos ηlk , pode ser
escrita na forma:

ηlk = cos
(
θlk
2

)
ck − i sin

(
θlk
2

)
c†−k,

ηl†−k = cos
(
θlk
2

)
c†−k − i sin

(
θlk
2

)
ck, (4.16)
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onde
θk = arctan

[
sin(ka)

(g + lδ)− cos(ka)

]
. (4.17)

Já a transformação inversa de Bogoliubov é dada por:

ck = cos
(
θlk
2

)
ηlk + i sin

(
θlk
2

)
ηl†−k,

c†−k = cos
(
θlk
2

)
ηl†−k + i sin

(
θlk
2

)
ηlk. (4.18)

Note que um caminho para obtenção da solução de (4.13) é escrever o estado
fundamental de H0, |F0〉, em termos dos autoestados H1. Sendo assim, nos é conveniente
estabelecer uma relação entre os operadores η0

k e η1
k. Este tipo de vínculo, que relaciona duas

“famílias” de operadores fermiônicos, também será requisitado na discussão da próxima
seção, sendo assim, nos é conveniente estabelecer uma relação mais geral, ou seja, entre
dois operadores fermiônicos ηlk e ηl′k , com l e l′ arbitrários. Substituindo a equação (4.18),
fixada em l, na equação (4.16), definida em l′, temos

ηlk = cos
(
θlk
2

)[
cos

(
θl
′
k

2

)
ηl
′

k + i sin
(
θl
′
k

2

)
ηl
′†
−k

]

−i sin
(
θlk
2

)[
cos

(
θl
′
k

2

)
ηl
′†
−k + i sin

(
θl
′
k

2

)
ηl
′

k

]
,

= cos
(
αl,l

′

k

)
ηl
′

k − i sin
(
αl,l

′

k

)
ηl
′†
−k, (4.19)

sendo
αl,l

′

k = θlk − θl
′
k

2 . (4.20)

Feito isso, estabelecemos uma relação entre |Fl〉 e os autoestados de Hl′ , de forma análoga
a (3.39), através do "ansatz":

|Fl〉 =
∏
k>0

ηlkη
l
−k|Fl′〉, (4.21)

onde |Fl′〉 satisfaz ηl
′
k |Fl′〉 = 0 ∀k. Lembrando que das relações de anticomutação dos

operadores fermiônicos temos que ηlkηlk ≡ 0 ∀k, portanto |Fl〉 (4.21) é o estado fundamental
de Hl definindo pela relação (4.14) , uma vez que obedece ηlk|Fl〉 = 0 ∀k.

Fazendo uso da relação (4.19), podemos computar:

ηlkη
l
−k|Fl′〉 =

[
cos

(
αl,l

′

k

)
ηl
′

k − i sin
(
αl,l

′

k

)
ηl
′†
−k

]
×
[
cos

(
αl,l

′

k

)
ηl
′

−k + i sin
(
αl,l

′

k

)
ηl
′†
k

]
|Fl′〉

=
[
i cos

(
αl,l

′

k

)
sin

(
αl,l

′

k

)
− sin2

(
αl,l

′

k

)
ηl
′†
k η

l′†
−k

]
|Fl′〉.

(4.22)



42 Capítulo 4. Decoerência de um sistema acoplado a uma cadeia de Ising com campo transverso

Impondo a condição de normalização 〈Fl|Fl〉 = 1, temos que:

|Fl〉 =
∏
k>0

[
cos

(
αl,l

′

k

)
+ i sin

(
αl,l

′

k

)
ηl
′†
k η

l′†
−k

]
|Fl′〉. (4.23)

Retomando o caso específico, l = 0 e l′ = 1, da equação (4.23) , temos que

|F0〉 =
∏
k>0

[
cos (αk) + i sin (αk) η1†

k η
1†
−k

]
|F1〉, (4.24)

onde assumimos a notação α0,1
k = αk. A partir da relação (4.24), obtemos

〈F0(t)|e−iH1t|F0(t)〉 =
∏
k>0

{
〈F1|

[
cos (αk)− i sin (αk) η1

−kη
1
k

]
e−iε

1
k(η1†

k
η1

k+η1†
−k
η1
−k−1)t

×
[
cos (αk) + i sin (αk) η1†

k η
1†
−k

]
|F1〉

}
=

∏
k>0

[
cos2 (αk) eiε

1
kt + sin2 (αk) e−iε

1
kt
]

=
∏
k>0

[
cos

(
ε1kt
)

+ i cos (2αk) sin
(
ε1kt
)]
. (4.25)

Por fim, substituindo (4.25) na equação (4.13), podemos escrever

L(g, t) =
∏
k>0

[
cos2

(
ε1kt
)

+ cos2 (2αk) sin2
(
ε1kt
)]

=
∏
k>0

Lk =
∏
k>0

[
1− sin2 (2αk) sin2

(
ε1kt
)]
. (4.26)

Antes de estudarmos numericamente a expressão (4.26), iremos fazer uma breve
análise heurística desta, conforme Quan et al. [8]. Uma vez que 0 ≤ Lk ≤ 1, então, para
um momento de corte kc, que define um produto parcial de L(g, t), podemos afirmar que:

Lc(g, t) =
kc∏
k>0

Lk ≥ L(g, t). (4.27)

Nada nos impede de escolhermos kc que limite o produto (4.27) a k′s “pequenos” o
suficiente tal que as aproximações abaixo sejam válidas:

ε1k = 2J
√

[(g + δ)− cos(ka)]2 + sin2(ka)

= 2J
√

1 + (g + δ)2 − 2(g + δ) cos(ka)

≈ 2J
√

1 + (g + δ)2 − 2(g + δ)

≈ 2J |1− g − δ|, (4.28)

sin2 (2αk) = sin2
{

arctan
[

sin(ka)
g − cos(ka)

]
− arctan

[
sin(ka)

(g + δ)− cos(ka)

]}

≈ sin2
{

arctan
[
ka

g − 1

]
− arctan

[
ka

(g + δ)− 1

]}

≈ sin2
[
ka

g − 1 −
ka

(g + δ)− 1

]

≈ (δka)2

(1− g)2(1− g − δ)2 . (4.29)
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Definindo a soma S(g, t) = lnLc(g, t) = −∑kc
k>0 | lnLk|, temos

S(g, t) ≈ −
kc∑
k>0

∣∣∣∣∣ln
[
1− (δka)2 sin2 (2J |1− g − δ|)

(1− g)2(1− g − δ)2

]∣∣∣∣∣
≈ −(δa)2 sin2 (2J |1− g − δ|)

(1− g)2(1− g − δ)2

kc∑
k>0

k2

≈ −δ
2 sin2 (2J |1− g − δ|)
(1− g)2(1− g − δ)2

4π2

N2

Nc/2∑
j=1

(
j − 1

2

)2

≈ −δ
2 sin2 (2J |1− g − δ|)
(1− g)2(1− g − δ)2 f(kc), (4.30)

onde f(kc) = π2Nc(Nc−1)(Nc+1)
6N2 e Nc = Nakc

2 + 1. Para g → gc = 1, δ pequeno e fixado t,
tomando a função exponencial na equação (4.30), podemos escrever:

Lc(g, t) = e−γt, (4.31)

sendo γ = 4Jδ2f(kc)
(1−g)2 . Uma vez que Lc(g, t) ≥ L(g, t), a equação (4.31) indica que para N

suficientemente grande, porém finito, e g na proximidade do ponto crítico, o EL desaparece
exponencialmente com o tempo.

Em seguida apresentaremos alguns resultados numéricos da expressão exata do EL
(4.26).

Na figura (6) temos a representação tridimensional de L(g, t) como função de g e t,
mostrando a existência de um vale em torno dos pontos g = gc = 1 e g = gc − δ = 0, 9.
Isso demostra que perto do ponto crítico do reservatório, o EL é extremamente sensível a
perturbação sobre o reservatório.

A figura (7) apresenta o comportamento de L(g, t) no ponto g = 1− δ = 0, 9, para
diferentes valores de N , onde o EL decai e “renasce” no decorrer do tempo, com o período
de renascimento proporcional ao tamanho de R.

Já a figura (8) mostra que, com o decréscimo de δ, o LE decai se aumentarmos
N. Comparando a figura (8), onde δ = 0, 01, N = 500, 1000, 1500, 2000 e 2500, com a
figura (7), onde δ = 0, 1, N = 50, 100, 150, 200 e 250, nota-se que as duas apresentam
quase o mesmo comportamento, indicando uma “quase invariância” sobre a transformação
de escala δ → δ/α, N → Nα e t→ tα do EL nas proximidades do ponto crítico.

Finalmente, como havíamos dito no início do capítulo, encontram-se na literatura
trabalhos que avaliaram o produto (4.26), com k deslocados por π

N
, por exemplo, a

referência [8]. Nossos resultados numéricos indicam que o uso de k deslocado leva a erros
quando o campo efetivo g + δ sobre a cadeia perturbada está nas próximidades do ponto
crítico gc = 1. As figuras (9) e (10) apresentam L(t) no ponto g = 1− δ para diferentes
valores de N e k deslocado por π

N
, resultados que podem ser encontrados na referência [8] .

Comparando (9) e (10) com (7) e (8) observamos que o EL com k deslocado possui valores
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de mínimo visivelmente maiores e o período de renascimento a metade do EL com uso
correto de k. Entretanto para g + δ afastado de gc, o EL avaliado com k deslocado se
mostra um boa aproximação como indica a semelhança entre a figura (11), onde o EL
avaliado sem aproximação, e (12), onde o EL é avaliado com k deslocado.

Figura 6 – Representação tridimensional de L(g, t) como função de g e t para o reservatório
com N = 150. O vale em torno dos pontos gc = 1 e g = 0, 9 indica que o
decaimento de L(g, t) é mais abrupto nas proximidades da transição de fase
quântica de R.

4.2 Decoerência do sistema central para s arbitrário
Nesta subseção assumimos S um sistema quântico de spin s arbitrírio, com HS '

C2s+1, base ortonormal {|s, l〉} onde l = −s,−s+1, ..., s−1, s, de forma que os elementos de
matriz do operador densidade são ρSll′(t) = 〈s, l|ρS(t)|s, l′〉. Consideramos o Hamiltoniano
de S nulo, HS = 0. Como no caso do sistema de dois níveis, a utilização deste introduziria
termos da forma eilωt nos elementos fora da diagonal da matriz densidade ρS. Como
estamos interessados no estudo da pureza (4.11), tomaremos o módulo destes elementos.
Sendo assim iremos negligencia-los desde já, sem perda de generalidade para a nossa
discussão. Descrevemos a interação entre S e R pelo Hamiltoniano:

HI = δSz ⊗
N∑
n=1

σzn. (4.32)

onde Sz é o operador de spin na direção z. Intuitivamente, essa interação diz que autoestados
de Sz, com autovalor l, aplicarão um campo de magnitude lδ em toda cadeia.
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Figura 7 – L(t) como função de t para o reservatório com N = 50, 100, 150, 200 e 250, em
g = 1−δ = 0, 9, mostrando que o período de renascimento de EL é proporcional
ao tamanho de reservatório.

Figura 8 – L(t) como função de t para o reservatório com N = 500, 1000, 1500, 2000 e
2500, em g = 1− δ = 0, 99.

Antes de trabalharmos com S de spin s arbitrário, estudamos S de spin 1
2 , sistema

de dois níveis análogo ao descrito anteriormente. Entretanto veremos que a dependência
temporal das entradas fora da diagonal será dada pelo produto interno entre dois estados
obtidos da evolução temporal do estado fundamental de um Hamiltoniano, devido à
perturbação em um parâmetro deste, diferente do caso anterior, que foi dada pelo produto
interno do estado fundamental de um Hamiltoniano com um estado obtido da evolução do
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Figura 9 – L(t) como função de t para o reservatório com N = 50, 100, 150, 200 e 250,
em g = 1− δ = 0, 9, onde k está deslocado por π

N
. Os valores de mínimo do

EL são maiores e o período de renascimento é a metade em relação ao EL da
solução exata (figura 7).

mesmo devido a uma perturbação em um parâmetro do Hamiltoniano.

Figura 10 – L(t) como função de t para o reservatório com N = 500, 1000, 1500, 2000 e
2500, em g = 1− δ = 0, 99, com k deslocado por π

N
.
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Figura 11 – L(t) como função de t para o reservatório com N = 50, 100, 150, 200 e 250,
em g = 0, 7 e δ = 0, 077, usando a solução exata.

Figura 12 – L(t) como função de t para o reservatório com N = 50, 100, 150, 200 e 250,
em g = 0, 7 e δ = 0, 077, com k deslocado por π

N
.

4.2.1 Spin 1
2

O Hamiltoniano do sistema composto pode ser escrito como:

H = −J
N∑
n

[
σxnσ

x
n+1 + gσzn + δSz ⊗ σzn

]
. (4.33)

Consideramos S inicialmente preparado em uma superposição do tipo, |ψS(0)〉 =
c↓| ↓〉+ c↑| ↑〉, com |c↓|2 + |c↑|2 = 1, onde assumimos a notação

∣∣∣12 , 1
2

〉
= | ↑〉

∣∣∣12 ,−1
2

〉
= | ↓〉
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e R no estado fundamental de HR, |ψR(0)〉 ≡ |F (0)〉. Sendo assim, o estado inicial do
sistema composto, |Ψ(0)〉, será dado por:

|Ψ(0)〉 = (c↓| ↓〉+ c↑| ↑〉)⊗ |F (0)〉. (4.34)

A partir da equação (2.5) temos que a evolução temporal de |Ψ(0)〉 assume a forma:

|Ψ(t)〉 = c↓| ↓〉 ⊗ |F−1/2(t)〉+ c↑| ↑〉 ⊗ |F1/2(t)〉, (4.35)

sendo |Fl(t)〉 = e−iHlt|F (0)〉, l = −1
2 ,

1
2 , e Hj, dado pela equação (4.8).

Computando a matriz densidade reduzida de S, temos:

ρS(t) = TrR{|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|}

= |c↓|2| ↓〉〈↓ |Tr{|F−1/2(t)〉〈F−1/2(t)|}+ c↓c
∗
↑| ↓〉〈↑ |Tr{|F−1/2(t)〉〈F1/2(t)|}}

+c∗↓c↑| ↑〉〈↓ |Tr{|F1/2(t)〉〈F−1/2(t)|}+ |c↑|2| ↑〉〈↑ |Tr{|F1/2(t)〉〈F1/2(t)|}

= |c↓|2| ↓〉〈↓ |+ c↓c
∗
↑r(t)| ↓〉〈↑ |+ c∗↓c↑r

∗(t)| ↑〉〈↓ |+ |c↑|2| ↑〉〈↑ |, (4.36)

onde

r(t) = 〈F−1/2(t)|F1/2(t)〉

= 〈F (0)|eiH−1/2te−iH1/2t|F (0)〉, (4.37)

é o fator de decoerência. Para o sistema central de spin 1
2 seu módulo ao quadrado, |r(t)|2,

será utilizado para descrever a decoerência, assim como na subseção anterior. Com intuito
de calcular (4.37) faremos uso de alguns resultados obtidos na subseção (4.1.2), as equações
(4.14-4.23). Estendendo para um fator de decoerência mais geral, estamos interessados em
computar:

rl′,l = 〈F0|eiH
†
l′ te−iHlt|F0〉. (4.38)

Combinando as relações (4.23) e (4.38), obtemos:

rl′,l =
∏
k>0

{
〈Fl′|

[
cos

(
α0,l′
k

)
e−iε

l′
k t − i sin

(
α0,l′
k

)
eiε

l′
k tηl

′

−kη
l′

k

]

×
[
cos

(
α0,l
k

)
eiε

l
kt + i sin

(
α0,l
k

)
e−iε

l
ktηl†k η

l†
−k

]
|Fl〉

}
. (4.39)

Determinando cada produto interno de (4.39) separadamente, temos:

〈Fl′|Fl〉 = 〈Fl′|
[
cos

(
αl,l

′

k

)
+ i sin

(
αl,l

′

k

)
ηl
′†
k η

l′†
−k

]
|Fl′〉

= cos
(
αl,l

′

k

)
, (4.40)

〈Fl′|ηl†k η
l†
−k|Fl〉 = 〈Fl|

[
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(
αl
′,l
k

)
− i sin

(
αl
′,l
k

)
ηl−kη

l
k

]
ηl†k η

l†
−k|Fl〉

= −i sin
(
αl
′,l
k

)
= i sin

(
αl,l

′

k

)
, (4.41)
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〈Fl′ |ηl
′

−kη
l′

k |Fl〉 = 〈Fl′|ηl
′

−kη
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k

[
cos

(
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k

)
+ i sin

(
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′

k

)
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′†
k η

l′†
−k

]
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= i sin
(
αl,l

′

k

)
, (4.42)

〈Fl′ |ηl
′

−kη
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k η
l†
k η
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−k|Fl〉 = 〈Fl′ |
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(
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)
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)
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−kη
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(
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. (4.43)

Substituindo as equações (4.40-4.43) na equação (4.39) obtemos:
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∏
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Seguem alguns resultados numéricos da expressão exata de |r(g, t)|2, utilizando
(4.44), para l′ = −1

2 e l = 1
2 .

Na figura (13) temos a representação tridimensional de |r(g, t)|2 como função de
g e t, onde temos um vale em torno dos pontos g = gc − 1

2δ = 0, 9 e g = gc + 1
2δ = 1, 1,

mostrando que, nas proximidades do ponto crítico do reservatório, o fator de decoerência
|r(t)|2 é muito sensível a perturbações sobre o reservatório. Já as figuras (14) e (16)
apresentam o comportamento de |r(t)|2 nos pontos g = 1− 1

2δ = 0, 9 e g = 1 + 1
2δ = 1, 1,

para diferentes valores de N , onde |r(t)|2 decai e “renasce” no decorrer do tempo, com o
período de renascimento proporcional ao tamanho de R.

Na próxima subseção investigaremos o caso geral (4.32), onde estamos interessados
se a escolha de s afeta na transição quântica-clássica do sistema. Especificamente, se
fixarmos um tempo onde o sistema S com um valor arbitrário de spin s se encontra
emaranhado com o reservatório R, queremos saber se S com spins s maiores também será
emaranhado com R.
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Figura 13 – Representação tridimensional do módulo ao quadrado do fator de decoerência
|r(g, t)|2 como função de g e t para o reservatório com N = 150. O vale em
torno dos pontos g = 0, 9 e g = 1, 1 indica que o decaimento de |r(g, t)|2 é
mais abrupto nas proximidades da transição de fase quântica de R.

4.2.2 Spin s

Iremos fazer um estudo preliminar sobre a existência ou não existência de um limite
clássico quando s→∞, no qual S não se emaranha com R, comportando-se como uma
fonte de campo clássica. Uma ideia similar foi desenvolvida para o sistema de um átomo
de dois níveis interagindo com um modo do campo inicialmente preparado em um estado
coerente com número médio de fótons grande [24].

Definimos o estado inicial de S, preparado como um superposição dos autoestados
do operador Sz:

|ψS(0)〉 =
s∑

l=−s
cl|s, l〉. (4.45)

Assim como nos casos anteriores R é preparado no estado fundamental de HR, |ψR(0)〉 ≡
|F (0)〉. A evolução do estado do sistema composto é regida pelo Hamiltoniano (4.33),
sendo assim

|Ψ(t)〉 =
s∑

l=−s
cl|s, l〉 ⊗ |Fl(t)〉. (4.46)

onde |Fl(t)〉 = e−iHlt|F (0)〉 e Hj é dado pela equação (4.8).
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Figura 14 – |r(g, t)|2 como função de t para o reservatório com N = 50, 100, 150, 200 e
250, em g = 1− δ = 0, 9, mostrando que o período de renascimento de |r(t)|2
é proporcional ao tamanho de reservatório.

Figura 15 – |r(g, t)|2 como função de t para o reservatório com N = 50, 100, 150, 200 e
250, em g = 1 + δ = 1, 1.

Utilizando as equações (2.20) e (4.46), obtemos:

ρS(t) = TrR{|Ψ(t)〉〈Ψ(t)|}

=
s∑

l=−s

s∑
l′=−s

clc
∗
l′|s, l〉〈s, l′|Tr{|Fl(t)〉〈Fl′(t)|}

=
s∑

l=−s

s∑
l′=−s

clc
∗
l′rll′(t)|s, l〉〈s, l′| (4.47)
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onde
rll′(t) = 〈Fl(t)|Fl′(t)〉, (4.48)

Por fim, podemos escrever a pureza de S como:

µS =
s∑

l=−s

s∑
l′=−s

|clc∗l′ |2|rll′(t)|2. (4.49)

Com o espaço de Hilbert do sistema S podendo ter dimensão d > 2, descreveremos
sua decoerência através da pureza, uma vez que a mesma poderá ser composta por somas
de diferentes fatores de decoerência do tipo (4.44), diferente do caso d = 2 onde tínhamos
apenas um fator de decoerência e o estudo deste era suficiente. Dito isso, sabemos que a
pureza depende do estado inicial do sistema. Como primeira abordagem assumimos na
superposição (4.46) todos autoestados de Sz com igual peso, ou seja, cl = 1√

2s+1 , ∀l. Assim,

µS = 1
(2s+ 1)2

s∑
l=−s

s∑
l′=−s

|rll′(t)|2. (4.50)

Antes de estudarmos a pureza como função do spin s, observaremos alguns re-
sultados numéricos que nos auxiliaram na escolha do tempo que será fixado. Note que
é interessante escolhermos um tempo antes do renascimento da pureza para evitarmos
avaliá-la em um pico. Sabendo disso examinaremos seu comportamento variando no tempo
para mais dois valores s, s = 5 e s = 50, lembrando que na subseção anterior avaliamos o
comportamento do fator de decoerência para s = 1

2 .

As figuras (16) e (17) apresentam o comportamento de µ(t) para S com s = 5
e s = 50, para diferentes valores de N do reservatório em g = 0, 9. A constante de
acoplamento, δ = 0, 1, é escolhida de modo que a perturbação máxima de S sobre o
reservatória seja a mesma para qualquer valor de spin s. As figuras dão indícios que
o aumento de s não afetará de maneira significativa o emaranhamento entre S e R,
pois apresentam magnitudes próximas apesar da grande diferença entre os spins. Fato
reforçado pelos resultados apresentados nas figuras (18) e (19), onde fixados os instantes
de tempos t = 1 e t = 15, inferiores ao período de ressurgimento da pureza para N = 50,
consequentemente inferior também para todos os outros valores de N estudados. A pureza
variando com s se estabiliza sem assíntota 1.

Uma vez que não conseguimos alcançar o limite clássico para S inicialmente
preparado como uma superposição de todos autoestados de Sz com igual peso, agora
iremos considerar o estado inicial de S como um estado coerente de spin definido na
subseção (2.3),

|θ, ϕ〉 =
s∑

l=−s

1
(1 + |τ |2)s

(
2s
s+ l

) 1
2

τ s+l|s, l〉, (4.51)

onde τ = e−iϕ tan θ
2 . Análogamente ao estado coerente do oscilador harmônico, estes

estados são frequentemente utilizados em estudos associados a limite clássico, por exemplo,
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Figura 16 – |r(g, t)|2 como função de t para o reservatório com N = 50, 100, 150, 200 e
250, em g = 1 + δ = 1, 1.

Figura 17 – µ(t) como função de t para s = 50 e o reservatório com N = 50, 100, 150, 200
e 250, em g = 0, 9 e δ = 0, 1/s.

na obtenção de um Hamiltoniano clássico a partir de um Hamiltoniano quântico [25].
Comparando as relações (4.51), (4.45) e utilizando (4.49) temos que:

µS = 1
(1 + |τ |2)4s

s∑
l=−s

s∑
l′=−s

(
2s
s+ l

)(
2s
s+ l′

)
|τ |2(s+l)|τ |2(s+l′)|rll′(t)|2, (4.52)

Antes de prosseguir com a análise numérica da pureza, nos é interessante analisar
o comportamento assintótico do estado coerente de spin, para |τ | >> 1 tal que θ ≈ π
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Figura 18 – µ(s) como função de s para t = 1 e o reservatório com N = 50, 100, 150, 200
e 250, em g = 0, 9 e δ = 0, 1/s.

Figura 19 – µ(s) como função de s para t = 15 e o reservatório com N = 50, 100, 150, 200
e 250, em g = 0, 9 e δ = 0, 1/s.

ou |τ | << 1 tal que θ ≈ 0. Restringindo-nos a τ ∈ R, para τ suficientemente grande,
|θ, ϕ〉 = |s, s〉. Já para τ suficientemente pequeno, |θ, ϕ〉 = |s,−s〉. Nestes casos mesmo
após a evolução do sistema pelo Hamiltoniano (4.33), o sistema S não se emaranha com
R, restando então a escolha de valores intermediários para τ . Aqui consideramos τ = 1.

Dos resultados numéricos observamos que, diferentemente do caso anterior, já nas
duas primeira figuras, (20) e (21), temos a intuição que o aumento de s nos leva a um
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estado para S muito próximo de um estado puro. Note que utilizamos s = 5 e s = 50
assim como no caso anterior, e já para s = 50 temos a pureza nas proximidades de 1. As
figuras (22) e (23) deixam mais claro que, nos instantes de tempos t = 1 e t = 15, a pureza
variando com s converge para 1 para s suficientemente grande.

Figura 20 – µ(t) como função de t para s = 5, τ = 1 e o reservatório com N = 50, 100,
150, 200 e 250, em g = 0, 9 e δ = 0, 1/s.

Figura 21 – µ(t) como função de t para s = 50, τ = 1 e o reservatório com N = 50, 100,
150, 200 e 250, em g = 0, 9 e δ = 0, 1/s.
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Figura 22 – µ(s) como função de s para t = 1 , τ = 1e o reservatório com N = 50, 100,
150, 200 e 250, em g = 0, 9 e δ = 0, 1/s.

Figura 23 – µ(s) como função de s para t = 15, τ = 1 e o reservatório com N = 50, 100,
150, 200 e 250, em g = 0, 9 e δ = 0, 1/s.
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5 Conclusão

Neste trabalho investigamos um sistema composto consistindo de um sistema
quântico S acoplado uniformemente aN spins de uma cadeia R descrita por um modelo com
transição de fase quântica, denominado modelo de Ising quântico com campo transverso,
onde estávamos interessados na decoerência do sistema S induzida pela cadeia de spins.

Revisamos a abordagem usual para diagonalização do Hamiltoniano de Ising
quântico, realizada através das transformações de Jordan-Wigner, Fourier e Bogouliubov.
Computamos e estudamos uma expressão para o gap de energia entre o estado fundamental
do subespaço de paridade positiva e negativa da cadeia de Ising. Vimos que para valores
positivos do campo magnético transverso g > 0, o estado de menor energia da cadeia se
encontra no subespaço de paridade positiva. Estimamos que o gap na fase ferromagnética
da cadeia decai drasticamente com o crescimento do número de spins N , equanto na fase
paramagnética o gap é sempre finito.

Estudamos o sistema composto com S descrito por um espaço de Hilbert bidimen-
sional. Constatamos que para este caso o eco de Loshimidt (EL) pode ser utilizado para
caracterizar a decoerência do sistema S. A partir da análise do EL notamos que quando o
campo transverso aplicado à cadeia assume valores nas proximidades do ponto crítico o
decaimento do EL é mais abrupto e seu renascimento é proporcional ao número de spins
na cadeia. Vimos ainda que a escolha da quantização do momento k deslocado por π

2

(advinda de uma simplificação no processo de diagonlização do Hamiltoniano da cadeia)
em relação ao k da solução exata leva a erros na computação do EL com a cadeia na
vizinhança do ponto crítico.

Passamos em seguida a considerar o sistema S como um sistema de spin s arbitrário.
Observamos que escolhendo o estado inicial de S como um superposição dos autoestados
do operador Sz, todos com mesmo peso, não alcançamos o limite clássico, ou seja, fixado
um tempo onde o sistema S para um dado valor de s se encontrava emaranhado com a
cadeia R, aumentando o valor de s, vimos que a pureza aumentava até certo ponto e se
estabilizava sem que o estado de S se tornasse puro. Já considerando o estado inicial de
S um estado coerente de spin, notamos que a escolha de s maiores leva ao aumento da
pureza até que o estado de S tornasse puro no limite s→∞.

Em um estudo posterior, seria interessante verificar se algumas das propriedades
encontradas no limite clássico do sistema descrito em [24] podem ser obtidas para nosso
sistema, por exemplo, mostrar que no limite clássico o estado de S continua coerente após
a evolução temporal.
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APÊNDICE A – Gap no modelo de Ising

Neste apêndice demonstraremos algumas das propriedades do gap citadas na
subseção (3.4). Aqui iremos focar na fase ferromagnética (0 < g < 1).

No decorrer das demonstrações utilizaremos as seguintes desigualdades [26, 27]:

ar − br ≥ rbr−1(a− b), r ≥ 1 ou r ≤ 0, (A.1)

onde a, b > 0. A igualdade acontece somente quando a = b, r = 0 ou r = 1.(
x

x+ s

)1−s
<

Γ(x+ s)
xsΓ(x) < 1, s ∈ (0, 1) e x ∈ (0,∞), (A.2)

denominada desigualdade de Wendel’s.

Primeiramente será demonstrado que o gap (3.73) cresce monotonicamente de
g = 0 para g = 1. Diferenciando a equação em relação a g, temos:

d

dg
(E−F − E+

F ) =
∫ 1

0
dt

4N
π
tN−

3
2

√
1− t

1− g2t

gN−1

[1− (gt)2N ]2
f(g, t), (A.3)

onde
f(g, t) =

[
1− (gt)2N

]
[N − (N + 1)g2t] + 2N(1− g2t)(gt)2N . (A.4)

Observe que, se f(g, t) > 0, então, d
dg

(E−F − E+
F ) > 0, para t ∈ (0, 1) e g ∈ (0, 1) .

Consequentemente, a monotonicidade do gap de g = 0 para g = 1 será satisfeita se
f(g, t) > 0. Fazendo uso da desigualdade (A.1) no termo

[
1− (gt)2N

]
, onde assumimos

a = 1, b = gt e r = 2N , obtemos

f(g, t) ≥ 2N(gt)2N
[
1− g +N

(
1
gt
− 1− g + g2t

)]
≥ 2N(gt)2N(1− g) [1 +N (1− gt)] > 0, t ∈ (0, 1) e g ∈ (0, 1). (A.5)

A última desigualdade também foi construída a partir da desigualdade (A.1), agora
utilizando o termo

(
1
gt
− 1

)
, onde a = gt, b = 1 e r = −1.

Obtemos uma cota inferior para o gap. Sabendo que bl < 0, onde bl é dado pela
equação (3.72), podemos a partir da equação (3.60) escrever:

E−F − E+
F = −N(bN + b3N + b5N + ...)

> −NbN = 4NgN
π

∫ 1

0
dt
√

(1− t)(1− g2t)tN− 3
2 . (A.6)

A partir da desigualdade:√
(1− t)(1− gt2) =

√
(1− g2)(1− t) + g2(1− t)2 ≥ max

(√
(1− g2)

√
(1− t), g(1− t)

)
,

(A.7)



64 APÊNDICE A. Gap no modelo de Ising

e da relação (A.6), teremos que:

E−F − E+
F ≥ 4NgN

π

∫ 1

0
dt
[
max

(√
(1− g2)

√
(1− t), g(1− t)

)]
tN−

3
2

≥ max
gN 2√

π

Γ
(
N − 1

2

)
Γ(N + 1) ,

2gN+1

π
(
N2 − 1

4

)


> max
(
gN

2
√

1− g2
√
πN

, gN
4g
πN

)
. (A.8)

Na última linha utilizamos 1
(N2− 1

2) >
1
N2 e Γ(N− 1

2)
Γ(N+1) >

1
N

3
2
, advinda da desigualdade (A.2)

Γ(N)
(N − 1) 1

2 Γ(N − 1)
< 1

⇒ NΓ(N)
Γ(N − 1

2) < N(N − 1) 1
2 ,

(A.9)

que requer

Γ(N − 1
2)

Γ(N + 1) >
1

N(N − 1
2) 1

2

>
1
N

3
2
. (A.10)

Por último, definiremos um limite superior para o gap. Sabendo que (3.60),

E−F − E+
F = −N

∑
l=N,3N,...

bl, (A.11)

podemos utilizar a desigualdade√
(1− t)(1− gt2) =

√
(1− g2)(1− t) + g2(1− t)2 ≤

√
(1− g2)

√
(1− t) + g(1− t),

(A.12)
para escrever a seguinte inequação

E−F − E+
F ≤ 4NgN

π

∫ 1

0
dt
[√

(1− g2)
√

(1− t) + g(1− t)
]
tN−

3
2

≤ 4N
π
gN+1 ∑

l=N,3N,...

gl−N

l2 − 1
4

+ 2N√
π
gN
√

1− g2
∑

l=N,3N,...

Γ
(
l − 1

2

)
Γ(l + 1) g

l−N

<
4N
π
gN+1 N

N − 1
2

∑
l=N,3N,...

gl−N

l2
+ 2N√

π
gN
√

1− g2

√
N

N − 1
∑

l=N,3N,...

gl−N

l
3
2

< gN
πg

2N − 1 + gN2
√

1− g2
√
N − 1

. (A.13)
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A terceira linha segue de

1
l2 − 1

4
<

1
l2
,

Γ(l − 1
2)

Γ(l + 1) <
1
l

3
2

√
N

N − 1 , (A.14)

com as duas desigualdades validas para l ≥ N . A última desigualdade de (A.14) advém da
desigualdade (A.2)

Γ(l − 1
2)

(l − 1) 1
2 Γ(l − 1)

< 1

⇒
Γ(l − 1

2)
l(l − 1)Γ(l − 1) <

1
l(l − 1) 1

2

⇒
Γ(l − 1

2)
Γ(l + 1) <

1
l

3
2 (1− 1

l
) 1

2

<
1

l
3
2 (1− 1

N
) 1

2
, l ≥ N. (A.15)

Finalmente a ultima linha de (A.13), é obtida da soma avaliada em g = 1. Observe que
estamos restritos a 0 < g < 1, consequentemente a soma avaliada em g = 1 é maior.


