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Resumo
A presença de efeitos não lineares tende a impor limitações de desempenho em siste-
mas de controle. Particularmente, a histerese é um tipo de não linearidade classificada
como severa. Visando superar tais dificuldades, o projeto de compensadores é uma
abordagem recorrente na literatura. De posse de um modelo representativo do sistema,
o compensador objetiva determinar uma entrada que reduza o impacto das não lineari-
dades na saída do sistema. Neste trabalho, propõe-se o projeto de compensadores para
sistemas dinâmicos não lineares. Inicialmente, são apresentados os aspectos teóricos
fundamentais, tais como: o modelo de Bouc-Wen (BW), modelos NARX polinomiais,
o processo de identificação de sistemas, formulação do problema de compensação e
uma revisão sobre o problema de compensação e controle de sistemas histeréticos. Na
sequência, apresenta-se um algoritmo evolutivo para estimar os parâmetros de mode-
los BW que são invertidos para compensação de histerese em um exemplo simulado,
modelo de Prandtl-Ishlinkskii (PI) para um atuador, e em uma válvula pneumática.
Como o algoritmo facilita a estimação de parâmetros, um termo é adicionado, gerando
modelos modificados. Os resultados de compensação são comparados entre o modelo
clássico e o modificado, mostrando que estes últimos são capazes de gerar resultados
com erro de rastreamento, em média, 30% inferiores. Em seguida, tem-se a principal
contribuição deste trabalho: uma estratégia para compensação de não linearidades
baseada em modelos NARX. Nesta estratégia, a entrada de compensação é obtida
iterativamente, sendo proposta para os contextos estático (referências constantes) e
dinâmico (referências variantes no tempo), além de adaptada para sistemas com histe-
rese. A compensação proposta via modelos NARX consiste em escrever um polinômio
em função da entrada de compensação desejada e, então, calcular as raízes desse po-
linômio. Isso é feito iterativamente, sendo que torna-se necessária a seleção da raiz a ser
aplicada como entrada de compensação, de modo que um algoritmo é proposto para
tal contexto. A estratégia proposta é aplicada inicialmente em exemplos simulados:
um sistema de calor com uma curva estática polinomial e um atuador PZT descrito
por um modelo BW. Para ambos exemplos simulados, discute-se questões importantes
como: o impacto da inicialização; robustez do método a variações nos parâmetros; e,
utilização de restrições para que o compensador seja capaz de lidar com referências que
se tornam constantes. Por fim, aplica-se a estratégia para a mesma válvula pneumática
previamente citada. Os resultados obtidos são comparados com métodos bem estabele-
cidos e recentemente publicados, em que são discutidos benefícios e limitações de cada
abordagem. Por fim, mostra-se que o método proposto é capaz de prover entradas de
compensação que permitiram um erro de rastreamento máximo de 3,9%, cujo esforço
adicional tende a apresentar vantagens em termos energéticos e de regularidade.

Palavras-chave: Compensações estática e dinâmica de não linearidades; compensação
de histerese; modelo de Bouc-Wen; modelos NARX polinomiais.
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Abstract
The presence of nonlinear effects imposes significant limitations on a wide range

of systems. Notably, hysteresis is a hard nonlinearity that enforces challenges in the
context of control. Aiming to overcome these issues, the design of compensators is
a recurrent approach in the literature. Based on a representative model, the compen-
sator’s purpose is to determine a compensation input that reduces the impact of the
nonlinearity effects in the output. This work aims to design compensators for nonli-
near dynamical systems. Firstly, theoretical fundamentals are presented, such as the
Bouc-Wen (BW) model, NARX polynomials, the identification process, the mathema-
tical formulation of the compensation, and a review of control for hysteretic systems.
In the sequel, it has proposed an evolutionary algorithm for parameter estimation of
BW models, which are inverted and used for the hysteretic compensation in a nume-
rical example, Prandtl-Ishillinsky, and a pneumatic valve. As this algorithm facilitates
the parameter estimation process, a term is added, generating modified models. Both
classical and modified models are compared, showing that the last could improve the
results, reducing the tracking error of about 30% for the experimental test. Next, it is
presented the compensation approach based on NARX polynomials, the main contri-
bution of this work. This approach aims to find compensation inputs iteratively for
nonlinear systems in static (constant references) and dynamical contexts (time variant
references) through identified NARX models. Besides, an adaptation of the dynamical
strategy comes for hysteretic systems. In rewriting the NARX model as a polynomial in
the desired compensation input, the polynomial roots are iteratively calculated. In this
process, a decision-making procedure selects a suitable solution that will be the com-
pensation input. This compensation strategy is presented in two numerical examples:
the first one is a heating system with a static curve, while the second is a piezoelectric
device modeled by a BW model. For both examples, it has been discussed relevant
issues for the method like the impact of the initialization process in the compensation
performance, the robustness of the approach to parameter variations, and the use of
restrictions to deal with time-varying references which become constant. Finally, this
method is applied to a physical example, the previous pneumatic vale. The results of
the presented compensators are compared with well-established and recent works. For
each compensator, it has discussed their benefits and limitations. The results show that
the proposed NARX-based compensators produce relevant compensation inputs that
can make the system approximately linear with a maximum tracking error of 3.9%. It
has also been shown that the additional effort for the presented strategy tends to be
less energetic and more regular.

Keywords: Static and dynamical compensations of nonlinearities; hysteretic compen-
sation; Bouc-Wen Models; NARX Polynomials.
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Capítulo 1

Introdução

Não linearidades são caracterizadas pela variação do ganho de um sistema dinâ-
mico em função da mudança do ponto de operação. A presença de efeitos não lineares
tende a impor limitações significativas no contexto de controle para um variado con-
junto de sistemas, tais como: atuadores (RAKOTONDRABE, 2011; LI e TIAN, 2018),
sensores (CAO et al., 2018), neutralização de pH (HONG et al., 1996), sistemas de po-
tência (SINGH et al., 2007), dentre outros (CHERNOUS’KO et al., 2008; MORRIS, 2012;
CASTILLO e MELIN, 2012). Tais limitações estão relacionadas à redução das margens
de ganho e de fase dos sistemas controlados, sendo que as não linearidades impactam
de maneira mais severa sistemas de controle projetados via abordagens clássicas, que
consistem em técnicas lineares (HASSANI et al., 2014). De maneira simplificada, isso
pode ser explicado pelo fato de modelos puramente lineares não serem capazes de
representar variações de ganho em função da variação do ponto de operação. Dessa
forma, os controladores derivados desses modelos realizam ações que consideram tais
variações de ganho, e, portanto, não são efetivas com a mudança do ponto de operação.

Visando superar tais dificuldades, o projeto de compensadores é uma abordagem
recorrente na literatura. A compensação consiste em obter uma entrada capaz de redu-
zir o impacto das não linearidades na saída, fazendo com que o sistema compensado
se torne mais simples de ser controlado. Assim, pode-se utilizar estratégias de con-
trole realimentado (feedback) que se tendem a se tornarem mais efetivas ou mesmo o
seguimento de referências sem realimentação (feedforward).

Muitas dessas estratégias de compensação se iniciam com a obtenção de um modelo
para o sistema que seja capaz de representar os aspectos dinâmicos e estáticos funda-
mentais. Existe uma vasta literatura sobre modelagem e compensação de sistemas não
lineares, abarcando desde abordagens baseadas em modelos fenomenológicos (RAKO-
TONDRABE, 2011; LIU et al., 2011; LIN et al., 2013) até aquelas que usam inteligência
computacional (QUARANTA et al., 2020) como funções radiais de base, RBFs (do in-
glês, Radial Basis Functions) (CAO et al., 2018; LI e TIAN, 2018; ZHOU et al., 2020) e
redes neurais, NNs (do inglês Neural Networks) (CHOW e LEUNG, 1996; SINGH et al.,
2007; BAO et al., 2019; MENG et al., 2020).

No contexto de modelos fenomenológicos, pode existir a necessidade de testes es-
pecíficos para o levantamento da estrutura, de modo a se selecionar quais fenômenos
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físicos serão incorporados ao modelos. Quando a estrutura é previamente conhecida,
é comum encontrar na literatura, trabalhos que abordam a dificuldade de estimar os
parâmetros desses modelos (QUARANTA et al., 2020). Algoritmos evolutivos são fer-
ramentas úteis para a estimação de tais parâmetros, de modo que abordam o problema
em uma perspectiva de otimização baseada em populações. Contudo, tais algoritmos
tendem a apresentar considerável complexidade computacional, obtendo soluções heu-
rísticas em que existe a necessidade de se ajustar meta-parâmetros, o que tende a ser
uma tarefa empírica (QUARANTA et al., 2020). Ao se utilizar modelos fenomeno-
lógicos, outra desvantagem é o fato de esses modelos apresentarem uma estrutura
mais específica, o que os tornam menos versáteis quando comparados, por exemplo,
com modelos NARX polinomiais (do inglês, Nonlinear Autoregressive model with eXo-
genous inputs). Por outro lado, modelos fenomenológicos já utilizados na literatura
para compensação de não linearidades, possuem leis de compensação previamente
determinadas, o que facilita o projeto de compensadores. É importante ressaltar que
para modelos desse tipo que ainda não possuem leis de compensação previamente
obtidas, nem sempre as inversões matemáticas relacionadas a essas tarefas são simples
ou mesmo possíveis de serem realizadas.

Quanto às NNs, um tipo especial de rede é conhecido como NARX NNs que são
amplamente utilizadas na literatura de identificação e compensação de sistemas não
lineares (ZHANG et al., 2010; MENG et al., 2020). Embora essas redes aproveitem os
aspectos de generalidade apresentados em estruturas NARX, o processo de estimação
é realizado em uma abordagem caixa-preta. Tal fato tende a dificultar à imposição
de restrições relacionadas à estrutura ou aos parâmetros, o que é tipicamente feito em
abordagens caixa-cinza (ABREU et al., 2020). Além disso, os compensadores obtidos
apresentam baixo ou nenhum grau de conhecimento da lei de compensação, limitando
a análise a ser realizada sobre esses compensadores.

Este trabalho utiliza modelos NARX polinomiais para o projeto de compensadores,
devido à simplicidade, à capacidade de generalização dessas estruturas e à possibili-
dade de se executar o processo de identificação em um contexto caixa-cinza (LEONTA-
RITIS e BILLINGS, 1985). A execução de uma abordagem caixa-cinza é particularmente
relevante no contexto de sistemas com histerese, em que modelos caixa preta tendem a
não reproduzir características relevantes do fenômeno (MARTINS e AGUIRRE, 2016;
ABREU et al., 2020). Nesta dissertação, o termo NARX é usado exclusivamente para
modelos NARX polinomiais. É importante mencionar que, embora os modelos NARX
polinomiais possam representar uma variada gama de fenômenos, existem poucas es-
tratégias na literatura que utilizam tais modelos para projetar a entrada de compensação
(LACERDA JUNIOR et al., 2019; ABREU et al., 2020), sendo mais comum a utilização
de NARX NNs. Além disso, as abordagens que utilizam modelos NARX polinomiais,
geralmente se limitam a modelos com estruturas específicas.

No contexto específico de sistemas com histerese, uma estratégia baseada na inver-
são analítica de modelos NARX é apresentada em (LACERDA JUNIOR et al., 2019).
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Nessa técnica, o modelo precisa apresentar somente termos lineares na entrada de
compensação, de modo a ser possível isolar algebricamente tal entrada. Como discu-
tido em (ABREU et al., 2020), o trabalho anterior apresenta uma questão relacionada
à existência de uma singularidade nos momentos em que a variável velocidade da
entrada é nula. Tal singularidade ocorre quando a lei de compensação possui termos
em que a função sinal da velocidade da entrada aparece em algum denominador. Duas
formas de se obter os compensadores foram apresentadas em (ABREU et al., 2020):
a primeira é bastante similar ao que é feito em (LACERDA JUNIOR et al., 2019) e,
na segunda, tem-se a obtenção dos compensadores diretamente dos dados a partir de
uma abordagem inversa que modela a entrada do sistema a partir do conhecimento
da saída. Ambas estratégias não apresentam o problema de singularidade, devido às
restrições impostas na obtenção dos modelos. Dessa forma, não ocorre a divisão pela
velocidade da entrada ou pelo sinal dessa velocidade. Contudo, a abordagem inversa
requer um cuidadoso processamento de dados, visto que a saída precisa ser filtrada
com baixo impacto dinâmico, além de existir a necessidade dos sinais obtidos serem
tratados para que sejam causais devido à relação inversa existente. Ademais, pelo fato
de ser necessário isolar a entrada de compensação explicitamente, ambos os métodos
lidam com estruturas mais restritas do que as propostas neste trabalho. A seguir, são
apresentados os objetivos desta dissertação.

1.1 Objetivos

O principal objetivo deste trabalho é propor métodos baseados em modelos para
compensação de não linearidades. Do ponto de vista matemático, fundamentar as
técnicas propostas nos contextos estático (para referências constantes), dinâmico (para
referências variantes no tempo) e a adaptação para sistemas histeréticos. Além disso,
objetiva-se investigar a pertinência da utilização das técnicas propostas em exemplos
simulados e experimentais. As contribuições da presente dissertação são apresentadas
na sequência.

1.2 Contribuições

Este trabalho apresenta contribuições nos contextos de identificação e compensação
de sistemas dinâmicos não lineares. Especificamente, têm-se as seguintes contribuições:

• Proposta de uma formalização matemática para obtenção de sinais de excitação
adequados à identificação de sistemas dinâmicos não lineares. Nessa proposta,
tem-se uma metodologia para a excursão em torno de vários pontos de operação.
Tal metodologia considera um conjunto variado de frequências e amplitudes em
torno de cada ponto de operação. Particularmente para sistemas histeréticos, a
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obtenção de sinais de excitação efetivos é fundamental devido ao comportamento
quase-estático desses sistemas;

• Adaptação de um algoritmo evolutivo para estimar os parâmetros de modelos
fenomenológicos. Tal algoritmo é proposto de forma genérica, desde que a es-
trutura do modelo esteja previamente definida. Neste trabalho, o algoritmo foi
aplicado para estimação de parâmetros de modelos de Bouc-Wen;

• Modificações ao modelo de Bouc-Wen utilizado em RAKOTONDRABE (2011)
e aplicação desses modelos modificados no contexto de compensação de histe-
rese. Propõe-se um relaxamento às restrições de sinal dos parâmetros impostas
por RAKOTONDRABE (2011), além da adição de um parâmetro que pondera a
contribuição da variável histerética;

• Proposta de uma estratégia de compensação generalizada que seja baseada em
modelos NARX para referências constantes (compensação estática);

• Proposta de uma estratégia de compensação generalizada que seja baseada em
modelos NARX para referências variantes no tempo (compensação dinâmica);

• Adaptação da compensação dinâmica para sistemas histeréticos e avaliação das
propostas de compensação baseadas em modelos NARX para sistemas histeréti-
cos considerando as restrições impostas por ABREU et al. (2020);

Nas estratégias de compensação formuladas, a entrada de compensação é obtida
iterativamente. A compensação proposta via modelos NARX se constitui como a
maior contribuição deste trabalho. Tal abordagem consiste em escrever um polinômio
em função da entrada de compensação desejada e, então, calcular as raízes desse
polinômio iterativamente. Ademais, um algoritmo para a seleção da raiz apropriada
é executado. Tal seleção se faz necessária devido ao fato de ser possível existir raízes
dos polinômios que não possam ser implementadas de maneira prática, como raízes
complexas e raízes reais que estão fora da região da faixa de operação do atuador. Na
sequência, apresenta-se a estruturação deste texto.

1.3 Estrutura do Texto

Dessa forma, a organização do presente trabalho é mostrada na sequência. O Ca-
pítulo 2 apresenta uma revisão de identificação de sistemas e compensação de não
linearidades, fornecendo as bases teóricas para os capítulos seguintes. O Capítulo 3
apresenta a aplicação do algoritmo evolutivo para a identificação de modelos BW e a
modificação supramencionada para aplicação da compensação de histerese em exem-
plos simulados e em uma válvula pneumática. O Capítulo 4 apresenta a metodologia
para compensação de não linearidades com a utilização de modelos polinomiais NARX,
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abordando os contextos estático, dinâmico e histerético. Os resultados de tal estratégia
de compensação são apresentados nos Capítulos 5 e 6, sendo que o primeiro apresenta
os resultados de simulações numéricas com uma discussão aprofundada do método,
enquanto o último, a aplicação à mesma válvula pneumática previamente utilizada
no Capítulo 3. As conclusões são apresentadas no Capítulo 7 e no Apêndice A são
apresentadas as soluções analíticas de polinômios com grau menor ou igual a 3.





Capítulo 2

Aspectos Teóricos Fundamentais

O objetivo deste capítulo é apresentar algumas conceitos e ferramentas essenciais
para o entendimento da modelagem e da compensação de sistemas com não linearida-
des, com especial olhar para o fenômeno de histerese. A Seção 2.1 apresenta os aspectos
básicos de modelagem matemática e os principais conceitos relacionados à identifica-
ção de sistemas, além do modelo de Bouc-Wen (BW) que tem importância fundamental
neste trabalho. Uma breve introdução sobre algoritmos evolutivos é apresentada na
Seção 2.2, visto que tais algoritmos são utilizados para estimação de parâmetros de
modelos BW. Por outro lado, a Seção 2.3 apresenta conceitos fundamentais envolvendo
modelos NARX polinomiais, além de estratégias comumente utilizadas em problemas
de identificação de sistemas deste tipo. Tais modelos são usados nos Capítulos 4, 5 e 6
nos quais apresenta-se a metodologia e os resultados obtidos com os compensadores.
Na Seção 2.4, tem-se uma definição precisa do problema de compensação. Por fim, a
Seção 2.5 apresenta artigos relevantes que abordam estratégias de controle já utilizadas
em sistemas com histerese, enquanto que a Seção 2.6 traz as considerações finais.

2.1 Modelagem Matemática

A modelagem matemática consiste em determinar um conjunto de expressões ma-
temáticas que sejam capazes de descrever as relações entre as entradas e as saídas de
um sistema. Um sistema pode ser definido como um conjunto de objetos agrupados
por interdependências ou interações, de modo que existam relações de causa e efeito
nos fenômenos apresentados nesses objetos (MONTEIRO, 2011). A área de engenharia
tem grande interese por sistemas dinâmicos, que são aqueles nos quais ocorre variação no
tempo de grandezas que caracterizam pelo menos um dos objetos do sistema. Assim,
os sistemas dinâmicos ao serem excitados por sinais de entradas temporais, devolvem
sinais de respostas ou saídas também dependentes do tempo, fato que geralmente
ocorre por processos de transformação de energia (OPPENHEIM et al., 2010). Sistemas
dinâmicos desse tipo são conhecidos como MIMO (do inglês, Multiple Input Multiple
Output), ou seja, transformam um conjunto de entradas em um conjunto de saídas.

Em diversas áreas do conhecimento, como física (STROTGATZ, 2018), biologia
(EDELSTEIN-KESHET, 2005), engenharia (GARCIA, 2013) e economia (KWOK, 2008),
é necessário obter um modelo do sistema dinâmico a ser estudado, seja para entender e
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analisar o comportamento do sistema físico, seja para projetar outros sistemas capazes
de melhorar alguma característica do processo (OGATA, 2000; OPPENHEIM et al.,
2010). EYKHOFF (1974) e DENN (1987) resumem o conceito de modelo matemático
como um sistema de equações, que alimentado por um conjunto de entradas, determina
uma solução que represente algumas características das respostas do processo físico.
O modelo pode ser visto como uma abstração matemática que é uma aproximação do
sistema físico dentro de um domínio onde as hipóteses inicialmente assumidas são
válidas (SEBORG et al., 2010). Dessa forma, a análise ou o projeto a ser desenvolvido
devem se basear em condições que não violem tais hipóteses (OPPENHEIM et al.,
2010). Em síntese, pode-se entender a modelagem matemática como um processo que
visa obter um modelo minimamente representativo do sistema físico, dentro de um
domínio de validade que faça sentido no contexto do problema em estudo (SEBORG
et al., 2010). Nesse processo, é importante buscar um compromisso entre o esforço
de se obter o modelo e o nível de precisão que garantam a representatividade das
características de interesse (AGUIRRE, 2007; MONTEIRO, 2011; GARCIA, 2013).

Dentre as abordagens utilizadas para a obtenção do modelo, tem-se os tipos de mo-
delagem caixa branca, caixa preta e caixa cinza. Na modelagem caixa branca, os modelos
são obtidos inteiramente pela física do processo, ou seja, conhecendo os fenômenos que
regem o sistema físico, encontra-se um conjunto de equações capazes de reproduzir
os efeitos desejados nas saídas do modelo (GARCIA, 2013). Contudo, em fenômenos
complexos, nem sempre é possível obter um modelo simples seguindo essa estratégia,
de forma que o procedimento torna-se muito custoso ou mesmo inviável (BILLINGS,
2013). Nesse contexto, as abordagens caixa preta e caixa cinza estão inseridas no estudo
de técnicas de identificação de sistemas, que podem ser vistas como alternativas a essas
dificuldades relacionadas ao conhecimento pleno e prévio das equações que incorpo-
rem as características físicas do sistema (AGUIRRE, 2007). Na abordagem caixa preta,
utilizam-se apenas dados empíricos extraídos do sistema real, ou seja, de posse desses
dados, modelos capazes de apresentar relações de causa e efeito entre as entradas e as
saídas do modelo são procurados (AGUIRRE, 2007; BILLINGS, 2013). Por outro lado,
a modelagem caixa-cinza tem sido um dos grandes desafios da área de identificação
de sistemas e conceitualmente se situa entre as duas abordagens anteriores, buscando
construir o modelo a partir de dados experimentais e de alguma informação sobre
o comportamento do sistema além desses dados (AGUIRRE, 2007). Como dados de
identificação são utilizados, essa estratégia não exige um conhecimento profundo da
física do sistema, ao mesmo tempo que permite impor determinadas características ao
modelo.

Os sistemas dinâmicos são, na prática, não lineares. As estratégias clássicas de
controle iniciam com a obtenção de um modelo linear para o sistema em torno de um
ponto de operação. Assim, realiza-se o controle, para pequenas variações em torno
desse ponto em que o sistema é aproximadamente linear (OGATA, 2000). Contudo,
para sistemas não lineares, os ganhos do processo são variáveis com o ponto de ope-
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ração. Dessa forma, quando são necessárias maiores excursões em torno do ponto
para o qual o sistema foi linearizado, as estratégias clássicas apresentam deterioração
do desempenho. Diversas não linearidades são objeto de pesquisa na área de con-
trole: curvas estáticas polinomiais, saturação, liga-desliga (on-off), folga mecânica, zona
morta, histerese, dentre outras.

2.1.1 Modelos que Apresentam Histerese

Este trabalho apresenta um olhar especial para sistemas dinâmicos que apresentam
histerese. Tal fenômeno é conhecido como uma não linearidade severa e se caracteriza
pela existência de efeitos de memória entre a entrada e a saída. A histerese pode ser
observada em diversas áreas, abarcando desde sensores e atuadores (VISONE, 2008;
RAKOTONDRABE, 2011), estruturas mecânicas (MURAKAM et al., 1999; SWEVERS
et al., 2000), variáveis econômicas (GÖCKE, 2002; CROSS et al., 2009) e sinais bioló-
gicos (COLLINSWORTH et al., 2002; POMERENING et al., 2003; SHA et al., 2003).
Basicamente, a histerese é um fenômeno em que a saída não depende apenas do estado
atual das entradas, mas também do histórico das entradas. Esse comportamento é
frequentemente associado a materiais ferromagnéticos devido ao estudo de EWING
(1881), onde apresentou-se inicialmente tal fenômeno no contexto científico. Em siste-
mas mecânicos, fricção e folga são manifestações de histerese discutidas na literatura
(ARMSTRONG-HÉLOUVRY et al., 1994; SWEVERS et al., 2000; JOHANASTROM e
CANUDAS-DE-WIT, 2008; RUDERMAN et al., 2009). No âmbito das ciências biológi-
cas, a histerese desponta como um mecanismo de robustez para funções celulares que
são submetidas a perturbações aleatórias (POMERENING et al., 2003). Tal fenômeno
pode ser visto na economia por meio dos efeitos de longo prazo que recessões provo-
cam na produtividade e na geração de riqueza, mesmo após tais recessões terem sido
superadas (CROSS et al., 2009). No caso de sensores e atuadores eletromecânicos, esse
efeito se relaciona à memória natural do comportamento inelástico, sendo que a força
restauradora depende do histórico de deformação (VISONE, 2008).

Quanto às contribuições fundamentais no estudo matemático do fenômeno, MA-
DELUNG (1905) apresentou regras básicas que regem a histerese no contexto escalar.
Posteriormente, PREISACH (1935) desenvolveu um modelo matemático para a histe-
rese escalar e LANDAU (1937) explicou a origem do fenômeno por meio da existência
de metaestabilidade nos múltiplos pontos de equilíbrio do sistema dinâmico. Os es-
tudos mais aprofundados sobre modelos que apresentam histerese se iniciaram com
BOUC (1967), que propôs um modelo fenomenológico para representar a histerese, es-
tudando a histerese como um mapa entre espaços de funções. Em seguida, esse modelo
foi estendido por WEN (1976), passando a ser conhecido como modelo de Bouc-Wen
(BW). Mais recentemente e no contexto de sistemas mecânicos, foi proposto o modelo
LuGre (CANUDAS-DE-WIT et al., 1995; OLSSON et al., 1998) nomeado dessa maneira
em reconhecimento ao trabalho de colaboração dos grupos de pesquisa em controle
das cidades Lund e Grenoble. O modelo de LuGre foi proposto inicialmente para a



10 2 Aspectos Teóricos Fundamentais

modelagem de fricção em sistemas mecânicos e tem sido utilizado para a modelagem e
controle de sistemas histeréticos (YAO et al., 2015; CHEN et al., 2015) juntamente com
o modelo BW (RAKOTONDRABE, 2011; MANZOORI e TOOPCHI-NEZHAD, 2017;
SOLOVYOV et al., 2017; PELLICIARI et al., 2018). Diversas razões explicam a extensa
utilização de tais modelos, uma delas está relacionada à dificuldade de se modelar
sistemas com histerese a partir de uma abordagem puramente caixa branca, que tende
produzir modelos excessivamente complexos, fato que impõe limitações em aplicações
práticas (HELLSEN et al., 2000; IKHOUANE e RODELLAR, 2007). Por outro lado,
os modelos fenomenológicos BW e LuGre congregam as vantagens de serem simpli-
ficados, ao mesmo tempo que versáteis: ambos são definidos a partir de equações
diferenciais de primeira ordem dos estados e a variação nos parâmetros é capaz de
modificar o contorno do laço de histerese (KYPRIANOU et al., 2001). Ademais, tais
modelos são obtidos por uma abordagem caixa cinza que exige pouco conhecimento
da física do processo. Portanto, esses modelos combinam aspectos físicos do com-
portamento de histerese com a estimação de parâmetros por métodos caixa preta que
podem explicar aspectos particulares de cada fenômeno (IKHOUANE e RODELLAR,
2007). Pode-se citar também outros modelos capazes de apresentar histerese: Prei-
sach, Prandtl-Ishlinkskii (PI), Krasnoselskii-Pokrovskii, Maxwell-Slip e Duhem. Em
HASSANI et al. (2014) é possível encontrar uma revisão mais detalhada acerca desses
últimos modelos mencionados.

As razões acima apresentadas explicam a existência de diversos trabalhos no con-
texto de controle que utilizam o modelo BW como ponto de partida para a investigação
dos efeitos da histerese (RAKOTONDRABE, 2011; SOLOVYOV et al., 2017; PELLI-
CIARI et al., 2018). Existem abordagens na literatura que consideram representar o
sistema a partir dos modelos BW ou LuGre, sendo os parâmetros estimados por meio
de algum algoritmo de otimização (HASSANI et al., 2014). Tais algoritmos visam mi-
nimizar uma função de custo relacionada a alguma medida de erro entre os dados de
saída do sistema e a saída do modelo. Nesse contexto, podem ser utilizados algoritmos
evolutivos que visam estimar os parâmetros por meio de uma estratégia de populações,
em que cada indivíduo da população é um modelo.

É importante mencionar que abordagens baseadas em algoritmos de otimização
podem levar a modelos instáveis e não representativos, além de não ser uma tarefa
simples obter o modelo inverso de modelos de grau superior a dois, no contexto de
compensação da histerese, que é a aplicação mais comum nos estudos que envolvem
controle (ISMAIL et al., 2009). Outras abordagens utilizam os modelos de LuGre e BW
como referência e, a partir daí, escolhe-se outra representação matemática como, por
exemplo, funções radiais de base (RBF, do inglês Radial Basis Function (DU et al., 2006))
ou modelos NARX polinomiais (LEVA e PIRODDI, 2002) para representar o sistema.
Assim, após a determinação da estrutura do modelo, os parâmetros são estimados. As
razões acima apresentadas justificam a utilização do modelo BW como referência e o
próximo item apresenta tal modelo com maior detalhamento.
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Modelo de Bouc-Wen (BW)

Na Figura 2.1 apresenta-se um exemplo de curva de histerese, que é uma relação
entre uma das entradas do sistema, o deslocamento x (eixo das abscissas), e a saída,
dada pela força restauradora F (eixo das ordenadas). Observa-se que a relação é um
tipo de ciclo que geralmente é obtido de duas formas: estática ou quase-estática (ABREU
et al., 2020). A curva é dita estática quando obtida a partir dos valores de estado
estacionário da saída, de acordo com a aplicação de degraus de diferentes amplitudes
em uma das entradas que foi escolhida para ser apresentada no eixo das abscissas. Por
outro lado, ao se aplicar um sinal periódico de baixa frequência com regimes de carga
(derivada positiva) e descarga (derivada negativa) na entrada escolhida do sistema,
obtém-se uma saída de mesma frequência do sinal de entrada escolhido (IKHOUANE
e RODELLAR, 2007). Nesse caso, a curva é conhecida como quase-estática, quando a
frequência da entrada tende a zero e plota-se a amplitude dessa entrada em um período
versus a amplitude da saída. Observa-se que tal relação apresentada na Figura 2.1 não
é uma função, dado que a força depende não só da entrada escolhida, mas também
dos valores passados da entrada e da saída. Exceto nos extremos de saturação, para
um dado valor de entrada, tem-se um respectivo valor de saída no regime de carga
e outro na descarga. É importante ressaltar que modelos de Bouc-Wen apresentam
comportamento histerético conhecido como independente da taxa, de modo que o formato
do laço de histerese independe da frequência de excitação da entrada.
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Figura 2.1: Exemplo de curva de histerese produzida por um modelo BW com parâme-
tros: n = 1, µ = 1, α = 1,2, β = 0,05 e A = 0,05. Exceto nos extremos de saturação, para
cada valor da entrada x, tem-se dois respectivos valores de saída F . Considerando
x0 = 0, o valor respectivo para carga (ẋ > 0) é denotado por F +(x0) representado por
(◦). Por outro lado, para descarga (ẋ < 0), tem-se F −(x0) que é representado por (◦).
As setas indicam que o par (x, F ) se move no sentido anti-horário, sendo que o ramo
superior é o regime de descarga, enquanto o ramo inferior, o de carga. Como modelos
BW apresentam histerese independente da taxa, o aumento da frequência da entrada
não gera alterações no formato do laço, sendo que nesse exemplo x = 10sen(2πt +π/2).
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BOUC (1967) propôs um modelo em que a taxa de variação do funcionalF é depen-
dente do deslocamento x no tempo e de uma função não linear g[·], cujos argumentos
são o deslocamento e a derivada temporal do deslocamento. Tal modelo é:

dF
dt

= g
[
x, sign

(dx
dt

)
, F

] dx
dt
, (2.1)

d2x
dt2 + F (t) = p(t), (2.2)

em que p(t) é a força de excitação e a saídaF , força restauradora, pode ser determinada

numericamente, se forem conhecidas as condições iniciais:
dx
dt

(t0), x(t0) e F (t0). Devido
à não linearidade da função g[·], encontrar a solução analítica do sistema não é uma
tarefa simples. BOUC (1967) introduziu uma variante da integral de Stieltjes para
explicitar a saída F :

d2x
dt2 + µ2x(t) +

N∑
i=1

zi = p(t) (2.3)

dzi

dt
+ αi

∣∣∣∣∣dx
dt

∣∣∣∣∣ zi − Ai
dx
dt

= 0, i = 1,2,. . . ,N, (2.4)

em que o modelo descrito pelas Equações 2.3 e 2.4 é conhecido como modelo de Bouc
e um detalhamento matemático mais aprofundado sobre a dedução dessas equações
pode ser encontrado em (BOUC, 1967). O conjunto de variáveis zi são dedicadas a
descrever as N forças restauradoras com comportamento histerético e, assim, torna-se
necessário estimar as N constantes αi e Ai, além de µ, sendo, por isso, um modelo
do tipo caixa cinza. WEN (1976) estendeu o modelo inicial de Bouc, adaptando-o de
forma a representar melhor o comportamento físico da histerese, permitindo que uma
variedade maior de possíveis contornos de laços pudesse ser representada. Observe
que realizando as modificações propostas e considerando uma única força restauradora
(i = 1), tem-se um modelo de única entrada e única saída, SISO (do inglês Single Input
Single Output):

ż = −α|ẋ|zn
− βẋ|zn

| + Aẋ, para n ímpar (2.5)

ż = −α|ẋ|zn−1
|z| − βẋzn + Aẋ, para n par (2.6)

em que os pontos indicam a diferenciação com respeito ao tempo e as Equações 2.3
(com i = 1), 2.5 e 2.6 são conhecidas na literatura como modelo de Bouc-Wen (BW).
No entanto, tal modelo fenomenológico apresenta grande sensibilidade aos valores
dos parâmetros, podendo levar a respostas instáveis, fato que exige atenção especial
com a estimação desses parâmetros (IKHOUANE e RODELLAR, 2007). Esse modelo é
utilizado como ponto de partida para as investigações desse trabalho, como é visto no
Capítulo 3.
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2.1.2 Identificação de Sistemas

Conforme já citado, o problema básico de identificação de sistemas é obter um
modelo que represente características de causa e efeito, a partir do conhecimento dos
dados empíricos de entradas e saídas do sistema real e de pouca ou nenhuma infor-
mação sobre a física do processo. As etapas sequenciais básicas desse processo são
apresentadas a seguir (AGUIRRE, 2007):

1. Testes dinâmicos e coleta de dados;

2. Escolha da representação matemática;

3. Determinação da estrutura do modelo;

4. Estimação de parâmetros;

5. Validação do modelo.

Detalha-se a seguir as principais etapas citadas, focando em aspectos relevantes
para sistemas histeréticos.

Testes Dinâmicos e Coleta de Dados

No contexto de identificação de sistemas existe uma dependência direta entre a
qualidade do modelo e os dados empíricos utilizados. Por isso, a elaboração de testes
dinâmicos e a coleta de dados devem constituir o primeiro passo. Para sistemas
MIMO, o primeiro passo é definir quais serão as entradas e as saídas utilizadas pelo
modelo. Além disso, é importante que as entradas selecionadas excitem o sistema nas
frequências de interesse e, por isso, devem ser escolhidos sinais de entrada apropriados
(AGUIRRE, 2007). Caso os sinais de excitação não abarquem as frequências, pontos
de operação e amplitudes desejáveis para reprodução no modelo, os algoritmos de
identificação terão dificuldades em encontrar uma estrutura factível com o objetivo da
modelagem. É importante ressaltar que a escolha das entradas também está limitada
às condições de operação do sistema: nem sempre é possível utilizar sinais que excitem
o sistema em uma faixa larga de frequência devido às limitações físicas do processo.

Ao coletar dados é importante obter conjuntos distintos: dados de identificação e dados
de validação. Tal separação se faz necessária para averiguar a validade do modelo, pois é
possível que um modelo esteja ajustado especificamente para os dados de identificação,
mas não incorpore as características fundamentais do sistema. Para que os algoritmos
de identificação tenham boa eficiência, é importante que o sinal de entrada excite o
sistema na faixa de frequências de interesse e, como a histerese é um fenômeno quase-
estático, importa que os sinais de entrada excitem o sistema em baixas frequências
(IKHOUANE e RODELLAR, 2007). Para sistemas com histerese, uma abordagem
encontrada na literatura é aplicar sinais de entrada periódicos de baixa frequência com
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características de carga e descarga, em diversas amplitudes, permitindo-se excursionar
vários laços de histerese (MARTINS, 2016).

Uma outra questão se dá pelo fato de que a maioria dos sistemas reais são contínuos
no tempo, mas em questões práticas de identificação ou controle, torna-se necessário
registrar tais valores contínuos de forma discreta, exigindo a definição de uma taxa de
amostragem que tem impacto significativo na obtenção do modelo (AGUIRRE, 2007).
O teorema da amostragem de Shannon (SHANNON, 1949) mostra que se a taxa de
amostragem for superior ao dobro da maior frequência presente no espectro do sinal
original, existe uma relação unívoca entre os valores amostrados e o sinal. Essa frequên-
cia limite, 2 vezes a maior frequência do sinal original, é conhecida como frequência de
Nyquist. Por outro lado, intervalos de amostragem muito pequenos podem gerar
mal condicionamento numérico relacionados, por exemplo, à inversão de matrizes na
etapa de estimação dos parâmetros. Dessa forma, é necessário utilizar um intervalo de
amostragem que não dificulte à reconstrução nem o processo de identificação por mal
condicionamento numérico. Em aplicações práticas tipicamente se utiliza frequência
de amostragem valendo de 5 a 10 vezes a maior componente de frequência do sinal
original (AGUIRRE, 2007). Ademais, como frequências maiores que a frequência de
Nyquist não serão bem amostradas, também é comum realizar a filtragem do sinal
original, objetivando eliminar tais frequências e evitar o efeito de falseamento ou aliasing
do sinal. Portanto, a definição desse filtro também é relevante nessa etapa.

Escolha da Representação Matemática

Existe uma variedade de modelos capazes de representar características dinâmicas
de sistemas. No contexto contínuo de modelos lineares, tipicamente os modelos são
representados por funções de transferência ou pela representação em espaço de esta-
dos (OGATA, 2000). Por outro lado, para modelos discretos também lineares, alguns
exemplos de possíveis representações abarcam: modelo de resposta ao impulso infinita
IIR (do inglês, Infinite Impulse Response), modelo autorregressivo com entradas externas
(ARX, do inglês, AutoRegressive with eXogenous inputs), modelo autorregressivo com
média móvel e entradas exógenas (ARMAX, do inglês, AutoRegressive Moving Average
with eXogenous inputs ) ou modelos de erro na saída (BILLINGS, 2013). Com o objetivo
de se modelar comportamentos não lineares, alternativas tipicamente apresentadas
na literatura envolvem: modelos de Hammerstein e Wiener, redes neurais artificiais,
funções radiais de base, neurônio neofuzzy (NFN do inglês, NeoFuzzy Neuron), repre-
sentações polinomiais e racionais NARX (do termo em inglês, Nonlinear AutoRegressive
model with eXogenous inputs ) e NARMAX (do termo em inglês, Nonlinear AutoRegressive
Moving Average model with eXogenous inputs) (AGUIRRE, 2007).

Dada a grande variedade de estruturas de modelos e a importância dessa escolha
para as etapas subsequentes, deve-se dar atenção especial à escolha da representação.
Responder algumas perguntas podem nortear essa escolha: quais comportamentos
dinâmicos são suficientes de serem representados para a solução do problema? Qual o
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grau de dificuldade de se lidar com o modelo para as aplicações a que ele se destina?
Qual tipo de modelo é tipicamente encontrado na literatura em problemas similares?

Como já apresentado, a histerese é um fenômeno severamente não linear, portanto,
uma possível representação para este tipo de fenômeno são os modelos NARX poli-
nomiais. Esses modelos são relativamente simples, além de capazes de representar
diferentes tipos de não linearidades, ao mesmo tempo que permitem a incorporação
de informações que precedam a obtenção dos parâmetros ao se utilizar uma aborda-
gem caixa cinza (NEPOMUCENO, 2002). LEVA e PIRODDI (2002) utilizaram modelos
NARX que foram capazes de representar o laço de histerese de um amortecedor mag-
neto reológico, contudo, foram encontrados modelos de alto grau de não linearidade
e com número excessivo de termos, ambos maiores que 10. MARTINS e AGUIRRE
(2016) apresentaram condições suficientes para que modelos polinomiais reproduzam
o comportamento histerético. Uma destas condições está relacionada com a escolha
adequada de regressores de entrada, sendo que um desses regressores deve ser uma
multi função da primeira diferença da entrada do sistema. Na Subseção 2.3.2 essas
questões são detalhadas, incluindo a definição do termo multi função. Nesse trabalho
foram obtidos modelos autorregressivos de baixo grau de não linearidade, compostos
por poucos regressores e que foram capazes de reproduzir a histerese para os sistemas
de BW e LuGre. Visando aproveitar a versatilidade, ao mesmo tempo que a simpli-
cidade oferecida por esses modelos e apresentadas na literatura, o Capítulo 3 utiliza
modelos NARX para a representação de histerese, abordando as recomendações dadas
em (MARTINS e AGUIRRE, 2016).

Determinação da Estrutura do Modelo

Nesta etapa, objetiva-se determinar uma estrutura o mais simples possível, mas que
ainda seja capaz de apresentar os efeitos de causa e efeito relevantes para o propósito
de modelagem. Lida-se, portanto, com os problemas de sobreajuste ou sobrepara-
metrização (overfitting) e subajuste ou subparametrização (underfitting) (BOZDOGAN,
1987). O sobreajuste ocorre quando o modelo possui uma estrutura maleável o sufi-
ciente para se ajustar aos dados de identificação, mas não incorpora as características
fundamentais do sistema. Dessa forma, o modelo tende a ser ineficiente para prover
resultados quando excitado por dados ligeiramente diferentes daqueles utilizados para
identificação. O caso de subajuste ocorre quando a estrutura do modelo é inferior em
complexidade a uma estrutura mínima que consiga reproduzir os efeitos de interesse,
sendo o modelo incapaz de apresentar as características desejadas do sistema físico.
Dessa forma, em ambos os casos tem-se a degradação da representatividade do modelo.
Isso significa que existe um compromisso na determinação da estrutura de forma que
ela seja capaz de se adequar aos dados de identificação, ao mesmo tempo que flexível
para representar o sistema quando o modelo é excitado por entradas com características
diferentes das utilizadas na identificação. Esse compromisso é conhecido como dilema
polarização-variância (NELLES, 2001).
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Em modelos lineares, o número de estruturas possíveis cresce linearmente com a
ordem do modelo, ao mesmo tempo que termos redundantes induzem cancelamentos
de polos e zeros na função de transferência. Contudo, para sistemas não lineares o
problema da escolha da estrutura é mais grave: em primeiro lugar porque o número
de estruturas possíveis cresce muito mais rapidamente e, em segundo, porque termos
redundantes tendem a degradar a dinâmica original do sistema (AGUIRRE, 2007).

A taxa de redução de erro (ERR, do inglês Error Reduction Ratio) é uma técnica
baseada em otimização mono-objetivo que busca quantificar a contribuição de cada
termo, ao explicar a variância do erro de modelagem (KORENBERG et al., 1987). Essa
técnica visa ordenar hierarquicamente os termos candidatos ao modelo, contudo ainda
é preciso estabelecer um ponto de corte que separe os termos que serão efetivamente
utilizados e aqueles que serão descartados. Uma forma de estabelecer esse ponto de
corte é conhecida como critério de informação de Akaike (AKAIKE, 1974), que busca
estabelecer uma ponderação entre a minimização do erro e o tamanho da estrutura do
modelo.

Estimação de Parâmetros

Com a estrutura do modelo determinada, faz-se necessária a estimação dos parâme-
tros envolvidos em cada termo do modelo. Diversos algoritmos podem ser utilizados
nessa etapa e a escolha deles também depende da estrutura. Existem algoritmos de
identificação baseados na minimização do erro um passo à frente ou erro de predição
conhecidos como PEM (do inglês, Prediction Error Method) e outros baseados no erro de
simulação livre. No contexto do primeiro grupo, destacam-se os algoritmos derivados
do método clássico de mínimos quadrados que podem ser utilizados para represen-
tações lineares nos parâmetros. No segundo grupo, é viável definir uma função de
custo associada ao somatório do erro quadrático médio entre os dados de saída e a
saída estimada pelo modelo ao longo de toda a janela de identificação. Dessa forma,
os parâmetros são encontrados para minimizar essa função de custo, sendo que diver-
sos algoritmos podem ser utilizados para esse fim, existindo estratégias que envolvem
computação evolucionária e otimização não linear (LUH e C.-Y., 2000; PIRODDI e
SPINELLI, 2003).

Como estruturas NARX são lineares nos parâmetros, é possível utilizar o método
clássico de mínimos quadrados (AGUIRRE, 2007). NEPOMUCENO (2002) propôs uma
metodologia caixa cinza baseada em otimização multiobjetivo para identificar modelos
NARX utilizando mínimos quadrados. Nesse estudo permite-se adicionar informações
auxiliares aos dados de identificação, tais como aquelas relativas à curva estática e aos
pontos fixos.

Validação do Modelo

As etapas anteriores permitem encontrar um conjunto de modelos para o sistema,
sendo que na etapa de validação objetiva-se verificar se os modelos obtidos incorpora-
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ram as características desejadas como propósito da modelagem. Embora seja uma etapa
de maior subjetividade, a validação permite realizar uma comparação entre os modelos
e decidir quais deles são os mais representativos do sistema. Uma questão importante
relativa a esta etapa é que ela requer dados específicos, distintos dos dados de identifi-
cação, sendo a razão disso o fato de que o modelo pode ter simplesmente representado
bem os dados de identificação, mas mesmo assim não incorporado as características
dinâmicas principais do sistema, como ocorre no problema de sobreparametrização.

Além disso, a histerese é um fenômeno quase-estático, o que justifica a utilização de
sinais de entrada de baixa frequência para a verificação do fenômeno (IKHOUANE e
RODELLAR, 2007). Para verificar a validade do modelo no entorno de várias regiões de
operação, é importante que a validação seja feita para diferentes pontos de operação e
amplitudes, de forma que se possa excursionar vários laços de histerese. Também pelo
fato do fenômeno ser característico em baixas frequências é importante se preocupar
com o impacto do ruído nos dados de saída, pois tipicamente o efeito do ruído tende a
tornar os laços de histerese menos evidentes (IKHOUANE e RODELLAR, 2007).

2.2 Algoritmos Evolutivos

No Capítulo 3 é utilizado um algoritmo evolutivo para estimar parâmetros de
modelos BW. Por essa razão, são apresentados tanto os fundamentos conceituais quanto
a notação que é utilizada no capítulo referido para a formalização do algoritmo. Existe
uma vasta literatura envolvendo algoritmos de computação evolucionária, sendo que
o objetivo desta seção é apenas dar uma ideia fundamental para o entendimento do
algoritimo desenvolvido nesta dissertação. Um estudo mais detalhado sobre os temas
envolvidos nesta seção está descrito em (EIBEN e SMITH, 2003).

Em algoritmos evolutivos, o cromossomo é um vetor que contém a representação
codificada de um indivíduo, enquanto o gene é um elemento com uma posição deter-
minada em um cromossomo (EIBEN e SMITH, 2003). O conjunto de cromossomos é
conhecido como espaço genotípico.

Em problemas de estimação de parâmetros de modelos SISO, tipicamente é utilizada
a codificação real. Nessa codificação, cada gene possui um valor real que representa
cada parâmetro do modelo. Assim, para uma população de Npop indivíduos (modelos)
com nv genes, o i-ésimo indivíduo possui cromossomo ~pi, que é um vetor de dimensão
nv × 1. Cada cromossomo pode ser avaliado via uma função de adaptação que permite
comparar indivíduos entre si (FLEMING e PURSHOUSE, 2002). Os dados u(k) e ys(k),
k ∈ {1,2,. . . ,N} são conhecidos e são obtidos amostrando-se regularmente u(t) e ys(t) que
são, respectivamente, a entrada e saída do sistema.

Alguma medida de desempenho é então utilizada para comparar modelos, codifi-
cados como cromossomos no algoritmo. Neste trabalho foi utilizado o MAE (do inglês,
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Mean Absolute Error):

MAEi =
1
N

N∑
k=1

|yi(k) − ys(k)|, (2.7)

em que yi é a saída do i-ésimo modelo. O objetivo é encontrar o modelo com menor
MAE, ~p∗. Existem algumas vantagens de se utilizar o índice MAE ao invés de índices
que envolvem o erro quadrático como a Raiz do Erro Médio Quadrático, RMSE (do
inglês, Root Mean Error Square). Tais vantagens estão relacionadas ao fato de que índices
que incluem medidas de erro quadrático tendem a crescer mais (e não necessariamente
de forma monotônica) com o aumento da variabilidade dos erros de magnitudes em
comparação com o índice MAE. Além disso, índices quadráticos não apresentam uma
interpretação direta e inequívoca quanto o índice MAE. Uma discussão detalhada sobre
essas vantagens pode ser encontrada em (WILLMOTT e MATSUURA, 2005).

No transcorrer de um algoritmo evolutivo existem algumas operações típicas como:
seleção para cruzamento, cruzamento, mutação e seleção dos sobreviventes. A cada
vez que uma sequência dessas operações é concluída, finaliza-se uma geração, sendo
o número de gerações Nger geralmente utilizado como critério de parada. Na seleção
para cruzamento, um método típico é o torneio: dois indivíduos são escolhidos ale-
atoriamente e o mais adaptado é selecionado para o cruzamento (EIBEN e SMITH,
2003). O número de pais selecionados é determinado pela probabilidade de cruza-
mento, Pc. Com dois desses pais selecionados, o cruzamento aritmético consiste em
uma combinação convexa dos genes desses pais:

~f = α~p1 + (1 − α)~p2, (2.8)

sendo ~p1 e ~p2 os cromossomos dos pais, ~f , o cromossomo do filho gerado eαum parâme-
tro aleatoriamente escolhido a cada operação. Tal parâmetro determina a proximidade
do filho a cada um desses pais. O número de mutações é definido pela probabilidade
de mutação Pm e essa operação gera um novo indivíduo a partir de um outro aleatori-
amente escolhido. Como o indivíduo possui nv genes, o p-ésimo gene, p ∈ {1,2,. . . ,nv}

é escolhido via amostragem de uma distribuição normal centrada em zero e de desvio
padrão σp, em que σp é elemento do vetor ~σ = [σ1,. . . ,σnv].

Na seleção de sobreviventes, um subconjunto de indivíduos é preservado. Para
isso, utiliza-se algum critério de elitismo, de forma a se reduzir as chances de uma
busca meramente aleatória. Em problemas não convexos, o elitismo exagerado pode
gerar convergência prematura, isto é: a população fica presa em torno de um mínimo
local.

Visando evitar o inconveniente de convergência prematura, uma estratégia que
pode ser utilizada é a preservação de nichos. Tal abordagem visa promover uma
busca global, consistindo na divisão dos indivíduos em nichos onde são selecionados
os sobreviventes. Ademais, essa estratégia pode ser combinada com uma busca local
após um número determinado de gerações. Por fim, é importante ressaltar que esses
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algoritmos tendem a ser computacionalmente custosos e não garantem que a solução
ótima seja encontrada. Tais algoritmos também não garantem que o modelo seja
estável, sendo que essa condição pode ser alcançada com a inclusão de restrições
aos parâmetros. No caso do projeto de uma entrada de excitação coerente conforme
detalhado na Subseção 3.2.1, modelos instáveis levarão a resultados de índice MAE
elevados, sendo, portanto, descartados devido aos critérios de elitismo do algoritmo.

2.3 Modelos NARX polinomiais

Modelos NARX (do inglês, Nonlinear Autoregressive model with eXogenous input)
polinomiais são modelos discretos, que descrevem sistemas não lineares por meio de
combinações de versões passadas das entradas e da saída do sistema. Na literatura
podem ser encontradas diversas aplicações desse tipo de modelo nos contextos de
modelagem e controle (NICOLAO et al., 1997; LEVA e PIRODDI, 2002; PIRODDI e
SPINELLI, 2003; BASSO et al., 2005). Isso se deve principalmente à simplicidade
desses modelos, sendo uma representação SISO para um modelo NARX,MNARX, assim
definida (LEONTARITIS e BILLINGS, 1985):

MNARX : y(k)= f `
(
y(k−1), . . . ,y(k−ny),u(k−τd), . . . ,u(k−nu)

)
+e(k), (2.9)

em que y(k), u(k) ∈ R são, respectivamente, séries temporais da saída e da entrada
obtidas por amostragem dos sinais contínuos de entrada, u(t), e saída, y(t), a partir
de um intervalo de amostragem Ts. A saída y(k) é calculada a partir de uma função
polinomial f `(·), em que ` ∈N+ é o grau de não linearidade, sendo tal função formada
pela combinação de termos da entrada u(k) e suas versões atrasadas, bem como das
versões atrasadas da própria saída. Os máximos atrasos da saída e da entrada são
denotados por ny e nu, enquanto o atraso puro de tempo, por τd ∈ N+ . O termo e(k)
representa as incertezas relacionadas ao processo de modelagem, incluindo o ruído.
Cada parcela deMNARX pode ser qualquer combinação linear e não linear de u(k) e y(k)
até o grau `, sendo tais parcelas multiplicadas por um parâmetro de valor constante.
Neste trabalho, o parâmetro do i−ésimo termo é indicado por θi, de modo que tais
modelos são lineares nos parâmetros.

2.3.1 Análise em Estado Estacionário

Considerando u(k) = ū e y(k) = ȳ, ∀k, obtém-se a relação em estado estacionário do
modelo (2.9):

M̄NARX : ȳ = f̄ `(ū,ȳ),

que, para um valor conhecido de ū, pode ser reescrita como:

cy, `y(ū)ȳ`y + cy, `y−1(ū)ȳ`y−1 + . . . + cy,1(ū)ȳ + cy,0(ū) = 0, (2.10)
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em que 1 ≤ `y ≤ ` é o grau de não linearidade do modelo estático M̄NARX, dos quais
os coeficientes cy,i, i = 0, . . . ,`y usualmente dependem de ū. Resolvendo (2.10) para a
incógnita ȳ, as `y raízes desse polinômio são encontradas. Tais raízes são denotadas
como pontos fixos do modelo (2.9), sendo uma definição para esse termo apresentada
a seguir.

Definição 2.3.1. [Pontos fixos (AGUIRRE e MENDES, 1996)]. A análise em estado
estacionário do modeloMNARX (2.9) é realizada considerando y(k)=ȳ,∀k e u(k)=ū,∀k,
ȳ = f̄ `(ȳ,ū), cujas soluções ou raízes ȳ (2.10) para um dado valor constante da entrada
ū são definidas como pontos fixos ou pontos de equilíbrio deMNARX.

A condição para estabilidade local dos pontos fixos é obtida encontrando os auto-
valores da matriz Jacobiana deMNARX (2.9) avaliados em cada ponto fixo:∣∣∣∣∣eig

(
∂ f `

∂y

∣∣∣∣
ū,ȳ

) ∣∣∣∣∣ < 1, (2.11)

sendo y = [y(k − 1) . . . y(k − ny)]T, T é a transposta e eig(•) indica os autovalores.

2.3.2 Utilização de Modelos NARX para Representação de Histerese

Para representação de histerese, modelos NARX identificados via abordagens caixa-
preta tipicamente não são capazes de representar o laço de histerese. Inicialmente,
considere a seguinte definição para o termo multi função:

Definição 2.3.2. [Multi função (MARTINS e AGUIRRE, 2016)]. Seja φ(·) : R → R e
∆x(k) = x(k) − x(k − 1), a primeira diferença ou velocidade da entrada. φ[∆x(k)] é uma
multi função se:

φ[∆x(k)] =


φc se ∆x(k) > ε
φn se ∆x(k) = ε
φd se ∆x(k) < ε.

(2.12)

sendo ε ∈ R, φc , φn , φd. φc = f1[x(k)], φd = f2[x(k)] e f3[x(k)].

Note que a função sinal da velocidade atende à definição 2.3.2 com φc = 1, φn = 0,
φd = −1 e ε = 0. MARTINS e AGUIRRE (2016) mostraram que a inclusão de uma multi
função da primeira diferença da entrada é uma condição suficiente para que modelos
NARX polinomiais reproduzam o laço de histerese quando excitados por entradas
do tipo carga descarga. Uma vez que função sinal é uma multi função, é possível
representar sistemas histeréticos incluindo a primeira diferença da entrada u(k) e a
função sinal dessa primeira diferença (MARTINS e AGUIRRE, 2016; ABREU et al.,
2020). Para essa representação, utiliza-se um modelo NARX estendido (BILLINGS e
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CHEN, 1989) com os regressores mencionados, denotado porMNARX,h:

MNARX,h : y(k) = g`
(
y(k − 1), · · · ,y(k − ny),u(k − τd), · · · ,

u(k − nu),φ1(k − 1), φ2(k − 1)
)

+ e(k), (2.13)

em que φ1(k)=u(k)−u(k−1), φ2(k)=sign(φ1(k)), g`(·) é uma função polinomial de regres-
sores até o grau ` e os outros parâmetros são os mesmos que foram definidos em (2.9).
Para modelos do tipo (2.13), existem dois conjuntos de pontos de equilíbrio para a
parte determinística: um conjunto para o regime carga φ2(k)=1 e outro para descarga
φ2(k)=−1 (MARTINS e AGUIRRE, 2016).

No processo de identificação deMNARX,h, alguns regressores candidatos podem ser
excluídos, independente dos atrasos τu e τy, reduzindo o espaço de busca:

(i) yp(k − τy), yp(k − τy)φ1(k − τu)q e yp(k − τy)φ2(k − τu)q para p>1, ∀q
(AGUIRRE e MENDES, 1996),

(ii) φq
2(k − τu) para q > 1 (MARTINS e AGUIRRE, 2016),

(iii) yp(k − τy)um(k − τu) e um(k − τu), ∀p,m ABREU et al. (2020).

Recentemente, ABREU et al. (2020) mostraram que, ao se excluir os regressores (i),
(ii) e (iii), é possível que o modelo seja capaz de permanecer em seu estado atual para
entradas que se tornam constantes. Para isso, também é necessário garantir que a soma
de todos os parâmetros de termos lineares da saída seja 1,

∑
y = 1. Tal restrição faz com

que o modelo apresente um continuum de soluções em estado estacionário. Assim, o
comportamento histerético é bem estimado até mesmo para entradas que, a princípio
eram variantes no tempo, contudo, tornam-se constantes a partir de algum instante.
Além disso, caso a entrada torne-se constante para um mesmo valor, mas em regimes de
carga e descarga, sistemas histeréticos alcançam valores de saída diferentes nesses dois
regimes, devido às diferenças de ganho existentes nos laço de carga e descarga. Dessa
forma, os autores mostraram que modelos que utilizam as restrições mencionadas,
apresentam essa característica em estados estacionário, enquanto que modelos que não
as utilizam, tendem a ser pouco representativos nesse cenário.

2.3.3 Determinação de Estruturas

MENDES e BILLINGS (2001) mostraram que, para modelos NARX, a expansão do
espaço de busca aumenta de forma muito rápida com o aumento do máximo grau
de não linearidade e do máximo atraso dos regressores. Para sistemas com histerese,
LEVA e PIRODDI (2002) apresentaram um modelo polinomial NARX de grau de não
linearidade maior do que dez, o que acarreta um alto custo computacional. De forma
a lidar com esse aumento rápido do espaço de busca, torna-se necessário o estudo de
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técnicas para reduzir tal espaço, visando eliminar termos candidatos que não agre-
guem representatividade ao modelo. Além disso, a inclusão de termos candidatos não
representativos pode gerar fenômenos indesejados, destruindo a dinâmica desejada
do sistema. AGUIRRE (1997) mostrou que o conhecimento a priori pode ser utilizado
na eliminação desses termos candidatos não representativos. A seguir, apresentam-se
algumas técnicas que visam lidar com o problema da determinação de estruturas.

Algoritmo ERR

A taxa de redução de erro (ERR, do inglês Error Reduction Ratio) é uma técnica
baseada em otimização mono-objetivo que busca quantificar a contribuição de cada
termo, ao explicar a variância do erro de modelagem (KORENBERG et al., 1987). Para
definir a taxa de redução do erro, considere o seguinte modelo para um sistema NARX:

y(k) =

nθ∑
i=1

ĝiwi(k − 1) + ξ(k), (2.14)

sendo ξ(k), o erro de modelagem, y(k), a saída do modelo constituído por nθ parâmetros,
ĝi cada elemento do vetor de parâmetros g e wi, cada regressor do modelo que deve
ser ortogonal aos dados. Ao tomar o valor médio de y(k)2 sobre os dados, é possível
encontrar a seguinte expressão (AGUIRRE, 2007):

1
N

N∑
k=1

y(k)2 =

nθ∑
i=1

ĝi
2wi

Twi + ξTξ. (2.15)

A taxa de redução do erro devido à inclusão do i-ésimo regressor pode ser dada pela
seguinte razão:

|ERRi| =
ĝi

2wi
Twi

yT y
. (2.16)

Observa-se que a inclusão de cada termo ao modelo faz com que a variância do
erro de modelagem diminua. O índice |ERRi| visa quantificar a contribuição do i-ésimo
termo na redução desta variância. Um critério que pode ser utilizado para a escolha
dos regressores é considerar aqueles cujo índice seja maior, reduzindo o número de
termos candidatos. Essa técnica visa ordenar hierarquicamente os termos candidatos
ao modelo, contudo ainda é preciso estabelecer um ponto de corte que separe os termos
que serão efetivamente utilizados e aqueles que serão descartados.

O Critério de Akaike

O critério de informação de Akaike (AKAIKE, 1974) é uma ferramenta que per-
mite estimar o número de termos que devem ser incluídos no modelo com base na
minimização de uma função de custo. A ideia básica é que a adição de novos termos
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candidatos aumenta a complexidade do modelo, permitindo um melhor ajuste aos
dados de identificação. Isso significa que o erro sistemático ou erro de polarização
σ2

erro(nθ) deve diminuir, contudo, o aumento da complexidade não necessariamente
garante uma melhor generalização do modelo sobre outras massas de dados. Dessa
forma, tal critério visa penalizar o aumento do número de termos do modelo. A função
de custo de Akaike é definida como:

JAIC(nθ) = Nln[σ2
erro(nθ)] + 2nθ. (2.17)

Portanto, a função de custo acima tende a atingir um valor mínimo para um dado
número de termos do modelo nθ. Esse valor é ótimo no sentido de minimizar a função
de custo JAIC(nθ), contudo, este critério é puramente estatístico, não sendo garantido que
o modelo obtido seja válido do ponto de vista de identificação.

2.3.4 Estimação de Parâmetros

O modelo (2.9) possui como termos as combinações possíveis entre as saídas e
entradas considerando os máximos atrasos e o grau de não linearidade. Como f `(·) é
uma função polinomial, o modelo é linear nos parâmetros e, portanto, pode ser escrito
como uma regressão linear:

y(k) = ψT
k−1
θ̂ + ξ(k), (2.18)

sendo ψT
k−1

, o vetor de regressores considerados até o instante k− 1, θ̂, o vetor de parâ-
metros a serem estimados e ξ(k), o resíduo gerado no instante k, isto é: o erro cometido
pelo modelo ψT

k−1
θ̂, ao tentar explicar y(k). A partir de uma massa de dados de iden-

tificação, podem ser impostas restrições que compõem um sistema sobredimensionado:

y = Ψθ̂ + ξ, (2.19)

sendo y, o vetor de saídas retiradas dos dados de identificação e Ψ, a matriz de
regressores. A equação matricial 2.19 pode ser utilizada para se estimar o vetor θ̂,
utilizando algoritmos de identificação de um passo à frente, como é o caso do método
clássico dos Mínimos Quadrados (MQ) aplicado sobre o sistema sobredimensionado.
A solução estimada via MQ, objetivando minimizar a soma dos quadrados dos erros,
ξTξ, é:

θ̂MQ = [ΨTΨ]−1ΨT y. (2.20)

Quando o erro na equação de regressão é autocorrelacionado, o estimador de míni-
mos quadrados clássico acaba sendo polarizado. Isso tipicamente ocorre na presença
de ruído, sendo comum adicionar termos de média móvel (MA, do inglês moving ave-
rage), resultando em modelos não lineares nos parâmetros. Uma forma de contornar
este problema é utilizar o estimador Estendido de Mínimos Quadrados (EMQ). Tal
algoritmo iterativo utiliza os resíduos da iteração anterior para estender a matriz de
regressores, sendo executado até um critério de convergência ser alcançado, conforme
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é ilustrado nos seguintes passos (AGUIRRE, 2007):

1. A partir dos dados disponíveis, determine os parâmetros via MQ clássico:

θ̂MQ = [ΨTΨ]−1ΨT y ;

2. Calcule o vetor de resíduos fazendo ξ1 = y −Ψθ̂MQ;

3. Defina a iteração i = 2

4. Monte a matriz estendida de regressores: Ψi
∗ = [Ψ

... ξi−1];

5. Estime via MQ o novo vetor de parâmetros para a iteração atual:

θ̂∗
EMQi

= [Ψi
T∗Ψi]−1Ψi

T∗y

6. Determine o vetor de resíduos da iteração atual: ξi = y −Ψi
T∗θ̂∗

EMQi

7. Caso não se tenha alcançado a convergência do vetor de parâmetros θ̂∗
EMQi

, faça
i = i + 1, voltando ao passo 4.

Em cenários de identificação caixa cinza, é possível incluir restrições aos parâmetros.
No contexto de mínimos quadrados, o método que inclui tais restrições é conhecido
como Método de Mínimos Quadrados com Restrições (MQR). Para apresentar tal mé-
todo, considere um conjunto de nr restrições organizadas de forma vetorial como:

c = Sθ, (2.21)

em que c ∈ Rnr×1 e S ∈ Rnr×nθ são conhecidos. O objetivo é encontrar o vetor θ ∈ Rnθ×1

que minimiza o somatório dos quadrados dos erros e satisfaz o conjunto de restrições
(2.21):

θ̂MQR = arg min
[
ξTξ

]
. (2.22)

sujeito a: c = Sθ

Uma solução em batelada para esse problema foi dada em (DRAPER e SMITH,
1998):

θ̂MQR = (ΨTΨ)−1ΨT y − (ΨTΨ)−1ST[S(ΨTΨ)−1ST]−1
(
Sθ̂MQ − c

)
, (2.23)

em que θ̂MQ é solução do método clássico dada por 2.20. Esse algoritmo foi utilizado em
uma estratégia caixa cinza proposta por ABREU et al. (2020) para garantir Σy = 1. Os
algoritmos apresentados nesta subseção são utilizados neste trabalho para a estimação
de parâmetros de modelos NARX.
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2.4 Formulação do Problema de Compensação

O problema central abordado neste trabalho é a compensação de não linearidades,
de forma que esta seção objetiva formular matematicamente tal problema. Considera-
se um sistema S SISO dinâmico e não linear que ao ser excitado por uma entrada u(t),
produz uma saída ys(t). Sobre o sistema S, assume-se que:

Proposição 2.4.1. S é um sistema BIBO (do inglês, Bounded Input - Bounded Output)
estável em malha aberta, isto é: uma entrada limitada aplicada ao sistema S gera uma
saída limitada.

Assume-se que um modelo M foi identificado para S, o que pode ser feito, a
princípio, por meio de um conjunto de N amostras coletadas de S, ZN = {u(k), ys(k)}Nk=1.
O objetivo é projetar um compensador Mr de modo que a combinação em malha
aberta de Mr com S gere uma relação aproximadamente linear entre a referência a
ser seguida r(t) e a saída do sistema compensado yc(t), fazendo, portanto com que o
sistema compensado se torne mais dócil ao controle quando comparado ao caso não
compensado. A Fig. 2.2 apresenta a situação previamente descrita, sendoMr projetado
para determinar uma entrada de compensação m(t) que reduza os efeitos não lineares
presentes emS. Dessa forma, espera-se que para uma referência r(t), a saída do sistema
compensado yc(t) se aproxime de r(t).

Referência

r(t)

Compensador

m(t)
Mr

Sistema

Saída
S

yc(t)

Entrada de
Compensação

Figura 2.2: Diagrama de blocos do sistema compensado.

Matematicamente, deseja-se que J[r(t), yc(t)] < J[u(t), ys(t)], em que J é alguma fun-
ção de custo de proximidade, como o erro quadrático médio, por exemplo. Em outras
palavras: r(t) e yc(t) devem ser mais próximas entre si do que que a entrada u(t) e a
saída ys(t) do sistema não compensado. Uma observação importante é que da forma
como o problema foi apresentado, não se definiu a representação matemática para o
modeloM, sendo importante que a representação escolhida seja capaz de representar
os aspectos não lineares fundamentais de S.

2.5 Compensação e Controle de Sistemas Histeréticos

A histerese é frequentemente vista como uma característica negativa para sistemas
de controle. Essa visão se relaciona às dificuldades adicionais que o fenômeno impõe,
dado que diferentes estados da saída podem ser obtidos para um mesmo valor da
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entrada, dependendo da memória do sistema. Os efeitos adversos incluem uma piora
significativa nas margens de ganho e de fase de sistemas que apresentam tal fenô-
meno, dificultando a obtenção de erros pequenos para o problema de rastreamento
(KYPRIANOU et al., 2001; DEVASSIA et al., 2007).

Tipicamente na literatura, problemas de controle envolvendo sistemas com histerese
estão relacionados ao problema de seguimento de trajetória com aplicações diversas:
atuadores piezoelétricos, amortecimento magnético, sistemas de nano posicionamento,
ligas com memória de forma, dentre outros (HASSANI et al., 2014). Esta seção visa
apresentar alguns trabalhos realizados no contexto de compensação e controle de siste-
mas histeréticos, de forma a apresentar as ideias tipicamente utilizadas nesse contexto
que inspiraram esta dissertação.

2.5.1 Compensadores

Na literatura, utiliza-se o termo controle antecipatório ou controle antecipativo ou feed-
forward para designar o que neste trabalho definimos como compensação. Dessa forma,
esse tipo de proposta ocorre em malha aberta e utiliza um modelo com características
inversas àquelas da planta que desejam ser eliminadas ou atenuadas. Por questões
de clareza, este trabalho evita o termo controle para esse tipo de procedimento, de
modo a reservar o termo controle para o contexto de malha fechada. O desempenho
da compensação depende muito da qualidade do modelo inverso para apresentar bons
resultados, embora tenha a vantagem de não necessitar de equipamentos adicionais
para realizar o fechamento da malha.

• RAKOTONDRABE (2011)

O primeiro artigo a ser tratado neste item foi publicado no periódico IEEE Tran-
sactions on Automation, Science and Engineering (RAKOTONDRABE, 2011). Segundo o
banco de dados Web of Science, tal artigo possui um total de 212 citações, desde sua
publicação em 2011, até o dia 30/10/2020.

RAKOTONDRABE (2011) utilizou um modelo BW para compensar a histerese de
um atuador piezoelétrico por meio de uma estratégia antecipativa. O atuador consiste
em uma viga de seção transversal retangular que possui duas camadas justapostas:
uma delas ativa, apresentando o efeito piezoelétrico, e outra passiva feita de níquel.
Ao se aplicar uma tensão elétrica U à camada ativa, ela sofre uma deformação me-
cânica de contração ou expansão e, estando as camadas unidas, é possível medir um
deslocamento y em relação ao eixo horizontal que é definido pela posição das placas na
ausência de tensão elétrica. Esse tipo de material é utilizado em aplicações que exijam
alto grau de precisão e exatidão, como por exemplo a produção de componentes micro-
eletrônicos. Um problema que compromete a exatidão necessária a essas aplicações é o
fato de que materiais piezoelétricos apresentam comportamento histerético que pode
ser observado ao se plotar a curva quase-estática U × y, de forma que estratégias de
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controle são alternativas para compensar esse efeito. O autor argumenta que existem
dificuldades relacionadas ao controle em malha fechada: os sensores necessários ten-
dem a ser volumosos e caros, justificando a utilização de uma abordagem antecipativa.
O autor também justifica que embora tal estratégia não seja capaz de rejeitar pertur-
bações, os objetos a serem posicionados possuem massas desprezíveis, o que torna o
efeito de carga insignificante.

Para compensar a histerese, o autor estimou os parâmetros de um modelo de Bouc-
Wen que seria capaz de representar os dados de histerese da planta por meio da
identificação baseada em técnicas de filtragem não linear. Os dados de identificação e
validação foram obtidos aplicando sinais senoidais cuja amplitude máxima foi de 80
V. Como o modelo é quase-estático, utilizaram-se frequências baixas o suficiente para
evitar o efeito dinâmico de atraso de fase e não tão baixas de forma que os efeitos
de deslizamento na curva de histerese fossem desprezíveis. Experimentalmente, o
efeito de deslizamento pôde ser visto na curva para frequências menores que 0,01
Hz, enquanto que o atraso de fase para frequências maiores que 5 Hz. Dessa forma,
optou-se por uma frequência intermediária de 0,1 Hz e os resultados de validação
corroboraram que o modelo obtido foi capaz de capturar o comportamento histerético.

Utilizou-se uma planta composta por um atuador piezoelétrico conectado com um
sistema de controle de tempo real para a obtenção de resultados experimentais. A partir
do modelo inverso do modelo BW obtido na etapa de identificação, a compensação
de histerese foi imposta à planta e os resultados obtidos foram capazes de eliminar
praticamente por completo a histerese inicial que era próxima de 56%, tendo o sistema
linearizado ganho unitário. Com a utilização do compensador, foi possível alcançar
o rastreamento, enquanto que sem essa compensação o seguimento de trajetória foi
comprometido, além do que o sistema compensado possui atraso de fase próximo de
3°, enquanto que sem a compensação o atraso foi de 16°. Conforme as considerações
iniciais feitas, o modelo é válido para frequências entre 0,01 e 5 Hz, onde se resolve o
problema de rastreamento. Devido à importância desse artigo para a realização deste
trabalho, maiores detalhes são fornecidos no Capítulo 3.

• WEBER (2013)

O segundo artigo a ser tratado foi publicado em Smart Materials and Structures
sendo de autoria de WEBER (2013). Esse artigo trata da aplicação de compensação a
um amortecedor magneto-reológico (MR) visando a melhora de desempenho no con-
texto de seguimento de trajetória. Fluidos magneto-reológicos são um tipo de fluido
inteligente (smart fluid), compostos por um óleo que contém partículas com proprieda-
des magnéticas. Na ausência de campos magnéticos, o óleo mantém uma viscosidade
próxima à de óleos lubrificantes convencionais utilizados em automóveis, contudo,
ao ser submetido a um campo magnético, tal fluido aumenta sua viscosidade brusca-
mente em um intervalo da ordem de milissegundos. Ademais, o fluido pode retornar
à condição de líquido em velocidade similar a partir da remoção do campo magnético.
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Essas características podem ser aproveitadas para a construção de amortecedores reo-
lógicos aplicáveis no sistema de suspensão de automóveis, na fabricação de próteses e
no amortecimento de abalos sísmicos para a construção civil.

Nesse trabalho, o autor propõe um modelo composto pelo modelo clássico de Bouc-
Wen acrescido a um filtro de segunda ordem para modelar o efeito de Stribeck. Tal
efeito de fricção pode ser visto pelo efeito de ultrapassagem ou overshoot em um gráfico
v× F, onde v é a velocidade do amortecedor e F é a força normalizada, como mostrado
na Figura 2.3. Ademais, a figura mostra que o aumento da corrente tende a alargar o
laço de histerese, a partir de efeitos lineares e não lineares.

Figura 2.3: Exemplo de curva de histerese típica em amortecedores magneto-reológicos
obtida via simulação - extraído de (WEBER, 2013).

A Figura 2.4 apresenta a ideia básica do esquema de compensação proposto, em que
a força de controle desejada, fdes, é calculada com base nas variáveis de estado, deslo-
camento x e a velocidade de deslocamento ẋ. Em seguida, x, ẋ e fdes são utilizados para
a estimativa da corrente desejada, ides que, por fim, alimenta o modelo BW juntamente
com x e ẋ para se calcular a força a ser aplicada no amortecedor MR. A estimativa da
corrente desejada é realizada por meio de blocos BW idênticos alimentados por corren-
tes constantes e pelas variáveis de estado. Cada bloco i gera como saída uma força fi,
sendo a corrente desejada calculada como uma interpolação linear por partes dessas
forças. A corrente desejada é restrita a um intervalo definido [0, imax].

O modelo exige uma quantidade considerável de parâmetros que foram estimados
experimentalmente por tentativa e erro, de forma a garantir que diversas caracterís-
ticas dinâmicas e estáticas fossem apresentadas. A compensação baseada no modelo
apresentado foi testada para referências que são consideradas padrões (benchmark),
dado que permitem apresentar os efeitos dinâmicos em estudo. Os autores mostraram
que, além de não sofrer com instabilidades de origem numérica, o esquema proposto é
capaz de resolver o problema de rastreamento com um erro inferior a 8% para ambos
os casos testados.

O caso de utilização de estratégias de compensação tem validade no contexto de
sistemas com histerese, embora tenha uma dependência considerável da qualidade do
modelo. Muitas vezes a obtenção do modelo não é simples, visto que os modelos
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Figura 2.4: Modelo de compensação de histerese - extraído de (WEBER, 2013).

acabam por exigir uma quantidade elevada de parâmetros que devem ser estimados
o que, por vezes, é feito por técnicas de tentativa e erro (WEBER, 2013). Além disso,
em alguns casos exige-se a estabilização do sistema que é tipicamente provida por
um sistema de controle em malha fechada. O próximo item apresenta o caso em que
compensadores são utilizados juntamente com controladores realimentados.

2.5.2 Controladores Realimentados e Compensadores

Nesta subseção são apresentados técnicas e resultados em que controladores reali-
mentados são usados em cascata com compensadores. A função dos compensadores é
tornar o sistema mais dócil ao controle realimentado que permite a rejeição às pertur-
bações.

• TAO e KOKOTOVIC (1995)

O artigo a ser inicialmente citado neste tópico foi publicado em IEEE Transactions on
Automatic Control sendo de autoria de TAO e KOKOTOVIC (1995). Segundo o banco de
dados Web of Science, tal artigo possui um total de 411 citações, desde a sua publicação
em 1995, até o dia 30/10/2020. Nesse artigo é proposta uma técnica de controle adap-
tativo para plantas compostas por uma dinâmica linear e uma característica histerética
inicialmente desconhecida. Os objetivos de controle são estabilizar o sistema e garantir
o rastreamento de uma entrada de referência na presença de histerese. Assume-se que

o modelo linear da planta no domínio de Laplace, G(s) = kp
Z(s)
P(s)

pode ou não ser co-

nhecido, sendo kp uma constante escalar e os polinômios Z(s) e P(s) mônicos, enquanto
que a característica de histerese deve ser estimada de maneira adaptativa. A saída y(t)
do sistema é obtida a partir das equações abaixo:

u(t) = H(v(t))

U(s) = L{u(t)}

y(t) = L−1
{G(s)U(s)}.
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O modelo de histerese é construído por partes, a partir de segmentos de retas e
semirretas do plano quase-estático v × u que determinam um laço H(·), no qual ocorre
histerese e que é parametrizado pelas constantes mt, ct, mb, cb, mr, cr, ml, cl. Embora o
modelo de histerese utilize vários parâmetros, devido à sua concepção por partes de
segmentos e semirretas, a obtenção do modelo inverso torna-se simplificada, embora
não descreva características polinomiais de grau superior a um no plano v × u. Tais
constantes devem ser estimadas de forma adaptativa a partir dos dados e, assim, o
modelo inverso é colocado em cascata com o sistema, visando compensar a histerese.

Os resultados de simulação mostraram que a utilização de controladores sem a
compensação de histerese apresenta erro crescente de rastreamento com a evolução do
tempo. Contudo, ao se adicionar o modelo inverso de histerese, o esforço de controle
torna-se menor e o erro de rastreamento também é reduzido, seja com a utilização de
um controlador linear adaptativo ou não o utilizando. Ademais, se for adicionado,
o controle realimentado tende a reduzir o erro de rastreamento. Embora o erro de
seguimento tenda a zero com a evolução do tempo, existe um erro considerável até
a estimação convergir para valores de parâmetros próximos aos parâmetros ótimos,
além de se exigir um elevado custo computacional ao se fazer tal estimação de forma
online.

• GE e JOUANEH (1997)

O próximo artigo a ser tratado foi publicado em Precision Engineering sendo de
autoria de GE e JOUANEH (1997). Segundo o banco de dados Web of Science, tal artigo
possui um total de 286 citações, desde a sua publicação em 1997, até o dia 01/07/2018.
Esse trabalho objetiva apresentar uma solução para o problema de seguimento de
trajetórias senoidais em um atuador piezo cerâmico. Tal solução se baseia em um
compensador, além de um controlador PID que tende a melhorar o desempenho do
sistema controlado. Para modelar o comportamento histerético, os autores utilizaram
o modelo de memória não local de Preisach. Não linearidades com memória não local
se caracterizam pelo fato de que existem uma gama variada de curvas que podem
representar o comportamento futuro, visto que cada curva depende de uma sequência
passada de extremos da entrada (ALMEIDA et al., 2003).

A partir de tal modelo, obteve-se o modelo inverso da característica histerética que
exigiu o cálculo da inversa de funções integrais. Embora seja custoso encontrar tal
modelo inverso, a compensação é capaz de linearizar o sistema. Contudo, uma outra
dificuldade também se apresenta: devido à alta complexidade, o modelo linearizado é
válido somente ao longo do laço principal de histerese. Tal fato limita a utilização de
diversos sinais de entrada, dado que é essencial garantir que o sistema não excursione
por laços secundários de histerese.

Como esperado, o erro de seguimento de trajetória é considerável em malha aberta.
Utilizando somente o controlador PID, ocorre redução nesse erro, embora os resultados
obtidos sejam inferiores à utilização exclusiva do compensador. Os melhores resultados
são obtidos ao se combinar as duas estratégias.



2.5 Compensação e Controle de Sistemas Histeréticos 31

• CHEN et al. (2013)

Por fim, apresenta-se o artigo de CHEN et al. (2013) que propõe uma técnica de
controle feedforward combinada com feedback para atuadores piezoelétricos. Os autores
apresentam um modelo modificado de Prandtl-Ishlinkskii, de forma a representar
características de histerese assimétricas em relação à origem, visto que o modelo original
não apresenta essa propriedade. Os modelos foram identificados e o controle foi
executado para uma faixa estreita de frequências, considerando o caso simplificado em
que a histerese é independente da frequência. Para estimar os parâmetros do modelo,
o atuador foi excitado por uma senoide de 0,5 Hz, sendo o deslocamento medido por
um sensor de laser. O modelo inverso foi obtido e um compensador foi proposto para
linearizar o sistema. Três sinais de frequência dominante próxima a 0,5 Hz foram
utilizados como referência para rastreamento, sendo o sistema de controle testado
em duas abordagens: somente compensação e pela combinação de compensação com
realimentação.

O uso somente de compensação foi capaz de linearizar o sistema e resolver o pro-
blema de seguimento de trajetória para os três sinais de frequência testados. Visando
obter melhores resultados, obtém-se um modelo linear para a dinâmica do sistema e
um controlador realimentado pode ser projetado utilizando técnicas tradicionais de
controle. Utiliza-se, então, um controlador puramente proporcional que é capaz de re-
duzir significativamente o erro de rastreamento em relação à compensação, da ordem
de 75%. Também é possível observar que o compensador é responsável pela maior
contribuição na redução do erro para o problema de rastreamento, sendo o controle
por realimentação capaz de refinar os resultados obtidos. Os autores observam que o
controle realimentado tende a mitigar os efeitos de deslizamento, além dos erros de
medição.

Compensadores baseados em modelos NARX polinomiais

Devido à relevância de modelos NARX polinomiais para este trabalho, compensa-
dores que utilizam esses modelos são apresentados separadamente. São detalhados
dois trabalhos recentes que inspiraram a presente dissertação.

• LACERDA JUNIOR et al. (2019)

LACERDA JUNIOR et al. (2019) apresentaram uma contribuição importante, em
que uma técnica analítica baseada em modelos NARX é proposta para compensação de
histerese. Nessa abordagem, os modelos contêm as características caixa-cinza propostas
por MARTINS e AGUIRRE (2016) e a seleção da estrutura é realizada considerando o
peso dos agrupamentos de termos. Desse modo, termos significativos são mantidos na
estrutura, sendo os parâmetros estimados via MQ.

O compensador é obtido via inversão analítica do modelo em que a entrada de
compensação é isolada. Assim, tem-se que os modelos precisam exibir uma estrutura



32 2 Aspectos Teóricos Fundamentais

linear na entrada de compensação para que seja possível isolá-la. Ademais, determi-
nadas estruturas podem gerar problemas de singularidade no cálculo da entrada de
compensação. Para verificar esse fato, considere o seguinte modelo simplificado como
exemplo:

y(k) = θ̂1y(k − 1) + θ̂2φ1(k − 1)φ2(k − 1)u(k − 1), (2.24)

promovendo um adiantamento de tempo conveniente, k← k +1. Substituindo y(k) por
r(k), e isolando u(k), tem-se o compensador conforme proposto no artigo:

u(k) =
1

θ̂2φ1(k)φ2(k)
[r(k + 1) − θ̂1r(k)]. (2.25)

Como φ1(k) = u(k) − u(k − 1) e φ2 = sign[u(k) − u(k − 1)], note que esses regressores
dependem da entrada desconhecida u(k). Os autores propõem a seguinte simplificação
para resolver esse problema: φ1(k) ≈ φ1(k − 1). Observe que para referências que se
tornam constantes φ1(k) = φ2(k) = 0 e, portanto, existe uma singularidade na compen-
sação. Dessa forma, em modelos como o mencionado, a compensação precisaria ser
desligada para referências constantes.

Os autores utilizaram a técnica proposta para compensar a histerese em um sistema
eletrônico. Os modelos utilizados não apresentaram a singularidade, visto que φ1(k) e
φ2(k) não aparecem multiplicando a entrada u(k − 1) em qualquer termo do modelo. O
compensador foi capaz de linearizar essa planta, sendo integrado a um controlador PID
(Proporcional Integral Derivativo) que foi ajustado por tentativa e erro. Os resultados
sem compensação apresentaram atraso e erro considerável em estado estacionário.
Isso não ocorreu para o sistema compensado, em que resultados relevantes a nível
de rastreamento foram obtidos, inclusive para referências que não eram puramente
senoidais.

• ABREU et al. (2020)

Alguns aspectos sobre a identificação caixa-cinza proposta por ABREU et al. (2020) fo-
ram discutidas na Subseção 2.3.2. Esse mesmo trabalho apresentou duas estratégias de
compensação. A singularidade evidenciada no artigo anterior não ocorre em (ABREU
et al., 2020) devido às restrições (i) e (iii) que, ao serem impostas, impedem a existência
da divisão pela velocidade da entrada na lei de compensação. Na primeira estratégia,
além das restrições (i), (ii) e (iii), impõe-se que os regressores envolvendo u(k−τd) e
φ1(k−τd) sejam lineares e que nu > τd. Isso é feito para que, ao se aplicar o desloca-
mento k ← k + τd, torne-se possível isolar a entrada de compensação, sem que termos
dependentes de m(k) apareçam na lei compensatória. Tal fato evita a necessidade de
simplificações como φ1(k) ≈ φ1(k − 1).

A segunda estratégia consiste em obter um modelo inverso, isto é, a entrada do
modelo é a saída do sistema y(k), sendo o objetivo predizer a entrada do sistema,
u(k). Note que esse tipo de estratégia é interessante, visto que a lei de compensação é
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obtida diretamente dos dados a menos de algumas manipulações algébricas necessárias
por questões de causalidade ABREU et al. (2020). Para que essa técnica funcione
adequadamente, é necessário que a saída medida seja filtrada, visto que o modelo
inverso é descrito em termos de regressores sensíveis ao ruído: φ̆1(k) = y(k) − y(k − 1),
φ̆2(k) = sign[φ̆1(k)]. Dessa forma, o método necessita de técnicas prévias de filtragem
que alterem pouco a dinâmica dos dados. Além disso, existe a necessidade de uma
pequena manipulação algébrica por questões de causalidade no compensador.

Os autores aplicaram as duas técnicas mencionadas em dois exemplos: um modelo
BW e uma válvula pneumática que apresenta histerese. Nos dois casos, os sistemas
compensados apresentaram resultados consideravelmente superiores ao sistema não
compensado. Para o exemplo experimental, a primeira estratégia forneceu uma redu-
ção de erro de aproximadamente 3 vezes e, a segunda, 6 vezes, quando comparadas
ao caso não compensado. A segunda abordagem também apresentou um esforço de
compensação mais suave, devido ao fato de seu compensador ser alimentado somente
por sinais suaves: a referência, velocidade da referência e pelo sinal dessa velocidade.
O presente trabalho visa prover alternativas às estratégias citadas. Assim, no Capítulo
4, apresenta-se uma forma de se obter a compensação para estruturas menos restritas
do que as apontadas nos artigos previamente mencionados. No Capítulo 6, os resulta-
dos da estratégia proposta neste trabalho são comparados com os compensadores de
ABREU et al. (2020). Devido à similaridade da primeira estratégia proposta em tal ar-
tigo com a técnica de LACERDA JUNIOR et al. (2019), não são realizadas comparações
com este último.

2.6 Considerações Finais

Este capítulo apresentou uma revisão bibliográfica sobre os principais aspectos que
cobrem a modelagem e a compensação de sistemas dinâmicos não lineares que são
de interesse direto a este trabalho. Um olhar especial foi direcionado para sistemas
histeréticos, uma não linearidade severa que atrai considerável atenção no contexto
de controle. Foram apresentadas as etapas envolvidas no trabalho de identificação do
sistema, além do modelo BW que terá um importante papel nos capítulos seguintes.
Também foram apresentados conceitos básicos envolvendo modelos NARX, identifi-
cação caixa-cinza, e estratégias para a seleção de estruturas, envolvendo técnicas como
ERR e critério AIC. Por fim, foram apresentados trabalhos relevantes no contexto de
sistemas de controle não lineares, tipicamente focados puramente em compensadores
ou compensadores cascateados com realimentação. Nos trabalhos apresentados, o foco
é a solução do problema de rastreamento, sendo que a compensação é uma estratégia
fundamental nesse contexto. Por outro lado, o controle realimentado é responsável
pelo refinamento dos resultados ou pela estabilização do sistema.





Capítulo 3

Compensação de Histerese usando
Modelos Bouc-Wen

O modelo de Bouc-Wen (BW) pode ser adaptado para descrever efeitos não lineares
apresentados por dispositivos de posicionamento com histerese. RAKOTONDRABE
(2011) utilizou uma versão desse modelo para compensar a histerese presente em uma
viga piezoelétrica (PZT). Embora a estrutura do modelo BW seja conhecida, em proble-
mas práticos, os parâmetros devem ser estimados a partir de dados, o que resulta em
um problema de otimização não convexo. Esse autor utilizou um método de filtragem
não linear para estimar os parâmetros do modelo, restringindo tais parâmetros a serem
estritamente positivos. De posse desses parâmetros, é possível realizar a inversão da
equação de saída e, assim, calcular iterativamente uma entrada que vise aproximar a
saída do sistema de uma referência previamente definida. Neste capítulo, apresenta-se
o método de compensação utilizado por (RAKOTONDRABE, 2011), em que os parâ-
metros do modelo são obtidos via um algoritmo evolutivo. Tal algoritmo permitiu
a adição de um parâmetro ao modelo e um relaxamento às restrições anteriormente
impostas, de modo a gerar modelos modificados. A metodologia e os resultados deste
capítulo estão publicados em (TAVARES et al., 2019).

3.1 Compensação de Histerese

RAKOTONDRABE (2011) realizou a compensação de histerese para um atuador de
nanoposicionamento. Esse atuador é uma viga em consola composta de uma camada
de material PZT e uma camada passiva de níquel. Ao ser excitada por uma tensão
elétrica, a camada PZT é capaz de se expandir ou de se contrair, enquanto a camada
passiva não sofre alterações. Assim, como ambas estão coladas, ocorre uma deflexão
em relação ao estado de tensão nula como mostrado na Figura 3.1. Nessa figura, tem-se
uma representação dessa viga em consola para fins didáticos.

RAKOTONDRABE (2011) considerou a Eq. 2.5 com n = 1 juntamente com uma
equação de saída para modelar o comportamento histerético da viga:

ḣ(t) = αbwu̇(t) − βbw|u̇(t)|h(t) − γbwu̇(t)|h(t)|, (3.1)
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Figura 3.1: Representação esquemática da viga PZT - adaptado de (RAKOTONDRABE, 2011).

y(t) = νyu(t) − h(t), (3.2)

sendo u(t), a tensão aplicada à camada PZT, h(t), uma variável interna capaz de modelar
os laços de histerese e y(t), a saída do modelo que corresponde à deflexão unidimen-
sional da viga. Tal deflexão é medida em relação à posição referencial que é definida
para o estado de tensão nula. Dessa forma, o modelo dado por (3.1) e (3.2) é referido
neste capítulo como modelo clássico, denotado por Mbw. Os seguintes parâmetros
do modelo foram obtidos a partir de dados experimentais: k = 1,6µm, α = 0,9µmV−1

e β = γ = 0,008V−1. A estimação dos mesmos se deu por meio de um método de
filtragem não linear que os restringia a serem estritamente positivos. Para esse sistema,
a amplitude mínima da tensão a ser aplicada é de -80 V e a máxima é de 80 V, sendo
que as frequências de excitação dessa entrada devem variar de 0,01 Hz a 5 Hz. Nessas
condições, o modelo foi capaz representar o laço de histerese.

RAKOTONDRABE (2011) propôs uma metodologia para compensação da histerese
presente nesse sistema. Tal metodologia não se restringe ao caso particular da viga,
podendo ser generalizada como se segue. Dado um modeloMbw (3.1 e 3.2) do sistema
S, é possível obter um compensador via inversão, M−1

bw, conforme Fig. 2.2, em que o
compensador Mr = M−1

bw. O modelo inverso é utilizado para calcular a entrada de
compensação m(t) a ser aplicada ao sistema S. O objetivo é que essa entrada seja
projetada de tal forma que a saída do sistema compensado, yc(t), se aproxime da
referência, r(t).

A Eq. 3.2 pode ser reescrita para o sistema compensado como: yc(t) = νym(t) − h(t).
Como se objetiva que yc(t) siga a referência r(t), essa substituição é realizada para obter
(RAKOTONDRABE, 2011):

m =
r + h
νy

, (3.3)

em que νy é estritamente positivo devido às restrições impostas pelo método e h é obtido
de (3.1). Assim, a Eq. (3.3) é calculada a cada iteração para gerar a ação de controle uc.
Com essa metodologia, RAKOTONDRABE (2011) foi capaz de compensar a histerese,
resolvendo o problema de equalização para esse sistema.
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3.2 Identificação de Modelos BW

A utilização de algoritmos evolutivos no processo de identificação de sistemas
permite a adição de parâmetros com facilidade aos modelos que serão identificados.
Dessa forma, foi adicionado um parâmetro à Eq. de saída (3.2):

ŷ(t) = ν̂yu(t) + µ̂yĥ(t), (3.4)

em que o parâmetro adicional, µ̂y, pondera a participação da variável de estado que
modela a histerese no cálculo da saída. Utiliza-se o símbolo “chapéu” em (3.4) para
reforçar o fato de que os parâmetros e variáveis se referem ao modelo modificado
e são estimados e calculados conforme o procedimento proposto neste capítulo. A
modificação do modelo é realizada visando torná-lo mais maleável, além disso, devido
à praticidade de relaxar as restrições não se faz nenhuma exigência quanto ao sinal dos
parâmetros, exceto ν̂y , 0. Tal restrição deve ser imposta para viabilizar a inversão
na qual o parâmetro ν̂y aparece no denominador, similarmente à Eq. 3.3. A Seção 3.3
mostra o impacto dessas modificações nos resultados em relação ao modelo clássico,
sendo que os modelos são comparados em dois exemplos: o primeiro consiste em uma
simulação numérica de um modelo do tipo Prandtl-Ishlinkskii, enquanto, o segundo
se refere a uma válvula pneumática com comportamento histerético.

Nesse sentido, torna-se necessário estimar os parâmetros do modelo modificado
(Eq. 3.1 e 3.4) e validar esses modelos. Como tal estimação é realizada a partir de
dados, é fundamental ter um sinal de excitação capaz de prover um conjunto de dados
que excursione vários pontos de operação e excite o sistema em frequências de interesse.
Isso é realizado conforme descrito na sequência.

3.2.1 Sinal de Excitação

O procedimento aqui apresentado é utilizado para obtenção de sinais de excitação
que se mostraram adequados para a identificação dos modelos apresentados neste
capítulo e nos capítulos seguintes. Quando essas recomendações não foram levadas
em consideração, os modelos identificados se especializaram em frequências ou pontos
de operação específicos, não generalizando o comportamento dos sistemas.

A estratégia proposta baseia-se na necessidade de excitar o sistema em uma larga
faixa de frequências, além de permitir que o mesmo excursione vários pontos de ope-
ração (SCHOUKENS e LJUNG, 2019). Assim, o procedimento se inicia com a definição
de um conjunto de frequências fi ∈ R+, i ∈ {1, . . . ,n}, que serão preservadas no sinal de
excitação. Para sistemas com histerese, a necessidade de se preservar esse tipo de infor-
mação é crítica, visto que o fenômeno é dominante em baixas frequências (IKHOUANE
e RODELLAR, 2007). Para cada frequência fi, projeta-se um filtro passa baixas do tipo
Butterworth de quinta ordem, Ji(q), com frequência de corte fi. Tais filtros são então
aplicados a sinais puramente aleatórios, ei(k)=N(0, 1), k ∈ {1, 2, . . .Ni} em que N(0, 1) é
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uma distribuição normal de média nula e desvio padrão unitário. Dessa forma, cada
sinal ei(k) é condicionado a excursionar a faixa [−1,1] como se segue:

ei(k) = 2
(

ei(k) −min[ei(k)]
max[ei(k)] −min[ei(k)]

)
− 1, (3.5)

sendo que o número de amostras Ni é especificado de modo que o sinal u(k) tenha N
amostras, N=N1+N2+ · · ·+Nn.

Para assegurar que u(k) possa excursionar uma variada faixa de operação, são
definidos v pontos de operação, o j ∈ R, j ∈ {1, . . . ,v}. Além disso, define-se um
amplitude G j para cada ponto de operação o j, permitindo variações em torno de cada
ponto de operação. O número de amostras Ni deve ser definido como múltiplo do
número de pontos de operação, v e, assim, o sinal si(k) que fará parte de u(k) pode ser
produzido:

si(k)=



αi,1Ji(q)ei(k) + o1, k=1, 2, . . .
Ni

v
αi,2Ji(q)ei(k) + o2, k =

Ni

v
+1,

Ni

v
+2, . . . ,2

Ni

v
...

...
...

αi,vJi(q)ei(k) + ov, k = (v−1)
Ni

v
+1,(v−1)

Ni

v
+2, . . . ,Ni.

(3.6)

As constantes αi, j são definidas para limitar a excursão em torno de cada ponto de
operação, de modo que para cada o j, αi, j=G j/max[ei(ki, j)] com ki, j = ( j− 1)(Ni/v) + 1,( j−
1)(Ni/v) + 2, . . . , j(Ni/v). Ao aplicar (3.6) para i = 1,2, . . . ,n, os sinais s1,s2, . . . ,sn são
obtidos e a entrada u(k) consiste na concatenação dos mesmos:

u(k) = [s1 s2 . . . sn]. (3.7)

Por fim, selecionando a maior frequência fi, o filtro passa baixas relacionado a tal
frequência é utilizado para eliminar as possíveis altas frequências decorrentes do pro-
cesso de concatenação. A seguir, apresenta-se um algoritmo evolutivo projetado para
estimar parâmetros de modelos com estruturas previamente especificadas.

3.2.2 Estimação de Parâmetros via Abordagem Evolutiva

Recomenda-se a leitura da Seção 2.2 para um melhor entendimento do método e da
notação que são aqui apresentados. O algoritmo evolutivo aqui proposto é formulado
de maneira geral cujo objetivo é estimar os parâmetros de um modelo com estrutura
previamente conhecida. As adaptações específicas para o modelo BW são apresentadas
na sequência.

Inicialmente, considere que dados amostrados ZN = {u(k), ys(k)}Nk=1 foram obtidos de
um determinado sistema, conforme procedimento descrito na Subseção 3.2.1. Deseja-
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se obter os parâmetros de um modelo com estrutura conhecida e nv parâmetros:
[λ1, . . . ,λnv]. O i-ésimo indivíduo é codificado com nv genes e cada gene representa
um parâmetro do modelo:

~pi = [λi
1 λi

2 . . . λi
nv

]T. (3.8)

Cada indivíduo/modelo é um elemento do espaço genotípico cuja adaptação aos dados
é medida via índice MAE (2.7). Portanto, cada modelo é simulado, obtendo-se a saída
do modelo ŷi(t) que é discretizada, gerando ŷi(k). Ao utilizar o índice avaliado para o
i−ésimo modelo, MAEi, tem-se uma medida de adaptação aos dados. Esse processo é
exemplificado na Fig. 3.2.

u(t)
M(~pi)

ŷi(t)

Modelo

u(t)
S

y(t)

Sistema MAEi =
1
N

N∑
k=1
|ŷi(k) − y(k)|.

Figura 3.2: Esquema de determinação da função de adaptação.

O espaço de busca é limitado por valores mínimos e máximos para cada gene, ou
seja: ~̀min ≤ ~pi ≤

~̀
max. Como o algoritmo realiza duas etapas de busca, uma etapa inicial

de busca global e uma etapa final de busca local, esses limites podem ser inicialmente
relaxados. A busca global é baseada em uma estratégia de nichos, de modo que esses
nichos dividem o espaço de busca em paralelepípedos de nv dimensões. Portanto,
torna-se necessário definir o número de nichos Nnich. Cada nicho j tem um centro ~c j e
cada indivíduo ~pi é rotulado a um único nicho j. Essa rotulação é definida de modo
que um indivíduo é associado ao nicho cujo centro possui menor distância euclidiana
em relação à codificação do indivíduo no espaço genotípico: min j ||~c j − ~pi||2.

A preservação de nichos é uma estratégia que visa gerar maior variabilidade ao
longo das gerações, excursionando de forma efetiva a região de busca. Gera-se a
população inicial de cada nicho que compõe a população de Npop indivíduos na geração
inicial e, ao longo da primeira metade das gerações, o algoritmo faz uma busca global.
Define-se~σ, Pc e Pm, de modo que Pc < Pm e Pm > 50%. Essas restrições têm por objetivo
priorizar a mutação que é mais efetiva na busca global. As operações de seleção via
torneio, cruzamento aritmético e mutação são realizadas dentro dos nichos, conforme
apresentado na Seção 2.2. O parâmetro α do cruzamento aritmético (2.8) é escolhido
aleatoriamente e todos os novos indivíduos são avaliados pelo índice MAE (2.7). Assim,
aqueles indivíduos provenientes da mutação são novamente rotulados. Não existe a
necessidade de rotulação dos indivíduos provenientes de cruzamento, visto que o
cruzamento aritmético é uma operação convexa que mantém o filho gerado dentro do
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nicho dos pais. Por outro lado, a mutação é uma pertubação de direção e amplitude
aleatórias, não garantindo a fixação do novo indivíduo no nicho do cromossomo que o
gerou. Ao fim de cada geração, o indivíduo mais adaptado de cada nicho é preservado.
Os demais indivíduos sobreviventes são escolhidos aleatoriamente com probabilidade
uniforme, de forma a se manter o tamanho dos nichos. Esse processo se repete até que
se alcance a segunda metade de gerações.

A partir de então, inicia-se uma busca local. Para isso, apenas o nicho em que
se localiza o indivíduo mais adaptado é completamente preservado e, para os outros
nichos, apenas o indivíduo mais adaptado sobrevive. Faz-se a inversão de prioridade:
Pc > Pm e Pc > 50%, de forma a priorizar o cruzamento, mais efetivo na busca local. Para
completar a população, são gerados novos indivíduos via mutação dos sobreviventes.
Nessa busca, a rotulação por nichos é desconsiderada e as operações de cruzamento e
mutação são feitas exatamente como mencionado, mas considerando toda a população.
A preservação torna-se mais seletiva: metade dos indivíduos mais adaptados sobrevive
e a outra metade é escolhida aleatoriamente sobre os restantes em que cada um desses
tem a mesma probabilidade de sobrevivência. O algoritmo é finalizado quando o
número de gerações ultrapassa Nger.

3.2.3 Validação dos Modelos

Visando obter realizações diferentes para identificação e validação, o processo des-
crito na Seção 3.2.1 é realizado duas vezes. Assim, essas entradas são aplicadas ao
sistema para coleta dos dados de identificação e validação. Nos exemplos simulados
deste trabalho, um ruído gaussiano é adicionado diretamente aos dados de saída de
identificação, de modo que o σr/σs = 5%, em que σr é o desvio padrão do ruído, en-
quanto σs é o desvio padrão do sinal de saída de identificação. Visando apresentar a
qualidade dos modelos obtidos, nos exemplos simulados deste trabalho os gráficos de
validação são produzidos via simulação livre e livres de ruído. Para complementar os
dados de validação, também são coletados dados decorrentes da aplicação de senoides
com diferentes amplitudes e frequências ao sistema.

Pelo fato de dar uma interpretação em relação à faixa de operação, a avaliação do
desempenho dos modelos e das estratégias de compensação propostas são avaliadas,
para sinais senoidais, utilizando o índice erro absoluto percentual médio (MAPE, do
inglês Mean Absolute Percentage Error ) calculado como:

MAPE =

∑N
k=1 |y(k) − ŷ(k)|

N|max(y) −min(y)|
. (3.9)

3.2.4 Aplicação da Estratégia para Modelo BW

Para obtenção do sinal de excitação procedeu-se conforme as recomendações da
Subseção 3.2.1, definindo as frequências de excitação, o número de amostras e os
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pontos de operação. Para cada exemplo, utilizou-se meta parâmetros adequados à
formação desse sinal, como explicado mais adiante. O intervalo de amostragem dos
dados é igual ao intervalo de integração do modelo BW, ou seja, Ts = δt = 0,01 s.

Os parâmetros dos modelos BW foram estimados via algoritmo evolutivo descrito
na Subseção 3.2.2. O algoritmo pode ser utilizado para a estimação tanto do modelo
clássico quanto do modelo modificado. Tais modelos diferem entre si apenas na forma
como os limites do espaço de busca devem ser impostos e na representação do cromos-
somo que deve possuir um gene a mais no modelo modificado. O i-ésimo indivíduo
do modelo clássico é codificado com os parâmetros das equações (3.1) e (3.2) colocados
na forma cromossômica (3.8):

~qi = [αi
bw βi

bw γi
bw νi

y]T, (3.10)

enquanto o i-ésimo indivíduo do modelo modificado é definido de forma análoga e se
refere às equações (3.1) e (3.4):

~pi = [αi
bw βi

bw γi
bw ν̂i

y µ̂i
y]T, (3.11)

De posse dessas codificações, o algoritmo descrito na Subseção 3.2.2 é utilizado para
estimação desses parâmetros. Por fim, os modelos são validados seguindo as recomen-
dações da Subseção 3.2.3.

3.2.5 Compensação de Histerese para o Modelo Modificado

A compensação desse modelo é análoga à compensação realizada para o modelo
clássico (3.3). A única diferença é a existência do parâmetro adicional, ou seja,

m̂ =
r − µ̂yĥ
ν̂y

, ν̂y , 0. (3.12)

O símbolo “chapéu"é novamente utilizado com o intuito de reforçar o fato que os
parâmetros e variáveis se referem ao modelo modificado. Assim, determina-se a ação
de controle m̂ a ser aplicada, uma vez que todas as variáveis do lado direito de (3.12)
são conhecidas.

3.3 Resultados

Nesta seção os parâmetros de modelos BW são estimados via abordagem evolutiva
apresentada na Subseção 3.2.2. Estimam-se os parâmetros tanto do modelo clássico
como do modelo modificado para dois exemplos: um simulado e outro experimental.

Os dados de estimação e de validação são realizações diferentes, mas ambos foram
gerados conforme recomendações da Subseção 3.2.3. Visando validar o modelo em
diversos regimes dinâmicos e pontos de operação, outros conjuntos de validação são
gerados a partir de entradas senoidais de diversas frequência e amplitudes.
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Como os modelos incluem uma equação diferencial (3.1), utiliza-se o método Runge-
Kutta de 4ª ordem com passo de integração δt = 0,01 s. Conforme mencionado na Sub-
seção 3.2.3, o índice MAPE (3.9) é o critério utilizado para quantificação dos resultados.

Os meta parâmetros do algoritmo evolutivo, comuns à identificação em ambos
os exemplos, são: Nger = 100, Pg

c = 50%, Pl
c = 100%, Pg

m = 90%, Pl
m = 10%, ~σg =

20% × (~̀max −
~̀

min) e ~σl = 10% × ~σg, em que l e g denotam valores para a busca lo-
cal e a global, respectivamente. O número de nichos usado foi Nnich = 2nv com 10
indivíduos em cada nicho, Npop = 10Nnich. Os seguintes limites foram definidos:
~̀

max = [10 10 10 10 10]T e ~̀min = −~̀max.
Para estimar os parâmetros do modelo clássico (3.1) e (3.2) utiliza-se o cromos-

somo (3.10) e o espaço de busca limitado a valores de parâmetros que sejam es-
tritamente positivos (RAKOTONDRABE, 2011): ~̀

max = [10 10 10 10]T e ~̀min =

10−5
× [1 1 1 1]T.

Ao final das gerações, objetiva-se encontrar os cromossomos ótimos ~p∗ e ~q∗ que cor-
respondem aos parâmetros do modelo modificado e do clássico, respectivamente. Nas
subseções seguintes os modelos estimados são comparados em termos de seu compor-
tamento dinâmico. Por fim, esses modelos são utilizados no projeto de compensação,
de modo a mitigar os efeitos da histerese presente em ambos os sistemas.

3.3.1 Um Exemplo Simulado – Modelo de Prandtl-Ishlinkskii

Um modelo de Prandtl-Ishlinkskii (PI) é apresentado em (EDARDAR et al., 2014)
para representar um atuador PZT de nano posicionamento. Tal modelo é aqui utilizado
como sistema S, sendo composto por 5 operadores com limiares expressos em ~r =

[0 0,63 1,27 2,54 4,45]T e pesos em ~w = [5,88 1,58 0,47 0,98 0,4]T.
Foi gerado um sinal de entrada de estimação conforme (3.6) e (3.7) com N = 6000,

N1 = 4800, u1 = 5 V, G1 = 4 V, N2 = 1200, u2 = 10 V e G2 = 3 V. Um segundo sinal de
entrada foi gerado de forma similar para a validação dos modelos (Fig. 3.3). Conforme
pode ser observado na Figura 3.3(a), os dados de saída se localizam em torno de 50µm
e 100µm. A escolha de k0 foi realizada de tal modo que o número de oscilações em
torno de cada ponto de operação seja próximo.

10 20 30 40 50 60
0

50

100

y[
µ

m
]

k

×1020

Figura 3.3: Simulação livre em dados de validação para sistema PI na ausência de
ruído, os dados são mostrados sem ruído. A linha contínua em azul (–) apresenta os
dados desse sistema, enquanto a linha tracejada em vermelho (- -) apresenta os dados
do modelo com parâmetros (3.13).
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Após coletar os dados de identificação, aplica-se a estratégia evolutiva para obter os
parâmetros do modelo modificado. Os parâmetros são apresentados conforme (3.11):

~p∗ = [0,65 0,21 0,66 9,28 3,98]T. (3.13)

O item A1 da Tabela 3.1 mostra o MAPE desse modelo para entradas senoidais. Para
comparar as modificações, obtêm-se os parâmetros do modelo clássico (3.1) e (3.2):

~q∗ = [1,97 0,24 0,022 9,29]T, (3.14)

de modo que ~q∗ contém os parâmetros do modelo clássico, codificado como em (3.10).
Os resultados de MAPE para o modelo clássico são indicados no item B1 da Tabela 3.1.
O modelo modificado proposto neste trabalho apresentou resultados superiores (ver
item A1), de modo que os erros percentuais médio e máximo do modelo clássico em
relação ao proposto é de 48% e 135%, respectivamente.

Tabela 3.1: MAPE expresso em % dos modelos A1 e B1 para entradas senoidais. O
modelo A1 é dado por (3.1) e (3.4) com parâmetros (3.13). O modelo B1, por (3.1) e (3.2)
e parâmetros (3.14).

Modelos f [Hz] Amplitude [V]
1 5 10 50

A1: (3.13)

0,01 3,54 0,47 0,39 0,13
0,1 3,50 0,52 0,47 0,27
0,5 3,41 0,93 1,03 1,01
1 3,46 1,59 1,82 1,94

B1: (3.14)

0,01 5,11 0,62 0,70 0,21
0,1 5,08 0,61 0,76 0,36
0,5 5,02 0,99 1,26 1,09
1 5,09 1,70 2,06 2,04

Para a compensação via modelo inverso obtido dos parâmetros (3.13), apresenta-se
a comparação da saída do sistema compensado com a referência senoidal de 50µm e
0,1 Hz na Fig. 3.4.

Utilizando o compensador, a relação entre a saída e a referência são praticamente
lineares (Fig. 3.4-b), fato que não ocorre na ausência de compensação. Além disso, o
item A2 da Tabela 3.2 apresenta os valores de MAPE do sistema compensado via modelo
modificado para referências senoidais de diversas frequências e amplitudes. Por outro
lado, o item B2 apresenta os valores de MAPE da compensação para o modelo clássico.
Por meio da Tabela 3.2, fica claro que o compensador B2 é inferior ao compensador
A2. O erro médio do modelo clássico em relação ao modificado é da ordem de 5
vezes, enquanto o erro máximo da ordem de 30 vezes. O desempenho superior da
compensação realizada com o modelo A1 (Tabela 3.1) indica que, como esperado, o
procedimento é sensível à qualidade do modelo.
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Figura 3.4: Saída do sistema PI com e sem compensação via modelo (3.13). A referência
é apresentada pela linha contínua azul (–), a saída do sistema compensado pela linha
tracejada em vermelho (- -) e os traços e pontos em verde (-·-) referem-se à saída sem
compensação. (a) evolução temporal e (b) laços entre a referência e essas saídas.

3.3.2 Aplicação a uma Válvula Pneumática

Este exemplo considera uma válvula pneumática, atuador de uma planta piloto de
nível. Tal válvula é alimentada por tensão elétrica e opera ao deslocar um êmbolo
regulador da passagem de fluxo. Assim, a entrada do sistema é essa tensão, enquanto
a saída é a posição do êmbolo. A Fig. 3.5 apresenta um esquema do experimento
realizado com essa válvula. Com o auxílio do software MATLAB ® instalado em um
microcomputador, um sinal discreto da entrada de compensação é determinado. Esse
sinal é codificado digitalmente e enviado para uma placa de aquisição de dados que
faz a conversão Digital/Analógica (DA). Com um circuito auxiliar, tal sinal de tensão é
convertido em um sinal de corrente que é recebido pela planta piloto. Na planta piloto,

Tabela 3.2: MAPE expresso em % para as saídas dos sistemas compensados A2 e B2

quando as referências são senoidais. O modelo A2 é dado por (3.3) com parâmetros
(3.14), enquanto o modelo B2 por (3.12) e parâmetros (3.13).

Compensadores f [Hz] Amplitude [V]
20 50 100 400

A2: (3.13)

0,01 0,94 0,46 0,36 0,16
0,1 0,96 0,49 0,38 0,16
0,5 1,14 0,68 0,49 0,19
1 1,48 0,92 0,63 0,23

B2: (3.14)

0,01 5,11 0,61 0,69 0,21
0,1 5,08 0,61 0,75 0,35
0,5 5,03 0,98 1,26 1,09
1 5,09 1,69 2,04 2,03
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ocorre a conversão do sinal de corrente em um sinal de pressão que é enviado para
a válvula. Ao ser excitada pelo sinal de pressão, ocorre um deslocamento na válvula
que é convertido em um sinal de tensão por meio de um potenciômetro. Tal sinal
de tensão chega à placa de aquisição e é convertido para um sinal digital que é lido
pelo microcomputador. Note que, embora exista uma infra-estrutura para o controle
realimentado, neste trabalho, utiliza-se essa planta apenas para compensação. Assim,
o sinal de medição é utilizado apenas para fins de registro e o processo ocorre em malha
aberta.

Figura 3.5: Esquema ilustrativo do experimento envolvendo a válvula pneumática
realizado neste trabalho.

Nos resultados desta subseção, tanto a entrada quanto a saída são apresentadas
variando dentre os limites de 0% a 100%. A entrada de identificação é gerada a partir
da aplicação dos parâmetros N = 6000, u1 = 50%, G1 = 45%, N1 = 6000 às Equações
3.6 e 3.7, de modo que a filtragem só ocorre para a frequência de 0,01 Hz. Ao aplicar a
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estratégia evolutiva de maneira análoga à subseção anterior, obtém-se:

~p∗ =[−3,08 − 3,06 − 1,83 0,04 0,16]T, (3.15)

~q∗ =[0,69 1,92 0,48 1,01]T, (3.16)

sendo ~p∗ os parâmetros dados na codificação (3.11) e ~q∗ na codificação (3.10). É impor-
tante ressaltar que, além da existência do parâmetro adicional, o algoritmo selecionou
alguns parâmetros negativos para o modelo modificado (3.15), o que não pode ocorrer
nos modelos clássicos. A seguir, mostra-se que esse conjunto de escolhas levaram a
resultados superiores.

Na Fig. 3.6, tem-se a validação para o modelo modificado (3.15) quando aplicada
uma senoide de frequência 0,01 Hz, média 50 % e amplitude 28 %. Observe que mesmo
com a presença de ruído de medição, tal modelo se ajusta aos dados, sendo possível a
representação do laço de histerese. Contudo, o modelo perde aderência nas regiões de
máximos e mínimos da saída.

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

k

20

40

60

80

20 30 40 50 60 70 80
0

50

100

y[
%

]
y[

%
]

u[%]

(a)

(b)

×102

Figura 3.6: Simulação livre em dados de validação. A linha contínua em azul (–)
apresenta os dados medidos da válvula, enquanto a linha tracejada em vermelho (- -)
mostra os dados do modelo com parâmetros (3.15). (a) evolução temporal e (b) o plano
entrada × saída.

A compensação é realizada para referências senoidais de média 50%, frequência
0,01 Hz e diversas amplitudes. A Fig. 3.7 apresenta m̂ (3.12) e m (3.3) para uma
referência r senoidal de amplitude 30%. Essas entradas são calculadas via inversão
dos modelos dados pelos parâmetros (3.15) e (3.16), respectivamente. Embora essas
entradas de compensação apresentem semelhanças, existe uma diferença considerável
nas regiões de picos, onde a entrada gerada via inversão do modelo modificado é menos
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suave. As Figuras 3.8 e 3.9 apresentam o desempenho dos sistemas compensados para
uma referência de amplitude 30%. A compensação é deteriorada na região de extremos
da senoide devido ao fato de o modelo ser menos acurado nessa região, conforme pode
ser visto na Fig. 3.6. Observe que a válvula compensada têm desempenho superior ao
caso não compensado, independente da compensação usada. Contudo, ao se utilizar o
modelo modificado de parâmetros (3.15), tem-se uma compensação mais efetiva, fato
que se comprova na comparação dos laços presentes nas Figuras 3.8 e 3.9.
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Figura 3.7: Entradas de compensação calculadas para a válvula quando o modelo
inverso é alimentado por uma referência senoidal de média 50%, frequência 0,01 Hz
e amplitude 30%. A linha tracejada em vermelho (- -) apresenta a entrada obtida dos
parâmetros (3.15), enquanto a linha contínua em laranja (–) se refere aos parâmetros
(3.16).
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Figura 3.8: Desempenho da válvula sem compensação – traços e pontos em verde (-·-)
– e compensada via modelo com parâmetros (3.15) – linha tracejada em vermelho (- -).
A referência é apresentada pela linha contínua azul (–). (a) evolução temporal; (b), os
laços entre a referência e essas saídas.
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Figura 3.9: Desempenho da válvula sem compensação – traços e pontos em verde (-·-)
– e compensada via modelo com parâmetros (3.16) – linha tracejada em laranja (- -).
A referência é apresentada pela linha contínua azul (–). (a) evolução temporal; (b), os
laços entre a referência e essas saídas.

Os resultados para testes realizados com referências de outras amplitudes estão na
Tabela 3.3. Esses resultados também comprovam que o modelo modificado apresentou
melhores resultados de compensação em todos os cenários avaliados. O modelo clássico
apresentou um erro médio de 47% e máximo de 62% em relação ao modelo modificado.

Tabela 3.3: MAPE expresso em % para as saídas dos sistemas compensados A3 e
B3 quando as referências são senoidais de 0,01 Hz. O modelo modificado A3 tem
parâmetros (3.15). O modelo clássico B3 tem parâmetros (3.16).

Compensadores do modelo Amplitude [%]
20 30 40

A3: (3.15) 3,20 2,39 2,35
B3: (3.16) 4,83 3,85 3,00

3.4 Considerações Finais

Este capítulo apresentou um algoritmo evolutivo que foi capaz de estimar os parâ-
metros de modelos BW para serem aplicados no contexto de compensação de histerese.
De posse desse algoritmo, é possível relaxar as restrições quanto ao sinal dos parâmetros
e, também, inserir um parâmetro adicional. Esse conjunto de alterações permitiu a ob-
tenção de modelos modificados e tanto tais modelos quanto os clássicos foram capazes
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de apresentar resultados superiores quando comparados ao sistema sem compensação.
Contudo, os modelos modificados se mostraram consistentemente superiores aos mo-
delos clássicos em todos os casos avaliados para a compensação de histerese em dois
exemplos: um exemplo simulado e um sistema físico. Os resultados superiores dos
modelos modificados eram esperados, visto que tais modelos apresentaram melhores
resultados de validação, sendo, portanto, mais representativos.

Um problema relacionado a essa abordagem é que ela exige um alto custo com-
putacional, que seria ainda mais elevado no caso de se modelar mais características
do sistema, como por exemplo, aspectos dinâmicos. Além disso, tal abordagem é res-
trita a sistemas compatíveis com as características modeladas pelo BW, apresentando
baixa generalidade. Por fim, é importante ressaltar que a variável histerética é de-
finida em tempo contínuo de modo que esse processo requer a integração numérica
iterativamente.

Nesse sentido, o próximo capítulo apresenta uma alternativa para a compensação
de sistemas com histerese no contexto de modelos NARX polinomiais. Além de esses
modelos serem capazes de representar uma enorme gama de comportamentos dinâ-
micos e estáticos, eles são tipicamente mais simples de serem obtidos e não requerem
o processo de integração numérica para obtenção da entrada de compensação. Por
outro lado, existem pouco trabalhos na literatura que abordam o projeto de compensa-
dores do ponto de vista de modelos NARX. Os trabalhos que utilizam tais abordagens
(LACERDA JUNIOR et al., 2019; ABREU et al., 2020), partem de estruturas limitadas,
de modo que seja possível explicitar a entrada de compensação. Dessa forma, o pró-
ximo capítulo apresenta contribuições importantes em uma metodologia que visa obter
compensadores baseados em modelos NARX a partir de uma formulação geral.





Capítulo 4

Compensação de Não-Linearidades via
Modelos NARX polinomiais

Este capítulo trata dos métodos desenvolvidos para o projeto de compensadores
baseados em modelos NARX polinomiais. Primeiramente, apresenta-se a metodologia
utilizada para obtenção dos modelos NARX na Seção 4.1. Em seguida, propõe-se
a compensação no contexto estático (Seção 4.2) que introduz os conceitos utilizados
nesta metodologia. A compensação no contexto dinâmico é proposta na Seção 4.3 e
constitui-se como a principal contribuição desta dissertação. Por fim, a compensação
dinâmica é adaptada para o contexto de sistemas histeréticos na Seção 4.4. Recomenda-
se a leitura das Seções 2.3 e 2.4 que abordam as bases para a formulação das estratégias
aqui apresentadas.

Portanto, o objetivo do capítulo é resolver o problema de compensação conforme
formulado na Seção 2.4 (ver Fig. 2.2) sendo M um modelo do tipo NARX. Assim,
simplifica-se a notação MNARX para M, de modo que todos os modelos aqui apre-
sentados são do tipo NARX polinomiais. No contexto de compensação, assume-se
também queM (2.9) já foi identificado seguindo as recomendações da Seção 4.1, sendo
a equação para modelos desse tipo reapresentada a seguir:

M : y(k)= f `
(
y(k−1), . . . ,y(k−ny),u(k−τd), . . . ,u(k−nu)

)
+e(k).

A metodologia proposta neste capítulo e os resultados apresentados nos Capítulos 5 e
6 encontram-se em fase de publicação em (TAVARES et al., 2020). A seguir, tem-se o
procedimento utilizado para a identificação de modelos NARX neste trabalho.

4.1 Seleção de Estrutura e Estimação de Parâmetros de
Modelos NARX polinomiais

Inicialmente, utiliza-se a metodologia de obtenção de sinais de excitação conforme
a Subseção 3.2.1. De posse do conjunto de dados de identificação, o algoritmo ERR
(Subseção 2.3.3) é utilizado de forma conjunta com o critério de Akaike - AIC (Subseção
2.3.3) para definição da estrutura do modelo. Em uma abordagem caixa cinza, como é
tipicamente feito para modelagem de histerese, inicialmente alguns regressores podem
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ser eliminados do conjunto de candidatos, conforme apresentado na Subseção 2.3.2
para o caso de histerese. Assim, os regressores restantes são classificados de modo a
minimizar o critério ERR. Então, utiliza-se o critério AIC para determinar o número de
termos do modelo final, de modo que tal critério seja minimizado. Para a estimação
dos parâmetros, o método estendido dos mínimos quadrados (EMQ - Seção 2.3) é
aplicado. Para modelagem dos termos de ruído, utilizou-se grau de não linearidade
3, 20 termos e máximo atraso de 6 unidades. É importante salientar que os termos de
ruído são considerados apenas no processo de identificação, visando reduzir efeitos
de polarização. Para a validação e a compensação, apenas a parte determinística é
utilizada. Por fim, os modelos são validados seguindo as mesmas recomendações já
apresentadas na Subseção 3.2.3.

No caso de sistemas com histerese, três abordagens são utilizadas e comparadas:

1. Abordagem caixa cinza proposta por MARTINS e AGUIRRE (2016) em que se
consideram os regressores φ1(k) = u(k) − u(k − 1) e φ2(k) = sign[φ1(k)];

2. Abordagem caixa cinza proposta por ABREU et al. (2020) em que além dos regres-
sores φ1(k) e φ2(k), consideram-se as restrições (i), (ii), (iii) e

∑
y = 1, apresentadas

na Subseção 2.3.2.

3. Puramente caixa preta.

Na abordagem 2, a estrutura do modelo é obtida conforme já descrito, mas a esti-
mação dos parâmetros é realizada via método dos mínimos quadrados com restrições.
A seguir, é apresentada a formulação do problema de compensação nos contextos está-
tico, dinâmico e adaptado para sistemas histeréticos. Assume-se que o modeloM (2.9)
já tenha sido identificado, seguindo as recomendações desta seção. Sobre o sistema
S a ser compensado, assume-se estabilidade em malha aberta conforme previamente
mencionado na Proposição 2.4.1.

4.2 Compensação Estática

No contexto da compensação estática, assume-se que a referência seja conhecida e
constante, r(k) = r̄,∀k. Além disso, assume-se que a entrada e a saída do sistema S
sejam limitadas, u(k) ∈ [umin,umax],∀k e ys(k) ∈ [ymin, ymax],∀k. Sobre o modeloM (2.9),
as seguintes proposições são feitas:

Proposição 4.2.1. M é um modelo válido para S, isto é: y(k) ≈ ys(k) quando ambos são
excitados para uma mesma entrada u(k).

Proposição 4.2.2. Para qualquer ū ∈ [umin,umax], M tem pelo menos um ponto fixo
estável ȳ ∈ [ymin,ymax].
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Ao analisarM em estado estacionário e explicitando o polinômio em ȳ conforme
descrito na Subseção 2.3.1, tem-se M̄ (2.10) que é reapresentado:

M̄ : ȳ = f̄ `(ū,ȳ),

M̄ : cy, `y(ū)ȳ`y + cy, `y−1(ū)ȳ`y−1 + . . . + cy,1(ū)ȳ + cy,0(ū) = 0.

Visando obter um compensador para o caso estático M̄r, um problema inverso deve ser
resolvido em estado estacionário. Assim, o que se procura são valores de entrada m̄ que
levarão a saída do sistema para a referência em estado estacionário, ȳ ≈ r̄. Isso pode
ser feito ao se considerar o modeloM expresso como ȳ = f̄ `(ū,ȳ), sendo ȳ substituído
por r̄ e ū por m̄, de modo que M̄r é dado por r̄ = f̄ `(m̄,r̄). Assim, torna-se possível
reescrever (2.10) agrupando-se os termos de modo a se obter um polinômio em função
da entrada desejada, m̄:

cm,`m(r̄)m̄`m+cm,`m−1(r̄)m̄`m−1+ . . .+cm,1(r̄)m̄+cm,0(r̄)=0, (4.1)

sendo `m ≤ `. Embora cada uma das `m raízes de (4.1) seja uma solução do problema
matemático inverso, não necessariamente todas poderão ser usadas em casos práticos,
sendo que as seguintes restrições devem ser satisfeitas:

Restrição R1) a raiz escolhida m deve ser real, m ∈ R;

Restrição R2) e deve pertencer ao intervalo de valores factíveis, m ∈ [umin,umax].

A Proposição 4.2.2 garante que qualquer solução m̄ (4.1) que atende às condições
acima formuladas, irá levar o sistema para o ponto fixo estável, visto queM é um mo-
delo válido (Proposição 4.2.1), ȳc ≈ r̄. Conforme é visto no Capítulo 5, a compensação
estática é adequada não somente quando as referências são constantes, mas também
no caso do sistema apresentar uma dinâmica consideravelmente mais rápida que a
entrada. O procedimento algébrico simples que foi proposto acima é ilustrado por
meio do exemplo a seguir.

Exemplo 1. Considere queM satisfaça à Proposição 4.2.1 para um dado sistema S e
seja dado por:

y(k)=θ̂1y(k − 1) + θ̂2u(k − 1) + θ̂3u(k − 1)u(k − 2) + θ̂4u(k − 1)2 + θ̂5u(k − 1)3, (4.2)

sendo τd=1, ny=1, nu=2 e `=3. A análise estática é obtida assumindo que o sistema
esteja em estado estacionário, u(k − 1)=u(k − 2)=ū e y(k − 1)=y(k)=ȳ:

ȳ = θ̂1 ȳ + θ̂2ū + θ̂3ū2 + θ̂4ū2 + θ̂5ū3, (4.3)
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que pode ser reescrita no formato da Equação 2.10:

0 =
[
θ̂1 − 1

]
︸  ︷︷  ︸

cy,1

ȳ + θ̂5ū3 +
[
θ̂3 + θ̂4

]
ū2 + θ̂2ū︸                         ︷︷                         ︸

cy,0(ū)

.

Assim,M (4.2) possui somente um ponto fixo para cada valor de ū:

ȳ = −
cy,0(ū)

cy,1
=
θ̂5ū3 +

[
θ̂3 + θ̂4

]
ū2 + θ̂2ū

1 − θ̂1
. (4.4)

A análise de estabilidade deM (4.2) leva a uma matriz Jacobiana (2.11) composta por
um único elemento ∣∣∣∣∣∣ ∂ f `

∂y(k − 1)

∣∣∣∣
ū,ȳ

∣∣∣∣∣∣ < 1,∣∣∣∣∣θ̂1

∣∣∣∣
ū,ȳ

∣∣∣∣∣ < 1,

−1 < θ̂1 < 1. (4.5)

Portanto, sendo a condição (4.5) satisfeita, então (4.4) é um ponto fixo estável (Propo-
sição 4.2.2). Dessa forma, para obter o compensador M̄r, substitui-se ȳ por r̄ e ū por m̄
em (4.3):

r̄ = θ̂1r̄ + θ̂2m̄ + θ̂3m̄2 + θ̂4m̄2 + θ̂5m̄3,

0 = θ̂5︸︷︷︸
cu,3

m̄3 +
[
θ̂3 + θ̂4

]
︸    ︷︷    ︸

cu,2

m̄2 + θ̂2︸︷︷︸
cu,1

m̄ +
[
θ̂1r̄ − r̄

]
︸   ︷︷   ︸

cu,0(r̄)

. (4.6)

Nesse sentido, para um dado valor de referência r̄, as raízes de (4.6) constituem-se
como potenciais candidatas a entradas de compensação que farão o sistema alcançar
a referência em estado estacionário. Um problema de natureza prática é escolher uma
dentre as 3 raízes. Caso exista apenas uma raiz real factível (Restrições R1 e R2), a
escolha é trivial. Entretanto, no caso de existirem 3 raízes reais factíveis, um método
de seleção torna-se necessário. �

Por razões de clareza, considere as raízes de (4.1) organizadas como elementos do
vetor m̄(r̄) , [m̄1 · · · m̄`m]T. Para um dado valor r̄, existem `m raízes. Embora todos
esses valores m̄ sejam soluções do problema matemático inverso, somente aquelas que
satisfazem R1 e R2 são candidatas factíveis. Na seção seguinte, apresenta-se o algoritmo
desenvolvido para a escolha dentre as raízes calculadas. Tal algoritmo é generalizado
para o contexto dinâmico, também sendo aplicado no contexto estático.
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4.3 Compensação Dinâmica

A principal diferença entre a estratégia apresentada nesta seção e a compensação
estática reside no fato de que a referência é uma sequência de valores r(k) no contexto
dinâmico e não um valor fixo r̄. O mesmo é válido para a entrada de compensação m(k)
e para a saída do sistema compensado yc(k).

Nesse contexto, o objetivo é encontrar uma sequência de valores para a entrada
m(k) que quando aplicados ao sistema S, faça y(k) ≈ r(k) via solução dinâmica de
um problema inverso. Assim, de maneira análoga ao que foi feito na Seção 4.2, a
substituição de variáveis é realizada e, omitindo o termo de ruido, o modeloM (2.9)
pode ser reescrito como se segue:

r(k)= f `
(
r(k − 1), . . . ,r(k − ny),m(k − τd), . . . ,m(k − nu)

)
.

Ao realizar o seguinte deslocamento temporal, k ← k + τd – significando que k é
substituído por k + τd – a última equação pode ser reescrita:

r(k+τd)= f `
(
r(k+τd−1), . . . ,r(k+τd−ny),m(k), . . . ,m(k+τd−nu)

)
. (4.7)

De modo que o objetivo é encontrar o valor presente de m(k) que levará o sistema para
a referência em um futuro próximo, r(k + τd). Portanto, similarmente à compensação
estática, a Eq. 4.7 é expressa em termos da incógnita m(k):

0=c`m(k)m(k)`m + c`m−1(k)m(k)`m−1 + . . . c1(k)m(k) + c0(k), (4.8)

sendo que os coeficientes variantes c j(k), j = 0, . . . ,`m, podem depender de valores
passados de m até o instante k − 1, e de valores passados e futuros de r até o instante
k + τd. Assim, a seguinte proposição torna-se necessária para o caso dinâmico.

Proposição 4.3.1. O sinal de referência r(k) deve ser conhecido até o instante k + τd.

O exemplo a seguir ilustra o procedimento apresentado.

Exemplo 2. Considere o mesmo modelo usado no Exemplo 1, em que se substitui y(k)
por r(k) e u(k) por m(k):

r(k) = θ̂1r(k − 1) + θ̂2m(k − 1) + θ̂3m(k − 1)m(k − 2) + θ̂4m(k − 1)2 + θ̂5m(k − 1)3,

para τd = 1. Em sequência, efetua-se o deslocamento temporal k← k + 1, de modo que
a última equação seja expressa na forma (4.8):

0 = θ̂5m(k)3+θ̂4m(k)2+
[
θ̂2+θ̂3m(k−1)

]
m(k)+

[
θ̂1r(k)−r(k+1)

]
,

0 = c3(k)m(k)3+c2(k)m(k)2+c1(k)m(k) + c0(k), (4.9)
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onde os valores de r são conhecidos (Proposição 4.3.1) e também todos os valores
passados de m. Dessa forma, para cada instante k, as soluções de (4.9) formam um
conjunto de três potenciais entradas de compensação m(k). Além disso, observe que
o coeficiente c2(k) depende de m(k − 1), fato que torna necessária alguma estratégia de
inicialização do procedimento. �

A seguir, algumas recomendações importantes são apresentadas tanto para iniciali-
zar o compensador como para selecionar a raiz que deve ser utilizada como entrada de
compensação. A curva de calibração do sistemaS é obtida ao se aplicar uma sequência
de degraus, de modo que a saída do sistema atinja o estado estacionário. Com esses
valores de saída em estado estacionário, plota-se os dados que compõem a curva u× ys.

Comentário 1. (Inicialização do Compensador). Pela Proposição 4.3.1, r(k + τd) é
conhecida em (4.8). Denote esse valor por r̄. Se a curva de calibração deS for conhecida,
encontre os respectivos valores de m̄ diretamente dessa curva, fazendo m( j) = m̄, para
j = k − 1, . . . ,k+τd−nu. Caso tal curva não esteja disponível, os valores procurados de
m podem ser obtidos diretamente da curva estática do modelo M ou resolvendo o
compensador estático M̄r (4.1), r̄= f̄ `(m̄,r̄), com m( j) = m̄, j = k−1, . . . ,k+τd−nu. No caso
de existir mais de uma solução para r̄ = f̄ `(m̄,r̄) use aquela que i) estabilize a saída do
modelo, ii) satisfaça R1 e R2. Caso ainda exista mais de uma solução factível, escolha
aquela que tenha o menor valor absoluto, gerando o menor esforço de controle. Os
itens i) e ii) são automaticamente levados em conta ao se usar a curva de calibração ou
não linearidade estática. �

As melhorias alcançadas ao se utilizar essas orientações (Comentário 1) no compen-
sador são discutidas no Capítulo 5.

Comentário 2. (Escolha das raízes). Coloque as raízes (4.8) no vetor mk , [mk
1 · · · mk

`m
]T.

Considere somente aquelas que satisfazem às Restrições R1 e R2. Se somente um
elemento de mk atender a essas restrições, então este é escolhido como entrada de
compensação no instante k. Por outro lado, caso exista mais de um elemento que
satisfaça às restrições mencionadas, escolha a raiz apropriada de acordo com o seguinte
critério de otimização:

m(k) = arg min
mk

j , ∀ j∈{1,...,`m}

(
|mk

j −m(k − 1)|
)
. (4.10)

sujeito a: R1,R2

Ao se utilizar o critério (4.10), a solução mais próxima da entrada de compensação
usada no passo anterior é selecionada. Esse critério simples resulta em sinais m(k) mais
suaves e, consequentemente, em um menor esforço de compensação (ABREU et al.,
2020). �

No caso de `m ser par e existirem somente raízes complexas conjugadas, então faz-
se m(k)=m(k − 1). Essa situação é rara para modelos representativos e que, portanto,
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satisfazem a Proposição 4.2.1. O Algoritmo 1 resume o método de seleção da raiz
apropriada para a compensação.

Algoritmo 1: Seleção da Raiz Apropriada de (4.8)

Input: m(k − 1); mk , [mk
1 · · · mk

`m
]T

v←∞
a← 0
for j = 1 to `m do

if mk
j ∈ R (R1) and umin ≤ mk

j ≤ umax (R2) then
e← |mk

j −m(k − 1)|
if e < v then

v← e
a← 1
m(k)← mk

j

if a = 0 then
m(k)← m(k − 1)

Output: m(k)

4.4 Compensação de Sistemas com Histerese

Para sistemas histeréticos, a notação apresentada na Subseção 2.3.2 é simplificada,
de modo queMh =MNARX,h (2.13) é reapresentado:

Mh : y(k) = g`
(
y(k − 1), · · · ,y(k − ny),u(k − τd), · · · ,

u(k − nu),φ1(k − 1), φ2(k − 1)
)

+ e(k).

Assumindo que Mh foi previamente obtido, o método de compensação dinâmica
deve ser adaptado para modelos como (2.13). Considerando sinais de excitação não
constantes, a seguinte simplificação é utilizada:

φ1(k − 1)φ2(k − 1) = φ1(k − 1)
|φ1(k − 1)|
φ1(k − 1)

= |u(k − 1) − u(k − 2)|, (4.11)

para u(k − 1) , u(k − 2). O compensador para sistemas com histerese Mr,h pode ser
obtido seguindo os passos abaixo:

1. ReescrevaMh como:

0 = g`
(
y(k − 1), · · · ,y(k − ny),u(k − τd), · · · ,

u(k−nu),φ1(k−1), φ2(k−1)
)
− y(k); (4.12)
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2. se φ1(k − 1)φ2(k − 1) aparecer em qualquer regressor de (4.12), use o resultado
dado em (4.11);

3. se φ1(k−1) e φ2(k−1) ainda aparecerem, reescreva-os como u(k−1)−u(k−2) e
|u(k−1)−u(k − 2)|/[u(k−1)−u(k − 2)], respectivamente;

4. se [u(k− 1)− u(k− 2)] aparecer em qualquer denominador, multiplique a equação
por [u(k − 1) − u(k − 2)];

5. substitua y(k) por r(k), u(k) por m(k), aplique o deslocamento temporal k← k + τd,
e reescreva a equação como (4.8);

6. divida a equação com | · | em dois polinômios em m(k):

0 = cC
`m

(k)m(k)`m + cC
`m−1(k)m(k)`m−1 + . . . + cC

1 (k)m(k) + cC
0 (k) (4.13)

para m(k) > m(k − 1),

0 = cD
`m

(k)m(k)`m + cD
`m−1(k)m(k)`m−1 + . . . + cD

1 (k)m(k) + cD
0 (k) (4.14)

para m(k) < m(k − 1),

onde os índices sobrescritos C e D se referem aos regimes de carga e descarga, respecti-
vamente. É importante notar que, ao lidar com um sistema histerético, o compensador
(4.8) é composto por dois polinômios distintos, um para carga (4.13) e outro para
descarga (4.14). Dessa forma, a entrada de compensação m(k) é uma raiz factível ou
de (4.13) ou de (4.14). Antes de detalhar o processo de seleção das raízes, os passos
anteriores são ilustrados no exemplo seguinte.

Exemplo 3. Suponha queMh seja:

y(k)=θ̂1y(k−1)+θ̂2u(k−1)3+θ̂3φ1(k−1)φ2(k−1)u(k−1) + θ̂4φ1(k − 1)φ2(k − 1)y(k − 1).

(4.15)

Seguindo os passos 1 e 2, (4.15) é reescrito como:

0=θ̂1y(k−1)+θ̂2u(k−1)3+θ̂3|u(k−1) − u(k−2)|u(k−1) + θ̂4|u(k−1) − u(k−2)|y(k − 1) − y(k).

(4.16)

Para esse modelo, os passos 3 e 4 não se aplicam. Por meio do passo 5, encontra-se a
seguinte equação (lembre-se que τd = 1):

0=θ̂1r(k)+θ̂2m(k)3+θ̂3|m(k) −m(k−1)|m(k) + θ̂4|m(k) −m(k−1)|r(k) − r(k + 1),

(4.17)
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que pode ser dividido em dois polinômios (passo 6):

0 = θ̂2m(k)3 + θ̂3m(k)2 + [−θ̂3m(k − 1)+θ̂4r(k)]m(k) + [θ̂1r(k) − θ̂4m(k − 1)r(k) − r(k + 1)]

para m(k) > m(k − 1), (4.18)

0 = θ̂2m(k)3
− θ̂3m(k)2 + [θ̂3m(k − 1)−θ̂4r(k)]m(k) + [θ̂1r(k) + θ̂4m(k − 1)r(k) − r(k + 1)]

para m(k) < m(k − 1). (4.19)

Aqui, (4.18) se refere ao regime de carga na forma (4.13) com cC
3 (k) = θ̂2, cC

2 (k) = θ̂3,
cC

1 (k) = −θ̂3m(k − 1) + θ̂4r(k) e cC
0 (k) = θ̂1r(k) − θ̂4m(k − 1)r(k) − r(k + 1); enquanto, de

maneira análoga, (4.19) se refere ao regime de descarga na forma (4.14) com coeficientes
cD

3 (k) = θ̂2, cD
2 (k) = −θ̂3, cD

1 (k) = θ̂3m(k−1)−θ̂4r(k) e cD
0 (k) = θ̂1r(k)+θ̂4m(k−1)r(k)−r(k+1).

Os polinômios (4.18) e (4.19) que são válidos para k ≥ 1 podem ser inicializados
usando uma estimativa do laço de histerese como é mostrado no Exemplo 4. �

Para apresentar uma maneira mais geral de selecionar a raiz apropriada, considere
os polinômios na forma geral constituída de (4.13) e (4.14). A Proposição 4.3.1 tam-
bém deve ser válida no contexto de histerese, a raiz apropriada m(k) deve atender às
restrições R1, R2 e também:

Restrição R3) m(k) > m(k − 1), se (4.13) é usada em k; ou
Restrição R4) m(k) < m(k − 1), se (4.14) é usada em k.

As restrições R3 e R4 são necessárias para garantir que a raiz seja consistente com o
regime para o qual foi calculada. Assim, o processo de seleção das raízes no contexto
histerético é similar ao explicado no Comentário 2 com a adição dessas novas restrições:

m(k) = arg min
mk

j , ∀ j∈{1,...,`m}

(
|mk

j −m(k − 1)|
)
, (4.20)

sujeito a: R1,R2,Rq

em que q ∈ {3, 4}. O procedimento passo a passo é análogo ao Algoritmo 1, agora
usando (4.20) ao invés de (4.10). A inicialização do procedimento é descrita a seguir.

4.4.1 Inicialização de Compensadores para Sistemas com Histerese

Se algum parâmetro dos compensadores (4.13) e (4.14) dependerem de valores ante-
riores da entrada de compensação m(k), {m(k−1), . . . ,m(k+τd−nu)}, esses valores devem
ser determinados na inicialização. Na Seção 4.3, utiliza-se a curva estática para estimar
esses valores iniciais como descrito no Comentário 1. Aqui, o procedimento a seguir é
usado visando estimar o laço de histereseH paraMh (2.13) no plano entrada×saída .
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Considere a seguinte entrada senoidal de período T = 1/ fmin:

ũ(k) = A sin
(
2π fmink

)
+ ũ0, (4.21)

sendo que fmin = 1/T é a menor frequência de interesse, ũ0=(umin+umax)/2 é a média,
e A = umax − ũ0 é a amplitude. Aplicando ũ(k) no modelo (2.13) e desconsiderando
os valores transitórios, o conjunto resultante de dados {ũ(k),ỹ(k)}Ne

k=Ni
, com Ni > T e

Ne = Ni + T, corresponde ao laço H . O uso de H para inicialização é ilustrado no
próximo exemplo.

Exemplo 4. Considere o modelo (4.15) do Exemplo 3, com parâmetros θ̂1 = 0,8, θ̂2 =

0,4, θ̂3 = 0,2, e θ̂4 = 0,1. Visando inicializar o compensador para k = 0, m(−1) é
necessário em (4.18) e (4.19). Para esse fim, suponha que o sinal de excitação seja ũ
(4.21) definido com A = 1, fmin = 1 Hz, e ũ0 = 1 para o qualH é mostrado na Fig. 4.1.

0 2

0

2

4

ũ

ỹ

r(1)

mU(0) mL(0)

Figura 4.1: O laçoH é obtido da simulação do modelo (4.15) com entrada descrita no
Exemplo 4. Os pontos azuis (·) se referem ao regime de carga, enquanto aqueles em
vermelho (·) se referem ao regime de descarga. Para uma dada referência, por exemplo
r(1), existem duas possíveis escolhas para a entrada de compensação, uma em azul (N) e
outra em vermelho (N) que correspondem a mC(0) e mD(0), respectivamente. A escolha
de uma delas é definida pelo regime (carga ou descarga) no instante de inicialização.

Pela Proposição 4.3.1, sabe-se que r(k+1) é conhecida no instante k. Suponha que
r(1) = 2 e que ỹ = r(1), existindo dois possíveis valores para ũ, mL(0) e mU(0), obtidos de
H (Fig. 4.1). A escolha entre esses dois valores é baseada no regime atual da referência:
carga para r(1) − r(0) > 0 ou descarga para r(1) − r(0) < 0. Nesse exemplo, em k = 0,
a referência encontra-se em regime de carga e, portanto, m(0) = mL(0) é escolhida para
inicializar as equações (4.18) e (4.19). �
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4.5 Aspectos Importantes para a Implementação

É importante mencionar que caso a ordem dos polinômios gerados pelos compensa-
dores seja maior do que 3, não existem soluções analíticas para se obter as raízes desses
polinômios. Portanto, torna-se necessária a implementação de métodos numéricos
iterativos. Para sistemas suficientemente lentos, esse tipo de estratégia não seria um
problema. Por outro lado, em sistemas rápidos, uma alternativa a esse tipo de questão
seria encontrar as entradas de compensação a priori, resolvendo-se o problema em uma
abordagem offline. Dado que esse tipo de procedimento não é o mais adequado, feliz-
mente é possível representar uma gama considerável de sistemas via modelos de grau
de não linearidade menor que 3. Para sistemas de ordem mais alta, pode-se determinar
restrições que obriguem os compensadores gerados a apresentar no máximo forma
cúbica. O Apêndice A apresenta as fórmulas de solução analítica para polinômios de
grau menor ou igual a 3.

Particularmente sobre sistemas histeréticos, tem-se que os polinômios (4.13) e (4.14)
não estão definidos para m(k) = m(k − 1). De maneira prática, quando essa situação
ocorre, o valor da entrada de compensação calculada no instante anterior é mantida.
Isso corresponde a permanecer no ponto do laço de histereseH alcançado no instante
anterior (ABREU et al., 2020).

A outra situação extrema ocorre para uma referência muito rápida. Para entender
esse problema, é importante lembrar que a ideia central dos métodos apresentados é
fazer com que a saída do sistema compensado siga a referência. À medida que esta
se torna mais rápida, a dificuldade de se verificar y(k) ≈ r(k) cresce gradualmente.
Claramente existe um limite prático para a frequência máxima de r(k) que permitirá
resultados de compensação apropriados. Sobre essas questões, mais detalhes são dados
no Capítulo 5.

4.6 Considerações Finais

Este capítulo apresentou as principais contribuições desta dissertação para o pro-
blema de compensação de não linearidades. A metodologia proposta consiste em
reescrever a equação do modelo NARX, de modo que se obtenha um polinômio na va-
riável desejada, que é a entrada de compensação. Assim, as raízes desse polinômio são
calculadas e aquela que for apropriada, respeitando as restrições impostas e gerando
o menor esforço de controle, é escolhida. A metodologia é concebida nos contextos
estático e dinâmico, sendo também adaptada para sistemas com histerese. O próximo
capítulo apresenta os resultados obtidos com a aplicação da metodologia aqui proposta
por meio de exemplos simulados.





Capítulo 5

Resultados de Simulação

O presente capítulo trata dos resultados de aplicação da metodologia apresentada
no Capitulo 4 para exemplos de simulação numérica, trazendo também uma discussão
sobre particularidades do método. As entradas de excitação utilizadas para a identifica-
ção dos modelos são projetadas, conforme proposto na Subseção 3.2.1. A identificação
dos modelos NARX é realizada com base na Seção 4.1 e a validação dos mesmos se-
gue o que foi abordado na Subseção 3.2.3. Os resultados apresentados neste capítulo
encontram-se em fase de publicação (TAVARES et al., 2020).

5.1 Exemplo 1 - Um Sistema de Aquecimento

Neste primeiro exemplo, utiliza-se o seguinte modelo de Hammerstein que foi
obtido para um aquecedor elétrico (AGUIRRE et al., 2005):

y(k) =β1y(k − 1) + β2v(k − 1) + β3y(k − 2) + β4v(k − 2),

v(k) =p1u(k)2 + p2u(k), (5.1)

sendo que y(k) é a temperatura normalizada, u(k) é a tensão elétrica aplicada ao aque-
cedor com limites 0≤u(k)≤1. O conjunto de dados utilizado nas etapas seguintes
foram extraídos de (AGUIRRE et al., 2002) e encontram-se disponíveis em https:
//bit.ly/3iQ6rCF1. A região de operação do modelo é u(k) ∈ [0; 1] e y(k) ∈ [0; 0,5].

O termo independente do polinômio de segunda ordem foi omitido visando ga-
rantir que y = 0 quando u = 0. É importante mencionar que os parâmetros de (5.1)
precisaram ser reestimados, porque aqueles fornecidos em (AGUIRRE et al., 2005)
possuem poucas casas decimais, o que impacta consideravelmente a qualidade de si-
mulação para modelos discretos. Realizando a estimação diretamente sobre os dados
estáticos, foram obtidos os parâmetros da curva estática via MQ: p1 = 4,639331× 10−1 e
p2 = 5,435865 × 10−2. Usando os dados dinâmicos e o algoritmo EMQ, os demais parâ-
metros da parte dinâmica foram estimados: β1 = 1,205445 × 100, β2 = 8,985133 × 10−2,
β3 = −3,087751 × 10−1 e β4 = 9,462358 × 10−3. A validação do modelo obtido para o
aquecedor é apresentada na Fig. 5.1. Daqui em diante, o modelo de Hammerstein (5.1)
é tratado como o sistema S a ser compensado.

1https://www.researchgate.net/publication/3352493_Nonlinearities_in_NARX_polynomial_
models_Representation_and_estimation

https://bit.ly/3iQ6rCF
https://bit.ly/3iQ6rCF
https://www.researchgate.net/publication/3352493_Nonlinearities_in_NARX_polynomial_models_Representation_and_estimation
https://www.researchgate.net/publication/3352493_Nonlinearities_in_NARX_polynomial_models_Representation_and_estimation
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Figura 5.1: Desempenho do modelo (5.1) sobre conjunto de dados de validação ob-
tidos via medição e apresentados em (AGUIRRE et al., 2002). A linha contínua (–)
representa os dados de medição, enquanto a linha tracejada (- -) corresponde aos da-
dos de simulação livre de (5.1). Neste exemplo, (5.1) é tratado como sistema S a ser
compensado.

Nesse sentido, o primeiro passo é identificar um modelo NARX polinomialM (2.9)
para S. A entrada u(k) é obtida alimentando as equações (3.6) e (3.7) com: n = 2,
f1 = 0,001Hz, f2 = 0,005Hz, v = 3, o1 = 0,3V, o2 = 0,5V, o3 = 0,7V, G1 = G2 = G3 = 0,2V,
N = 2000, N1 = 1000 e N2 = 1000. Visando tornar as simulações mais próximas de
um experimento prático, um ruído gaussiano foi adicionado diretamente à saída, de
modo que σr/σs = 5%, em que σr é o desvio padrão do ruído, enquanto σs é o desvio
padrão do sinal de saída de identificação. Os dados de validação são produzidos via
simulação livre e livre de ruído. Fazendo ` = 3 e ny = nu = 3, segue-se o procedimento
apresentado na Seção 4.1 em que os termos candidatos são selecionados via ERR e
o número de termos é determinado via minimização do critério AIC. A Figura 5.2
apresenta o critério de AIC que foi minimizado pelo seguinte modelo de 3 termos, cuja
parte determinística é apresentada a seguir:

M : y(k) = θ̂1y(k − 1) + θ̂2u(k − 1)2 + θ̂3y(k − 2), (5.2)

sendo θ̂1 = 8. 958185×10−1, θ̂2 = 6. 393347×10−2 e θ̂3 = −1. 746750×10−2. Os resultados
de validação paraM são mostrados na Tabela 5.1 e na Figura 5.3, os quais indicam certa
degradação em frequências mais altas e em pontos de operação próximos da origem.

Na sequência, ilustra-se a compensação estática (Seção 4.2). A função estática do
modeloM é:

ȳ =
θ̂2ū2

1 − θ̂1 − θ̂3
, (5.3)

em que existe apenas um ponto fixo ȳ para cada valor de entrada ū. Como M é um
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Figura 5.2: Critério AIC utilizado para definição do número de termos do modelo.
Escolheu-se o modelo de 3 termos (nθ = 3) devido à minimização do índice. As linhas
contínuas não têm significado, sendo mostradas apenas para facilitar a visualização.

Tabela 5.1: MAPE para simulação livre deM (5.2) excitado por entradas senoidais da
forma u(k) = u0 + 0,2sen(2π f k).

f [Hz] u0 [V]
0,3 0,5 0,7

0,0005 5,5% 3,0% 2,9%
0,001 5,8% 2,9% 2,8%
0,002 7,0% 4,0% 3,1%

sistema de segunda ordem, existem dois autovalores para cada ponto fixo ȳ. Nesse
caso, a matriz Jacobiana não depende dos valores de ū ou ȳ, sendo a condição de
estabilidade local (2.11): ∣∣∣∣∣∣eig

([
0 1
θ3 θ1

])∣∣∣∣∣∣ < 1,

em que os autovalores da matriz Jacobiana correspondem às duas soluções algébricas
de λ2

− θ1λ − θ3 = 0: |λ1| = 0,8759 e |λ2| = 0,0199. Portanto, ȳ é estável para qualquer
valor de ū e a Proposição 4.2.1 é satisfeita. Para realizar a compensação estática, ȳ é
substituído por r̄ e ū por m̄ em (5.3), de modo que o polinômio em m̄ pode ser expresso
como na Equação 4.1:

r̄ =
θ̂2m̄2

1 − θ̂1 − θ̂3
,

0 = [θ̂2]︸︷︷︸
cm,2

m̄2 + [(θ̂1 + θ̂3 − 1)r̄]︸            ︷︷            ︸
cm,0(r̄)

. (5.4)

Como (5.4) é uma equação quadrática incompleta e a região de operação é limitada a
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Figura 5.3: Validação livre de ruído para modeloM (5.2): a linha contínua (–) apresenta
valores de y(k) para o sistemaS (5.1), enquanto a linha tracejada (- -) é a simulação livre
deM (5.2).

0 ≤ m̄ ≤ 1, a solução algébrica é única, definindo o compensador M̄r:

M̄r : m̄ =

√
−cm,0(r̄)

cm,2
=

√
(1 − θ̂1 − θ̂3)r̄

θ̂2
. (5.5)

Além disso, como r̄ ≥ 0, θ̂2 > 0 e 1 − θ̂1 − θ̂3 > 0, o resultado da raiz quadrada em
(5.5) é sempre real. Na Fig. 5.4, os resultados da compensação estática são mostrados
para uma referência composta por uma sequência de degraus. Os resultados para o
sistema não compensado são obtidos ao se aplicar a própria referência na entrada deS.
Como esperado, as ações de compensação fazem com que o sistema compensado seja
aproximadamente linear (ver Fig. 5.4-b), o que não ocorre na ausência de compensação.

Como mostrado na Seção 4.3, a compensação estática pode ser usada para encontrar
as condições iniciais do compensador dinâmico quando os coeficientes do polinômio
(4.8) dependem de versões passadas da entrada. Para a compensação dinâmica, o
procedimento da Seção 4.3 é realizado sobreM (5.2), resultando em (ver Eq. 4.7):

r(k + 1) = θ̂1r(k) + θ̂2m(k)2 + θ̂3r(k − 1)

e, finalmente (ver Eq. 4.8):

0 = [θ̂2]︸︷︷︸
c2

m(k)2 + [θ̂1r(k) + θ̂3r(k − 1) − r(k + 1)]︸                                ︷︷                                ︸
c0(k)

. (5.6)
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Figura 5.4: Resultados de validação para compensação estática: a linha contínua (–)
apresenta a referência; a linha tracejada vermelha (- -) se refere à saída do sistema
compensado por M̄r(5.5), enquanto a linha tracejada verde (-·-) mostra a saída do
sistema não compensado. Em (a), tem-se a evolução temporal das saídas e da referência,
enquanto em (b) apresenta-se o plano r̄ × ȳ.

Resolvendo (5.6) em cada iteração, obtém-se a entrada de compensação m(k). Devido
a (5.6) ser quadrática, existem duas possibilidades. Ou as duas raízes são puramente
reais e, então, o Algoritmo 1 é usado para selecionar uma delas; ou tais raízes são
complexas conjugadas, de modo que o valor anterior é segurado, m(k) = m(k − 1).

Visto que m(k) > 0, a solução algébrica de (5.6) define o seguinte compensadorMr:

Mr : m(k) =

√
−c0(k)

c2
=

√
r(k + 1) − θ̂1r(k) − θ̂3r(k − 1)

θ̂2
, (5.7)

e, como θ̂2 > 0, a condição para que (5.7) tenha somente raízes reais é:

r(k + 1) − θ̂1r(k) − θ̂3r(k − 1) ≥ 0. (5.8)

Pelo fato de m(k) (5.7) não depender de valores prévios da entrada, a inicialização do
compensador é realizada simplesmente tomando-se r(−1) = r(0) em (5.7) para k = 0.
Na Fig. 5.5 e na Tabela 5.2, os resultados obtidos para o compensador Mr (5.7) são
comparados com aqueles obtidos sem compensação, quando diferentes referências
senoidais são consideradas. Da Tabela 5.2, vê-se que, com o aumento da frequência, a
compensação se torna menos efetiva, como esperado para a maioria dos sistemas de
controle. Além disso, para valores pequenos de r(k), tem-se o aparecimento de raízes
complexas (ver Fig. 5.5-b) e, assim, o valor prévio da raiz é segurado.



68 5 Resultados de Simulação

0 20 40 60 80 100 120
0

0,1

0,2

0,3

0 20 40 60 80 100 120

0,2

0,4

0,6

0,8

y(
k)

u(
k)

k

k

(a)

(b)

Figura 5.5: Resultados de compensação no contexto dinâmico paraMr (5.7). Em (a), (–)
representa r(k) = 0,2sen(2π(0,002)k + π/2) + 0,15, (-·-) é a saída do sistema compensado
yc(k) e (- -) é a saída do sistema ys(k) sem compensação. Em (b), (-·-) é a entrada de
compensação m(k), enquanto (- -) é a entrada aplicada ao sistema não compensado.

Tabela 5.2: MAPE calculado para o sistema compensado por Mr (5.7) e para o não
compensado, sendo r(k) = r0 + r0sen(2π f k + π/2).

f [Hz] r0 [V]
0,05 0,10 0,20

Compensado

0,0005 7,8% 4,1% 3,4%
0,001 9,4% 6,4% 5,6%
0,002 15,5% 12,2% 10,2%
0,004 29,5% 25,8% 20,2%

Sem compensação

0,0005 45,6% 44,0% 40,8%
0,001 45,5% 44,0% 40,9%
0,002 45,3% 44,0% 41,4%
0,004 44,8% 43,7% 41,8%

5.1.1 Discussão

De forma a tornar a leitura sobre a aplicação da metodologia mais concisa, não
foram realizadas análises e discussões. Por isso, reservou-se esta parte do texto para
considerar tais aspectos.

Inicialmente, lembre-se que sobre a saída dos dados de identificação foi adicionado
um ruído gaussiano σr/σs = 5%, em que σr é o desvio padrão do ruído, enquanto σs é
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o desvio padrão do sinal de saída. A primeira análise aqui realizada busca apresentar
o impacto dessa adição de ruído na qualidade da identificação do modelo. Nos testes
apresentados na Figura 5.6, retira-se o ruído da saída dos dados de identificação,
utilizando esse sinal como base para gerar novas saídas com ruído. Aumentando
gradativamente a potência do ruído via relação σr/σs, 50 sinais de saída são gerados
como realizações distintas para cada valor de σr/σs. Os valores de σr/σs variam de 0%
a 30% com aumentos sucessivos de 2%. Para cada saída perturbada, identifica-se um
modelo seguindo as mesmas recomendações utilizadas na Seção 5.1. Por fim, toma-
se a média e o desvio padrão dos valores de MAPE gerados pela validação dos 50
modelos. Por meio da Fig. 5.6, é possível perceber que, como esperado, a qualidade da
identificação é, em média, cada vez mais afetada conforme valores crescentes de σr/σs

são utilizados e, além disso, a previsibilidade da identificação é fortemente afetada
como se vê pela tendência de alargamento dos intervalos de confiança.
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Figura 5.6: Teste de Monte Carlo realizado para avaliar a variação do MAPE[%] em
função do aumento do ruído dado razão entre o desvio padrão do ruído e o desvio
padrão do sinal de saída de identificação, σr/σs [%]. Foram realizados 50 testes de
Monte Carlo para cada valor de σr/σs. Mostra-se a média desses 50 testes (	) e ±2
desvios-padrões (- -) dos testes. A linha contínua azul (–) é apenas ilustrativa, visto
que os testes foram tomados para aumentos sucessivos de 2% em σr/σs.

Para discutir a perda de qualidade da compensação, uma análise sobre a presença
de raízes complexas ao longo da compensação é realizada. Visando encontrar uma
condição que relacione variações percentuais entre amostras de r(k) e que garantam a
existência de raízes reais, considere as seguintes substituições: r(k + 1) = (1 + ∆k+1)r(k)
e r(k − 1) = (1 + ∆k)r(k) aplicadas em (5.8):

(1 + ∆k+1)r(k) ≥ θ̂1r(k) + θ̂3(1 + ∆k)r(k), (5.9)

sendo ∆k+1 ∈ [−100%,100%] a variação percentual de r(k) entre as amostras k e k + 1;
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enquanto ∆k ∈ [−100%,100%] é o análogo para k − 1 e k. Como r(k) ≥ 0, o valor
mínimo dessas porcentagens deve ser−100%. Assim, dividindo (5.9) por r(k), a seguinte
condição é encontrada:

∆k+1 ≥ θ̂3∆k + [θ̂1 + θ̂3 − 1], r(k) > 0. (5.10)

Na Figura 5.7, o semiplano que garante a presença de raízes reais é apresentado,
visto que ele contém os valores que satisfazem (5.10). Embora esse semiplano seja
construído em função de ∆k, se ∆k+1 ≥ −10,4%, existirão apenas raízes reais indepen-
dentemente de ∆k. Para referências r(k) com altas frequências, existe a tendência de
variações significativas entre poucas amostras, o que leva os valores para fora do se-
miplano dado por (5.10) e, consequentemente, raízes complexas aparecem ao longo
do processo de compensação. Outra situação em que ocorre a presença de raízes
complexas, está relacionada a r(k) ≈ 0. Nesse caso, pequenas variações tornam-se per-
centualmente significantes, também levando à produção de raízes complexas. Note
que esses resultados são consistentes com as Tabelas 5.1 e 5.2, nas quais os piores
resultados de validação foram obtidos para pontos de operação próximos da origem e
frequências mais altas.
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Figura 5.7: Semiplano definido pela desigualdade (5.10). As soluções apresentadas na
região azul garantem que a Eq. 5.7 irá possuir apenas raízes reais. Com a redução de
∆k, nota-se uma redução de possíveis valores de ∆k+1 que determinam raízes reais. Para
∆k+1 ≥ −10,4%, existem apenas raízes reais independentemente de ∆k.

Embora a presença de raízes complexas seja um inconveniente, quando elas ocorrem
com baixa frequência e em regiões específicas, a estratégia de segurar o último valor
de m(k) é capaz de lidar com essa questão. Nesses casos, os resultados obtidos indicam
que o compensador volta a calcular raízes reais em poucas amostras (ver Figura 5.5-b).
Para essa figura, raízes complexas ocorrem em aproximadamente 15% de um ciclo da
referência. É importante pontuar que para regiões em que o modelo apresenta melhor
representatividade e para referências que não sejam muito rápidas, a ocorrência de
raízes complexas não foi verificada.
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Outra discussão está relacionada com a utilização da compensação estática para
referências não necessariamente estáticas. Conforme a frequência tende a zero, o
método de compensação dinâmica tende para a compensação estática. Contudo, quão
melhor se torna a compensação estática conforme ocorre a redução dos valores de
frequência? Para responder essa pergunta, a compensação estática é executada para
referências de diferentes frequências, resolvendo a compensação estática iterativamente
e fazendo r̄ = r(k + 1). Os resultados desses testes são comparados com a compensação
dinâmica na Tabela 5.3. Note que, nesta tabela, para cada amplitude, existe um valor de
frequência em que a compensação estática apresenta resultados próximos ou melhores
que a dinâmica. Observe que para r0 = 0,05V, a compensação estática apresenta
resultados próximos à compensação dinâmica, desde a frequência de 0,0005 Hz que
foi a mais alta avaliada. Isso pode ser justificado pelo fato do modelo dinâmico ser
menos representativo nesse ponto de operação, sendo que a compensação dinâmica é
mais sensível, por utilizar valores variantes das amostras, tende a ser mais sensível à
qualidade do modelo do que a compensação estática.

Tabela 5.3: Resultados de MAPE calculado para a compensação estática - M̄r(5.5) - e
para a compensação dinâmica -Mr(5.7) - sendo r(k) = r0 + r0sen(2π f k + π/2).

Tipo de Compensação f [Hz] r0 [V]
0,05 0,10 0,20

Compensação Estática - M̄r(5.5)

0,00005 6,5% 2,8% 2,2%
0,0001 6,6% 2,9% 2,6%
0,0002 6,8% 3,6% 3,9%
0,0004 7,2% 6,5% 7,2%
0,0005 8,2% 8,1% 8,8%

Compensação Dinâmica -Mr(5.7)

0,00005 7,0% 2,8% 2,0%
0,0001 7,1% 2,9% 2,1%
0,0002 7,3% 3,2% 2,4%
0,0004 7,6% 3,8% 3,0%
0,0005 7,8% 4,1% 3,4%

Por fim, a Figura 5.8 mostra que os resultados da compensação para 10000 execuções
seguindo a técnica de Monte Carlo. Em cada execução, um modelo perturbadoM (5.2)
é obtido ao se amostrar uma distribuição gaussiana centrada nos parâmetros originais
e com matriz de covariância dada pela matriz de covariância do estimador utilizado
para obter o modelo original. As linhas pretas tracejadas indicam a região determinada
por µ(r̄) ± 2σ(r̄), em que µ(r̄) é a média e σ(r̄) é o desvio padrão, avaliados para cada
valor r̄ nas 10000 execuções. Os resultados mostram que a compensação apresenta bons
resultados para r̄ < 0,3 e, a despeito das variações nos parâmetros, e, a partir daí, ocorre
certa degradação. Importante notar que a região determinada pelas linhas tracejadas
de erro define uma região estreita que contém a relação linear. Isso evidencia que o
compensador obtido apresentou robustez a perturbações em seus parâmetros.
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Figura 5.8: Resultados da abordagem de Monte Carlo. (-∗-) refere-se a curva estática
do sistema não compensado, (-∗-), a referência e (-∗-) é µ(r̄), a média calculada para as
10000 execuções em cada valor r̄ compreendida entre as barras (- -) que representam
±2σ(r̄).

5.2 Exemplo 2 - Um Sistema Histerético

Neste exemplo, o modelo BW para viga em consola apresentada na Seção 3.1 é
utilizado com os mesmos parâmetros que lá estão descritos. Daqui em diante, o
modelo das Equações 3.1 e 3.2 é considerado como sistema S a ser compensado.

Para identificar um modeloMh (2.13) para S, a entrada de identificação u(k) é ob-
tida a partir de (3.6) e (3.7) com: n = 2, f1 = 0,2Hz, f2 = 5Hz, v = 2, o1 = o2 = 0V,
G1 = 25V, G2 = 50V, N = 19200, N1 = 16000 e N2 = 3200. Novamente, um ruído
gaussiano com σr/σs = 5% é adicionado diretamente à saída. Com base na Seção 4.4,
u(k), y(k), φ1(k)=u(k)−u(k−1) e φ2(k)=sign(φ1(k)) são escolhidos como regressores can-
didatos. Utilizando o algoritmo ERR conjugado ao critério AIC conforme a Seção 4.1,
tomando ` = 3 e ny = nu = 1, o seguinte modelo de quatro termosMh foi obtido:

Mh : y(k)=θ̂1y(k−1)+θ̂2φ1(k−1)φ2(k−1)u(k−1)+θ̂3φ1(k−1)φ2(k−1)y(k−1)+θ̂4φ1(k−1),
(5.11)

sendo θ̂1 = 1,000099×100, θ̂2 = 6,630567×10−3, θ̂3 = −6,247018×10−3, e θ̂4 = 7,892915×
100. Essa estratégia de identificação caixa cinza é baseada em (MARTINS e AGUIRRE,
2016).

Visando comparar as estratégias de identificação no contexto de histerese, utilizou-
se a estratégia caixa cinza proposta por ABREU et al. (2020). A estrutura selecionada
é idêntica à deMh mas os parâmetros foram reestimados de modo a garantir

∑
y = 1.

Isso pode ser feito, sem uma nova seleção de estrutura, devido ao fato de que o modelo
Mh(5.11) não apresenta os regressores que devem ser eliminados, conforme (i), (ii) e
(iii) - veja a Subseção 2.3.2. O modelo obtido seguindo essa formulação é denominado
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Mh,z e é dado por:

Mh,z : y(k) = θ̂1,zy(k−1)+θ̂2,zφ2(k−1)φ3(k−1)u(k−1)

+ θ̂3,zφ2(k−1)φ3(k−1)y(k−1)+θ̂4,zφ2(k−1), (5.12)

sendo θ̂1,z = 1,000000 × 100, θ̂2,z = 6,630913 × 10−3, θ̂3,z = −6,157515 × 10−3 e θ̂4,z =

7,893146 × 100.
Por meio dos mesmos dados de identificação supramencionados, mas valendo-se

de uma abordagem puramente caixa preta, obteve-se o seguinte modelo de 3 termos,
via ERR e AIC, denominadoMh,p:

Mh,p : y(k)=θ̂1,py(k−1)+θ̂2,py(k − 2) + θ̂3,pu(k − 1) (5.13)

sendo θ̂1,p = 1,331425 × 100, θ̂2,p = −3,407265 × 10−1 e θ̂3,p = 8,692694 × 10−3.
A Figura 5.9 apresenta o resultado da validação para Mh. Os resultados de vali-

dação dos três modelos mencionados para entradas senoidais de diversas frequências
e amplitudes são apresentado na Tabela 5.4. Tais resultados mostram que o modelo
caixa pretaMh,p não é representativo, enquanto os modelos caixa cinza apresentaram
resultados próximos, com certa degradação em altas frequências e amplitudes. O fato
de ambos modelos caixa cinza apresentarem resultados próximos é esperado visto que
possuem a mesma estrutura e parâmetros de valores próximos.
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Figura 5.9: Validação livre de ruído para modelo Mh (5.11): a linha contínua (–)
apresenta valores de y(k) para o sistema S (3.1 e 3.2) a linha pontilhada (- -) apresenta
os valores de saída do modelo (5.11). Em (a), tem-se tem-se a evolução temporal
para a baixa frequência do sinal de excitação, f1 = 0,2Hz (0 ≤ k ≤ 18000), enquanto
em (b), têm-se as primeiras 2000 amostras para a frequência mais alta, f2 = 5Hz,
(16001 ≤ k ≤ 18000).
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Tabela 5.4: MAPE de simulação livre para os modelos 5.11, 5.12 e 5.13, excitados por
entradas senoidais da forma u(k) = Gsen(2π f k).

Modelos f [Hz] G0 [µm]
20 30 40

Caixa CinzaMh(5.11)

0,2 2,6% 2,0% 4,7%
1,0 2,7% 1,3% 4,1%
5,0 7,7% 5,0% 3,6%

Caixa CinzaMh,z (5.12)

0,2 2,7% 2,4% 4,9%
1,0 2,7% 1,3% 4,1%
5,0 7,6% 5,0% 3,6%

Caixa PretaMh,p (5.13)

0,2 14,1% 10,6% 8,6%
1,0 29,0% 27,4% 26,7%
5,0 31,4% 30,4% 30,2%

Seguindo os passos 1, 2, 3 e 5 (passo 4 não é necessário) do procedimento apresentado
na Seção 4.4, obtém-se o seguinte compensador para o modeloMh:

0 = θ̂1r(k)−r(k+1)+θ̂2|m(k)−m(k−1)|m(k)

+θ̂3|m(k)−m(k−1)|r(k)+θ̂4|m(k)−m(k−1)|, (5.14)

para m(k),m(k − 1). Tal compensador pode ser dividido em dois polinômios em m(k)
como (4.13) e (4.14), o que é mostrado no passo 6, sendo denotado no texto comoMh,r:

0=cC
2 m(k)2+cC

1 (k)m(k)+cC
0 (k), para m(k)>m(k−1); (5.15)

e
0=cD

2 m(k)2+cD
1 (k)m(k)+cD

0 (k), para m(k)<m(k−1), (5.16)

sendo cC
2 = θ̂2, cC

1 (k) = −θ̂2m(k− 1) + θ̂3r(k) + θ̂4, cC
0 (k) = θ̂1r(k)− θ̂3m(k− 1)r(k)− θ̂4m(k−

1)− r(k + 1), cD
2 = −θ̂2, cD

1 (k) = θ̂2m(k− 1)− θ̂3r(k)− θ̂4, e cD
0 (k) = θ̂1r(k) + θ̂3m(k− 1)r(k) +

θ̂4m(k − 1) − r(k + 1).

Como existem parâmetros de (5.15) e (5.16) que dependem de m(k−1), a inicialização
do compensador é necessária em k = 0. Aplicando ũ = 50sen(2π0,2k) ao modeloMh

(5.11), obtém-se o laço H(ũ,ỹ). Fazendo ỹ = r(k + 1), m(k − 1) pode ser determinado
diretamente do laçoH , similarmente ao que foi apresentado no Exemplo 4.

É importante notar que o compensador deMh,z tem a mesma estrutura que (5.15) e
(5.16), a menos dos parâmetros. Fazendo θ̂1 = θ̂1,z, θ̂2 = θ̂2,z, θ̂3 = θ̂3,z e θ̂4 = θ̂4,z nas
Equações 5.15 e 5.16, obtém-se o compensador Mh,z,r, cujos parâmetros são análogos
aos deMh,r procedendo-se com as substituições mencionadas acima:

0=cC
z,2m(k)2+cC

z,1(k)m(k)+cC
z,0(k), para m(k)>m(k−1); (5.17)
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e
0=cD

z,2m(k)2+cD
z,1(k)m(k)+cD

z,0(k), para m(k)<m(k−1). (5.18)

Para obter um compensador para o modelo caixa pretaMh,p (5.13), deve-se proce-
der conforme a compensação dinâmica mostrada na Seção 4.3, visto que tal modelo
não apresenta os regressores velocidade φ1(k) e sinal da velocidade φ2(k). Assim, o
compensador linearMh,p,r é:

m(k) =
r(k + 1) − θ̂1,pr(k) − θ̂2,pr(k − 1)

θ̂3,p
. (5.19)

Observe que a inicialização desse compensador é trivial, visto que não existem parâ-
metros dependentes de valores prévios da entrada de compensação. Portanto, basta
fazer em k = 0, r(−1) = r(0). Também é importante perceber que como θ̂3,p ≈ 0, tal
compensador possui uma tendência de apresentar problemas numéricos, o que pode
fazer com que os valores anteriores sejam segurados em muitas iterações.

Os resultados de validação do compensadorMh,r (5.15 e 5.16) estão mostrados na
Figura 5.10, enquanto uma comparação entre os desempenhos dos três compensadores
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Figura 5.10: Resultados de desempenho do compensadorMh,r (5.15 e 5.16) para com-
pensação do sistema histeréticoS(3.1 e 3.2). (a) evolução temporal das saídas; (b) plano
r× y e (c) evolução temporal das entradas. (–) é a referência r(k) = 30sen(2π(2)k +π/2);
(-·-) são os resultados paraMh,r e (- -) refere-se ao sistema não compensado.
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e do sistema não compensado é mostrada na Tabela 5.5. Tais resultados indicam que
os sistemas compensados por Mh,r (5.15 e 5.16) e por Mh,z,r (5.17 e 5.18) apresentam
melhores resultados para o seguimento da referência em todos os cenários avaliados.
Além disso, os piores resultados ocorrem para altas frequências e amplitudes, que são
regiões onde o modelo é menos representativo (ver Tabela 5.4) considerando os dois
compensadores mencionados. Por outro lado, o compensador gerado pelo modelo
caixa preta,Mh,p,r (5.19) não foi capaz de apresentar melhores resultados nem quando
comparado ao sistema não compensado. Isso já era esperado, visto que as técnicas
de modelagem caixa preta disponíveis na literatura não são capazes de descrever as
características fundamentais de um sistema histerético. A seguir, apresenta-se uma
discussão sobre aspectos importantes relacionados aos compensadores apresentados
nesta seção.

Tabela 5.5: MAPE para sistemas compensados segundo as abordagens previamente
apresentadas, e para o sistema sem compensação considerando r(k) = G0sen(2π f k +
π/2).

Abordagem f [Hz] G0 [µm]
20 30 40

Compensado porMh,r (5.15 e 5.16)

0,2 1,4% 3,2% 5,2%
1,0 0,9% 2,5% 4,5%
2,0 1,0% 1,4% 3,4%
5,0 5,4% 4,5% 3,9%

Compensado porMh,z,r (5.17 e 5.18)

0,2 1,8% 3,6% 5,6%
1,0 1,0% 2,6% 4,5%
2,0 1,0% 1,4% 3,3%
5,0 5,4% 4,5% 4,0%

Compensado porMh,p,r (5.19)

0,2 10,7% 9,7% 9,1%
1,0 61,7% 48,5% 38,3%
2,0 87,4% 62,3% 41,3%
5,0 40,9% 41,4% 41,9%

Sem compensação

0,2 7,8% 7,1% 6,4%
1,0 7,8% 7,0% 6,3%
2,0 7,7% 6,9% 6,1%
5,0 7,6% 6,6% 5,8%

5.2.1 Discussão

Especificamente sobre o modelo caixa preta, tem-se que este sequer satisfaz a Pro-
posição 4.2.1 e, portanto, não poderia ser utilizado para compensação. A realização
desta foi feita para corroborar a necessidade de que os modelos sejam representativos
e da identificação caixa cinza no contexto de histerese. Tais pontos foram previamente
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discutidos em (MARTINS e AGUIRRE, 2016) e em (ABREU et al., 2020). A baixa qua-
lidade do modelo caixa pretaMh,p (5.13) e de sua respectiva compensação podem ser
verificadas nas Tabelas 5.4 e 5.5.

É importante mencionar que os resultados para os sistemas compensados obtidos
pelos modelos caixa cinza foram superiores ao não compensado em todos os cenários
avaliados (ver Tabela 5.5). Ademais, os piores resultados de compensação ocorrem
para as regiões onde esses modelos são menos representativos, que são aquelas de
maiores frequências e amplitudes, conforme atestam os dados de validação da Tabela
5.4. Ambos os modelos caixa cinza apresentaram resultados próximos para validação,
tanto de predição quanto de compensação, sendo os resultados gerados porMh(5.11)
ligeiramente superiores aos deMh,z(5.12). Note que isso era esperado devido ao fato
de que ambos modelos tem a mesma estrutura e parâmetros de valores próximos. Uma
comparação relevante de ser feita é a qualidade da predição e da compensação para os
respectivos modelos quando referências e entradas que inicialmente são variantes no
tempo tornam-se constantes em algum momento.

Tal comparação é apresentada na Fig. 5.11. Nessa figura, o desempenho dos mo-
delos e de seus compensadores são avaliados para entradas/referências senoidais que
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Figura 5.11: Resultados de validação e compensação para modelos Mh (5.11) e
Mh,z (5.12) quando alimentados por entradas e referências senoidais que se tornam
constante em uma dada amostra. Em (a), tem-se a evolução temporal da entrada
u(k) = 30sen(2π(2)k) que se torna constante em k = 920. Os modelos e o sistema S são
alimentados por essa entrada, sendo que em (b), apresenta-se as respectivas saídas para
S (–); paraMh (-·-) e paraMh,z (- -). Em (c), são mostradas as entradas de compensação
geradas por meio da inversão de Mh (-·-) e de Mh,z (- -) que foram calculadas para
r(k) = u(30sen(2π(2)k)). Por fim, (d) apresenta as respectivas saídas de (c), com r(k)
representada pela linha contínua azul (–).
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se tornam constantes em uma determinada amostra. Note que tanto os resultados de
validação (Fig. 5.11-b) quanto de compensação (Fig. 5.11-d) paraMh (5.11) não conver-
gem em estado estacionário. Nesta condição, tem-se φ̄1 = φ̄2 = 0, de modo que ambos
os modelos se tornam: ȳ = Σy ȳ. Dessa forma, os dois apresentam um único autovalor
igual Σy. Como Σy = θ̂1 = 1,000099 > 1,Mh é instável em estado estacionário com di-
vergência lenta, visto que Σy ≈ 1. Por outro lado, paraMh,z (5.12), Σy = ρ̂1 = 1, de modo
que o modelo apresenta um continuum de pontos fixos, permanecendo em seu último
estado. É importante frisar que os métodos de compensação são aplicados em malha
aberta e, portanto, erros em estado estacionário são esperados, tendendo a ser menores
para modelos mais representativos, principalmente aqueles que respeitam as restrições
(i), (ii), (iii) e (iv), Subseção 2.3.2, propostas por ABREU et al. (2020). Para o presente
exemplo,Mh (5.11) tem um erro infinito em estado estacionário, enquantoMh,z (5.12)
apresenta um erro em estado estacionário de aproximadamente 0,26µm na Fig. 5.11-(b).
Tais erros são refletidos nas respectivas entradas de compensação Fig. 5.11-(c) e, conse-
quentemente, nos desempenhos dos sistemas compensados. No caso da compensação
mostrada na Fig. 5.11-(d), tem-se queMh,r (5.15 e 5.16) determina uma saída com erro
infinito em estado estacionário, enquanto queMh,z,r (5.17 e 5.18), exibe erro de 0,83µm.
Devido a essas características, é recomendável utilizar modelos que respeitem as res-
trições propostas por ABREU et al. (2020), mesmo porque tais modelos apresentaram
praticamente os mesmos resultados quanto à qualidade de predição/compensação que
aquele em que tais restrições não foram respeitadas.

Para ilustrar o impacto da inicialização do compensador com condições iniciais
apropriadas, apresenta-se a Figura 5.12. Nessa figura, usa-se o mesmo compensador

100 300 500 700

-40

-20

0

20

40

100 300 500 700

-40

-20

0

20

k

m
(k

)
y(

k)

k

Figura 5.12: Impacto de usar condições iniciais adequadas para o compensadorMh,r,
(5.15) e (5.16). A figura mostra a evolução temporal para: (a) saídas; (b) entradas de
compensação. (–) é r(k) = 30sen(2π(2)k +π/2); (-·-), resultados de compensação usando
condições iniciais dadas pelo laçoH e (- -), resultados de compensação para condições
iniciais nulas.
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Mh,r(5.15 e 5.16) alimentado com condições iniciais nulas e com aquelas calculadas por
meio do laçoH como usado nas compensações anteriores e descritos na Subseção 4.4.1.
Percebe-se que, usando as condições inicias geradas viaH , a entrada de compensação
é mais suave, não ocorrendo a saturação da entrada, além do fato de se alcançar o
rastreamento mais rapidamente. A saturação ocorre devido ao fato do compensador
encontrar valores fora do domínio de validade, de modo que o valor alcançado no ponto
de saturação é segurado. Embora quando alimentando com condições iniciais nulas,
tenha-se os inconvenientes supramencionados, como os compensadores são idênticos,
após 3 ciclos da referência, tem-se praticamente a mesma resposta. Um problema de
não se inicializar o compensador com condições iniciais adequadas pode ocorrer caso
tais condições estejam em uma região de baixa validade do modelo, de modo que o
surgimento recorrente de raízes infactíveis, gere uma entrada de compensação pouco
efetiva.

Por fim, a Figura 5.13 mostra os resultados para 10000 testes de Monte Carlo rea-
lizados similarmente ao que foi feito na Subseção 5.1.1, em que se utiliza um modelo
perturbadoMh (5.11). A referência considerada foi r(k) = 20sen(2π(2)k +π/2) aplicada
ao longo de 5 ciclos. Os testes de Monte Carlo apresentam a região determinada por
µ(k) ± 2σ(k), sendo que µ(k) e σ(k) são análogos aos descritos na Subseção 5.1.1, agora
para k, ao invés de r̄, visto que se trabalha em um contexto dinâmico. Observa-se que no
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Figura 5.13: Resultados para 10000 execuções do teste de Monte Carlo. (a) evolução
temporal das saídas no último ciclo; (b) plano r(k) × y(k). (-∗-) refere-se ao sistema não
compensado, (-∗-) refere-se à referência e (-∗-) é a média µ(k) das 10000 execuções para
o sistema compensado. (- -) representa as barras de erro que correspondem a ±2σ(k).
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caso considerado, tem-se uma região mais larga do que aquela obtida para a simulação
de Monte Carlo no teste do sistema de aquecimento, Fig. 5.8. Ocorre que tal modelo é
consideravelmente sensível a variações no parâmetro θ̂2. A Tabela 5.6 apresenta testes
em que são realizados novamente 10000 execuções de Monte Carlo, mas agora fixando,
por vez, cada um dos parâmetros com o valor original. Nessa tabela toma-se a média
de desvios-padrões ao se fixar cada parâmetro. Fica evidente, por meio da tabela, que
existe uma maior sensibilidade a variações em θ̂2. Isso se justifica pelo fato de esse pa-
râmetro compor unicamente os termos dominantes do compensadorMh,r(5.15 e 5.16):
cC

2 = cD
2 = θ̂2 = 6,630567 × 10−3. Assim, variações nesse parâmetro podem gerar dois

efeitos indesejados. O primeiro está relacionado a perturbações que podem ocasionar
a mudança de sinal do parâmetro. Note que os polinômios são quadráticos, de modo
que o sinal de θ̂2 define a concavidade da parábola cujas raízes são calculadas. As-
sim, variações nesse parâmetro podem gerar mudanças bruscas em pelo menos uma
das raízes devido à mudança de concavidade. A outra, está relacionada ao fato de
que o valor desse parâmetro já é pequeno, de modo que pequenas variações podem
aproximá-lo ainda mais de zero, gerando polinômios algébricos praticamente lineares
e, portanto, de menor representatividade.

Tabela 5.6: Impacto de se fixar cada um dos parâmetros nos testes de Monte Carlo.
σ̄ é a média de σ(k) para 10000 execuções Monte Carlo considerando cada parâmetro
fixado no respectivo valor original.

Parâmetro fixo σ̄
θ̂1 3,47
θ̂2 0,51
θ̂3 3,80
θ̂4 3,77

Todos livres 3,35

5.3 Considerações Finais

Este capítulo apresentou a aplicação da metodologia proposta no Capítulo 4 para
compensação de não linearidades em sistemas simulados. Em todos os cenários ava-
liados, a utilização dos compensadores obtidos apresentaram resultados superiores ao
sistema não compensado. Algumas análises e discussões foram realizadas, como por
exemplo, sobre a presença de raízes infactíveis para regiões de baixa acurácia do mo-
delo. Além disso, testes de Monte Carlo foram realizados para investigar a robustez
dos compensadores a variações em seus parâmetros. O impacto do aumento da po-
tência do ruído na qualidade dos modelos obtidos e uma discussão sobre a relevância
de uma inicialização realizada com condições iniciais coerentes também foram apre-
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sentados. Além disso, discutiram-se aspectos relevantes sobre como modelos caixa
cinza identificados segundo a abordagem proposta em (ABREU et al., 2020) colaboram
para que o modelo apresente um maior número de propriedades típicas de sistemas
histeréticos. No próximo capítulo, são apresentados resultados de compensação de
histerese utilizando modelos NARX para um sistema físico.





Capítulo 6

Resultados Experimentais

Neste capítulo, aplica-se a metodologia proposta no Capitulo 4 para a compensação
de histerese na válvula pneumática previamente apresentada na Subseção 3.3.2. Como
já detalhado, esse tipo de atuador está sujeito a diversos efeitos não lineares, incluindo
histerese. Além de projetar os compensadores via metodologia proposta nesta dis-
sertação, o presente capítulo compara os resultados obtidos com técnicas previamente
publicadas. Uma delas consiste na inversão analítica do modelo de Bouc-Wen (BW)
(RAKOTONDRABE, 2011), enquanto as outras estão baseadas em modelos NARX e
foram recentemente publicadas (ABREU et al., 2020). Na sequência são apresentados
os modelos obtidos para compensação. Os resultados deste capítulo encontram-se em
fase de publicação em (TAVARES et al., 2020).

6.1 Obtenção e Validação dos Modelos

Define-se a válvula pneumática apresentada na Subseção 3.3.2 como sistema S a
ser compensado, sendo o tempo de amostragem Ts = 0,01 s. Para fins comparativos,
utilizaram-se os mesmos dados apresentados em (ABREU et al., 2020) como sinais de
entrada para a identificação dos modelos. Esses dados foram obtidos por meio de um
filtro passa baixa com frequência de corte em 0,1 Hz, que foi aplicado sobre um ruído
gaussiano. Esse processo é similar ao que é feito neste trabalho, utilizando-se uma
única frequência. Para a validação dos modelos, senoides com frequência de 0,1 Hz e
diferentes amplitudes foram utilizadas, sendo aqui realizado um conjunto mais amplo
de testes do que aqueles feitos no artigo mencionado. Ambos conjuntos têm duração
de 200 s e tamanho N = 20000 amostras.

Na sequência são apresentados 5 modelos. Os dois primeiros foram obtidos neste
trabalho conforme procedimento da Subseção 4.1, que foi também aplicado no Capítulo
5. Nessa estratégia, aplica-se o ERR conjugado ao AIC para seleção da estrutura e
utiliza-se o EMQ para estimação dos parâmetros. Os termos candidatos para compor
os modelos são gerados com ` = 3, ny = 2 e nu = 1. Tais modelos são:

1)Mh, identificado conforme proposto por MARTINS e AGUIRRE (2016), em que os
regressores φ1(k) e φ2(k) são incluídos como regressores candidatos, sendo esta a única
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informação caixa cinza. Assim,Mh possui 7 termos, sendo descrito por:

y(k) = θ̂1y(k − 1) + θ̂2y(k − 2) + θ̂3u(k − 1) + θ̂4φ
2
1(k − 1)φ2(k − 1) + θ5y(k − 1)u(k − 1)

+ θ6u(k − 1)φ1(k − 1)φ2(k − 1) + θ̂7y(k − 2)φ1(k − 1)φ2(k − 1), (6.1)

em que θ̂1 = 9,73×10−1, θ̂2 = 2,44×10−2, θ̂3 = 1,13×10−3, θ̂4=2,70×102, θ̂5 = 1,52×10−3,
θ̂6 = 4,07, e θ̂7= − 5,18.

2) Mh,cns que é identificado seguindo as recomendações apresentadas em (ABREU
et al., 2020). Portanto, além da inclusão dos regressores φ1(k) e φ2(k) como candidatos,
também são excluídos os termos mostrados em (i), (ii) e (iii), além dos parâmetros serem
forçados a satisfazer Σy = 1 (Subseção 2.3.2). Inicialmente, seleciona-se a estrutura sem
a utilização da restrição nos parâmetros e, de posse dessa estrutura, aplica-se o método
dos mínimos quadrados com restrições (MQR).Mh,cns é um modelo com 5 termos dado
por:

y(k) = ρ̂1y(k−1)+ρ̂2y(k−2)+ρ̂3φ1(k−1)+ρ4u(k−1)φ1(k−1)φ2(k−1)+ρ̂5y(k−2)φ1(k−1)φ2(k−1),
(6.2)

com ρ̂1 = 9. 76×10−1, ρ̂2 = 2. 40×10−2, ρ̂3 = 1. 19×10−1, ρ̂4 = 3. 76 e ρ̂5 = −4. 73. Observe
que Σy = ρ̂1 + ρ̂2 = 1.

Na sequência, três modelos apresentados na literatura são considerados para pro-
pósitos de comparação. Tais modelos são:

3)Mbw, o modelo BW utilizado nos Capítulos 3 e 5, re-estimado com os novos dados de
identificação pelo mesmo algoritmo evolucionário baseado em nichos, que está descrito
na Subeção 3.2.2. Mbw é:

ḣ(t) =7. 54 × 10−1u̇(t) − 4. 96|u̇(t)|h(t) − 3. 61u̇(t)|h(t)|,

y(t) =7. 21 × 10−1u(t) − h(t). (6.3)

Os últimos dois modelos adotados foram identificados por ABREU et al. (2020) com o
mesmo conjunto de dados que os modelos anteriores. Os meta-parâmetros utilizados
para a definição dos regressores candidatos são, ` = 3, ny = 2 e nu = 2. Tais modelos
respeitam as restrições (i), (ii) e (iii), além de Σy = 1, sendo a seleção de estrutura
realizada via ERR. Para a estimação dos parâmetros, os autores utilizaram o algoritmo
clássico MQ, diferentemente dos modelos NARX identificados neste trabalho, em que
se utiliza o método EMQ (Subeção 2.3.4). Tais modelos são:

4)Mh,cns,2 identificado com as mesmas restrições queMh,cns (6.2), mais uma restrição
adicional que determina que os compensadores sejam lineares, de modo a ser possível
explicitar a entrada de compensação (ABREU et al., 2020). O modelo estimado com 5
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termos foi:

y(k) = y(k − 1) − 19. 76φ1(k − 2) + 19. 32φ1(k − 1)+9. 44φ2(k − 2)φ1(k − 2)u(k−2)

−12. 61φ2(k−2)φ1(k−2)y(k−1). (6.4)

5) M̆h representa o modelo identificado para descrever uma relação inversa entre u(k)
e y(k). Nesse caso, a saída do modelo é a entrada estimada û(k), enquanto a saída
do sistema y(k) torna-se a entrada do modelo. Como existe uma relação inversa, o
conjunto de regressores é levemente modificado, utilizando-se φ̆1(k) = y(k) − y(k − 1)
e φ̆2(k) = sign[φ̆1(k)] ao invés de φ1(k) e φ2(k). Seguindo as mesmas restrições usadas
paraMh,cns (6.2) com as conversões apropriadas para o modelo inverso, ABREU et al.
(2020) determinaram o seguinte modelo com 6 termos, referido neste trabalho como
M̆h:

û(k) = û(k−1) + 86,67φ̆1(k−1) − 85,02φ̆1(k−2)−0,98φ̆1(k−1)y(k−2)

+ 1,72φ̆2(k−2)φ̆1(k−2)y(k−2)−1,13φ̆2(k−2)φ̆1(k−2)û(k−1). (6.5)

Maiores detalhes sobre o processo de obtenção dos modelos (6.5) e (6.4), além de
seus respectivos compensadores, podem ser consultados em (ABREU et al., 2020). Os
quatro primeiro modelos são classificados como diretos, visto que eles predizem a saída
do sistema. O desempenho dos modelos diretos excitados por senoides com diferentes
amplitudes é apresentado na Tabela 6.1, indicando que esses modelos têm desempenho
similar via índice MAPE. É importante ressaltar queMbw (6.3), o único que não é do
tipo NARX, apresenta resultados ligeiramente inferiores aos demais. Devido ao fato
de M̆h (6.5) ser um modelo inverso, torna-se necessário filtrar a saída do sistema que é
a entrada do modelo, uma vez que os regressores φ̆1(k) e φ̆2(k) são sensíveis a variações
ruidosas (ABREU et al., 2020). Assim, por trabalhar com dados distintos e filtrados,
a Tabela 6.1 não apresenta os valores de MAPE para M̆h (6.5). O desempenho de
todos os modelos diretos está presente na Fig. 6.1, considerando simulação livre para
u(t) = 0,55sen(2π(0,1)t + π/4) + 3V, mostrada na Fig. 6.1-(a). Na Fig. 6.1-(b), tem-se
a evolução temporal das saídas desses modelos, enquanto a Fig. 6.1-(c) apresenta os
respectivos laços de histerese no plano u × y. Por outro lado, o modelo inverso M̆h é
alimentado por uma versão filtrada da saída do sistema - Fig. 6.1-(b) - para predizer a
entrada correspondente, mostrada na Fig. 6.1-(d). O índice MAPE dessa figura é 1,8%
e o plano y × u está na Fig. 6.1-(f).

A Fig. 6.2 é utilizada para analisar o comportamento dos modelos quando uma
entrada variante no tempo se torna constante em algum ponto. Os resultados para os
modelos diretos são mostrados na Fig. 6.2-(c) quando excitados pelas entradas mostra-
das na Fig 6.2-(a). Observe que essas entradas são senoides que se tornam constantes no
mesmo valor, sendo uma no regime de carga e a outra no de descarga. Por outro lado,
a Fig. 6.2-(d) mostra o desempenho do modelo inverso quando excitado pelas entradas
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Tabela 6.1: MAPE para validação dos modelos diretos com entradas senoidais da forma
u(t) = G0sen(2π(0,1)t + π/4) + 3V.

Modelo G0 [V]
0,45 0,55 0,65 0,75

1 -Mh (6.1) 3,1% 2,9% 3,5% 5,3%
2 -Mh,cns (6.2) 3,6% 3,0% 3,1% 4,9%
3 -Mbw (6.3) 3,9% 4,1% 4,5% 6,5%
4 -Mh,cns,2 (6.4) 3,2% 3,5% 3,9% 5,7%

que estão na Fig 6.2-(b). O laço de histerese em um contexto inverso é mostrado na Fig.
6.2-(f), y × u.

Com base nesses resultados, nota-se que as saídas dos modelos (6.1) e (6.2) perma-
necem constantes em estado estacionário, com algumas particularidades. No caso de
Mh (6.1) - identificado sem as restrições propostas por ABREU et al. (2020) - tal modelo
não é capaz de predizer o comportamento do sistema quando a entrada se torna cons-
tante. Note que a saída da válvula pneumática apresenta diferentes valores ao se tornar
constante nos regimes de carga e descarga, fato característico em sistemas histeréticos
(MORRIS, 2012; ABREU et al., 2020). Devido à existência de pontos fixos estáveis cujos
valores dependem de ū, a saída do modelo Mh converge para esse ponto fixo. Tal
convergência determina erros em estado estacionário que são distintos para os regimes
de carga e descarga, fato retratado na Fig. 6.2-(c). Nesse caso, o erro absoluto em estado
estacionário é de aproximadamente 0,080V para uma parada no regime de descarga.
O modelo estimado com as restrições,Mh,cns (6.2) é capaz de atingir o estado estacio-
nário em pontos diferentes quando a entrada torna-se constante nos regimes de carga
e descarga com boas aproximações. Além disso, tem-se erro em estado estacionário de
aproximadamente 0,022V no regime de descarga. Para os modelos seguintes, também
se considera o erro em estado estacionário dado em valores absolutos no regime de
descarga.

O modeloMbw (6.3) é capaz de segurar o valor da saída instantaneamente com erro
aproximado de 0,024V em estado estacionário. Isso era esperado, visto que modelos
BW representam características fundamentais de sistemas histeréticos. Para os mode-
los NARX Mh,cns,2 (6.4) e M̆h (6.5), a habilidade desses modelos em permanecer em
estado estacionário é garantida, dado que eles satisfazem as restrições mencionadas.
Contudo, como pode ser visto na Fig. 6.2, esses modelos apresentam um erro em estado
estacionário de 0,043V e 0,170V, respectivamente.

Tais erros consideráveis estão relacionados ao fato de que durante a transição para
o estado estacionário, apenas alguns regressores com atraso k − 1 são imediatamente
cancelados. Então, como esses modelos têm regressores que dependem do instante
k − 3, como por exemplo, φ1(k − 2) = u(k − 2) − u(k − 3), com coeficientes de altas
magnitudes, tais termos produzem variações bruscas durante a transição, levando a
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Figura 6.1: Validação de simulação livre para modelos da válvula pneumática. As
figuras (a), (c) e (e) se referem aos modelos diretos. Em (c), têm-se as saídas dos modelos
y(t) quando excitados pela entrada mostrada em (a), u(t) = 0,45sen(2π(0,1)t +π/4) + 3V.
O plano u × y apresenta os laços de histerese em (e). (b), (d) e (f) são os análogos
respectivamente a (a), (c) e (e) para o modelo inverso M̆h (6.5) (- -), visto que ele prediz
a entrada do sistema (d) quando alimentado por uma versão suavizada da saída y(t),
mostrada em (b). Os dados do sistema para simulações do caso direto são representados
por (–), enquanto os dados para o contexto inverso, (–). Os modelos diretos são dados
por: (-·-),Mh (6.1); (- -),Mh,cns (6.2); (–),Mbw (6.3); e (· ·)Mbw,cns,2, (6.4).

consideráveis erros em estado estacionário.
Com objetivo de reduzir tais erros para as predições dos modelos, algumas reco-

mendações são propostas na sequência. Primeiramente, note que o modelo Mh,cns

(6.2) apresenta baixo erro em estado estacionário, o que está relacionado à ausência de
regressores de entrada com atraso superior a 1, visto que nu = 1. Além disso, esse mo-
delo apresenta parâmetros com baixas magnitudes se comparados aos modelosMh,cns,2

(6.4) e M̆h. Tais modelos apresentam uma estrutura similar a Mh,cns (6.2). É impor-
tante frisar queMh,cns,2(6.4) e M̆h(6.5) foram identificados por ABREU et al. (2020) com
parâmetros estimados por métodos que podem gerar polarização. Isso sugere que a
utilização de métodos não polarizados para estimação dos parâmetros e à adequação
dos meta-parâmetros, conforme utilizado nesta dissertação para seleção da estrutura,
tendem a reduzir os erros em estado estacionário.
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Figura 6.2: Validação de simulação livre para modelos diretos alimentados por entradas
(a) que se tornam constantes em aproximadamente t = 59s para carga (· ·), e t = 63s
para descarga (–). Para o modelo inverso, as respectivas entradas são as saídas filtradas
do sistema e estão mostradas em (b), sendo que (· ·) representa aquela que se torna
constante no regime de carga, enquanto (–), na descarga. As saídas dos modelos
diretos estão em (c), enquanto em (d), têm-se às saídas do modelo inverso M̆h (6.5) (- -).
Os dados do sistema no contexto direto são representados por (–), enquanto para o
contexto inverso, tem-se (–). Os resultados dos modelos diretos são: (-·-),Mh (6.1); (- -),
Mh,cns (6.2); (–),Mbw (6.3); (· ·)Mbw,cns,2, (6.4).

6.2 Compensadores

A seguir, apresenta-se o respectivo compensador para cada modelo. Os primeiros
dois compensadores foram obtidos seguindo a metodologia deste trabalho.

1) Aplicando-se os passos 1, 2, 3, 5 e 6 (note que o passo 4 não é necessário)
definidos na Seção 4.4, obtêm-se os seguintes polinômios algébricos que compõem o
compensador do modeloMh (6.1). O compensador obtido é:

0=cL
2 m(k)2+cL

1 (k)m(k)+cL
0 (k), para m(k)>m(k−1); (6.6)

e
0=cU

2 m(k)2+cU
1 (k)m(k)+cU

0 (k), para m(k)<m(k−1), (6.7)

onde os polinômios estão na forma de (4.13) e (4.14) com cL
2 = θ̂4+θ̂6, cL

1 (k) = θ̂3−2θ̂4m(k−
1)+θ̂5r(k)−θ̂6m(k−1)+θ̂7r(k−1), cL

0 (k) = θ̂1r(k)+θ̂2r(k−1)+θ̂4m(k−1)2
−θ̂7r(k−1)−r(k+1),

cU
2 = −θ̂4 − θ̂6, cU

1 (k) = θ̂3 + 2θ̂4m(k − 1) + θ̂5r(k) + θ̂6m(k − 1) − θ̂7r(k − 1) e cL
0 (k) =

θ̂1r(k) + θ̂2r(k − 1) − θ̂4m(k − 1)2 + θ̂7r(k − 1) − r(k + 1).

2) Para o modeloMh,cns (6.2), analogamente ao que foi feito paraMh, as equações do
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compensador são obtidas:

0=dL
2 m(k)2+dL

1 (k)m(k)+dL
0 (k), para m(k)>m(k−1); (6.8)

e
0=dU

2 m(k)2+dU
1 (k)m(k)+dU

0 (k), para m(k)<m(k−1), (6.9)

em que dL
2 = θ̂4, dL

1 (k) = θ̂3 − θ̂4m(k − 1) + θ̂5r(k − 1), dL
0 (k) = θ̂1r(k) + θ̂2r(k − 1) + θ̂3m(k −

1) − θ̂5r(k − 1)m(k − 1) − r(k + 1), dU
2 = −θ̂4, dL

1 (k) = −θ̂3 + θ̂4m(k − 1) − θ̂5r(k − 1) e
dL

0 (k) = θ̂1r(k) + θ̂2r(k − 1) − θ̂3m(k − 1) + θ̂5r(k − 1)m(k − 1) − r(k + 1).

3) A lei de compensação m(t) para o modeloMbw foi proposta por RAKOTONDRABE
(2011) como:

m(t) =
10

7,21
[r(t) + h(t)]. (6.10)

4) Extraído de ABREU et al. (2020), tem-se o compensador paraMh,cns,2:

m(k)=
1

19,32

[
∆r(k + 1)+19,32m(k−1)+19,76∆m(k − 1)

−9,44sign[∆m(k − 1)]∆m(k − 1)m(k−1)

+12,61sign[∆m(k − 1)]∆m(k − 1)r(k)
]
, (6.11)

sendo ∆m(k) = m(k) −m(k − 1) para m e ∆r(k) é o análogo para r.

5) Também determinado por ABREU et al. (2020), nesse caso para o modelo inverso
M̆h, o compensador é:

m̆(k) = m̆(k−1)+86,67∆r(k + 1)−85,02∆r(k)

−0,98∆r(k + 1)rk+1,72sign[∆r(k)]∆r(k)rk

−1,13sign[∆r(k)]∆r(k)m̆k−1. (6.12)

Os resultados de compensação para referências senoidais com diferentes amplitudes
são mostradas na Tabela 6.2 enquanto a Fig. 6.3 trata dos resultados de compensação
para uma dessas referências, r(k) = 0,41sen(2π(0,1)t + π/4) + 3V. Todas as estratégias
de compensação apresentaram resultados consideravelmente melhores que o caso não
compensado, em todos os cenários avaliados. Além disso, os resultados obtidos pelos
compensadores são similares.

Para os testes realizados com o sistema não compensado, a referência é aplicada
como entrada. Consequentemente, o esforço adicional de compensação para uma
entrada m(k) é calculado como:

δm(k) = |m(k) − r(k)|. (6.13)

Considerando que N é o tamanho δm(k), a energia de δm, E(δm), para um período
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Tabela 6.2: MAPE para sistemas compensados e não compensado sobre a válvula,
considerando r(t) = G0sen(2π(0,1)t) + 3,07V.

Estratégia de Compensação G0 [V]
0,26 0,34 0,41 0,50

1) - Eq. 6.6 e 6.7 paraMh (6.1) 3,2% 2,8% 2,7% 3,3%
2) - Eq. 6.8 e 6.9 paraMh,cns (6.2) 3,9% 3,3% 3,3% 3,8%
3) - Eq. 6.10 paraMbw (6.3) 5,9% 4,4% 4,3% 4,2%
4) - Eq. 6.11 paraMh,cns,2 (6.4) 3,6% 3,5% 3,9% 5,2%
5) - Eq. 6.12 para M̆h (6.5) 2,9% 2,8% 3,2% 2,7%

Sem compensação 21,0% 18,0% 16,2% 14,4%

com N0 amostras é dada por:

E(δm) =

N−1∑
k=N−N0

δm(k)2. (6.14)

A Tabela 6.3 mostra a energia de esforço adicional para um período, E(δm), E σ(δm), o
desvio padrão de δm.

Tabela 6.3: Energia de esforço adicional para um período, E(δm), e desvio padrão de δm,
σ(δm). Tais valores são computados para sistemas compensados considerando como
referência o sinal amostrado r(k) = G0sen(2π(0,1)k + π/4) + 3,07V. Os valores de fora
dos colchetes são E(δm) enquanto aqueles dentro são σ(δm).

Estratégia G0 [V]
0,26 0,34 0,41 0,50

1) - Eq. 6.6 e 6.7 31,3 [0,157] 38,8 [0,170] 47,0 [0,182] 61,9 [0,196]
2) - Eq. 6.8 e 6.9 28,3 [0,154] 33,7 [0,165] 39,4 [0,174] 49,4 [0,186]
3) - Eq. 6.10 27,0 [0,149] 33,3 [0,163] 40,6 [0,178] 53,7 [0,197]
4) - Eq. 6.11 38,7 [0,184] 43,7 [0,193] 50,1 [0,203] 57,2 [0,206]
5) - Eq. 6.12 24,9 [0,139] 38,3 [0,174] 52,7 [0,203] 72,6 [0,237]

Primeiramente, note que similarmente à validação, o compensador dado pela Eq.
6.10 e projetado para o modeloMbw (6.3) apresenta resultados ligeiramente piores que
aqueles mostrados pelos modelos NARX. Isso sugere que modelos NARX são mais
apropriados para representar as não linearidades da válvula, devido à capacidade de
generalização desses modelos. Além disso, do ponto de vista da implementação, o
estado histerético h(t) de (6.3) deve ser resolvido via método de integração numérica,
dificultando aplicações em tempo real. Contudo, o modelo fenomenológico foi capaz
de apresentar resultados consideravelmente superiores quando comparado ao sistema
não compensado. É importante mencionar que uma vantagem relevante desse modelo
reside no fato de que a lei de compensação já está previamente determinada, evitando
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o trabalho adicional de se obter o compensador. Também é importante ressaltar que o
compensador mencionado apresenta baixos valores para E(δm) e σ(δm) quando compa-
rado aos outros compensadores, conforme Tabela 6.3, principalmente em relação aos
compensadores produzidos por (ABREU et al., 2020). Isso mostra que tal modelo tende
a produzir um esforço adicional mais regular e menos energético. Por fim, é impor-
tante ressaltar que, para esse modelo, a tarefa de maior complexidade é a estimação
dos parâmetros.

Embora os dois compensadores extraídos de ABREU et al. (2020) tenham apre-
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Figura 6.3: Resultado de compensação para a válvula pneumática. Em (a), tem-se a
evolução temporal das entradas em 3 ciclos, enquanto em (b), as respectivas respostas
dos sistemas compensados sendo que a referência r(t) = 0,34sen(2π(0,1)t + π/4) + 3V é
mostrada em (–). De (c) - (g), têm-se os planos r× y para cada compensador. Os dados
do sistema não compensado estão em (–). Os dados dos compensadores são: (-·-) para
Eq. 6.6 e 6.7; (- -) para Eq. 6.8 e 6.9; (–), 6.10; (· ·), Eq. 6.11; (- -), Eq. 6.12.



92 6 Resultados Experimentais

sentado resultados relevantes, alguns comentários adicionais se fazem necessários. O
primeiro compensador dado por (6.11) é baseado emMh,cns,2 (6.4). Nesse caso, torna-se
necessário restringir o conjunto de regressores candidatos, de modo que seja possível
explicitar m(k). Essas restrições impostas impactam na qualidade da compensação,
note que a área determinada pelo laço da Fig. 6.3-(f) é mais evidente do que àque-
las relacionadas aos laços gerados pelos outros compensadores. Observe que alguns
regressores eliminados nessa abordagem foram escolhidos pelos modelos Mh (6.1) e
Mh,cns (6.2). Por outro lado, a entrada de compensação definida pela Eq. 6.11 tende
a ser mais facilmente calculável que aquelas propostas neste trabalho. Baseado nos
resultados, tal compensador apresenta valores altos de E(δm) e σ(δm) (ver Tabela 6.3),
apresentando variações abruptas geradas na entrada de compensação (ver Fig. 6.3-
(a),(f)). No contexto de modelos inversos, o modelo M̆h (6.5) apresenta o inconveniente
de necessitar de um pré-processamento de dados, exigindo uma filtragem da saída do
sistema com baixo impacto dinâmico e condicionamento dos dados de entrada e saída
para que estes sejam causais. Apesar dessas peculiaridades, o compensador gerado
(6.12) é capaz de obter entradas de compensação suaves (Fig. 6.3-(a) e (g)) com valores
relevantes de MAPE como mostrado na Tabela 6.2. Outra questão sobre tal compensa-
dor está relacionada ao fato de que E(δm) e σ(δm) tendem a crescer consideravelmente
com o aumento da amplitude, conforme a Tabela 6.3.

Os compensadores obtidos seguindo a metodologia deste trabalho, dados por (6.6)-
(6.7), e (6.8)-(6.9), apresentaram resultados satisfatórios para a válvula. O primeiro
deles foi obtido paraMh (6.1) e não satisfaz às restrições da Seção 4.4, o que não foi um
problema nos cenários avaliados, visto que não foram testados casos em que a referência
torna-se constante. Por outro lado, o segundo compensador obtido para Mh,cns (6.2)
é capaz de lidar com situações em que a referência se torna constante, devido às
restrições impostas. Considerando os resultados obtidos, embora o primeiro apresente
resultados ligeiramente superiores sob a perspectiva do índice MAPE, o segundo exibe
um esforço adicional menos energético e mais regular, conforme Tabela 6.3. Ademais,
é importante mencionar que o modelo restrito apresenta 5 termos, enquanto aquele
identificado sem restrições possui 7. Apesar da existência de menos termos reduzir a
qualidade de predição dos modelos, isso tende a facilitar consideravelmente o projeto
do compensador e o cálculo iterativo da entrada de compensação. Dessa forma, tem-se
que o modelo de 5 termos Mh,cns (6.2) apresenta mais vantagens quando comparado
ao modelo obtido sem restrições. Particularmente sobre o método proposto, tem-se
uma limitação importante: caso os polinômios gerados sejam de grau maior do que
3, faz-se necessário usar algum método de estimação numérica das raízes (solver). Tal
fato complica o cálculo das raízes em um regime de tempo real (online) desde que o
sistema tenha dinâmica suficientemente mais rápida que a estimação via solver. Além
disso, para regiões de baixa representatividade dos modelos, existe a tendência dos
compensadores levarem a raízes infactíveis. Nos cenários avaliados, isso não ocorreu
devido à qualidade dos modelos. Felizmente, a maioria dos sistemas práticos podem
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ser descritos por polinômios até grau 3 e o processo seletivo provê uma solução para a
existência de mais de uma raiz real.

6.3 Considerações Finais

Este capítulo apresentou a aplicação da metodologia proposta no Capítulo 4 para
compensação de não linearidades em um sistema experimental, uma válvula pneu-
mática. Inicialmente foram obtidos dois modelos NARX para representação das não
linearidades na válvula usando os dados de identificação de (ABREU et al., 2020). O
primeiro desses modelos foi obtido sem restrições, enquanto o segundo, com restrições.
Utilizando o algoritmo evolutivo do Capítulo 3, os parâmetros de um modelo BW fo-
ram estimados para a válvula. Considerou-se também os dois modelos obtidos por
ABREU et al. (2020). Todos os modelos foram capazes de predizer a saída do sistema
para situações em que as entradas são variantes. No caso de entradas que se tornam
constantes, comentários adicionais foram feitos, de modo a ser possível que modelos
NARX representem essa situação.

Para cada modelo, mostrou-se seu respectivo compensador. Os compensadores
gerados pelos modelos NARX obtidos neste capítulo foram desenvolvidos segundo a
metodologia proposta, enquanto os demais, foram extraídos da literatura. Mostrou-se
que todos os compensadores exibiram resultados de compensação consideravelmente
superiores ao sistema não compensado quando comparados pelo índice MAPE. Além
disso, foi realizada uma comparação entre eles no sentido de energia do esforço adicio-
nal. De posse desses dados, apresentaram-se limitações e benefícios de cada estratégia.
No próximo capítulo, apresentam-se as considerações finais deste trabalho.





Capítulo 7

Considerações Finais e Propostas de
Continuidade

As contribuições apresentadas neste trabalho podem ser divididas em duas par-
tes. A primeira parte se refere ao Capítulo 3, em que se apresentou uma abordagem
evolutiva para a obtenção de parâmetros do modelo Bouc-Wen. Como essa aborda-
gem permite a inserção de parâmetros com facilidade, um parâmetro é adicionado
ao modelo clássico apresentado em RAKOTONDRABE (2011), gerando um modelo
modificado. Além do parâmetro adicional, o modelo modificado permite que todos
os parâmetros apresentem valores negativos, o que não ocorre com o modelo clássico.
Ambos os modelos foram usados para realizar a compensação de histerese conside-
rando a lei de compensação proposta por (RAKOTONDRABE, 2011), em dois casos:
uma simulação numérica do modelo de Prandtl-Ishlinskii dado em (EDARDAR et al.,
2014) e um sistema físico, válvula pneumática de uma planta piloto de nível. Em todos
os casos avaliados, o modelo clássico apresentou desempenho ligeiramente inferior em
relação ao modelo modificado, embora também tenha sido útil para compensar parte
dos efeitos não lineares.

Na segunda parte, têm-se as principais contribuições deste trabalho, em que se
propõe a aplicação de uma abordagem em que modelos NARX são utilizados para a
compensação de não linearidades. De posse de um modelo NARX representativo para
um dado sistema dinâmico, reescreve-se o modelo como uma relação algébrica polino-
mial em função da entrada de compensação, inicialmente desconhecida. Encontrando
as soluções desse polinômio algébrico em um dado instante, seleciona-se a raiz apro-
priada por meio de um processo decisório. Como detalhado no Capítulo 4, isso é feito
de forma iterativa, tendo sido o problema de compensação proposto para três contex-
tos: estático (referências constantes), dinâmico (referências variantes) e adaptado para
sistemas histeréticos.

No Capítulo 5, tem-se a aplicação da metodologia para dois diferentes exemplos
simulados extraídos da literatura: um sistema de calor descrito por um modelo de
Hammerstein (AGUIRRE et al., 2005), e o modelo BW previamente descrito na Seção
3.1 (RAKOTONDRABE, 2011). Mostrou-se que para regiões em que os modelos NARX
são representativos, os respectivos compensadores tendem a gerar apenas uma raiz
real factível. Por outro lado, para modelos menos representativos, verificaram-se duas
situações: a presença apenas de raízes infactíveis ou a existência de mais do que uma



96 7 Considerações Finais e Propostas de Continuidade

factível. Visando superar esse problema, propõe-se um algoritmo de seleção que se-
gura a entrada prévia no primeiro caso e, seleciona aquela que produz menor esforço
de compensação no segundo. Para os casos em que o modelo seja pouco representativo
apenas em determinadas regiões, tal estratégia mostrou-se eficiente. É importante res-
saltar que para referências consideradas rápidas, o número de raízes infactíveis tende
a crescer, degradando o desempenho do compensador, como esperado para a maioria
dos sistemas de controle. Ademais, discutiu-se a robustez do método a variações nos
parâmetros como avaliado nas Figuras 5.8 e 5.13. A estratégia proposta para a inicia-
lização do método tem impacto na qualidade do processo de compensação, dado que
ela evita variações bruscas no início do procedimento e excursões em regiões de menor
validade, como mostrado na Figura 5.12. Para sistemas histeréticos, o impacto de se
usar as restrições propostas por ABREU et al. (2020) foi avaliado para a modelagem
e compensação. A aplicação dessas restrições, além de produzir resultados relevan-
tes para o regime dinâmico, é particularmente importante no contexto em que uma
referência variante se torna constante, como mostrado na Figura 5.11.

Como um exemplo experimental para a metodologia baseada nas raízes, utilizou-se
novamente a válvula pneumática da Subseção 3.3.2. O desempenho dos compensado-
res obtidos conforme a metodologia deste trabalho foram comparados com a estratégia
de RAKOTONDRABE (2011) e duas estratégias recentemente publicadas em ABREU
et al. (2020). Todos os compensadores avaliados apresentaram resultados significativa-
mente superiores àqueles em que não se usa a compensação, conforme atesta a Tabela
6.2) e foram discutidos os benefícios e limitações para cada modelo. Os métodos pro-
postos nesta dissertação apresentaram resultados relevantes quanto ao índice MAPE,
além de proverem entradas de compensação com baixa energia de esforço adicional.
Ademais, é importante mencionar que modelos simples com 3 (5.2), 4 (5.11) ou 5 (6.2)
termos são capazes de gerar entradas de compensações relevantes como atestam as
Figuras 5.4, 5.10 e 6.3-d. Outra característica interessante da técnica é o fato do pro-
jeto de compensadores poder ser desenvolvido com ou sem restrições, além de um
pré-processamento de dados não ser exigido, diferentemente dos métodos propostos
por (ABREU et al., 2020). A principal limitação ocorre se os polinômios gerados têm
grau maior do que 3. Nesse caso, torna-se necessário usar ferramentas numéricas para
a estimação das raízes, fato que tende a dificultar aplicações em tempo real (online),
desde que o sistema dinâmico seja suficientemente mais rápido que o estimador das
raízes (solver). Felizmente, muitos sistemas relevantes do ponto de vista de controle,
podem ser descritos por modelos com grau até 3, de modo que as raízes podem ser
encontradas via expressões analíticas mostradas no Apêndice A.

7.1 Propostas de Continuidade

A seguir, propõem-se os seguintes estudos:
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• Ao incluir um parâmetro adicional no modelo BW e promover o relaxamento
das restrições de sinal dos parâmetros foi possível obter resultados superiores
em relação ao modelo clássico proposto por RAKOTONDRABE (2011). Para
investigações futuras, propõe-se a realização de um conjunto maior de testes para
verificar o impacto do parâmetro adicional na flexibilidade dos modelos e/ou no
desempenho do algoritmo evolutivo.

• Neste trabalho, foi usada a função sinal que tende a variar abruptamente quando
ocorre a transição entre os regimes de carga e descarga. O uso de funções mais
suaves do que a função sinal para esse processo de modelagem será investigado
no futuro.

• Conforme discutido no texto, a histerese é um comportamento quase-estático.
Contudo, o índice MAPE é formulado para a avaliação do comportamento di-
nâmico. A utilização e a proposta de índices para avaliação do comportamento
quase-estático será investigada em trabalhos futuros.

• Para a compensação, o envelhecimento do sistema é um desafio a ser considerado.
Os compensadores se baseiam na precisão do modelo em descrever os compor-
tamentos dinâmico e estático do sistema. Neste trabalho, foi observado que à
existência de raízes infactíveis estão relacionadas à baixa qualidade do modelo
em determinadas regiões. Assim, o monitoramento do percentual de raízes infac-
tíveis em um ciclo será investigado no futuro como ferramenta para determinar
a necessidade de uma reestimação online dos parâmetros do modelo.

• Ao encontrar raízes infactíveis, o método proposto segura a última raiz utilizada,
m(k) = m(k − 1). Em trabalhos futuros, pretende-se utilizar algum algoritmo de
otimização para o cálculo das entradas de compensação nesses instantes em que
são produzidas raízes infactíveis para fins de comparação.

• Outro ponto importante a ser investigado no futuro é a obtenção de condições
matemáticas que relacionem a qualidade da modelagem com a qualidade da
compensação. Isso se justifica pelo fato de que modelos melhores, geram entradas
de compensação mais eficientes, conforme mostrado nesta dissertação.

• Além disso, os impactos da presença de ruído na referência não foi investigado
no contexto desta dissertação. Para trabalhos futuros, propõe-se essa abordagem.

• Neste trabalho, a compensação de não linearidades é focada em sistemas histe-
réticos e sistemas com não linearidades polinomiais. Em trabalhos futuros, serão
propostas tanto a modelagem quanto à compensação via modelos NARX para
outras não linearidades.

• Por fim, tem-se como última proposta a aplicação dos compensadores em uma
abordagem de malha fechada, em que se espera que as entradas de compensação
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tornem o sistema mais fácil de controlar, reduzindo significativamente a ação de
controle. O objetivo é comparar tanto a energia gasta pelo conjunto compensador-
controlador quanto a qualidade do rastreamento em relação aos cenários em que
se utiliza apenas o controlador.
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Apêndice A

Soluções Analíticas de Equações
Algébricas Polinomiais

Equações algébricas polinomiais com incógnita x e grau n ∈N+ podem ser expressas
como:

0 = anxn + an−1xn−1 + . . . + a1x + a0, an , 0 (A.1)

em que os termos ai ∈ R, i ∈ {0, . . . ,n} são valores reais e conhecidos, denominados
coeficientes. Para equações da forma (A.1), existem n raízes complexas. Além disso, é
possível resolver analiticamente aquelas em que n ≤ 3 como apresentado na sequência
(ABRAMOWITZ e STEGUN, 1965).

A.1 Equações Lineares

0 = a1x + a0, a1 , 0

x =
−a0

a1

A.2 Equações Quadráticas

0 = a2x2 + a1x + a0, a2 , 0

∆ = a2
1 − 4a2a0

xi =
−a1 + (−1)i∆

2a2
, i ∈ {0,1}
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A.3 Equações Cúbicas

0 = a3x3 + a2x2 + a1x + a0, a3 , 0

∆0 = a2
2 − 3a3a1

∆1 = 2a3
2 − 9a3a2a1 + 27a2

3a0

C =

3

√√
∆1 ±

√
∆2

1 − 4∆3
0

2

ξ =
−1 +

√
−3

2

xi = −
1
3a

(
b + ξiC +

∆0

C

)
, i ∈ {0,1,2}
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