
Universidade Federal de Minas Gerais
Instituto de Ciências Exatas
Departamento de Matemática

Álgebras Quadráticas de Cordas
Derivadamente Mansas

Marlon Pimenta Fonseca

Belo Horizonte
2020





Álgebras Quadráticas de Cordas
Derivadamente Mansas

Marlon Pimenta Fonseca

Tese apresentada ao corpo docente da Pós-Graduação

em Matemática do Instituto de Ciências Exatas da Uni-

versidade Federal de Minas Gerais, como requisito par-

cial para obtenção do título de Doutor em Matemática.

Orientador: Viktor Bekkert

Belo Horizonte

2020



© 2020, Marlon Pimenta Fonseca. 
   Todos os direitos reservados 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
              Fonseca, Marlon Pimenta. 

 
F676a           Álgebras quadráticas de cordas derivadamente mansas  
               [manuscrito] / Marlon Pimenta Fonseca. - 2020. 
                     xv, 81 f. il. 
  
                    Orientador: Viktor Bekkert. 
                    Tese (doutorado) - Universidade Federal de Minas Gerais,  
                Instituto de Ciências Exatas, Departamento Matemática. 
                    Referências: f.75-79 
                  .  
                    1. Matemática – Teses. 2. Categorias derivadas(Matemática)  
                – Teses. 3. Geometria algébrica – Teses. 4. Teoria de  
                representações  – Teses. I. Bekkert, Viktor. II. Universidade  
                Federal de Minas Gerais;Instituto de Ciências Exatas,  
                Departamento de  Matemática. III.Título. 
  

CDU 51(043) 
 
Ficha catalográfica elaborada pela bibliotecária Belkiz Inez Rezende Costa 
CRB 6ª Região nº 1510 



Universidade Federat de Minas Gerais 
Departamento de Matematica 
Programa de Pós-Graduação em Matematica M 

FOLHA DE APROVAÇAO 

/gebras Quadráticas de Cordas Derivadamente Mansas 

MARLON PIMENTA FONSECA 

lese detendida e aprorada pela banca examinadora eonstituida pelos Senhores 

Prof. Viktor Bekkert 
UFMG 

Prot. Edson Ribeiro Alvares 
UFPR 

are 
Prof. Eduardo do Nasnento Marees 
USP 

Prof. Flá io U'lhoa Coelho 
USP 

Prof. Hernán Alonso Giraldo Salazar 

Universidad de Antioquia - Medellin Combia 

Belo Horizonte. 2S de setenbr de 0 





Para Ana Paula, Felipe Gabriel e Laura Liz.





Agradecimentos

Primeiro de tudo quero agradecer a Deus por ter me dado a vida, saúde e

sabedoria para alcançar meus objetivos.

Aos meus pais e familiares pela paciência com minha ausência nesses anos de

estudo.

Ao meu filho Felipe Gabriel, que ao nascer mudou meu entendimento sobre a

vida e me fez uma pessoa melhor.

Aos amigos da UFMG: Allan, Aldo, Ana Carolina, Guido, Henrique, Jeferson,

Lays, Lázaro, Moacir, Mykael, Natã, Rafael, Willer e tantos outros que transfor-

maram as horas de estudos em momentos agradáveis.

À Universidade Federal de Lavras e aos colegas do Departamento de Ciências

Exatas-DEX, por permitirem que me afastasse de minhas atividades para dedicar-

me exclusivamente ao doutorado.

Ao meu orientador, Viktor Bekkert, por toda paciência e compreensão.

Aos membros da banca, pela disponibilidade e pelas valiosas sugestões e cor-

reções.

Por fim, gostaria de agradecer especialmente a minha amada esposa, Ana

Paula, por sempre estar ao meu lado, me apoiar e continuar acreditando em mim.

Com certeza eu não chegaria aonde cheguei se não fosse por ela.





Resumo

Sabemos que qualquer álgebra de dimensão sobre um corpo algebricamente fe-

chado deve ser derivadamente mansa ou derivadamente selvagem. Neste trabalho,

obtivemos uma classificação das álgebras quadráticas de cordas derivadamente

mansas.

Palavras Chave: Categorias derivadas. Álgebras derivadamente mansas. Ál-

gebras quadráticas de cordas.





Abstract

We know that every finite dimensional algebra over an algebrically closed field

must be derived tame or derived wild. In this work, we classify the derived tame

quadratic string algebras.

Keywords: Derived categories. Derived tame algebras. Quadratic string alge-

bras.
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Introdução

Dada uma álgebra A, sabemos que a categoria modA dos A-módulos à direita

finitamente gerados é uma categoria Krull-Schmidt, portanto é natural a busca

por uma classificação de seus objetos indecomponíveis. O estudo dos módulos

indecomponíveis de uma álgebra é, entre outros, um dos principais interesses da

área de Teoria de Representações de álgebras associativas.

O estudo do comportamento quantitativo dos objetos indecomponíveis da ca-

tegoria de módulos sobre álgebras de dimensão finita levou a crer que tais álgebras

estavam divididas em duas classes chamadas álgebras mansas e álgebras selvagens.

As álgebras mansas são aquelas tais que para um dado número natural n, os módu-

los indecomponíveis de dimensão n ocorrem parametrizados por uma quantidade

finita de famílias a um parâmetro, a menos de uma quantidade finita. Por outro

lado, as álgebras selvagens tem famílias de módulos indecomponíveis dependendo

de uma quantidade arbitrária de parâmetros. Um fato importante a se destacar

é que as duas características em questão são invariantes por equivalências entre

categorias, cuja condição necessária e suficiente foi estabelecida no final da década

de 50 por Morita em [43]. No final da década de 70, Drozd demonstrou em [26]

a Dicotomia Mansa-Selvagem, determinando que toda álgebra de dimensão finita

sobre um corpo algebricamente fechado é mansa ou selvagem, mas jamais ambas.

O conceito de Categorias Derivadas, no âmbito da Geometria Algébrica e To-

pologia Algébrica, foi introduzido por Grothendieck e Verdier no início dos anos

60, cuja aplicação encontra-se em várias áreas da matemática. Na década de 80,

Happel em [37] iniciou o estudo sistemático da categoria derivada da categoria

de módulos de álgebras associativas de dimensão finita. Uma importante contri-

buição dada por Happel foi mostrar que categorias derivadas são invariantes na

teoria da inclinação, ou seja, se A é uma álgebra de dimensão finita e T é um

A-módulo inclinante então as categorias derivadas Db(A) e Db((EndA(T ))op) são

equivalentes como categorias trianguladas. Inspirado por isso, Rickard em [46] es-

tendeu a noção de módulo inclinante para complexo inclinante e assim generalizou
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o Teorema de Happel. Em seu principal resultado, Rickard mostrou que dadas

duas K-álgebras A e B, suas categorias derivadas Db(A) e Db(B) são equivalentes

como categorias trianguladas se, e somente se, B é isomorfo a (End(T ))op, onde T

é um complexo inclinante de Kb(PA).

O desenvolvimento destes novos conceitos bem como o fato da categoria deri-

vada de uma álgebra ser Krull-Schmidt motivaram novos trabalhos na busca por

classificar os objetos indecomponíveis de tais categorias. As primeiras noções so-

bre álgebras derivadamente mansas foram apresentadas por de la Peña em [23], via

álgebras repetitivas. Em seguida, Vossieck em [50] introduziu o conceito de álge-

bras derivadamente discretas. Motivados por estes dois trabalhos, Geiss e Krause

apresentaram em [35] uma definição de álgebra derivadamente mansa mais geral.

Ademais, eles também demonstraram que a classe das álgebras derivadamente

mansas é fechada por equivalência derivada. Em [9], Bekkert e Drozd apresenta-

ram uma definição alternativa, mas equivalente a dada por Geiss e Krause, para

álgebras derivadamente mansas. Apresentaram também uma definição para álge-

bras derivadamente selvagens e então estabeleceram a Dicotomia Mansa-Selvagem

para categoria derivada de álgebras de dimensão finita.

A partir de então, estabeleceu-se a busca pela classificação das álgebras deri-

vadamente mansas. Neste sentido alguns resultados já foram obtidos. Brüstle [18]

e Geiss [33] obtiveram, em trabalhos independentes, uma classificação de todas

as álgebras do tipo árvores derivadamente mansas; Pogorzaly e Skowroński [45],

Bekkert e Merklen [14] e também Burban e Drozd [19] mostraram que toda ál-

gebra gentil é derivadamente mansa; Geiss e de la Peña [34], Bekkert, Marcos e

Merklen [13] e também Burban e Drozd [19] demonstraram que toda álgebra gentil

torcida é derivadamente mansa; Bekkert, Drozd e Futorny [11] classificaram todas

as álgebras locais ou com dois módulos simples derivadamente mansas; Bekkert e

Drozd [10] e também Bautista e Liu [8] obtiveram a classificação das álgebras cujo

radical quadrado é zero que são derivadamente mansas. Mais recentemente Frei-

tas [30] classificou todas as álgebras de dimensão finita derivadamente mansas que

possuem exatamente três módulos simples; Bekkert, Giraldo e Vélez-Marulanda

[12] classificaram as álgebras de Nakayama derivadamente mansas e ainda Cota

[21] classificou as álgebras seriais derivadamente mansas.

Seguindo esta linha de problemas, o objetivo deste trabalho foi estudar álge-

bras quadráticas de cordas (em inglês, quadratic string algebras). Recordemos

que uma álgebra básica A é chamada quadrática de cordas se A ∼= KQ/I onde

(Q, I) é um carcás com relações bisserial especial tal que I é gerado por caminhos
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de comprimento dois. Esta classe de álgebras é natural em nosso contexto uma

vez que é uma subclasse das álgebras bisseriais e também uma generalização de

álgebras gentis. Gostaríamos de destacar que a categoria derivada de álgebras

quadráticas de cordas também foi estudada por Franco, Giraldo e Rizzo em [29]

com o nome de álgebras de cordas quase gentis (em inglês, string almost gentle

algebras).

Feitas estas considerações, enunciamos então nosso resultado principal.

Teorema A: Uma álgebra quadrática de cordas A é derivadamente mansa se, e

somente se, uma das seguintes condições é satisfeita:

(1) A é do tipo árvore e χA é não negativa;

(2) A é uma álgebra quadrática de cordas boa.

Com o intuito de provar o Teorema A, primeiramente definimos uma subclasse

das álgebras quadráticas de cordas, intitulada álgebras quadráticas de cordas boas

(veja Definição 2.6) ou simplesmente álgebras qcb. Esta classe tem a grande van-

tagem de ser definida combinatorialmente, de modo que é fácil distinguir quando

uma álgebra é ou não qcb. Com base nesta definição combinatorial pudemos ob-

ter uma equivalência derivada entre uma álgebra qcb e uma álgebra gentil torcida.

Obtivemos então o seguinte resultado.

Teorema B: Toda álgebra quadrática de cordas boa é derivadamente equiva-

lente a uma álgebra gentil torcida. Em particular, todo álgebra qcb é derivada-

mente mansa.

Como veremos, esta equivalência é obtida por meio de aplicações de operações

de mutação (veja Definição 1.45) sobre vértices adequados. Estas mutações ao

qual nos referimos são generalizações de APR-módulos [4] e BB-módulos [17], que

por sua vez são generalizações dos BGP-funtores de reflexão introduzidos em [15],

e funcionam como operações locais sobre uma álgebra A produzindo uma nova

álgebra derivadamente equivalente a A.

Posteriormente, para demonstrar o caso geral, isto é, para classificar todas

as álgebras quadráticas de cordas que são derivadamente mansas, lançamos mão

de alguns resultados já conhecidos. O primeiro deles se refere aos trabalhos [18]

de Brüstle e [33] de Geiss, nos quais foi demonstrado que uma álgebra do tipo

árvore é derivadamente mansa se, e somente se, sua forma quadrática de Euler χA
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definida sobre o grupo de Grothendieck K0(A) é não negativa. Deste modo, nosso

problema foi reduzido a descobrir quando uma álgebra quadrática de cordas cujo

carcás possui ciclos é derivadamente mansa. Para resolver esta nova questão, nos

inspiramos nas ideias utilizadas por Zhang em [51]. Neste trabalho o autor mostra

que dado F : B → A um funtor de clivagem entre K-categorias limitadas onde

B possui dimensão global finita, então o fato de B ser derivadamente selvagem

implica em A também ser derivadamente selvagem. De posse deste resultado e de

certas propriedades sobre recobrimentos de Galois obtidas em [36] e [6], obtivemos

uma caracterização para o carcás uma álgebra quadrática de cordas derivadamente

mansa que não é do tipo árvore. Obtivemos então o seguinte resultado.

Teorema C: Seja A uma álgebra quadrática de cordas cujo carcás não é uma

árvore. Então A é derivadamente mansa se, e somente se, A é uma álgebra qcb.

Ademais, segue diretamente dos Teoremas B e C o seguinte corolário.

Corolário D: Seja A uma álgebra quadrática de cordas derivadamente mansa

que não é uma árvore. Então A é derivadamente equivalente uma álgebra gentil

torcida.

Finalmente, mostraremos que o Teorema A seguirá como consequência dos

resultados de Brüstle e Geiss juntamente com os Teoremas B e C.

Organizamos o texto em dois capítulos. No primeiro, apresentamos os conceitos

básicos e fixamos a notação que será utilizada ao longo do trabalho. No segundo

capítulo, iniciamos nossos resultados, dividindo em duas seções. Na primeira

seção, apresentaremos a definição de álgebra quadrática de cordas boa por meio de

carcases com relações e demonstraremos o Teorema B. Na segunda seção, obtemos

vários resultados que caracterizam o carcás de uma álgebra quadrática de cordas

derivadamente mansa e então demonstramos os Teoremas C e A.



Capítulo 1

Conceitos Básicos

Neste capítulo apresentamos, de forma sucinta, resultados que serão utilizados

ao longo deste trabalho e fixamos notação. Denotaremos por K um algebricamente

fechado e a menos que dissermos o contrário, todas as álgebras serão K-álgebras

associativas, com unidade, básicas, conexas e de dimensão finita.

1.1 Categorias e Álgebras

Neste seção daremos os resultados análogos para categorias de alguns conceitos

fundamentais da teoria de representações de álgebras. As referencias sugeridas são

[2] e [5].

Sendo C um categoria, denotaremos por C0 o conjunto de objetos de C e dados

x, y ∈ C0, denotaremos por C(x, y) o conjunto de morfismos x para y. Uma cate-

goria C é dita K-categoria se seus conjuntos de morfismos são K-espaços vetoriais

e a composição de morfismos é K-bilinear. Um funtor F : C → D entre duas

K-categorias é dito K-linear se para quaisquer dois objetos x, y de C a aplicação

induzida C(x, y)→ D(Fx, Fy), h 7→ F (h) é uma transformação linear.

Um ideal à esquerda de uma categoria C é uma família I = (I(x, y))x,y∈C de

subconjuntos I(x, y) ⊆ C(x, y) tais que para quaisquer x, y, z ∈ C, f ∈ I(x, y)

e g ∈ C(y, z) temos que gf ∈ I(x, z). De modo análogo definimos um ideal à

direita de uma categoria. Além disso, um ideal (bilateral ) é um ideal à esquerda

que é também ideal à direita. Observamos que no caso de C ser uma K-categoria,

exigiremos que os conjuntos de morfismos I(x, y) ⊂ C(x, y) sejam subespaços

vetoriais e não apenas subconjuntos. Se I é um ideal de uma categoria C, então

5



6 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS

para n ≥ 2 definiremos a n-ésima potência de I indutivamente do seguinte modo:

In(x, y) =
∑
z∈C

I(z, y)In−1(x, z).

Sendo I um ideal de uma categoria C, podemos considerar a categoria quociente

C/I, que possui os mesmos objetos de C e os espaços de morfismos são dados por

(C/I)(x, y) = C(x, y)/I(x, y). A composição em C/I é induzida pela de C.
Um morfismo f ∈ C(x, y) de uma K-categoria C é chamado radical se para

cada g ∈ C(y, x) o elemento 1x − gf é invertível na álgebra C(x, x). Os morfismos

radicais formam um ideal (bilateral) chamado radical de C, o qual denotaremos

rad C.
Dada uma K-categoria C, denotaremos por Mod C a categoria dos funtores

contravariantes de C para a categoria dos K-espaços vetoriais. Se M pertence a

Mod C, sua dimensão é definida como dimM =
∑

x∈C dimKM(x). Denotaremos

por mod C a subcategoria plena de Mod C formada pelos funtores de dimensão

finita.

Segundo [32], uma K-categoria C é localmente limitada se satisfaz as seguintes

condições:

(1) objetos distintos de C são não isomorfos;

(2) para todo x ∈ C, C(x, x) é uma álgebra local;

(3) para todo x ∈ C,
∑

y∈C dimKC(x, y) + dimKC(y, x) <∞.

Além disso, se C possui um número finito de objetos, então será chamada categoria

limitada.

Sendo C uma categoria limitada, podemos definir uma álgebra ⊕C formada

pelas matrizes quadradas f = (fy,x)y,x∈C, tais que fy,x ∈ C(x, y). É fácil ver que

nestas condições ⊕C é um K-álgebra associativa, básica, de dimensão finita e com

unidade. Analogamente, se A é um K-álgebra básica, associativa, com unidade e

de dimensão finita, podemos definir uma categoria limitada CA. Os objetos de CA
formam um conjunto completo de idempotentes ortogonais primitivos de A. Para

dois idempotente x, y ∈ CA, definimos os morfismos de x para y como o K-espaço

CA(x, y) := yAx e assim a composição de CA será induzida pela multiplicação em A.

Nestas condições temos que A ∼= ⊕CA e pode ser mostrado que as categorias modA

e mod CA são isomorfas. Deste modo, por abuso de notação vamos identificar a

álgebra A com a categoria CA.



1.2. REPRESENTAÇÕES DE CARCASES 7

1.2 Representações de Carcases

Um carcás é uma quadrupla Q = (Q0, Q1, s, t) que consiste de dois conjuntos

Q0, Q1 e duas aplicações s, t : Q1 → Q0. Os elementos de Q0 são chamados vérti-

ces. Já os elementos de Q1 são chamados flechas, e para toda α ∈ Q1 os vértices

s(α) e t(α) são chamados origem e termino de α respectivamente. Usualmente,

representa-se um carcás por um grafo orientado em que cada flecha α ∈ Q1 é uma

seta do grafo, ligando os vértices s(α) e t(α).

Exemplo 1.1. Considere o carcás Q representado pelo seguinte grafo orientado:

Q:

1 2 3

4

α

β

γ
δ

ρ

Se esquecermos a orientação das flechas de um carcás Q teremos um grafo

associado Q, o qual chamamos grafo subjacente. Um carcás Q é dito conexo se

seu grafo subjacente Q for conexo, e é chamado árvore se Q não possui ciclos.

Um subcarcás de um carcás Q = {Q0, Q1, s, t} é um carcás Q′ = {Q′0, Q′1, s′, t′}
tal que Q′0 ⊆ Q0, Q′1 ⊆ Q1 e as restrições s|Q′1 , t|Q′1 de s, t para Q′1 são iguais

a s′ e t′ respectivamente. Um subcarcás Q′ de Q é dito pleno se Q′1 é igual ao

conjunto de todas as flechas de Q1 com origem e término pertencentes a Q′0, isto

é, Q′1 = {α ∈ Q1 | s(α), t(α) ∈ Q′0}.
Um morfismo de carcases q : Q −→ ∆ é um par q = (q0, q1) de aplicações

q0 : Q0 −→ ∆0 e q1 : Q1 −→ ∆1 tais que para toda flecha α : i → j temos

q1(α) : q0(i)→ q0(j). Em particular, q será um isomorfismo se q0 e q1 são bijeções.

Para qualquer flecha α : i→ j de Q, denotaremos por α−1 : j → i sua inversa

formal. Um passeio w de comprimento l(w) = n > 0 em Q é uma sequência w =

αε11 α
ε2
2 · · ·αεnn tal que s(αεi+1

i+1 ) = t(αεii ) para todo 1 ≤ i ≤ n− 1 e εi ∈ {−1, 1} para
todo i = 1, · · · , n. Definimos a origem e o término de um passeio w = αε11 α

ε2
2 · · ·αεnn

como sendo os vértices s(w) = s(αε11 ) e t(w) = t(αεnn ) respectivamente. Além disso,

podemos definir de maneira natural a concatenação w1w2 de dois passeios w1 e w2

sempre que t(w1) coincidir com s(w2).

Um caminho em Q é um passeio w = α1α2 · · ·αn constituído apenas por fle-

chas. Em particular, para todo vértice i de Q definiremos um caminho especial
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ei, chamado caminho trivial (ou estacionário), cujos vértices de origem e término

são ambos iguais a i e comprimento será igual a zero. Dizemos que uma flecha

α ∈ Q1 é um laço se s(α) = t(α). Denotaremos por Q2 o conjunto de todos os

caminhos de Q cujo comprimento é igual a dois.

Dado um carcás Q, denotamos por KQ a K-categoria cujo conjunto de objetos

é igual a Q0 e para quaisquer i, j ∈ Q0, o conjunto de morfismos KQ(i, j) é o

K-espaço vetorial gerado pelos caminhos de j para i. A composição em KQ será

induzida pela concatenação de caminhos. Tal categoria será chamada categoria de

caminhos de Q.

Denotaremos por RQ o ideal bilateral de KQ gerado por Q1. É fato conhecido

que se KQ possui dimensão finita, então RQ é o radical de KQ (veja por exemplo

[2, Proposição 1.1]). Um ideal bilateral I de KQ é dito admissível se para todo

i, j ∈ Q0 temos I(i, j) ⊂ R2
Q(i, j) e para qualquer i ∈ Q0 existe ni ≥ 2 tal que

I contém todos os caminhos de comprimento maior ou igual a ni com origem ou

término igual a i. No caso de I ser um ideal admissível de KQ, o par (Q, I) será

chamado carcás com relações . Além disso, podemos definir a categoria quociente

KQ/I, chamada categoria de caminhos sobre um carcás com relações.

Uma relação em Q é uma combinação linear não nula σ =
∑n

i=1 λiwi de cami-

nhos com comprimento maior ou igual a dois tais que os wi’s possuem a mesma

origem e término. Uma relação gerada por um único caminho é chamada relação

nula ou relação monomial. Já uma relação da forma w1 − w2 é chamada relação

de comutatividade. Pode ser mostrado (veja por exemplo [2, Corolário 2.9]) que

se Q é um carcás finito ( isto é, Q0 e Q1 são finitos) e I é um ideal admissível de

KQ, então existe um conjunto finito minimal de relações {σ1, σ2, · · · , σn} tal que
I = 〈σ1, σ2, · · · , σn〉, isto é, I é o ideal bilateral gerado pelo conjunto de relações

{σ1, σ2, · · · , σn}.

Para cada vértice x de Q, definimos os conjuntos:

x+ = {α ∈ Q1|s(α) = x} e x− = {α ∈ Q1|t(α) = x}.

Dizemos que Q é localmente finito se os conjuntos x+ e x− são finitos para todo

vértice x de Q. Fica evidente que se Q é localmente finito e I é ideal admissível de

KQ, então KQ/I será uma categoria localmente limitada. Neste trabalho todos

os carcases considerados serão localmente finitos.

Supondo que Q é um carcás finito e I é um ideal admissível de KQ, o par

(Q, I) será chamado carcás limitado e a categoria KQ/I pode ser vista como uma
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álgebra de dimensão finita cuja unidade é
∑

i∈Q0
ei. Por outro lado, se A uma

K-álgebra básica de dimensão finita, segue do Teorema de Gabriel [31] que existe

um carcás limitado (QA, I) tal que A ∼= KQA/I. Gostaríamos de salientar que,

embora o carcás QA seja único (veja [2, Lema 3.6] por exemplo), podem existir

ideais admissíveis distintos I1 e I2 de KQA tais que A ∼= KQA/I1
∼= KQA/I2. Em

cada um destes casos, dizemos que o par (Q, I) é uma presentação de A.

Exemplo 1.2. (a) A álgebraK[x]/(xn) é isomorfa a álgebra de carcás com relações

KQ/I onde:

Q: • e I = 〈αn〉.

α

(b) Seja A = KQ/I dada pelo seguinte carcás com relações:

Q: 1 2 3 e I = 〈βα− γα〉.α
β

γ

Considerando B1 = {e1, e2, e3, α, β, γ, βα, γα} e B2 = {e1, e2, e3, α, β, γ, βα −
γα, γα} duas bases de KQ, seja f : B1 −→ B2 a bijeção definida por f(βα) =

βα − γα e f(u) = u para todo u 6= βα. É claro que f induz um automorfismo

de álgebras F : KQ −→ KQ, de modo que podemos considerar o epimorfismo de

álgebras F : KQ −→ A, definido por F(w) = F(w), w ∈ KQ.

Sendo J = 〈βα〉 ideal admissível de KQ, temos J ⊂ Ker F pois F(βα) =

βα− γα = 0. Além disso, como dimK KQ/J = dimK KQ/Ker F, segue que J =

Ker F e assim KQ/J ∼= A. Portanto A possui duas presentações distintas (Q, I) e

(Q, J).

Dado Q um carcás, definimos seu carcás oposto Qop como o carcás onde Qop
0 =

Q0 e Qop
1 = {αop : t(α) → s(α)|α ∈ Q1}. Além disso, dado w = α1 · · ·αn uma

caminho em Q, definimos o seguinte caminho wop = αopn · · ·α
op
1 em Qop. Por

linearidade definimos a relação ρop em KQop a partir de uma relação ρ em KQ.

Para um K-álgebra A, sua álgebra oposta Aop é K-álgebra que possui a mesma

estrutura de K-espaço de A mas a multiplicação ∗ em A é definida por a ∗ b = ba.

Em particular, se A ∼= KQ/I onde I = 〈ρ1, ρ2, · · · , ρn〉, pode ser mostrado que

Aop ∼= KQop/Iop onde Iop = 〈ρop1 , ρ
op
2 , · · · , ρopn 〉.

Exemplo 1.3. Seja A = KQ/I definida por:
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Q: 1

2

3

4 5 6 e I = 〈αβ − γδ, ρλ〉.

α

γ

β

δ

ρ λ

Então Aop ∼= KQop/Iop onde:

Qop:1

2

3

4 5 6 e Iop = 〈βopαop − δopγop, λopρop〉.

αop

γop

βop

δop

ρop λop

Seja Q um carcás finito. Uma representação M = (Mi,Mα) de Q é definida

associando-se a cada vértice i ∈ Q0 umK-espaço vetorialMi e a cada flecha α ∈ Q1

uma aplicação linear Mα : Ms(α) → Mt(α). Em particular, se Mi possui dimensão

finita para todo i ∈ Q0, dizemos que M é uma representação de dimensão finita.

Dadas duas representações M = (Mi,Mα) e N = (Ni, Nα) de um carcás Q,

um morfismo de representações f : M → N é um conjunto de aplicações lineares

{fi : Mi → Ni, i ∈ Q0} tais que para cada flecha α ∈ Q1 temos ft(α)Mα = Nαfs(α),

isto é, o seguinte diagrama é comutativo:

Ms(α)
Mα //

fs(α)
��

Mt(α)

ft(α)
��

Ns(α)
Nα // Nt(α).

A categoria de representações de Q sobre K (respectivamente, representações

de dimensão finita) será denotado por RepK(Q) (respectivamente, por repK(Q)).

Exemplo 1.4. Consideremos Q o seguinte carcás de Kronecker:

Q: 1 2

α

β

Definimos as representações M e N de Q do seguinte modo:

M : K2 K

[
1

0

]

[
0

1

] N : K2 K2

[
1 0

0 1

]

[
0 0

1 0

]
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Observemos que ambas as representações possuem dimensão finita. Temos ainda

um morfismo entre estas representações definido por:

K2 K

K2 K2

[
1

0

]

[
0

1

]

[
1 0

0 1

]

[
0 0

1 0

]

[
1 0

0 1

] [
1

0

]

Isto pois[
1 0

0 1

][
1

0

]
=

[
1 0

0 1

][
1

0

]
e

[
1 0

0 1

][
0

1

]
=

[
0 0

1 0

][
1

0

]
.

Dados Q um carcás finito, M uma representação de Q e w = α1 · · ·αn um

caminho em Q, definimos a avaliação de M sobre w como a transformação linear

Mw : Ms(w) → Mt(w) definida por Mw = Mαn · · ·Mα1 . Podemos naturalmente

estender esta definição por linearidade para uma relação ρ de Q. Isto posto, então

para um carcás limitado (Q, I), dizemos que uma representaçãoM de Q é limitada

por I se Mρ = 0 para qualquer relação ρ ∈ I. Denotaremos por RepK(Q, I)

(resp. repK(Q, I)) a subcategoria plena de RepK(Q) (resp. repK(Q)) consistindo

das representações de Q limitadas por I. Estas subcategorias desempenham um

importante papel na Teoria de Representações. De fato, se tomarmos A = KQ/I,
então existe uma equivalência de K-categorias F : ModA → RepK(Q, I) que se

restringe a uma equivalência F : modA → repK(Q, I) (veja [2, Teorema 1.6] por

exemplo), de modo que podemos estudar a categoria de módulos de A via categoria

de representações do carcás limitado (Q, I).

Exemplo 1.5. Seja (Q, I) o seguinte carcás com relações:

Q: 1 2

3

4

5 e I = 〈αβ − γδ〉.

α

γ

β

δ

ρ

Considere representações M e N de Q definidas como a seguir.



12 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS

M :K K2

K

K

0 K K

K

K

K .N :e

[
1

0

]

[
0

1

]

[
1 1

] 1

1

1

1

1

É claro que M e N são limitadas por I.

Sendo A = KQ/I uma álgebra dada por um carcás com relações, a equivalên-

cia modA ' repK(Q, I) nos permite descrever os módulos simples, projetivos e

injetivos indecomponíveis de A como representações do carcás com relações (Q, I).

Seja i ∈ Q0 um vértice de Q. O A-módulo simples Si associado a i corresponde a

representação (Si(j), Ti(α))j∈Q0,α∈Q1 definida por:

Si(j)

{
0, se j 6= i;

K, se i = j;
Ti(α) = 0, ∀α ∈ Q1.

O A-módulo (à direita) projetivo indecomponível Pi = eiA corresponde a re-

presentação (Pi(j), Ti(α))j∈Q0,α∈Q1 onde para todo j ∈ Q0, Pi(j) = KQ(j, i)/I(j, i)

e para todo α ∈ Q1, Ti(α) : Pi(s(α)) −→ Pi(t(α)) é definida como a multiplicação

à direita por α. A representação que corresponde ao A-módulo (à direita) injetivo

indecomponível Ii é obtida por dualidade.

Exemplo 1.6. Seja A = KQ/I a álgebra definida pelo seguinte carcás com rela-

ções:

Q: 1 2 3 e I = 〈αβ, γδ〉.
β

δ

α

γ

Os módulos simples correspondem às representações:

S1:K 0 0, S2: 0 K 0 e S3: 0 0 K.

Os módulos projetivos indecomponíveis são:

P1:K 0 0, P2:K2 K 0

[
1

0

]

[
0

1

] e P3: K2 K2 K.

[
0 1

0 0

]

[
0 0

1 0

]

[
1

0

]

[
0

1

]

Já os módulos injetivos indecomponíveis são:



1.3. CATEGORIAS DERIVADAS 13

I1: K K2 K2,

[
1 0

]

[
0 1

]

[
0 0

0 1

]

[
1 0

0 0

]
I2: 0 K K2

[
1 0

]

[
0 1

] e I3: 0 0 K.

1.3 Categorias Derivadas

Neste seção apresentamos uma revisão sobre a construção da categoria derivada

de uma álgebra A. Para mais detalhes sugerimos [42], [52] e [38].

Seja A uma categoria aditiva. Um complexo X = (X i, dix)i∈Z em A é uma

sequência de objetos X i ∈ A e morfismos diX : X i → X i+1, chamados diferenciais

do complexo, tais que a composição dnXd
n−1
X = 0 para todo n ∈ Z. Um morfismo

de complexos f : X → Y é uma família de morfismos f = (fn)n∈Z, fn : Xn → Y n,

que torna comutativo o seguinte diagrama:

X :

f

��

· · ·Xn−1
dn−1
X //

fn−1

��

Xn
dnX //

fn

��

Xn+1 · · ·
fn+1

��
Y : · · ·Y n−1

dn−1
Y // Y n

dnY // Y n+1 · · · ,

isto é, fndn−1
X = dn−1

Y fn−1 para todo n ∈ Z. Denotaremos por C(A) a categoria

de complexos sobre A. É amplamente conhecido na literatura que se A é uma

categoria abeliana então C(A) também é categoria abeliana.

Um complexo X é dito limitado superiormente (resp. limitado inferiormente)

se existe n ∈ Z tal que X i = 0 para todo i > n (resp. i < n). É dito limi-

tado se for limitado superiormente e inferiormente. Denotamos C+(A), C−(A) e

Cb(A) as respectivas subcategorias plenas de complexos limitados inferiormente,

superiormente e limitados.

Um morfismo entre complexos f : X → Y é dito homotópico a zero, e deno-

taremos f ∼ 0, se existe um conjunto de morfismos {hn : Xn → Y n−1, n ∈ Z} tal
que fn = dn−1

Y hn + hn+1dnX para todo n ∈ Z,

X :

f

��

· · ·Xn−1
dn−1
X //

fn−1

��

Xn
dnX //

fn

��

hn

zz

Xn+1 · · ·
fn+1

��
hn+1

yy
Y : · · ·Y n−1

dn−1
Y // Y n

dnY // Y n+1 · · · .

Além disso, dois morfismos f, g ∈ C(A)(X, Y ) são ditos homotópicos se a diferença

f − g ∼ 0 é homotópica a zero.
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Sabendo que os morfismos homotópicos a zero formam um ideal bilateral I
em C(A), definimos a Categoria Homotópica, que denotaremos por K(A), como o

quociente de C(A) pelo ideal I. Definimos as subcategorias homotópicas K−(A),

K+(A) e Kb(A) de forma análoga.

Suponhamos agora que A seja uma categoria abeliana. Dados X ∈ C(A) e

n ∈ Z, definimos a n-ésima cohomologia de X por Hn(X) = Ker dnX/Im dn−1
X ∈ A.

Ademais, sabemos que um morfismo de complexos f : X → Y induz um morfismo

Hn(f) : Hn(X) → Hn(Y ), de modo que temos um funtor Hn : C(A) → A.
Sabemos também que se dois morfismos f, g ∈ C(A)(X, Y ) são homotópicos,

então Hn(f) = Hn(g) para todo n ∈ Z (veja [42, Cap.3, Lema 1.4.1]), portanto

podemos considerar os funtores de cohomologia Hn : K(A) −→ A.
Dizemos que um complexo X possui cohomologia limitada se Hn(X) 6= 0

apenas para um número finito de índices n. Denotamos C−,b(A) e C+,b(A) as

respectivas categorias de complexos limitados superiormente e inferiormente com

cohomologia limitada, e por K−,b(A) e K+,b(A) as respectivas categorias homotó-

picas.

Um morfismo f : X → Y em K(A) é um quase-isomorfismo se Hn(f) é um

isomorfismo para todo n ∈ Z. Intuitivamente, a categoria derivada de A é obtida

de K(A) invertendo-se formalmente os quase-isomorfismos. Contudo, para defini-

lá com maior rigor, precisaremos recordar o conceito de localização de categorias.

Definição 1.7. Sejam C uma categoria (não necessariamente abeliana) e S uma

classe de morfismos em C. A localização de C com relação a S é uma categoria

C[S−1] juntamente com um funtor de localização Q : C −→ C[S−1] que satisfazem

as seguintes condições:

(1) para todo s ∈ S, Q(s) é um isomorfismo em C[S−1];

(2) se F : C −→ D é um funtor tal que F (s) é isomorfismo para todo s ∈ S,

então existe um único funtor G : C[S−1] −→ D tal que F = GQ.

C Q //

F ""

C[S−1]

∃!G
��
D .

Dada A uma categoria abeliana, definimos a categoria derivada D(A) como a

localização da categoria homotópica K(A) pela classe S dos quase-isomorfismos,

isto é, D(A) := K(A)[S−1]. De maneira análoga obtemos as categorias D−(A),
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D+(A) e Db(A) cujos objetos são respectivamente os complexos limitados superi-

ormente, limitados inferiormente e limitados.

Em geral, mesmo que A seja uma categoria abeliana, as categorias K(A) e

D(A) não serão abelianas. Contudo elas possuem propriedades especiais que as

tornam categorias trianguladas.

1.4 Categorias Trianguladas

Nesta seção faremos uma sucinta discussão sobre categorias trianguladas, so-

bretudo definiremos a estrutura de categoria triangulada sobre K(A) e D(A). Para

maiores informações sugerimos novamente [42], [52] e [38].

Sejam C uma categoria aditiva e T : C → C um automorfismo aditivo, usual-

mente chamado funtor translação. Um triângulo em C é uma tripla de morfismos

(u, v, w) em C da seguinte forma:

X u // Y v // Z w // T(X),

que também representaremos por:

Z
w

1~~
X

u // Y

v

__

Um morfismo de triângulos é uma tripla de morfismos (f, g, h) que torna co-

mutativo o seguinte diagrama:

X
u //

f

��

Y
v //

g

��

Z
w //

h
��

T(X)

T(f)
��

X ′
u′ // Y ′

v′ // Z ′
w′ // T(X ′).

No caso de f , g e h serem isomorfismos, dizemos que o morfismo (f, g, h) é um

isomorfismo de triângulos.

Definição 1.8. Uma categoria triangulada C = (C,T, τ) é formada por uma cate-

goria aditiva C, um funtor de translação T : C −→ C e uma coleção τ de triângulos

distinguidos, também chamados triângulos exatos, satisfazendo os seguintes axio-

mas:

(1) a coleção de triângulos distinguidos é fechada por isomorfismos. Para cada



16 CAPÍTULO 1. CONCEITOS BÁSICOS

objeto X ∈ C, o triângulo X
1X // X // 0 // T(X) é um triângulo

distinguido e para cada morfismo f : X → Y em C existe um triângulo

distinguido da forma X
f // Y // Z // T(X) .

(2) o triângulo X
f // Y

g // Z h // T(X) é distinguido se, e somente se, o

triângulo Y
g // Z h // T(X)

−T(f)// T(Y ) é distinguido.

(3) sejam X
f // Y

g // Z
h // T(X) e X ′

f ′ // Y ′
g′ // Z ′

h′ // T(X ′) tri-

ângulos distinguidos. Para quaisquer morfismos u : X → X ′, v : Y → Y ′

tais que vf = f ′u existe um morfismo w : Z → Z ′ que torna o diagrama

X
f //

u

��

Y
g //

v

��

Z h //

w

��

T(X)

T(u)
��

X ′
f ′ // Y ′

g′ // Z ′ h′ // T(X ′)

um morfismo de triângulos.

(4) para quaisquer X f // Y // Z ′ // T(X) , Y g // Z // X ′ // T(Y )

e X
gf // Z // Y ′ // T(X) triângulos distinguidos, existe um triângulo

distinguido Z ′ u // Y ′ v // X ′ w // T(Z ′) tal que o seguinte diagrama é

comutativo:

X
f //

1X
��

Y //

g

��

Z ′ //

��

T(X)

��
X

gf //

f

��

Z //

1Z
��

Y ′ //

��

T(X)

��
Y

g //

��

Z //

��

X ′ //

1X′
��

T(Y )

��
Z ′

u // Y ′
v // X ′

w // T(Z ′).

Dadas (C,T, τ) e (C ′,T′, τ ′) categorias trianguladas, dizemos que um funtor

F : C −→ C ′ é exato se existe uma transformação natural α : FT −→ T′F

tal que para todo triângulo distinguido X
f // Y

g // Z
h // T(X) temos que

FX
F (f) // FY

F (g) // FZ
αXF (h)// T′(FX) é também distinguido. Duas categorias tri-

anguladas C e C ′ são ditas equivalentes como categorias trianguladas se existe um

funtor exato F : C −→ C ′ que é também uma equivalência de categorias, isto é, F

é pleno, fiel e denso.
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Seja A uma categoria aditiva. Com o objetivo de definir a estrutura de catego-

ria triangulada em K∗(A), onde ∗ ∈ {+,−, b}, definimos o cone de um morfismo

de complexos f : X → Y como o complexo Cf onde Cn
f = Xn+1⊕Y n e diferencial

dnCf =

[
−dn+1

X 0

fn+1 dnY

]
, isto é,

Cf : · · ·Xn ⊕ Y n−1

[
−dnX 0

fn dn−1
Y

]
// Xn+1 ⊕ Y n

[
−dn+1

X
0

fn+1 dnY

]
// Xn+2 ⊕ Y n+1 · · · .

Consideremos também o automorfismo T : K∗(A) → K∗(A), comumente cha-

mado translação, definido para todo X ∈ K∗(A) por T(X)n = Xn+1 e dnT(X) =

−dn+1
X . Se f : X −→ Y é um morfismo em K∗(A), definimos T(f)n = fn+1.

Denotaremos T(X) por X[1].

Um triângulo em K∗(A) será distinguido se ele for isomorfo a um triângulo da

forma X
f // Y

if // Cf
pf // X[1] onde:

inf =
[

0

1

]
: Y n → Xn+1 ⊕ Y n e pnf = [ 1 0 ] : Xn+1 ⊕ Y n → Xn+1.

A categoria K∗(A) equipada com o funtor translação T e a classe de triângulos

distinguidos como definida acima é uma categoria triangulada (veja [42, Cap.3,

Teorema 2.1.1]). Ademais, K∗(A) induz sobre D∗(A) uma estrutura de categoria

triangulada via funtor de localização com respeito à classe dos quase-isomorfismos.

Sejam A uma K-álgebra e modA a categoria dos A-módulos à direita finita-

mente gerados. Para simplificar notação, a categoria dos complexos, a categoria

homotópica e a categoria derivada de modA serão denotadas por C(A), K(A) e

D(A) respectivamente. Considerando PA ⊂ modA a subcategoria plena formada

pelos A-módulos projetivos e K−,b(PA) a categoria homotópica de complexos de

A-módulos projetivos limitados superiormente com cohomologia limitada, sabe-

mos que K−,b(PA) e Db(A) são equivalentes como categorias trianguladas (veja

[52, Proposição 3.5.43] por exemplo). Tal equivalência nos permite trabalhar so-

mente em K−,b(PA), o que é muito bom, uma vez que a descrição de morfismos

na categoria derivada é bem mais complicada que na categoria homotópica.

1.5 Equivalências Derivadas

Morita em [43] deu condições necessárias e suficientes para que duas álgebras

A e B possuam categorias de módulos modA e modB equivalentes. Nesta seção
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apresentaremos por meio do Teorema de Rickard um paralelo deste resultado para

o caso de categorias derivadas. Como referência sugerimos [46], [52, Cap.6] e [1,

Cap.5].

Seja C uma categoria triangulada. Uma subcategoria plena B de C é dita

própria se B0 é um subconjunto próprio de C0. Dizemos que uma subcategoria

B gera C como categoria triangulada se não existe uma subcategoria triangulada

plena e própria de C, fechada sobre isomorfismos, que contém B. Ademais, dado

um objeto X em C, denotamos por addX a subcategoria plena cujos objetos são

os somandos diretos de somas finitas de cópias de X.

DuasK-álgebras A e B são ditas derivadamente equivalentes se suas respectivas

categorias derivadas Db(A) e Db(B) são equivalentes como categorias trianguladas.

Rickard apresentou em [46] condições necessárias e suficientes para que duas ál-

gebras sejam derivadamente equivalentes. Devido a similaridade de seu principal

resultado com o Teorema de Morita, o Teorema de Rickard é muitas vezes descrito

como Teorema de Morita para categorias derivadas.

Teorema 1.9 (Teorema de Morita para categorias derivadas). Sejam A e B duas

K-álgebras. As seguintes condições são equivalentes:

(a) Db(A) e Db(B) são equivalentes como categorias trianguladas;

(b) Kb(PA) e Kb(PB) são equivalentes como categorias trianguladas;

(c) B é isomorfa a
(
EndKb(PA)(T )

)op, onde T é um objeto de Kb(PA) que satisfaz:

(i) HomKb(PA)(T, T [i]) = 0 para todo i 6= 0;

(ii) addT gera Kb(PA) como categoria triangulada.

Um objeto T ∈ Kb(PA) que satisfaz as condições (i) e (ii) do item (c) é chamado

complexo inclinante.

A seguir faremos um exemplo para ilustrar o Teorema 1.9.

Exemplo 1.10. Seja A = KQ/I a álgebra de caminhos sobre o seguinte carcás

limitado:

Q: 1 2 3 e I = 〈αβ〉.α β
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Considerando T = ⊕3
i=1T

i ∈ Kb(PA), onde:

T 1 : · · · 0 // 0 // P1
// 0 · · · ;

T 2 : · · · 0 // 0 // P2
// 0 · · · ;

T 3 : · · · 0 // P3
β // P2

// 0 · · · ;

com T 1 e T 2 concentrados no grau 0 e T 3 concentrado nos graus −1 e 0. Como

só existem morfismos de Pi → Pj se i ≥ j, então HomKb(PA)(T, T [i]) = 0 se i < 0.

Além disso, é direto ver que HomKb(PA)(T, T [i]) = 0 se i ≥ 2. Para mostrar

que HomKb(PA)(T, T [1]) = 0, primeiramente observemos que HomKb(PA)(T, T [1]) ∼=⊕3
i=1 HomKb(PA)(T

3, T i[1]). Como o único morfismo de P3 para P1 é o nulo, segue

que HomKb(PA)(T
3, T 1[1]) = 0. Ademais, dado f ∈ HomKb(PA)(T

3, T 3[1]), então f

é da seguinte forma,

T 3 :

f
��

· · · 0 // 0 //

��

P3
β //

λβ

��

0

��

P2

��

//

λId

��

0 · · ·

T 3[1] : · · · 0 // P3
−β // P2

// 0 // 0 · · ·

.

Considerando a homotopia h = (hn)n∈Z, onde h0 = λIdP3 , λ ∈ K, e hn = 0 caso

n 6= 0, vemos que f é homotópico a zero e portanto HomKb(PA)(T
3, T 3[1]) = 0. De

maneira análoga HomKb(PA)(T
3, T 2[1]) = 0, de modo que HomKb(PA)(T, T [1]) = 0.

Para mostrar que addT gera Kb(PA) como categoria triangulada é suficiente

mostrar que o complexo 0 // P3
// 0 é gerado pelos complexos de addT .

Considerando o seguinte morfismo de complexos em Kb(PA):

T 2 :

b
��

· · · 0 // 0 //

��

P2
//

1
��

0 · · ·

T 3 : · · · 0 // P3
β // P2

// 0 · · ·

temos que o cone de b é dado pelo complexo Cb = 0 // P2 ⊕ P3

[ 1 β ]
// P2

// 0 ,

concentrado nos graus −1 e 0. Sendo P3[1] = 0 // P3
// 0 concentrado no
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grau −1, e também os seguintes morfismos de complexos:

Cb :

g

��

· · · 0 // P2 ⊕ P3

[ 1 β ]
//

[ 0 1 ]
��

P2
//

��

0 · · ·

P3[1] : · · · 0 // P3
// 0 // 0 · · ·

P3[1] :

s

��

· · · 0 // P3
//[

−β
1

]
��

0 //

��

0 · · ·

Cb : · · · 0 // P2 ⊕ P3

[ 1 β ]
// P2

// 0 · · ·

vemos que gs = IdP3[1]. Além disso, se considerarmos a homotopia h = (hi)i∈Z

onde h0 =
[

1

0

]
: P2 → P2⊕P3, e hi = 0 se i 6= 0, então como o seguinte diagrama

é comutativo:

Cb :

IdCb−sg
��

· · · 0 // P2 ⊕ P3

[ 1 β ]
//[

1 β

0 0

]
��

P2

1
��

h0

zz

// 0 · · ·

Cb : · · · 0 // P2 ⊕ P3
[ 1 β ]

// P2
// 0 · · ·

segue que sg é homotópico a IdCb , de modo que Cb é isomorfo a P3[1] em Kb(PA) e

assim addT gera Kb(PA) como categoria triangulada. Portanto T é um complexo

inclinante e A é derivadamente equivalente a
(
EndKb(PA)(T )

)op.
Para determinar

(
EndKb(PA)(T )

)op consideremos o morfismo b : T 2 → T 3 defi-

nido anteriormente e também o seguinte morfismo:

T 3 :

a
��

· · · 0 // P3
b //

��

P2
//

a

��

0 · · ·

T 1 : · · · 0 // 0 // P1
// 0 · · · .

Como

HomKb(PA)(T
i, T j) =



IdT i , se i = j = 1, 2, 3;

[a] , se i = 3 e j = 1;

[b] , se i = 2 e j = 3;

[ab] , se i = 2 e j = 1;

0, caso contrário.

onde [u] representa oK-espaço vetorial gerado por u, temos então
(
EndKb(PA)(T )

)op ∼=
K∆/J , onde ∆ é dado pelo seguinte carcás:
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∆ : 1 23
a b

e J é um ideal de K∆ contido em R2
∆. Notemos que uma flecha u : i → j

de ∆ corresponde ao homomorfismo u que pertence a HomKb(PA)(Ti, Tj). Como

R2
∆ = [ab], então J = 0 ou J = [ab]. Mas ab não é um morfismo nulo em

EndKb(PA)(T ), de modo que J = 0. Portanto
(
EndKb(PA)(T )

)op ∼= K∆.

1.6 Álgebras Mansas e Selvagens

Nesta seção estudaremos a categoria modA dos módulos finitamente gerados

sobre uma K-álgebra de dimensão A do ponto de vista quantitativo de seus objetos

indecomponíveis. Em especial, veremos que dentro deste contexto as álgebras de

dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado se dividem em duas classes

disjuntas, as álgebras mansas e as álgebras selvagens. Para mais informações

sugerimos [47],[5] e [28].

Sendo Λ e Λ′ duas K-álgebras (não necessariamente de dimensão finita), di-

zemos que um funtor K-linear F : mod Λ → mod Λ′ reflete isomorfismos se para

quaisquer M,N ∈ mod Λ tais que FM ∼= FN tenhamos M ∼= N . Além disso,

dizemos que F preserva indecomponíveis se F mapeia módulos indecomponíveis

em módulos indecomponíveis.

Sejam K〈x, y〉 a álgebra de polinômios de duas variáveis não comutativas e

finK〈x, y〉 a subcategoria plena de modK〈x, y〉 formada pelos módulos de dimen-

são finita. Sabemos que dada qualquer K-álgebra de dimensão finita B, existe um

B-K〈x, y〉-bimóduloM que é livre e finitamente gerado como B-módulo à esquerda

tal que o funtor induzido − ⊗B M : modB → finK〈x, y〉 preserva indecomponí-

veis e reflete isomorfismos (veja [47, Teorema 1.7]). Esta propriedade nos motiva

a fazer a seguinte definição.

Definição 1.11. Uma K-álgebra de dimensão finita A é dita de representação

selvagem, ou simplesmente selvagem, se existe um K〈x, y〉-A-bimódulo M que é

livre e finitamente gerado como K〈x, y〉-módulo à esquerda e tal que o funtor

−⊗K〈x,y〉M : finK〈x, y〉 → modA,

reflete isomorfismos e preserva indecomponíveis.

Observe que se A é uma álgebra selvagem então para toda K-álgebra de dimen-

são finita B existe um funtor modB → modA que reflete isomorfismos e preserva
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indecomponíveis.

Exemplo 1.12. Seja A = KQ a álgebra Três-Kronecker dada pelo seguinte carcás:

Q : 1 2αoo
γff

β

xx

Consideremos também K〈x, y〉-A-bimódulo M definido abaixo:

M = K〈x, y〉 K〈x, y〉.x·oo
1jj

y·
tt

Não é difícil mostrar que o funtor − ⊗K〈x,y〉 M : finK〈x, y〉 −→ modA preserva

classes de isomorfismos e módulos indecomponíveis, de modo que A é uma álgebra

selvagem.

Como vimos na observação acima, não existe expectativa de se obter uma

classificação completa para os módulos indecomponíveis de uma álgebra selvagem.

Deste modo uma pergunta natural surge: “Para quais álgebras podemos classificar,

a menos de isomorfismo, todos os módulos indecomponíveis ?” A próxima definição

tem como proposito responder a este questionamento.

Definição 1.13. Uma K- álgebra A de dimensão finita é dita ser de representação

mansa, ou simplesmente mansa, se para qualquer inteiro d > 0 existe um número

finito de K[x]-A-bimódulos M1, · · · ,Mn tais que:

(i) para todo 1 ≤ i ≤ n, Mi é finitamente gerado e livre como um K[x]-módulo;

(ii) todo A-módulo indecomponível X de dimensão d, exceto para uma quanti-

dade finita, é isomorfo a
K[x]

(x− λ)
⊗K[x] Mi, para algum λ ∈ K.

Intuitivamente, dizemos uma álgebra é mansa se seus módulos indecompo-

níveis, a menos de uma quantidade finita, de uma dada dimensão podem ser

parametrizados por uma quantidade finita de famílias de um único parâmetro.

Exemplo 1.14. (a) Seja A = KQ dada pelo carcás a seguir:

Q : 1 2.
α

Sabemos que seus A-módulos indecomponíveis são dados pelas representações

abaixo.

K K,1oo K 0oo e 0 K.oo
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Ou seja, A possui um número finito de classes de isomorfismo de módulos inde-

componíveis. Em particular, A é uma álgebra mansa. Álgebras que possuem uma

quantidade finita de classes de isomorfismo de módulos indecomponíveis são cha-

madas álgebras de representação finita.

(b) Seja A = KQ a álgebra de Kronecker dada pelo seguinte carcás.

Q : 1 2

α

β

É bem conhecido na literatura que os módulos indecomponíveis de A são dados

pelas representações abaixo:

• Em dimensão ímpar d = 2n+ 1;

Kn Kn+1

[ 0 In ]

ee

[ In 0 ]
ww

Kn+1 Kn

[
In

0

]
uu

[
0

In

]ee

• Em dimensão par d = 2n;

Kn Kn

In
xx

λIn+Jn

dd Kn Kn

In

dd

Jn
xx

onde λ ∈ K, In e Jn são respectivamente a matriz identidade e o bloco de

Jordan nilpotente de tamanho n.

Observamos que nas dimensões ímpares existe, a menos de isomorfismo, apenas

uma quantidade finita de módulos indecomponíveis. Já para dimensões pares,

existe uma quantidade infinita de classes de isomorfismo de módulos indecompo-

níveis, mas que são parametrizadas por um único parâmetro λ ∈ K, a menos de

um único módulo. Portanto, a álgebra de Kronecker é mansa.

Ao analisarmos as definições acima, não fica claro que todo álgebra de dimen-

são finita sobre uma corpo algebricamente fechado deve ser mansa ou selvagem.

Também não fica claro que uma álgebra não pode ser ao mesmo tempo mansa

e selvagem. Contudo Drozd em [26] mostrou que isso não ocorre, conforme o

seguinte teorema.
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Teorema 1.15 (Dicotomia Mansa-Selvagem). Toda álgebra de dimensão finita

sobre um corpo algebricamente fechado é mansa ou selvagem, mas não ambas.

Embora o problema de classificar quais álgebras são do tipo manso ainda não

tenha sido completamente resolvido, para a classe das álgebras hereditárias temos

uma elegante resposta dada por meio de seu carcás. Lembramos que uma álgebra

básica, conexa e dimensão finita é hereditária se A ∼= KQ onde Q é um carcás

conexo, finito e acíclico. Pelos trabalhos de Nazarova [44], Gabriel [31], Donovan

e Freislich [25] obtemos o seguinte teorema.

Teorema 1.16. Uma álgebra hereditária conexa A = KQ é mansa se, e somente

se, seu grafo subjacente Q é um diagrama de Dynkin ou um diagrama de Dynkin

estendido.

A seguir temos a lista dos diagramas de Dynkin e dos diagramas de Dynkin

estendidos, também chamados diagramas Euclidianos.

(a) Lista de diagramas de Dynkin:

An : • • · · · • n ≥ 1

Dn : •

• • · · · • n ≥ 4

•

E6 : •

• • • • •

E7 : •

• • • • • •

E8 : •

• • • • • • •

(b) Lista de diagramas de Dynkin estendidos:
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Ãn : •

• • · · · • • n ≥ 1

D̃n : • •

• • · · · • n ≥ 4

• •

Ẽ6 : •

•

• • • • •

Ẽ7 : •

• • • • • • •

Ẽ8 : •

• • • • • • • •

Observamos que o índice nos diagramas de Dynkin sempre se referem ao nú-

mero de vértices do grafo, enquanto o índice nos diagramas de Dynkin estendidos

se referem ao números de vértices menos um, isto é, Ãn possui n+ 1 vértices, por

exemplo.

1.7 Álgebras Derivadamente Mansas e Derivada-

mente Selvagens

Nesta seção definiremos os objetos centrais deste trabalho, as álgebras deri-

vadamente mansas e derivadamente selvagens. Como observaremos no seguir do

texto, estes conceitos são análogos aos discutidos na seção anterior. Como refe-

rência sugerimos [35], [9] e [23].
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Definição 1.17. Uma álgebra de dimensão finita A é dita derivadamente selvagem

se existir um complexo limitado N de K〈x, y〉-A-bimódulos, livres e finitamente

gerados como K〈x, y〉-módulos, tal que o funtor

−⊗K〈x,y〉 N : finK〈x, y〉 → Db(A),

reflete isomorfismos e preserva objetos indecomponíveis.

Exemplo 1.18. Seja A = KQ a álgebra Três-Kronecker definida pelo seguinte

carcás:

Q : 1 2.αoo
γff

β

xx

Sabemos do Exemplo 1.12 que A é uma álgebra selvagem e que o K〈x, y〉-A-
bimódulo M dado por

M = K〈x, y〉 K〈x, y〉xoo
1jj

y
tt

satisfaz as condições da Definição 1.11. Considerando modA como subcategoria

plena de Db(A), onde um módulo X ∈ modA será identificado com o complexo

0 // X // 0 concentrado no grau 0, temos que o funtor

−⊗K〈x,y〉M : finK〈x, y〉 −→ Db(A),

satisfaz as condições da Definição 1.17, portanto A é derivadamente selvagem.

Este exemplo nos motiva a enunciar o seguinte resultado que relaciona álgebras

selvagens e derivadamente selvagens.

Proposição 1.19. Toda álgebra selvagem é derivadamente selvagem.

Demonstração. Sendo A selvagem, existe um K〈x, y〉-A-bimódulo M que é livre e

finitamente gerado como K〈x, y〉-módulo tal que o funtor

F = −⊗K〈x,y〉M : finK〈x, y〉 −→ modA,

preserva classes de isomorfismo e módulos indecomponíveis.

Consideram modA como uma subcategoria plena de Db(A) onde todo mó-

dulo é identificado com um complexo concentrado no grau zero, obtemos então

F : finK〈x, y〉 −→ Db(A) que preserva classes de isomorfismo e objetos indecom-

poníveis. Logo A é derivadamente selvagem.
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A noção de álgebra derivadamente mansa foi introduzido por de la Peña em

[23] por meio de álgebras repetitivas. Mais especificamente, sejam A uma K-

álgebra de dimensão finita e Â sua álgebra repetitiva. Happel mostrou em [37]

que se A possui dimensão global finita, então Db(A) é equivalente como categoria

triangulada à categorias estável1 mod Â. Nestas condições, segundo de la Peña,

uma álgebra com dimensão global finita A é derivadamente mansa se Â é mansa.

A definição de álgebra derivadamente mansa que adotaremos neste trabalho

foi apresentada por Geiss e Krause em [35]. Ela generaliza a definição dada por

de la Penã uma vez que suprime a condição sobre a dimensão global. Ademais, no

caso de a álgebra possuir dimensão global finita, eles também mostram que estas

definições são equivalentes.

Antes de passar a definição de álgebra derivadamente mansa recordamos que

dado um complexo X ∈ Db(A), a dimensão cohomológica de X é dada pelo vetor

h− dim(X) := (dimKH
i(X))i∈Z.

Definição 1.20. Uma álgebra A é derivadamente mansa se para todo vetor de

números inteiros não negativos v = (vi)i∈Z, existe uma localização R = K[x]f

com relação a algum f ∈ K[x] e um número finito de complexos limitados de

R-A-bimódulos C1, · · · , Cn satisfazendo as seguintes propriedades:

(i) cada Ci
j é finitamente gerado e livre como R-módulo à esquerda;

(ii) a menos de uma quantidade finita, todo complexo indecomponível de Db(A)

com dimensão cohomológica igual a v é isomorfo a S ⊗R Cj, onde S é um

R-módulo simples.

A grosso modo, uma álgebra A é derivadamente mansa se para cada vetor

de números inteiros não negativos v, os objetos indecomponíveis de Db(A) cuja

dimensão cohomológica é v podem ser parametrizados, a menos de um número

finito, por uma quantidade finita de famílias de um parâmetro.

Também em [35], Geiss e Krause mostraram que a classe das álgebras deriva-

damente mansas é fechada por equivalência derivada.

Teorema 1.21. [35, Teorema A] Sejam A e B álgebras de dimensão finita sobre

um corpo algebricamente fechado. Se A e B são derivadamente equivalentes então

A é derivadamente mansa se, e somente se, B é derivadamente mansa.

1Para mais propriedades sobre álgebra repetitiva e categoria estável veja [37].
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Exemplo 1.22. Seja A = KQ/I definida pelo seguinte carcás com relações:

Q: 1

2

3

4

5

e I = 〈ρ ∈ Q2|ρ 6= βδ〉.
α

β

γ

δ

Consideremos T =
⊕5

i=1 T
i ∈ Kb(PA) o seguinte complexo concentrado nos

graus −1 e 0 onde:

T 1 : · · · 0 // 0 // P1
// 0 · · · ;

T 2 : · · · 0 // 0 // P2
// 0 · · · ;

T 3 : · · · 0 // P4 ⊕ P5
[γ δ] // P3

// 0 · · · ;

T 4 : · · · 0 // P4
γ // P3

// 0 · · · ;

T 5 : · · · 0 // P5
δ // P3

// 0 · · · .

Como 4 e 5 são poços, temos que HomKb(PA)(T, T [i]) = 0 se i 6= 0, 1. Além

disso, como qualquer homomorfismo Pt → Pl, com t ∈ {4, 5} e l ∈ {1, 2, 3} se

fatora por γ ou δ, não é difícil ver que qualquer morfismo não nulo de T j para

T k[1] é homotópico a zero para todo j, k ∈ {3, 4, 5}. Assim HomKb(PA1
)(T, T [i]) = 0

se i 6= 0.

Para mostrar que addT gera Kb(PA) como categoria triangulada é suficiente

mostrar que os seguintes complexos concentrados em grau −1:

P3[1] : · · · 0 // P3
// 0 · · · ,

P4[1] : · · · 0 // P4
// 0 · · · ,

P5[1] : · · · 0 // P5
// 0 · · · ,

são gerados pelos elementos de addT . Consideremos então os morfismos de com-
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plexos:

T 4 :

γ∗

��

· · · 0 // P4[
1

0

]
��

γ // P3

1

��

// 0 · · ·

T 3 : · · · 0 // P4 ⊕ P5
[γ δ] // P3

// 0 · · · ,

T 5 :

δ∗

��

· · · 0 // P5[
0

1

]
��

δ // P3

1

��

// 0 · · ·

T 3 : · · · 0 // P4 ⊕ P5
[γ δ] // P3

// 0 · · · ,

T 5 :

ρ

��

· · · 0 // P5

1

��

δ // P3

��

// 0 · · ·

P5[1] : · · · 0 // P5
// 0 // 0 · · · .

Por definição, o cone de γ∗ é dado pelo seguinte complexo concentrado nos graus

−2, −1 e 0:

Cγ∗ : · · · 0 // P4

 −γ1
0


// P3 ⊕ P4 ⊕ P5

 1

γ

δ

t
// P3

// 0 · · · .

Tomando os seguintes morfismos de complexos:

Cγ∗ :

g

��

· · · 0 // P4

��

 −γ1
0


// P3 ⊕ P4 ⊕ P5

 1

γ

δ

t
//

[ 0 0 1 ]
��

P3

��

// 0 · · · ,

P5[1] : · · · 0 // 0 // P5
// 0 // 0 · · · ,

P5[1] :

s

��

· · · 0 // 0

��

// P5
// −δ0

1


��

0

��

// 0 · · ·

Cγ∗ : · · · 0 // P4 −γ1
0


// P3 ⊕ P4 ⊕ P5 1

γ

δ

t
// P3

// 0 · · · .
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vemos que gs = IdP5[1]. Além disso, temos o seguinte morfismo de complexos:

Cγ∗ :

IdP5[1]−sg

��

· · · 0 // P4

1

��

 −γ1
0


// P3 ⊕ P4 ⊕ P5

 1

γ

δ

t
//

 1 0 δ

0 1 0

0 0 0


��

P3

1

��

// 0 · · ·

Cγ∗ : · · · 0 // P4 −γ1
0


// P3 ⊕ P4 ⊕ P5 1

γ

δ

t
// P3

// 0 · · ·

Denotando

M :=

[
1 0 δ

0 1 0

0 0 0

]
: P3 ⊕ P4 ⊕ P5 −→ P3 ⊕ P4 ⊕ P5

e definindo a homotopia h = (hi)i∈Z onde:
h−1 = [ 0 1 0 ] : P3 ⊕ P4 ⊕ P5 −→ P4;

h0 =

[
1

0

0

]
: P3 −→ P3 ⊕ P4 ⊕ P5;

hi = 0, se i 6= −1, 0.

temos que o diagrama abaixo é comutativo:

Cγ∗ :

IdP5[1]−sg
��

· · · 0 // P4

1

��

 −γ1
0


// P3 ⊕ P4 ⊕ P5

h−1

yy

 1

γ

δ

t
//

M
��

P3

h0

yy
1

��

// 0 · · ·

Cγ∗ : · · · 0 // P4 −γ1
0


// P3 ⊕ P4 ⊕ P5 1

γ

δ

t
// P3

// 0 · · ·

Logo sg é homotópico a IdCγ∗ , de modo que Cγ∗ é isomorfo a P5[1] em Kb(PA).

De modo análogo mostramos que Cδ∗ ∼= P4[1] e Cρ ∼= P3[1] em Kb(PA). Portanto

addT gera Kb(PA) como categoria triangulada.

Segue que T é um complexo inclinante e assim A é derivadamente equivalente

a
(
EndKb(PA)(T )

)op. Além disso, consideremos os morfismos γ∗ : T 4 → T 3 e

δ∗ : T 5 → T 3 definidos anteriormente e também os seguintes morfismos:

T 3 :

α∗

��

· · · 0 // P4 ⊕ P5

��

[γ δ] // P3

α

��

// 0 · · ·

T 1 : · · · 0 // 0 // P1
// 0 · · ·
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T 4 :

β∗

��

· · · 0 // P4

��

δ // P3

β

��

// 0 · · ·

T 2 : · · · 0 // 0 // P2
// 0 · · ·

Como:

HomKb(PA)(T
i, T j) =



[IdT i ] , se i = j = 1, 2, 3, 4, 5;

[α∗] , se i = 3 e j = 1;

[β∗] , se i = 4 e j = 2;

[γ∗] , se i = 4 e j = 3;

[δ∗] , se i = 5 e j = 3;

[α∗γ∗] , se i = 4 e j = 1;

[α∗δ∗] , se i = 5 e j = 1;

0, caso contrário.

temos então
(
EndKb(PA)(T )

)op ∼= K∆/J , onde ∆ é dado pelo seguinte carcás:

∆ : 1 3 4 2

5

α∗ γ∗ β∗

δ∗

e J é um ideal de K∆ contido em R2
∆. Notemos que uma flecha u : i → j

de ∆ corresponde ao homomorfismo u que pertence a HomKb(PA)(Ti, Tj). Como

R2
∆ = [α∗γ∗, α∗δ∗] e α∗γ∗, α∗δ∗ não são morfismos nulos em

(
EndKb(PA)(T )

)op,
segue que J = 0. Portanto

(
EndKb(PA)(T )

)op ∼= K∆.

Finalmente, como K∆ é uma álgebra hereditária cujo carcás é do tipo D5,

segue do Teorema 1.30 que a álgebra K∆ é derivadamente mansa. Assim pelo

Teorema 1.21 temos que A é também derivadamente mansa.

Fazendo um análogo do Teorema 1.15, Bekkert e Drozd demonstraram em [9]

que as álgebras são divididas em duas classes disjuntas, as derivadamente mansas

e as derivadamente selvagens, conforme o teorema a seguir.

Teorema 1.23. [Dicotomia Mansa-Selvagem para Categorias Derivadas] Toda

álgebra de dimensão finita sobre um corpo algebricamente fechado é derivadamente

mansa ou derivadamente selvagem, mas não ambas.

O seguinte corolário segue direto do Teorema 1.23 e da Proposição 1.19.

Corolário 1.24. Toda álgebra derivadamente mansa é também mansa.
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O próximo exemplo mostra que a reciproca deste corolário não é verdadeira,

isto é, existem álgebras mansas que são derivadamente selvagens.

Exemplo 1.25. Considere A = KQ/I dada pelo seguinte carcás com relações:

Q: 1 2 e I = 〈αβ, β2〉.α

β

É conhecido que A é uma álgebra de representação finita cujas classes de isomor-

fismo de módulos indecomponíveis são dadas a seguir:

K // 0,

0

��
0 // K,

0

��
0 // K2,

[
0 0

1 0

]
		

K 1 // K

0

��
e K [

0

1

]// K2.

[
0 0

1 0

]
		

Contudo, segue do Teorema 1.27 que A é derivadamente selvagem.

Passaremos agora a discutir alguns resultados sobre categorias derivadas que

serão úteis no decorrer deste trabalho. Começaremos apresentando dois teoremas

que decorrem dos resultados principais de [11]. Neste artigo os autores classificam

todas as álgebras finitamente geradas completas cujo carcás possui um ou dois

vértices e são derivadamente mansas. Como nosso interesse se restringe apenas ao

caso de dimensão finita, enunciamos os resultados considerando apenas esse caso.

Teorema 1.26. [11, Teorema A] Seja A uma K-álgebra local de dimensão finita.

Temos que A derivadamente mansa se, e somente se, A ∼= K ou A ∼= K[x]/(x2).

Teorema 1.27. [11, Teorema B] Seja A = KQ/I uma K-álgebra de dimensão

finita com exatamente dois módulos simples (isto é, Q possui dois vértices). Então

A é derivadamente mansa se, e somente se, A é isomorfa à álgebra de caminhos
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de um dos seguintes carcases com relações:

Q(1): 1 2

I1 = 0

α
Q(2): 1 2

I2 = 0

α

β

Q(3): 1 2

I3 = 〈αβ〉

α

β

Q(4): 1 2

I4 = 〈αβ, βα〉

α

β

Q(5): 1 2

I5 = 〈γα, βγ〉

γ

α

β

Q(6): 1 2

I6 = 〈α2〉

α

β

Q(7): 1 2

I7 = 〈α2〉

α

β
Q(8): 1 2

I8 = 〈α2, γ2〉

α

β

γ

Q(9): 1 2

I9 = 〈α2, γβ, βγ〉

γ

β

α

Antes de enunciar o próximo resultado observemos que se e é um idempotente

de uma K-álgebra A, então a K-álgebra eAe pode ser vista como uma subcategoria

plena de A.

Proposição 1.28. Seja A uma K-álgebra derivadamente mansa.

(a) Para todo idempotente e de A temos que eAe é derivadamente mansa.

(b) Se A ∼= KQ/I e existe uma flecha α ∈ Q1 com s(α) = t(α), então α2 ∈ I.

Demonstração. A primeira afirmação decore de [11, Lema 3.1]. Para provar o

item (b), seja i = s(α) = t(α) e denote por ei o idempotente de KQ/I associado

a i. Sendo B = eiAei, então α ∈ radB e segue do item (a) que B é derivada-

mente mansa. Ademais, como B é uma álgebra local de dimensão finita, segue do

Teorema 1.26 que rad2B = 0 e assim α2 ∈ I.

Sabemos que existe uma dualidade entre modA e modAop definida pelo funtor

D : modA −→ mod Aop que mapeia umA-móduloM emD(M) = HomK(M,K).

Devido a esta dualidade temos o seguinte resultado.

Teorema 1.29. Uma álgebra A é derivadamente mansa se, e somente se, sua

álgebra oposta Aop é também derivadamente mansa.

Happel demonstrou em [37, Lema da pág. 49] que se A é uma álgebra heredi-

tária, de dimensão finita e conexa, então todo objeto indecomponível de Db(A) é
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isomorfo a um complexo concentrado da forma 0 //M // 0 , onde M é um

A-módulo indecomponível. Este fato juntamente com o Teorema 1.16 nos dá o

seguinte resultado.

Teorema 1.30. Seja A = KQ uma álgebra hereditária, de dimensão finita e

conexa. Então A é derivadamente mansa se, e somente se, o grafo subjacente Q é

do tipo Dynkin ou Dynkin estendido.

A classificação das álgebras derivadamente mansas cujo radical quadrado é

zero foi apresentada em dois trabalhos independentes, Bekkert e Drozd em [10] e

também Bautista e Liu em [8]. O próximo resultado é uma síntese desta classifi-

cação.

Teorema 1.31. Seja A = KQ/I uma K-álgebra de dimensão finita, básica e

conexa tal que rad2A = 0 ( isto é, I = R2
Q). Assim, A é derivadamente mansa se,

e somente se, o grafo subjacente Q é do tipo Dynkin ou Dynkin estendido.

Para finalizar esta seção discutiremos sobre álgebras do tipo árvore. Uma

álgebra A ∼= KQ/I é do tipo árvore se seu carcás Q é uma árvore. Brüstle em

[18] e Geiss em [33] classificaram as álgebras do tipo árvore que são derivadamente

mansas por meio de sua forma de Euler. Lembramos que se A é uma álgebra de

dimensão global finita, então sua forma quadrática de Euler é definida sobre o

grupo de Grothendieck2 de A por:

χA([M ]) =
∞∑
i=0

(−1)idimKExtiA(M,M)

para qualquer A-módulo M .

Teorema 1.32. Seja A uma K-álgebra de dimensão finita, básica, conexa do tipo

árvore. Então A é derivadamente mansa se, e somente se, sua forma de Euler χA
é não negativa.

1.8 Recobrimentos de Galois

O principal objetivo desta seção é apresentar o conceito de recobrimentos de

Galois para categorias localmente limitadas. Em especial mostraremos que tais

recobrimentos são úteis para classificar álgebras derivadamente selvagens. Como

referência sugerimos [32], [41], [22], [7] ou ainda [40].
2Para definições e maiores informações sobre a forma de Euler e o grupo de Grothendieck de

uma álgebra sugerimos [2] e [5].
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Uma G-categoria é uma K-categoria localmente limitada C juntamente com

um homomorfismo de grupos G −→ Aut(C). Além disso, dizemos que C é uma

G-categoria livre se a ação de G sobre os objetos de C é livre, isto é, se g ∈ G é

tal que gx = x para algum x ∈ C0, então g = 1.

Dada C uma G-categoria livre, definimos a categoria C/G como K-categoria

cujos objetos são as G-órbitas dos objetos de C, isto é, as classes de equivalência

com respeito a relação x ∼ x′ se x′ = gx para algum g ∈ G. Dadas duas G-órbitas

a e b, um morfismo v : a → b é uma família v = (vx,y) ∈
∏

x∈a,y∈b C(x, y) tal que

g · vx,y = vgx,gy para todo g ∈ G. Ademais, dados morfismos v : a→ b e u : b→ c

em C/G, a composição uv : a → c é definida por (uv)x,z =
∑

y∈b uy,zvx,y. Obser-

vamos que esta soma está bem definida pois C é localmente limitada. Obtemos

assim uma projeção canônica P : C −→ C/G que mapeia um objeto x ∈ C0 em

sua G-órbita e para todo f ∈ C(x, y) temos que P (f)hx,gy = g · f se h = g e 0 caso

contrário, onde h, g ∈ G.

De acordo com [20], um recobrimento de Galois com grupo G de uma dada

K-categoria localmente limitada B é formado por uma G-categoria livre E junta-

mente com um funtor F : E −→ B tal que exista um isomorfismo de K-categorias

R : E/G −→ B que torna comutativo o seguinte diagrama:

E
P

}}

F

��
E/G R // B.

Estamos interessados em estudar recobrimentos de Galois sobre categorias da

formaKQ/I, onde (Q, I) é um carcás limitado. Nesta situação podemos definir um

recobrimento de Galois sobre (Q, I) que naturalmente induzirá um recobrimento

de Galois sobre KQ/I.

Sejam q : ∆ → Q um morfismo de carcases. É claro que q se estende

unicamente a um funtor K-linear que, por abuso de notação, denotaremos por

q : K∆ → KQ. Sendo J e I ideias admissíveis de K∆ e KQ respectivamente,

diremos que q é um morfismo de carcases com relações se q(J) ⊆ I. Observamos

todo morfismo de carcases com relações q : (∆, J) → (Q, I) induz naturalmente

um funtor K-linear q : K∆/J → KQ/I.

Definição 1.33. Um recobrimento de Galois com grupo G de um carcás limitado

(Q, I) é um morfismo de carcases com relações p : (Q̂, Î) −→ (Q, I) juntamente

com um grupo G de automorfismos de (Q̂, Î) que satisfazem as seguintes condições:
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(1) G age livremente sobre Q̂0;

(2) para todo g ∈ G temos pg = p, e p(x) = p(y) se, e somente se, y = gx para

algum g ∈ G;

(3) p induz bijeções x+ −→ p(x)+ e x− −→ p(x)−;

(4) I é o ideal gerado pelos elementos da forma p(ρ), com ρ ∈ Î.

É fácil ver que se p : (Q̂, Î) −→ (Q, I) é um recobrimento de Galois com grupo

G, então o funtor induzido p : KQ̂/Î −→ KQ/I é também um recobrimento de

Galois com grupo G.

Exemplo 1.34. Considere (Q̂, Î) e (Q, I) os seguintes carcases com relações:

Q̂: (1, 0) (2, 0) (3, 0)

(1, 1) (2, 1) (3, 1)

e Î =

〈
α0γ0 − β0δ1, α0δ0 − β0γ1,

α1γ1 − β1δ0, α1δ1 − β1γ0

〉
;

α0

β1

β0

α1

γ0

δ1

δ0

γ1

Q: 1 2 3 e I = 〈αγ − βδ, αδ − βγ〉.
α

β

γ

δ

Considere também p : (Q̂, Î) −→ (Q, I) definida por p0(i, j) = i e p1(ai) = a, onde

a ∈ {α, β, γ, δ}. É evidente que p define um recobrimento de Galois com grupo

Z2 em (Q, I).

Dentre todos os recobrimentos de Galois de um carcás limitado (Q, I) existe

um de especial interesse, o recobrimento de Galois induzido pelo grupo fundamental

π1(Q, I)3. De acordo com nossos interesses, vamos apresentar apenas a construção

de tal recobrimento para um carcás limitado (Q, I) onde I é gerado por relações

monomiais, isto é, existe um conjunto finito de caminhos não triviais {ρ1, · · · , ρn}
de KQ tais que I = 〈ρ1, · · · , ρn〉.

Definição 1.35. Seja Q um carcás. Um passeio w de Q é chamado reduzido se

w = ex para algum x ∈ Q0 ou w = αε11 α
ε2
2 · · ·αεnn , αi ∈ Q1, e para todo 1 ≤ i ≤ n−1

temos que α−εii 6= α
εi+1

i+1 .

3Para maiores informações sobre recobrimentos de Galois induzidos pelo grupo fundamental
π1(Q, I) no caso onde I não é necessariamente gerado por relações monomiais sugerimos [41] e
[40].
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A seguinte construção foi feita por Green em [36] e é um caso particular da

construção dada por Martínez-Villa e de la Peña em [41].

Sejam (Q, I) um carcás limitado onde I é gerado por relações monomiais, x0

um vértice fixado de Q e π1(Q, I, x0) o conjunto dos passeios reduzidos de Q com

origem e término iguais a x0. É claro que π1(Q, I, x0) possui uma estrutura de

grupo cuja multiplicação é induzida pela concatenação de passeios e o elemento

neutro é dado por ex0 . Ademais, como estamos admitindo Q conexo, então para

quaisquer vértices x0 e x1 de Q temos que os grupos π1(Q, I, x0) e π1(Q, I, x1) são

isomorfos. Neste caso, diremos que π1(Q, I, x0) é o grupo fundamental de (Q, I) e

o denotaremos por π1(Q, I).

Consideremos ainda Q̂ o carcás cujos vértices são os passeios reduzidos com

origem em x0. Além disso, existe uma única flecha (α,w) : w → v se v = wα

com α ∈ Q1. Notemos que tal flecha α, caso exista, é única. Existe assim um

morfismo de carcases p : Q̂ −→ Q definido por p0(w) = t(w) e p1(α,w) = α. O

ideal Î será o ideal bilateral gerado pelos caminhos u ∈ KQ̂ tais que p(u) ∈ I, de
modo que obtemos um morfismo de carcases com relações p : (Q̂, Î) −→ (Q, I).

Finalmente, a ação de π1(Q, I) sobre (Q̂, I) é definida do seguinte modo. Para todo

g ∈ π1(Q, I) e w ∈ Q̂0 temos g · w = gw. Da mesma forma, para (α,w) : w → v

temos g · (α,w) = (α, gw) : gw → gv. Não é difícil verificar que tal construção

define um recobrimento de Galois p : (Q̂, Î) −→ (Q, I) com grupo π1(Q, I).

Observação 1.36. Sendo (Q, I) um carcás limitado tal que I é gerado por relações

monomiais e p : (Q̂, Î) −→ (Q, I) seu respectivo recobrimento de Galois induzido

por π1(Q, I), então Q̂ é uma árvore (possivelmente infinta) e Î é gerado por relações

monomiais.

Neste trabalho, a menos que explicitarmos o contrário, todos recobrimentos de

Galois que abordaremos serão induzidos pelo grupo fundamental.

Exemplo 1.37. Seja (Q, I) o seguinte carcás com relações:

Q: • • e I = 〈α2〉.

α
β

O grupo fundamental de (Q, I) é dado por π1(Q, I) = {αn|n ∈ Z} ∼= Z,
enquanto seu recobrimento de Galois é dado pelo seguinte carcás (infinito) com

relações.

Q̂: · · · • • • • · · ·

• • • •

e Î = 〈α2〉.
α α α

β β β β
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Como veremos a seguir, recobrimentos de Galois possuem uma importante

propriedade, eles são funtores de clivagem.

Dado F : C −→ A um funtorK-linear entre categorias localmente limitadas, sa-

bemos que F induz um funtor exato F∗ : ModA −→ Mod C, definido por F∗(M) =

MF , chamado pull-up. Sabemos ainda que F∗ possui um adjunto à esquerda

F ∗ : Mod C −→ ModA, chamado push-down4, que está definido, a menos de

isomorfismo, por ser exato à direita, preservar somas diretas e mandar módulos

projetivos em módulos projetivos. De acordo com [6], o funtor F é dito ser de

clivagem se satisfaz uma das seguintes condições equivalentes a seguir:

(1) A transformação natural canônica ΦF : IdMod C −→ F∗F
∗ admite uma retra-

ção natural, isto é, existe uma transformação natural ΨF : F∗F
∗ −→ IdMod C

tal que ΨF (M)ΦF (M) = IdM para todo M ∈ Mod C.

(2) Para todo x, y ∈ C, a transformação linear C(x, y) −→ A(Fx, Fy) induzida

por F admite uma retração natural em x e y.

Observação 1.38. É bem conhecido na literatura que recobrimentos de Galois

são funtores de clevagem (veja [32, 3.4] ou ainda [24, Proposição 2.1 e Corolário

3.2]).

O próximo resultado segue de [6, Observação 3.8(b)] e será responsável por nos

dar uma grande quantidade de exemplos de funtores de clivagem.

Lema 1.39. (a) Sejam C uma categoria localmente limitada e C ′ um subcate-

goria plena de C. A inclusão natural C ′ ↪→ C é um funtor de clivagem.

(b) Sejam F : C −→ A e G : B −→ C dois funtores de clivagem. Então a

composição FG : B −→ A é ainda um funtor de clivagem.

Exemplo 1.40. Seja A = KQ/I definida pelo seguinte carcás com relações:

Q: • • e I = 〈α2〉.

α
β

De acordo com o exemplo 1.37, o recobrimento de Galois de A possui uma subca-

tegoria plena Ã = KQ̃/Ĩ onde:

4Os funtores pull-up F∗ e push-down F ∗ também são conhecidos como funtor de restrição e
funtor de extensão, respectivamente. Para mais informações e propriedades sobre estes funtores
sugerimos [16] e [7].
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Q̃: • • • •

• • • •

e Ĩ = 〈α2〉.α α α

β β β β

Portanto existe um funtor de clivagem F : Ã −→ A.

O próximo resultado nos permite utilizar recobrimentos de Galois para classi-

ficar álgebras derivadamente selvagens.

Teorema 1.41. [51, Teorema 3.1] Seja F : B −→ A um funtor de clivagem entre

categorias limitadas. Se B é derivadamente selvagem e possui dimensão global

finita então A é derivadamente selvagem.

Lema 1.42. Seja A = KQ/I onde (Q, I) é um carcás limitado e I é gerado por

relações monomiais. Se o recobrimento de Galois de A possui uma subcategoria

plena e limitada que é derivadamente selvagem, então A é derivadamente selvagem.

Demonstração. Sejam Â = KQ̂/Î o recobrimento de Galois de A e Ã a subca-

tegoria plena de Â que é limitada e derivadamente selvagem. Sabemos que a

composição da inclusão Ã ↪→ Â com o funtor de recobrimento p : Â −→ A de-

finem um funtor de clivagem F : Ã −→ A. Além disso, como Q̂ é uma árvore

e Ã é limitada, então Ã é uma árvore finita, logo possui dimensão global finita.

Portanto segue do Teorema 1.41 que A é derivadamente selvagem.

O seguinte corolário será muito útil no decorrer deste trabalho.

Corolário 1.43. Seja A = KQ/I onde (Q, I) é um carcás limitado e I é gerado por

relações monomiais. Se o recobrimento de Galois de A possui uma subcategoria

plena limitada Ã ∼= K∆/R2
∆ tal que ∆ não é do tipo Dynkin ou Dynkin estendido

então A é derivadamente selvagem.

Demonstração. Ora, segue do Teorema 1.31 que Ã é derivadamente selvagem e

portanto A é derivadamente selvagem pelo Lema 1.42.

Exemplo 1.44. Seja A = KQ/I definida pelo seguinte carcás com relações:

Q : • •

•

e I = 〈δγ, αβ, βγ〉.

α β
δ

γ

Denotando h := γα, vemos que o recobrimento de Galois de A possui um

subcategoria plena Ã ∼= KQ̃/R2
Q̃
onde:
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Q̃ : • • • • • •

• •

α β h β γ

δ δ

Assim, pelo Corolário 1.43 temos que A é derivadamente selvagem.

1.9 Mutações e Explosões

Recordaremos a definição de mutações de uma álgebra de [39] e também de

[49]. Sejam A = KQ/I uma álgebra e x um vértice de Q sem laços. Para todo

vértice i 6= x, denotemos por Ri : 0 // Pi // 0 o complexo concentrado em

grau 0. Denotemos ainda os seguintes complexos:

Rx : · · · 0 // Px
f //
⊕

j→x Pj
// 0 // 0 · · · ;

Lx : · · · 0 // 0 //
⊕

x→j Pj
g // Px // 0 · · · ;

onde o termo Px está no grau −1 em Rx e no grau 1 em Lx, f é o mapa induzido

por todas as flechas α ∈ Q1 tais que t(α) = x e g é o mapa induzido por todas as

flechas β ∈ Q1 tais que s(β) = x.

Definição 1.45. Seja A = KQ/I uma álgebra e x ∈ Q0 um vértice sem laços.

Se T−x (A) :=
⊕

i∈Q0
Ri for um complexo inclinante, então a álgebra µ−x (A) :=(

EndKb(PA)(T
−
x (A))

)op será chamada mutação negativa de A no vértice x. Do

mesmo modo, se T+
x (A) :=

(⊕
i 6=xRi

)
⊕ Lx for um complexo inclinante, então a

mutação positiva de A no vértice x será dada por µ+
x (A) :=

(
EndKb(PA)(T

+
x (A))

)op.
Segue do Teorema de Rickard que caso definidas, µ+

x (A) e µ−x (A) são deriva-

damente equivalentes a A.

É claro que nem sempre as mutações µ−x (A) e µ+
x (A) estão definidas. Contudo

o próximo resultado nos dá condições necessárias e suficientes para que isso ocorra.

Proposição 1.46. [39, Proposição 2.3] Sejam A = KQ/I uma álgebra e x um

vértice de Q sem laços.

(a) T−x (A) é um complexo inclinante se, e somente se, para qualquer combinação

linear não nula de caminhos
∑n

i=1 λiρi, λi ∈ K e ρi 6∈ I, começando em x

e terminando em algum vértice k 6= x, existe pelo menos uma flecha α

terminando em x tal que a composição
∑n

i=1 λiαρi é não nula.
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(b) T+
x (A) é um complexo inclinante se, e somente se, para toda combinação não

nula de caminhos
∑n

i=1 λiρi, λi ∈ K e ρi /∈ I, começando em algum vértice

k 6= x e terminando em x, existe pelo menos uma flecha β começando em x

tal que a composição
∑n

i=1 λiρiβ é não nula.

Observação 1.47. Seja A = KQ/I. Se x ∈ Q0 é um poço, então µ−x (A) está

definida pela Proposição 1.46. Além disso, sendo M o APR-módulo inclinante

associado ao poço x, não é difícil perceber que T−x (A) é isomorfo ao complexo

concentrado 0 //M // 0 em Db(A) (veja [39, Proposição 2.8]), de modo

que µ−x (A) é isomorfa à K-álgebra (EndA(M))op. Ademais, se I = 〈ρ1, · · · , ρn〉 e
t(ρi) 6= x para todo 1 ≤ i ≤ n, então µ−x (A) ∼= K∆/I∗ onde ∆ é obtido de Q

trocando toda flecha α : j → x por uma flecha α∗ : x→ j e o ideal I∗ será gerado

pelas mesmas relações ρ1, · · · , ρn.

Analogamente, se y ∈ Q0 é uma fonte então µ+
y (A) está definida pela Propo-

sição 1.46. Ademais, se I = 〈ρ1, · · · , ρn〉 e s(ρi) 6= x para todo 1 ≤ i ≤ n, então

µ+
y (A) ∼= K∆/I∗, onde ∆ é obtido de Q trocando toda flecha α : y → j por uma

flecha α∗ : j → y, e o ideal I∗ será gerado pelas mesmas relações ρ1, · · · , ρn.

Exemplo 1.48. Seja A = KQ/I dada pelo seguinte carcás com relações:

Q: 1

2

3

4 e I = 〈αβ − γδ〉.

α

γ

β

δ

Sendo 4 um poço, então a mutação negativa µ−4 (A) está definida. Por definição

temos µ−4 (A) =
(
EndKb(PA)(T

−
4 (A))

)op onde T−4 (A) =
⊕4

i=1 Ri:

R1 = · · · 0 // 0 // P1
// 0 · · ·

R2 = · · · 0 // 0 // P2
// 0 · · ·

R3 = · · · 0 // 0 // P3
// 0 · · ·

R4 = · · · 0 // P4

[
β

δ

]
// P2 ⊕ P3

// 0 · · ·

com R4 concentrado em graus −1 e 0, e os demais concentrados em grau 0. Deste
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modo, considerando os morfismos:

b : P2[
1

0

]
��

P4

[
β

δ

]
// P2 ⊕ P3

c : P3[
0

1

]
��

P4

[
β

δ

]
// P2 ⊕ P3

a : P4

[
β

δ

]
// P2 ⊕ P3

[ α −γ ]
��
P1

é fácil ver que µ−4 (A) = K∆ é definida pelo seguinte carcás:

∆ : 1

2

3

4
a

c

b

Agora recordaremos de [18] e [27] a definição de explosão de uma álgebra.

Definição 1.49. Sejam A ∼= KQ/I uma álgebra e d um vértice de Q sem laços.

Consideremos ainda Q[d] o carcás obtido de Q substituindo o vértice d por dois

vértices d+ e d−, toda flecha α : i→ d por duas flechas α+ : i→ d+ e α− : i→ d−

e toda flecha β : x → i por flechas β+ : d+ → i e β− : d+ → i. Obtemos

assim um epimorfismo de carcases p : Q[d]→ Q, que se estende unicamente a um

epimorfismo de K-álgebras p : KQ[d] −→ KQ. Além disso, seja I[d] o ideal de

KQ[d] gerado pela imagem inversa de I por p. A álgebra A[d] := KQ[d]/I[d] é

chamada explosão de A pelo vértice d.

Observação 1.50. Sejam A uma álgebra e d um vértice do carcás QA de A. Muito

embora a definição da explosão de A por d que adotamos dependa de uma presenta-

ção de A, é fato que a álgebra A[d] independe desta presentação, isto é, se A possui

duas presentações distintas (QA, I) e (QA, J) então KQ[d]/I[d] ∼= KQ[d]/J [d]. Na

verdade, em [27] os autores apresentaram uma definição alternativa de explosão

que independe da presentação da álgebra. Contudo tal definição é muito abstrata

e de difícil aplicação prática, de modo que optamos por adotar a definição dada

por Brüstle em [18].

Observação 1.51. Seja D = {d1, · · · , dn} um conjunto de vértices sem laços

de uma álgebra A. Se fizermos sucessivas explosões de A pelos elementos de

D, não é difícil ver que a álgebra resultante independe da ordem dos elementos

escolhidos para a explosão. Deste modo, denotaremos por A[D] a explosão de A

pelos elementos de D.

Exemplo 1.52. Seja A = KQ/I dada pelo seguinte carcás com relações:
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Q : 1 2 3 4 5 e I = 〈αβ〉.α β γ δ

Consideremos ainda o conjunto de vértices D = {1, 3}. Deste modo, a explosão

de A por D é dado por A[D] ∼= KQ[D]/I[D], onde:

Q[D] :

1+

1−

2

3+

3−

4 5 e I[D] =

〈α+β+, α+β−,

α−β−, α−β+,

β+γ+ − β−γ−

〉
.

α+

α−

β+

β−

γ+

γ−

δ

Observação 1.53. Sejam A = KQ/I uma álgebra e D ⊂ Q0 um conjunto de

vértices tal que para todo d ∈ D não existem laços em d. Consideremos ainda

o morfismo de carcases p : (Q[D], I[D]) −→ (Q, I) dado pela Definição 1.49 e o

conjuntoD = {(d+, d−), (d−, d+)|d ∈ D}. Sabemos que p induz um homomorfismo

de álgebras π : A[D] → A. Se considerarmos A[D] e A como K-categorias, então

π pode ser visto como um funtor K-linear onde π(i) = p0(i) para todo i ∈ Q[D]0

e πi,j(u) = π(u) para todo u ∈ A[D](i, j), i, j ∈ Q[D]0. Ademais, segue da

construção de A[D] que πi,j é monomorfismo para todo i, j ∈ Q[D]0 e

{
Im πi,j = A(p0(i), p0(j)), se (i, j) /∈ D;

Im πi,j = radA(p0(i), p0(j)), se (i, j) ∈ D.

Como veremos a seguir, esta observação será útil para nos dar condições ne-

cessárias e suficientes para que uma álgebra B seja isomorfa à explosão de A por

D.

Lema 1.54. Sob as considerações feitas na Observação 1.53.

(a) O homomorfismo de K-álgebras π : A[D] → A induz um funtor exato

K(π) : Kb(PA[D])→ Kb(PA).

(b) Suponhamos que exista B uma K-categoria limitada tal que existe uma

bijeção l : B0 → Q[D]0 e um funtor K-linear ϕ : B → A que satisfaz as

seguintes condições:

– ϕ(a) = p0(l(a)), para todo a ∈ B0;
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– ϕa,b : B(a, b)→ A(ϕ(a), ϕ(b)) é um monomorfismo para todo a, b ∈ B0

e {
Imϕa,b = A(p0(l(a)), p0(l(b))), se (l(a), l(b)) /∈ D;

Imϕa,b = radA(p0(l(a)), p0(l(b))), se (l(a), l(b)) ∈ D;

Então B ∼= A[D].

Demonstração. (a) Primeiramente vamos mostrar que π induz um funtor adi-

tivo π : PA[D] → PA. Para todo i ∈ Q[D]0 denotemos por P̂i = eiA[D] o

A[D]-módulo projetivo indecomponível associado a i. Como PA[D] é uma cate-

goria Krull-Schmidt então, a menos de isomorfismo, é suficiente definir π sobre

os P̂i’s. Definimos então π(P̂i) = Pp0(i) para todo i ∈ Q[D]0. Além disso, como

HomA[D](P̂i, P̂j) = ejA[D]ei, então podemos definir:

πP̂i,P̂j : HomA[D](P̂i, P̂j) −→ HomA(Pp0(i), Pp0(j))

x 7→ π(x)

Agora, segue da Proposição 1.1.1 da página 192 de [42] que π induz um funtor

exato K(π) : Kb(PA[D]) −→ Kb(PA) que é definido do seguinte modo. Dado

X ∈ Kb(PA[D]) o complexo da seguinte forma:

X : · · ·Xn−1
dn−1
X // Xn

dnX // Xn · · ·

temos:

K(π)(X) : · · · π(Xn−1)
π(dn−1

X )
// π(Xn)

π(dn+1
X )

// π(Xn) · · · .

além disso, dado um morfismo de complexos em f ∈ Kb(PA[D])(X, Y ),

X :

f
��

· · ·Xn−1

fn−1

��

dn−1
X // Xn

fn

��

dnX // Xn+1 · · ·
fn+1

��
Y : · · ·Y n−1

dn−1
Y // Y n

dnY // Y n+1 · · ·

temos:

K(π)(X) :

K(π)(f)

��

· · · π(Xn−1)

π(fn−1)
��

π(dn−1
X )

// π(Xn)

π(fn)

��

π(dnX)
// π(Xn+1) · · ·

π(fn+1)
��

K(π)(Y ) : · · · π(Y n−1)
π(dn−1

Y )
// π(Y n)

π(dnY )
// π(Y n+1) · · · .

(b) Vamos definir um funtor K-linear F : B → A[D] do seguinte modo. Para
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todo a ∈ B0 temos Fa = l(a). Além disso, como para todo a, b ∈ B0 temos

que πl(a),l(b) é monomorfismo, então π−1
l(a),l(b) : Imπl(a),l(b) → A[D](l(a), l(b)) está

definida. Como Imϕa,b = Imπl(a),l(b) podemos definir:

Fa,b : B(a, b) −→ A[D](l(a), l(b))

x 7→ π−1
l(a),l(b)(ϕa,b(x)).

Observamos que Fa,b é K-linear pois ϕa,b e πl(a),l(b) são K-lineares. Além disso,

para quaisquer a, b, c ∈ B0, x ∈ B(a, b) e y ∈ B(b, c) temos:

πl(a),l(c)(Fb,c(y)Fa,b(x)) = πl(a),l(c)

(
(π−1

l(b),l(c)ϕb,c(y))(π−1
l(a),l(b)ϕa,b(x))

)
=

(
πl(b),l(c)π

−1
l(b),l(c)ϕb,c(y)

)(
πl(a),l(b)π

−1
l(a),l(b)ϕa,b(x)

)
= ϕb,c(y)ϕa,b(x)

= ϕa,c(yx)

= πl(a),l(c)π
−1
l(a),l(c)ϕa,c(yx)

= πl(a),l(c)(Fa,c(yx)).

Como πl(a),l(c) é monomorfismo segue que Fa,c(yx) = Fb,c(y)Fa,b(x). Portanto F é

um funtor K-linear.

Finalmente, é claro que F é isomorfismo de K-categorias pois é bijeção nos

objetos e nos morfismos.

Como é de se esperar, nem sempre uma explosão comuta com uma mutação.

O exemplo a seguir ilustra esta situação. Contudo, a Proposição 1.56 nos dará

condições suficientes para que isso ocorra.

Exemplo 1.55. Seja A = KQ dada pelo seguinte carcás:

Q : 1 2 3 .
α β

Temos que A[2] = KQ[2]/I[2], onde:

Q[2] : 1

2+

2−

3 e I = 〈α+β+ − α−β−〉.

α+

α−

β+

β−

Sendo 3 um poço, então a mutação negativa µ−3 (A[2]) está definida. Ademais,

pelo Exemplo 1.48 temos que µ−3 (A[2]) = K∆, onde:
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∆ : 1

2+

2−.

3.
a

b−

b+

Por outro lado, como não existe relação em A cujo término é 3, então é trivial

ver que µ−3 (A) = KΓ:

Γ : 1 2 3.
a b

Portanto µ−3 (A)[2] = KΓ[2], onde:

Γ[2]: 1

2+

2−

3.

a+ b+

a− b−

Deste modo, é evidente que µ−3 (A)[2] não é isomorfa a µ−3 (A[2]).

Proposição 1.56. Sejam A = KQ/I uma álgebra e D ⊂ Q0 um conjunto de

vértices tal que para todo d ∈ D não existem laços em d.

(a) Se x ∈ Q0 é um poço tal que x 6∈ D e para todo d ∈ D não existe flecha

d → x, então µ−x (A[D]) é isomorfa a µ−x (A)[D]. Em particular, A[D] é

derivadamente equivalente a µ−x (A)[D].

(b) Se x ∈ Q0 é uma fonte tal que x 6∈ D e para todo d ∈ D não existe flecha

x → d, então µ+
x (A[D]) é isomorfa a µ+

x (A)[D]. Em particular, A[D] é

derivadamente equivalente a µ+
x (A)[D].

Demonstração. Faremos apenas o item (a), o item (b) segue de modo análogo.

Para demonstrar o item (a), vamos aplicar indução sobre o número de ele-

mentos de D. Inicialmente vamos admitir que D = {d}. Por definição µ−x (A) =(
EndKb(PA)(T

−
x (A))

)op, onde T−x (A) =
⊕

i∈Q0
Ri é definido como a soma direta

dos seguintes complexos de A-módulos:

Ri : · · · 0 // 0 // Pi // 0 · · · , i 6= x;

Rx : · · · 0 // Px
f //
⊕
j→x

Pj // 0 · · · ;
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onde Ri está concentrado no grau 0 para todo i 6= x, o termo Px está no grau

−1 em Rx e f é o mapa induzido por todas as flechas α ∈ Q1 tais que t(α) = x.

Como Ri é indecomponível para todo i ∈ Q0, então podemos considerar µ−x (A)

como a K-categoria cujo conjunto de objetos é igual a Q0 e para todo i, j ∈ Q0

temos µ−x (A)(i, j) = HomKb(PA)(Rj, Ri). Além disso, supondo que µ−x (A) ∼= K∆/J

e considerando p : (Q[d], I[d]) −→ (Q, I) e q : (∆[d], J [d]) −→ (∆, J) os morfismo

de carcases dados pela Definição 1.49, então Q[d]0 = ∆[d]0 e as funções p0 =

Q[d]0 → Q0 e q0 = ∆[d]0 → ∆0 coincidem.

Do mesmo jeito, denotemos por P̂i o A[d]-módulo projetivo associado ao vértice

i ∈ Q[d]0 e definimos:

R̂i : · · · 0 // 0 // P̂i // 0 · · · , i 6= x;

R̂x : · · · 0 // P̂x
f̂ //
⊕
j→x

P̂j // 0 · · · ;

onde R̂i está concentrado no grau 0 para todo i 6= x, o termo P̂x está no grau −1

em R̂x e f̂ é o mapa induzido por todas as flechas α ∈ Q[d]1 tais que t(α) = x.

Por definição temos µ−x (A[d]) =
(

EndKb(PA[d])
(T−x (A[d]))

)op
, onde T−x (A[d]) =⊕

i∈Q[d]0
R̂i. Sendo R̂i um complexo indecomponível para todo i ∈ Q[d]0, temos

que µ−x (A[d]) pode ser vista como a K-categoria cujo conjunto de objetos é Q[d]0 e

para quaisquer i, j ∈ Q[D]0 temos µ−x (A[d])(i, j) = HomKb(PA[d])
(R̂j, R̂i). Portanto

existe uma bijeção, que admitiremos ser a identidade, entre os objetos de µ−x (A[d])

e µ−x (A)[d].

Sejam π : A[d] → A o homomorfismo de álgebras induzido por p e K(π) :

Kb(PA[D]) −→ Kb(PA) o funtor aditivo dado pelo item (a) do Lema 1.54. Como

não existe flecha d→ x em Q, então Pd não é somando de R0
x e P̂d+ , P̂d− não são

somandos de R̂0
x, de modo que K(π)(R̂i) = Rp0(i) para todo i ∈ Q[d]0. Podemos

então definir um funtor π̃ : µ−x (A[d]) → µ−x (A) do seguinte modo. Se i ∈ Q[d]0

então π̃(i) = p0(i), e se g ∈ µ−x (A[d])(i, j) = HomKb(PA[D])
(R̂j, R̂i) temos π̃i,j(g) :=

K(π)(g) ∈ HomKb(PA)(Rp0(j), Rp0(i)) = µ−x (A)(p0(i), p0(j)).

Além disso, para ε ∈ {+,−} denotemos por Aε a subcategoria plena de A[d]

definida por Q[d]0\{d−ε}, e denotemos por Bε a subcategoria plena de µ−x (A[d])

definida pelos objetos Q[d]0\{d−ε}. É claro que π|Aε : Aε → A é um isomorfismo,

de modo que π̃|Bε : Bε → µ−x (A) é também um isomorfismo.

Sejam i, j ∈ Q[D]0 tais que {i, j} 6= {d+, d−}. Neste caso existe ε ∈ {+,−} tal
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que i, j ∈ Q[D]0\{d−ε}, de modo que π̃i,j = π̃|Bε é um isomorfismo, em particular,

π̃i,j é monomorfismo e Imπ̃i,j = µ−x (p0(i), p0(j)). Por outro lado, como R̂dε =

0 // P̂dε // 0 então π̃dε,d−ε = πdε,d−ε , em particular π̃dε,d−ε é monomorfismo e

Imπ̃dε,d−ε = Imπdε,d−ε = radA(d, d) = radµ−x (A)(d, d).

Isto mostrar que o funtor π̃ satisfaz as condições do item (b) do Lema 1.54,

portanto µ−x (A[d]) ∼= µ−x (A)[d].

Suponhamos então que |D| = n > 1 e que o resultado seja válido para

1 ≤ i ≤ n − 1. Fixado d0 ∈ D, seja D0 = D\{d0}. Neste caso µ−x (A[D]) =

µ−x ((A[d0])[D0]) ∼= µ−x ((A[d0]))[D0] por hipótese de indução. Ademais, como de-

monstramos acima µ−x (A[d0]) ∼= µ−x (A)[d0], logo µ−x (A[D]) ∼= µ−x ((A[d0]))[D0] ∼=
(µ−x (A)[d0])[D0] = µ−x (A)[D].



Capítulo 2

Álgebras Quadráticas de Cordas

O objetivo deste capítulo é classificar álgebras quadráticas de cordas derivada-

mente mansas. Para isso, vamos definir na primeira seção a subclasse das álgebras

quadráticas de cordas boas. Como veremos, tal subclasse é derivadamente mansa.

Posteriormente mostraremos na segunda seção que a classificação das álgebras

quadráticas de cordas está relacionada com esta subclasse.

2.1 Álgebras Quadráticas de Cordas Boas

De acordo com [48], um carcás limitado (Q, I) é chamado bisserial especial se

satisfaz as seguintes condições:

(1) cada vértice de Q é origem e término de no máximo duas flechas;

(2) para cada flecha α de Q existe no máximo um flecha β tal que t(α) = s(β)

e αβ 6∈ I, e existe no máximo uma flecha γ tal que s(α) = t(γ) e γα /∈ I.

Além disso, se I e gerado por caminhos de comprimento dois, diremos que (Q, I)

é um par quadrático de cordas.

Definição 2.1. Uma K-álgebra básica A é dita quadrática de cordas se A ∼= KQ/I
onde (Q, I) é par quadrático de cordas.

Sendo (Q, I) um par quadrático de cordas, um vértice x de Q é dito gentil se

satisfaz as seguinte condições:

(1) para cada flecha α tal que t(α) = x existe no máximo uma flecha β tal que

s(β) = x e αβ ∈ I;

(2) para cada flecha α tal que s(α) = x existe no máximo uma flecha γ tal que

t(γ) = x e γα ∈ I.

49
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Ademais, diremos que o par (Q, I) é gentil se todo vértice de Q é gentil.

Definição 2.2. [3] Uma K-álgebra básica A é dita gentil se A ∼= KQ/I onde

(Q, I) é um par gentil.

Exemplo 2.3. (a) Seja (Q, I) o seguinte carcás com relações:

Q: 1 2 3 e I = 〈β2, αγ〉.α γ

β

Neste caso (Q, I) é gentil, de modo que A = KQ/I é gentil.

(b) Considere (∆, J) definido por:

∆:

1

2

3 4

5

6

e J = 〈αγ, γδ, γρ〉.

α

β
γ

δ

ρ

Como 4 não é um vértice gentil, segue que A = KQ/I é uma álgebra quadrática

de cordas que não é gentil.

O próximo teorema segue de [45] (veja também [14]).

Teorema 2.4. Toda álgebra gentil é derivadamente mansa.

Para uma melhor visualização da próxima definição, fixaremos a seguinte no-

tação. Se um carcás Q possui vértices x e y que são respectivamente um poço e

uma fonte, então na representação gráfica de Q, x será denotado por ◦ enquanto
y será denotado por �. Os demais vértices serão denotados por •.

Definição 2.5. Seja (Q, I) um par quadrático de cordas. Para i = 1, · · · , 6, con-
sideraremos os seguinte conjuntos de vértices Ei, Oi ⊆ Q0:

(1) Um vértice x de Q pertence a E1 se existem flechas α = αx, β = βx, γ =

γx, δ = δx ∈ Q1 tais que:

• t(α) = t(β) = s(γ) = s(δ) = x;

• s(α), s(β), x, t(γ) e t(δ) dois a dois distintos;
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• s(α)+ = {α} e s(α)− = ∅;

• t(γ)+ = ∅ e t(γ)− = {γ};

• αγ, βγ, αδ ∈ I mas βδ /∈ I.

Além disso definimos O1 = {s(αx), t(γx)|x ∈ E1}. Deste modo, o carcás Q pode

ser descrito localmente em torno de um vértice x ∈ E1 de acordo com o seguinte

carcás:

�

x

•

◦

•

α

β

γ

δ

(2) Um vértice x de Q pertence a E2 se existem flechas α = αx, β = βx, γ =

γx, δ = δx ∈ Q1 tais que:

• t(α) = t(β) = s(γ) = s(δ) = x;

• s(β) = t(δ);

• s(α), s(β), x e t(γ) são dois a dois distintos;

• s(α)+ = {α} e s(α)− = ∅;

• t(γ)+ = ∅ e t(γ)− = {γ};

• αγ, βγ, αδ, δβ ∈ I mas βδ /∈ I.

Ademais, definimos O2 = {s(αx), t(γx)|x ∈ E2}. Deste modo, o carcás Q pode

ser descrito localmente em torno de um vértice x ∈ E2 de acordo com o seguinte

carcás:

�

x

•

◦
α

β δ

γ

(3) Um vértice x pertence a E3 se existem flechas α = αx, β = βx, γ = γx ∈ Q1

tais que:

• t(α) = t(β) = s(γ) = x;

• s(α), s(β), x e t(γ) são dois a dois distintos;
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• s(α)+ = {α} e s(α)− = ∅;

• s(β)+ = {β} e s(β)− = ∅;

• x+ = {γ};

• αγ, βγ ∈ I.

Definimos ainda O3 = {s(αx), s(βx)|x ∈ E3}. Deste modo, o carcás Q pode ser

descrito localmente em torno de um vértice x ∈ E3 de acordo com o seguinte

carcás:

�

�

x •

α

β
γ

(4) Um vértice x pertence a E4 se existem flechas α = αx, β = βx, γ = γx ∈ Q1

tais que:

• t(α) = t(β) = s(γ) = x;

• s(α), s(β), x e t(γ) são dois a dois distintos;

• s(α)+ = {α} e s(α)− = ∅;

• t(γ)+ = ∅ e t(γ)− = {γ};

• x+ = {γ};

• αγ, βγ ∈ I.

Além disso, definimos O4 = {s(αx), t(γx)|x ∈ E4}. Deste modo, o carcás Q pode

ser descrito localmente em torno de um vértice x ∈ E4 de acordo com o seguinte

carcás:

�

•

x ◦

α

β
γ
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(5) Um vértice x pertence a E5 se existem flechas α = αx, γ = γx, δ = δx ∈ Q1

tais que:

• t(α) = s(γ) = s(δ) = x;

• s(α), x, t(γ) e t(δ) são dois a dois distintos;

• t(δ)+ = ∅ e t(δ)− = {δ};

• t(γ)+ = ∅ e t(γ)− = {γ};

• x− = {α};

• αγ, αδ ∈ I.

Ademais, definimos O5 = {t(δx), t(γx)|x ∈ E5}. Deste modo, o carcás Q pode

ser descrito localmente em torno de um vértice x ∈ E5 de acordo com o seguinte

carcás:

•

◦

x

◦

α
δ

γ

(6) Um vértice x pertence a E6 se existem flechas α = αx, γ = γx, δ = δx ∈ Q1

tais que:

• t(α) = s(γ) = s(δ) = x;

• s(α), x, t(γ) e t(δ) são dois a dois distintos;

• s(α)+ = {α} e s(α)− = ∅;

• t(γ)+ = ∅ e t(γ)− = {γ};

• x− = {α};

• αγ, αδ ∈ I.

Ademais, definimos O6 = {s(αx), t(γx)|x ∈ E6}. Deste modo, o carcás Q pode

ser descrito localmente em torno de um vértice x ∈ E6 de acordo com o seguinte

carcás:

�

•

x

◦

α
δ

γ
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Além disso, os elementos dos conjuntos ∪6
i=1Ei e ∪6

i=1Oi são chamados vértices

excepcionais e vértices ordinários, respectivamente.

Segue direto da definição que os conjuntos ∪6
i=1Ei e ∪6

i=1Oi são disjuntos.

Definição 2.6. Um par (Q, I) é dito quadrático de cordas bom, ou simplesmente

qcb, se é quadrático de cordas e todo vértice de Q é gentil ou excepcional. Uma K-

álgebra básica A dita quadrática de cordas boa, ou uma álgebra qcb, se A ∼= KQ/I

onde (Q, I) é um par qcb.

Exemplo 2.7. (a) Toda álgebra gentil é qcb.

(b) Seja ∆ o seguinte carcás:

∆:

1

2

3 4

5

6

7

8

9 10

11

12
α

β

γ
δ

λ

ρ
µ

κ
η

ε

σ
τ

E consideremos o conjunto de relações R = {αγ, βγ, γλ, δλ, δρ, ρκ, εη, ητ, στ, σε}.
Fazendo I1 = 〈R〉 então E3 = {3}, O3 = {1, 2}, E1 = {4}, O1 = {5, 6}, E2 = {10}
e O2 = {11, 12}. Além disso, (Q, I1) possui apenas vértices gentis ou excepcionais,

portanto A1 = KQ/I1 é uma álgebra qcb.

Por outro lado, se colocarmos I2 = 〈R∪{µκ}〉, então o vértice 7 não será gentil

nem excepcional. Portanto A2 = KQ/I2 é uma álgebra quadrática de cordas mas

não é boa.

Vamos agora recordar de [27] a definição de álgebra gentil torcida. Tal definição

não é igual a dada em [34] ou ainda a de [13], contudo é obviamente equivalente.

Definição 2.8. Sejam (Q, I) um par quadrático de cordas. Um vértice x de Q é

dito especial se existe no máximo uma flecha α terminando em x, no máximo uma

flecha β começando em x e, caso existam ambas, então αβ /∈ I. Uma K-álgebra

básica A é dita gentil torcida se existe um par gentil (Q, I) e um conjunto de

vértices especiais D tais que A ∼= KQ[D]/I[D], isto é, A é a explosão de uma

álgebra gentil por um conjunto de pontos especiais.

É importante observarmos que um vértice não pode ser ao mesmo tempo ex-

cepcional e especial. Por outro lado, todo vértice ordinário, por ser um poço ou

uma fonte, é também especial.



2.1. ÁLGEBRAS QUADRÁTICAS DE CORDAS BOAS 55

Exemplo 2.9. Seja A = KQ/I definida por:

Q: 1 2 3 4 e I = 〈αβ〉.α β γ

Sendo D = {1, 3}, então A[D] = KQ[D]/I[D], onde:

Q[D]: 1+

1−

2

3+

3−

4e I[D] = 〈α+β+, α+β−, α−β+, α−β−, β+γ+ − β−γ−〉.
α+

α−

β+

β−

γ+

γ−

Como D é um conjunto de pontos especiais então A[D] é uma álgebra gentil

torcida.

O próximo teorema segue de [34] (veja também [13]).

Teorema 2.10. Toda álgebra gentil torcida é derivadamente mansa.

Nossa intenção é demonstrar que toda álgebra qcb é derivadamente mansa.

Na verdade, demonstraremos por indução que toda álgebra qcb é derivadamente

equivalente a uma álgebra gentil torcida. Para isso provaremos o seguinte lema,

que nada mais é que o passo indutivo da demonstração.

Lema 2.11. Sejam A = KQ/I uma álgebra qcb com n > 0 vértices excepcionais

e D ⊂ Q0 um conjunto de vértices especiais mas não ordinários. Então A[D] é

derivadamente equivalente à uma álgebra B[S], onde B = K∆/J é uma álgebra

qcb com n− 1 vértices excepcionais e S ⊂ ∆0 é um conjunto de vértices especiais

mas não ordinários.

Demonstração. Fixemos I um conjunto de caminhos de comprimento dois tal

que I = 〈I〉. Se x ∈ Q0 é um vértice excepcional, então x ∈ Ei para algum

i ∈ {1, · · · , 6}. Deste modo devemos analisar os seguintes casos:

Caso (1): Se x ∈ E1, sejam α, β, γ e δ flechas como no item (1) da Definição 2.5.

Sem perda de generalidade podemos supor α : 1 → 3, β : 2 → 3, γ : 3 → 4 e

δ : 3→ 5, de modo que x = 3 e o carcás Q possui a seguinte forma:

Q: 1

3

2

4

5
Q′

α

β

γ

δ

(2.1)
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onde Q′ é o subcarcás pleno de Q definido por Q′0 = Q0\{1, 3, 4}. Por hipótese

1, 4 6∈ D. Além disso, como 3 é excepcional então D ⊂ Q0\{1, 3, 4}.

Sendo 4 um poço e como para todo d ∈ D não existe flecha d → 4, então

segue da Proposição 1.56 que A[D] é derivadamente equivalente µ−4 (A)[D], onde

µ−4 (A) =
(
EndKb(PA)(T

−
4 (A))

)op e T−4 (A) =
⊕

i∈Q0
Ri é o seguinte complexo de

A-módulos concentrado em graus 0 e 1:

Ri = 0 // 0 // Pi // 0, se i 6= 4;

R4 = 0 // P4
γ // P3

// 0;

Ademais, considerando os seguintes morfismos:

R4 :

α∗

��

0 // P4

��

γ // P3

α

��

// 0

R1 : 0 // 0 // P1
// 0

R4 :

β∗

��

0 // P4

��

γ // P3

β
��

// 0

R2 : 0 // 0 // P2
// 0

R3 :

γ∗

��

0 // 0 //

��

P3

1
��

// 0

R4 : 0 // P4
γ // P3

// 0

R5 :

δ∗

��

0 // 0 // P5

δ
��

// 0

R3 : 0 // 0 // P3
// 0

não é difícil mostrar que µ−4 (A) ∼= KΩ/I∗ é dada pelo seguinte carcás com relações:

Ω: 1 4

2

3

5
Q′

e I∗ = 〈I∗〉,α∗

β∗

γ∗

δ∗

onde I∗ = (I ∩KQ′) ∪ {α∗γ∗δ∗} ∪ {µβ∗|µ ∈ Q′1, µβ ∈ I} ∪ {δ∗µ|µ ∈ Q′1, δµ ∈ I}.

Como 1 é fonte em Ω e para todo d ∈ D não existe flecha 1 → d, temos

pela Proposição 1.56 que µ−4 (A)[D] é derivadamente equivalente a µ+
1 (µ−4 (A))[D],

onde µ+
1 (µ−4 (A)) =

(
EndKb(P

µ−4 (A)
)(T
−
1 (µ−4 (A)))

)op
e T−1 (µ−4 (A)) =

⊕
i∈Q0

R∗i é o

seguinte complexo de µ−4 (A)-módulos concentrado em graus −1 e 0:

R∗1 = 0 // P ∗4
α∗ // P ∗1 // 0;

R∗i = 0 // P ∗i // 0 // 0, se i 6= 1.
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Consideremos os morfismos:

R∗1 :

α̃
��

0 // P ∗4

1
��

α∗ // P ∗1

��

// 0

R∗4 : 0 // P ∗4 // 0 // 0

R∗4 :

β̃
��

0 // P ∗4 //

β∗

��

0 // 0 ,

R∗2 : 0 // P ∗2 // 0 // 0

R∗3 :

γ̃

��

0 // P ∗3 //

γ∗

��

0 // 0 ,

R∗4 : 0 // P ∗4 // 0 // 0

R∗5 :

δ̃
��

0 // P ∗5 //

δ∗

��

0 // 0 ,

R∗3 : 0 // P ∗3 // 0 // 0

R∗5 :

λ̃
��

0 // P ∗5 //

γ∗δ∗

��

0 //

��

0

R∗4 : 0 // P ∗4 //α∗ // P ∗1 // 0 .

Não é difícil mostrar que µ+
1 (µ−4 (A)) ∼= KΓ/L é dada pelo seguinte carcás com

relações:

Γ: 2 4

1

3

5

Q′

e L = 〈Ĩ〉,
β̃

α̃

γ̃

λ̃

δ̃

onde Ĩ = (I ∩KQ′)∪{α̃λ̃− γ̃δ̃}∪{µβ̃|µ ∈ Q′1, µβ ∈ I}∪{δ̃µ, λ̃µ|µ ∈ Q′1, δµ ∈ I}.

Sejam ∆ o subcarcás pleno de Γ definido por ∆0 = Γ0\{1}, isto é,

∆: 2 4 3 5,

Q′

β̃ γ̃ δ̃

e J o ideal de K∆ gerado por K∆ ∩ Ĩ. Temos que B = K∆/J é uma álgebra

qcb com n − 1 vértices excepcionais e que S = {3} ∪ D ⊂ ∆0 é um conjunto

de vértices especiais mas não ordinários. Além disso, KΓ/L ∼= B[3] e portanto

µ+
1 (µ−4 (A))[D] ∼= B[S].

Caso (2): Se x ∈ E2, sejam α, β, γ e δ flechas como no item (2) da Definição 2.5.

Sem perda de generalidade podemos supor que α : 1 → 3, β : 2 → 3, γ : 3 → 4 e

δ : 3→ 2, de modo que x = 3 e o carcás Q possui a seguinte forma:
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Q: 1

3

2

4
α

β

γ

δ

Q′

onde Q′ é o subcarcás pleno de Q definido por Q′0 = Q0\{1, 3, 4}. Além disso

temos D ⊂ Q0\{1, 3, 4} por hipótese.
Observemos que o caso (2) é similar ao caso (1) se identificarmos os vértices 2

e 5 na figura 2.1. Procedendo como no caso (1) temos que A[D] é derivadamente

equivalente a µ+
1 (µ−4 (A)) ∼= KΓ/〈Ĩ〉:

Γ: 4
1

3
2

β̃

α̃

γ̃

λ̃

δ̃

Q′

onde Ĩ = (I ∩KQ′)∪ {α̃λ̃− γ̃δ̃} ∪ {δ̃β̃, λ̃β̃} ∪ {µβ̃|µ ∈ Q′1, µβ ∈ I} ∪ {δ̃µ, λ̃µ|µ ∈
Q′1, δµ ∈ I}.

Sejam ∆ o subcarcás pleno de Γ definido por ∆0 = Γ0\{1}, isto é,

∆: 4 3 2 ,

β̃

γ̃ δ̃
Q′

e J o ideal de K∆ gerado por K∆ ∩ Ĩ. Temos que B = K∆/J é uma álgebra

qcb com n − 1 vértices excepcionais e que S = {3} ∪ D ⊂ ∆0 é um conjunto

de vértices especiais mas não ordinários. Além disso, KΓ/L ∼= B[3] e portanto

µ+
1 (µ−4 (A))[D] ∼= B[S].

Caso (3): Se x ∈ E3, sejam α, β e γ flechas como no item (3) da Definição 2.5.

Sem perda de generalidade podemos supor α : 1 → 3, β : 2 → 3 e γ : 3 → 4 de

modo que x = 3 e o carcás Q possui a seguinte forma:

Q: 1

2

3 4 ,Q′

α

β
γ
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onde Q′ é o subcarcás pleno de Q com Q′0 = Q0\{1, 2, 3}. Notemos que D ⊂
Q0\{1, 2, 3} por hipótese.

Sejam ∆ o subcarcás pleno de Q tal que ∆0 = Q0\{2}, isto é,

∆: 1 3 4 ,Q′
α γ

e J o ideal de K∆ gerado por I\{βγ}. Claramente B = K∆/J é uma álge-

bra qcb com n − 1 vértices excepcionais, S = {1} ∪ D ⊂ ∆0 é um conjunto de

vértices especiais mas não ordinários. Ademais, A ∼= B[1] e portanto A[D] ∼= B[S].

Caso (4): Se x ∈ E4, sejam α, β e γ flechas como no item (4) da Definição 2.5.

Sem perda de generalidade podemos supor α : 1 → 3, β : 2 → 3 e γ : 3 → 4 de

modo que x = 3 e o carcás Q possui a seguinte forma:

Q: 1

2

3 4 ,

Q′

α

β
γ

onde Q′ é o subcarcás de Q definido por Q′0 = Q0\{1, 3, 4}. Notemos que D ⊂
Q0\{1, 3, 4} por hipótese.

Segue da Proposição 1.56 que A[D] é derivadamente equivalente a µ−4 (A)[D].

Além disso, um cálculo simples mostra que µ−4 (A) ∼= KΩ/L é definida por:

Ω: e L = 〈I∗〉

3

2 4

1

Q′

γ∗

β∗

α∗

onde I∗ = (I ∩KQ′) ∪ {µβ∗|µ ∈ Q′1, µβ ∈ I}.
Novamente pela Proposição 1.56, µ−4 (A)[D] é derivadamente equivalente a

µ+
1 (µ−4 (A))[D]. Ademais, como não existe relação em I∗ cujo início é 1, temos

então µ+
1 (µ−4 (A)) ∼= KΓ/L onde:

Γ: e L = 〈I∗〉.

3

2 4

1

Q′

γ∗

β∗

α̃

Sejam ∆ o subcarcás pleno de Γ definido por ∆0 = Γ0\{1}, isto é,
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∆: 3 ,2 4Q′
γ∗β∗

e J o ideal de K∆ gerado por K∆∩I∗. É claro que B = K∆/J é uma álgebra qcb

com n− 1 vértices excepcionais e S = {3}∪D ⊂ ∆0 é um conjunto de vértices es-

peciais e não ordinários. Ademais, KΓ/L = B[3] e portanto µ+
1 (µ−4 (A))[D] ∼= B[S].

Caso (5): Se x ∈ E5, nós procederemos de maneira dual ao caso (3).

Caso (6): Se x ∈ E6, nós procederemos de maneira dual ao caso (4).

Deste modo a prova está feita.

Proposição 2.12. Sejam A = KQ/I uma álgebra qcb e D ⊂ Q0 um conjunto de

vértices especiais mas não ordinários. Então A[D] é derivadamente equivalente a

uma álgebra gentil torcida. Em particular, A[D] é derivadamente mansa.

Demonstração. Se A não possui vértices excepcionais, então A é uma álgebra

gentil e por definição A[D] é uma álgebra gentil torcida.

Supondo então que A possui n > 0 vértices excepcionais, segue do Lema 2.11

que A[D] é derivadamente equivalente a B[S], onde B = K∆/J é uma álgebra

qcb com n − 1 vértices excepcionais e S ⊂ ∆0 um conjunto de vértices especiais

mas não ordinários. Deste modo a afirmação segue por indução sobre n.

Como veremos a seguir, o Teorema B é um caso particular da Proposição

2.12. Para uma maior conveniência ao leitor, deixe-nos recordar o enunciando do

Teorema B.

Teorema B: Toda álgebra quadrática de cordas boa é derivadamente equiva-

lente a uma álgebra gentil torcida. Em particular, todo álgebra qcb é derivada-

mente mansa.

Demonstração. Como toda álgebra quadrática de cordas A pode ser vista como

uma explosão A = A[D] onde D = ∅, então o resultado segue da Proposição

2.12. �
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2.2 Álgebras Quadráticas de Cordas Derivadamente

Mansas

O principal objetivo desta seção é demonstrar os Teoremas C e A. Para isso,

vamos apresentar alguns resultados que nos darão propriedades locais do carcás

de uma álgebra quadrática de cordas derivadamente mansa.

Lema 2.13. Seja A = KQ/I uma álgebra monomial. Suponhamos que exis-

tam flechas α, β, γ ∈ Q1, α 6= β, tais que s(α) = t(γ), t(α) = t(β) = s(γ) e

αγ, γα, βγ ∈ I (resp. t(α) = s(γ), s(α) = s(β) = t(γ) e αγ, γα, γβ ∈ I). Então A
é derivadamente selvagem.

Demonstração. Vamos assumir s(α) = t(γ), t(α) = s(γ) = t(β) e αγ, γα, βγ ∈ I,
o outro caso é similar. Por construção, o recobrimento de Galois de A possui uma

subcategoria plena Ã ∼= KQ̃/R2
Q̃
definida pelo seguinte carcás:

Q̃: • • • • • •

• •

γ α γ α γ

β β

Assim, segue do Corolário 1.43 que A é derivadamente selvagem.

Lema 2.14. Seja A = KQ/I uma álgebra monomial derivadamente mansa. Su-

ponhamos que existam flechas α, β, γ ∈ Q1, α 6= β, tais que t(α) = t(β) = s(γ)

e αγ, βγ ∈ I (resp. s(α) = s(β) = t(γ) e γα, γβ ∈ I). Então α 6= γ, β 6= γ e os

vértices s(α), s(β), t(α) e t(γ) são dois a dois distintos.

Demonstração. Admitiremos t(α) = t(β) = s(γ) e αγ, βγ ∈ I, o outro caso é

análogo. Se α = γ então s(α) = t(α) = t(β) e α2, βα ∈ I, assim A é derivadamente

selvagem pelo Lema 2.13, uma contradição. Deste modo α 6= γ. Analogamente

β 6= γ.

Supondo s(α) = t(α), então como A derivadamente mansa segue da Proposição

1.28 que α2 ∈ I e assim o recobrimento de Galois de A possui uma subcategoria

plena da forma Ã ∼= KQ̃/R2
Q̃
onde:

Q̃: • • • • •

• •

α α α α

γ γ

Do Corolário 1.43 temos que A é derivadamente selvagem. Esta contradição mos-

tra que s(α) 6= t(α). Analogamente s(β) 6= t(α) e t(α) 6= t(γ).
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Supondo s(α) = t(γ), então γα /∈ I pelo Lema 2.13. Denotando h = γα, o

recobrimento de Galois de A possui uma subcategoria plena Ã ∼= KQ̃/R2
Q̃
onde:

Q̃: • • • • •

• •

h h h h

β β

Novamente A é derivadamente selvagem pelo Corolário 1.43. Assim temos s(α) 6=
t(γ). Do mesmo jeito s(β) 6= t(γ).

Finalmente, se s(α) = s(β) o recobrimento de Galois de A possui uma subca-

tegoria plena da forma Ã ∼= KQ̃/R2
Q̃
onde:

Q̃: • • • • • •

• •

β α β α β

γ γ

Mais uma vez o Corolário 1.43 nos dá A derivadamente selvagem. Portanto s(α) 6=
s(β).

Lema 2.15. Seja A = KQ/I uma álgebra quadrática de cordas derivadamente

mansa. Suponhamos que existam flechas α, β, γ, δ ∈ Q1, α 6= β e γ 6= δ tais que

t(α) = t(β) = s(γ) = s(δ) e αγ, αδ, βγ, βδ ∈ I. Então o carcás Q possui a seguinte

forma.

Q: •

•

•

•

•

α

β

γ

δ

Demonstração. Pelo Lema 2.14 temos que os vértices s(α), s(β), t(α), t(γ) e t(δ)

são dois a dois distintos.

Suponhamos que {α, β, γ, δ} 6= Q1. Sendo Q um carcás conexo, podemos

tomar uma flecha λ ∈ Q1\{α, β, γ, δ} tal que s(λ) ∈ {s(α), s(β), t(γ), t(δ)} ou

t(λ) ∈ {s(α), s(β), t(γ), t(δ)}.
Caso s(λ) = s(α) ou t(λ) = s(α), então o recobrimento de Galois de A possui

uma subcategoria plena Ã que é isomorfa a álgebra de caminhos de algum dos

seguintes carcases com relações:

(1) ∆: • •

•

•

•

•

e J = R2
∆;α

β

γ

δ

λ
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(2) Γ: • •

•

•

•

•

e H = R2
Γ;α

β

γ

δ

λ

(3) Ω: • •

•

•

•

•

e L = 〈ρ ∈ Ω2|ρ 6= λα〉;
α

β

γ

δ

λ

Nos casos (1) e (2) temos que A é derivadamente selvagem pelo Corolário 1.43, uma

contradição. Agora se Ã ∼= KΩ/L, então como s(λ) ∈ Ω0 é uma fonte e não existe

relação ρ ∈ {ρ ∈ Ω2|ρ 6= λα} tal que s(ρ) = s(λ), segue que Ã é derivadamente

equivalente a µ+
s(λ)(KΩ/L) ∼= K∆/J , de modo que A é derivadamente selvagem

pelo Lema 1.42. Novamente uma contradição. Portanto s(λ) 6= s(α) e t(λ) 6= s(α).

Ademais, um argumento análogo mostra que s(λ), t(λ) 6∈ {s(β), t(γ), t(δ)},
uma contradição. Portanto Q1 = {α, β, γ, δ}.

Proposição 2.16. Seja A = KQ/I uma álgebra quadrática de cordas derivada-

mente mansa que não é uma árvore. Se x ∈ Q0 não é um vértice gentil então uma

das seguintes situações ocorre:

(1) Existem flechas α, β, γ ∈ Q1 tais que t(α) = t(β) = s(γ) = x, x+ = {γ},
s(α), s(β), x e t(γ) são dois a dois distintos e αγ, βγ ∈ I;

(2) Existem flechas α, γ, δ ∈ Q1 tais que t(α) = s(γ) = s(δ) = x, x− = {α},
s(α), x, t(γ) e t(δ) são dois a dois distintos e αγ, αδ ∈ I;

(3) Existem flechas α, β, γ, δ ∈ Q1 tais que t(α) = t(β) = s(γ) = s(δ) = x,

s(α), s(β), x, t(γ) e t(δ) são dois a dois distintos, αγ, αδ, βγ ∈ I mas βδ /∈ I;

(4) Existem flechas α, β, γ, δ ∈ Q1 tais que t(α) = t(β) = s(γ) = s(δ) = x,

s(β) = t(δ), s(α), s(β), x e t(γ) são dois a dois distintos, αγ, αδ, βγ, δβ ∈ I
mas βδ /∈ I.

Demonstração. Como x não é gentil, então por definição uma das seguintes con-

dições acontece:

(i) existem flechas α, β, γ ∈ Q1, α 6= β tais que t(α) = t(β) = s(γ) = x e

αγ, βγ ∈ I;
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(ii) existem flechas α, γ, δ ∈ Q1, γ 6= δ tais que s(α) = t(γ) = t(δ) = x e

αγ, αδ ∈ I.

Supondo que a situação (i) ocorre, então os vértices s(α), s(β), x e t(γ) são

dois a dois distintos pelo Lema 2.14. Caso x+ = {γ}, temos a condição (1). Por

outro lado, se existe uma flecha δ 6= γ tal que s(δ) = x, então como Q não é uma

árvore, segue do Lema 2.15 que não podemos ter αδ, βδ ∈ I. Sendo A quadrática

de cordas, podemos supor sem perda de generalidade que αδ ∈ I mas βδ /∈ I, logo
t(δ) 6= t(γ) e t(δ) 6= s(α) pelo Lema 2.14. Se t(δ) 6= s(β) temos que a condição (3)

ocorre. Mas se s(β) = t(δ), então δβ ∈ I pois A é quadrática e possui dimensão

finita, portanto a condição (4) é satisfeita.

Por outro lado, se situação (ii) ocorre, então os vértices s(α), x, t(δ) e t(γ) são

dois a dois distintos pelo Lema 2.14. Sendo x− = {α}, temos a condição (2).

Agora, se existe uma flecha β 6= α tal que t(β) = x, então como Q não é uma

árvore, segue do Lema 2.15 que não podemos ter βγ, βδ ∈ I. Deste modo, sendo

A quadrática de cordas podemos supor, sem perda de generalidade, que βγ ∈ I
mas βδ /∈ I, logo s(β) 6= s(α) e s(β) 6= t(γ) pelo Lema 2.14. Se s(β) 6= t(δ) temos

que a condição (3) ocorre. Mas se s(β) = t(δ), então δβ ∈ I pois A é quadrática

e possui dimensão finita, portanto a condição (4) é satisfeita.

Os próximos três resultado são lemas técnicos que serão úteis no decorrer do

trabalho.

Lema 2.17. Seja A = KQ/I definida pelo seguinte carcás com relações:

Q: 10 9 8 7 6 1

2

3

4

5

e I = 〈ρ ∈ Q2|ρ 6= βδ〉,
ω5 ω4 ω3 ω2 ω1

α

β

γ

δ

onde as flechas sem orientação podem ser orientadas de qualquer jeito. Então A é

derivadamente selvagem.

Demonstração. Seja T =
⊕10

i=1 T
i ∈ Kb(PA1) o seguinte complexo concentrado

nos graus −1 e 0 onde:

T i : · · · 0 // 0 // Pi // 0 · · · , se i 6= 3, 4, 5;
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T 3 : · · · 0 // P4 ⊕ P5
[γ δ] // P3

// 0 · · · ;

T 4 : · · · 0 // P4
γ // P3

// 0 · · · ;

T 5 : · · · 0 // P5
δ // P3

// 0 · · · .

Como não existe caminho não nulo de i para j se i ∈ {6, · · · , 10} e j ∈
{2, 3, 4, 5}, então procedendo como no Exemplo 1.22 temos que T é um complexo

inclinante, de modo que A é derivadamente equivalente a
(
EndKb(PA)(T )

)op ∼=
K∆/J onde:

∆: 10 9 8 7 6 1 3 4 2

5

ω5 ω4 ω3 ω2 ω1 α∗ γ∗

δ∗

β∗

e J = 〈ρ ∈ Q′2|ρ 6= α∗γ∗, α∗δ∗〉.
Como 4 e 5 são poços e não existe ρ ∈ J tal que t(ρ) = 4 ou t(ρ) = 5, segue

que K∆/J é derivadamente equivalente a µ−5 (µ−4 (K∆/J)) ∼= KΓ/R2
Γ onde:

Γ: 10 9 8 7 6 1 3 4 2.

5

ω5 ω4 ω3 ω2 ω1 α∗ γ̃

δ̃

β̃

Segue do Teorema 1.31 que KΓ/R2
Γ é derivadamente selvagem e portanto A é

derivadamente selvagem.

Lema 2.18. Seja Q um carcás localmente finito tal que Q é uma árvore conexa

com infinitos vértices.

(a) Para quaisquer x, y ∈ Q0 existe um único passeio reduzido w : x→ y.

(b) Para todo x ∈ Q0 e n ≥ 1 existe um passeio reduzido w de Q tal que

s(w) = x e l(w) = n.

Demonstração. (a) Como Q é árvore então não possui ciclos e assim para todo

vértice z de Q, o único passeio reduzido de z para z é o trivial ez.

Suponhamos que existem dois passeios reduzidos distintos w1, w2 tais que

s(w1) = s(w2) e t(w1) = t(w2), então podemos supor, sem perda de generali-

dade, que l(w1) + l(w2) é minimal, isto é, se v1, v2 são passeios reduzidos distintos

tais que s(v1) = s(v2) e t(v1) = t(v2), então l(v1) + l(v2) ≥ l(w1) + l(w2).
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Admitindo que w1 = αε11 α
ε2
2 · · ·αεnn e w2 = βσ11 βσ22 · · · β

σk
k então

w−1
1 w2 : α−εnn · · ·α−ε22 α−ε11 βσ11 βσ22 · · · β

σk
k : t(w2) → t(w2), de modo que w−1

1 w2 não

é passeio reduzido. Ademais, como w−1
1 e w2 são reduzidos, segue que αε11 = βσ11

e assim s(αε22 ) = t(αε11 ) = t(βσ11 ) = s(βσ22 ). Definindo v1 = αε22 · · ·αεnn e v2 =

βσ22 · · · β
σk
k temos que v1, v2 são passeios reduzidos distintos tais que s(v1) = s(v2),

t(v1) = t(v2) e l(v1) + l(v2) = l(w1) + l(w2) − 2, o que contradiz a minimalidade

de l(w1) + l(w2). Portanto a afirmação segue.

(b) Fixado x ∈ Q0 definimos para todo k ≥ 0 o seguinte conjunto:

Uk = {y ∈ Q0|∃w : x→ y passeio reduzido, l(w) = k}

Observamos que sendo Q conexo, então para todo y ∈ Q0 existe um passeio redu-

zido w : x→ y, de modo que Q0 =
⋃
k≥0 Uk.

Afirmação 1: Se k 6= j então Uk ∩ Uj = ∅.

Suponhamos que existam k < j tais que Uk ∩ Uj 6= ∅. Tomando y ∈ Uk ∩ Uj,
existem w1, w2 : x→ y passeios reduzidos tais que l(w1) = k e l(w2) = j, portanto

w1 6= w2, o que contradiz o item (a). Logo Uk ∩ Uj = ∅ se k 6= j.

Afirmação 2: Para todo k ≥ 0 temos Uk finito.

Observamos que U0 = {x}, logo finito. Supondo que Uk é finito, então para

todo y ∈ Q0 definimos:

Vy = {z ∈ Q0|∃α ∈ Q1, α : y → z ou α : z → y}

Sendo Q é localmente finito, então Vy é finito para todo y ∈ Q0 e assim
⋃
y∈Uk Vy

é um conjunto finito. Ademais, é claro que se z ∈ Uk+1 então z ∈ Vy para algum

y ∈ Uk, logo Uk+1 ⊆
⋃
y∈Uk Vy e portanto é finito. Assim a afirmação segue por

indução sobre k.

Afirmação 3: Uk 6= ∅ para todo k ≥ 0.

Ora, se existe k0 ≥ 0 tal que Uk0 = ∅, então é óbvio que Uk = ∅ se k ≥ k0.

Assim Q0 =
⋃
k≥0 Uk =

⋃
0≤i<k0 Ui é um conjunto infinto e portanto Uk infinito

para algum 0 ≤ k < k0. Mas isto contradiz a Afirmação 2. Logo Uk 6= ∅ para todo

k ≥ 0.
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Finalmente, dado n ≥ 1 e tomando y ∈ Un, existe um passeio reduzido w :

x→ y cujo comprimento é l(w) = n.

Lema 2.19. Seja (Q, I) um carcás com relações que satisfaz a seguintes proprie-

dades:

• Q é uma árvore conexa, localmente finita com infinitos vértices;

• existem ≥ 2 tal queRm
Q ⊆ I, isto é, todo caminho w de Q cujo comprimento

l(w) ≥ m pertence a I.

Então para todo vértice x de Q e n ≥ 1 existe um conjunto de vértices {x =

x0, x1, · · · , xn} ⊂ Q0 que definem uma subcategoria plena B de A = KQ/I, tal
que B ∼= KΓ/R2

Γ onde o grafo subjacente de Γ é dado por:

Γ : x0 x1 · · · xn−1 xn.

Demonstração. Dados x ∈ Q0 e n ≥ 1, segue do Lema anterior que existe w um

passeio reduzido tal que s(w) = x e l(w) = mn. Sejam {y0 = x, y1, · · · , ymn} ∈ Q0

os vértices que ocorrem em w, assim podemos escrever w = αε00 α
ε1
1 · · ·α

εnm−1

nm−1 , onde

αi ∈ Q1, εi ∈ {1,−1}, s(αεii ) = yi e t(αεii ) = yi+1 para todo 0 ≤ i ≤ nm− 1.

w = y0
α0

y1
α1

y2
α2 · · · αnm−2

ynm−1
αnm−1

ynm

Tomando l0 = 0, definimos de maneira recursiva o número li+1 do seguinte

modo:

• Se εli = 1, então αli : yli → yli+1. Neste caso, definimos li+1 como o maior

inteiro tal que o caminho αliαli+1 · · ·αli+1−1 : yli → yli+1
está definido e não

pertence a I;

• Se εli = −1, então αli : yli+1 → yli . Neste caso, definimos li+1 como o maior

inteiro tal que o caminho αli+1−1 · · ·αli+1αli : yli+1
→ yli está definido e não

pertence a I.

Observemos que para qualquer i temos li+1 − li < m pois todo caminho de Q

cujo comprimento é maior ou igual a m está em I. Deste modo vemos que:

ln = ln + (−ln−1 + ln−1) + (−ln−2 + ln−2) + · · ·+ (−l1 + l1) + (−l0 + l0)

= (ln − ln−1) + (ln−1 − ln−2) + · · ·+ (l1 − l0) + l0

< nm.
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Assim podemos definir xi := yli para todo 0 ≤ i ≤ n. Ademais, para 0 ≤ i ≤ n−1

definimos o caminho wi do seguinte modo:{
wi = αli · · ·αli+1−1 : xi → xi+1, se εli = 1;

wi = αli+1−1 · · ·αli : xi+1 → xi, se εli = −1.

Observamos que para todo 0 ≤ i ≤ n− 1, os caminhos wiwi+1 e wi+1wi não estão

definidos ou pertencem a I.

Deste modo, sendo B a subcategoria plena de A definida por {x0, · · · , xn}
temos que B ∼= KΓ/R2

Γ onde o grafo adjacente de Γ é dado por:

Γ : x = x0
w0 x1

w1 · · · wn−2
xn−1

wn−1
xn.

Lema 2.20. Seja A = KQ/I uma álgebra de dimensão finita derivadamente

mansa tal que I é gerado por relações monomiais. Suponhamos que a cobertura

de Galois KQ̂/Î de A possui uma subcategoria plena KQ̃/Ĩ definida por:

Q̃: •

•

• •

α

β
γ

Q̃(2)

Q̃(1)

Q̃(3)

onde para i = 1, 2, 3, Q̃(i) é um subcarcás conexo de Q̂ tal que Q̃(i)
0 ∩ Q̃

(j)
0 = ∅ se

i 6= j, e Ĩ = Î ∩KQ̃.

(a) Se Q̃(1) possui infinitos vértices então s(β)+ = {β}, s(β)− = ∅, t(γ)− = {γ},
t(γ)+ = ∅.

(b) Se Q̃(3) possui infinitos vértices então s(α)+ = {α}, s(α)− = ∅, s(β)+ = {β}
e s(β)− = ∅.

Demonstração. Faremos apenas o item (a), o item (b) é análogo. Como I é ge-

rado por relações monomiais, então Q̂ é uma árvore conexa e localmente finita.

Observamos também que por I ser ideal admissível de KQ e Q ser finito, então

deve existir um inteiro m ≥ 2 tal que Rm
Q̂
⊂ Î.

Supondo que s(β)+ 6= {β} ou s(β)− 6= ∅, então como Q̂
(1)
0 é um conjunto

infinito, segue do Lema 2.19 que KQ̃/Ĩ possui um subcategoria plena Ã que é
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isomorfa a álgebra de caminhos de algum dos seguintes carcases com relações:

(1) e J = R2
∆;∆: • • • • • • • • •

•

ω5 ω4 ω3 ω2 ω1 ω0 β λ

γ

(2) e H = R2
Ω;Ω: • • • • • • • • •

•

ω5 ω4 ω3 ω2 ω1 ω0 β λ

γ

(3)

e L = 〈ρ ∈ Υ2|ρ 6= λβ〉.

Υ: • • • • • • • • •

•

ω5 ω4 ω3 ω2 ω1 ω0 β λ

γ

Nos casos (1) e (2) temos que A é derivadamente selvagem pelo Corolário 1.43,

uma contradição. Agora, se Ã ∼= KΥ/L, então como s(λ) ∈ Υ0 é uma fonte e

não existe relação ρ ∈ {ρ ∈ Υ2|ρ 6= λβ} tal que s(ρ) = s(λ), temos que Ã é

derivadamente equivalente a µ+
t(λ)(KΥ/L) ∼= K∆/J , e pelo Lema 1.42 temos que

A é derivadamente selvagem. Novamente contradição. Portanto s(β)+ = {β} e

s(β)− = ∅.
Agora, se t(γ)− 6= {γ} ou t(γ)+ 6= ∅, então como Q̂(1)

0 é um conjunto infinito

segue do Lema 2.19 que KQ̂/Î possui um subcategoria plena B̃ que é isomorfa a

álgebra de caminhos de algum dos seguintes carcases com relações:

(1’) e J ′ = R2
∆′ ;∆′: • • • • • • • • •

•

ω5 ω4 ω3 ω2 ω1 ω0 γ λ

β

(2’) e H ′ = R2
Ω′ ;Ω′: • • • • • • • • •

•

ω5 ω4 ω3 ω2 ω1 ω0 γ λ

β

(3’)

e L′ = 〈ρ ∈ Υ2|ρ 6= γλ〉.

Υ′: • • • • • • • • •

•

ω5 ω4 ω3 ω2 ω1 ω0 γ λ

β

Como anteriormente, isso implica em A ser derivadamente selvagem, uma contra-

dição. Segue que t(γ)− = {γ} e t(γ)+ = ∅.

Lema 2.21. Seja A = KQ/I uma álgebra quadrática de cordas derivadamente

mansa que não é uma árvore. Suponhamos que existam flechas α, β, γ ∈ Q1 e um
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vértice x ∈ Q0 tais que os vértices s(α), s(β), x e t(γ) são dois a dois distintos,

αγ, βγ ∈ I, x+ = {γ} e t(α) = t(β) = s(γ) = x.

(a) Se t(γ)− 6= {γ} ou t(γ)+ 6= ∅, então s(α)+ = {α}, s(α)− = ∅, s(β)+ = {β}
e s(β)− = ∅. Em particular, x ∈ E3.

(b) Se s(α)+ 6= {α} ou s(α)− 6= ∅, então s(β)+ = {β}, s(β)− = ∅, t(γ)+ = ∅ e
t(γ)− = {γ}. Em particular, x ∈ E4.

Demonstração. Seja KQ̂/Î o recobrimento de Galois de A. Por construção, Q̂

possui a seguinte forma:

Q̂: •

•

• •

α

β
γ

Q̂(2)

Q̂(1)

Q̂(3)

onde para i = 1, 2, 3, Q̂(i) é um subcarcás conexo de Q̂ tal que Q̂(i)
0 ∩ Q̂

(j)
0 = ∅

se i 6= j. Além disso, como I é gerado por relações monomiais e Q possui ciclos,

então Q̂ é uma árvore conexa, localmente finita com infinitos vértices, de modo

que pelo menos um dos Q̂(i)’s deve possuir infinitos vértices.

Supondo que t(γ)− 6= {γ} ou t(γ)+ 6= ∅, então segue do item (a) do Lema 2.20

que Q̂(1)
0 e Q̂(2)

0 são conjunto finitos , assim Q̂(3) possui infinitos vértices e pelo item

(b) do Lema 2.20 temos que s(α)+ = {α}, s(α)− = ∅, s(β)+ = {β} e s(β)− = ∅.
Isto conclui o item (a).

Agora, se s(α)+ 6= {α} ou s(α)− 6= ∅, então segue do Lema 2.20 que Q̂(2)
0 e

Q̂
(3)
0 são finitos, logo Q̂(1)

0 é um conjunto infinito, e novamente pelo item (a) do

Lema 2.20 temos que s(β)+ = {β}, s(β)− = ∅, t(γ)+ = ∅ e t(γ)− = {γ}.

Lema 2.22. Seja A = KQ/I uma álgebra quadrática de cordas derivadamente

mansa que não é uma árvore. Suponhamos que existam flechas α, γ, δ ∈ Q1 e

x ∈ Q0 tais que t(α) = s(δ) = s(γ) = x, os vértices s(α), x, t(δ), t(γ) dois a dois

distintos, αγ, αδ ∈ I e x− = {α}.

(a) Se s(α)+ 6= {α} ou s(α)− 6= ∅, então t(δ)+ = ∅, t(δ)− = {δ}, t(γ)+ = ∅ e

t(γ)− = {γ}. Em particular, x ∈ E5.

(b) Se t(γ)− 6= {γ} ou t(γ)+ 6= ∅, então s(α)+ = {α}, s(α)− = ∅, t(δ)+ = ∅ e

t(δ)+ = {δ}. Em particular, x ∈ E6.

Demonstração. É suficiente aplicarmos o Lema 2.21 a Aop.
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Lema 2.23. Seja A = KQ/I uma álgebra quadrática de cordas derivadamente

mansa que não é uma árvore. Suponhamos que existam α, β, γ, δ ∈ Q1 e x ∈ Q0

tais que t(α) = t(β) = s(γ) = s(δ) = x.

(a) Se os vértices s(α), s(β), x, t(γ) e t(δ) são dois a dois distintos,

αγ, βγ, αδ ∈ I mas βδ /∈ I, então s(α)+ = {α}, s(α)− = ∅, t(γ)+ = ∅ e

t(γ)− = {γ}. Em particular, x ∈ E1.

(b) Se s(β) = t(δ), os vértices s(α), s(β), x e t(γ) são dois a dois distintos,

αγ, βγ, αδ, δβ ∈ I mas βδ /∈ I, então s(α)+ = {α}, s(α)− = ∅, t(γ)+ = ∅ e
t(γ)− = {γ}. Em particular, x ∈ E2.

Demonstração. (a) Seja KQ̂/Î o recobrimento de Galois de A. Como Q não é

uma árvore e I é gerado por relações monomiais, então Q̂ é uma árvore conexa,

localmente finita com infinitos vértices. Ademais, como Q é finito e I é ideal

admissível de KQ, segue que existe m ≥ 2 tal que Rm
Q ⊂ I e assim Rm

Q̂
⊂ Î.

Por construção Q̂ possui a seguinte forma:

Q̂: •

•

•

•

•

α

β

γ

δ

Q̂(1)

Q̂(2)

Q̂(3)

Q̂(4)

onde para 1 ≤ i ≤ 4, Q̂(i) é um subcarcás pleno e conexo de Q̂ tal que Q̂(i)
0 ∩Q̂

(j)
0 = ∅

se i 6= j. Além disso, como Q̂ possui infinitos vértices, então pelo menos um dos

Q̂(i)’s deve possuir infinitos vértices.

Supondo Q̂(1)
0 infinito, segue do Lema 2.19 que podemos escolher vértices ade-

quados de Q̂ que definem uma subcategoria plena KQ̃/Ĩ onde:

Q̃: • • • • • •

•

•

•

•

e Ĩ = 〈ρ ∈ Q̃2|ρ 6= βδ〉.
ω5 ω4 ω3 ω2 ω1

ω0

β

γ

δ

Do Lema 2.17 temos que KQ̃/Ĩ é derivadamente selvagem e assim A é derivada-

mente selvagem pelo Lema 1.42, uma contradição. Isto mostra que Q̂(1)
0 é finito.

Além disso, este mesmo argumento aplicado a Aop mostra que Q̂(3)
0 é também

finito. Portanto Q̂(2)
0 ou Q̂(4)

0 devem ser conjunto infinitos.

Agora, se Q̂(2)
0 é um conjunto infinito, então segue do item (a) do Lema 2.20

que s(α)+ = {α}, s(α)− = ∅, t(γ)− = {γ} e t(γ)+ = ∅. Do mesmo jeito, se Q̂(4)
0
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é infinito então aplicando este mesmo argumento à Aop temos que s(α)+ = {α},
s(α)− = ∅, t(γ)− = {γ} e t(γ)+ = ∅.

(b) Procedendo como no item (a), seja KQ̂/Î o recobrimento de Galois de A,

logo Q̂ é uma árvore conexa, localmente finita com infinitos vértices e existe m ≥ 2

tal que Rm
Q̂
⊂ Î.

Por construção Q̂ possui a seguinte forma:

Q̂: •

•

•

•

•

α

β

γ

δ

Q̂(1)

Q̂(2)

Q̂(3)

Q̂(4)

onde para 1 ≤ i ≤ 4, Q̂(i) é um subcarcás pleno e conexo de Q̂ tal que Q̂(i)
0 ∩Q̂

(j)
0 = ∅

se i 6= j. Além disso, como em Q temos s(β) = t(δ) e t(β) = s(δ), segue da

construção de Q̂ que Q̂(2) e Q̂(4) possuem infinitos vértices. Assim, pelo item (a)

do Lema 2.20 temos que s(α)+ = {α}, s(α)− = ∅, t(γ)+ = ∅ e t(γ)− = {γ}.

Agora já estamos aptos a demonstrar o Teorema C. Para facilitar a leitura,

vamos recordar a o enunciado do Teorema C.

Teorema C: Seja A uma álgebra quadrática de cordas cujo carcás não é uma

árvore. Então A é derivadamente mansa se, e somente se, A é uma álgebra qcb.

Demonstração. Se A é uma álgebra qcb, então A é derivadamente mansa pelo Te-

orema A. Por outro lado, se A é uma álgebra quadrática de cordas derivadamente

mansa e x é um vértice não gentil de Q, temos que x satisfaz a uma das condições

(1), (2), (3) ou (4) descritas pela Proposição 2.16.

Suponhamos que x satisfaz a condição (1), isto é, existem flechas α, β, γ ∈ Q1

tais que t(α) = t(β) = s(γ) = x, x+ = {γ}, s(α), s(β), x e t(γ) são dois a dois

distintos e αγ, βγ ∈ I. Como Q é um carcás conexo que não é uma árvore,

então existe uma flecha λ ∈ Q1\{α, β, γ} tal que s(λ) ∈ {s(α), s(β), t(γ)} ou

t(λ) ∈ {s(α), s(β), t(γ)}. Assim segue do Lema 2.21 que x pertence a E3 ou E4.

Se x satisfaz a condição (2), temos então uma situação dual ao caso (1) e segue

do Lema 2.22 que x pertence a E5 ou E6.

Finalmente, se x satisfaça a condição (3) ou (4) então segue do Lema 2.23 que

x pertence a E1 ou a E2 respectivamente.
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Concluímos assim que todo vértice não gentil de Q é excepcional, portanto A é

uma álgebra qcb. �

Finalmente, podemos demonstrar nosso resultado principal. Novamente para

propiciar uma leitura mais agradável, vamos recordar o enunciado do Teorema A.

Teorema A: Uma álgebra quadrática de cordas A é derivadamente mansa se, e

somente se, uma das seguintes condições é satisfeita:

(1) A é do tipo árvore e χA é não negativa;

(2) A é uma álgebra quadrática de cordas boa.

Demonstração. Pirmeiramente suponhamos que A seja derivadamente mansa.

Assim, caso A seja uma árvore, temos que χA é não negativa pelo Teorema 1.32.

Mas se A não é uma árvore, então A é uma álgebra qcb pelo Teorema C.

Por outro lado, se A é uma árvore e χA é não negativa, então A é derivada-

mente mansa pelo Teorema 1.32. Além disso, se A é um álgebra qcb, então A é

derivadamente mansa pelo Teorema B. �

Observação 2.24. Observamos que o Teorema A classifica as álgebras quadráti-

cas de cordas derivadamente mansas utilizando duas abordagens distintas. Temos

as álgebras quadráticas de cordas que são árvores cuja forma quadrática de Eu-

ler é não negativa e as álgebras qcb. No primeiro caso, a classificação segue via

forma quadrática de Euler, o que pode não ser muito prático, uma vez que de-

terminar se uma forma quadrática é não negativa está longe de ser um trabalho

simples. Já no segundo caso, a classificação é dada de maneira combinatorial,

portanto mais simples, apenas observando características do carcás com relações

da álgebra em questão. Sendo assim, fica evidente que embora o Teorema A nos

dê uma classificação completa para as álgebras quadráticas quadráticas de cordas

derivadamente mansas, esta classificação ainda não é a ideal. Para obtermos uma

resposta que seja inteiramente combinatorial, será necessário estudar quando uma

álgebra quadrática de cordas do tipo árvore possui forma quadrática de Euler não

negativa.

Para finalizar, gostaríamos de fazer algumas considerações sobre possíveis des-

dobramentos para este trabalho. O primeiro possível desdobramento envolve uma

generalização da classe das álgebras quadráticas de cordas. Dizemos que uma

álgebra A = KQ/I pertence à classe D se A satisfaz as seguintes condições:
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1) todo vértice de Q é origem e término de no máximo duas flechas;

2) I é gerado por caminhos de comprimento dois.

É claro que toda álgebra quadrática de cordas pertence a classe D. Alguns estudos

preliminares nos levaram a crer que a classificação das álgebras da classe D que

são derivadamente mansas será muito semelhante à resposta obtida para álgebras

quadráticas de cordas.

O segundo possível desdobramento tem a ver com as álgebras quadráticas de

cordas boas. Como vimos, dada A álgebra qcb, existe B uma álgebra gentil

torcida tal que A e B são derivadamente equivalentes. Neste caso, existe um

funtor de equivalência entre as respectivas categorias derivadas limitadas Db(A) e

Db(B). Nosso intensão é utilizar este funtor juntamente com a classificação dos

complexos indecomponíveis de Db(B) dada em [13] para classificar os complexos

indecomponíveis de Db(A), bem como para obter uma classificação das álgebras

qcb que são hereditárias por partes, isto é, classificar as álgebras qcb cuja categoria

derivada limitada é equivalente como categoria triangulada à Db(H), ondeH é uma

K-categoria hereditária.
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